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TEIL I

N. B. Wassiljew, A. A. Jegorow

Aufgaben zur Vorbereitung
auf die Allrussische Olympiade
junger Mathematiker

Staatlicher Verlag fiir padagogische Literatur, Moskau 1963



VORWORT

Der bedeutendste Wettbewerb junger Mathematiker in unserem Lande, die all-
russische Mathematik-Olympiade, die vom Ministerium fiir Volksbildung der RSFSR
durchgefiihrt wird, ist schon zur Tradition geworden.

Fiir die Endetappe der Olympiade, die in den Friihjahrsferien in Moskau stattfindet,
kommen aus allen Teilen unseres Landes diejenigen Schiiler zusammen, die bei den
Olympiaden in den Stiddten, Kreisen und Bezirken die besten Resultate erzielten.
Im Zusammenhang damit wurde es notwendig, alle Schiiler, die sich fiir Mathematik
interessieren, in verstindlicher Form mit dem Charakter der Aufgaben, dic fiir die
Olympiade vorgesehen sind, vertraut zu ‘machen. Zu diesem Zweck wird die vor-
liegende Sammlung, die ungefihr 200 verschiedene Aufgaben enthilt, herausge-
geben.

Dabei bilden die Aufgaben von erhdhter Schwierigkeit, die das Ziel haben, die
mathematischen Kenntnisse im Schulunterricht zu vertiefen, nur einen geringen Teil
der Sammlung. Es gibt eine geniigende Anzahl von Biichern sowohl fiir Schiiler als
auch fiir Lehrer, in denen derartige Aufgaben zusammengestellt sind und auf deren
Losungsverfahren hingewiesen wird. (SCHACHNO, Sammlung von mathematischen
Aufgaben; KRETSCHMAR, Sammlung von Algebra-Aufgaben; DELONE und SHITO-
MIRSKI, Sammlung von Aufgaben der Geometrie; HADAMARD, Elementar-Geometrie;
verschiedene Aufgaben fiir Wettbewerbe u. a.)

Der Zweck der vorliegenden Sammlung ist vor allem, die Leser mit solcher Thematik
und solchen Fragestellungen bekannt zu machen, die nicht selten sogar sehr befihigte
Schiiler in Schwierigkeiten bringen, wenn sie zum ersten Male mit ihnen zusammen-
treffen.

Insbesondere werden an vielen Stellen in der Aufgabensammlung Teilbarkeitsauf-
gaben gestellt. Ferner enthélt die Sammlung Aufgaben iiber die Anordnung von
Punkten und Figuren in der Ebene, geometrische Konstruktionsaufgaben, Aufgaben
zur Methode der vollstindigen Induktion, Aufgaben von rein logischem Charakter
und andere, die hdufig bei Mathematik-Olympiaden gestellt werden. Ein groBer Teil
der Aufgaben ist der Sammlung von Vorbereitungsaufgaben zur Moskauer Olym-
piade und einigen anderen Olympiaden sowie den Biichern der Reihe Bibliothek
des mathematischen Zirkels und einigen auslindischen Zeitschriften entnommen
worden.



Bei vielen der gestellten Aufgaben sind zur Lésung einige Anstrengungen und eine
erhebliche Auffassungsgabe notig.
Zur Erleichterung sind alle Aufgaben mit Hinweisen und in einzelnen Fillen auch
mit kurzen Losungen versehen, die AufschluB iiber einige Verfahren geben, die man
oft bei der Lésung von dhnlichen Aufgaben verwenden kann.
Es empfiehlt sich jedoch, erst dann die Hinweise zu benutzen, wenn man lange genug
versucht hat, die Losung zu finden; nur in diesem Fall bringt das Arbeiten an den
Aufgaben wirklich einen Nutzen. Man sollte dabei nicht gleich verzweifeln, wenn es
nicht gelingt, diese oder jene Aufgabe selbstindig zu 16sen. Dies bezieht sich be-
sonders auf die schwierigeren Aufgaben, die mit einem oder mit zwei Sternchen ver-
sehen sind.
Die Aufgabensammlung besteht aus 8 Abschnitten, von denen ein jeder Aufgaben
enthilt, die entweder in der Idee der Losung oder im Thema verwandt sind. Vor
allem sind die Aufgaben jedes Abschnitts der Reihe nach zu 16sen (dies bezieht sich
insbesondere auf die Abschnitte 2 und 6).
Ein groBer Teil der Aufgaben ist fiir Schiiler der achten Klasse zugénglich. Fiir die
iibrigen sind besondere Vermerke angebracht (z. B. bedeutet die Ziffer (X) nach der
Nummer der Aufgabe, daB diese fiir Schiiler der X. bis XI. Klassen gedacht ist).
Die Abschnitte 4 und 5 sind durchweg fiir Schiiler der Klassen X und XI bestimmt.
Am Schluf der Sammlung werden die Aufgaben, die bei der zweiten allrus-
sischen Olympiade junger Mathematiker gestellt worden sind, einschlieBlich ihrer
vollstindigen Losungen mitgeteilt.
Bei dieser Gelegenheit mdchten wir dem Initiator dieser Sammlung, dem Akademie-
mitglied A. N. KoLMoGorow, der die Herausgabe der Sammlung iibernahm,
unseren Dank aussprechen.

N. B. Wassiljew, A. A. Jegorow



VORWORT DES HERAUSGEBERS

Unser Land bendtigt eine groBe Anzahl gut ausgebildeter und talentierter Mathe-
matiker. Es ist sehr wichtig, daB man fiir den Beruf eines Mathematikers solche Ver-
treter unserer Jugend auswihit, die auf diesem Gebiet besonders produktiv arbeiten
kénnen. Die Mathematik-Olympiaden ermdoglichen es, begabte junge Menschen fiir
die Mathematik zu interessieren. Die Teilnahme an mathematischen Zirkeln und
Olympiaden in den Schulen kann jedem helfen, seine eigenen Fihigkeiten, die Ernst-
haftigkeit und Bestidndigkeit seiner Zuneigung zur Mathematik einzuschitzen. In
der Sammlung, die von N. B. WassiLIEW und A. A. JEGorow verfaBt wurde, sind
Aufgaben zusammengestellt worden, fiir deren Losung keine besonderen Kenntnisse
erforderlich sind, die iiber die Grenzen des Lehrplanes fiir Mittelschulen hinaus-
gehen, sondern sie erfordern eine bestimmte Selbstindigkeit im Denken und in der
Auffassungsgabe. Zum SchluB der Sammlung werden Beispiele von Aufgaben ange-
fithrt, die auf allrussischen Mathematik-Olympiaden gestellt worden sind. Es
wird beabsichtigt, im Jahre 1963 fiir die besten Teilnehmer der allrussischen
Mathematik-Olympiaden, welche die IX. Klasse der Zehnjahresschule oder die
X. Klasse der Elfjahresschule besucht haben, in Moskau einen Friihjahrslehrgang fiir
Mathematik einzurichten, in dem sie sich einen Monat lang unter Anleitung von
Hochschullehrern und Aspiranten der Moskauer Universitit mit Mathematik be-
schiftigen konnen.
Indem ich den Lesern der Sammlung viel Erfolg beim Losen der Aufgaben und
einen Sieg bei den Olympiaden in den Stddten und Bezirken sowie bei der all-
russischen Olympiade wiinsche, mochte ich zugleich bemerken, dal der Weg zur
ernsthaften Arbeit auf dem Gebiet der mathematischen Wissenschaft nicht immer
der gleiche ist. Dem einen fillt das Losen von komplizierten Aufgaben leicht, ein
anderer tut sich anfangs auf diesem Arbeitsgebiet nicht hervor, aber er dringt, indem
er langsamer arbeitet, tiefer und ernsthafter in die Theorie ein. Einige lernen erst
spiter selbstindig zu arbeiten. Letzten Endes muB sich jeder, der die Mathematik
als Hauptinteressengebiet und Beruf wihlt, von seiner eigenen Selbsteinschitzung
leiten lassen und nicht von der Anzahl der Primien und Belobigungen auf den
Olympiaden.

A. N. Kolmogorow



16. Kann eine Quadratzahl auf vier einander gleiche von Null verschiedene Ziffern
enden?

17. Es ist zu beweisen, daB die Zahl n* + 4 fiir jedes ganze n = 2 eine zusammen-
gesetzte Zahl ist.

18. Es ist zu beweisen:
Ist die Summe dreier ganzer Zahlen durch 6 teilbar, dann ist die Summe ihrer
Kuben auch durch 6 teilbar.

19. Es ist zu beweisen:

2
m

3
Die Zahl T3 + & + m? ist fiir jedes ganze m ganzzahlig.

20. Eine gewisse ganze Zahl schreibt sich im Dezimalsystem mit Hilfe von 300 Einsen
und einer gewissen Anzahl Nullen. Kann sie eine Quadratzahl sein?

21. Es seib die letzte Ziffer der Zahl 2" und 2" = 10a + b. Man zeige, daB ab durch
6 teilbar ist.

*22. Einige von 15 Bogen Papier wurden in 10 Teile zerschnitten. Sodann wurden
einige der zerschnittenen Bogen nochmals in 10 Teile zerschnitten usw. Als man
alle so entstehenden Papierbogen zusammenzihlte, erhielt man 1963. Beweisen
Sie, daB falsch geziihlt worden ist! '

23. Es ist die kleinste positive ganze Zah] zu finden, die bei der Teilung durch
2,3, 5,7 und 11 jeweils den Rest 1 ergibt.

24. (Fortsetzung) Es ist die kleinste positive ganze Zahl zu finden, die bei der
Teilung durch 2, 3, 5, ..., p;, ..., pa (p; die i-te der ersten n Primzahlen) den Rest 1
ergibt.

*25. (Fortsetzung) Man beweise, daB es unendlich viele Primzahlen gibt.

26. Man beweise, daB es zu jeder beliebigen Zahl N stets N aufeinanderfolgende-
zusammengesetzte ganze Zahlen gibt. (Das heiBt, obwohl die Menge der Prim-~
zahlen unendlich ist, gibt es doch beliebig lange Abschnitte natiirlicher Zahlen,,
die keine Primzahl enthalten.)

*27. Es ist zu beweisen, daB es unendlich viele Primzahlen gibt, die bei Teilung durch
4 den Rest 3 ergeben, d.h. die Primzahlen der Form 4n + 3 sind. Das ent-~
sprechende ist fiir die Zahlen der Form 6n + 5 zu zeigen.

28. Es ist zu beweisen, daB3 es unendlich viele ganze Zahlen gibt, die sich nicht in
der Form p + n? darstellen lassen, wie die Primzahl p und die ganze Zahl n > 1
auch gewihlt sein mogen.



29. Es ist die folgende Gleichung zu beweisen:
Q+DQE2+ 1. +1)=22"" -1

**30. Es ist zu beweisen, daB zwei beliebige Zahlen der Folge
22 4 1=3, 22 +1=5 2 41=17, .., 2" 4+ 1

zueinander teilerfremd sind. Man leite hieraus das Resultat der Aufgabe 25 her.

31. Unter dem ganzen Bestandteil einer gegebenen reellen Zahl x versteht man die
groBte ganze Zahl, die nicht groBer als x ist. Er wird mit dem Symbol [x] be-
zeichnet.

a) Der ganze Bestandteil folgender Zahlen ist zu finden.

—1,5; —1—; 0; 1; 21;3,99
2 2

b) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften iiber den ganzen Bestandteil von
Zahlen!

1) Esist [n + x] gleich n + [x] fiir jedes ganze n. 2) Es gilt |ik_a:| >k I:‘—I:I fiir
jedes ganze k. b b

32. Man beweise, daBl es genau I:]ijl natiirliche Zahlen gibt, die nicht gréBer als
q

die gegebene Zahl N > 0 sind und durch die gegebene natiirliche Zahl (g < N)
teilbar sind.

33. Man beweise: la]
Ist b > 0 eine ganze Zahl, dann gilt [g] = l:%] fira = 0.
*34. Mit n! bezeichnet man das Produkt der ersten » natiirlichen Zahlen
(n!=1-2-3-..)). Beweisen Sie, daB die hochste Potenz der Primzahl p, durch

die n! teilbar ist, gleich I:’l] + I:i:l + ...+ I:l"':l ist, wenn p™ < n und
P p

2
prtt > nist! p

*35. (X) Man beweise, daB »! fiir kein #n durch p” teilbar ist, wenn p eine Primzahl
ist.
*36. Man beweise, daB die Zahl (n!)! durch die Zahl (n!)"= 1" teilbar ist.
37. Es seien zwei natiirliche Zahlen a und b gegeben. Bei der Teilung durch b er-
gebe a den Rest ;. Teilt man b durch r, (es ist klar, daB r; < b ist) moge sich

der Rest r, ergeben, weiter moge sich bei der Teilung von r; durch r, der Rest r
ergeben usw. Es ist zu beweisen, daB nach einer gewissen Anzahl von Schritten
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der ProzeB abbricht (d. h. ein gewisser Rest r,_, wird schlieBlich durch r, teil-
bar sein) und daf der letzte von Null verschiedene Rest der grofte gemeinsame
Teiler von @ und b ist.

*38. (Fortsetzung) Es ist zu beweisen, dal man zu zwei beliebigen ganzen Zahlen a
und b stets zwei ganze Zahlen m und » finden kann, so dall ma + nb = d ist,
wenn d den groBten gemeinsamen Teiler der Zahlen a und b bedeutet. (Sind
insbesondere @ und b teilerfremd zueinander, dann folgt aus dem Ergebnis
dieser Aufgabe, daB es zwei ganze Zahlen m und » gibt, so daB ma + nb = 1
ist.)

**39, Man beweise:
Sind die Zahlen 27 — 1 und 29 — 1 zueinander teilerfremd, dann sind auch die
Zahlen p und g zueinander teilerfremd
und umgekehrt:
Sind die Zahlen p und ¢ zueinander teilerfremd, dann sind auch die Zahlen
27 — 1 und 27 — 1 zueinander teilerfremd.
Es ist der groBte gemeinsame Teiler der Zahlen 2? — 1 und 2¢ — 1 zu finden,
wenn p und g nicht zueinander teilerfremd sind.

40. Es ist zu beweisen, daB alle ganzzahligen Losungen der Gleichung x™ = )",
in der die gegebenen Zahlen m und n» teilerfremd sind, durch die Formeln
x = t", y = t" gegeben werden, wobei ¢ alle ganzen Zahlen durchliuft.

41. (IX) Beweisen Sie, daf 1g 2 eine irrationale Zahl ist!

*42. (IX) Wie miissen die ganzen Zahlen aund b beschaffen sein, damit log, b eine
rationale Zahl ist?

2. Aufgaben zum ,,DIRICHLETschen Schubfachschluf‘

Im vorliegenden Abschnitt werden einige Aufgaben gestellt, deren Losungen auf dem
folgenden ,,DiricHLETschen SchubfachschluB‘ beruhen:

Wenn n + 1 Gegenstinde auf n Schubladen verteilt sind, dann miissen sich in wenig-
stens einer Schublade zwei Gegenstinde befinden.

43, Es ist zu beweisen, daB man unter n + 1 ganzen Zahlen stets zwei finden kann,
deren Differenz durch n teilbar ist.

44, Zu jeder natiirlichen Zahl » gibt es eine Zahl der Gestalt 111 ... 100 ... 0, die
durch # teilbar ist. Dies ist zu beweisen.

45. Zu jeder 100stelligen Zahl M kann man eine Zahl finden, die durch 1963 teilbar
ist und deren letzte 100 Ziffern die Zahl M bilden. Dies ist zu beweisen.
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46. Man beweise, daB man aus 1000 ganzen Zahlen solche Zahlen auswihlen kann,
daB deren Summe durch 1000 teilbar ist.

47. Es wird die Folge der Zahlen 6, 62, 63, ..., 6", ... betrachtet, und es werden die
letzten vier Ziffern dieser Zahlen 0006, 0036, 0216, 1296, 7776, ... hingeschrie-
ben. Es ist zu beweisen, daB diese Folge von einer gewissen Stelle 7, an peri-
odisch ist.

48. Kann man eine Potenz von 3 finden, die mit den Ziffern 0001 endet?

*49, a) Es ist zu zeigen, daB die Folge der letzten drei Ziffern der ,,FiBONAccCIschen
Zahlen* 1,1,2,3,5,8, 13, ... (jede Zahl ist gleich der Summe der beiden vor-
hergehenden) periodisch ist. )

b)** Es ist zu beweisen, daB unter der ersten Million Glieder dieser Folge eine
Zahl vorkommt, die mit drei Neunen endet.

50. Es ist zu beweisen, dal man aus 26 verschiedenen natiirlichen Zahlen, die nicht
grofler als 50 sind, zwei auswéhlen kann, von denen die eine doppelt so grof3
wie die andere ist. Ist dies auch fiir 25 verschiedene Zahlen, die nicht groBer als
50 sind, richtig?

*51. Man zeige, dall man aus n + 1 verschiedenen natiirlichen Zahlen, die kleiner
als 2n sind, drei solche auswéhlen kann, bei denen die Summe von zweien gleich
der dritten ist.

*52. Auf einer quadratischen Flidche von 1 km Seitenléinge wéchst ein neuer Wald
heran, der aus 4500 Biumen mit einem Durchmesser von 50 cm besteht. Es ist
zu beweisen, daB man in dem Wald eine rechteckige Fliche von 10 m x 20 m
finden kann, auf der kein Baum steht.

3. Aufgaben zur ebenen Geometrie

53. Es ist zu beweisen:
Ist die Linge der Strecke Wv, die die Mittelpunkte der Seiten 4B und CD des
Vierecks ABCD verbindet, gleich der halben Summe der Linge der anderen
Seiten, dann ist dieses Viereck ein Trapez mit der Grundseite AD.

54. Gegeben sind zwei Kreislinien S; und S, und die Gerade /. Man konstruiere
eine zu der gegebenen Geraden parallele Gerade, bei der der Betrag des Ab-
standes zwischen ihren Schnittpunkten mit den gegebenen Kreislinien gleich
einer gegebenen Zahl a ist.

55. Es ist der geometrische Ort aller Punkte zu finden, fiir die die Summe der Ab-
stinde von zwei gegebenen nicht parallelen Geraden /; und /, gleich der ge-
gebenen Zahl a ist.

2 [002106] ' 17



56. Durch einen gegebenen Punkt A4 soll eine Gerade so gelegt werden, daB die

Strecke zwischen ihren Schnittpunkten mit einer gegebenen Geraden und einer
gegebenen Kreislinie im Punkte 4 halbiert wird.
e

57. Beweisen Sie, daBl die Mitten der Seiten jedes Vierecks die Ecken eines Par-

allelogramms sind!

*58. Durch einen Punkt, der im Innern eines gegebenen Winkels liegt, soll eine Ge-

rade so gelegt werden, daf3 das von ihr abgeschnittene Dreieck einen moglichst
kleinen Flicheninhalt hat.

59. Man konstruiere ein gleichseitiges Dreieck, dessen Ecken auf drei gegebenen

konzentrischen Kreisbogen liegen.

60. Uber den Seiten eines beliebigen Parallelogramms ABCD werden nach auBen

die Quadrate konstruiert. Beweisen Sie, daB3 die Mittelpunkte dieser Quadrate
die Ecken eines Quadrates bilden!

61. Uber der Seite 4B des Dreiecks ABO mit den gegebenen Seiten A0 = a und

OB = b wird das gleichseitige Dreieck ABC konstruiert. Bei welcher GroBe
des Winkels 40B hat die Strecke OC ihre grofite (kleinste) Linge?

62. Uber den Seiten 4B und BC des gegebenen Dreiecks 4BC werden die Quadrate

A'B'BA4 und B" C'CB konstruiert. Beweisen Sie, daf} die Verldngerung der Hohe
im Dreieck ABC durch die Ecke B Seitenhalbierende im Dreieck B”'B'B ist!

63. In ein Quadrat ist ein gleichseitiges Dreieck einzubeschreiben, dessen eine Ecke

ein gegebener Punkt auf dem Rande des Quadrats ist.

64. Auf einer gegebenen Geraden [ ist ein Punkt X zu finden, so daB die Summe der

Abstinde des Punktes X von zwei gegebenen Punkten A und B, die auf ein und
derselben Seite der gegebenen Geraden liegen, moglichst klein ist.

65. Es soll ein Dreieck von moglichst kleinem Umfang konstruiert werden, dessen

eine Ecke in einen gegebenen Punkt A innerhalb eines gegebenen Winkels B
fallt und dessen andere Ecken auf verschiedenen Schenkeln des Winkels B
liegen.

*66. Durch einen gegebenen Punkt soll eine Gerade gelegt werden, die von einem

gegebenen Winkel ein Dreieck gegebenen Umfangs abschneidet.

*67. Gegeben sind eine Gerade MN und die Punkte 4 und B auf ein und derselben

Seite der Geraden. Auf dieser Geradenist ein Punkt X zu finden, fiir den
¥AXM = 2¥XBXN ist.

68. Kann man die Ebene parkettieren: a) durch kongruente Dreiecke gegebener

18

Gestalt; b) durch kongruente Vierecke gegebener Gestalt?



69. Ermitteln Sie den geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die einem
Dreieck mit gegebener Grundseite 4B und gegebenem Gegenwinkel einbeschrie-
ben sind!

70. Gegeben ist eine Kreislinie S. Ermitteln Sie den geometrischen Ort der Mittel-
punkte aller Sehnen, die durch einen gegebenen Punkt 4 gehen!

*71. Gegeben ist ein gleichschenkliges Dreieck ABC. Der Punkt M sei der Mittel-
punkt der Seite 4B und D der Mittelpunkt der Seite AC. Die dem Dreieck MBC
umbeschriebene Kreislinie schneidet die Hohe BD im Punkte K. Beweisen Sie,

daB BK = ER ist, wenn R der Radius des Umkreises des Dreiecks 4BC ist!

*72. Einem gegebenen Sektor ist ein einem gegebenen Dreieck kongruentes einzu-
beschreiben.

73. Zwei Kreislinien S; und S, mogen sich im Punkte 4 schneiden. Durch den
Punkt 4 soll eine Gerade so gelegt werden, daB die Strecke, die von ihr durch die
Kreise S; und S, abgeschnitten wird, eine gegebene Linge hat.

*74. Gegeben sind die drei Punkte M,, M,, M. Es ist ein Dreieck zu konstruieren,
welches zu einem gegebenen kongruent ist und dessen Seiten durch die Punkte
M, M,, M; gehen.

*75. In ein gegebenes Dreieck 4B, C; ist ein Dreieck einzubeschreiben, das zu einem
gegebenen Dreieck 4BC kongruent ist.

76. Es ist der geometrische Ort aller Punkte M zu finden, fiir die % =k ist.

Dabei bedeuten 4 und B gegebene Punkte und k eine gegebene von 1 verschie-
dene positive Zahl,

77. Es ist eine Kreislinie zu konstruieren, die durch zwei gegebene Punkte 4 und B
geht und eine gegebene Gerade / beriihrt. :

78. Es ist ein Punkt zu finden, von dem aus gesehen eine gegebene Strecke und eine
gegebene Kreislinie unter den Winkeln o und f erscheinen.

*79. Konstruieren Sie ein Dreieck, von dem die drei beziiglich seiner Seiten spiegel-
bildlich zum Orthozentrum gelegenen Punkte gegeben sind.

80. Es ist ein Dreieck mit den drei Hohen A,, h,, h. zu konstruieren.
*81. Auf den Seiten 4B und_ﬁ des Pa‘rall_elogramms ABCD sind die Punkte M
und N so gegeben, daB3 % =« und % = B ist. Der Punkt P sei der Schnitt-

punkt von NM und 4C. Gesucht ist das Verhiltnis :j:g
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*84.
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86.

*87.

88,

89.

90.
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Es sind der Winkel 4ABC und ein Punkt P in seinem Innern gegeben. Auf dem
Schenkel 4B dieses Winkels ist ein Punkt zu finden, der vom Punkte P den
gleichen Abstand wie vom Schenkel BC hat.

. Innerhalb eines beliebigen Rechtecks liege ein Polygon so, da jede Gerade, die

zu einer Rechteckseite parallel ist, das Polygon in hdéchstens einem Punkte
schneidet. Es ist zu beweisen, daB3 die Linge des Polygons nicht grofer als die
Summe der beiden Rechteckseiten ist.

Es ist der geometrische Ort der Endpunkte aller Polygonziige der Linge 1 zu
finden, die von einem gegebenen Punkt ausgehen und von jeder Geraden, die
zu einer von zwei zueinander senkrechten Geraden parallel ist, hochstens einmal
geschnitten werden.

Beweisen Sie, daB bei einem Vieleck mit mehreren Symmetrieachsen alle diese
durch einen gemeinsamen Punkt gehen!

Beweisen Sie, daB} drei beliebige Punkte der Ebene, von denen keine zwei einen

groBeren Abstand als 1 haben, in einer Kreisscheibe vom Radius - liegen.
V3

(Fortsetzung)

a) Wenn man von n gegebenen Punkten der Ebene drei stets in eine Kreisscheibe

vom Radius r einbeschreiben kann, dann liegen alle » Punkte in einer Kreis-

scheibe vom Radius r.

b) Es liegen n Punkte der Ebene, von denen je zwei einen nicht gréferen Abstand

als 1 haben, innerhalb eines Kreises vom Radius r = L_ (Satz von JUNG).
3

(IX) Alle Seiten eines konvexen Vielecks vom Umfang 12 werden um 1 nach
auBen geschoben. Es ist zu beweisen, daB sich dabei der Flicheninhalt um mehr
als 15 vergroBert.

Es ist zu beweisen, daB die Summe der Abstinde eines beliebigen Punktes A/ im
Innern eines gleichseitigen Dreiecks von dessen Seiten konstant ist. Allgemeiner
gilt: Fiir einen beliebigen Punkt M im Innern eines gegebenen konvexen Viel-
ecks ist die Summe a;h; + ayh, + ... + a,h, stets dieselbe. Dabei bedeuten
a,, d,, ..., a, die Lingen der Seiten des Vielecks, und h,, A, ..., h, die Ab-
stinde des Punktes M von den entsprechenden Seiten.

Es ist zu beweisen, daB es im Innern eines spitzwinkligen Dreiecks 4BC genau
einen Punkt P gibt, fiir den

a) XAPB = XBPC = ¥xCPA = 120° ist,



91.

*92.

9%4.

*95,

*96.

9

98.

N

b) die Geraden, die durch die Punkte 4 BC gehen und senkrecht auf den Strecken
AP, BP, CP stehen, ein gleichseitiges Dreieck bildeh,

¢) die Summe der Abstinde des Punktes P von den Ecken des Dreiecks ABC
kleiner ist als von jedem anderen Punkte der Ebene.

a) Es seien g und b zwei Seiten eines Dreiecksl. Es ist zu beweisen, daB3 dessen
Flicheninhalt S nicht groBer als a?b ist.

b) Es seien a, b, ¢ und d vier aufeinanderfolgende Seiten eines Vierecks. Es ist zu
(a + c)4(b + d) ik

(IX) Es ist zu beweisen, daB man in einer Kreisscheibe vom Radius 9,5 unméglich
400 Punkte so unterbringen kann, daB der Abstand zwischen je zweien stets
groBer als 1 ist.

beweisen, daB dessen Flicheninhalt nicht grofer als

. (IX) In einem Rechteck mit den Seiten 20 und 25 befinden sich 120 Quadrate

der Seitenldnge 1. Es ist zu beweisen, daB man innerhalb des Rechtecks eine
Kreisscheibe vom Durchmesser 1 unterbringen kann, die mit keinem der Quadrate
einen Punkt gemeinsam hat.

Es seien E und F die Mittelpunkte der Seiten AB und CD eines Vierecks ABCD.
P sei der Schnittpunkt der Strecken ED und AF, Q der. Schnittpunkt der Strek-
ken EC und BF. Es ist zu beweisen, daB dic Summe der Fliacheninhalte der Drei-
ecke APD und BQC gleich dem Flicheninhalt des Vierecks PEQF ist.

In der Ebene seien n Punkte gegeben, von denen keine drei auf einer Geraden
liegen. Es ist zu beweisen, daB man einen sich nicht selbst iiberschneidenden ge-
schlossenen Polygonzug konstruieren kann, der diese Punkte als Ecken hat.

Es ist ein sich iiberschneidender Polygonzug zu konstruieren, bei dem jede Seite
genau einmal geschnitten wird. Man zeige, daB ein solcher Polygonzug sicher
eine gerade Anzahl n von Seiten hat; fiir gerade »n = 6 sind Beispiele zu kon-
struieren.

Beweisen Sie, daB es fiir jede beliebige ungerade Zahl » = 5 einen geschlossenen,
sich selbst iiberschneidenden Polygonzug mit n Seiten gibt, bei dem jede Seite
genau zweimal geschnitten wird!

In der Ebene seien 2n Punkte gegeben. Weiter sei bekannt, daB es unter drei
beliebigen dieser Punkte stets zwei gibt, deren Abstand nicht groBer als 1 ist.
Man zeige, daB man zwei Kreisscheiben vom Radius 1 so in die Ebene legen
kann, daB sie alle diese Punkte bedecken.
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4. Aufgaben zur Geometrie des Raumes (X. und XI. Klasse)

Es ist zu beweisen, daB die Verbindungsstrecken der Mittelpunkte einander
gegeniiberliegender Kanten eines Tetraeders sich in einem Punkte schneiden
und durch ihn halbiert werden.

Kann man ein Tetraeder konstruieren, bei dem jede Kante Schenkel eines
stumpfen oder rechten ebenen Winkels ist?

Es ist zu beweisen, daB fiir ein Parallelepiped, das keine rechten Winkel hat,
eine der beiden folgenden Aussagen gilt:

In einer Ecke befinden sich drei ebene spitze Winkel oder in einer Ecke befinden
sich drei stumpfe Winkel.

Welches ist die groBSte Anzahl von Kanten, in der eine regulére n-seitige Pyra-
mide von einer Ebene geschnitten werden kann? Wie ist die Frage bei reguliiren
n-seitigen Prismen zu beantworten?

Man zeige, daB es kein Polyeder mit 7 Kanten gibt. Man gebe ein Beispiel eines
Polyeders mit » Kanten, n > 8.

Eine Ebene schneide alle Strecken eines geschlossenen Polygonzuges A,4,, ...,
A,A; in den Punkten By, B,, ..., B,. Es ist zu beweisen, daB

AiBi A:B;  AniBiii AdBi _
BA, B,d,  B,_14, B4,

ist.
Man beweise, daB der Flicheninhalt der Projektion eines Polygons auf eine

horizontale Ebene gleich S cos « ist, wenn S sein Flicheninhalt und o der Nei-
gungswinkel der Polygonebene gegeniiber der horizontalen Ebene sind.

Welche Lage muB ein rechtwinkliges Parallelepiped im Raum haben, damit der
Flicheninhalt seiner Projektion auf eine horizontale Ebene moglichst groB ist?

Man zeige, daB der Flicheninhalt der Projektion eines beliebigen Tetraeders
auf eine horizontale Ebene in einem der folgenden 7 Fille maximal ist: Eine
der 4 Seitenflichen ist horizontal oder eines der 3 Paare gegeniiberliegender
Kanten ist horizontal. Welcher Fall tritt bei einer reguldren dreiseitigen Pyra-
mide mit der Grundkante @ und der Seitenkante b ein?

Man zeige, daB das Volumen eines Polyeders, das einer Kugel vom Radius r

umbeschrieben ist, gleich 1 rS ist, wenn S der Inhalt der Oberfliche des Poly-
eders ist. 3



*109.

110.

111.
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115.
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a) Dafiir, daB es eine Kugel gibt, die alle Kanten des Tetraeders ABCD beriihrt,
ist notwendig und hinreichend, daB 4B + CD = AC + BD = BC + AD ist.
b) Wie édndert sich diese Bedingung, wenn diese Kugel drei Kanten einer Seiten-
fliche und die Verldngerungen der drei anderen Kanten beriihrt?

¢) Fiir welche Tetraeder gibt es zwei Kugeln vom Typ b), die zu zwei gleichen
Seitenflichen gehdren? Fiir welche Tetraeder gibt es eine Kugel vom Typ a)
und eine Kugel vom Typ b)?

d) Es ist zu zeigen: Gibt es eine Kugel a) und zwei Kugeln b), dann ist das
Tetraeder reguldr und es existieren alle 5 Kugeln, eine vom Typ a) und 4 vom
Typ b).

Im Raum seien zwei Dreiecke ABC und A'B’C’ gegeben, die in verschiedenen
Ebenen liegen. Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte M, fiir die die
Volumina der Tetraeder MABC und MA'B'C’ einander gleich sind.

Es seien eine Ebene und zwei nicht in ihr liegende Punkte 4 und B gegeben.
Gesucht ist der_geometrische Ort aller Punkte M in der Ebene, fiir die die Strek-
ken AM und BM mit der Ebene den gleichen Winkel einschlieBen.

Gegeben sei eine Kreislinie X und ein Punkt P, der nicht in der Ebene der
Kreislinie liegt. Durch die Kreislinie K wird eine beliebige Kugel gelegt und es
wird der Kegel mit der Spitze P konstruiert, der diese Kugel in einer gewissen
Kreislinie mit dem Mittelpunkt M beriihrt. Gesucht ist der geometrische Ort
aller Punkte M.

Man beweise, dal man eine belicbige vierseitige korperliche Ecke mit einer
Ebene so schneiden kann, daB der Schnitt ein Parallelogramm ist.

Man zeige, daB man zu jeder dreiseitigen korperlichen Ecke, deren drei ebene
Winkel rechte sind, eine Ebene finden kann, so daB ihr Schnitt einem beliebig
vorgegebenen spitzwinkligen Dreieck kongruent ist.

5. Aufgaben, die mit Hilfe der vollstindigen Induktion zu losen sind

Man zeige, daB 4" + 157 — 1 fiir alle n = 1 durch 9 teilbar ist.
Man zeige,daB 13 + 23 + 33 + .. + n® = (1 + 2+ 3 + ... + n)?ist.

Man zeige, daB fiir n > 1 stets i + l + l + .o+ l > 2 ausfillt.
2 3 4 2> 2

Man ermittle die Summe

(m) (m + l) (m + 2) <n)
+ + o+ ()
m m m m
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119. In der Folge der Zahlen 1,1, 2,3, 5, ... ist jede Zahl die Summe der beiden
vorangehenden. Man zeige, daB jede vierte Zahl der Folge durch 3 teilbar ist.

120. Man zeige, daB man mit Hilfe der Wagestiicke 1 g, 2 g, ..., 2" g jede beliebige
Masse von 1 g bis (2"+! — 1) g zusammensetzen kann. '

121. Es seien die Wigestiicke 1 g, 3 g, 9 g, ..., 3" g gegeben. Man zeige, daB man mit

ihrer Hilfe jeden Gegenstand mit der Masse von 1 g bis g wigen kann.

(Dabei diirfen die Wigestiicke auf beide Waagschalen gelegt werden.)

122. a) Man beweise, daB 3" — 1 durch 2"*2, aber nicht durch 27*3 teilbar ist.
b) Man beweise, daB 23" + 1 durch 3"+!, aber nicht durch 3"*2 teilbar ist.

*123. Man zeige, daB eine Zahl, die mit Hilfe von 3" Einsen geschrieben werden kann,
durch 371, aber nicht durch 3"*2 teilbar ist.

124. In der Ebene seien n = 3 Punkte gegeben. Man beweise, daB man von jedem
Punkte zu gewissen der iibrigbleibenden Punkte Strecken so legen kann, daB3
diese einander nicht schneiden und ein konvexes in Dreiecke zerlegtes Polygon
bilden.

*125, Jede von n = 3 gegebenen Strecken haben eine gréBere Linge als 1. Weiter sei
bekannt, daBl k von diesen Strecken fiir kein & mit k = 3, 4, ..., n, ein geschlos-~
senes Polygon bilden. Man zeige, daB die Summe der Lingen aller dieser
Strecken grofer als 21 ist.

126. In einer Tabelle mit drei Zeilen und » Spalten sind in beliebiger Weise n weil3e,
n rote und 7 schwarze Spielmarken untergebracht. Man zeige, daB man die
Marken in jeder Zeile so umordnen kann, daf in jeder Spalte 3 Marken ver-
schiedener Farbe liegen.

127. Man beweise, daB die Winkelsumme eines nicht in ein und derselben Ebene
gelegenen geschlossenen Polygonzuges, der aus n Strecken besteht, kleiner als
(n — 2) 1807 ist.

*128. a) In der Ebene seien n Geraden gegeben, von denen keine zwei parallel sind und
keine drei durch einen Punkt gehen. In wieviel Teile zerlegen Sie die Ebene?

b) Man beweise, dal n Ebenen in allgemeiner Lage (keine 2 sind parallel, keine 3
haben eine gemeinsame Gerade und keine 4 einen gemeinsamen Punkt) den

3
Raum in —ZI-;_——Sn + | Teile zerlegen.

*129. n Kreislinien zerlegen die Ebene in mehrere Teile. Man zeige, dal man die
Ebene mit zwei Farben so firben kann, daB jeder Teil eine Farbe bekommt,
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130.

*131.

132,

*133.

*134.

und zwei Teile, die lings eines Bogens aneinander stoBen, verschiedene Farben
bekommen.

. 1 . ’ G
Die Zahl a + - sei ganz. Man beweise, daB fiir jedes ganze n auch
1 .
a" + — ganzist.
7

Man zeige, daB die Teilnehmer eines Schachturniers, in dem jeder mit jedem
genau eine Partie gespielt hat, in einer solchen Ordnung numeriert werden
koénnen, daB jeder gegen den Spieler, der eine um 1 gréBere Nummer hat, ge-
wonnen oder unentschieden gespielt hat.

Es seien 2n positive Zahlen a; < a, < ... < a,, gegeben. Wie muf3 man sie in
Paare zerlegen, damit

a) die Summe der Produkte der Paare méglichst grol wird,
b) die Summe der Produkte der Paare méglichst klein wird,
¢) das Produkt der Summe der Paare moglichst groB wird,

d) das Produkt der Summe der Paare mdoglichst klein wird?

Die Summe von 7 positiven Zahlen sei gegeben. Man zeige, daB ihr Produkt
dann am gréBten ist, wenn die Zahlen alle einander gleich sind. Daraus ist zu
schlieBen, daB fiir » beliebige positive Zahlen x;, x5, X3, ..., X,
Xy +X+x3+ ...+ X,

n

PR
\/x,xzx;, X =

ausfillt (das geometrische Mittel ist nicht gréBer als das arithmetische).

a) Aus der Zeile uy, u,, ..., uy,, deren 2" Glieder entweder +1 oder —1 sind,
wird die folgende Zeile gebildet:

Uyly, Upllz,y Usllyy oy Upn-1lgny Uz,

deren 2" Glieder ebenfalls +1 oder —1 sind. Aus dieser Zeile wird nach der
gleichen Regel wiederum eine neue gebildet. Man zeige, dafl nach spitestens
2" Schriften eine Zeile entsteht, die nur aus Einsen besteht.

b) (Fortsetzung) Man zeige, daB aus einer Zeile mit einer ungeraden Anzahl
von Elementen, in der wenigstens einmal + 1 und wenigstens einmal —1 vor-
kommt, auf diese Weise niemals eine Zeile, die nur aus Einsen besteht, ent-
stehen kann.

c¢) (Fortsetzung) Man stelle alle Zeilen mit m Elementen auf (m eine beliebige
natiirliche Zahl), aus denen man schlieBlich eine Zeile erhilt, die nur aus Einsen
besteht.
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*%135, Es seien 2" ganze Zahlen ay, a,, ..., 4. gegeben. Mit ihnen werden die Be-

trige der Differenzen zweier aufeinanderfolgender Zahlen gebildet:
laz — ayl, las — aal, ...s [@2n_1 ~ @aul, @20 — ay].

Mit den so entstehenden Zahlen wird der gleiche ProzeBl vorgenommen usw.
Man zeige, daBl nach einer gewissen Anzahl von Schritten eine Zeile entsteht,
die nur Nullen enthilt.

6. Aufgaben iiber kariertes Papier

136. Man beweise, daB auf einem karierten Bogen die Linge jedes geschlossenen

Weges, der aus Strecken des Netzes besteht, eine gerade Zahl ist, wenn die
Seitenlinge jedes Karos gleich 1 ist.

137. Eine Schnecke kriecht mit konstanter Geschwindigkeit iiber einen Tisch. Alle

15 Minuten dndert sie ihre Richtung um 90° und bewegt sich zwischen zwei
Richtungsinderungen geradlinig fort. Es ist zu beweisen, daB sie den Anfangs-
punkt nur nach einer ganzen Zahl von Stunden erreichen kann.

#138, Der Flicheninhalt eines Polygons, dessen Ecken in den Knoten eines auf

kariertem Papier gezeichneten Netzes liegen, ist gleich j + % — 1, wenn j die

Anzahl der Knoten ist, die innerhalb des Polygons liegen, und r die Anzahl
der Knoten ist, die auf seinem Rand, bzw. seinen Ecken liegen. (Als Knoten
des Netzes bezeichnen wir die Punkte, in denen die Linien des Netzes einander
schneiden; die Seiten des Netzes werden gleich 1 angenommen.) Man beweise
diese Formel:

a) fiir Rechtecke aus m x n Karos, deren Seiten von Linien des Netzes ge-
bildet werden;

b) fiir rechteckige Trapeze, bei denen die Grundseiten und eine andere Seite
von Linien des Netzes gebildet werden;

¢) fiir beliebige konvexe Polygone.

*139. a) Wieviel Losungen in natiirlichen Zahlen hat die Gleichung x + y + z = 100?

b) Wieviel Dreiecke vom Umfang 200 gibt es, deren Seitenldngen natiirliche
Zahlen sind?

*140. (X) Wieviel Losungen in natiirlichen Zahlen x,, x,, ..., x; hat die Gleichung

X+ x4+ o+ x=n?

141. Auf einem karierten Bogen ist ein Rechteck aus m x n Karos gezeichnet. Aus
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den Linien des Netzes soll ein Polygonzug gebildet werden, der genau einmal



142,

*143.

*144.

**145,

durch jeden Knoten des Netzes, der innerhalb oder auf dem Rand des Recht-
eckes liegt, lduft und nicht iiber den Rand des Rechteckes hinaustritt.

a) Man ermittle die Ldnge dieses Polygonzuges.
b) Fiir welche m und » kann man einen solchen Polygonzug finden?

¢) Man ermittle den Inhalt der Fliche, die von einem solchen Polygon begrenzt
wird (dabei ist zu beweisen, daB3 dieser fiir alle solche Polygonziige ein und
derselbe ist).

(X) Wieviel Polygonziige der Linge m + n gibt es, die aus Linien des Netzes
bestehen und von einer Ecke eines Rechteckes m x n zur gegeniiberliegenden
laufen?

2 2 2
(X) Man beweise, dal3 <n> + (n) + ..o+ (n) = <2n) ist.
0 1 n n

(X) Man beweise, daB die Anzahl der geschlossenen Polygonziige der Linge 2n,
die aus Linien des Netzes bestehen und deren Anfangs- und Endpunkt in einem

2
festen Knoten des Netzes liegt, gleich <2n) ist. (Der Polygonzug kann auch
n

mehrmals durch ein und denselben Knoten des Netzes gehen oder ein und
dieselbe Strecke mehrmals enthalten.)

(X) Es ist zu beweisen, daB die Anzahl der Polygonziige der Lange 2n, die aus
Linien des Netzes bestehen und von einer Ecke eines Quadrates m x n gegen-
iiberliegenden fithren und ganz unterhalb der Diagonalen verlaufen, gleich

7(2” - 2) - (2” - ;) ist (alle Ecken des Polygonzuges mit Ausnahme des

146.

*147.

148.

149.

n—1
Anfangs- und des Endpunktes, liegen unterhalb der Diagonalen).

7. Vermischte Aufgaben
Kann man 1963 Telefone so miteinander verbinden, daBl jedes von ihnen mit
genau 5 anderen verbunden ist?

Man zeige, daB man unter 99 beliebigen aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen
eine solche Zahl finden kann, deren Quersumme durch 14 teilbar ist.

Man beweise die Ungleichung V; > \/; (= 12350 % %)

Auf einer Kreislinie sind eine Anzahl von Pluszeichen und Minuszeichen unter-
gebracht. Es sei a die Anzahl der Pluszeichen, b die Anzahl der Minuszeichen,
p die Anzahl der Paare nebeneinanderstehender Pluszeichen und ¢ die Anzahl
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*159.
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der Paare nebeneinanderstehender Minuszeichen. Es ist zu beweisen, daB
a—b=p-—qist. k

Gegeben sind n Zahlen x,, x,, ..., x,, deren jede gleich +1 oder —1 ist. Man
beweise: Ist XX, + X,x3 + ... + X,x; = 0, so ist die Zahl n durch 4 teilbar.

(X) Man beweise, dab die Zahl <n> durch 7 teilbar ist, wenn » und k zuein-
ander teilerfremd sind. k

In der Ebene seien n Punkte gegeben. Von diesen sei bekannt, daB von vier
gegebenen Punkten stets drei auf ¢in und derselben Geraden liegen. Es ist zu
beweisen, daB alle Punkte mit Ausnahme von hochstens einem auf ein und
derselben Geraden liegen.

Die Summe von 1963 positiven Zahlen, deren jede kleiner als 1 ist, sei gleich 5.
Man zeige, daB man diese Zahlen in drei Gruppen so einteilen kann, daB die
Summe der Zahlen in jeder Gruppe groBer als 1 ist.

Es seien 50 voneinander verschiedene positive Zahlen a,, a,, ..., aso gegeben.
Wie muB man sie numerieren, damit die Summe

lay — a2 + |a; ~ as) + ... + |asp — a3
moglichst groB ausfillt?

. 1 1 1 1, - —
(X) Zu beweisen ist: Wenn —————— = - + - + ~ ist, dann ist fiir beliebiges
ungerades n auch a+b te @ boe

1 1 1 1

b d

(X) Es seien n komplexe Zahlen ¢, ¢,, ..., ¢, so gegeben, daB die ihnen ent-
sprechenden Punkte der Gaussschen Zahlenebene die Ecken eines konvexen
n-Ecks bilden. Man beweise, daB fiir jede komplexe Zahl z, die die Eigenschaft

’ 1 1 1 .
besitzt, daB + + ..+ =0 ist, der = entsprechende
Z~—c¢ zZ—0C Z =y

Punkt der Ebene im Innern des n-Ecks liegt.

Es ist die Summe der Koeffizienten des Polynoms zu finden, das man nach
Entwickeln der Klammern und Ausmultiplizieren der entstehenden Glieder in
dem Ausdruck (x° + x* ~ 1)1963+ (x® — x + 1)*?%* erhiilt.

Man denke sich zwei Fisser von unendlich grofiem Iiassungsvermt}gen. Kann
man mit Hilfe von zwei Kellen, die (2 - \/2) lund \/2 ! fassen, von dem einen
in das andere genau 1 / umfiillen?

Gibt es eine ganze Zahl p, so daB fiir alle ganzen n = p stets n! durch 2"-»
teilbar ist?



160. Beweisen Sie die Ungleichung
(@b, + azby + ... + ab)* < (@ + a5 + ... +a)) (b + b5 + ... + b)),

Wenn daj, ds, -.., dp, by, b, ..., b, beliebige reelle Zahlen sind! Fiir welche
ay, ..., @y, by, ..., b, gilt das Gleichheitszeichen?

*161. (X) Man beweise, dafB sich fiir jede natiirliche Zahl n die Zahl (\/E - 1)" in
Gestalt der Differenz \/m +1-— \/m darstellen 14Bt, wobei m eine ganze Zahl
bedeutet.

162. Ein Schiiler denkt sich fiinf positive Zahlen x, x,, x3, X4, X5 und teilt einem
anderen die Summen aller méglichen Paare dieser Zahlen x; + x,, x; + X3,
Xy + X4, .., X4 + X5 mit. Wie kann der Schiiler aus diesen 10 Zahlen die von
dem ersten Schiiler gedachten finden?

*163. Aus dem Zahlenqﬁadrupel a, b, ¢, d wird das neue Quadrupel a + b, b + ¢,
¢+ d, d + a gebildet. Aus diesem mit Hilfe der gleichen Regel ein weiteres usf.
Man zeige, daB in dieser Folge niemals zwei gleiche Zahlenquadrupel auftreten
konnen (mit Ausnahme des Fallesa = —b = ¢ = —d)!

*164. Es seien zwei beliebige Zeilen gleicher Lange gegeben, deren Elemente +1 und
—1 sind. In der ersten Zeile werden gleichzeitig bei 15 beliebigen Zahlen die
Zeichen gedndert. Man zeige, daBB man durch Wiederholung dieser Operation
in einigen Schritten die erste Zeile in die zweite iiberfithren kann (d. h., man
kann erreichen, daB an gleichen Stellen ein und dieselbe Zahl steht).

Es ist zu zeigen, daB diese Behauptung nicht mehr richtig ist, wenn man jedes
Mal bei 14 beliebigen Zahlen der ersten Zeile das Zeichen dndert.

#165. Auf einem unendlichen Schachbrett steht ein (m, n)-Springer. Das ist eine
Figur, welche um m Felder lings einer. Horizontalen und um n Felder lings
einer Vertikalen oder umgekehrt weiterzieht.

a) Man ermittle, fiir welche » ein (1, n)-Springer von einem gegebenen Feld zu
jedem anderen Feld des Brettes (in einer gewissen Anzahl von Ziigen) gelangen
kann.

b) Man markiere alle Felder, auf die ein (m, n)-Springer in einer gewissen Anzahl
von Ziigen von einem gegebenen Feld aus gelangen kann.

¢) (Fortsetzung) Man beweise, dal man diese Felder mit einem Rotstift und
einem Blaustift so markieren kann, daBl der (m, n)-Springer auf die roten Felder
von einem Anfangsfeld aus nur in einer geraden Anzahl von Ziigen und auf die
blauen Felder nur in einer ungeraden Anzahl von Ziigen gelangen kann.

166. Man zeige, daB man die Felder eines Brettes 4 x 5 mit einem Schachspringer
[(1, 2)-Springer] so durchlaufen kann, daB jedes Feld genau einmal benutzt
wird.
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167. Man beweise, daB man ein 8 x 8 Brett mit einem (1, 2)-Springer nicht so durch-
laufen kann, daB man in der linken oberen Ecke beginnt, in der rechten unteren
Ecke endet und auf jedem Feld genau einmal absetzt.

**168. Man beweise, dal man ein 4 x n Brett mit einem (1, 2)-Springer nicht so durch-
laufen kann, daB man zu jedem Feld genau einmal gelangt und mit dem letzten
Zug zum Ausgangspunkt zuriickkehrt.

*169. Man beweise, daB man ein 7 x n Brett mit einem (2, 3)-Springer nicht so durch-
laufen kann, daB man zu jedem Feld genau einmal gelangt.

*170. Auf 25 in einer Reihe angeordnete Felder sind in irgendeiner Ordnung 24 Miin-
zen verteilt, auf die die Nummern 1 bis 24 geschrieben sind, ein Feld bleibt frei.
Bei einem Zug darf man eine beliebige Miinze auf das freie Feld setzen. Man be-
weise, daB man in 36 derartigen Ziigen die Miinzen der Nummer nach anordnen
kann. Es ist ein Beispiel fiir eine Anfangsverteilung anzugeben, bei dem man
dies in 35 Ziigen nicht erreichen kann.

*171. Auf dem ersten von 7 in einer Reihe angeordneten Feldern befindet sich eine
Miinze. Mit einem Zuge kann man sie um 1, 2 oder 3 Felder vorriicken. Zwei
Spieler ziehen abwechselnd. Gewonnen hat derjenige, der die Miinze auf das )
letzte Feld zieht. Wer von den beiden Spielern gewinnt bei diesen Spielregeln,
der erste (anziehende) oder der zweite? Wie mufl man spielen?

*172. In der rechten oberen Ecke eines Schachbrettes steht eine Figur. Mit einem
Zuge darf sie um 1 Feld nach links, nach unten oder diagonal nach links unten
riicken. Gewonnen hat derjenige, der als erster in der linken unteren Ecke an-
kommt. Wie muBl man bei diesem Spiel zichen? Wer gewinnt auf einem m x n
Brett?

*173. In einer Tabelle mit m Zeilen und n Spalten sind irgendwelche Zahlen einge-

} tragen. Man darf bei allen Zahlen ein und derselben Zeile oder ein und derselben

Spalte gleichzeitig das Vorzeichen dndern. Man beweise, dal3 man durch mehr-

malige Wiederholung dieser Operation erreichen kann, daB die Summe der
Zahlen in jeder Zeile und in jeder Spalte der Tabelle positiv oder 0 ist.

**174, Mit einem nicht konvexen Vieleck werden folgende Operationen vorgenommen:
Sind 4 und B zwei beliebige nicht aufeinanderfolgende Ecken, und liegt das
Vieleck ganz auf einér Seite der Geraden durch 4B, dann wird einer der Teile
des Umfanges, der zwischen den Punkten 4 und B liegt, am Mittelpunkt der
Strecke AB gespiegelt. Man beweise, da man nach mehrmaliger Wiederholung
dieser Operation jedes Vieleck in ein konvexes iiberfithren kann.

**175. Man beweise, daBl in der Dezimalbruchentwicklung der Zahl (V26 + 5)1°%%
die ersten 1963 Ziffern nach dem Komma Nullen sind.
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8. Aufgaben, die bei der zweiten allrussischen Olympiade gestellt worden sind

8. Klasse

1. Auf den Verlingerungen der Seiten AB, BC, CD und DA ecines konvexen
Vierecks 4BCD werden die Strecken BB' = AB, CC' = BC, DD’ = CD und
AA' = DA abgetragen. Man beweise, daB der Flicheninhalt des Vierecks
A'B'C'D' fiinfmal so groB ist wie der Flicheninhalt des Vierecks 4BCD.

N

. In der Ebene ist eine Kreislinie S und eine Gerade / gegeben, die durch den
Mittelpunkt O des Kreises S geht. Durch den Punkt O wird eine beliebige
Kreislinie S’, deren Mittelpunkt auf der Geraden / liegt, gelegt. Es ist der geo-
metrische Ort aller Punkte M zu finden, in denen die gemeinsamen Tangenten
der Kreise S und S’ den Kreis S’ beriihren.

3. Es sind die positiven ganzen Zahlen aq, ay, ..., a;00 gegeben. Weiter ist be-
kannt, daB a, > ay, a, = 3a; — 2ay, a3 = 3a, — 24y, ...,0a100 = 3099 — 2a9g
ist. Man beweise, daB ;o > 29 ist. 4

4. Man beweise, daB es keine ganzen Zahlen a, b, ¢, d derart gibt, daB3 der Aus-

druck ax3 + bx* + cx + d fiir x = 19 gleich 1 und fiir x = 62 gleich 2 ist.

W

In jedes Feld einer quadratischen Tabelle 25 x 25 wird in beliebiger Weise
eine der Zahlen 1 oder —1 eingetragen. Unter jede Spalte wird das Produkt
aller Zahlen, die in dieser Spalte stehen, geschrieben. Rechts neben jede Zeile
wird das Produkt aller Zahlen geschrieben, die in dieser Zeile stehen. Man be-
weise, dal die Summe der 50 aufgeschriebenen Produkte nicht gleich 0 ist.

9. Klasse

1. Man konstruiere ein Dreieck aus zwei gegebenen Seiten so, daB sich deren
Seitenhalbierende unter einem rechten Winkel schneiden.

2. Es seien a, b, ¢, d vier positive Zahlen, deren Produkt gleich 1 ist. Es ist zu be-
weisen, dall

@+ b* + ¢+ d*+ ab + bc + c¢d + da + ac + bd = 10
gilt.

3. Es ist ein reguldres Fiinfeck gegeben und M sei ein nicht auBerhalb von ihm
gelegener Punkt. Die Abstinde des Punktes M von den Seiten des Fiinfecks
seien der GréBe nach angeordnet: ry < r, < r3 £ ry < rs. Es sind sédmtliche
Lagen des Punktes M zu bestimmen, fiir die r; einen moglichst groBen Wert

annimmt und alle Lagen des Punktes M, fiir die r, einen moglichst kleinen Wert
annimmt.

31



4. Man wihle irgendeine 1962-stellige Zahl, die durch 9 teilbar ist, bezeichne die
Summe ihrer Ziffern mit @, die Summe der Ziffern von a bezeichne man mit b
und die Summe der Ziffern von b mit ¢. Wie groB ist ¢?

5. Die Aufgabe Nr. 5 fiir die Klasse 8 fiir Tafeln der Form m x n mit beliebigem
ungeraden n.

10. Klasse

-

Von der Mitte A% der Grundseite AC des gleichschenkligen Dreiecks ABC werde
das Lot MH auf die Seite BC gefillt. P sei der Mittelpunkt der Strecke MH.
Man zeige, dal AH senkrecht auf BP steht.

4

Welches ist der groBtmogliche Flicheninhalt fiir alle Dreiecke, deren Seiten
a, b, ¢ der folgenden Bedingung geniigen: 0 < a £ 1 b2 3?

w

. Es seien x. y, z drei paarweise voneinander verschiedene ganze Zahlen. Man
zeige, daB (v — )5 + (y — 2)% + (z — x)° durch 5(x — ») (y — 2) (z — X) teil-
bar ist.

4. Von den Zahlen ay, a4, ..., a,_1, @, sei bekannt, daB a, = a, = 0, und daf3
@y — 2a; + ap. = Ofiiralle &, (k = 1,2, ...,n — 1) gilt. Es ist zu beweisen,
daB alle Zahlen g, nicht negativ sind.

»

Gegeben seien die Zahlen a,, a,, ..., a,, by, b,, ..., b,, wobei

a, +ay+ ... +a,=b, +b,+...+85,

ist.

Man beweise, dal man in eine leere Tabelle mit m Zeilen und i Spalten héch-
stens m + n — 1 positive Zahlen so eintragen kann, daB3 die Summe der Zahlen

in den Zeilen jeweils gleich a,, a,, ..., a, und die Summe der Zahlen in den
Spalten jeweils gleich b, b,, ..., b, ist.



LOSUNGEN UND HINWEISE

1. Uber die Teilbarkeit von Zahlen

1. Erste Lésung: Wir beweisen zunéchst, daB jede Primzahl p = 5 bei der Tei-
lung durch 6 den Rest 1 oder 5 ldft, d. h. in der Gestalt 6k + 1 oder 6k + 5
mit ganzzahligem k darstellbar ist. LieBe namlich die Zahl p = 5 bei der Teilung
durch 6 den Rest 2, 3 oder 4, dann wiire sie entweder gerade oder durch 3 teil-
bar. Sie konnte also nicht Primzahl sein. Im Falle p = 6k + 1 ergibt sich
unmittelbar (6k + 1) — 1 = 12k(3k + 1). Weiter ist leicht zu sehen, daf eine
der Zahlen k und 3k + 1 gerade ist, und das bedeutet, daBl p> — 1 durch 24 teil-
bar ist. Der Fall p = 6k + 5 14Bt sich analog behandeln.

Zweite Losung: Wir betrachten die Zahlen p — 1, p, p + 1. Da p 2 5 Prim-
zahl ist, sind p — 1 und p + 1 gerade, und daraus folgt, da} eine von ihnen
durch 4 teilbar ist. Daher ist p?> — 1 durch 8 teilbar. Weiter ist eine der Zahlen
2 — 1, p, p + 1 durch 3 teilbar (denn dies sind drei aufeinanderfolgende ganze
Zahlen), und da p = 5 Primzahl ist, muf} entweder p — 1 oder p + 1 durch 3
teilbar sein.

2.p = 3.Istp # 3, soist 14p> + 1 durch 3 teilbar. Dann gilt nimlich p = 3k + 1
oder p = 3k — 1, woraus sich durch Quadrieren p? = 942 + 6k + 1 oder
p? = 9k* — 6k + 1 ergibt, und das bedeutet, daB p? bei der Teilung durch 3
den Rest 1 148t
Daraus folgt, daB 14p + 1 fiir beliebiges p durch 3 teilbar, d. h. keine Prim-
zahl ist. Fiir p = 3 ist aber 14p® 4+ 1 = 127 eine Primzahl.

3, Man benutze, daB aus ab = N folgt, daB entweder a < \/ﬁ oder b < \/E ist.

4. Wir untersuchen, welche Reste die Zahlen 2, 22,23, ...,2" ... bei der Teilung
durch 3 und 5 ergeben und erhalten
a)2,1,2,1,...,
b)2,4,3,1,2,4,3,1, ...
Jetzt bemerken wir, daB fiir alle n, die durch 4 teilbar sind, die Zahl 2” bei der
Division durch 5 den Rest 1 ergibt und daB 2" bei der Division durch 3 fiir
gerades n ebenfalls den Rest 1 ergibt. Hieraus folgt, daB die beiden gesuchten
Reste gleich 1 sind.
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5. a) Fiir n > 1 1aBt die Zahl 2" — 1 bei Division durch 4 den Rest 3. Beweisen

Sie, daB das Quadrat einer ganzen Zahl bei Division durch 4 den Rest 0 oder 1
1aBt! Fiir n = 1ist 2! — 1 = 1 Quadratzahl.
b) Ist 2" + 1 eine Quadratzahl, dann gilt2" + 1 = k2und 2" = (k + 1) (k — 1),
d.h. k + 1 = 2" k — 1 = 27 Hieraus erhalten wir, wenn wir die zweite Zahl
von der ersten abziehen, 2 = 2! — 2™, woraus sich m =1, I — m = 1 also
m=1,1=2,d. h.n=3ergibt.

6. Die Antwort heifit 0, 1, 8. Ist die Zahl » durch 3 teilbar, dann ist n> durch 9
teilbar. Ist aber » nicht durch 3 teilbar, dann hat es die Form n = 3k + 1 oder
n = 3k + 2. Das iibrige ist klar.

7. Beweisen Sie unter Benutzung des Ergebnisses der vorhergehenden Aufgabe,
daB die Zahlen 9% + 4 und 9% + 5 fiir kein ganzes & als Summie dreier Kuben
darstellbar sind!

8. Ist p keine Primzahl, so gilt 7 = k -/, und die Zahl 2 — 1 148t sich leicht in
Faktoren zerlegen:

M_1=@ - DR 2P 4 12 1)
9. Ist n keine Potenz von 2, so gilt n = 2'n’, wobei n" > 1 ungerade und / = 0

ist, dann ist aber 2" + 1 = (22)"" 4 1 durch 22" + 1 teilbar. (Dabei ist benutzt
worden, daB x* + y* fiir ungerades k durch x + y teilbar ist.)

10. 72" — 42" = (7%)" — (4®)". Man benutze jetzt, daB x* — y* fiir jedes natiirliche k
durch x — y teilbar ist.

11. Fiir gerades n. Wir beachten, daB3 323 = 1719 ist, und untersuchen, welche
Reste die Zahl 20" + 16" — 3" — 1 bei der Division durch 17 und 19 IdBt.
Wir zeigen, daB fiir gerades n beide Reste Null und daB fiir ungerades n beide
Reste von Null verschieden sind. Um z. B. zu finden, welchen Rest die in der
Bedingung der Aufgabe genannte Zahl bei der Teilung durch 19 Id8t, beachten
wir, daf3 20 den Rest 1 und 16 den Rest —3 14Bt. Das bedeutet, daB
20" + 16" — 3" — 1 denselben Rest 148t wie '

P4 (=3P~ 3 — 1= 3(—1) — 1].

Durch analoge Betrachtungen iiber den Rest, den die gegebene Zahl bei der
Division durch 17 14Bt, kommen wir zu der Feststellung, daB diese Zahl fiir
gerades 1 durch 17 und durch 19 teilbar ist, fiir ungerades # aber nicht.

2.7 -5m+dn=n-2)(n—Dnn+ 1)(#n + 2)

Unter 5 aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen befinden sich stets 2 gerade
Zahlen 2k und 2k + 2, von denen eine durch 4 teilbar ist. Das bedeutet, da
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14.

15.

16.
17.

18.

19.

ihr Produkt und damit die gegebene Zahl durch 8 teilbar ist. Unter 3 aufeinander-
folgenden ganzen Zahlen gibt es stets eine durch 3 teilbare und unter 5 aufein-
anderfolgenden ganzen Zahlen stets eine durch 5 teilbare. Hieraus folgt die Be-
hauptung der Aufgabe (120 = 85 - 3).

Wir bemerken zunichst, daB in der gegebenen Zahlenfolge keine der Primzahlen
2,3,5,7,11, 13 vorkommen kann. Kdme némlich eine dieser Zahlen (z. B. 13)
unter den gegebenen vor, dann miiite das erste Glied p, dieser Folge gleich einer
der Zahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13 sein. Nun ist die Zahl p, + p,d auch ein Glied der
Folge und daher Primzahl. Wir zeigen jetzt, daB die Differenz d der Folge durch
2,3,5,7, 11 und 13 teilbar sein muB. Wir beweisen, daB d z. B. durch 13 teilbar
ist. Es sei wie vorhin p, das erste Glied der gegebenen Zahlenfolge. Dann sind
alle Zahlen p,, p, + d, p; + 2d, ..., p; + 12d Primzahlen. Nehmen wir einmal
an, daB d nicht durch 13 teilbar wire, dann miiBten alle Zahlen p,, p, + d, ...,
p1 + 12d bei der Teilung durch 13 verschiedene Reste lassen, d. h. eine von
ihnen miiBte durch 13 teilbar sein. Genauso wird bewiesen, daB d durch 2, 3, 5,
7, 11 teilbar ist. Da d durch alle Primzahlen, die nicht groBer als 13 sind, teilbar
ist, kann d nicht kleiner als 2-3-5-7-11-13 = 30030 sein.

52n+l + 3n+22n71 =5 .2571 + 27‘6"_1.

Die Zahl 25 148t bei der Division durch 19 den Rest 6. Das bedeutet, daBl
unsere Zahl bei der Division durch 19 denselben Rest wie 5- 6" 4+ 27 - 6"~1 =
= 57-6""" 1aBt. Die letzte Zahl ist aber stets durch 19 teilbar.

Schreiben Sie die Zahl in der Form 10a + b, wobei b deren letzte Ziffer ist, und
erheben Sie sie ins Quadrat!

Das ist nicht mdglich. Benutzen Sie das Resultat der vorhergehenden Aufgabe!

Zerlegen Sie das Polynom n* + 4 = (n® + 2)? — (21)? in zwei Faktoren!

Die Zahl
A+b+cd—a—b—c=ala—1D(@+1)+bb—-1)(b+1)+clc—1(c+1)
ist immer durch 6 teilbar. Das bedeutet a® + 6> + ¢® und @ + b + ¢ sind beide

gleichzeitig entweder durch 6 teilbar oder nicht durch 6 teilbar.

2 m

3
li+_>’_£=1n(rn+l)(m+2)
6

6

20. Ermitteln Sie die Quersumme der genannten Zahl, und tiberzeugen Sie sich, daB

sie durch 3, aber nicht durch 9 teilbar ist, woraus sich ergibt, daB sie keine
Quadratzahl sein kann!
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21. Vergleichen Sie die Reste, die die Zahl 2" und ihre letzte Ziffer bei der Division
durch 3 lassen! Diese Reste sind in den Féllen, in denen die letzte Ziffer der
Zahl 2" von 6 verschieden ist, einander gleich. Daraus ergibt sich, daB die Zahl a
durch 3 teilbar ist.

22. Berechnen Sie, welchen Rest die Gesamtzahl der Papierbdgen bei der Division
durch 9 1dBt, und benutzen Sie die Tatsache, daB die Zerschneidung eines
Papierbogens in 10 Teile die Gesamtzahl der Blatter um 9 vermehrt, so daB der
Rest, der bei der Division der gesamten Blitterzahl durch 9 bleibt, nicht ver-
dndert wird! Die Zahlen 15 und 1963 lassen aber bei der Teilung durch 9 ver-
schiedene Reste.

23.2-3-5-7-11 + 1 = 2311
24.2-3-5- .. p, + 1

25. Wiire die Menge der Primzahlen endlich, dann wire die Zahlp,-p,-ps-...-p, + 1,
wobei p, " p,* ps- ... " p, das Produkt aller Primzahlen bedeutet, zusammen-
gesetzt und daher durch eine von ihnen teilbar.

26. Wir betrachten die Zahl 1-2-3-4-...+ (N + 1) = (N + 1)!. Dann sind alle
Zahlen (W + D!+ 2, (N + D!+ 3, ..., (N + 1)! + N + 1 zusammengesetzt.

27. Angenommen, es gibe nur eine endliche Anzahl solcher Primzahlen. Betrachten
Sie die Zahl 4p, - p, - ... " p, — 1, wobei p; * p, * ... - p, das Produkt aller Prim-
zahlen der Form 4k + 3 ist! Beweisen Sie, daB} diese Zahl einen Primteiler der
Form 4k + 3 hat, der von p,, p,, ..., p, verschieden ist oder selbst Primzahl ist!

28. Wir betrachten alle Zahlen der Form N? mit ganzzahligem N und beweisen, daf3
es unendlich viele Zahlen gibt, die sich nicht in der verlangten Weise darstellen
lassen. Es sei N2 = p + n?. Dann gilt (N — n) (N + n) = p. Da p Primzahl ist,
muB N — n = 1sein,d.h.p = 2N — 1 und das bedeutet: Dafiir, daB die Zahl N2
in der geforderten Weise darstellbar ist, ist notwendig, daB die Zahl 2N — 1
Primzahl ist. Es ist klar, daB es unendlich viele ganze Zahlen N gibt, fiir die die
Zahl 2N — 1 zusammengesetzt ist.

2,027 + DR+ 1) QLD 2T+ D)
=Q2-1D'Q+D- 2+ .. =@ -D 2+ Q2+ 1)-...
=2 -1+ 1. =21
**3(, Unter Benutzung des Resultates der vorhergehenden Aufgabe erhalten wir
QT+ D—2=2"-1=Q+ DR +D-Q¥+ 1) ...- -1 1),
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33.

3s.

. Alle ganzen Zahlen g, 2g¢, ..., [

d. h.
24 =R+ R+ DR+ DR+ D)+ 2

Daraus folgt die Behauptung der Aufgabe. Da je zwei Zahlen der Form 22" + 1
teilerfremd sind, ist die Zahl 22" + 1 entweder Primzahl oder sie hat nur solche
Primteiler, durch die keine andere Zahl der Folge 22" teilbar ist. Hieraus folgt
leicht die Behauptung der Aufgabe 25.

1

1
< = =~-2;|=—=-|=~1; [0] =0; = Iy -|=2; [3,99] = 3.
) [~ 1,81 = 2 [ 2] 1 0] = 05 (1] = i [22] [3.99]

b) 1. Ist offensichtlich.

2. Wir bemerken, daB i

= I:;:‘ +a mit 0 <« =1 gilt, woraus sich

|7

E = [%] +p, mit0Sp<1,dnh %}’i =k [g:l + kB ergibt. Hieraus folgt
unmittelbar, da l:/—;f] >k (:;—I:l gilt.

ﬁjl g, sind nicht groBer als NV und durch g teil-

q
bar; (I:E:, + 1>q > N.
q :
[a]

Ist ;—1; m und sind m = 0 sowie » > 0 ganze Zahlen, so gilt % = m.

. Entsprechend dem Resultat der Aufgabe 32 gibt es genau ,:E Zahlen, die

2 3

P
nicht groBer als » und durch p teilbar sind, [i:l die durch p?, [l:l. die
4 p

durch p? teilbar sind, usw. Zur Berechnung der héchsten Potenz von p, durch
die n! teilbar ist, hat man alle diese Zahlen zu addieren. Wir erhalten

n n n n
1)) -+ [

p p p 4
Dabei ist k so zu wihlen, daB p* < n und p**' > n ausfillt also [—%] =0
ist. 4

Die héchste Potenz der Zahl p, durch die n! teilbar ist, ist gleich

3 ) )
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