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Zur Einfiihrung

Das Buch ist vor allem fiir den Einsatz in den Arbeitsgemeinschaften ,,Praktische
Mathematik* der Klassen 9 und 10 der zehnklassigen allgemeinbildenden polytech-
nischen Oberschule der Deutschen Demokratischen Republik entsprechend dem
Rahmenprogramm vom 1. September 1974 vorgesehen und soll den Teilnehmern
eine wesentliche Hilfe sein, ihre Tétigkeit interessant und schépferisch zu gestalten.
Dariiber hinaus wendet sich das Buch an jeden Schiiler dieser Klassenstufen, der
Interesse am Losen mathematischer Probleme hat und bestrebt ist, sein im obliga-
torischen Unterricht erworbenes Wissen und Kénnen zu ergénzen und zu vertiefen.
In dieser Schrift werden einige Grundbegriffe und Verfahren des Rechnens mit Nihe-
rungswerten sowie des Losens von Gleichungen und Ungleichungen dargestellt. Der
Leser soll befahigt werden, damit verbundene Denk- und Arbeitsweisen der prak-
tischen Mathematik zu verstehen und selbstindig anzuwenden.
Die Darstellungsweise ermdglicht weitgehend selbstindiges Erarbeiten der Sachver-
halte, indem sie Hinweise auf benétigte Vorkenntnisse gibt, Losungswege zeigt und
durch Ubungsaufgaben, denen die Losungen jeweils am SchluB jedes Kapitels bei-
gegeben sind, zu stindigem Anwenden des Erlernten anregt. Bestimmte Aufgaben
sollen auf Probleme aus verschiedenen Bereichen der Praxis aufmerksam machen,
zu deren Losung mathematische Hilfsmittel erforderlich sind. Hierbei ist zu beach-
ten, daB diese Probleme meist nur in sehr vereinfachter Form gestellt werden.
Der Leser wird dann erfolgreich mit dem Buch arbeiten, wenn er
— Vorkenntnisse im Umfang des im obligatorischen Unterricht bis Klasse 9 ver-
mittelten mathematischen Stoffes hat oder sich die im Buch geforderten Vorkennt-
nisse aneignet,
- die Aufgaben unter Nutzung der dargestellten Lésungsverfahren 16st und die er-
worbenen Kenntnisse (besonders des Kapitels 2) stindig anwendet.
Um ein systematisches Arbeiten zu ermdglichen, werden unter anderem auch Defini-
tionen und Sitze aus den Lehrbiichern ,,Mathematik* der Klassen 6 bis 9 ([18],
[19], [20], [21]) und aus dem Wissensspeicher ,,Mathematik in Ubersichten® [2] ver-
wendet sowie die folgenden Symbole iibernommen:

> Definitionen, Festsetzungen [ | Beispiele
> Satze [ ) Aufgaben und Auftrige

Erfolg und Freude beim Durcharbeiten wiinscht Kurt Fehringer



1. Die Grundrechenoperationen-
Rechenvorteile und Rechenproben

Der Aufbau der entwickelten sozialistischen Gesellschaft und die Schaffung der
Grundlagen des Kommunismus in der DDR und den anderen sozialistischen Staaten
erfordern unter anderem auch rasche Fortschritte in der Weiterentwicklung einer
modernen Rechentechnik.

® 1  Lesen Sie in [29], S. 7 bis 14, die Ausfithrungen ,,Zur Notwendigkeit, zu den
Moéglichkeiten und Grenzen des Einsatzes von elektronischen Datenverarbei-
tungsanlagen in der entwickelten sozialistischen Gesellschaft!
Beachten Sie dabei die 6konomischen und sozialen Auswirkungen in der
Deutschen Demokratischen Republik (Steigerung der Arbeitsproduktivitit—
Verbesserung der Arbeits- und Lebensbedingungen) und in der BRD (Stei-
gerung der Arbeitsproduktivitit — Anstieg der Zahl der Arbeitslosen und
der Preise)!

In Erkenntnis der Notwendigkeit des wissenschaftlich-technischen Fortschritts auf
dem Gebiet der Rechentechnik ist jedoch andererseits zu betonen, daB alle noch so
modernen technischen Rechenhilfsmittel das elementare miindliche oder schrift-
liche Rechnen des einzelnen Menschen nicht ersetzen kénnen, zumal die Maschine
nur arbeiten kann, wenn ihr der schopferisch denkende Mensch entsprechende ,,Pro-
gramme** eingibt.

In zahlreichen Situationen des taglichen Lebens (in der Familie, bei bestimmten beruf-
lichen Titigkeiten, bei der Freizeitgestaltung usw.) stehen uns auch im allgemeinen
keine Rechenmaschinen zur Verfiigung. AuBerdem ist die Entwicklung der Fahig-
keit, im Kopf oder mit Papier und Bleistift fehlerfrei und rationell, das heiBt unter
Ausnutzung von Rechenvorteilen und geschickter Auswahl geeigneter Rechenver-
fahren, Aufgaben zu 16sen, ein wesentlicher Bestandteil der sozialistischen Allgemein-
bildung. Das gehdrt mit zur sogenannten ,,Rechenkultur®.

Das Anwenden rationeller Rechenverfahren hilft Zeit sparen und Fehler vermeiden.
Es ist dabei sehr wichtig, sich darin zu iiben, schnell und sicher entsprechende An-
wendungsmoglichkeiten zu erkennen und zu entscheiden, welches Verfahren bei be-
stimmten Problemstellungen das geeignetste ist.

Die folgenden Ausfithrungen dieses Kapitels sollen das aus dem obligatorischen
Unterricht iiber die Grundrechenoperationen Bekannte durch Hinweise auf Rechen-
vorteile und Rechenproben erganzen und durch entsprechende Ubungen festigen.



1.1.  Addition

Das Addieren natiirlicher Zahlen bereitet im allgemeinen wenig Schwierigkeiten.
Additionsaufgaben sollte man, soweit das méglich ist, im Kopf 16sen.

Bei zwei zweistelligen natiirlichen Zahlen sind dazu folgende Schritte zu empfehlen.
Aufgabe: 42 + 39 }
Losungsweg: 42 + 30 = 72;72 + 9 = 81

[unter Benutzung der Assoziativitat der Addition:

42 + 39 =42 + (30 + 9) = (42 + 30) + 9]
Zur Kontrolle kann man rechnen:
39+40=79;79 +2 =281
[unter Benutzung der Kommutativitit und wiederum der Assoziativitéit der Addition:
42 + 39 = 39 + 42; 39 + (40 + 2) =(39 + 40) + 2]
Ausreichende Ubung erméglicht, auch zwei dreistellige natiirliche Zahlen auf gleiche
Weise zu addieren.

Aufgabe: 462 + 347

Losungsweg: 462 + 300 = 762; 762 + 40 = 802; 802 + 7 = 809

Kontrolle: 347 + 400 = 747; 747 + 60 = 807; 807 + 2 = 809

Sind gebrochene Zahlen in Dezimalbruchschreibweise zu addieren, so ist auf den Stel-

lenwert der Ziffern zu achten. Es empfiehlt sich, stets mit einem Uberschlag zu be-

ginnen, um die zu erwartende GréBenordnung des Ergebnisses zu ermitteln.

M1l 023+64 =x Uberschlag: 6 < x < 7
6,40 + 0,23 = 6,63

Bei der schriftlichen Addition hat sich als zweckmiBiges Verfahren die Addition von

rechts nach links bewéhrt.

m2 6,3457 54+47=12 2 Ubertrag1
+2,5815 1+1+5= 7 7 Ubertrag0 usw.
38,9272

Folgende Wege sind méglich:

a) Addition von oben nach unten,

b) Addition von unten nach oben.

Addiert man von oben nach unten, so sollte die Addition von unten nach oben als
Kontrolle dienen (und umgekehrt).

B3 1,592 Addition von unten nach oben
3,012 1. Spalte 0+2+0+2+2= 6
5,420 2. Spalte 84+3+2+1+9=23
2,632 3. Spalte 24+54+64+4+0+5=22
8,580 4.Spalte 2+8+2+5+3+1=21
21,236

10



Kontrolle (Addition von oben nach unten)
1. Spalte +240+24+0= 6
2. Spalte 94+1+2+3+8=23
3. Spalte 2+5+04+4+6+5=22
4. Spalte 2+1+3+54+42+8=21

Oft lohnt es sich, vor dem Rechnen zu untersuchen, ob die Aufgabenstellung die An-
wendung von Rechenvorteilen zulaft.
Treten wie in Beispiel 3 in einer Spalte lauter gleiche Summanden (auBer Null) auf,
so kann man vereinfachen:

2+2+2=3-2=6.
Findet man wie in der 2. Spalte in Beispiel 3 Summanden, die paarweise jeweils 10
ergeben, so vereinfacht sich das Rechnen unter Anwendung der Kommutativitit der
Addition ebenfalls:

B+2)+O+1)+3=10+10+3 =23.

® 2  Addieren Sie!

a) 28,14 + 7,25 + 11,78 + 42,62
b) 0,715 + 3,69 + 0,025 + 13,3 + 4,135

1.2. - Subtraktion

Sind Minuend und Subtrahend zweistellig, so kénnen die Aufgaben wie bei der
Addition im Kopf gelost werden.
Aufgabe: 87 — 53
Losungsweg: 87 — 50 = 37;37 — 3 = 34
Zur Kontrolle addiert man Differenz und Subtrahend:

34 + 53 = 87.
Bei ausreichenden Ubungen konnen Subtraktionsaufgaben auch mit Zahlen, die
mehr als zwei Stellen haben, im Kopf geldst werden.
Beim schriftlichen Subtrahieren ist das additive Verfahren vorteilhaft.
m4 857 6+1= 7 1

—386 8+ 7=15 7 Ubertragl

471 1+3)+4=28 4

Enthilt eine Aufgabe mehrere Subtrahenden, so werden in den einzelnen Spalten die
Subtrahenden addiert und deren Summe vom entsprechenden Minuenden subtra-
hiert.



s 5317 0+2+1=3; 3+4=7
—1421 14+5+2=8; 8+3=11
- 82 1+6+8+4=19; 19+ 4 =23
- 610 2 +1=3; 3+2=5
2434

Liegt der Subtrahend einer Aufgabe in der Nihe eines ganzzahligen Vielfachen von
100, so formt man den Subtrahenden in eine Summe oder Differenz um:

847 — 304 = 847 — (300 + 4) = 847 — 300 — 4 = 543;

847 — 589 = 847 — (600 — 11) = 847 — 600 + 11 = 258.

® 3 Uberlegen Sie, wann es_zweckmiBig ist, den Subtrahenden in eine Summe
bzw. in eine Differenz umzuformen!
Belegen Sie Ihre Entscheidung mit eigenen Beispielen!

1.3. Multiplikation

Voraussetzung fiir Sicherheit beim Multiplizieren mehrstelliger Zahlen ist die Be-
herrschung der Grundaufgaben der Multiplikation.

Bei einiger Ubung kann man auch Zahlen bis zur 20 und dariiber hinaus alle zwei-
stelligen Zahlen im Kopf multiplizieren. Vorteile solcher Fertigkeiten liegen unter
anderem beim Uberschlagsrechnen und beim Schétzen.

Ein Multiplikationsverfahren, das schon den Indern im Altertum bekannt war und
auch spiter von Mathematikern immer wieder verwendet wurde, baut auf der Multi-
Dplikation zweier Binome auf. Es wird als krenzweise Multiplikation bezeichnet.’

Zur Erliuterung dieses Verfahrens in Beispiel 6 wollen wir die Aufgabe, zwei zwei-
stellige natiirliche Zahlen miteinander zu multiplizieren, mit

zy 'z, = a,a;,* byb, (a4, a,, by, b, Grundziffern)
symbolisieren. Dabei gelten z; = a; 10 + a, und z, = b, * 10 + b,.

B 6 a) Allgemeiner Fall zy° 2z, = a,a,* b.b,
= (a, 10 + a,) (b, - 10 + b,)
= a;by - 100 + (a;b, + a,b,) - 10 + a,b,
b) Einzelfall 43-27
=(40 + 3)(20 + 7)
=40-204+ (4-7+2-3)-10+3-7
Aus den dargestellten Umformungen ergibt sich fiir die rechnerische Er-
mittlung des Produktes mit Hilfe der kreuzweisen Multiplikation:
a;b, liefert den Koeffizienten der Hunderter,
(ayb, + a,b,) den der Zehner,
a,b, den der Einer (Bild 1.1a), b)).

1 vgl. [23], S.17
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a.

H X EH \\ E  z Z%¥3-2+4-7=36
Sz hy, 2

b Z 7 H 3+4 -2 =11
a) b) c)
Bild 1.1
¢) Nach Rechenschema in Bild 1.1¢) kann das Ergebnis sofort hingeschrie-
ben werden.

Das Verfahren der kreuzweisen Multiplikation erfordert neben der Beherrschung
der Grundaufgaben der Multiplikation Sicherheit im Addieren zweistelliger Zahlen.
® 4  Losen Sie im Kopf! |
a)13-17 b)28-14 ¢)56-39 d)84-19 €)67-75

Bei vielen Multiplikationsaufgdben kann man durch Anwendung bekannter Gesetze
und Regeln schnell und einfach zur Losung kommen. Einige Méglichkeiten seien
hier angefiihrt.

e . 10 100
Multiplizieren mit sogenannten bequemen Zahlen, etwa 5 =—; 25 = —;

2 4
1000 100 10 1 100
125 = -3 12,5 = -3 25 = = 33 3="3 (vgl. Beispiel 7a), b))

b
Vereinfachen der Faktoren: a-b = (a-n)- I(Vgl. Beispiel 7¢))
Anwenden der binomischen Formel: (a + b) (a — b) = a*> — b? (vgl. Beispiel 7d))

W7 a) 56-125= 700
b) 6327- 25 = 632700: 4 = 158175
) 35-28:(35~2)-§=70-14=980
d) 8476 = (80 + 4) (80 — 4) = 6400 — 16 = 6384

56100 _
e

@® 5  Losen Sie die folgenden Aufgaben auf maglichst rationellem Wege!

a)136-5 b) 106-94 c)45-14 d) 126-33% €) 824-12,5
£)22,5-48 g) 33-27 h) 83-27 i) 12,5-16 K) 16 - 24



1.4.  Division

Die Division durch mehrstellige Divisoren bereitet oft sehr groBe Schwierigkeiten.
Vereinfachungen bei der Division lassen sich in vielen Fallen durch Kiirzen erreichen.
Das setzt die Kenntnis der Teilbarkeitsregeln'? voraus.

Das Ziel des Kiirzens muB} darin bestehen, den Divisor so zu vereinfachen, daB die
Division ohne Schwierigkeiten ausgefiihrt werden kann. Das Umgehen derartiger
Schwierigkeiten erreicht man in Einzelfillen auch durch Erweitern.

W 8 a)56376:132=4698:11 = 427T11— .
56376 und 132 haben die gemeinsamen Teiler 3 und 4, sie sind also beide
durch 3 - 4 = 12 teilbar.
4 2
b) 154312: 65 = 308624 : 130 = 2374ﬁ = 23743 .
Hier wurde zweckmaBigerweise mit 2 erweitert.

Die Kontrolle bei der Division kann mit Hilfe der Umkehroperation erfolgen.
Fiihrt die Division auf einen unendlich-periodischen Dezimalbruch oder wird sie
abgebrochen, so daB ein Rest auftritt, ist die Probe nach folgendem.Schema zu
machen:

Esseia: b = x Rest r. Dann gilt fiir die Kontrolle mit Hilfe der Umkehroperation

b-x+r=a.
Die Kontrolle der Lésung im Beispiel 8a) ist dann:
11-427 + 1 = 4697 + 1 = 4698.

® 6  Fiihren Sie die Kontrolle der Losung im Beispiel 8b) durch!

1.5. Losungen zu Kapitel 1

2 2) 89,79 b) 21,865

4 a) 221 b) 392 ) 2184
d) 1596 €) 5025

5 a) 6810 = 680 b) (100 + 6) (100 — 6) = 9964 «¢) 90-7 = 630

100 100 '

d) 126 —— = 4200 €) 824+ —— = 10300 £) 90- 12 = 1080
2) (30 + 3)(30 — 3) = 891 h) 83-27 = 2241 i)%- 16 = 200
K) (20 — 4) (20 + 4) = 384

6 65-2374 + 2 = 154310 + 2 = 154312

Dvgl. [2], S.27 f.
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2. Einige Grundbegriffe der Fehlerrechnung

2.1. Fehler und Niiherungswert

Der Begriff ,,Fehler* wird allein in der Umgangssprache in sehr unterschiedlicher
Bedeutung angewandt.

Der Schiiler macht zuweilen Fehler, wenn er ein Diktat im Deutschunterricht oder
eine Klassenarbeit in Mathematik schreibt. Ein Stiick Kleiderstoff oder ein Werk-
stiick konnen fehlerhaft sein. Wer eine wichtige Entscheidung zu treffen hat, zum
Beispiel die Wahl seines Berufes, bemiiht sich, dabei keinen Fehler zu machen usw.
Diese Fehler sind vermeidbar. Zum Beispiel miissen Werkstiicke, die das Giitezeichen
,,Q* tragen sollen, frei von Fehlern sein. Durch sorgfiltige, gewissenhafte Arbeit muf3
sich jeder in der Produktion Tatige fiir fehlerfreie Arbeit einsetzen. Auch der Schiiler
muB bestrebt sein, Fehler in seiner Arbeit zu vermeiden. Im Mathematikunterricht
sind Rechenproben eine gute Hilfe, Fehler aufzudecken und dann zu korrigieren.
Wie viele andere Begriffe, so ist auch der Begriff ,,Fehler* in der Mathematik in-
haltlich exakt gefaBt. DaB man ,,mit Fehlern rechnen* bzw. ,,Fehlerrechnung be-
treiben kann, ist ungewohnt.

Es sollen zunichst an einem mathematischen Sachverhalt als Beispiel die Begriffe
,,Fehler und ,,Naherungswert* vom mathematischen Inhalt her erliutert und ihr
Zusammenhang mit dem Rechnen mit Naherungswerten hergestellt werden.

Fiir die Berechnung der Linge des Umfangs des im Bild 2.1 angedeuteten Kreises
benétigt man die Lange des Durchmessers bzw. des Radius dieses Kreises.

Das an den Radius r angelegte Lineal zeigt:

r>31lcm und r<32cm.

Bild 2.1
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3,1 cm und 3,2 cm sind Néherungswerte fiir die Linge des Radius r. Man schreibt:
3,lcm <r < 3,2cm.

Auch wenn man einen weiteren Stellenwert der MaBzahl der Linge durch Schitzen
hinzunimmt, erhalt man einen Néherungswert.

MiBt man den Radius des vorgegebenen Kreises mit anderen Linealen, so ergeben
sich unter Umstanden andere MaBzahlen, denn der Grad der Genauigkeit der MeB-
gerite ist unterschiedlich.

Je nach der geforderten Genauigkeit einer Messung muf3 man dafiir geeignete MeB-
gerite verwenden. Trotzdem darf man von einem durch Messen ermittelten Wert
einer GroBe nicht annehmen, daB er der wahre Wert dieser GréBe ist. Die auftreten-
den Fehler haben ihre Ursachen in voneinander abweichenden Genauigkeitsgraden
der MeBgerite, in Verdnderungen der MeBgerite durch Umwelteinfliisse (Tempera-
tur- und Feuchtigkeitsschwankungen, Abnutzung des Gerites) und in den mehr oder
minder entwickelten Fertigkeiten der messenden Personen.

® 1 Im Unterricht verwendet man zum Messen meist Lineale. Bei Feldver-
messungen verwendet man das MeBband. Bei der Metallbearbeitung werden
MeBschieber und FeinmeBschraube benutzt.
Betrachten Sie diese MeBgerite (zu Hause, in der Schule, im Betrieb), und
ermitteln Sie, welche Einheiten
a) genau abgelesen,
b) durch Abschatzen festgelegt
werden kénnen!

Die Genauigkeit eines zu berechnenden Kreisumfangs u = 2zr wird auch durch den
fiir die Zahl = verwendeten Naherungswert beeinfluBt. z ist eine irrationale reelle
Zahl; beim Rechnen verwendet man jedoch rationale Naherungswerte, die man durch
Runden erhilt. Naherungswerte fiir  sind beispielsweise 3; 4; 3,1; 3,2; 3,14; 3,15.
Es gilt:
3<m<4; 31<m<32; 3,14 <n<31l5.

Verwendet man bei der Berechnung des Kreisumfangs Néherungswerte als Ausgangs-
werte, so ist das Ergebnis auch ein Naherungswert.

D1 Die Abweichung eines Niiherungswertes vom tatsichlichen Wert heiBt Fehler.

Zusammenfassung:

1. Die Fehlerrechnung untersucht Fehler, die entstehen
a) beim Messen von GroBen,

b) beim Verwenden von Niherungswerten fiir gegebene Zahlen im Interesse
des praktischen Rechnens.

2. Mit Hilfe der Fehlerrechnung kann man nicht nur den Genaunigkeitsgrad
von Naherungswerten ermitteln, sondern auch den Genauigkeitsgrad der
Ergebnisse von Rechenoperationen, die man mit Naherungswerten durch-
fiihrt.

16



Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Behandlung der Fehlerrechnung ist die
sichere Beherrschung der Rundungsregeln.

® 2 a) Arbeiten Sie zur Wiederholung die Rundungsregeln in [2], S. 54, durch!
Beachten Sie besonders den Fall, daB die letzte Grundziffer eine ,,5¢
ist!
b) Runden Sie folgende Zahlen jeweils auf drei wesentliche Ziffern: 9143;
91,97; 37053; 123500; 2,765!

Beim Arbeiten mit Nidherungswerten erfolgt die Darstellung stets so, daB man die
Genauigkeit des Niherungswertes abschitzen kann. Bei den Grundziffern eines
Naherungswertes unterscheidet man daher zuverlidssige Ziffern und giiltige Ziffern.?

> 2 Ziffern eines Niherungswertes heien zuverlissig, wenn der Fehler dieses
Niherungswertes hichstens eine halbe Einheit des Stellenwertes der letzten
mitgeteilten Ziffer betrigt.

>3 Ziffern eines Niherungswertes heiBlen giiltig, wenn sie in einem verfeinerten
Niherungswert erhalten bleiben.

Alle durch richtiges Rechnen und Runden entstandenen Ziffern eines Niherungs-
wertes sind zuverlassig.

Entsteht ein Naherungswert durch Abrunden, so dndert sich die letzte Ziffer nicht.
Alle Ziffern sind giiltig.

Entsteht ein Naherungswert durch Aufrunden, so dndert sich mindestens die letzte
Ziffer. Man erhilt mindestens eine nicht giiltige Ziffer.

W1 231-225=5]1975= 520
5 -2 -0 sind zuverlissige Ziffern, der Naherungswert ist durch Runden ent-
standen.
5 ist auch eine giiltige Ziffer.
Die Ziffern 2 bis 0 jedoch sind keine giiltigen Ziffern, denn ein verfeinerter
Niherungswert ist 5,198. Die Ziffern 2 bis 0 bleiben nicht erhalten.

B 2  Aus der Zahlentafel entnimmt man:
1,072 =~ 1,145.
Die Ziffern 1 - 1 - 4 - 5 sind zuverlassige Ziffern, denn es gilt die Abschit-
zung
1,1445 < 1,07% < 1,1455.
Die Ziffern 1 — 1 — 4 sind auch giiltige Ziffern. .
Ob die 5 auch eine giiltige Ziffer ist, kann so nicht entschieden werden.
Da 1,072 = 1,1449, ist die 5 also durch Aufrunden entstanden und daher
keine giiltige Ziffer.

© In der praktischen Mathematik verwendet man den Begriff ,,Ziffer meist im Sinne von ,,Grund-
ziffer*, das heiBt, bei den zuverléssigen Ziffern und giiltigen Ziffern handelt es sich um die Grund-
ziffern 0, 1, ..., 9. Wenn keine Verwechslungen zu erwarten sind, wird im folgenden fiir den Begriff
,»Grundziffer auch ,,Ziffer** verwendet.
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Es gilt:

Alle Zahlenangaben in Zahlentafeln bestehen aus zuverlassigen Ziffern.

Die letzte Ziffer ist im allgemeinen durch Auf- oder Abrunden entstanden. Man kann
daher nicht ohne weiteres entscheiden, ob diese Ziffern giiltig sind. In manchen
Zahlentafeln ist das Aufrunden und das Abrunden fiir den Fall gekennzeichnet, daB
die letzte Ziffer eine 5 ist. Steht iiber der 5 ein Punkt, so ist abgerundet. Alle Ziffern
sind giiltig. Steht iiber der 5 ein Strich, so ist die 5 durch Aufrunden entstanden.
Mindestens die 5 ist dann keine giiltige Ziffer. Sollen aus Zahlentafeln entnommene
Zahlen weiter gerundet werden, so ist dies zu beachten. Bei einer giiltigen 5 wird stets
aufgerundet, bei einer nicht giiltigen 5 wird abgerundet.

Bei Zahlenangaben iiber GroBen, die durch Messung ermittelt wurden, kann keine
entsprechende Festlegung getroffen werden, da die GroBe des Fehlers nicht so ein-
fach wie beim Runden bestimmt werden kann.

Einschitzungen iiber zuverldssige und giiltige Ziffern eines MeBwertes werden in den
folgenden Abschnitten erlautert.

2.2.  Absoluter Fehler und relativer Fehler

>4 Die Differenz zwischen dem Niherungswert ¢ und dem wahren (tatséchlichen)
oder geforderten Wert x nennt man den absoluten Fehler .
Man schreibt: ¢ = a — x.

2
Bl 3 a) Verwendet man an Stelle des gemeinen Bruches-;(tatsﬁchlicher Wert)

den Dezimalbruch 0,7 als Naherungswert, so ist der absolute Fehler

2
E=0,7—?

21 20 1
=730 30 30°

b) Den absoluten Fehler des Naherungswertes 2~ 1,41,also0 e = 1,41 —VE,
kann man nur nidherungsweise berechnen, indem man fiir V2 einen fei-
neren Naherungswert als 1,41 verwendet.

¢) Fiir die Lange a und Breite b eines Buches wurden durch Messen er-
mittelt: @ = 232mm, b =164 mm. Vom Verlag waren gefordert:
X, = 230 mm, x, = 165 mm.

Die absoluten Fehler betragen:

g, =a—X,=232mm — 230mm = 2mm;

& =b — x, =164mm — 165mm = —1 mm.
Die Beispiele 3a) bis ) zeigen, daB der absolute Fehler positiv oder negativ sein kann.
Fiir die Praxis und fiir die Fehlerfortpflanzung ist meist nur der Betrag des absoluten
Fehlers von Interesse. Man legt deshalb fest:

D> 5  Ada=|¢e| = |a — x| heiBt Betrag des absoluten Fehlers.
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In Beispiel 3¢) sind

les = da = |2| mm = 2 mm;
ley] = 4b = |—1| mm = 1 mm.

In technischen Zeichnungen fiir die Herstellung von Werkstiicken werden neben An-
gaben fiir geforderte MaBe zulassige Abweichungen angegeben. Diese Abweichungen
stellen maximale absolute Fehler dar, um die die MaBe eines hergestellten Werk-
stiickes von den geforderten MaBen abweichen diirfen. Sie werden als Betrag des
maximalen absoluten Fehlers angegeben und als Toleranzen bezeichnet. Wir ver-
wenden dafiir das Symbol 4x.

Es gilt: Ax = 4a.”

Die Angaben der Toleranzen erméglichen bei der Herstellung und Giitekontrolle die
Feststellung, ob das hergestellte Werkstiick brauchbar ist.

B 4 Auf einer Zeichnung ist fiir den Durchmesser einer Welle angegeben:
d = (123,4 + 0,2) mm. Der geforderte Durchmesser sei 123,4 mm.
Der zuldssige Betrag des absoluten Fehlers (die Toleranz) ist 0,2 mm. Alle
Wellen mit einem Durchmesser 123,2mm < d £ 123,6 mm sind also
brauchbar.

Auch bei MeBgeriten werden Toleranzen angegeben, die aussagen, wie grofB3 ein
Fehler beim Messen mit dem Gerdt héchstens sein wird. Enthélt zum Beispiel ein
Strommesser fiir den Bereich 0 A bis 5 A die Angabe ,,+0,1 A“ und liest man
,»,2,6 A“ ab, so gilt fiir die gemessene Stromstirke

(2,6 £ 0,1) A oder 2,5A S I 2,7A.

® 3 Uberpriifen Sie die unter Aufgabe 1 betrachteten MeBgerite auf Angaben
von Toleranzen!

Bei einer einzelnen Messux?g konnen MeBfehler auftreten. Deshalb ermittelt man das
Intervall, in dem der tatsdchliche Wert x der GroBe liegt, mit Hilfe einer Megfreihe.
Das Intervall wird dann durch das arithmetische Mittel ¥ und die durchschnittliche
Abweichung 4% von diesem Mittelwert gebildet:

X —A4%x <x <X + 4%.
Dafiir schreibt man auch

x =X + 4X%.

> 6 Das arithmetische Mittel X ist der Quotient aus der Summe der MeBwerte
X1y X3y ... X, und der Anzahl n der Messungen.
_ X1+ x4+ oo+ x4

1
J:=—”—————;(.\:1 +x; + oo + 1)

1 In vielen Biichern wird Ax auch als ,,absolute Fehlerschranke' bezeichnet.
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B 5  Esist das arithmetische Mittel folgender MeBreihe zu bestimmen:
x; = 32,4mm; x, = 32,6 mm; x; = 32,8 mm; x4 = 32,5mm;
x5 = 32,7 mm; x¢ = 32,6 mm.

X = %(32,4 mm + 32,6 mm + 32,8 mm + 32,5mm + 32,7 mm + 32,6 mm)
= 32,6 mm

Fiir Summen, wie sie in Definition 6 im Zahler des Bruches bzw. in der Klammer auf-
treten, gibt es in der Mathematik eine Kurzschreibweise mit einem besonderen
Symbol (Summenzeichen):

n
X1+ X2+ ... + X, = X x; (lies: Summe der x, miti = 1, ..., n).
i=1

3
[ ] a) Y x;=Xx; + X + X3
i=1
4
b)Zoa,=ao+a1+a2+a3+a‘
i=

Fiir das arithmetische Mittel erhilt man in dieser Schreibweise

Sehr rationell kann man das arlthmetlsche Mittel mit Hilfe eines angenommenen

Mittelwertes x, bestimmen.
Ist x, der angenommene Mittelwert, so erhilt man % nach der Formel:

% =x, +% [ — x0) + (2 — X5) + oo + (% — X2)] = %, + %'é’l (% — xa).
Fiir Beispiel 5 gilt dann: »
X = 32mm + %[(32,4 — 32) mm + (32,6 — 32)mm + (32,8 — 32) mm
+ (32,5 — 32)ymm + (32,7 — 32) mm + (32,6 — 32) mm]

=32mm + %~3,6 mm = 32,6 mm.

> 7 Die durchschnittliche Abweichung Ax ist der Quotient aus der Summe der
Betriige der Abweichungen der Einzelmessungen vom arithmetischen Mlttel x

und der Anzahl # der Messungen.
=; - —x 1 2
AE:Ix‘ x|+ x—xl + ...+ |x, x'=—2|—t,—il
n ni=1

B 7  Esist die durchschnittliche Abweichung fiir Beispiel 5 zu berechnen.
A% = %(|32,4 — 32,6 mm + [32,6 — 32,6 mm + |32,8 — 32,6| mm
+ 132,5 — 32,6 mm + (32,7 — 32,6| mm + [32,6 — 32,6| mm)
=%-0,6mm = 0,] mm
Fiir die gemessene GroBe-gilt also: x = (32,6 + 0,1) mm.
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® 4  Folgende MeBwerte wurden fiir den Durchmesser eines Rohres ermittelt:
xy = 17,6 mm; x, =172mm; x; =17,9mm; x, = 17,5mm;
xs = 173mm; x¢ =17,8mm; x, = 17,2 mm.

Berechnen Sie das arithmetische Mittel und die durchschnittliche Ab-
weichung! Verwenden Sie folgendes Schema!

n X Xy — X

® 5  Nutzen Sie Messungen aus dem Unterricht in Physik, Chemie und anderen
Fichern, und ermitteln Sie jeweils deren arithmetisches Mittel und die
durchschnittliche Abweichung !
Verwenden Sie beim Messen mehrere MeBgerite!
Lassen Sie auch durch andere Schiiler die einzelnen Messungen durch-
fithren !

Wie im Zusammenhang mit der Betrachtung von Toleranzen bereits gesagt wurde,
kommt es in der Praxis oft auf die ,,Brauchbarkeit eines Naherungswertes an; vgl.
Beispiel 4. Einz derartige Einschitzung ist komplizierter, wenn es sich dabei um einen
Vergleich mehrerer Naherungswerte handelt, die beim Untersuchen unterschiedlicher
Sachverhalte ermittelt wurden. Die Frage, welcher der Niherungswerte ,,bessers
oder ,,schlechter* sei, ist im allgemeinep nicht allein mit Hilfe der errechneten abso-
luten Fehler zu beantworten.

Wenn beispielsweise bei Langenmessungen an zwei verschiedenen Gegenstinden
sich als Betrége der absoluten Fehler

Aa; =232 — 230|mm = 2mm und Aa, = |806 — 800 cm = 6 cm

ergeben, so sind 2 mm scheinbar eine ,,bessere Abweichung als 6 cm. Ein derartiger
TrugschluB entsteht, wenn man unberiicksichtigt 14Bt, in welchem Verhiltnis Jjeweils
der Fehler zum wahren Wert steht. Bei solchen Vergleichen ermittelt man die soge-
nannten relativen Fehler.

> 8 Das Verhiltnis des Betrages des absoluten Fehlers eines Niherungswertes
zum Betrag des wahren Wertes heifit relativer Fehler des Niherungswertes.

A
Man schreibt: 6 = = s
Jx|
B 8  Aus den oben gemachten Angaben fiir 4a, und A4a, erhilt man:
. day 2 mm Ada, 6cm
Oy "Xl 230mm 0,008 W & = Ixzl  800cm

Trotz des wesentlich groBeren absoluten Fehlers (6 cm gegeniiber 2 mm) ist
der Niherungswert 8,06 m die bessere Naherung an den wahren Wert.

=~ 0,008.
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@® 6  Berechnen Sie die relativen Fehler!

a) b) ) d)
Wahrer Wert 2 g
ahrer Wer 3 3 Ed L
Néherungswert 0,7 0,66 3,0 3,14
Absoluter Fehler 1
soluter Fehle: 0
Relativer Fehler

Da man mit dem wahren Wert z nicht rechnet (irrationale Zahl), verwendet
man jeweils eine rationale Zahl als verfeinerten Naherungswert, bei c) etwa
3,14, bei d) etwa 3,142.

Ist der wahre Wert nicht bekannt (zum Beispiel beim Messen einer GroBe), so be-
rechnet man den relativen Fehler mit Hilfe eines Naherungswertes:
_4da  Aa
[xI = lal

Der relative Fehler kann auch als Prozentsatz angegeben werden.

>9 Der prozentuale Fehler ist der als Prozentsatz angegebene relative Fehler.
4
Man schreibt: 8., = 6 - 100% = ‘T‘[' 100%.

Im Beispiel 8 betragen die prozentualen Fehler
8¢ ~ 0,009 -100% = 0,9% und ds; ~ 0,008 1009, = 0,8%.

Zusammenfassung :

1. Man unterscheidet: )
a) absoluter Fehler ¢ = a — x (¢ — Naherungswert, x — wahrer Wert);
b) Betrag des absoluten Fehlers 4a = |a — x|

(In der Praxis werden oft Angaben iiber den maximalen absoluten
Fehler gemacht (Toleranzen));

da da
¢) relativer Fehler 6 = —~ —;
Ix] lal
A4
prozentualer Fehler oo, = 6-100% = [—a- 100%.

x|

22



2

. Um moglichst genaue MeBergebnisse zu erhalten, verwendet man Mep-

reihen und ermittelt

die durchschnittliche Abweichung

A% =
Ergebnis der Messungen: x = x + AX

2.3.

Fehler einer Summe — Fehler einer Differenz

Fiihrt man Rechenoperationen mit Naherungswerten durch, so sind die Ergebnisse
wiederum Naherungswerte. Sind die Fehler der Ausgangswerte bekannt, so berechnet
man den maximalen absoluten Fehler, der sich aus der Fortpflanzung der Fehler
dieser Ausgangswerte ergibt. Beispiel 9 erlautert eine Summenbildung von Nahe-
rungswerten.

m9

Die Strecken a = 5 cm und b = 4 cm sind durch Konstruktion zu addieren.
Die Toleranzen von a und b werden mit+ 1 mm angenommen. Was kann
man iiber die Linge
s=a+b=(5 %+ 1)mm + (40 + 1) mm
aussagen?
Folgende Extremfille sind zu beachten:

= (50 + I)mm + (40 + 1) mm = 92 mm;

= (50 + 1) mm + (40 — 1) mm = 90 mm;

= (50 — 1)mm + (40 + 1) mm = 90 mm;
.v. = (50 — 1)mm + (40 — 1) mm = 88 mm.
Die Lange von a + b liegt zwischen 92 mm und 88 mm. Ohne Beachtung
der Fehler erhdlt man (50 + 40) mm = 90 mm. Damit kann man fiir s
aussagen:
s = (90 £ 2) mm.

Das Ergebnis besagt, daB 90 mm eine Niherungslosung ist, der Fehler
hochstens 2 mm betrdagt und die tatsichliche Linge der Strecke damit
zwischen (90 + 2) mm und (90 — 2) mm liegen kann. Der Fehler entsteht
beim Konstruieren durch Ungenauigkeiten des MeBgerites und durch Un-
zulanglichkeiten beim Konstruieren und Messen.

Wenn man eine allgemeingiiltige Vorschrift fiir die Berechnung des gréBtméglichen
absoluten Fehlers einer Summe von Naherungswerten hitte, kénnte man rationeller
als in Beispiel 9 verfahren. Dasselbe Bediirfnis wire fiir die Subtraktion von Nihe-
rungswerten anzumelden.
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Esseien x;, = a + 4a und x, = b + 4b.V
)
Dannsind x; + X, =a+ b+ da+ 4b=(a+ b) + 4(a + b)
Fehier 4 (a+b)
und Xy—x,=a—-b+AdaF Ab=(a — b) + A(a — b).
Fehler 4 (a-b)

Zur Bestimmung des maximal méglichen Fehlers schétzt man A(a + b) und 4(a — b)
ab.

1. Fall 2. Fall 3. Fall 4. Fall
Aa + b) +(da + 4b) | +(da — 4b) +(db - Ad) —(da + 4b)
Aa - b) +(da + 4b) | +(da — 4b) +(4b — Aa) ~(da + 4b)

Man erkennt:

1. Die absoluten Fehler einer Summe und einer Differenz sind gleich.

2. da und 4b sind als Betrage stets positiv. Da die Summe von positiven Zahlen
stets groBer als deren Differenz ist, erhidlt man den maximal méoglichen Fehler
aus dem 1. und 4. Fall.

» 1  Fiir den maximalen absoluten Feﬁler einer Summe a + b bzw. einer Differenz

a— b gilt:
A(a £ b) = da + 4b |.

Damit sind | x; + x, = a + b + (da + 4b)
und Xy — Xy =a—b =t (da + 4b) |.

B 10 a) Es ist der Gesamtwiderstand R zweier hintereinander geschalteter Wider-
stinde R, = (250 & 5)Q und R, = (100 + 3) Q zu bestimmen.
R=R, + R,

= (250 + 100)Q + (5 + 3)Q = (350 + 8)Q

b) Der Tank eines Pkw enthalt (23 + 1)1 Benzin. Der Motor verbraucht
fiir 100 km (7 + 1)1 Benzin. Welche Angabe kann man iiber den Tank-
inhalt nach 100 km Fahrt machen?

V=V, -V,
=@3-7NI+£0+1I=(6+2)]1

Beispiel 10 weist auf ein Problem beim Berechnen der Fehler hin. Der Fehler von
Summe und Differenz erfat immer den ungiinstigsten Fall. Das kann bei Differenzen

1 Hier und in den folgenden Abschnitten sind die Fehler 4x, Aa, Ab, A(a + b) usw. Betriige maxi-
maler absoluter Fehler.
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dazu fiihren, daB der Fehler groBer als die Differenz wird. Fahrt man zum Beispiel
weitere 200 km, so ergibt die Rechnung:

V=16 + 2)1; Verbrauch V5 = (14 + 2)1;
Vi=V—-V:=(16-141xQ2+2)1=02 141
Beim Fahren wird man sicher rechtzeitig merken, ob der ,,ungiinstigste** Fall ein-

tritt. Bei lingeren Fahrten sollte man jedoch bei der Planung des Tankens auch den
ungiinstigsten Fall beriicksichtigen.

® 7  Der Hubraum des Zylinders eines Motors hat eine Héhe von (50,0 + 1,1) mm.
Der Hubweg des Kolbens wird mit (45,5 + 1,0) mm angegeben. Bestimmen
Sie die Hohe des Kompressionsraumes!

Die Qualitit einer Naherungsldsung ermittelt man, indem man deren relativen Fehler
errechnet.

»>2 Fiir den relativen Fehler einer Summe a + b bzw. einer Differenz a — b

gilt:

Aa + 4b
d=—0—— |,
la £ b

In den Beispielen 10 erhilt man folgende relative Fehler.
543

_ B B 230

a) 8= ooy 0023 By~ 23%
1+1 :

b) d= o R 012 Sy m125%

® 8 Berechnen Sie den relativen Fehler der Naherungslésung aus Aufgabe 7!

2.4. Fehler eines Produktes

An einem einfachen Beispiel soll verdeutlicht werden, wie man den Fehler eines Pro-
duktes berechnet.
Es sei der Fliacheninhalt eines Rechteckes zu bestimmen.
Es seien a = (19,0 £ 0,3)cm und b = (12,0 + 0,2)cm. Danach ergibt sich
A= (19,0 £+ 0,3)cm - (12,0 £+ 0,2) cm.
Den groBten Wert fiir den Fliacheninhalt 4(A4y,,) erhilt man, wenn man die groBten
MaBzahlen miteinander multipliziert, den kleinsten (Ap;,) durch Multiplikation der
kleinsten MaBzahlen.
1. Fall: Ag. = 19,3 cm -+ 12,2 cm = 235,46 cm?
2. Fall: Apyy, = 18,7cm 11,8 cm = 220,66 cm?

220,66 cm? < A < 235,46 cm?

25



Die Berechnung von A4 ohne Beriicksichtigung der Fehler Aa und Ab ergibt
Ao = 19,0cm - 12,0 cm = 228,0 cm?. Die Differenzen zum minimalen und maximalen
Flacheninhalt sind 4y — Apin = 7,34 cm? bzw. Ay, — Ao= 7,46 cm?.
Kann man diese Differenzen, die in den absoluten Fehler des Produktes eingehen,
einfacher berechnen? )
Eine Formel fiir den Fehler des Produktes erhalt man durch folgende Uberlegungen:
Es seien @ > O und b > 0. A4, und A, ergeben sich dann wie folgt.
1.Fall: (a4 da)(b+ 4b)=a-b + a-Ab + b-Ada + Aa- Ab
2.Fall: (a—da)y(b—4b)=a-b—a-Ab—b-Aa+ Aa-Ab
Produkt 44 Fehler des Produktes 4,
Die Fille (a + 4a) (b — 4b) und (a — Aa) (b + A4b) braucht man nach unseren Fest-
stellungen im einfiihrenden Beispiel nicht zu untersuchen.
Bei praktischen Aufgaben wird der absolute Fehler stets sehr viel kleiner als der
Naherungswert der GroBe selbst sein (da < a'’; Ab < b). Dann sind aber auch
Ada-Ab < a-Abund da-Ab < b - Aa.
Im Beispiel oben sind:
da-4b = 0,3-0,2 cm? = 0,06 cm?;
a-4b= 19-0,2cm? = 3,8 cm?;
b-4a=12 -0,3cm? = 3,6 cm?
und damit
0,06 cm? < 3,8 cm? bzw. 0,06 cm? < 3,6 cm?2.
Man vernachlassigt deshalb in den Gleichungen den Term Aa - Ab und erhilt fiir
die Berechnung des absoluten Fehlers eines Produktes folgende Formel.

»3 d(ab)=a-4b + b- Aa

Es 1aBt sich leicht zeigen (hier ohne Beweis), daB Satz 3 auch fiir negative Werte von
a und b gilt, wenn jeweils die Betriige |a| und |5| fiir @ und b eingesetzt werden, also

A(a-b) = |a| - 4b + |b| - da.
Wendet man Satz 3. auf das Ausgangsbeispiel an, so erhilt man
A(a - b) = (19,0-0,2) cm? + (12,0 - 0,3) cm? = 7,4 cm?.
Der Flacheninhalt ist damit
A =(228,0 + 74)cm® oder 220,6cm? < A < 235,4 cm?.

Diese Werte weichen von den vorher berechneten 4p,, und Ay, um jeweils 0,06 cm?
ab, das heiBt um das Produkt Aa - Ab.

Es empfiehlt sich stets, beim Berechnen des absoluten Fehlers des Produktes aufzu-
runden. Im Beispiel ergibe sich damit 4 = (228 + 8) cm?. Das ist gerechtfertigt,
da die Unsicherheit in den Millimeterangaben liegt und Stellen nach dem Komma

D Lies: da ist sehr viel kleiner als a.
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sonst eine unzuldssige Genauigkeit vortéuschen wiirden. (Im gegebenen Falle sind
dariiber hinaus nur die ersten beiden Ziffern als zuverldssig anzusehen.)

Die Qualitit einer durch Multiplikation ermittelten Naherungslsung laBt sich
wiederum durch Berechnung des relativen Fehlers feststellen.

A@-b) _a-4b+b-4a a-4b b-da

$= a'b a-b ) + a-b
4 4
=T+Ta=a"+6” (a, b positiv)

Das Ergebnis der Umformung zeigt:

» 4 Derrelative Fehler eines Produktes a « b ist gleich der Summe der relativen
Fehler der Faktoren.
Man schreibt:

Opp=0,+ 0 |

® 9 Berechnen Sie fiir 4 = (19,0 + 0,3) (12,0 4+ 0,2) cm? die relativen Fehler
8,0, und 6,.5!

Bei der Berechnung des absoluten und relativen Fehlers eines Produktes kann man
zwei Wege beschreiten:

1. Berechnen des absoluten Fehlers, dann Ermitteln des relativen Fehlers;

2. Berechnen des relativen Fehlers, dann Ermitteln des absoluten Fehlers.

Der erste Weg wurde im Einfiihrungsbeispiel beschritten. Der zweite Weg ist in vielen
Fillen vorteilhafter. Dies soll am Beispiel 11 gezeigt werden.

M 11 Die Lange des Radius eines Kreises betrigt 20,2 cm.
Einen Niherungswert fiir die Lange des Umfanges erhdlt man unter
Verwendung von 7w &~ 3 und r =~ 20cm:
u = 2nr ~ 120 cm.
Wie groB sind der absolute und der relative Fehler?
Die Berechnung der relativen Fehler ergibt:

0,142 .5 _ 02em

0, =0, +0,; 0, T 0,045; 6, = 307 om
8, = 0,045 + 0,01 = 0,055;
Oy = 5,5%.
Der Faktor 2 in u = 2z ist kein Naherungswert, sein Fehler ist daher Null.

= 0,01;

0
Damit ist auch der relative Fehler 6 = 5= 0. Allgemein bedeutet das:

Treten Konstante in Produkten oder Quotienten auf, so bleiben sie bei der
Berechnung des relativen Fehlers unberiicksichtigt.
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Berechnung des absoluten Fehlers Au:

4
8, =|7“|, Au = |u] - 8, ~ 120 cm - 0,055 ~ 6,6 cm
(Da der wahre Wert von u nicht bekannt ist, wurde der Niherungswert von u
verwendet.)

Es erweist sich, daB die GréBe des Fehlers in Beispiel 11 vor allem durch den Nahe-
rungswert von x bestimmt wird. Der relative Fehler 6, ~ 0,045 kann immer dann
bei anderen Aufgaben verwendet werden, wenn 7 ~ 3 festgesetzt wird und keine
anderen Néherungswerte auftreten.

® 10 Es sind die Tiefe eines Schachtes sowie der absolute und relative Fehler des
ermittelten Wertes zu bestimmen. Fiir die Fallzeit von Steinen bis zum
Auftreffen auf die Grundfliche werden folgende Zeiten ermittelt: 1,7s;
1,9s; 1,6 s; 1,7s; 2,0s. Fiir die Erdbeschleunigung wird der Naherungs-
wert g ~ 10m/s?> verwendet. Die mittlere Erdbeschleunigung betrigt
9,81 m/s2,

2.5. Fehler eines Quotienten

o s 5 a+ da
Zu berechnen sei ein Quotient x = T E T
Den maximalen Wert x,,, des Quotienten x erhilt man, wenn man den gréBten
Wert a + Ada durch den kleinsten Wert b — Ab dividiert. Umgekehrt erhilt man den
minimalen Wert X,,;,, wenn man den kleinsten Wert @ — Aa durch den groBten Wert

b + Ab dividiert.

160 + 4

B 12  Es sei der Quotient x = Szo;5 M berechnen.
164 156
p o 48 ~ 33,8; Xpin = 515 ~ 30,3.

Fiir x gilt also 30,3 < x < 33,8.
160
Geht man von einem Wert x, = —~— = 32 aus, bei dem also der Fehler

nicht beriicksichtigt wurde, erhdlt man die Abschitzung des absoluten
Fehlers

Xmax — Xo = 1,8 bzw. x5 — xpin = 1,7.
Damit ist x = 32,0 + 1,8.
Die Herleitung einer Formel zur Berechnung des maximalen absoluten Fehlers eines

Quotienten ist auf dhnlichem Wege wie beim Fehler eines Produktes méglich. Diese
Formel sei hier ohne Herleitung mitgeteilt.
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a aAb+ b+ da
af) ===

Die Berechnung des absoluten Fehlers fiir Beispiel 12 nach Satz 5 ergibt:

a 160-0,15 + 5-4 44
A(?)__T_z_— 1,76 ~ 1,8.
Der auf diese Weise fiir den absoluten Fehler errechnete Wert 1,8 stimmt mit dem in
Beispiel 12 ermittelten Wert iiberein.

Die Berechnung ist allerdings kaum eine Vereinfachung. Es wird sich zeigen, daB eine
Berechnung mit Hilfe des relativen Fehlers eines Quotienten rationeller ist.

a
A=
s (b)_a-Ab+b-Aa_a~Ab+b-An
- - b2 2 B ab
b

a-4b b+ da Ab+Aa 8 +0,
a-b ab b =8

+

» 6 Fiir den relativen Fehler eines Quotienten gilt:

6(%_) =0, + 6,

Der relative Fehler des Quotienten in Beispiel 12 betragt demnach:
4 0,15
160 5
Der oben angedeutete Weg, den absoluten Fehler mit Hilfe des relativen Fehlers
zu bestimmen, ergibt:
Ax

6’=T; Ax = x+ 0,3 /

8 = = 0,025 + 0,03 = 0,055.

Ax =32-0,055 = 1,75 = 1,8.
Dieses Ergebnis stimmt mit den vorher erhaltenen Werten iiberein.

® 11 Wieviel Meter Kupferdraht mit einem Querschnitt ¢ = 1 mm? konnen aus
m = 17,5 kg Kupfer hergestellt werden?
Bei der Massenangabe m rechnet man mit einem Fehler von 0,19, Die
Dichte des Kupfers betriigt o = 8,93 g/cm®. Durch Verunreinigungen kann
eine Schwankung der Dichte um 0,3 % auftreten.

Anleitung: Bestimmen Sie aus dem prozentualen Fehler den relativen
Fehler! Verwenden Sie gleiche Einheiten (g; cm?®)!
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Zusammenfassung zu 2.3, bis 2.5.

Die maximalen Fehler von Ergebnissen bei Berechnungen mit Naherungswerten
ermittelt man nach folgenden Formeln (x, = a + da; x, = b + A4b):

Absoluter Fehler Relativer Fehler
a) | Summe Aa + b) = da + 4b = %
b) | Differenz Aa = b) = Aa + b 5= “'a”_j:b_
c) Produkt Ala-b) =a-4b + b-Aa 6=0,+0,
) | Quotient 4 (%) = % §=0,+4

2.6. Liosungen zu Kapitel 2

2 b) 9140; 92,0; 0,371;  124000; 2,76
4 n X |x; — X| (in mm)
1 17,6 0,1
2 17,2 0,3 x= % 122,5mm
3 17,9 04 =17,5mm
4 17,5 0,0
5 17,3 0,2 4% = % 1,6 mm = 0,3 mm
6 17,8 0,3
7 17,2 0,3 x = (17,5 + 0,3) mm
7
igl x;=122,5( 1,6

.‘66 2l
1-3 100 3 2.3
0=r——= b= = _— "~
6 8= =005 b : 3007 = 00!
3
0,14 0,002
=z b=—"1x
c)s g SO0 @ 31a2 © 000064

7 h=(50,0 + 1,1)mm — (45,5 + 1,0)mm = (4,5 + 2,))mm -
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10

11

s = =— = 047
50,0 — 45,5 ]
0,3 0,2
S,= 2= = 00158 & =-—— ~0,0167; b R0,
=50 0,0158 > =120 0,0167; 6, = 0,032

Bestimmen des arithmetischen Mittels f der Fallzeiten und der durchschnittlichen
Abweichung 47:

l *
?-0,75 =0,14s % 0,25

f=—-89s=178s~18s; 4=

| =

Berechnen des Fallweges s = g? 2

Ts~5-1,82m=162m X 16 m

0,19 0,2
8 =0, + 6 + 6 §,=9Tz0,02; 6,=ﬁz0,11

8, ~ 0,02 + 0,11 + 0,11 = 0,24;

45='16024m =384mx4m; s =16 £ 4m
m=g¢-V=ep-l-g

m_ i 7500 - 1000
e°q 8931

6 = 0y + 69 = 0,001 + 0,003 = 0,004;
Al = 8400+0,004 m ~ 34m

1 = (8400 £ 34)m

l= cm = 840000 cm = 8400 m
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3. Niherungsweise Berechnung von Potenzen

Oft sind Potenzen von Niherungswerten, aber auch von wahren Werten zu ermitteln
Die fiir das Ergebnis zu fordernde Genauigkeit ist durch den Sachverhalt oder durch
bestimmte Forderungen festgelegt.

Es ist zum Beispiel das Volumen ¥V eines Wiirfels, dessen Kantenlinge a mit
a = 3,42 dm gemessen wurde, zu ermitteln.

V = a® = 3,423 dm® = 40,001688 dm?

Nach den Regeln fiir das Rechnen mit Naherungswerten sind hier im Ergebnis nur
die ersten drei Ziffern zuverlassig, die letzten fiinf Ziffern tduschen eine s,grofe Ge-
nauigkeit* nur vor. Also gilt ¥V =~ 40,0 dm?3.

Das Ermitteln dieses Ergebnisses durch ausfiihrliches Multiplizieren ist unrationell.
Die Mathematik hat Hilfsmittel bereitgestellt, solche und shnliche Aufgaben mit ge-
ringerem Aufwand so zu 16sen, daB nur so viele Stellen berechnet werden, wie man
fiir eine ausreichende Genauigkeit benétigt.

3.1. Potenzen der Form (1 + xy’ mitne N, x + —1

Ist die n-te Potenz einer beliebigen Zahl g, also a", zu berechnen, so kann der Lo-
sungsweg in vielen Fillen vereinfacht werden.

Man zerlegt die Basis @ in eine Summe (k + b), wobei k méglichst eine ganze Zahl
sein sollte. Durch Ausklammern von k und Anwenden der Potenzgesetze erhilt man

n"=(k+b)"=k"(1 +,’§)

W 1 Im Einfilhrungsbeispiel konnte die Basis in (3 + 0,42) zerlegt werden.
3,42° = (3 + 0,42)* = 33(1 + 0,14)®

b n
Die Umformung a" = k"(l + 1;) ist fiir praktische Aufgabenstellungen aus zwei
Griinden giinstig:
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a) Es geniigt, eine Niherungsformel zur Berechnung von (1 + x)* zu erarbeiten.

b) Bei MeBreihen treten Anderungen meist nur in der letzten Stelle auf. k” bleibt bei
den Rechnungen dann stets konstant.

Zur Herleitung einer Naherungsformel fiir (1 + x)” berechnen wir die Potenzen

(a + b)" fiir n = 1, 2, 3, 4. Man erkennt ein Bildungsgesetz, das die weitere Berech-

nung von Potenzen erleichtert.

(@a+ b= a+b
(a+ b? = a?® + 2ab + b*
(@a+b> = a®+ 3a%b + 3ab® + b

(a + b)* = a* + 4a3b + 6a*b* + 4ab® + b*
Die entstehende Summe hat (7 + 1) Summanden.

Es ist nun fiir die folgenden Betrachtungen erforderlich, gewisse GesetzmaBigkeiten
in der Struktur dieser Summen festzustellen. Zu diesem Zweck sei die bisherige Dar-
stellung wie folgt in zwei Teile zerlegt (unter Verzicht auf die Operationszeichen).

Binom i’otenzen von a und bV Eoefﬁziemen

(a + b)! a'b®  a®b* 11

(a + b)? a’h®  a'b*  a°b? 1 \2/ 1

(a + b)® a*h®  a*b*  a'b*- a°b?® 1 \3/ \E{ 1
(a + b)* a*h®  a*b'  a*h* a'b®  a%b* 1 Y X Y 1

Man erkennt

in I: a) Die Potenzen von a sind stets nach fallenden Exponenten, die Potenzen
von b sind stets nach steigenden Exponenten geordnet.
b) Die Summe der Exponenten von a und b ist jeweils gleich dem Exponenten
des Binoms.

in II: a) Die ,,auBeren* Koeffizienten sind stets 1.
b) Die ,,inneren* Koeffizienten ergeben sich jeweils als Summe des unmittel-
bar dariiberstehenden Paares von Koeffizienten.

@® 1  a) Berechnen Sie die Koeffizienten fiir n = 5und n = 7!
b) Berechnen Sie die Potenzen (x + »)° und (2m + 3n)7!

Es ist zu vermuten, daB diese GesetzmaBigkeiten allgemein gelten. Ohne den Nach-
weis zu fithren, erginzen wir das Schema weiter.

1) Hier sind zur Verdeutlichung des Sachverhalts bei den jeweils héchsten Potenzen ¢" und 4" die
Faktoren 4° = 1 bzw. @° = 1 mit @ # 0 und b #+ 0 erginzt.
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Die Darstellung der Koeffizienten fiirn = 1, 2, ..., 6, ... sicht demnach wie folgt aus:

1 (@a+0b° =1
1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
I = @« =& g ¢ 5 A

In dieser Form wurden die betrach-
teten GesetzmaBigkeiten bereits von
dem bedeutenden franzdsischen
Mathematiker BLAISE PAscAL (1623
bis 1662) dargestellt. Daher stammt
auch die Bezeichnung PAscaLsches
Dreieck.

¥
Die erste gedruckte | q
Darstellung des i \
arithmetischen
Dreiecks in Europa
(1527) {7

Es taucht sofort die Frage auf: Gibt es zur Berechnung dieser Koeffizienten, die man
Binomialkoeffizienten nennt, ein allgemeines Verfahren, das rationeller ist als das der
schrittweisen Entwicklung des PAscALschen Dreiecks?

Man fiihrt zur Darstellung der Binomialkoeffizienten das Symbol (Z) ein, man liest

es als,,n iiber £ und erklért es als vereinfachte Schreibweise fiir Briiche spezieller Art.

T i 4
n 3 3-2 n 12 12-11-10-9-8
.2’)(k)_<z>_1-z b)(k)_(s)_ 12345
—_ —_—
2 Faktoren: ,,3 iiber 2% '____J_. 5 Faktoren: |12 iiber 5

34



Beispiel 2 zeigt:

Zahler und Nenner sind Produkte, diese haben jeweils die gleiche Anzahl (ndmlich k)
von Faktoren.

Die Faktoren des Nenners sind 1, 2, ..., k, das heiBt, sie wachsen um je 1.

Die Faktoren des Zahlers sind n, n — 1, n — 2, ..., n — (k — 1), das heiBt, sie fallen
um je 1.

Man definiert:

p1 Das Symbol (:) ist eine vereinfachte Darstellung fiir einen Bruch der Form

n\ _ n'(n—l)'(n—2)-...'(n-k+1)_
(k)_l- 2 e B k

(:) heiBt Binomialkoeffizient.

® 2 a) Schreiben Sie folgende Binomialkoeffizienten als Briiche!
(): C3): () (G )
3)°\2) \6) (4 > \1
b) Berechnen Sie die Werte dieser Binomialkoeffizienten!
Zu beachten sind die folgenden speziellen Binomialkoeffizienten:

a) (") . Unter Anwendung von Definition 1 erhdlt man:

1
n_n_n
(1)‘1“'

b) (:) Unter Anwendung von Definition 1 erhélt man:

(n)= nn-1)-n-=2:..-n—n+1)

n 1- 2 - 3 o n
_n@=D@=2-..c 3 : 2 -1 _
=1 2 - 3 .- m-Dn 7
denn Zihler und Nenner stimmen iiberein.
c) Fiir (;) definiert man:
n
b2 (g=1
Mit Hilfe der Binomialkoeffizienten (:) kann man also die Potenz oder ,das

Binom* (2 + b)" als Summe darstellen und deren Wert berechnen.
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>1

(a+ by = (g)a"+ ('I')an-lb' + (;)aHbl ot (":l)alb"‘l + (:)b"

Satz 1 heiBit Binomischer Satz.
Ein Beweis zu diesem Satz wird hier nicht gefiihrt.

W3 (a+0b)°

=((5)) a* +(I) a*h+ (2> @b + (:) @b + (Z) ab* + (i) b
1 ek, |

-4
1 =10 o =5 1

P

5 5:4-3 2
1 1-2-3 -4

1-

(]

@® 3 a) Berechnen Sie mit Hilfe des binomischen Satzes
' (@a+ b)® und (a+ b)°®!
b) Uberpriifen Sie Thre Ergebnisse durch Vergleichen mit den mit Hilfe des
Pascavrschen Dreiecks ermittelten Koeffizienten!

Auf Seite 32f. wurde gezeigt, daB Binome (a + b)" auf die Form k" (1 + %) Zu-

riickgefiihrt werden konnen und sich die Berechnung der Potenz (a + b)" auf die
Berechnung der Potenz (1 + x)" vereinfacht (@ = 1; b = x).

2 12
m4 a)(l+x)2=(0)x°+(1)x‘+(§)x2=1+2x+x2

b)(1+x)" = ((7)) + (Z)x + (;) x* + (;)x’ + (Z)x‘ + (;)15 + (Z) x° +G)x’

=14 7x + 21x% + 35x% + 35x* + 21x5 + x5 + x7

Da 1" gleich 1 ist, vereinfacht sich der Binomische Satz fiir den Fall (1 + x)" zu:

»1* (1+x)"—<)x +(1) +<;)x1+...+(:)x"

= 1+nx + (;)xz + i+ x"

® 4 Berechnen Sie  a) (1 + x)*; b) (1 + x)*; ¢) (1 + x)3!

Mit Hilfe von Satz 1* ist es nunmehr mdglich, Naherungswerte von Potenzen zu be-
rechnen und deren Fehler abzuschétzen.
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Zu berechnen ist das Volumen von vier Eisenstiben mit quadratischem
Querschnitt. '
Zuniéchst ist der Inhalt der Quadratflichen zu ermitteln. Aus vier MeBreihen
ergeben sich folgende durchschnittliche Langen der Quadratseiten:
1,02dm; 1,05dm; 1,04 dm; 1,03 dm.
Also sind zu berechnen: 1,022 dm?; 1,052 dm?; 1,04 dm?; 1,032 dm?2.
In Anwendung der Ergebnisse von Beispiel 4 auf die MaBzahl von
a) (mit x = 0,02) erhélt man:
1,022 = (1 +0,02)> = 1 + 2-0,02 + 0,022

=1+ 0,04 + 0,0004.

Es miissen Produkte mit jeweils zwei dreistelligen MaBzahlen als Faktoren
(im ersten Falle 1,022 = 1,02 - 1,02) berechnet werden. In den Ergebnissen
sollten deshalb ebenfalls nur drei Ziffern angegeben werden. Man erhalt
dann:

1,022 ~ 1,04; 1,05% ~ 1,10; 1,042 ~ 1,08; 1,032 ~ 1,06.

Der jeweilige dritte Summand (im ersten Falle 0,0004) kann also vernach-
lassigt werden.

Zu fragen ist: Wie groB ist der Fehler? Wie viele Ziffern sind zuverlassig? (Vgl.
Abschnitt 2.1.)

Zur Beantwortung dieser Frage fiir eine Reihe von Aufgaben sei in Beispiel 6
(1 + x)* ~ 1 + 2x fiir spezielle Werte von x untersucht.

m6

x A+x?=1+2x Absoluter Relativer
Fehler Fehler in%;

0,01 1 +001)2 %1 +2-001 =1,02 0,0001 0,01

0,02 1 +002)2=x1+2-002=1,04 0,0004 0,04

0,05 1 +0,052%1+2-005=1,10 0,0025 0,23

0,1 1+0,1)? =~1+2-01 =120 0,01 0,8

0,2 (1+02)? ~1+2-02 =140 0,04 2,9

Betrachtet man im Bild 3.1 die Graphen der Funktionen y = (1 + x)2und y =1+ 2x
(Naherungsfunktion), so erkennt man, daB die Graphen in der Umgebung von
x = 0 fast zusammenfallen, wahrend fiir groBer werdende x-Werte immer gréBere
Abstande auftreten.

1
-1/0 1 x
Bild 3.1 y=T1+2x



Sind keine Forderungen hinsichtlich der Genauigkeit des Ergebnisses gestellt, etwa
hinsichtlich der Anzahl der Stellen nach dem Komma, so sollte der Niherungswert
immer so angegeben werden, daB alle Ziffern zuverlassig sind.

Uberpriift man daraufhin Beispiel 6, so ist nur in den ersten drei Fillen die zweite
Ziffer nach dem Komma zuverlissig, im vierten und fiinften Beispiel ist nur die erste
Ziffer nach dem Komma zuverléssig. Die Ergebnisse miissen daher wie folgt ange-
geben werden:

1,012 »~ 1,02; 1,022 ~ 1,04; 1,052 ~ 1,10; 1,12 ~ 1,2; 1,22 ~ 1,4.
Bild 3.1 zeigt, daB man die Néherungsformeln auch fiir negative Werte von x an-
wenden kann.

W7 a)x=-002 (1—0,02?=098=1+2-(—0,02) = 0,96
b) x = —0,05; (1 — 0,057 = 0,95 ~ 1 + 2-(—0,05) = 0,90

Da die Fehler durch den Term x? entstehen und x? stets positiv ist, sind die absoluten
Fehler fiir x-Werte mit gleichem Betrag gleich groB.

Unterschiede treten jedoch beim relativen Fehler auf. Die relativen Fehler bei nega-
tiven x-Werten sind immer groBer als die entsprechenden bei den entgegengesetzten
positiven x-Werten, da die Nenner fiir negative x-Werte stets kleiner sind.

B8 a =095 b = 1,052
x, = —0,05 x, = 0,05 Ixal = Ix|
Aa = 0,0025 b = 0,0025 da = Ab
6, ~ 0,0028 8, = 0,0023 8, >0

® 5  Ermitteln Sie Naherungswerte fiir die Quadrate der folgenden Zahlen!
a) 1,017  b) 1,034  ¢) 1,009 d) 1,047
¢e) 0,996 f) 0,973 2) 0,9607

Die beim Ermitteln einer Néherungslésung entstehenden Fehler kann man ab-
schitzen. Bei einer solchen Fehlerabschitzung sucht man méglichst ,,bequeme* Zah-
len. Beispielsweise ergibt 1,0294* = (1 + x)* mit x = 0,0294 als Fehlerabschatzung
x < 0,03. Der absolute Fehler des Quadrates ist kleiner als 0,0009 (x2 < 0,0009).

‘Wendet man die bisher gewonnenen Erkenntnisse auf das Berechnen beliebiger Qua-
drate an, so erhilt man fiir den Naherungswert eines Quadrates

2 b # 2 b 2
& + b)? = [k(l +7)] =% (1 +;>
2b
A2 =2
~k (1 + k)
= k? + 2kb.
Die Fehlerabschiatzung wird mit Hilfe der Tabelle im Beispiel 6 und des Quotienten

x= %durchgefiihrt.
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