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Vorwort

Es ist ein Wagnis — die Herausgeber sind sich dessen ‘wohl bewuft —, neben so’
vielen ausgezeichneten Lehrbiichern der Analysis ein weiteres iiber diesen Gegenstand
vorzulegen. Sie glauben jedoch aus guten Griinden, den ,,Fichtenholz** dem Leser
aus dem deutschen Sprachgebiet nicht vorenthalten zu diirfen.

Das Werk ist das Ergebnis der langjéhrigen erfolgreichen Titigkeit. eines Hoch-
schullehrers, der neben seiner fruchtbaren wissenschaftlichen Arbeit einen grofen
Teil seiner Lebensaufgabe in der mathematischen Ausbildung des akademischen
Nachwuchses sah. Es kam dem Autor darauf an, nicht nur die jungen Mathematiker,
sondern auch die exakten Naturwissenschaftler, vor allem die Physiker und theo-
retisch arbeitenden Ingenieurwissenschaftler, in seine Wissenschaft einzufithren und
dafiir zu begeistern. Da8 dies nicht einfach ist, wird jeder Dozent, der einmal An-
fingervorlesungen gehalten hat, bestéitigen. DaB es gelungen ist, beweisen die hohen
Auflageziffern.

Durch behutsames Heran- und Hineinfithren in die Analysis gelingt es, dem Leser
die Angst vor fiir ihn neuen Abstraktionen und Begriffsbildungen zu nehmen und ihm
beispielsweise spielend die gefiirchtete ,,Epsilontik* nach und nach in Fleisch und
Blut iibergehen zu lassen. Die zahlreichen sorgfiltig ausgewihlten Beispiele, die viel-
fach physikalischen Anwendungsgebieten entnommen sind, unterbrechen genau dort
den Aufbau der Theorie, wo der Leser eine Ruhepause braucht.

Ein besonderer Vorzug des Werkes scheint den Herausgebern auch darin zu liegen,
daB eine Reihe von Gegenstinden, die in den Anfiingervorlesungen und in den meisten
Lehrbiichern keinen oder nur wenig Platz finden, behandelt werden, ohne dafi der
Leser dabei iiberfordert wird. Hierher gehéren etwa weitgehende Kriterien fiir Grenz-
iiberginge unter dem Integralzeichen (iibrigens ein Forschungsgebiet des Autors),
eine ausfiihrliche Betrachtung der elliptischen Integrale, eine breitangelegte Behand-
lung mehrdimensionaler eigentlicher und uneigentlicher Integrale und vieles andere
mehr. Auf diese Weise ist das Lehrbuch zugleich ein Nachschlagewerk von hohem
Wert.

Das Werk ist nicht nur fiir den Studenten, der es bei der Uberarbeitung seiner Vor-
lesungsnachschriften verwendet, von Nutzen, sondern es eignet sich iiberdies durch-
aus zum Selbststudium und kénnte etwa auch als Grundlage eines Fernstudiums ver-
wendet werden.

Den Leser, der die Materie schon kennt, mag es zunichst befremden, hie und da auf
ungewohnliche Begriffe zu stoBen, etwa die ,,unendlich kleinen‘ oder , differentiellen
GroBen. Selbstverstindlich werden solche Dinge vollig einwandfrei eingefithrt, und
man kénnte sagen, daf gerade hierdurch bei dem fortgeschrittenen Leser das eigene
Nachdenken angeregt wird und also der padagogische Wert des Werkes einen beson-
deren Akzent erhilt.

Wie in allen Werken dieser Reihe, soweit sie Ubersetzungen sind, haben sich Uber-
setzer, Redakteure und Herausgeber vom Gesichtspunkt der prézisen mathematischen

-



6 Vorwort

Darstellung und auch der guten Lesbarkeit leiten lassen. DaB dabei hie und da die
Ubertragung nicht wortlich bleiben konnte, diirfte das kleinere Ubel sein.’

Die Herausgeber danken den Ubersetzern und Redakteuren fiir die groBen Miihen
bei der Herstellung des Manuskriptes und fiir die bereitwillige Erfiillung einer Reihe
von Verbesserungsvorschligen sowie dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
fiir die Sorgfalt bei Herausgabe und Ausgestaltung des Werkes.

L. W. KaxtorowITsoE und I. P. NATANSON meinen in ihrem Nachruf!) auf
FrcerenmOLZ, dal das Werk ,,in bezug auf Vollstindigkeit, Klarheit und Straffheit
des Aufbaus meisterhaft geschrieben ist und eines der besten Biicher iiber Analysis
in der gesamten Weltliteratur darstellt*. Die Herausgeber haben dem nichts hinzu-
zufiigen und wiinschen dem Buch einen groBien Freundeskreis in aller Welt.

Die Herausgeber

1} Uspechi mat. nauk 14: 5 (89), 123126 (1959).
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Einfiihrung. Die reellen Zahlen

§ 1.  Der Bereich der rationalen Zahlen

1. Yorbemerkungen. Schon von der Schule her sind dem Leser die rationalen Zahlen
und ihre Eigenschaften bekannt. Jedoch veranlassen uns bereits die Erfordernisse
der Elementarmathematik, diesen Zahlenbereich zu erweitern. Denn nicht einmal die

héufig vorkommenden Wurzeln aus ganzen positiven (naturhchen) Zahlen, z. B. ]/2

sind rationale Zahlen, d. h., es existiert kein rationaler Bruch — P (wobez p und q natiir-
liche Zahlen sind), dessen Quadmt gleich 2 ist. 9
Wir beweisen dies indirekt, nehmen also an, es existiere ein solcher Bruch —é— fiir

2
den (—g—) = 2 ist. Weiterhin sei dieser Bruch unkiirzbar, d. h., p und q sollen keinen

gemeinsamen Faktor haben. Also ist p? = 2¢2; somit ist p2 und damit p eine gerade
Zahl, p = 2r (r ganz). Da p und q keinen gemeinsamen Teiler haben, ist ¢ ungerade.
Setzen wir jetzt diesen Ausdruck fiir p ein, so erhalten wir ¢2 = 272, und hieraus folgt,
daf q eine gerade Zahl ist. Damit haben wir einen Widerspruch erhalten, und unsere
Behauptung ist bewiesen.

Gleichzeitig ergibt sich folgendes: Wiirde man sich auf den Bereich der rationalen
Zahlen beschrinken, so konnte man in der Geometrie nicht mehr allen Strecken eine
Linge zuschreiben.!) Wir betrachten z. B. das Quadrat iiber einer Seite der Linge 1.
Die Linge seiner Diagonalen ist nicht durch eine rationale Zahl der Form L aus-
zudriicken; denn-nach dem Satz von PyTHAGORAS?) ist das Quadrat dieser Linge
gleich 2. Wie wir gesehen haben, gibt es aber keine rationale Zahl, deren Quadrat
gleich 2 ist.

In dieser Einfiihrung stellen wir uns die Aufgabe, den Bereich der rationalen Zahlen
zu erweitern, indem wir Zahlen anderer' Art hinzufiigen, nimlich die irrationalen
Zahlen. Zugleich zeigen wir, da8 in diesem erweiterten Bereich alle uns bekannten
Eigenschaften der rationalen Zahlen, die sich auf die Grundrechenarten und den Ver-
gleich von Zahlen beziehen, erhalten bleiben. Um diese Eigenschaften fiir den er-
weiterten Zahlenbereich nachzuweisen, werden wir ein minimales System grund-
legender Eigenschaften auswéihlen, aus dem sich dann alle restlichen Eigenschaften
als formal logische Folgerungen ergeben. Wir brauchen dann nur die Giiltigkeit dieser
grundlegenden Eigenschaften nachzuweisen. Hier gehen wir also nach der ,,axio-
matischen Methode* vor.

1) Es wiirden sogenannte inkommensurable Grofen auftreten. Inkommensurabel nennt man zwei
Strecken, deren Verhiltnis nicht durch eine rationale Zahl ausdriickbar ist. — Anm.d. Red.
2) PYTHAGORAS, 6. Jh. v. u. Z., griechischer Mathematiker und Philosoph. Der Satz wird zwar

nach ihm benannt, ist aber viel dlter.
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In diesem Zusammenhang stellen wir nachstehend die grundlegenden Eigenschaften
im Bereich der rationalen Zahlen zusammen. Gleichzeitig zeigen wir an einer Reihe
von Beispielen, wie die anderen bekannten Eigenschaften aus diesen grundlegenden
Eigenschaften rein formal hergeleitet werden kénnen. Wenn wir im folgenden von
,,»Zahlen* sprechen, so verstehen wir darunter rationale Zahlen; wir bezeichnen sie
mit a, b, ...

2. Die Ordnung des Bereichs der rationalen Zahlen. Wir vereinbaren zunéchst folgen-
des: Wenn wir von gleichen Zahlen sprechen, so meinen wir ein und dieselbe Zahl, die
in verschiedenen Formen dargestellt ist. Mit anderen Worten, fiir uns bedeutet der
Begriff ,,gleich® (=) soviel wie ,,identisch‘. Daher fithren wir die Eigenschaften
gleicher Zahlen nicht besonders auf.

Der Bereich der rationalen Zahlen 148t sich mit Hilfe des Begriffs ,,grofler* (>)
ordnen, und mit diesem Begriff hingt die erste Gruppe von Eigenschaften zusam-
men:

1a) Fiir jedes Paar von Zahlen a und b gilt eine und nur eine der Beziehungen
a=0b, a>b, b>a.

1b) Ausa > bund b > c folgt a > ¢ (Transitivitdt der Beziehung ,,gréBer).

1c) Wenn a > b ist, so gibt es eine Zahl ¢ derart, daf

a>c¢c und ¢c>0b

2st.}) (,,Die rationalen Zahlen liegen iiberall dicht.*)

Der Begriff , kleiner“ (<) wird entsprechend eingefiihrt. Man sagt, es sei a < b
dann und nur dann, wenn b > a ist. Offenbar folgt ause < bund b <c¢,daBa < ¢
ist (Transitivitat der Beziehung ,,kleiner”). In der Tat sind die Ungleichungen a < b
und b < ¢ nach Voraussetzung gleichbedeutend mit den Ungleichungen b > a und
¢ > b; aus diesen folgt aber nach 1b) die Bezichung ¢ > a oder, was dasselbe ist,
a <c.

Weitere Eigenschaften des GroBerbegriffs, die mit den Grundrechenarten an
rationalen Zahlen zusammenhéngen, werden spiter behandelt.

3. Addition und Subtraktion rationaler Zahlen. Die zweite Gruppe von Eigenschaften
hingt mit der Addition zusammen, d. h. mit der Bestimmung der Summe zweier
Zahlen. Zu jedem Paar von Zahlen a und b existiert eine (und nur eine) Zahl?), welche
die Summe von a und b genannt und mit a + b bezeichnet wird. Diese Summe hat
folgende Eigenschaften:

2a) a -+ b = b 4 a (Kommutativgesetz der Addition).

2b) (@ + b) + ¢ = a + (b + ¢) (Assoziativgesetz der Addition).

Die besondere Rolle der Null wird durch die folgende Eigenschaft charakterisiert:
2¢c)a-t+0=a.

Auflerdem gilt:

2d) Zu jeder Zahl a existiert eine Zahl —a (eine 2u a enlgegengesetzte Zahl) derart,
daf a -+ (—a) = 0 ist.

1) In diesem Fall sagt man auch, die Zahl ¢ liege zwischen den Zahlen a und b. Offenbar gibt es
unendlich viele solcher Zahlen c.

2) Wenn es eine und nur eine (d. h. genau eine) Zahl mit einer bestimmten Exgenscha,ft glbt so
sagt man, diese Zahl sei eindeutig bestimmt; statt ,,eindeutige Bestimmtheit’’ gebraucht man
auch die Bezeichnungen ,,Einzigkeit** oder ,,Unitit* oder, etwas miBverstindlich, ,,Eindeu-
tigkeit*'. — Anm. d. Red.
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Auf Grund dieser Eigenschaften kénnen wir zunichst die Subtraktion als Um-
kehrung der Addition behandeln. Wenn wir unter der Differenz der Zahlen a und b,
wie iiblich, eine Zahl ¢ verstehen, fiir die ¢ 4 b = a ist,!) so entsteht die Frage, ob
eine solche Zahl existiert und ob sie eindeutig bestimmt ist.

Wenn wir ¢ = a - (—b) setzen, so erhalten wir nach 2b), a), d), e):

¢+ b=[a-+ (=b)]+b=a+ [(—b)+ b]
=a+ b+ (-h=a+0=a,

so daf} diese Zahl ¢ wirklich der Definition der Differenz geniigt.

Es sei jetzt umgekehrt ¢’ Differenz der Zahlen a und b, also ¢’ -+ b = a. Wenn wir
auf beiden Seiten dieser Beziehung —b hinzufiigen und die linke Seite nach 2b, d), ¢)
umformen, so erhalten wir

€+ +(=b)=c+D+(-bl=c+0=¢,

und wir kénnen schlieflen, da8 ¢’ = a -+ (—b) = ¢ ist.

Somit haben wir Existenz und Eindeutigkeit der Differenz der Zahlen a und b bewiesen;
man bezeichnet diese Differenz mit a — b.

Aus der Eindeutigkeit der Differenz ergibt sich eine Reihe von Folgerungen. Zu-
nichst folgt aus 2¢) also 0 = @ — @, und wir kénnen schliefien, daf auBer der Zahl 0
keine Zahl existiert, die die Eigenschaft 2 c) hat. Weiter folgt hieraus die Eindeutig-
keit der zu einer Zahl entgegengesetzten Zahl: —a = 0 — a.

Da aus @ 4 (—a) = 0 nach 2a) auch (—a) 4+ a = 0 folgt, ergibt sich g = —(—a),
d. h., die Zahlen a und —a sind zueinander entgegengesetzt. Wir geben noch eine
weitere Eigenschaft entgegengesetzter Zahlen an:

—(a + b) = (—a) + (=b);

hierfiir geniigt es zu beweisen, da (@ + b) + [(—a) + (—b)] = 0 gilt, und das erhilt
man aus 2a), b), d), c).

Schlieflich nennen wir noch eine Eigenschaft, die das GroSerzeichen mit dem Plus-
zeichen verkniipft:

2¢e) Aus a > b folgt a + ¢ > b + c.
Hieraus folgt, daB man auf beiden Seiten einer Ungleichung dasselbe hinzu-
addieren darf; auf diese Weise ergibt sich, daB die Ungleichungen

a>b und a—b>0

gleichbedeutend sind.
Weiter folgt aus a > b auch —a < —b. Aus a > b folgt ndmlich ¢ — b > 0. Nun
ist aber

a—b=a+ (—b)=(-b)+a
= (—b) + [—(—a)] = (=b) — (—a),
so daf die Ungleichung auch in der Form

(—b) — (—a) >0

1) Nach 2a) kann man diese Beziehung, die die Differenz definiert, auch in der Form b + ¢ =a
schreiben.

2 TFichtenholz I
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geschrieben werden kann; hieraus folgt aber
—b> —a oder —a<<-—b.

Insbesondere folgt aus @ > 0 die Beziehung —a < 0, und aus a < 0 folgt —a > 0.
Wenn a == 0 ist, so ist von den beiden entgegengesetzten Zahlen a und —a eine und
nur eine Zahl gréBer als 0; diese Zahl nennt man den Absolutbetrag (oder auch Betrag)
der Zahl a bzw. der Zahl —a und schreibt dafiir

la] bzw. |—al.
Den Absolutbetrag der Zahl 0 setzt man gleich 0:
|0} = 0.

Nach der Eigenschaft 2e) kann man Ungleichungen gliedweise addieren: Aus
a>bundc¢>dfolgta + ¢> b4 d;denn ausa > b folgt @ 4- ¢ > b + ¢, und aus
¢ >d folgt ¢ + b > d + b, also nach 2a) b + ¢ > b + d; damit erhalten wir nach
1b) schlieBlich ¢ + ¢ > b 4 d.

4. Multiplikation und Division rationaler Zahlen. Die dritte Gruppe von Eigenschaften
héngt mit der Multiplikation zusammen, d. h. mit einer Operation, die sich mit dem
Bestimmen des Produktes zweier Zahlen beschéftigt. Fiir jedes Paar von Zahlen a
und b existiert genau eine Zahl, das Produkt von a und b (es wird mit a - b oder einfach
mit ab bezeichnet). Das Produkt hat folgende Eigenschaften:

3a) ab = ba (Kommutativgesetz der Multiplikation).

3b) (ab) ¢ = a(bc) (Assoziativgesetz der Multiplikation).

Die besondere Rolle der 1 bei der Multiplikation wird durch folgende Eigenschaft
charakterisiert:

3c¢)a-1=a.
AuBerdem gilt: {

3d) Fiir jede von O verschiedene Zahl a existiert eine (zu thr reziproke) Zahl — derart,

1
d $—_— ) .
afl a = 1 ist

. Das Problem der Division, d. h. der zur Multiplikation entgegengesetzten Grund-
rechenart, kann man auf Grund der Eigenschaften der Multiplikation genauso 16sen,
wie wir das Problem der Subtraktion auf Grund der Eigenschaften der Addition ge-
16st haben. Die reziproke Zahl spielt hier dieselbe Rolle wie die entgegengesetzte
Zahl bei der Addition.

Man nennt eine Zahl ¢, fiir welche

¢ -b=a

ist, einen Quotienten der Zahlen a und b (wobei der Nenner b immer als von 0 verschie-
den vorausgesetzt wird.)!) 1

Diese Definition ist erfiillt, wenn man ¢ =a - > annimmt; denn nach 3b), a), d),
c) ist

. 1 . 1 . 1y _
c-b_(a -b—-)-bwa (b b).—a-(b b)_.a-lﬂ—.a.,.__

1y Nach 3a) kann man diese Beziehung, die den Quotienten definiert, auch in der Formbd.¢ = o
schreiben.
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Umgekehrt, wenn eine Zahl ¢’ die Definition des Quotienten der Zahlen a und b er-
fiillt, wenn also ¢’ - b = a ist, so erhalten wir, nachdem wir beide Seiten der Beziehung

mit -:)— multipliziert und die linke Seite umgeformt haben [3b), d), ¢)]:
’ 1 ’ 1 N PN/
(c -b)--l—)—.—c (b b)_—c -1 =17,

1
alsoc'r-a-z-zc.

Somit sind Existenz und Eindeutigkeit des Quotienten der Zahlen a und b (unter der
Bedingung b == 0) bewiesen. Man bezeichnet diesen Quotienten mit a:b, 2 oder alb.

Aus der Eindeutigkeit des Quotienten folgt, daB es aufler der Zahl 1 keine Zahl gibt,
die einer zu 3 ¢) analogen Eigenschaft geniigt. Schlieflich ergibt sich hieraus noch, daf
die reziproke Zahl (als Quotient von 1 und a) eindeutig bestimmt ist; auBerdem kann

man sich leicht davon iiberzeugen, daB die Zahlen ¢ und -i— zueinander reziprok sind.
Die folgende Eigenschaft verkniipft die beiden grundlegenden arithmetischen

Rechenoperationen, die Multiplikation und die Addition:

3e) (@ + b) ¢ =ac + be (Distributivgesetz' der Multiplikation beziiglich der
Addition).

Hieraus kann man leicht das Distributivgesetz der Multiplikation beziiglich der
Subtraktion herleiten:

(@ — b) ¢ = ac — be.
Nach der Definition der Differenz folgt das sofort aus
(a—b).c+b-c=[(@a—0b)+bl-c=a-c.
Mit Hilfe der Eigenschaft 3e) beweisen wir noch, daB
b:0=0-b=0
ist. Nach 2¢) ist
a+0=a, (@4+0)-b=a-0+0-b=2a-b,

woraus 0 - b = 0 folgt; also ist nach 3a) auch 4.0 = 0.

0
Umgekehrt, wenna - b = Ound b = Oist, so muB a = O sein. Inder Tatist @ = "

und gleichzeitig ist auch 0 = — (da b-0 =0 ist); da der Quotient eindeutig be-
stimmt ist, ist also a = 0.

SchlieBlich geben wir noch eine Eigenschaft an, die das GroBerzeichen mit den
Produktzeichen verkniipft:

3f) Aus a > b und ¢ > 0 folgt ac > be.

Hierauf beruht die Mdglichkeit, beide Seiten einer Ungleichung mit einer posntxven
Zahl zu multiplizieren; daraus folgt, daB fiir @ > 0 und b > 0 auch ab > 0 ist.
Wir bemerken noch, daB (—a) - b = —(a - b) ist; es 1st nimlich

a- b+(—-a) bn—[a—l—(——-a)] b—O wa
Jetzt sieht man leicht: Ist ¢ << 0 und b > 0, also @ = —|a] und b = b}, s0 ist
a-b'= (—lal) - ol = —(la} - b)) <'0;" ~-
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dasselbe erhilt man fiir @ > 0 und b < 0. Wenn ¢ < 0 und b < 0 ist, so gilt

a-b = (—lal) - (—[b}) = —[lal - (—[b])]
= —[~(jal - |BY] = lal - [b| > 0.

Somit haben wir die bekannten Vorzeichenregeln fiir die Multiplikation hergeleitet,
und zwar als logische Folgerungen der angegebenen Eigenschaften der rationalen
Zahlen. Mit anderen Worten, die Vorzeichenregeln erhalten wir zwangsldufig, wenn
die erwiahnten Eigenschaften erfiillt sind. Dasselbe kann man auch beziiglich der
Regeln fiir die Multiplikation mit 0 sagen.

Nachdem wir die Eigenschaften der Addition und der Multiplikation angegeben
haben, kdnnten wir jetzt die Eigenschaft beweisen, daB der Bereich der rationalen
Zahlen iiberall dicht ist. Diese Eigenschaft formulierten wir oben als grundlegende
Eigenschaft [1c]. In der Tat konnen wir z. B. zeigen, dafl aus @ > b die Beziehung

a-b
2

a > >b

folgt.

5. Das Archimedische') Axiom. Wir beenden jetzt die Aufzihlung der grundlegenden
Eigenschaften der rationalen Zahlen mit der folgenden einfachen und wichtigen Aus-
sage, die sich nicht aus den oben aufgefiihrten Eigenschaften ergibt.

4a) Wie auch immer eine Zahl ¢ > 0 gewdhlt wird, es existiert stels eine natiirliche
Zahl n, die grofer als ¢ ist (Archimedisches Axiom).

Tatsichlich formulierte ArcrIMEDES diesen Sachverhalt als geometmschen Satz,
der ebenfalls als ,,Archimedisches Axiom* bekannt ist:

Wenn auf einer Geraden zwei beliebige Strecken A und B gegeben sind, so kénnen wir A
s0 oft zu sich selbst addieren, dafi die Summe grofler als B wird:

A4+ A+ +A=A4.n>B.

n-mal

Wenn wir diese Aussage fiir positive Zahlen a und b formulieren, so liefert sie die um
Existenz einer natiirlichen Zahl n derart, da8

g+a+---+a:=a’~n>'lb"

n-mal

ist. Diese Ungleic_hung ist, wenn wir die Eigéhééhaften der rationalen Zahlen benutzen,

gleichbedeutend mit n > —. Bezeichnen wir den Bruch L2 mit ¢, so erhalten wir die
obige Formulierung. a

§ 2.  Einfithrung der irrationalen Zahlen. Ordnung des Bereichs
der reellen Zahlen

6. Definition der irrationalen Zahl. Die Gésamtheit der rationalen Zahlen mit allen
ihren Eigenschaften, sie sie in §1 aufgezihlt sind, wird nun als gegeben voraus-
gesetzt.

1) ARCHIMEDES, um 250 v. u. Z., griechischer Mathematiker und Naturforscher.
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Wir entwickeln die Theorie der irrationalen Zahlen nach der Methode von R. DE-
DEKIND!), die auf dem Begriff des Schnittes im Bereich der rationalen Zahlen beruht.
Wir nennen eine Zerlegung der Menge aller rationalen Zahlen in zwei nichtleere (d. h.

wenigstens eine Zahl enthaltende) Mengen 4 und A’ einen Schnitt, wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind:

1. Jede rationale Zahl liegt in einer und nur einer?) der Mengen A oder A’'.
2. Jede Zahl a der Menge A ist kleiner als jede Zahl a’ der Menge A4’.

Die Menge 4 nennen wir die Unterklasse des Schnittes, die Menge A’ die Oberklasse.
Den Schnitt bezeichnen wir mit 4 | 4'.

Aus der Definition des Schnittes folgt, dal jede rationale Zahl, die kleiner als eine
Zahl a der Unterklasse ist, ebenfalls in der Unterklasse liegt. Analog dazu liegt jede
rationale Zahl, die groBer als eine Zahl ¢’ der Oberklasse ist, selbst in der Oberklasse.

Beispiel 1. Wir definieren 4 als Menge aller rationalen Zahlen a, die der Un-
gleichung a < 1 geniigen, und zur Menge 4’ rechnen wir alle Zahlen o/, fiir diea’ = 1
gilt.

Es 148t sich leicht verifizieren, da wir auf diese Weise tatsichlich einen Schnitt
erhalten. Die Zahl 1 gehért zur Klasse 4’ und ist offenbar die kleinste Zahl dieser
Klasse. Dagegen gibt es keine gro8te Zahl in der Klasse 4, so daB sich, wie immer
auch die Zahl a aus 4 gewdhlt wird, stets eine rationale Zahl ¢, finden 148t, die zwi-
schen ihr und 1 liegt, also groBer als ¢ ist und zur Klasse 4 gehort.

Beispiel 2. In die Unterklasse 4 nehmen wir alle rationalen Zahlen a, die kleiner
als 1 oder gleich 1 sind, fiir die also @ < 1 gilt; in die Oberklasse 4’ nehmen wir alle
rationalen Zahlen a’, die gr68er als 1 sind, d. h. a’ > 1.

Auch dies ist ein Schnitt, wobei hier in der Oberklasse keine kleinste, aber in der
Unterklasse eine groBte Zahl (ndmlich 1) existiert.

Beispiel 3. In die Klasse 4 nehmen wir alle positiven rationalen Zahlen a, fiir
die a? < 2 gilt, sowie die Zahl 0 und alle negativen rationalen Zahlen, in die Klasse A’
dagegen alle positiven rationalen Zahlen a’, fiir die a’2 > 2 gilt.

Wie man sich leicht iiberzeugt, erhilt man wieder einen Schnitt. Hier gibt es weder
in der Klasse 4 eine groBte Zahl noch in der Klasse 4’ eine kleinste. Wir beweisen
z. B. die erste der beiden Behauptungen (der Beweis der zweiten folgt analog).

Es sei a eine beliebige positive Zahl der Klasse 4, so daf a? < 2 ist. Wir zeigen, da
es moglich ist, eine ganze positive Zahl » zu finden, fiir die

1\2
(a, + ——') <2
n
gilt, so dafl die Zahl a + % zur Klasse 4 gehort.
Der eben genannten Ungleichung entsprechen die folgenden Relationen:

2 1 2 1
a2+-—a—+—2-<2, i+_§<2___a2'
n n n n

1) RicEARD DEDEKIND, 1831 —1916, deutscher Mathematiker.
2) DaB jede rationale Zah! nur in eine dieser Klassen fillt, folgt tibrigens aus der Forderung 2.
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Die letzte Ungleichung ist sicher erfiillt, wenn n die Ungleichung

2a 4+ 1
n

<2-—a
befriedigt. Zu diesem Zweck geniigt es,

2a + 1
2 — a2

zu nehmen, was [nach dem Axiom von ArcaEIMEDES; vgl. Nr. 5, Eigenschaft 4a)]
immer moglich ist.

Zu jeder positiven Zahl a der Klasse A 1Bt sich also in der Klasse 4 eine groBere
Zahl finden; da fiir die Zahlen a < 0 diese Behauptung trivial ist, existiert keine
grofte Zahl der Klasse 4.

Es ist leicht einzusehen, daBl kein Schnitt existieren kann, fir den gleichzeitig in der
Unterklasse eine grofte Zahl ay, und in der Oberklasse eine kleinste Zahl ay gefunden
werden kann. Angenommen, es existierte tatsichlich ein solcher Schnitt. Dann 148t
sich, da der Bereich der rationalen Zahlen dicht ist [Eigenschaft 1 c)], eine rationale
Zahl ¢ angeben, die zwischen a, und g liegt, fiir die also @, < ¢ < a4 gilt. Die Zahl ¢
kann nicht zur Klasse 4 gehéren, denn sonst wire a4 nicht die groBte Zahl in dieser
Klasse. Analog kann ¢ nicht zur Klasse A’ gehéren; das widerspricht aber der Eigen-
schaft 1 des Schnittes, die zur Definition dieses Begriffs benutzt wurde.

Somit kann man sagen, daB es nur drei Arten von Schnitten geben kann:

1. In der Unterklasse 4 gibt es keine gré8te Zahl, aber in der Oberklasse 4’ eine
kleinste Zahl r;

2. in der Unterklasse A existiert eine groBte Zahl r, aber in der Oberklasse 4’
keine kleinste;

3. in der Unterklasse existiert kelne groBte Zahl und in der Oberklasse keine
Kkleinste.

In den ersten beiden Fillen sagen wir, der Schnitt werde von einer rationalen Zahl r
erzeugt (die sich auf der Grenze zw1schen den Klassen 4 und A4’ befindet) oder auch,
der Schnitt definiere die rationale Zahl r, In den Beispielen 1 und 2 ist diese Zahl die
Zahl 1. Im dritten Fall existiert eine solche ,,Randzahl“ nicht, der Schnitt definiert
keine rationale Zahl. ‘

- Wir fithren jetzt neue Objekte ein — die irrationalen Zahlen, indem wir verein-
baren, jeder Schnitt der Form 3 definiere eine irrationale Zahl . Diese Zahl « ersetzt
die fehlende ,,Randzahl®, die wir zwischen den Zahlen a der Klasse A und den
Zahlen a’ der Klasse A’ eingefiigt denken. Im Beispiel 3 ist diese eben neu eingefiihrte

Zahl, wie man leicht errit, genau die Zahl ]/:2—

Fiir die irrationalen Zahlen wird keine besondere, typische Bezelchnungl) ein-
gefithrt. Wir verkniipfen nach wie vor die irrationale Zahl « mit dem sie definierenden
Schnitt 4 | 4’ im Bereich der rationalen Zahlen,

Der Einheitlichkeit wegen werden wir oft genauso mit einer rationalen Zahl r ver-
fahren. Jedoch existieren fiir jede rationale Zahl r zwei Schnitte, die sie definieren.

n >

1) Hierist von,,endlichen‘ Bezeichnungen (d.h. Bezeichnungen in geschlossener Form) die Rede;
eine Art ,,unendlicher** Bezeichnungen fiir irrationale Zahlen wird der Leser in Nr. 9 kennen-
lernen. Meistens werden irrationale Zahlen so bezeichnet, dafl man erkennt, wie sie zustande

kommen, etwa VZ log 5, sin 10°, usw.
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In beiden Fallen gehéren die Zahlen a < » zur Unterklasse, die Zahlen a’ > r zur
Oberklasse, jedoch kann die Zahl r nach Belieben entweder zur Unterklasse (dann ist »
dort die groBte Zahl) oder zur Oberklasse (dann ist » dort die kleinste Zahl) gerechnet
werden.

Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, setzen wir nun jedoch ein fiir allemal
fest: Ist von einem Schnitt die Rede, der eine rationale Zahl r definiert, so soll diese
Zahl r zur Oberklasse gehoren.

Die rationalen und die irrationalen Zahlen werden unter der gemeinsamen Bezeich.-
nung reelle Zahlen zusammengefafit. Der Begriff der reellen Zahl ist einer der Grund-
begriffe der Analysis.

durch die Schnitte A| A’ baw. B| B’ definiert sind, heifen dann und nur dann gleich, wenn
diese Schnitte identisch sind; iibrigens geniigt es zu fordern, daf die Unterklassen 4
und B iibereinstimmen, weil die Oberklassen A’ und B’ dann von selbst identisch sind.

Diese Definition behilt auch fiir den Fall ibre Giiltigkeit, daB die Zahlen « und g
rational sind. Mit anderen Worten, sind zwei rationale Zahlen o« und § gleich, dann
stimmen die ste definierenden Schnitte iiberein. Umgekehrt folgt aus der Identitdt der
Schnitte die Gleichheit der Zahlen o« und B. Dabei versteht sich von selbst, dafl man die
Bedingung beriicksichtigen muB, die wir hinsichtlich der rationalen Zahlen gemacht
haben.?)

Nun wollen wir den Begriff ,,gro8er* fiir reelle Zahlen definieren. Fiir die rationalen
Zahlen wurde dieser Begriff bereits eingefiihrt.

Fiir eine rationale Zahl r und eine irrationale Zahl & wurde der Begriff ,,grofer
eigentlich schon in Nr. 6 eingefiihrt. Wenn nimlich o durch den Schnitt 4 | 4° defi-
niert wird, so sagen wir, « sei grofler als alle rationalen Zahlen, die in der Klasse 4
liegen, und alle Zahlen der Klasse 4’ seien groBer als «.

Wir betrachten jetzt zwei irrationale Zahlen « und 8, wobei &« durch den Schnitt
A]A’ und B durch den Schnitt B| B’ definiert sei. Wir nennen jene Zahl gréer, deren
Unterklasse groBer ist. Genauer, wir schreiben « > f und nennen « grofler als f, wenn
die Klasse A die Klasse B umfapt, ohne mit ihr identisch zu sein. (Diese Bedingung
ist offensichtlich damit dquivalent, dafl die Klasse B’ die Klasse 4’ umfaBt, ohne mit
ihr identisch zu sein.) Es 1486 sich leicht verifizieren, dal diese Definition auch dann
giiltig bleibt, wenn eine der Zahlen o,  oder sogar beide rational sind.

Wir zeigen, daB fiir die reellen Zahlen die folgenden Bedingungen 1.1 und 1.2 er-
fullt sind.

1.1 Fiir jedes Paar reeller Zahlen « und 8 gilt genau eine der Beziehungen ™

\7. Die Ordnung des Bereichs der reellen Zahlen. Zwe: irrationale Zahlen « und 8, die

x=f, a«a>f, a<§f.

Ist der Schnitt 4] A4’, der die Zahl x definiert, identisch mit dem Schnitt B|B’, der
die Zahl 8 definiert, dann gilt « = f. Sind diese.Schnitte nicht identisch, dann enthilt
entweder A die Klasse B vollstindig, und es gilt « > f, oder das ist nicht der Fall,
und es existiert ein Element b, der Klasse B, das in der Klasse 4’ enthalten ist. Dann
gilt fiir jedes Element a der Klassse 4 die Beziechung a < by. Daher enthilt die Klasse
B die Klasse 4, ohne mit ihr identisch za sein, und es liegt der Fall § > « vor.

1.2 Aus o« > f und f > y folgt o« > y.

1) Ohne diese Bedingung wiren z. B. die Schnitte, die wir in  Nr. 6, Belspxel 1 und 2, betrachtet
haben und die beide ein und dieselbe Zahl 1 definieren, nicht identisch.
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Die Zahlen «, 8 und y (unter denen sich auch rationale befinden kénnen) seien
durch die Schnitte 4| A4’, B|B’ bzw. C|C’ definiert. Ist « > f, soenthilt die Klasse 4
nach der Definition des Begriffs ,,gréfer die Klasse B, ohne mit ihr identisch zu sein.
Threrseits enthilt, wenn g > y ist, die Klasse B die Klasse C, ohne mit ihr identisch
zu sein. Folglich enthilt die Klasse A die Klasse 0 vollstandig, ohne mit ihr identisch
zu sein, d. h., es gilt & > 7.

Der Begriff , kleiner* 146t sich jetzt wie in Nr. 2 einfijhren. Wir sagen, es sei x << f3,
wenn f > « ist. Ebenso wie die Beziehung ,,groBer* ist auch die Beziehung ,,kleiner
transitiv.

8. Hilfssiitze. Wir beweisen jetzt, daB der Bereich der reellen Zahlen [vgl. 1¢)] dicht
ist, d. h., wir zeigen: :

Lemma 1. Zu zwei beliebig gegebenen Zahlen « und B mit o > f lifit sich eine
rationale Zahl r finden, die zwischen thnen liegt, fiir die also « > r > f gilt (folglich gibt
es sogar eine unendliche Menge solcher rationaler Zahlen r).

Da & > f ist, umfaBt die Unterklasse A des Schnittes, der « definiert, die Unter-
klasse B der Zahl §, ohne mit B identisch zu sein. Daher 148t sich in der Klasse 4 eine
rationale Zahl r angeben, die nicht in B enthalten ist, also zur Klasse B’ gehort. Fiir
diese Zahl gilt

xa>r=f

(Gleichheit kénnte bei rationalem B eintreten). Da jedoch in 4 keine groBte Zahl
existiert, kann man notigenfalls, indem man r gréBer wihlt, die Gleichheit aus-
schlieflen.

Bemerkung. Indem wir zeigten, daf zwischen den reellen Zahlen « und f (wenn
« > f) notwendigerweise eine rationale (und nicht nur eine reelle) Zahl liegt, haben
wir faktisch eine stirkere Eigenschaft des Bereichs der reellen Zahlen bewiesen, als
da8 er iiberall dicht ist. Im folgenden werden wir diese stirkere Eigenschaft benotigen.
Hieraus erhélt man unmittelbar

Lemma 2. Es seien zwei reelle Zahlen o« und f gegeben. Wenn zu jeder Zahl ¢ > 0
rationale Zahlen s und s' existieren, deren Differenz kleiner als e ist, fir die also

s —s<e
ist und fir die
sfza=s, f=2f=s
gilt, dann sind x und § notwendigerweise identisch.

Den Beweis werden wir indirekt fithren. Es sei etwa o > f. Nach Lemma 1 lassen
sich zwischen « und g zwei rationale Zahlen r und » > r einfiigen, so da & > "' > r
> f ist. Daher gelten fir zwei beliebige Zahlen s und s’; zwischen welchen x und g
liegen, offensichtlich die Ungleichungen

F>r>r>s,

woraus 8" — § > 1" — r > 0 folgt, so daB die Differenz s" — s entgegen der Voraus-
setzung des Lemmas nicht kleiner gemacht werden kann als beispielsweise die Zahl
e = r' — r. Dieser Widerspruch beweist die Richtigkeit des Lemmas.
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9. Die Darstellung recller Zahlen durch unendliche Dezimalbriiche. Wir wollen eine
Darstellung betrachten bei der der Bruchteil (die Mantisse) positiv ist, wiihrend der
ganze Teil positiv oder negativ oder 0 sein kann.

Wir setzen zunéichst voraus, die zu betrachtende reelle Zahl « sei weder eine ganze
Zahl noch ein endlicher Dezimalbruch. Wir suchen eine angenédherte Darstellung in
Form eines Dezimalbruchs. Ist &« durch den Schnitt 4|4’ definiert, dann 148t sich
zundchst leicht verifizieren, daf sich in der Klasse 4 eine ganze Zahl M befindet und
in der Klasse 4’ eine ganze Zahl N > M. Durch sukzessive Addition von Einsen zu

M gelangt man notwendigerweise zu zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen C,
und C, -+ 1 derart, dafl

Co<ax<<Cy+1

gilt. Hierbei kann C, positiv, negativ oder 0 sein.
Teilen wir nun das Intervall zwischen C, und C, -+ 1 mit Hilfe der Zahlen

00,1; 00,2; seey 00,9
in zehn gleiche Teile, dann fallt « in eines (und nur eines) dieser Teilintervalle, und

wir haben zwei Zahlen gefunden, die sich um —1%- unterscheiden, nimlich Cy,¢; und

Co,c1 -+ —1%, und fiir welche Cy,c; < o << Cy,¢; -+ -ij—'(-)- gilt. Setzen wir diesen Proze8

weiter fort, so bestimmen wir nach Festlegung der Ziffern ¢, ¢, ..., ¢,-; eine n-te
Ziffer ¢, durch die Ungleichungen

1
00,0102.-.(3" < & << 00,0102...075 -+ i-(')';;. (1)

. Auf diese Weise haben wir bei der Approximation der Zahl x durch Dezimal-
briiche eine ganze Zahl C;, und eine unendhche Folge ¢, €5, <., gy -.. von Ziffern
gefunden.

Der aus thnen gebildete unendliche Dezimalbruch, d. k. das Symbol

0030102...Cn ..c,. (2)

kann als Darstellung der reellen Zahl o angesehen werden.

In dem bisher ausgeschlossenen Fall, daf « selbst eine ganze Zahl oder ein end-
licher Dezimalbruch ist, lassen sich ebenfalls analog die Zahl C, und die Ziffern
C1y Cgy o« 3 Cpy -+ SUKZessIVE bestimmen, wenn man von der Verallgemeinerung von (1),
der Relation “

2 1 -
CosC1€p 00 Cp = & = Cogyl1CaeesCy + 10’ (1a)
ausgeht. Dann stimmt ugendwann im Laufe des Prozesses die Zahl & mit einem der
Endpunkte des Intervalls, in das wir sie eingeschlossen hatten, iiberein, und zwar
je nach Belieben mit dem Tinken oder dem rechten; von da an wird bei Fortsetzung
des Prozesses links bzw. rechts in der Relation (1 a) bereits stindig Gleichheit; herr-
schen.

Je nachdem, welche dieser Moglichkeiten realisiert wird, sind die folgenden Ziffern
simtlich 0 oder simtlich 9. Somit gibt es fiir die Zahl « jetzt zwei Darstellungen, eine
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mit der Periode 0 und eine zweite mit der Periode 9, beispielsweise

3,826 = 3,826000... = 3,825999...,
~3,836 = 4,174000... = 4,173999...1)

Es sei jetzt umgekehrt ein beliebiger unendlicher Dezimalbruch (2) vorgegeben.
Wir zeigen, daB sich immer eine reelle Zahl « angeben 1d8t, die durch diesen Bruch
dargestellt wird.

Zu diesem Zweck betrachten wir den Teil des Bruches (2),

On = 00,6102 “‘CR, (3)
welcher beim Abrunden der gesuchten Zahl, sowie den Teil
, 1
C, = Cy,1€q...¢ + o 4)

welcher beim Aufrunden benutzt wird. Es ist leicht zu sehen, daf jedes O, kleiner als
jedes C,, ist (nicht nur fiir m = », sondern auch fiir m = n).

Wir wollen jetzt auf folgende Weise einen Schnitt im Berelch der rationalen Zahlen
erzeugen. Zur Oberklasse A’ rechnen wir die rationalen Zahlen o’, die groBer als alle
C, sind (z. B. alle Zahlen C,), und zur Unterklasse 4 alle ubmgen (belsplelswelse C,
selbst). DaB es sich hierbei um einen Schnitt handelt, ist leicht zu verifizieren; er defi-
niert die reelle Zahl «, die zu bestimmen war. Da niamlich « die Randzahl zwischen
den beiden Klassen ist, gilt insbesondere

Cnéfxéa;n

d. h., die Zahl « geniigt allen Ungleichungen der Form (1a). Damit ist bewiesen, daf}
der beliebig angenommene Dezimalbruch (2) eine Darstellung der soeben bestimmten
Zahl ist.

Die Differenz zwischen den beiden Niherungs-Dezimalbriichen (4) und (3) beim
Aufrunden bzw. Abrunden, die i'('l)""n betrigt, kann mit wachsendem » kleiner als
jede beliebige rationale Zahl e > 0 gemacht werden. Da es namlich nur endlich viele
natiirliche Zahlen gibt, die die Zahl — nicht ubertreffen gibt es auch nur endlich
viele Zahlen n derart, daB die Unglelchung 10® < — oder die ihr-dgunivalente Un-

gleichung ﬁl-); = e erfiillt ist; fiir alle tibrigen W erte von n gilt

1
TN

Diese Bemerkung gestattet unter Beriicksichtigung von Lemma 2 die Schluf-
folgerung, dafl eine von « verschiedene Zahl § nicht denselben Ungleichungen (1) oder
(1a) geniigen kann wie x und somit eine von der Darstellung von « verschiedene
Dezimalbruchdarstellung hat.

Hieraus folgt insbesondere, dafl die Dezimalbruchentwicklung einer Zahl, die nicht
nach endlich vielen Stellen abbricht, weder die Periode 0 noch die Periode 9 hat, da
jeder Bruch mit der Periode 0 oder 9 offenbar ein endlicher Dezimalbruch ist.

Von nun an kann sich der Leser die reellen Zahlen als unendliche Dezimalbriiche
vorstellen.

1) Der Qperstrich iber der 4 weist auf das Minuszeichen hin.
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Aus der Schule ist bekannt, da8 jeder periodische unendliche Dezimalbruch eine
rationale Zahl darstellt und umgekehrt jede rationale Zahl in einen periodischen
Dezimalbruch entwickelbar ist. Somit kénnen die nichtperiodischen unendlichen Dezi-
malbriiche zur Darstellung der new eingefiihrten irrationalen Zahlen dienen. Ubrigens
kann auch diese Darstellung zum Ausgangspunkt fiir den Aufbau der Theorie der
irrationalen Zahlen genommen werden.

Bemerkung. Im folgenden werden wir die Approximation einer reellen Zahl «
durch rationale Zahlen a, a',

a<ux<da,

deren Differenz beliebig klein ist, vielfach benutzen. Fiir rationales « ist die Existenz
solcher Zahlen a und @’ trivial, fiir irrationales « kénnen fiir @ und a’ beispielsweise die
Dezimalbriiche €, und C, mit hinreichend grofiem »n benutzt werden.

10. Die Stetigkeit des Bereichs der reellen Zahlen. Wir wenden uns nun der Unter-
uchung einer duflerst wichtigen Eigenschaft des Bereichs aller reellen Zahlen zu,
durch die er sich grundlegend vom Bereich der rationalen Zahlen unterscheidet. Bei
der Betrachtung der Schnitte im Bereich der rationalen Zahlen stellten wir fest, dafl
sich unter Umsténden fiir Schnitte in diesem Bereich keine Randzahl angeben lief},
von der man sagen konnte, dafl sie den Schnitt erzeuge. Gerade diese Unvoll-
stindigkeit des Bereichs der rationalen Zahlen — das Auftreten von Liicken — ver-
anlafte uns zur Einfithrung neuer Zahlen, eben der irrationalen Zahlen.
Wir wollen jetzt Schnitte im Bereich aller reellen Zahlen betrachten. Unter einem
solchen Schnitt verstehen wir die Zerlegung dieses Bereichs in zwei nicht leere Men-
gen 4, A’, fir welche folgendes gilt:

1. Jede reelle Zahl liegt in einer und nur einer') der Mengen A, A'.
2. Jede Zahl x der Menge A ist kleiner als jede Zahl &' der Menge A'.

Es erhebt sich nun die Frage, ob sich fiir einen solchen Schnitt 4 | 4" (unter den
reellen Zahlen) immer eine Randzahl angeben 148t, die diesen Schnitt erzeugt, oder
ob Liicken in diesem Bereich vorhanden sind (die als Grundlage fiir die Einfiihrung
weiterer neuer Zahlen dienen kénnten). Wie sich herausstellt, gibt es keine solchen
Liicken.

Dedekindscher Hauptsatz. Fiir jeden Schnitt A| A" im Bereich der reellen
Zahlen existiert eine reelle Zahl B, die diesen Schnitt erzeugt. Diese Zahl B ist entweder
die gréfte in der Unterklasse A oder die kleinste in der Oberklasse A’.

Man bezeichnet diese Eigenschaft des Bereichs der reeellen Zahlen als Vollstindig-
keit oder Stetigkeit (oder auch Abgeschlossenheit).

Beweis. Wir bezeichnen mit' 4 die Menge aller rationalen Zahlen, die zu 4
gehoren, und mit 4’ die Menge aller rationalen Zahlen, die zu A’ gehéren. Man iiber-
zeugt sich leicht davon, dal die Mengen 4 und A4’ einen Schnitt im Bereich der
rationalen Zahlen erzeugen.

Dieser Schnitt 4 | 4’ definiert eine reelle Zahl 8. Diese mu8 in einer der Klassen 4,
A’ liegen. Nehmen wir beispielsweise an, g liege in der Unterklasse 4, so beweisen
wir, dafl dann der Fall 1 eintritt, ndmlich f§ wirklich die groBte Zahl in der Klasse 4
ist. In der Tat, wenn dies nicht so wire, dann lieBe sich eine andere Zahl «, dieser
Klasse finden, die groBer als § wire. Nach Lemma 1 kénnen wir eine rationale Zahl »

1) Vgl. die FuBBnote 1 auf S. 21.
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zwischen «, und g finden,
Xy >r> [3.

Auch r gehért zur Klasse A, liegt also in A. Somit ergibt sich der Widerspruch, da8
die rationale Zahl r, die in der Unterklasse des Schnittes liegt, der die Zahl 8 definiert,
grofer als diese Zahl ist, und damit ist unsere Behauptung bewiesen. Eine analoge
Uberlegung zeigt, daB der Fall 2 eintritt, wenn g in die Oberklasse 4’ fallt.

Bemerkung. Das gleichzeitige Auftreten einer grofSten Zahl in der Klasse A und
einer kleinsten in der Klasse A4’ ist nicht mdéglich. Dies leitet man ebenso her wie fiir
einen Schnitt in der Menge deér rationalen Zahlen (mit Hilfe von Lemma 1).

11. Grenzen von Zahlenmengen. Wir benutzen den Dedekindschen Hauptsatz, um
bestimmte Begriffe einzufiihren, die in der modernen Analysis eine grundlegende
Rolle spielen. (Sie werden auch bei der Betrachtung der Rechenoperationen mit
reellen Zahlen notwendig sein.) '

Wir stellen uns eine beliebige unendliche Menge reeller Zahlen vor, die auf beliebige
Weise vorgegeben sein kann, etwa die Menge der natiirlichen Zahlen, die Menge aller
echten Briiche, die Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1, die Menge der Losun-

gen der Gleichung sin & == -%- usw. Eine beliebige Zahl der Menge bezeichnen wir mit

z, so daf z die typische Bezeichnung fiir die Zahlen der Menge ist. Die Menge der
Zahlen z selbst werden wir durch das Symbol & = {z} charakterisieren.

Existiert fiir eine Menge {z} eine Zahl M mit der Eigenschaft x < M fiir alle z, so
wollen wir sagen, die Menge sei (durch die Zahl M) nach oben beschrankt. Die Zahl M
ist in diesem Fall eine obere Schranke der Menge {z}. Zum Beispiel ist die Menge der
echten Briiche nach oben durch die Zahl 1 oder eine beliebige Zahl > 1 beschrinkt,
die Folge der natiirlichen Zahlen ist nach oben nicht beschrinkt.

Analog dazu ergibt sich folgendes: Wenn sich eine Zahl m finden 148t derart, daB
x = m gilt fir alle z, so sagt man, die Menge {x} sei (durch die Zahl m) nach unten
beschrdnkt, und die Zahl m selbst wird eine untere Schranke der Menge {z} genannt.

Die natiirlichen Zahlen sind beispielsweise nach unten durch die Zahl 1 oder eine
beliebige Zahl <1 beschrinkt; die Menge der positiven echten Briiche ist nach unten
durch die Zahl 0 oder eine beliebige Zahl << 0 beschrinkt.

Eine nach oben (unten) beschrinkte Menge kann dabei nach unten (oben) be-
schrinkt oder auch nicht beschrankt sein. So ist die Menge der echten Briiche sowohl
nach oben als auch nach unten beschrinkt; dagegen ist die Folge der natiirlichen
Zahlen nach unten beschrinkt; nach oben aber nicht beschriankt.

Ist eine Menge nach oben (unten) nicht beschrinkt, dann versteht man unter ihrer
oberen (unteren) Schranke die ,uneigentliche Zahl* oo (—o0). Beziiglich dieser
uneigentlichen oder unendlichen Zahlen setzen wir folgendes fest:

—o0 < +oo und —oo < & < +o0
fiir jede reelle (,,endliche’“) Zahl x. Die Zeichen 400 und —co liest man als ,,plus
Unendlich** und ,,minus Unendlich*.

Ist eine Menge nach oben beschrinkt, d. h., hat sie eine endliche obere Schranke 3,
dann besitzt sie gleichzeitig eine unendliche Menge oberer Schranken (da ja jede
Zahl N > M offenbar ebenfalls eine obere Schranke ist). Von allen oberen Schranken
interessiert besonders die kleinste, welche wir die obere Grenze nennen wollen. Analog
dazu werden wir, wenn eine Menge nach unten beschrinkt ist, die groBte aller unteren

Schranken die-untere Grenze nemnen. So sind z. B. fiir die Menge aller echten
Briiche die Zahlen 0 und 1 die untere bzw. obere Grenze.
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Es erhebt sich nun die Frage, ob fiir nach oben (unten) beschriinkte Mengen immer
eine obere (untere) Grenze existiert. Da es in diesem Fall eine unendliche Menge von
oberen Schranken gibt und innerhalb einer unendlichen Menge von Zahlen keine
gréBte oder kleinste Zahl zu existieren braucht!), muf tatsichlich die Existenz einer
solchen kleinsten (gré8ten) Zahl unter allen oberen (unteren) Schranken der zu be-
trachtenden Mengen bewiesen werden.

Satz. Ist eine Menge X = {x} nach oben (unten) beschrinkt, so hat sie auch eine
obere (untere) Grenze.

Beweis. Wir fithren die Uberlegung in bezug auf die obere Grenze durch und be-
trachten zwei Fille:

1. Unter den Zahlen x der Menge & befindet sich eine gréfte z. Dann erfiillen alle
Zahlen der Menge die Ungleichung z < 7, d. h., # ist eine obere Schranke fiir .
Andererseits ist Z in & enthalten. Folglich ist fiir jede obere Schranke M die Un-
gleichung # < M erfiillt. Daher kdnnen wir schlieBen, dafl Z die obere Grenze der
Menge X ist.

2. Unter den Zahlen z der Menge X gibt es keine groBte. Wir fiilhren dann auf
folgende Weise einen Schnitt im Bereich aller reellen Zahlen. Zur Oberklasse A’ neh-
men wir alle oberen Schranken «’ der Menge 2 und zur Unterklasse A alle iibrigen
reellen Zahlen «. Bei dieser Zerlegung fallen alle Zahlen x der Menge X in die Klasse 4,
da keine von ihnen (entsprechend der Voraussetzung) die groBte ist. Somit sind beide
Klassen A, A’ nicht leer. Diese Zerlegung ist tatsichlich ein Schnitt, weil alle reellen
Zahlen in Klassen verteilt sind und jede Zahl der Klasse A’ groBer ist als die Zahl
der Klasse A. Nach dem Dedekindschen Hauptsatz (vgl. Nr. 10) mu$8 eine reelle Zahl g
existieren, die diesen Schnitt erzeugt. Alle Zahlen x iiberschreiten (als zur Klasse A
gehorend) diese ,,Randzahl® 8 nicht, d. h., 8 ist obere Schranke fiir #, folglich liegt 8
selbst in der Klasse A’ und ist dort die Kleinste Zahl. Somib ist B als Kleinste aller
oberen Schranken gerade die gesuchte obere Grenze der Menge X == {a}.

Auf die gleiche Weise wird auch die zweite Hilfte des Satzes (beziiglich der Existenz
einer unteren Grenze) bewiesen. , _

st M* die obere Grenze der Zahlenmenge & = {z}, dann gilt fiir alle x

x_S_M*.

Wir wihlen jetzt eine beliebige Zahl «, die kleiner ist als 2*. Da M* die kleinste
der oberen Schranken ist, kann « sicher keine obere Schranke der Menge & sein, d. h.,
es 1aBt sich eine Zahl #’ aus X angeben derart, daB

x>«

ist. Durch diese beiden Ungieichungen ist die obere Grenze einer Menge & voll-
standig charakterisiert.
Analog dazu wird die wntere Grenze m* einer Menge 2 dadurch charakterisiert, dafl

fir alle x aus &
T = m*

gilt und sich zu jeder beliebig gewihlten Zahl g > m* eine Zahl 2" aus & angeben

1) Wie beispielsweise in der Menge aller echten Briiche.
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148t derart, da

2" < ﬁ
gilt.
Zur Bezeichnung der oberen Grenze M* bzw. der unteren Grenze m* einer Zahlen-
menge £ benutzt man die Symbole

M* = gup & = sup {&}, m* =inf & = inf {x}

(lateinisch: supremum = das Obere, infimum = das Untere).

Wir wollen noch eine einfache Schluweise erwihnen, die wir im folgenden oft be-
nutzen werden.

Geniigen alle Zahlen x einer Menge der Ungleichung x < M, so gilt auch sup {x} < M.

Die Zahl M ist nimlich eine der oberen Schranken der Menge; daher kann die
kleinste aller oberen Schranken sie nicht iibertreffen.

Analog folgt aus der Unglezchung x = m auch inf {x} = m.

SchlieBlich wollen wir noch folgendes vereinbaren. Besitzt die Menge X = {z}
keine obere Schranke, so sagen wir, ihre obere Grenze sei o0, also sup {z} = +o0.
Wenn die Menge X = {#} keine untere Schranke besitzt, so sagt man, ihre untere
Grenze sel — oo, also Inf {x} = —o0.

§ 3. Die Rechenoperationen mit reellen Zahlen

12. Definition der Summe reeller Zahlen. Wir wollen jetzt die Rechenoperationen mit
reellen Zahlen definieren. Griechische Buchstaben «, 8, ¥ bezeichnen im folgenden
reelle Zahlen, und zwar sowohl rationale als auch irrationale,

Es seien zwei reelle Zahlen « und g vorgegeben. Wir betrachten rationale Zahlen a,
a’ und b, b’, die den folgenden Ungleichungen geniigen:

a<<a<a und b<B<V. (1)

Unter der Summe « -+ g der Zahlen « und g verstehen wir eine solche reelle Zahl 4,
die zwischen allen Summen der Form a b einerseits und allen Summen der Form
a’ + b’ andererseits liegt:

a+b<y<<a 4. (2)

Wir vergewissern uns zunéchst, dafl eine solche Zahl y fiir jedes Paar reeller Zahlen
« und g existiert, und betrachten dazu die Menge aller moglichen Summen a + b.
Diese Menge ist nach oben beschriankt, beispielsweise durch eine beliebige Summe der
Form a’ 4 b". Wir setzen nun (Nr. 11)

y = sup {a -} b}.

Dann gilt @ 4 b < y und gleichzeitig y <'a’ 4+ b'.

Da es bei jeder Wahl von rationalen Zahlen a, b, o', b’, die der Beziehung (1) ge-
niigen, immer moglich ist, die Zahlen @ und & zu vergré8ern und die Zahlen @', b’ zu
verkleinern, ohne diese Bedingungen zu verletzen, kann in den eben erhaltenen Un-
glelchungen in .denen noch das Gleichheitszeichen vorkommt, in Wirklichkeit
Gleichheit gar nicht eintreten. Also erfiillt y die Summendefinition..

Es entsteht jedoch die Frage, ob die Summe y = « + § eindeutig durch die Un-
gleichungen (2) definiert ist. Um uns von dieser Eindeutigkeit zu iiberzeugen, wihlen
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wir entsprechend der Bemerkung in Nr. 9 die rationalen Zahlen a, a’, b, b’ so, daf}
o' —a<e und ¥ —b<e

gilt, wobei e eine beliebig kleine rationale positive Zahl ist. Daraus folgt
(@ +b) — (@+b) = (@ —a) + (' — b) < 2,

d. h., diese Differenz kann beliebig klein gemacht werden.!) Dann existiert jedoch
Ea,ch Lemma 2 nur eine einzige Zahl, die zwischen den Summen a -+ b und a’ - %’
iegt.

Schlieflich wollen wir noch darauf hinweisen, da die gewohnliche Summe
y = & - B zweler rationaler Zahlen « und g offenbar der Ungleichung (2) geniigt.
Somit widerspricht die obige allgemeine Definition der Summe zweier reeller Zahlen
nicht der alten Definition der Summe zweier rationaler Zahlen.

13. Eigenschaften der Addition. Man vergewissert sich leicht, daB auch fiir die re-
ellen Zahlen folgende Eigenschaften erhalten bleiben:

2a) x + f =+ «;
2b) (¢ + By +y=a+ (B+);
2¢) & + 0= o

Wir beweisen beispielsweise die letzte.
Sind die rationalen Zahlen a, a’, b, b’ so beschaffen, daf}

a<a<a, b<O<V
ist, so ist offenbar
atb<a<a<<a <a +b.

Somit ist « eine reelle Zahl, die zwischen Zahlen der Form a -+ b und o' 4 0’ liegt,
zwischen denen aber auch definitionsgemiB die Summe « -+ O eingeschlossen ist.
Es kann jedoch nur eine einzige solche Zahl geben, daher mufl &« 4 0 = & gelten,
was zu beweisen war.

Wir wenden uns jetzt der Eigenschaft 2d) zu und beweisen, dall zu jeder reellen
Zahl & eine (zu ihr entgegengesetzte) Zahl —« existiert, welche die Relation & -+ (—«)
= 0 erfiillt. Hierbei geniigt es, wenn wir uns auf den Fall beschrinken, da8 « eine
irrationale Zahl ist. Unter der Voraussetzung, daf « durch den Schnitt 4 | 4’ defi-
niert wird, bestimmen wir die Zahl —« auf folgende Weise. Zur Unterklasse 4 der
Zahl —x nehmen wir alle rationalen Zahlen —a', wobei o' eine beliebige Zahl der
Klagse 4’ ist, und zur Oberklasse 4’ dieser Zahl wihlen wir die Zahlen —a, wobei a
eine beheblge Zahl der Klasse A ist. Eg ist leicht zu sehen, daB diese Zerlegung ein
Schnitt ist und tatsichlich eine reelle (im gegebenen Fall eine irrationale) Zahl defi-
niert. Diese Zahl bezeichnen wir mit —«.

Wir zeigen jetzt, dafl —o der Bedingung o + (—«) = 0 geniigt. Unter Benutzung
der Definition der Zahl —« selbst sehen wir, daB die Summe & + (—a) diejenige
emdeutlg bestimmte reelle Zahl ist, die zwischen Zahlen der Form a — a’ und
a' — a eingeschlossen ist, wobei @ und a’ rational sind und a < & < a' gilt.

’

1) Die Zahl 2¢ wird kleiner als eine beliebige Zahl ¢’ > 0, wenn man e << _eé_ wahlt,
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Nun 1st offenbar
a—a <0<a —a,

so daB auch die Zahl 0 zwischen den eben erwahnten Zahlen eingeschlossen ist. Da
aber eine solche Zahl eindeutig bestimmt ist, erhalten wir

&+ {(—a) =0,

was zu beweisen war.
SchlieBlich leiten wir noch folgende Eigenschaft her:

2e)Ausoc>/3folgtoc+y>ﬁ+y .

Ist'«' > B, so lassen sich zwischen diese beiden Zahlen zwei rationale Zahlen r, und
r einfiigen: & > ¥, > 7, > f. Auf Grund der Bemerkung in Nr. 9 existieren auch zwei
rationale Zahlen ¢ und ¢’ derart, daB

c<y<c¢ und ¢ —c<ry—r,g
ist. Daraus folgt r, 4- ¢ > r, + ¢’ und nach Definition der Summe

x+y>r+ec, ro+c>p+y.

Diese Ungleichungen zusammen liefern die Behauptung.

Somit gelten im Bereich der reellen Zahlen beziiglich der Addition alle grund-
legenden Eigenschaften 2a) bis 2e), welche in Nr. 3 urspriinglich fiir die rationalen
Zahlen formuliert worden waren. Folglich konnen auch alle formal logischen Folge-
rungen aus diesen Eigenschaften antomatisch auf die reellen Zahlen iibertragen wer-
den. Insbesondere kann fiir die reellen Zahlen alles wortlich wiederholt werden, was
in Nr. 3 unmittelbar nach der Darlegung der zweiten Gruppe von Eigenschaften ge-
sagt wurde, d. h., man kann die Existenz und die Eindeutigkeit der Differenz x —
der Zahlen « und § beweisen, man kann den Begriff des Absolutbetrags einer Zahl «
einfiibren (fiir den wir die Bezeichnung |x| beibehalten), usw.

14. Definition des Produktes reeller Zahlen. Wir gehen nun zur Mulliplikation reeller
Zahlen iiber, wobei wir uns zunichst auf positive Zahlen beschrinken wollen. Es
seien zwei solcher Zahlen « und § gegeben.

Wir werden auch hier alle moglichen rationalen Zahlen betrachten, die der Un-
gleichung (1) geniigen, setzen sie aber jetzt simtlich als positiv voraus.

Unter dem Produkt «f zweier positiver reeller Zahlen « und § verstehen wir eine
reelle Zahl y, welche zwischen allen Produkten der Form ab einerseits und allen Pro-
dukten der Form a'd" andererseits liegt:

ab <y < b, (3)

Zum Beweis der Existenz einer solchen Zahl y betrachten wir die Menge aller maog-
lichen Produkte der Form ab; sie ist nach oben durch jedes Produkt der Form a'b’
beschrinkt. Wenn wir

_y = sup {ab}

setzen, so ist natiirlich ab < y, gleichzeitig auch y < a'd’.

Die Moglichkeit, die Zahlen a, b zu vergrofiern und die Zahlen o/, b’ zu verkleinern
(wie bei dem entsprechenden Beweis fiir die Summe), gestattet hier, das Gleichheits-
zeichen auszuschlieBen, so dafl die Zahl y tatsichlich die Bedingungen der Produkt-
definition erfillt.
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Die Eindeutigkeit des Produktes ergibt sich aus folgender Uberlegung. Wir wihlen,
entsprechend der Bemerkung in Nr. 9, die rationalen Zahlen a, @’ und b, &’ so, daB

a —a<<e und b —b<e

gilt, wobei e eine beliebig kleine rationale positive Zahl ist. Dabei kénnen wir an-
nehmen, daf} die Zahlen ¢ und b positiv sind und die Zahlen o' und &’ irgendwelche
vorher fixierten Zahlen ag bzw. by nicht iibertreffen. Dann ergibt sich fiir die Differenz

a'd’ — ab = a’'(b’ — b) + b’ — a) < (ay + by) e,

d. h., sie kann beliebig klein gemacht werden?); dies geniigt nach Lemma 2 zum Be-
weis der Behauptung, daB die Ungleichung (3) nur von einer einzigen Zahl y erfiillt
werden kann, Sind die positiven Zahlen « und 8 beide rational, so geniigt ihr gewshn-
liches Produkt y = «f offenbar der Ungleichung (3), d. h., die allgemeine Definition
des Produktes reeller Zahlen steht im Einklang mit der speziellen Definition des Pro-
duktes rationaler Zahlen.

Um schlieflich das Produkt beliebiger Paare (nicht notwendig positiver) reeller
Zahlen zu definieren, vereinbaren wir folgendes:

Zunichst gelte

e 0=0.-06=0

fiir jedes «. Wenn jedoch beide Faktoren von 0 verschieden sind, so legen wir die ge-
wohnliche ,,Vorzeichenregel“ zugrunde: «ff = |«| - |f], wenn & und g gleiche Vor-
zeichen haben «ff = —(|«] - |8]), wenn & und f verschiedene Vorzeichen haben (was
das Produkt der positiven Zahlen |x| und |8| bedeutet, wissen wir bereits).

Diese Ubereinkunft ist, wie wirin Nr. 4 gesehen haben, notwendig, wenn die Grund-
rechenarten mit reellen Zahlen alle grundlegenden Eigenschaften der Grundrechen-
arten mit rationalen Zahlen besitzen sollen.

15. Eigenschaften der Multiplikation. Wie auch im Fall der rationalen Zahlen bleiben
fiir beliebige reelle Zahlen folgende Eigenschaften erhalten:

3a) aff = fu; '

3b) («B) y = «(By);

3¢) -1 =«.

Als Beispiel beweisen wir die zweite Eigenschaft, zunéchst fiir den Fall, daB alle

drei Zahlen «, §, y positiv sind.
Es seien a, a, b, ', ¢, ¢’ beliebige rationale Zahlen, die den Ungleichungen

I<a<a<d, 0<b<f<?t, O<c<y<c<

geniigen. Dann erhalten wir nach unserer Definition des Produktes zweier reeller
Zahlen

ab < aff < a’'t’ und be < fy < b'c.

Ferner folgt
(@b) e < (aB)y < (a'¥’) ¢’ und a(be) < &(fy) < a'(b'c’).

Da fiir rationale Zahlen die zu beweisende Eigenschaft bereits bekannt, also
(ab) ¢ = a(be) und (a'd’)c' = a'(b’¢’)

1) Wir bemerken, da8 (a) -+ b)) e kleiner als eine beliebige Zahl ¢’ >> 0 gemacht werden kann,

e .
wenn e < ———— gewihlt wird.
a, + b, g

3 Fichtenholz X
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ist, erweisen sich die reellen Zahlen (xf8) y und «(By) als zwischen ein und denselben
Grenzen eingeschlossen.

Nun ist jedoch leicht zu zeigen, daB fiir Faktoren a und a’, b und ¥’, ¢ und ¢’, die
sich wenig voneinander unterscheiden, auch die Differenz der Produkte a’b’c’ — abc
beliebig klein gemacht werden kann (man schlieBt dhnlich wie in Nr. 14 beim Pro-
dukt zweier Faktoren). Hieraus ergibt sich nach Lemma 2, daB die Zahlen (af) ¥
und «(By) einander gleich sind.

Der Fall, da8 die Zahlen beliebiges Vorzeichen besitzen, 148t sich unter Beriick-
sichtigung der gewdhnlichen Vorzeichenregel unmittelbar erledigen. Ist aber eine
der Zahlen «, B, y gleich 0, so sind auch beide Produkte 0.

Wir kommen jetzt zur Eigenschaft

3d) Zu jeder von 0 verschiedenen reellen Zahl « existiert eine (zu thr reziproke) Zahl

i—, die der Bedingung

1
x-—=1
x

genugt.
Wir konnen uns auf den Fall beschrinken, dafl « irrational ist. Es sei zunichst
& > 0. Wird « durch den Schnitt 4 | 4’ definiert, so konstruieren wir auf folgende

Weise einen Schnitt fiir die Zahl L . In ihre Unterklasse 4 nehmen wir alle negativen
: -«

rationalen Zahlen und 0 sowie alle Zahlen der Form -(%, wobei a’ eine beliebige Zahl
der Klasse 4’ ist; in die Oberklasse A’ geben wir alle Zahlen —:;—, wobei @ eine belie-

bige positive Zahl der Klasse 4 ist. Man iiberzeugt sich leicht davon, dal man auf
diese Weise wirklich einen Schnitt erhilt, der eine positive reelle (in diesem Fall

irrationale) Zahl definiert. Diese Zahl bezeichnen wir mit L . Wir zeigen nun, daf sie
das Gewiinschte leistet. *
Beriicksichtigt man die Art der Konstruktion der reziproken Zahl, so folgt (nach der

Definition des Produktes), dafl die Zahl « - 1 die eindeutig bestimmte reélle Zahlist,
fe 4

L4

C a a' .. : L ,
die zwischen den Zahlen der Form o und — liegt, wobei a und a’ positive rationale
; p »

Zahlen sind, die der Ungleichung ¢ < & < a’ geniigen. Nun liegt aber auch die Zahl 1
zwischen den erwihnten Zahlen:

a a
—_ <1l << —;
a a

folglich ist sie das gesuchte Produkt.
Ist & < 0, so setzen wir

1 1

dann ist nach der Vorzeichenregel
1

1
OC'Z";IOC!'EZ‘I.
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Nachdem wir uns davon iiberzeugt haben, dafl in bezug auf die Multiplikation der
Bereich der reellen Zahlen alle grundlegenden Eigenschaften 3a) bis 3d) besitzt, ist
klar, da8 fiir diesen Bereich alles in Nr. 4 iiber Existenz und Eindeutigkeit des

Quotienten — der Zahlen o« und f (unter der Voraussetzung g == 0) Gesagte giiltig
bleibt.
Das Distributivgesetz

3e) (x+ f)y = ay + By ~ '
gilt ebenfalls fiir beliebige reelle Zahlen, was sich leicht fiir den Fall positiver Zahlen
zeigen laBt (ebenso wie Eigenschaft 3b). Auf diesen Fall lassen sich alle iibrigen zu-
riickfithren, entweder durch Anderung der Vorzeichen beider Seiten der Gleichung
oder durch Heriiber- bzw. Hiniiberbringen der Glieder von einer Seite auf die andere.
Eine Ausnahme bildet iibrigens der Fall, daf} eine der Zahlen «, g8, y, « + 8 gleich 0
ist; jedoch ist dann die Gleichheit der beiden Seiten unmittelbar einzusehen.

Schlieflich gilt noch:

3f) Aus « > p und y > 0 folgt xy > By, wie sich leicht verifizieren 148t. Die Un-
gleichung « > f§ ist dquivalent mit & — g > 0; dann gilt nach der Vorzeichenregel
(e« — B) y > 0. Da die Multiplikation auch beziiglich der Differenz distributiv ist,
folgt

ay — By >0, also ay > By.

16. SchluBhemerkungen. Es muf noch etwas zum Archimedischen Axiom gesagt
werden.

4a) Zu jeder reellen Zahl y existiert eine natiirliche Zahl n, die grofler ist als y.

Dies 18t sich leicht nachweisen; denn in der Oberklasse des Schnittes C | €', der
die Zahl y erzeugt, befindet sich eine rationale Zahl ¢’ > v, und fiir rationale Zahlen
ist dieses Prinzip bereits als giiltig angenommen.

Jetzt konnen wir endlich als erwiesen ansehen, dafl ¢m Bereich der reellen Zahlen
die (zunidchst fiir rationale Zahlen erarbeiteten) Gesetze der elementaren Algebra, die
sich auf die vier Grundrechenarten und auf die Verkniipfung von Gleichungen und
Ungleichungen beziehen, samilich und in voller Allgemeinheit giiltig bleiben.

17. Absolute Betrige. Zum Verstandnis des Folgenden wollen wir noch einige Bemer-
kungen iiber absolute Betrige machen. Zunichst stellen wir fest, dafl die Ungleichung
|«] < B (wobei natiirlich g > 0 ist) mit der doppelten Ungleichung —8 <« < 8
gleichwertig ist. Aus |&] < f folgt ndmlich, da8 gleichzeitig x << g und —« < B, also
& > —p ist. Ist umgekehrt bekannt, daB « < g und & > —g ist, so gilt gleichzeitig
x < B und —x < B; eine der Zahlen &, —o ist aber |«|, so daB sicher |«] < B gilt.
Analog ergibt sich, dal auch die Ungleichungen |x] < fund —f8 < & < g dquivalent
sind.
Ferner wollen wir die sogenannte Dreiecksungleichung

oo + Bl = I + 18] -

beweisen, die uns oft von Nutzen sein wird. _
Addiert man nidmlich die (trivialen) Ungleichungen —|«] < « < |x]und —|f] £ 8
= |Bl, so erhélt man

—(lal + 18) < & + B = ol + 18,

woraus sich auf Grund der obigen Bemerkung die gesuchte Ungleichung ergibt. ..

3%
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Durch Induktion 148t sie sich sukzessive auf den Fall beliebig vieler Summanden
ausdehnen,

o+ B - o] Z Lol o+ 1Bl o+ Dl

Ersetzt man in der bewiesenen Ungleichung # durch — g, so erhédlt man
=B =l + Bl
‘Wegen o = (& + 8) — fist [a] = {a 4 f] 4 |B] oder
o + Bl = |o] — 18]

Analog ist |#] — |8] < |x — Bl. Da gleichzeitig auch || — |o] < |o — B| gilt, ist
offenbar

o] — 1Bl = |& — Bl

Alle diese Ungleichungen werden uns in der Theorie der Grenzwerte von Nutzen sein

§ 4. Weitere Eigenschaften und Anwendungen der reellen Zahlen

18. Existenz der Wurzel. Potenz mit rationalem Exponenten. Die Definition der Multi-
plikation (und Division) reeller Zahlen fiihrt unmittelbar, wie iiblich, zur Definition
der Potenz mit ganzen positiven (und negativen) Exponenten. Wir wollen nun zu
Potenzen mit rationalen Exponenten iibergehen und befassen uns zunéchst mit dem
Problem der Existenz der Wurzel.

Wie wir wissen, war gerade die Tatsache, da im Bereich der rationalen Zahlen
schon einfache (Quadrat-) Wurzeln nicht existieren, ein AnlaB zur Erweiterung dieses
Bereichs. Wir wollen nun nachpriifen, in welchem Mafle die durchgefiihrte Erwei-
terung die alten Liicken schlieBt (und keine neuen erzeugt).

Es sei « eine beliebige reelle Zahl, n eine natiirliche Zahl. Bekanntlich versteht man
unter der n-ten Wurzel aus der Zahl « eine reelle Zahl &, fiir die

"=«

gilt. Wir beschrinken uns auf den Fall, daB « positiv ist, und wollen ein ebenfalls
positives & suchen, das dieser Beziehung geniigt, d. h. einen sogenannten arithme-
tischen Wurzelwert bestimmen. Wir werden beweisen, daB eine solche Zahl & immer
existiert und daB sie eindeutig bestimomt ist. Die Eindeutigkeit der Zahl & folgt
iibrigens sofort aus der Tatsache, daB fiir verschiedene positive Zahlen auch die
Potenzen verschieden sind: Wenn 0 << & < &' gilt, so ist &* < &'". Existiert eine
rationale Zahl r, deren n-te Potenz gleich o ist, so ist sie genau die gesuchte Zahl &.
Daher geniigt es von nun an, sich auf die Annahme zu beschrinken, daf es keine
solche rationale Zahl gibt.

Wir konstruieren jetzt auf folgende Weise einen Schnitt X | X’ im Bereich aller
rationalen Zahlen. Zur Klasse X nehmen wir alle negativen rationalen Zahlen und 0
sowie die positiven rationalen Zahlen z, fiir die ® < « gilt. Zur Klasse X’ nehmen wir
alle positiven rationalen Zahlen z', fiir welche die Beziehung z'* > « erfiillt ist.

Es ist leicht zu sehen, daB diese Klassen nicht leer sind und daf X auch positive

Zahlen enthilt: Wenn wir z. B. eine natiirliche Zahl m = 2 so wihlen, daf %z—- < &

< m ist, so gilt um so mehr —1— < o < m*, sodaB die Zahl — in X liegt, wihrend
m zu X’ gehort. m*
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Daf} auch die anderen Forderungen, die an einen Schnitt gestellt werden, erfiillt
sind, 148t sich direkt verifizieren.

Es sei jetzt ¢ die durch den Schnitt X | X’ definierte Zahl. Wir beweisen, da8

& = x, also & = ”]/o_cist. Betrachtet man &% als Produkt von n Faktoren &, so kann
man auf Grund der Definition des Produktes positiver reeller Zahlen (vgl. Nr. 14)
schlieBen, daB

xﬂ < éﬂ < x’ n
ist, wenn = und &’ positive rationale Zahlen sind, fiir die
I<r<é<a

gilt. Da offenbar zur Klasse X gehort und 2’ zur Klasse X', gilt gemif der Defi-
nition dieser Klassen gleichzeitig auch

2t < x << 't

Die Differenz «’ — « kann aber kleiner als eine beliebige Zahl e > 0 gemacht werden
(vgl. die Bemerkung aus Nr. 9), wobei uns nichts daran hindert, «’ kleiner anzu-
nehmen als irgendeine vorher festgelegte Zahl ;. In diesem Fall gilt fiir die Differenz

4

2!t~ p? — (x’ — :L‘) (xm—l + x.x'n2 + e +$""'1) < e ,nx("n—l

d. h., sie kann ebenfalls beliebig klein gemacht werden.}) Hieraus folgt nach Lemma 2
die Gleichheit der Zahlen &* und «. ,

Nachdem die Existenz der Wurzel bewiesen ist, kann man auf dem iiblichen Wege
zu dem Begriff der Potenz mit beliebigem rationalem Exponenten r iibergehen und
zeigen, daf fiir solche Potenzen die gewohnlichen Regeln der elementaren Algebra
giiltig bleiben, namlich

o o = af-!—f" af ol = af- r (o‘f)f' —_— o‘ﬂ‘"
a\  of

(af) = &7p7, (—— = — USW.
p F

Wir weisen noch darauf hin, daB die Potenz « fiir « > 1 mit wachsendem ratio-
nalem Exponenten r wichst.

19. Die Potenz mif beliebigem reellem Exponenten, Wir wenden uns nun der Definition
der Potenz einer beliebigen reellen (positiven) Zahl « mit beliebigem reellem Expo-
nenten f zu.

Zu diesem Zweck betrachten wir die Potenzen

b und &Y
mit rationalen Exponenten b und ', wobei diese der Ungleichung
b p<d

geniigen,

1) Wir bemerken, daB die Zahl e - nzj"* kleiner als eine beliebige Zahl ¢’ > 0 wird, wenn man

4 .
e <C —T wihlt,
na,
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Unter der Potenz der Zahl x > 1) mit dem Exponenten f§ versteht man eine reelle
Zahl y, die zwischen den Potenzen «f und & liegt (iibrigens wird sich herausstellen,
daB sie eindeutig bestimmt ist):

ab <y < o (1)

(man bezeichnet sie mit «f).

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB eine solche Zahl immer existiert: Die Menge
der Potenzen {a’} ist nach oben beschrankt z. B. durch eine beliebige Potenz «'.
Wir setzen dann (vgl. Nr. 11)

y = sup {a*}.
b<f

Fiir diese Zahl gilt
b <y £ b

In Wirklichkeit ist das Gleichheitszeichen hier iiberfliissig, da man b vergroBern und
b’ verkleinern kann, so daB die konstruierte Zahl y der Bedingung (1) geniigt. .

Nun kommen wir zum Beweis der Eindeutigkeit der so definierten Zahl y. Zu die-
sem Zweck bemerken wir zunichst, daB Lemma 2 aus Nr. 8 auch dann giiltig bleibt,
wenn wir nicht mehr fordern, daB die Zahlen s, ¢" und e unbedingt rational sein miis-
sen; der Beweisgedanke bleibt derselbe.

Alsdann wollen wir eine ullerst einfache, aber oft niitzliche Ungleichung herleiten,
die hiufig als Bernoullische Ungleichung?) bezeichnet wird: Ist n eine natiirliche Zahl
> 1 und ist y > 1, so gilt

" >1+nly —1). (2)
Setzen wir ndmlich y = 1 + 4, wobei 4 > 0 ist, so ist nach dem binomischen Satz
(1 -+ 2" =1+ nd oor;
da die nicht ausgeschriebenen Glieder positiv sind, gilt
(L -+ " > 1+ nd, .

was mit der Ungleiéhung (2) gleichwertig ist.
Setzen wir hier y = «!/* (x > 1), so erhalten wir die Ungleichung

_ , | .
l,fu.___l X

die wir sofort ebenfalls benutzen werden.
Wir wissen, daBl man die Zahlen b und b’ so wihlen kann, daB die Differenz b’ — b

kleiner ist als -—1~ bei beliebigem, vorher gewéhltem natiirlichem #, so daB nach Un-
gleichung (3) ™
x—1

n

bl

ol — At = cxt’(ab'”b - 1)< cx"((x”” - 1) < ab .

1) Auf diesen Fall kann man swh beschrinken. Im Fall 0 < o < 1 setzen wir beispielsweise
&b = -37- “ﬁ
o

%) Nach Jaxkos BernouLyry, 16541705, Schweizer Mathematiker.
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gilt. Da b kleiner als ein beliebiges (aber festes) b, ist, geniigt es,

abo(ox — 1)

&€

n >

zu wihlen, wobei ¢ eine beliebig kleine positive Zahl ist, damit
o —ab < e

gilt. In dlesem Fall kénnen nach dem verallgemeinerten Lemma 2 zwischen den
Grenzen o® und a® nicht zwei verschiedene Zahlen y liegen.

Ist 8 rational, dann liefert die obige Definition der allgemeinen Potenz wieder die
iibliche Bedeutung des Symbols «#.

Es ist leicht zu verifizieren, daf fiir Potenzen mit beliebigem reellem Exponenten
alle fiir die gewShnlichen Potenzen giiltigen Gesetze erfiillt sind. Wir beweisen als
Beispiel die Regel

oot = Py,
Es seien b, ¥/, c, ¢’ beliebige rationale Zahlen, fiir die
b<<f<?t, c<y<c
gilt. Nach Definition der Summe (Nr. 12) ist
btec<pt+y<b+¢
und nach Definition der Potenz
o < af < al, af <ar <& und abtc < xBtr < 4PHC,

Multiplizieren wir die ersten beiden doppelten Ungleichungen gliedweise (unter Be-
riicksichtigung der Tatsache, daB fiir rationale Exponenten die zu beweisende Regel
bereits bekannt ist), so erhalten wir

“IH-C < 0(80(7 < (xb'-!-c'_

Somit liegen die beiden Zahlen «f*7 und ofa? zwischen denselben Grenzen ab+¢, gb™+¢’,
welche, wie man leicht zeigt, beliebig einander angendhert werden konnen. Hieraus
folgt (nach dem verallgemeinerten Lemma 2) die Gleichheit dieser Zahlen.

Wir weisen nun noch nach, daB fiir x > 1 die Potenz af mit wachsendem reellem
Exponenten g wichst.

Ist g < B, so wihle man eine rationale Zahl r dazwischen: § << r < 8; nach Defi-
nition der Potenz mit reellem Exponenten erhilt man «f < «” und of < &, also
aﬁ < OCB

20. Der Logarithmus. Benutzt man die Definition der Potenz mit beliebigen reellen
Exponenten, so 148t sich die Extstenz des Logarithmus fiir jede reelle positive Zahl y
bei positiver, von 1 verschiedener Basis « leicht herleiten (wir nehmen beispielsweise
& > 1 an).

Existiert eine rationale Zahl r derart, daB

al =y
ist, dann ist sie der gesuchte Logarithmus.
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Wir nehmen nun an, es giibe keine solche rationale Zahl r. Dann 14t sich im Be-
reich aller rationalen Zahlen ein Schnitt B|B’ nach folgender Vorschrift durch-
fithren. In die Klasse B nehmen wir die rationalen Zahlen b, fiir welche «? < y ist,
und in die Klasse B’ die rationalen Zahlen ¥’, fiir welche «b" > y gilt.

Wir zeigen, da8 die Klassen B und B’ nicht leer sind. Nach Ungleichung (2) gilt

af > 1+ nlx — 1) > n{x — 1),
und es geniigt,

4
x—1

n >

zu wihlen, damit a® > y ist; jede solche natiirliche Zahl n gehért zur Klasse B’
Andererseits ist

1 1
<

P ==
a® onfe — 1)’

und es geniigt,

n > ————
y(x — 1)
zu wihlen, damit a" < y ist, und jede solche Zahl —n liegt in der Klasse B. Die
iibrigen Forderungen, die an einen Schnitt gestellt werden, sind hier ebenfalls er-
fiallt,

Der Schnitt B | B’ definiert eine reelle Zahl g, welche die ,,Randzahl‘ zwischen den
Zahlen beider Klassen bildet. Nach Definition der Potenz ist

<ol <a¥ (B<p<b),

wobei «f die eindeutig bestimmte Zahl ist, die alle solchen Ungleichungen erfiillt.
Fiir die Zahl y gilt (nach Konstruktion des Schnittes)

ol <y <ol
Folglich ist
o=y und f==1log,y (man schreibt auch g = *log y).

Damit ist die Existenz des Logarithmus bewiesen.

21. Das Messen von Strecken. Die Tatsache, dafl im Bereich der rationalen Zahlen
nicht allen Strecken eine Linge zugeordnet werden konnte, war ebenfalls ein wich-
tiger Anlaf zur Einfiihrung der irrationalen Zahlen. Wir zeigen jetzt, da8 die durch-
gefiihrte Erweiterung des Bereichs der rationalen Zahlen (zum Bereich der reellen
Zahlen) ausreicht, um das Problem der Streckenmessung zu 16sen.

Zunichst formulieren wir die Aufgabe selbst.!)

Es soll jeder geradlinigen Strecke A eine positive reelle Zahl I(A) zugeordnet werden,
welche man ,,Linge der Strecke A nennt, und zwar so, daf

a) irgendeine zuerst ausgewdhlte Strecke E (die Einheitssirecke) die Linge 1 hat,
KE) = 1;

1) Wir benutzen hier die in der Schulgeometrie iibliche Darlegung und verzichten auf eine
axiomatische Einfithrung,
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b) gleiche Strecken ein und dieselbe Linge haben;

c) beim Aneinanderfiigen von Strecken die Linge der Summe stets gleich der Summe
der Lingen der addierten Strecken ist:

U4 + B) = l(4) + U(B)
(Additivitdt).
Diese Bedingungen ermdglichen eine eindeutige Losung der Aufgabe.

Aus b) und c) folgt, daB der g-te Teil der Einheitsstrecke die Linge —3- haben muf;
wird dieser Teil p-mal als Summand genommen, so erhalten wir nach c) eine Strecke,
die die Linge L haben muB. Wenn also die Strecken 4 und E ein gemeinsames Maf

haben (,,kommensurabel* sind) und dieses ¢-mal in & und p-mal in 4 enthalten ist,
so ist notwendigerweise

14y = 2.
(4) .

Man sieht leicht, da diese Zahl nicht von dem gewihlten gemeinsamen Maf8 ab-
hingig ist und daB Strecken, die mit der Einheitsstrecke kommensurabel sind, nach
dieser Vorschrift eine rationale Linge zuzuordnen ist; fiir solche Strecken ist also
die Aufgabe des Messens vollstindig geldst.

Ist eine Strecke A gréfBer als eine Strecke B, so daB also 4 = B 4 C ist, wobei C
ebenfalls eine bestimmte Strecke bedeutet, so mufl auf Grund von ¢)

{4) = UB) + UO)

sein, und wegen [(C) > 0 ist [(4) > U(B). Somit miissen ungleiche Strecken ungleiche
Ldngen haben, und zwar die groﬁere Strecke auch die grofere Ldinge.

Da jede positive rationale Zahl £ die Léange einer bestimmten Strecke ist, die mit

der Einheitsstrecke £ kommensurabel ist, ist nach unseren Ausfithrungen klar, daf
eine Strecke, die nicht mit der Einheitsstrecke kommensurabel ist, keine rationale
Linge haben kann.

Es sei nun X eine solche Strecke, die mit E inkommensurabel ist. Dann lassen sich
beliebig viele Strecken § und 8’ finden, die mit ' kommensurabel und kleiner bzw.
groBer als X sind.’) Wenn man ibre Lidngen mit s und s’ bezeichnet, also I(S) = s,
I(8') = &’ setzt, so muB die gesuchte Linge I(X) der Ungleichung

s<X)y<§

geniigen.?) Verteilt man alle rationalen Zahlen auf die beiden Klassen §* und 8%,
indem man zur Unterklasse §* alle Zahlen s (und aufer ihnen alle negativen Zahlen
und 0) nimmt und zur Oberklasse 8'* alle Zahlen &', so erhilt man einen Schnitt im
Bereich der rationalen Zahlen. Da in der Unterklasse offenbar keine grofte Zahl und
in der Oberklasse keine kleinste existiert, definiert dieser Schnitt eine irrationale
Zahl g, welche die einzige reelle Zahl ist, die der Ungleichung s < ¢ < ¢’ geniigt.
Diese Zahl miissen wir als die Linge I[(Z) ansehen.

1) Dies 1aBt sich leicht beweisen, indem man von dem geometrischen Axiom des ARCHIMEDES
ausgeht, von dem bereits in Nr. 5 die Rede war.

2) Es versteht sich, daB fiir die Linge einer mit £ kommensurablen Strecke X' diese Ungleichung
ebenfalls erfullt ist.
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Wir nehmen nun an, wir hitten im Sinne unserer Vorschrift alle Strecken, sowohl
den mit E kommensurablen als auch den mit & inkommensurablen, eine Lange zu-
geordnet. _

DaB die Bedingungen a) und b) erfiillt sind, ist klar. Wir betrachten zwei Strecken
P, X mit den Lingen

o =1UP), o=1UZ)

und die Summe dieser Strecken 7' = P + X, deren Linge wir mit z = [(T') be-
zeichnen.
Wir wihlen beliebige rationale positive Zahlen r, 1/, s, ¢’ so, da}

r<e<r, s<o<s

ist, und konstruieren Strecken R, R’, S, §’, welche die entsprechenden Léngen r, ¢/,
-8, 8’ haben.

Die Strecke R 4 S (der Linge r 4 s) ist kleiner als 7' und die Strecke R’ + 8’ (der
Linge r' 4 s') groBer als T'. Daher gilt

r+s<t<r +¢.

Nach Nr. 12 ist aber die einzige reelle Zahl, die zwischen den Zahlen der Form r 4 s
und ¢’ + ¢ liegt!), genau die Summe p + o. Folglich gilt v = ¢ + o, was zu beweisen
war. .

Die ,,Additivitat‘ 146t sich durch Induktion auf den Fall einer beliebigen endlichen
Anzahl von Summanden ausdehnen.

-25 0 A ~ 4
: o _1_JE —F o
X - Abb. 1

Wenn man auf einer Achse (einer gerichteten Geraden; Abb. 1) einen Ursprung O
und eine Einheitsstrecke der Linge OF abtrigt, so entspricht jedem Punkt X dieser
Geraden eine bestimmte reelle Zahl, seine Abszisse x, die gleich der Linge von OX ist,
wenn X in positiver Richtung von O liegt, oder gleich der negativen Lange, wenn X
in negativer Richtung von O liegt. Naturgemi8 erhebt sich die Frage, ob auch das
Umgekehrte gilt, d. h., ob jeder reellen Zahl x hierbei ein bestimmter Punkt der Geraden
entspricht. Dieses Problem wird in der Geometrie in bejahendem Sinne gelost, und
zwar mit Hilfe des Stetigkeitsaxioms, das fiir die Gerade als Punktmenge eine Eigen-
schaft zum Ausdruck bringt, die der Stetigkeit des Bereiches der reellen Zahlen
(Nr. 10) analog ist. Somit kann man zwischen allen reellen Zahlen und den Punkten
einer gerichteten Geraden (einer Achse) eine umkehrbare eindeutige (d. h. einein-
deutige) Zuordnung herstellen.

Die reellen Zahlen konnen auf die Punkte einer Achse abgebildet werden, welche in
diesem Zusammenhang Zahlengerade genannt wird.

Diese Abbildung werden wir von nun an stindig benutzen.

1) Die Beschrinkung auf positive Zahlen r und s ist natirlich nicht von Belang.
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§ 1. Folgen und ihre Grenzwerte

22. Verinderliche GriBen, Folgen. In der Physik und in anderen Naturwissenschaften
hat man es mit einer Vielfalt verschiedener Gr68en zu tun: Zeit, Linge, Volumen,
Gewicht usw. Jede von ihnen nimmt den Umstinden entsprechend verschiedene
Werte an oder auch nur einen einzigen. Im ersten Fall haben wir es mit einer ver-
dnderlichen Grofe zu tun, im zweiten mit einer konstanten GroBe.

In der Mathematik sehen wir jedoch von der physikalischen Bedeutung einer sol-
chen Gréfe ab, da hier nur die Zahl interessiert, durch welche sie ausgedriickt wird.
Nurin den Anwendungen wird die physﬂ;a,hsche Bedeutung einer Grof8e wieder wich-
tig. Demnach ist eine verdnderliche GroBe (oder kurz: Verdnderliche oder Vamable)
fiir uns eine abstrakte oder eine rein numerische Verinderliche. Man bezeichnet sie
mit irgendeinem Symbol (z. B. mit dem Buchstaben z), dem man Zahlenwerte zu-
schreibt.

Eine Veranderliche wird als gegeben angesehen, wenn die Menge & = {x} der
Werte bekannt ist, welche sie annehmen kann. Eine konstante GréBe (kurz: Kon-
stante) 148t sich zweckmaiBigerweise als Spezialfall einer Verdinderlichen auffassen;
und zwar entspricht dieser Fall der Annahme, da die Menge & == {x} aus einem ein-
zigen Element besteht.

Zur Definition des Begriffs Grenzwert einer Verdnderlichen = reicht es nicht aus,
dafl man wei}, zu welcher Zahlenmenge & die von der Veridnderlichen angenommenen
Werte gehdren; man muB auBerdem wissen, welche Werte (unter denen auch gewisse
Werte mehrfach auftreten kdnnen) sie tatsichlich annimmt und in welcher Reihen-
folge diese Werte angenommen (,,durchlaufen*‘) werden.

Wir verschieben die Behandlung des Problems der sogenannten gerichteten Ver-
dnderlichen und ihrer Grenzwerte in allgemeinster Darstellung an das Ende des
dritten Bandes?) (bis der Leser geniigend Erfahrung auf diesem Gebiet gesammelt hat)
und widmen das vorliegende Kapitel dem Studium eines einzigen, und zwar des ein-
fachsten und iiberdies wichtigsten Spezialfalls einer solchen verdnderlichen Grofe.

Wir beginnen mit der Festlegung des Begriffs der Zaklenfolge. Wir stellen uus die
Folge

1,2,8,..,n,0,ny .00 (1)

der natiirlichen Zahlen vor, in der die Zahlen wachsend angeordnet sind, so da8 die
groBere Zahl n’ auf die Kleinere Zahl 2 folgt (oder die kleinere Zahl » der groBeren n'
vorangeht). Ersetzen wir jetzt in der Folge (1) nach 1rgendemer Vorschrift jede natiir-
liche Zahl » durch eine reelle Zahl z,, so erhalten wir eine Zahlenfolge

L1y gy Lys vees Ly evey Tys 0nes (2)

1) Vgl. dort 8. 541 den Anhang: Der allgemeine Gesichtspunkt-beim Limesbegriff.
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deren Glieder oder Elemente x, mit Hilfe aller natiirlichen Zahlen numerier.t und
nach wachsenden Nummern (Indizes) angeordnet sind. Fiir n’ > n folgt das Glied z,
dem Glied , (x, geht z, voran), unabhingig davon, ob die Zahl z, selbst gréfer,
kleiner oder auch gleich der Zahl z, ist.!) .
Eine Verénderliche z, die eine gewisse Folge (2) von Werten annimmt, nennen wir
[nach Cu. MERAY?)] eine diskrete Verdnderliche (oder Variante). Dies ist gerade der
Typ von Veréinderlichen, auf den wir unsere Betrachtung hier beschrinken wollen.
Bereits in der Schulmathematik hat der Leser Verdnderliche dieser Art, diskrefe
Verinderliche, kennengelernt. Er kennt z. B. Folgen (Progressionen) der Form

a,a+d,a-+2d,...,a -+ (n—1)d,... (Glied der Folge)
i 2 3 7 (Index)

(arithmetische Folgen) oder Folgen der Form
a, aq, ag®, ..., aq™ 1, ...

(geometrische Folgen); das verinderliche Glied jeder dieser beiden Folgen ist eine
diskrete Veridnderliche.

Im Zusammenhang mit der Definition der Linge des Kreisumfangs betrachtet
man im allgemeinen als Veriinderliche den Umfang des dem Kreis einbeschriebenen
regelmiBigen Vielecks, das man aus dem Sechseck durch fortlaufende Verdoppelung
der Seitenzahl erhilt; diese diskrete Verdnderliche nimmt die Folge der Werte

pg = 6R, pp=12R}2 — ]/1—’;, (Glied der Folge)
1 2 (Index)

pos = 2UR Y2 - V2 + 13, pag,... (Glied der Folge)

3 4 (Index)
an. _
Wir erwihnen noch die Naherungsbriiche fiir /2, die diese irrationale Zahl (bei-

spielsweise von unten) mit wachsender Genauigkeit approximieren. Sie bilden die
Folge der Werte

1,4; 141; 1,414; 14142; ... (Glied der Folge)
12 3 4 (Index)

Wir haben also auch hier eine diskrete Verdnderliche vor uns.

Eine Verinderliche z, welche eine Folge (2) durchlduft, wird oft mit x, bezeichnet,
indem man sie mit dem veridnderlichen (,,allgemeinen‘‘) Glied dieser Folge identi-
fiziert. Eine Folge, deren allgemeines Glied z, ist, wird vielfach auch mit {z,} be-
zeichnet.

Manchmal wird eine diskrete Verdnderliche dadurch vorgegeben, daf der Aus-
druck fiir z, direkt hingeschrieben wird ; so haben wir im Fall der arithmetischen bzw.
geometrischen Progression z,, = a -+ (n — 1) d bzw. 2, = ag®1. Hier a8t sich sofort
jeder Wert der diskreten Verinderlichen durch Vorgabe des Index berechnen, ohne
daB die vorhergehenden Werte bestimmt werden miissen.

1) Analog definiert man den Begriff einer Folge von Punkten auf einer Geraden oder von irgend-
welchen Objekten anderer Art.
?) Huvaues CHARLES ROBERT MERAY, 1835 —1911, franzdsischer Mathematiker.
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Fiir den Umfang des regelmifigen einbeschriebenen Vielecks ist ein solcher all-
gemeiner Ausdruck nur méglich, wenn man die Zahl = (und trigonometrische Funk-
tionen) einfiihrt. Allgemein gilt fiir den Umfang p, des regelmiBigen einbeschrie-
benen m-Ecks die Formel

. T
Pm = 2mR sin ool
In anderen® Fillen kann es vorkommen, dal man keinen Ausdruck fiir dag all-
gemeine Glied z, einer Folge (2) kennt. Nichisdestoweniger sieht man eine Folge (2)
und damit auch die ihr entsprechende diskrete Verdnderliche als gegeben an, wenn man
wenigstens die Vorschrift kennt, nach der jeder Wert der diskreten Verdnderlichen be-
rechnet werden kann, sobald sein Index bekannt ist. Wenn wir also die Regel zur an-
genidherten Berechnung der Wurzel kennen, kénnen wir die ganze Folge der Nihe-

rungsbriiche fiir Y2 als gegeben ansehen, obgleich wir keinen Ausdruck fiir das all-
gemeine Glied kennen,

Ist eine diskrete Veranderliche in diesem Sinne gegeben, so ist damit nicht nur die
Menge der Wert-e, die sie annimmt, im ganzen gegeben, sondern auch die Reihenfolge
bestimmt, in der sie diese Werte durchlduft: Jedem Index entspricht ein Wert der
diskreten Veranderhchen, und aus den beiden Werten 148t sich der folgende berech-
nen, dessen Index grofer ist.

Wir betonen noch einmal, daB die Werte einer diskreten Verinderlichen nicht un-
bedingt voneinander verschieden sein miissen. Ist beispielsweise eine diskrete Ver-
dnderliche durch eine der Formeln

Bl S

ta=1, @ = (=1, :

gegeben, so lauten die entsprechenden Folgen

1, 1, 1, 1, 1, 1, ... (Werte, Glieder der Folge)
1 2 3 4 5 6 (Index)
1, -1, 1, —1, 1, —1, ... (Werte, Glieder der Folge)
1 2 3 4 5 6 (Index)

0, 1, 0, -é—, 0, -31),-, cren (Werte, Glieder der Folge)
1 2 3 4 5 6 (Index)

Im ersten Fall haben wir einfach eine konstante Grofle; die ganze ,,Menge* der
Werte, die von der Verdnderlichen angenommen werden, reduziert sich auf einen
einzigen. Im zweiten Fall besteht die Menge aus zwei Werten, 1 und —1, die ab-
wechselnd angenommen werden. Im dritten Fall schlieBlich ist die Menge der Werte
der Verinderlichen unendlich; das hindert aber die Veridnderliche nicht, ein ums
andere Mal den Wert 0 anzunehmen, und wir stellen fest, dafl der Wert 0 an der
fiinften Stelle nicht nur auf den Wert' 1 an der zweiten Stelle, sondern auch auf den
Wert 0 an der ersten Stelle folgt.

23. Der Grenzwert einer diskreten Veriinderlichen. Diesen Begriff hat der Leser ver-
mutlich ebenfalls bereits in der Schule kennengelernt. Hier soll er jedoch genau defi-
niert werden.
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Eine konstante Zahl a heiBt Grenzwert einer diskreten Verdnderlichen x = x,, wenn
zu jeder noch so kleinen positiven Zahl ¢ eine Zahl N existiert derart, da alle Werte
Z,, deren Index groBer ist als N, der Ungleichung

lxn —al<e (3)

geniigen.
Den Sachverhalt, daBl @ der Grenzwert einer diskreten Veranderhchen ist, driickt
man folgendermafien aus:

limz, =a bzw. limz, =a bzw. lmxz =a
n~>00 )

(lim ist die Abkiirzung des lateinischen Wortes limes = Grenze).
Man sagt auch, die Verdnderliche x, strebe gegen a, und schreibt

Ty, —>a bzw. z->a.

Mitunter wird die Zahl @ auch Grenzwert der Folge (2) statt Grenzwert der Verdnder-
lichen genannt, und man sagt, diese Folge konvergiere (statt die Veridnderliche
sirebe) gegen a.

Die gleiche Definition kann kurz folgenderma,ﬁen formuliert werden:

Die Zahl g ist Grenzwert der diskreten Verdnderlichen x = x,, wenn sich ihre Werte
von einer bestimmten Stelle an (dafiir sagt man auch ,,zuletzt* oder ,,schlieBlich)
beliebig wenig von a unterscheiden.

Die Ungleichung (3), in der ¢ beliebig ist, ist gerade die genaue Umschreibung der
Aussage, daf sich z, von a ,,beliebig wenig unterscheidet’, und die Zahl N gibt gerade
die Stelle an, von der an dieser Sachverhalt eintritt.

Es ist wichtig, sich dariiber klar zu werden, daf} die Zahl N im allgemeinen nicht ein
fiir allemal angegeben werden kann, sondern von der Wahl der Zahl ¢ abhingt. Um
dies hervorzuheben, werden wir statt N mitunter N, schreiben. Eine Verkleinerung
der Zahl ¢ hat im allgemeinen eine VergroBerung von N = N, zur Folge: Je naher
die Werte der diskreten Verdnderlichen x, bei dem Wert a liegen sollen, desto grofer
werden die Indizes derjenigen Glieder in der Folge (2) sein, die dafiir erst in Betracht
kommen. ‘ _

Eine Ausnahme bildet der Fall, daB alle Werte der diskreten Verinderlichen z,
gleich der konstanten Zahl a sind. Offenbar ist dann @ = lim z,, und diesmal ist die
Ungleichung (3) fiir beliebiges ¢ > 0 gleichzeitig fiir alle Werte z, erfiillt.!) Die Un-
gleichung (3) ist, wie wir aus Nr. 17 wissen, gleichwertig mit den Ungleichungen
—e < x, — a < ¢ oder

a—e<x,<a- e 4)

dies werden wir im folgenden oft benutzen,

Stellt man die Zahlen @, a - ¢ und die Werte z, unserer diskreten Verinderlichen
durch Punkte auf der Zahlengeraden (Nr. 21) dar (Abb. 2), so erhilt man eine an-
schauliche geometrische Deutung des Grenzwertes der Folge. Wie klein auch immer

aQ-e a+€
S \
O O~O——0- OO -
MY X, X Abb. 2

1) Analog liegen die Verhiltnisse bei einer diskreten Verinderlichen z,, deren Werte von irgend-
einer Stelle an gleich a sind.
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eine Strecke (der Linge 2¢) mit dem Mittelpunkt im Punkt a gewihlt sein moge,
schlieflich miissen alle Punkte 2, von einem bestimmten Punkt an in das Innere
dieser Strecke fallen (so daB auflerhalb dieser Strecke tatsichlich nur endlich viele
dieser Punkte liegen).) Der Punkt, der den Grenzwert a darstellt, ist sozusagen

Sammelpunkt eines Haufens von Punkten, die die Werte der diskreten Verinder-
lichen darstellen.

24. Unendlich kleine GrdBen. Von besonderem Interesse ist der Fall, daB die Ver-
dnderliche gegen 0 strebt, z, — 0.

Eine diskrete Verinderliche z,, die den Grenzwert 0 hat, nennt man eine un-
endlich kleine Grofe oder auch kurz unendlich klein. Eine Folge mit dem Grenzwert 0
wird Nullfolge genannt.

Setzt man in der Definition des Grenzwertes einer diskreten Verinderlichen (Nr., 23)
fiir @ den Wert 0 ein, so erhilt die Ungleichung (3) die Gestalt

2, — 0] = |2, < e (firn > N,).

Somit kann die obige Definition einer unendlich kleinen GréBe auch formuliert
werden, ohne daf der Terminus ,,Grenzwert‘‘ benutzt wird : Eine diskrete Verinder-
liche ,, wird unendlich klein genannt, wenn sie ihrem Absolutbetrag nach von einer
bestimmten Stelle an kleiner als eine beliebig klein vorgegebene Zahl ¢ > 0 wird
und bleibt.

Der nicht ganz glickliche (historisch entstandene) Terminus ,,unendlich kleine
GroBe* darf den Leser nicht zu einem Irrtum verleiten. Kein einzelner Wert dieser
GréBe kann — wenn er nicht gleich 0 ist — ,klein“ genannt werden. Der Kern
der Sache besteht darin, daB es sich um eine verdnderliche GroBe handelt?), welche
nur im ProzeB ihrer Anderung fihig ist, kleiner als jede beliebig gewihlte positive
Zahl ¢ zu werden. Statt unendlich klein sagt man vielfach auch beliebig klein.

Wir kehren zum allgemeinen Fall einer diskreten Verdnderlichen z, zuriick, die den
Grenzwert a besitzt. Die Differenz

“":xn“—a

zwischen der Verdnderlichen und ihrem Grenzwert ist offenbar unendlich klein; denn
es gilt auf Grund von (3)

lon] = |2, — a] <& (fiir n > N,).

Ist umgekehrt jedoch «, unendlich klein, so gilt x, — a. Dies fiihrt uns auf folgende
Aussage: ’

Eine diskrete Verdinderliche x, besitzt dann und nur dann (oder genau dann) eine
konstante Zahl a als Grenzwert, wenn die Differenz zwischen der Verdnderlichen und
threm Grenzwert, x, = x, — a, unendlich klein ist (d. h. eine Nullfolge bildet).

Man kann also fiir den Begriff ,,Grenzwert“ noch eine andere (der ersten gleich-
wertige) Definition geben: Eine konstante Zahl a heit Grenzwert einer diskreten Ver-
anderlichen x,, wenn die Differenz zwischen den Gliedern der Folge und der Zahl a
eine unendlich kleine GroBe ist. ‘

1) Daher findet sich in der dlteren Literatur auch folgende Definition des Grenzwertes einer
Folge: a ist Grenzwert der Folge {z,}, wenn fiir jedes & > 0 fast alle z,, (das bedeutet in die-
sem Zusammenhang: alle, mit endlich vielen Ausnahmen) der Ungleichung |z, — a| < & ge-
niigen. — Anm. d. Red.

?) Ausgenommen ist der uninteressante Fall, dal alle Glieder der Folge gleich 0 sind.
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Gehen wir von dieser Definition des Grenzwertes aus, so versteht es sich von selbst,
daB wir dann fiir den Begriff ,,unendlich klein“ die zweite der oben angegebenen
Definitionen benutzen miissen (vgl. S.47). Sonst wiirde man ndmlich zu einem
Zirkelschluf gelangen: Der Grenzwert wére durch den Begriff ,,unendlich klein‘
und der Begriff ,,unendlich klein‘* durch den des ,,Orenzwertes‘‘ definiert. Wenn also
eine Verinderliche 2, gegen a strebt, dann kann sie auch in der Form

z, = a -+ o,

dargestellt werden, wobei «, unendlich klein ist. La8t umgekehrt eine Verinderliche
x, eine solche Darstellung zu, so hat sie den Grenzwert a. Dies wird in der Praxis oft
zur Bestimmung des Grenzwertes einer Veridnderlichen benutzt.

25. Beispiele.
1. Wir betrachten die diskreten Verinderlichen

1 1 (—1)mt
Xy == ==y Xy T2 mm—, X
n n n

ihnen entsprechen die Wertefolgen

1 1 1 1
» 2; 3; 4; ’
gy, 4, 40 1
’ 2; 3; 4; vy
,, -+, L1 _1
» 2; 3; 4;

Alle drei Veranderliche sind unendlich kleine Gréfen, d. h., sie haben den Grenzwert 0. Denn
fiir sie gilt

i
[2g] = — < &,
7n

sobald » > L ist. Somit kann man z. B. fir N, die grote ganze Zahl wihlen, die in 1 ent-
P> P>

halten ist; wir bezeichnen sie mit B 1 {oder auch mit 1 ).1)
P> €

Es sei noch erwiahnt, dall die erste Verinderliche immer gré8er als ihr Grenzwert 0 ist, die
zweite immer kleiner als dieser Grenzwert und die dritte abwechselnd gréBer und kleiner als
dieser. '

2. Setzt man

2 —1)#
xﬂ - u———t-(-—-__).__ s
n
.. . . . . 3 1 3 1 3 . s
so durchlduft die Verdnderliche die Wertefolge 1, —, TR Auch in diesem Fall
‘ 5
giltz, - 0,da lz,;]| = 7?;- < & fur n > 3 ist, so daBl man fiir ¥, den Wert 2 nehmen kann.
£ &

Wir haben es hier mit einer interessanten Besonderheit zu tun: Bei einem ,,Schritt nahert
sich die Verinderliche ihrem Grenzwert 0, beim nichsten entfernt sie sich von ihm,

1) Allgemein bezeichnen wir mit [p] = E(p) die gréBte ganze Zahl, die p nicht fibertrifft, oder,
mit anderen Worten, den ganzen Teil der Zahl p. (F ist der Anfangsbuchstabe des franzosi-
schen Wortes entier = ganz.)
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3. Es sei jetzt
_ 14 (=

n

x n

Mit dieser Folge haben wir uns schon am Schlufl von Nr. 22 befaBt. Hier gilt ebenfalls z, — 0,
weil

2
Ixnlé - < €
k(7

wird, sobald n > N, = 2 ist.
€

Wir weisen darauf hin, daf fir alle ungeraden Werte von z die Verinderliche gleich ihrem
Grenzwert ist.

Diese einfachen Beispiele sind deshalb interessant, weil sie die Vielfalt der Moglichkeiten
charakterisieren, die durch unsere Definition des Grenzwertes einer Folge erfaft wird. Es ist
unwesentlich, ob sich die Werte der Verdnderlichen nur von einer Seite her dem Grenzwert
nihern oder nicht; ebenso ist es unwesentlich, ob sich die Verinderliche mit jedem Schritt
ihrem Grenzwert nidhert. Und schliefilich ist es unwesentlich, ob die Veridnderliche ihren
Grenzwert erreicht, d. h., ob sie Werte annimmt, die gleich dem Grenzwert sind. Wesentlich
ist nur das, was in der Definition zum Ausdruck kommt: Die Verinderliche darf sich zu-
letzt, d. h. fiir alle hinreichend grofien Indizes, vom Grenzwert nur beliebig wenig unterschei-
den.,

4. Nehmen wir jetzt ein komplizierteres Beispiel fiir eine Folge:

nt—n 4 2
3n2 4 2n — 4

x, =
Wir zeigen, daBl ihr Grenzwert die Zahl %- ist. Zu diesem Zweck betrachten wir die Differenz

:c,,--l—w —bn 4+ 10

3 3(3n%+ 20 —4)

und schitzen ihren absoluten Betrag ab. Fir » > 2 gilt

5n — 10 < 5n < bn <L
3302+ 20 —4)  3(3n2—4) 2-222  n’

1
x”—--:;’- =

so daB dieser Ausdruck kleiner als & wird, wenn n > N . = [-!-] ist, Hiermit ist bewiesen, dafl
. ;

x, gegen -?%)- strebt.

5. Wir definieren eine Folge durch

s .
z, = allt = Va (@ > 1)

und zeigen, daB z, — 1 gilt.
Benutzt man die Ungleichung (3) aus Nr. 19, so kann man schreiben:

a—1

|2g — 1} ==7]7;~'1< < e, sobald n>N,=[a~1] ist.

€
Es ist jedoch méglich, auch anders zu argumentieren. Die Ungleichung

e, — 1] =all® —1 <¢

4 TFichtenholz I
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ist gleichwertig mit
1

1
— <1 1 d Sy a—
n< og, (1 + ¢) oder n>loga(1+£)

so daf sie fiir n > N‘s == l:r—-—a—:—{:——')-] erfiillt ist.
og, €

Je nach der Art der Uberlegung kamen wir zu verschiedenen Ausdriicken fiir N,. Zum Bei-
9
7= 900 und

?

= ———L~ == 231 nach der zweiten. Mit Hilfe der zweiten Methode erhielten wir
0,00432...

den kleinsten der moglichen Werte fiir N, o;, denn schon 101/231 = 1,010017... unterscheidet sich
von 1 um mehr als um ¢ = 0,01. Dasselbe tritt auch im allgemeinen Fall ein, da, wie leicht zu

spiel erhalten wir fir a = 10, ¢ == 0,01 nach der ersten Methode N, 4, == 5

'
N 0,01

sehen ist, firn = notwendigerweise ¢!/ — 1 > ¢ ist.

~log, (1 4 €)

In diesem Zusammenhang bemerken wir, daBl es gar nicht darauf ankommt, gerade den
kleinstmoglichen Wert von N, zu kennen, wenn es sich nur um den Nachweis der Tatsache
handelt, daB} eine Folge einen Grenzwert hat. Es kommt nur darauf an, daf§ die Ungleichung (3)
von einem gewissen Index an erfilllt ist, aber nicht darauf, ob dieser Index grofl oder klein ist.

6. Ein wichtiges Beispiel fiir eine unendlich kleine GroBe gibt die diskrete Verdnderliche
o, = g" fir |g < 1.
Um zu beweisen, daf x, gegen 0 strebt, betrachten wir die Ungleichung
gl = || < &3
log &

log Iqf
was wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen kénnen)

N _[loge]
¢ |log lgl}’

so ist fiir n > N, die erwihnte Ungleichung sicher erfillt.
Analog iiberzeugt man sich leicht davon, daB die diskrete Verinderliche 8, = 4 - g%, wobei
wie eben |g] << 1 und 4 eine konstante Zahl ist, unendlich klein ist.

sie ist gleichwertig mit = - log |¢| < log ¢ oder n > 1) Setzen wir also (fir e << 1,

7. Wir betrachten ferner die unendliche fallende geometrische Folge
a, ag, ag*, ..., ag" %, ... (lgl < 1)

und werfen das Problem auf, die Summe der entsprechenden unendlichen Reihe zu bilden (vgl.
auch Beispiel 9).

Unter der Summe einer unendlichen Reihe versteht man bekanntlich?) den Grenzwert, gegen
den die Summe s,, der ersten n Glieder bei unbegrenzt wachsendem n strebt. Nun ist

s__a—-aq“__ a a
" l—qwl——q 1—g¢

q",

um die Gréofle o, = — - q* abweicht, die, wie wir

so daB s, von der festen Zahl
1) Unter log z verstehen wir hier (und auch weiterhin) log, . Es ist zu beachten, daB Jg] < 1,
also log |g] < 0 ist; daher muB sich bei Division durch diese Zahldie Ungleichung umkehren.
%) In den Beispielen kniipfen wir vielfach anSchulkenntnisse an, obwohl der Schulstoff meist
nicht wissenschaftlich einwandfrei dargeboten wird. Im Laufe des Studiums dieses Werkes

wird der Leser die exakten Definitionen aller verwendeten Begriffe kennenlernen. — Anm.
d. Red.
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bereits sahen, unendlich klein ist. Folglich gilt nach der zweiten Definition des Grenzwertes
fir die gesuchte Summe der Reihe:

a
1—g¢ )
Demnach ist diese Zahl die Summe der unendlich vielen Glieder der Reihel):

8 == lims,,..-z

a.
1—gq

@+ ag + ag® -+ aghtt o =

8. Es seien zwei Zahlen a und b gegeben. Wir setzen zy = a und «; = b und definieren die
folgenden Werte der Folge x, durch

xn-—z + xn—-l (n 2 2).
_ '—"'2_"_ - =

Dadurch ist die Folge der z,, tatsichlich gegeben, da sich, wenn wir » = 2, 3, 4, ... annehmen,
sukzessive alle ihre Werte bis zu jedem beliebigen einschlieBlich ermitteln lassen.
Subtrahieren wir auf beiden Seiten der vorstehenden Gleichung «,_,, so erhalten wir
1

Ty — Xpoy == -5 (Tyeq — Xp—s) (n=23,4,...).

Damit ergibt sich in der Folge der Differenzen

X, ==

Ty —Tg=b—a, 23—, ooy Tyg— Tpug, Ty — Tyqs o»

jede (beginnend mit der zweiten) aus der vorhergehenden durch Multiplikation mit — —%- , d. h.,
es liegt eine geometrische Folge mit dem Quotienten .._.:.‘12_ vor. Da die Summe von » ihrer

Glieder gleich z, — @ ist, erbalten wir unter Benutzung der aus Beispiel 7 bekannten Formel
fir die Summe einer Progression sofort die Beziehung

lim(xﬂ—-a)z__..b.:_fl_..::-é-.(b_.a).

2
Daraus ergibt sich leicht

. 2 a-+2b
hmx,,=a+-§--(b~—a)=== 4:; .

9. Ahnlich wie die geometrische Folge konnen wir eine beliebige Zahlenfolge

Gys Qos Bgy ooy Cpy o

betrachten und durch Addition (unter Beibehaltung der Reihenfolge) die ,»Teilsummen**
bilden:

A1=a1, Azxal+62, A3:=al+a2+a3, vesy
A, =a; + ay -+ -+ a,, ...

Strebt bei unbegrenzt wachsendem » der Ausdruck 4, gegen den (endlichen oder unendhchen)
Grenzwert A, so nennt man diese Zahl 4 die Summe aller Zahlen e, und schreibt

a, + ay -+ ay + o= A2)
Das Symbol auf der linken Seite der Gleichung nennt man eine unendliche Reihe.

» w .
1) Dafiir schreibt man auch unter Verwendung des Summenzeichens J; ag” = Z

o0 r==0 1'-'!1'
2) oder Y a, = A

=1

4%
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Von Reihen, deren Summe endlich ist, dagt man, dafl sie konvergieren.
Es sei z. B. die Reihe

1 1 1 1
T2z T s T Y amrn T
gegeben. Hier gilt?)
1 1 1 1 1
==l 5 Gy = =g T g
1 1 1

so daBB

1 1 1 1 1\ 1
== s — o — I SRS S Ji z== 1 ~=
A= (1-3) + (- 5) = Y 1
ist. Offenbar strebt 4, gegen 1, so daB die vorgegebene Reihe konvergiert und die Summe 1 be-

sitzt.
(Hat eine Reihe Leine endliche Summe, so sagt man, sie divergiere. Dies ist z. B. bei der Reihe

a + i eene 1 Ll
der Fall.)
26. Einige Sitze iiber Folgen, die einen Grenzwert habén. Die diskrete Variable z,
habe den Grenzwert a. Fiir beliebiges p << a (oder ¢ >>a) 1aBt sich leicht eine Zahl
¢ > 0 angeben derart, daf
| a—g>p (odera+e<q)

ist; hierzu geniigt es, ¢ kleiner als die Differenz a — p (oder ¢ — a) zu wihlen. Nun
148t sich aber nach Definition des Grenzwertes (Nr. 23) eine Zahl IV angeben derart,
daf fiir n > N die Ungleichung

T, >a—e¢ (r, <a-e)
erfiill ist [vgl. (4)], also erst recht die Ungleichung
z, >p (oderz, <gq).

1. Strebt eine diskrete Veranderliche x, gegen den Grenzwert a und ist a > p (baw.
a < q), so sind auch alle Werte der Verdanderlichen von einer bestimmien Stelle an grofer
als. p (bzw. kleiner als q).

Aus diesem einfachen Satz 1i8t sich eine Reihe niitzlicher Folgerungen ziehen.

2. Strebt eine Folge {x,} gegen den Grenzwert a > 0 (baw. <0), so‘ist die Verdnderliche
, selbst von einer bestimmten Stelle an positiv (bzw. negativ).

. .Zum Beweis braucht man im vorhergehenden Satz nur p = 0 (bzw. ¢ = 0) zu
setzen.

Damit 148t sich ein noch schérferes Ergebnis formulieren:

:3». Strebt gine Folge {x,} gegen einen Grenzwert a &= 0, so sind wenigstens die Glieder
mit hinreichend grofen Indizes dem Absolutbetrag nach gréfer als eine positive Zahl r,

Nxal >r >0 (fiir n > N).

1) Dies ist eine sogenannte Partialbruchzerlegung. — Anm. d. Red.



27. Unendlich groBie Grofen 53

In der Tat kann man bei @ > 0 (bzw. < 0)
O<p<a (bzw.a<g<0)

wihlen und r = p (bzw. r = |q|) setzen.

4. Hat andererseits eine Folge {x,) den Grenzwert a, so ist sie beschrankt in folgendem
Sinne: Alle ihre Glieder sind dem Absolutbetrag nach nicht gréfer als eine endliche
Schranke:

e, | =M (M =const;n=1,2,3,...).

Wir wihlen eine Zahl M’ > ja|, so daB also —M' < a < M’ gilt, und setzen
p = —M' und ¢ = M’. Dann 148t sich eine Zahl N angeben derart, daB fiir n > N

—M <z, <M oder |z, <M

gilt. Diese Ungleichung ist sicher fir n = N 4 1, N 4 2;... erfiillt, so daB ihr
hochstens die ersten NV Werte unserer Folge (oder n‘gendemex‘ von 1hnen) nicht ge-
niigen.

Wihlen wir also M gleich der grofiten der Zahlen

!xll’ !x2l9 LR lle, M',
so gilt fiir alle Werte von 2, die Beziehung |z,] < M, was zu beweisen war.

Bemerkungen.

I. Man kann die Beschrinktheit einer Verinderlichen 2, auch anders definieren ; man fordert,
daB die Ungleichungen

k=sx,<¢g (n==1,2,3,...)

erfillt sind, wobei & und g zwei endliche Zahlen sind. Natiirlich ist diese Definition der ersten
gleichwertig. Aus diesen Ungleichungen folgt nimlich, wenn man M gleich der groBeren der
Zahlen k|, |g| setzt, |z,| < M. Gilt umgekehrt die Ungleichung |z,] < M fiir alle n, so kann sie
in der Form — M = z, < M gechrieben werden, so daB8 —M die Rolle von k und M die Rolle
von ¢ spielt. O

I1. Die Aussage 4 ist nicht umkehrbar. Nicht jede beschriinkte Folge hat einen Grenzwert.
Nehmen wir als Beispiel &, == (—1)*+, so ist diese Folge natiirlich beschrinkt: |z,| < 1; sie
besitzt jedoch keinen Grenzwert. Die Glieder sind abwechselnd gleich +1 und —1.

Zum Schlufl beweisen wir die Eindeutigkeit des Grenzwertes, indem wir uns auf
Satz 1 stiitzen.

5. Eine Folge {x,} kann nicht zugleich gegen zwei verschiedene Grenzwerte streben.

Zum Beweis nehmen wir das Gegenteil an. Es gelte also gleichzeitig 2, — @ und
2, — b, wobel etwa a << b sei. Wir wihlen eine beliebige Zahl r zwischen a und b:

a<<r<hb.

Wegen x, —a und a < r gibt es eine Zahl N’ derart, daB} fiir alle n > N’ die Un-
gleichung 2z, < r erfiillt ist. Andererseits 148t sich wegen z, ~ b und b > r eine Zahl
N’ angeben derart, daB fiir alle » > N’ die Beziehung z, > r gilt. Wihlt man den
Index n sowohl gréBer als N’ als auch groBer als N/, so miifite der entsprechende Wert.
der Verinderlichen z, einerseits groBer als 7, andererseits kleiner als 7 sein, was un-
moglich ist. Dieser Widerspruch beweist unsere Behauptung.

27. Unendlich groBe Grifien. Den unendlich kleinen GrdBen lassen sich die unendlich
groBen Gréfen gegeniiberstellen.
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Eine diskrete Verinderliche z, wird unendlich grof8 genannt, wenn ihr absoluter
Betrag von einer bestimmten Stelle an gréBer als eine beliebig grol vorgegebene
Zahl F > 0 ist und bleibt:

[z, > E (fiir n > Npg).

Wie im Fall der unendlich kleinen GroB8en sei auch hier hervorgehoben, da kein ein-
zelner Wert einer unendlich groBen Grofle ,,groB* genannt werden kann.. Wir
haben es hier mit einer verinderlichen Gréfle zu tun, welche nur im ProzeB ihrer
Anderung groBer als jede beliebig gewihlte Zahl wird.

Als Beispiele fiir unendlich grofle Gr68en konnen die Folgen
Ty =1, Ty=—n, x,=(—1)"ln

dienen, welche die ganzen Zahlen durchlaufen: die erste die positiven, die zweite die negativen,
wihrend die dritte bei jedem Schritt das Vorzeichen wechselt.
AuBerdem sei hier ein weiteres Beispiel einer unendlich groBen Gréfe angegeben:

z, =" fur |Q]> 1.
Wie auch immer die Zahl > 1 gewihlt sein mag, die Ungleichung
|[al = |Q* > B

ist erfiillt, sobald = -log Q| > log E oder = > loghs ist!). so daf wir fir N, die Zahl
[logE log @] :

log |Q]

Ist eine diskrete Verinderliche , unendlich groB und behlt sie (wenigstens fiir
hinreichend grofies n) ein bestimmtes Vorzeichen (4 oder —) bei, so sagt man, die

Folge {x,} besitze (je nach dem Vorzeichen) den Grenzwert --oo oder —00, und man
schreibt

limz, = 4+c0 oder limz, = -+4+co oder z, > too
n—ro0

] wihlen kénnen.

bzw.
lim#, = —oco oder limz, = —oc oder =z, > —occ.
n—>00

Fiir diese Fille lassen sich auch unabhingige Definitionen angeben, indem man die
Ungleichung |x,| > E durch die Ungleichung

2, >E bzw. z,< —E

ersetzt, woraus bereits folgt, da z, > 0 bzw. x, << 0 ist.
Offenbar 148% sich eine unendlich grofie GréBe z, im allgemeinen Fall durch die
Relation |x,] — +-co charakterisieren.

‘Con der} oben angefiihrten Beispielen unendlich groBer GroBen strebt offenbar die diskrete
Verinderliche x, = n gegen -+co und z, = —n gegen —oo. Dagegen kann man vonaz,
= (—1)"17n weder sagen, daB sie gegen oo noch daB sie gegen —oo strebt. Von z, = Q®

schlieBlich kann man sagen, daB siefir @ > 1 gegen oo strebt und da8 sie fiir @ < —1 keinen
Grenzwert besitzt.

Mit den uneigentlichen Zahlen --oco haben wir uns bereits in Nr. 11 beschéftigt,
man muf} daran denken, daf} ihre Verwendung auf reinen Vereinbarungen beruht,

1) Wegen [Q] > 1 ist log |Q] > 0.
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und sich hiiten, mit diesen ,,Zahlen* irgendwelche arithmetischen Operationen aus-
zufiithren. Oft schreibt man statt + oo einfach oo, und auch wir werden von jetzt an
diese Schreibweise benutzen.

Die Einfithrung unendlicher Grenzwerte versto8t nicht gegen den Satz iiber die
Eindeutigkeit des Grenzwertes, den wir in Nr. 26 bewiesen haben (vgl. Aussage 5).
Wie dort gezeigt wurde (vgl. Aussage 4), ist eine Folge, die einen endlichen Grenz-
wert @ besitzt, beschrinkt und kann daher keinesfalls gleichzeitig gegen einen un-
endlichen Grenzwert streben.

Zum Schluf erwdhnen wir noch einen einfachen Zusammenhang, der zwischen
unendlich groBen und unendlich kleinen GréBen besteht: Ist eine diskrete Verdnder-

liche x, unendlich grof, so ist thr reziproker Wert &, = p unendlich klein.
n
Zum Beweis nehmen wir eine beliebige Zahl ¢ > 0. Wegen |z,| — oo 148t sich zu

der Zahl F = —i—— eine Zahl N derart angeben, dal}

1
[2a] > =

gilt, sobald n > N ist. Dann gilt fiir alle diese n offenbar
locn] < &,

womit unsere Behauptung bewiesen ist.
Analog beweist man die Umkehrung: Ist eine nicht verschwindende diskrete Ver-

. . o . 1 .
dnderliche o, unendlich klein, so ist thr reziproker Wert x, = = unendlich grof.
n

§ 2.  Sitze iiber Grenzwerte, die ihre rechnerische Bestimmung
erleichtern

28. Grenziiberginge bei Gleichungen und Ungleichungen. Sind zwei Folgen {x,} und
{¢o} durch ein Gleichheits- oder Ungleichheitszeichen miteinander verkniipft, so
meinen wir stets, daBl alle entsprechenden Glieder gleich bzw. ungleich sind, d. h.,
daB alle Glieder mit ein und demselben Index iibereinstimmen bzw. da@ fiir sie die
entsprechende Ungleichheitsbeziehung gilt.

1. Stimmen zwei Folgen {x,}, {y.} in allen ihren Werten diberein, d. h., gilt z, = y,
fiir n == 1,2, ..., und besitzt jede der Folgen einen endlichen Grenzwert,

limz, =a, limy,=>,

so stimmen auch die Grenzwerte iberein, @ = b.

Dies folgt unmittelbar aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes (Nr. 26, Aussage 5).
Diesen Satz benutzt man gewdéhnlich in der Form des Grenziibergangs in einer Glei-
chung: Aus z, = y, folgert man lim z, = lim y,.

2. Ist fiir zwei Folgen {x,}, {y,} stets die Ungleichung x, = y, erfillt und hat jede der
Folgen einen endlichen Grenzwert,

limz, =a, limy,=2>0,

so gilt a = b.
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Wiire namlich @ < b, so kénnten wir wie in Nr. 26, Aussage 5, schliefen und eine
Zah) r zwischen a und b wihlen: @ < r < b. Dann lie8e sich einerseits eine Zahl N”
angeben derart, da8 fiir n > N’ die Beziehung z,, < r gelten wiirde, andererseits eine
solche Zahl N, daB sich fiir » > N'' die Beziehung y, > r ergibe. Ist N gréfer als
die beiden Zahlen N’, N, so wiren fiir » > N gleichzeitig die beiden Ungleichungen

Ty, <7, Ynp>T71

erfiillt, woraus z, < y, folgen wiirde, was im Widerspruch zur Annahme steht. Da-
mit ist der Satz bewiesen.

Aus diesem Satz geht hervor, da8 man bet Ungleichungen (bet denen Gleichheit zu-
gelassen ist) zur Qrenze iibergehen darf. Aus z, = y, kann man schlieflen, daf lim z,
= lim y, ist. Natiirlich gilt die entsprechende Aussage, wenn man das Zeichen =
durch das Zeichen < ersetzt.

Wir machen den Leser jedoch darauf aufmerksam, da8 aus der echten Ungleichung
x, > Y, im allgemeinen nicht auch die echte Ungleichung lim z, > lim y, folgt, son-

dern nur lim z, = lim y,. So ist z. B. -11;’- > —— fiir alle n, aber

Iim 1 = lim (-—-}—) = 0.
n n

Zum Nachweis der Existenz und zur Bestimmung des Grenzwertes einer Folge
wird oft folgender Satz von Nutzen sein:

3. Sind fiir die Folgen {x,}, {y.}, {z.} stets die Ungleichungen x, < vy, < z, erfillt
und streben die Folgen {x,} und {z,} gegen den gemeinsamen Grenzwert a,

limz, = limz, = a,
so besitzt auch die Folge {y,} den gleichen Grenzwert:
limy, = a.

Wir geben ein beliebiges ¢ > 0 vor. Zu diesem & kénnen wir zunéichst eine Zahl N”
angeben derart, daf fiir n > N’

a—e<x,<<a-te

gilt. Damit 148t sich aber auch eine solche Zahl N’ angeben, daB fiir n > N*' die
Beziehung

a—e<<zz<a-te

erfiillt ist. Nun sei NV grofier als die beiden Zahlen N’ und N*’. Dannsind fiic n > N
beide vorstehenden Ungleichungen erfiillt, und es gilt daher

a—e<ThEYp S, <a-te.
Also gilt insbesondere fiir n > N
a—e<yY,<a-+e oder |y, —a|<s.

Also ist tatsdchlich lim v, = a.
Aus diesem Satz folgt als Spezialfall: Gilt a < y, < 2, fiir alle n und ist bekannt,
daf z, — a, so gilt auch y, —> a. Ubrigens ist dies sehr leicht auch direkt.zu zeigen,



29. Hilfssitze iiber unendlich kleine Gréfen B7

Die Sétze 1, 2 und 3 lassen sich leicht auf den Fall unendlicher Grenzwerte er-
weitern.

29. Hilfssiitze iiber unendlich kleine Grofen. In den folgenden Sitzen haben wir
gleichzeitig zwei (oder mehrere) Folgen zu betrachten, die durch arithmetische Grund-
rechenarten miteinander verkniipft sind. Wie vorhin soll es sich dabei stets um Folgen-
glieder mit gleichen Indizes handeln.

Ist beispielsweise von der Summe zweier diskreter Verdnderlicher z, und y, die
Rede, die einzeln die Werte

Xyy Xay Xgy eeoy Tny ooe UNA Y1y Yoo Yas oevs Yns oo
durchlaufen, so haben wir unter {z, -+ y,} die Folge der Werte
Z1 + Y1 Xa + Ya5 X3 + Yss ooy Ty + Yns ooo

zu verstehen.

Beim Beweis der Sétze, die sich auf die Resultate arithmetischer Rechenopera-
tionen mit diskreten Veridnderlichen beziehen, werden die beiden folgenden Hilfs-
sitze iiber unendlich kleine GroBen eine wichtige Rolle spielen.

Lemma 1. Die Summe endlich vieler unendlich kleiner Griflen ist eine unendlich
kleine Grofe.

Wir fithren den Beweis fiir den Fall zweier unendlich kleiner Gré8en «, und £, (der
allgemeine Fall 146t sich analog behandeln oder durch Induktion erledigen). Es set
e > 0 beliebig vorgegeben. Nach Definition der unendlich kleinen Grofen 148t sich
zur Zahl ¢ fiir unendlich kleines «, eine Zahl N’ angeben derart, da fiir n > N*

&

loxa] < 5

gilt. Ebenso kann man fiir die unendlich kleine GréBe 8, eine solche Zahl N’ finden,
daB fiir n > N"'
&

1Bl < 5

gilt. Wihlen wir die natiirliche Zahl N groer als jede der beiden Zahlen N” und N”',
so sind fiir » > N diese beiden Ungleichungen gleichzeitig erfiillt, so daf3

& €
I“n+ﬁn|§|“nl+|5nl<§+—2*=8

ist. Also ist «, - B, in der Tat eine unendlich kleine GrofQe.

Lemma 2. Das Produkt einer beschrdnkten Verdnderlichen x, mit einer unend-
lich kleinen Grofle «, ist eine unendlich kleine Gréfe.

Es sei fiir alle natiirlichen Werte von n

Ist eine beliebige Zahl ¢ > 0 vorgegeben, so 148t sich zu der Zahl 7811” fiir die un-



58 I. Theorie der Grenzwerte

endlich kleine GréBe «, eine Zahl N angeben derart, daB fiir n > N

ol < 57
Xy M
gilt. Dann ist offenbar auch fiir alle natiirlichen » > N die Beziehung
&
!xn'“nl = 24| - |on] <M"M":‘:8

erfiillt, und hieraus folgt, daB x,x, eine unendlich kleine Gréfe ist.

30. Arithmetische Operationen mit Verinderlichen. Die folgenden Sitze sind deshalb
wichtig, weil sie es ermdglichen, dal man in vielen Féllen nicht immer wieder auf die
Definition des Grenzwertes zuriickzugreifen braucht, daf also nicht immer wieder zu
gegebenem ¢ eine N angegeben werden mull, usw. Dadurch wird das Rechnen mit
Grenzwerten bedeutend vereinfacht.

1. Haben die beiden Folgen {x,} und {y,} endliche Grenzwerte, d. h., ist
limz, =a, limy, =.b,
so besitzt auch ihre Summe (Differenz) einen endlichen Grenzwert, und es ist
lim (x, 4 ¥,) = a + b.

Aus der Voraussetzung des Satzes folgt x, = a + a, und y, = b + B,, wobei «,
und g, unendlich kleine GréBen sind. Dann ist

xniyn:(aib)"*"(“niﬁn)‘

Hier ist x, 4+ 8, nach Lemma 1 unendlich klein; daher kann man nach der zweiten
Definition des Grenzwertes schlieBen, dafl die Folge {x, -+ y,} den Grenzwert a 4 b
besitzt, was zu beweisen war,

Dieser Satz und sein Beweis lassen sich auf den Fall endlich vieler Summanden
iibertragen.

2. Haben die beiden Folgen {x,} und {y,} endliche Grenzwerte,
limz, =a, limy, =020,
30 besitzt quch thr Produkt einen endlichen Grenzwert, und es gilt
lim z,y, = ab.
Wenn wir wieder von den Gleichungen (1) ausgehen, erhalten wir
Zoln = ab + (af, + boy + ,B,).

Der Ausdruck in der Klammer ist auf Grund von Lemma 1 und Lemma 2 eine un-
endlich kleine GroBe. Daraus folgt aber, daB die Folge {z,y,} tatsichlich den Grenz-
wert ab besitzt. Dieser Satz liBt sich auf den Fall einer beliebigen endlichen Anzahl
von Faktoren ausdehnen (etwa durch Induktion).

3. Haben die beiden Folgen {x,} und {y,} endliche Grenzwerte,

lim, =a, limy, =05,
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L]
und ist b ungleich 0, so besitzt auch ihr Quotient einen endlichen Grenzwert, und zwar ist
.
lim2r =2,

Yn b

Wegen b = 0 ist nach Satz 3 aus Nr. 26 von einer bestimmten Stelle an also nicht
nur y, =+ 0, sondt?rn sogar |y,| > r > 0, wobei r eine Konstante ist.
Beschrinken wir uns auf die Werte der Zahl n, fiir welche dies erfiillt ist, dann hat

der Quotient ;—" offenbar einen Sinn.
Yn
Gehen wir, wie vorher, von den Gleichungen (1) aus, so erhalten wir

Der Ausdruck in Klammern ist gemd8 Lemma 1 und Lemma 2 unendlich klein.
Auf Grund des zu Anfang des Beweises Gesagten ist der Faktor vor der Klammer
eine beschrinkte Verianderliche,

1i 1 < 1
b:’/n lbl * lynl lbl r

Folglich ist nach Lemma 2 das ganze Produkt auf der rechten Seite unendlich klein;

es ist aber gerade die Differenz zwischen der diskreten Verdnderlichen gﬁ und der
Zahl %—. Also ist der Grenzwert der Folge {?} die Zahl %-, was zu zeigennwar.

31. Unbestimmte Ausdriicke. In Nr. 30 betrachteten wir Ausdriicke der Gestalt

xn
Z : s LalYn, —
n = Yn Yn "
unter der Voraussetzung, dafl die Folgen {z,} und {y,} gegen einen endlichen Grenz-
wert streben (wobei im letzten Fall der Grenzwert von y, nicht gleich 0 sein durfte),
und berechneten den Grenzwert eines jeden dieser Ausdriicke.

Von der Betrachtung ausgeschlossen blieben die Fille, dal die Grenzwerte einer
der Verinderlichen x, und y, (oder beider) unendlich oder (im letzten Fall) der Grenz-
wert des Nenners 0 waren. Von diesen Fillen untersuchen wir hier nur vier, die eine
wichtige und interessante Besonderheit aufweisen.

1. Wir betrachten zunichst den Bruch 22 und nehmen an, daB beide Veridnder-

Ya
liche z, und y, gleichzeitig gegen 0 streben.

Hier stoBen wir das erste Mal auf einen ganz besonderen Sachverhalt: Obgleich
uns die Grenzwerte von z, und y, bekannt sind, kénnen wir iiber den Grenzwert der
Folge ihrer Quotienten (wenn wir diese Folge selbst nicht kennen) nichts aussagen.
Dieser Grenzwert kann je nach der Art und Weise, nach der sich beide Variablen dndern,
ganz verschiedene Werte annehmen; er braucht nicht einmal zu existieren. Die folgenden
einfachen Beispiele sollen dies erliutern.

Es sei, sagen wir, z, =£—§ und y, = -;lz- Beide Folgen streben gegen 0. Ihr

Quotient g’-’- = 71&- strebt ebenfalls gegen 0.
n
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®
Nehmefl wir jedoch umgekehrt z, = -:;und Yn zﬁ;i—z an, so st;;ebt, obgleich wie
vorher beide Folgen den Grenzwert 0 haben, diesmal ihr Quotient — = # gegen oc.
Wenn wir eine beliebige von 0 verschiedene Zahl @ nehmen und die beiden unend-
lich kleinen Grofen z, = 2 und Y = 1 konstruieren, so sehen wir, dafl ihr
Quotient —* den Grenzwert :: besitzt (da aﬁle Glieder der Folge gleich @ sind).
Ist schh?{anﬁlich X, = (—=)*

Quotient ?1 == (—1)"*! offenbar iiberhaupt keinen Grenzwert.

s Yo = —-:;- (beide haben den Grenzwert 0), so hat der

Somit erlna,ubt die blofe Kenntnis der Grenzwerte der Folgen {z,} und {y,} im ge-
gebenen Fall noch kein Urteil iiber das Verhalten der Folge ihrer Quotienten. Man
muf} diese Folge selbst kennen, d. h. das Bildungsgesetz, und den Quotienten

Zn unmittelbar untersucher.
n
Um diesen Sachverhalt zu charakterisieren, sagt man, im Fall 2, — 0 und y, - 0

sei die diskrete Veréi,nderlichegﬁ ein unbestimmter Ausdruck der Form -g-
i

2. In dem Fall, daB gleichzeitig x, — +-00 und ¥, — oo gilt, tritt ein dhnlicher
Umstand ein. Kennt man nur die Folgen selbst, so ist es unméglich, eine Aussage
iiber das Verhalten der Folge der Quotienten zu machen. Diese Tatsache méoge durch
Beispiele veranschaulicht werden, die den in Fall 1 angegebenen vollig entsprechen :

2 z, 1
Xp =N —> 00, Yp = n% —> 00, — = — >0,
Yo 1
2 Zn
z, = n%— o0, Yp = N —> 00, — =, —> 00}
Yn
L
Z, = an —> J-00 (a £ 0), Yy = N —> 00, —_—=a > a;
Yn
, x
x, = [2+ (“—1)“+1]’)?;—>00, yn:n-—é-oo, -?j-‘-x,?—[-— (-—-——-1)""’1,
’ B

und diese Folge besitzt tiberhaupt keinen Grenzwert. In diesem Fall sagt man, die

- T - x L] - . : :
digkrete Veranderliche f sei ein unbestimmter Ausdruck der Form —.
Y : : oo

Wenden wir uns jetzt der Untersuchur;g des Produkts z,y, zu.

.3. Strebt x, gegen 0, wihrend y, gegen 400 strebt, so stoBen wir, wenn wir das
Verhalten des Produkts z,y, untersuchen, auf dieselbe Besonderheit wie in Fall 1 und
2. Hieriiber geben die folgenden Beispiele Aufschluf: )

1
Ty, = — —=0, Yp =N —> 00, xny,,m%—»o;

Ty, = — —>0, Yy = N% > 00, ZoYn = N —> 00;
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a
xﬂ::.:-;-%-(} (a#O), Yn =N —> 00, XYy =a—>a;

(__1)71+1

- -0, Yn =N —> 00, €Y, = (—1)**1,

i

Ly

und diese Folge besitzt iiberhaupt keinen Grenzwert.

In diesem Zusammenhang sagt man bei z, — 0 und y, — oo, das Produkt z,y,
sei ein unbestimmter Ausdruck der Form 0 - oo

Wir betrachten zum SchluB die Summe =z, -+ y,.

4. Hier kann der besondere Fall eintreten, daB z, und ¥, gegen unendliche Werte
mit verschiedenen Vorzeichen streben. Dann 1ifit sich im allgemeinen iiber die
Summe z, +- y, nichts Bestimmtes sagen. Die verschiedenen Méglichkeiten, die hier
auftreten konnen, werden durch die folgenden Beispiele veranschaulicht:

Ty = 2n — o0, Yp = —N —> —00, X+ Yy =n—>00;
X, =N — 00, Yo = —2n —> —00, &, + Y = —n — —00;
Tp=1N+a—> 00, Yp = —N —> —00, &+ Y, =a—>a;

xnz—-n+(—1)"+1—->oo, Yn —Nn > 00, Ty +yn = (""‘1)”4.1;

und diese Folge besitzt iiberhaupt keinen Grenzwert. In Anbetracht dessen sagt man
bei z, — oo und y, — —oo, die Verdnderliche z, — y, sei ein unbestimmier Ausdruck
der Form co — oo.

Wir hatten uns die Aufgabe gestellt, die Grenzwerte arithmetischer Ausdriicke (2)
durch die Grenzwerte ihrer Komponenten (Summanden, Faktoren usw.) zu bestim-
men; dabei haben wir vier Fille gefunden, in denen dies nicht moglich war: Wir stielen
auf unbestimmte Ausdriicke der Form?)

0 o0

3 = .00, o0 — 00,

In diesen Fillen muB man unter Beriicksichtigung der fiir die Folgen {z,} und {y,}

geltenden Bildungsgesetze den interessierenden Ausdruck direkt untersuchen.
Dieses Verfahren wird Auswertung unbestimmter Ausdriicke genannt. Es ist bei

weitem nicht immer so einfach wie in den oben angefiihrten schematischen Beispielen.

Im folgenden erwihnen wir einige interessante Fille dieser Art.

32. Beispiele fiir die Bestimmung von Grenzwerten.
1. Es sei p(n) ein Polynom in » mit konstanten Koeffizienten,

p(n) = agn® 4 apFt o fgp g0 0 (@£ 0).

Wir wollen den Grenzwert dieses Polynoms fiir » —» oo ermitteln. Sind alle Koeffizienten posi-
tiv (bzw. negativ), dann ist offenbar co (bzw. —o00) der Grenzwert. Ist ein Teil der Koeffizienten
positiv, der andere negativ, so strebt ein Teil der Glieder gegen oo, der andere gegen — o0, und
damit hegt ein unbestimmter Ausdruck der Form co — co vor. Zu seiner Auswertung schreiben
wir p(n) in der Form .

p(n) = nk (a + L4 4 a,;:; -+ n")

1) Natiirlich bedeuten diese Symbole keine Zahlen. Jedes von ihnen ist nur eine Abkiirzung
fiir einen der vier Typen unbestimmter Ausdriicke.
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Da alle Summanden in der Klammer vom zweiten an bei wachsendem n unendlich klein werden,
hat der Ausdruck in der Klammer den Grenzwert a,. Der erste Faktor strebt gegen co. In
diesem Fall strebt also der ganze Ausdruck gegen oo oder —o0, je nach dem Vorzeichen von a,.

Dieses hier benutzte Verfahren, unbestimmte Ausdriicke auf dem Wege der Umformung aus-
zuwerten, wird hiufig angewandt.

2. Ist g(n) ein ebensolches Polynom der Form
g(n) = bon! 4 bynt-t + -0 + by + by,

p((n) fur wachsendes 7 einen unbestimmten Ausdruck der Form-?-?.
qn o0

Wenn wir hier jedes Polynom so nmformen wie in Beispiel 1, so erhalten wir

so liefert der Quotient

ay ap
Qg + == A e
n n

p(n) = nk-l. .
g(n) bo_;_é!._;_....;__l.’.’l_
n n
Der zweite Faktor hat hier (im Fall b, 5= 0) den endlichen Grenzwert -I%O—. Haben die Poly-
nome gleichen Grad, d.h., ist k =1, so ist der Grenzwert des Quotienten ZEZ;

gleich -‘59—.1) Fiir k> 1 strebt der erste Faktor gegen o0, so daB der betrachtete Quotient

ebenfalls

o
gegen -}oo strebt (je nach dem Vorzeichen von -‘—1-0—) . SchlieBlich strebt fiir I << I der erste
Faktor und mit ihm der ganze Ausdruck gegen 0. bo

S-—‘—-
A
i
IN
-‘.;7!
]
A
;\Y !
KA
{ v
/ i
// | L]
S 2 ———
Y /,7§
! A\
Ak~ — g S
N 7
|
I
B Abb. 3

3. Man bestimme das Volumen V der Dreieckspyramide SABC (Abb. 3). Dabei wollen wir
uns auf die Anschauung stiitzen. Wir teilen die Héhe H der Pyramide in n gleiche Teile und
legen durch die Teilpunkte zur Grundfliche parallele Ebenen. Als Schnittflichen erhalten wir
zur Grundfliche dhnliche Dreiecke. Auf ihnen errichten wir je ein System einbeschriebener und
umbeschriebener Prismen. Erstere bilden einen Kérper mit dem Volumen V,, letztere einen
Korper mit dem Volumen V), wobei offenbar

V. < V<V,

1) Auf diese Weise hitte man in Nr. 25, Beispiel 4, sofort den Grenzwert -;— erhalten.
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gilt. Die Differenz V) — V, ist aber nichts anderes als das Volumen des unteren umbeschrie-

benen Prismas mit der Grundfliche @ = A 4 BC und der Héhe o-I—{- . Also gilt fiir die Differenz:
n

bei unbegrenzt wachsendem ». Dann streben die Differenzen V — V, und V] — ¥ erst recht
gegen 0, d. h,, es gilt
V=IlmV,=IlmV].

Wir suchen jetzt einen Ausdruck fiir V. Es handelt sich dabei um einen Korper, der aus
einer Reihe umbeschriebener Prismen besteht. Ihre Grundflichen sind als Schnitte der Pyra-
mide (Strahlensatz!), von oben nach unten aufgezihlt, gleich

1 22 12 n?
_Q’ --.—-Q’ sevy _Q’ ceey ""Z'Q = Qs
n

n? n* n?

wihrend ihre Hohen simtlich gleich A sind. Daher ist
n

Va = --Q;(l2 4 22 4 ... 4 nz)ﬁ_______QH n{n + 1) 2n -+ 1)
n n n 6
_QH@m4+1)(2nt-1)
- 6 nz 9)
also
V= lim v, =22,
3
y=ax?
————— M
Y
_ Abb.4
P! ol x P x

4. Man bestimme den Flicheninhalt @ der Figur OPM, die von dem Stiick OM der Parabel
y = ax? (@ > 0), der Strecke OP der z-Achse und der Strecke PM begrenzt ist (Abb. 4).

Wir zerlegen die Strecke OP in n gleiche Teile und errichten. iber ihnen eine Reihe ein-
beschriebener und umbeschriebener Rechtecke. Die Flicheninhalte @, und @, der aus ihnen be-

stehenden treppenférmigen Figuren unterscheiden sich um den Flicheninhalt zZ y des groBten
n
Rechtecks. Daher strebt wie in Beispiel 3 die Differenz Q, — @, gegen 0, und da
@< Q<@

1) Hier benutzen wir die bekannte Formel fiir die Summe der Quadrate der ersten » natiirlichen
Zahlen.
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ist, gilt offenbar
Q = lim @, = lim Q.
Da die Hohen der einzelnen Rechtecke die Ordinaten der Parabelpunkte mit den Abszissen

1 2 )
—Z, =& coey — T, —x =T
/7 v (12 n

1 22 12 ,,
a- -—;:v%a--—-;—x”, cens &0 —;-aﬂ, veuy AT,
n "

erhalten wir fiirr @, den Ausdruck

(n+1)@n+1)

n?

ax®

QU ==+2+ oy =
n 6

Hieraus folgt

ax® x-ax® xy

=1 B . A
Q=limQy = < 3 3

Somit ergibt sich leicht, dafl der Flicheninhalt des Parabelsegments M’'OM gleich -g-a,y ist,
d. h. -g—- des Flacheninhaltes des Rechtecks M’P’PM. (Dieses Resultat war schon ARCHIMEDES

bekannt.)?)
5. Man beweise, daB fir0 < £ < 1

lim [(n + 1)¥ — 2¥] =0

ist. Hier liegt ein unbestimmter Ausdruck der Form oo — oo vor. Wir formen ihn um, indem
wir n¥ ausklammern:

1\ 1 1

Wegen —» 0 gilt erst recht (n 4 1)¥ — n¥ — 0, was beweisen zu war.

1-k

6. Ma,n bestimme den Grenzwert der diskreten Verinderlichen

2, =Vu (fn ¥ 1—1¥n),
einen unbestimmten Ausdruck der Form oo - 0 (nach Beispiel 5). Durch Erweitern mit Vo + 1

+ Vn transformieren wir den gegebenen Ausdruck auf die Form 2.
0

z = Vn - (1/7@+1~V_)(Vn+ —r}/_) 123
Vn+1+7n T Vari+tm
wenn wir jetzt Zihler und Nenner durch ﬁdividieren, erhalten wir
1

]/1+.1.+1
n

1) Die allgemeine Definition des Flicheninhaltes krummlinig begrenzter Figuren wird erst in
Band II, Kap. X, gegeben. Die hier verwendete Methode der Berechnung des Flichen-
inhaltes laBt sich auf andere krummlinige Figuren veraligemeinern.

Ty ==
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. 1 1 ~
offenbar gilt 1 < Vl + - <14 —;; da der Ausdruck auf der rechten Seite gegen 1 strebt,
gilt dies auch fiir die Wurzel. Daher ist

limz, = -;—

7. Man bestimme die Grenzwerte der diskreten Verinderlichen

v — n g, = n
SRR s rar N T |
und schlieBlich den der diskreten Verdinderlichen

— e e e e o
¥n® 41 ¥n? 4+ 2 Yn? 44 Vn3+n‘

Die Veriinderlichen z, und y, liefern unbestimmte Ausdriicke der Form = (da, beide Wur-
o0

zeln grofer als » sind, streben diese gegen oo). Wir formen um, indem wir Zihler und Nenner
durch » dividieren:

1 1

T ”"mm]f——l'
V1+—- 14—
n n

Da die im Nenner stehenden Wurzeln beide den Grenzwert 1 besitzen (vgl. Beispiel 6), gilt
z, — 1 und y, — 1.

Der Ausdruck fiir z, hat eine eigenartige Form: Jeder Summand dieser Summe hingt von »
ab, und die Anzahl der Summanden wichst mit ».}) Da jeder Summand kleiner als der erste
und gréfler als der letzte ist, gilt

Ty =

<z, < ,» dohe z,<z, <y,.

]/77,2 +n ]/n‘a + 1
Die Folgen {z,} und {y,} streben aber (wie bereits gezeigt) gegen den gemeinsamen Grenzwert 1.
Folglich strebt nach Satz 3 aus Nr. 28 die Folge {z,} ebenfalls gegen diesen Grenzwert.

8. Es seien m positive Zahlen «,, a,, ..., a,, gegeben. Es sei 4 die groBte von ihnen; man
zeige, dafi L -

lim’i/a{‘ +af 4o Falk =4
ist. Das ergibt sich aus den trivialen Ungleichungen B
A<V fa+ - ra<d-im

(vgl. Nr. 25, Beispiel 5).

9. Wir sahen in Nr. 27, daB fiir « > 1 die Potenz o™ (mit wachsendem n) gegen co strebt
Nun wollen wir das Verhalten des Quotienten

a”
nk

(fir k > 0) untersuchen, eines unbestimmten Ausdrucks der Form 2. Dazu stellen wir eine
x

Hilfsungleichung auf (vgl. die Bernoullische Ungleichung in Nr. 19). Wir setzen a = 1 4 4,

1) Dieselbe Besonderheit wiesen iibrigens auch die Ausdriicke fiir ¥” und @’ in Beispiel 3 und 4
auf.

5 PFichtenholz I
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A > 0; dann ist nach dem binomischen Satz

n{n — 1) n(n — 1)

af = (L AP = 1 mh e B e > S
Da fiir n > 2 offenbar n — 1 > l;—ist, folgt
2 — 2
a">-%—;&2= .(i..z_!)_-nz. (3)

Fiir k = 1 erhalten wir sofort

n — 2
g__>(a l)n

b
n 4
also
a’l
hm — OO .
n

Da dieses Ergebnis fiir jedes a > 1 gilt, ergibt sich, da fiir k > 1 (wenigstens fiir hinreichend
grofle n)

— >
nk % n
ist, die Beziehung

. a®
hm;—,-‘ = 00 (@ > 1).

Dieses somit fiir ¥ = 1 bewiesene Ergebnis gilt erst recht fir k£ < 1.
10. Mit Hilfe der Ungleichung (3) kann man auch die Beziehung

lim ]/17 =1
herleiten. Setzen wir nimlich ¢ = Vv-z-; 8o erhalten wir
2 AR 2
n > %—-(Vn - 1) 3

hieraus folgt
0<Vn—1< -%—,

Va

was zu dem gesuchten Resultat fiihrt. ‘
11. Wir wollen nun einen anderen interessanten Grenzwert ermitteln, nimlich

lim 82 (5 4.
n

(Hier liegt wieder ein unbestimmter Ausdruck der Form = vor, denn, wie man leicht zeigt,
o0

gilt logs n — cc.) Ist ¢ > 0 beliebig, so folgt wegen a® > 1 fiir hinreichend groBe n (Nr. 26,

Satz 1) Yo < as. Bilden wir den Logarithmus zur Basis @, so erhalten wir«.log“ ® < g, und
hieraus folgt "

limlo—g—‘f—?-zz: 0.
n
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33. Der Stolzsche Satz und seine Anwendung. Zur Bestimmung von Grenzwerten unbe-

stimmter Ausdriicke des Typs 2 ist der folgende Satz von O. StoLz oft sehr dienlich.?)
oo

Fiir die Folge {y,} gelte y, ~> oo, wobei wentgstens von einer Stelle an, mit wachsendem n auch
Yp wichst, y,4y > y,. Dann ist

. T . x
lim =2 = lim =%
Ya Yn — ¥ar
wenn die rechte Seite Sinn hat, d. h., wenn der Grenzwert rechts existiert (er kann endlich oder un-
endlich sein).
Nehmen wir zunichst an, dieser Grenzwert sei eine endliche Zahl I:

— Tyy
¥

Ty — Typy = 1.
Yn — Ypa

Dann gibt es zu jedem vorgegebenen € > 0 eine Zahl N derart, daB fiir n > N

im

E&:_f.ﬂ.._z <....8_. Oder _.§.<x“~x"—l<l+-f—
Yn — Un-1 2 3 2 Yo~ Ypa 2

ist. Das bedeutet, wie auch immer n > N gewiihlt sein mag, daB alle Briiche

TN+l — N Tnsg T Ta Tpy = Tp-z Ty — Ty
» 9y e £
YN+ — YN YN+2 — YNar Yaa1 = Yn-z2 Yn = Yn-
zwischen diesen Grenzen liegen. Da ihre Nenner positiv sind (y, sollte ja mit » wachsen), liegt

auch der Bruch w, dessen Zihler die Summe aller Zihler der oben angegebenen
Yn — Un

Briiche und dessen Nenner die Summe aller ihrer Nenner ist, zwischen diesen Grenzen. Daher

gilt fiirn > N

<8
2.

Ty — TN _ ;l
Ya — Yx
Wir schreiben jetzt die leicht zu beweisende Identitit

fl_l=xN"“lyN+(l__ ?IN)(%—-’CN___I)
Yn Yn Ynl \Yn — U~

auf. Daraus folgt

zy — lyny
Y

a1
Yn

Tn “ XN
Yan — YN

=

4

Der zweite Summand auf der rechten Seite wird fiir » > N, wir wie sahen, kleiner als -3-—; der ,

erste Summand (dessen Zihler eine feste Zahl ist) wird wegen y, — oo ebenfalls kleiner alg =,
etwa fiir n > N’. Wihlen wir N’ > N, so ist fitr 2 > N’ offenbar 2

Tn
Yn

womit unsere Behauptung bewiesen ist.

1y Orro Srorz, 1842—1905, dsterreichischer Mathematiker. Unter der speziellen Voraussetzung
¥, = n finden wir diesen Satz auch bei AvausTiy CavcHY (1789—1857, franzdsischer Ma-
thematiker).

5%
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Der Fall eines unendlichen Grenzwertes 1i88t sich auf den des endlichen zurtickfithren. Es sei
etwa

. Xy g
Yo — Up—

Hieraus ergibt sich zundchst (fiir hinreichend groBle n) x,, — x,; > ¥, — Yp—; folglich gilt mit
Y, — oo auch z, — co, wobei die Glieder der Folge {z,} mit zunehmendem »n wachsen. In
Yn
Ty

diesem Fall kann der schon bewiesene Teil des Satzes auf den reziproken Ausdruck an-

gdwandt werden:

limZe = lim¥e " Ynr _
Zn Ty — Tp

(weil hier der Grenzwert endlich ist), und hieraus folgt
lim 22 = 00,
Yn.
was zu zeigen war. -
Wir wenden uns nun weiteren Beispielen zu.
12. Wir sahen schon in Beispiel 9, da8 fiir > 1
n

.o
lim~— = oo
n

ist. Dieses Ergebnis ‘erhiilt man sofort mit Hilfe des Stolzschen Satzes:
. a® B v 1y ¢
lim — = lim (a” — a®™1) = lim " (1 — -~) = -}-00.
n. ; et - a nE
Ebenso verhilt es sich auch mit Beispiel 11.

13. Wir wenden den Stolzschen Satz zum Beweis des folgenden interessanten Satzes (der
von CavucHY stammt) an:
Besitzt eine Folge {a,} einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwert, so hat die Folge der

ay + Ay + o0+ a,

n i

1
i

by =

(der arithmetischen Mittel der ersten n Glieder der Folge {a,}) denselben Grenzwert.
In der Tat folgt, wenn wir im Stolzschen Satz

Zy =Gy + Gy + -+ + ay, y=mn

setzen, die Beziehung
limb, = Hm 22 = lim 2 =%t _ i g,
Yn Yn — Yna ‘

Da wir schon wissen (vgl. Beispiel 10), da8 ]/;gegen 1 strebt, gilt auch

3, n
14+V2+ 13+ +¥n
n

- 1.

14. Wir betrachten jetzt (k sei eine natiirliche Zahl) die Folge der
. 1k+2k+_,,+:nk.

“n E4
k1
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die einen unbestimmten Ausdruck der Form x liefert, Setzen wir im Stolzschen Satz
oo

Ty 16 2E Lk, g, = b,
so erhalten wir
nkt

im z,; = lim .
! a=1li nkHl — (np — 1)kH1

Nun ist aber (n — 1)¥1 = ¥+l — (k — 1) n¥ J- ..., also nF+l — (0 — 1)+ = (k 4- 1) n¥ 4 ...
und (vgl. Beispiel 2, S. 62) '

nk 1
(k+1)n¥ ... k41"
15. Zum SchluB bestimmen wir den Grenzwert der diskreten Veranderlichen

_ 1 142k £ dnk
“""‘”(" k+1) nE T

lim z, = lim

die in der ersten Gestalt ein unbestimmter Ausdruck der Form oo 0, in der zwelten ein un-
bestimmter Ausdruck der Form oo — oo ist.
Schrexben wir die Briiche auf einen- Nenner, so erhalten wir einen unbestlmmten Ausdruck

der Form —
o

u, = E D (1% 4 2F L ... + nk) = nk4l ¥
n = - . g

(k 4+ 1) n¥

Setzen wir z,, gleich dem Zihler dieses Bruches und y, gleich dem Nenner und wenden’ noch-
mals den gleichen Satz an, dann erhalten wir *

(k + 1) n¥ — [nFH — (n — 1)k47)

(k + 1).[n* — (» — 1)¥] ,

Nun ist aber

(& + 1) nF — [m¥H — (n — 1)bH] = _g.z_’_i‘.z_l_)_k_ .

lim %, = lim

nk—l + .e
und

n¥ — (n — 1)¥ = knk-1 ...,
so daB sich (vgl. Beispiel 2) schlieBlich

P LS

limu, = ‘“‘(k T 1) knk—-l e

A____l_
‘2

ergibt.

i

§3.. Monotone Folgen
34. Grenzwert monotoner Folgen. Die Sitze iiber die Existenz von Grenzwerten dis-
kreter Verinderlicher, die wir bisher behandelt haben, hatten folgenden Charakter:

Unter der Voraussetzung, dafl fiir einige der Folgen die Grenzwerte existieren, exi-
stieren auch die Grenzwerte fiir andere Folgen, die irgendwie mit den ersten zusam-
menhingen. Die Frage nach einem Kriterium fiir die Existenz eines endlichen Grenz-
wertes einer gegebenen Folge, unabhingig von anderen Folgen, wurde nicht gestellt.
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Allgemein wird diese Frage in §4 (Nr. 39 bis 42) beantwortet werden. Jetzt wollen
wir einen einfachen und wichtigen Spezialfall von Verdnderlichen betrachten, fiir
den die Lésung leicht angegeben werden kann. Eine Folge {x,} heilt wachsend, wenn

Xy < Ly < vee < By < Xpyg << oo

ist, d. h., wenn aus n’ > n die Beziehung z,- > =z, folgt. Sie heilit nicht fallend (nicht
abnehmend), wenn

x1§x2 éooo gxﬂ éxﬂ+1 g"'

ist, d. h., wenn aus »' > nnur x, = z, folgt. Im letzten Fall kann man die Verinder-
liche ebenfalls (im weiteren Sinne) wachsend nennen; dann spricht man im ersten Fall
von einer im engeren Sinne oder echt wachsenden oder streng wachsenden Folge.

Analog wird der Begriff einer (im weiteren Sinne) fallenden (abnehmenden) Folge
eingefiihrt: Darunter versteht man eine Folge, fiir die

x1>m2> sae >xn >xn+l > “s
(bzw., &, 2% = 2 % = Tpn = -+7)

gilt, d. h., aus »’ > n die Beziehung z,» < =, (bzw. nur z,» < x) folgt.

Folgen dieser Art, deren Glieder sich also nur in einer Richtung &ndern, fait man
allgemein unter der Bezeichnung monotone Folgen zusammen. Meist sagt man, eine
Folge sei monton wachsend bzw. monoton fallend. .

Uber monotone Folgen folgt folgender, sehr wichtiger

Satz. Gegeben sei eine monoton wachsende Folge {x,}. Ist sie nach oben beschrinkt,
d.h., ist
T, =M (M=const;n=1,23,...),

30 existiert etn endlicher Grenzwert; anderenfalls strebt sie gegen oo.
Ebenso hat etne monoton fallende Folge {x,} stets einen Grenzwert. Dieser Grenzwert
sst endlich, wenn sie nach unten beschrankt ist, d. k., wenn

x,=m (m=const;n=1,23,...)
1st; anderenfalls strebl sie gegen — oo,

Beweis. Wir beschrinken uns auf eine im weiteren Sinne wachsende Folge {x,};
den Fall einer abnehmenden Folge kann man dann analog beweisen.
Wir nehmen an, da8 diese Verinderliche nach oben beschrinkt ist. Dann mu8 nach

dem Satz aus Nr. 11 fiir die Menge {x,} ihrer Werte die (endliche) obere Grenze
existieren,

a = sup {r,};
wie wir beweisen werden, ist diese Zahl a auch der Grenzwert der Folge {z,}.

Wir erinnern an die charakteristischen Eigenschaften der oberen Grenze (Nr. 11).
Erstens gilt fiir alle »

xn é a.
Zweitens existiert zu jedem & > 0 eine Zahl N derart, daB

Ty >a—e¢
ist.
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Da die Folge monoton ist (das wird hier erstmalig benutzt), gilt fiic n > N stets
2, = xy, d. h. erst recht x, > a — ¢, so daB fiir diese » die Ungleichung

0=a—z,<e oder |z, —a|]<e¢

erfiillt ist; hieraus folgt lim z, = a.
Die Folge {x,} sei jetzt nicht nach oben beschrinkt. Dann gibt es zu jeder noch so
groen Zahl £ > 0 immer noch einen Wert unserer Verdnderlichen, der groBer als ¥

ist; dieser Wert sei zy, also xy > E. Da die Folge {x,} monoton ist, gilt fiir n > N
erst recht

x, > K,

und das bedeutet lim x, = oc.

Selbstverstindlich gelten alle SchluBfolgerungen auch fiir Verinderliche, die erst
von irgendeiner Stelle an monoton sind (weil man eine beliebige endliche Zahl von
Anfangsgliedern einer Folge fortlassen kann, ohne daB dies den Grenzwert beeinflufit).

35. Beispiele.

n
1. Wir betrachten die diskrete Veridnderliche z, = 9-7; dabei sei ¢ > 0 und wie iblich
n!

n!=1+2.3.n (Formal ist der Grenzwert fiir ¢ > 1 ein unbestimmter Ausdruck der Form
oo

=).

oo

Wegen
c
n+1

ist die Veriinderliche fiir n > ¢ — 1 fallend; sie ist auch nach unten beschrankt, beispielsweise
durch 0. Daher hat die Folge {z,} nach dem Satz aus Nr. 34 einen endlichen Grenzwert, den wir
mit @ bezeichnen. '

Um ihn zu bestimmen, gehen wir in der obigen Gleichung zur Grenze iiber; da z,, dieselbe
Wertefolge durchliuft wie z, (das erste Glied ausgenommen), hat z,,, auch denselben Grenz-

wert; wir erhalten auf diese Weise a = a - 0, also @ = 0 und schlieBlich, was fir 0 << ¢ 51
trivial ist, .

Tppy = Ty

., "
Hm = == 0,
n!

2. Wir setzen wieder ¢ > 0 voraus und definieren jetzt die Folge {z,} folgendermafBen:

T == V;’ x_z:l/c—{—}/;, Ty = G+VC "*— VE, ceey

allgemein

T, == c+]/c+ +Vg.
n Wurzeln
Somit erhalten wir z,,, aus z, durch

Tpyy = ]/c - z,.
Offenbar wichst die Folge {z,} monoton. Sie ist, wie sogleich gezeigt wird, nach oben be-
schrinkt, z. B. durch die Zahl VE -4 1, Inder Tat ist &, = }/r; kleiner als diese Zahl. Nehmen wir
jetzt an, es sei x, < VZ -4 1, so erhalten wir auch fiir den folgenden Wert l

g < Vet Vet+1<Vot2 Yot 1=Vo+1.
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Somit ist unsere Behauptung durch Induktion bewiesen.
Nach dem grundlegenden Satz aus Nr. 34 hat die Folge {z,} einen endlichen Grenzwerta. Um
-ihm zu bestimmen, gehen wir in der Beziehung

22, =c-+ 2z,
zur Grenze iiber und finden, daf a der quadratischen Gleichung
a*=c¢+a, dh. a2—a—c=0

geniigt. Die Lésungen dieser Gleichung enthalten Wurzeln verschiedenen Vorzeichens; da aber
der uns interessierende Grenzwert ¢ nicht negativ sein kann, ist er also gleich

Vao + 141
3 .
3. Wir nehmen einen beliebigen Wert 2, 0 << 2, < 1, und definieren die Folge {x,} durch
die Rekursionsformel ‘

Ty = To(2 — ).

Wenn wir jetzt annehmen, daBl 0 < #x, < 1 ist (diese Bedmgung war fitr n == 0 erfiillt), so er-
halten wir N

0 < 2, < zpyy < 1.

Da ndmlich 2 — z, > 1 ist, gilt 2,,; > z,; nun ist aber z,(2 — ;) = 1 — (1 — =,)?, woraus
#,i1 < 1 folgt. Somit ist durch Induktion bewiesen, daf8 die monoton wachsende Folge {x,.}
unterhalb der Zahl 1 bleibt. Daher hat sie einen endlichen Grenzwert a 2= 0. Gehen wir in der
obigen Rekursionsformel zur Grenze iiber, so erhalten wir ¢ == 1, also ist lim z,, = 1.

Wir iiberlassen es dem Leser, selbst zu untersuchen, was geschieht, wenn z, auflerhalb des
Intervalls (0, 1) liegt.

Bemerkung. Es sei ¢ eine beliebige pomtwe Zah! und %, == ¢if,. Dann hat die obige Re-
Kursionsformel die Gestalt '

Y1 = Ynl2 — c¥p).
Wenn der Anfangswert y, der Bedingung 0 < y, < 1 geniigt, so finden wir, dafl die monoton
e el
wachsende Folge {y,} gegen -2— strebt. Nach diesem Schema kann man auf Rechenmaschinen

die zur Zahl ¢ reziproke Zahl berechnen.

4. Es seien zwei positive Zahlen ¢ und bgegeben (¢ > b), Wir bilden ihr arithmetisches und ihr
geometrisches Mittel:

alma;‘b, blﬁva_g.

Bekanntlich ist das arithmetische Mittel grofler als das geometrische!); beide liegen zwischen

den Ausgangswerten: @ > a; > b, > b. Fir dle Zahlen @, und b, bilden wir wieder die beiden
Mittel:

a1+b1 —
ay == —é"—’s bz = Va1b19

wobei a; > a; > by, > by gilt, usw. Sind die Zahlen @, und b, schon definiert, so ergeben sich

1) Dies folgt unﬁlitfelbar aus der Ungleichung

a';'b..]/—-~—(a~—2}/ab+b) (V— Vb) >0 (fira = b).
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@y und by, durch

a, + b,
Ay = > s by = Va wbus
and

und es ist (wie oben)
ay > Tpiy > bn-H > bn'

Somit erhalten wir zwei Folgen, {z,} und {6,}, von denen die erste fillt und die zweite wiichst
(sie ndhern sich einander). Nun ist

a>a,>b,>b,
so daB beide Folgen beschriinkt sind; daher streben beide gegen einen endlichen Grenzwert:
& =lima,, f =1limb,. _
Gehen wir in der Beziehung a,,; = (3l xt H
hieraus folgt aber & = §. 2 2
Somit streben beide Folgen, sowohl die der arithmetischen Mittel a, als auch die der geo-
metrischen Mittel b, gegen den gemeinsamen Grenzwert i = u{a, b). Nach Gauss?!) nennt man
ihn das arithmetisch-geometrische Mittel der Ausgangszahlen @ und b. Der Ausdruck fiir die Zaht

u(a, b) ist jedoch auf Grund dieser Bemerkung vorldufig noch nicht zu bestimmen; das ist erst
mit Hilfe eines sogenannten elliptischen Integrals moglich (vgl. Band II, Nr. 315).

5. Wir gehen wieder von zwei positiven Zahlen @ und b (@ > b) aus und bilden diesmal jeweils
das arithmetische und das harmonische?) Mxttel

zur Grenze iiber, so erhalten wir & =

a-+b 2ab
17 2’ by = a-+b’
ay == -——-——--—--al -; bl R b2 — —v—————zc:&‘;-bz . ;
1051 1
a a, + b, _ 2a,b,
n+l ’ n+1 T s
a, + b,

Aus der uns schon bekannten Ungleichung at?b > Yab (ﬁfr a & b) erhalten wir

a 4 b\?
b
( 2 ) >a
oder schlieflich
a-+b 2ab
2 = a -+ b’
so daf} also das anthmetlsche Mittel groBer als das harmonische Mittel ist. Die be1den Mittel

liegen wieder zwischen den Ausgangszahlen Wenn wir das auf ¢, und b, anwenden, finden wir
@y > Opiy > bpys > by

%

1y CaABL FRIEDRIOH GAUSS, 1777--1855, deutscher Mathematiker.
2) Eine Zahl ¢ keifft harmonisches Mittel der beiden positiven Zahlen a und b, wenn die rez1p1 oke

Zahl 1 das arithmetische Mittel der reziproken Zahlen L und —b- ist:
c

a
._1_—_:.1. -1-+-—1-, also ¢ = 2ab .
¢ 2\a b ' a - b
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Ganz analog wie im vorigen Beispiel iiberzeugen wir uns davon, dafl die beiden Folgen {a,}
und {b,} gegen einen gemeinsamen Grenzwert ¢ streben, den man arithmetisch-harmonisches
Mittel der Zahlen @ und b nennen kénnte.

Dieser Grenzwert ¢ 1af3t sich jedoch in einfacher Weise durch a und b ausdriicken. Offenbar
ist ndmlich a;b, = ab; da analog auch a,4,b,; = a,b, ist, kénnen wir schliellen, daB fiir alle n

asb, = ab
ist. Gehen wir hier zur Grenze iiber, so erhalten wir
¢ = Yab,
d. h., das arithmetisch-harmonische Mittel zweier Zahlen ist gleich ihrem geometrischen Mittel.
6. Zum SchluB betrachten wir ein komplizierteres Beispiel. Wir gehen von einer beliebigen

reellen Zahl ¢ aus, setzen z; = _éc_ und definieren die Werte x, durch die Rekursionsformel
c , a2
= In 1
Tut1 9 + 9 ( )

Wir fragen jetzt nach dem Grenzwert dieser Folge unter zwei verschiedenen Voraussetzungen
fiir ¢.
Wenn wir im voraus wiilten, daf} ein endlicher Grenzwert

a = lim 2, (2)

existiert, so wire er nicht schwer zu bestimmen. Man miifite nur in der Beziehung (1), die unsere
Folge definiert, zur Grenze iibergehen und erhielte

a—-?-+22- oder a* —2a + ¢ =0
T2 2 '

Aus dieser quadratischen Gleichung erhalten wir

¢=1Fy1=s. 3)

Hieraus ersieht man sofort, daf} die Folge {,} fiir ¢ > 1 keinen endlichen Grenzwert haben
kann.

a) Wir setzen zuniichst 0 << ¢ < 1 voraus. Dann ist 2, > 0. Wenn wir von (1) die analoge

2
) ¢ |, xi_ . .
Beziehung 2, = Y -+ —1'2—-1- subtrahieren, erhalten wir
2 2
. Ty — Ty
Ty — 1y = L0, *)

Offenbar ist 2, > o, = _cé_ » und aus der Gleichung (*) folgt fiir z, > z,_; auch z,3; > x,. So-

mit haben wir durch Induktion bewiesen, da die Folge {x,} monoton wachsend ist.
Analog beweisen wir, dafl unsere Folge (nach oben) beschrinkt ist:
z, < 1.
Diese Ungleichung gilt offenbar fiir » = 1; wenn sie fiir irgendein # gilt, so mu8 sie nach (1)

auch fir » + 1 gelten. Somit existiert der Grenzwert (2) tatsiichlich, und er kann durch (3)

ausgedriickt werden, und zwar mit dem Minuszeichen vor der Wurzel, da er nicht gréBer als 1
sein kann.

b) Es sei jetzt —3 =< ¢ << 0. Offenbar gilt fiir alle n
c
23” g "5"0

Wir zeigen jetzt, daB in diesem Fall , < 0 ist. Das ist fiir n = 1 richtig; nehmen wir an, diese
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Behauptung sei fiir ein » erfiillt, so ist

ol =2,

22 < -‘-9; < le] (wegen lil- < 1)

. c . . .
und x,;,; hat das Vorzeichen von e d. h. wird negativ, was zu beweisen war.

-

In diesem Fall ist die Folge {x,} nicht monoton. Wenn wir jedoch fiir » in (1) 2% und 2k — 2

setzen und dann 2k + 1 und 2% — 1 und in beiden Fillen gliedweise subtrahieren, so erhalten
wir

1 .
Zopfy — Fppoq == Ky (a3 — 231 ),

(4)

1
. — 2
Topira — Fop = —‘2 (@441 “gk—ﬂ‘

Hieraus kann man durch Induktion schlieBen, daB fiir alle k

Lokt = Tppmy U Fopyp < Ty

. . c . .
ist. In der Tat ist a3 > 2, = -2-; dann ist aber |x;] << |y, 2% < 2%, und nach der zweiten der

.Formeln (4) wird (fiir £ = 1) 2, < «,. Folglich ist |x,] > |[x,|, 23 > 23, und nach der ersten der
Formeln (4) erhilt man (fir k = 2) 2, > x5, usw.

Somit sind in unserem Fall die Folgen {x,._,} und {zy,} (k = 1 2, 3, ...) einzeln monoton; da

sie innerhalb der endhchen Grenzen -% und O liegen, haben sie beide endliche Grenzwerte:

a’ = lim ay;_,, a” = lim &y

Wir miissen noch beweisen, dafl &’ = a” ist. Um das zu zeigen, lassen wir in (1) den Index »
gegen co gehen, und zwar mége n zuerst gerade ’Werte dann ungerade Werte annehmen. Wir
erhalten in der Girenze die beiden Beziehungen

c .

T em— _L. —— 5
7 T (5)

Durch Subtraktion erhalten wir ¢’ — a” = -%-» (0”2 — a’?), also

(al — ali) (al + all _l‘ 2) —

Wie wir sogleich feststellen werden, kann die zweite Klammer fiir ¢ > —3 nicht verschwin-
den, so dafl @’ = @’ sein muB. Wenn wir nimlich a”” = —a’ — 2 in die zweite Beziehung von (5)
einsetzen, erhalten wir fiir ¢’ die quadratische Glexchung

’2+2a +(4+c)-—0

die fiir ¢ > —3 keine reellen Wurzeln haben kann.

Sehhethh verschwinden fiir ¢ = —3 beide Klammern, weil dann sowohl @’ = —1 als auch
a” = —1 ist. ‘

Somit ist in allen Fillen a” == 4””. Wenn man den gemeinsamen Wert dieser Grenzwerte mit a
bezeichnet, so erhilt man fiir a den Ausdruck (3), und zwar offenbar wieder mit dem Minus-
zeichen vor der Wurzel, weil der Grenzwert der negativen Folge {x,} nicht positiv sein kann.

Diese Beispiele geben zu folgender Bemerkung AnlaB. Der bewiesene Satz ist ein typischer
,,Existenzsatz‘‘: Fr liefert die Existenz des Grenzwertes, gibt aber kein Verfahren zu seiner Be-
rechnung. Nichtsdestoweniger ist er sehr wichtig. Einerseits braucht man bei vielen theore-
tischen Fragen nur die Existenz des Grenzwertes; andererseits ist es in vielen Fillen wichtig,
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sich zuniichst von der Existenz des Grenzwertes zu {iberzeugen, weil dadurch Wege zu seiner
effektiven Berechnung erschlossen werden. So kann man in den Beispielen 1 bis 3, 5 und 6 durch
Grenziibergang in gewissen Relationen den Grenzwert explizit bestimmen, wenn man weil,

daB er existiert.
In dieser Beziehung ist das Beispiel 6b) besonders lehrreich. Fir ¢ < —3 behiilt der Aus-

druck (3) durchaus seinen Sinn; das bedeutet aber keineswegs, daf er auch weiterhin den
Grenzwert der Folge {z,)} liefert; dieser Grenzwert existiert hier im allgemeinen nicht. Bei-
spielsweise durchliuft unsere Variable fiir ¢ = —4 offenbar die Zahlenwerte

""2, 0, ""2, 0, “'""2’ O, “eny

und diese Folge hat keinen Grenzwert.

Tm Beispiel 4 haben wir fiirr den Grenzwert keinen Ausdruck angegeben. Da wir aber wissen,
daB er existiert, konnen wir ihn leicht mit beliebiger Genauigkeit berechnen; denn er liegt
zwischen den Zahlen @, und b,, die von beiden Seiten gegen ihn streben.

In Nr. 36 werden wir ein weiteres wichtiges Beispiel fiir die Anwendung des Satzes {iber
monotone Folgen behandeln.

36. Die Zahl e. Wir benutzen hier den Grenziibergang zur Definition einer uns bisher
nicht bekannten Zahl.
Wir betrachten die diskrete Verinderliche

. 1\»
Ty = (1 + —‘T-ZT)
und versuchen, auf sie den Satz aus Nr. 34 anzuwenden.
Da mit wachsendem Exponenten » die Basis der Potenz abnimmt, ist nicht un-

mittelbar erkennbar, daB die Folge monoton ist. Um uns davon zu iiberzeugen, ent-
wickeln wir den Ausdruck fiir z, nach der binomischen Formel:

xn; = (1 + 'j";)n

nn —1)(n —2) 1

T2 @t 123wt e
nn — 1)e(n—k-+1) 1 nn — 1)« (n—n-4-1) 1
T 1.2k pri 1.2-m "

1 1 1 1 2

+—ﬁ(1-—.?;)...(1—_7-)+...+n.__l(1.__7;)...(1__\n ) (6)

“Zenn man jetzt von x, zu @,y tibergeht, also #» um'1 i}érgrfjﬁert, so muf} man Zu-
niichst ein neues (n -+ 2)-tes (positives) Glied hinzufiigen; jedes der angeschriebenen

n -+ 1 Glieder nimmt zu, weil jeder Faktor der Form 1 — = durch den groBeren
Faktor { — ——— er ird. Hi
aktor 1 —— ersetzt wird. Hieraus folgt
Tpyr > Tn,s

d. h., die Folge {x,} ist wachsend.
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Jetzt zeigen.wir, daB sie nach oben beschrinkt ist. Wenn wir in dem Ausdruck (6)
alle Faktoren in Klammern, die ja kleiner als 1 sind, weglassen, so vergroBert sich
der Ausdruck, und es ist

1 1 1
T <2 g g = =

Wenn wir Wfaiter ‘jeden Faktor im Nenner der Briiche (von 3 an) durch die Zahl 2 er-
setzen, so wird dieser Ausdruck nochmals vergroBert, so da8 wir .

Ter 2 ~:
1 R
2'.4—1

!

1 1 ,.
?/n<2+§‘+'§2‘+'“+

erhalten. Die geometrische Reihe (mit dem Anfangsglied é—-) hat aber fiir jedes n

eine .Su_mme, die nicht groBer als 1 ist; daher ist 3, < 3 und somit erst recht x, < 3.
Hieraus folgt nach dem Satz auf S. 70 (Nr. 34), daB die Folge {z,} einen endlichen
Grenzwert hat. Nach EvLER!) wird er mit e bezeichnet. Diese Zahl

e = lim(1+-}-)n
n

ist sowohl fiir die Analysis selbst als auch fiir ihre Anwendungen von auBerordent-
licher Wichtigkeit. Wir notieren hier die ersten 15 Stellen ihrer Dezimalbruchent-
wicklung: T B -

e = 2,718281828459045 ...

In Nr. 37 werden wir ein zweckméBiges Verfahren zur angeniherten Berechnung der
Zahl e angeben und gleichzeitig beweisen, daB e irrational ist. ’ _

Einige Eigenschaften der Zahl e, die wir spéter herleiten werden [Nr. 54, Formel
(13)], lassen es als besonders vorteilhaft erscheinen, gerade diese Zahl als Basis eines
Logarithmensystems zu wéihlen. Die Logarithmen zur Basis e werden natiirliche
Logarithmen genannt und mit In (ohne weiteren Hinweis auf die Basis) bezeichnet. Bei
theoretischen Untersuchungen werden ausschlieflich natiirliche Logarithmen be-
nutzt.?) o R :

Wir erinnern daran, daB die gewshnlichen dekadischen Logarithmen [Logarithmen
zur Basis 10, auch Briggssche Logarithmen genannt?®)] mit den natiirlichen Logarith-
men durch die bekannte Formel “ T '

logz =M -Inz

1) LeoNEARD EULER, 1707 —1783, Schweizer Mathematiker, _

%) Diese Logarithmen werden manchmal auch Napiersche (oder Nepersche) Logarithmen ge-
nannt [nach dem schottischen Mathematiker Joax Narier (NEPER), 1550—1617, einem der
Entdecker der Logarithmen]. Nar1er selbst hatte den Begriff der Basis eines Logarithmen-
systems noch nicht (weil er sie nach einem anderen Prinzip konstruierte), aber seine Log-

arithmen beziehen sich auf eine Basis, die nahe bei ~— liegt. Die Logarithmen, mit denen sein
e

Zeitgenosse, der Schweizer JossT BUirar (1552—-1632), rechnete, haben eine Basis, die sich

nicht viel von e unterscheidet. . ,
%) Nach HexrY Brriaas, 1556 —1630, englischer Mathematiker.
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verkniipft‘sind, wo M der sogenannte Modul,

1
M =loge = o = 0,434294 ...,

ist. Das ergibt sich leicht, indem man die Identitit

P = eln®
zur Basis 10 logarithmiert.

37. Niherungsweise Berechnung der Zahl e. Wir wenden uns jetzt wieder der Be-
ziehung (6) zu. Hilt man k fest, so folgt fiir » > k, wenn man alle auf das (k¥ 4 1)-te
folgenden Glieder wegldBt, die Ungleichung

x,,>2+§1-i(1—~1-)

n

1 1 2 1 1 E—1
(=) (= 5) = m(-5) - (- 5)
Wir lassen hier n gegen oo streben und gehen zur Grenze iiber; da alle Klammern
den Grenzwert 1 haben, ergibt sich

1 1 1
e%2+'2"!'+§-!+"’+z',':yk-

Diese Ungleichung gilt fiir jedes natiirliche k. Somit erhalten wir

Ty <Yn =€
hieraus folgt offenbar (nach Satz 3 aus Nr. 28) auch

limy, =e.

Ubrigens ist y, die (n + 1)-te Partialsumme der unendlichen Reihe (Nr. 25, Bei-
spiel 9)
1 1 1
1+ﬁ+§+"'+n-!+"',

und die obige Limesrelation zeigt, daB e ihre Summe ist. Man sagt auch, daB ein diese
Reihe entwickelt werden kann, und schreibt

g

1
amon!’

1 1 1
e:1+ﬁ+§—!+...+m+---=

Die Folge {y,} ist zur angeniherten Berechnung der Zahl e geeigneter als {z,}.
Wir wollen einmal die Giite der Niherung von {y,} an e abschitzen. Zu diesem Zweck
betrachten wir zuerst die Differenz zwischen einem beliebigen Wert 4., (m = 1, 2,
3, ...), der auf y, folgt, und y, selbst, '

1 , 1 1
Yotm — Yn = (n+1)! 4+ (n+2)! +'+""""""""“(n+m)'
JIpE S {1+ L+ 1 oo
(n 4+ 1! n+2 (n42)(n+3)

1
I
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Ersetzt man in der geschweiften Klammer alle Faktoren im Nenner der Briiche durch
n -+ 2, so erhilt man die Ungleichung

1 1 1 1
3’“’"“”’*<m{”n+z+ n F 21 ++r¢§7‘“}

sie bleibt sicher richtig, wenn man die Summe in der Klammer bis ins Unendliche
erstreckt, und die Summe dieser unendlichen geometrischen Reihe 148t sich nach
einer bekannten Formel ausdriicken; so erhalten wir

1 .n+2
(n+1)! n41"-

Nun halten wir  fest und lassen m unbegrenzt wachsen; die diskrete Verinderliche
Yn+m (nur der Index m ,Jéuft*) durchlauft die Folge der Werte

Yarm — Yau <

Y+t ?/n+2’ Ynigs aoes ?/n-i-m: seey

die offenbar gegen e konvergiert. Daher erhalten wir in der Grenze

1 n - 2
g I 1 by

oder schlielich

1
0 — i
<e y"<n.n )

Bezeichnet § das Verhiltnis der Differenz e — y, zu der Zahl —— (es liegt offen-
bar zwischen 0 und 1), so kénnen wir auch nln

6

e — 1Y, = ———
Yn nin

schreiben. Setzt man hier fiir y, die obige Reihenentwicklung ein, so erhilt man die
wichtige Formel

em1+ + + + s el +n' (7)
die der Ausgangspunkt zur Berechnung von e ist. Lassen wir das letzte Glied, das
sogenannte Restglied, fort und ersetzen jedes der iibrigen Glieder durch einen Néhe-
rungs-Dezimalbruch, so erhalten wir gerade einen Naherungswert fiir e.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, e mit Hilfe der Formel (7) zu berechnen, etwa

n

auf ~——1-- genau. Zuerst miissen wir feststellen, wie groB die Zahl » zu wihlen ist, da-

mit dxese Gena,mgkeit erreicht wird.
Wenn wir die reziproken Fakultiten berechnen (vgl. nachstehende Tabelle), so
sehen wir, daB sich fiir n = 10 fiir das Restglied in Formel (7) schon

6 6

= = 15110 << 0,00000003

n-+ 2 1
I

1) Es ist nimlich, wie man leicht sieht,
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ergibt, so daB der Fehler, den wir machen, wenn wir es weglassen, bedeutend kleiner
als die vorgeschriebene Genauigkeitsgrenze ist. Wir nehmen also n = 10. Jedes Glied
verwandeln wir in einen Dezimalbruch, wobei wir die achte Stelle so runden, daf der
absolute Betrag des Fehlers kleiner wird als die Hilfte der Einheit der achten Stelle,

d. h. kleiner als 3 .11 Tk Wir geben die Resultate der Rechnung in einer Tabelle an:

2,00000000

-2% = 0,50000000

§1'T = 0,16666667(—)

ZIE = 0,04166667(—)

-51—! = 0,00833333(-+)

Bl—! == (,00138889(—)

;—71—! = 0,00019841(+)

-8% = 0,000024 80(+) )

g-! = 0,00000276(—) )

i%-i = 0,00000028(—)

2,71828181

Hinter die Naherungswerte wurden ein Plus- bzw. ein Minuszeichen in'Klammern
gesetzt, je nachdem, ob der Niherungswert kleiner oder grofler ist als der genaue
Wert. Wie wir sehen konnen, ist der Fehler, der durch Weglassen des Restgliedes

entstanden ist, kleiner als i%; Wenn wir jetzt noch die Rundungsfehler (mit Vor-

zeichen) bemcksxchtlgen wollen, miissen wir beachten, daB wir fiinfmal einen um

1
weniger als — zu grofien Wert und dreimal einen um weniger als — zu kleinen

108 108
Wert angesetzt haben. Die Summe der Rundungsfehler liegt also zwischen
3
T und +1—&;

Hieraus folgt, daB die Zahl e selbst zwischen den Zahlen
2,71828178 wund 2,71828186
liegen muB, so daB sich

e = 2,7182818 - 0,0000001
ergibt.
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Wir benutzen jetzt die Formel (7), um zu zeigen, da8 die Zahl e irrational ist.

Wir beweisen diese Irrationalitit indirekt, nehmen also an, es sei e = —; mit
diesem n schreiben wir Formel (7) auf: n

1
n!

m 1 1 0 -
-n—~1+ﬂ+'2"!'+"'+ T (0<0<1).

Beide Seiten dieser Beziehung multiplizieren wir mit n!; dann kénnen wir durch die
Nenner aller Briiche (mit Ausnahme des letzten) kiirzen. Links erhalten wir eine
ganze Zahl, rechts aber die Summe einer ganzen Zahl und einer Zahl zwischen 0 und 1.
Mit diesem Widerspruch ist die Irrationalitit von e bewiesen.

38. Ein Lemma iiber Intervallschachtelungen. Zum Schlufl dieses Paragraphen iiber

monotone Folgen befassen wir uns mit zwei solcher Folgen, die ,,einander entgegen-
kommen®.

Gegeben seien eine monoton wachsende Folge {x,} und eine monoton faliende Folge {y,},
und es sei stets

Ty < Yn- (8)

Wenn die Differenz y, — x, gegen O strebt, so haben beide Folgen einen gemeinsamen
endlichen Grenzwert:

¢ =limz, = limy,.

In der Tat, fiir alle » gilt ¥, < y,; das bedeutet aber nach (8) auch x, < y; (n = 1,

2,3, ...). Die wachsende Folge {z,} ist nach oben beschrinkt, hat.also einen endlichen
Grenzwert

¢ = limx,.
Analog ist wegen
Yn > Tn = T

die fallende Folge {y,} nach unten beschrinkt, so dal auch sie gegen einen endlichen
Grenzwert strebt:

¢ == lim y,.
Nach Satz 1 aus Nr. 30 gilt fiir die Differenz beider Grenzwerte:
¢ — ¢ =lim (y, — x,);

dieser Ausdruck ist aber nach Voraussetzung gleich 0, so dal ¢’ = c ist.

Diese Aussage 1a8t sich auch anders formulieren:

Wir nennen die Menge aller Zahlen (oder, wie man auch sagen kann, aller ,,Punkte®)
z, die der Ungleichung

asz<b (fire<b)

geniigen, ein abgeschlossenes Intervall oder auch ein Segment; man schrgibt d_afiir
[a,b]. Gelegentlich findet sich in der Literatur statt der eckigen Klammer eine sgxtze,
{a, b), oder auch eine stilisierte, (@, b]. Die Zahlen (,,Punkte‘‘) @ und b heiBlen linker
baw. rechter Endpunkt des Intervalls, ihre Differenz b — a heifit die Linge des Inter-

6 TFichtenholz I
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valls. Man sieht leicht, daB einem Intervall auf der Zahlengeraden eine Strecke (der-

selben Linge) entspricht.
Man sagt, das Intervall [a’, b’] sei im Intervall [a, b] enthalten oder eingebeitet (ein-
geschachtelt), wenn alle Punkte des ersten Intervalls auch zum zweiten gehoren oder,

was dasselbe ist, wenn
asa <b £b

ist. Die geometrische Bedeutung ist klar.
Es sei nun eine unendliche Folge ineinander enthaltener Intervalle (eine Intervall-

schachtelung)
[als bl]s [a2, bz]: ey [a'n: bn]s s

gegeben, so daf also jedes folgende im vorhergehenden enthalten ist, und die Lingen dieser
Intervalle mogen mit wachsendem n gegen O streben:

lim (b, — a,) = 0.

Dann streben die Endpunkte a, und b, der Intervalle (von verschiedenen Seiten her) gegen
den gemeinsamen Grenzwert

¢ = lima, = limb,,

und dies ist der einzige Punkt, der in allen Intervallen enthalten ist.
Diese Tatsache ist nur eine andere Formulierung des oben bewiesenen Satzes.
Nach Voraussetzung ist

a’n é a’n+1 < bn+1 é bns

so dafl der linke Endpunkt e, bzw. der rechte Endpunkt b, des n-ten Intervalls hier
die Rolle der monotonen diskreten Verdnderlichen #, bzw. y, spielen.
Da a, wachsend und b, fallend gegen ¢ strebt, ist

a,<csb, n=1,2,3,...),

d. h., der Punkt ¢ gehort tatsichlich zu allen Intervallen. Es kann kein von ¢ ver-
schiedener Punkt ¢’ mit der gleichen Eigenschaft existieren, denn dann wére

by —a, =" —c¢| > 0;

die Linge des n-ten Intervalls wiirde also nicht gegen 0 streben.
Spéter werden wir hiufig auf diesen Intervallschachtelungssatz zuriickgreifen.

§ 4. Das Konvergenzprinzip. Teilfolgen. Particlle Grenzwerte

39. Das Konvergenzprinzip. Es sei eine diskrete Verdnderliche 2, gegeben, die die
Folge der Werte

xl’ x2’ LXRS) xn, -oo,xn", e (1)

durchlduft. Wir untersuchen die Frage, ob es ein Kriterium fiir die Existenz eines
endlichen Grenzwertes dieser Folge gibt. Die Definition des Grenzwertes selbst kann
das nicht leisten, weil darin ja schon der Grenzwert vorkommt, um dessen Existenz
es geht. Wir kénnen in dem Kriterium nur das benutzen, was uns gegeben ist, nimlich
die Wertefolge (1) der diskreten Verdnderlichen.
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Dieses Problem wird durch folgenden bemerkenswerten Satz geldst, der von dem
tschechischen Mathematiker B. Borzaxo (1781—1848) und dem franzésischen Ma-
thematiker A. L. CAvcHY (1789—1857) stammt und der als allgemeines Konvergenz-
prinzip bezeichnet wird.

Satz. Eine diskrete Veranderliche x, hat genau dann etnen endlichen Grenzwert,
wenn 2u jeder Zahl ¢ > 0 eine Zahl N existiert derart, daf} die Ungleichung

|20 — @p| < & (2)

gilt, sobald n > N und n' > N ist.

Wie man sieht, besteht das Wesen der Sache darin, da der Abstand zwischen den
Werten der Veriinderlichen mit wachsenden Indizes immer geringer und zuletzt be-
liebig klein wird. Solche Folgen werden auch in sich konvergent genannt, und das
Konvergenzprinzip 1i8t sich dann folgendermaBen formulieren: Eine in sich kon-
vergente Folge hat einen endlichen Grenzwert (,konvergiert’’), und umgekehrt.

Beweis. Zunichst zeigen wir, daf die Bedingung notwendig ist. Die Folge {z,}
habe einen endlichen Grenzwert a. Nach Definition des Grenzwertes (Nr. 23) 148t
sich dann zu jeder beliebig gewihlten Zahl ¢ > 0 eine Zahl N finden derart, dafl
fiir alle n > N die Ungleichung

4
Ixn""a"<"§

erfiillt ist.
Fiir zwei Zahlen n > N und n' > N gilt also gleichzeitig

&
lxn_"a'l <"2"

und
o — ] < =
hieraus folgt
€y — 2| = |(¥ — @) + (@ — 2a')|

. > &
glxn—a}+]a—xna!<-2—+§-=s.

Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung bewiesen.

Der Beweis dafiir, daf sie hinreicht, ist jedoch nicht ganz so einfach. Die Voraus-
setzung des Satzes sei also erfiilllt; es mufl nachgewiesen werden, dal dann fiir die
Folge {x,} ein vollbestimmter endhcher Grenzwert existiert. Dazu konstruieren wir
im Bereich aller reellen Zahlen einen Schnitt nach folgender Vorschrift. In der Unter-
klasse A nehmen wir jede reelle Zahl «, fiir die von einem gewissen Index an die Un-
gleichung

Ty >

gilt. In die Oberklasse A4’ nehmen wir dann alle iibrigen (nicht in A liegenden) reellen
Zahlen &', Zunichst zeigen wir, da8 diese Klassen nicht leer sind. Wenn eine beliebige
Zahl ¢ > 0 vorgegeben ist, so konnen wir auf Grund der Voraussetzung eine ihr ent-

6*
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sprechende Zahl N derart finden, da8 fiir » > N und n’ > N die Beziehung (2) er-
fiillt ist und somit

By — & < Xp < Ty + € (3)

gilt. Jetzt sehen wir, da8 fiir »’ > N insbesondere jede Zahl z,,, — ¢ zur Klasse 4 ge-
hort; denn sie wird fiir hinreichend groes » (némlich fiir n > N) von z, iibertroffen.
Da andererseits (fiir dieselben #) die Zahl z, kleiner bleibt als jede Zahl der Form
Z, + ¢ (fiir n’ > N), kann offenbar keine solche Zahl zu A gehdoren; folglich liegt sie
in der Klasse 4’.

Die Vorschrift, nach der die Klassen A und A’ definiert sind, ist so formuliert, da}
folgendes unmittelbar klar ist: Jede reelle Zahl liegt in einer und nur in einer dieser
Klassen. Aulerdem ist offenbar jede Zahl & (aus 4) kleiner als jede Zahl &' (aus 4’);
denn wire x > «', s0 wiirde die Veridnderliche x, von einem bestimmten » an auch
die Zahl &' iibertreffen, entgegen der Definition der Zahlen «’. Somit ist die oben defi-
nierte Einteilung des Bereichs der reellen Zahlen in die beiden Klassen tatséchlich ein

Schnitt.
Nach dem Dedekindschen Hauptsatz (Nr. 10) existiert also eine reelle Zahl a, die
zwischen den Zahlen der beiden Klassen liegt!):

x=sa<o.

Wie wir schon bemerkten, ist fiir jedes »’ > N die Zahl z,» — ¢ eine der Zahlen «
und die Zahl z,v - ¢ eine der Zahlen &’. Daher ist insbesondere

Ty —e=aSZy + ¢ oder ja—2zy|=|v,y —a] = ¢
fiir jedes n’ > N. Nach Definition des Grenzwertes (Nr. 23) bedeutet das aber
a = lim z,,

und damit ist der Satz bewiesen.
Dieses Kriterium werden wir im folgenden vielfach anwenden.

40. Teilfolgen und ihre Grenzwerte. Wir betrachten jetzt neben der Folge (1) irgend-
eine ihrer Teilfolgen (oder Unterfolgen):

Zpys Lugs gy vovs Ty + - 4)

wobei {n;} eine Folge wachsender natiirlicher Zahlen

n1<n2‘<n3<"‘<nk<nk+1<“‘ (5)

ist. Hier ist der Index, der alle natiirlichen Werte annimmt, nicht n, sondern k; die
ny bilden selbst eine Folge, die aus natiirlichen Zahlen besteht und offenbar mit wach-
sendem & gegen oo strebt.

Satz. Wenn die Folge (1) einen bestimmten (endlichen oder unendlichen) Grenzwerta
hat, so hat auch jede Teilfolge (4) denselben Grenzwert.

Nehmen wir etwa beim Beweis den Fall eines endlichen a. Es mége sich also zu
¢ > 0 ein N finden lassen derart, daB fiir n > N die Ungleichung

2z, — a] < ¢

1) Dort war sie mit B bezeichnet worden.
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erfiillt ist. Wegen n, — co existiert auch eine Zahl K derart, daB fiir alle k > K die
Beziehung n, > N gilt. Dann gilt fiir dieselben Werte von % die Ungleichung

!xﬂk - a} < €,

und damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Ubrigens haben wir fiir diese Uberlegung die Ungleichung (5) nicht gebraucht, d. h.
die Monotonie der Folge {x,} nicht benutzt. Somit gilt unsere Behauptung auch dann,
wenn die ganzzahlige Veréinderliche n, nach irgendeiner anderen Vorschrift (also
nicht notwendig monoton) gegen co strebt.

Wenn die Verinderliche «, oder, was dasselbe ist, die Folge (1) keinen Grenzwert
hat, so kann durchaus irgendeine Teilfolge (4), d. h. eine entsprechende Folge der
Zp, = %,,, einen Grenzwert haben. Diesen Grenzwert nennen wir einen partiellen
Grenzwert der Folge {x,} oder der Folge (1).

Es sei etwa z, = (—1)**; diese Folge hat keinen Grenzwert. Durchliuft jedoch » nur die
ungeraden oder nur die geraden Zahlen, so haben die Teilfolgen

231 = 1, Ty == 1’ “ooy 2:2,‘_1 = 1, “se
und

xz = ""—1, x4 == —"‘1, “oey xzk = _1’ e
je einen Grenzwert, nimlich 1 bzw. —1. Diese Zahlen sind dann partielle Grenzwerte der Folge
{z,}. Analog folgt auch, daB} die Folge der z, = (—1)*t! n die partiellen Grenzwerte co und —oo
hat; die Folge der x, = n1)"* hat die partiellen Grenzwerte co und 0.

Man kann leicht Beispiele von Folgen konstruieren, die unendlich viele verschiedene par-
tielle Grenzwerte besitzen. Wir definieren etwa die Verinderliche z, durch folgende Vorschrift:
Ist «f...v (wo &, 8y ..., » Ziffern sind) die Darstellung der Zahl n im Dezimalsystem, so sei

z, = 0,68...7,

also beispielsweise ;3 = 0,13; 2,95; = 0,4035 usw. Dabei kommt jeder endliche Dezimalbruch
zwischen 0,1 und 1 in unsere Folge unendlich oft vor, beispielsweise 0,217 an der 217-ten, aber
auch an der 2170-ten, der 21 700-ten usw. Stelle. Mit anderen Worten, jeder endlicke Dezimal-
bruch zwischen 0,1 und 1 ist ein partieller Grenzwert unserer Folge. Betrachtet man aber jetzt
eine beliebige andere reelle Zahl « innerhalb dieser Grenzen, so braucht man sie nur als unend-
lichen Dezimalbruch darzustellen (Nr. 9),

& == 0,6,65...€... (e, = 1),
damit klar wird, daB die Teilfolge

Ze, = 0,4,

........

ooooooo

diese Zahl & als Grenzwert hat. Somit fiillen in unserem Fall die partiellen Grenzwerte das
ganze Intervall [0,1; 1] aus.

Existiert nun fiir eine Folge {z,} immer ein partieller Grenzwert? Diese Frage ist
leicht zu bejahen, wenn die Menge {x,} unbeschrinkt ist. Die Menge sei beispielsweise
nach oben nicht beschrinkt; dann existiert zu jedem natiirlichen % in der Folge (1)
ein Glied z,,, das grofer als & ist:

gy >k (k=1,2,3,...)
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(dabei kann man es leicht so einrichten, dal die Zahl n; mit & wachst). Die Teilfolge

Zpys Tngs gy »ovs Lmys oo e

hat offenbar den Grenzwert oo; er ist also ein partieller Grenzwert der Folge.
Die obige Frage ist aber auch im Fall beschrinkter Folgen zu bejahen; dies er-
fordert jedoch weitere Uberlegungen, die wir in Nr. 41 anstellen werden.

41. Satz von Bolzano')-WeierstraB?). Aus jeder beschrankten Folge (1) kann man eine
gegen einen endlichen Grenzwert konvergierende Teilfolge (4) auswdihlen.

(Diese Formulierung schliet nicht aus, da8 auch gleiche Zahlen in der gegebenen
Folge vorkommen, was fiir die Anwendungen bequem ist.)

Beweis. Alle Zahlen z, mdgen zwischen den Grenzen a und b liegen. Wir halbieren
dieses Intervall [a, b]; dann liegen mindestens in einer Hilfte unendlich viele Ele-
mente der gegebenen Folge; denn sonst wiren auch im ganzen Intervall[a, 5] nurend-
lich viele Elemente enthalten. Es sei jetzt [a,, b,] diejenige Hilfte, die unendlich viele
Zahlen z, enthilt (wenn beide Hilften diese Eigenschaft haben, so sei [a,, b,] eine
von ihnen). T

Analog halbieren wir das Intervall [a,, b,]; es sei [a,, b,] wieder eine Hilfte, die un-
endlich viele Zahlen z, enthilt, usw. Wir denken diesen Proze unbeschrinkt fort-
gesetzt ; nach k Schritten erhalten wir ein Intervall [a,, b;], das unendlich viele Zahlen
z, enthilt,

Jedes dieser so konstruierten Intervalle (vom zweiten an) ist im vorhergehenden
enthalten, da es eine Hilfte davon ist. AuBlerdem ist die Linge des k-ten Intervalls
gleich
b—a

2r

strebt also mit wachsendem k gegen 0. Wenn wir jetzt den Satz aus Nr. 38 iiber Inter-
vallschachtelungen anwenden, kénnen wir folgern, daB {e,} und {b,} gegen einen ge-
meinsamen Grenzwert ¢ streben.

Wir konstruieren jetzt folgendermafien induktiv eine Teilfolge {x,,}. Als z,, nehmen
wir ein beliebiges (z. B. das erste) der Elemente z, unserer Folge, das in [a,, b,] liegt.
Alsz, nehmen wir ein beliebiges (z. B.das erste) auf #,, folgendes und in [a,,b,] liegendes
der Elemente x,,, usw. Allgemein nehmen wir als z,,, ein beliebiges (z. B. das erste) der
Elemente ,, das auf alle vorhergehenden w,,, 2,,, ..., Z,,_, folgt und in {a;, b;] ent-
halten ist. Diese Wahl ist moglich, weil jedes der Intervalle [a,, b;] unendlich viele
Zahlen z, enthilt, d. h. Elemente x, mit beliebig groBem Index.

Da ferner

a’k é xn;,- é bk

bk—-ak::

und
lima, =limb, = ¢

ist, gilt nach Satz 3 aus Nr. 28 auch
limz, =c,
was zu beweisen war.

1) BerNARD Borzawo, 1781 —1848, tschechischer Mathematiker und Philosoph.
%) KARL WEIERSTRASS, 18151897, deutscher Mathematiker.
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Die beim Beweis dieses Satzes verwendete Methode, nach der die betrachteten
Intervalle sukzessive halbiert werden, ist unter der Bezeichnung Bolzanosche Me-
thodel) bekannt; sie wird uns in anderen Fillen auch noch oft begegnen.

Der Satz von Borzano-WEIERSTRASS erleichtert den Beweis vieler schwieriger
Sitze, da mit seinem Beweis die Hauptschwierigkeit der entsprechenden Uber-
legungen sozusagen vorweggenommen ist. Als Beispiel beweisen wir mit seiner Hilfe
nochmals das Konvergenzprinzip, und zwar die Tatsache, daB es hinreichend ist, was
wir in Nr. 39 nur mit ziemlichem Aufwand nachweisen konnten.

Es sei also die Voraussetzung erfiillt; zu gegebenem & > 0 existiere eine Zahl N der-
art, daB fiir » > N und »n’ > N die Ungleichungen (2) oder (3) gelten. Hélt man da-
bei n’ fest, so ist nach (3) klar, dal die Folge {,} in jedem Fall beschrankt ist: Thre
Glieder liegen fiir n > N zwischen den Zahlen z, — ¢ und z,- 4- ¢, und es ist nicht
schwer, diese Grenzen so auseinanderzuziehen, dal auch die ersten N Werte 24, z, ...,
xy dazwischenliegen. Nun kénnen wir nach dem Satz von BorzANo-WEIERSTRASS
eine Teilfolge {x;} auswihlen, die gegen den endlichen Grenzwert ¢ konvergiert:

lim z,, = c.
Wir zeigen, daB auch die Folge {x,} gegen diesen Grenzwert strebt. Wir konnen %
so grof wihlen, daB [z,, — ¢| < ¢ und gleichzeitig n, > N ist. Folglich kénnen wirin
(2) n' = my setzen,
[T — Zn,| <o,

und wenn wir beide Ungleichungen zusammenfassen, erhalten wir schlielich
[, — ¢] < 2¢ (fiir n > N);

damit ist unsere Behauptung bewiesen.?)

42, Der groBte und der kleinste partielle Grenzwert. Fiir jede Folge {z,}, ob sie beschrinkt
oder nicht beschrinkt ist, existieren Grenzwerte von Teilfolgen. Wir zeigen jetzt, daf unter
diesen Grenzwerten von Teilfolgen notwendigerweise ein gréBter und ein kleinster existieren.
Sie werden oberer bzw. unterer Limes der Folge {z,} genannt (auch limes superior bzw. limes
inferior) und mit

lim z, bzw. lim 2, oder lim sup z, bzw. lim inf 2,

bezeichnet.

Satz. Jede Folge {x,} besitzt einen groften und einen kleinsten partiellen Grenzwert. Notwendig
und hinreichend fiir die Existenz des Grenzwertes einer Folge (im gewdhnlicken Sinne) ist die Uber-
einstimmung von limes superior und limes inferior.3)

Beweis. Wir untersuchen zuerst die Frage nach der Existenz des limes superior. Wir sahen
schon in Nr. 40: Ist die Folge {z,} nicht nach oben beschrinkt, so kann man aus (1) eine Teil-
folge {r,,} auswihlen derart, dal

lim z,, = oo
1y Scherzhaft nennt man sie auch Lowenfangmethode. — Anm. d. Red.
2) Die Zahl 2¢ ist von derselben Ordnung beliebig klein wie ¢ selbst. Wenn man will, kann man

statt des urspriinglichen ¢ die Zahl -—85 nehmen; dann wiirden wir hier ¢ erhalten haben. Von

jetzt an werden wir auf solche Trivialitdten nicht mehr eingeben.
8) Dieser Satz, zu dessen Beweis der Satz von BorLzANo-WEIERSTRASS nicht benutzt wird, um-
faBit diesen.



88 1. Theorie der Grenzwerte

ist. Somit ist in diesem Fall co ein partieller Grenzwert und offenbar auch der groBtmagliche,

so daB also Tim «, = oo ist. Wir setzen jetzt voraus, die Folge {,} sei nach oben beschrinkt:
2, S M (n=1,2,3,..). Wir betrachten die obere Grenze der Werte x, fir n > k:

M, = sup {,} = sup {1 Tpseo LS M.
n>k
Fiir wachsendes & kann der Wert 3/, sicher nicht wachsen; folglich existiert nach dem Satz
@iber monotone Folgen (Nr. 34) in jedem Fall der Grenzwert (fiir unbegrenzt wachsendes k)

lim M,
der endlich oder gleich — oo sein kann. . o .
Der Fall, da8 er gleich — oo ist, ist einfach zu erledigen. Zu jedem E > 0 existiert ein I{ldex
k = N derart, daB My < —E ist, fiir n > N ist aber offenbar x, < My, so daB fir diesen
Wert von # um so mehr

2, < —E
ist. Das bedeutet aber, dafl der Grenzwert (im gewdhnlichen Sinne)
limz, == —o0

existiert, der gleichzeitig groBter und kleinster partieller Grenzwert ist.1)
Wir betrachten jetzt den wichtigeren Fall, daB ein endlicher Grenzwert existiert,

lim M, = M*,
und beweisen, daB diese Zahl M* gerade gleich dem gesuchten limes superior von {z,} ist.
Zu diesem Zweck geben wir zwei charakteristische Eigenschaften der Zahl M* an:
Ist die Zahl & > O beliebig gewihlt, so kann man eine Zahl k = N’ finden derart, daB
My < M* 4 ¢ ist; denn fir n > N’ ist x, =< My, also erst recht z, < M* - &. Somit gilt
die erste Eigenschaft der Zahl M*:

1. Zu jedem & > O existiert eine Zahl N’ derart, dap fir alle n > N’
x, < M* ¢
gilt.

Andererseits gilt firr jedes ¢ > 0 und jedes k die Beziehung M, = M* > M* — ¢. Dann
kann man aber nach der Eigenschaft der oberen Grenze (Nr.11) unter den Zahlen z, mit
n=kk+1,k+2 k- 3,... einen Wert z, finden, fiir den auch z,» > MM* — ¢ ist.

Ersetzen wir die beliebig gewiihlte Zahl £ durch N, so erhalten wir die zweite Eigenschaft.

2. Zu jedem & > 0 und jedem Index N kann man einen Wert x, mit n' > N finden derart, daf
Xy > M* — ¢
ist.

(Wir heben den Unterschied in den Formulierungen dieser beiden Eigenschaften hervor. Im
ersten Fall ist die Ungleichung ausnahmslos fiir alle Werte z,, von einem bestimmten Wert des
Index an erfiallt. Im zweiten Fall wird die Ungleichung nur von einzelnen Werten z,, erfillt,
unter denen es jedoch Werte mit beliebig grolem Index gibt.)

Mit Hilfe dieser Eigenschaften beweisen wir zuerst, daf die Zahl M* ein partieller Grenzwert
fir ((iiie Folge {x,} ist. Dafiir mul} eine Teilfolge {x,}, die gegen M* konvergiert, ausgewihlt
werden.

Wir wihlen eine Folge positiver Zahlen ¢;, die gegen 0 strebt. Wir setzen n, = 1 und nehmen
an, die Indizes

=1 <y < My << vee < My

se.ien schon gewréhlt, und zeigen nun, wie n; zu withlen ist. Nach der ersten Eigenschaft finden
wir zu & = ¢; einen Index N’ = N; derart, daB fiir alle n > N; die Beziehung x, < M* -+ ¢;

1) Falls der gewdhnliche Grenzwert einer Folge existiert, stimmen die Grenzwerte aller Teil-
folgen mit diesem iiberein (Nr. 40).
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gilt. Jetzt wenden wir uns der zweiten Eigenschaft zu, indem wir wie vorher ¢ = ¢; annehmen
und als N die grofte der Zahlen n;_; und N; nehmen; dieser Wahl der Zahlen £ und N mégen die
Zabl n" = n; entsprechen. Fiir sie gilt einerseits

Tp, > M* — ¢y,
andererseits, da n; > N, ist, gleichzeitig auch
Xy, < M¥* + ¢
AuBerdem ist n; > n;_,.
Fir die Elemente z,, die auf diese Weise induktiv konstruiert wurden, gilt
|y, — M*| < ¢ (t=2,3,4,...,

so daB also in der Tat z,, gegen M* strebt.

SchlieBllich zeigen wir noch, daBl kein partieller Grenzwert grifer als M* sein kann. Es gelte
fiir eine gewisse Teilfolge {x,} die Beziehung z,, — a, so daB} a einer der partiellen Grenzwerte
ist. Nach der ersten Eigenschaft von M* wird fiir hinreichend grofie Indizes (groBer als N')

Ty, < M* + &,

Gehen wir hier zur Grenze iiber, so erhalten wira < M* 4 egund, da ¢ beliebig war, schliellich
a < AM*,

Somit ist M* tatsichlich der gréBte partielle Grenzwert, d. h.
M* = lim «,,.

Analog beweist man die Existenz des kleinsten partiellen Grenzwertes. Wir wiederholen
nicht alle Uberlegungen, sondern weisen nur auf folgendes hin.

Wenn dieser kleinste partielle Grenzwert gleich oo ist, so existiert der Grenzwert im ge-
wohnlichen Sinne,

lim z, = oo.
Ist aber der kleinste partielle Grenzwert eine endliche Zahl M,
My ==limz,,

so hat er Eigenschaften, die den oben fiir J{* angegebenen analog sind:
1. Zu belvebigem e > O existiert eine Zahl N derart, daf fir alle n > N’

gilt.
2. Zu beliebigem e > 0 und jedem N kann man einen Wert x, mit 0’ > N finden derart, daf

Ty < My + ¢
1st.

Wir wenden uns jetzt dem Beweis der abschlieBenden Behauptung des Satzes zu. Wenn der
(endliche oder unendliche) Grenzwert im gewéhnlichen Sinne, lim «,,., existiert, so stimmen alle
partiellen Grenzwerte mit ihm {berein (Nr. 40), so daB fir die Existenz eines Grenzwertes die
Ubereinstimmung von limes superior und limes inferior notwendig ist.

Wir setzen jetzt voraus, es sei

lim 2, = lim z,.

Ist ihr gemeinsamer Wert oo oder — o0, 80 existiert, wie wir gesehen haben, der Grenzwert der
Folge im gewoéhnlichen Sinne und hat denselben Wert.
SchlieBlich seien beide Grenzwerte endlich:

M* = M, =a.



90 I. Theorie der Grenzwerte

Wenn wir die ersten Eigenschaften der Zahlen M* und M, benutzen, dann finden wir zu vor-
gegebenem & > 0 eine Zahl IV derart, daB fir alle n > N

a—e<z,<a-te dh Jr,—aj<e

wird. Das bedeutet aber gerade, dal} @ der Grenzwert der Folge {z,} im gewdhnlichen Sinne ist.
Der Satz ist damit bewiesen.

Wir bemerken noch, dafl mit Hilfe dieses Satzes ganz einfach bewiesen werden kann, daB
die Bolzano-Cauchysche Bedingung (Nr. 39) hinreichend ist. In der Tat entnehmen wir (in den
bisherigen Bezeichnungen) der Ungleichung ’

Xy — &< Xy < Xy + ¢ (fiir alle n > N und alle »” > N)

unmittelbar, dal der grofite und der kleinste partielle Grenzwert der Folge {z,} endlich sind
und sich nicht mehr als um 2¢ unterscheiden; da ¢ beliebig war, stimmen sie also tiberein. Hier-
aus ergibt sich die Existenz eines endlichen Grenzwertes im gewdhnlichen Sinne,

























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































