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XV. Kurvenintegrale. Das Stieltjessche Integral

§1. Kurvenintegrale erster Art

543. Definition des Kurvenintegrals erster Art. Um auf mdglichst einfache Weise
zu diesem neuen Begriff zu gelangen, betrachten wir ein mechanisches Problem,
das auf ein Kurvenintegral erster Art fiihrt.

Es sei in der Ebene eine stetige einfache!) rektifizierbare Kurve (K) gegeben
{Abb. 1), langs derer Masse verteilt sei; ihre lineare Dichte (M) in allen Punkten 3
der Kurve sei bekannt. Es soll die Masse m der ganzen Kurve (K) bestimmt werden.
Zn diesem Zweck wihlen wir zwischen den Endpunkten 4 und B von (K) Punkte
A=4y, A4, Ay, ..., 4, _, A,=B, die von 4 nach B numeriert seien (Nr.246).

Abb. 1

e

0

Wir wihlen irgendeinen Punkt M; auf dem Bogen A:Ziﬂ der Kurve und be-
rechnen die Dichte g(3,) in diesem Punkt. Nehmen wir etwa an, in allen Punkten
dieses Abschnittes sei die Dichte dieselbe, und bezeichnen wir die Linge des Bo-

gens A:Zi +¢ mit o}, so erhalten wir fiir die Masse dieses Bogens den Naherungswert
m~g(M;) o;

und fiir die gesuchte Gesamtmasse den Niherungswert
n—1
m=~ .Zo Q(M‘) g; .
7=

Der Fehler, den wir dabei im Zusammenhang mit der obigen Annahme begehen,
wird im allgemeinen gegen 0 streben, wenn die Lingen o; aller Abschnitte gegen
0 streben. Bezeichnen wir also mit 2 das groBte g;, so brauchen wir, um zu einer ge-

1) Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, beschrinken wir uns auf nichtgeschlos-
sene Kurven. A
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nauen Formel zu gelangen, nur zur Grenze iiberzugehen: |
n—1
m=lim > o(M,)o;.
A>0 20

Wir wollen nun Grenziiberginge dieser Art allgemein betrachten und von dem
gestellten Problem abstrahieren; wir nehmen eine beliebige ,,Punktfunktion®
(M) = f(z, y), die lings einer stetigen einfachen rektifizierbaren Kurve (X) gegeben
sei,) und wiederholen den beschriebenen ProzeB. Wir zerlegen die Kurve (K) in

Elementarbégen‘A::di +1 und wihlen darauf je einen beliebigen Punkt M (¢, 7,),
berechnen den Wert f(M,) = f(§;, n;) in diesen Punkten und bilden die Summe

n—1

n—1
Zof(Mi) 0= -.Z_]of(gi’ ) % s

eine Art ,, Integralsumme®.

Das analoge Verfahren kann auch auf den Fall einer geschlossenen Kurve ange-
wandt werden, wenn als 44 (4,) irgendeiner ihrer Punkte gewahlt wird und die
anderen Punkte 4; in dem einen oder anderep Durchlaufungssinn auf der Kurve
angenommen werden (Nr. 246).

Hat fiir gegen O strebendes 4 =max o; die Integralsumme einen bestimmten end-
lichen Grenzwert I, der weder von der Art der Zerlegung von (K) noch von der Wahl
der Punkte M; auf den Abschnitten 4,4, , abhingt, so nennt man diesen Grenz-
wert das Kurvenintegral (erster Art2)) der Funktion f(M)=f(z, y) lings der Kurve
oder lings des Weges (K) und schreibt

I= ff(M)ds= [ f(,y)ds 1)
(K) (K) .
(dabei ist s die Bogenlinge der Kurve, und ds weist auf die Linge der Elementar-
bogen o; hin). Die genaue Charakterisierung des Grenzprozesses kann dem Leser
iiberlassen bleiben.

Somit kann der oben gefundene Ausdruck fiir die Masse der massebelegten
Kurve in der Form

m= {o(M)ds 2)
(E)
geschrieben werden.

Wir weisen besonders darauf hin, da8 in dieser Definition der Durchlaufungs-
sinn, der dem Weg (K) gegeben werden kann, keine Rolle spielt. Ist z. B. diese Kurve
nicht geschlossen und versteht man unter (4B) und (BA) die in verschiedenem
Sinne durchlaufene Kurve, so ist

S [(M)ds= [ f(M)ds.
(4B) (B4)
Ganz analog kénnen wir auch den Begriff des lings einer Raumkurve (K) erstreckten

1) Dabei wird vorausgesetzt, es sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde
gelegt.
2) Zum Unterschied von dem in Nr. 546 zu betrachtenden Kurvenintegral zweiter Art.
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Integrals einfiihren:
f/(M) ds= ff(xs Y, z) ds 1)
(K) (K) .

Da hierbei nichts prinzipiell Neues auftritt, brauchen wir nicht niher darauf ein-
zugehen.

b44. Zuriickfiihrung auf das gewiohnliche bestimmte Integral. Wir nehmen an, auf
(K) sei irgendwie einer der beiden méoglichen Durchlaufungssinne festgelegt, so daf3
die Lage eines Punktes M auf der Kurve durch die Linge des vom Anfangspunkt 4

an gerechneten Bogens s= AN gegeben ist. Dann kann die Kurve (K) in Parameter-
form durch Gleichungen der Gestalt

z=z(s), y=yls) (0=s=8)

beschrieben werden, und die in den Punkten von (K) gegebene Funktion f(z, y)
ist eine mittelbare Funktion f(z(s), y(s)) des Parameters s.

Bezeichnet man mit ¢; (¢=0, 1, ..., n) die den Teilpunkten A, entsprechenden
Bogen, so ist offenbar o;=s; —8;= 4s;. Bezeichnet man ferner den Bogen, der
dem Punkt M, entspricht, mit §; (offenbar ist s;=§;=s,,,), so folgt, daB die In-
tegralsumme des Kurvenintegrals,

n—1 n—1

2 (M) a;= 2, f(x(&), y(5)) ds;

=0 $=0
zugleich Integralsumme eines gewohnlichen bestimmten Integrals ist, und zwar
folgt dann

S
S {(M) ds=(R) [ f(z(s), y(s)) ds, (3)
® 0

wobei die Existenz des einen Integrals die des anderen nach sich zieht.2)

Diese unmittelbare Zuriickfiihrbarkeit des Kurvenintegrals erster Art auf ein
gewohnliches Integral vermindert natiirlich seine theoretische Bedeutung, keines-
falls aber seine methodische. Das Integral existiert beispielsweise, wenn die Funk-
tion f(M) stetig ist, was wir im folgenden voraussetzen werden.?)

Es sei jetzt eine einfache Kurve (K) in beliebiger Parameterform durch die
Gleichungen

z=o(t), y=v{t) (Hh=t=T)

f

1) Es sei ein rechtwinkliges «, v, z-Koordinatensystem zugrunde gelegt. Die Funktion
braucht nur in den Punkten von (X) definiert zu sein.

2) Das Zeichen (R) soll darauf hinweisen, daf es sich hier um das gewdhnliche Integral
im Riemannschen Sinne handelt.

3) Dabei meinen wir hier Stetigkeit in den Punkten von (K) lings (K). In der &-6-
Sprache bedeutet das folgendes: Zu jedem & >0 1&8t sich ein § >0 finden derart, daf
fiir je zwei Kurvenpunkte M und M’ mit MM’ <¢é die Beziehung |f(M’)—-f(M)|<e
gilt. Unter dieser Annahme ist auch die zusammengesetzte Funktion f(x(s), y(s)) eine
stetige Funktion von s, da «(s) und y(s) stetig von s abhéngen.
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gegeben, wobei g und p nebst ihren Ableitungen ¢’ und ¢’ stetig seien. Dann ist die

Kurve sicher rektifizierbar (vgl. Nr. 248), und wenn der Bogen 8=Aﬂxs(t)\mit
dem Parameter ¢ wichst, ist

=J(e'())2 + (v' (1))

(vgl. Formel (10) aus Nr. 248). Durch Variablensubstitution auf der rechten Seite
von (3) folgt

L1 ds= f Ho @), v®) V@' 002+ (v ()2 de . (4)
Somit muf man zur Berechnung eines Kurvenintegrals erster Art in der zu tnle-
grierenden Funktion die Verinderlichen x und y durch thre Parameterdarstellungen
ersetzen und ds durch das Bogendifferential als Funktion des Parameters. Dabet muf3
die untere Grenze des bestimmiten Integrals kleiner sein als die obere.
Im Fall einer durch

y=yl®) (a=z=h)

gegebenen Kurve nimmt (4) folgende Gestalt an:

ff(M) dsmff(x, (=) Y1+ (@' ()2 d= . (5)

Dieser Bezwhung kann man auch eine andere Gestalt geben. Unter der Annahme,
Y{x) sei nebst der Ableitung ¥’(x) stetig, hat die Kurve (K) in jedem Punkt eine be-
stimmte Tangente, die der y-Achse nicht parallel ist. Bezeichnet o« den Neigungswinkel
der Tangente zur z-Achse, so folgt -

, i
tan o =y'(x), lcos af = [+ (@)’
also
f(x, ¥(#) 4
. f fMy ds= [ m2 T , (®)
(E) e

Insbesondere gilt, da offenbar fds = ist, wobei S die Liinge der ganzen Kurve (4 B)
bezeichnet, (K '

8= f{cosal (7

Bemerkung. Wir haben (7) als Resultat formaler Umformungen erhalten. Wiirden
wir die Liénge des Bogens einer Kurve als Grenzwert umbeschriebener statt einbeschrie-
bener Streckenziige definieren, so wiirde diese Definition — im Fall einer explizit ge-
gebenen Kurve — unmittelbar auf Formel (7) fithren. Wir iiberlassen es dem Leser, sich
davon zu iiberzeugen.

5456. Beispiele,
1. Man berechne das Integral I = f zyds, wenn (K) der im ersten Quadranten gelegene
(K) ’

2 .
"E =1 ist.

2
Viertelbogen der Elhpse 5
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Lésung. (a) Es ist

b bx
== Va2 2 f o o
a = —%, Y . Wazw—w? ’

T Y 1 a,’i....(az...bg) xz
ﬁ+y2=;V at—x? ,

so daf nach (3)

. a
b 1 71/a%—(a2—b2) 22 b
sz:v~i‘a2-x2-——~l/a (a )@ da:::—mf Va5 =(a?—~b2) 22 - & dx
; a a a’—-z? a2
: 0

gilt. Fiihrt man die Integration aus, so folgt
~b 2 ¢ ab a?+ab+b?
e+ o b (@2 B 222 =Sl T T
I=swrmpy 3 [ - @ -9 7] 'o 3 T a+b "

Es sei darauf hingewiesen, daf} diese Herleitung insofern nicht ganz einwandfrei ist, als
im Punkt x =a eine senkrechte Tangente auftritt. Von diesern Mangel frei ist folgende
Losung:
(b) Man geht zur Parameterdarstellung « =a cos ¢, y =b sin ¢ der Ellipse iiber und er-
hiilt ' ‘

3

. _dx . .
&= = —asint, yz»—gmbcost,

dt de
dx\?  [dy)\2
== 2} =Va?gin? 2 coa?
V(dt) +(dc) Ya2sin2t +b2cos?t,
so dafl man nach (4) vorgehen kann:

w/2
I=f acost-bsintYa2sin2t+b2cos2tdt
6

af2
b 1 —eos 2¢ 1+cos 2t
=2 f gin 2¢ Va2 +b2 de
2 2
0

2

Die Substitution cos 2t =z, also sin 2t df = -—;— dz liefert

t
ab + 1/a2+b2 bZ—a?
I=?,’ V 5 + 3 zdz
-1

ab 2 2 [a2+b2 b2—a? P21 ab a’+ab+b?
:Z'bz—af?i[ I N F i T S
2. Man berechne I = [y ds, wenn (K) das Stiick der Parabel y2=2px vom Ursprung

8.9}
bis zum Punkt {z,, y,) ist.

Lésung. Aus der Kurvengleichung folgt
vy’ =p;
somit ist
yds=y Vi+y2de=Vy? +y%2 de =Vp? +2px dzx

2 Fichtenholz II1
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und
& 1 .
I- f VP42 do =5 (@2 + )2 ~p7]

3. Man berechne I = f (x? +y?) ds, wenn (4) die geradlinige Strecke zwischen den

4)
Punkten (a, a} und (b, b) ist (b >a).
Hinweis. Gleichung der Geraden: y =z.

2"— - (b3=a3).

4. Man berechne K = fye—2 ds, wenn (C) der Bogen der Kurve
©©

Loésung. —5—

z=In(1+¢2), y=2arctant~t+3
zwischen £ =0 und £=1 ist.

. : ]/dx dy .
Hinweis. .(dt) +(dt) =1;

1
2 arctant—t 43 I | 3n
Kzf o dt=ro—5 2+

5. Bei den meisten der héufig vorkommenden Kurven (Ellipse, Hyperbel, Sinusoide,
Lemniskate u. a.) kann die Bogenldnge nicht durch elementare Funktionen ausgedriickt
werden, da ds nicht in geschlossener Form integrierbar ist. Trotzdem kann das Integral

f 1(z, y) ds auch fiir solche Kurven oft mit Hilfe elementarer Funktionen’ berechnet
(X)
werden (z. B.im ersten Belspxel), da der Faktor f(z, y) die Struktur des Integranden
beeinfluBBt. Der Leser mdge Beispiele fiir Integra,le f f(z, y) ds lings der Sinuskurve
y =sin # oder der Hyperbel xy =1 konstruieren, die dureh elementare Funktionen aus-
driickbar sind.

6. Man berechne I = [ayz ds, wenn (C) der Bogen der Kurve = =¢, y =:—;— Y8z, =-§—ch

C)

zwischen £ =0 und ¢ =1 ist.
Losung.

— /2
ds=V&24+y2+22dt=(1+1¢) de, I——-——~ft9/2 (1-+2) dt~~%:.
7. Man gebe eine Formel zur Berechnung von I = f f(x, ¥) ds fiir den Fall an, daB die
K)
Kurve (K) durch Polarkoordinaten r =r(6), 6, =0 =0,, gegeben ist.
6 .
Loésung. I=ff(r-cos 8, rsin §) ¥r2+4r2d0.
. P

8. Man berechne
_ f ds
- x2 - 42)3/2 ?
o (=z%+92)

wenn (K) das Stiick der hyperbolischen Spirale r - 6 =1 zwischen § =¥3 und 0 =2 V2 ist.

Lésung. 3
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9. Man berechne die Masse des Bogens der Kurve y =In x zwischen den Punkten mit
den Abszissen z; und x5, wenn die (lineare) Dichte der Kurve in jedem Punkt gleich dem
Quadrat seiner Abszisse ist.

Z:
Lésung. Nach (2) folgt wegen p¢=22 die Beziechung m={ 23:2 ds. Nun ist
do— V1 +x2 o

— dz, also
x

2
1

10. Man berechne die Masse des Bogens der Kettenlinie y=a cosh — zwischen den

Punkten £ =0 und  =a, wenn die Dichte der Kurve in jedem ihrer Punkte der Ordmate
umgekehrt proportional ist.

Hinweis. g T——-ﬁ, ds=cosh 2 dz =Y dz, m=k.

Auch andere Probleme, die mit stetig verteilten Magsen lings massebelegten Kurven

zusammenhidngen, fithren ganz naturgemaf auf Kurvemntegrale des betrachteten
Typus.

11. Wir hatten uns schon in Kapltel X, Nr. 349, mit der Berechnung der statischen
Momente einer ebenen Kurve in bezug auf die Koordinatenachsen sowie den Schwer-
punktskoordmaten beschéftigt, und zwar unterg der Annshme, die ,Jlineare Dichte*
sei glelch 1. Der Leser kann die dort erhaltenen Resultate leicht auf den allgememen
Fall einer stetigen Masseverteilung ausdehnen. Benutzt man den Begriff des Kurven-
integrals, so lassen sich die Resultate folgendermafen schreiben:

My= foxds, M;= foyds,
(B (B
Joxds [eyds
gg=lvo® - M
5= m fods’ ST m fods ~
4:9) (E)

12. Wir bringen noch ein Bexspml fiir die Anwendung des Kurvemntegrals erster Art
auf das Problem der Anziehung eines Massepunktes durch eine massebelegte Kurve.
Bekanntlich zieht nach dem Newtonschen Gesetz ein Massepunkt M der Masse m
einen Massepunkt M, der Masse mo mit einer Kraft an, die von My nach M gerichtet

und zahlenméfig gleich B

® ist, wobei » der Abstand MOM und % ein Koeffxzmnt ist,

der von der Wahl der MaBemhelten abhéngt. Der Einfachheit halber setzen wir im allge-
meinen k=1. .

Wird M, von einem System von Massepunkten My, My, ..., M, mit den Massen
My, My, ., My aNgezogen, so ergibt sich die resultierende Kraft als geometrische Summe
der Anziehungskréifte der einzelnen Massepunkte. Die Projektionen der resultierenden’
Kraft auf die Achsen sind gleich den algebraischen Summen der Projektionen der
einzelnen-Kréifte.

Bezeichnet man die Projektionen auf die Achsen mit X bzw. ¥ und den Winkel, den

R . .
der Vektor 7;=M,M; mit der z-Achse bildet, mit‘ 6; (Abb. 2), so ist offenbar

m 2 mom;
X= 2 ° L cos 60, Y=3 —% ’smﬂi
i=1 ?‘,- imi i

(r; ist die Lénge von 7).
2#
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y %
P d
M~ g
M
dtt _  Abb.2
by

Es sei jetzt die anziehende Blasse stetig lings einer Kurve (K) verteilt. Zur Bestim-
mung der Anziehungskraft zerlegen wir (K) in Teile o;, konzentrieren die Masse jedes
Teilstiickes in einem beliebigen seiner Punkte M; und berechnen den Néherungswert

der Projektionen der Resultate auf die Achsen:
X2 w(%-li)———g"cos 6;, szfr—nﬁq—(—»ﬂf—i)aﬂsin 6;;
i ri £ r:
denn in diesem Fall ist die Masse eines Teilstiickes angendhert gleich o(M;) o;.

Streben alle g; gegen 0, 8o ergeben sich in der Grenze Gleichheiten, und die Summen
gehen, falls ¢ stetig ist, in Integrale iiber:

~ M) cos 0 M) sin 8
X =mq fg-(—%;—‘-’?’—»ds, Y =mq fg(-—%§1—l}——~ds; (8)
(&) (&)

)
hier ist r die Léinge von r =MyM und 0 der Winkel zwischen » und der x-Achse.

13. Man bestimme die Anziehungskraft, die ein homogener Halbkreisbogen fiir
@ =1 auf eine Einheitsmasse in seinem Mittelpunkt ausiibt.

Losung. Wir legen den Koordinatensprung in den Mittelpunkt des Halbkreisbogens
und die x-Achse durch seine Endpunkte (Abb. 3). Aus Symmetriegriinden ist X =0, so
daf sich die Aufgabe auf die Bestimmung von Y reduziert. Nach (8) ist

sin 0

/Ym
r2

ds .

0 .
g . Abb.3

g X

In unserem Fall gilt » = R (Radius des Halbkreises) und ds = Rd8f. Daher ist

k11
1 ] 2
Y=§f81n6§0=-k~ .
0

14. Man bestimme die Anziehungskraft der unendlichen homogenen Geraden (bei

¢ =1) auf einen Punkt mit der Einheitsmasse (my=1) im Abstand % von der Geraden.
Lésung. Wir betrachten die gesuchte Anziehungskraft als Limes der Anziehungs-
kraft, die von einem endlichen Stiick der Geraden ausgeiibt wird, falls die Endpunkte
auf beiden Seiten gegen « streben. Nehmen wir die Gerade als z-Achse und legen die
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y-Achse durch den gegebenen Punkt, so erhalten wir (wegen ds =dx)

hf 1 z - 2
(x—+h EZ Va2 + b2 P T

Analog ergibt sich X =0, was tibrigens aus Symmetriegriinden (bel dem symmetrischen
Grenziibergang) zu vermuten war.

15. Man bestimme die Anziehungskraft, die von dem im ersten Quadranten liegenden
Bogen der Astroide z =a cos? {, y =a sin3 ¢ auf eine Einheitsmasse im Ursprung ausgeiibt
wird, wenn die Dichte der Kurve in jedem ihrer Punkte gleich dem Kubus seines Ab-
standes vom Ursprung ist.

da?

Loésung. X =Y = =

§ 2. Kurvenintegrale zweiter Art

546. Definition des Kurvenintegrals zweiter Art. Wir kommen jetzt zu dem fiir die
Praxis wichtigeren Begriff des Kurvenintegrals zweiter Art, wobei wir hier direkt
die Definition bringen und die Anwendungen dieses Begriffes auf spéater (vgl. bei-
spielsweise Nr. 564) verschieben wollen. Es sei eine stetige Kurve (4.8) gegeben,
-die wir der Einfachheit halber als nicht geschlossen voraussetzen (vgl. die FuBnote 1
auf S. 14, und lings dieser Kurve sei eine Funktion f(x, y) definiert. Wir zerlegen
die Kurve durch Teilpunkte 4,(x;, ;) in Teile, wihlen auf dem Abschnitt 4;4;, ,
von (A4.B) einen beliebigen Punkt M ,(&;, n,) und berechnen dafiir, wie auch schon
frither, den Funktionswert f(3;)= f(§,;, n;). Diesmal jedoch multiplizieren wir diesen
Wert nicht mit der Linge des Bogens 4,4, ,, sondern mit der GréBe der Projek-
tion dieses Bogens, beispielsweise auf die a-Achse, d. h. mit ;| —2;= dz;; dann
bilden wir die Summe

n—1 n—!
o= _z f(M,) Ax;= 2 f(éz-, ;) dx

Wenn fiir gegen 0 strebendes p=max 4,4, , diese Summe einen endlichen Grenz-
wert I hat, der weder von der Art der Zerlegung der Kurve noch von der Wahl
der Punkte M, abhingt, dann nennen wir diesen Grenzwert das Kurvenintegral
(zweiter Art) von f(M) dx lings der Kurve (oder lings des Weges) (4 B) und bezeich-
nen ihn mit

I= [{(M)dz= [[(x,y)dz. (1)

(4B) (4B)

Analog bilden wir, indem wir f(M,) nicht mit Az;, sondern mit Ay;, d. h. mit der

Projektion des Bogens A:;li +1 auf die y-Achse multiplizieren, die Summe

n—1

n~1
0¥ = Z f(M;) Ay;= 2 & ma) Ay;
als deren Grenzwert wir das Kurvenmtegral zweiter Art von f{(M ) dy,

I*= [f(M)dy= f/(x:y)dy’ (2)
(4.B) (4B)
erhalten.
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Sind lings der Kurve (4 B) die beiden Funktionen P(M)= P(z, y) und Q(M)=
=Q(z, y) definiert und existieren die Integrale
SP(M)dz= [Pz, y)de,  [QM)dy= [Q(z,y)dy,
(4B) . 4B 4B (4B)
so nennt man auch ihre Summe ein Kurvenintegral (in allgemeiner Form) und setzt
S [Pz, y) dz+Q(z, y) dyl= [ Pz, y)dz+ [Q(z, ) dy .
(4B) (4B) (4.B)

Wir wollen nun die Definition des Kurvenintegrals zweiter Art (1) (oder (2))
mit der Definition des Kurvenintegrals erster Art (vgl. Nr. 543, Formel (1)) ver-
gleichen. Schon auf den ersten Blick zeigen beide Definitionen einen wesentlichen
Unterschied: Im Fall des Kurvenintegrals erster Art werden bei der Bildung der
Integralsumme die Funktionswerte f(M;) mat der Linge o,= As; des Bogenstiickes

A:El,; +1 der Kurve multipliziert, wihrend beim Kurvenintegral zweiter Art diese
Funktvonswerte mit der Projektion dx; (oder Ay,;) dieses Bogenstiickes auf die x-Achse
(bzw. auf die y-Achse) multipliziert werden.

Wir haben gesehen, daB der Durchlaufungssinn des Weges (4 B), lings dessen die
Integration erfolgt, im Falle des Kurvenintegrals erster Art keine Rolle spielt,

da die Linge o; des Bogens A;Zi +1 nicht von dieser Richtung abhingt. Anders ist
der Sachverhalt beim Kurvenintegral zweiter Art: Die Grofe der Projektion des
Bogens auf die etne oder andere Achse hingt wesentlich von dem Durchlaufungssinn
des Bogens ab und wechselt das Vorzeichen, wenn der Durchlaufungssinn gewechselt
wz’rfi. Somit gilt fiir Kurvenintegrale zweiter Art

S, y)de=— [flx,y)dx

(B4) (4B)
und analog
S @, y)dy=— [f(z,y)dy,
(B4) (4B)

wobei aus der Existenz der Integrale auf der rechten Seite die der Integrale auf
der linken Seite folgt (und umgekehrt).

In dhnlicher Weise kann man den Begriff des Kurvenintegrals zweiter Art
tiber eine Raumkurve (4.B) einfiihren. Ist eine Funktion f(3)=f(x, y, z) in den
Punkten dieser Kurve gegeben, so bilden wir wie oben die Summe

n—1
o= 2 f(&5 i §;) dx;
i=0

und untersuchen ihren Grenzwert fiir gegen O strebendes y=max A:Zi +1- Falls
dieser Grenzwert existiert, nennt man ihn das Kurvenintegral zweiter Art von f(M)dx
und bezeichnet ihn mit

J(M)dx= [f(z,y,2)dzx.
(4B8) (4B)
Analog definiert man die Integrale

ff(M) dy= f/(x: Y, Z) dy
(4.8) (4B)
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und

fHHA)dz= [f(z,y,2)dz.
(4 B) “n

SchlieBlich betrachtet man auch das Integral (in allgemeiner Form)
f(Pdz+Qdy+Rdz)= fPdaz+ [Qdy+ [fRdz.
(4B) (4B) (4B) (4B)
Auch hier zieht eine Anderung der Integrationsrichtung eine Anderung des Vor-
zeichens nach sich.

Wir bemerken abschlieBend, daB sich die einfachsten Eigenschaften des ge-
wohnlichen bestimmten Integrals (Nr. 302, 303) leicht auf das hier betrachtete
Kurvenintegral iibertragen lassen, ohne da8 wir allerdings hier niher darauf ein-
gehen mdchten.

547. Existenz und Berechnung eines Kurvenintegrals zweiter Art. Es sei eine Kurve
(4 B) in Parameterdarstellung gegeben, ‘

=), y=9@), (3)
wobei ¢ und vy stetige Funktionen sind. Falls ¢ von « bis § liuft, mége die Kurve
in Richtung von 4 nach B beschrieben werden. Die Funktion f(z, y) setzen wir
ebenfalls lings der Kurve als stetig voraus.

Handelt es sich um das Integral (1), so setzen wir zusitzlich noch die Existenz
und Stetigkeit der Ableitung ¢'(¢) voraus.

Unter diesen Voraussetzungen existiert das Kurvenintegral | (1), und es gilt
die Gleichung

B
[ fz, y) de=(R) [ f(p(t), v(?)) ¢'() dt . (4)

(4B) @

Somat hat man zur Berechnung des Kurvenintegrals (1) vm Integranden die Verinder-
lichen x und y durch ihre Parameterdarstellung (3) zu ersetzen und dzx durch das Dif-
ferential von x als Funktion des Parameters. Dabei werden die untere bzw. obere Grenze
des Integrals entsprechend dem auf der Kurve gewihlten Durchlaufungssinn ersetzt.
Wir kommen zum Beweis unserer Behauptungen. Es seien die Punkte
A;(2=0,1, 2, ..., n) auf der Kurve durch die Werte ¢; des Parameters festgelegt,

und dem Punkt M; auf dem Bogen A:-Z,—,{_‘i entspreche der Parameterwert z; (der
natiirlich zwischen ¢; und ¢;, liegt). Dann kann die Summe

n—t
o= _Zof (&or mi) A,

unter Beachtung von

ZEN|
Az=g(t; ) —p(t) = tf ¢'(t)d

auf die Form

n—1 bivt
o= 3. f(p(ed, vled) [ /) &

T=20
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gebracht werden. Andererseits kann auch das Integral auf der rechten Seite von (4),
‘das auf Grund der Stetigkeit des Integranden existiert, in Form einer Summe ge-
schrieben werden:

—1ti41
I= f fle(t), ¥()) ¢'(t) dt= _Zo j fo@), p(@) ¢'(t) dt .
Hieraus folgt
n—1%
o—-1 -=_§: j 1 [Helz), v(r))— o), w()] ¢’ () de .

Wir geben nun ein ¢>0 beliebig vor und setzen alle 4¢; als so klein voraus, da8 in
allen Intervallen [¢,, ¢, . ,] die Schwankung der stetigen Funktion f(¢(2), %(¢)) kleiner
als ¢ ist. Da die stetige Funktion ¢'(f) beschrinkt ist, gilt |¢'(¢)| = L, so daf

lo—I|<eL |f—al
folgt. Somit ist, falls A=max |4t;] gegen 0 strebt,

limoe=1,
womit gleichzeitig die Existenz des Kurvenintegrals und die behauptete Identitit
bewiesen sind.

Ubrigens ist bei einer nicht geschlossenen Kurve die Tatsache, daBl 1 gegen 0

strebt, gleichwertig mit der Tatsache, da die groBite Sehne gegen 0 strebt. (vgl.
Nr. 245).

Fiir das Integral (2) zeigt man in dhnlicher Weise die Existenz und das Bestehen
der Beziehung

[ iz, y) dy=(R) f He(), v(@)) v'(2) (5)

(4.B)
unter der Bedingung, da8 v'(¢) existiert und stetig ist.
Handelt es sich schlieBlich um das Integral in der allgemeinen Form

J[P(z, y) dx +Q(z, y) dy]
(4B)

mit stetigen P und Q, so verlangen wir, daB auf der Kurve (4.B) die beiden Funk-
tionen (3) stetige Ableitungen besitzen. Alsdann gilt die Beziehung

S(Pdz+Qdy)= f [P(e(t), v(1)) &' (1) +Qo(2), ¥()) ' ()] At . (6)

(4B)

Die Definition des Kurvemntegrals und die hier angegebene Methode seiner Zu-
riickfithrung auf ein gewohnliches bestimmtes Integral lassen sich unmittelbar
auf eine Kurve (3) iibertragen, die sich iiberschneidet (Doppelpunkte hat), solange
der Durchlaufungssinn auf dieser Kurve wie im fritheren Fall durch monotone
Anderung des Parameters ¢ von « bis 8 bestimmt wird.

Zum Schlufl erwihnen wir einige Fille, in denen sich die Berechnung des Kur-
venintegrals besonders einfach gestaltet. Das Integral (1) moge lings einer Kurve
berechnet werden, die in ihrer expliziten Form

y=y(z)
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gegeben ist, wobei die Anordnung der Punkte von 4 bis B der Anderung von «
von a bis b entspreche. Dann ergibt sich ohne irgendwelche Voraussetzungen iiber
die Kurve — von ihrer Stetigkeit abgesehen — die Bezichung

\ b .
S f(z, y) dz=(R) [ (=, y(z)) d= . (7)
(4 B) a

Analog ist, wenn das Integral (2) iiber eine stetige Kurve zu. erstrecken ist, die in
ihrer expliziten Darstellung .

z=ax(y)
vorliegt, wobei i von ¢ bis d variiert,
4
S [, y) dy=(R) J f{=(y), y) dy . (8)
4B) ¢

Ist schlieBlich das Integral (1) iiber eine geradlinige, zur y-Achse parallele
Strecke (4 B) zu erstrecken, so ist es gleich 0,denn dann sind alle 4z; und damit
alle Summen o gleich 0. Analog verschwindet das iiber eine geradlinige, zur x-Achse
parallele Strecke erstreckte Integral (2).

Laft sich der Integrationsweg (K) in endlich viele aneinander anschliefende
Kurven zerlegen und existieren lings jeder von ihnen die Kurvenintegrale einzeln
und lassen sie sich nach einer der angegebenen Formeln berechnen, so kann man
leicht beweisen, dafl auch das Kurvenintegral lings der ganzen Kurve (K) existiert
und gleich der Summe der Integrale iiber die einzelnen Teilstiicke ist.

b48. Der Fall einer geschlossenen Kurve. Die Orientierung der Ebene. Wir wenden
uns nun dem Fall zu, daB der Anfangspunkt 4 und der Endpunkt B des Integra-
tionsweges iibereinstimmen. Wahlt man auf der Kurve einen von A4 verschiedenen
Punkt C, so erhilt man nach Definition unter Beriicksichtigung des auf der Kurve
gewihlten Durchlaufungssinnes (der in Abb. 4 durch Pfeile angegeben ist) und un-
ter der Annahme, daB die Integrale rechts existieren, die Beziehung

j= f + f -

(B) (4MC) (CN4)

—71 Abb. 4

Man zeigt leicht, daB Existenz und Wert der Integrale nicht von der Wahl der
Punkte 4 und C abhidngen. AuBerdem sind auch fir geschlossene Kurven (K) die
Formeln (4), (5) und (6) aus Nr. 547 anwendbar,

Bemerkung., Ubrigens kann man auch hier das Kurvenintegral als Resultat
eines Grenziibergangs erhalten — ebenso wie bei nichtgeschlossenen Kurven —,
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nur wird hier der Grenziibergang z. B. durch die Forderung eingeschrinkt, daf
zwei von vornherein fest gewéhlte Punkte 4 und C zu allen Systemen von Teil-

punkten gehéren. Ein beliebig ausgefiihrter Grenziibergang fiir 4;4;_, -0 wiirde

hier nicht zum Ziel fithren (vgl. Nr. 330).

¢ Die Besonderheit dieses Falles liegt hier darin, daB die Angabe des Anfangs-
punktes und des mit ihm zusammenfallenden Endpunktes diesmal den Durch-
laufungssinn nicht festlegt. Man konnte in jedem einzelnen Fall besonders er-
wihnen, welchen Durchlaufungssinn man geradé meint. So mufl man es auch
machen, wenn es sich um eine Raumkurve handelt. Im Fall einer ebenen Kurve (K)
geht man jedoch anders vor.
Von den beiden fiir eine gegebene Ebene maglichen Drehrichtungen — ent-
gegen dem Uhrzeigersinn und im Uhrzeigersinon — wihlt man eine als positiv:
Damit wird eine bestimmte Orientierung der Ebene ‘erzeugt. Nimmt man die
Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn als positiv, so spricht man von einer Eechts-
ortentierung der Ebene, im anderen Fall von einer Lmksonentwmng
Im Fall einer Rechtsorientierung der Ebene legen wir also gerade die Drehung
entgegen dem Uhrzeigersinn der Definition des positiven Durchlaufungssinnes einer
einfachen geschlossenen Kurve zugrunde (Abb. ba). Jedoch ist diese Definition
nur fiir kreisdhnliche geschlossene Kurven hinreichend deutlich. Daher vereinbaren
wir noch ‘genauer: Unter dem positiven Durchlaufungssinn einer einfachen ge-
schlossenen Kurve verstehen wir denjenigen, bei dem einem sich lings der Kurve
bewegenden Beobachter der Bereich, den die Kurve begrenzt, links liegend er-
scheint (Abb. 5a). Bei einer linksorientierten Ebene ist der Umlauf im Uhrzeiger-
sinn positiv, da der Bereich rechts vom Beobachter bleibt (Abb. 5b).

. entgegen dem
Uhrzeigersinn

e

(=

a)
Abb. 5

im Uhrzeigersinn

b)

y
900
90°
X .
Abb. 6

X
90°
y
X
90°

Wir weisen darauf hin, daB die Anordnung der Koordinatenachsen auf der Ebene
immer im Zusammenhang mit ihrer Orientierung steht: Die z-Achse geht bei einer
rechtsorientierten Ebene durch eine Drehung um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn
in die y-Achse iiber, bei einer linksorientierten Ebene dagegen durch die entspre-
chende Drehung im Uhrzeigersinn (vgl. Abb. 6a, b). Tm ersten Fall sprechen wir
auch von einem Rechissystem, im zweiten von einem Linkssystem.

Nach diesen Erlduterungen treffen wir noch folgende Ubereinkunft: Ist der
Integrationsweg (K) eine einfache geschlossene Kurve, so verstehen wir unter dem
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Symbol ]

f(Pdz+Qdy),
, &
wenn exn ndherer Hinweis auf den Durchlaufungssinn fehlt, das vm positiven Umlauf-
sinn genommene Integral. Natiirlich hindert uns diese Ubereinkunft nicht daran,
auch gelegentlich im negativen Umlaufsinn genommene Integrale zu untersuchen,
die wir dann mit |

— [(Pdz+Qdy)

(K)

bezeichnen.

549. Beispiele.

1. Man bestimme I = J (2% —y?) dz, wenn (K) das Stiick der Parabel y =x2? zwischen
(E)
den Abszissen z =0 und x =2 ist.
Losung. Da die Integrationskurve explizit gegeben ist, wenden wir Formel (7) an
und erhalten

-

2
56
— 2k — e
I—-f(a: 2 do = — - .
0

2. Man bestimme I = f(x2—y2) dy tiber dieselbe Kurve (K) wie in Beispiel 1.
(E)

Lésung. Hier miissen wir Formel (8) benutzen. Da nach der Kurvengleichung z2=y
ist, variiert y zwischen den Grenzen 0 und 4; somit erhalten wir

4
| 40
I=] (y-y)dy=—-+.

0

3. Man bestimme den Wert des Kurvenintegrals

H = [[2xy dz+22dy]
L)

iiber einen Weg (L), der die Punkte 0(0, 0) und A(1, 1) verbindet. Dabei sei L (vgl.
Abb. 7) (a) die Gerade y =x; (b) die Parabel y =a2; (¢) die Parabel z =y2; (d) die ku-
bische Parabel y =x3.

{
Losung. (a) Aus dy =dux folgt [[2xy de +x2dy] =f32? dxr=1;
(L) 0

~

y‘
1

Abb. 7
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t 1
(b) dy =2z dz, H={4x*dx=1; (c) de =2y dy, H={5ytdy=1;
0 0
1
(d) dy =322 da, H=fbxtde=1.
0

4. Man berechne das Kurvenintegral
G= flzyda+(y—=)dy]
)

iiber dieselben Integrationswege.

1

20°
)

5. Man berechne das Kurvenintegral

I= {[{(x~y?) dx-+2xydy],
©04)

) 1 117
Lésung. (a) 3 (b) Tt () 30° (d) -

wenn als Integrationsweg eine der folgenden Kurven zwischen 0(0, 0) und A(1, 1) ge-

nommen wird (vgl. Abb. 7):

(a) die geradlinige Strecke OA4 (y =xz);

(b) der Streckenzug OPA aus der Strecke OP der z-Achse (y =0) und der Strecke PA
der Geraden x =1;

(c) der Streckenzug O@A aus den Strecken 0@ der y-Achse (x =0) und @4 der Geraden
y=1.

Loésung. (a) Wegen g}zx und dy =dz ist
1
. 5
I:j (x +22) dx:»é;
0

(b) in diesem Fall zerlegt man natiirlich den Integrationsweg in zwei Strecken:

I= | = [+ [ =I{+1,.
(OP4) (OP) (P4)

Léngs OP ist y =0 und dy =0, also
!
I, = j zdx =
0
Lings PA ist =1 und dz =0, also

1
’2_9

1
12=f2y dy=1 .
a

Somit ist T =-§— .

oo

{c) Analog finden wir (da das Integral lings 0Q verschwindet)
. 1

I = f=f(x——1)dx=‘—-
Q4) ¢
6. Man berechne das Integral

1
"'2—o

J= [ ((y2+2xy) de +(2xy +22) dy)
04) '

fiir dieselben drei Fille. .
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Losung. In allen Féallen ist J =2.

Bemerkung. Dem Leser ist wahrscheinlich der Unterschied der Ergebnisse der Bei-
spiele 3 und 6 einerseits und der Beispiele 4 und 5 andererseits schon aufgefallen. Der
Wert der Integrale in den Beispielen 3 und 6 héngt anscheinend nicht von der Ver-
bindungskurve des Anfangs- und Endpunktes ab. Dagegen ist das bei den Beispielen
4 und 5 sehr wohl der Fall. In § 3 werden wir uns mit diesem Problem néher beschiiftigen
und seine Bedeutung kliren.

7. Man berechne
I= [(x2+2xy)dy,
)

wobei (C) die entgegen dem Uhrzeigersinn zu durchlaufende o’bere Hilfte der Ellipse

2 2
2—2- +%—é~ =1 bedeutet.

Lésung. Wir benutzen die Parameterdarstellung der Ellipse: x =a cos ¢, y =b sin ¢;
¢ variiert zwischen 0 und =. Nach Formel (5) erhalten wir nach den entsprechenden
Substitutionen

w
I=f(a2cos2t+2abcostsint)bcostdt
)
T

T
4
=ab fcos?' tdt +2abzfcos 28in tdt = 7 ab?,
0 0
8. Man berechne
K= [(y*dz—=a?dy),
€

wobei (L) den Kreig mit dem Radius 1
{a) um den Ursprung (0, 0), (b) um den Punkt (1, 1)
bedeutet.

Losung. (a) Mit der Parameterdarstellung z=cos!, y=sint, 0=t=2w, liefert
Formel (5)

27
K = — [ (sin3t +cos?t) dt=0.
0

(b) Analog erhiilt man mit der Parameterdarstellung x — 1 =cos ¢, y —1 =sin ¢ die Be-
ziehung

2
=—f(2+sint+cost+sind ¢t +cosdt)dt=~4n .
0 *

9. Man bestimme
zdy -y dx

= | Ax?+2Bxy +Cy?
(K)

‘wobei (K) der Kreis 22 +y2=r? ist.
Hinweis. Vgl. Nr. 339, Beispiel 14.

2m
Loésung. J =———.
VAC - B2 .

10. Man berechne

2= [(57523)
()

(4, Cund AC -B?=0) ,

J
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wobei (4) das Stiick der Zykloide
z=a (¢ ~8in t), y=a (1l —cost)

= Y v .
von t"—'({ bis t:z ist.

3
Losung.
3
i isintd n2 I—ﬁ 11 3
L= f[a(t smt)——;;—z L= a24 3 —~5In3.
/6 '
11. Man berechne
x2dy ~y?dex
I= f 2503 513 ?
wobei (K) das Stiick der Astroide..
x=a cosldt, y=asin3i !
vom Punkt A(a, 0) bis zum Punkt B(0, a) ist.

Lésung.
/2 3
I= 3a4/3f sin2 ¢ cos2 ¢ d¢ =16 a3,
0

550. Approximation mit Hilfe eines Integrals iiber einen Streckenzug. In vielen Fil-
len, in denen man mit Kurvenintegralen zu tun hat, ist es zweckmaiBig, sie durch
Integrale iiber Streckenziige zu approximieren. Diese Approximation beruht auf
nachstehendem Satz, der uns im folgenden oft niitzlich sein wird.

Die Kurve (L), iiber die integriert wird, werde als einfach und nicht geschlossen
vorausgesetzt. Sie sei durch Gleichungen der Form (3) gegeben, worin die Funktionen
@ und y nebst ihren Ableitungen stetig seien. Dadurch ist die Existenz des Kurven-
integrals in der nachstehenden Gleichung gewihrleistet (Nr. 547), ebenso wie die
Rektifizierbarkeit der Kurve (L); vgl. Nr. 248.

Lemma. Es seien die Funkiionen Pz, y) und Q(z, y) tn esnem (offenen) Gebret (E)
stetig, (L) set eine in diesem Gebiet verlaufende Kurve der oben erwihnten Klasse.
Beschreibt man der Kurve (L) etnen Streckenzug (A) etn und lift die grofte seiner
Terlstrecken gegen O gehen, so gilt, wie wir zeigen wollen,

im [(Pdz+Qdy)= [(Pdz+Qdy).
1) &Ly )

Man kann sich offenbar auf die Integrale f Pdxund. f Pdz beschrinken, da die

(L)
Uberlegungen fiir fQdy und f Qdy volhcr analog verlaufen.

4)
Der in (L) einbeschriebene Streckenzug (A4) habe seine Ecken in den Punkten
AEA(), Ai’ cery Ai’ Ai+1’ very AnEB;

die Werte von = und’ P im Punkt 4; bezeichnen wir mit x; bzw. P,. Wir geben
uns ein £¢>0 vor und nehmen dann die Strecken A4;4;., so klein an, daf a) die



551. Berechnung von Flacheninhalten mit Hilfe von Kurvenintegralen 31

Schwankung der stetigen Funktion P lings 4.4, ., kleiner als ¢ ist und b) sich die
Integralsumme 2 P;dz; vom Integral [ P dz um weniger als £ unterscheidet.
Offenbar ist * @

JPdz=3 Jf Pdzx
) i (4idi4y9)

und andererseits

Z Pdz;=2, [ P;dx,
$ didipy)

also

JPdz= 2PAx+Z f [P-P]dzx.
“H ¢ (4409

Der erste Summand auf der rechten Seite unterscheidet sich aber von [ Pdx
€2
um weniger als ¢ (vgl. b)), und der zweite ist dem absoluten Betrag nach nicht gro-

Ber alse >, 4,4, ., (vgl.a)), also nicht groBer als eI, wobei L die Lange der Kurve
< .

(L) ist. Somit ist schlieBlich
| fPdz— [Pdzl<e(1+L),
“ (L) ;

womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Bemerkung. Die soeben bewiesene Aussage kann in gewissem Sinne auch
auf den Fall einer geschlossenen einfachen Kurve (L) ausgedehnt werden, wenn man
sie in zwei nicht geschlossene Kurven zerlegt und auf jede von diesen den Hilfssatz
einzeln anwendet. Der Grenziibergang wird hier durch die Forderung eingeschriankt,
daB in jedem System von Teilpunkten zwei im vorhinein festgelegte Punkte ent-
halten sind (vgl. die Bemerkung in Nr. 548).

551. Berechnung von Fldcheninhalten mit Hilfe von Kurvenintegralen. Wir zeigen
jetzt, wie man mit Hilfe von Kurvenintegralen (zweiter Art) den Flicheninhalt
ebener Figuren berechnen kann.

Wir betrachten zunéchst (Abb. 8) eine Figur (D)= PQRS, die begrenzt wird von
den geradlinigen Strecken PS und QR, welche der y-Achse parallel sind (und die i in
einzelnen Fillenn auch auf einen Punkt zusammenschrumpfen kénnen), sowie von
zwei Kurven PQ und SR, welche beide von jeder Parallelen zur y-Achse in genau

yl X y=Y(x)

e R

t () %
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einem Punkt geschnitten werden. Die expliziten Gleichungen der Kurven seien

(PQ): y':‘?/O(x): (SR). y= Y(x) 3

wobei z im Intervall [a, b] variieren mége.

Den zu untersuchenden (stets nichtnegativen) Flicheninhalt D des krumm-
linigen Trapezes PQRS kann man als Differenz der beiden krummlinigen Trapeze
abRS und abQP schreiben:

b 3
D=fY(x)dx— [ yy(z) dz .
a a
Andererseits ist nach Formel (7)

b b
Sy dz=[yo(z) dz, Jyde=[Y(x)dz.

PQ @ (SR) @
Daher ist
D= [ydr+ [ydaz; \
(SR) (9]

dabei haben wir die Grenzen des zweiten Integrals vertauscht und damit die In-
tegrationsrichtung geindert. Addiert man zur rechten Seite der Gleichung die
Integrale

fydx und fydx,
(PS) (BQ)
die gleich O sind, da sie iiber Strecken genommen werden, die zur y-Achse parallel
sind, so bleibt sie richtig. Also ist

D= [ ydzx,
(PSRQP)
wobei die Kurve in dem durch die Buchstaben angegebenen Sinne zu durchlaufen
ist.

Bezeichnen wir den Rand von (D) mit (L), so bezeichnet [y dz nach der Ver-
' (D
einbarung am SchluB von Nr. 548 das in positivem Sinne erstreckte Integral. Bei

einer Rechtsorientierung der Achsen (Abb. 8) ist dabei der Umlaufsinn zu nehmen,
bei dem die Fliche links liegt, wihrend doch der Durchlaufungssinn PSRQP dieses
Gebiet rechts liegen 1i8t. Daher ist
J ydz=— [ydx

(PSEQP) (L)
und somit

D=— f[ydzx. (9)

&)

Wir wollen nun annehmen, die Figur (D) sei von einer Kurve komplizierterer
Form berandet ; der Rand darf sogar aus mehreren Kurven bestehen, (D) darf also
»locher” haben. Jedoch sei (D) durch zur y-Achse parallele Geraden in endlich viele
Flichenstiicke der zuerst betrachteten Art zerlegbar (Abb. 9).

Jedes dieser einzelnen Flichenstiicke hat einen Flicheninhalt, der nach Formel
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(9) ausdriickbar ist. Durch Addition der sich so ergebenden Gleichungen erhalten
wir auf der linken Seite den Flicheninhalt der ganzen Figur (D), auf der rechten
eine Summe von Integralen, die sich iiber alle Rédnder der Teilstiicke erstrecken.
Die Integrale lassen sich jedoch zu einem einzigen zusammenfassen, das iiber ganz
(L) zu erstrecken ist; denn die Integrale iiber jede der (zweimal, aber in entgegen-
gesetztem Sinne durchlaufenen) Hilfsstrecken sind gleich 0. Somit 148t sich auch
in diesem Fall der Flicheninhalt D durch Formel (9) ausdriicken.

Fiir die Figar PQRS (Abb. 10), die von den geradlinigen, zur z-Achse parallelen
Strecken PQ und SR gowie von den beiden Kurven

(PS):z=xo(y) (QR):2=X(y) (c=y=d)

J :
p r
2=\\ (D) C
o
A N
>
o I a
g P
X
Abb. 10
berandet ist, erhdlt man mit Hilfe dhnlicher Uberlegungen die Formel
D= fzdy. (10)

€2}
Ubrigens kann man sie auch direkt aus (9) erhalten, indem man die Rollen vonz
und y vertauscht. Dabei muB man das Vorzeichen &ndern, da unabhéngig von der
Rolle der Koordinatenachsen der positive Umlaufsinn derselbe bleibt wie beim
" vorigen Fall, wihrend sich die Orientierung der Ebene dndert.

Es versteht sich, daB (10) auch fiir kompliziertere Figuren, die sich durch zur
x-Achse parallele Geraden in endlich viele krummlinige Trapeze des vorhin be-
trachteten Typs zerlegen lassen, giiltig bleibt.

Dieses Ergebnis ist im Grunde schon von einer vollig hinreichenden Allgemein-
heit. Jedoch ist es in konkreten Fillen oft sehr umstindlich, die Zerlegbarkeit
einer Figur in endlich viele Teile der speziellen Form nachzuweisen. Daher geben
wir noch eine andere, ebenfalls duBerst allgemeine, aber leicht zu verifizierende Be-
dingung an, unter der sich die Formeln (9) und (10) als anwendbar herausstellen.

Wir wollen nidmlich voraussetzen, dafl der Bereich (D) von einer beliebigen,
stiickweise glatten Kurve (L) berandet ist. (Bekanntlich heilit eine Kurve stiick-
weise ‘glatt, wenn sie aus glatten Bogen zusammengesetzt ist; vgl. Nr. 337 und
Nr. 261.) Da ein solcher Bereich quadrierbar ist (d. h. einen Flidcheninhalt hat;
vgl. Nr. 337), kann man von (D) tiberdeckte bzw. (D) iiberdeckende Polygon-
bereiche (4) bzw. (B) derart konstruieren, dafl

A<D<B, B-A<e¢
3 TFichtenholz III
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ist, wobei e eine vorgegebene positive Zahl ist (vgl. Nr. 335). 4, B, D sind die
Fliacheninhalte von (4), (B), (D). Dabei nehmen wir an, daf die Rénder aller dieser
Bereiche paarweise punktfremd sind. Wir bezeichnen mit é den kleinsten Abstand
zwischen Randpunkten der verschiedenen Bereiche (vgl. Nr. 336, FuBnote). Be-
schreibt man (L) einen Streckenzug (A) ein, dessen Glieder simtlich kleiner als
d sind, so kann dieser Streckenzug mit den Polygonen (4) und (B) keine Punkte
gemein haben, so dafl das von ihm berandete Polygon (4) das Polygon (4) enthilt
und in (B) enthalten ist. Dann ist

|4d—Dj<e,
so daB 4 gegen D strebt, wenn die lingste Strecke des einbeschriebenen Strecken-
zuges gegen O strebt.

Jetzt kann man sich leicht davon iiberzeugen, daf zur Berechnung des Flachen-

inhaltes 4 des Polygons (4) sowohl (9) als auch (10) anwendbar ist; d. h., es ist

A=~ [yde= fzdy.

@) )

Mit Hilfe achsenparalleler Geraden kann man ndmlich dieses Polygon leicht in
Trapeze des entsprechenden Typus zerlegen. Gehen wir dann zur Grenze iiber, so
erhalten wir unter Benutzung des Hilfssatzes aus Nr. 550: Der Flicheninhalt einer
von etner stiickwerse glatten Kurve (A) berandeten Figur (D) lift sich durch jede der an-

gegebenen Formeln ausdriicken.
Am héufigsten jedoch benutzt man zur Berechnung eines Flacheninhaltes die

symmetrische Beziehung

D=3 [ (wdy—yds), (11)
1€))
die sich leicht aus (9) und (10) ergibt (vgl. Nr. 339, Formel (16)).

"Bemerkung. Man iiberzeugt sich leicht davon, daB auch das Vorhandensein
endlich vieler singulirer Punkte die Giiltigkeit der hergeleiteten Formeln nicht
beeintrachtigt. SchlieBt man diese Punkte mittels kleiner Kreisumgebungen aus,
so bleiben die Formeln auf den Rest der Figur anwendbar. Dann braucht man nur
die Durchmesser dieser Kreisumgebungen gegen 0 streben zu lassen.

552, Beispiele.
1. Man bestimme den Flicheninhalt einer Ellipse mit den Halbachsen @ und b.

‘Losung. Wir benutzen die Parameterdarstellung der Ellipse x=a cos, y =b sin ¢
(0 =t =2r). Nach Formel (11) ist

Vi 2r
1 b
D=—-—2—f [acost-bcostdt—bsint-(——asint)dt]=%~fdt=1cab.
0 0

Bei der Berechnung des Kurvenintegrals haben wir (6) benutzt. Bei den Integrations-
grenzen muB beachtet werden, daf einem positiven Umlaufen der Randkurve ein
Wachsen der Parameterwerte entspricht.

2. Man bestimme dén Flidcheninhalt der Astroide

x=acosd i, y=asgindi (0=t=2n).
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I
3 3rna?
Lésung. D=~ a2f sin2tcosztdt:-~8~.

0
3. Man bestimmme den Flicheninhalt der Figur, die von einem Bogen der Epigykloide
r=a [(1+m) cos mt —m cos (1 +m) t],
y=a [(1 +m) sin mt —m sin (1 +m) {]
und dem entsprechenden Kreisbogen berandet ist (Abb 11).

Losung. Das Integral (11) ist zunéichst tiber die Kurve (4BC) und dann iiber die
Kurve (CDA) zu erstrecken. Im ersten Fall konnen wir die oben angegebene Parameter-
darstellung mit 0=t =27 benutzen. Dann ist

ady —yde =a’m (1 +m) (1 +2m) (1 —cos t) d¢,

also

}2«. f =nam (1 +m) (1 +2m).
AEBO)
Fiir den Bdgen (CDA) der Kurve haﬁ‘en wir die Parameterdarstellung
x =a ¢os mi, y=q sin mt ,

wenn wir denselben Parameter benutzen, der diesmal aber von 27 bis 0 variiert. Das
entsprechende Integral ergibt sich zu

0
i 1 .
3 =5 a*m jdt:-—-fm?m.
(CD4) 2
Somit gilt

D =ma2m? (2m +3) .

yi

Y‘ X X

Abb. 11 Abb. 12

4. Man bestimme den Flédcheninhalt der Schleife des Cartesischen Blattes (Abb. 12)
z3+y3=3axy .
Lésung. Um eine Parameterdarstellung zu erhalten, setzen wir y =f{x. Eine solche

Substitution istin der Regel zweckmiBig, wenn die Gleichung einer algebraischen Kurve
zwei homogene Gruppen von Gliedern enthélt und sich der Grad dieser Gruppen um 1

a*



36 XV. Kurvenintegrale. Das Stieltjessche Integral

unterscheidet. Dann folgt (vgl. Nr. 224, Beispiel 5)
3at 3at?
T L A
Geometrische Uberlegungen lebren, daB die Schleife beschrieben wird, wenn ¢ von 0 bis

o variiert (denn es ist t=% =tan 0, 0 =0 35.:2—) . Wir erhalten somit

1-—-2¢3 2t —t4
da = 3a(I 33)2dt dy = 3“(1+t)2dt
und
9a2 [ 2dt 3
T2 e el — s az.
2 J T+ 2

Wir weisen darauf hin, da8 wir-hier ein uneigentliches Integral mit der oberen
Grenze - benutzt haben, wihrend wir bei der Herleitung der Formel (6) angenommen
hatten, das Parameterintervall sei endlich. Daslidt sich jedochleicht rechtfertigen, wenn
‘man zuerst einen anderen Parameter mit endlichem Variabilitdtsbereich einfiihrt

(beispielsweise den Winkel 6) und dann erst zum Parameter t=g— tibergeht.

5. Dasselbe fiir die Kurven
(a) (z+y)i=azty;  (b) (z+pHl=az™y®  (n=1,2,3,..).
Hinweis. Man setze ¢ =% (0=t = ). In (b) ergibt sich
32”'
(T pee &
Bei der Integration erhiilt man eine Zerlegung in Partialbriiche, wenn man von der
Identitat

zdy —ydx =a?

2n

n_ _ian 2n _
or =1+ 11 = 2 () (-0 (Lot

et

ausgeht.
(%)
a? a? ,
310° (®) D‘“—‘ 2 (-0 g ];c+1
6. Man bestimme den Flicheninhalt der von den Koordinatenachsen und der Kurve
@3 +y3 =a? + 42
berandeten Fliche.

1 4
Lésun D——+
& 9Y3

7. Als Beispiel fiir die Anwendung der allgemeinen Formel (10) zur Berechnung des
Flacheninhaltes ebener Figuren beliebiger Form (natiirlich unter Beachtung der oben
genannten Einschrinkungen, die wir der Kiirze halber hier nicht wiederholen) behan-
deln wir abschliefend folgendes Problem.

Als Grund- und Deckflidche eines Korpers seien zwei beliebig geformte Figuren gege-
ben, die in parallelen Ebenen liegen; die Mantelfliiche sei eine Regelfliche und von Ge-
raden erzeugt, die nach einer beliebigen Vorschrift die Randpunkte von Grund- und
Deckflédche verbinden (Abb. 13). Man zeige, dafl das Volumen V des Kérpers nach der
Formel

Loésung.{(a) D=

V=2 Qo410+ (12)
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berechnet werden kann, wobei k die Hohe des Korpers ist und @y, @4, @, die Flichen-
inhalte von Grundfliche, mittlerem Querschnitt bzw. Deckfldche bedeuten. Wir wis-
gen, daf} sich das Volumen ¥V mit Hilfe des Querschnittes ¢ =@(x) nach der Formel

V= be(x) da

ergibt (vgl. Nr. 342). Andererseits ist die Simpsonsche Formel

b
h
[ 0@ az=5 @ +40:+Q0),

wenn @(x) ein Polynom héchstens dritten Grades ist, exakt (vgl. die FuBinote 1 auf
S. 168 von Bd. II). Nun ist aber hier, wie wir sehen werden, @(z) ein Polynom zweiten
Grades.

Es seien

y=ax +, z2=pxr+6 (13)

die Gleichungen der Erzeugenden dieser Regelfliche, die den Korper berandet. Dabei
kann man annehmen, die Koeffizienten a, 8, ¥, 6 seien Funktionen eines Parameters ¢,
und die Fliche werde von den Erzeugenden beschrieben, wenn ¢ von ¢, bis 7' variiert.
Wird jetzt die Fliche von einer zur y, 2-Ebene parallelen Ebene im Abstand z von
dieser geschnitten, so ergibt sich als Schnitt eine Kurve, deren Projektion (ohne Ver-
zerrung!) auf die y, z-Ebene genau die Gleichungen (13) als Parameterdarstellung hat.
Wir nehmen an, daB fiir =t = T die Rénder aller Querschnitte (durch die entsprechen-
den Punkte der Erzeugenden) in positivem Sinne durchlaufen werden. Dann erhélt
man fiir den Flidcheninhalt des Querschnittes nach der zu (10) analogen Formel

r
Q)= [ydz= [(ax+p)d (yz+9)
(Xx) f()

7 7 Uy
=z22 f ady+xf{edd+dy)+ B dJ,
ty t %

d. h, tatsichlich eine Darstellung durch ein quadratisches Trinom von z.
Man zeigt leicht, dafl eine zu (12) analoge Formel auch zur Berechnung des Trig-
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heitsmomentes des Korpers in bezug auf die y, z-Ebene anwendbar ist; es ist ndmlich

b .
Myz = [2Q(z) dx
a .
(vgl. Nr. 356, Beispiel 1); hier ist der Integrand ein Polynom dritten Grades.

553. Der Zusammenhang zwischen den Kurvenintegralen beider Arten. Wir be-
trachten eine glatte Kurve (K)=(4B) und stellen sie, nach Wahl des Parameters

s=AM, durch ihre Gleichungen
r=a(s), y=yl) (0=s=8)

dar. Die Funktionen z(s), y(s) haben stetige Ableitungen x'(s), y'(s). Bezeichnet
man den Winkel zwischen der z-Achse und der nach der Seite des wachsenden
Bogens gerichteten Tangente mit o, so ist bekanntlich (vgl. Nr. 249, Formel (15))

cos a=2'(s), sin a=1y'(s) .

Ist lings der Kurve (K) eine stetige Funktion f(M)=f(z, y) gegeben, so gilt
s
[ (M) dz= [ f(x(s), y(s)) 2’(s) ds
0

(K)

S.
= [ f(x(s), y(s)) cosads= [ f(B) cos « ds;

0 (E)
somit ist ein Kurvenintegral zweiter Art auf ein Kurvenintegral erster Art zuriick-
gefiihrt.

Analog ergibt sich
ff(M) dy= [f(M)sinads.
(K)

Sind schhethh zwei lings (K) stetige Funktionen P(M)= P(z, y) und Q(M)=
=Q(z, y) gegeben, so ist
f(Pdz+Qdy)= f(Pcosa+Qsina)ds. (14)
(K) (K)

Wir betonen, daB in allen diesen Formeln der Winkel « mit der Richtung der
Tangente zu bilden ist, die dem Durchlaufungssinn von (K) entspricht. Andert man
diesen Durchlaufungssinn, so dndert das Integral links sein Vorzeichen, und ent-
sprechend, da sich « um += dndert, auch das Integral rechts. Offenbar bleiben
die hier hergeleiteten Formeln auch fiir doppelpunkt- und singularititenfreie
stiickweise glatte Kurven giiltig. Davon kann man sich leicht iiberzeugen, indem
man die Formeln auf die glatten Bégen einzeln anwendet und dann addiert.

Als Ubungsaufgabe formen wir die Formel (11) fiir den Flicheninhalt in ein Kurven-
integral erster Art um:

D—-- [(xdy —y do) =— f(a:smoc —ycosa)ds.

(K) (K)
Der Ubergang zu Polarkoordinaten r, 0 liefert
1 ) 1
=3 f r (sin a cos @ —cos a sin 0) ds =5 f rsin (¢ —0) ds.

(K) (B)
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Beachtet man, daBl « —6 der Winkel (r, t) zwischen dem Radiusvektor des Punktes und
der Tangente in ihm ist, so kann man dieser Formel die Gestalt

1
=3 f rsin (r, t) ds
&)
geben.
Analoge Uberlegungen lassen sich auch bei Kurvenintegralen lings Raumkurven

anstellen. Im Ergebnis erhilt man

f(Pdz+Qdy+ Rdz)= [(Pcosa+@Qcosf+ Rcosy)ds,
(B (E)
wobei cos a, cos 8, cos y die Richtungskosinus der Tangente sind, unter der An-
nahme, dafl ihr Durchlaufungssinn dem des Integrationsweges entspricht.

Fiir den Fall einer ebenen Kurve ist oft folgende Formel zweckmaiBig, die die
Kurvenintegrale beider Arten und den Winkel zwischen der z-Achse und der Nor-
malen der Kurve, iiber die zu integrieren ist, verkniipft.

Ist diese Normale so gerichtet, dafl der Winkel (¢, n) zwischen Tangente und

Normale gleich +—27E ist, 1) so daB also

Aem)= <@ O+ <l m)=at s

gilt, dann ist cos a=sin (z, n), sin a= —cos (z, »). Alsdann kann (14) in folgender
Gestalt geschrieben werden: ‘

S(Pdz+Qdy)= [[Psin (z,n)—@ cos (x,n)] ds. (15)
(K) (K)

Die Winkel werden in Ubereinstimmung mit der Orientierung der Ebene gemessen.

554, Ph) sikalische Aufgaben. Wir gehen abschlieBend auf einige physikalische Pro-
bleme ein, in denen Kurvenintegrale angewendet werden.

1. Die Arbeit eines Kmftfeldes In einem Punkt M der z, y-Ebene (oder eines bestimm-
ten Teiles davon) wirke auf eine dort befindliche Einheitsmasse eine bestimmte Kraft F,
deren Gréfle und Rwhtung nur von der Lage von M abhéngt. Ist die im Punkt M be-
findliche Masse m eines Massepunktes von 1 verschieden, so ist die auf ihn wirkende
Kraft gleich mF. Unter diesen Voraussetzungen nennt man die Ebene ein (ebenes) Kraft-
feld und die auf die Einheitsmasse wirkende Kraft die Feldstirke. Die Vorgabe der Kraft
F nach Grofe und Richtung ist gleichbedeutend damit, daf3 die Projektionen X und Y
auf die Achsen, welche offenbar Funktionen der Koordinaten , y des Punktes M sind,
vorgegeben werden :

X=X@y), Y=Y@q).
Ist ¢ der Winkel zwischen dem Vektor FF und der a-Achse, so ist (Abb. 14)
X =Fcos g, Y=Fsging. (16)

Wir wollen nun annehmen, der im Feld befindliche Massepunkt M mit der Einheits-_
masse bewege sich und beschreibe eine stetige Kurve (K) in einem bestimmten Durch-
laufungssinn. Das Problem besteht darin, die Arbeit 4 zu bestimmen, welche die Feld-
stdrke bei dieser Bewegung leistet.

1) Der Drehsinn, in dem der Winkel gemessen wird, mul3 mit der Orientierung der
Ebene iibereinstimmen. '
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y i
y i
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y
0 X 0
Abb. 14 Abb. 15

Wire die auf den Punkt wirkende Kraft stets von gleicher Gréfle F und von gleicher
Richtung und die Bewegung des Punktes geradlinig, so wiire die Arbeit 4 gleich dem
Produkt der Weglinge I mit der Projektion der Kraft auf die Richtung der Bewegung,

A=Flcos @, i

wenn 0 der Winkel zwischen der Richtung des Kraftvektors F und der Bewegungsrich-
tung ist.

Im Fall einer nicht geradlinigen Bewegung und einer nicht konstanten Kraft 148t sich
die Arbeit mit Hilfe eines Grenzprozesses bestimmen. Man wird hierbei zu der aus den
Anwendungen vertrauten Methode der ,,Summierung unendlich kleiner Grofien (vgl.
Nr. 348) greifen. Wir werden die Lage des Punktes M auf der Kurve (K) durch die

Lénge s des Bogens AM beschreiben (Abb. 15). Wir betrachten das Bogenelement
ds=4;4;,4 der Kurve und nehmen als Approximation an die Wirklichkeit an, die
Kraft F und der Winkel 0; seien konstant. Dann ergibt sich fiir das entsprechende
Element der Arbeit

dA4d =Fcos8ds.

Jetzt braucht man nur diese Elemente lings der Kurve (K) zu ,,summieren® und erhilt
fiir die Arbeit 4 ein Kurvenintegral erster Art:

A= {Fcosfds. (17)
%:9

Wir fithren den Winkel « zwischen der Rlchtung von ds (d. h. zwischen der Richtung
der Tangente im Punkt 4;) und der x-Achse ein. Offenbar ist 6 =¢ —a, also

cos 0 =cos ¢ cos o +8in @ sin o ,
und fir das Integral kann man

J(F cos @ cos a +F sin ¢ sin «) ds
(K)

oder nach (16)

A= f(X cosa+Y sin a)ds
0:9)

schreiben. Nach Formel (14), die den Zusammenhang zwischen den Kurvenintegralen
beider Typen angibt, ist also

A= f(de-i—Ydy). (18)

Somit 148t smh die Arbeit eines Kraftfeldes durch ein Kurvenintegral zweiter Art aus-
driicken. Das ist der am meisten verwendete Ausdruck fiir die Arbeit, der zur Unter-
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suchung folgender Fragen recht zweckmdaBig ist: Hingt die Arbeit von der Gestalt der
Kurve ab, die zwei Punkte verbindet? Ist die Arbeit ldngs einer geschlossenen Kurve
immer gleich 0? (Vgl. dazu Nr. 555 bis 562.)

2. Die ebene stationdre Strémung einer inkompressiblen Fliissigkeit. Eine solche Bewe-
gung ist dadurch charakterisiert, daf} erstens alle Teilchen, die sich auf einer Vertikalen
zun einer bestimmten Ebene befinden, gleiche Geschwindigkeit haben, welche iiberdies
dieser Ebene parallel ist, so daf man zur Beschreibung der ganzen Bewegung nur die
Bewegung in einer Ebene (die wir als z, y-Ebene wihlen) zu untersuchen braucht, und
dal} zweitens die Geschwindigkeit ¢ eines Fliissigkeitsteilchens nur von der Lage des
Teilchens, aber nicht von der Zeit abhiingt. Somit ist in jedem Punkt der betrachteten
Ebene (oder eines Teiles davon) eine nach GroBe und Richtung bestimmte Geschwindig-
keit gegeben; wir sagen auch, es sei ein zeitunabhiingiges Geschwindigkeitsfeld ge-
geben.

Bezeichnet man den Winkel zwischen dem Vektor ¢ und der x-Achse mit ¢ und die
Projektionen von ¢ auf die Achsen (d. h. die Geschwindigkeitskomponenten) mit « und
v, 80 ergibt sich (Abb. 16a)

U =Cg =C COS ¢, v=cy=cHing.

yl yi

Abb. 16

Wir wihlen in der z, y-Ebene eine Kurve (K) und versuchen, die Flissigkeitsmenge @
zu bestimmen, die bei einer bestimmten Geschwindigkeit von einer bestimmten Seite
her in der Zeiteinheit durch die Kurve hindurchstrémt. Da wir die Fliissigkeit als in-
kompressibel voraussetzen, konnen wir die Fliissigkeitsmenge durch den Fldcheninhalt
der von ihr eigenommenen Figur bestimmen. Wir sehen diese Fliissigkeitsmenge als
negativ an, wenn die Fliissigkeit in der entgegengesetzten Richtung stromt.

Wir betrachten ein Bogenelement ds =AB von (K). In der Zeit d¢ stromt durch dieses
Element eine Fliissigkeitsmenge

cp,ds dt, (19)

wobei ¢, die Projektion des Geschwindigkeitsvektors ¢ auf die Normale n des in Strs-
mungsrichtung gerichteten Elements ds ist. Diese Fliissigkeitsmenge ist nimlich gleich
dem Flicheninhalt des Parallelogramms mit den Seiten ds und ¢ d¢, dessen Hohe gerade
¢, dt ist (Abb. 16b).

Zur Berechnung der Fliissigkeitsmenge, die in der Zeiteinheit durch ds hindurchtritt,
summieren wir (19) nach ¢ und erhalten ¢, ds. Nuit summieren wir iiber alle Bogenele-
mente von (K) und erhalten die gesuchte Menge @ als Kurvenintegral erster Art:

= fep,ds. (20)

(X)
Dabei haben wir wieder das Prinzip der ,,Summierung unendlicher kleiner GréBen* an-
gewandt. Ist (x, n) der Winkel zwischen der z-Achse und der Kurvennormalenn, so er-
gibt sich fiir den Winkel zwischen der Normalen und dem Geschwmdlgkeltsvektor c

(n, ¢) =(z, ¢) —(z, n) =@ — (2, n);
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also ist
¢, =¢ 08 (n, ¢) =c{cos @ cos (x, n) +sin ¢ sin (v, n)) =w cos (x, n) +v sin (z, n) .
Dann geht (20) tiber in

Q = f[u cos (z, n) +vsin (z, n)] ds . (21)
(&)
Jetzt kann man nach (15) aus Nr. 553 dieses Integral als Kurvenintegral zweiter Art
darstellen:
Q= [(vdr—udy), (22)
(X)
wobei es wichtig ist, darauf hinzuweisen, daf die Kurve so durchlaufen werden mufl, daf
der ‘Winkel zwischen der entsprechenden Richtung der Tangente und der vorher ge-

wihlten Richtung der Normalen gleich +E ist (denn unter dieser Annahme ist die
Formel (15) hergeleitet worden). 2

Ist (K) eine geschlossene Kurve und das Integral (22) wie tiblich (vgl. Nr. 548) in posi-
tivemn Sinne genommen, so muf} die Normale in Formel (22) ins Innere des von (K) be-
randeten Bereichs gerichtet sein, damit die obige Bedingung erfiillt ist. Daher liefert
(22) in diesem Fall die Fliissigkeitsmenge, die in der Zeiteinheit durch (K) in den Bereich.
hineinstromt. Wollen wir die Menge haben, die aus dem Bereich herausstromt, so
brauchen wir in (22) nur die Vorzeichen zu é&ndern.

Hat ferner das Feld weder ,,Quellen® noch ,,Senken, so bleibt in jedem berandeten
Bereich die Fliissigkeitsmenge konstant. Daher mu8 fiir jede geschlossene Kurve (K)
das Integral (22) gleich 0 sein.

Somit ist, falls u und v die Geschwindigkeitskomponenten einer ebenen stationdren Stro-
mung einer inkompressiblen Fliissigheit und keine Quellen und Senken vorhanden sind,

[ (v dz —u dy) =0
x)
fiir jede geschlossene Kurve (K).
In Nr. 566, Beispiel 2, werden wir sehen, daf3 dieses mit Hilfe physikalischer Uber- -

Jegungen gewonnene - Ergebnis auch eine analytische Charakterisierung der Funk-
tionen » und v liefert.

3. Warmeabsorption durch ein Gas. Wir betrachten eine bestimmte Menge eines Gases.
Der Zustand des Gases wird durch drei GréBen charakterisiert: durch sein Volumen V,
den Druck p und die absolute Temperatur 7. Handelt es sich um ein ideales Gas, so be-
steht zwischen diesen Grofien die Clapeyronsche Formel

pV=RT,

\

wobei R eine Konstante ist. Somit kann jede der drei GréBen p, V und T durch die
beiden anderen ausgedriickt werden, und man braucht zur Charakterisierung des Zu-
standes eines idealen Gases nur zwei dieser Gré8en zu kennen. Dies seien etwa ¥V und p.
Dann liefert der Punkt mit der Abszisse V und der Ordinate p ein Bild des Zustandes
des Gases. Andert sich dieser Zustand von einem Anfangszustand, der dem Punkt 4
entspricht, bis zu einem Endzustand, dem der Punkt B entspricht, so wird der Proze3
der Anderung durch eine Kurve (K) =(A4B) charakterisiert, die die Aufeinanderfolge
sich kontinuierlich éndernder Zusténde bildlich darstellt. (Hier und im folgenden han-
delt es sich um sogenannte quasistationdre Prozesse, d. h., wir stellen uns vor, der Zu-
stand des Gases dndere sich so langsam (aber homogen), daf3 die ganze Gasmenge sich
jeweils in dem betreffenden Zustand befindet.)

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Wirmemenge Q zu bestimmen, die von einer ge-
gebenen Gasmenge im Verlauf des durch die Kurve (K) charakterisierten Prozesses
absorbiert wird. Zu diesem Zweck betrachten wir wie iiblich einen ,,unendlich kleinen®
ElementarprozeB, der das Gas aus dem Zustand (V, p, T') in den unendlich benach-
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barten Zustand (V +dV, p+dp, T +dT) tberfithrt. Thm entspricht ein Element der
Kurve (K); vgl. Abb. 17. Die Wirmemenge, die dabei absorbiert wird, haben wir schon
einmal bestimmt (bei der Herleitung der Poissonschen Formel, Nr. 361, Beispiel 3).
Dort hatten wir.

Q=4 Vdp+2pdV

erhalten.
2
e
prdp ——-—--—t\-lr-
|
\ \4!\ | 5
f
I \
!\;\\\"\ AN
0 P —~_ Abb. 17
V Vedv v

Um die Gesamtwirmemenge ¢ zu erhalten, die wihrend des ganzen Prozesses absor-
biert wird, der durch (K) charakterisiert wird, brauchen wir nur die Elemente d@ ldngs
der Kurve zu summieren:

Q=®f (R vap+2p dV). (23)

Somit ergibt sich @ unmittelbar als Kurvenintegral zweiter Art. Hétten wir dQ nicht
durch dV und dp, sondern durch dV. und d7' oder durch dp und 4T ausgedriickt, so
hédtten wir ebenfalls Kurvenintegrale erhalten, natiirlich dann in der ¥V, 7T- bzw. in der
p, T-Ebene. )

4. Wirkung des Stromes auf einen Magneten. Das Biot-Savartsche Gesetz, das die
Wirkung des Stromes auf einen Magneten charakterisiert, hat Differentialform. Nach
diesem Gesetz iibt ein Leiterelement ds, durch das ein Strom der Stérke I flief3t, auf
eine im Abstand r befindliche ,,magnetische Masse* m eine Kraft aus, deren Grofle gleich

Imsin @ ds

— (24)
ist; dabei bedeutet @ (0 <@ <7w) den Winkel zwischen dem Vektor 7, der den Pol des
Magneten mit dem Leiterelement verbindet, und dem nach der Seite der Stromrich-
tung gerichteten Leiterelement ds. -Die Richtung dieser Kraft steht senkrecht auf der
Ebene der Vektoren r und ds, und zwar nach der Seite, von der die Drehung von r
nach ds um den Winkel ¢ dem Uhrzeigersinn entgegengesetzt erscheint (vgl. Nr. 356,
Beispiel 8).

Wir wollen nun das Magnetfeld des Stromes charakterisieren, das von einem end-
lichen geschlossenen Leiter (K) beliebiger Form ausgeht, der beliebig im Raum liegt.
Mit anderen Worten, wir wollen die Kraft bestimmen, mit der der ganze Leiter auf eine
magnetische Masse m in einem beliebigen Punkt M des Raumes wirkt. Die Herleitung
des Biot-Savartschen Gesetzes in seiner ,,Integralform‘ wird dadurch erschwert, daf
die einzelnen Elementarkriifte, von denen oben die Rede war, in verschiedenen Rich-
tungen wirken und vektoriell addiert werden miissen.

In diesem Fall geht man gewohnlich zu den Projektionen der Vektoren auf die Achsen
irgendeines rechtwinkligen Koordinatensystems iiber, da die Projektionen der Elemen-
tarkréfte sich algebraisch addieren.
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Zur Vereinfachung benutzen wir die Hilfsmittel der Algebra. Schreibt man den Aus-
druck (24) fiir die GroBle der Kraft dF in der Gestalt

ml

—;b—,--rdssmtp,

ml
so bemerkt man leicht, daB er sich nur durch den Faktor —3 von der Gréfle des Vektor-

produktes r Xds unterscheidet. Da auch die Richtung von dF nach dem Biot-t?a.vart-
schen Gesetz mit der Richtung dieses Vektors iibereinstimmt, kann man schreiben:

ml
dr =3 (rxds).

Wir betrachten nun ein rechtsorientiertes rechtwinkliges Koordinatensystem z, y, 2.
Bezeichnen z, y, z die Koordinaten des Anfgangspunktes von ds und §, %, { die des be-
trachteten Raumpunktes 3, so sind die Projektionen von r auf die Achsen gleich

=&  y-nm  z2—8
ds hat die Projektionen
dz, dy, dz.

ml
Somit sind die Projektionen von dF die Produkte =3 mit

(y=myde—(2~0)dy, (2-0dz—(z-§)dz, (z-§)dy—(y—n)de.

Die Projektionen von F auf die Achsen erhalten wir durch Summation iiber (K), und
zwar als Kurvenintegrale:

P, =ml l‘ (y—n) dz —(z ~{) dy

r3 ?
(K)
~{)dx —-(x—-&)d
Fy'zfm.[ [‘(z C) u 3(:8 E) z:
. r
(K)
Fromp [EZ04-y=ndz
. r
(K)

Die Kurve ist dabei in der Stromrichtung zu durchlaufen. Dabei ist unsere Aufgabe
gelost.

§3. Bedingungen fiir die Unabhiingigkeit des Kurvenintegrals vom
Weg
o]

550. 'Problemstellung. Zusammenhang mit dem totalen Differential. In einem zu-
sammenhingenden Gebiet (D) seien zwei stetige Funktionen

P=P(z,y) und @Q=0Q(z,y)
gegeben. Wir betrachten das Kurvenintegral zweiter Art

J(Pdz+Qdy). (1)
4B

Dabei sind 4 und B zwei beliebige Punkte in (D), und (4 B) ist eine ganz in (D)
liegende stiickweise glatte Verbindungslinie. (Wir beschrinken uns hier, auf solche
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Integrationswege ; dadurch ist die Existenz des Integrals (1) gesichert.) Die Haupt-
aufgabe dieses Paragraphen besteht darin, die Bedingungen zu kliren, unter denen der
Wert des Integrals nicht von. der Gestalt des Weges (AB) abhiingt, d. h. durch die An-
fangs- und Endpunkte 4 bzw. B eindeutig bestimmt ist, wo in (D) sie auch liegen
mégen.

Das Verhalten des Ausdrucks (1) wird bestimmt durch die Eigenschaften des
Differentialausdrucks

Pdz4+Qdy, (2)

der unter dem Integralzeichen steht. Mit solchen Ausdriicken haben wir uns schon
einmal beschiftigt, und zwar, als wir die Differenzierbarkeit einer Funktion F(z, y)
zweier Verdnderlicher und ihr (totales oder vollstindiges) Differential (Nr. 179)

_9F | 3F

dF = dv+5- dy 3)
behandelten; fiir
oF oF
P 9%

stimmen (2) und (3) iiberein.

Jedoch ist bei weitem nicht jeder Ausdruck der Form (2) ein ,,totales Differential®,
-d. h., nicht zu jedem solchen Ausdruck existiert eine Stammfunktion F(x, y),
deren totales Differential er ist. Es wird sich sogleich zeigen, daB das Integral (1)
gerade in den Fillen vom Weg unabhingig ist, in denen der Integrand ein exaktes
(totales, vollstindiges) Differential ist. Wir formulieren diesen Sachverhalt in
-einem Satz, dessen Beweis in den beiden folgenden Nummern erbracht wird.

Satz 1. Ein Kurvenintegral (1) hingt genau dann nicht von der Gestalt des Weges
-ab, wenn der Differentialausdruck (2) in dem betreffenden Gebiet das totale Differential
einer eindeutigen Funktion zweier Verdnderlicher ust.

(In Nr. 562 wird dem Leser klar werden, warum die Eindeutigkeit der Stamm-
funktion gefordert werden muB.)

556. Differentiation eines Integrals, das nicht vom Weg abhingt. Wir nehmen zu-
nédchst an, das Iniegral (1) hiinge nicht vom Weg ab. Dann ist es durch die Vorgabe
des Anfangs- und Endpunktes A(xg, %) bzw. B(xy, y;) eindeutig bestimmt, was
man dadarch andeutet, dafl man

B (1,5
J(Pdz+Qdy) oder J (Pdz+Qdy)
4

(%o,%0)
schreibt. Der Weg wird also nicht angegeben, da er bei der Integration keine Rolle
spielt. Sonst wire ja die Bezeichnung sinnlos.
Ist A(zy, y,) fest und ersetzt man B durch einen beliebigen Punkt M(z, y) aus (D),
s0 wird das Integral zu einer Funktion des Punktes M, d. h. seiner beiden Koordi-
naten in (D), ’

Fla, )= | (Pdz+Qdy). @)

{ToVs)
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Wir untersuchen nun die partiellen Ableitungen dieser Funktion nach z und y.
Dazu wihlen wir einen beliebigen Punkt B(zy, y,) in (D) und einen Zuwachs 4z von
x4, der so klein ist, daB der Punkt C(z,-+ 4z, y,) nebst der ganzen Strecke BC noch
in (D) liegt (Abb. 18)' dann ergeben sich die Funktionswerte

F(xlr yi f (P dx““Q dy) ’

+ (Zoshe)

(s + 42,10
Flay+ Az, y)= [ (Pdz+Qdy).
(x(byﬂ)

0

Das erste Integral berechnen wir lings einer beliebigen Kurve (K), das zweite
lings (K) und der Strecke BC. Der Zuwachs von F ergibt sich somit zu

F(xy+ Az, y)— Flzy, yy)= [(Pdx—Qdy)= [ P(z,y)dx;
(BCO) (BO)

das Integral iiber Qdy verschwindet, da die Strecke BC senkrecht zur y-Achse
verlduft.

Das iibrigbleibende Integral reduziert sich sofort auf ein gewéhnliches bestimm-
tes Integral; man braucht nur y durch y, zu ersetzen (auf BC ist y=y,) und als.
Integrationsgrenzen die Abszissen von B und € zu nehmen. Somit ist

x4+ 4z

Flay+ dz, y)— Flzg, y))=R) [ Plz,yy)d=.
&
Nach dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung (und Division durch A4z)
erhalten wir

Fxy +Ax, yy) — Flay, 1)
Az

= P(x( 404z, y,) 0=0=1).

Nun lassen wir 4z gegen O streben. Da P(z, y) stetig ist, strebt die rechte Seite und
damit auch die linke gegen P(xy, v,). Also ist im Punkt (z,, y,) die Funktion F nach
z differenzierbar, und es gilt

OF (x4, Y1)
_“—(7)—;_—1-: Pz, ) -
Vollig analog ergibt sich

dF (x4,
LI - ey, ) -
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!

Da (24, y4) im Innern von (D) beliebig war, erhalten wir

oF IF(z,
f;’;y’ » (x QL—Q( Y) -

Da diese partiellen Ableitungen stetlg sind, existiert das totale Differential von
F(x, y):

——'P( ’ )’

oF oF
sz:,—;; dx-{—»g; dy=Pdz+@Q dy;

dieses Differential stimmt mit dem Integranden von (1) iiberein (vgl. Nr. 179).
(Daraus folgt tibrigens auch die Stetigkeit von F in beiden Variablen.)

Somit haben wir fiir ein vom Weg unabhingiges Kurvenintegral ein Ergebnis
erhalten, das dem Satz iiber die Differentiation eines bestimmten Integrals nach
der verinderlichen oberen Grenze vollig analog ist (vgl. Nr. 305, 12°).

Auflerdem haben wir bewiesen, da8 die in Nr. 555 genannte Voraussetzung
notwendig ist.

Héngt das Integral (1) nicht vom Weg ab, so ist der Integrand ein exaktes
(totales) Differential. Das Integral (4) liefert uns unter unserer Voraussetzung eine
eindeutige Stammfunktion des Integranden.

557. Berechnung eines Kurvenintegrals mit Hilfe einer Stammfunktion. Wir neh-
men nun umgekehrt an, der Ausdruck (2) sei ein totales Differential einer eindeuti-

gen Funktion @(z, y), so daB also

0P 9P
ist. Wir betrachten irgendeine stiickweise glatte Kurve (K), die zwei gegebene
Punkte A(xz,, y4) und B(zg, yp) verbindet. Thre Parameterdarstellung sei

z=g(t), y=vyl);
bei einer Anderung des Parameters ¢ von « bis § mége die Kurve in der Richtung von
A nach B durchlaufen werden. Es ist also

pla) =24, () =y4 p(B)=2zp, v(B)=yp .

Wir berechnen nun das Kurvenintegral lings (K) durch Zuriickfithrung auf ein
gewohnliches Integral nach Formel (6) aus Nr. 547 und erhalten

I= Kf) (Pdz+Qdy) = f {Pp(t), v(t)) ¢'() + Q(e(¥), v(2)) v'(2)} dt
¢

oder, unter Beachtung von (5),

I- f I v 0+5 v} di= f 3 P((0), v(t) dt

(nach der Kettenregel).
Somit ist schlieBlich

I=0(p(t), v(2)) |8 = D(e(B), ¥(8))— P(p(x), p(a))
=D (g, yg)— P24, ?/A\) .
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Falls also eine Stammfunktion
O(M)=D(z, ¥) -

existiert, ergibt sich das Kurvenintegral nach der einfachen Formel

[ (Pdz+Qdy)=Dleg, yp)—D(zg, Y0) =P, 1) |72y5) (6)
4B
oder, kiirzer,
S (Pdz+Qdy)=D(B)—D(4)=D(M) |§. (6%)
(4.B)

Diese Formel ist dem Hauptsatz der Integralrechnung (Nr. 308) analog, der das
gewohnliche bestimmte Integral durch eine Stammfunktion ausdriickt. Wir ma-
chen aber nochmals darauf aufmerksam, daB sie nur auf solche Integrale anwend-
bar ist, deren Integrand ein totales (exaktes) Differential ist.

Gleichzeitig beweist die Formel, daf ¢n diesem Fall das Integral (1) nicht von der
Wahl der Kurve (AB) abhingt (da @ eindeutig ist, sind die Werte @(4) und O (B)
durch die Punkte 4 und B vollig bestimmt), und damit ist bewiesen, daf} die Vor-
aussetzung des Satzes aus Nr. 555 auch hinreichend ist. Somit ist dieser Satz jetzt
vollstindig bewiesen.

558. Ein Kriterium fiir die Veollstiindigkeit des Differentials. Das Auffinden einer
Stammfunktion im Fall eines rechteckigen Bereichs. Jetzt erhebt sich natiirlich die
Frage, nach welchem Kriterium festgestellt werden kann, ob ein vorgelegter Dif-
ferentialausdruck (2) ein totales Differential ist oder nicht. Die Antwort auf diese
Frage wird dann endgiiltig ermdglichen, die Bedingungen zu kliren, unter denen
das Kurvenintegral vom Weg unabhingig ist.

Um ein Kriterium in einfacher und zur Nachpriifung geeigneter Form zu er-
halten, wollen wir zunichst zusitzlich voraussetzen, da n dem zu untersuchenden

Bereich (D) die beiden partiellen Ableitungen %?; und 3—2— esistieren und stetig sind.
Unter dieser Voraussetzung ergibt sich das gesuchte Kriterium sehr leicht.

Ist (2) das totale Differential einer Funktion @(z, y), so daB (5) gilt,

o0 P2 ]
P - %‘ ’ Q = 3?}_ H)
s0 ist
P 990 Q 9

Jy  oxdy’ oz oyox

-

Infolge der vorausgesetzten Stetigkeit von oF und gg— sind dann nach Nr. 190

oy
die gemischten Ableitungen einander gleich, also
IP 9Q .
W5 &

Diese bemerkenswert einfache Beziehung ist also notwendig dafiir, da8 (2) ein totales
Differential ist.

Nun wollen wir sehen, ob (A) auch hinreichend ist. Dabei setzen wir zunichst
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(D) als rechteckig voraus, (D) sei also das endliche Rechteck [a, b; ¢, d]. Ferner sei
(A) erfiillt ; alsdann ergibt sich eine Stammfunktion ohne besondere Schwierigkeiten.

Die Aufgabe besteht darin, im Rechteck [a, b; ¢, d] eine Funktion &(z, y) zu
bestimmen, welche den beiden Differentialgleichungen

T=PEy),  o=QEy) 5

geniigt. Da P und @ stetig sind, folgt hieraus nach Nr. 179, da8 (2) das totale
Differential von @ ist.

Wir wahlen z, und z beliebig in [a, b], integrieren die erste Gleichung von (5*) fiir
festes y aus [¢, d] nach x von x4 bis « und erhalten

z
O(x, y)= [ Pz, y) dz+ P(zg, ¥) -
o
Setzen wir nun in der zweiten Gleichung (5*) 2=z, und integrieren sie zwischen
yo und y aus [¢, d] nach y, so folgt

Do, 4) = f Qor ) Ay + Do, 30) -

Yo

Somit hat die gesuchte Funktion @(z, y) notwendigerweise die Gestalt

z v
P(z, y)= [ Pz, y) dz+ [Qxo, y) dy+C ()
Zo Yo
mit C = D(z,, y,) = const. _A

Nun bleibt noch nachzuweisen, dafl eine durch (7) definierte Funktion (fiir
beliebiges O) tatsichlich den beiden Gleichungen (5*) geniigt. In bezug auf die erste
ist das klar, denn die Ableitung des ersten Summanden auf der rechten Seite von (7)
nach z ist gleich P(z, y) (vgl. Nr. 305), wihrend die beiden anderen Summanden
nicht von z abhingen. Differenzieren wir jetzt (7) nach y unter Anwendung der

Leibnizschen Regel (Nr. 507), so folgt

z

0D oP

—527'—'—' f —é—&;—dxﬁ-Q(xg, Y) .
T

P . .
Nach (A) kénnen wir hierin %—y— durch gg—- ersetzen. Dann ist das Integral gleich

Q(x, y)— Q(xo, ), und es ergibt sich %z@(x, y), was zu beweisen war.

Hitten wir zuerst nach y integriert, so hitten wir folgenden Ausdruck fiir die
gesuchte Stammfunktion erhalten:

Bz, y)= [ Pla, vo) dz+ [ @@, y) dy+C . (8)
o

Yo .

Er unterscheidet sich nur formal von dem vorbergehenden.
Man sollte sich klar machen, daB durch die Festlegung des Wertes der Stamm-
funktion in irgendeinem Punkt des Bereichs der Wert der Konstanten in dem all-

4 Fichtznholz I11
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gemeinen Ausdruck fiir die Stammfunktion festgelegt wird, so daB sich eine wohl-
bestimmte eindeutige Stammfunktion ergibt.

559. Verallgemeinerung auf heliebige Bereiche. Wir betrachten jetzt einen be-
liebigen (natiirlich zusammenhéngenden) endlichen oder auch unendlichen Be-
reich (D), der von einer oder von mehreren stiickweise glatten Kurven berandet ist.
Diesen Bereich setzen wir im folgenden als offen voraus. Dann sind seine simtlichen
Punkte innere Punkte (Nr. 163) und gehoren nebst einer rechteckigen Umgebung
zu diesem Bereich. Da sich auf diese Umgebungen die Uberlegungen aus Nr. 558 an-
wenden lassen, existiert in einer Umgebung jedes Punktes von (D), falls die Be-
dingung (A) erfiillt ist, fiir den Ausdruck (2) eine Stammfunktion; es existieren
sogar unendlich viele Stammfunktionen, die sich durch Konstanten voneinander
unterscheiden. Es ist aber nicht immer moglich, diese Stammfunktionen zu einer
einzigen eindeutigen Stammfunktion fiir den ganzen Bereich (D) zusammenzufiigen.
Das hingt vielmehr von der Art des Bereichs ab.

Damit die Existenz einer eindeutigen Stammfunktion im allgemeinen Fall ge-
wihrleistet ist, muBl der Bereich (D) einer bestimmten Einschrinkung unterworfen
werden. Man kann sie folgendermafen formulieren: Fiir jede in (D) liegende ein-
fache geschlossene Kurve mufl der von dieser Kurve berandete endliche Bereich
ganz zu (D) gehoren. Mit anderen Worten, der Bereich darf keine , LGcher” ent-
halten, auch keine punktférmigen. Ein zusammenhingender Bereich mit dieser
Eigenschaft heilt einfach zusammenhdingend.

Handelt es sich um einen endlichen Bereich, so kann man den Begriff des ein-
fachen Zusammenhangs noch einfacher formulieren: Der Bereich soll von einer
evnzigen geschlossenen Kurve berandet sein. Abb. 19 zeigt Beispiele einfach zu-
sammenhingender und mehrfach zusammenhingender Bereiche; a), d), e) sind
endlich, b), c), f) unbeschrinkt.

einfach zusammen- mehrfachzusaommern -
hingeride Bereiche hingende Bereiche
D =
a) ’ g,
 m—————— e)
b) ¢ f) Abb. 19

Es sei also der betrachtete Bereich (D) einfach zusammenhéingend ; zunichst
setzen wir ihn als endlich voraus, so daB er von einer einzigen geschlossenen Kurve
(K) berandet ist, die wir als stiickweise glatt annehmen. Die Stammfunktion fiir
(D) werden wir schrittweise konstruieren, indem wir von Bereichen ausgehen, die
in (D) enthalten und in Rechtecke zerlegbar sind.

Ist ein beliebig kleines £ >0 vorgegeben, so kénnen wir jeden Punkt M der Kurve
(K) derart mit einem achsenparallelen Quadrat einer Seitenlinge kleiner als ¢ um-
geben, da8 innerhalb seines Randes die Kurve durch eine explizite Gleichung eines-

von zwei Typen ausdriickbar ist (vgl. Nr. 223); nur in den Ecken haben wir »iNaht-
stellen®,
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Nach dem Borelschen Uberdeckungssatz (Nr. 175) reichen endlich viele dieser
‘Quadrate zur Uberdeckung der Kurve (X) aus. Durch diese endliche Kette von
‘Quadraten wird ein abgeschlossener Bereich (D) von auBlen berandet, der ganz in
(D) liegt und offenbar in Rechtecke zerlegbar ist. Er ist zusammenhéingend und
ebenso wie (D) auch einfach zusammenhingend ; offenbar gehéren ihm alle Punkte
von (D) an, deren Abstand vom Rand nicht kleiner als ¢ ist.

Gehéren zwei Punkte M, und M, zu (D), so kann man sie durch einen Strecken-
zug (L) verbinden, der ganz in (D) liegt (Nr. 163). Dieser Streckenzug kann zwar
die Grenzen des Bereichs (D) iiberschreiten, verliuft aber dann in irgendwelchen
der im Text erwihnten Quadrate. Ein in einem solchen Quadrat enthaltener Teil
des Streckenzuges kann aber immer durch einen entsprechenden Teil des Quadrat-
randes ersetzt werden. Auf diese Weise erhilt man elnen M, und M, verbindenden
Streckenzug (L), der ganz in (D) liegt.

Wir zeigen weiter unten, wie man eine Stammfunktion fiir (D) konstruiert.

Um eine bestimmte Stammfunktion aunszuzeichnen, legen wir ihren Wert in
einem bestimmten Punkt M, aus (D) fest. Wir weisen darauf ‘hin, daf sich zwer
fiir zwes sich iiberlappende Bereiche definierte Stammfunktionen tn dem Durchschnailt
dieser Bereiche nur um eine Konstante unterscheiden (da die partiellen Ableitungen
ihrer Differenz gleich 0 sind; Nr. 183). Stimmen also diese Stammfunktionen auch
nur in einem einzigen Punkt iiberein, so sind sie in diesem ganzen Durchschnitt
identisch. Hieraus ist ersichtlich, dal wir, wenn wir ¢ gegen O streben lassen, tat-
sichlich die Definition der Stammfunktion auf ganz (D) ausdehnen kénnen, und

" zwar so, daB sie eindeutig bleibt.

Um die Stammfunktion fiir (D) zu konstruieren, stellen wir uns diesen Bereich
in Rechtecke zerlegt vor, die sich lings vertikaler Strecken beriihren (Abb. 20a).
Zwei solcher benachbarter Rechtecke d; und d, zeigt Abb. 20b. Fiir jedes von ihnen
seien die Stammfunktionen @, und @, konstruiert. Lings der den Rechteckend,; und

d, gemeinsamen Strecke a8 kdnnen sie sich nur um eine Konstante unterscheiden;

dies wird klar, wenn man sich vergegenwirtigt, daB jede von ihnen sich lings «f
nur um einen konstanten Summanden von irgendeiner fiir das schraffierte Recht-
eck konstruierten Stammfunktion unterscheidet (eine solche Stammfunktion exi-
stiert nach Nr. 558). Andert man eine der Stammfunktionen @,, @, um eine pas-

sende Konstante, so kann man erreichen, daf8 sie lings «f tibereinstimmen.

i

y
. 7
D 77
) Xy Abb. 20

Wir beginnen mit der Konstruktion der Stammfunktion fiir dasjenige Recht-
eck; in dem der Punkt M liegt, wobei wir dafiir sorgen, daf sie in diesem. Punkt
gerade den vorher festgelegten Wert hat. Alsdann konstruieren wir die Stamm-

4‘
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funktion fir die daran anschlieBenden Rechtecke, und zwar so, daB der Ubergang
von einem zum anderen (iiber den gemeinsamen Rand) stetig erfolgt usw.

Wir wollen uns nun klarmachen, worin die Bedeutung der Bedingung besteht,
daB (D) und damit (D) einfach zusammenhiingend ist. Die Folge der Rechtecke in
Abb. 20a kann sich, wenn (K) kompliziert verliuft, verzweigen (wie Abb. 21a
zeigt). Das stort die stetige Fortsetzung der Stammfunktion lings der einzelnen,
voneinander getrennt liegenden Stiicke jedoch nicht. Hat aber der Bereich Lécher
(Abb. 21b) und vereinigen sich zwei Zweige wieder, so kann es vorkommen, daf}
fiir das schlieBende Rechteck keine Stammfunktion existiert, welche auf beiden

Stiicken «f und yé gleichzeitig einen stetigen Ubergang ermdoglicht.

yll

Abb. 21

=
*7

Ist (D) unbegrenzt, so kann man analog vorgehen, indem man von endlichen
Teilbereichen aus die Stammfunktion auf ganz (D) fortsetzt.

560. Zusammenfassung. Die Ausfithrungen von Nr. 558 und 559 lassen sich in
folgenden Aussagen zusammenfassen:

Satz 2. Ist der Ausdruck (2) im ganzen Bereich (D) totales Differential einer ein-
deutigen Funktion zweier Verdnderlichen, so ist Bedingung (A) erfillt. Ist (D) ein-
fach zusammenhiingend, so ist (A) dafiir auch hinreichend.

Im Zusammenhang damit nennt man (A) die Integrabilititsbedingung fiir den
Ausdruck (2). Zieht man noch Satz 1 heran, so ergibt sich folgender Satz:

Satz 3. Wenn ein Kurvenintegral (1) bei belicbiger Wahl eines Anfangspunktes A
und eines Endpunktes B in einem Bereich (D) nicht von der Gestalt des Weges ub-
hingt, so ist die Bedingung (A) erfillt. Ist (D) einfach zusammenhingend, so ist die
Bedingung (A) dafiir auch hinreichend. '

Somit haben wir schlieBlich in der Bedingung (A) ein bequemes und leicht zu
verifizierendes Kriterium fiir die Unabhingigkeit eines Kurvenintegrals vom Weg
gefunden. Mit Hilfe dieses Kriteriums kann man z. B. die in den Beispielen 3 bis 6
aus Nr. 549 vorgelegten Integrale leicht klassifizieren und ihre in der Bemerkung
angegebenen Besonderheiten vorhersehen.

Fiir diese Resultate werden wir spiter wichtige Anwendungen kennenlernen.

Auf die Besonderheiten mehrfach zusammenhingender Bereiche werden wir in
Nr. 562 eingehen.

561. Integrale iiber eine geschlossene Kurve, Bisher haben wir das Kurvenintegral (1)

J (P dz+Qdy)
4.B)
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und diejenige wichtige Klasse von Féllen betrachtet, in denen dieses Integral
nicht vom Integrationsweg abhingt. Nun wollen wir das Integral

S(Pdz+Qdy) (9)
@

untersuchen, das iiber eine beliebige einfache geschlossene Kurve (L) erstreckt
wird, die innerhalb des Gebietes (D) verlduft, und zwar stellen wir die Frage nach
den Bedingungen, unter denen dieses Integral gleich 0 wird. Es zeigt sich, daf die-
ses Problem dem oben geldsten vollig analog ist: Wenn fiir einen gegebenen Dif-
ferentialausdruck (2) das Integral nicht vom Weg abhingt, verschwindet das In-
tegral (9), und umgekehrt.

Wir setzen also zunidchst voraus, das Integral (1) sei vom Weg unabhéngig.
Ist (L) eine beliebige einfache geschlossene Kurve im Gebiet (D) (Abb. 22), so zer-
legen wir sie durch zwei beliebige ihrer Punkte 4 und B in die Teilstiicke (4. M B)
und (AN B). Da die Integrale iiber die Teilstiicke gleich sind, also

= f (10)
(AMEB) (ANB)

J
0 Abb. 22
ist, folgt
f= [+ = f - [ =0. (11)

(L) (AMB) (BNA) (AMB) (ANB).

Es sei jetzt, umgekehrt, bekannt, dafl das Integral (9) iiber eine einfache ge-
schlossene Kurve stets verschwindet. Wir wihlen dann zwei Punkte 4 und B,
verbinden sie durch zwei Kurven (4 M B) und (4N B) und bilden die geschlossene
Kurve

(L)=(AMBNA).

Haben die Kurven (AMB) und (ANB) auBer 4 und B keine gemeinsamen
Punkte, so hat (L) keine Doppelpunkte, d. h., die Kurve (L) ist einfach.

Gibt es aber. weitere gemeinsame Punkte, so ist (L) nicht mehr einfach. Wie das
folgende Lemma zeigt, kann man sich jedoch trotzdem auf einfache geschlossene
Kurven beschrinken.

Lemma. Verschwindet das Integral (9) éiber jede einfache (d. h. doppelpunkifreie)
geschlossene Kurve; so verschwindet es auch iber jede (also auch nicht einfache)
geschlossene Kurve.

Nach dem in Nr. 550 bewiesenen Lemma geniigt es, diese Behauptung fiir je-
den (nicht notwendig einfachen) geschlossenen Streckenzug zu beweisen. Es sei also
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(L) ein derartiger, in bestimmter Weise gerichteter Streckenzug. Von einem seiner
Punkte M, gehen wir in dieser Richtung bis zur ersten Uberschneidung M. Wir
lassen den sich dabei ergebenden geschlossenen Streckenzug (L) fort, setzen den
Weg MM, bis zum nichsten Uberschneidungspunkt fort, was wieder einen ge-
schlossenen Streckenzug (L,) auszusondern gestattet, usw. Nach endlich vielen
Schritten ist (L) in endlich viele sich nicht iiberschneidende geschlossene Strecken-
ziige
(Ly), (Lg), oo

zerlegt, lings deren das Integral 0 ist. Das bedeutet aber, da} es auch lings (L) ver-
schwindet, was zu beweisen war. Damit haben wir folgenden wichtigen Satz be-
wiesen.

Satz 4. Das Kurvenintegral (1) ist genay dann vom Weg unabhingig, wenn das In-
tegral (9) iiber jede geschlossene Kurve verschwindet. Diese Bedingung ist auch dann
noch hinreichend, wenn man dabei nur einfache (d.h.doppelpunkijreie) Kurven
heranzieht.

Ob das Integral (9) iiber eine geschlossene Kurve verschwindet, kann man
also mit Hilfe desselben Kriteriums entscheiden, das wir in Satz 3 fiir die Unab-
hingigkeit des Integrals (1) vom Weg aufgestellt hatten:

Satz 5. Dafiir, daff das Integral (9) diber eine beliebige geschlossene Kurve im
Gebiet (D) verschwindet, ist notwendig, daf in (D) die Bedingung (A) erfiillt ist.
Ist (D) einfach zusammenhingend, so ist diese Bedingung auch hinreichend. Dre
Bedingung bleibt auch dann noch notwendig, wenn man daber nur einfache (doppel-
punkifreie) Kurven heranzieht.

In Nr. 601 werden wir auf die hier behandelte Frage zuriickkommen, nachdem
wir iiber weitere Hilfsmittel verfiigen (Doppelintegrale, GauBscher Satz). Dort wer-
den wir einige der hier erhaltenen Resultate nochmals bekommen, und zwar mit
geringerem Aufwand.

562. Mehrfach zusammenhingende Bereiche. Singulire Punkte. Die bisher ent-
wickelte und mit der Integrabilititsbedingung (A) zusammenhingende Theorie be-
ruht auf den Voraussetzungen, daf a) der betrachtete Bereich (D) einfach zu-
sammenhingend ist (d. h. keine ,Lécher” hat) und b) die Funktionen P und @
nebst ihren Ableitungen P, und @, in (D) stetig sind. Sind diese Bedingungen ver-
letzt, so sind die oben formulierten Behauptungen im allgemeinen nicht mehr rich-
tig. Das Ziel dieser Nummer besteht nun darin, die dann auftretenden Besonder-
heiten zu untersuchen. ,

Wir bemerken, daB ,singulire” Punkte, in denen die Stetigkeitsbedingung b)
verletzt ist, auch in der Weise behandelt werden konnen, da man sie sozusagen als
punktférmige Locher aus dem Bereich entfernt. Somit reduziert sich das Problem
auf die Untersuchung eines Bereichs (D), in dem alle Stetigkeitshedingungen und
die Bedingung (A) erfiillt sind, der aber eines oder mehrere punktformige oder auch
andere , Locher” haben kann. Ubrigens beschrinken wir uns im folgenden der Ein-
fachheit halber auf den Fall punktférmiger Locher, d. h. singulirer Punkte. Der
allgemeine Fall 14846 sich véllig analog behandeln.
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Wir nehmen zunidchst an, der Bereich (D) enthalte nur einen einzigen singuldren
Punkt M und sonst keine ,,L6cher“. Wir wihlen in (D) eine einfache geschlossene
Kurve (L) und betrachten das Integral (9)

S(Pdz+Qdy). (9)
282
Umfaft (L) densinguldren Punkt nicht, so ist das Integral natiirlich wieder gleich O.
Liegt aber M im Innern von (L), dann kann das Integral von 0 verschieden sein.

Es ist jedoch sehr bemerkenswert, daB alle ¢n positivem Umlaufsinn erstreckien
Integrale (Nr. 548) iiber alle miglichen Kurven dieser Art, die den Punkt M im Innern
enthalten, einander gleich sind.

In der Tat, betrachten wir zwei stiickweise glatte Kurven (L) und (L,), die # im
Innern enthalten. Man kann voraussetzen, daB sie punktfremd sind. Denn sonst
nehme man eine dritte Kurve (L;), welche (L) und (L,) im Innern enthilt, und be-
trachte die Kurvenpaare (L,), (Ls) und (L), (L) einzeln.

Die Kurven (L) und (L,) bilden den Rand eines ringférmigen Bereichs (4),
der zwischen ihnen liegt (Abb. 23). Mit Hilfe der beiden Schnitte (4,4,) und (B, B,)
teilen wir (4) in die beiden einfach zusammenhingenden Bereiche (4’) und (4”).

Abb. 23

Dann konnen wir schreiben:

[ +f+ [ + [ =0uwd [ 4+ [+ [ + [=0.

(41MBy) (BsBy) (B Mz4y) (4:24y) (BiNidy) (414 (42N3By)  (B3By)
Da die Integrale iiber die Schnittstrecken in entgegengesetzter Richtung erstreckt
werden, sind sie entgegengesetzt gleich, und wir erhalten durch Addition

\ + S =0
(AiM{ BiNiA 1) (Agb’z BQMQAQ)

und hieraus
= S oder [= [.
(41M B N1dy)  (4:M;ByN743) L) ()
Die letzten beiden Integrale sind in positivem Sinne zu nehmen. Damit ist unsere

Behauptung bewiesen.

Den gemeinsamen Wert dieser Integrale bezeichnen wir mit o; man nennt ihn
die zum singuliren Punkt M gehorige zyklische Konstante. (Entsprechend definiert
man auch die zu einem — nicht punktférmigen — ,,Loch“ gehérige zyklische Kon-

stante.)
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Wir zeigen nun folgendes: Ist (L) eine beliebige (nicht notwendig einfache) Kurve
in (D), die nicht durch den singuliren Punkt M hindurchgeht, so ist

J(P dz+Qdy)=na, (12)

¢
wobei n eine ganze Zahl ist. Das ist klar fiir ein Polygon, da sich ein Polygon in
endlich viele einander nicht schneidende geschlossene Polygone zerlegen 1a8t, iiber
welche jedes Integral gleich 0 oder gleich +¢ ist. Im allgemeinen Fall benutzen wir
wieder das Lemma und die zugehorige Bemerkung aus Nr. 550 und gehen dann
von einbeschriebenen Polygonen zur Grenze iiber. Da ein Ausdruck der Form ne
(fiir ¢ %0 und ganzes n) nur gegen einen endlichen Grenzwert derselben Form stre-
ben kann (da sich »n schliefllich — da die Approximation von (L) durch Polygone
stetig erfolgt — nicht mehr dndert), gilt (12) auch fir eine beliebige Kurve (L).

Wir wollen nun das Integral iiber eine Kurve betrachten, welche die Punkte
A(zo, 4o) und B(xy, y;) in (D) verbindet und nicht durch den singuliren Punkt
geht. Ist (4B), eine solche Kurve und (4 B) eine andere, so bilden (4.B) und (B4),
zusammen eine geschlossene Kurve, so dafl nach (12)
J(Pdz+@dy)+ [ (Pdz+Qdy)=no,

(4B) (BA)o

also

f(Pdz+Qdy)= [ (Pdz+Qdy)+no
4B) (AB),

gilt. Hier hingt das Integral wirklich vom Weg ab, aber nur so, daB ein ganz-
zahliges Vielfaches der zyklischen Konstanten ¢ addiert wird. Nimmt man zur
Kurve (4B), eine entsprechende Anzahl von Schleifen hinzu, die den Punkt M
umlaufen (Abb. 24), so kann man der Zshl n jeden gewiinschten Wert geben.

l

- Abb. 24

~
¢

X

Mit anderen Worten, in unserem Fall ist das Symbol

(xhyi) -~
J(Pdx+Qdy)= [ (Pdzx+@Qdy)
4B (#os¥a)
bei gegebenen 4 und B (fiir ¢+0) nicht eindeutig, sondern nur bis auf einen
Summanden der Form no bestimmt; dabei ist # eine ganze Zahl. Ersetzt man B
durch einen verinderlichen Punkt M(z, ¥), so stellt das Integral

@) )
Fle,y)= [ (Pdz+Qdy)
(xﬂsyo)
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A

nach dem Vorhergehenden eine Stammjfunktion fiir den Ausdruck Pdz+@Qdy dar,
die mit Ausnahme des singuldren Punktes stetig, aber nicht eindeutiy ist.

Es ist wichtig, sich iiber den Unterschied des betrachteten Falles von dem frither
(in Nr. 556, 558, 559) untersuchten Fall klar zu werden. Auch dort hitte man ange-
sichts der additiven Konstanten von einer Mehrdeutigkeit der Stammfunktion
sprechen kénnen; jedoch erhielt man, wenn diese Konstante festgelegt wurde, im
ganzen betrachteten Gebiet eine eindeutige Funktion. Es bestand keinerlei innerer
Zusammenhang zwischen den einzelnen Werten der von der Wahl der Konstanten
abhidngigen mehrdeutigen Stammfunktion. Hier kann man jedoch die ,Zweige®,
die sich um Vielfache der zyklischen Konstante unterscheiden, nicht mehr geson-
dert betrachten, denn beim Umlaufen des singulidren Punktes gehen sie stetig in-
einander iliber. Hinzu kommt hier auch noch die beliebige additive Konstante.
Ahnlich liegen die Verhiltnisse im Fall mehrdeutiger Funktionen einer komplexen
Verianderlichen (vgl. etwa Nr. 458). Es ist nicht schwer zu sehen, daf} in beiden
Fillen Eigenschaften der Ebene eine Rolle spielen.

Zur Illustration der bisherigen Ausfithrungen setzen wir beispielsweise

x

Yy
P~_~x2+y2’ Q~x2+y2'

Diese Funktionen sind mit Ausnahme des Ursprungs 0(0, 0) in der ganzen Ebene
stetig; der Ursprung ist also der einzige singuldre Punkt. Offenbar ist die Integra-
bilititsbedingung (bis auf den Ursprung) liberall erfiillt:

P 0@ yr-—ax?

dy ox (@+y)t”
Man berechnet leicht, dafl

f zdy -y de

&L Y -
iiber jeden Kreis um den Ursprung (im positiven Sinne) gleich 2 ist. Die Zahl 2z
ist also die zyklische Konstante des Ursprungs. Eine Stammfunktion des Differen-
tialausdrucks

zdy —y da

x?+y2

148t sich jetzt leicht erraten: Eine solche Stammfunktion ist der Polarwinkel 6,
wovon man sich leicht iiberzeugt, wenn man x=r cosf, y=r sin0 setzt. Die all-
gemeine Form ist also 04 ¢ (c=const). Von welchem Wert des Polarwinkels 6 wir
in einem gegebenen, vom Ursprung verschiedenen Punkt der Ebene auch ausgehen,
der Winkel 4 erfihrt, wenn man den Punkt den Ursprung in irgendeiner Richtung
n-mal umlaufen 148t, bei der Riickkehr des Punktes in die Ausgangslage, unter ste-
tiger Anderung, einen Zuwachs von =+ 2nw; er wichst also um ein Vielfaches der
zyklischen Konstanten. Betrachtet man hier also die Stammfunktion in der ganzen
Ebene oder in einem ihrer Teile, der den Ursprung enthilt (dieser ist natiirlich aus-
zuschlieBen), so muB man die Mehrdeutigkeit als inhdrente Eigenschaft beriicksich-
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tigen: Die Zweige, die sich um ganze Vielfache von 2= unterscheiden, sind in ge-
" wissem Sinne nicht zu trennen.
Diese Betrachtungen kann der Leser unschwer auch auf den Fall ausdehnen,
daBl mehrere singulire Punkte oder ,Locher” existieren. Sind beispielsweise k
singuldre Punkte

M, My, ..., M
vorhanden, sind 4 und B zwei von den Punkten M, verschiedene Punkte des
Gebietesund ist (4 B), irgendeine bestimmte Verbindungskurve dieser beiden Punkte
(die nicht durch einen singuliren Punkt geht), so ist die allgemeine Form des
Integrals iiber eine beliebige derartige Kurve (4 B)

J(Pdx+Qdy)= [ (P dx+Q dx)+n w0+ 190+ oo+ n30p .
48 (4B)

Dabei ist 0; (=1, 2, ..., k) die zyklische Konstante, die dem singuliren Punkt M,
entspricht, d. h. der Wert des Integrals
J (P dz+Qdy)
L)

in positivem Umlaufsinn iiber eine einfache geschlossene Kurve (L;), die M, aber
keine anderen singuliren Punkte im Innern enthilt. Die Koeffizienten n,, n,, ..., g
sind voneinander unabhéngig und konnen beliebige ganze Werte annehmen.

563. Das GauBsche Integral. Bei einigen Problemen der mathematischen Physik mufl
man das folgende Kurvenintegral erster Art betrachten:

g= fcos (r, n) ds,

r
L)
das man das GauBsche Integral nennt. Dabei ist
r=Y(@—&+(y —n)?

die Lénge des Vektors 7, der von einem #ufleren Punkt A(&, %) nach einem verdnder-
lichen Punkt M(z, y) der Kurve (L) fithrt (Abb. 25), und (r, n) der Winkel zwischen
diesem Vektor und der Normalen an die Kurve im Punkt M.

i n
Y
(1) r
'y
M(xy)
AlEn)

0 . — o Abb. 25

X
C cos (r; n) .

Da A4 fest ist, ist der Integrand ————eine Funktion der Koordinaten «, ¥ von M.

Wir bringen nun das GauBsche Integral auf die Form eines Kurvenintegrals zweiter
-Art. 8ind (z, n) bzw. (x, r) die Winkel zwischen der positiven Richtung der z-Achse
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und dem Radiusvektor bzw. der Normalen, so ist offenbar

(v, n) =(z, n) "'(xa 7),

also

1 sin (x, n) .

cos (r, n) =cos (z, n) cos (z, r) +sin (x, n) sin (z, r) =iv~;—§ cos (z, n) +y

Setzen wir das in das GauBsche Integral ein, so geht es iiber in

— x__.
g = f[yrz”l gin (x, n) + 725 cos (, n)] ds. ‘
€2

Benutzen wir nun Formel (15) aus Nr. 553, so erhalten wir den gesuchten Ausdruck
fiir g als Kurvenintegral zweiter Art:

y—n x—§
o [ a5 ),
)
wobei das doppelte Vorzeichen der Wahl der Normalenrichtungen entspricht.

und @ = —

ganzen z, y-Ebene stetig, mit Ausnahme des Punktes 4, in dem r =0 ist. In allen von 4
verschiedenen Punkten gilt die Integrabilitétsbedingung, denn es ist

3(yfn)=72~2(y—nﬂ_jxmfﬂ-%y—nﬂ

Die Funktionen P = 3 sind ebenso wie ihre Ableitungen in der

y\ r2 ré - rh >
2( ety ro2ecdr eob oo
dx r2 | ré - rh ’

Ist die Kurve (L) geschlossen, umfafit aber den Punkt 4 nicht (geht auch nicht durch
ihn hindurch), so ist g =0. Liegt aber 4 im Innern von (L), so kann das Gauflsche In-
tegral auch von 0 verschieden sein; jedoch ist dann sein Wert fiir alle solchen Kurven
derselbe, wie wir in Nr. 562 gesehen haben. Um diesen Wert zu ermitteln, wihlen wir
.als (L) den Kreis mit dem Radius R um 4. Dann ist

r=R und cos(r,n)=1. -

Dabei werde angenommen, dall die Normale und der Radiusvektor dieselbe Richtung
haben. Demnach ist

~—~l[ds~ 2R =2x. )
&

Somit ist fiir jede geschlossene Kurve (L), in deren Innern der Punkt 4 liegt,

cos {r, 1o
ng (’—')'dS-— "
r
&

wenn die Normale nach auflen gerichtet ist, wie im Fall des Kreises.

Dieses Resultat hétte sich leicht vorhersehen lassen, wenn wir uns die geometrische
Bedeutung des Gaullschen Integrals vergegenwiirtigt hitten: g ¢st die Grife des Winkels,
unter dem man von 4 aus die Kurve (L) sieht (wenn der von dem von A ausgehenden
Radiusvektor iiberstrichene Winkel bei einem Umlaufen der Kurve mit Vorzeichen
genommen wird).

Um das zu erlxennen, setzen wir zundichst voraus, daB (L) von jedem von 4 aus-
gehenden Strahl in hochstens einem Punkt getroffen wird (Abb. 26). Es sei ferner die
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i

. Abb. 26
X

Kurvennormale n nach der dem Punkt 4 entgegengesetzten Seite gerichtet, so dal also

0<(r,n)< :2
ist. Wir nehmen auf (L) ein Element ds und bestimmen den Winkel, unter dem dieses
Element von A aus gesehen wird. Ist M beispielsweise der Anfangspunkt von ds, so be-
schreiben wir um 4 den Kreis mit dem Radius AM und projizieren ds auf diesen Kreis.
Die Projektion sei do. Da der Winkel zwischen diesen Elementen, die angenédhert als
geradlinig angesehen werden konnen, gleich dem Winkel (r, n) ist, gilt

do =cos (r, n) ds;
andererseits ist offenbar

/

do=rdeg,

wobei dp der dem Bogen do entsprechende Zentriwinkel ist, d. h. gerade der Winkel,
unter dem ds von 4 aus gesehen wird. Hieraus folgt fiir das Element des Sehwinkels

! ,
d<p=°°s<:—"lds.

Summiert man diese Elemente, so folgt, daf$ der Winkel, unter dem (L) gesehen wird, ge-
rade das Integral g ist. "

Wird eine Kurve in mehr als einem Punkt von Strahlen geschnitten, die vom Punkt 4
ausgehen, und wird sie dadurch in Stiicke zerlegt, deren jedes nur einmal von diesen
Strecken getroffen wird, so brauchen die Gauflschen Integrale iiber diese Kurvenstiicke
nur summiert zu werden.

Wir wihlen auf der Kurve (L) einen bestimmten Umlaufsinn und orientieren die
Normale z. B. so, dafl der Winkel zwischen der positiven Tangentenrichtung und der

Normalen gleich -i—g—

dem Punkt 4 entgegengesetzten Richtung gerichtet, und das Gaufische Integral liefert
den Sehwinkel mit de m Pluszeichen; in anderen Teilen von (L) ist die Normale nach 4
hin gerichtet, und der Sehwinkel ist negativ. Im ganzen liefert das Gauf3sche Integral
die algebraische Summe der Sehwinkel. Man nennt diese Summe den Sehwinkel fiir die
ganze Kurve (L), indem man also unter dem Sehwinkel das volle Maf3 der Drehung des
Sehstrahls vom Anfangspunkt bis zum Endpunkt der Kurve versteht.

Ist die Kurve geschlossen und umfaBt sie den Punkt A4, so ist der Sehwinkel der
Kurve offenbar gleich 2n. Umfafit die geschlossene Kurve den Punkt A nicht, so heben
sich die Sehwinkel dank des verschiedenen Vorzeichens gegenseitig suf und liefern die
Summe 0. In dem einfachen Fall der Abb. 27 zerfillt die Kurve (L) in zwei Teilkurven
(Ly) und (L,), die von A unter ein und demselben Winkel gesehen werden; aber fiir (L)
ist dieser Winkel positiv, fiir (I,) negativ zu nehmen.

ist. Dann ist in einigen Teilen der Kurve die Normale nach der
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y
/
i) L)
/i 1
/%1 2
/ },//
/.
A
~ Abb. 27
g X

Bemerkung. Die geometrische Behandlung des Gaufischen Integrals erlaubt den
Schlufl, dal dann, wenn eine geschlossene Kurve (L) durch den Punkt 4 hindurchgeht
und dort eine Tangente hat, der Wert des Integrals gleich = ist. Ist aber A eine Ecke
der Kurve und der Winkel zwischen den Halbtangenten in 4 gleich «, so ist auch das
GauBsche Integral gleich a. Zur analytischen Begriindung dieses Resultats schneide
man zundchst aus (L) eine gewisse Umgebung von 4 aus und gehe unter Verkleinerung
dieser Umgebung zur Grenze iiber.

564. Der dreidimensionale Fall. Alle Uberlegungen aus Nr. 561 bis 563 lassen sich
auf den dreidimensionalen Fall iibertragen.

In einem dreidimensionalen Bereich (V) seien drei Funktionen P(z, vy, z), @(z, v, 2),
R(z, y, z) definiert und dort stetig. Wir betrachten das Kurvenintegral

(A}I;)(P dz+@Q dy+ R dz) (13)

iiber eine beliebige in (V) verlaufende Kurve (4 B). Die Uberlegungen aus Nr. 556
und 557 lassen sich ohne weiteres unveridndert auf diesen Fall iibertragen. Hier gilt
ein zu Satz 1 aus Nr. 555 analoger Satz: Die Frage, ob das Integral (1) vom Integra-
tionsweg unabhiingig vst, reduziert sich darauf, ob der Ausdruck

Pdz+Qdy+Rdz (14)

ein totales Differential vst, d. h., ob eine ,,Stammfunktion” ®(z, y, z) exz’étiert, deren
vollstindiges Differential

oD oD 0P
mil (14) iibereinstimmt.
Wir bemerken beilaufig, daf dann, wenn eine solche Funktion existiert; das
Integral (13) die Differenz ihrer Werte an den Grenzen ist:
S(Pdz+Qdy+ Rdz)=P(B)—D(4)=0(M) |B (15)
(458)
(vgl. Nr. 557, Formel (6%)).
Wie frither erhebt sich die Frage nach Kriterien dafiir, dal der Ausdruck (14)
ein totales Differential ist. Wir setzen in (V) die Existenz und Stetigkeit der Ab-
leitungen

9P 0P 30 3@ IE OR
Dy’ 9z’ 9z’ fx’ 9z’ Oy

t
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voraus. Ist nun (14) das totale Differential einer Funktion @(z, y, z), gelten also die
Gleichungen

0P 0P 0P

. = D= 16
P ox’ ¢ oy’ B dz ° (16)
so ist
OP 20 9P _ 206 QB 0Q_ 0
By dxdy’ 3z oz oz’ 9z dy oz’ dr oy oz’
oR 020 oR 020

9 0z 0z’ %“azay )

Alle diese Ableitungen sind nach Voraussetzung stetig; dann gelten aber nach
Nr. 191 die Beziehungen

P _9Q  9Q OR IR 9P
By ox’ 9 dy’ . 9z
Somit ist in jedem Bereich (V) die Bedingung (B) notwendig dafiir, daff der Ausdruck
(14) ern totales Differential vst, also auch dafiir, daf3 das Integral (13) nicht vom Weg
abhdngt.
Bei der Untersuchung der Frage, ob diese Bedingung auch hinreichend ist, wollen
wir uns hier auf den Fall beschrinken, daB (V) ein Quader ist:

(V)=l[a,b;e,d; e f].

Hier wiederholen wir die Betrachtungen aus Nr. 558. ,

Zur Bestimmung der Funktion @(z, y, z) aus den Bedingungen (16) integrieren
wir die erste zwischen x, und x (@ =2, x=b) nach z, wobei wir 5 und z als beliebig,
aber fest ansehen. Dann erhalten wir

(B)

z
D(2, y, 2)= [ Plx, y, z) dz + D(2p, ¥, 2)
o

In der zweiten der Beziehungen (16) setzen wir =1, und integrieren zwischen y,
und y (¢ =y, y=d) nach y:

¥
(ﬁ(xo, Y Z) = fQ(xO’ Y z) dy"]" ¢(x(b Yo, Z) .

Yo

SchlieBlich setzen wir in der dritten Beziehung von (16) x=x;, y=1y, und inte-
grieren von z, bis z (e=zy, z2={) nach z:

z
@(xo, Yo, 2) == fR(xO: Yo, z) dz+ @(9«’0, Yo, 20) .

2

Bezeichnen wir den offenbar willkiirlichen konstanten Wert @(x,, 3y, 2,) mit C,
so erhalten wir fiir die gesuchte Funktion

4 v Z
P(z, y, 2)= [ Pl=, y, 2) de + [ Q(xo, ¥, 2) dy+ [ R(zo, 9o, 2) d2+C.  (17)

Zo Yo 2y

Durch Anwendung der Leibnizschen Regel 1Bt sich leicht feststellen, daB diese
Funktion tatsichlich allen Bedingungen (16) geniigt.
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Diese direkte Konstruktion der Stammfunktion iiberzeugt uns davon, da zu-
mindest in einem Quader (V) die Bedingung (B) hinreichend dafiir ist, daff der Aus-
druck (14) ein wvollstindiges Differential ist, also auch dafiir, dofi das Integral (13)
nicht vom Weg abhingt.

Die Ubertragung auf den allgemeinen Fall ist auch hier méglich, mit der Ein-
schrinkung, daB der Bereich (V) einer Bedingung geniigt, die dem einfachen Zu-
sammenhang in der Ebene entspricht. Da aber die Durchfithrung aller Uberlegungen
auf Schwierigkeiten st68t, wollen wir hier darauf verzichten. In Nr. 641, nachdem
wir Oberflichenintegrale und den Stokesschen Satz zur Verfiigung haben, werden
wir auf die Frage zuriickkommen.

565. Beispiele.
1. Ist das Kurvenintegral

lf (22 +92) (x de +y dy)
@

3

iber jede geschlossene Kurve ({) gleich 0%

1
Loésung. Ja, denn der Integrand ist das totale Differential der Funktion 1 (22 +y?)2.
2. Man entscheide, ohne sich auf die Bedingung (A) zu stiitzen, ob das Integral
§ (zdy ~ydz)
(4.B)

vom Weg abhéngt.

Loésung. Im allgemeinen ja, denn dieses Integral iiber eine doppelpunktfreie ge-
schlossene Kurve ist das Doppelte des Inhalts der von der Kurve berandeten Flache
(Nr. 551) und somit von 0 verschieden.

3. Man beweise die Existenz einer Stammfunktion und bestimme diese fiir folgende
Ausdriicke:

(8) (4a%y3 —3y?+5) dx + (3zéy? — 6xy —4) dy,

(b) (10xy —8y) dx + (622 — 8z +3) dy,

(c) (4x%3 —2y?) dz +(32%y? — 22y) dy,

(d) [(z+y+1)e®—e?]da+[e —(x+y+1)e¥]dy.

Loésung. Die Integrabilitétsbedingung zeigt die Existenz einer Stammfunktion in
den Fillen (a), (b), (d); der Ausdruck (c) ist kein totales Differential.

(a) Nach Formel (8) erhalten wir fiir x5 =0, y,=0

z v
D(z, y) =f 5dz + f (3zty? — b6xy —4) dy + 0 =bx +x4y3 —3wy? -4y +C .
0 0
Ebenso erhidlt man nach Formel (7)
z )
D(x, y) =f (423y3 ~3y2 +5) de + f ( —4) dy + 0 =3 ~3xy? + 5z~ 4y + 0 .
0 0

(b) Es empfiehlt sich, zy =y, =0 zu setzen und (8) zu benutzen; denn dann verschwin-
det das erste Integral:

y
B(z, y) ==g(5x2——8x+3) dy +0 =(522—-8x+3)y+C.

(d) Nach jeder der beiden Formeln ergibt sich
' D(z, y) =(x +y) (" —e¥) +C .
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P 9
4. Man beweise, daf§ die Bedingung 33 = 59 dquivalent ist mit der Identitit

f P(x, y)dz + f Q(wo, y) dy = f P(z, yo) dz + f Qlz, y) dy
L7} Yo Ty Yo

. P
(wenn P,Q, %—37 und g;q als stetig vorausgesetzt werden) .
5. Manchmal 146t sich, wenn die Integrabilitédtsbedingung erfiillt ist, die Stammfunk-
tion nach einer anderen Methode als in Nr. 558 auffinden. Wir zeigen das am Bei-
spiel 3(a).
Aus

D
92 =433 —3y2+5

finden wir durch Integra.tion nach x fiir @ den Ausdruck x%y3 —3xy? +5x bis auf eine
»Integrationskonstante®. Diese hangt nicht von « ab, kann aber vom ,Parameter” y
abhéngen. Daher schreiben wir sie in der Form ¢(y).. Somit ist

D =zhy3 3oy + 5z +¢ . *)
Die Bedingung

oo

e == Q2 — - N

" 3xty? — 6y —4
liefert, wenn wir fiir @ den Ausdruck (*) einsetzen,

d

do _ 4.

dy

also ¢ = —4y +C. Somit ist

D =gy? ~3xy? + bz -4y +C .
Diese Methode wird in der Theorie der Differentialgleichungen die Variation der Kon-
stanten genannt.

6. Wendet man dasselbe Verfahren auf das Beispiel 3(c) an, ohne zu beachten, daB die
Integrabilitédtsbedingung nicht erfiillt ist, so erhiilt man zur Bestimmung von ¢ die Be-
ziehung

de |

a& =2£L'y’ -

Sie enthilt einen Widerspruch, da rechts ein von x abhiéingiger Ausdruck steht, wilh-
rend ¢ nicht von z abhédngen sollte!

7. Es ist interessant, in allgemeiner Form zu kliren, welche Rolle bei der Variation
der Konstanten die Integrabilitits bedingung spielt.
Integriert man

oD _p
ax (w’ y)
nach z, so folgt wie im speziellen Beispiel
D(x, y) = f P, y) dz +o(y) .

Die zweite Glelchung

9D
a7 =Q(x: y)
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liefert zur Bestimmung von ¢(y) die Bedingung

& z

d d ‘ opr

T =90 -5 [ Pe,y) dr=0 )~ [ F-ax. (18)
Zp Zo

Héngt die rechte Seite in Wirklichkeit nicht von # ab, d. h., indert sie sich fiir y =const
bei einer Anderung von z nicht, so fithrt eine einfache Quadratur nach y auf einen Aus-
druck fiir ¢. Héngt (18) aber von  ab, so enthilt die Bedingung fiir ¢ einen Wider-
spruch, denn ¢ darf nicht von z abhéngen. Der Erfolg héngt also ausschlieBlich davon
ab, ob der Ausdruck (18) von @ frei ist oder nicht, und das 148t sich am einfachsten da-

durch feststellen, daf3 man nachpriift, ob die partielle Ableitung von (18) nach x ver-

. opP
schwindet oder nicht. Diese Ableitung ist aber gerade die Differenz — ———, womit

ox Oy
wir wieder bei der Integrabilititsbedingung (A) angelangt sind.
8. Man leite die Formeln (7) und (8) aus Nr. 558 fiir die Stamnmfunktion her, indem
man den Ausdruck fiir die Stammfunktion als Kurvenintegral benutzt (Nr. 556, For-

mel (4)) und als Integrationsweg einmal den Streckenzug ACM, ein andermal den Strek-
kenzug ADM wihlt (Abb. 28).

1

Y
D M
] e S S
. | )
WA e
g ()]
0 i i —  Abb.28
Xy X X

9. Welcher Bedingung mu8 eine Funktion F(z, y) geniigen, damit der Ausdruck
F(x, y) (= dz +y dy)
ein vollstéindiges Differential ist?
L oF  OF
ésung. x oy =Y 5 -

10. Um ein weiteres Beispiel .fiir die Anwendung der allgemeinen Formel (4) aus
Nr. 556 zum Aufsuchen einer Stammfunktion zu geben, 16sen wir nach dieser Formel
nochmals die Aufgabe 3(a), wobei wir als Integrationsweg die geradlinige Strecke neh-
men, die den Ursprung mit einem beliebigen Punkt (’, y’) der Ebene verbindet. Wir
wihlen diese Bezeichnung, um seine Koordinaten nicht mit denen der Punkte des
Integrationsweges zu verwechseln. ‘

Im Integral

&’ 9)
Fle',y)= [ [(43y3—3y2+5) dz +(3z%y? — 62y —4) dy]
©,0

’ 4

x .
zu ersetzen {denn y=ziv, ist jetzt die Gleichung des Integra-

hat man y durch i,
tionsweges | und damit die Aufgabe auf die Berechnung eines gewthnlichen bestimmten

Integrals nach z von 0 bis «’ zuriickzufithren. Man erhélt

S

Tu'3x6  Oy'2p2 4y' ', .,
F(w',y')‘—’f( yx/:a - ?;»'2 +5"'x/)dx=x4y3“3xy2+5x,“4y,;

das ist bis auf die Bezeichnung der frither gefundene Ausdruck.
5 Fichtenholz III1
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11. Man bestimme das Gebiet, in dem (bei positiven Wurzeln) der Ausdruck

Pdz+Qdy=)Va2?+y2—zde+ Va2 +y2 +a dy

ein vollstdndiges Differential ist, und ermittle dort eine Stammfunktion.
Lésung. Fiir y +0 gilt

oP 1 y i]/w)/xuyu;

9y ‘_2 V i t+yl—z Va2 +y2 T Va2 + g2

99 1 ( ‘x +1)__Vyw2+y2+x
0 9 YVartyr+a Va?+y? 2Vatty?

oP . .. .« s .
wobei in —— das Plus- bzw. Minuszeichen zu nehmen ist, je nachdem, ob y positiv oder

dy
negativ ist. Die Integrabilitdtsbedingung ist also nur fiir y >0 erfiillt.
Wir beschréinken uns also auf die obere Halbebene und benutzen zur Bestimmung
einer Stammfunktion dasselbe Verfahren wie in Beispiel .10, nehmen aber die Gleichung
der geradlinigen Strecke in Parameterform:

z=z't, y=y't (0=st=1).

Dann ist

@) 1
Fz', y')= of) (Pdz+Qdy)={ (o V 2+y 22— +y VV:c’2 +y’2 +2') Vi de
0,0 0

2 =
=3 (o VWersy?—o +y VWiez g2 +27) .

12. Es sei
1 z dy—y dx
Pdz+Q dy—"E Azx? +2Bxy + Cy?

Man priife, ob die Integrabilitétsbedingung (A) erfiillt ist, und bestimme die zyklische
Konstante des singuldren Punktes (0, 0).

(A>0,C0 =0, AC—B2>0).

Hinweis. Am einfachsten berechne man das Kurvenintegral iiber die Ellipse
Ax?2+2Bxy +Cy?=1, (E)

denn dann reduziert sich

1
f(P dz +@ dy) =g f(m dy —y dx)
&) ¢
einfach (vgl. Nr. 551, Formel (10)) auf den Flicheninhalt dieser Ellipse, der uns ja be-
kannt ist (Nr. 339, Beispiel 6); vgl. auch Nr. 549, Beispiel 9.

13. Ist die Integrabilitdtsbedingung erfiillt, so kann ein Kurvenintegral auch dann
vom Weg unabhiéngig und eine Stammfunktion eindeutig sein, wenn ein singulédrer
Punkt im Bereich enthalten ist. Beispiel: Fiir den Ausdruck

x dx +ydy
x?+y?

fiir den der Ursprung singulérer Punkt ist, ist die Stammfunktion In (2 +42) bis auf den
Ursprung nebst ihren Ableitungen in der ganzen Ebene stetig und eindeutig. Der Leser
kann sich leicht davon iiberzeugen, daB das damit zusammenhéngt, dal die zum Ur-
sprung gehorige zyklische Konstante gleich 0 ist.
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14. Man integriere den Differentialausdruck

1 1 x 1
z(@-—m)d dy+(x2+‘32 xy)dz
Lo6sung. Die Integrabll1tatsbedmgungen
?_1: 20 z 0Q OR 1 dR 0P 1 22 —g2

dy  dr a2’ 9z 9y =xy? oz oz =E’§+(x2\+zi’)~§
lassen sich leicht als erfiillt nachweisen.

Wir legen eine zu (17) analoge Formel zugrunde, vertauschen die Rollen von z und z,

wobei wir zy=0, 7 >0, yo >0 setzen. Dann bleibt nur eines der drei Integrale iibrig,
und wir finden

z
> @ 1 z oz
D(x, y, 2) =Oj (m —;?‘/") dz 4+ C =arctan ;—w—z; +C

566. Anwendung auf physikalische Aufgaben. Mit den Hilfsmitteln der bisher ausgear-

beiteten Theorie behandeln wir jetzt einige schon frither untersuchte Probleme aus
Mechanik und Physik.

1. Die Arbeit eines Kraftfeldes. In Nr. 5564 haben wir gesehen, dal die Arbeit eines
Kraftfeldes bei der Bewegung eines Massepunktes der Masse 1 lings einer Bahn-
kurve (K) durch ein Kurvenintegral ausdriickbar ist (vgl. Nr. 554, Formel (18)):

A= (X dz+Y dy), | (19)
(K)

wobei X =X(z, y) und Y =Y (z, y) die Projektionen der Feldstdrke auf die Koordinaten-
achsen sind. )

NaturgemiB ergibt sich das Problem der Bedingungen, unter denen die Arbeit der
Feldstdarke nur von der Anfangs- und der Endlage des Punktes, aber nicht von der Ge-
stalt der Bahnkurve abhingt. Das Problem ist offenbar gleichbedeutend mit der Frage,

wann das Kurvenintegral (19) vom Integrationsweg unabhéngig ist. Daher besteht die
gesuchte Bedingung in der Gleichung

X oY ‘

57 oz’ (20)
natiirlich unter der Annahme, da das vom Feld umfafite Gebiet einfach zusamraen-
hingend ist und daB keine singuldren Punkte vorliegen.

Diese Bedingung 148t sich auch folgendermaBen formulieren: Die Arbeit eines Kraft-

feldes bei der Bewegung eines Massepunktes aus einer Lage in eine andere hingt genau
dann nickt von der Form der Bahnkurve ab, wenn das Element der Arbeit,

Xdx + Ydy,
ein, vollstandiges Differential einer eindeutigen Funktion U(x, y) ist. Diese Funktion wird
Potentialfunlction genannt; ein Feld mit einer Potentialfunktion heit ein Potentialfeld.

Die Arbeit eines Potentialfeldes bei der Bewegung eines Punktes von A(xy, ¥,) nach

B(zy, y1) ist gleich dem entsprechenden Zuwachs der Potentmlfunktlon (vgl. Nr. 557,
Formel (6))

Uy, y4) — Ulwg, yo) =U(B) - U(4) .

Als Beispiel betrachten wir ein Newtonsches Schiverkmﬂfeld. Ist im Ursprung O eine
Masse g, im Punkt A die Masse 1 angebracht, so wirkt diese auf O mit der Kraft F, und
zwar ist ihre Gréfe

F-;z,

b*
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wobei r =Vx2? +#2 der Abstand zwischen 4 und O ist. Da die Kosinus der Winkel, die

X vy . . . .
dieser Kraftvektor mit den Achsen bildet, gleich - bzw. -';—{- sind, sind die Projek-
tionen von F auf die Achsen gleich

O

73 ° 73
Offenbar ist das Newtonsche Feld ein Potentialfeld; denn

e uy
—g ey dy (21)
ist das totale Differential von
bk

der Newtonschen Potentialfunktion (des Feldes des Punktes O). Obwohl ein singuldrer
Punkt (eben der Ursprung) existiert, ist diese Funktion eindeutig: Das Integral von (21)
tiber eine geschlossene Kurve verschwindet, selbst wenn die Kurve den Ursprung um-
schlief8t (seine zyklische Konstante ist gleich 0).

Bei einer Bewegung des Punktes von 4 nach B leistet die Feldstérke die Arbeit

wobei r 4 bzw. rp die Abstéinde zwischen 4 bzw. B und dem Zentrum sind. Strebt B

gegen <, so geht die Arbeit in —;‘lf- iiber. Sie ist gleich der Grole des Newtonschen
A
Potentials, wenn sich der Punkt aus dem Unendlichen auf 4 zu bewegt.
Felder, die keine Potentialfelder sind, werden beispielsweise durch die Kraft

k
F =Ekr oder == (k =const)

erzeugt, deren Richtung mit dem Radiunsvektor » den Winkel +32:— bildet.

Diese Ausfiithrungen lagsen sich leicht auf ein rdumliches Kraftfeld {ibertragen.

2. Ebene stationdre Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit. Bezeichnen » und » die
axialen Komponenten des Geschwindigkeitsvektors, so gilt, wie wir in Nr. 554, Auf-
gabe 2, gesehen haben, fiir die Fliissigkeitsmenge @, die durch die geschlossene Kurve (K)
in der Zeiteinheit einstréomt,

Q= f(vdz—udy)
(E)

(vgl. Nr. 554, Formel (22)). Im Fall einer inkompressiblen Fliissigkeit ist, wenn weder
Quellen noch Senken vorliegen, dieses Integral stets gleich 0. Hieraus folgt, da8 fiir die
Komponenten u, » des Geschwindigkeitsvektors notwendigerweise die Bedingung

ou ov

9 oy =
erfiillt ist. Dann gibt es zum Integranden v dx —wu dy eine Stammfunktion (M) =¢(z, ¥),
die in der Hydrodynamik die Stromfunktion genannt wird.

Ist (A B) eine beliebige Verbindungskurve zwischen 4 und B, so gilt fiir die Fliissig-

keitsmenge @, die in der Zeiteinheit in bestimmier Richtung durch sie hindurchstrémst,
bekanntlich (Nr. 554, Formel (22)) '

Q= [(vdr—udy),
(4B)
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wobei der Durchlaufungssinn auf (4 B) so zu nehmen ist, dafl die nach der betreffenden

- * - L a ﬂ .
Seite gerichtete Normale mit der positiven Tangentenrichtung den Winkel +3 bildet.

Dann ist diese GroBe gleich der Differenz ¢(B) —¢(4) der Werte der Stromfunktion ¢
an den Endpunkten der Kurve.

3. Die von einem Gas absorbierte Wirme. Wir wenden uns wieder (vgl. Nr. 554, Auf-
gabe 3) der Frage zu, welche Wiirmemenge man durch Anderung des Zustandes einer ge-
gebenen Menge eines idealen Gases erhdlt. Wird die Zustandsédnderung durch eine
Kurve (K) in der p, V-Ebene charakterisiert, so 1laBt sich diese Wiarmemenge ¢, wie
wir in Nr. 554, Aufgabe 3, gesehen haben, durch ein Kurvenintegral ausdriicken:

[ C N
Q= ‘ (E%pdv—%ﬁv 14 dp)
(E)
(wir haben die friiheren Bezeichnungen beibehalten).

Sieht man die Wirmekapazitéten ¢, und ¢, des Gases (bei konstantem Volumen und
konstantem Druck) als unverdnderlich an, so ist die .Integrabilitdtsbedingung hier
offenbar verletzt. Wegen ¢, ¢, ist néimlich

o (ffap)__,ia + 2 (% v)=5%.
dp \R R "9V \R R
Hieraus folgt, dafl die Wirmemenge @ nicht etwa eine Funktion des Gaszustandes ist, son-
dern von dem Prozefl abhiingt, der zu diesem Zustand fiihrte. Selbst bei einem zy-
klischen Prozef3, der das Gas in seinen urspriinglichen Zustand zuriickversetzt, kann
Wirme gewonnen oder verloren werden.
Multipliziert man den Ausdruck fiir das Element der Warmemenge

AQ=2pav+22 Vdp

1 14
mit ik wobei T 2% die absolute Temperatur des Gases ist, so erhélt man
de dv dp
Tl O p’
d. h. ein totales Differential. Eine Stammfunktion ist
S=c,inV+c,Inp.

Das Kurvenintegral

V.p) dQ

T
Vo.20)

hiingt nicht mehr vom Weg ab, der den festen Punkt (Vy, po) mit dem verdnderlichen
Punkt (V, p) verbindet, und unterscheidet sich nur durch eine Konstante von der
oben erwihnten Funktion S. Durch dieses Integral wird eine physikalische Groe, die
sogenannte Enfropie, definiert, die eine Funktion des Gaszustandes ist und in der
Wirmelehre eine wichtige Rolle spielt.

§4.  Funktionen endlicher Schwankung

567. Definition der Funktionen endlicher Schwankung. Der vorliegende Paragraph
fillt etwas aus dem Rahmen dieses Kapitels heraus. Er soll den Leser mit einer
wichtigen (in der Uberschrift genannten) Funktionenklasse vertraut machen,
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die von dem franzésischen Mathematiker C. JorpAN1) eingefithrt wurde. Sie spielt
bei der im folgenden Paragraphen einzufithrenden Verallgemeinerung des bestimm-
ten Integrals eine wichtige Rolle. Ubrigens ist sie auch in anderen Zweigen der
Analysis von grofer Bedeutung.

Die Funktion f(z) sei auf dem endlichen Intervall [a, b], a <b, definiert. Wir zer-
legen es mit Hilfe von Teilpunkten

XA T <Y< aoe <X <Xy <o <Ty =D

in Teilintervalle, wie wir das auch bei der Einfilhrung der Darbouxschen bzw.
Riemannschen Integralsummen getan hatten. Dann bilden wir die Summe

n—1
0= 3 )= /(@) (1)

der absoluten Betrige der Zuwichse in den Intervallen. Es geht nun darum, ob
die Menge dieser Zahlen v, die sich bei beliebigen Zerlegungen des Intervalls [a, b]
ergeben, nach oben beschriankt ist oder nicht.

Sind die Summen (1) bei beliebigen Zerlegungen des Intervalls {a, ] nach oben
beschrinkt, so nennt man f(z) in [a, b] eine Funktion von endlicher Schwankung
(oder auch Funktion von beschrinkter Schwankung oder von endlicher oder von be-
schriinkter Variation). Die obere Grenze dieser Summen wird die T'otalvariation der
Funktion in dem betreffenden Intervall genannt und mit

b
V f(x)=sup {v}

bezeichnet. Diesen Begriff kann man auch bei Funktionen verwenden, die nicht
von endlicher Schwankung sind; dann ist die Totalvariation gleich .
Gemd8 der Definition der oberen Grenze kann man in beiden Fillen durch ge-

b
eignete Wahl der Zerlegung des Intervalls [a, b] die Totalvariation \/ f(z) beliebig

a
approximieren. Mit anderen Worten, man kann eine solche Folge von Zerlegungen
des Intervalls wihlen, daB die Totalvariation der Limes der entsprechenden Sum-
men v ist.

Manchmal muf man untersuchen, ob eine Funktion f(x) in einem unendlichen
Intervall, etwa [a,], von endlicher Schwankung ist. Man sagt, f(x) sei in [a,=] von
endlicher Schwankung, wenn f(z) in jedem endlicheh Teilintervall [¢, A] von end-

licher Schwankung ist und die Totalvariationen \/ f(z) gleichméaBig beschrinkt
sind. In solchen Fillen setzen wir

V @) =sup {v f(x)} ()

A>a
Wir weisen darauf hin, daB in diesen Definitionen von der Stetigkeit von f(z) nicht
die Rede ist.
Ein Beispiel einer Funktion endlicher Schwankung in einem endlichen oder un-
endlichen Intervall liefert eine beschrinkte monotone Funktion. Ist das Intervall

+

1) CAMILLE JORDAN, 1838—1922.
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[a, b} endlich, so folgt dies einfach aus
n—1 n—1
v=i§0 (@i 0)— fla;)| = ZO [fz; 1) — H=)1|=1fE)—fla)l ,

b .
so daB also \/ f(z)=If(b)~ f(a)} ist. Fiir das Intervall [a, ] ist offenbar
a

\;}f(x)=sup ()~ f@)}=H(=)~ ()] ,

A>a

wenn, wie iiblich, f(ec)= iim f(4) gesetzt wird.

Wir fithren nun ein Beispiel einer stetigen Funktion an, die nicht von endlicher Schwan-
kung ist, und zwar sei

n .
Hx) == cos 5— fur z+0, .f0)=0.

Wir betrachten das Intervall [0, 1]. Als Teilpunkte nehmen wir
1 1 1 1

0<%<m<...<—§<«2~<1 .
Dann wird
1

1
‘U='U.n"-=1 +_2_+0v' +;;=Hn

und (vgl. Nr. 365, Beispiel 1)
1
\({ f(x) =sup {v} == .

568. Die Klassen der Funkiionen endlicher Schwankung. Wir haben schon er-
wihnt, dafl die monotonen Funktionen von endlicher Schwankung sind. Man kann
diese Klasse folgendermaBen erweitern.

1°. Ist eine vm Intervall [a, b] gegebene Funktion f(z) so beschaffen, dafi. dieses
Intervall tn endlich viele Teilintervalle

[ag, ag 1] (k=0, 1, ..., m—1; ay=a, a,=Db)

zerlegt werden kann derart, daf f(x) auf jedem Teilintervall monoton ist, so ist f(x)
auf [a,b] von endlicher Schwankung. (Solche Funktionen nennt man stickweise
monoton.)

Zum Beweis teilen wir [a, b] beliebig in Teilintervalle und bilden die Summe v.
Da bei Hinzunahme eines neuen Teilpunktes die Summe » nicht kleiner wird (denn
es gilt )

1G4 )= 1 = )= 1)+ (&) = )
fiir 2;<2z'<2;,), erhalten wir bei Hinzunahme simtlicher Teilpunkte a, eine
Summe # =v. Sondert man aus # diejenigen Summanden aus, die sich auf das In-
tervall [a,, a; , ;] beziehen, und bezeichnet man ihre Summe mit ?®, g0 ist

m—1
5O=f(ay 1)~ fla)l, also 9= 3 |f(@p)— /(@)

Da keine Summe v diese Zahl iibertrifft, ist dieses ¥ genau die Totalvariation.
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2°, Geniigt f(z) tn [a, b] der Bedingung
|f(@)—f@)|=L|2—2| , (3)

einer sogenannien Lipschitzbedingung?), wobei L=const ist und Z und beliebige
Punkte des Intervalls sind, so ist f(x) von endlicher Schwankung, und es gilt

b
V@)=L (b—a).
a
Das folgt aus der Ungleichung

V= Zlf(f%ﬂ) —K z)l—LZ(%H z)=L (b—a).

i=0
Insbesondere gilt also

3°. Jede Funktion, die vm Intervall [a, b] eine beschriinkte Ableitung hat (|f'(x)| =L;
L =const), ust dort von endlicher Schwankung.
Aus dem Mittelwertsatz folgt ndmlich

@)= fx)|=1f(&) E—2a)|=L|i—2] (x=2&=23),
so daB die Lipschitzbedingung (3) erfiillt ist.

So kann man sich z. B. leicht davon {iberzeugen, dafl

f@)=atsin —  (z%0), {0)=0,
in jedem endlichen Intervall von endlicher Schwankung ist. Denn
@) =2 sin = = cos —:— @=0), f(0)=

ist beschrinkt. Es ist interessant, dafl in jedem den Punkt 0 enthaltenden Intervall die

Funktion unendlich oft oszilliert, d. h. vom Fallen zum Steigen iibergeht und umge-
kehrt.

Eine sehr umfassende Klasse von Funktionen endlicher Schwankung liefert fol-
gender Satz:

4°, Ist f(x)7m endlichen oder auch unendlichen Intervall [a, b] als Integral mit verdin-
derlicher oberer Grenze darstellbar,

fle)=c+f o(6) dt, 4)

wobet ¢(t) in diesem Intervall als absolut integrierbar vorausgesetzt wird (d. h., ¢(¢) soll
nebst |¢(t)|, eventuell uneigentlich, integrierbar sein), so ist f(x) dort von endlicher
Schwankung. Dabet ist

b b
Vi@)=[le@)de.
a a
Es sei {a, b] endlich; dann ist

n—1|%i+1 —1 %41
”-ZU(%H) f(xz)l—-zo f p(t) dt SZO f lp(t)] dé= flfl)(t)ldt

und daraus folgt die Behauptung.

1) Ruporr Lirscnrrz, 1832—1903, deutscher Mathematiker.
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Fiir [a,o] geniigt es zu bemerken, daB

4 A os
V fl@)=[lp(e)| dt= [ o(t)] dt

ist.

Bemerkung. Man kann zeigen, da sowohl fiir ein endliches als auch fiir ein
unendliches Intervall tatsichlich die Identitit

b b
V fl@)=[lg()] dt

besteht. Ist ¢ (2) in [a, b] integrierbar, aber nicht absolut integrierbar, so ist"die
Totalvariation von f(z) gleich . Wir gehen darauf nicht weiter ein, sondern er-
liutern das an einigen Beispielen. |

Es sei f(x) =x?sin ;2 (x +=0), (0) =0, so dald

P

27
f'@) =gle) =20sin S~ cos—  (2%0),  [(0)=9(0)=0

gilt. Dann ist z. B. fir 0 =z =2

1) qu»m as;

wir haben aber in Nr. 482 gezeigt, daf3 dieses Integral nicht absolut l;onvergiert. Wir
gehen wie dort vor und zerlegen [0, 2] mit Hilfe der Punkte

0, — 2 ! l/ 2 L /E 1, V2, 2
> }/-—?-;: o —1° Vﬂ'b——l’ my evry ;/g:y ]"'5 y y

in Teilintervalle; fiir die entsprechende Summe v ist offenbar

8 (Vat) G =2 5
v > —— === —=H,;,
F=1 2k -1 Vel 55k "
also

2

v f(x) == oo .

0

Analog zeigt man leicht, daf
a
sin ¢
0

im Intervall [0, =] von unendlicher Sechwankung ist (vgl. Nr. 476).

569. Eigenschaften der Funktionen endlicher Schwankung. Wir setzen das Inter-
vall {a, b] als endlich voraus.
1°. Jede Funktion endlicher Schwankung st beschrinkt.

Denn fiir a<a' =b gilt

b
o' =[f(z')—Ha)] + |f(B)— /()] é\a/ ),
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also
b
If@)] = @)= fa)l +fa)| = If@)]+ V /(=) .
2°. Summe, Differenz und Produkt zweier Funktionen f(x) und g(x) endlicher

Schwankung sind ebenfalls Funktionen endlicher Schwankung.
Es sei s(z)=f(x) +g(z). Dann ist

8 ga) = sl =@ a) = Kl + g 44) — gl
Durch Summation iiber 7 folgt

b b

Z [s(a0; 1) —slay)| = Z (@ 4.0)— Fadl + Z l9(x; )~ g(@) =V f2) + V g(=),
also

b b b

Vs@)=V f@)+V g(z) .
Nun sei p(a)=f(z) - g(x) und fiir a=2=b

f@)=K, lgl@))=L (K, L=const)
(vgl. 1°). Offenbar ist

[P(i 1) — D@ =z 4) (90 11) — g@)]+ g(2) [Fzi44) — (2]

=K -9 ) —g@) + L - [f@40)— )l
-also folgt durch Summierung

b b b
Vo@)=KV glx)+ LV f(z) .

3°. Sind f(x) und g(x) Funktionen endlicher Schwankung und ist iiberdies |g(x)| =

=0 >0, so'vst auch der Quotient ;%% von endlicher Schwankung.

Nach 2° brauchen wir das nur fiir h(x),::;éc; zu beweisen. Nun ist

VB = I =gl 1
Ih(x‘l +1) h(rz)l - lg(mz)t N !g(mi-i-i)l =2 Ig(x1+1) g(:r't)! ’

also gilt
b 1 b
V kiz)=—5 Vglz).
a 4 [/

4°. Es sei f(x) vn [a, b] defintert und a<c<b. Ist f(z) in [a, b) von endlicher Schwan-
kung, so auch in [a, c] und in [c, b], und umgekehrt. Dabes ist

b c b
\a/f(x) =\a/f(x) +Vf(z) . (5)

Es sei f(z) in [a, b] von endlicher Schwankung. Wir zerlegen jedes der Intervalle
[a, ¢] und [c, b] einzeln in Teilintervalle:

Yo=0<Y <oe<Yp=C, Zp=C<2Zy<..<2Z,=b. (6)
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Dadurch wird auch das ganze Intervall [¢, b] in Teile zerlegt. Fiir [a, c] und [c, b]
bilden wir die Summen

vy = ; V@) =i, va= 2 fzin) = F@D15
4 %
die entsprechende Summe fiir [a, b] ist v =24 v,. Somit ist

- b
v1+v=V f(2);
13

also ist jede der Summen vy, v, beschriankt, d. h., die F unktion f(z) ist in den Inter-
vallen {a, ¢} und [¢, b] von endlicher Schwankung. Wahlt man die Zerlegungen (6) so,
dafl v; und v, gegen die entsprechenden Totalvariationen streben, so ergibt sich in
der Grenze

c b b
V@) +V fla)=V f(z) : (7)

Nun nehmen wir an, f(z) sei sowohlin [a, c]alsauchin [¢, b] von endlicher Schwan-
kung. Wir zerlegen [a, b] beliebig in Teilintervalle. Ist ¢ kein Teilpunkt, so nehmen
wir ihn zusédtzlich hinzu, wodurch, wie wir wissen (vgl. S. 71), die Summe nicht
kleiner wird. In den fritheren Bezeichnungen ist dann

¢ b
v=o+0=V @)+ V@) .

Hieraus folgt sofort, daB f(x) in [a, b] von endlicher Schwankung ist und daB die
Ungleichung

b ¢ b
V@)=V fx)+V f(2) (8)

gilt. SchlieBlich folgt (5) aus (7) und (8).
Insbesondere folgt aus diesem Satz:
5°. Ist f(x) in [a, b) von endlicher Schwankung, so ist fiir a=x=b die Totalvariation

o) =V /(0

eine monoton wachsende (und beschrinkte) Funkiion von zx.
Fiir a=a" <2” = b ist ndmlich
x?} . xl x?l
Vi=Vio+Viw,
a a z’
also

9@ —~g) =\ [ =0 ©)

(da die Totalvariation definitionsgemi8 nicht negativ ist).
Hiernach ist klar, daf man die Totalvariation im wunendlichen Intervall [a,~]
statt durch (2) auch durch

- A
V /@)= lim V (@) , (2¥)
] a a

definieren kann.
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Auf Grund dieser Bemerkung lassen sich die Sétze dieser Nummer leicht auf den
Fall eines unendlichen Intervalls iibertragen.

70. Kriterien fiir Funktionen endlicher Schwankung. Die Funktion f(x) sei auf
einem endlichen oder unendlichen Intervall [«, b] definiert.

6°. Eine Funktion f(x) st in [a, b] genau dann von endlicher Schwankung, wenn auf
diesem Intervall eine monoton wachsende und beschriinkie Funktion F(x) existiert
derart, dafl in jedem Teilintervall [«', 7] von [a, b) (mit &' <x”) der absolute Betrag des
Zuwachses von f(x) den Zuwachs von F(x) nicht iibertrifft:

f(2")~f(@")] = F(«")— F (") .

(Man konnte sich iibrigens auf die Ungleichung f(z”)—f(z")=F(2”)— F(z') be-
schrinken.)
Eine solche Funktion F(z) kénnte man natiirlich eine Majorante von f(x) nennen.
Die Notwendigkeit der Bedingung folgt daraus, daB fiir cine Funktion f(z) von
endlicher Schwankung beispielsweise die Funktion

92) =\ 1)

~

die nach 5° monoton wichst und beschriankt ist, als Majorante dienen kann, Die
Ungleichung

e~ i) =g~ g(z') =/ 1)

folgt aus der Definition der Totalvariation.
Daf} die Bedingung hinreichend ist, folgt fiir ein endliches Intervall unmittelbar
aus der Ungleichung

n—1 n—1
v= golf(xiﬂ)"f(xi)l §_EO[F(%H)"F(‘Q)]=F(b)"“F(a)

und fiir ein unendliches Intervall durch Grenziibergang.
Sehr wichtig ist eine andere Form dieses Kriteriums:

7°. In [a, b] ist f(x) genaw dann von endlicher Schwankung, wenn f(x) in diesem
Intervall als Differenz zweier monoton wachsender beschriinkter Funktionen darstell-
bar ist:

f(z)=g(x)— (=) . (10)

Die Bedingung ist notwendig: Nach 6° existiert fiir eine Funktion f(x) von end-
licher Schwankung eine monoton wachsende beschrinkte Majorante F(z). Setzt
man

gl{z)=F(z), h(z)=F(z)—f(z) ,

so ist (10) erfiillt. Man muB sich noch davon iberzeugen, daB k(x) monoton ist:
Fir 2’ <2” ist aber nach der Definition der Majorante

@)= (2" =[F(=")— F ()]~ [flz")~ ()] =0 .
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Die Bedingung ist hinreichend ; denn falls (10) gilt, ist wegen

(") - Ho") =1g(a”) — g(2) ]+ [(2”) = h(2")] = F (2”) — F(2')
die Funktion F(z)=g(x)+ h(z) eine Majorante.
Der Leser mége zur Ubung

a) unter Benutzung dieser Kriterien die Behauptungen 1° bis 4° aus Nr. 569
und

b) fiir die in Nr. 568 betrachteten Klassen von Funktionen endlicher Schwan-
kung die Existenz einer monotonen Majorante und die Darstellbarkeit als Differenz
monotoner Funktionen beweisen.

{

In bezug auf Satz 7° machen wir noch eine zuséitzliche Bemerkung. Da ¢ und %
beide beschrinkt sind, kann man durch Addition einer Konstanten immer errei-
chen, daf Minuend und Subtrahend positiv sind. Ebenso kann man durch Ad-
dition einer echt wachsenden, aber beschrinkten Funktion (beispielsweise arctan z)
zu g und b immer zu einer solchen Zerlegung gelangen, dafl beide Funktionen echt
wachsen. ‘

Die in 7° bewiesene Mdoglichkeit der Zuriickfithrung der Funktionen endlicher
Schwankung auf monotone Funktionen darf beim Leser nicht die Illusion er-
zeugen, die Funktionen endlicher Schwankung seien irgendwie ,.einfach®: Sogar
die unendlich oft oszillierende Funktion

fle)=a2sin=  (z+0),  f(0)=0,

die wir schon in Nr. 568 betrachteten, 148t sich als Differenz zweier monotoner
Funktionen darstellen.

Trotzdem lassen sich auf Grund der Darstellung (10) einige Elgenschaften der
monotonen Funktionen auf Funktionen endlicher Schwankung iibertragen.
So kommt man auf Grund dessen, daB fiir eine monotone beschrinkte Funktion
(=) fiir jedes x = x, die einseitigen Grenzwerte von links und von rechts, d. h.

fao—0)=_lm f@),  flwo+0)=_lim f(z) (11)

existieren (Nr. 71, 1°), durch Anwendung auf g und 2 zu dem folgenden Satz:

8°. Fiir eine Funktion f(x) endlicher Schwankung in [a, b] existieren in jedem
Punkt x=1x, dieses Intervalls die einseitigen Grenzwerte (11), 7n den Endpunkten
natiirlich jeweils nur ein Grenzwert.

b71. Stetige Funktionen endlicher Schwankung.
9°, In [a, b] set f(x) von endlicher Schwankung. Ist f(x) in x =, sletig, so ist auch

o@) =V 1(t)

Tn 2=, sletig.

Wir nehmen z,<b an und beweisen, daB g(x) In xy von rechis stetig ist. Zu diesem
Zweck wihlen wir ein £¢>0 und zerlegen das Intervall [z, b] durch die Punkte
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o<y <..<Z,=b so in Teilintervalle, daB

n-~1 b
v=2 @i )= [zl =V flt)—« (12)
ta=(} Zy
ist. Da f(x) stetig ist, kann man dabei z; so nahe bei z, gelegen annehmen, daB

g) — fzo)| < ¢

gilt (notigenfalls kann man noch einen Teilpunkt hinzunehmen, was v nicht ver-
kleinert). Dann folgt aus (12)

n

b f—~1 - i b
V) =<e+ zlolf(xu, )= e <2e 4+ 2 1f(@ip ) — fla)] <2e +\z/f(t) ’

i1
xy
dalso V f(t) < 2e oder schlieBlich g(x)—g(z,) < 2e.

Umzso mehr ist 0= g(xp + 0)— g{x) < 2¢, also, da ¢ beliebig war,
g(o+0)=g{xo) -
Analog zeigt man (fiir zy>a)
glzg— 0)=g(zo) ,
d. h., daB g(z) in 4 von links stetig ist.
Es ergibt sich als Folgerung:

10°. Jede stetige Funktion endlicher Schwankung ist als Differenz zweier stetiger
monoton wachsender Funktionen darstellbar.

Untersucht man ndmlich den Beweis von Satz 7° (insbesondere den Teil, der sich

auf die Notwendigkeit der Bedingung bezieht) und nimmt als monotone Majorante
gerade die Funktion

02) =V 1t),

die nach 9° stetig ist, so erhilt man die gesuchte Zerlegung.

Zum Schluf zeigen wir, daB man fiir stetige Funktionen in der Definition der
Totalvariation

b
V f(x)=sup {v}

das Supremum durch den Grenzwert ersetzen kann, und zwar sowohl in dem Fall,
daB die Totalvariation endlich ist, als auch dann, wenn sie unendlich ist.

11°, Die Funktion f(x) ses in dem endlichen Intervall [a, b] stetig. Wir zerlegen
es durch die Punkte xy=a<x<...<x,=b in Teilintervalle und bilden die Summe

n—~1

v=3 i)~ ()]

- =

Dann ist
b
%1_133 v=\a/f(x) , (13)

wober A=max (x;, ,—x,) ist.
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Hier handelt es sich um einen Grenziibergang wie bei Darbouxschen oder Rie-
mannschen Summen (vgl. Nr. 295, 296).

Wie schon ofter bemerkt, nimmt » bei Hinzunahme eines neuen Teilpunktes
nicht ab (vgl. S. 71). Andererseits kann die Summe v um nicht mehr als die
doppelte Schwankung von f(z) in [z, 23, ,] zunehmen, wenn dieser neue Teilpunkt
in dieses Intervall fillt.

Nun wihlen wir eine Zahl 4 derart, daB

b
A<V f(z)
a
ist, und suchen eine Summe o*, fiir die
o*=>A4 (14)

gilt. Diese Summe entspreche der Teilung 2§ =a < <... <2 =b. Dann wihlen wir
6=>0 so klein, daf3

If

gilt, sobald |z”—a'|<¢ ist; das ist auf Grund der gleichmiBigen Stetigkeit von
() mdéglich. Wir zeigen nun, daB fiir jede Zerlegung, bei der 1 <4 ist,

v>4 (15)

p¥ 4

”

gilt.

Haben wir niamlich eine solche Zerlegung (I), so bilden wir eine neue Zerlegung
(IT) durch Hinzunahme aller z} als Teilpunkte. Fiir die entsprechende Summe v,
gilt dann

\

7)0%0*. (16)
Andererseits ergibt sich (II) aus (I) durch eine hichstens m-malige Hinzunahme

*—4
; daher ist
2m

je eines Punktes. Die Summe v wiichst jedesmal um hochstens 2
v*¥ -4

7 -
Hieraus und aus (16) und (14) folgt

v¥—A4 A4 +0*
V>V~ D) = D) =4.

Pp—U<

Fiir 1<6 ist also (15) erfiillt. Da aber stets

b
v=V fx)

ist, gilt (13), was zu beweisen war.

572. Rektifizierbare Kurven. Der Begriff der Funktion endlicher Schwankung fin-
det Anwendung beim Problem der Rektifizierbarkeit einer Kurve; gerade in diesem
Zusammenhang wurde er von C. dJ ORDAN eingefiihrt. Mit der Erliuterung dieser
Frage wollen wir den vorliegenden Paragraphen beschliefen..
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Es sei eine Kurve (K) in Parameterdarstellung

z=¢(t), y=v{) (17)
gegeben; dabei werden ¢(t) und y(¢) nur als stetig vorausgesetzt. Ferner sei (K)
doppelpunktirei.

Wir wihlen die Ecken eines einbeschriebenen Polygonzuges in den Punkten der
Kurve, die den Parameterwerten

fp<fy<ly<.u<t,=T (18)

entsprechen; dann ergibt sich als Linge des Polygonzuges

-1
p= Z_IO Vietir ) — )P + (vt ) — (6 -

Wie wir wissen (vgl. Nr. 247), definiert man die Linge s des betrachteten Kur-
venbogens als obere Grenze der Lingen aller dieser Polygonziige k. Ist diese obere
Grenze endlich, so nennt man die Kurve rektifizierbar. Hinreichende Bedingungen
fiir die Rektifizierbarkeit haben wir schon in Band I angegeben (vgl. Nr. 248). Der
nachstehende Satz gibt die allgemeinsten notwendigen und hinreichenden Bedin-
gungen fiir die Rektifizierbarkeit an.

Satz von JoRDAN. Die Kurve (17) ist genau dann rektifizierbar, wenn p(t) und
v(t) tm Intervall [¢,, T'] beide von endlicher Schwankung sind.

Die Bedingung ist nofwendig. Ist (K) rektifizierbar und ist s die Liinge, so gilt
fiir jede Zerlegung (18) von [¢,, 7]

n—1
p=2 Vieltir ) — @)+ [0l 1 ) — vt P =5,
3=
und hieraus folgt auf Grund der trivialen Ungleichung

Pl )= PE = Vol ) — oUW P+ vt ) — () P
die Ungleichung '

n—1
2 loltie) —olE) =s.

i=0
Also ist @(t) von endlicher Schwankung. Dasselbe gilt offenbar fiir y(f).

Die Bedingung ist hinreichend. Die Funktionen g(f) und y(¢) seien von endlicher
Schwankung. Auf Grund der trivialen Ungleichung

n—1 -1 n—-1i
P“'Zﬂ Vig(t s ) — o)1 + [wltiy ) — 2t P= ZOI‘P(tH D)= @l + 2 19ltir ) — vl
= = i=0
sind also alle Zahlen p nach oben beschrinkt, beispielsweise durch die Zahl
T T
Ve®) +V vt .
o &

daraus folgt nach dem oben Bewiesenen die Rektifizierbarkeit von (K).
Zum SchluB bringen wir zwei wichtige Bemerkungen.
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Aus dem Bisherigen wird klar, daB fiir die ganze Linge s der Kurve (17) die
Ungleichung

T T
85V¢(t)+va(t) -

gilt. Nun betrachten wir die verdnderliche Linge s(f), die dem Intervall [¢,, £] des
Parameters entspricht, und wenden die obige Ungleichung auf das Intervall
[t, £+ 4t], 4t=0, an. Dann folgt

t+4t t+4t

0< As«:\/ rp(t)-{-\z/ (i) .

Da fiir hinreichend kleines 4¢ beide Summen rechts (auf Grund von Nr. 571, 9°)
und damit auch /s beliebig klein werden, ergibt sich: Bei einer stetigen rektifizier-
baren Kurve ist die Bogenlinge s(t) eine stetige Funktion des Parameters.

Da diese Funktion monoton von 0 bis S (der Linge der ganzen Kurve) wichst,

kann man sich fiir jedes natiirliche » die Kurve in n Teile der Lénge% geteilt vor-
stellen (Satz von CavcHy, Nr. 82). Bedeckt man die Ebene mit einem Netz von
Quadraten der Seitenlinge -g, so kann keiner der Teile mit mehr als vier dieser

Quadrate Punkte gemein haben. Daher ist die Summe der Flicheninhalte aller\

. )
Quadrate, die mit der Kurve Punkte gemein haben, nicht grofer als 4n tz‘i und

kann somit beliebig klein gemacht werden. Evne rektifizierbare Kurve hat den Fli-
cheninhalt O.

Hieraus ergibt sich die interessante Folgerung: Eine von einer rektifizierbaren
Kurve (oder mehreren solchen Kurven) berandete Flichen ist quadrierbar, d. h. hat
einen Fliacheninhalt (Nr. 337).

§5.  Das Stieltjessche Integral

573. Definition des Stieltjesschen Integrals. Das Stieltjessche Integral (nach dem
hollindischen Mathematiker Ta. J. STIELTIES!)) ist eine direkte Verallgemeinerung
des gewohnlichen bestimmten Riemannschen Integrals (vgl. Nr. 295). Es 148t sich
folgendermaBen definieren:

Im Intervall [a, b] seien zwei beschrinkte Funktionen f(x) und g¢(x) gegeben.
Durch die Punkte

X=A<T | <Tg< oo <<Tpy_y<Tp=b (1)

zerlegen wir [a, b] in Teilintervalle: ferner sei 4=max dz,. In jedem Teilintervall
[ 2,041 (=0, 1, ..., n—1) wihlen wir einen Punkt E‘, berechnen den Wert
f(&z) von f(z) in dxesem Punkt und multiplizieren ihn mit dem Zuwachs von g(z) im
Intervall [z, z;, 4], also mit

Aglxy) =gl ) —g(x) -

1) THOMAS JEAN STIELTJES, 1856—1894.
6 . Fichtenholz IT1
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SchlieBlich bilden wir die Summe aller dieser Produkte:
n-—1
o= 2 f(&) Ag(x;) , (2)
i=20

eine sogenannte Stieltjessche Integralsumme.

Hat diese Summe o fiir gegen 0 strebendes 2=max Az; einen endlichen Grenz-
wert, 60 nennt man diesen das Stieltjessche Integral von f(x) nach (oder in bezug
auf) g(z), in Zeichen

b n—1" '
f @) dglz)=lim o =1im 3 /(&) dg(a,) - (3)
a 1=0

Dabei haben wir a<b vorausgesetzt. Analog kann man natiirlich auch den Fall
b a
a>b betrachten. Ubrigens 148t er sich wegen f = — [ sofort auf den vorigen zuriick-

fithren. b
Gelegentlich benutzt man, wenn man besonders darauf aufmerksam machen will,
daf es sich um ein Stieltjessches Integral handelt, auch die Bezeichnungen

b b
() ff(x) dg(z) oder § f(z) dg(®) .

Der Grenzwert ist in demselben Sinne zu verstehen wie beim gewdhnlichen be-
stimmten Integral. Genauer: Die Zahl I heifit Stieltjessches Integral, wenn zu
jedem £=0 ein 8= 0 existiert derart, daB dann, wenn das Intervall [a, b] so in Teil-
intervalle zerlegt ist, daB 1 <4 ist, die Ungleichung |o—I| <e gilt, wie die Punkte &;
in den Teilintervallen auch gewihlt sein mégen.

Falls das Integral (3) existiert, sagt man auch, f(z) sei in [a, b] in bezug auf g(x)
integrierbar.

Der Leser erkennt, daB der einzige, aber wesentliche Unterschied zwischen diesem
soeben definierten Begriff und dem bestimmten Riemannschen Integral darin
besteht, daf f(£;) nicht mit dem Zuwachs Ax; der unabhingigen Verinderlichen,
sondern mit dem Zuwachs Jg(xz) einer zweiten Funktion multipliziert wird. Somit
ist das Riemannsche Integral ein Spezialfall des Stieltjesschen Integrals, und zwar
fiir g(z) =2, also der Fall, daB als zweite Funktion einfach die unabhingige Ver-
inderliche selbst genommen wird.

574. Allgemeine Bedingungen fiir die Existenz des Stieltjesschen Integrals. Wir lei-
ten jetzt allgemeine Bedingungen fiir die Existenz des Stieltjesschen Integrals her,
wobei wir uns auf den Fall beschrinken, da8 g(x) monoton wichst.

Hieraus folgt, daB fiir a<b alle Ag(z,) positiv sind, ebenso wie frither alle dz;
positiv waren. Somit lassen sich alle Konstruktionen aus Nr. 296 und 297 wort-
wortlich wiederholen, wenn man fiir dz; jetzt Ag(=;) setzt.

In Analogie zu den Darbouxschen Summen fiithrt man zweckmiBigerweise hier
die Summen

n—1 n—1
8= Zomidg(xi), 8= 2 M;A9(x;)
= i=0
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ein, wobei m; bzw. M, die untere bzw. die obere Grenze von f(z) im Intervall

[z; 2;.4] bezeichnen. Wir nennen sie Darbouz-Stieltjessche Unter- bzw.Ober-
summen.

Offenbar gilt bei ein und derselben Zerlegung

ss0=48,

wobei s bzw. S die untere bzw. obere Grenze der Stieltjesschen Summen o be-
zeichnen.

Die Darboux-Stieltjesschen Summen besitzen offenbar die folgenden beiden
Eigenschaften (analog zu Nr. 296):

1. Fiigt man zu einem System von Teilpunkten neue Punkte hinzu, so wird die
Darboux-Stieltjessche Untersumme nicht kleiner, die Obersumme nicht gréfer.

2. Keine Darboux-Stieltjessche Untersumme ist grofer als irgendeine Dar-
boux-Stieltjessche Obersumme, auch wenn die beiden Summen verschiedenen
Zerlegungen entsprechen.

Fiithrt man das untere bzw. das obere Darboux-Stieltjessche Integral ein,

I, =sup {s}, I+*=inf {8},
so ergibt sich
s=l,=I*=§.

Mit Hilfe der Darboux-Stieltjesschen Summen erhilt man schlieBlich leicht das
fundamentale Kriterium fiir die Existenz des Stieltjesschen Integrals (in unserem
Fall a~<b, g(xz) monoton wachsend):

Satz. Notwendig und hinreichend fir die Existenz des Stieltjesschen Integrals vst
lim (§—s8)=0
A0

oder
n—14
lim > w;dg(e;) =0, @)
A=~0 i-0

wobet w; wie ublich die Schwankung M,—m; von f(x) tm Intervall [z; x;.,] be-
zeichnet.

Alle Beweise stimmen, wie gesagt, mit den entsprechenden Beweisen aus Nr. 296
und 297.iiberein, kénnen also dem Leser iiberlassen bleiben.

In Nr. 575 wenden wir dieses Kriterium auf Klassen von Funktionen f(x) und g(z)
an, fiir die das Stieltjessche Integral existiert.

575. Klassen von Fillen, in denen das Stieftjessché Integral existiert.

L Ist f(x) stetig und g(x) von endlicher Schwankung, so existiert das Stieltjessche
Integral

b
[ f(z) dg(z) . (3)

Wir setzen zunichst voraus, g(x) sei monoton wachsend. Dann konnen wir das
Kriterium aus Nr. 574 benutzen. Zu beliebigem £>0 existiert auf Grund der

6*
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gleichmifigen Stetigkeit von f(z) ein 6=0 derart, daf in jedem Intervall, dessen

Linge kleiner als 6 ist, die Schwankung von f(x) kleiner als -(-Tm—(—-) ist. Nun sei

[a,b]s0 in Teile zerlegt, daB 4 = max Adx; < ist. Dannsind alle w; kleiner als
und es ist

S oidgla) < s S gl —g@d] =e;

£
g(b) —g(a)’

also ist (4) erfiillt und die Existenz des Integrals bewiesen.

Ist g(x) von endlicher Schwankung, so ist g(x) als Differenz zweier monoton
wachsender Funktionen darstellbar: g(x)=g,(z)—gy(x) (vgl. Nr. 570, Satz 7°).
Somit gilt fiir die Stieltjessche Summe in bezug auf g(x)

n—1 n—1 n—1
o :;Of(ﬁi Ag(x;) z;(,f(fi) Agy(x)— 2 f(&) dgalx) =010y .

i=0
Nach dem schon Bewiesenen streben o, und o, fiir 2 —0 gegen einen endlichen Grenz-
wert, also auch die Summe ¢, und das sollte bewiesen werden.
Die Voraussetzungen fiir f(z) lassen sich abschwichen, wenn die fiir g(z) ver
schirft werden:
II1. Ist f(x) 7n [a, b] Riemann-vntegrierbar und geniigt g(z) evner Lipschitzbedingung
lg(@)—g(x)| =L (x—2x) (L=const,asx=7=b), (6)
so existiert das Integral (5).
Damit wir das oben bewiesene Kriterium anwenden konnen, méoge zunéchst
g(x) nicht nur der Bedmauncr (6) geniigen, sondern auch monoton wachsen.
Wegen (6) ist offenbar Ag(x,)‘-’LAxt, also
n—1 n—1
‘Zowidg(xi) =L Zowidxi .
- i=
Da f(x) Riemann-integrierbar ist, strebt die Summe rechts fiir -0 gegen 0 (vgl.
Nr. 207), also auch die linke Seite. Somit existiert (5).

Wenn g(x) nicht monoton wichst, aber der Lipschitzbedingung (6) geniigt,
so stellen wir g(x) in der Form

g(x) = La— [La—g(z)] = g,(z) — g,(x)
dar. Offenbar geniigt ¢,(x) =Lz der Lipschitzbedingung; iiberdies ist Lz monoton

wachsend. Das gleiche gilt aber auch fiir go(z) = Lz—g(z); denn'nach (6) gilt fiir
asSr=I=b

92(Z)— gol2) = L (F—2)—[¢(Z) — g(2)] =0
und

92(8)— go(@)| S L (F—2) + g(2) ~ g(a)| = 2L (F—2) .
Jetzt kann man wie oben weiter schlie8en.

IIL Ist f(z) Riemann-integrierbar und g(x) als Integral mit verinderlicher oberer
Grenze darstellbar,

o) =c+fol)de, (7

wobet @(t) in [a, b] absolut integrierbar ist, so existiert (5).
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Es sei ¢{t)=0, also g(xr) monoton wachsend. Ist ¢(f) eigentlich integrierbar, also
beschriankt, (¢(f)| =L, so gilt firasz<Z=b

f ot dr

Somit geniigt g(x) einer Lipschitzbedingung, und das Integral existiert nach Satz IT.

Nun sei () uneigentlich integrierbar. Wir beschrinken uns auf den Fall eines
einzigen singuliren Punktes, etwa b. Zu beliebigem £=0 wihlen wir zunichst ein
n=>-0 derart, dafl

f pl) di< oy (8)

ist, wobe1 Q die totale Schwankung von f(z) im betrachteten Intervall bezeichne.
Nun zerlegen wir [a, b] beliebig und bilden die Summe

lg(&)—g(x)] = =L (#—z).

n—i

Z= 2 wdglx;) .

i=0
Sie ist in die beiden Summen X’ und X” zerleghar, £= X"+ X7, von denen die erste

dem Intervall entspricht, das ganz in [a, b— é’] enthalten ist, die zweite dem Rest

des Intervalis. Dasletztere ist im Intervall [b— #, b] enthalten, sobald 4 =max Az, -wg—
ist. Dann ist nach (8) ‘

b
27w f ¢(2) dt<§ .

Da ¢(t) in [a, b—n——] eigentlich integrierbar ist, ist nach dem schon Bewiesenen fiir

hinreichend kleines 4 auch 2’ < . Hieraus folgt (4).
Im allgemeinen Fall, wenn 99{!) in [a, b] absolut integrierbar ist, betrachten wir die
Funktionen
)] + ol lp(t [ - (t)
(t)_ltp()l o0 Polt) = ¢(t)

die offenbar nichtnegativ und im Intervall [«, b] integrierbar sind. Wegen

@(t) =@(t) — g2(?)
ist damit das Problem auf einen schon behandelten Fall zuriickgefiihrt.
Bemerkung. Ist g(z) in [a, b] stetig und existiert mit Ausnahme endlich vieler
Punkte die Ableitung ¢’(z) und ist diese Ableitung von @ bis b (eigentlich oder un-

eigentlich) integrierbar (in den Punkten, in denen sie nicht existiert, wihle man sie
beliebig), so gilt bekanntlich (vgl. die Bemerkung in Nr. 470) eine Formel der Ge-

stalt (7):
glx)=gla)+ f g'(t)dt.
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Ist ¢ (z) absolut integrierbar, so ist auf g(x) das in Satz III Bewiesene anwendbar.

576. Eigenschaften des Stieltjesschen Integrals. Aus der Definition folgen sofort die
Eigenschaften:

b
1°. fdg(x)=g(b)—g(a);
“ b b
2. [ i) £ )] dg@) = f f1(z) dgla) £ [ Fo(e) dgla);
a [ 3 b @& b
30, [ f(2) dlgu(e) Lga(e)) = | 1(x) dgy(e) £ fz) dgala);

4°- j? kf(z) d[lg(z)] =kI - fbf(:c) dg(x) (k, I = const).

&
Daﬁei folgt in 2°, 3°, 4° aus der Existenz der Integrale rechts die Existenz der
Integrale auf der linken Seite.

Unter der Voraussetzung a<c¢<b und der Existenz aller Integrale gilt ferner
b ¢ b
5°. [ f(z) dg(z) = f(z) dg() + [ f(x) dg(x) -
142 a 4
Zum Beweis dieser Formel geniigt es, dafiir zu sorgen, dafl der Punkt ¢ bei

der Bildung der Stieltjesschen Summe fiir f fdg unter die Teilpunkte des Inter-
valls [a, b] aufgenommen wird.

Zu dleser Formel selbst ist noch einiges zu sagen. Zunachst folgt aus der Kurxistenz
von f f dg die Existenz der beiden Integrale f fdg und f f dg.

Fur den Grenziibergang, mit dessen Hllfe man aus der Stieltjesschen Summe das
Stieltjessche Integral erhilt, gilt das Konvergenzprinzip von Borzawo- CAUCHY.

b
Somit gibt es zu gegebenem e>0 auf Grund der Existenz des Integrals [ fdg ein

a
6=>0 derart, daB sich je zwei Stieltjessche Summen ¢ und §, fiir die 1 <& bzaw. 1<$
gilt, um weniger als ¢ unterscheiden. Ist dabei ¢ Teilpunkt und nimmt man in
[c, b] in beiden Fillen dieselben Teilpunkte, so reduziert sich die Differenz o—& auf
die Differenz ¢;— &, der beiden Stieltjesschen Summen, die sich auf das Intervall
[a, c] beziehen, da sich die iibrigen Summanden wegheben. Wenden wir auf das
Intervall [, ¢] und die dafiir berechneten Stieltjesschen Summen dasselbe Kon-

¢
vergenzprinzip an, so kénnen wir anf die Existenz des Integrals [ f dg schliefen.
a

b
Anaslog folgt die Existenz von [ f dg.

c
Besonders hervorgehoben werden mu$ folgende, im Vergleich zum Riemann-
schen Integral tiberraschende Tatsache: Aus der Existenz der beiden Integrale
e b )

, b
Jfdgund [fdg folgt im allgemeinen nicht die Existenz von f fdg.
[

a

Davon iiberzeugen wir uns an einem Beispiel. In [ —1, 1] seien f(z) und g(x) gegeben
durch

fa) = 0 fiir —-1=zx=0, 0 fir —1=2<0,
=11 fir  O<z=1: IO={1 fir O=gp=1.
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Offenbar existieren

0 1
jif(ic) dg(x), ({ f(=) dg(=);

beide Integrale sind gleich 0, da die entsprechenden Stieltjesschen Summen simtlich
0 sind. Bei dem ersten Integral folgt das daraus, dafl stets f(x) =0 ist, bei dem zweiten
daraus, dafl g(x) konstant, also stets dg(z;) =0 ist.

Dagegen existiert

i
(@) dg(z)

nicht: Wir zerlegen das Intervall [ —1, 1] so in Teile, daB der Punkt 0 kein Teilpunkt ist,
und bilden

n—1
Y miéof(fi) Ag(x;) .

Fillt der Punkt 0 in das Intervall g, 2g41], 50 dab also xp <0 <ax 4 ist, so bleibt in der
Summe ¢ nur der k-te Summand stehen. Die iibrigen. Summanden sind gleich 0, da
Ag(a;) =glzip1) —glzy) =0 fiir ¢ +k ist. Also ist

o =f(&) [g(zrs1) —g(@e)] =15 -

Je nachdem, ob £;=0 oder &; >0 ist, ergibt sich 0 =0 oder ¢ =1, so daf kein Grenzwert
existiert. , ‘

 Dieses Verhalten hiingt damit zusammen, da in =0 sowohl f(z) als auch g(zx) un-
_stetig sind (vgl. Nr. 584, Ergéinzung 3 und 4).

577. Partielle Integration. Fiir Stieltjessche Integrale gilt die Formel

b b
[ /(=) dg(z)={(z) g(x) [~ [ g(x) d}(x) 9)

unter der Annahme, dafl eines dieser Integrale existiert; die Existenz des anderen
folgt dann daraus. Die Formel selbst heiBt Formel fir die partielle Integration.
b

Wir wollen sie nun beweisen. Das Integral [gdf moge existieren. Wir zerlegen das

a
Intervall [a, b] in Teilintervalle [xz;, z;,,] (¢?=0, 1, ..., n—1) und wihlen in jedem
einen Punkt &, so daB also
ea=y=f=y=..=x;_ =, =y =E=r = =2,_1=5,_1=2,=b
b
gilt. Die Stieltjessche Summe o fiir f f dg,
a
n—1
G='Zof(£i) [g(x; ) —9g(x)],
9=
148t sich in der Form

n n—1i
o= 2 f(&-0) gled— 2 (&) g2

n—1
= —{ot@ f(60)+ 2 gt €~ /- 1=90) 10}
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darstellen. Addiert und subtrahiert man rechts den Ausdruck

(@) g(=) [ = () g(b)— f(a) gla) ,

so erhilt man
n—1
0 =1(@) gte) i~ {ole) e~ @)+ Z, 9o HE)—1Es-0] +90) O~ 1a-11}}

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer ist aber die Stieltjessche Summe fiir
b
das Integral fg¢df, dessen Existenz vorausgesetzt war. Sie entspricht der Zerle-

a
gung von [a, b] durch die Teilpunkte
asf=f=..=§_=§=...2§,_=b,
wenn man in den Intervallen [§;_,, £] (=1, ..., n—1) die Punkte z; und in den

Intervallen [a, &] bzw. [£,_,, b] die Punkte a bzw. b wihlt. Setzt man wie iiblich
A=max (%;,,—%;), so wird die Linge der einzelnen Teilintervalle nicht gréfer als

: b
22. Fiir 4~0 strebt die Summe in der geschweiften Klammer gegen f gdf; daher

existiert auch fiir ¢ der Grenzwert, d. h. f fdg, und dieses Integral Wll‘d durch (9)
bestimmt.

Als Folgerung unserer Uberlegung ergibt sich die interessante Tatsache: Ist
glx) in [a, b} beziiglich f(x) tntegrierbar, so auch f(x) in bezug auf g(x).
~ Diese Bemerkung gestattet uns, den in Nr. 575 betrachteten Fillen der Exi-
stenz des Stieltjesschen Integrals eine Reihe neuer Fille hinzuzufiigen, die sich durch
Vertauschen von f und g ergeben.

b78, Zuriickﬁihrung eines Stieltjesschen Infegrals auf ein Riemannsches Infegral. Es sei
/(=) in {a, b] stetig und g(z) dort echt monoton wachsend. (Die letzte Voraussetzung
machen wir nur, um die nachstehenden Ausfithrungen etwas zu vereinfachen.) Dann
148t sich, wie H LeBESGUE!) gezeigt hat, das Stieltjessche Integral

(8) &f f(x) dg(z)

mit Hilfe der Substitution v =g(x) unmittelbar auf ein Riemannsches Integral zuriick-
fithren.

Abb. 29 zeigt die Kurve der Funktion v =g(z). Fiir alle Werte z =4', in denen g(z)

yi
Y
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oot e et . . Gt s et e SN

Abb. 29
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1) HENRI LEBESGUE, 1875--1941, franzosischer Mathematiker.
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-

einen Sprung macht (wir haben g(z) nicht als stetig vorausgesetzt), vervollstindigen wir
die Kurve durch die senkrechte Strecke, welche die Punkte (2, g(z” —0)) und (2’, g(z’ +0))
verbindet. So entsteht eine stetige Linie, die jedem Wert von v zwischen vy =g(a)
und V =g(b) einen wohlbestimmten Wert von x zwischen @ und b zuordnet. Diese Funk-
tion z =g~{(v) ist offenbar stetig und (nicht notwendig echt) monoton wachsend; man
kann sie als Umkehrfunktion von v =g(z) ansehen.

Beschrinkt man sich némlich auf diejenigen Werte von v, die v =g(x) wirklich an-
nimmt, wenn x von a bis b variiert, so ist  =¢g~Yv) die Umkehrfunktion im gewéhn-
lichen Sinne, d. h., sie liefert genau diejenigen z-Werte, fiir welche g(x) =v ist. Aus einem
v-Intervall [g(z’—0), g(z’ +0)], das einem Sprung von g¢g(z) entspricht, hat nur ein
Wert v =v"=g(2’) einen ihm entsprechenden Wert z =x"; anderen Werten von » aus
diesem Intervall entsprechen offenbar keine x-Werte. Wir ordnen ihnen nun denselben
Wert x =2’ zu, was geometrisch gerade der Ergénzung der Kurve durch vertikale
Strecken entspricht.

Wir wollen nun zeigen, daf

b 14
(8) af () dg(z) =(R) 7)f flg~H(v)) dv (10)

gilt, wobei das Integral rechts im gewohnlichen Sinne zu verstehen ist, da es auf Grund
der Stetigkeit von g~1(») und damit der zusammengesetzten Funktion f(g~(v)) existiert.
Mit Hilfe der Teilpunkte

A =Tg<TY <eso <Xy <Ti{ <ue <Tp =b.

zerlegen wir [a, b] in Teilintervalle und bilden

n—-1 .
g =§Of(xz‘) [g(xiy1) —glza)] -

Dabei wihlen wir in [z;, z;,1] der Einfachheit halber jeweils den Punkt «; aus. Setzen
wir v; =g(z;) (=0, 1, ..., n), so folgt

V<UL <uer <V§<Vjy) <o <Up = V.

Wegen x; =g~ 4v;) ist also
n—1 ,
o= Zof(g‘i(’t’i)) dv;  (dvy=viq—v) .
i=

Dieser Ausdruck hat die Form einer Riemannschen Summe fiir das Integral

vV
vf flg=Yv)) dv.

Hieraus kann man jedoch noch nicht unmittelbar auf das Bestehen der Gleichung (10)
schlieen; denn selbst bei Ax;»() (2=0) braucht 4v; nicht gegen 0 zu streben, so bei-
spielsweise, wenn zwischen zwei beliebig benachbarten Punkten z; und x;,4 ein Punkt
x =x’ liegt, in dem g(z) einen Sprung hat. Daher miissen wir anders vorgehen.

Es ist

n—1% g1 Vi1
ff g~iv))dv= 21 f f( "1(0))dv und a-—zo 1’_f flx;) dv,
also
—-1 Y41

o - fi(g"(v)) dy = 2 f (@) —f(g~1(v))] dv.

Wir nehmen nun 4z; so klein, daB die Schwankung von f(z) in allen Intervallen [w;, x;41]
kleiner als ein beliebig vorgegebenes e >0 ist. Da fiir v; =v =v;,1 offenbar die Beziehung
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-~

\
x; =g~ Hv) =z, gilt, ist auch {f(z;) — f(g~1(v))| <e. Dann ist aber
1’4
a— g~ v)) dvi<e(V —vy) .
%0
Damit ist *
14
limo= ffg=v)) dv
A0 ”0
bewiesen, und daraus folgt (10).
Trotz seiner prinzipiellen Bedeutung liefert dieses Resultat kein praktisch anwendba-

res Verfahren zur Berechnung Stieltjesscher Integrale. Wie dies zu geschehen hat,
zeigt in einigen einfachen Féllen Nr. 579.

v
579. Berechnung Stieltjesscher Integrale. Wir beweisen zunichst folgenden Satz.
1°. Ist f(z) im Riemannschen Sinne in [a, b] integrierbar und g(x) in der Form

g(x)=6+fx o(t) dt

darstellbar, ‘wobei o(t) in [a, b] absolut integrierbar vst, so st

b b
(S) f f(z) dg(z) = (R) [ /(2) p() dx . (11)

Das Integral rechts existiert (Nr. 298, Nr. 482). Die Existenz des Stieltjesschen
Integrals unter unseren Voraussetzungen war in Nr. 575, Satz 111, bewiesen worden.

Wir brauchen also nur noch die Gleichung (11) zu beweisen.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man ¢(x) als positiv voraussetzen
(vgl. S. 85). Wir bilden wie gewdhnlich die Stieltjessche Summe

n-1 n—1 Ti+14

o= gof(éi) [g(xi+1)”g(x‘i)]=_§) f /(&) plx) dx .

Da andererseits
b n—1 Fi41

S H(z) p(z) dz = _ZO J (=) p(z) d=

ist, gilt %
b n—1 Fj4d
o— [ f(z) p(z) d:z:-—-;0 f [/(&)— )] 9(x) dz .

Fir ¢;=x=x,;,, gilt offenbar |f(&,)~ f(z)|=w;, wenn o, die Schwankung von f(z)
in [2;, ;] ist. Hieraus folgt fiir die obige Differenz die Abschitzung

b n—1 Zi+4g n—1
o—f f@) p(x) dz|= 3 w; [ o(z)dz= D w;dg(x;) .
a -i=0 2y i=0

Wir wissen aber aus Nr. 575, Satz III, daB fiir 40 diese Summe gegen O strebt;
also ist

b
g o=[ flz) #(z) Az,

womit (11) bewiesen ist,
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Insbesondere folgt aus dem soeben bewiesenen Satz (unter Beriicksichtigung der
Bemerkung am SchluBl von Nr. 575) die auch fiir die unmittelbare Anwendung in
der Praxis niitzliche Folgerung:

2°. Unter derselben Voraussetzung iiber f(x) sei g(x) in ganz [a, b] stetig und habe
dort, mit eventueller Ausnahme endlich vieler Punkte, eine in [a, b] absolut integrier-
bare Ableitung ¢'(z) (vgl. die Bemerkung auf S. 85). Dann st

b b
(S) f H(x) dg(z)=(R) [ f(z) g’ (x) dz . (12)

Wir bemerken sogleich, da sich das Integral auf der rechten Seite von (12)
formal aus dem auf der linken Seite ergibt, wenn man dg(z) als Differential auf-
faBt und durch ¢’'(x) dz ersetzt.

Wir wenden uns nun dem Fall zu, daB g(z) unstetig ist (der fiir die Praxis von be-
sonderem Interesse ist); wir betrachten zunichst die Funktion

(0 fir =0,
(x)~{1 fiir 2=0,

eine ,,Standardfunktion”. Diese Funktion hat in z=0 eine Unstetigkeit erster
Art, einen Sprung rechts, dessen Grofle g(+0)—p(—0) gleich 1 ist; in =0 ist
o{x) von links stetig und in allen iibrigen Punkten ebenfalls stetig. Die Funktion
g(x—c) hat denselben Sprung in a=c¢ von rechts, o(c— x) einen dhnlichen Sprung
von links, und zwar den Sprung — 1.

Wir nehmen an, f(x) sei in x=c stetig, und berechnen

b
(8) [ f(z) do(x—¢), a=c<b (firc=> ist das Integral gleich 0) .
a
Wir bilden die Stieltjessche Summe

a= Zf ) do(z;—c) .

1=20

Der Punkt ¢ falle in das k-te Intervall T =c<xy4 4. Dann ist dp(z,—c)=1, und fiir
7%k hat man offenbar do(z;—c)=0. Somit besteht ¢ nur aus einem einzigen Sum-
manden: o = f(§;). Fiir -0 gilt aus Stetigkeitsgriinden f(£,) - f(c). Also existiert fiir
a=c<b

. b
(S) S f(z) de(e—c)=lim o =f(c) . (13)

Analog iiberzeugt man sich davon, daB fir a<c=b

b
(8) f f(z) dolc—2z)=—f(c) (14)

ist (fiir ¢ =a verschwindet das Integral).

Nun sind wir in der-Lage, einen Satz zu beweisen, der allgemeiner ist als 2°,
da er auf die Stetigkeit von g(x) verzichtet:

3°. In [a, b] sei f(x) stetig, g(x) habe dort mit eventueller Ausnahme endlich vieler
Punkte eine absolut iniegrierbare Ableztzmg g'(x). Die Funktion g(z) mige in den end-
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lich vielen Punkten

co=a<cl<...<c'k<...<cm=b

Unstetigkeiten erster Art haben. Dann existiert das Stieltjessche Integral, und zwar ist

b
(8) S bf(x) dg(z) = (R) [ {(2) ¢'(2) dz +f(a) [g(a + 0)—g(a)]

+Z 16 96+ 0)=g(6,= 01
+18) [g)— 9= )] (15)

Charakteristisch sind hier die Summen auBerhalb des Integrals, in denen auch
die einseitigen Spriinge von g(z) in a bzw. b vorkommen. (Liegt dort kein Sprung
vor, so verschwindet der betreffende Summand.) Zur Abkiirzung setzen wir

ap =glc,+0)—glez) (k=0,1, ..., m—1},
ap =glep)—gle,—0)  (k=1,2,...,m);
offenbar gilt fiir 1=k=m— 1 die Beziehung
o + i =9(c;+0)—gle,—0) .
Wir bilden die Hilfsfunktion

i m~—1 m
g1(x) =LZ apo(z— Ck)-—‘z x;o(Cr—%) »
;=0 e =1

welche sozusagen simtliche Spriinge von g(z) erfat, so dal die Differenz g,(z) =
=g(x)— g4(x), wie wir sogleich beweisen werden, stetig ist. \

Fiir diejenigen Werte von z, die von allen ¢;, verschieden sind, steht die Stetigkeit
von g,(x) auBer Zweifel, da dort sowohl g(z) als g4(x) stetig sind. Wir beweisen nun
die Stetigkeit von g4(z) in ¢;, (k<m) von rechts. Alle Summanden von g4(z), mit Aus-
nahme von ofo(z—¢,), sind fiir z=c¢, von rechts stetig; daher braucht nur das Ver-
halten von g(x)—afe(z—c;) untersucht zu werden. Fiir =c¢, hat dieser Ausdruck
den Wert g(c;). Das ist aber auch sein Limes fiir x—>¢,+0:

. 3%}?10 [9(2)— o olz—cp)]=gler +0)— i = glcy) -
Analog zeigt man die Stetigkeit von gy(x) in ¢; (k=>0) von links.

Nimmt man ferner einen von allen ¢, verschiedenen Punkt z, in dem g(z) eine
Ableitung hat, so ist in der Nihe dieses Punktes g,(z) konstant. Daher hat in die-
sem Punkt g,(x) eine Ableitung, und es ist

g2(@)=g'(x) .

Fiir die stetige Funktion g¢,(z) existiert aber nach dem vorhergehenden Satz
das Stieltjessche Integral

b b
(8) 1) dgule) = (B) J 1) gife) da=(R) [ /) '(x) d
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Ebenso berechnet man leicht (vgl. (13), (14))
b m—1 b m b
(8). f(z) dgy(x) =k§0ai$ * (8) [ f(x) do(z—cz) —kZ'iazZ * (8) J f(x) delcy— =)

m—1 m
= 2, % fler) +’Z:1°<£ flex) =f(a) [g(a+0)—g(a)]

k=0
m—1
+k§f(ck) [g{cx+0)—gleg— 0)] + £(b) [g(b) —g(b—0)] .

Addiert man diese beiden Gleichungen, so erhilt man (156). Die Existenz des
Stieltjesschen Integrals von f(z) in bezug auf g(x) =g (x) + go(x) ergibt sich nebenbei
{Nr. 576, 3°).

580. Beispiele,
1. Man berechne nach (11) die Integrale

(a) (S) f2w2 dlIn (1+2), (b) (S)1}'/2x d sin 2, () (S) fix d arctan x .
0 0 -1

Losung.

2
=ln3 usw.:
0

= d——(l 2 In (1 +2)
172 r=|=z?—z+In ( +x)

2 2
(a) (S)fxzdinu +x)==(R)j ;
0 0

n .
M 5-1; (@ 0.

2. Man berechne nach (15)
0 fir z=-1,
1

3
(a) (S) fzxdg(x) mit g(x)——-{ fir —1<x<2,
-4 -1 fir 2=2=3;
1
-1 fir O§x<§,
L1 3
9 0 fiir §§x<~2—, .
(b) (S) fa? dg(z) mit g(z) = 5
0 2 fir x=—,
2
3

Lésung. (a) Die Funktion g(x) hat den Sprung 1inx= —1 und den Sprung —2 in
x =2; sonst ist g’(x) =0. Also ist

3
(8) fzdgx)=(—-1)-1+2-(—-2)=—5b.
-1

1 3 3 )
. (b) Sprung 1 in T=3, Sprung —2 in =3 (der Wert von g fiir =3 beeinflult

das Resultat nicht); sonst ist g’(x) =0. Also ist

(8) ‘[2“’2 dg($)=(é‘)2 -1 +(~23—)2  (-2) = ___2_7-.
0
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3. Man berechne nach (15)

2 2 2
(a) { z dg(x), (b) .2 x?dg(z), -(c) »fz («®+1) dg(z)
mit

2 fir —-1<x<0,

42 fir -2=z=-1,
g(z) {
x2+4+3 fur O=x=2.

Lésung. g(x) hat den Sprung 1 in # = —1 und « =0; es ist

1 fir -2=zx<-1,
g(x)={0 fir —-1<x<0,
2x¢ fir O<x=2.

Daher ist
-1

2 -
17
fxdg(m): fxda:+2 fx2dx+(-—1)~1+0-1=-6_.;
-9 =9 0
analog ist

’ 2

fxzdg(x)=%% und f(x3+1)dg(w)=-“

-3 -2 d

4, Wir nehmen nun an, lings des Intervalls [a, b] der x-Achse sei Masse verteilt,
und zwar sowobhl in einzelnen Punkten punktformig als auch stetig. Wir machen da-
zwischen keinen Unterschied und bezeichnen fiir z >a mit @(z) die Summe aller in [a, z]
verteilten Massen. Ferner sei @(a) = 0. Offenbar ist @(x) eine monoton wachsende Funk-
tion. Wir stellen uns die Aufgabe, das statische Moment dieser Massen in bezug auf den
Ursprung zu ermitteln.

Das Intervall [a, b] teilen wir in Teilintervalle

A=) <TY ere <T;<Tijpq<eeo <Ly =0 .

In (z 2¢,1) ist fiir ¢ >0 offenbar die Masse @(r;,1) — D(x;) = AD(x;) enthalten, in [a, 2]
die Massge &(x,) — DP(xy) =AD(xy). Nehmen wir die Masse in allen Fiillen z. B. im rechten

Intervallende als punktférmig an, so erhalten wir fiir das gesuchte statische Moment den
Néherungsausdruck

n—1
M 3214 0(a)
3=

Falls alle dz; gegen 0 streben, erhalten wir in der Grenze
b
M =(8) f:c do(x) . (16)

Man kénnte auch hier ebenso wie in Band II beim gewdhnlichen bestimmten Integral
(Nr.'348) Vorgehen und zunéchst das ,,Element des statischen Momentes, dM =z d®(x),
bestimmen, das dem Stiick von z bis  +dz entsprlcht und dann alle diese Elemente
ySummieren®,

Analog ergibt sich fiir das Triigheitsmoment I derselben Massen in bezug auf den Ur-
sprung
b
I=(S)jx2 dd(z) . (17)

Es sei besonders darauf hingewiesen, da8 das Stieltjessche Integml es ermoglzc}zt die

verschiedenen Félle stetig verteilter und punktformiger Massen in einer einzigen I ntegral-
formel zusammenzufassen.
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Die stetig verteilten Massen mogen die lineare Dichte g(x) haben, aulerdem seien in
den Punkten #=cy, ¢yg,..., ¢; die punktférmigen Massen my, mg, ... , mp angebracht.
Schliet man diese Punkte aus, so hat @(z) die Ableitung

D'(x) =e(=) .

In jedem der Punkte z=c;(j=1,2,...,k) erleidet die Funktion einen Sprung, der
genau gleich der in diesem Punkt angebrachten punktférmigen Masse my; ist. Zerlegt
man jetzt (16) nach der Formel (15), 80 folgt

M =(S) fx dd(z) =(R) j'x o(z) dz +21 cjmyj .
a [:2 Fo=

Ein Blick auf die rechte Seite lehrt, dall der erste Summand das statische Moment der
stetig verteilten Massen liefert, der zweite das der punktformigen. Ein analoges Resultat
erhéilt man auch fiir das Integral (17).

5. Um das Vorhergehende besser verstehen zu konnen, moge der Leser

(a) den Ausdruck @(z) bilden und seine Kurve zeichnen fiir folgende Massenbelegung:
eine Masse 1 in den Punkten z =1, 2, 3 und stetig verteilte Massen der Dichte 2 im Inter-
vall [1, 3].

(b) dasselbe fiir folgende Belegung durchfithren: Masse 2 in =2 und z =4, stetig
verteilte Magsen der Dichte 2x in [0, 5];

(c) die Massenbelegung berechnen, wenn @&(z) gleich der Funktion g(x) aus Beispiel 3
ist.

Lésung. (a) In [1, 3] gilt

0 flir x=1,
2:17 1 fir 1<x<2,

fir 2=2<3,
7 fir x=3.
(b) In [0, 5] gilt

x2 fiir O0=zx<2,
D(x) {

D(z) =

x24+2 fir 2=x-<4,
2244 fir 4=x=5.
(¢) Massen der Gréfe 1in = —1 und =0, in {—2, —1] stetig verteilte Massen der
Dichte 1, in [0, 2] Massen der Dichte 2z.
6. Wir betrachten ein anderes Problem, bei dem das Stieltjessche Integral dieselbe
Rolle spielt wie in Beispiel 4. Wir nehmen an, daf auf einen auf zwei!) Stiitzen liegenden
Balken (Abb. 30) neben stetig verteilten Lasten auch Einzelkrifte wirken. Die x-Achse

i = e
X xedx . N u
I

7 Abb. 30

sei lings der Balkenachse, die y-Achse vertikal nach unten gerichtet. Wir machen keinen
Unterschied zwischen den verschiedenen Kriften und bezeichnen fiir z >0 mit F(z) die
Summe aller im Intervall [0, #] angreifenden Krifte, einschlieflich der Stiitzkrifte;
ferner sei F(0) =0. Die Kraft F(x) nennt man Querschnitiskraft im Querschnitt x. Dabei
rechnen wir die nach unten wirkenden Krifte positiv, die nach oben wirkenden negativ.

Wir wollen das sogenannte Biegemoment M in einem beliebigen Querschnitt o =¢§
des Balkens berechnen. Darunter versteht man die Summe der Momente aller Krifte,

1) Diese Voraussetzung machen wir nur der Einfachheit halber.
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die auf den rechten (bzw. linken) Teil des Balkens in bezug auf diesen Querschnitt
wirken. Dabei rechnen wir das Moment, wenn es sich um den rechten Teil handelt,
positiv, wenn es diesen Teil im Uhrzeigersinne dreht (fiir den linken Teil in entgegen-
gesetzter Richtung). Da auf das Element (z, x +dx] beispielsweise des rechten Teils des
Balkens die Kraft F(z+dz)—F(z)=dF(x) wirkt, welche das Elementarmoment
dM =(x ~ &) dF(x) erzeugt, folgt durch Summation ’

l
M=3() =(8) f (2~ 8) dF(z) .

Analog wiirde man fiir den linken Teil des Balkens (wo die positive Richtung eine
andere ist)

5
M =(8)f (¢ -2) IF@) (18)

erhalten.
Man sieht aber leicht, daB beide Ausdriicke in Wirklichkeit identisch sind. Ihre
Gleichheit ist der Bedingung !

i
Jx dF(x) ~EF(l) =0
0
gleichwertig, die ihrerseits eine Folge der Gleichgewichtsbedingung
i
F(l)=0, fedF(z)=0
0

ist, welche zum Ausdruck bringt, dafl die Summe aller auf den Balken wirkenden Krifte
und die Summe der Momente aller Krifte in bezug auf den Ursprung gleich 0 ist.
Bezeichnet man die Intensitit der stetig verteilten Belastung mit ¢{(x), so ist auerhalb
der Punkte, in denen Einzelkrifte wirken,

dF
—agl =g(x) .

Die Einzelkrifte F;(j=1, 2, ..., k) mdgen in den Punkten z =x; angreifen. Dann hat
offenbar die Querkraft in diesen Punkten einen Sprung der Gréfe F;. Ferner erhalten
wir durch Anwendung von Formel (15) auf das Integral (18)

&
M(§) ==0f(5—x) q(z) dx + 25(5 —~z5) K.
x’-<

In den beiden Summanden auf der rechten Seite erkennt man leicht die von den stetigen
Belastungen und von den Einzelkriften erzeugten Momente: Das Stieltjessche Integral
liefert sie in einer einzigen Integralbeziehung.

Wir weisen noch auf eine Tatsache hin, die fiir die Festigkeitslehre interessant ist.
Integrieren wir (18) partiell, so folgt

§ . §
M(&) =0f (§ —=) dF(x) =(& ~=) F(x) 1‘3 -({F(x) d(§ ~x) = fEF(x) do .
0

Hieraus ergibt sich, dafl bis auf die Angriffspunkte der Einzelkréfte tiberall

dM-—F
- &)

ist.
7. Ein Balken der Linge 1 =3 tra,ge; eine ,,dreieckige® Last der Intensitit —g x (Abb.

31); auBlerdem greife im Punkt x =1 die Einzelkraft 3 an, die Stiitzkrifte seien beide































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































