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Vorwort zur russischen Ausgabe

Das vorliegende Buch ist eine Einfiihrung in die Algorithmentheorie. Es ist der
Erkliarung eines der wichtigsten Begriffe der Mathematik, des Algoritt begriffs,
gewidmet. In jhm wird ein Kreis von Fragen behandelt, die in das Grenzgeblet
zwischen mathematischer Logik und Theorie der Rechenautomaten gehoren.

Das Buch besteht aus drei fast umfangsgleichen Kapiteln. Das erste Kapitel
,»Algorithmen“ gehért noch nicht zur eigentlichen Algorithmentheorie, obwohl in ihm

tandig von Algoritl die Rede ist. Grund hierfiir ist, da8 dort das Wort ,,Algo-

rithmus® im intuitiven Sinne benutzt wird, die eigentliche Theorie aber erst dann
beginnt, wenn dieser Terminus einen exakt definierten mathematischen Begriff
bezeichnet. Trotzdem ist der Inhalt dieses Kapitels, das vorbereitenden Charakter
triigt, sehr wichtig, da es niitzliche Einsichten in wesentliche Ziige der Theorie ver-
mittelt. Das zweite Kapitel ,, Turing-Maschinen* fiihrt ittelbar in den Kreis der
Grundbegriffe der Algorithmentheorie. Das dritte Kapitel ,,Algorithmische Pro-
bleme* bildet den Hohepunkt des Buches. Es enthélt solche Resultate der Theorie,
fiir die eine einigermafien elementare Darstellung moglich ist. Ein ausfiihrlicher
Uberblick iiber den Inhalt der Kapitel wird in der Einleitung gegeben.

Die Anregung zum Versuch einer Popularisierung der Algorithmentheorie in
schriftlicher Form erhielt der Autor durch Schwierigkeiten und Argernisse, die sich
bei seinen ersten Versuchen einer miindlichen Popularisierung ergaben. Das war
vor mehr als 20 Jahren der Fall, als der Autor vor seinen damaligen Kollegen, den
Mathematikern des Pad ischen Instituts in Penza, iiber Fragen der Algorithmen-
theorie vortrug. Solche Ideen und Resultate der Algorithmentheorie, wie die For-

lisierung des Berech keitsbegriffs und die Existenz von algorithmisch un-
losb Probl erschi damals vielen nicht nur ungewdhnlich, sie wirkten
auch auf die meisten Mathematiker abschreckend. Damit ergab sich fiir den Autor
die dringende Aufgabe, in populiiren Artikeln und kleinen Biichern den Leser mit
den Grundbegriffen der Algorithmentheorie vertraut zu machen und ihn auf még-
lichst kurzem Wege zu den Sitzen iiber die algorithmische Unlosbarkeit konkreter
Probleme zu fithren. Im Ergebnis dessen erschien 1956 in der Zeitschrift ,,Maremarura

ma,




6 Vorwort

B mroie’ ein Artikel mit dem Titel ,, Anroputmel u MamunHOe pemenne 3agaq’* (Algo-
rith und die hinelle Losung von Aufgaben), der in erweiterter Form zweimal
(Tocrexuspar 1957, ®usmarrms 1960) als Buch herausgegeben wurde, das dann
auch in eine Reihe anderer Sprachen iibersetzt wurde.!)

Die Ahschnitte 1.1 bis 2.3 und 2.7 bis 3.3 des vorliegenden Buches enthalten den
wesentlichen Inhalt der genannten Publikationen, der einer sorgfiltigen Durchsicht
und Uberarbeitung unterzogen wurde. Dariiber hinaus enthélt das Buch aber auch
umfangreiches neues Material, insbesondere in den Abschnitten 2.4 bis 2.8, 3.4 bis
3.10 und den SchluBbemerkungen, denen Vorlesungen zugrunde liegen, die vom Autor
an der Universitit Novosibirsk fiir Studenten der Abteilung Mathematische Lin-
guistik und fiir Hérer der Fakultit fiir Weiterbildung gehalten wurden. Die hier
behandelten Fragen sind unserer Meinung nach von Bedeutung fiir das Verstéindnis
von Gebieten der Algorithmentheorie, die nicht mehr ittelbar mit dem Problem-
kreis der algorithmischen Unlésbarkeit verkniipft sind. Dabei werden hauptsichlich
die folgenden drei Problemkreise betrachtet: Programmierung (Abschnitt 2.4 bis
2.6), Giite von Algorithmen (Abschnitt 3.4 bis 3.7), Automaten mit Parallelarbeit
(Abschnitt 3.8 bis 3.10). Diese Dinge konnten schon deshalb nicht in den friiheren
Publikationen behandelt werden, weil die meisten der hier verarbeit Resultate

erst spiiter erhalten wurden.
Die Abschnitte, deren Lektiire etwas mehr Anstrengung erfordert, obwohl auch
sie keine speziellen Vork nisse vora sind im Inhaltsverzeichnis mit einem

Stern versehen. Sie kénnen bei einer ersten Lektiire iibergangen werden. Biblio-
graphische Angaben finden sich hauptsiichlich in den SchluBbemerkungen am Ende
des Buches.

Am 23. Juni 1973, als sich das Buch bereits im Umbruch befand, verstarb ALEXES
ANDREEVIS LJaPUNOV, der hervorragende Mathematiker und Kybernetiker,
bedeutende Piddagoge und Propagandist der Wissenschaft. Die langjihrige -Ver-
bindung mit ihm hat dem Autor viel gegeben und nicht zuletzt auch auf den Inhalt
dieses Buches gewirkt. Seine moralische Unterstiitzung und stéindige Ermunterung
hatte groBe Bedeutung sowohl fiir die Abfassung der #lteren Teile des Buches als
auch fiir das spétere Schaffen des Autors in der Zeit der gemeinsamen Arbeit an
dem von A, A. LsapPuNov gegriindeten und geleiteten Lehrstuhl fiir Theoretische
Kybernetik der Universitat Novosibirsk. Der Autor sieht in diesem Buch einen be-
scheidenen Beitrag zum Gedenken an ALEXEJ ANDREEVIS LIAPUNOV.

Novosibirsk, Akademgorodok, November 1973
B. TRACHTENBROT

) Eine d hsprachige Ub ng hien in meh Auflagen unter dem Titel
s Wieso ko Aut t hnen?* im VEB D her Verlag der Wissenschaften. [Anm.”

d. Ubers.]
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Einleitung

Der Begriff des Algorithmus gehért zu den Grundbegriffen der Mathematik. Unter
einem Algorithmus versteht man eine genaue Vorschrift, nach der ein gewisses
System von Operationen in einer bestimmten Reihenfolge auszufiihren ist und nach
der man alle Aufgaben eines gegebenen Typs 16sen kann.

Das ist natiirlich keine genaue Definition des Begriffs Algorithmus. Es wird nur
ungefiihr die inhaltliche Bedeutung des Wortes ,,Algorithmus* erklirt. Dennoch ist
diese Formulierung jedem Mathematiker geliufig und verstindlich. Sie erfaBt den
Begriff des Algorithmus, wie er sich im Laufe der Zeit herausgebildet hat und schon
im Altertum in der Mathematik verwendet wurde.

Einfache Beispiele fiir Algoritk sind die Regeln, nach denen im dezimalen
Zahlensystem die vier Grundrechenarten ausgefiihrt werden. Das Wort ,,Algorith-
mus“ geht auf den Namen des usbekischen Gelehrten ArHwarRmZMI zuriick,
der schon im 9. Jahrhundert solche Regeln aufstellte. In der Mathematik gilt eine
Schar von Aufgaben eines bestimmten Typs als geldst, wenn ein Algorithmus zur
Losung jeder Aufgabe dieses Typs aufgestellt worden ist. So gibt es z. B. in der
Algebra Algorithmen, mit deren Hilfe man aus den Koeffizienten einer beliebigen
algebraischen Gleichung die Anzahl und auch die Vielfachheit der verschied
Whurzeln der betreffenden Gleichung ermitteln und zugleich diese Wurzeln mit be-
liebig vorgegeb Genauigkeit berechnen kann.!) Das Aufstellen von Algorithmen
gehdrt zu den natiirlichen Aufgaben der Mathematik.

1) Man muB deutlich zwischen der Losung einer einzelnen, konkreten Aufgabe und einer
Schar von Aufgaben unterscheiden. Eine konkrete Aufgabe liegt z. B. vor, wenn die Wurzeln
einer ganz bestimmten algebraischen Gleichung zu ermitteln sind. Die Losung dieser Aufgabe
besteht in der Berechnung der Wurzeln eben dieser Gleich Eine Aufgabenschar wird da-
gegen meistens als ,,Problem‘* formuliert, z. B. eine ,,Methode zu finden, nach der man far
jede algebraische Gleichung ihre Wurzeln bestimmen kann. Die Lisung einer Aufgabenschar
besteht also in der Angabe einer einheitlichen Vorschrift (einer Methode, eines Algorithmus),
mittels derer man jede konkrete Aufgabe aus der gegebenen Schar 16sen kann, wenn man die
konkreten Werte der verinderlichen Parameter, die die einzelne Aufgabe der Schar charak-
terisieren, kennt.
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Prozesse, die nach streng definierten formalen Vorschriften, d.h. nach einem
Algorithmus, ablaufen, sind aber nicht nur in der Mathematik, sondern auch in
vielen anderen Bereichen der menschlichen Tétigkeit anzutreffen. So setzen sich z. B.
in der Buchhaltung und in der Planufig die Analyse der anfallenden Daten, deren
Verarbeitung, die Aufstellung von Materialbilanzen zur Erzielung optimaler Re-
sultate usw. aus einer langen Reihe von Elementaroperationen bestimmter Typen
zusammen, die nach strengen Instruktionen und Schemata auszufiihren sind. Die
Zah) derartiger Beispiele lieBe sich beliebig vergro8ern. In den Abschnitten 1.1 bis 1.4
werden wir an einer Reihe von Beispielen die Arbeitsweise von Algorithmen erkliren
und Algorithmen zur Losung gewisser Klassen von mathematischen und logischen
Aufgaben angeben.

Das Aufstellen eines Algorithmus (insbesondere eines ,,guten*, bequemen Algorith-
mus) zur Losung von Aufgaben eines bestimmten Typs bedarf, wenn es iiberhaupt
gelingt, im allgemeinen schwieriger und komplizierter Uberlegungen, die eine hohe
Qualifikation und grofie Erfindungsgabe erfordern. Wenn jedoch einmal ein solcher
Algorithmus vorhanden ist, wird der Lésungsproze8 fiir Aufgaben des betreffenden
Typs so einfach, daB er ohne die geringsten Kenntnisse iiber das Wesen der vor-
gelegten Aufgabe vollzogen werden kann. Derjenige, welcher die Aufgabe 16st, mull
nur fihig sein, die Elementaroperationen, aus denen sich der Prozef zusammen-
setzt, auszufithren, und er muB gewissenhaft und akkurat nach der vorliegenden
Beschreibung (dem Algorithmus) vorgehen. Ein Mensch, der so rein mechanisch
oder maschinell vorgeht, kann jede Aufgabe des betrachteten Typs erfolgreich
16sen. Die Redeweise ,,maschinelles Vorgehen®, die meistens im iibertragenen Sinne
gebraucht wird, bekommt beim heutigen Stand von Wissenschaft und Technik auch
einen direkten Sinn. Ein Mensch nimlich, der, von einem Algorithmus gefiihrt, eine
Aufgabe 16st, kann prinzipiell auch durch eine Maschine ersetzt werden, die denselben
ProzeB ausfithrt. Maschinen, die diese Fihigkeit haben, sind z. B. die modernen
,,Rechenautomaten‘‘.

In den letzten 20 Jahren sind die Rechenautomaten wesentlich weiterentwickelt
worden, und sie werden heute zur Loésung der verschiedensten Probleme heran-
gezogen. Die Besonderheit dieser Maschinen ist, daff sie vom Moment der Eingabe
der Anfangsdaten (der Parameter der konkreten Aufgabe) und des Programms (des
Losungsalgorithmus) an ohne jede Einwirkung des Menschen bis zur Ausgabe des
Endresultats arbeiten. Die Leistungsfihigkeit der modernen Rechenautomaten ist
gewaltig: Sie kénnen in einer Sekunde mehrere Millionen arithmetischer Operationen
ausfithren. Auch ihr Anwendungsbereich erweitert sich sténdig: Rechenautomaten
16sen komplizierte Gleichungen und Gleichungssysteme, sie iibersetzen von einer
Sprache in eine andere, sie spielen Schach, u. v.a. m. Eine groBe Anwendungs-
perspektive in der Produktion haben Automaten, die technologische Prozesse im
MaBstab von GroBbetrieben steuern. Dariiber hinaus ermdglichen Rechenautomaten
eine schnelle und sichere mathematische Bearbeitung und Analyse experimenteller
Daten und schaffen damit die Voraussetzungen fiir die Entwicklung neuer, frither
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unerreichbarer Forschungsmethoden in vielen Wissenschaftsgebieten. Es ist heute
wohl allgemein bekannt, da8 die Rechenautomaten ein michtiges Werkzeug bilden,
das nicht nur die Arbeit des Menschen erleichtert, sondern ihn vielfach sogar voll-
stindig von gewissen Formen umfangreicher und anstrengender geistiger Arbeit
befreit.

In den Abschmbten 1.4 und 1.5 werden der Aufbau und die Arbeitsweise von
elektroni Rech tomaten sowie die Grundprinzipien fiir deren Programmie-
rung, d. h. der Realisierung von Algorithmen in solchen Maschinen, kurz behandelt.
Moderne Maschinen mit a,utomatischer Steuerung heiBien elektronisch, weil ihre
wichtigsten Bauel te nach Prinzipien der Elektronik funktionieren. Das er-
moghcht gerade die Skonomisch wichtigen hohen Operationsgeschwindigkeiten dieser
Maschinen. Das Grundprinzip dieser Maschinen, die automatische Steuerung der
Prozesse, hiingt jedoch nicht von der Verwendung der Elektronik ab. Die ersten
funktionstiichtigen Rech \7 ten, die um 1940 konstruiert wurden, arbeiteten
elektromechanisch. Im Prinzip kénnte man die elektronischen Bauelemente sogar
durch mechanische Elemente (Zahnridder, Hebel u. &.) ersetzen, d. h. mechanische
Rechenmaschinen mit automatischer Steuerung bauen, die genau dasselbe leisten
wie die elektronischen Rechenautomaten, nur natiirlich bedeutend langsamer.?)
Das Entstehen der modernen Rechenautomaten darf also nicht ausschlieSlich als
Resultat der Erfindungsgabe der Ingenieure oder der Entwicklung der Elektronik
angesehen werden. Schon einige Jahre vor der Konstruktion der ersten arbeits-
fihigen Exemplare von Rechenmaschinen mit automatischer Steuerung wurden
deren Grundprinzipien von Mathematikern, g gesagt, von mathematischen
Logikern, vorweggenommen. Im Jahre 1936 entwickelten der englische Mathe-
matiker A. M. TuriNG und der amerikanische Mathematiker E. L. PosT unab-
héingig voneinander den Begriff einer abstrakten Rechenmaschine. Derartige Turing-
Post-Maschinen wurden allerdings niemals gebaut, obwohl dies technisch durchaus
moglich gewesen wire; der technische Fortschritt schlug einen anderen Weg zur
Verwirklichung groler (sogenannter universeller) Rechenautomaten ein. Ungeachtet
dessen sind die Konstruktionen von TurING und PosT ein glinzendes Beispiel fiir
eine wissenschaftliche Voraussage, denn gerade mit diesen abstrakten mathemati-
schen Modellen wurde die Existenz von universellen Rechensutomaten streng
bewiesen (vgl. Abschnitt 3.1). Die Turing-Maschine wird heute in der Algorithmen-
theorie verbreitet als Grundmodell zur Prizisierung des Inhalts der Begriffe Be-
rechenbarkeit und Algorithmus sowie zur Klirung der Beziehungen zwischen
Algorithmen und Rechenautomaten verwendet.?)

1) Ein erstes Pro;ekt fiir eme tische Rech hine, die man als einen gewissen
Vorlidufer h ", h kann, wurde 1833 von dem englischen Erfinder
JoHN BaBBAGE in Form einer hanischen Vorrich beitet. Aufgrund materieller
Sahwxengkexten gelang es 1hm ]edoch mcht, sem PmJekt voll = verwirklichen.

3) Die elek iden sich in ihrem Aufbau

betrichtlich von den gedanklichen Konstruktionen von TurING und PosT und entsprechen
viel stiirker den Konstruktionen von BassAGE und von anderen Erfindern. Aus diesem Grunde



14 Einleitung

Das zweite Kapitel des vorliegenden Buches ist einem detaillierten Studium der
Turing-Maschinen und der Realisierung von Algorithmen auf Turing-Maschinen ge-
widmet. Wesentlichen Raum nehmen hierbei Fragen der Turing-Programmierung
ein, die auch fiir das Verstidndnis von Problemen der Programmierung realer Rechen-
automaten niitzlich sein diirften. Hierzu gehért insbesondere das Problem der auto-
matischen Programmierung (vgl. Abschnitt 2.4). Neben den Turing-Maschinen gibt
es zahlreiche andere abstrakte Modelle fiir Rechenautomaten. Sie sind jedoch alle
untereinander und damit speziell dem Turing-Modell in folgendem Sinne gleich-
wertig: Die Klasse der Probleme, die man auf abstrakten Maschinen des einen Typs
16sen kann, stimmt mit der Klasse der Probleme iiberein, die auf abstrakten Maschi-
nen des anderen Typs, also speziell auch auf Turing-Maschinen, 16sbar sind. Damit
bekommen die folgenden beiden Fragen einen mathematisch exakten Sinn und
konnen mit einer mathematisch exakten Antwort versehen werden:

Was konnen Automaten grundsitzlich leisten?
Wie tun sie das?

Das dritte Kapitel enthilt Material, aus dem man bestimmte Antworten auf diese
Fragen entnehmen kann.
Dle erste Frage erfordert eine Erklirung, welche Formen geistiger Arbeit durch
ten iibernc werden konnen. Ihre Aktualitit und Tragweite
kommt vor allem darin zum Ausdruck, da$ die durch die modernen realen Rechen-
automaten erzielten Erfolge zum Teil phantastische Prognosen und unerfiillbare
Hlusionen hinsichtlich allméchtiger Maschinen (,,gigantischer Elektronengehirne*)
hervorgerufen haben. Die genaue Analyse der Prozesse, die nach einem gegebenen
Algorithmus ablaufen, wie auch der in realen Rechenautomaten ablaufenden Pro-
zesse fithrte demgegeniiber zu einer ganz anderen Erkenntnis. Es wurde streng be-
wiesen, daB es Typen von Aufgaben gibt, zu denen kein einheitliches effektives Ver-
fahren, kein Algorithmus existiert, mit dessen Hilfe man alle Aufgaben dieses Typs
l16sen kann; in diesem Sinne ist also eine maschinelle Losung der Aufgaben eines
solchen Typs unméglich. Seitdem konzentrieren sich zahireiche Untersuchungen in

kann man TUrING und PosT nicht unmittelbar zu den Schépfern oder Pionieren auf dem Gebiet
der modernen Rechentechnik zéhlen. [TurinG arbeitete allerdings von 1945 bis 1948 am Natio-
nal L&bora,tory of Physics in einer Gruppe, die sich mit dem Bau und dem Emsatz einer a.ut;o-
h 1 befaBte und das Projekt der automati:
ACE erarbeitete; er stellte als erster eine Reihe von Progmmmen auf. Als 1948 an der Univer-
sitét Manchester mit dem Bau einer Rech wurde, hselte TuRING
nach dort iiber und iibernahm die Leitung der mit diesem Projekt zusammenhingenden
mathematischen Arbeiten. Insbesondere befaBte er sich mit dem Problem der Zusammen-

t: groBer Prog aus Unterprog; Auch die Frage, ob und wie Maschinen
lernen konnen, hat ihn als einen der ersten bewegt — Amn d. Uben] V:slmehr begrﬂndeten
sie das phil hische Verstindnis dafiir, daB aut ti arb hinen még-

lich smd und bemesen die Existenz universeller Maschinen, und das zu einer Zeit, als es solche
Maschinen real noch mcht gab An der Entwicklung und Konstmkmon der realen modernen
Mathemati

ten hatte der zu den b tendst kern
des 20. J&hrhunderts zu rechnende J. v. NEUMANN groBSen Anteil.
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der Algorithmentheorie (und auch in anderen Gebieten der Mathematik) auf
die Frage nach der Existenz von Losungsalgorithmen fiir bestimmte Typen von
Aufgaben. Die in dieser Richtung erzielten groflen Erfolge fithrten zu einem
besseren Versténdnis dafiir, was Rechenautomaten leisten bzw. nicht leisten kénnen.
Hierzu gehoren insbesondere die relativ einfach zu formulierenden Resultate von
A. A.Maggov und P. 8. Novigov, die wir in den Abschnitten 1.4, 3.2 und 3.3
darstellen werden.

Nun zur zweiten Frage: Wenn zwei Maschinen dasselbe tun oder zu tun fahig
sind, so bedeutet das nicht, daB sie es in derselben Weise tun. Diese Bemerkung
betrifft sowohl verschiedene Maschinen desselben Typs (z. B. zwei Turing-Maschinen)
als auch Vertreter verschiedener Maschinentypen. So setzt sich z. B. der in einer
Turing-Maschine ablaufende Prozef aus einer Folge von Einzelschritten zusammen,
wobei in jedem Einzelschritt nur ein kleiner Teil der Maschine in Aktion ist. Dem-
gegeniiber ist ein anderer Maschinentyp, der sogenannte v.-Neumann-Automat
durch einen hohen Grad von Parallelarbeit charakterisiert, d. h., in einem solchen
Automaten wird jeder Einzelschritt gleichzeitig ,,iiberall” wirksam. Umsténde dieser
oder dhnlicher Art kénnen dazu fiihren, daB bei einem speziellen Typ von Aufgaben
ein bestimmter Typ von Automaten oder Algorithmen den Vorzug verdient, selbst
wenn sie alle gleichwertig sind. Gleichwertige Algorithmen oder Automaten kénnen
sich in bestimmten Situationen durchaus als besser oder schlechter erweisen. Damit
fiihrt die sehr allgemein formulierte zweite Frage zu einer Vielzahl ganz spezieller
Fragen, die mit verschiedenen Klassifikationen der abstrakten Rechenautomaten
und einer Abschitzung der Giite der von ihnen realisierten Algorithmen verkniipft
sind. Problemen dieser Art sind die Abschnitte 3.4 bis 3.10 gewidmet.

AbschlieBend noch zwei Bemerkungen zu der von uns gewihlten Art der Dar-
stellung: Wegen ihrer Linge konnen nicht alle Beweise vollstindig gebracht werden.
Dabher ist die Darstellung an einzelnen Stellen weder streng noch vollstindig, was
jedoch, wie uns scheint, kein Nachteil ist, sondern eher das Verstindnis des Wesens
der Sache erleichtert. Zur Abrundung des Bildes werden in den Abschnitten 2.1 und
3.2 einige Fakten in Form eines Uberblicks gegeben. Bei der Beschreibung des Auf-
baus von Maschinen gehen wir nicht auf technische Einzelheiten ein. Vielmehr richten
wir unser Augenmerk auf das Zusammenwirken der einzelnen Teile der Maschine.
Das entspricht der Zielsetzung des Buches, die in der Erérterung der mathematischen
und logischen Méglichkeiten und nicht in der Beschreibung technischer Einzelheiten
besteht.



1. Algorithmen

1.1, Numerische Algorithmen

1.1.1.  Die Grundrechenarten. Der Euklidische Algorithmus

Wie schon in der Einleitung gesagt, sind einfache Beispiele fiir Algoritl die
Regeln, nach denen im Dezimalsystem die Grundrect ten ausgefiihrt werden. So
148t sich beispielsweise die Addition zweier mehrstelliger natiirlicher Zahlen auf eine
Kette elementarer Operationen zuriickfiihren, bei denen der Rechner jeweils nur zwei
entsprechende Ziffern der Summanden zu beachten braucht, von denen eine mit einem
Zeichen versehen sein kann, das auf einen Zehner-Ubertrag hinweist. Hierbei treten

zwei Arten von Operationen auf:

1. das Niederschreiben der entsprechenden Ziffer der Summe;
2. der Hinweis auf einen Ubertrag an die links benachbarte Ziffer.

Ferner ist vorgeschrieben, in welcher Reihenfolge die Operationen auszufiihren sind
(von rechts nach links). Der formale Charakter dieser elementaren Operationen be-
steht darin, daB sie sich mit Hilfe einer ein fiir allemal vorgegebenen Additions- und
Ubertragstabelle fiir die Ziffern automatisch ausfithren lassen, von deren inhaltlichen
Bedeutung vollig abgesehen werden kann.

Ahnlich steht es mit den anderen drei Grundrechenarten sowie dem Quadratwurzel-
ziehen und éhnlichen Operationen. Der formale Charakter der entsprechenden Vor-
schriften (Algorithmen) li8t offenbar keinerlei Zweifel aufkommen (bei Schiilern
kann das besonders bei der Vorschrift fiir das Quadratwurzelzichen beobachtet
werden).

Als weiteres Beispiel wollen wir den Euklidischen Algorithmus betrachten, mit
dem man alle Aufgaben des folgenden Typs l6sen kann:

Zu zwei natiirlichen Zahlen a, b ist der gropte gemeinsame Teiler zu bestimmen.
Die verschiedenen Aufgaben dieses Typs entsprechen den verschiedenen Zahlen-
paaren a, b.

Bekanntlich 1a8t sich die Lésung jeder solchen Aufgabe mittels einer fallenden
Folge von Zahlen konstruieren, von denen die erste die groSere der beiden vorge-
gebenen Zahlen, die zweite die kleinere, die dritte der Rest bei der Division der ersten
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durch die zweite, die vierte der Rest bei der Division der zweiten durch die dritte
ist, und so fort. Der Proze wird so lange fortgesetzt, bis die Division ohne Rest
aufgeht. Der Divisor der letzten Division ist der gesuchte gréfte gemeinsame Teiler
der beiden Zahlen.

Da man die Division auf wiederholte Subtraktionen zuriickfiihren kann, 1a8t sich

" die Vorschrift zur Losung einer solchen Aufgabe auch in Form folgender, nachein-
ander auszufithrender Anweisungen angeben:

Anweisung 1. Notiere die Zahlen o und b. Gehe zur folgenden Anweisung iiber.

Anweisung 2. Vergleiche die notierten Zahlen (@ = b oder a < b oder a > b).
Gehe zur folgenden Anweisung iiber.

Anweisung 3. Wenn die beiden zuletzt notierten Zahlen gleich sind, so leistet jede
von jhnen das Gewiinschte; dann ist die Rechnung abzubrechen. Ist das nicht der
Fall, dann gehe zur folgenden Anweisung iiber.

Anweisung 4. Wenn die erste der zuletzt notierten Zahlen kleiner als die zweite
ist, so vertausche ihre Plitze und gehe zur folgenden Anweisung iiber.

Anweisung 5. Subtrahiere die zweite Zahl von der ersten und notiere die beiden

folgenden Zahlen: den Subtrahenden und die Differenz. Gehe zur Anweisung 2
iiber.
Wenn also alle fiinf Anweisungen ausgefiihrt worden sind, soll man zur zweiten
zuriickkehren, danach zur dritten, vierten, fiinften und wiederum zur zweiten,
dritten usw. iibergehen, bis zwei gleiche Zahlen auftreten; dann ist die in der dritten
Anweisung enthaltene Bedingung erfiillt, und der ProzeB bricht ab.

In der Mathematik werden Algorithmen natiirlich nicht immer so pedantisch formal
beschrieben. Es diirfte aber einleuchten, daB jeder der bekannten Algorithmen in
dieser Form angegeben werden kann.

In der angefiihrten Beschreibung des Euklidischen Algorithmus ist der Lésungs-
prozeB in mehrere elementare Operationen aufgegliedert worden: Subtraktion zweier
Zahlen, Vergleich zweier Zahlen, Vertauschung der Plitze zweier Zahlen. Man sieht
leicht ein, daB diese Aufgliederung noch viel weiter getrieben werden kann. So laBt
sich z. B. die Anweisung 5 beziiglich der Subtraktion der notierten Zahlen in ein
System von Anweisungen zerlegen, das den Algorithmus der Subtraktion zweier
Zahlen beschreibt; da aber die Algorithmen fiir die Grundrechenarten hinreichend
bekannt und einfach sind, wird man von einer weiteren Aufgliederung Abstand
nehmen.

1.1.2.  Numerische Algorithmen

Algorithmen, in denen die vier Grundrechenarten eine tliche Rolle spielen,

werden hiufig als numerische Algorithmen') bezeichnet. Wir finden sie in allen Ge-
bieten der elementaren und auch der hoheren Mathematik. Sie werden in Worten,

1) Man beachte, daB dieser Termi keine fest umrissene Bedeutung hat.
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durch Formeln oder durch verschiedenartige Schemata beschrieben. So kann bei-
spielsweise der Algorithmus zur Aufl5sung eines Systems von zwei linearen Gleichun-
gen mit zwei Unbekannten

ax + by =c¢,
ax + by =c,

durch die Formeln

c1b; — by @10y — @30y

ab, — asby Y ab; — ash,

beschrieben werden. Durch diese Formeln wird die Art der auszufiihrenden Opera-
tionen sowie ihre Reihenfolge festgelegt.!) Diese Formeln beschreiben fiir alle Auf-
gaben des angegebenen Typs (d. h. fiir beliebige Koeffizienten a,, by, ¢;, a,, b,, ¢;)
dieselbe Kette von Rechenoperationen.

Es sei aber darauf hingewiesen, da$ im allgemeinen die Anzahl der Operationen,
die zur Ausfiihrung eines Algorithmus notwendig sind, im voraus nicht bekannt zu
sein braucht. Diese Anzahl kann von den konkreten Bedingungen jeder einzelnen
Aufgabe abhingen und braucht sich erst im LosungsprozeB selbst zu ergeben.
Zum Beispiel gilt das fiir den Euklidischen Algorithmus. Hier hingt die Anzahl der
notwendigen Subtraktionen von der speziellen Auswahl des Zahlenpaares a, b ab.

Die weite Verbreitung der numerischen Algorithmen erkléirt sich daraus, daB man
viele andere Operationen auf die vier Grundrechenarten zuriickfiihren kann. In
vielen Fillen ist diese Riickfithrung nicht véllig exakt, kann jedoch mit jeder beliebig
vorgegebenen Genauigkeit ausgefithrt werden. Das 1iBt sich sehr gut am Beispiel
des iiblichen Algorithmus zum Quadratwurzelziehen erkennen, der die Quadrat-
wurzel im allgemeinen zwar nur angenéhert, aber mit beliebig vorgegebener Genauig-
keit mit Hilfe von aufeinanderfolgenden Divisionen, Multiplikationen und Sub-
traktionen zu ermitteln gestattet. In einem speziellen Zweig der modernen Mathe-
matik, der praktischen Analysis, werden Verfahren erarbeitet, welche komplizierte
Operationen der Analysis, wie Integration, Differentiation usw., auf die vier Grund-
rechenarten zuriickfiihren.

In Fillen, in denen man keinen Algorithmus zur Losung aller Aufgaben eines
gegebenen Typs besitzt, kann es durchaus méglich sein, einzelne Aufgaben dieses
Typs zu l6sen. Ein solches fiir den Einzelfall geschaffenes Verfahren wird jedoch fiir
die Mehrheit der iibrigen Fille unbrauchbar sein und ist daher kein Algorithmus
fiir die betrachtete Aufgabenklasse.

1) Bei diesen Uberlegungen wird stillschweigend angenommen, daB es sich um eindeutig
losbare Gleich 'y handelt, d.h. solche, bei denen a;b, — a,b, = 0 ist. [Anm. d.

Ubers.]
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1.1.3. Diophantische Gleichungen

Wir kommen nun zu einem Beispiel fiir einen Typ von Aufgaben, zu deren Losung
die Mathematik nachweisbar iiber keinen Algorithmus verfiigt.

Wir betrachten alle méglichen diophantischen Gleichungen, d. h. Gleichungen der
Form

P=0,

wobei P ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist.!) Beispiele fiir solche
Gleichungen sind

By =0,
621 — z 43 =0.

Die erste dieser Gleichungen enthélt drei, die zweite eine Unbestimmte (im allgemeinen
werden Gleichungen mit beliebig vielen Unbekannten betrachtet). Eine solche
Gleichung kann g hlige Losungen besitzen oder auch nicht. Die erste Gleichung

besitzt z. B. die ganzzahlige Losung
z2=3, y=4, 2=25,

wihrend die zweite Gleichung keine ganzzahlige Losung besitzt; man beweist nim-
lich leicht, daB fiir jedes ganzzahlige « die Ungleichung

6218 >z — 3
gilt.
Auf dem Internationalen Mathematikerkongre$ in Paris im Jahre 1900 legte der
berithmte Gottinger Mathematiker Davip HILBERT eine Liste von 23 schwierigen

Problemen vor und lenkte die Aufmerksamkeit der mathematischen Offentlichkeit
auf die Wichtigkeit ihrer Losung.?) Unter ihnen befand sich auch das folgende
Problem (das 10. Hilbertsche Problem):

Es w8t ein Algorithmus anzugeben, mit dessen Hilfe man wvon einer beliebigen
d tischen Gleichung f llen kann, ob sie eine ganzzahlige Losung besitzt oder
mcht.

Fiir den Spezialfall der diophantischen Gleichungen mit einer einzigen Unbe-

kannten ist ein solcher Algorithmus lingst bekannt. Wenn némlich eine Gleichung

1) Niiheres iiber solche Glexchungen findet man z. B. in dem Bh.ndchen von A. O. GELFOND,
Die Auflésung von Gleichungen in ganzen Zahlen (Diophanti Gleich ), 5. Auflage,
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1973. [Anm d. Ubers.]

?) Em Neud.ruck der Hilbertschen Probleme mit ausfiihrlichen Kommentaren hervor-

her Mathematiker iiber die Entwicklung und den gegenwirtigen Stand
der Lésnng d.\eser Probleme, die sich zum iiberwiegenden Teil als Schliisselprobleme fiir den
Fortschritt in den ausgewihlten Gebieten der Mathematik erwiesen haben, ist 1971 unter dem
Titel ,,Die Hilbertschen Probleme* als Band 252 der Reihe ,,Ostwald’s Klassiker der exakten
Wissenschaften‘ erschienen. [Anm. d. Ubers.]
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mit ganzzahligen Koeffizienten
pt® + Gp2*1 + e+ a1 + =0

die ganzzahlige Wurzel z, haben soll, so mu88 a, durch z, teilbar sein. Damit 148t
sich folgender Algorithmus angeben:

1. Bestimme alle Teiler der Zahl a, (s sind endlich viele).

2. Setze jeden Teiler in die linke Seite der Gleichung ein und berechne deren
numerischen Wert.

3. Nimmt die linke Seite fiir einen gewissen Teiler den Wert Null an, so ist dieser
Teiler eine Wurzel der Gleichung; wenn aber die linke Seite der Gleichung fiir jeden
Teiler von Null verschieden ist, so besitzt die Gleichung keine ganzzahlige Losung.

Mit dem 10. Hilbertschen Problem befafiten sich viele hervorragende Mathema-
tiker, ohne da es ihnen gelang, auch nur fiir Polynome zweiten Grades einen solchen
Algorithmus anzugeben. Im Zusammenhang mit der Entwicklung der Algorithmen-
theorie und der Entdeckung algorithmisch unlésbarer Probleme verdichtete sich der
Verdacht, daB es vielleicht nachweisbar keinen derartigen Algorithmus gibt, eine
Moglichkeit, die wahrscheinlich von HILBERT gar nicht in Betracht gezogen wurde.
Aber auch die Bemiihungen in dieser Richtung blieben lange Zeit ohne Erfolg, bis
es Ende 1969 dem jungen Leningrader Mathematiker JuU. V. MATIJASEVIS gelang,
die Nichtexistenz eines solchen Algoritt zu beweisen. Der g Sinn dieses
negativen Resultats wird dem Leser erst aus den spiteren Darlegungen klar werden.

Die folgenden Eigenschaften numerischer Algorithmen, die in den bisher betrach-
teten Beispielen geniigend klar erkennbar sein diirften, sind auch fiir jeden anderen
Algorithmus charakteristisch:

Die Determiniertheit eines Algorithmus. Es wird gefordert, dafl man das
Rechenverfahren jeder anderen Person in Form endlich vieler Anweisungen mitteilen
kann, die besagen, wie man in den einzelnen Stadien der Rechnung vorzugehen hat.
Die Rechnung geméill diesen Anweisungen unterliegt keinerlei Willkiir des jeweiligen
Rechners und ist ein wohldeterminierter Proze8, der zu beliebiger Zeit wiederholt
und mit demselben Ergebnis auch von anderen Personen durchgefiihrt werden kann.

Die Allgemeinverwendbarkeit eines Algorithmus. Ein Algorithmus ist
eine einheitliche Vorschrift, die einen Rechenproze8 bestimmt, der bei unterschied-
lichen Anfangswerten beginnen kann und in allen Fillen zum entsprechenden Resultat
fithrt. Ein Algorithmus dient also nicht nur zur Losung einer individuellen Aufgabe,
sondern zur Losung einer ganzen Schar von Aufgaben gleichen Typs.

1.2.  Algorithmische Spiele

Die Aufgaben aus Abschnitt 1.1 waren der Arithmetik und der Algebra entnommen.
Sie sind fiir die Problematik dieser mathematischen Gebiet dezu typisch und
besitzen sozusagen traditionellen mathematischen Charakter. Wir werden jetzt
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zwei Scharen von Aufgaben etwas niher betrachten, die vollig anders geartet sind.
Man kénnte kurz sagen, daB sie logischer statt mathematischer Natur sind,
obwohl es ziemlich schwierig sein diirfte, ein exaktes Kriterium anzugeben, nach
welchem logische Aufgaben von iiblichen mathematischen Aufgaben zu unterscheiden
sind. Ohne uns auf weitere terminologische Betracht 1 wollen wir
nur bemerken, da8 es sich in beiden Fillen darum handelt, Algorithmen zu finden,
d. h. Vorschriften, nach denen jeweils wieder ganze Scharen von Aufgaben gleichen
Typs gel6st werden kénnen. Bei den in diesem Paragraphen zu betrachtenden Fillen
handelt es sich jedoch nicht um numerische Algorithmen.

1.21. Das Spiel ,,Elf Gegenstinde*

In seinem Buch ,,Maremarudeckan cMexanxa‘ (,,Mathematische Geschicklichkeit‘)t)
stellt B. A. KORDEMSKIJ eine Reihe von Spielen vor, bei denen der Erfolg nicht vom
zufilligen Vorliegen giinstiger Umsténde, sondern allein vom Geschick und den
Fahigkeiten der Spieler abhingt. Spiele dieser Art werden heute meistens strategische
Spiele genannt. Wir beginnen mit der Betrachtung des Spiels ,,Elf Gegenstinde®,
einer speziellen Variante der sogenannten Nimm-Spiele.

Auf dem Tisch liegen elf Gegenstéinde, z. B. Streichhélzer. Der erste Spieler (A)
nimmt sich von diesen, nach seinem Ermessen, ein, zwei oder drei Stiick. Danach
nimmt der zweite Spieler (B) von den verbleibenden Streichhdlzern, ebenfalls nach
seinem Ermessen, ein, zwei oder drei Stiick. Sodann ist wieder Spieler A an der
Reihe. In jedem Zug des Spiels kann der Spieler, der an der Reihe ist, nach seinem
Ermessen, ein, zwei oder drei Streichholzer aufnehmen. Derjenige Spieler hat das
Spiel verloren, der das letzte Streichholz aufnimmt.

Kann der Spieler A, der das Spiel beginnt, seinen Partner B zwingen, das letzte
Streichholz aufzunehmen? Eine Analyse des Spieles zeigt, da8 das tatsichlich der
Fall ist. Der Spieler A muB dabei dem folgenden System von Anweisungen folgen:

1. Erster Zug: A nimmt 2 Streichhélzer.

2. Folgezug: Hat B bei seinem letzten Zug? (1 <1 < 3) Streichhélzer genom-
men, so nimmt A im Folgezug 4 — I Streichhélzer.

Dieses System von Anweisungen ist in dem Sinne vollstindig, da es fiir den Spieler A
in jedem Zug ein ganz bestimmtes Verhalten vorschreibt. Ein derartiges vollstindiges
System von Anweisungen heifit in der Spieltheorie eine Strategie. Eine Strategie des
Spielers A heiBit eine Gewinnastrategie (fiir A), wenn jede nach ihr gespielte Partie fiir
A siegreich endet. Man kann zeigen, daf die oben angegebene Strategie tatsichlich

!) Das Buch ist unter dem Titel ,, Kopfchen, Képfchen!* auch in deutscher Ubersetzung
erschienen (10. Auflage, Urania-Verlag, Leipzig—Jena— Berlin 1974). Die Spiele ,,Elf Gegen-
stiande* und ,,Sieg der geraden Zahl* finden sich dort auf S. 126. [Anm. d. 5bere.]
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eine Gewinnstrategie fiir A ist, d. h. A unter allen Umstinden zum Sieg fiihrt, wie
sich B auch verhalten mag. Die folgenden beiden Partien mégen diesen Sachverhalt
illustrieren:

A B ABAB A B ABAB
222131, 231131,

Falls A im ersten Zug ein oder drei Streichhélzer nimmt, kann Spieler B die Partie
so fortsetzen, daB er sie mit Sicherheit gewinnt. Wir empfehlen dem Leser, die ent-
sprechenden Gewinnstrategien fiir B zu notieren.

1.2.2.  Das Spiel ,,Sieg der geraden Zahl*

Wir betrachten als nichstes das Spiel ,,Sieg der geraden Zahl“ aus dem Buch von
B. A. KORDEMSKIJ.

Von am Anfang 27 StreichhSlzern nehmen die Spieler A und B abwechselnd
mindestens ein und héchstens vier Stiick. Gewonnen hat derjenige Spieler, der zum
SchluB iiber eine gerade Anzahl von Streichhdlzern verfiigt. Es zeigt sich, daB in
diesem Spiel der Spieler A, der das Spiel eroffnet, folgende Gewinnstrategie besitzt :

1. Erster Zug: A nimmt 2 Streichholzer.

2. Folgezug von A, wenn B eine gerade Anzahl von Streichhélzern be-
sitzt: Liegen mehr als 7 Streichholzer auf dem Tisch, so nimmt A so viele Streich-
hélzer, daB die verbleibende Anzahl um 1 gréBer als ein Vielfaches von 6 (d. h. 19,
13 oder 7) ist. Liegen 5 oder 3 Streichhélzer auf dem Tisch, so nimmt A im ersten Fall
4, im zweiten Fall 2 Streichhélzer.

3. Folgezug von A, wenn B eine ungerade Anzahl von Streichhélzern
hat: Liegen mehr als 3 Streichhélzer auf dem Tisch, so nimmt A so viele Streich-
hélzer, dafl die verbleibende Anzahl um 1 kleiner ist als ein Vielfaches von 6 (d. h.
23, 17, 11 oder 5). Wenn das nicht moglich ist, so nimmt A so viele Streichhélzer,
daB die verbleibende Anzahl ein Vielfaches von 6 ist. Liegen 3 oder weniger Streich-
holzer auf dem Tisch, so werden diese alle genommen.

Man iiberlege sich, daB dieses System von Anweisungen vollstindig, d. h. in der
Tat eine Strategie fiir A ist. Die folgende Partie lduft entsprechend der geschilderten
Strategie ab:

A BABABABABARB
211313 414 2 4 1.

Wie auch im vorangehenden Abschnitt, wollen wir auf eine Begriindung der be-
schriebenen Gewinnstrategie verzichten. Sie ist fiir die betrachteten und eine Reihe
weiterer Spiele im Buch von KorpEMSKIS zu finden. Wir mdchten nur bemerken, daBl
die anzustellenden Uberlegungen wesentlich von der Spezifik des betrachteten Spiels
abhingen und die Ausarbeitung einer Gewinnstrategie nicht selten groBles Geschick
und Erfindungsgabe erfordert.



1.2. Algorithmische Spiele 23

1.23. Der Baum eines Spiels

Unser niichstes Ziel ist die Beschreibung eines Algorithmus, der auf jedes Spiel einer
umfassenden Klasse von Spielen anwendbar ist und fiir jeden Spieler aus der Menge
aller fiir ihn méglichen Strategien eine ,,optimale® ausgewahlt. Um eine iibermé8ige
Formalisierung zu vermeiden, werden wir die Bedeutung der meisten im folgenden
benétigten Begriffe nur an Beispielen erldutern.?)

Wir weisen zunéchst auf die folgenden Besonderheiten der in den Abschnitten 1.2.1
und 1.2.2 betrachteten Spiele hin:

1. Am Spiel sind zwei Spieler beteiligt, die abwechselnd einen Zug ausfiihren.

2. Fiir jede Partie ist genau eines der folgenden beiden Resultate moglich:

a) Es gewinnt der Spieler A, der die Partie eréffnet (im folgenden durch ,,+*
symbolisiert),

b) es gewinnt der Spieler B (im folgenden durch ,,—* symbolisiert).

3. In jedem Zug wihlt der Spieler, der an der Reihe ist, eine Variante aus einer
gegebenen endlichen Anzahl von Méglichkeiten aus, wobei diese Auswahl nicht
durch einen Zufalls-Mechanismus (z. B. einen Wiirfel) gesteuert wird.

4. Bei jedem Zug ist jeder der beiden Spieler iiber den bisherigen Verlauf des
Spiels, d. h. die A hlen und Resultate der vorangehenden Ziige, voll informiert.
Wir werden im folgenden unter einem Spiel stets ein solches verstehen, das diese
Eigenschaften 1 bis 4 besitzt.

Zunichst ist ganz offensichtlich, daB nicht beide Spieler eine Gewinnstrategie
besitzen konnen. Inhaltsreicher ist dagegen die Behauptung, daB in jedem Spiel
einer der beiden Spieler eine Gewinnstrategie besitzt. Bevor wir das beweisen, wollen
wir die bequeme Methode der Beschreibung von Spielen durch Biume erlautern.

In Abb. 1 ist als Beispiel der Baum des Spiels ,,Sechs Gegenstinde dargestellt.
In Abwandlung des Spiels , Elf Gegenstinde* liegen zu Beginn des Spiels sechs
Streichhdlzer auf dem Tisch, von denen die beiden Spieler abwechselnd nach Be-
lieben ein oder zwei Stiick fortnehmen. Verloren hat wieder derjenige Spieler, der das
letzte Streichholz nimmt.

Die Knoten des Baumes entsprechen den verschiedenen Situationen, die in den
nach den Regeln des Spiels ablaufenden Partien eintreten kénnen. Die aus einem
Knoten nach oben herausfiihrenden Aste oder Kanten entsprechen den im anschlie-
Benden Zug moglichen Varianten.

Im gewihlten Beispiel sind in jeder Situation, ausgenommen die Situationen, in
denen kein Streichholz mehr auf dem Tisch liegt — die entsprechenden Knoten des
Baumes wollen wird Endknoten nennen — im nachfolgenden Zug genau zwei Varian-
ten moglich. Wir vereinbaren, daB der nach links oben gerichtete Ast der Auswahl

1) Man vgl. etwa WENTZEL, J. S., El der Spieltheorie, 4. Aufl BSB B. G. Teubner,
Leipzig 1970, oder OWEN, G., Spleltheone, Spnnger~Verlag, Berlin— Heldelberg—NewYork 1971.
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eines Streichholzes und der nach rechts oben gerichtete Ast der A hl von zwei
Streichhélzern entspricht. Jede mégliche Partie des Spiels wird durch einen be-
stimmten Weg charakterisiert, der vom untersten Punkt «, der Wurzel des Baumes,
zu einem Endknoten fithrt. Jedem Zug der Partie entspricht der Ubergang von einem
Knotenpunkt des Weges zu einem oberen Nachbarn. In den Endpunkten haben wir
in einem kleinen Kreis das Resultat der in di Endpunkt endenden Partie an-
gegeben. Unter den Knoten ist jeweils die Gesamtzahl der in der entsprechenden Situa-
tion vom Tisch genommenen Streichhélzer vermerkt. Der hervorgehobene Weg ent-
spricht der Partie

ABAB
21 2 1

die von A gewonnen wird.

Abb. 1

Jedem Knoten des Spielbaumes, der kein Endknoten ist, ordnen wir seinen Rang
zu (vgl. Abb. 1). Den héchstméglichen Rang der Knotenpunkte nennen wir den Rang
des Baumes. Er glht die mn,xu:nale Liange einer Partie des betrachteten Spiels an. Die
Knoten ungerad hen den Situationen, in denen der Spieler A, der
die Partie er6ffnet, am Zuge ist, dle Knoten geraden Ranges den Situationen, in denen
der andere Spieler B am Zuge ist.

Blsla.ng haben wir den Spielbaum nur als graphische Illustration des Spiels an-
d Regeln iichst auf eine andere Weise, namlich verbal,
wurden. Es hindert uns jedoch nichts daran, einen Baum selbst als Beschrelbung
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eines Spiels anzusehen. So beschreibt z. B. der Baum in Abb. 2a ein Spiel, bei dem
jede Partie aus zwei Ziigen besteht, wobei Spieler A im ersten Zug eine von drei
Varianten auswihlen kann und Spieler B in jeder Situation im anschlieBenden
zweiten Zug sich fiir eine von genau zwei Varianten entscheiden mu8. In dem Spiel
ist nur eine Partie moglich, bei der A gewinnt; sie ist durch den hervorgehobenen
Weg charakterisiert. Der Baum in Abb. 2b beschreibt ein (ausgeartetes) Spiel, das

sich auf einen einzigen Zug beschrinkt.
b)

Jeder Knoten eines Baumes, der kein Endknoten ist, kann als Wurzel eines 7'esl-
baumes angesehen werden, der seinerseits ein bestimmtes Spiel beschreibt.

Die Darstellung eines Spiels durch seinen Baum ermdéglicht es, jede Strategie des
Spielers A als ein System von Pfeilen aufzufassen, die von Knoten ungeraden Ranges
zu oberen Nachbarn geraden Ranges fiihren. Dabei miissen folgende Bedingungen
erfiillt sein:

a) aus keinem Knoten (ungeraden Ranges) fiihrt mehr als ein Pfeil heraus (die
Strategie des Spielers A legt in jeder Situation, in der er am Zuge ist, eindeutig die
von ihm gewihlte Variante fest),

@ & 0 @ @ o

Abb. 2

Abb. 3

b) wenn ein Pfeil zu einem Knoten y geraden Ranges fithrt, so ist jeder im Spiel-
baum mit y verbundene Knoten niichsthoheren Ranges, der kein Endknoten ist,
Anfang genau eines Pfeiles (Abb. 3) (diese Bedingung garantiert, da$8 die Strategie
jede Situation beriicksichtigt, in die A durch den Spieler B gebracht werden kann),

c) es gibt genau einen Pfeil, der von « ausgeht.
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Analog kann man jede Strategie des Spielers B als ein System von Pfeilen auf-
fassen, die von Knoten geraden Ranges zu oberen Nachbarknoten ungeraden Ranges
fiihren, und das entsprechende Eigenschaften hat.

In Abb. 4 ist in den Baum des Spiels ,,Sechs Gegenstinde* die Strategie fiir A ein-
getragen, die darin besteht, daB A in jeder Situation, in der er am Zuge ist, ein Streich-
holz aufnimmt. Mit dieser Strategie sind drei Partien moglich, von denen A zwei
verliert und eine gewinnt. Sie ist also keine Gewinnstrategie fiir A.

Abb. 4
1.2.4.  Die Existenz einer Gewinnstrategie

Im vorliegenden Abschnitt wollen wir den folgenden Satz beweisen:
Sat z. In jedem Spiel hat einer der beiden Spieler eine Gewinnstrategie.

Abb. 5

Der Beweis besteht in der Angabe eines Algorithmus, durch den bei einem beliebig
vorgegebenen Spiel fiir einen der beiden Spieler eine Gewinnstrategie aufgestellt wird.
Die Konstruktion des Algorithmus erfolgt durch Induktion iiber die maximale
Partienlinge » des gegebenen Spiels, d. h. den Rang des Spielbaumes.
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Anfangsschritt » = 1. In diesem Fall besteht jede Partie aus einem einzigen
Zug, wobei wir zuniéchst annehmen, daB dieser Zug vom Spieler A ausgefiihrt wird
(im vorli d beiteten” Spiel ist also B niemals am Zuge). Der Spielbaum
werde durch Abb. 5 gegeben wobei ¢y, ..., 6, entweder gleich ,,+“ (A gewinnt) oder
gleich ,,—* (B gewinnt) ist. Kommt unter ¢, ..., 6, wenigstens einmal das Symbol
5+ vor, so besitzt A eine Gewinnstrategie. Jeder Pfeil, der von der Wurzel « zu einem
mit ,,+* markierten Endpunkt fiihrt, beschreibt eine solche Gewinnstrategie. Eine
bestimmte Gewinnstrategie kann dadurch ausgewihlt werden, daB man — wenn
mehrere existieren — die wihlt, die zu dem am weitesten links gezeichneten und
durch ,,+ markierten Endpunkt gehort. Sind alle o; gleich ,,—*, so besitzt B eine
Gewinnstrategie, da jeder mégliche Zug von A zur Niederlage von A fithrt. In diesem
Fall gibt es allerdings keine Pfeile, die eine Auswahl von B markieren, da ja im
betrachteten Spiel der Spieler B niemals zum Zuge kommt.

Abb. 6

o

Dieselbe Uberlegung fithrt zum Ziel, wenn wir annehmen, daB « eine Situation
bezeichnet, in der B am Zuge ist. In diesem Fall hat B eine Gewinnstrategie, falls
unter oy, ..., ¢, Wenigstens einmal das Symbol ,,—* vorkommt, anderenfalls besitzt A
eine solche.

Induktionsschritt. Wir nehmen an, der Satz sei schon fiir alle Spiele bewiesen,
deren Rang kleiner als » ist, und zeigen, daB er dann auch fiir alle Spiele gilt, deren
Rang gleich » ist. Der Baum eines derartigen Spiels sei durch Abb. 6 gegeben, wobei
die Dreiecke die Teilbiume 4, ..., 4, des Baumes andeuteten, die als Wurzeln
P15 +++s Yo die oberen Nachbarn der Wurzel « des betrachteten Baumes haben. Wir
nehmen an, daB in der Situation « der Spieler A am Zuge ist. Dann stellen die Teil-
bdume 4, ..., 4, Spiele dar, in denen B den ersten Zug ausfiihrt. Die Maximallinge
aller dieser Spiele ist kleiner als », so daBl wir auf Grund der Induktionsvoraussetzung
annehmen kénnen, da8 in jedem dieser Spiele einer der beiden Spieler eine Gewinn-
strategie besitzt. Hat nun in wenigstens einem dieser Teilspiele der Spieler A eine
Gewinnstrategie, eine solche mége o. B. d. A. in dem durch 4, beschriebenen Teil-
spiel vorhanden sein, so hat A auch eine Gewinnstrategie im Gesamtspiel. Man
braucht dazu nur zu den in 4, gelegenen Pfeilen einer solchen Gewinnstrategie den
Pfeil von & zur Wurzel y, von 4, hinzuzufiigen, d. h., A muB im Gesamtspiel als erstes
den dem Ast von « nach y, entsprechenden Zug ausfiihren und anschlieBend die
Gewinnstrategie in A, befolgen. Hat dagegen in jedem der Teilspiele 4y, ..., 4, der
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Spieler B eine Gewinnstrategie, so hat B auch im Gesamtspiel eine Gewinnstrategie. Sie
besteht in der Vereinigung aller Gewinnstrategien in den Teilspielen.
Damit ist der behauptete Satz bewiesen.

Wir illustrieren den geschilderten Algorithmus am Beispiel des Baumes fiir das
Spiel ,,8echs Gegenstinde* (vgl. Abb. 7). Ausgehend von den Endknoten, d. h. den
Knoten héchsten Ranges, versehen wir die Knoten mit dem Symbol ,,+ oder ,,—*,
je nachdem, ob im entsprechenden Teilspiel der Spieler A oder der Spieler B eine
Gewinnstrategie hat. Die Verteilung der Symbole ,,++* und ,,—* in den Endknoten

Rang1

ist durch die Regeln des Spiels determiniert. Unter den Knoten vom Rang 6 erhiilt
offenbar nur einer das Symbol ,,+“. Wir gehen nun von links nach rechts die Knoten
des Ranges 5 durch, die Positionen entsprechen, in denen A am Zuge ist. Offenbar
muB der erste (duBerste linke) das Zeichen ,,+‘‘ erhalten, weil man von ihm zu dem
mit ,,+“ versehenen Knoten vom Rang 6 gelangen kann, die iibrigen miissen das
Symbol ,,—* erhalten. Unter den Knoten von Rang 4, die Positionen entsprechen,
in denen B am Zuge ist, erweisen sich drei als ,,+*-Knoten, nimlich die, aus denen
kein Ast zu einem ,,—‘““-Knoten vom Rang 5 fiihrt; die iibrigen vier erhalten das
Symbol ,,—*. Indem wir diesen ProzeB bis zur Wurzel fortsetzen, finden wir, dal &
ein ,,4“-Knoten ist, d.h., im Spiel ,,Sechs Gegenstiinde besitzt Spieler A eine
Gewinnstrategie. Die Konstruktion einer Gewinnstrategie, d. h. das Anbringen der
ijhr entsprechenden Pfeile, erfolgt in entgegengesetzter Richtung (von der Wurzel
zu den Endknoten). Zunichst wird « mit einem ,,4“-Knoten zweiten Ranges ver-
bunden (im vorliegenden Beispiel gibt es nur einen). Sodann wird in jedem mit dem
ausgewilhlten Knoten zweiten Ranges verbundenen Knoten dritten Ranges genau ein
Pfeil zu einem mit ihm verbundenen ,,+“-Knoten vierten Ranges gezeichnet (was
im vorliegenden Beispiel ebenfalls nur auf eine Weise moglich ist). Im betrachteten
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Beispiel ist die Konstruktion einer Gewinnstrategie fiir A damit bereits beendet; sie
ist in Abb.7 dargestellt. Die Konstruktion zeigt, daB es im Spiel ,,Sechs Gegen-
stande* fiir A nur eine einzige Gewinnstrategie gibt. Es sind bei dieser Strategie zwei
verschiedene Partien méglich, die beide mit der Niederlage von B enden.

Wir bemerken, daB der im vorliegenden Abschnitt bewiesene Satz und der zu
seinem Beweis konstruierte Algorithmus leicht auf Spiele ausgedehnt werden konnen,
die nicht die Bedingungen 1 und 2 aus Abschnitt 1.2.3 erfiillen. Die Bedingungen 3
und 4 erweisen sich demgegeniiber als wesentlich, auf sie kann nicht verzichtet
werden. So kann man z. B. Spiele zweier Partner A und B betrachten, bei denen aufler
dem Sieg von A oder B ein Unentschieden (Remis) méglich ist. Hier kann es natiirlich
passieren, daB keiner der beiden Spieler eine Gewinnstrategie besitzt. Dann liefert
der Algorithmus fiir jeden der beiden Spieler eine Strategie, deren Befolgen beiden
Spielern ein Unentschieden garantiert, fehlerhaftes Verhalten des Gegners moglicher-
weise sogar einen Sieg. Da auch das Schachspiel zu den Spielen dieses Typs gehort,
erméglicht unser Algorithmus eine Entscheidung, welcher Fall hier vorliegt, d. h.,
ob es fiir WeiB (Spieler A) eine Gewinnstrategie gibt, oder ob Schwarz (Spieler B)
eine Gewinnstrategie hat, oder ob es fiir beide Spieler eine Remis-Strategie gibt.
Hierzu geniigt es (!), den Baum des Schachspiels aufzustellen und aus ihm optimale
Strategien fiir die Spieler herzuleiten. Wenn sich dabei herausstellt, dall A eine
Gewinnstrategie besitzt, so ist der Ausgang einer Partie von vornherein zugunsten
von A entschieden, wenn A nur die Gewinnstrategie befolgt. Analog ist der Ausgang
einer Partie von vornherein klar, falls B eine Gewinnstrategie hat und diese befolgt
oder wenn beide Partner Remis-Strategien besitzen und diese befolgen.

Die Anwendung des oben beschriebenen Algorithmus auf das Schachspiel miiBite
doch nun eigentlich zur Folge haben, daf dieses vollstindig , entschleiert” und damit
uninteressant wird, wie das z. B. bei den Streichholzspielen der Fall ist. Warum ist
das, obwohl ein solcher Algorithmus existiert, beim Schachspiel bis jetzt nicht so,
warum gehort das Schachspiel nach wie vor zu den Spielen, deren Beherrschung
grofe Meisterschaft und grofes Geschick erfordert?

Bei der Beantwortung dieser Frage kommen wir in naheliegender Weise zu der
Feststellung, daB der ProzeB, der durch den Algorithmus beschrieben wird, praktisch
nicht realisierbar ist. Aus der Wurzel des Baumes, der das Schachspiel beschreibt,
fithren bereits 20 Aste heraus, die den verschiedenen méglichen Erdffnungen von
WeiB entsprechen. Aus jedem der 20 Knoten zweiten Ranges fiihren ebenfalls 20
Aste heraus. Die 400 Knoten dritten Ranges haben ihrerseits eine sehr groBe, zum
Teil unterschiedliche Anzahl von Asten usw. Und schlieBlich ist noch der Rang des
Gesamtbaumes sehr groB. Uns steht weder geniigend Zeit noch geniigend Raum
noch geniigend Material zur Verfiigung, um ein solches Vorhaben zu realisieren.
Ungeachtet dessen miissen wir die Frage, ob wir eine genaue Beschreibung besitzen,
nach der wir auf Grund eines einheitlichen Verfahrens fiir ein beliebiges Spiel des be-
trachteten Typs in endlich vielen Schritten eine optimale Strategie aufstellen kénnen,
vorbehaltlos mit ,,ja‘ beantworten. Hierfiir wollen wir auch sagen, daf der durch
diese Beschreibung bestimmte ProzeB potentiell realisierbar ist, d. h., das Ergebnis
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kann nach einer endlichen (mdoglicherweise auBerordentlich groBen) Anzahl von
Elementaroperationen erhalten werden.

Natiirlich ist man in erster Linie an auch praktisch realisierbaren Prozessen inter-
essiert. Jedoch gibt es keine formalen mathematischen Kriterien dafiir, wann ein
potentiell realisierbarer ProzeB auch praktisch realisierbar ist. Das liegt daran, daB
die praktische Realisierbarkeit in entscheidendem MaBe von den zur Verfiigung
stehenden Hilfsmitteln abhingt. Diese konnen sich aber, z. B. im Zuge der tech-
nischen Entwicklung, sehr rasch é#ndern. So wurden und werden mit der Entwicklung
schnell arbeitender elektronischer Rechenautomaten Prozesse praktisch realisierbar,
die noch vor kurzem nur potentiell realisierbar waren.

Trotz des groBen Umfanges des betrachteten Algoritl ist die Tatsache, daB
ein solcher existiert, sehr wichtig. Denn beim 10. Hilbertschen Problem gibt es nach
dem Theorem von Ju.V.MATIJASEVIE nachweisbar kei Algorit} Verfiigt
man erst einmal iiber einen Algorithmus, und mag er noch so umfangreich sein, so
ist durchaus die Moglichkeit vorhanden, daB er verbessert werden kann oder ein be-
quemerer Algorithmus zur Losung der gestellten Aufgabenklasse gefunden wird.

Im folgenden werden wir unter einem ProzeB, der durch einen Algorithmus be-
schrieben wird, stets einen potentiell realisterbaren ProzeB versteh

1.3.  Algorithmen zur Suche eines Weges in einem Labyrinth

1.3.1. Labyrinthe

Die griechische Mythologie berichtet von dem legendiren Helden THESEUS, daB er
sich in ein Labyrinth begab, um dort das Ungeheuer MINOTAURUS aufzuspiiren und
zu erschlagen. Bei diesem Vorhaben half ihm ARIADNE, indem sie ihm ein Faden-
kniiuel mitgab, dessen Ende sie in der Hand behielt, damit THESEUS den Riickweg
finden konnte. Beim Eindringen indas Labyrinth wickelte THESEUS das Knéuelab;
indem er den Faden wieder aufwickelte, gelangte er wohlbehalten zum Ausgang zuriick.

An diese alte Legende erinnert das vor einigen Jahren entwickelte automatische
Spielzeug ,,Maus im Labyrinth* des amerikanischen Mathematikers und Ingenieurs
CLAUDE SHANNON. An einer Stelle eines speziellen Labyrinths befindet sich ein Stiick
,»Speck und an einer anderen die ,,Maus“. Die Maus irrt planlos im Labyrinth
umher, bis sie den ,,Speck* gefunden hat. Hierbei kommt sie an manchen Orten
mehrmals vorbei, d. h., sie lduft in Schlaufen zum ,,Speck*. Liit man die ,,Maus‘
aber zum zweitenmal von derselben Stelle aus starten, so lduft sie direkt, ohne eine
Schlaufe zu machen, zum ,,Futter”. Wir wollen hier ein verwandtes Problem (ge-
nauer gesagt eine Schar von Aufgaben gleichen Typs) untersuch

Wre findet man einen Weg in einem Labyrinth?
Wir werden einen Algorithmus angeben, der beschreibt, wie man zur Erreichung
des in der Aufgabe gestellten Ziels vorgehen kann.
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Wir stellen uns ein Labyrinth als ein endliches System von Plitzen vor, von denen
Giinge ausgehen, wobei jeder Gang zwei Plitze verbindet; solche Plitze sollen be-
benachbart heiBen. Es kann dabei Plitze geben, zu denen man nur lings eines einzigen
Ganges gelangen kann; solche Ginge nennen wir Sackgassen. Geometrisch 18t sich
ein Labyrinth auffassen als ein System von Punkten 4, B, O, ... (den Bildern der
Pliitze) und eine G theit von Strecken 4B, BC, ... (den Bildern der Génge), die
gewisse Paare von Punkten miteinander verbinden (vgl. Abb. 8). Eine solche Figur
nennt man auch einen Graphen.

Abb. 8

Wir wollen sagen, daB ein Platz ¥ von einem Platz X aus erreichbar ist, wenn es
einen Weg gibt, der lings gewisser Géinge und iiber gewisse Plitze von X nach ¥
fiihrt. Genauer gesagt heiBt das, daB X und Y entweder benachbarte Plitze sind
oder daB eine Folge von Plitzen X,, X,, X, ..., X, existiert, so da X und X,
ferner X, und X,, ferner X, und Xj, ..., und schlieBlich X, und ¥ benachbart sind.
So ist in Abb. 8 beispielsweise der Platz H vom Platz A4 aus lings des Weges AB, BC,
CD, DE, EF, FD, DH erreichbar, wihrend K von A4 aus nicht erreichbar ist. Wenn
Y von X aus iiberhaupt erreichbar ist, so auch lings eines einfachen Weges, d. h.
eines Weges, in dem jeder Platz (und erst recht auch jeder Gang) hichstens einmal
vorkommt. Der Weg in unserem Beispiel war kein einfacher Weg. Schneidet man je-
doch die Schlaufe DE, EF, FD ab, so ergibt sich der einfache Weg 4B, BC, CD, DH.

‘Wir nehmen an, der MINOTAURUS halte sich auf einem Platz M des Labyrinths
auf. THESEUS, der sich zu Beginn auf dem Platz 4 befindet, auf dem ARIADNE auf
ihn wartet, hat die folgende Aufgabe zu lésen: Er hat festzustellen, ob M von 4 aus
erreichbar ist oder nicht.)) Wenn M erreichbar ist, so soll THESEUS auf irgendeinem
Wege dorthin gelangen und anschlieBend auf einem einfachen Wege zu ARIADNE
zuriickkehren. Ist M nicht erreichbar, so kehrt THESEUS zu ARIADNE zuriick.

Es gibt unendlich viele verschiedene Labyrinthe, wobei auch die gegenseitige Lage
der Plitze A und M noch variieren kann. Da THESEUS im voraus nichts iiber den Auf-
bau des vorliegenden Labyrinths und iiber den Aufenthaltsort des MINOTAURUS
weiB, ist die Aufgabe folgendermaBen zu verstehen: Es soll ein allgemeines Verfahren
gefunden werden, welches fiir beliebige Labyrinthe und beliebige Anordnungen der
Plitze A und M brauchbar ist. Mit anderen Worten: Es wird ein Algorithmus ge-
sucht, der auf beliebige Aufgaben des gegebenen Typs anwendbar ist.

1) Natiirlich soll M von A verschieden sein.
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1.3.2. Der Suchalgorithmus

Statt des allgemeinen Algorithmus konstruieren wir ein etwas spezielleres Such-
verfahren. Bei dem zu schildernden Verfahren wird vorausgesetzt, da man in jedem
Stadium des Suchp feststellen kann, ob THESEUS einen Gang iiberhaupt
noch nicht durchlaufen hat (einen solchen Gang wollen wir einen griinen Gang
nennen), ob er ihn einmal durchlaufen hat (gelber Gang), oder ob er ihn zweimal
durchlaufen hat (roter Gang). Befindet sich THESEUS auf einem beliebigen Platz
des Labyrinths, so kann er auf folgende Arten zu einem benachbarten Platz ge-
langen:

1. Abwickeln des Fadens. THESEUS geht von dem vorgegebenen Platz durch einen
griinen Gang zu dem benachbarten Platz. Hierbei wird der Faden der ARIADNE
langs dieses Ganges, der nach dem Durchlaufen ein gelber Gang ist, abgewickelt.

2. Aufwickeln des Fadens. THESEUS kehrt von dem erreichten Platz auf dem zuletzt
durchlaufenen gelben Gang zu dem benachbarten Platz zuriick. Hierbei wird der
Faden der ARIADNE, der vorher lings dieses Ganges abgewickelt wurde, wieder
aufgewickelt. Aus dem gelben Gang ist dabei ein roter Gang geworden.

Es wird angenommen, dal THESEUS ein Merkmal hinterlafit, das es ihm gestattet,
spiiter einen roten von einem griinen Gang zu unterscheiden. Ein gelber Gang ist ja
dadurch ausgezeichnet, daB durch ihn der Faden der ARIADNE liuft. Wie THESEUS
sich in jedem einzelnen Stadium des Suchens zu verhalten hat, hingt von den Um-
stinden ab, die er auf dem Platz vorfindet, auf dem er sich gerade aufhiilt. Diese
Umsténde lassen sich jeweils durch eines oder mehrere der folgenden Kennzeichen
charakterisieren:

1. Minotaurus. Auf dem erreichten Platz befindet sich der MINOTAURUS.

2. Schlaufe. Uber den erreichten Platz liuft schon der Faden der ARIADNE; mit
anderen Worten, von dem erreichten Platz gehen wenigstens zwei gelbe Ginge ab.

3. @riiner Gang. Von dem erreichten Platz gibt es wenigstens einen Ausgang in

einen griinen Gang.
4. Ariadne. Auf dem erreichten Platz befindet sich ARIADNE.
5. Finfter Fall. Es fehlen die erwihnten K. ich
Unser Suchverfahren kann man jetzt durch folgendes Schema beschreiben:
Kennzeichen Operation
1. Minotaurus Halt
2. Schlaufe Faden aufwickeln
3. Griiner Gang Faden abwickeln
4. Ariadne Halt

5. Fiinfter Fall Faden aufuickeln.
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Ist THESEUS auf einem Platz angekommen, so wird er wie folgt verfahren: Er geht
nacheinander die einzelnen Kennzeichen der linken Seite des Schemas in der vor-
geschriebenen Reihenfolge durch und kontrolliert dabei, welches zutrifft. Wenn er das
erste zutreffende Kennzeichen ermittelt hat (die anderen priift er dann nicht mehr),
fithrt er die in der rechten Spalte stehende Operation aus. Dieses Verfahren setzt er
solange fort, bis er zur Operation Halt kommt.

Die Brauchbarkeit der vorgeschlagenen Methode ergibt sich unmittelbar aus den
folgenden drei Behauptungen:

1. Bet beliebiger Lage von A und M im Labyrinth kommt THESEUS nach endlich vielen
Operationen entweder zum MINOTAURUS oder zu ARIADNE, was ja die Operation Hali
zur Folge hat.

2. Tritt das Halt auf dem Platz des MINOTAURUS ein, dann tst dieser natiirlich er-
reichbar. Der Faden der ARIADNE st tn diesem Fall lings eines von A nach M fihrenden
einfachen Weges gezogen, und THESEUS kann auf diesem Weg, indem er den Faden
aufwickelt, zu ARIADNE zuriickkehren.

3. T'ritt das Halt auf dem Platz der ARIADNE ein, so 18t der MINOTAURUS unerretchbar-

Bevor wir diese Behauptungen beweisen, illustrieren wir durch zwei Beispiele, wie
die vorgeschlagene Methode gehandhabt wird.

Beispiel 1. Wir betrachten das in Abb. 8 dargestellte Labyrinth. Die Suche nach
dem MINOTAURUS beginne auf dem Platz A. Der MINOTAURUS befinde sich auf dem
Platz F. Man kann den Suchprozef bequem in einer Tabelle wiedergeben (vgl.
Tabelle 1). Es ist zu beachten, daB unser Suchverfahren nicht eindeutig ist, da es
bei der Auswahl eines griinen Ganges mehrere Moglichkeiten geben kann.

Tabelle 1
Nummer der Vorgefundenes Operation Zu durch- Farbe des Ganges
Operation Kennzeichen laufender nach dem
Gang Durchlaufen
1 Griiner Gang Abwickeln AB gelb
2 Griiner Gang Abwickeln BC gelb
3 Griner Gang Abwickeln CcD gelb
4 Grimer Gang Abwickeln DH gelb
5 Griner Gang Abwickeln HI gelb
6 Finfter Fall Aufwickeln IH rot
7 Finfter Fall Aufwickeln HD rot
8 Griner Gang Abwickeln DB gelb
9 Schlaufe Aufwickeln BD rot
10 Grimer Gang Abwickeln DF gelb
1 Minotaurus Halt - -
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Wir sehen, daB der MINoTAURUS im vorliegenden Fall erreichbar ist. Wir suchen
uns nun aus der vorletzten Spalte (unter Beachtung der Angaben in der letzten
Spalte) diejenigen Ginge heraus, die gelb geblieben sind, und erhalten so einen ein-
fachen Weg, der von 4 nach F fiihrt:

AB, BD, CD, DF.

Beispiel 2. Das Suchen nach dem in F befindlichen MINOTAURUS beginne auf
dem Platz K. Das Schema des Suchprozesses ist in Tabelle 2 dargestellt.

Tabelle 2
Nummer der Vorgefund Operati Zu durch- Farbe des Ganges
Operation Kennzeichen laufender nach dem
Gang Durchlaufen
1 Qriiner Gang Abwickeln KN gelb
2 Griner Gang Abwickeln NL gelb
3 Griiner Gang Abwickeln LM gelb
4 Griiner Gang Abwickeln MN gelb
5 Schlaufe Aufwickeln NM rot
6 Fiinfter Fall Aufwickeln ML rot
7 Finfter Fall Aufwickeln LN rot
8 Finfter Fall Aufwickeln NK rot
9 Ariadne Halt - —

In diesem Fall ist also der MINOTAURUS unerreichbar.

1.3.3. Rechtfertigung des Suchalgorithmus

Wir kommen nun zum Beweis der Behauptungen 1 bis 3 aus Abschnitt 1.3.2.

Beweis der Behauptung 1. Zuerst zeigen wir mittels vollstindiger Induktion
nach der Anzahl der Operationen des THESEUS, daB in jedem Stadium des Such-
prozesses die folgende Alternative gilt (d. h., es gilt einer der beiden folgenden, sich
gegenseitig ausschlieBenden Fille):

a) Im Labyrinth gibt es keinen gelben Gang; dann befindet sich THESEUS auf dem
Platz A (ABRIADNE).

b) im Labyrinth gibt es gelbe Géinge, und diese bilden, wenn man sie in der Reihen-
folge betrachtet, in der sie von THESEUS durchlaufen wurden, einen Weg, der von 4
zu dem Platz fithrt, auf dem sich THEsSEUS befindet.

AuBerdem zeigt sich, da THESEUS niemals durch einen roten Gang geht.

Die Behauptung stimmt zu Beginn des Prozesses, wenn sich THESEUS auf dem
Platz 4 befindet und noch keinen Gang durchlaufen hat (alle Génge sind dabei griin).
Wir nehmen nun an, daB die angegebene Alternative nach Anwendung der (n — 1)-ten
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Operation richtig ist, und beweisen, dafl die Alternative dann auch nach Anwendung
der n-ten Operation gilt (selbstverstindlich soll die (n — 1)-te Operation nicht Halt
sein, denn sonst gibt es keine n-te Operation mehr).

Es liege nach der (n — 1)-ten Operation der Fall a) vor. Dann ist die nichste
Operation entweder das Durchlaufen eines griinen Ganges von A zu einem benach-
barten Platz K, und nach der n-ten Operation gilt der Fall b) mit dem gelben Gang
AK, oder die nichste Operation ist Halt auf dem Platz 4, und nach der n-ten Opera-
tion bleibt der Fall a) bestehen.

Wir wollen jetzt annehmen, daB nach der (n — 1)-ten Operation der Fall b) mit s
gelben Giingen vorliegt. Die gelben Giinge beschreiben dann einen Weg 44,, 4,4,, ...,
A, K. Je nachdem, welches Kennzeichen THESEUS am Platz K vorfindet, ergeben
sich fiir die n-te Operation folgende Méglichkeiten :

1. Minotaurus. THESEUS hat die Operation Halt auf dem Platz K auszufiihren,
die fritheren gelben Ginge bleiben erhalten, und nach der n-ten Operation liegt der
Fall b) vor.

2. Schlaufe. THESEUS wickelt den Faden auf, d. h., er lduft den Gang K4, zuriick,
und der Gang KA, wird ein roter Gang. Der gelbe Weg verkiirzt sich also um einen
Gang. Wenn die Anzahl s der Ginge des fritheren Weges groBer als 1 war, liegt nach
der n-ten Operation der Fall b) mit s — 1 gelben Géngen vor. War jedoch s = 1, so
liegt der Fall a) vor.

3. @riiner Gang. THESEUS wickelt den Faden ab, d. h., er geht durch einen griinen
Gang, der dabei gelb wird. Es tritt also sicher der Fall b) mit s + 1 gelben Gingen
ein.

4. Ariadne. Dieser Fall kann nicht zur Anwendung kommen. Denn wenn sich Tae-
SEUS lings des gelben Weges 44,, 4,4,, ..., A,1K zu ARIADNE zuriick bewegt hat
(d. h. wenn K = A4 ist), muB er sich entsprechend den Anweisungen des Such-
algorithmus nach dem vor dem Kennzeichen Ariadne stehenden Kennzeichen Schlaufe
richten.

5. Fiinfter Fall. Analog wie beim Kennzeichen Schlaufe wird der Faden aufge-
wickelt, und man kommt auf den Falla) oder b), je nachdem, ob s = 1 oder s > 1 ist.
Damit ist die oben angegebene Alternative gerechtfertigt. Zugleich ist klar, daB
THESEUS keinen Gang mehr als zweimal durchlduft, d. h., er kommt nie durch einen
roten Gang. Da aber die Anzahl aller Ginge des Labyrinths endlich ist, mu$ auch
die Folge der Operationen endlich sein. Diese Folge kann jedoch nur bei Halt ab-
brechen, d. h., wenn THESEUS sich entweder auf dem Platz des MINOTAURUS oder auf
dem der ARIADNE befindet.

Beweis der Behauptung 2. Tritt die Operation Halt auf dem Platz des Mino-
TAURUS auf, so ist dieser offensichtlich erreichbar. Hierbei ist der Faden der ARIADNE
langs eines gelben Weges gezogen, wie oben nachgewiesen wurde. Der Faden kann
keine Schlaufen haben, denn jedesmal, wenn THESEUS beim Umbherirren das Kenn-
zeichen Schlaufe findet, liuft er wieder zuriick und beseitigt die Schlaufe.
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Beweis der Behauptung 3. Damit die Operation Halt auf dem Platz der
ARIADNE zur Anwendung kommt, muf folgendes vorliegen:

1. Fiir jeden Gang des Labyrinths gilt: Er wurde entweder zweimal (roter Gang)
oder gar nicht durchlaufen (griiner Gang). Mit anderen Worten, das Kniuel ist voll-
stindig aufgewickelt, es gibt im Labyrinth keinen gelben Gang.?)

2. Alle Giinge, die von A ausgehen, sind rot; denn das Kennzeichen Ariadne wird
nur dann beriicksichtigt, wenn die im Suchalgorithmus friiher auftretenden Kenn-
zeichen Schlaufe und Griiner Gang nicht zutreffen.

Wir nehmen nun an, die Behauptung 3 wire falsch, d. h., der auf dem Platz M
befindliche MINoTAURUS wiire doch erreichbar. Es sei 44,, 4,4,, ..., A,M ein Weg
von 4 nach M. Nach Abschlu8 des Suchverfahrens ist der erste Gang dieses Weges
ein roter Gang, da von 4 dann nur rote Génge ausgehen, und der letzte Gang 4,M
ein griiner Gang, da der MINOTAURUS nicht gefunden wurde. Es sei 4;4;., der erste
griine Gang in der Folge AA4,, A,4,, ..., A,M. Von 4; geht sowohl ein roter als auch
ein griiner Gang aus (da nach AbschluBl des Suchverfahrens keine gelben Giinge mehr
auftreten). Daher muB der Platz 4; beim Suchverfahren erreicht worden sein. Wir
betrachten den letzten Durchgang des THESEUS durch 4;. Offenbar muB er dabei 4;
unter Aufwickeln des Fadens durch einen jetzt roten Gang verlassen haben. Er
muB also beim letzten Betreten von 4; entweder das Kennzeichen Schlaufe oder das
Kennzeichen Fiinfter Fall vorgefunden haben, da nur in diesen Fillen die Operation
Aufuwickeln zur Anwendung kommt. Letzteres ist offensichtlich unméoglich, denn es
geht ja von A; noch der griin gebliebene Gang 4,4, aus. Aber auch der andere Fall
fiihrt zu einem Widerspruch. Denn hitte THESEUS in 4; eine Schlaufe vorgefunden,
80 wire nach dem Verlassen von 4; dort wenigstens noch ein gelber Gang verblieben.
Da aber nach Abschlul des Suchverfahrens keine gelben Ginge mehr vorhanden sind,
hitte dieser gelbe Gang bei einem spiteren Durchgang in einen roten Gang ver-
wandelt werden miissen, was unserer Annahme widerspricht, da wir den letzten
Durchgang des TaEsEUS durch den Platz 4; betrachtet haben. Damit ist auch die
Behauptung 3 bewiesen.

Wir weisen nochmals darauf hin, daB das von uns angegebene Suchverfahren ein
willkiirliches Element enthélt. Beim Kennzeichen Griiner Gang ist die anzuwendende
Operation nimlich nicht eindeutig bestimmt, wenn von dem gegebenen Platz mehrere
griine Giinge wegfiihren. Unsere Vorschrift 1aBt offen, welchen man zu beschreiten
hat. Sie gestattet, genauer ausgedriickt, die willkiirliche Auswahl eines Ganges.
Dadurch geht aber die Eigenschaft der Determiniertheit verloren, von der im voran-
gehenden Paragraphen gesagt wurde, daB sie fiir Algorithmen charakteristisch ist.
Dieses zufiillige Element kann man leicht durch eine Vereinbarung beseitigen (und
dadurch die angegebene Vorschrift in einen Algorithmus umwandeln), nach der beim
Vorhandensein mehrerer griiner Génge der zu begehende Gang auf Grund einer
Regel ausgewidhlt wird. Beispielsweise konnte man verlangen, da THESEUS den

1) Der Beweis dieser Tatsache bleibe dem Leser iiberlassen.
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betretenen Platz im Uhrzeigersinn bis zum ersten griinen Gang umls.uft und i in diesen
Gang hineingeht. Genausogut kénnte man natiirlich irgend v barung
treffen. Die Untersuchung von Vorschriften, in denen man das Auftreten willkiir.
licher Elemente zulift, ist von grofiem theoretischen und praktischen Interesse,
insbesondere in der modernen Spieltheorie und ihren Anwendungen in der Okonomie.
Gerade solche Vorschriften liefern fiir eine umfangreiche Klasse von Spielen die (in
einem bestimmten Sinne) ,,besten Strategien, wobei also die Wahl der folgenden
Schritte nicht nur durch Entscheidungen der Spieler, sondern auch durch einen
Zufalls-Generator beeinfluBt wird. Vorschriften dieser Art sind unmittelbare Ver-
all inerungen der im vorangehenden Paragraphen beschriebenen Algorithmen fiir
Spiele ohne Zufallselemente. Wir werden uns mit derartigen Verallgemeinerungen
nicht befassen und nur streng determinierte Prozesse betrachten.

Wir bemerken noch, daB man fiir spezielle Labyrinthe oft einfachere Such-
algorithmen angeben kann. Ein allgemeiner Algorithmus, der auf beliebige Laby-
rinthe anwendbar ist, wird kaum anders beschaffen sein konnen, als daB er in einer
bestimmten Weise alle Moglichkeiten durch tert. Man wird daher keinen Algo-
rithmus erhoffen diirfen, der wesentlich einfacher als der von uns vorgeschlagene
Algorithmus ist.

1.4.  Das Wortproblem

e} Quok hi

Das Wortproblem ist eine de Verall inerung des des
Taesgvus. Wihrend das Theseusproblem das Suchen in beheblgen endlichen
Labyrinthen betrifft, kann das Wortproblem als ein Suchproblem in bestimmten
unendlichen Labyrinthen interpretiert werden (vgl. Abschnitt 1.4.3). Das Wort-
problem entstand in speziellen Teilgebieten der modernen Algebra, der sogenannten
Theorie der Halbgruppen (der assoziativen Systeme) und der Gruppentheorie. Seine
Bedeutung geht jedoch weit iiber den Rah dieser speziellen Theorien hinaus.
Verschiedene Varianten dieses Problems wurden mit Erfolg von den hervorragenden
sowjetischen Mathematikern ANDREF ANDREEVIC MarEKOV und PETR SERGEEVIC
Novikov sowie ihren Schiilern bearbeitet.

1.4.1.  Assoziative Kalkiile

Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Betrachtungen:

Unter einem Alphabet verstehen wir ein beliebiges endliches System aus paar-
weise verschiedenen Zeichen, die wir die Buchstaben dieses Alphabets nennen. So
kann man beispielsweise das Alphabet {«,m,z, 2} betrachten, welches aus dem
griechischen Buchstaben «, dem kyrillischen Buchstaben u, dem lateinischen Buch-
staben z und dem Fragezeichen besteht. Ein Wort in einem gegebenen Alphabet
ist eine beliebige endliche Folge von Buchstaben dieses Alphabets. Zum Beispiel
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sind abaa und bbac Worter im Alphabet {a, b, ¢}. Kommt ein Wort L als zusammen-
hiingende Buchstabengruppe innerhalb eines gewissen anderen Wortes M vor, so
nennen wir I ein Tetlwort des Wortes M und sagen auch, L sei (als Teilwort) in M ein-
gebettet. So ist z. B. das Wort beh an zwei Stellen in das Wort abebebab eingebettet;
die erste Einbettung beginnt beim zweiten Buchstaben, die zweite beim vierten.

Wir werden im folgenden Worttransformationen mittels gewisser zugelassener
Substitutionen (Ersetzungen) betrachten. Eine zugelassene Substitution werden wir in
der Form

P—->Q oder P—Q

schreiben. Dabei sind P und @ gegebene Worter in dem betrachteten Alphabet. Die
Anwendung der gericheten Substitution P — Q auf ein Wort R ist genau dann még-
lich, wenn P als Teilwort in R eingebettet ist, und sie besteht darin, da$l genau eines
der (eventuell mehreren) Vorkommen von P in R durch @ ersetzt wird. Das im Ergeb-
nis dieser Ersetzung entstehende Wort S nennen wir das Resultat der betreffenden
gerichteten Substitution. Bei einer ungerichteten Substitution P — @ kann dem-
gegeniiber entweder die linke Seite P durch die rechte Seite Q oder die rechte Seite Q
durch die linke Seite P ersetzt werden; sie ist also auf ein Wort R genau dann an-
wendbar, wenn P oder @ Teilwort von R ist. Im folgenden werden wir zunichst
meistens ungerichtete Substitutionen betrachten und diese einfach Substitutionen
nennen.

Beispiel 1. Die Substitution ab — beb ist in vierfacher Weise auf das Wort abcbcbad
anwendbar. Indem wir eine der beiden Buchstabengruppen bch durch ab ersetzen,
erhalten wir als Resultate die Worter

aabchab und abeabab;

die Substitution einer der beiden eingebetteten Buchstabengruppen ab durch bch
liefert die Worter

bebebebab  und  abebebbeb .
Auf das Wort bach ist diese Substitution nicht anwendbar.

Die Menge aller Worter in einem gegebenen Alphabet zusammen mit einem
endlichen System von ungerichteten oder gerichteten Substitutionen nennen wir
einen assoziativen Kalkiil. Die zugelassenen Substitutionen bezeichnet man auch als
die Umformungsregeln oder kurz Regeln des betreffenden assoziativen Kalkiils.l)
Ein assoziativer Kalkiil ist also durch Angabe seines Alphabets und seiner Regeln
festgelegt.

1) Assoziative Kalkiile mit ungerichteten Substitutionen heiBen (zu Ehren des norwegi-
schen Mathem&tlkers A, Tmm, der sie erstmalig studierte) auch Thue-S; Fiir iative
Kalkiile mit geri i ist die Bezeich Semi-Thue-System verbreitet.
Ein Thue-System kann aufgefaBt werden als Semi-Thue- System, in dem mit einer Regel
P — @ stets auch die inverse Regel Q — P auftritt. Beziiglich der Zusa hi der Thue-
Systeme mit Halbgruppen verweisen wir auf das Ende von Abschnitt 1.4.2. [Amn d. Ubers.]
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1.4.2. Das Aquivalenzproblem fiir Wérter

Kann man das Wort R durch einmalige Anwendung einer zugelassenen (ungerichte-
ten!) Substitution in das Wort § iiberfiihren, so kann man offenbar durch einmalige
Anwendung derselben Substitution in umgekehrter Richtung aus dem Wort § das
Wort R erhalten. Worter B und 8, fiir die das der Fall ist, wollen wir benachbart
nennen. Eine Folge

Ry, By, .., Byts By

von Wortern, bei der jeweils B; und R4, (beziiglich der Regeln eines gegebenen asso-
ziativen Kalkiils) benachbart sind, heit eine vom Wort R, zum Wort R, fithrende
Ableitungskette. Wenn es in einem assoziativen Kalkiil eine Ableitungskette gibt,
die von R nach 8 fiihrt, so gibt es auch eine Ableitungskette, die von § nach R fiihrt.
Worter R und 8, die im angegebenen Sinne durch eine Ableit verbund
werden konnen, heilen im betrachteten Kalkiil dguivalent (in Zeichen: R ~ 8).
Es ist klar, daB aus R ~ 8 und S ~ 7T stets R ~ T folgt. Wir wollen ferner ver-
einbaren, daB jedes Wort zu sich selbst dquivalent ist (d. h., stets gilt R ~ R).

Fiir die weiteren Uberlegungen benétigen wir das folgende Lemma.:

Lemma. Es set P ~ Q, R sei ein Wort, das P als Teilwort enthilt, und das Wort S
entstehe dadurch aus dem Wort R, daf man ein Vorkommen von P in R durch Q ersetz.
Dann gilt auch R ~ 8.

Beweis. Da P Teilwort von R ist, 1d8t sich R in der Form UPYV darstellen, wobei
U der Teil des Wortes R ist, der vor P steht und V der Teil von R, der hinter P steht,
und zwar betrachten wir das Vorkommen von P in R, das beim Ubergang zu 8 durch
Q ersetzt wird, so daB S das Wort UQV ist. Dabei lassen wir zu, daB U oder V , leer*
ist. Wenn nun P, P,, ..., P,, Q eine Ableitungskette ist, die von P zu Q fiihrt, eine
solche existiert wegen der vorausgesetzten Aquivalenz P ~ @, so ist

UPV,UP,V,...,UP,V,UQV

offenbar eine Ableitungskette, die von UPV (d. h. also R) zu UQV (d. h. also S)
fiihrt. Damit ist das behauptete Lemma bewiesen.

Teott

Beispiel 2. Wir betrachten einen assoziativen Kalkiil, der zuerst von G. 8. CEsTIN
untersucht wurde. Sein Alphabet ist die Menge {a, b, ¢, d, €}, und das System seiner
zugelassenen Substitutionen (Regeln) lautet

ac — ca,
ad — da,
bc — ¢b,
bd — db,
abac — abace,
eca — ae,

edb — be.
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In diesem Kalkiil ist auf das Wort abede nur die dritte Substitution anwendbar, und
es gibt nur ein benachbartes Wort acbde. Es gilt ferner die Aquivalenz abede ~ cadedb,
wie aus der folgenden Ableitungskette ersichtlich ist:

abede, acbde, cabde, cadbe, cadedb.
Auf das Wort aaabb kann keine der zugel Substitutionen angewandt werden,
daher existieren keine ihm benachbarten Wérter, und mithin gibt es kein von aaabb
verschiedenes Wort, das zu ihm dquivalent ist.

Fiir jeden assoziativen Kalkiil entsteht in natiirlicher Weise ein spezielles Aqui-
valenz- oder Wortproblem. Es léRt sich folgendermaBen formulieren:

Von je zwet Wortern des zugrunde liegenden Alphabets ist festzustellen, ob sie im
betracheten Kalkiil Gquivalent sind oder nicht.

In jedem Alphabet gibt es unendlich viele verschiedene Worter. Folglich handelt es
sich hier faktisch um unendlich viele Aufgaben gleichen Typs, zu deren Losung ein
Algorithmus gesucht wird, der die Aquivalenz oder die Nichtiquivalenz beliebiger
‘Wortpaare festzustellen gestattet.

Es kann hier der Eindruck entstehen, daf8 das Aquivalenzproblem ein kiinstlich
erdachtes Puzzlespiel wiire, dessen Losung mittels eines Algorithmus keinerlei
praktischen oder theoretischen Wert hitte. Das ist durchaus nicht der Fall. Es
handelt sich sogar um ein ganz natiirliches Problem von grofer theoretischer und
praktischer Bedeutung, welche die Anstrengungen vollig rechtfertigt, die zur Kon-
struktion eines entsprechenden Algorithmus aufgewandt werden. Im jetzigen Stadium
unserer Ausfithrungen konnen wir diese Frage noch nicht ausfithrlich genug er-
ortern und gehen daher zunéchst zur Untersuchung konkreter Tatsachen iiber.

[Anm. d. Ubers.: Geht man bei einem assoziativen Kalkiil mit ungerichteten Sub-
stitutionen von den Wértern P zu ihren Aquivalenzklassen [P] nach der Relation
,»~* iiber (es sei also [P] die Menge aller Worter Q, die der Bedingung @ ~ P ge-
niigen) und erklirt man das Produkt [P] - [Q] zweier solcher Aquivalenzklassen als
die Aquivalenzklasse [PQ], der das durch Hintereinanderschreiben von P und Q
entstehende Wort, PQ angehért (man zeigt leicht, daB diese Definition korrekt ist),
so erhiilt man eine sogenannte Halbgruppe. Das ist eine mit einer zweistelligen Opera-
tion ,,- versehene Menge 9, in der das Assoziativgesetz fiir die Relation ,- gilt,
d. h. fiir beliebige , y,z aus M stets x - (y - z) = (x - y) - z ist. Aus diesem Grunde
werden die Halbgruppen gelegentlich auch als assoziative Systeme oder Assoziative
bezeichnet. Die den endlich vielen Buchstaben des betrachteten Alphabets ent-
sprechenden Aquivalenzklassen haben die Eigenschaft, daB jedes Element der
Halbgruppe Produkt dieser endlich vielen Elemente ist. Eine Halbgruppe, in der jedes
Element Produkt von Elementen einer gegebenen endlichen Menge € ist, nennt man
endlich erzeugbar und die Menge € ein (endliches) Erzeugendensystem fiir die Halbgruppe.

Wir bemerken, daB aus den Regeln P — Q des assoziativen Kalkiils in der Halb-
gruppe Gleichungen [P] = [@] werden, wobei man die Aquivalenzklassen [P] und
[@1 noch entsprechend dem Aufbau der Worter P und @ als Produkte von Erzeugen-
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den schreiben kann. Die den endlich vielen Regeln des assoziativen Kalkiils ent-
sprechenden endlich vielen Gleichungen bezeichnet man als die definierenden Rela-
tionen der Halbgruppe. Sie legen in einem ganz bestimmten Sinne simtliche in der
Halbgruppe giiltigen Gleichungen zwischen Produkten von Erzeugenden fest. Die
Frage, ob Wérter R und S im assoziativen Kalkiil dquivalent sind oder nicht, spiegelt
sich in der Halbgruppe in der Frage wieder, ob zwei endliche Produkte von Erzeugen-
den dasselbe Element der Halbgruppe darstellen oder nicht. Dieses Problem be-
zeichnet man auch als das Wortproblem fiir die entsprechende Halbgruppe. Das
Aquivalenzproblem fiir assoziative Kalkiile entspricht also dem Wortproblem fiir
endlich erzeugte Halbgruppen mit endlich vielen definierenden Relationen. Ein
Beispiel fiir diesen Zusammenhang zwischen assoziativen Kalkiilen und Halbgruppen
wird in Abschnitt 1.4.5 behandelt.

Wir bemerken, daB bei Semi-Thue-Systemen, d. h. bei assoziativen Kalkiilen mit
gerichteten Substitutionen, die der Relation ,,~* entsprechende Relation B = §
(es gibt einc gerichtete Ableitungskette von R nach S) nicht mehr symmetrisch ist.]

1.43. Das Wortproblem und Labyrinthe

Zunichst wollen wir das Aquivalenzproblem fiir Wérter mit dem Problem des THE-
SEUS in Verbindung bringen. Ordnet man jedem Wort einen ,,Platz*“ und jedem Paar
benachbarter Worter einen ,,Gang zu, der die entsprechenden Platze miteinander
verbindet, so erscheint der assoziative Kalkiil als ein Labyrinth mit unendlich vielen
Plitzen und Giingen, wobei von jedem Platz nur endlich viele Ginge abgehen. Es
kann dabei selbstverstindlich auch Plitze geben, von denen kein Gang ausgeht
(z. B. das Wort aaabb im Beispiel 2). Bei dieser Betrachtungsweise wird eine Ab-
leitungskette, die von irgendeinem Wort R zu irgendeinem Wort @ fiihrt, ein Weg
in dem Labyrinth sein, der von einem Platz zu einem anderen geht; der Aquivalenz
von Wortern entspricht damit die gegenseitige Erreichbarkeit der betreffenden
Pliitze. Das Wortproblem wird auf diese Weise zu einem Suchproblem in einem
unendlichen Labyrinth.

Damit die Besonderheiten der hier auftretenden Schwierigkeiten besser und
klarer hervortreten, wollen wir vorher das eingeschrinkte Wortproblem erértern, welches
folgendermaBen lautet:

Von je zwet Wortern R und T des zugrunde liegenden Alphabets Vst festzustellen, ob
ste tm betrachteten Kalkil durch hichstens k-malige Anwendung zugelassener Sub-
stitutionen inetnander iibergefiihrt werden konnen oder nicht (k ist eine beliebige, aber
ein fiir allemal fest gewihlte natiirliche Zahl).

Fiir diese Problemstellung kann man den geforderten Algorithmus leicht kon-
struieren. Es wird eine Liste aufgestellt, die mit dem Wort R beginnt, dann alle zu R
benachbarten Worter enthilt, ferner die benachbarten dieser benachbarten usw.,
insgesamt & mal. Die Antwort lautet ,,ja‘ oder ,,nein®, je nachdem, ob das Wort 7'
in dieser Liste erscheint oder nicht.
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Beim uneingeschrinkten Wortproblem ist die Lage dagegen wesentlich anders.
Da die Liinge einer Ableitungskette, die von R nach 7' fiihrt, groB sein kann (wenn
eine solche existiert), ist es im allgemeinen ungewi, von welcher Stelle &
ab man den DurchmusterungsprozeB als abgeschlossen betrachten darf. So
habe man beispielsweise den Durchmusterungsprozel schon bis zur Stelle
102 = 100000000000000000000 fortgesetzt und die Liste aller Worter vor sich
liegen, die man aus R durch mehrfache Anwendung der 1 Substitutionen
erhalten kann, deren Anzahl jedoch nicht groBer “als 10% ist, und das Wort T sei
in dieser Liste nicht enthalten. Gibt es einen Grund anzunehmen, daB die Worter
R und T nicht dquivalent sind? Selbstverstindlich nicht; denn es besteht ja durch-
aus die Moglichkeit, daB sie dquivalent sind, aber die kleinste Ableitungskette, die R
und 7' verbindet, linger ist.

1.4.4. Die Konstruktion von Algorithmen

Das einfache Durchmustern fiihrt also beim uneingeschrankten Aquivalenzproblem
nicht zum Ziel. Um hier zum gewiinschten Ergebnis zu gelangen, mufl man andere
Methoden h iehen, die den Mechani der Transformation von Wortern in
andere mittels der zugel Substitutionen niiher analysi Wir wollen etwa
untersuchen, ob im assoziativen Kalkiil von CesTIN (vgl. Beispiel 2) die Worter
abaacd und achdad dquivalent sind. Die negative Antwort auf diese Frage ergibt sich
aus den folgenden Uberlegungen: In jeder der zugelassenen Substitutionen enthalten
die linke und die rechte Seite den Buchstaben a gleich oft. Daher miissen alle Worter
einer Ableitungskette den Buchstaben a gleich oft enthalten. Da in den vorgegebenen
beiden Wortern der Buchstabe a verschieden oft auftritt, konnen sie nicht équivalent
sein, denn es kann keine Ableitungskette zwischen ihnen geben.

Mit Hilfe geeigneter deduktiver Invarianten, d. h. Eigenschaften, die fiir alle Worter
einer Ableitungskette gelten, kann man in einigen Fillen einen geforderten Algorith-
mus konstruieren.

Bexsplel 3. Das Alphabet sei die Menge {a, b, ¢, d, €}, und das System der zu-

g Substitutionen habe die Form
ab — ba,
ac — ca,
ad — da,
ae — ea,
bc — cb,
bd — db,
be — eb,
cd — de,
ce — ec,
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Diese zugel Substitutionen éndern die Anzahl der in einem Wort enthaltenen

Buchstaben nicht, sondern nur ihre Stellung im Wort. Es ergibt sich unmittelbar,
daB Worter dann und nur dann équivalent sind, wenn jeder Buchstabe in ihnen
gleich oft auftritt. Daher ist ein Algorithmus zur Feststellung der Aquivalenz &uBerst
einfach anzugeben. Man hat nur nachzuzihlen, wie oft jeder Buchstabe in den auf

Aquivalenz zu untersuchenden Wortern vorkommt, und die ermittelten Zahlen
< oh

Py q 1
der zu verg|

sl hetracht

Weiter unten werden wir ein etwas komplizierteres Beisp Zuvor
wollen wir aber noch die Begriffe ,,Wort* und 3! Substitution etwas
verallgemeinern. Neben den gewdhnlichen Wortern " des vorgegebenen Alphabets
wollen wir ausdriicklich auch das leere Wort, das keinen Buchstaben enthilt, als ein
Wort unseres Alphabets betrachten; es werde durch das groBe griechische Lambda
(A) bezeichnet. Sodann sollen auch Substitutionen der Form

P—4

zugelassen werden. Das Ersetzen des Wortes P durch das leere Wort bedeutet ein-
fach, daB aus dem zu transformierenden Wort ein darin eingebettetes Vork

von P gestrichen wird. Das Ersetzen der rechten Seite durch die linke bedeutet, daB
zwischen zwei beliebigen Buchstaben des zu transformierenden Wortes oder vor oder
hinter dieses Wort das Wort P zu setzen ist.

Beispiel 4. Wir betrachten den im Alphabet {a, b, ¢} durch die zugelassenen
Substitutionen

b — ace,
ca — accc,
aa — A,
bb— A4
ceec — A

definjerten assoziativen Kalkiil. Es wird ein Algorithmus zur Losung des Aquivalenz-
problems fiir diesen Kalkiil gesucht.

Wir konstruieren zunichst einen Hilfsalgorithmus, einen sogenannten Reduktions-
algorithmus, der zu jedem Wort ein ihm #quivalentes Wort spezieller Bauart (das
zum gegebenen Wort gehorende reduzierte Wort) liefert. Dazu betrachten wir das
folgende geordnete System von gerichteten Substitutionen

b — acc,
ca — acce,
aa > A,
ccec > A

und verabreden die folgende Verfah ise bei der Anwendung des Reduktions-
algorit auf ein beliebiges Wort R. Es wird die erste auf das Wort R anwendbare
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(gerichtete) Substitution dieser Liste gemommen und ausgefiihrt. Sollte die zu
substitui de Buchstabengruppe mehrmals in R eingebettet sein, so wird die
erste, am weitesten links stehende Buchstabengruppe ersetzt. Auf das so erhaltene
Wort R’ wird wieder die in der Liste als erste auftretende Substitution, und zwar
ebenfalls auf die am weitesten links stehende Buchstabengruppe angewandt. Hat
man nach endlich vielen Schritten ein Wort S erhalten, auf das keine der Substitutio-
nen mehr anwendbar ist, so sagen wir, daf der Algorithmus auf das Wort R ange-
wandt wurde und es in das Wort 8 verwandelt hat.!)

Wir zeigen, daB jedes Wort B durch Anwendung des Reduktionsalgorithmus in
genau eines der folgenden acht Worter umgewandelt wird:

A4, ¢, cc, cee, a, ac, ace, acec.

In der Tat: Tritt in R der Buchstabe b auf, so liBt er sich durch die erste Sub-
titution b — acc beseitigen. Das wird gemidB der Vorschrift so lange fortgefiihrt,
bis es kein b mehr gibt. Dann fiihrt man die zweite Substitution aus, indem man alle a
mit einem links stehenden ¢ durch acce ersetzt und zwar so lange, bis kein einziges a
mehr vorhanden ist, welches unmittelbar rechter Nachbar von einem ¢ ist, d. h.,
solange nicht alle @ vor allen ¢ stehen. SchlieBlich beseitigt man alle Paare benach-
barter @ und alle Quadrupel benachbarter ¢, bis nicht mehr als ein @ und nicht mehr
als drei ¢ in dem Wort enthalten sind. Worter dieser Form gibt es insgesamt acht, die
oben angegeben wurden.

Offenbar entspricht jedem Wort ein reduziertes, dem es dquivalent ist. Daher
sind Worter dann und nur dann dquivalent, wenn ihnen dasselbe reduzierte Wort
entspricht, oder wenn die ihnen entsprechenden reduzierten Worter dquivalent sind.
Wir werden spiter beweisen, daB keine zwei der reduzierten Worter dquivalent sind.
Hieraus folgt, daB Worter dann und nur dann dquivalent sind, wenn ihnen dasselbe
reduzierte Wort entspricht. Damit konnen wir leicht einen Algorithmus fiir das ge-
stellte Wortproblem angeben. Er besteht darin, da der Reduktionsalgorithmus auf
jedes der beiden auf Aquivalenz zu untersuchenden Worter ang dt wird und die
erhaltenen reduzierten Worter miteinander verglichen werden.

Es seien beispielsweise die Worter cach und bb gegeben. Wir bestimmen die zu
ihnen gehérigen reduzierten Worter:

1. cach, cacace, accegace, acegacecce, acca aca  aa
CCOCOCCCOCCCCE, CECCCCCCee, CECeee, €C;

2. bb, acch, accace, acacceee, aacccccece, cooceeee, gece, A.

SchluBfolgerung: Die Worter cach und b sind nicht dquivalent, weil wir die beiden
verschiedenen reduzierten Worter cc und A erhielten.

1) Algorit} zur Umwandlung der Worter eines gewissen Alphabets, die in dieser Weise
mittels eines geordneten Systems gerichteter Substitutionen arbeiten, werden als normal
bezeichnet. Die Theorie der normalen Algorithmen, die von groBem praktischen und theore-
tischen Interesse ist, wurde von A. A. MaREOV geschaffen und in seinem 1954 erschienenen
Buch ,,Teopua anropudmos‘* dargelegt.
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‘Wir wollen nun zeigen, daB keine zwei der reduzierten Worter zueinander #dqui-
valent sind. Dazu stellen wir zuniichst folgendes fest: Wenn es eine Ableitungskette
von dem nicht den Buchstaben b enthaltenden Wort R zu dem ebenfalls nicht den
Buchstaben b enthaltenden Wort S gibt, so gibt es eine Ableitungskette von R nach 8,
deren sdmtliche Glieder den Buchstaben b nicht enthalten. Ersetzt man ndmlich in
allen Wortern einer Ableitungskette von R nach § alle darin eventuell auftretenden
Vorkommen von b durch acc, so erhilt man eine Folge von Wortern, in der zwei
nebeneinanderstehende Worter entweder (im Sinne des betrachteten assoziativen
Kalkiils) benachbart oder identisch sind. LaBt man die nebeneinanderstehenden
Wiederholungen von Wértern fort, so erhiillt man eine Ableitungskette der gewiinsch-
ten Art. Wir bemerken, da bei Ableitungsketten dieses Typs die Substitution
b — acc nicht benutzt wird. Bei allen anderen zugelassenen Substitutionen tritt der
Buchstabe a entweder auf beiden Seiten in gerader oder auf beiden Seiten in un-
gerader Anzahl auf, und dasselbe ist fiir den Buchstaben ¢ der Fall. Aus alldem folgt,
daB keines der vier reduzierten Woérter, das den Buchstaben a enthiilt, einem der vier
reduzierten Worter dquivalent sein kann, das den Buchstaben a nicht enthilt. Ge-
nauso kann keines der reduzierten Worter, das den Buchstaben ¢ einmal oder dreimal
enthilt, einem der reduzierten Worter dquivalent sein, das den Buchstaben ¢ keinmal
oder zweimal enthilt. Folglich brauchen wir nur noch zu zeigen, daB die folgenden
vier Paare von reduzierten Wortern nicht dquivalent sind:

A,cc; ¢ cce; a,acc;  ac,acce.

Auf Grund des Lemmas aus Abschnitt 4.2 ist nun unmittelbar klar, da8 die Aqui-
valenz eines der ersten drei Paare die Aquivalenz des vierten Paares zur Folge hitte.
Daher geniigt es zu zeigen, da8 die Worter ac und acce nicht dquivalent sind. Das
wollen wir nun tun:

Unter dem Index eines an einer bestimmten Stelle eines Wortes R stehenden
Buchstabens a verstehen wir die Anzahl der ¢, die in R rechts von diesem a stehen.
Die Summe aller Indizes der in einem Wort R enthaltenen a nennen wir den Index
des Wortes R.!) Jede der Substitutionen aa — A und cccc — A éndert den Index
des Wortes um eine gerade Zahl. In der Tat: Substituiert man aa anstelle des leeren
Wortes, so erhoht sich der Index um die Summe der Indizes der beiden a, da beide
Indizes gleich sind also um eine gerade Zahl. Entsprechend verkleinert sich der
Index des Wortes um eine gerade Zahl, wenn man aa durch das leere Wort ersetzt.
Setzt man ccec fiir das leere Wort ein, so vergroSern sich die Indizes gewisser @ um 4,
wihrend die Indizes der anderen @ unverindert bleiben. Insgesamt vergréSert sich
also der Index des Wortes um eine gerade Zahl. Analog wird der Index um eine gerade
Zahl verkleinert, wenn man ccce streicht. Die Substitution b — acc déndert offenbar
den Index des Wortes ebenfalls nur um eine gerade Zahl.

1) Im Wort acbea beispielsweise hat der erste Buchstabe a den Index 2, withrend das zweite a
den Index 0 hat. Also hat das Wort den Index 2.
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Jetzt zeigen wir, daB die Substitution ca — accc den Index des Wortes um eine
ungerade Zahl éndert. Dazu vergleichen wir die Indizes der Worter Pca@ und PacceQ.
Der Index jedes in P enthaltenen a ist in PacccQ um 2 groBer als in Pea@, die Indizes
der a in @ sind in beiden Wértern dieselben, der Index des a zwischen P und @ ist
in PacccQ um 3 grofer als in PcaQ. Also dndert diese Substitution den Index in der
Tat um eine ungerade Zahl. Die Worter ac und accc haben nun beide einen ungeraden
Index. Wiiren sie also équivalent, so miiBite in der Ableitungskette, die ac in acce
iiberfiihrt und von der wir annehmen kénnen, da8 in ihr der Buchstabe b nicht auf-
tritt, eine gerade Anzahl von Substitutionen ca — acce auftreten. Das fiihrt jedoch,
wie wir sofort sehen werden, auf einen Widerspruch: Bei jeder Substitution ca — acce
éndert sich die Anzahl der ¢ um 2. Daher muB eine gerade Anzahl von derartigen
Substitutionen die Anzahl der vorkommenden ¢ um ein Vielfaches von 4 #ndern.
Die Substitution cccc — A verindert die Anzahl der ¢ um genau 4, wihrend aa — A
die Anzahl der ¢ nicht #ndert. Wire ac ~ acec, so miiite sich die Anzahl der vor-
kommenden Buchstaben ¢ um ein Vielfaches von 4 unterscheiden; das ist aber offen-
bar nicht der Fall. Also kénnen die Worter a¢ und acce nicht dquivalent sein. Damit
ist der vorgeschlagene Algorithmus als zweckentsprechend nachgewiesen.

1.4.5. Decktransformationen eines Quadrats

Die in Abschnitt 1.4.4 vorgefiihrte Losung des Wortproblems fiir einen konkreten
assoziativen Kalkiil charakterisiert in vielem die Begriffe und Methoden, die auch bei
der Untersuchung des Wortproblems bei anderen assoziativen Kalkiilen auftreten.
Wir wollen uns jetzt noch iiber die inhaltliche Bedeutung des Wortproblems und
seine Wichtigkeit fiir die moderne Algebra klar werden. Das 1éBt sich an einem kon-
kreten Beispiel zeigen.

Wir betrachten ein Quadrat (vgl. Abb. 9, I) und drei seiner Decktransformationen,
d. h. Transformationen, die das Quadrat deckungsgleich in sich iiberfiihren:

1. Spiegelung an der vertikalen Achse durch den Mittelpunkt O des Quadrates;

2. Spiegelung an der horizontalen Achse durch den Mittelpunkt O des Quadrates;

3. Drehung um 90° im Uhrzeigersinn um den Mittelpunkt O.

Diese Transformationen wollen wir elementar nennen und mit den Buchstaben a, b, ¢
bezeichnen. Abb. 9, IIT, IV, V zeigt, wie sich die Lage der Ecken des Quadrats II bei
jeder der elementaren Transformationen @ndert.

Man sieht sofort, daB die Hintereinanderausfiihrung zweier (und damit beliebig
vieler) Decktransformationen wieder eine Decktransformation ist. In der Mathematik
ist es iiblich, die Hintereinanderausfiihrung von Transformationen (Abbildungen)
als Produkt zu bezeichnen und die bei der Multiplikation von Zahlen iibliche Sym-
bolik und Terminologie zu verwenden. DemgemiB ist das Produkt fg zweier Trans-
formationen f und g diejenige Transformation, die man erhilt, wenn man zuniichst
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die Transformation f und anschlieBend die Transforma.tlon g anwendet. l) So ist
beispielsweise das Produkt cc (vgl. Abb. 9, VI) das Ergebnis einer

Drehung um 90°, d. h. die Drehung um 180°. Das Produkt ac (vgl. Abb. 9, VIII) ist
Resultat der Splegelung an der vertikalen Achse mit nachfolgender Drehung um

90°, was der Spiegelung an der rechten Diagonalen gleichwertig ist (vgl. Abb. 9, I).
vertikale-Achse
N\, /l
inke Diagonale [~ >\ |/
~}~——20%-——1-horizontale Achse

rechte Diagonale e \\

A A 8 8 a A O b=acc 0 ¢ c 2
2 T D D T C A T 8 0 T 8
0 cc c B cce 0 D ac g Ap—gccezea .
B = A A o c C o A B = D
Abb. 9

Das Produkt (ac) (cc) der beiden vorigen Produkte entspricht der Spiegelung an der
linken Diagonalen (vgl. Abb. 9, I). Die hier eingefiihrte Multiplikation ist nich¢
kommutativ, d. h., die Faktoren eines Produkts diirfen im allgemeinen nicht mit-
einander vertauscht werden. In Abb. 9, VIII und IX sind die verschiedenen Lagen
der Ecken des Quadrats dargestellt, die sich bei den Decktransformationen ac bzw. ca
des Ausgangsquadrats II ergeben. Von den Eigenschaften der Multiplikation von
Zahlen bleibt aber die Assoziativitit erhalten: Fiir beliebige Transformationen p, g, r
gilt die Identitit

(pg) r = plgr).

1) Weiter verbreitet ist allerdings die Festsetzung, da8 fg die Transformation ist, die man
erhilt, wenn man zuerst g und dann f anwendet, d. h., die durch (fg) (x) = f(g(z)) gegeben
wird. [Anm. d. Ubers.)
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Also kann man die Stellung der Klammern in den Produkten beliebig dndern. So
ergeben zum Beispiel (ac)(cc) und (((ac) c) c)) die gleiche Decktransformation des
Quadrats, und zwar die Spiegelung an der linken Diagonalen.

Gegenstand unserer nachfolgenden Betrachtungen ist die Gesamtheit Q der ele-
mentaren Transformationen a, b, ¢ und aller jener Decktransformationen des Qua-
drats, die sich als Produkt endlich vieler elementarer Transformationen darstellen
lassen. Da die Multiplikation assoziativ ist, kann man bei der symbolischen Schreib-
weise der Elemente aus Q die Klammern weglassen, also abb, cabb, accc usw. schreiben.
Man muB nur auf die richtige Reihenfolge beim Ausfithren der Transformationen
achten. Somit kann man also jedes Produkt als Wort im Alphabet {a, b, ¢} schreiben.?)

Wegen der Assoziativitit der Multiplikation von Transformationen entspricht
dem Wort PQ das Produkt der Decktransformationen, welche den Wortern P und @
entsprechen. So ist z. B. die zum Wort abccab gehorige Decktransformation das
Produkt der zu den Wortern abe und cab gehorenden Decktransformationen.

Im Alphabet {a, b, ¢} gibt es nun unendlich viele graphisch verschiedene Worter.
Dabei konnen graphisch verschiedene Wérter P und Q, wie wir bereits an Beispielen
gesehen haben, dieselbe Decktransformation aus £ darstellen. Diesen Fakt wollen wir
durch P =@ wiedergeben. Man verifiziert leicht, daB die folgenden Gleichungen gelten:

b = acc, (1)
ca = accc. 2

Zu diesem Zweck braucht man nur die durch die Transformationen auf den linken
bzw. rechten Seiten dieser Gleichungen entstehende Lage der Ecken des Quadrats
zu vergleichen. Ferner sieht man ohne weiteres ein, dafl jedes der Worter aa, bb, ccec
dieselbe Decktransformation ergibt, und zwar die sogenannte vdentische Transforma-
tion, bei der alle Ecken in ihrer Ausgangslage bleiben. Diese Transformation wollen
wir mit dem Symbol A bezeichnen. Somit gelten die Gleichungen

aa=4, (3)
B =4, @
ceoc = A. (5)

Ein Vergleich von (1) bis (5) mit den zugelassenen Substitutionen des assoziativen
Kalkiils aus Beispiel 4 gestattet die folgende Aussage, die den engen Zusammenhang
zwischen dem Kalkiil und dem betrachteten System von Decktransformationen des
Quadrats zeigt:

Zwer Produkte el tarer Decktransf b eines Quadrats ergeben dann und
nur dann die gleiche Transformation, wenn die thnen entsprechenden Worter im asso-
ziativen Kalkil des Beispiels 4 dquivalent sind.

1) Die Menge Q bildet also beziiglich der Multlpllka.non e eme Halbgruppe, in der die

Menge {a, b, ¢} der el taren Transfc ein E: 'y ist. Die folgenden
Gleichungen (1) bis (5) sind die definierenden Relationen dieser Halbgruppe. [Anm. d. Ubers.]
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Aus den Gleichungen (1) bis (5) folgt ndmlich, daB bei jeder Anwendung einer
zugelassenen Substitution auf ein beliebiges Wort S dieses in ein Wort iibergefiihrt
wird, das dieselbe Transformation wie das Ausgangswort darstellt. Wenn wir bei-
spielsweise die Substitution ca — accc auf das Wort beac anwenden, erhalten wir
das Wort baccce; wegen der Assoziativitdt der Multiplikation kénnen wir aber

beac = b(ca) ¢ und baccce = blacee) ¢

schreiben. Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind als Produkte jeweils gleicher
Faktoren ebenfalls gleich; dann miissen aber auch die linken Seiten iibereinstimmen.
Je zwei im Kalkiil benachbarte Wérter stellen also dieselbe Decktransformation dar.
Hieraus folgt, daB die Aquivalenz zweier Worter die Gleichheit der zugehdrigen
Decktransformationen zur Folge hat. Aber auch die Umkehrung ist richtig: Denn
stellen die Worter S und 7' dieselbe Decktransformation dar, so gilt das auch fiir die
zu § und T gehorigen reduzierten Worter (denn diese sind zu § und 7' dquivalent und
stellen daher nach dem bereits Bewiesenen dieselbe Decktransformation wie 8 bzw.
T dar). Man verifiziert nun leicht direkt (vgl. Abb. 9, II bis IX), daB die acht re-
duzierten Worter paarweise verschiedene Decktransformationen ergeben. Folglich
miissen § und 7' das gleiche reduzierte Wort haben. Dann sind sie aber nach dem
in Abschnitt 1.4.4 Bewiesenen dquivalent.

Damit hat die formale Aquivalenz zweier Worter im betrachteten assoziativen
Kalkiil eine ganz konkrete geometrische Bedeutung erhalten, wobei das Erkennen der
Aquivalenz zweier Worter der Losung einer bestimmten geometrischen Aufgabe
entspricht (ndmlich der Aufgabe, festzustellen, ob die den Wértern entsprechenden
Produkte von elementaren Decktransformationen dieselbe Decktransformation
ergeben). Zugleich liefert der von uns beschriebene Algorithmus eine allgemeine
Methode zur Losung beliebiger geometrischer Aufgaben dieses Typs.

Analog kann man dem Aquivalenzproblem vieler anderer assoziativer Kalkiile
eine konkrete geometrische, algebraische oder auch andere Deutung geben. Ohne
Ubertreibung kann man sagen, daB es in jedem Gebiet der Mathematik Sitze gibt,
die nach einigen Umformulierungen als Aussagen iiber die Aquivalenz von Wértern
in einem gewissen assoziativen Kalkiil formuliert werden kénnen. Dieser Problem-
kreis kann natiirlich aus Platzmangel nicht ausfiihrlich behandelt werden; einige
Ergénzungen werden wir noch im Verlauf der weiteren Darlegungen geben (vgl.
Abschnitt 2.1.2).

Wir wollen noch hervorheben, da8 wir, ausgehend von der geometrischen Deutung,
die wir dem Wortproblem des assoziativen Kalkiils aus Beispiel 4 gaben, einen noch
einfacheren Algorithmus konstruieren konnen: Man braucht nur fiir jedes von zwei
vorgelegten Produkten die Folge der entsprechenden Decktransformationen aus-
zufithren (etwa anhand einer Zeichnung) und die erhaltenen Ergebnisse zu ver-
gleichen.
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Ubungsaufgabe. Man lése das Wortproblem fiir den assoziativen Kalkiil, der
durch das Alphabet {a, b} und die zugelassenen Substitutionen

aaa — bb,
bbbb — A
definiert wird.

1.4.6.* Wortgleichungen

Wir wollen noch ein mit der Untersuchung assoziativer Kalkiile zusammenhiingen-
des Problem beschreiben, fiir das bislang kein Entscheidungsalgorithmus gefunden
werden konnte.

Dazu fixieren wir ein der Einfachheit halber ibuchstabiges Alphabet {a, b}.
Im folgenden sollen unter Wortern stets nichtleere Worter in diesem Alphabet ver-
standen werden. Unter dem Produkt PP, ... P, der Worter Py, P,,..., P, (in
dieser Reihenfolge) verstehen wir das Wort, das wir erhalten, wenn wir rechts an das
Wort P; das Wort P, anfiigen, rechts an das so erhaltene Wort das Wort P, und so
weiter bis zum Wort P,. Es sei z. B.

P =ab, R=baba, S =ba, T = abba.

Das Wort abbabababa kann dann sowohl als Produkt PRR als auch als Produkt RS
aufgefaBt werden. In diesem Sinne hat die Wortgleichung zyy = uyz (man kann sie
auch kiirzer in der Form xy? = uyzschreiben)dieLésung 2 =P,y = R,u=T,z=S.
Offenbar hat diese Gleichung auch viele andere Losungen. Die Wortgleichung zy = zy?
hat keine Losung. Allgemein konnen in Wortgleichungen auch Worter im Alphabet
{a, b} als Koeffizienten auftreten. So ist zbabay = uyba beispielsweise eine Wort-
gleichung mit den Koeffizienten baba (links) und ba (rechts) und den Unbekannten

z, y und ». Eine mégliche Losung ist

z=ab, y=baba, u = abba.

Unter einem System von Wortgleichungen verstehen wir ein System, in dem jede
Gleichung, wie in den gerade analysierten Beispielen, eine Verkniipfung zweier Pro-
dukte von Unbekannten und Koeffizienten mittels des Gleichheitszeichens ist. Wie
iiblich heiBt ein Tupel von Wortern, die, fir die Unbekannten eingesetzt, jede
Gleichung des Systems erfiillen, eine Losung des Systems.

Wir betonen, daB wir hier unter der Gleichheit von Wortern ihre graphische
"“'LL'A.vvlL' .DasGJA.

oyt = uyz, vy =yz
wird z. B. durch 2 = U, y = U, w = U, z = U mit einem beliebigen Wort U ge-
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16st. Dagegen ist z = P,y = R, w = I und z = § keine Losung mehr, denn es gilt
PR = abbaba =+ babaab = RP.
Das uns interessierende Problem besteht nun in folgendem:

Gesucht ist etn Algorithmus, der fiir ein beliebiges Sy von Wortgleichungen ent-
scheidet, ob es losbar ist oder nicht.

1.5.  Rechenmaschinen mit automatischer Steuerung

1.5.1.  Der Mensch als Rechner

Unsere nichste Aufgabe besteht darin, die Grundprinzipien der Konstruktion und
der Arbei ise von Maschi mit automatischer Steuerung zu erldutern. Zu
diesem Zweck wenden wir uns noch einmal vorbereitend der Betrachtung eines
algorithmischen Prozesses zu, der von einem Menschen (Rechner) ausgefiihrt wird.

Durch den Algorithmus angeleitet, fiihrt der rechnende Mensch einen ProzeB aus,
bei dem einerseits das Verfahren und andererseits die Aufbewahrung (Speicherung),
die Verarbeitung und die Ausgabe gewisser Daten (gewisser Informationen) von
Bedeutung sind. Diese Daten schreibt (speichert) der Rechner gewdhnlich auf einem
Bogen Papier mit Hilfe von Ziffern, Buchstaben und anderen Symbolen auf. Die
Gesamtheit aller dieser Symbole bildet das sogenannte Arbeitsalphabet. So wird
beispielsweise in der Algebra ein Alphabet benutzt, das auBer den gewdhnlichen
Buchstaben und Ziffern auch Zeichen fiir die algebraischen Operationen, Klammern
usw. enthilt.

Fiir einen RechenprozeB, der von einem Menschen (dem Rechner) durchgefiihrt
werden soll, ist das Auftreten folgender drei Faktoren charakteristisch (vgl. Abb. 10a).

Papierbogen Speicher
11 12 15]1
Instruktion
B g 000 00 25|
I / 000 01 7|12
$
§Q~
& Rech k 5
Tisch- $
r e\l
| S

0 [N
al % o b)

Abb. 10
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1. Aufbewahrung von Informationen. Sie wird gewdhnlich durch Auf-
schreiben aller Daten auf einen Bogen Papier realisiert, wobei zu den Daten auch die
Anweisung (das Schema des Algorithmus) zur Lésung der Aufgaben gehéren maége.
Wir wollen nicht unerwihnt lassen, da der Rechner faktisch nicht alles zu Papier
bringt; einiges merkt er sich (bewahrt es nicht auf dem Bogen Papier, sondern im
Gedachtnis auf), und gewisse Daten entnimmt er verschiedenen Nachschlagewerken
und Tabellen. Dadurch darf jedoch nicht die Grundtatsache verschleiert werden, da8
der Rechenprozef das Vorhandensein eines Mediums voraussetzt, das die Auf-
bewahrung aller notwendigen Daten erméglicht. In unserem Schema hat man also
unter dem Bogen Papier die Gesamtheit aller Mittel zu verstehen, durch die die Auf-
bewahrung aller Daten gewihrleistet wird.

2. Bearbeitung von Informationen. Sie setzt die Fahigkeit des Rechners
voraus, die im Algorithmus vorgesel einzel 1 taren Operationen auszu-
fithren. Eventuell mii dem Rechner zu diesem Zweck spezielle Mechanismen zur
Verfiigung gestellt werden, z. B. kénnen die gewohnlichen arithmetischen Operationen
auf einer Tischrechenmaschine ausgefiihrt werden. Jede einzelne Operation besteht
im Prinzip in folgendem: Der Rech tnimmt geméB den Anweisungen dem Bogen
Papier gewisse Daten (z. B. Zahlen) und iibertriigt sie auf das Arbeitsgerit (Tisch-
rechenmaschine). Das Ergebnis wird dann wieder an einem wohlbestimmten Platz
des Bogens notiert.

3. Stenerung des Prozesses. Die Vorbereitung und die Durchfiihrung der
einzelnen Operationen in jeder Etappe des Prozesses wird vom Rechner gemiB den
Anweisungen besorgt.

1.5.2.  Rechenautomaten

Aus welchen Teilen muB sich nun eine Maschine aufbauen, die die geschilderte
Funktion eines Rechners iibernehmen kann, und wie miissen diese zusammenwirken?

Die Antwort auf diese Frage kann man vorwegneh Die Maschine muB8 den eben
beschrieb ProzeB ebenfalls ausfiihren konnen, aber ohne Eingreifen eines
Rechners.

Die Maschine mu8 also erstens zur Niederschrift der Informationen ein bestimmtes
Arbeitsalphabet haben. Statt durch die gewdhnlichen graphischen Darstellungen, die
sich durch ihre Gestalt voneinander unterscheiden, werden in der Maschine die
verschiedenen Symbole des Alphabets durch voneinander verschiedene physi-
kalische Zustiande nachgebildet, z. B. durch verschiedene elektrische Potentiale oder
verschiedene Magnetisierungszustinde.

Allgemeine Uberlegungen rechtfertigen die bevorzugte Anwendung eines Alpha-
bets mit zwei Symbolen (duales Alphabet); man schreibt gewShnlich 0 und 1. Dieses
Alphabet 148t sich einfach in Gestalt zweier Zustinde physikalisch realisieren: hohes
Potential (oder Strom flieBt) und niedriges Potential (oder kein Strom flieBt). Dabei
kommt hinzu, daB die einfachsten logischen Operationen an Verinderlichen aus-
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gefithrt werden, die nur zwei Werte annehmen konnen: ,,wahr* und ,,falsch®. Die
Wahl eines bestimmten Alphabets und die Methoden zur Darstellung der benétigten
Daten in diesem Alphabet sind jedoch fiir das Verstandnis des Aufbaus und der
Arbeitsweise der Maschine nicht entscheidend. Daher wollen wir uns auf den Hinweis
beschriinken, daf in den modernen Maschinen vorzugsweise das duale Alphabet
und das Dualsystem (anstelle des iiblichen Dezimalsystems) verwendet werden.
Auf diese Einzelheiten werden wir aber im folgenden nicht néher eingehen.

Die in die Maschine eingegebenen Informationen sowie diejenigen, die im Verlauf
des Prozesses erarbeitet werden, erscheinen in Form gewisser physikalischer Para-
meter. In den uns interessierenden Fillen werden alle Daten durch Zahlen wieder-
gegeben. Insbesondere wird auch der Algorithmus, der die Maschine bei ihrer Arbeit
,leitet*, durch den Satz von Zahlen chiffriert. Algorithmen, die speziell fiir Maschinen
entwickelt worden sind, nennt man gewdhnlich Programme. Das Programm ist der
wichtigste Teil der Information, mit der die Maschine operiert.

Ferner gibt es in Ubereinstimmung mit Abb. 10a in der Maschine Baugruppen,
welche die Funktion der Speicherung, der Weitergabe, der Bearbeitung und der
Steuerung des Prozesses iibernehmen (vgl. Abb. 10b).

1. Ein Speicher iibernimmt die Funktion des Bogens Papier. In der verabredeten
Sprache fixiert die Maschine in ihm alle notwendigen Daten einschlieflich des
Programms. Es diirfte keinem Zweifel unterliegen, daB es méglich ist, eine Baugruppe
zu konstrujeren, die diese Funktion erfiillt. Diese Tatigkeit kann z. B. ein Magnetband
iibernehmen, auf dem die kodierten Daten festgehalten und von dem sie wieder ab-
genommen werden kénnen wie beim normalen Tonbandgerit. Der Speicher (das
Gediichtnis der Maschine) besteht aus einer Menge von Zellen, die mit Hilfe der
natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... numeriert sind. Diese Zahlen nennt man die Adressen
der Zellen. In jeder Zelle kann eine kodierte Nachricht gespeichert werden. In den
Rechenautomaten wird jede solche Nachricht, wie schon erwihnt, in Form einer Zahl
dargestellt.

In der Praxis werden in den elektronischen Automaten neben dem Magnetband
auch andere Arten von Speichern verwendet, z. B. Elektronenstrahlrhren, deren
Arbeitsweise etwas an die Fernsehrohren erinnert, oder Ma,gnettromme]speicher alle

diese Bauelemente werden zweckentsprechend zum Speichern eir tzt. Wir
werden die einzelnen Speicherarten nicht weiter unberschelden. Ohne Nachtell fiir
das Verstindnis der Sache kénnen wir uns einen bestimmten Speicher vorstell

P

etwa ein Magnetband.

2. Ein Rechenwerk iibernimmt die Aufgabe der gewdhnlichen Tischrech
maschine, obwohl die seiner Konstruktion zugrunde liegenden physikalischen Prin-
zipien vollig andersgeartet sind. Die Verarbeitung der Eingabewerte zum gewiinschten
Ergebnis (z. B. die Addition von Zahlen) geschieht dadurch, da8 elektrische Ein-
gangssignale (die den Eingabewerten entsprechen) durch elektronische Geriite in
elektrische Ausgangssignale (die den Ausgabedaten entsprechen) verwandelt werden.
Die Eingangssignale ko aus Speicherzellen in das Rechenwerk, die Ausgangs-
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signale verlassen das Rechenwerk und werden wieder in einer Speicherzelle unter-
gebracht. Schematisch ist das in Abb. 10b dargestellt, wo die Zahlen aus den Zellen 11
und 12 addiert werden und das Ergebnis in die Zelle 15 gebracht wird. Damit nun
diese Operationen in der Maschine in einem gewissen Rhythmus ausgefiihrt werden,
miissen zu Beginn des Taktes die Zellen 11 und 12 sowie die Zelle 15 mit dem Rechen-
werk verbunden werden. Ferner muB auch das Rechenwerk auf die richtige Opera-
tion (im vorliegenden Fall die Addition) eingestellt sein. Alles das féllt in die ,,Kompe-
tenzen“ des Steuerwerks.

3. Ein Steuerwerk hat die Funktion zu erfiillen, die im Schema der Abb. 10a
dem Rechner zukommt. In jedem Arbeitsstadium muBl das Steuerwerk die Bedin-
gungen zur Realisierung der nachfolgenden Operation herstellen. Dabei arbeitet
es wie eine im Fernsprechbetrieb verwendete Selbstwahls,nlage, die dle]emgen ,,Tell-
nehmer* (Verteiler und Zellen des Speichers der Maschine) mitei verb
die an der jeweiligen Operation beteiligt sind. Bildlich gesprochen schligt das Steuer-
werk im Programm nach, was zu machen ist, und stellt dann die entsprechenden Ver-
bindungen in der Maschine her, damit die nichste Operation ungestort ablaufen
kann.

1.5.3. Maschinenbefehle

Bevor wir die hier auftretenden Besonderheiten genauer beschreiben, bemerken wir,
daB eine Maschine im wesentlichen durch ihr Befehlssystem, d. h. die in den Pro-
grammen zu verwendenden Elementaroperationen (Befehle), charakterisiert ist.
Jedes Programm, welches die Maschine verarbeiten kann, ist eine bestimmte Kombi-
nation méglicher Befehle mit gewissen Hilfszahlen (Parameter). Je nach dem Aufbau
der Befehle unterscheidet man zwischen Ein-, Zwei- und Dreiadrefmaschinen.
Die Maschine M 20 ist ein Beispiel fiir eine DreiadreB: hine, die Maschi der
Serie ,,Minsk* sind ZweiadreB; hi die Maschine BESM 6 ist eine EinadreB-
maschine.

Bei einer DreiadreBmaschine, an deren Beispiel wir die Struktur der Befehle ge-
nauer erliutern wollen, ist jeder Befehl ein Quadrupel

pyd

von Zahlen. Die Zahl « gibt die Nummer der auszufiihrenden Operation, die Zahlen
B und y sind die Adressen der Zellen, aus denen die durch die Operation mit der
Nummer « zu verkniipfenden Zahlen (die sogenannten Operanden) zu entnehmen sind,
die Zahl 8 ist die Adresse der Zelle, in der das Resultat abgespeichert werden soll.
Die Befehle werden ihrerseits in gewissen Zellen des Speichers untergebracht.
Zu ihrem Verstindnis miissen die Ziffern einer Zahl, die einen Befehl kodiert, in vier
Gruppen aufgeschliisselt werden, die die angegebene Bedeutung haben. So soll bei-
spielsweise die in Zelle 1 des Speichers aus Abb. 10b stehende Zahl 111 12 15 den
folgenden Befehl chiffrieren: Die Zahlen aus den Zellen 11 und 12 sind der Operation
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mit der Nummer 1 (das mége die Addition sein) zu unterwerfen, und dus Resultat ist
in Zelle 15 zu speichern (wir haben also eine Zerlegung der jeweiligen Zahl von rechts
nach links in Gruppen zu je zwei Ziffern angenommen, was wir auch in den folgenden

Beispielen tun wollen).
Die heute iiblichen Befehlssysteme umfassen einige Dutzend Befehlstypen. Es ist
jedoch der Trend zu Befehlssy mit hundert oder sogar tausend Be-

fehlstypen zu beobachten. Es seien hier emlge Beispiele von besonders wichtigen

Befehlstypen genannt. Wir weisen darauf hin, daB insbesondere die von uns gewihlte

Numerierung der Operationen Beispielcharakter hat, d. h. in realen Maschinen im

allgemeinen ganz anders ist.

1. Arithmetische Befehle:

a)18yé Addiere die Zahl aus # zu der Zahl aus y und speichere die Summe
in é;

b)y28yé Subtrahiere von der in § stehenden Zahl die Zahl aus y und speichere
die Differenz in §;

c)38y6 Multipliziere die Zahl aus 8 mit der Zahl aus y und speichere das
Produkt in 6;

d)48yé Dividiere die Zahl aus # durch die Zahl aus y und speichere den
Quotienten in d. ’

2. 8prungbefehle:
e) 500008 Gehe zu dem in 8 stehenden Befehl iiber (unbedingter Sprung);
f) 5018  Gehe zu dem in 6 stehenden Befehl iiber unter der Bedingung, daB in
der Zelle y eine positive Zahl gespeichert ist;
g) 502y6  Gehe zu dem in § stehenden Befehl iiber unter der Bedingung, da8 in
der Zelle y eine negative Zahl gespeichert ist.
3. Stopbefehl: 0 00 00 00.

AuBer den aufgezihlten Befehlen gibt es in modernen Rechenautomaten noch Be-
fehle fiir die sog ten logischen Operati und auch andere, mit denen wir uns
hier jedoch nicht weiter aufhalten wollen. Die aufgezihlten Befehle geniigen schon
vollig zur Aufstellung der verschiedenartigsten Programme. Einige Beispiele werden
in Abschnitt 1.6 behandelt.

Die Befehle f) und g) nennt man bedingte Sprungbefehle. Sie werden nur dann
ausgefiihrt, wenn die betreffende Bedingung erfiillt ist, andernfalls haben diese
Befehle keinerlei Auswirkungen. Im Regelfall werden die Befehle von der Maschine
in der Reihenfolge ausgefiihrt, in der sie gespeichert sind. Von dieser Reihenfolge
wird nur abgegangen, wenn ein entsprechender (unbedingter oder bedingter) Sprung-
befehl erteilt wird und zur Ausfiihrung gelangt.

Die Arbeit der Maschine erfolgt in sog ten T'akten, wobei in jedem Takt ein
einziger Befehl ausgefiihrt wird. Zu Beginn jedes Taktes kommt aus einer Speicher-
zelle die in ihr enthaltene Zahl (die also einen Beiehl darstellt) in das Steuerwerk.
Wenn der Befehl dort ist, werden die entsp den Verbindungen hergestellt,
und dadurch wird die Ausfiihrung der nichsten Operation des Prozesses sichergestellt.
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Danach lduft der folgende Befehl in das Steuerwerk ein, und die Maschine fiihrt die
entsprechende Operation aus usw., bis der Befehl zum Stoppen der Maschine kommt.

Die technische Realisierung eines solchen Steuerwerks bietet keinerlei prinzipielle
Schwierigkeiten. Es wird von diesem Werk nicht mehr gefordert, als was auch jede
Selbstwiihlanlage zu leisten hat, in der die Nummer mittels eines elektrischen Signals
gewihlt wird.

Steuerwerk, Speicher und Rechenwerk sind die drei wichtigsten Grundbausteine
eines Rechenautomaten. Zwar gibt es noch eine Reihe weiterer wichtiger Baugruppen,
insbesondere fiir die Eingabe in die Maschine, fiir die Ausgabe der in ihr erarbeiteten
Resultate usw.; diese Baugruppen haben jedoch auf die Arb inzipien und die
logischen und mathematischen Moghchkelten einer Maschine keinen EinfluB. Daher
brauchen wir bei den folgenden Betrachtungen nicht auf sie einzugehen. Wir wollen
also stets annehmen, daB sich die einzugebenden und die auszugebenden Infor-
mationen bereits im Speicher befinden und auch dort verbleiben.

1.6.  Programme (Maschinenalgorithmen)

Im vorliegenden Abschnitt wollen wir einige Beispiele fiir Programme fiir elektronische
Rechenautomaten mit DreiadreBsystem betrachten. Diese Programme werden aus
friither untersuchten Algorithmen abgeleitet, wobei beriicksichtigt wird, daB nicht
mehr ein Mensch, sondern ein Rechenautomat, der die im vorigen Paragraphen be-
schriebenen Befehle ausfiihren kann, nach diesem Algorithmus arbeitet. Die Analyse
der behandelten Beispiele klirt den realen Sinn der Redeweise ,,Die Maschine wird
von dem ihr eingegebenen Programm gesteuert‘. Es wird dargelegt, auf welche Weise
die Reihenfolge der ins Steuerwerk einlaufenden Befehle regulicrt wird und wie man
mit einer relativ kleinen Anzahl von Befehlen recht umfangreiche Rechnungen aus-
fiihren lassen kann, auch wenn beispielsweise sehr viele Operationen notwendig
sind, um irgendeine Variante des Aufgabentyps zu 16sen.

Im folgenden wollen wir annehmen, daf die arithmetischen Operationen Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division in den Befehlen durch die Nummern 1, 2, 3,
4 bezeichnet werden (vgl. auch Abschnitt 1.5).

1.6.1.  Ein Programm zur L&sung eines linearen Gleichungssystems

Beispiel 1. Es ist die Auflésung des Gleichungssystems
az+by=c,
dz + ey = f

zu programmieren. Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, nehmen wir an,
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die Koeffizienten a, b, ¢, d, e, f seien der Reihe nach in den Speicherzellen mit den
Adressen von Nummer 51 an untergebracht.

Adresse Inhalt Adresse Inhalt
51 a, 54 d,
52 b, 55 e,
53 ¢, 56 1.

Ferner wollen wir fiir die Zwischen- und Endresultate der Rechnung die Zellen
31 bis 50 benutzen. Wie aus den Formeln

ce — fb _af—c

ae —bd’ ae — bd

zu ersehen ist, muB man, um das Ergebnis zu erhalten, sechs Multiplikationen,
drei Subtraktionen und zwei Divisionen ausfiihren. (Der Nenner ist fiir beide Briiche
derselbe. Er wird natiirlich als von Null verschieden vorausgesetzt [Anm. d. Ubers.].)

D tsprechend besteht das Programm aus 12 Befehlen, die in den Zellen 1 bis 12
stehen:

Adresse Inhalt (Befehl) Adresse Inhalt (Befehl)

1 3 53 55 31, 7 2 313237,

2 3 56 52 32, 8 2 33 34 38,

3 3 51 56 33, 9 2 35 36 39,

4 3 53 54 34, 10 4 37 39 40,

5 3 51 55 35, 11 43839 41,

6 3 52 54 36, 12 0 00 00 00.

Die Befehle laufen in der Reihenfolge wachsender Adressen in das Steuerwerk und
werden in dieser Reihenfolge ausgefithrt. Nachdem der letzte Befehl ausgefiihrt
ist, sind in den Zellen 31 bis 41 die folgenden Zahlen gespeichert:

Adresse Inhalt Adresse Inhalt

31 ce, 38 af — cd,

32 1o, 39 ae — bd,
33 af, —

34 od, 40 “—Z,
35 ae, ae =

36 b, a o -
37 ce — fb, ae — bd

Das sind die Zwischenergebnisse und das Endresultat (in den Zellen 40 und 41) der
Rechnung.
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1.6.2.  Zyklen

Beispiel 2. Gesucht seien die Losungen von n vorgegebenen Gleichungssystemen
ax + by = ¢;, —12,..,n).
dix + ey = fi,

Der losende Algorithmus ist eine n-fache Wiederholung des Algorithmus zur Auf-
16sung eines einzelnen Systems dieser Art. Man konnte leicht ein entsprechendes
Programm fiir die Maschine aus dem oben angegebenen Programm zusammenstellen.
Die 6r Koeffizienten miiBten in 6» Zellen untergebracht werden, und das Programm
bestiinde aus 11z + 1 Befehlen. Der erste Zyklus von 11 Befehlen wiirde die Losung
des ersten Systems ermitteln, der zweite Zyklus von 11 Befehlen die Losung des
zweiten Systems usw., insgesamt n mal. Der (11n + 1)-te Befehl wiire schlieflich
der Stopbefehl.

Eine derartige betrichtliche VergroBerung des Programmaufwandes ist jedoch
denkbar unzweckmaiBig. Man kann sie umgehen. Wir brauchen nur daran zu denken,
daB jeder folgende Zyklus von 11 Befehlen aus dem vorhergehenden dadurch er-
halten werden kann, daB man die in den Befehlen enthaltenen Adressen dndert.
Wenn némlich die 6n Koeffizienten in aufeinanderfolgenden Zellen beispielsweise
mit der Adresse 51 beginnend angeordnet sind, so brauchen in den ersten sechs Be-
fehlen nur die Adressen der Faktoren um jeweils sechs vergroBert zu werden. Auf
diese Weise erhilt man die Befehle fiir den folgenden Zyklus. Damit die Losungen
der einzelnen Systeme, die jeweils zwei Zellen beanspruchen, ebenfalls aufeinander-
folgen, hat man jede der letzten Adressen im zehnten und elften Befehl um 2 zu er-
hohen. Derartige Adressendnderungen konnen mittels sogenannter Adressendnde-
rungsbefehle durchgefiihrt werden. In unserem Fall benétigen wir acht dieser Befehle.
Zu diesem Zweck setzen wir in die Zellen 25 und 26 folgende Parameter (Konstanten)

Adresse Inhalt
25 0 06 06 00,
26 0 00 00 02.

In die Zellen 12 bis 18 kommen die folgenden acht Adressenéinderungsbefehle

Adresse Inhalt

12 101 2501,
13 102 25 02,
14 1 03 25 03,
15 104 25 04,
16 1 05 25 05,
17 1 06 25 06,
18 110 26 10,

19 11126 11.



1.6. Programme (Maschinenalgorithmen) 59

Nachdem die Befehle aus den Zellen 1 bis 19 ausgefiihrt sind, steht in den Zellen 40
und 41, genau wie frither, die Losung des ersten Gleichungssystems, wihrend in
den Zellen 1 bis 6 und 10 bis 11 jetzt schon die abgeiinderten Befehle stehen:

Adresse Inhalt

1 3 59 61 31,
2 3 62 58 32,
3 3 57 62 33,
4 3 59 60 34,
5 3 57 61 35,
6 3 58 60 36,
10 437 39 42,
1 4 38 39 43.

Werden jetzt die Befehle aus den Zellen 1 bis 19 noch einmal ausgefiihrt, so liefert
dieser zweite Zyklus die Losung des zweiten Gleichungssystems, welche in den
Zellen 42 und 43 gespeichert wird. AuBerdem sind auch bereits wieder die Befehle
1 bis 6 sowie 10 und 11 umadressiert worden, womit die Bedingungen fiir einen dritten
Arbeitszyklus geschaffen worden sind usw.

Wie kann man aber nun errelchen, daB die Maschine diesen Zyklus von 19 Befehlen
so oft ausfiihrt, wie (“ i gssy vorgegeben sind, und daB dann, wenn die
Losungen aller Glei e funden sind, die Maschine gestoppt wird?
Zu diesem Zweck werden dle Zellen 27 und 28 mit den Parametern 0 00 00 01 und
0 00 00 On besetzt, wobei n gleich der Anzahl der zu lésenden Gleich
ist. AuBerdem treten zu den vorhandenen 19 Befehlen noch die folgenden drei
hinzu:

Adresse Inhalt

20 2 28 27 28,
21 5012801,
22 0 00 00 00.

Der Befehl 20 verkleinert den Inhalt der Zelle 28 nach jedem ausgefiihrten Befehls-
zyklus (1 bis 19) um 1. Der Befehl 21 ist ein bedingter Sprung zum Befehl 1: Er
wird so lange ausgefiihrt, wie in der Zelle 28 noch eine positive Zahl steht. Durch
diesen Befehl wird also der Ubergang zum folgenden Befehlszyklus (1 bis 19) sicher-
gestellt. Steht aber in der Zelle 28 die Zahl 0, und das ist nach genau n Befehlszyklen
der Fall, so wird der bedingte Sprung nicht ausgefiihrt; statt dessen bringt der
folgende Befehl 22 die Maschine zum Stillstand.
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Es diirfte klar sein, daB das Programm aus den oben angegebenen Befehlen 1 bis 22
und den Parametern in den Zellen 25 bis 28 zur Losung der gestellten Aufgabe
brauchbar ist. Die Struktur dieses Programms li8t sich iibersichtlich in einem
Schema darstellen:

Befehle Parameter

1 25 0060600
2 26 0000002
3 27 0 00 00 01
4 28 0 00 00 On
Z Arithmetische
" Operationen
8
9

10

11

12

13

14

15 Adressen-

16 dnderungen

17

18

19

20 Zihlung der Zyklen

21 Bedingter Sprung

22 Stop

1.6.3.  Ein Programm fiir den Euklidischen Algorithmus

Beispiel 3. Wir stellen jetzt ein Programm zum Aufsuchen des griBten gemein-
samen Teilers zweier Zahlen a und b auf. In den Zellen 12 und 13 sollen die Aus-
gangswerte a und b und in den Zellen 14 und 15 die Zwiscl ltate untergebracht
werden, wobei das endgiiltige Ergebnis in der Zelle 15 verbleiben soll. Das folgend
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Programm wurde geméB dem in Abschnitt 1.1.1 beschriebenen Euklidischen Algo-
rithmus aufgestellt:

Adresse  Inhalt Erklirung

01 1120515  Transportiere die Zahl aus Zelle 12 in Zelle 15;

02 2121314  Speichere die Differenz der Zahlen aus Zelle 12 und
Zelle 13 in Zelle 14;

03 5021406  Springe nach Zelle 06, wenn in Zelle 14 eine negative
Zahl steht;

04 501 14 09 Springe nach Zelle 09, wenn in Zelle 14 eine positive
Zah] steht;

05 0000000  Stop;

08 11305 12 Transportiere die Zahl aus Zelle 13 in Zelle 12;

07 11505 13 Transportiere die Zahl aus Zelle 15 in Zelle 13;

08 5 00 00 01 Springe unbedingt nach Zelle 01;

09 11305 12 Transportiere die Zahl aus Zelle 13 in Zelle 12;

10 1140513  Transportiere die Zahl aus Zelle 14 in Zelle 13;

11 5 00 00 01 Springe unbedingt nach Zelle 01.

Nach den ersten beiden Takten stehen in den Zellen 12 bis 15 folgende Zahlen:

Adresse Inhalt Adresse Inhalt
12 a, 14 a—b,
13 b, 15 a.

Ist a — b =0 (d. h. a =), so sind die bedingten Sprungbefehle ohne Auswir-
kungen, und der Befehl 05, der die Maschine anhilt, kommt zur Ausfithrung. In
diesem Moment befindet sich in der Zelle 15 tatsichlich das endgiiltige Ergebnis
(vergleiche mit der Anweisung 3 aus Abschnitt 1.1.1).

Ista — b > 0 (d. h. a > b), so folgt auf den Befehl 03 der Befehl 06, der zusammen
mit dem Befehl 07 die Pliitze der Zahlen o und b in den Zellen 12 und 13 vertauscht
(vgl. Anweisung 4). Der nachfolgende Befehl 08 verlangt einen unbedingten Sprung
nach 01, und dort beginnt der zweite Arbeitszyklus der Maschine.

Ist a — b < 0 (d. h. @ < b), so wird der bedingte Sprung 03 nicht ausgefiihrt,
und der Befehl 04 zieht den Befehl 09 nach sich, der zusammen mit dem folgenden
Befehl 10 in die Zellen 12 und 13 den fritheren Subtrahenden und die Differenz,
also b und @ — b transportiert (vgl. Anweisung 4). Sodann verlangt der Befehl 11
den unbedingten Sprung zum Befehl 01. Dort beginnt dann der zweite Arbeits-
zyklus der Maschine.

Die aufeinanderfolgenden Arbeitszyklen der Maschine erzeugen in den Zellen 12
und 13 eine Folge von Zahlenpaaren

(@1, 1), (@2, be), oo, (@4, B3, (@irns Bia)s -
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und in der Zelle 15 eine Zahlenfolge
Qps Ry A3s oo vy Ay ity oo

bis erstmalig ein Paar gleicher Zahlen (a,, b;) auftritt. Dann bringt der Befehl 05
die Maschine zum Stehen, und in der Zelle 15 ist das gesuchte Resultat t.

B¥=p

1.6.4. Die Arbeitsweise eines Rechenautomaten

In den analysierten Beispielen treten mit hinreichender Kln.rhelt folgende zwei
grundlegende Arbeitsprinzipien der elektronischen Rech t t

1. In der Regel werden die Befehle des Programms durch die Maschme in der
Reihenfolge ausgefiihrt, in der sie in den Speicherzellen stehen. Die Maschine kann
allerdings auch den Gang des Rechenprozesses in Abhiingigkeit von den laufend
erhaltenen Rechenergebnissen automatisch éndern. Das wird gerade durch die be-
dingten Sprungbefehle ermdglicht.

2. Bei einem verhiltnismiBig umfangreichen Programm besteht unter Umstinden
die Moglichkeit, es dadurch zu verkiirzen, daB8 die Maschine einzelne Teile des Pro-
gramms oder sogar das ganze Programm mehrfach wiederholt, wobei sie selbstandig
Adressen éndert. Das durch Ziffern verschliisselte Programm wird némlich in dem-
selben Speicher wie die gewShnlichen Zahlen aufbewahrt. Daher ist es der Maschine
moéglich, auch mit den bedingten Zahlen, d.h. mit den verschliisselten Befehlen,
zu rechnen. Auf diese Weise kann die Maschine beispielsweise Adresseninderungen
in den Befehlen vornehmen.

Die Maschine ist aufgrund der fiir sie charakteristischen Arbeitsprinzipien in der
Lage, auch Aufgaben zu losen, die keine ausgesprochenen Rechenaufgaben sind.
So kann man z. B. den Algorithmus des THESEUS (das Suchen in einem Labyrinth)
oder Algorithmen fiir Wortprobleme in gewissen assoziativen Kalkiilen program-
mieren und die entsprechenden Prozesse in der Maschine realisieren. Dazu ist es
allerdings notwendig, daB die Maschine auBer den arithmetischen noch einige andere
Operationen ausfithren kann. Es kommen auch noch einige Steuerbefehle hinzu,
die fiir die oben betrachteten arithmetischen Aufgaben nicht erforderlich waren.
In den real arbeitenden elektronischen Rechenautomaten konnen diese einfachen
Operationen ausgefiihrt werden (d. h. sind die entsprechenden Befehle vorgesehen)
Damit lassen sich dann in der Tat Programme aufstellen, die Aufgaben der genannten
Art losen.

1.6.5. Andere Anwendungen von Rechenautomaten

Wir haben schon in der Einleitung bemerkt, daB nicht nur in der Mathematik,
sondern auch in vielen anderen Bereichen der hlichen Titigkeit Prozesse
auftreten, die nach streng festgelegten formalen Vorschriften (d.h. Algorithmen)




1.6. Programme (Maschinenalgorithmen) 63

ablaufen. Diese kann man ebenfalls programmieren. Hierzu gehért z. B. das Uber-
setzen von einer Sprache in eine andere. Durch eine hinreichend tiefgehende Analyse
und entsprechende Klassifikation der grundlegenden grammatikalischen und stili-
stischen Regeln und der Verfahren, wie man Worterbiicher verwendet, kann man
einen recht befriedigenden Ubersetzungsalgorithmus aufstellen, mit dessen Hilfe
etwa wissenschaftliche und geschiiftliche Texte iibertragen werden konnen (fiir
einige Sprachen wurden solche Algori bereits entwickelt)

Wir erdrtern noch kurz die Mogllchkelt einer erfolgrelchen Spielfiihrung mit
Hilfe von Maschinen. Zuniichst kann man das Aufsuchen einer besten Strategie
nach dem Algorithmus aus Abschnitt 1.2.4 im Prinzip einer Maschine iibertragen.
Praktisch ist das aber natiirlich nur bei Spielen mit nicht zu groem Baum méglich,
2. B. bei Spielen vom Typ der Streichholzspiele mit relativ kleiner Anzahl von Streich-
hélzern. Man kann weiter fiir ein spezielles Spiel, fiir das eine optimale Strategie
(in Form eines Algorithmus) bekannt ist, diese optimale Strategie programmieren.
Bei komplizierteren Spielen, fiir die eine solche Strategie noch nicht aufgestellt
werden konnte oder fiir die dulerst umfangreiche Strategien vorliegen, muB man
sich auf Verfahren beschrinken, die auf einer speziellen Analyse und Bewertung
jedes Zuges des Spiels basieren und sogenannte Taktiken fiir das Spiel liefern. So
kann man beispielsweise beim Schach fiir die Figuren ein Bewertungssystem ein-
fithren. Hlerbel muB der Konig sehr hoch bewertet werden, die Dame etwas weniger,
der Turm noch weniger usw., einem Bauern kommt der geringste Wert zu. Auerdem
miissen aber auch die Stellungen in bestimmter Weise bewertet werden (Position
der Figuren auf dem Brett, ihre Beweglichkeit usw.). Die Differenz der Summe
der Bewertungen fiir die weiBen Figuren und der Summe der Bewertungen fiir die
schwarzen Figuren charakterisiert dann (im Sinne der vorgegebenen Taktik) die
materiellen und positionellen Vorteile der weilen iiber die schwarzen Figuren im
vorliegenden Spielstadium. Der einfachste Algoritk besteht in der Durct t
rung aller Ziige, die im Moment méglich sind, und der Auswahl eines Zuges, der
vom Standpunkt des vorgegebenen Bewertungssystems eine maximale Uberlegen-
heit sichert. Besser, aber auch wesentlich komplizierter ist ein Algorithmus, der
alle moglichen Kombinationen der niichsten drei oder sogar fiinf Ziige beriicksichtigt
und nach dem vorgegebenen Auswahlprinzip den optimalen Zug ermittelt.

Aus den genannten Beispielen geht klar hervor, wie vielfiltig geistige Arbeit
sein kann, die nach bestimmten Algorithmen ausgefiihrt wird und ausgefiihrt werden
kann. In allen Fillen kann man diese Algorithmen prinzipiell auch programmieren
und die entsprechenden Arbeiten von programmgesteuerten Automaten ausfiihren
lassen. Es existieren insbesondere schon heute Programme zur Ubersetzung aus
einer Sprache in eine andere und zum Schachspielen, die auf modernen Rechen-
anlagen realisiert werden kénnen.
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2.1.  Die Notwendigkeit einer Prizisierung des Algorithmenbegriffs

2.1.1. Die Existenz von Algorithmen

Aus unseren bisherigen Ausfiihrungen ist bereits zu ersehen, wie eng die Algorithmen
mit den programmgesteuerten Rechenautomaten zusammenhingen.

Offenbar 1i8t sich jeder ProzeB, dessen einzelne Schritte nacheinander auf einer
automatisch arbeitenden Maschine verwirklicht werden konnen, durch einen Algo-
rithmus beschreiben. Andererseits lassen sich alle bis jetzt bekannten Algorithmen
sowie diejenigen, die man beim heutigen Stand der Wissenschaften erwarten kann,
prinzipiell in programmpgestenerten Rechenautomaten realisieren.

Die letzte Behauptung erfordert allerdings noch einige Erlduterungen. Wie schon
erwihnt, kann der algorithmische ProzeB zur Losung einer Aufgabe bestimmten
Typs beliebig lang sein und die Menge der Daten, die mit dem Algorithmus bearbeitet
wird, alle Vorstellungen iibersteigen. Andererseits hat aber der Speicher eines realen
Automaten nur ein beschrinktes Volumen (da erstens die Anzahl der Zellen und
zweitens auch das Fassungsvermégen jeder Zelle beschrankt ist). Deshalb kann es
vorkommen, dal man einen Algorithmus unter den bestehenden technischen Vor-
aussetzungen praktisch nicht realisieren kann.

Das 1iBt sich schon am Beispiel des Euklidischen Algorithmus illustrieren.
Die einfache Aufgabe des Bestimmens des groBten gemeinsamen Teilers zweier
Zahlen wird fiir einen Rechner praktisch undurchfiihrbar, wenn er zur Losung
dieser Aufgabe mehr Papier und Tinte benotigt, als er sich jemals beschaffen
kann. Genauso, wie es dem Rechner mit dem Euklidischen Algorithmus gehen
kann, wird fiir eine Maschine eine gegebene konkrete Aufgabe undurchfiihrbar,
wenn zu ihrer Lésung mehr Speicherraum erforderlich ist, als der Maschine zur Ver-
fiigung steht.

In solchen Fillen muB man den algorithmischen ProzeB, wie schon betont, als
potentiell durchfihrbaren Prozef ansehen, der stets nach endlich vielen Schritten
(wobei die Anzahl dieser Schritte sehr groB sein kann) zum gesuchten Ergebnis
fiithrt. Wenn von der Maglichkeit die Rede ist, einen Algorithmus in einer Maschine
zu verwirklichen, denke man analog stets an die potentielle Moglichkeit, das Speicher-
volumen unbegrenzt zu vergroBern.
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Der erwihnte Zusammenhang zwischen dem Begriff ,,Algorithmus® und dem
Begriff ,programmgesteuerter Rechenautomat mit potentiell unbeschrinktem
Speichervolumen® 1iBt jhre wesentlichen Ziige deutlich hervortreten. Jede Priizi-
sierung des einen Begriffs ist gleichzeitig eine Prizisierung des anderen.

Trotz aller Betonung der Wichtigkeit dieser Begriffe ist keiner bisher von uns
exakt definiert worden. Eine exakte mathematische Definition des Begriffs des
Algorithmus (und gleichzeitig damit eine genaue Definition des artverwandten
Begriffs des programmgesteuerten Rechenautomaten) wurde erst in den dreiBiger
Jahren unseres Jahrhunderts von den Wissenschaftlern erarbeitet. Warum haben
die Mathematiker vieler Jahrhunderte, ohne besonders beunruhigt zu sein, sich mit
einem verschwommenen Begriff des Algorithmus zufriedengegeben? Warum ent-
stand vor relativ kurzer Zeit ein dringendes Bediirfnis nach einer streng mathemati-
schen Definition dieses Begriffs, damit er als Gegenstand strenger mathematischer
Untersuchungen dienen kénne?

Bis vor kurzem trat der Begriff des Algorithmus in der Mathematik nur im Zu-
sammenhang mit der Konstruktion (Entwicklung) konkreter Algorithmen auf;
die Aussage, daB fiir Aufgaben eines bestimmten Typs ein Algorithmus existiere,
war praktisch stets mit einer ausfiihrlichen Beschreibung eines solchen Algorithmus
verbunden. Unter diesen Umstéinden brauchte jemand, dem ein System formaler
Regeln mitgeteilt wurde, nur Daten einzusetzen und sich bei der Anwendung der
Regeln davon zu iiberzeugen, daB er automatisch auf das Ergebnis gefiihrt wurde.
Daher tauchte das Problem einer streng mathematischen Definition des Begriffs
,,Algorithmus* gar nicht auf, und man konnte sich mit dem verschwommenen,
von jedem Mathematiker mit der richtigen Vorstellung verkniipften Begriff des
Algorithmus begniigen.

Im Zuge der neueren Entwicklung h#uften sich in der Mathematik jedoch
Tatsachen an, die diese Situation von Grund auf dnderten. Die Ursachen dafiir lagen
in dem natiirlichen Streben der Mathematiker begriindet, immer michtigere Algo-
rithmen zu schaffen, die nach Méglichkeit umfangreichere Aufgabenklassen (Auf-
gaben allgemeineren Typs) 16sen kénnen. Der Betrachtung solcher Tatsachen wollen
wir uns nun zuwenden.

Wir erinnern an den Algorithmus zur Berechnung von Quadratwurzeln, der in
allen Schulbiichern beschrieben wird. Man kann sich ein allgemeineres Ziel stellen:

Es ist ein Algorithmus zu konstruieren, mit dem man die Wurzel beliebigen Grades
aus jeder vorgegebenen Zahl ziehen kann. Es ist natiirlich zu erwarten, daB ein
solcher Algorithmus etwas schwieriger zu konstruieren sein wird. Die Perspektiven,
die sich aus dem Besitz eines solchen Algorithmus ergeben, sind schon sehr verlockend.
Man kann jedoch noch weiter gehen. Das Ziehen der Wurzel n-ten Grades aus einer
Zahl a ist gleichbedeutend mit dem Auflésen der Gleichung 2* — a = 0 (dem Be-
stimmen einer Wurzel dieser Gleichung). Jetzt kann man sofort eine noch allgemeinere
Aufgabe formulieren:

Es 1st ein Algorithmus zu konstruieren, mit dessen Hilfe man fiir jede Gleichung der
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Form
A" 4 By 4 e a2+ G = 0 (1)

(n eine beliebige natiirliche Zahl) alle Wurzeln bestimmen kann?).

Die Konstruktion eines solchen Algorithmus ist natiirlich noch schwieriger. Dem
Wesen nach gehort diese Aufgabe in ein Teilgebiet der hoheren Algebra, in die soge-
nannte Algebra der Polynome; sie verlangt die Konstruktion und die Begriindung
dieses Algorithmus, der natiirlich von groBer praktischer Bedeutung ist.

2.1.2. Das Entscheidungsproblem

Die ausgefiihrten Beispiele charakterisieren bereits in ausreichendem MaBe das
natiirliche Streben der Mathematiker nach immer michtigeren Algorithmen, mit
denen man immer umfangreichere Klassen von Aufgaben (Aufgaben immer allge-
meineren Typs) 16sen kann. Selbstverstindlich ist das Losen von Gleichungen der
Form (1) noch lange nicht die Grenze, die man iiberhaupt erreichen kann. Wenn
nun ein Mathematiker in seinem Streben nach Erkenntnis die Aufgabenklasse, fiir
die ein universeller l6sender Algorithmus gesucht wird, immer weiter ausdehnt,
so gelangt er unweigerlich zu der folgenden Problemstellung:

Es st ein Algorithmus zu konstruieren, der es g jede beliebig thematisch

Aufgabe zu losen.

Diese Problemstellung ist natiirlich so allgemein, da8 sie wahrlich als eine verwegene
Herausforderung der gesamten Mathematik empfunden wird; auBerdem konnte
man an ihrer Formulierung bemingeln, daB keinesfalls klar ist, was eigentlich , jede
beliebige mathematische Aufgabe bedeutet. Ubrigens braucht man derartige
Probleme wegen ihrer groBen Anziehungskraft und ihres Reizes nicht besonders
Zu propagieren.

Das Problem hat seine Geschichte. Schon der grofie deutsche Mathematiker und
Philosoph G.W. LemBNiz (1646—1716) triumte von der Entwicklung einer all-
umfassenden Methode, die eine effektive Losung jeder Aufgabe gestatten wiirde.
Obwohl LerBniz einen solchen allumfassenden Algorithmus nicht finden konnte,
nahm er an, da man einmal einen finden wiirde und daB dann jede Meinungsver-
schiedenheit zwischen Mathematikern automatisch mit Bleistift und Papier nach
diesem Universal-Algorithmus entschieden werden kénne.

In der weiteren Entwicklung wurde diese Fragestellung zu einem der wichtigsten
Probleme der mathematischen Logik prézisiert, dem sogenannten Entscheidungs-
problem. Da wir hier nicht die Moglichkeit haben, eine erschopfende und exakte
Darstellung dieses Problemkreises zu geben, beschrinken wir uns auf die Darlegung
seiner wichtigsten Ziige.

1) Genauer gesagt: Zu jeder natirlichen Zahl % soll man Niherungswerte fiir die Wurzeln
angeben kénnen, die sich von dem genauen Wert um weniger als 10-* unterscheiden.
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Bel tlich besteht die axiomatische Methode in der Mathematik darin, daB alle
Aussagen (Sitze) einer vorliegenden Theorie durch formal-logische Schluffolgerungen
aus gewissen Aussagen (Axiomen), die man in dieser Theorie ohne Beweis als giiltig
annimmt, abgeleitet werden. Die Geometrie war die erste mathematische Disziplin,
in der eine solche Axiomatisierung verwirklicht werden konnte. Heute sind bereits
fast alle mathematischen Theorien axiomatisiert. In der mathematisch i
wurde nun eine spezielle Formelsprache entwickelt, mit der man jede Behauptung
einer mathematischen Theorie in Gestalt einer wohlbestimmten Formel schreib
kann. In der Terminologie des Abschnitts 1.4.1 konnen wir sagen, daB jede solche
Formel ein Wort in einem speziellen Alphabet ist, das neben den iiblichen mathema-
tischen Zeichen (Ziffern, Buchstaben, Kl n, Formelzeichen usw.) auch Zeichen
fiir die logischen Operationen (Negation (Verkniipfung mit ,nicht), Konjunktion
(Verkniipfung mit ,,und®), Alternative (Verkniipfung mit ,oder”), Implikation
(Verkniipfung mit ,,wenn — so“), Generalisierung (Verkniipfung mit , fiir alle®)
und Partikularisierung (Verkniipfung mit ,.es gibt ein)) enthilt. Die wesentliche
Analogie zu den assoziativen Kalkiilen besteht jedoch darin, daB in solchen logischen
Kalkiilen der ProzeB der logischen Ableitung einer Aussage S aus einer Aussage R
zu einer formalen Transformation der entsprechenden Worter nach bestimmten
logischen Substitutionen wird. Ein logischer Kalkiil kann also durch ein bestimmtes
System von zugelassenen Wortsubstitutionen (den Schlufregeln dieses Kalkiilsy

charakterisiert werden. Mit diesen zugel Substitutionen lassen sich alle for-
mal-logischen Ableitungen aufbauen. Ein Beispiel fiir eine zugelassene Substitution
ist die Streichung zweier hintereinanderstehender Negatic ichen (etwa der Uber-

gang von ,nicht nicht schén“ zu ,,schén®), vergleichbar der Substitution aa — A
im assoziativen Kalkiil des Abschnitts 1.4.4.

Die Frage, ob eine Behauptung § aus einer Aussage R innerhalb des logischen
Kalkiils abgeleitet werden kann, ist die Frage nach der Existenz einer Ableitungs-
kette, die von dem Wort, welches die Aussage R repriisentiert, zu dem Wort fithrt,
welches die Behauptung S darstellt.!) Das Entscheidungsproblem lafit sich jetzt so
formulieren:

Von je zwei Wortern (Formeln) R und S eines logischen Kalkiils soll entschieden
werden, ob eine Ableitungskette existiert, die von R nach 8 fiihrt, oder nicht.

Unter einer Losung dieses Problems ist die Angabe eines Algorithmus zu ver-
stehen, der auf alle Fragen dieses Typs (d. h. fiir beliebiges B und §) die Antwort
liefert.

Ein solcher Algorithmus wire offenbar eine allg
Losung der verschiedenartigsten Probleme aus beliebigen axiomatisch aufgebauten
mathematischen Theorien. Denn die Giiltigkeit einer Aussage S (d. h. der Formu-
lierung eines Satzes) in einer axiomatischen Theorie T’ bedeutet ihre formal-logische
Beweisbarkeit aus dem Axiomensystem der Theorie 7', das in vielen Fallen durch eine

Methode zur automatisch

1) Die logischen Kalkiile sind wichtige Beispiele fiir iative Kalkiile mit gerichteten
Substitutionen. [Anm. d. Ubers.]
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lne Aussage R (namlich die Kon]unktxon der Axiome) ersetzt werden kann.
Unter Verwendung eines Entscheid konnte man also feststellen, ob
die Aussage S in der betrachteten Theorie T giiltig ist oder nicht. Und im Fall einer
positiven Antwort wiirde der Algorithmus vielleicht sogar eine Ableltungskette
liefern, die einem Beweis der Aussage S entspriiche. Der Entscheidungsalgori

wiire also eine einheitliche, effektive Methode, mit der man alle in axiomatischen
Theorien formulierbaren und bis heute ungelosten mathematischen Probleme ent-
scheiden kénnte. Das erkliirt nicht nur die groBe Anziehungskraft, die der Versuch
der Konstruktion eines solchen ,,allumfassenden Algorithmus ausstrahlte, sondern
auch die Schwierigkeiten bei der Realisierung dieser Konstruktion.

Trotz langer und hartniickiger Bemiihungen vieler berithmter Spezialisten waren
die mit der Konstruktion eines allgemeinen Entscheidungsalgorithmus verbund
Schwierigkeiten uniiberwindlich. Und #hnliche Schwierigkeiten traten schon bei
mathematischen Problemen sehr speziellen Typs auf. Zu diesen Problemen gehérten
z. B. das 10. Hilbertsche Problem (vgl. Abschnitt 1.1.3) und eine Reihe weiterer
Probleme, auf die wir spiter zu sprechen kommen.

Im Resultat der zshlrelchen vergeblichen Bemiihungen kam man zu der Ver-

tung, daB hier Schwierigkeiten prinzipieller Natur vorliegen miissen und vielleicht
K.ls.ssen von Aufgaben existieren, fiir die man keinen Lo Igoritt konstru-
ieren kann.

2.1.3. Die Problematik einer exakten Definition des Algorithmenbegriffs

Die Behauptung der algorithmischen Unlésbarkeit emer besmmmten Aufgabenklasse,
d. h., der Unmdglichkeit, fiir sie einen Losung: ben, ist nicht

infach eine Anerk g der Tatsache, daBl uns kein solcher A]gonthmus bekannt
ist, oder daB ihn noch keiner gefunden hat. Diese Behauptung ist gleichzeitig eine
Prognose. Sie besagt, daB ein solcher Algorithmus auch niemals gefunden werden
kann (mit anderen Worten, da8 es ihn nicht gibt). Eine derartige Behauptung bedarf
natiirlich eines strengen mathematischen Beweises. Uber einen Beweis nachzu-
denken, hat aber erst dann einen Sinn, wenn man iiber eine exakte Definition des
Begriffs des Algorithmus verfiigt. Ohne diese ist es natiirlich véllig schleierhaft, wie
man die Nichtexistenz iiberhaupt beweisen sollte.

Wir méchten daran erinnern, daB es auch in friiheren Etappen der Entwicklung
der Mathematik immer wieder Probleme gegeben hat, die sich nicht 16sen lieBen und
von denen man spiter zeigen konnte, dal sie unlésbar waren. Historisch markante
Beispiele sind unter anderem das Problem der Dreiteilung eines beliebigen Winkels
und das Problem der Auflésung einer beliebigen Gleichung durch Radikale.

Aus der Schule ist bekannt, daB man jeden Winkel mit Zirkel und Lineal halbieren
kann. Bereits im alten Griechenland beschiftigte man sich mit der analogen Aufgabe,
einen beliebigen Winkel mit Zirkel und Lineal in drei gleichgroBe Teile zu zerlegen.
Die Losung dieser Aufgabe wollte nicht gelingen, und inzwischen ist bewiesen worden,
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daB sie gar nicht gelingen konnte, da es némlich unmdéglich ist, einen beliebigen
Winkel mit Zirkel und Lineal in drei gleichgroBe Teile zu zerlegen (es gibt natiirlich
spezielle Winkel, fiir die das kein Problem ist, und es gibt auch zahlreiche Néherungs-
konstruktionen; d. h., es geht um beliebige Winkel und gleichgroBe Teile).

Aus der Schule ist weiter die Formel bekannt, nach der man die Wurzeln einer
quadratischen Gleichung durch deren Koeffizienten ausdriicken kann. In dieser For-
mel tritt auBer den arithmetischen Operationen das Zeichen fiir die Quadratwurzel
auf. Bereits im 16. Jahrhundert waren analoge Formeln fiir Gleichungen dritten und
vierten Grades bekannt, durch die die Wurzeln einer solchen Gleichung in Form von
Woaurzelausdriicken in den Koeffizienten (sogenannten Radikalen) dargestellt werden,
die natiirlich komplizierter als bei quadratischen Gleichungen sind, nimlich auch
eingeschachtelte Radikale enthalten. Dagegen blieb die Suche nach éhnlichen For-
meln fiir Gleichungen héheren als vierten Grades bis zum Anfang des 19. Jahr-
hunderts erfolglos und wurde dann eingestellt, als némlich der Beweis des folgenden
bemerkenswerten Resultats gelang:

Fiir kein n = 5 existiert eine Formel, die die Wurzeln einer beliebigen Gleichung
n-ten. Grades durch Radikale in den Koeffizienten der Gleichung ausdriickt.

In beiden Fillen war der Unméglichkeitsheweis erst zu erbringen, nachdem man
eine priizise Definition hatte, die auf folgende Frage eine Antwort gab: ,Was be-
deutet Konstruktion mit Zirkel und Lineal? bzw. ,,Was bedeutet Auflésung einer
Gleichung durch Radikale?* Beide Definitionen priizisieren iibrigens den Sinn ge-
wisser spezieller Algorithmen, nimlich eines Algorithmus zur Lésung von Glei-
chungen durch Radikale (statt eines allgemeinen Algorithmus zur Losung algebra-
ischer Gleichungen) bzw. eines Algorithmus zur Dreiteilung von Winkeln mittels
Zirkel und Lineal (statt eines beliebigen Algoritl zur Winkeldreiteilung).

Eine exakte Definition fiir den allgemeinen Begriff des Algorithmus gab es bis
Anfang der dreiBiger Jahre unseres Jahrhunderts nicht. Die Erarbeitung einer
solchen Definition war eine der wichtigsten Aufgaben der modernen Mathematik.
Dabei muB hervorgehoben werden, daB es bei dieser Definition (wie iibrigens auch bei
vielen and thematischen Definitionen) um mehr als eine Vereinbarung der
Mathematiker dariiber ging, was man unter dem Terminus ,,Algorithmus‘ hinfort
verstehen will. Bis zu ihrer endgiiltigen Formulierung waren groBe Schwierigkeiten
zu iiberwinden. Sie bestanden vor allem darin, daB die vorgeschlagene Definition
das Wesen eines Begriffs richtig wiedergeben muBte, der — wenn auch verschwom-
men — durchaus schon vorhanden war und den wir auch in diesem Buch schon an
vielen Beispielen demonstriert haben. Dazu wurden Anfang der dreiSiger Jahre in
vielen Untersuchungen die Mittel gesichtet, die bei der Konstruktion von Algorithmen
bislang benutzt wurden. Auf dieser Grundlage wurde sodann eine Definition des
Begriffs ,,Algorithmus‘ gefunden, die nicht nur aus der Sicht der formalen Genauig-
keit vollkommen war, sondern sich mit dem Wesen des zu definierenden Begriffs
deckte. Interessant ist, daB die verschiedenen Forscher von unterschiedlichen tech-
nischen und logischen Gesichtspunkten aus an das Problem herangingen, so daB
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zunichst sehr unterschiedliche Definitionen entstanden. Recht schnell zeigte sich
jedoch, daB alle diese Definitionen dquivalent waren, d. h. denselben préizisen Begriff
erfaBten, eben den heutigen exakten Begriff des Algorithmus. Die Tatsache, daB
alle Versuche einer Prizisierung des Algorithmenbegriffs, ungeachtet ihrer Viel-
schichtigkeit, bislang stets zum gleichen Resultat fithrten und vermutlich auch immer
filhren werden, hat erkenntnistheoretische Bedeutung. Sie bezeugt, daf die er-
arbeitete Definition gut das Wesen der Sache erfaBt.

Aus der Sicht der modernen Rechentechnik verdient diejenige Definition be-
sonderes Interesse, bei der das Wesen des Algorithmenbegriffs durch Analyse der
Prozesse offenbar wird, die in einem Rechenautomaten ablaufen. Bei ihnen wird die
Arbeitsweise realer Maschinen durch ein gewisses Standardschema idealisiert, das
seiner logischen Struktur nach hinreichend einfach und andererseits so prizise ist,
daB es Gegenstand mathematischer Untersuchungen sein kann. Ein erstes derartiges
Schema wurde 1936 von dem englischen Mathematiker A. M. TurING vorgeschlagen,
d. h. zu einer Zeit, als es noch keine programmgesteuerten Rechenautomaten gab.
Bei seinem sehr allgemeinen und trotzdem einfachen Konzept ging TurING von der
Idee aus, die Arbeit eines nach gewissen strengen Vorschriften operierenden Rechners
durch eine Maschine zu modellieren. Wir werden im folgenden im wesentlichen den
Ideen von TurinG folgen, uns aber von den Analogien zu realen elektronischen Rechen-
automaten leiten lassen.

2.2.  Die Turing-Maschine

Die Turing-Maschinen sind gegeniiber dem in den Abschnitten 1.5 und 1.6 beschrie-
benen elektronischen Rechenautomaten durch folgende Besonderheiten gekenn-
zeichnet:

1. In einer Turing-Maschine ist die Zerlegung der algorithmischen Prozesse in
einfache, elementare Operationen in gewissem Sinne bis an die Grenze des Moglichen
getrieben. So wird beispielsweise die Addition, die in elektronischen Rechenautomaten
als einheitliche Elementaroperation behandelt wird, in eine Kette noch einfacherer
Operationen zerlegt. Das verlingert natiirlich die Prozesse in einer Turing-Maschine
wesentlich. Dadurch wird jedoch die logische Struktur stark vereinfacht und in eine
fiir theoretische Untersuchungen geeignete Standardform gebracht.

2. In einer Turing-Maschine hat man sich einen Teil des Speichers?) als ein nach
beiden Seiten unbeschrinktes Band vorzustellen, welches in einzelne Zellen unter-
teilt ist. Offenbar kann es in einer real existierenden Maschine keinen unendlichen
Speicher (kein unendliches Band) geben. In diesemn Sinne ist eine Turing-Maschine
nur ein idealisiertes Schema, bei dem das Speichervolumen potentiell unbeschrinkt

1) Den ten duPeren Speicher.
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ist. Diese Idealisierung wird durch den schon frither erwihnten Zusammenhang
zwischen dem Begriff des Algorithmus und dem Begriff der Maschine mit potentiell
unbeschriinktem Speicher gerechtfertigt.

2.21. Definition der Turing-Maschine

Wir kommen jetzt zur Beschreibung einer Turing-Maschine.
1. Die Maschine verfiigt iiber endlich viele Zeichen (Symbole)
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die das sogenannte dufere Alphabet bilden. In diesem Alphabet werden die Eingabe-
daten sowie die in der Maschine erarbeiteten Daten geschrieben. Unter den Symbolen
befinde sich ein Leerzeichen, und zwar sei es im allgemeinen Fall durch s, und in
speziellen Beispielen durch A angedeutet. Wird das Leerzeichen in eine Zelle des
Bandes (Speichers) eingegeben, so wird das vorher in der Zelle vorhandene Zeichen
geloscht, und die Zelle wird leer. Umgekehrt nehmen wir von einer leeren Zelle an,
daB in ihr das Leerzeichen steht.

In keinem Stadium der Arbeit der Maschine kann sich in einer Zelle des Bandes
mehr als ein Zeichen befinden. Alle Daten, die auf dem Band gespeichert sind,
werden mittels endlich vieler Zeichen des duBeren Alphabets dargestellt, die vom
ichen verschieden und einzeln in gewissen Zellen des Bandes untergebracht
sind. Zu Arbeitsbeginn befinden sich auf dem Band die Anfangsdaten (die Anfangs-
nformation).

Die Maschine arbeitet in aufeinanderfolgenden T'akten. Jedem Takt entspricht eine
Transformation der Anfangsinformation in eine gewisse Zwischeninformation (die
Gesamtheit der am Ende eines Taktes auf dem Bande befindlichen Zeichen bildet
die entsprechende Zwischeninformation). Als Anfangsinformation kann sich auf dem
Band ein beliebiges endliches System von nichtleeren Zeichen des duBeren Alphabets
befinden, die in beliebiger Weise auf die Zellen verteilt sind (z. B. ein beliebiges Wort
dieses Alphabets). Je nach der Anfangsinformation 4 sind zwei Fille moglich:

Leer

a) Nach endlich vielen Takten hilt die Maschine an, weil sie ein Stopsignal erhielt.
Bis zu diesem Zeitpunkt hat sich auf dem Band eine gewisse Information B heraus-
gebildet. Wir wollen dann sagen, daBl die Maschine auf die Anfangsinf tion A
anwendbar ist und diese in die Endinformation B umformt.

b) Die Maschine hilt nicht an, ein Stopsignal tritt nicht auf. Wir sagen dann, dal
die Maschine auf die Anfangsinf tion A nicht dbar vst.

Man sagt, daBl etne Maschine eine gewisse Klasse von Aufgaben lésen kann, wenn sie
auf jede Information anwendbar ist, die in einem bestimmten Kode die Bedingungen
fiir eine einzelne Aufgabe dieses Typs wiedergibt und diese in eine Information
umformt, die in demselben Kode die Losung dieser Aufgabe darstellt.
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2. Das DreiadreBsystem, welches in einigen prog; gesteuerten Rech toma-
ten angewandt wird, verlangt das Vorhandensein el rer Operationen, durch die
der Inhalt dreier Speicherzellen in Beziehung gesetzt wird. In neueren programm-
gesteuerten Rechenautomaten wird meistens das sogenannte EinadreBsystem be-
nutzt. Hier ist an jedem Arbeitstakt nur eine Speicherzelle beteiligt. (Diese wollen wir
als die aufgerufene Zelle bezeichnen.) So kann z. B. die Addition der Zahlen aus den
Zellen # und y mit anschlieBendem Transport des Resultats in die Zelle § des Drei-
adreBsystems durch drei aufeinanderfolgende Befehle im EinadreBsystem ersetzt
werden:

a) Transport der Zahl aus der Zelle § in den Addiator,
b) Transport der Zahl aus der Zelle y in den Addiator,
c) Transport des Resultats in die Zelle 6.

In einer Turing-Maschine ist das System der el taren Operati und damit
auch das EinadreBsystem noch weiter vereinfacht: In jedem Einzeltakt wird durch
den Befehl nur das Zeichen s;, welches sich in der aufgerufenen Zelle befindet, durch
ein Zeichen s; ersetzt (j = 7 bedeutet, daB der Inhalt der aufgerufenen Zelle un-
gedndert bleibt; j = 1 bedeutet, daB das in der aufgeruf Zelle gespeicherte
Zeichen geloscht wird). Eine weitere Vereinfachung besteht darin, da$§ von einem
Takt zum niichsten Takt die Adresse der aufgerufenen Zelle sich hichstens um 1
éndert, d. h., die im nichsten Takt aufgerufene Zelle ist eder der ittelbare
linke oder rechte Nachbar der zuletzt aufgerufenen Zelle oder aber sie selbst.

Dieser Vereinfachung liegt die Idee zugrunde, da$ die im Ablauf eines Rechen-
prozesses eventuell benétigten Inhalte entfernter liegender Zellen von der Maschine
durch schrittweises Abtasten jeweils benachbarter Zellen aufgesucht werden. Dadurch
wird natiirlich der RechenprozeB erheblich verlingert. Es bringt aber folgende An-
nehmlichkeit mit sich: In den Befehlen eines Programms bendtigt man anstelle
beliebiger Ad zur K ichnung der aufgerufenen Zelle nur drei (relative)
Standnrdadressen die wir mit R, L, M bezeichnen wollen, wobei diese Symbole
folgende Bedeutung haben:

R — die rechts benachbarte Zelle ist aufgerufen,
L — die links benachbarte Zelle ist aufgerufen,
M — es ist die gleiche Zelle wie im vorangehenden Takt aufgerufen.

3 Zur Verarbeitung der im Speicher aufbewahrten numerischen Informationen

t ein prog steuerter Rechenautomat, wie in den Abschnitten 1.5 und 1.6
beschrieben, ein Rechenwerk g, welches endlich viele Zustinde annehmen kann,
die der Addition, der Subtraktion usw. entsprechen. Damit im Rechenwerk eine be-
stimmte Operation ausgefiihrt wird, miissen iiber bestimmte Kanile nicht nur die
Zahlen, an denen sie auszufiihren ist, sondern auch ein Signal kommen, welches das
Rechenwerk auf die betreffende Operation einstellt, d. h. in den entsprechenden
Zustand iiberfiihrt (vgl. Abb. 10b). Eine Turing-Maschine verarbeitet die Informa-

H
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tionen im sogenannten logischen Block, der ebenfalls endlich viele Zustinde an-
nehmen kann, die mit

915 925 <+ m

bezeichnet seien. Der Block besitzt zwei Einginge. Durch den einen liuft in jedem
Arbeitsstadium der Maschine (in jedem Takt) das Zeichen g; aus der aufgerufenen
Zelle ein, durch den anderen das Zeichen ¢, des Zustandes, der fiir den Block im
gegebenen Takt vorgeschrieben ist. Das von ihm ,,erarbeitete Zeichen s;, welches eine
eindeutige Funktion der Signale s; und ¢, ist, gelangt durch den Ausgang des Blocks
in die aufgerufene Zelle. Die Befehle, die die Arbeit der Maschine in jedem Einzel-
takt bestimmten, haben die Form

Rqi, L, Mgy (1=1,2,...,m),

wobei das erste Zeichen die aufzurufende Zelle bezeichnet und das zweite den neuen
Zustand des logischen Blocks angibt. Die Zeichen R, L, M,q, ..., g, bilden das
sogenannte innere Alphabet der Maschine.

Der logische Block einer Turing-Maschine weist nun noch eine spezifische Besonder-
heit auf. In ihm werden in jedem Takt auch die Befehle erarbeitet, die zu Beginn
des folgenden Taktes in das Steuerwerk gegeben werden. Daher hat der logische
Block auBer dem Ausgangskanal fiir das Zeichen s; noch zwei Ausgangskaniile fir
die Zeichen des folgenden Befehls. Abb. 11 zeigt eine schematische Darstellung.

sfl .lvn

Abb. 11

Hierbei ist wesentlich, da das Ausgangstripel®) s;Pq; ausschlieBlich davon abhingt,
welches Eingangspaar s;q, in diesem Takt in den Block einlief. Das bedeutet, daB
der logische Block eine Funktion realisiert, die jedem Paar ;q, von Zeichen (es gibt
insgesamt km derartige Paare) ein Tripel 8;Pg, von Zeichen zuordnet. Diese Funktion,
die wir die logische Funktion der Maschine nennen wollen, JiBt sich bequem in einer
Tabelle darstellen, deren Spalten durch die Zeichen der Zusténde und deren Zeilen
durch die Zeichen des &uBeren Alphabets markiert sind. In jedem Feld dieser Tabelle

1) Unter P wird hier eines der Zeichen R, L, M v d
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steht das entsprechende Ausgangstripel. Diese Tabelle nennen wir das Funktions-
schema der Maschine; Abb. 12 zeigt ein Beispiel.

Aus unserer Beschreibung ergibt sich, dal die Arbeit einer Turing-Maschine vollig
bestimmt ist durch ihre loglsche Funktion, die durch den logischen Block res,hmert
wird. Mit anderen Worten, zwei Turing-Maschinen mit gleichem Funktic
sind nicht voneinander zu unterscheiden (solange wir uns nur dafiir interessieren,
wie sie arbeiten). Andererseits kann man die Struktur einer Maschine in Form eines

@ 92 93 9. s
A | ARq, | ALqy | ARq, | AMgs | AMgg

| | «Mq, | Mg | 1Rq | ILq | IMgg
«lq, |xRq, | 1Lg; | ARq, | wMgs
8 | 8Lay |BRq, | ALgy | 1Rq, | BMas

Abb. 12

Strukturschemas angeben. Daraus ist zu ersehen, aus welchen Organen die Maschine
besteht und wie diese ineinandergreifen. Alle Turing-Maschinen haben das gleiche
Strukturschema (vgl. Abb. 13). In diesem Schema ist der Speicher in einen inneren
und einen gGuferen Speicher unterteilt. Der duBere Speicher wird von den Zellen des
unendlichen Bandes gebildet, die zur Speicherung von Informationen in Symbolen des
duBeren Alphabets bestimmt sind. Der innere Speicher besteht aus zwei Zellen zur
Speicherung des nichsten Befehls: Die Q-Zelle speichert das Symbol fiir den Zu-
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Abb. 13

stand und die P-Zelle das Verschiebungssymbol. In diesen beiden Zellen werden die
Symbole P und g;, die am Ausgang des logischen Blocks im aktuellen Arbeitstakt
erhalten wurden, bis zum Beginn des nichsten Taktes gespeichert. Das in einem
bestxmmten Ta,kt emrbemete Zustandssymbol ¢; wird aus der Q-Zelle iiber eine
SC Rii g im nichsten Takt dem logischen Block £ wieder als Ein-
gangsslgnal zur Verfugung gestellt. Das in der P-Zelle enthaltene Verschiebungs-
symbol steuert einen Transportmechanismus fiir das Band. Die Funktion des Steuer-
werks reduziert sich also bei einer Turing-Maschine im wesentlichen auf eine Ver-
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schiebung des Bandes um héchstens eine Zelle, entsprechend dem in der P-Zelle
gespeicherten Symbol. Der logische Block  ist mit dem &uBeren Speicher iiber einen
Lese- und Schreibkopf (im folgenden kurz ,,Kopf* genannt) verbunden, in den der
Eingangskanal (Lesen) und der Ausgangskanal (Schreiben) von g fiir die Symbole des
dufleren Alphabets miinden. In Abb. 13 ist dieser Kopf durch ein Dreieck dargestellt,
das auf die eingestellte Zelle des Bandes weist.

2.2.2. Die Arbeitsweise einer Turing-Maschine

Die Arbeit einer Turing-Maschine lduft auf folgende Weise ab. Zu Beginn der Arbeit
befindet sich auf dem Band eine bestimmte Anfangsinformation (in Abb. 13 sind es
fiinf aufeinanderfolgende Striche). Der Kopf ist auf eine bestimmte Anfangszelle des
Bandes eingestellt (in Abb. 13 auf die zweite mit einem Strich belegte Zelle von links).
In den Zellen P und Q sind eine bestimmte Anfangsverschiebung (z. B. M) und ein

ter Anf: tand (z. B. ¢,) vorgegeben.!) Dann lduft in der Maschine auto-
matisch ein ProzeB ab, der eindeutig durch das Funktionsschema der Maschine und
die Anfangswerte bestimmt ist. Wir wollen uns das am Beispiel des Funktions-
schemas aus Abb. 12 ansehen:

Erster Takt. Aufgerufen wird die Anfangszelle des Bandes (Anfangsverschiebung
sollte M sein) im Anfangszustand g¢;. Aus der aufgerufenen Zelle wird das Zeichen 1
(Strich) entnommen. Aufgrund des Funktionsschemas aus Abb. 12 entspricht dem
Eingangspaar 1¢; das Ausgangstripel xMg,. Es werden also in der aufgerufenen Zelle
des Bandes das Symbol « und in den Zellen P und @ die den niichsten Befehl charak-
terisierenden Symbole M und ¢, gespeichert.

Zweiter Takt. Es wird die gleiche Zelle wie im vorangehenden Takt aufgerufen
(da der Inhalt von P nach dem ersten Takt das Zeichen M ist), und es wird aus ihr
das Zeichen « entnommen. Aus der Zelle Q kommt der Zustand g,. Das Funktions-
schema (3. Zeile, 2. Spalte) liefert das Ausgangstripel «Rg,, d. h., der Inhalt « der
aufgerufenen Zelle des Bandes wird nicht geéindert, und der niichste Befehl lautet
Rg,.

Dritter Takt. Es wird die zur im vorangehenden Takt betrachteten Zelle rechts
benachbarte Zelle aufgerufen (da der Inhalt von P das Zeichen R ist). Das in ihr
enthaltene Zeichen | wird durch das Symbol g ersetzt (2. Zeile, 2. Spalte des Funk-
tionsschemas), und es wird der neue Befehl Mg, gespeichert, usw.

Aus dem Funktionsschema der Abb. 12 ist zu entnehmen, daB der durch die Maschine
realisierte Proze$ in einem gewissen Sinne abbricht, wenn die Maschine im Verlauf
eines Rechenprozesses einmal in den Zustand g5 gekommen ist; denn dann wird das
in der aufgerufenen Zelle stehende Zeichen nicht mehr gedndert, es wird (da in der
Spalte unter ¢; iiberall die Verschiebung M notiert ist) zu keiner Nachbarzelle mehr

) Wenn nichts anderes gesagt wird, soll die Anfangsverschiebung stets 3 sein.
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iibergegangen, und auch der Zustand g, bleibt dauernd erhalten. Die Maschine hiilt
zwar im eigentlichen Sinne des Wortes nicht an, jedoch wird durch die Maschine
ein Ende des Prozesses signalisiert, so da§ wir den Zustand gy als einen Endzustand
(Stopzustand) interpretieren konnen (sog dy wscher Stop). Die Maschine
mit dem Funktionsschema aus Abb. 12 ist also auf gemzu die Anfangsinformationen
anwendbar, bei denen die Maschine einmal in den Zustand g5 gelangt.

Natiirlich kann das Funktionsschema einer Turing-Maschine auch von einem
Rechner als ein Schema zum Umformen einer im #uBeren Alphabet geschriebenen
Information verstanden werden. Faktisch sind wir bei der Beschreibung der An-

dung des Funktic h aus Abb. 12 auf das Wort aus fiinf Strichen sogar
so vorgegangen und haben nur festgestellt, daB die gedachte Turing-Maschine
genauso operieren wiirde. Fiir einen Rechner wire das Funktionsschema einer Turing-
Maschine ein bestimmtes Standardverfahren zur Mitteilung eines Algorithmus, den
man etwa als Turing-Algorithmus bezeichnen kénnte. Ein Turing-Algorithmus kann

auch durch eine Liste von Anwei (8¢ te Turing-Befehle) der Form

=5 \BOE

zq - 2'Pg’

charakterisiert werden, wobei z und ¢ die Zeile und Spalte des Funktionsschemas be-
zeichnen und «’Pg’ das an der entsprechenden Stelle des Schemas stehende Tripel ist.
Dieser Befehl ist wie folgt auszufiihren: Wird im aktuellen Takt an der betrachteten
Stelle der Information das Symbol z im Zustand g gelesen, so ist z durch 2’ zu er-
setzen und anschlieBend zu der in Richtung P (also z. B. ,rechts* im Fall P = R)
benachbarten Stelle und in den Zustand ¢’ iiberzugehen.

Da uns im folgenden nur der durch eine Turing-Maschine realisierte Prozefl
interessiert, ist es gleichgiiltig, ob wir das Funktionsschema als Charakterisierung des
logischen Blocks einer Turing-Maschine oder als Niederschrift eines Turing-Algorith-
mus (als ein Turing-Prog ) fiir einen Rechner interpretieren. Wir werden iibri-
gens in Abschnitt 2.7 noch ein wichtiges Prinzip darlegen, das die Méglichkeit dieser
doppelten Interpretation rechtfertigt. Im folgenden werden also die Begriffe ,, Funk-
tionsschema einer Turing-Maschine” und ,,Turing-Programm®, aber z.B. auch
,,Turing-Maschine und ,,Turing-Algorithmus‘‘ usw. synonym gebraucht.

BeimStudium der Arbeit einer Turing-Maschine bzw. eines Turing-Algorithmus emp-
fiehlt es sich manchmal, den Begriff der Turing-Konfiguration (oder kurz Konfigu-
ration) zu benutzen. Unter der k-ten Konfiguration verstehen wir eine graphische
Darstellung der Information, die sich zu Beginn des k-ten Taktes auf dem Band be-
findet, und wo die aufgerufene Zelle dadurch gekennzeichnet ist, daB unter ihr der
Zustand notiert ist, in dem sich die Maschine zu Beginn des k-ten Taktes befindet
(d. h., der in der Zelle Q gespeichert ist). Damit ist aus der k-ten Konfiguration ins-
besondere das Eingangspaar fiir den k-ten Takt ablesbar. Aus dem Funktionsschema
kann man sodann das zugehorige Ausgangstripel ermitteln und damit die (¥ + 1)-
Konfiguration bestimmen.
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Im analysierten Beispiel haben die erste und zweite Konfiguration das folgende
Aussehen:

IEEENONOOEEEN
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Eine Konﬁguratlon heLBt emilwh wenn bei ihr nur endlich viele Zellen des Bandes
ein vom Leerzei verschi Zeichen enthalten. Es ist klar, daB eine Turing-
Maschine, wenn sie auf eine endliche Konfiguration angesetzt wird (und nur dieser
Fall ist von Interesse), auch nur endliche Konfigurationen produziert, wobei sich
natiirlich die Anzahl der nichtleeren Zellen im Verlauf der Arbeit beliebig vergroBern
kann, Somit ist also bei einer Turing-Maschine, wenn sie auch formal iiber ein unend-
liches Band verfiigt, in jedem Takt immer nur ein endliches Stiick dieses unendlichen
Bandes von Bedeutung. Natiirlich muf8 dieses endliche Stiick jedesmal dann, wenn
der Kopf der Maschine eines seiner Enden erreicht hat und es verlassen wiirde,
verlingert werden. Daher kann man die Turing-Maschine statt als Maschine mit
unendlichem Speicher besser als Maschine mit stets endlichem, aber potentiell un-
beschriinkt vergroBerbarem Speicher auffassen.

Bei der Behandlung von Beispielen wollen wir das Funktionsschema etwas ein-
facher notieren: Wir wollen im Ausgangstripel s;Pg, die Symbole s; und ¢; nur dann
aufschreiben, wenn sie von den entsprechenden Symbolen des zugehorigen Eingangs-
paars verschieden sind. Ferner wollen wir das Verschiebungssymbol M, das ja an-
gibt, daB keine Verschiebung stattfindet, in Zukunft fortlassen. Damit werden die
Spalten, die einem Stopzustand entsprechen, ,leer. Diese Spalten lassen wir weg
und notieren in den iibrigen die Stopzustinde (die zu einem einzigen zusammengefaBt
werden kénnen) durch das Symbol ,,!“. Damit nimmt z. B. das Funktionsschema
aus Abb. 12 die folgende einfachere Gestalt an:

G 92 LA 9
A Rq, Lgy Rq, ]

I | g, | 8q, Rgy | Lg
« | L R 1L | AR
Bl Lt | R A JIR | Abb s

Aus diesem Schema ist u. a. zu entnehmen, daB nach einem & im Zustand ¢, die
Maschine eine ganze Serie von Linksverschiebungen iiber alle hintereinanderstehen-
den « und 8 ausfiihrt, ohne den Zustand ¢, und den Inhalt der aufgerufenen Zelle
zu verindern. Erst der erste Strich oder die erste leere Zeile unterbrechen diese
Arbeitsweise, und nur unter diesen Voraussetzungen verlit die Maschine den Zu-
stand g;.
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2.3.  Die Realisierung eines Algorithmus durch eine Turing-Maschine
(Turing-Programmierung)

Wir wollen nun an einer Reihe von Beispielen zeigen, wie Turing-Maschinen auf-
gebaut sind, die einfache arithmetische Operationen realisi In Ubereinstimmung
mit den Ausfithrungen des vorangehenden Abschnitts werden wir die Maschinen durch
Angabe des Funktionsschemas ihres logischen Blocks beschreiben. Wir werden dabei
auch einige methodlsche Uberlegungen dariiber anstellen, wie man zu Turing-
Maschi (Funktic , Turing-Programmen) gelangt, die einen bestimmten
Algorithmus realisieren. In einer Reihe von Fillen werden wir abschitzen, wie lange
der in der Maschine ablaufende Proze dauert (aus wieviel Takten er besteht).

2.31. Der Ubergang von n zu n + 1 im Dezimalsystem
Gesucht ist ein Turing-Programm, das alle Aufgaben folgenden Typs 16st:

Aus der Dezimald 17! einer beliebigen natiirlichen Zahl n ist die Dezimal-
darstellung der Zahl n + 1 herzustellen

Als duBleres Alphabet verwenden wir das Alphabet aus den zehn Ziffern 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8, 9 und dem Leerzeichen A. Die Maschine habe die beiden Zustéinde g,
(Arbeitszustand) und ! (Stopzustand). Die Dezimaldarstellung der natiirlichen Zahl n
und der Zahl n 4 1 sollen liickenlos und ziffernweise in iiblicher Art auf dem Band
stehen, wobei a.lso )ede Ziffer in einer Zelle untergebracht ist. Das Funktionsschema
der zu unt Maschine ist in Abb. 15 dargestellt, wobei wir vorldufig die
letzte Zeile und die letzte Spalte nicht berii htigen wollen (ihr Sinn wird spiter

% %
1!
2!
3!
4!
51
6!
71
8!
91!
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Abb. 15
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erkliirt). Zu Beginn der Arbeit moge der Kopf der Maschine auf die Einerstelle der
Zahl n eingestellt sein und sich die Maschine im Zustand g, befinden. Wenn die
eingestellte Ziffer von 9 verschieden ist, so stoppt die Maschine schon nach dem
ersten Arbeitstakt, nachdem diese Ziffer durch die ihr gemidB dem Schema ent-
sprechende Ziffer ersetzt wurde. War aber die letzte Ziffer eine 9, so ersetzt sie die
Maschine durch eine 0, fithrt eine Linksverschiebung aus (geht zur benachbarten
niichsthoheren Stelle iiber) und setzt ihre Arbeit im Zustand g, fort (auf diese Weise
erfolgt die Zehneriibertragung). Endet die Zahl auf k Neunen, so stoppt die Maschine
nach genau k 4 1 Takten.

Die Maschine arbeitet am lingsten, wenn die Dezimaldarstellung der Zahl » nur
aus Neunen besteht. Dann ist die Zahl der Takte offenbar Jlog,, n[+1, wobei all-
gemein Jaf die kleinste ganze Zahl groBer oder gleich z ist. Fiir alle anderen natiir-
lichen Zahlen n ist die Anzahl der Takte kleiner als Jlog;o n[+1.

In Abb. 16 sind die Konfigurationen fiir » = 389 dargestellt.

JERDDDE
EEDDDE
EEEOOE

Wir wollen uns jetzt den Sinn der erweiterten Tabelle aus Abb. 15 klarmachen.
Sie gibt das Funktionsschema einer Maschine wieder, in der es noch einen weiteren
Zustand g, gibt. AuBerdem ist auch das duBere Alphabet um ein Symbol, den ,,Strich,
erweitert worden. Befindet sich die Maschine zu Beginn der Arbeit im Zustand g,
und ist auf dem Band kein Strich vorhanden, so ist die Arbeitsweise dieselbe, wie bei
der Maschine des vorhergehenden Beispiels. Das folgt unmittelbar daraus, daB die
letzte Spalte und die letzte Zeile der Tabelle dann gar nicht zur Anwendung kommen.
Also kann diese Maschine ebenfalls zur Realisierung des vorhergehenden Algorith-
mus verwendet werden. Da die Maschine aber noch einiges mehr leistet, wollen wir
sie etwas niaher untersuchen.

Es sei auf das Band die Zahl » im Dezimalsystem aufgetragen. AuBerdem mogen
in einigen unmittelbar rechts benachbarten Zellen Striche gespeichert sein, je einer
in einer Zelle. Wir wollen untersuchen, wie die Maschine arbeitet, wenn zu Beginn der
Arbeit der Kopf auf den am weitesten rechts stehenden Strich eingestellt ist und sie
selbst sich im Zustand ¢; befindet. Im ersten Takt (Eingangspaar l¢,) wird dieser
Strich geloscht, und es erfolgt eine Verschiebung nach links mit Ubergang in den
Zustand g, (Ausgangstripel ALg,). In den folgenden Takten setzt die Maschine die
Verschiebung nach links im Zustand g, fort, und zwar so lange, bis sie auf die Einer-
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stelle der Zahl n st68t. Von diesem Moment an liuft der vorher behandelte Algorith-
mus ab, d. h., die Darstellung der Zahl n geht in die Darstellung der Zahl n 4 1
iiber, und der ProzeB ist abgeschlossen. Kiirzer ausgedriickt: Die Maschine ver-
kleinert die Anzahl der Striche um 1 und fithrt im Dezimalsystem den Ubergang von
der Zahl 7 zur Zahl n + 1 aus. Diesen ProzeB wollen wir als konérollierten Ubergang
von der Dezimaldarstellung von n zur Dezimaldarstellung von n +- 1 bezeichnen.

In Abb. 17 sind die Konfigurationen fiir einen Satz von fiinf Strichen und fiir
n = 389 dargestellt.

ID000NDNON
BOODDDOES
I000DDDnEE
I0ONDDDEE)
ID0ONNDDEE
EODDONOEE
FLLLIITITT s

Wenn in der Anfangskonfiguration rechts von der Dezimaldarstellung der Zahl »
noch » Striche stehen, so kénnen wir die Anzahl ¢ der Takte der Maschine bis zum
Erreichen der Endkonfiguration wie folgt abschitzen: Zunichst braucht die Maschine
t; = » Takte, um den letzten Strich zu ldschen und die iibrigen » — 1 Striche zu iiber-
queren, d. h. die Einerstelle der Dezimaldarstellung von n auf: hen, und an-
schlieBend braucht sie noch eine bestimmte Anzahl ¢, von Takten, um aus der Dezi-
maldarstellung von n die Dezimaldarstellung von » + 1 zu erhalten, wobei fiir ¢, die

Ungleichung

1<t < Jlogye n[+1
gilt. Damit erhalten wir

v+1Zh 4+t =1t<v+ Jlog of 4 1.
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2.3.2. Der Ubergang von der uniren Darstellung zur Dezimaldarstellung

Wir konstruieren ein Turing-Programm, das alle Auigaben folgenden Typs lost:

Eine beliebige endliche Anzahl k von Strichen, die li los in aufeinanderfolgend
Zellen des Bandes stehen (wir wollen das die undre Darctellung der Zahl k nennen),
in die Dezimaldarstellung der Zahl k zu transformieren.

In Abb. 18 ist ein Funktionsschema fiir eine Turing-Maschine dargestellt, von der
wir zeigen wollen, daB sie das Verlangte leistet. Dazu vergleichen wir dieses Schema
mit dem erweiterten Schema aus Abb. 15. Die Spalte g, im Schema der Abb. 18
unterscheidet sich von der Spalte g, im Schema der Abb. 15 nur dadurch, daB in ihr
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Abb. 18

iiberall anstelle des Stopzustandes ,,!“ der neue Zustand g, auftritt. Die Unterschiede
in den Spalten ¢, haben keinen wesentlichen EinfluB auf die Arbeitsweise des
Schemas aus Abb. 15. Wenn sich also auf dem Band die Zahl » im Dezimalsystem
befindet und rechts von ihr ein Satz Striche steht, wenn ferner der Kopf der Maschine,
wie frither, auf den am weitesten rechts stehenden Strich eingestellt ist und die
Maschine sich im Zustand ¢; befindet, dann lduft in der Maschine derselbe Proze8
wie beim Schema der Abb. 15 ab. Es wird ein Strich des Satzes geléscht und die
Dezimaldarstellung der Zahl » durch die von n + 1 ersetzt. Wihrend aber im Schema
aus Abb. 15 jetzt der Stopzustand ,,! eintritt, d. h. der ProzeB abbricht, tritt beim
Schema aus Abb. 18 der Zustand ¢, ein, und der Proze$ wird fortgesetzt.

Nimmt man z. B. als erste Konfiguration die aus Abb. 17, so ergibt sich als achte
Konfiguration die in Abb. 19 dargestellte. Wie der ProzeB dann fortgesetzt wird, ist
aus der Zustandsspalte ¢, zu ersehen: Es erfolgt zuerst eine Serie Rechtsverschie-














































































































































































































































































































































