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Vorwort 

Das, vorliegende Buch soll einerseits als Lehrmaterial für die Ausbildung an 
Instituten für Lehrerbildung der Deutschen Demokratischen Republik Ver-
wendung finden, zum anderen soll es den Lehrern der unteren Klassen der all-
gemeinbildenden polytechnischen Oberschule, aber auch den Fachlehrern für 
Mathematik eine Hilfe sein, sowohl für die Arbeit im Fachunterricht als auch 
für die persönliche Qualifizierung. 
Es schließt an das Buch .„Einführung in die mathematische Logik — Einfüh-
rung in die Mengenlehre — Aufbau der Zahlenbereiche" [4] an und bietet dem 
Leser die Möglichkeit, seine bereits erworbenen Kenntnisse aus der mathe-
matischen Logik, der Mengenlehre und dem Aufbau der Zahlenbereiche anzu-
wenden und weiter zu vervollkommnen. Einschließlich. der beiden Bände 
„Fachtheoretische Grundlagen des Geometrieunterrichts und methodische 
Hinweise zur Unterrichtsgestaltung" [33] liegt nunmehr ein geschlossenes 
Lehrbuchwerk aller im „Studienprogramm für die Ausbildung von Lehrern 
für die unteren Klassen der allgerneinbildenden ijolytechnischen Oberschule 
im Fach Mathematik" [34] geforderten Stoffgebiete vor. 

Das Buch gliedert sich in die folgenden fünf Teile. 
A Elementare Zahlentheorie 
B Gleichungen und Ungleichungen 
C Funktionen 
D Zahlenfolgen 
E Kombinatorik 

Im Teil A sollen uns besonders die grundlegenden Probleme der elementaren 
Zahlentheorie interessieren, die die Besonderheiten dieses Teilgebietes der 
Mathematik verdeutlichen, aber auch eine direkte Verbindung zum Mathema-
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tikunterrioht der Schule ermöglichen. In erster Linie sind es Fragen der Teil-
barkeit ganzer Zahlen, die untersucht werden, wöbei in dieseni-Zusammenhang 
der Begriff der Primzahl eine außerordentlich große Rolle spielt. Unter Ein-
beziehung der Teilbarkeitslehre werden Zahlenkongruenzen und, Restklassen 
betrachtet. 

Im Teil B erfolgt eine komplexe Behandlung von Gleichungen und Unglei-
chungen auf der Grundlage der Begriffe „Aussage" und „Aussageform": 
Gleichungen und Ungleichungen mit mindestens einer Variablen werden als 
spezielle Aussageformen aufgefaßt. Dabei werden zunächst grundlegende Be-
griffe eingeführt, die sowohl für Gleichungen als auch für Ungleichungen an-
gewendet werden. Anschließend erfolgt die Behandlung spezieller Probleme 
unter bewußter Bezugnahme auf die in den Stoffgebieten „Logik" und „Men-
genlehre" bereitgestellten Grindlagen. 

Im Teil C werden lineare Funktionen behandelt. Dabei werden insbesondere 
auch Zusammenhänge zu den in Teil B untersuchten Problemen aufgezeigt. 

Die teile D und E stellen eine Anwendung der Mengenlehre, insbesondere 'der 
Abbildungstheorie, dar und sollen den Leser anregen,, in der unterrichtlichen 
und außerunterrichtlichen Arbeit in Mathematik in bisher wenig bekannter 
Weise wirksam zu werden. Deshalb sind die Anwendungsbeispiele vorwiegend 
der ErlebnisWelt der Schüler entnommen. 
Im Teil D sollen neben einigen grundlegenden Begriffen weitere notwendige 
Einsichten in Zusammenhänge und Gesetzmäßigkeiten im Bereich der natür-
lichen Zahlen vermittelt werden. 
Im Teil E soll der Zusaminenhang zwischen induktivem und deduktivem 
Herangehen an ein Problem verdeutlicht und der Leser angeregt werden, 
Fragestellungen der Kombinatorik als' Unterrichtsprinzip zu erfassen und 
anzuwenden. 

Unser besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. sc. WERNER WALSCHe Leiter 
des Bereichs Methodik am der Sektion Mathematik der Martin-Luther-
Universität Halle, der uns viele wertvolle Hinweise und Ratschläge für die 
endgültige Abfassung des Buches gegeben hat. 

Die Autoren 
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1. Zur Struktur des Bereiches 
der ganzen Zahlen 

Die elementare Zahlentheorie beschäftigt sich im wesentlichen mit Eigen-
schaften ganzer Zahlen und mit Beziehungen zwischen ihnen. 

Es erscheint daher angebracht, die für die weiteren Betrachtungen wichtigen 
Sätze über ganze Zahlen in einer Übersicht zusammenzustellen. Dabei lassen 
sich zugleich Aussagen über die Struktur derMenge G der ganzen Zahlen treffen. 

Auf Beweise verzichten wir in diesem Teil. Dem interessierten Leser empfehlen 
wir, den Auf bau des Bereiches G der ganzen Zahlen in Anlehnung an den Auf-
bau des Bereiches R der rationalen Zahlen vorzunehmen und dabei die hier 
formulierten Sätze zu beweisen. 

Aus der Übersicht auf Seite 11 ist zu entnehmen, daß G einen kommutativen 
Ring bildet. 

Nun gilt aber noch der folgende Satz. 

SATZ 9 (1.): 
In G existiert ein eindeutig bestimmtes Einselement e 
mit der Eigenschaft 
e.g=g.e—g 
für alle g E G. 

Damit ist der für die folgenden Betrachtungen benötigte Grundbereich sögar 
ein kommutativer Ring mit Einselement. 
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1. 

Sätze - Strukturen 

1 (1.) Die Addition ordnet je zwei Elementen g1, g2 

genau ein Element .9'3 Zll. 

V gl, V g2 3 I I93; 91 l - 92 = 93 

e 
X 

K
o

m
m

u
ta

tiv
e

r R
in

g
 

2 (1.) Die Addition ist assoziativ. 
V gl., V g2, V g3; g1 + (9,2 + g3) 

= (gi A- 92) l - 93 

3 (1.) V 9i; V 92 3 1 I 93; 92 + 93 = i 

4 (1.) Die Addition ist kommutativ. 

V 91, V 92; 91 + g2 = 92 + gi 

5 (1.) Die Multiplikation ordnet je zwei Elementen

g1, g2 genau ein Element g3 zu. 

V gi, V 92 3 I I g3; gi • g2 = 93 
o . 
e 

A 
er3 

a> 

on A
o 

w 
W 
<1 

6 (1.) Die Multiplikation ist assoziativ. 

V gi, V g2, V g3; gi • (6,2 • g3) 

= (91 • 92) • 93 

7 (1.) Die Multiplikation ist kommutativ. 

V gi, V g2; gl. • g2 ---- g2 • gi

8 (1.) Es gilt das Distributivgesetz. 

y gi, V g2, V g3; 

(gi + 92) 93 = 91 • 93 + 92 ' 93 und 

91 (92 + 93) = 91 • 92 + 9t ' 93 
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2. Teilbarkeit ganzer Zahlen 

2.1. Teilerrelation 

2.1.1. Definitionen und Sätze 

Wir b'etrachten zunächst bei vorgegebenen ganzen Zahlen 'a und b die 
Gleichung 

b • x = a 

für b + 0. 

Diese Gleichung ist in R stets lösbar, da die Division, in B uneingeschränkt 
ausführbar ist: In G dagegen hat die-Gleichung höchstens eine Lösung, das 
heißt, es gibt geordnlyte Paare [a; b] ganzer Zahlen, für die es ein c E G gibt, 
das diese Gleichung erfüllt. In einem solchen Fall nennt man a durch b teilbar. 

DEFINITION 1 (:2.1.1.): 
Eine ganze Zahl b heißt Teiler einer ganzen Zahl a 
genau dann, wenn es eine ganze Zahl x gibt mit 
a b • x 
In Zeichen: b I a 

Man sagt auch: »a ist ein Vielfaches von b". 
Ist b kein Teiler von a, dann schreibt man: b{ a. 
Schließt man b = 0 aus, dann lassen sich an Stelle von „b ist ein Teiler von a" 
folgende Formulierungen treffen : 

„a ist teilbar durch b" 
,;b geht in a auf" 
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Es sei a + 0, und es gelte b j a. Dann muß es nach Definition • 1 (e.1.1.) eine 
Zahl x e G mit a=--b-x geben. 
Es ist in diesem Fall a das x-fache von b, aber auch das b-fache von x. 
Damit gilt auch x I a. 
Wir nennen x den Komplementärteiler von b bezüglich a (jr [1], S. 2).1. 
In diesem ZusamMenhang sei noch auf den Unterschied zwischen, a : b und b 
hingewiesen. 
Während es sich bei a : b um einen Term handelt, der nur unter der Bedin-
gung b 0 definiert ist, stellt b I a eine,Aussageform dar, die beispielsWeise 
bei der Belegung a = 0 und b = 0 die wahre Aussage 0 1 0 liefert. • 

Bereits im UnterrIcht der unteren Klassen finden die Begriffe „Teiler" und 
„Vielfaches" Anwendill:1g. 

BEISPIEL 1 (2.1.1.); 
„Bilde von 100 bis 1000 alle Vielfächen von 1001" 
„Welche Zahl muß man zum Fünffachen von 957 addieren, um 7230 zu er-

halten?" 
„Schreibe die Vielfachen von 2 auf, die zwischen 3 und 11 liegen!" 
„Sind die folgenden Zahlen durch 5 teilbar? 
15, 17, 25, 41, 45" 

„Durch welche Zahlen ist 12 teilbar?" 
„Für alle natürlichen Zahlen a, b, c gilt: 
Wenn a und b Vielfache von c sind und c größer als 0 ist, dann ist 
(a b):c=a:c±b:c." 

Diese wenigen Beispiele für die Verwendung der Begriffe „Teiler" und „Viel-
faches" sollen zunächst genügen. 
An geeigneten Stellen werden wir weitere Beispiele dieser Art in unsere Be-
trachtungen einbeziehen. 
Beispiel 2. (2.1.1.) zeigt Anwendungen der Definition des Begriffes „Teiler" 
(Definition 1 (2.1.1.)). 

BEISPIEL 2 (2.1.1.) : 
a) 12 1288, denn 3 x; 12 • x = 288, nämlich x = 24. Also 12 1288, denn 

12 • 24. 288. 
24 ist der Komplementärteiler' von 12 bezüglich 288. 
288 ist das 24-fache von 12. 
288 ist ein Vielfaches von 12. 

1 Die Formulierungen einiger Definitionen bzw. Sätze und Beweisgedanken in den Teilen 2. und. 3. lehnen sich zum 
Teil an solche aus den Arbeiten [14],'[24], [25], [27], [85], [36], [37] an. Darüber hinaus ist die dort verwendete Sym-
bolik in zahlreichen anderen entsprechenden VeröffentlichungCn üblich. 
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2.1. 

b) 134' 288, denn $ x; 13 • ,x = 288. 

c) 10 J 200, denn 10 • 20 = 200. 
200 ist ein Vielfaches von 10. 
200 ist das 20-fache von 10. 

d) 10 I 0, denn 10 . 0 = 0. 
0 ist ein Vielfaches von 10. 
0 ist das 0-fache von 10. 

e) 10 1 10, denn 10 . 1 = 10. 
10 ist ein Vielfaches von 10. 
10 ist'das Einfache von 30. 
Das Einfache, aber auch das Nullfache einer Zahl sind' Vielfache dieser 
Zahl. 

f) Schreibe alle Zahlen von 3 bis 30 auf, die durch 3 teilbar sind! (Klasse 3) 
Die Lösungsmenge entspricht der Menge 

= {a; a E N und 3 �”�� a �”�� 30 und 3 I a} = {3, 6, 9, . . ., 27, 30} 
Man liest: M1 ist die Menge aller a, für die gilt: 

a ist ein Element der Menge der natürlichen Zahlen und 
3 �”�� a �”�� 30 und 3 I a. 

g) Welche Zahlen zwischen 5 und 25 sind durch 3 teilbar? (Klasse 3) 
Die Lösungsmenge entspricht der Menge 
M2 {b ; b E N und 5 <b< 25und 3 lb} 

= {6, 9, 12, 15, 18, 21, 24} 

h) Man untersuche folgende Aussageformen auf Allgemeingültigkeit in GI 
Wenn eine Zahl durch 12 teilbar ist, dann ist sie auch durch 4 teilbar. 
Wenn eine Zahl durch 4 teilbar ist, dann ist sie auch durch 12 teilbar. 

i) Man gebe eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür an, daß eine 
Zahl durch 12 teilbar ist! 

Wir betrachten nun Sätze, die sich aus der Definition der Teilerrelation (/ Defi-
nition 1 (2.1.1.)) ableiten lassen. 

SATZ 1 (2.1.1.) : 
Va; a I a, 
denn a • 1 = a ist allgemeingültig. (nach SatZ 9 (1.)) 

SATZ 2 (2.1.1.): 
Va; a I 0, 
denn a • 0 = 0 ist allgemeingültig. 

SATZ 3 (2.1.1.) : 
Va, Vb, Vc;albAblc alc. 
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Voraussetzung: Es seien a, b, c beliebige ganze Zahlen, ajbAb Behauptung.. a c 
Beweis: 
Sei a I b und b I c. 
Dann gibt es ein ci mit a • ci = b und ein c2 mit b • c2 = c (nach Definition 
1 (2.1.1.)). 
Aus beiden Gleichungen ergibt sich 

a • ci • c2 = c . 
Da c1 und c2 ganze Zahlen sind, ist auch ci • c2 eine.ganze Zahl. Bezeichnen 
wir diese mit z, so erhalten wir a • z = c. Das bedeutet, daß a I c gilt, was der 
Konklusion entspricht, q. e. d. 

SATZ 4 (2.1.1.) : 
Va, bb, Vc, Vd; aib A cid a•cIb•d. 

Voraussetzung: Es seien a, b, c, dbehebige ganze Zahlen, albAcl d. 
Behauptung: a•clb•d 
Beweis: 
Sei a b und c I d. 
Dann gibt es ein x mit a • x = b und ein y mit c • y = d (nach Definition;

1 (2.1.1.)). 
Aus beiden Gleichungen ergibt sich 

a •x•c•y =b•d 

bzw. a • c • (x • y) b • d 

Da x und y ganze Zahlen sind, ist auch x • y ganzzahlig. Bezeichnen wir x • y 

mit z, so erhalten wir 

a•c•z=b•d. 

Das bedeutet, daß nach Definition 1 (2.1.1.) a • c I b•d gilt, was der Konklu-

sion entpsricht, q. e. d. 

Die Tabelle auf Seite 16' soll den Leser in die Lage versetzen, selbständig 
Gesetzmäßigkeiten zu erkennen. 
Man fülle die Kästchen in der Tabelle mit „ja" oder „nein" aus! Man gebe 

die darin enthaltenen Gesetzmäßigkeiten 

a) im Wortlaut, b) in formalisierter Vorm an! 
Man beweise die gefundenen Sätze! 

15 



2.1, 

Der zweite Summand ist zunächst durch 5 teilbar. Es muß noch nachgev em 
werden, daß 

6 k (k3 + 2 k2 + 2 k + 1) 
ist. 

k (k3 + 2 k2 + 2 k + 1) =, k (k — 1) (k + 1) (k + 2) + 3 k (k + 1) 

6 I k (k — 1) (k + 1) (k + 2) (nach Satz 7 (2.1.1.)) 

2 I k (k + 1) (nach Satz 6(2.1.1.)) 

Somit ist 6 1 3 k \(k + . 
ß Es ist 30 1 (k 1)5 — (k + 1) , q. e. 
Folgende Sätze können vom Leser selbständig bewiesen werden. 

Für alle natürlichen Zahlen n > 0 ist das Produkt (n — 1) (n + 1) (n ± 3) 
durch 3 teilbar. 
_Für alle ungeraden Zahlen ist die Differenz n2 — 1 durch 8 teilbar. 
Für beliebiges natürliches n ist n3 + 11n durch, 6 teilbar. 
Die Summe der dritten Potenzen von drei aufeinanderfolgenden Zahlen ist durch 3-
teilbar, 

Es ist ohne weiteres möglich, Schüler der unteren klassen durch geeignetä 
Übungen zu den Erkenntnissen zu führen, die in den Sätzen 1 (2.1.1.), 2 (2.1.1.) 
und 4 (2.1.1.) bis 6, (2.1.1.) festgehalten sind. 

DEFINITION 2 (2.1.1.) : 
Die ganzen Zahlen a und a* heißen assoziiert zu-
einander genau dann, wenn sie sich nur um + 1 
oder — 1 als Faktor unterscheiden. 
In Zeichen: a 

Man nennt + 1 und — 1 die Einheiten von (7 [1], S. 5). 
Ist .a = a*, so gilt nach Definition 2 (2.1.1.) 

a = (+1) • a* oder a = (-1) • a* 

bzw. a*_ (+1) • a oder a* = (-1) • a. 

Nach Definition 1 (2.1.1.) folgt daraus 

a I a* und , a* l a. 

Setzen wir umgekehrt die Gültigkeit von a a* und von a* a vorau, so 
erhalten wir 

a = ci • a* und WI! c2 • a.. 
Daraus folgt: 

a = • c2 - a , 

d. h. : 

18, 

C1 • C2 == 1, 

C1 1 1 Und C2 1. 



2. 1. 

Daraus folgt .aber 

61 + 1 und c2 = ± 1 
oder c1 = — 1 und 62 - 1. 

Somit sind c1 und c2 Einheiten von G, und wir erhalten 

a a*. 

BEISPIEL 3 (2.1.1.): 
a) 5 5, denn 5 (+ 1) (± 5) 
b) 5 - 5, denn 5 = (- 1) (- 5) und (— 5) = 5 • (— 1) 

Wir untersuchen die Eigenschaften der unter Definition 2 (2.1.1.) definierten 
Relation n = {{a, b]; a = b} . 

R ist reflexiv. 
a = a, denn a • 1 = a (nach Satz 9 (1.)) 

R ist symmetrisül. 
a b 

Beweis: 
Es sei a = b. (nach Voraussetzung) 
Dann gilt a = b oder a = — b. (nach Definition 2 (2.1.1.)) 

1. Fall: a b 

Daraus folgt nach der Symmetrie. der Gleichheit 
b a. 

2. Fall: a —b I • — 1 
— a =- b 
und nach, der Symmetrie der Gleichheit 
b = — a 

Aus dem 1. und 2. Fall folgt» 
b = ci V b= — a. 

Das entspricht der Konklusion, 

R ist transitiv. 
a b A b c c 

q. e. d. 

Beweis: 
Es seien a-•A-_--bAb_.-÷-:_c. (nach Voraussetzung) 
Dann gilt (a = b V a = — b) /\ (b = c V b — c). 

(nach Definition 2 (2.1.1.)) 
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2.1. 

Daraus folgt 

(a=bAb=c)V(a=bAb.--v —c)V(a=—bAb=c) 
V (a,= — b A b --= — c) . 

1. Fall: a -= bAb=c 
Daraus folgt 
a c. 

2. Fall: a b A b.= — c 
Daraus folgt 
a = — c. 

3. Fall: a= — b Ab = c 
Daraus folgt 
a = — c. 

4. Fall: 

Aus den 

a= —bA b= — 
Daraus folgt 
a .= c, 

vier Fällen folgt 

a -= c oder a= 

c 

- C. 

Das entspricht der Konklusion, q. e. d. 

Die Relation R über G ist eine Äquivalenzrelation und bewirkt eine Ein-
teilung von G in paarweise disjunkte nichtleere Teilmengen, d. h. in Äqui-
välenzklassen assoziierter Elemente. 
Die Klassen sind: 

{0}, {— 1, + 1}, {— 2, + 2}, . 

Beziehen wir die Klasseneinteilung von G in die Teilbarkeitsbetrachtungen ein, 
dann können wir sagen, daß jede Teilbarkeitsaussage richtig bleibt, wenn man 
a E G und b E G durch zu ihnen assoziierte Elemente ersetzt. Das heißt, gilt 
a b, so gilt auch: 

—ab, a — b und — a I — b . 

Es reicht daher aus, die Teilbarkeitsbetrachtungen für nichtnegative ganze 
Zahlen anzustellen, da ja die Klassen der zueinander assoziierten Elemente 
von G bekannt sind und man sofort alle Teiler von a kennt. 

BEISPIEL 4 (2.1.1.) : 
-I- 3 + 12 
Daraus läßt sich ableiten, daß 

— 3 -I- 12 und 3 — 12 und —31-12 

ist. 
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2.1.2. Arten der Teiler 

Es sei a = 0. 

DEFINITION 1 (2.1.2.) : 
t heißt trivialer Teiler eines Elements a genau dann, 
wenn 
t oder t = a 

Alle zu a assoziierten Elemente und alle Einheiten von G sind triviale Teiler 
von a. 
Die Teiler von a, auf die Definition 1 (2.1.2.) nicht zutrifft, heißen nichttriviale 
Teiler von a. 

DEFINITION 2 (2.1.2.) : 
b heißt echter Teiler von a genau dann, wenn 
b 1 a und at b. 
In Zeichen: b II a 

Ist a 1, dann gilt stets 1 II a. 

SATZ 1 (2.1.2.) : 
Jede ganze Zahl a 0 besitzt nur endlich viele 
Teiler. 

Um Satz 1 (2.L2.) beweisen zn können, müssen wir den Betrag einer ganzen 
Zahl definieren. 

DEFINITION 3 (2.1.2.) : 
Es sei a eine beliebige ganze Zahl. 
Es soll für den Betrag von a (in Zeichen I a I) gelten 

a für �D�•��0 

lal=Def 
— a für a < 0 

Dabei ist — a die zu a entgegengesetzte Zahl. 

Beweis von Satz 1 (2.1.2.) : 
Es sei a 4  0 und b ein beliebiger Teiler von a. 
Es gilt : 

a =- g • b. 
Daraus folgt: 

lal = igi ' Ibl• 

(nach Definition 1 (2.1.1.)) 
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2.2.. 

Für igi unterscheiden wir zwei Fälle: 
a) 191 = 1, es ergibt sich = IaI 
b) Igl > 1, es ergibt sich IbI = 1  IbI < IgI • ibl = lal und damit rbI < lal. 
Es gilt also stets: 

Ibl lal• 

Da IbI und IaI positive ganze Zahlen sind, gibt es aber null endlich viele Zahlen b 
mit Ibi �”�� alsci auch nur endlich viele Teiler von a, q. e. d. 

Damit haben wir auch Satz 2 (2.1.2.) bewiesen. 

SATZ 2 (2.1.2.): 
Es sei a eine von Null verschiedene ganze Zahl. 
Dann ist der Absolutbetrag jedes Teilers von a 
kleiner oder höchstens gleich , dem Absohitbetrag 
von a. 

BEISPIEL 1 (2.1.2.) : 
a = 12 

Die Teiler von 12 sind: 

Unechte Teiler { ± 12 } 
± 1 Triviale Teiler 

± 2
Echte Teiler ± 3' ( 

4 
Nichttriviale Teiler 

± 1 
± 6

{b;•b E G und b! 12} = {± 1, ± 2, ± 3, ± 4, ± 6, ± 12} 
In der Unterstufe könnte man beispielsweise formulieren: 
Gib alle die Zahlen an, von denen 12 eine Vielfaches ist! 

2.2. Primzahlen 

Die in Teil 2.1.1. gewonnene Erkenntnis, daß man Teilbarkeitsbetrachtungen 
nur für nichtnegative ganze Zahlen anzustellen braucht, uni Teilbarkeitsaus-
sagen für ganze Zahlen treffen zu können, wollen wir in den folgenden Teilen 
nutzen. 
Wir vereinbaren daher, daß die Variablen immer dann natürliche Zahlen be-
izeichnen, wenn der Grundbereich nicht extra angegeben ist. 
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2.2  . 

2.2.1. Definitionen und Sätze 

DEFINITION 1 (2.e.i.):.
„ Eine von Null und Eins verschiedene natürliche 

Zahl p heißt genau dann Primzahl, wenn sie nur 
triviale Teiler hat. ' 

Primzahlen spielen eine wichtige Rolle bei der Zerlegung natürlicher Zahlen 
in Faktoren. 
Fertigkeiten im Zerlegen natürlicher Zahlen in Primfaktoren werden leispiels-
weise beim Ermitteln des Hauptnenners vorausgesetzt. 

DEFINITION 2 (2.2.1.) : 
Eine von Null verschiedene Zahl c heißt unzerlegbar 
in N genau dann, wenn aus c-•=a•b stets folgt 
a = 1 und b = c oder 
a = c und b=1. 

BEISPIEL 1 (2.2.1.) : 
Wir überprüfen einige natürliche Zahlen. 
a) 1= 1 • 1 

Eine andere Zerlegung in -N gibt es nicht. 
Damit ist 1 unzerlegbar in N. 

b) 7 = 7 • 1 = 1 • 7 
Eine andere Möglichkeit gibt es in /V nicht. 
Daher ist 7 unzerlegbar in N. 

c) 10= 1 • 10 = 5 • 2 = 2 • 5 
10 ist zerlegbar,  in N. 

Schon die wenigen Beispiele in Beispiel 1 (2.2.1.) lassen vermuten, daß nur 
die Primzahlen und, die Zahl 1 unzerlegbar in,N sind. 

SATZ 1 (2.2.1.); 
Eine von Null verschiedene Zahl c ist genau dann 
unzerlegbar in IV, wenn c = 1 oder eine Primzahl ist. 

Um diesen Satz zu beweisen, zerlegen wir die Äquivalenz in zwei Implikationen. 
(1) Wenn c unzerlegbar in 1V ist, dann ist c 1 oder Primzahl. 
(2) Wenn c = 1 oder Primzahl ist, dann ist c unzerlegbar in N. 

Beweis der Implikation (1): 
Voraussetzung: c ist unzerlegbpor in N. 
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2.2. 

Daraus folgt: Jeder Teiler von c ist entweder .1 oder c. 
Das trifft aber nur auf die Zahl 1 und die Primzahlen zu. 

Beweis der Implikation (2): 
Voraussetung: c = 1 oder c ist Primzahl. 
a) Es sei c = 1. 

Dann folgt aus c = a • b: 
a= 1 und b = 1. 
Daraus folgt: 
c ist unzerlegbar. (nach Definiti6n 2 (2.2.1.)) 

b) Es sei c 
Dann folgt aus c = a • b: 
Die Teiler können nur 1 oder c sein. (nach Definition 1 (2.2.1.)) 
Das bedeutet, daß wir drei Fälle unterscheiden müssen. 
1. Fall: a -= 1 und b = 1 

Das ist unmöglich, da daraus c = 1 folgen würde. 
(Widerspruch zu Definition 1 (2.2.1.)) 

2. Fall: c = a und c = b 
Daraus folgt aber für c = a • b: 

c • c. 
Daraus folgt 
c = 1. (Widerspruch zu Definition 1 (2.2.1.)) 

3. Fall: a= c und b = 1 oder a= 1 und b =.c 
Das ist aber gerade die Bedingung für die Unzerlegbarkeit. 

Aus der Gültigkeit beider Implikationen schließen wir auf die Gültigkeit der 
vorgegebenen Äquivalenz, q. e. d. 

SATZ 2 (2.2.1.) : 
Jede natürliche Zahl a mit a > 1 hat wenigstens eine 
Primzahl als Teiler. 

Der Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie findet bereits in der 
Schulmathematik Anwendung. Er wird dort allerdings nicht bewiesen. 

SATZ 3 (2.2.1.) 
(Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie 
für N): 
Jede natürliche Zahl n > 1 läßt sich bis auf die 
Reihenfolge der Faktoren eindeutig als Produkt 

n=p1'p2'1)3 • • • ' Pr 
von Primzahlen p1, p2, . . A. schreiben. 
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2.2. 

Der Beweis trivial erscheinender Sätze ist oftmals recht schwierig. Ein Beispiel 
dafür ist der Beweis von Satz 3 (2.2.1.). Der Beweis dieses Satzes erfordert 
den Beweis der Existenz einer solchen Darstellung und den Beweis der Ein-
deutigkeit der Zerlegung in Rrimfaktoren. 

Der folgende Beweis ist zu finden in [35], S. 228, aber auch in [14], S. 406. Der Ein-
deutigkeitsbeweis stammt aus [27], S. 5. 

Beweis von Satz 3 (2.2.1.) : 

1. Existenzbeweis 
Es sei n eine beliebige natürliche Zahl n > 1. 
Es gibt eine Primzahl pi , so daß gilt: 

P1 I n. (nach Satz 2 (2.2.1.)) 
n, =-- pi • qi und qi n 
mit q1 �•�� 1 und q1 �”��n. (nach Definition 1 (2.1.1.)) 

Ist q1 = 1, dann ist n selbst Primzahl.
Ist q1 >,1, dann läßt sich auf q1 Satz 2 (2.2.1.) anwenden. 
Es gibt also eine Primzahl Ih, 

ql = P2 q2 und P2 I qi 

Für n erhält man 

und q2 �”��qi und q2 �•�� 1. 

n = Pr P2 q2. 
Ist q2 = 1, so* erhält n die Darstellung 

a. 

n = Pi P2. 

Für q2 > 1 verfahren wir in gleicher Weise wie bisher. Da aber q1 �•��q2 �•��q3 . . 
bricht die Entwicklung nach endlich vielen Schritten, beispielsweise nach r 
Schritten, ab. Es ist dann q,. = 1. Für n ergibt sich dann die Darstellung 

n = P2 • • • • • Pr und �U�•��1. 

Die p8 (s = 1, 2, . . ., r) sind Primzahlen, die nicht notwendig voneinander 
verschieden sind. 
Damit ist die Existenz einer Zerlegung eines beliebigen Elementes n E .AT \ {0, 1} 
gesichert, q. e. d. 

2. Eindeutigkeitsbeweis (nach ZERMELO) 

Es muß nun gezeigt werden, daß die gefundene Zerlegung von n, eindeutig ist. 
Wenn die Eindeutigkeit nicht allgemein gelten würde, so müßte es eine kleinste 
Zahl n > 1 geben, die mindestens zwei verschiedene Zerlegungen besäße. 
Angenommen, n wäre ein solche Zahl. 
Dann könnten wir bilden: 
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L Zerlegung: n  «=. 231 • 

wobei pi der• kleinste in n auftretende Primfaktor sein soll; 
q < n. 
Da n die kleinste natürliche Zahl, mit mindestens zwei 1Zerle-
gungen sein soll, Muß q eindeutig zerlegbar sein. 
Eine zweite Zerlegung von n, in der der Primfaktor pi vor-
kommt, kann es nicht geben, denn aus n = p1 - q und n = - b 
folgt q b. 
Damit wären beide Zerlegungen identisch. 

2. Zerlegung n = p • k; 
es muß p > P. sein, da p1 der-kleinste in n auftretende Prim-

/ faeor sein sollte. 
Betrachten wir die Zahl n = n pik, so erhalten wir unter 
Berücksichtigung der 1. Zerlegung
(*) P1 ̀ Pt • k (q — k) 
und unter ,Berücksichtigung der 2. Zerlegung 
(**) n' = p • k — pi • k = k (p — p1). 

' Offenbar ist n' < n, damit ist n' eindeutig zerlegbar. 
Wir betrachten die Gleichung (**). 
Nach (*) ist p1 1 n'; es ist aber p11 k, denn wäre pi k, dann 
würde die zweite Zerlegung pj als Primfaktor haben, was aber 
nicht möglich ist, wie wir oben bereits festgestellt haben. Es muß 
also pi I. (p — ei ) sein. 
Es ist dann 

pi • t =p — .231 (nach Definition 1 (2.1.1.)) 
.231. • t + P 

(t + 1) --- pi 
Damit wäre pi I p, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht, 
nach der p Primzahl und p pi sein sollte. 
Es kann daher höchstens eine Zerlegung geben, q. e. d. 

Damit ist Satz 3 (2.2.1.) vollständig bewiesen. 

1. 

Im Existenzbeweis des Funcjamentalsatzes wurde gezeigt; daß sich jede 
Element n aus N, das weder Null noch Eins ist, als Produkt endlich vieler 
nicht notwendig verschiedener Primiahlen d.arstellen läßt. 
übersichtlicher wird die Produktdarstellung von n, wenn man die mehrfach 
auftretenden Primfaktoren zu Primzahlpoteiazen zusammenfaßt und gleich-
zeitig die Prünzahipotenzen nach der Größe ihrer Basis ordnet.• Dabei soll 

,Pi <132 < P3 • • • < r 

sein. 
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Man erhält auf diese Weise die kanonische Zerlegnng von n, die lautet: 
cc 

n -P1 1 P2, • • • • Pr • 

Die für e = 1, . . r sind dieln der Zerlegung von n vorkommenden von-
einander verschiedenen Primfaktoren. Die ae �•�� 1 für e 1" . r sind. natür- • 
liehe Zahlen, die angeben, wie oft pe in der Zerlegung von n als Faktor auf-
tritt. 

BEISPIEL 2 (2.2.1.) : 
60 = 2 • 2 • 3 • 5 
Kanonische Zerlegung: 60 = 22. 31. 51

= 2 oci = 2 

P2 = 3 Gt2 = 1
P3= 5 «3 =1

2.2.2. Verteilung der Primzahlen 

Wir'betrachten zunächst die Folge der Primzahlen im Zahlenraum von° bis 40; 

2, 3, 5, 7, 11; 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37. 

Wir erkennen kein Bildungsgesetz in der Verteilung der Primzahlen. 
Außer 2 und 3 findet man kein weiteres Paar [a.; b] von Primzahlen, in dem b 
der (unmittelbare) Nachfolger von a ist..
Weiterhin ist 2 die einzige gerade Primzahl. 

Untersucht man die Folge der Primzahlen {p} im Zahlenraum bis 100, so stellt 
man fest, daß es zwischen 0 und 3.0 genau zehn Primzahlen gibt und zwischen 
70 und 100 nur sechs. • 
Untersucht man die Folge der natürlichen Zahlen {n} nach Primzahlen, so 
stellt sich heraus, daß mit wachsendem n Primzahlen immer seltener auf-
treten. Man könnte meinen, von einer bestimmten Zahl an gäbe es keine 
Primzahlen mehr. Das ist jedoch ein Irrtum, denn es gilt Satz 1 (2.2.2.). 

SATZ 1,(2.2.2.): 
Es gibt unendlich viele Primzahle 

Beweis: 
Wir führen ihn indirekt. 
Annahme: Es gibt endlich viele Primzahlen; Sie seien mit pi, sP29 p3, • • 

bezeichnet. 
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2.2. 

Wir bilden dann die natürliche Zahl 

a • P2 ' • Pn 1. 

Keine der Primzahlen pi , p2; . . pn ist ein Teiler von a. Also kann a entweder 
eine Primzahl sein, die dann von pi, p2, p„ verschieden wäre, oder eine 
Primzahl als Teiler haben, die ebenfalls von pi , p, . pn verschieden sein 
müßte. 
Beides steht im Widerpsruch zur Annahme, daß es außer pi, p2, . . pn keine 
weiteren Primzahlen gibt. Es können daher mit ps, pZ, . . pn nicht alle Prim-
zahlen erfaßt sein, q. e. d. 

Schon im Altertum interessierte die Mathematiker ein Verfahren,, mit dessen 
Hilfe sich feststellen läßt, ob eine natürliche Zahl a, die kleiner als eine ge-
gebene natürliche Zahl n ist, Primzahl ist oder nicht. 
Mit Hilfe des ,;Siebes des ERATOSTHENES" wollen wir die Primzahlen 
Zahlenraum von 2 bis 50 erfassen. 
Zu diesem Zweck sind zunächst alle Zahlen von 2 bis 50 aufzuschreiben. 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

im 

Danach sind der Reihe nach alle Zahlen zu streichen, die 2 als echten Teiler 
haben. Mit den Zahlen/ 3, 5, 7 wird in gleicher Weise verfahren. Da wir nur 
den Bereich der natürlichen Zahlen, die kleiner als 50 sind, betrachtet haben, 
können wir das Verfahren schon abbrechen, da alle Zahlen, die 11, 13, 17, 19 
usw. als echte Teiler haben, bereits gestrichen wurden. Im „Sieb" bleiben tat-
sächlich nur die Primzahlen zurück. 

Wollen wir feststellen, ob eine natürliche Zahl Primzahl ist, so genügt es, 

die Teilbarkeit durch alle Primzahlen, die kleiner oder höchstens gleich V a 
sind, zu untersuchen. 
Gibt es einen solchen Primteiler, dann ist a eine zusammengesetzte Zahl. 
Gibt es keinen, dann ist a Primzahl. 
Gilt nämlich für eine natürliche Zahl a 

a= p • a1, wobei p �”�� ai sein soll, 

dann ist a = p • a1 �•��p2, 

also Va p. 
Das heißt, in der Zerlegung von a muß ein Primfaktor vorkommen, der kleiner 

oder gleich Va ist. 
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2.3. , 

Sollen alle Primzahlen unterhalb einer gegebenen Zahl a ermittelt werden, 
dann sind alle die Zahlen zu streichen, die pi, p2, . . pn als echte Teiler haben. 

Dabei ist pn die größte Primzahl, die kleiner oder höchstens gleich Vic ist. 

BEISPIEL 1 (2.2.2.) : 
a) Es sind die Primzahlen im Zahlenraum von 2 bis 200 zu ermitteln. 

13 < 1/200 < 17, also ist pn = 13. 
Es sind alle die Zahlen zu streichen, die 2, 3, 5, 7, 11, 13 als echte Teiler 
haben. Übrig bleiben die Primzahlen. 

b) Es ist festzustellen, ob 241 Primzahl ist. 

13 < 1/241, aber 241 < 17. 
Es ist die Teilbarkeit durch 2, 3, 5, 7, 11, 13 zu, untersuchen. Man erhält: 
21' 241, 31' 241, 51' 241, 71' 241, 114' 241, 131' 241. 
Damit ist 241 Primzahl. 

Schon die wenigen Beispiele lassen erkennen, daß dieses Verfahren immer auf-
wendiger wird, je größer die Zahlen sind, von denen festgestellt werden soll, 
ob sie Primzahlen sind. Für unsere Aufgabenstellungen ist es jedoch aus-
rei chen d. 

2.3. Größter gemeinsamer Teiler und kleinstes 
gemeinsames Vielfaches 

Die im Teil 2.3. zu behandelnden wichtigen Begriffe der elementaren Zahlen-
theorie spielen bereits im Mathematikunterricht der Schule eine große Rolle. 

2.3.1. Größter gemeinsamer Teiler 

DEFINITION 1 (2.3.1.) : 
Eine natürliche Zahl t heißt gemeinsamer Teiler der 
natürlichen Zahlen a1, a2, . . an genau dann, wenn t 
Teiler von a1, a2, . . an ist. 

DEFINITION 2 (2.3.1.) : 
Eine natürliche Zahl d heißt größter gemeiiisamer 
Teiler der natürlichen Zahlen a1, a2, an, genau 
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dann, wenn d gemeinsamer Teiler von a1,, a2, . .,ara
ist und für alle gemeinsamen Teiler t von a1, a2„ . . 
gilt, daß sie auch Teiler von d sind. 

Wir haben nun zu zeigen, daß genau äine solche natürliche Zahl d existiert, 
die Definition 2 (2.3.1.) erfüllt. 

Den Existenzbeweis führen wir im Teil 2.3.3. 

Die Eindeutigkeit von d zeigen wir wie folgt: 
Wir nehmen an, e sei neben d ebenfalls größter gemeinsamer Teiler von 
cti, a2, • • • , an. 
Ali gemeinsamer Teiler kann d* an die Stelle von t in Definition 2'(2.3.1.) 
treten, und es gilt d* 1 d. Analog gilt d I e. 
Aus d* d und. d 1 e.folgt d = d*. 
Da d und d* natürliche Zahlen sind, gilt d = d*, q. e. cl. 

Wir beieichnen den größten gemeinsamen Teiler (g. g. T.) von a,1 a2, . 
mit 

= (a1, - a2, • • •, an). 

DEFINITION 3 (2.3.1.) : 
]hie natürlichen Zahlen a1, a2, . ., an heißen teiler-
fremd genau dann, wenn ihr größter 'gemeinsamer 
Teiler Eins ist. 
In geichen,' (ar, a2, . an) = 1 

SATZ 1 (2.3.1.): 
a sei eine natürliche Zahl mit a > 1, die die Dar-
stellung 

ä = paik • P22 • • • ' Pr9.
hat (die p i für i = 1, 2, . . r sind Primzahlen). 
t ist genau dann Teiler von a, wenn sich t in der Form 

132 ßt• 
t = P1 * P2 • • • mit 

0 < )91 oci 
0 �”��ß2 �”��a2

���”�‰�U�”�Dr
darstellen läßt. 
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Beweis (> [141 S. 408): - 
a) Wir zeigen, daß, jede Zahl 

t • p22 • . . . •pfir r mit 0 �”��ße e für e 1, . . .,

ein Teiler von a 
Zur Begründung unterscheiden wir drei Fälle. 

1. Fall: Ist ße = 0, so gilt 1 I pee . 

Das ist stets erfüllt. 

.2. Fall: Ist ße = cce, so gilt pe«e I peao . 

Das ist stets erfüllt. (nach Satz 1 (2.1.1.)) 

3. Fall: Ist ße < oce, dann gibt es ein je;, so daß gilt 

ße fre -1= Gee und ire + 0. 

pes gilt , denn pßee • pgeo* = paee. 

Es handelt sich in diesem Fäll um einen echten Teiler. In den beiden 
ersten Fällen handelte es sich um triviale Teiler. 

Aus diesen drei Fällen folgt zunächst 

peße je für jedes 9 = 1, . . r. 

Aus Pi
1 1 Pi und p22 2 und . und pfjr r I p:r folgt aber P2 
,fliß1 I ‚hal ,.na2 ,fl ar N1 • .tr2 • • • • • Nr I 1-'1. 1-'2 • • • • Nr 

Es gilt nämlich 

P
Bi Bi «I. 

= 

d ,„d2 
P22 ='P22

und Prßr • Aar ='.23r2r mit ß + (52 = 

Daraus folgt 

PI P2 fir d2 dr 
.P1 ' P2 • • • • • Pr • PI, • P2 • • • •Pr 

9. • .2 ar 
P2 • • • • Pr, • 

ach Voraussetzung) 

ö Das Produkt• aus den natürlichen Zahlen A', • • Prr 
natürliche Zahl, diese nennen wir g. 
Dann gilt 

ß Pr
P1 • P22. • • • • Pr • 9 =P1 • P2 • • • • • Pr 

oder t • g = a. 

Das bedeutet aber t a und entspricht der Behauptung. 

1 

ist wieder eine 
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2.3. 

b) Nun zeigen wir, daß sich jeder Teiler_t von a stets in der Form 

t = 21311 " P22 • • • • • Prßr
mit 0 �”�� ße �”�� ,; mit e = 1, , r darstellen läßt. 
Ist t I a, so gilt 

t • a1 = a, (nach Definition 1 (2.1.1.)) 

wobei t �”�� a ist. 
Damit sind die Exponenten in der Darstellung von a nicht kleiner als 
die Exponenten der Primfaktoren in der Darstellung von t. Es muß sein 

t = p22 • . . . • p l3 r  mit 0 �”��ß a für =- 1" . r, e q. e. d. 

BEISPIEL 1 (2.3.1.) : 
Es sind alle Teiler von 120 zu ermitteln. 
Die kanonische Darstellung lautet: 

120 = 23 •-3 • 5. 

Jeder Teiler t von 120 läßt sich in der Form 

t = 2P1 • 3P2 • 5P3 (*) 

darstellen, und jede solche Darstellung bezeichnet auch einen Teiler von 120. 

Dabei ist: 0 �”��ßi �”�� 3 
0 ß2 �”�� 1 
0 �”�� �”�� 1. 

Wir erhalten die Menge T aller Teiler von 120, indem wir ßi , ß2 und ß3 unab-
hängig voneinander die Werte 

/31 = 0, 1, 2, 3; ß2 = 0, 1; ß3 = 0, 1

durchlaufen lassen und jeweils in (*) einsetzen. 

T = {1, 2, 3, 5, 4, 8, 6, 12, 24, 10, 20, 40, 15, 30, 60, 120} 

Damit haben wir uns die Voraussetzung für ein Verfahren zur Ermittlung 
des größten gemeinsamen Teilers geschaffen. 

Es seien a1, a2, an von Null und Eins verschiedene natürliche Zahlen. 
Eine Darstellung dieser Zahlen sei (jr [14], S. 409f.) 

a a1=p1, 
P2l2 • • • • • Pr

lr

a
a2 Pi21 P2«22 • • • • • P 

r2r

an1 an2 "nr 
an = P1 P2  • • • • Pr 
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2 

(e = 1, 1, . . n,) sind. natürliche Zahlen, die nur dann 
sind, wennipe in der Zerlegung von a1, a2, . . nicht vorkoramL 
ein. gemeinsamer Teiler t, von a1, a2, .. an muß dann eine Darstellung 

t = P112)22 • • • •-• pYr 
haben, wobei fär e = 1, , gelten 

(1) 0 �”��ye �”�� Geie

(2) 0 �”��ye 6%, 
••• 666 6 • O OO ••••. 

(n) 0 �”��ye ans 
Aus (1) folgt t th, aus (2). folgt t j a2, aus (n) folgt t an. 

Wir suchen nun den größten gemeinsamen Teiler c,/ von a1, a2, . . an. 
Man erhält für d = g l • . • p7, wobei 1,', jeweils das Minimum von 

a2e, . ane ist fie jedes Q = 1, . r.' 

ye = min (ixie, cc;e, . cm) 

Jeder andere gemeinsame Teiler t von a1, a2, ., an hat die Form 

t* • 2312'2 *, • • • •pr r

wobei ye �”��min (che, che, ane) für jedes e = 1, . . . r ist. Dabei gilt 
für wenigstens einen Wert von p nuidas Kleiner-Zeichen; anderenfalls wäre 
t d. 

BEISPIEL 2 (2.3.1.)
Zu ermitteln ist d = (1190, 672', 3200). 
1190= 21 • 30 • 
672 = 25 - 3i • 

51 • 7" 171
50 • 71. 17o 

3200 = 27 . 30 • 52 . 70 • 170
d = 23'1 • 31'2 • 51% • 7Y4 • 17r5 yi min (1, 5, 7) -= 1 

y2 min (0, 1, 0) = 0 
y3= min (1, 0, 2) = 0 

min (1, 1, 0) = 0 
y5 min (1, 0, 0) =0' 

d =  d=2'•3°•5° 7°•17°==2 

= (1190, 672, 3200) 
d = 2 

. . 
Weitere Übungsbeispiele bilde der Leser selbst. 

_ 

Angewendet wird dieses Verfahren u. a. beim Rechnen mit gebrochenen 
Zahlen. 
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2.8. 

Sollen beispielsweise Brüche gekürzt werden, so gilt es, den größten gemein-
samen Teiler von Zähler. und Nenner zu ermitteln, durch den dann sowohl 
Zähler als auch Nenner zu dividieren sind. 

2.3.2. Kleinstes gemeinsames Vielfaches 

DEFINITION 1 (2.3.2.) : 
Eine natürliche Zahl v heißt gemeinsames Vielfaches 
der natürlichen Zahlen ax, a2, an genau dann, 
wenn a1, a2, . . an Teiler von v sind. 

DEFINITION '2 (2.3.2.) : 
Eine natürliche Zahl f heißt kleinstes gemeinsanies 
Vielfaches der natürlichen Zahlen a1, a2, . . ., an ge-
nau dann, wenn f gemeinswes Vielfaches von 
a1, a2, . . an ist und für alle gemeinsamen Vielfache v 
von a2, ., an gilt, daß sie auch Vielfache von f 
sind. 

= 0 oder a2 = 0 oder . . . oder an = 0 schließen wir aus. 

Wir haben nun zu zeigen, daß genau ein kleinstes gemeinsames Vielfaches f 
der Elemente a1, a2, ., an existiert. 
Auf das Führen des Existenz- und Eindeutigkeitsbeweises verzichten wir. 
Der Leser versuche es selbständig in Anlehnung 'an die Ausführungen zum 
größten gemeinsamen Teiler (7 Teil 2.3.1.). 
Uns interessiert jedoch, wie man das kleinste gemeinsame Vielfache (k. g. V.) 
von a1, a2, . ., an findet, wenn die a1, a2, . . ., an in der Form 

all al2 alr = P2 • • • • Pr 

a2 = p i.« 21 p 2 22 p ar2r 

a n=  p c;n1 p 2« n2 pranr 

dargestellt sind. 
Die cc = 1, . r; = 1, . n) sind wiederum natürliche Zahlen, die 
nur dann 0 sind, wenn pQ in der Zerlegung von aj., a2, . . . bzw. an nicht vor-
kommt. Das kleinste gemeinsame Vielfachef läßt sich dann wie folgt darstellen 

f =  p eil '  • P262 • • • • • Prät.

Mit Se =- max (ocie, ot2e, . am) für e 1, 2, . . . 
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2.3. 

Das kleinste gemeinsame Vielfache f der Zahlen a1, .a2, . . an bezeichnen wir 
im weiteren Verlauf mit 

f {a1, a2, • • •, an] • 

Für den Fall a1 = 0 oder a2 = 0 oder . . . oder a = 0 setzen wir 

f = La1, a2, . . an] = 0 . 

BEISPIEL 1 (2.3.2.)
Zu ermitteln ist f -= [63, 18, 14]. 

63 = 20 • 32 • 71

18 = 21 • 32 • 7o 

14 = 21 • 30 . 71 
f 261 362 • 763 max (0, 1, 1) =- 1 

(52 = max (2, 2, 0) g 
(53 max(1,0,1)=1

f = 21 - 32 • 71 = 126 

Dieses Verfahren wird zum Beispiel beim Rechnen mit gebrochenen Zahlen 
zum Ermitteln des Hauptnenners angewendet. 

Der Zusammenhang zwischen dem größten gemeinsamen Teiler und dem 
kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier natürlicher Zahlen wird in 
Satz 1 (2.3.2.) formuliert. Damit ist es möglich, aus der Kenntnis des g. g. T. 
sehr schnell das kleinste gemeinsame Vielfache (k. g. v".)' zu ermitteln und um-
gekehrt. 

SATZ 1 (2.3.2.): 
Das Produkt zweier von Null verschiedener natür-
licher-Zahlen ist gleich dem Produkt aus dem klein-
sten gemeinsamen Vielfachen und dem größten ge-
meinsamen Teiler dieser Zahlen. 
In, Zeichen,: a • b = [a, bi • (a, b) für a 0 

und b 0 

Beweis: 
Es seien a, b beliebige von Null verschiedene natürliche Zahlen. 

a Pail • • • • • P7 

b = • • • •Pßr .
oci und i 1, 2, . .. r, sind natürliche Zahlen, dienur dann Null sind, wenn 
pi in der Zerlegung nicht auftritt. 
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Es ist 

a b = 1);.1+ß1 • • • 1): r ßr • 
Es ist aber 

(a, b) = p71,1 • . • pvr mit yi =. min (cti, A) und 

[a, b] = p82- • . . • prar mit Si = max (oci, A). 

Das heißt aber, daß 

[a, b] (ai b) P 811+71 • • • Prör‘+ Yr

8 i+yi =max(ai,ßä)
.+.,min 04, iM• 

und 

Betrachten wir den Term 

• max (04, + min (04, 

so ergeben sich dafür folgende Möglichkeiten: 

1. Ist ai = A, dann erhält man cci ± 
Falls + ß,, ist das Ergebnis dennoch dasselbe, denn: 

2. Ist Gti das Maximum, dann ist A das, Minimum der beiden Zahlen. 
Man erhält ai . 

3. Ist ß das Maximum, dann ist oci das Minimum der beiden Zahlen. 

Man erhält ebenfalls oci + ßi. 

Daher gilt 

öi + yi= «i +ßi,
das heißt: 

a • b [a, b] • (a, b) , 

BEISPIEL 2 (2.3.2.) : 
a= 36; b = 60 
a =- 22 • 32 • 50; b = 22;  31. • 51. 

(36, 60) = 22 31 • 50 = 12 
[36, 60] = 22 • 32 51 = 180 
36 • 60 = 2'4 • 33 51

[36, 66] • (36, 60) = 22+2 • 32+1 • 51+O,- 24 • 33 • 51 - 

q. e. 

SATZ 2 (2.3.2.) : 
Sind zwei von Null verschiedene natürliche Zahlen 
teilerfremd, dann ist das kleinste gemeinsame Viel: 
fache dieser Zahlen gleich ihrem Produkt. 

Beweis: 
Man erhält: a • b = • b] • 1 = fa • b] (nach Satz 1 (2.3.2.)), q. e. d. 
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Die Sätze 3 (2.3.2.) und 4 (2.3.2.) seien ohne Beweis genannt. 

SATZ 3 (2. 3. 2. ): 
-Für jede natürliche Zahl n gilt: 
(0, n) = n, (1, n) = 1 und ['1, n] = Tb. 

SATZ 4 (2.3.2.) : 
Für alle natürlichen Zahlen a, b und c gilt: 
Wenn -(a, b) = 1 und b I a • c, so b J c. 

2.3.3. Elnminischer 24/gorlazeus 

SATZ 1 (2.;3.3.)-: 
Zu, je zwei Elementen a und ..b - 0 aus G existieren 
stets zwei eindeutig bestimmte Elemente q und r 
aus 0, die der Relation 
�D� �E�‡�T���U�P�L�W�����”�U���E��
genügen. 
q bezeichnet man als Quotienten und r als Rest bei 
der Division mit Rest von a durch 
(7! [25], S. 137; [27], S. 11; [36], S. 88; [37], 5.23) 

Beweis: 
Auf den Existenzbeweis wird verzichtet. 

Beweis der Eindeutigkeit von q und r (/ [14], S. 402; [37], S. 23) 
Es seien a, b beliebige ganze Zahlen mit b $0. 
Annahme: Es gibt zwei Darstellungen 

a b • qi r j. mit ���”�U1 <JbJ 

und a = b • .72 r2 mit 0 �”�� r2 < ibi ,
Daraus folgt 

b • q1 + r1 = p • q2 r2. (nach der Symmetrie und Transitivität 

der Gleichheit ganzer Zahlen) 

Daraus folgt weiter 

b •• qi — b • q2. = r 2 — , 

das heißt: b (21. — q2) = r2 — 71- , (nach dem Distributivgesetz) 
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Das bedeutet: 

6 I r2 - ri • 

Außerdem gilt auf Grund von 0 �”�� r1 < IbI und 0 �”�� r 2 < bl : 

Ir2 — < Ibl 

denn der Betrag der Differenz zweier nichtnegativer Zahlen ist nicht größer 
als die größte der beiden Zahlen. 
Wäre r2 — r1 + 0, so würde wegen b I r 2 — 9.1 folgen: 

I r 2 — I b. 

Das steht aber im Widerspruch zu I r 2 — r j. j < b. 
Es muß daher r2 —r1 = 0 sein, das heißt: 

- r2 = 9.1 . 

Da b 0 vorausgesetzt wird, folgt aus b (q1 — q2)
chung q1 — q2 = 0, das heißt: 

r2 — r1 = 0 die Glei-

gi = 4'2 • 

Das bedeutet aber, daß die beiden Darstellungen sich nicht unterscheiden, 
q und r sind durch a und b eindeutig bestimmt, q. e. d. 

Die Division mit Rest wird km Unterricht der Klasse 2 vorbereitet und in 
Klasse 3 eingeführt. 

, So sind entsprechend [25; Klasse 3] Übungen zur Teilbarkeit mit Hilfe von 
Tabellen durchzuführen, in denen die Schüler zu entscheideh haben, ob- eine 
Zahl a durch eine Zahl b teilbar ist oder nicht. 
Die Entscheidungen sind mündlich zu begründen, z. B.: 
7 ist nicht durch 3 teilbar, denn 7 = 2 • 3 + 1. 
Es wird der Begriff „Rest" eingeführt und verwendet. 
Übungsaufgaben aus [6; Klasse 3] lauten dazu: 
Führe die Division mit Rest aus! 
3 : 2, 7 : 4, 17 : 4, 29 : 3 

Worin liegt nun der Unterschied zwischen Division und Division mit Rest? 
Die Division als Umkehrung der Multiplikation ist in G nicht uneingeschränkt 
ausführbar. Die Division ist eine eindeutige Abbildung aus G x G \ {0} auf G. 
Dabei wird jedem geordneten Paar [a; b] EGxG\ {0} mit -b I a genau ein c 
aus G zugeordnet, so daß gilt: 

b • c -= a . 

Die Division mit Rest ist in G stets ausführbar. 
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Sie ist eine eindeutige Abbildung von G x G \ {0} auf G x G. Dabei wird jedem 
geordneten Paar [a; b] E G x G \ {0} genau ein geordnetes Paar [q; r] aus 
G x G zugeordnet, so daß gilt: 

=bq r mit Irl < lbj . 

Mit Hilfe deS,Emamischen Algorithmus kann man den größten gemeinsamen, 
Teiler von zwei oder von mehr als zwei ganzen Zahlen ermitteln. ' 
Wir wollen uns aber wiederum auf den Bereich der natürlichen Zahlen be-
schränken. 

Den g.g. T. zweier natürlicher Zahlen a und b mit b,.+ 0 erhält man durch 
fortgesetzte Division mit Rest, wobei der letzte von Null verschiedene Rest 
der g. g. T. von a und b ist (7' [14], S. 403; [27], S. 11; [37], S. 37). 
Wir gehen von den natürlichen Zahlen a und b mit b 0 aus und benutzen 
den sogenannten Eumanischen Algorithmus. 

a =b • q, 
b ri • qi
ri r2 ' 

• r2 
�’�� r3 

mit ri < b 
mit r 2 < 
mit r3 < r 2

=-- • rn mit rn< rn-1 
Für die Reste gilt 

ri> r2 > r3 > . . . > rn. 

Sie, bilden eine monoton fallende Folge natürlicher Zahlen (7( 215, Definition 
6 (10.)). 
Das Verfahren muß daher nach endlich vielen Schritten abbrechen, d. h., 
es muß einmal der Rest 0 auftreten. Der letzte von Null verschiedene Rest 

,sei r.. Es heißt dann die letzte Gleichung 

rn- rn • qn, 0

Es ist nün, zu zeigen, daß rn der größte gemeinsame Teiler von a und b ist. 

Es sei zunächst nachgewiesen, daß r. gemeinsamer Teiler von a und b ist. Zu 
diesem Zweck liest man die angeführten Gleichungen von unten nach oben. 
Die letzte Gleichung liefert rn I rn-1) 

die vorletzte ' rn I rn-2, 
denn aus r„ I r._1 • q.,_1 und r. I rn folgt 

rn rn'-1 • rn• 

Betrachten wir die weiteren Gleichungen unter dem gleichen Gesichtspunkt; 
so ergibt sich schließlich 

r„ I b und rn la.
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3. 

Also 9.n I rn_i, rn I r,„ 2, . . rnI ri, r „ I b, rn I a . 

Damit ist rn gemeinsamer Teiler von rn \ 1, r fl _2, . • b, a. 

Nun ist noch zu zeigen, daß jeder gemeinsame Teiler von a und b auch, Teiler 
von rn ist. 
t sei ein beliebiger Teiler von a und b. 
Liest man die Gleichungen von oben nach unten, so gilt 

t ri

denn aus t I b und t 1 b • go + r1 folgt t 
Es gilt 

t•x=b und t•y=b•g o +r i . (nach Voraussetzung) 

Daraus folgt: 

t • y= 

Das ist aber 

t (y x • go) = ri und damit t 

Weiter gilt : 

t 1 r2, t I r3, . . , t 1 r„, 

x ' go 

was sich in gleicher Weise beweisen läßt. 
Damit ist, gezeigt, daß 

= (a, b) , 

BEISPIEL 1 (2.3.3.) : 
d = (158 185, 208 182) 
208.182 = 158 185 • 1 + 49 997 
158 185 = 49 997 • 3 8 194 
49 997 = 8 194 • 6 + 833 
8 194 = 833 • 9 + 697

833 = 697 • 1 + 136 
697= 136 • 5 -I- 17 
136= 17 • 8 + 0 

17 ist der letzte von Null verschiedene Rest und damit der größte gemeinsame 
Teiler von 158 185 und 208'182. 

17 = (158 185, 208 182) 

Außerdem gilt: 
17 1136, 17 1697, 17 1833, 17 18194, 17 149 997 . 

Für dieses Zahlenpaar zeigt sich deutlich der Vorteil dieses Verfahrens gegen-

über der Zerlegung in Primfaktoren, wie sie in Teil 2.2.1. ("r 23 ff.) erfolgte. 

Der Leser überzeuge sich durch Rechnen selber dAvon. 

q, e. d. 
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23s. 

BEISPIEL 2 (2.3.3.): 
d = (174 527, 123445).
174 527 = 123 445 - 1 ± 51.082 
123 445 = 51 081 • 2 + 21 281 , 
51 082 = 21 281 - 2 + 8 520 
21 281 = 8 520 • 2 4- 4 241 
8 520 = 4 241 • 2 + 38 
4 241 = 38 • 111 + 23 

38= 23 • 1 15 
23 d • 1 + 8 
15= 8 • 1 --I- 7 
8= 7 • 1 .1 
7= 1 • 7 -12- 0 

Die beiden Zahlen 174 527 und 123 445 sind teilerfremd (d = 1). 

Es könnte die Frage auftauchen, wie man vorzugehen hat, wenn der g. g. T. 
von einer positiven und einer negativen oder zwei negativeh Zahlen ermittelt 

_ werden )soll: 
Wir erinnern uns daran, daß Teilbarkeitsaussagen Aussagen über Klassen zu-
einander assoziierter Elemente sind. 
Somit können wir uns bei den praktischen Rechnungen auf natürliche Zahlen 
beschränken, d. h.: 
Ist d = (ct, b) bekannt, so kennen &ir auch (— a, b), d2 = (ct, b), 
d3 = (— a, — b). 

Eine weitere Frage könnte lauten: 
Wie ermittelt man mit Hilfe des Emumischen Algorithmus den g. g. T. von 
mehr als zwei Zahlen? 

SATZ 2 (2.3.3.) : 
Für den größten gemeinsamen Teiler gilt: 

(as, az, • • an) = ((a1, az, . . an) . , 

Beweis: 
Es seien d* = (a1, a2, . . an_ jj und d = (d*, an). Damit ist d 1 an und, cl I d*
Es gilt aber auch wegen d* ai, . . d* I an_1: 

d I d I . 

Außerdem gilt für jeden gemeinsamen Teiler t von a1, a2, . . an: 

t I d* und t also t d 

Damit ist d = a2, . . a.), q.e. d. 
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2.3. 

BEISPIEL 3 (2.3.3.) : 
'd = (45087, 24510, 437) 
d* --- (45087, 24 510) und d = (d*, 437) 

oder d = ((45 087, 24 510), 437) 
45 087 = 24 510 • 1 + 20 577 
24 510 = 20 577 • 1 + 3 933 
20 577 = 3 933 • 5 + 912 

3 933 = 912 . 4 + 285 
912 = 285 . 3 + 57 
285 = 57 . 5 + 0 d* =57 

d = (57, 437) 

437 = 57 • 7 + 38 

57 = 38 • 1 + 19 

38= 19 • 2 + 0 

d = 19 - 

Mit Hilfe des Eumanischen Algorithmus läßt sich ein weiterer wichtiger Satz über den 
g.g.T.'vona und b mit b 0 herleiten. 

SATZ 3 (2.3.3.) : 
Zu zwei beliebigen natürlichen Zählen a und b gibt es 
stets zwei ganze Zahlen x und y, so daß gilt 
(a, b) by• 

(a, b) by nennt man Linearkombination des größten gemeinsamen Teilers von 
a und b aus a und b. 

Beweis: 
Ausgehend vom Eumanischen Algorithmus 

a = bqo ri  mit, ri < b 
b = r2 mit r2 < ri

rn_2 = rn-i qn-I rn mit rn < 2.5_1

rn-i = rnqn - 0

erhält man beim Lesen von oben nach unten ri als Linearkombination von a und b. 
ri =a—b•qo 

Eingesetzt in die zweite Gleichung erhält man r2 ebenfalls als Linearkombination von 
a und b. 

r2 = 
r2 = 
r2 

b riq't
b — qi (a — b • q0) 

a b (1 goqi) 

Dieses Verfahren wird fortgesetzt. Die vorletzte Gleichung liefert dann r„,, den g.g.T. 
von a und b als Linearkombination von a und b. q.e.d. 

BEISPIEL 4 (2.3.3.) : 
Es ist d = (49,84) in der Form cl = 49x + 84y mit x, y E G darzustellen. 
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'2.3. 

a) Ermitteln von d nach dem Euxmmischen Algorithmus 
84 = 49 • 1 35 
49 = 35 • 1 + 14 
35 =„14 • 2 + 7 
14= 7 • 2 + 0 d=7 

b) 'Darstellen von 7 als Linearkombination aus 49 und 84 
Wir formen um: 
35 = 84 - 49 
14 = 49 - 35 

7 = 35 - 14 • 2 
35 ist Linearkombination von g4 und 49. 
Eingesetzt in die zweite Gleichung erhalten wir: 
14 als Linearkombination von 84 und 49. 
14 = 49 — (84 — 49) = — 84 + 49 . 2 

Nach Einsetzen der ersten und zweiten Gleichung in die dritte erhalten wir: 
7 als Linearkombination von 84 und 49. 
7 = (84 - 49) - (- 84 + 49 • 2) • 2 =- 84 - 49 + 2 • 84 - 49 • 4 
7 = 84 • 3 -I- 49 ( -5) 
Wir erhalten: x= —5 und y = 3.: 

Mit der Gültigkeit von Satz 3 (2.3.3.) haben wir uns, in die Lage versetzt, folgenden Satz 
zu beweisen, der beieits beim Beweis des Fundamentalsatzes (/ 24ff., Satz 3 (2.2.1.)) 
Anwendung fand. 

SATZ 4 (2.3.3.) : 
Ist eine Primzahl p Teiler eines Produktes 'zweier natür-
licher Zahlen a und b, dann ist sie Teiler von wenigstens 
3inem dieser-Faktoren. 

Der Satz läßt sich auch wie folgt schreiben: 
VpVaVb; pIa•b 

(Hier wird p als Variable für Primzahlen, verwendet.) 
Diesem ist äquivalent 

VpVaVb; pla•b A ptb —>pla. 
Mit Hie einer Wahrheitswertetabelle überprüfe der Leser die logische Äquivalenz. 

r 
Beweis von Satz 4 (2.3.3.) : 
V orauesetzung :pla•b A p b 
Wegen p f  b folgt: p und b sind teilerfremd, das heißt, 

(p, b) = 1. 
Es gibt ein x und ein y aus ( , so daß gilt: 

1 = p•x +b•y 
Nach Multiplikation mit a folgt: a=p•a•x +b•a• y. 
Nach Voraussetzung gilt aber 

plb•a und damit plb•a• y, 
außerdem gilt 

PIP und damit pIp•a•x. 

Ausp1b•a•yundpip•a•xfolgtaber 
pla, 

(nach Satz 3 (2.3.3.)) 

q.e.d. 
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3. Zahkn.kongtuen.zen und Restklassen 

) 

3.1. Kongruenz modulo m in G und Restklassen 

Die Untersuchungen in Teil 3.1. beziehen sich auf den Bereich der ganzen 
Zahlen. Sie bauen auf der Lehre von der Teilbarkeit ganzer Zahlen (7' Teil 2.) auf. 

3.1.1. Definitionen und Sätze 

. DEFINITION 1 (3.1.1.) :
Es seien a, b, in ganze Zahlen mit in > 0. 
Dann heißt a kongruent b modulo 9n genau dann, 
wenn 
mla—b. 
In Zeichen: a b mod In oder • 

a b (m) [4], 5. 4'4 

Wie wir wissen, ist mla—bgleichbedeut'encl damit, daß es eine ganze Zahl g 
gibt, für die gilt: 

a — b = g • In . 
Davon werden wir im folgenden oft Gebrauch machen. 
Gilt die Kongruenz nicht, dann schreibt man: a * b mod m.. 

BEISPIEL 1 (3.1.1.) : 
a) 2 = 7 mod 5, denn 5 I 2 — 7 
b) 2 mod 5, denn 5 I 2 = 2 
c) 2 * 8 mod 5, denn. 5f 2 - 8 
d) — 3 = 2 mod 5, denn 5 I - 3 - 2 
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Betrachten wir die durch a b mod m beschriebeneKongruenz in 0, so zeigt 
sich, daß diese Relation für jede ganze Zahl m > 0 eine Äquivalenzrelation 
ist. 

Begründung: 
Es sei m eine feste positive ganze Zahl. 
D'ann gilt: 
(1) Die Relation ist reflexiv. 

Es gilt a = a mod m, denn a — a = 0 und m 0 . 
(2) Sie ist symmetrisch. 

Aus a = b mod in folgt b 
Nach Definition. 1 (3.1.i.) gibt es ein g mit a — b = g • m; dann gilt aber 
auch: 

b — a = (— g) ;9n . 
Das entspricht der Konklusion. 

(3) Sie ist transitiv. 
Aus a b mod m und b c mod m folgt a c mod m. 
Es gibt Zahlen gi und g2, so daß gilt: 

a — b gi • m 

b — c = g2 '• m (nach Voraussetzung) 

Daraus folgt; 

a—b+b—c= (gi g2) m, 
das heißt: a — c = (gi g2) m . 

Die Summe zweier ganzer Zahlen gi, gi ist wieder eine ganze Zahl. 
Diese nennen wir ga. 
Es gilt dann a — c g3 • m. 
Das bedeutet aber a -= c mod in und entspricht der Konklusion. 

Die Kongruenz modulo m bewirkt in G eine Klasseneintellung.Man nennt diese 
Klassen Restklassen mod • 
Mit [a]„, bezeichnen wir die Restklasse mod in, die die ganzo Zahl a enthält. 
Alle die garden Zahlen, die zu a kongruent nach dem Modul m sind, gehören 
in ein und dieselbe Restklasse. 

[a]. = {b;bEGA b_=z- amodm} 

Zwei RestklasSen [ah und [b]m sind genau dann einander, gleich, wenn ihre 
Elemente zueinander kongruent nach dem Modul m sind, das heißt: 

• [a]. = [b]. 4->a -_ -_.bmod m . 

Beispiel 2 (3.1.1.) zeigt eine Klasseneinteilung von G mod m. 
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3.1. 

BEISPIEL 2 (3.1.1.) : 
Wir wählen m = 3, untersuchen also die Relation 

a b mod 3. 

Wir erhalten drei Restklassen, nämlich [0]3, [1]3, [2]3 (Bild 46/1). 
Es handelt sich hierbei um eine eindeutige Abbildung von G auf die Menge der 
Restklassen mod 3. 
Ausgehend von der unendlichen Menge G erhalten wir endlich viele Klassen. 
Jede Klasse enthält aber unendlich viele ganze Zahlen als Elemente. 

-6 
- 3 

-5 
-2 

-4 

0 2[0] a 4 
[7]3 8 

[2]3
6 11 

46/1 

BEISPIEL 3 (3.1.1.) : 
Es sei a b mod 10. 
Es entstehen 10 Restklassen: 

Plio, [211o, [3]10, [4]10, [5]io, [6]1o, [8]10, [Mio t_ 

Die Elemente der gestklassen mod 10 lassen sich sehr schnell ermitteln, da 
nur die letzte Grundziffer der ganzen Zahlen ausschlaggebend ist. 
So gilt: 

13 E [3]10, weil 13 -=-= 3 mod 10; 
25 E [5]1o, weil 25 = 5 mod 10 usw. 

Die Beispiele 2 (3.1.1.) und 3 (3.1.1.) lassen vermuten, daß es zu jedem Modul 
m jeweils m Restklassen gibt, und zwar die Restklassen 

rok [11. , • • [m —1]m • 

Der Beweis, von Satz 1 (3.1.1.) wird unsere Vermutung bestätigen und gleich-
zeitig die Bezeichnüng „Restklasse" motivieren. 

SATZ 1 (3..1.1.): 
Es gilt a = b mod m genau dann, wenn a und b 
bei der Division mit Rest durch m den gleichen Rest 
r mit ���”��r G m lassen. 
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Daraus folgt: 
Es gibt genau m Re'stklassen mod m, nämlich die 
Restklassen 

[O]m, [1]., . . [m — 1] . 

(7' [27], S. 2) 

Die Zahlen 0, 1, m — 1 bilden ein vollständiges Repräsentantensystem 
der Restklassen mod m, däs auch kleinstes nichtnegatives Repräsentanten-
system genannt wird. 

Beweis von Satz 1 (3.1.1.): 
Wir zerlegen die Äquivalenz in zwei Implikationen. 

1. Implikation (in Kurzfassung):
Wenn a = b mod m, so lassen a und b den gleichen Rest r. 
Nach Voraussetzung gilt a = b mod m, d. h., es gibt eine Zahl g mit 

a — b = g • in . 

Läßt nun a bei Division durch m den Rest r, gilt also 

Ma=l'in -Er 

und setzt man die Voraussetzung in (*) ein, so ergibt sich 

q • m).+ r — b = g • in 

und damit 

b=q•m—g•m+ r 

oder b = (q — g) m r, 

d. h., auch b läßt bei Division durch m den Rest r, q. e. d. 

2. Implikation (in Kurzfassung): 
Wenn a und b bei Division durch m den gleichen Rest r lassen, dann ist 
a b mod m. 

Es gilt 
und 

a = m r 
b q2 • m r mit 0 < r < 

Daraus' folgt 

a — 6 = • - q2 M 

also a — b (q1 — .12) • m • 

Das bedeutet nach Definition 1 (3.1.1.) 

bmodm, 

(nach Voraussetzung) 

q. e. d. 
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Die Elemente der Restklasse [OL lassen sich in der Form mx 0 darstellen. 
Die Elemente der Restklasse [1]m lassen sieh in der Form mx + 1 darstellen. 

Die Elemente der Restklasse [m — 1]mlassen sich in der Form mx (m — 1) 
darstellen. ' 

Die, Restklasse [0]m enthält demnach alle die ganzen Zahlen a, die bei Division 
durch m den Rest .0 lassen, das heißt aber, m ist ein Teiler dieser Zahlen. 

[0]m --={a; a E GA a  0 mod m} 
{a;aEGAmla} 

Wir können daher für a mod m als. gleichwertige Darstellung m I a ver-
wenden. 

Vorbereitende Übungen zu der angeführten Thematik sind bereits im Lehr-
stoff des Mathematikunterrichts der Unterstufe enthalten. Das soll an einigen 
Beispielen aus dem Unterricht in Klasse 3 gezeigt werden: 

BEISPIEL 4 (3.1.1.) : 
a) Ermittle je fünf Zahlen, die beim Dividieren durch 5 deri. Rest 4 lassen, 

durch 10 den Rest 7 lassen, durch 8 den Rest 3 lassen, durch 8 .den Rest 2 
lassen! 

b) Dividiere die Zahlen 15, 16, 17, . . ., 30 durch 5! 
Welche Zahlen treten als Reste auf? 
Welcher Rest kann auftreten, wenn man durch 2, 3, 6, 7 dividiert? 

In Beispiel 5 (3.1.1.) fnden wir Anwendungen des Satzes 1 (3.1.1.). 

BEISPIEL 5 (3.1.1.)':' 
a) , Wir haben nachgewiesen, daß — 3 = 2 mod 5 gilt. 1 

Es muß nach Satz 1 (3.1.1.) — 3 bei Division durch 5 den gleichen'
Rest r mit 0 g r< 5 lassen wie. 2. 

2= 0 • 5 + 2 
— 3 = (— 1) • 5 + 2 
Der Rest ist in beiden Fällen 2. 

b) '23 17 mod 3, denn ,23 = 7 • 3 + 2 und 17 = 5 • 3 + 2. 
Es gilt aber auch 
23 — 1 mod 3, denn 23 = 7 3 + 2 und — = (— 1) • 3 -I-

Weitere Beispiele bilde der Leser selber. 

Die Kongruenz mod m kann als eine Gleichheit bis auf Vielfache von m oder 
• als eine Restgleichheit bei Division durch m betrachtet werden. 
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3.1. 

3.1.2. Operationen in der Menge der Restklassen modulo m 

Bevor wir in der Menge der Restklassen mod m die Operationen Addition und 
Multiplikation erklären, wollen wir uns zwei Sätzen zuwenden, die die Grund-
lage dafür bilden und auch im weiteren Verlauf vielfach Anwendung finden. 

SATZ 1 (3.1.2.) : 
Aus a = a1 mod m und b = b1 mod m folgt 
a + b + bi .mod m 

Beweis: 
Es gibt zwei ganze Zahlen gi , g2, so daß gilt: 

a= ai + • m 

b = bi + g2 • m 

Daraus folgt 

a b ai + + (gi g2) m • 

(nach Voraussetzung) 

Die Summe der beiden ganzen Zahlen g1, g2 ist wieder eine ganze Zahl, die 
wir g3 nennen. 
Es gilt dann: 

a + b = ai + + g3 • m 

Däs bedeutet aber: 

a-I-b=a1 +b1 modm 

und entspricht der Konklusion, q. e. dt. 

SATZ 2 (3.1.2.) : 
Aus a = a1 mod m und b = b1 möd m folgt: 
a • b • bi mod m. 

Beweis: 
Es gibt zwei ganze Zahlen g1, g2, so daß gilt: 

a = + gi • m 

b = g2•m 

Daraus folgt : 

a • b = (cti gi m) (bi + 9'2 m) - 

Das ist aber: 

a • b = a1 b1 + (ai g2 bi gi g2 m) m 

4 [0025 13] 

(nach Voraussetzung) 
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14, 

g2 gi ga m) m ist eine ganze Zahl, die wir g3 nennen. 
Es gilt dann: 

a • b ai • bi + g3 • m , 

das bedeutet aber: 

a • b ai • mod m 

und entspricht der Konklusion, q. e. d. 

Wenden wir die, Äquivalenz 

[a]„, = ,[b]m genau dann, wenn a = b mod m 

(/ 45) auf die SätZe 1 (3.1.2.) und 2 (3.1.2.) an, dann erhalten wir folgende 
Folgerungsaussagen über Restklassen. 

Aus [a]m = [a1]. und [b]. = [biL folgt: 

[a b]„, = [a1 bi]m • 
Aus [a]m = tind [b]. = [bi ]. folgt: 

Ea • blm {cri' bilm • 

Damit sind wir in der Lage, in der Menge. der Restklassen mod m die Opera-
tionen Addition und Multiplikation zu erklären. 

DEFINITION 1 (3.1.2.) : 
Mit der Summe 
[a]m [b]m = Def b]m 
ist eine eindeutige Abbildung von der Menge aller 
geordneten Paare der Restklassen mod m auf die 
Menge der Restklassen mod m gegeben. 
Diese eindeutige Abbildung nennen wir Addition. 

DEFINITION 2 (3.1.2.) : 
Mit dem Produkt 

[a]m • [b]m = De La • b]m 

ist eine eindeutige Abbildung von der Menge aller 
geordneten Paare der Restklassen mod m auf die 
Menge der Restklassen mod m gegeben. 
Diese eindeutige Abbildung nennen wir Multiplikation. 

Bei der Addition und Multiplikation von Restklassen bedient man sich der 
Addition und Multiplikation ganzer Zahlen. 
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Es ist bedeutungslos, welche Repräsentanten der vorgegebenen Restklassen 
additiv bzw. inultiplikativ verknüpft werden. Das Ergebnis bleibt das 
gleiche. 

BEISPIEL 1, (3.1.2.): 

a) [1]3 [2]3 = [1 + = [313 = [013 

b) [4]6 [116 = [4 + 116 = [5]6 

[10]6 + —_[10 [1716 = [5]6 

c) [2]5 [3]5 = [2 ' 3]5 = [6]5 [1]5 

[— 315 • [— 2]5 = [6]5 = [1]5 

Addition und MultiPlikätion von Restklassen sind kommutativ und asso-
ziativ. 
Es gelten folgende Sätze, zu deren Beweis die Sätze 4 (1.), 2 (1.), 7 (1.) und 
6 (1.) herangezogen werden. 

SATZ 3 -(3.1.2.) : 

[a]. [b]m = [b]m [a]. 

' Beweis: 

[a]m - E[b]. = [a 

= [b a]. 

[b]m [a]. 

(nach Definitiön 1 (3.1.2.)) 

(nach Satz 4 (1.),) 

(nach Definition 1' (3.1.2.)) 

q. e. d 

• SATZ 4 (3.1.2.); 

[a]m [c]m) = ([a]m [b]n) -1-̀  [eh 

Beweis: 

[a]m ([b]m [C]m). = [ah [b 

= La (b c)ln 
=-- [(a + + c]m 

= [b]m) + [eh 

SATZ 5 (3.1.2.) : 

[a]. [b]. = [b]. • [a]m 

(nach Definition 1 (3.1.2.)) 

(nach Definition 1 (3.1.2.)) 

(nach Satz 2 (1.)) 

(nach Definition 1 (3.1.2.)) 

q. e. d. 
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3.2. 

Beweis: 

[a]m • [I)]. = [a • b]. 

= [b • a],„ 

-= [I)]. • [ob]. 

Satz 6 (3.1.2.) beweise der Leser selber. 

(nach Definition 2 (3.1.2.)) 

(nach Satz 7 (1.)) 

(nach Definition 2 (3.1.2.)) 

q. e. d. 

S.A.TZ 6 (3.1.2.) : 

[a]m • ([b]m • [c]m) ([a]m [b]m) ' 

SATZ 7 (3.1.2.) : 

[a]m • ([b]m [c]m) [a • c]m 

Beweis: 

[a]m ([b]m, [dm) = [a]m ([b + c]m) 

= [a• (b 

=[a•b+a-c] m

= [a • b]. [a • c]m 

3.2. Strukturbetrachtungen 

(nach Definition 1 (3.1.2.)) 

(nach Definition 2 (3.1.2.)) 

(nach Satz 8 (1.)) 

(nach Definition 1 (3.1.2.)) 

q. e. d. 

3.2.1. Restklassenring GI (m)

SATZ 1 (3.2.4 : 
Die Menge der m Restklassen mod m bildet mit der
erklärten Addition und Multiplikation einen kommu-
tativen Ring mit Einselement, den Restklassen-
ring von G mod m.\
In Zeichen: GI (m)

Beweis: 
A I Die Addition ordnet je zwei Restklassen ra m und [b]m die Restklase 

[a + I)]m eindeutig zu. 

52 



3.2. 

A II Die Addition ist assoziativ. 

[a]m abim [clm) = ([a]m [b]m) [c]m (nach Satz 4 (3.1.2.)) 
A III '  In der Menge der m Restklassen mod m existiert genau ein Nullelement, 

die Restklasse [0].. 
Es gilt : 

[a]m [0]m = [a = [a]m• 
A III 2 In der Menge der m Restklassen existiert zu jeder Restklasse [a]„ genau 

eine entgegengesetzte Restklasse, nämlich [---
Es gilt: 

[a]m [— a]m = [Oh 
, A IV Die Addition ist kommutativ. 

[a]m [bim = [b]m + [a]m (nach Satz 3 (3.1.2.)) 

M I Die Multiplikation ordnet je zwei Restklassen [a]„, und [b]m die Rest-
klasse la • b]m eindeutig zu. 

M II Die Multiplikation ist assoziativ. 

[a]m • ([b]m • [c]m) = gaim • [b]m) • [c]m (nach Satz 6 (3.1.2.)) 

D Addition und Multiplikation sind distribittiv verknüpft. 

[a]m ([b]m [c]m) [a • bim + [a •'c]m (nach Satz 7 (3.1.2.)) 

M IV Die Multiplikation ist kommutativ. 

[a]m • [b]m = [b]m • [a.]m (nach Satz 5 (3.1.2.)) 

Außerdem gilt 
MIII 1-In der Menge der m Restklassen mod m existiert ein eindeutig bestimm-

tes Einselement, die Restklasse [1],n. 
Es gilt: 

[a]m • [1]m = kt • 1]m = [a]m q. e. d. 

In diesem Ring, der nur aus endlich vielen Elementen besteht, lassen sich die 
Operationen sehr einfach ausführen, da man nur mit den- Repräsentanten, also 
mit ganzen Zahlen, rechnet. 
Mit Hilfe von Strukturtafeln für die Addition und Multiplikation des Rest-
klassenrings G/(m) läßt sich das sehiübersichtlich darstellen. 
An Beispielen wollen wir uns davon überzeugen. 

BEISPIEL 1 (3.2.1.); 
Wir wählen die Restklassenringe G/(3) und G/(8). 
Wir vereinbaren, daß in die Strukturtafel nicht die Restklassen, sondern nur 
deren kleinste nichtnegative Repräsentanten geschrieben werden. 

53 



3. 

+0 1 2 

0 0 1 2 

1 1 2 0 

.2 2 0 1 

0 1 2 

0 0 0 

1 0 1 2 

2 0 2 1 54/1 

Aus der Strukturtafel der Addition (Bild 54/1) geht hervor, daß die Restklasse 
[2]3 die zur Restklasse [1]3 entgegengesetzte Restklasse ist und umgekehrt, 
denn es gilt: 1 

[1]3 [2]3 = [2]3 [1]3 = [OL • 
Dabei ist [2]3 = [— i]3, da 2 — 1 mod 3 

und t1]3 = [— 2]3, da 1 =— 2 mod 3 . 

Aus der Strukturtafel der Multiplikation (Bild 54/1) ist zu entnehmen, daß nur 
die Multiplikation mit der Restklasse [0]3 die Restklasse [0]3 ergibt. 
An der Symmetrie bezüglich der eingezeichneten Diagonalen kann man di6 Kom-
mutativität der Operationen erkennen. 
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1 2 4 5 6. 7 0 
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4 5 6 7 0 2 3 

5 6 7 0 1 2 4 

6 7 0 1 2 3 4 5 
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2 0 2 4 6 0 2 4 6 
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6 , 0 6 .4 2 0 6 

7 0 7 6 5 4 3 2 7 

2 3 4 5 6 7 

2 5 

0 4 0 4 0 4 0 • 4 
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5' ..2 7 4 / 6 3 

4 2 

54/2 

Wie auch für G/(3) lassen beide 'Tafeln für G/(8) erkennen, daß sowohl Addition 
als auch Multiplikation nicht aus der Menge herausführen (Bild 54/2): 
Im Gegensatz zum vorangegangenen Beispiel ergibt' hier nicht nur die 
Multiplikation mit der 1:Nastklasse [018 die Restklasse [O]$, sondern z. B. 
auch [4]8 • [2]8 = [018. Man sagt, in der Menge existieren Nullteiler. 
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3.2,. 

DEFINITION 1 (3.2.1.) : 
Ein Element a aus einen Ring 9i heißt Nalelteller, 
wenn in 91 wenigitens ein Element b 0 existiert 
mit 
a•b=b-a=0. 

Nach Definition 1 (3.2.1.) ist das Nullelement [018 ( /1 Beispiel 1. (3.2.1.)) auf 
jeden Fall Nullteiler, aber auch die Restklassen [418, [218, [6]8. 

DEFINITION 2 (3.2;1.) : 
Ein Ring, der außer dem Nullelement keine weiteren • 

Allheiler enthält, heißt nullteilerfrei. 

Nullteilerfreie Ringe sind beispielsweise G/(8) (/ Beispiel 1 (3.2.1.)), aber auch 
die Menge der ganzen Zahlen G. e 

3.2.2. Piime Restklassen 

Bei G/(3) (7' Beispiel 1 (3.2.1.)) handelt es sich nicht nur um einen Ring, 
sondern sogar um einen Körper. 
Um jedoch allgemeingültige Aussagen treffen zu können, müssen zunächst 
weitere Untersuchungen über G/(,„) angestellt werden. 

SATZ 1 (3.2.2.) : 
Alle Elemente einer Restklasse [a], haben mit m 
den gleichen größten gemeinsamen Teiler. 

Voraussetzung: a = a* mod m 
Behauptung: (a, m) = (a*, m) 
Beweis: 
Es sei d = (a, m) und d* (a*, 
Damit gilt d a und m. 
Außerdem gilt: 

• 
a — a* = g • m 

oder a* =a — g • m (nach Definition 1 (3.1.1.)) 

Daraus folgt d 1 a* . 
Es ist demnach d gemeinsamer. Teiler von a* und m und d* größter gemein-
samer Teiler von a* und m. 
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3,2. 

Nach Definition des g. g. T. ist jeder gemeinsame Teiler der Elemente a* und m 
auch Teiler des g. g. T. von, a* und m. 

Das heißt, aus d I a* und d m und d* = (a*, m) folgt: 

d d* . 

Es ist aber auch d* a* und d* I m, außerdem a = a* g • in. 
Daraus folgt: d* a. 
Aus d* I &und d* j m und d = (a, m) folgt: 

d* I d. 

Aus d d* und d* d folgt aber d = d*. 
Da aber d und d* positive ganze Zahlen sind, erhält man: 

d = d*, q. e. d. 

DEFINITION 1 (3.2.2.) :‚ 
[a]m heißt prime Restklasse genau dann, wenn [a]., 
eine Restklasse ist und a und m teilerfremd sind. 

BEISPIEL 1 (3.2.2.) : 
a) Prime Restklassen sind: 

[1]3 und [2]3, denn (1, 3) = 1 und (2, 3) = 1. 
b) .Die Elemente der Restklasse [0]3 haben mit 3 den g. g. T. 3, daher ist [0]3

keine prime Restklasse. 
c) Prime Restklassen sind auch: 

[1]8, [3]8, [5]s, [7]8 • 
d) Die Restklassen [0]8, [2]8, [4]8 [6]8 sind keine primen Restklassen, denn 

(0,8) = 8, (2, 8) = 2, (4, 8) = 4 und (6, 8) = 2. 

Wir betrachten nun die Strukturtafeln der primen _Restklassen mod 3 und mod 8 
bezüglich der Multiplikation (Bild 56/1). 
Die definierte Multiplikation ist in den vorgegebenen Mengen uneingeschränkt 
ausführbar. Es zeigt sich weiterhin, daß keine Nullteiler existieren. 

Prime Restklassen 
mod 3 

1 2 

1 

2 

56 

Prime Restklassen 
mod 

• 1 3 5 7 

1 1 3  5 7 

3 3 1 7 5 

5 5 7 1 3 

7 7 5 3 1 56/1 



3.2. 

Zu jeder Restklasse [a]m gibt es genau eine Rehklässe [x]„„ so daß gilt: 

[a] [x]m = [nm. 

DEFINITION 2 (3.2.2.) : 
[a*]m heißt inverses Element zu [a],.. genau dann, 
wenn 
[a*]„, • [4. = [1].. 
Das zu [a],,, inverse Element bezeichnen wir mit 

[a];' .

Die Kommutativität ist wieder an der Symmetrie bezüglich der eingezeichneten 
Diagonalen zu erkennen. 
In jeder dieser Mengen existiert ein eindeutig bestimmtes Einselement [1]3
bzw. [1]8. 
Die Assoziativität gilt nach Satz 6 (3.1.2.). 

Damit ist gezeigt, daß sowohl die primen. Restklassen mod 8 als auch die 
primen Restklassen mod 3 bezüglich der in G/0,0 definierten Multiplikation 
eine Gruppe bilden. 
Bezüglich der Addition sind die Gruppeneigenschaften nicht erfüllt, da die 
Addition nicht uneingeschränkt ausführbar ist. 
Zum Beispiel gilt [1]3 + [2]3 = [O]3,r jedoch [0]3 ist keine prime Restklasse. 
[5]8 + [1]8 = [618, auch [6]8 ist keine prime Restklasse. 

SATZ 2 (3.2.2.) : 
Die primen Restklassen mod m bilden bezüglich 
der Multiplikation eine Gruppe, die prime. Restklas-
sengruppe mod m. 

Beweis: 
M I -Die Multiplikation führt nicht aus der Menge heraus. Sind [a],„, und [b]m

prime Restklassen mod m, so ist auch [a • b]m eine prime Restklasse, 
denn aus (a, m) = 1 und (b, in) = 1 folgt (a • b, 9n) = 1. 

M II Die Multiplikation ist assoziativ. 

[a]m ([b]m • [c]m) = ([a]m • [Nm) [c]rn (nach Satz .6 (3.1.2.)) 

M III i Es existiert ein eindeutig bestimmtes Einselement [1].. 
[1] 7, ist prime Restklasse, denn (1, m) = 1. 
Es existiert zu jeder primen Restklasse eine inverse prime Restklasse. 

q. e. d. 
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3.2. 

Wir beweisen min den unter ̀Ni III 2* (,7 Beweis von 'Satz 2 (3.2.2.)) formu-
lierten Satz. 
Voraussetzung: [a],, sei eine prime Restklasse. 
Behauptung: Zu [a]„, existiert ein Inverses, das wiederum prime Restklasse 

ist. 

Beweis: 
Zunächst zeigen wir, daß [a]m in G/(m) ein inverses Element hat. 
Wir zeigen, daß es eine Restklasse [x]„, gibt, die 

[a]m • [x]. = [1]. 

erfüllt. 
Es ist (a, m) = 1. ' ' (nach Voraussetzung) 
Das kann man als Linearkombination aus a und m in der Form 1 = ax my 
darstellen. (nach Satz 3'(2.3.3.)) 
Das entspricht der Behauptung 

[a]. • [x]. = [1]. 

Damit hat [a]m in G/(m) ein inverses Element, 

Es wäre- nun noch zu zeigen, daß [x]„, eine prime Restklasse ist. 
Wir haben damit die Voraussetzung geschaffen, um die den. Teil 3.2.2. ein-
leitende Vermutung (7 55) zu verallgemeinern. 

q. 0. 

SATZ 3 (3.2.2.) : 
Der Restklassenring G/(m) ist genau dann ein Körper, 
wenn der Modul m eine Primzahl ist. Ist m keine 
Primzahl, dann enthält • der Ring G/(m) mit m > 1 
Nullteiler. 

• ( [24, S. 52]) 

Beweis: 
Es sei m =,p Primzahl. 
Die Restklassen [a]p mit 
bilden eine multiplikative Gruppe. 
G/( p) bildet einen Ring. ' 
Damit bildet G/(9) einen Körper; 

1, . . p -1 sind prime Restklassen. Diese 
(nach Satz 2 (3.2.2.)) 
(nach Satz 1 (3.2.1.)) 

q. e. d. 

Ist m keine Primzahl, so hat in mindestens einen nichttrivialen Teiler t mit 
0 < t < m. 
Es ist dann [t]. mit (t, m) = t keine prime Restklasse; sondein Nullteiler in 
0/(. ). -
In diesem Fall ist G/(m) kein Körper. 
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Es folgt eine Übersicht über die Strukturen der Menge der Restklassen mod m. 

Strukturen der Menge der Restklassen med. m 

Prime Rest- Komrniata-
klassen tive multi-
mod m, plikative 
Menge der (— Gruppe 
Restklassen 
mod p 
außer [0] p 

AI ___ 
A II 
A 
A m2
A IV 
D 

- M I 
M II 
M 
M III i
M III 2

Modul 
-› G/(p) Kommu-

-tativer 
Ring Körper 
mit \ G/(2,) G/(p)
Eins-
element 

1/4

3.3. Anwendungen des Rechnens mit Kongruenzen 

In Teil 3.3. wollen wir uns auf einfache Anwendungen der Kongruenzrechnung 
besChränken und besonders solche BeiEipiele betrachten, die im Mathematik-
unterricht der Schule auftreten: Dazu gehören beispielsweise die Teilbarkeits-
regeln. 

Teilbarkeitsregeln. 

Wir gehen davon aus, daß sich *jede natürliche Zahl a als Summe von Viel-
fachen der Zehnerpotenzen darstellen läßt. 

a = an 10" 10"-1 . . . a 2102 ai101 a0100

Die ai mit i = 0, 1, . n sind natürliche Zahlen mit 0 �”��ai �”�� 9. 
Die in Teil 3.1.1. gewonyene Erkenntnis, daß in I a dem Ausdruck a = 0 mod m 
gleichwertig ist, wollen wir bei der Herleitung der Teilbarkeitsregeln 
nutzen. 
'Jede Zehnerpotenz ist nach einem Modul m, kongruent einem Rest r, 

100 = r0 mod m 
101 mod m 
102 r2 mod m 
1,0n = r mod m 
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3.3. 

Dann ist 

ao 100 = ao ro mod m 
a1 101 = a1 r1 mod m 
a 10" = an rn mod m 

Wir erhalten 

(nach Satz 2 (3.1.2.)) 

(an 10" + an_ 10"-1 . . . ai 101 + ao 100) 

(an 2.. + an_1 _ 1 . . . a r + ao ro) mod m 

(nach Satz 1 (3.1.2.)) 

oder (*) a = (an rn ati _l rn_1 + . . . ao ro) mod m . 

Beweis: 

SATZ 1 (3.3.) : 
Eine Zahl ist genau dann durch 9 teilbar, wenn ihre 
Quersumme durch 9 teilbar ist. 

100 1 mod 9 
101 1 mod 9 
102 = 1 mod 9 

Wir behaupten, daß 10" = 1 mod 9 für alle n E .N gilt und führen den Beweis 
mit Hilfe der vollständigen Induktion. 

1. Induktionsanfang: Für n =0 ist die Behauptung richtig, denn 
100 = 1 mod p. 

2. Induktionsschritt: Wir zeigen, daß aus der Richtigkeit der Be-
hauptung für n = k die Richtigkeit "für n = k + 1 
folgt. 

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte für n k, also 10k 1 'mod 9. 
Induktionsbehauptung: Die Behauptung ist auch für n = k 1 richtig, also 

10k+1 1 mod 9.

Beweis der Induktionsbehauptung: 
10k • 10 1 • 10 mod 9 (nach Induktionsvoraussetzung und 

Satz 2 (3.1.2.)) 
10k +1 —= 10 mod 9 ' 

Da aber 10 = 1 mod 9, gilt 
10x+1 1 mod 9. 

Das entspricht der Induktionsbehauptung. 
Schlußfolgerung: 10" ,_—_ 1 mod 9 gilt für alle n E N. 
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Setzen wir unser Ergebnis in (*) (/ 60) ein, so ergibt sich für a: 

a = (an + . . . ai ao) mod 9 . 

Dabei ist an + an_1 . . . ao die Quersumme von a. 
Gilt nun 

(an + . . . ceo) = 0 mod , 

dann ist a durch 9 teilbar; gilt dagegen 

(an + _ ai 1- ao) 0 mod 9, 

dann ist a nicht durch 9 teilbar, q. e. 

SATZ 2 (3.3.) : 
Eine Zahl ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre 
Quersumme_ durch 3 teilbar ist. 

Der Beweis von Satz 2 (3.3.) erfolgt analog dem Beweis von Satz 1 (3.3.). 

SATZ 3 (3.3.) : 
Eine Zahl ist genau dann durch 2 teilbar, wenn ihre 
letzte Grundziffer eine durch 2 teilbare Zahl darstellt. 

Beweis: 
100 = 1 mod 2 
101 0 mod 2 
102 0 mod 2 

10n 0 mod 2 

für alle n E N {0}, denn alle Zehnerpotenzen außer 100 sind gerade Zahlen 
und damit Elemente der Restklasse [0]2. 
Eingesetzt in (*) (/ 60) ergibt sich für a 

a = (an • 0 + an_i • 0 . . . ai 0 + ao 1) mod 2 

a = ao mod.2 . 

Gilt nun a0 0 mod 2, dann ist a durch L teilbar; gilt dagegen 

ao T Q mod 2, 

dann ist a nicht durch 2 teilbar, q. 

SATZ 4 (3.3.) : 
Eine Zahl ist genau dann durch 10 teilbar, wenn ihre 
letzte Grundziffer 0 ist. 

SATZ 5 (3.3):
Eine Zahl ist genau dann durch 5 teilbar, wenn ihre 
letzte Grundziffer 0 oder 5 isj. 
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Die Sätze 4 (3.3.) und 5 (3.3.) beweise der Leser selber. 

• 

BeWeis: 

SATZ 6 (3.3.) : 
Eine Zahl ist genau dann durch 8 teilbar, wenn die 
durch die letzten drei Grundziffern in der. vor-
gegebenen Reihenfolge dargestellte Zahl durch 8 
teilbar ist. 

100 = 1 mod 8 
101 2 medS 
102 = 4 mod 8 
103 = 0 mod 8 
10" 0 mod 8 für alle n > 3 

Den Beweis mit Ffilfe der vollständigen Induktion führe der Leser analog 
dem Beweis von Satz 1 (3.3.). 
Wir erhalten 

a (a. • 0 + cc,_1. + • . . + a2 • 4 + ai • 2 ao • 1) mod 8. 

Aus Zweckmäßigkeitsgründen und in Analogie zum vorgegebenen Satz sind,
die zu 2 bzw. 4 kongruenten Elemente 10 bzw. 100 einzusetzen. 

a (a2 • 100 + al • 10 + ao) mod 8 

Gilt nun 

a2 . 100 + ai . 10 + ao = Ömod 8, 

dann ist a durch 8 teilbar; gilt dagegen 

a2. 100 + ai • 10 + ao* 0 mod 8, 

dann ist a nicht durch 8 teilbar, q. e. 

SATZ 7 (3.3.) : , 
Eine Zahl ist genau dann durch 14 teilbar, wenn die 
durch die letzten zwei Grundziffern in der vor-
gegebenen Reihenfolge dargestellte Zahl durch 4 
teilbar ist. 

• 

Auf den Beweis wird verzichtet. 
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SATZ 8 (3.3.) : 
Eine Zahl ist genau dann' durch 11 teilbar, wenn ihre 
alternierende Quersumme durch 11 teilbar ist. 



3.3. 

Beweis: 
100 1 mod 11 
101 10 mod 11 — 1 mod 11 
102 1 mod 11'
103 = 10 mod 11 — 1 mod 11 

Wir behaupten, daß 10" (— 1)" mod 11 für allen E N gilt und führen den 
Beweis mit Hilfe der vollständigen Induktion. 
I. Induktionsanfang: Für n = 0 ist die Behauptung richtig, 

denn 100 (-1)0 mod 11, da 100 = 1)0 = 1. 

2. Induktionsschritt: 

Induktionsvoraussitzung: 

Induktionsbehauptung: 

Wir zeigen, daß aus der Richtigkeit der Behauptung 
für n = k die Richtigkeit für n = k + 1 folgt. 
Die Behauptung gelte für ri = k, 
also (-1)k mod 11. 
Die Behauptung gilt auch für n = k+ 1, 
also 10k+1 = (7  1)k+1 mod 11. 

0 

Beweis der Induktionsbehauptung: 

10' • 10 (— 1)k • 10 mod 11 

1) +sk • 10 mod 11 

Da aber 

1'0 (— 1) mod 11, gilt 

10k+1 = (_ 1)k+1 mod 11 . 

Das entspricht der Induktionsbehauptung. 

?Schlußfolgerung: 

10" = (— 1)" mod 11 gilt für alle n E N. 

Eingesetzt in (*) (T 60) erhalten wir 

(an (— 1)n + CK-1 (— 1)n-1 + • • • + (— az) + az — ao) mod 11. 

ac, — a2 — a3 . . . (— •1)" an ist die alternierende Quersumme von a. 
Gilt nun 

ao — a2 — a3 . . . (— 1)n ,an  mod 11, 

dann ist n durch 11 teilbar; gilt dagegen 

ap —ai 62. a3 (1)"a„ 0 mod 11, 

dann ist a nicht durch 11 teilbar,,  d. q. e. 
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Neuner- und Elferprobe 

In Satz 1 (3.3.) stellten wir fest, daß die Zahl a in dieselbe Restklasse gehört 
wie ihre Quersumme nach dem Modul 9, d. h., Zahl und Quersumme lassen bei 
Division durch 9 denselben Rest. Wir nennen ihn Neunerrest. 
Ebenfalls erkannten wir, daß die Zahl a und ihre alternierende Quersumme 
nach dem Modul 11 in dieselbe Restklasse gehören. Zahl und alternierende 
Quersumme lassen bei Division durch 11 denselben Rest. Diesen nennen wir 
Elferrest. 

Wir setzen ohne Beweis voraus, daß der Neunerrest (Elferrest) einer Summe 
gleich der Summe der Neunerreste (Elferreste) der Summanden ist. 
Damit sind wir in der Lage, durchgeführte Additionen in gewisser Hinsicht 
zu überprüfen. Die Rechenproben nennen wir Neunerrestprobe bzw. Elfer-
restprobe. 

Ist das Ergebnis einer Additionsaufgabe richtig ermittelt, dann muß der 
Neunerrest (Elferrest) der Summe gleich der Summe der Neunerreste' (Elfer-
reste) der Summanden sein. 
Diese Implikation läßt sich jedoch nicht umkehren, da bei übereinstimmung 
der Neunerreste bzw. der Elferreste das Ergebnis nicht notwendig richtig sein 
muß, da beispielsweise eine veränderte Reihenfolge der Ziffern zur gleichen 
Quersumme führt bzw. zur gleichen alternierenden Quersumme führen kann. 
Trotzdem liefern uns diese Rechenproben die Möglichkeit, gewisse Fehler zu 
finden. 

BEISPIEL 1 (3.3.) : 
237 = 12 mod 9 

3 986 = 26 mod 9 
172 = 10 mod 9 

85 413 = 21 mod 9 
89 808 33 mod 9 

7[ 3 ]9 + [ 8 ]9 + [119 + [ 3 ]9 = [ 15]9 = [6]9 

Die Summe gehört ebenfalls in die Restklasse [6]9, denn 33 = 6 mod 9. 
237 ------ 6 mod 11 

3 986 = 4 mod 11 
172 — 4 mod 11 

85413= 9 mod 11 • 

89 808 15 mod 11 

[6]1i [— 4]11 [9]11 = [15]11 = 

Auch hier wurde wieder Übereinstimmung erzielt. 
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Da sowohl bei Anwendung der Neunerrestprobe als auch der Elferrestprobe 
die Ergebnisse übereinstimmen, ist mit einiger Wahrscheinlichkeit anzu-
nehmen, daß die Addition richtig ausgeführt wurde. 

In gleicher Weise läßt sich die Neuner- und Elferrestprobe bei Multiplikationen 
a' nwenden. 
Es ist der Neunerrest (Elferrest) ̀ eines Produktes gleich dem Produkt der 
Neunerreste (Elferreste) der Faktoren. 

BEISPIEL 2 (3.3.): 
235 • 37 . 29 = 252 155 
252 155 = 2 mod 11, d. h. Element der Restklasse 

235 - 4 mod 11 
37 =-_--- 4 mod 11 
29 7 mod 11 

[2]11 

[4]ii • [4]ii • [ init = [112]11 = 
252155 = 2 mod 9, d. h. Element der Restklasse [2]9

235 - 1 mod 9 
37 1 mod 9 
29 2 mod 9

[1]9 • [1]9 • [2]9 -= [2]9

Auch hier Jlönnen wir mit einiger Wahrscheinlichkeit annehmen, daß die 
Multiplikation richtig ausgeführt wurde, da wir sowohl nach der Neuner-
restprobe als auch nach der Elferrestprobe Übereinstimmung in den Ergeb-
nissen erzielten. 

--Weitere Beispiele Zur Anwendung des Rechnens mit Kongruenzen 

BEISPIEL 3 (3.3.): 
Auf welche Ziffer enden Idie Zahlen 
a) 6312; b) 71000; c) 350; d) 823? 

Lösung: Ermittelt, man die Restklassen nach dem Modul 10, so stehen stets 
die ganzen Zahlen in einer Restklasse, die mit derselben Ziffer enden. 

Zu a): 
6 ------_ 6 mod 10 
62 6 mod 10 
63 6 mod. 10 . . . . . . . . . . . 
6" 6 mod 10 für jede beliebige natürliche Zahl n 4  0 

Daher ist auch 6312 = 6 mod 10, d. h., 6312 

Die letzte Ziffer von 6312 ist 6. 

5 [002513] 

ist Element der Restklasse [6]io• 
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Zu b): 
7 7 mod 10 
72 9 mod 10 
73 = 3 mod 10 
74 1 mod 10 

(*) 74n = 1 mod 10 für alle n E N 
Den Beweis mit Free der vollständigen Induktion führe der Leser, selber. 

71000 —, 74.250
71000 74.2"  mod 10 
14' 250 1 mod 10 

Daraus folgt 

71000,-- 1 mod 10. 

71000 ist Element deritestklasse [1]10. 
Die letzte Ziffer von 71000 ist 1. 

Zu c): 
3 3 mod 10 
32 9 mod 10 
33 7 mod 10 
34 = 1 mod 10 

(*) 34n- 1 mod 10 für alle n E 

Das läßt sich mit, Hilfe der vollständigen IndUktion beweisen. 
350 = 34.12+2 

350 34.12 . 32 mod 10 
3442 = 1 mod 10 

Deshalb gilt 
34.12 32 = 32 mod 10 

und darnit 350 = 32 mod 10 . 

Die letzte Ziffer von 350 ist 9. 

Zu d): 

(ila04 (*))

(nach (8)) 

(nach Satz 2 (3.1.2.)) 

8 =8mod10 85 8 mod 10 
82 4 mod 10 86 = 4 mod 10 
83 2 mod 10 87 2 mod 10 
84 = 6 mod 10 88 = 6 mod. 10 
823 84.5+3 

823 = 84.5+3 mod 10 

Aus 84 6 mod 10 folgt 

84'5 = 65 mod 10 . 
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s. 

Daher ist 

8 23 =- 6 5 • 83 mod 10 . 

Da aber 65 = 6 mod 10 und 83 2 mod 10, gilt 

823 6 • 2 möd 10 . 

Wir erhalten 

8 23 --=z 2 mod,10. 

Die letzte Ziffer von 823 ist 2. 

BEISPIEL 4 (3.3.)
In weiche Restklasse gehört 2100 nach dem Modill 
a) 3; b) 13? 

Zu a): 

2 = 2 mod 3 
22 = 1 mod 3 
122n = 1 mod 3 für alle n E 21T 

2100 = e.50 
Aus. 2100 = 22'5° mod 3 und. 22'fi0 1 mod 3 folgt 

2100---- 1 mod 3: 

2100 ist Element der Restklasse [1]3. .

Zu b): 
2 = 2 mod 13 
22 4 mod 13 
23 8 mod 13 
24 = 3 mod 13 
25 = 6 mod 13 
26 = 12 mod 13 

27 = 11 mod 13 
28 9 mod. 13 
e = 5-mod 13 

210 = 10 mod 13 
211 = 7 mod 13 
212 1 mod 

2100 --: 212-8+4 

2100 = 212'8 • 24 mod 13 
2100 24 mod 13, da 212.8 

24 = 3 mod 13 und damit 
2100 3 mod 13 

2100 ist Element der Restklasse [3]13. 

1 mod 13 ' 

BEISPIEL 5 (3.3.) : 
In welche Restklasse mod 9 gehört 

236 • 25 -I-- 5 22 • 82 567 + 1'234 890? 
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236 • 25 + 522. 82 567 + 1 234 890 (2 • 7 + 54 + 2) mod 9 

=-=.- (5 + 4 + 2) mod 9 
11 mod 9 

�’�� 2 mod 9 

Die Summe gehört in die Restklasse {2]9. 

BEISPIEL 6 (3.3.) : 
Ist a = 2359 • 26 ± 412. 1317 + 59 87 32 durch 6 teilbar? 

2359 26 + 412 . 1317 + 59 87 32 (1 • 2 + 1: • 0 + 1) mod 3 

3 mod 3 

mod 3 

Das ist gleichwertig der Darstellung 3 la. ,
Außerdem ist 2 I a, denn 

2359• 26 + 412. 1317 + 598732 (1 0 + 0. 1 + 0) 'mod 2 

0 mod 2. 

Aus 3 I a und 2 la folgt aber 6 I a. 
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Teil B Gleichungen und Ungleichungen 

• 

• 

\ . • 

• 



4. Einige wesentliche Begriffe und Verfahren 

• 

Im Mathematikunterricht der Schule nimmt die. Behandlung von Gleichungen 
lind Ungleichungen eine wichtige Stellung ein. Wir werden im Teil 4. auf der 
Grundlage der KenntniSse aus den Stoffgebieten „Einführung in die mathe-
matische Logik" und „Einführung in die Mengenlehre" (7r [41) vor allem die-

' jenigen Typen von Gleichungen und Ungleichungen untersuchen, die bereits 
im Mathematikunterricht der Unterstufe behandelt werden. 

4.1. Vorbereitende Begriffe 

Die an den Anfang gestellten Definitionen oder Erläuterungen einiger grund-
legender Begriffe dienen dem Ziel, die Begriffe „Gleichung" und „Ungleichung" 
definieren zu können. Auf eine ausführliche Betrachtung jener Begriffe, soll 
an dieser Stelle verzichtet werden. Man findet dazu entsprechende Ausfüh-
rungen im Lehrbuch [4]. Dort werden im Teil 2.1. die Begriffe ,Term", „Va-
riable" und „Konstante" eingeführt. Wir benutzen den Begriff „Term" als 
Ausgangspunkt für unsere Untersuchungen. 
Im Beispiel 1 (4.1.) treten Zeichenreihen auf, die Variable, konstante, Rela-
tionszeichen, Operationszeichen und 'technische Zeichen enthalten. 

BEISPIEL 1 (4.1.) : 

(1) 3 + < (1/ 43

(3) x2 + (y - 

70 

(2) 3 + 4 • x 

.(4) '5 • a > 0 



4 . 

(5)' 3 • (4 x + 5) - 7 = 

, 1 
(70) 4 + : -2

2 (6) (3 + i) • 5

Im folgenden interessieren uns solche Zeichenreihen, die man als Terme be-
zeichnet. 
Der Begriff „Term" soll hier nicht explizit deeniert werden. Wir begnügen  uns 
mit der Beschreibung und Erläuterung der wesentlichsten Eigenschaften von 
Termen. Dazu werden Kriterien, formuliert, die es uns ermöglichen zu ent-
scheiden, ob eine Zeichenreihe ein Term ist 'oder nicht. 

1. Kriterium: Wenn eine Zeichenreihe Belationszeichen enthält, so ist die 
Zeichenreihe kein Term. 

Damit sind die in Beispiel 1 (4.1.) angegebenen Zeichenreihen (1), (4) und (5) 
keine Terme. 

2. Kriterium: Wenn eine Zeichenreihe, die keine Variable enthält, eine ein-
deutig bestimmte Zahl aus einem Zahlenbereich bezeichnet, so 
ist diese Zeichenreihe ein Term. 

• Man nennt diese Zahl den Wert des Terms. 
Die Zeichenreihen (6) und (7) enthalten weder Variable noch Relationszeichen. 
Für (6) erhält man nach Anwendnng entsprechender Rechengesetze als: Wert 
die Zahl 50. Damit ist Zeichenreihe (6) ein Term. 
Der Zeichenreihe (7) läßt sich kein Wert zuordnen. 

3. Kriterium: Wenn eine Zeichenreihe, die mindestens eine Variable enthält, 
durch Belegung aller, auftretendenTariablen mit Bezeichnungen 
geeigneter Elemente aus einem gewählten Zahlenbereich einen 
eindeutig bestimmten Wert annimmt, so ist diese' Zeichenreihe 
ein Term. 

Es sei T (x1, x2, . . ., xn) ein Term, der die Variablen .,x1, x2, . x„ enthält, 
.4 sei ein geeigneter Individuenbereich. Dann versteht man unter einer Be-
legung eine Abbildung, die jeder Variablen xj., . , xn. ein Element aus dem 
betreffenden Individuenbereich B zuordnet. 
Terme, die Variable enthalten, kann man mit großen lateinischen Buchstaben 
bezeichnen. In Klammern gibt man die im Term auftretenden Variablen an. 
Die Zeichenreihen (2) und (3) enthalten keine Relationszeichen, aber Variable. 
Bei Belegung von x mit 2 in der Zeichenreihe (2) ergibt sich als Wert 11. 
Man schreibt: T (x) = 3 4- 4 • x 

bzw. T (2) = 11 .. 

In der Zeichenreihe (3) können die Variablen durch geordnete Paare [xj.; yi ], 
z. B. durch [1; 2], belegt werden, und man erhält in diesem Fall als Wert 1. 
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4.2. 

Man schreibt entsprechend: T (x, y) = x2 + (y — 174) bzw. T(1; 2) = 1
Damit sind die Zeichenreihen (2) und (3) Terme. 

BEISPIEL 2 (4.1.) : 

(1) T (x) =
1 

mit x E P • 
x-1 

(2) T2 (X> 
2x

Mit xeP,yEP 
x—y 

• 
Die Zeichenreihen  1 2x und   erfüllen das 1. und das 3. Kriterium. 

x— 1 —y 

Zu beachten ist, daß es für die Variablen beider Terme Belegungen gibt, für 
die die Terme keinen eindeutig bestimmten Wert haben. 
Das ist zum Beispiel dann der Fall, wenn man in Ti (x) die Variable x mit 1 
und in T2 (x, y) mit geordneten Paaren [x; y], für die x = y ist, belegt. 

Solche Überlegungen rechtfertigen die Definition 1 (4.1.). , 

DEFINITION 1 (4.1.) : 
Es sei ein Term T (x1, x2, . x5) gegeben. 
Dann heißt die Menge D aller geordneten n-Tupel 
[ai ; a2 ; . . . ; an] E /I/ x ./1/x x 
für die T (x1, x.) einen jeweils eindeutig be-
stimmten Wert annimmt, der Definitionsbereich des 
Terms T (x1, x2, . . 

Im Sinne der Definition 1 (4.1.) wäre der Definitionsbereich D1 von Ti (7( Bei-
spiel 2 (4.1.)) 

= {x; xEPA x 1} . 
Für T2 (x, y) erhält man 

D2 = {[X; y]; [x; y] EP x PA x= y} . 

4.2. Gleichungen und Ungleichungen mit mindestens 
einer Variablen 

DEFINITION 1 (4.2.) : 
Sind Ti und' T 2 Terme, so heißt der. Ausdruck 

Ti — T2 
eine Gleichung. 
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4.³. 

Dagegen werden die Ausdrücke 
Ti < T2; T1 �”�� T2; Ti > T2; T1 T2; T1 + T2 

als Ungleichungen bezeichnet. 

BEISPIEL 1 (4.2.) : 
Wir betrachten Gleichungen bzw. Ungleichungen, die den Lehrbüchern für 
Mathematik der Unterstufe entnommen sind (,, [6]). , 

(1) 4 + 1 .= 5 (Klasse 1) 
(2) 7 > 5 (Klasse 1) 
(3) 4 < 3 (Klasse 1) 
(4) 5 — x < 7 (Klasse 1) 
(5) 2 • a = 18 (Klasse 2) 
(6) 3 y < 17 (Klasse 2) 
(7) 91 — f > 89 (Klasse 3) 
(8) (80 + 40) : 3 = 40 (Klasse 3) 
(9) y — 70 = 280 (Klasse 3) 

In Beispiel .1 (4.2.) treten Gleichungen bzw. Ungleichungen auf, die entweder 
keine oder genau eine Variable enthalten. 

Aus Definition 1 (4.2.) ergibt sich allgemein: 
Eine Gleichung bzw, Ungleichung enthält genau dann keine (mindestens eine) 
Variable, wenn die in der Gleichung bzw. Ungleichung auftretenden Terme 
keine (mindestens eine) Variable enthalten. 

Für Gleichungen bzw. Ungleichungen, die keine Variable enthalten (/ Bei-
spiel 1 (4.2.); (1), (2), (3), (8)) kann ein Wahrheitswert angegeben werden. 
Es handelt sich also um spezielle Aussagen1, die man entsprechend als Gleich-
heitsau.ssagen bzw. Ungleichheitsaussagen bezeichnet. 
Gleichungen bzw. Ungleichungen, die mindestens eine Variable enthalten 
(7r Beispiel 1 (4.2.); (4), (5), (6), (7), (9)), können durch i3elegung aller in dieser 
Gleichung bzw. Ungleichung Auftretenden Variablen mit Bezeichnungen von 
Elementen aus einem vorgegebenen Individuenbereich in eine Aussage über-
führt werden. 
Sie stellen also Aussageformen2 dar. 

Zusammenfassend kann man formulieren: 
Eine Gleichung bzw. Ungleichung ist entweder eine Aussage oder eine Aussage-
form. 

Aussagen sind sinnvolle sprachliche Gebilde, die „entweder wahr oder falsch sind". (t [4; 25]) 
2 „Ein sprachliches Gebilde, das (mindestens eine) freie Variable (/‘ [4; 27]) enthält und zu einer Aussage wird, wenn 

man alle auftretenden Variablen durch Objektbezeichnungen des Individuenbereiches ersetzt, nennt man Aussage-
form." [4; 27, Definition 1 (2.8.)] 
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4.2. 

Im folgenden interessieren vor allem die Gleichungen bzw. Ungleichungen, die 
Aussagefarinen sind, die also mindestens eine Variable enthalten. 
Spricht man bei Aussageformen allgemein vom Individuenbereich., so führen 
wir bei Gleichungen bzw. Ungleichungen mit mindestens einer Variablen den.
Begriff „Grundbereich" ein. 

DEFINITION 2 (4.2.) : 
Eii. Zahlenbereich heißt Grundbereich reiner Glei-
chung bzw. Ungleichung mit mindestens ebner Va-
riablen genau dann, wenn dieser Zahlenbereich der 
Individuenbereich für'die in der Gleichung bzw. Un-
gleichung auftretenden Variablen: ist. 

Durch Belegen der Variablen einer Gleichung bzw. ITngleichung mit Bezeich-. 
nungen von geeigneten Elementen aus einem vorgegebenen Grundbereich 
wird diese Gleichung bzw. Ungleichung in eine Aussage überführt. 
Von praktischem Interesse sind vor allem die Belegungen, die zu einer wahren 
Aussage führen. 

DEFINITION '3 (4.2.) : 
Eine Gleichung bzw. Ungleichung mit mindestens 
einer Variablen heißt in einem Grundbereich 
a) erfüllbar genau dann, wenn 'es' mindestens eine 

Belegung der Variablen gibt, die die Gleichung 
bzw. Ungleichung ,in eine wahre Aussage über-
führt; 

b) 'allgemeingültig genau dänn,' wenn. jede mögliche 
Belegung der Variablen die Gleichung bzw. Un-
gleichung in eine wahre Aussage überführt; 

c) unerfüllbar genau dann, wenn es keine Belegung 
der Variablen gibt,' die die Gleichung bzw. Un-
gleichung in eine wahre Aussage überführt. 

An einigen einfachen Aussageformen soll die Abhängigkeit der in Definition 
3 (4.2.) erklärten Eigenschaften vom Grundbereich bestätigt werden. 

BEISPIEL 2 (4.2.)': 
(1) x + 3 = 7 
(2) 5 - x;=-- 8 
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Gleichung ist erfüllbar in N, G; I?, P. 
Gleichung ist unerfüllbar in N. 
Gleichung ist erfüllbar in G, B, P.' 



• , 
(3) x 1 > 0 Ungleichung ist allgemeingültig in N. 

Ungleichung ist .erfüllbar, aber nicht all-' 
' gemeingültig in,(, 1?, P. 

(4) (a b)2 = a2 + 2 e b b2 Gleichung ist -allgemeingültig in N, G, R, P. 
(5) 3 + x > x 4 Ungleichung ist unerfüllbar in N, G, R, P. 

75/1 

Stete erfüllbar 
(allgencina Ne) 

Gleichüngen bzw. Ungleichungen mit mindestens 
einer Variablen (In einem vorgegebenen Grundbereich) 

.Erfüllbar Unerfciliäar 

Nicht stetderfüllbe 

Die Darstellungen in den Bildern 75/1 und 75/2 bringen den Zusammenhang 
zwischen den in Definition 3 (4.2.) erklärten Begriffen zum Aasdruck. 
Es seien 
M1 die Menge aller in einem vorgegebenen, nicht leeren. Grundbereich Willi: 

baren Gleichungen bzw. Ungleichungen (M1 enthalte mindestens zwei 
Elemente), 

M2 die Menge aller in diesem Grundbereich' allgemeingültigen Gleichungen 
bzw. 'Ungleichungen und 

M3 die Menge aller in diesem Grundbereich unerfüllbaren Gleichungen bzw. 
Ungleichungen. 

Dann läßt sich obiger Zusammenhang durch ein Mengendiagramm erfassen 
(Bild 75/2,). 

75/2 

Es gelten also folgende Mengenbeziehungen. 

3/ 2
1nM3=s 

M2nM3=O 
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DEFINITION 4 (4.2.) : 
Es 'sei H (x1, x2, . , xn) eine Gleichung bzw. Un-
gleichung mit den Variablen x1i x2,'. . ., xn und B 
ein Grundbereich für diese Variablen. 
Dann nennt man eine 
'Teilmenge LG der Menge B x B x x B= B" 
einen Lösungsgrundbcreich der Gleichung bzw. 
Ungleichung genau dann, wenn jedes geordnete 
n-Tupel 
[ai ; a2; • . ; an] LG
die gegebene Gleichung bzw. Ungleichung in eine 
(wahre oder falsche) Aussage überführt. 

Bemerkung; Für n 1, d. h. für Gleichungen bzw.. Ungleichungen mit genau. einer 
Variablen, ist der. Lösungsgrundbereich LG eine Teilmenge des Grundbereiches B 
(LG G B). 

Die Festlegung des Lösungsgrundbereiches einer Gleichung bzw. Ungleichung 
kann unter verschiedenen Gesichtspunkten erfolgen. 

1. Bedingungen, die sich aus den Definitionsbereichen der jeweiligen Terme 
ergeben. 

Als Grundbereich für die Ungleichung 

x + 3 x + 1 

x — 4 x + 2 

wäre der Bereich der rationalen Zahlen (R) möglich. 
kann jedoch nicht als Lösungsgrundbereich benutzt werden, da nicht jede 

Belegung der Variablen mit Zahlen aus .4 zu einer Aussage führt, 
Belegt man x mit 4 bzw. mit — 2, ist der linke Term der Ungleichung bzw. 
der rechte Term der Ungleichung" nicht definiert. Der größtmögliche Lösungs-
grundbereich bezüglich des Grundbereiches R wäre also 

LG ={X;4VERAX+4AX+— 2}. 

Für die Gleichung 

 =  
1 

—
1

, (Grundbereich sei P) 
x —y 2 

ist auf Grund analoger Überlegungen 

LG = {[X; y]; [x; y]EPxPA x y} 

der größtmögliche Grundbereich bezüglich P. 
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2. Bedingungen„ die sich aus einer speziellen Aufgabenstellung ergeben 

Mit Hilfe der Gleichung a2 = d2 — b2 kann aus den Maßzahlen der Längen der 
Diagonalen eines Rechtecks und. einer ReChteckseite die Maßzahl- der anderen 
Rechteckseite ermittelt werden. Ein geeigneter Lösungsgrundbereich wäre 

LG ={[a;d;b]; [a; d; b]E.Px P x PAa> 0 Ad> 0 A b>0}. 

Mitunter genügt es, Gleichungen bzw. Ungleichungen in gewissen Intervallen 
zu betrachten. 
Man löse die Ungleichung 2 x + 3 < 10 im Bereich. der natürlichen Zahlen 
im Intervall 3 �”�� x �B�” 5. 
Durch das gegebene Intervall wird hier der Lösungsgrundbereich festgelegt. 

Es gilt: • 4={x; �[�(�1�$���”�[�”���`����

Bemerkung: Wird im folgenden der Lösungsgrundbereich einer Gleichung bzw. Un-
gleichung H (x1, x2, . xn) nicht angegeben und liegen keine Einschränkungen vor, 
die sich aus den Definitionsbereichen der jeweiligen Terme ergeben, so möge der Lösungs-
grundbereich stets mit der Menge BxBx x B = BLZ (B sei Grundbereich der Glei-
chung bzw. Ungleichung) übereinstimmen. 

DEFINITION 5 (4.2.) : 
Es sei H (x1, x2, . . xn) eine Gleichung bzw. Un-
gleichung, die die Variablen x1, x2. . xn enthält, 
und B ein Grundbereich für diese Variablen. 
Dann heißt jedes geordnete n-Tupel 
[ai ; ct2; . , ; an] EBx Bx x B = B n

das die Gleichung bzw. Ungleichung in eine wahie 
Aussage überführt und im vorgegebenen Lösungs-
grundbereich der Gleichung bzw. Ungleichung liegt, 
eine Lösung der Gleichung bzw. Ungleichung be-
züglich des vorgegebenen Lösungsgrundbereiches. 

BEISPIEL 3 (4.2.) : 
Der Grundbereich. für die Variablen in den folgenden Gleichungen bzw. Un-
gleichungen möge G sein. 

(1) x + 4 < 1 und LG = {X; X E 0} 
(2) x — y = 5 und LG ={[x;y];[x;y]EGxG}
(3) xi + x2 + x3 < 0 und LG = {[x1; x2; x3] ; [x1; x2; x3] EG x Gx G} 

Im Sinne von Definition 5 (4.2.) ist dann zum Beispiel • 
— 4 eine Lösung von Ungleichung (1), [6; 1] eine Lösung von Gleichung (2), 
[1; 2; 4] eine Lösung von Ungleichung (3), 
denn diese Belegungen überführen die Aussageformen in wahre Aussagen 
und sind in dem angegebenen Lösungsgrundbereich enthalten. 
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DEFINITION 6 (4.'2.): 
Unter der Lösungsmenge einen Gleichung bzw. Un-
gleichung bezüglich eines vorgegebenen Lösungs-
grundbereiches versteht man die Menge aller Lö-
sungen der Gleichung bzW. Ungleichung in diesem 
Lösungsgrundbereich. 

Bemerkung: Lösun.gsmengen können elementweise oder mit Hilfe einer Aussageform 
angegeben werden. 

BEISPIEL 4 (4.2.) : 

Man gebe die Lösungsmenge der Ungleichung x 5 < 9 im Bereich N an. 
Aus der Aufgabenstellung ergibt sich hier: 

{x; x E N} und LG = B. 

Man findet leicht, daß alle natürlichen Zahlen kleiner als 4 die Ungleichung 
in eine wahre Aussage überführen. 

(1) L {0, 1, 2, 3} 

oder: (2) .L -='{x; xe N A < 4} 

Es ist sogar möglich, die Lösungsmenge unmittelbar mit Hilfe der in der 
Aufgabenstellung enthaltenen Ungleichung anzugeben. 

(3).L.= {x;xEYAx .+5<9}

Die Darstellung der Lösungsmenge unter Benutzung der gegebenen Aussage- / 
form erschwert jedoch im allgemeinen die elementweise Angabe, die sich aus 
Darstellung (2) leichter gewinnen läßt. 

Man betrachte die Beispiele 5 (4.2.) und 6 (4.2.) besonders unter dem Aspekt 
der Abhängigkeit der Lösungsmenge vom gewählten LösungsgrundUreich,. 

BEISPIEL 5 (4.2.)

Gleichung hiev. 
Ungleichung 

Grund- 
beretch B 

Lösungsgrund- 
bereich L0 

Irdsungs-
'menge L 

(1) x -- 1< 5 N N {0, 1, 2, 3} 

(2) x + 1.< 5 N {x; x EN A x < 3} {0, 1, 2} 

(3) x + 1< 5 G G {3, 2, 1, 0, — 1, ...} 

(4) 2 x2 +x — 1 = 0 R R 
1 

j-1; --A
111

(5) 2 x2 +x — 1 = 0 G 
{-1}

(6) 2 x2 +x — 1 =O N N 0 
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