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Vorwort

Das vorliegende Buch soll ‘einerseits als Lehrmaterial fir die Ausbildung an
Instituten fiir Lehrerbildung der Deutschen Demokratischen Republik Ver-
wendung finden, zum anderen soll es den Lehrern der unteren Klassen der all-
gemeinbildenden polytechnischen Oberschule, aber auch den Fachlehrern fir
Mathematik eine Hilfe sein, sowohl fiir die Arbeit im Fachunterricht als auch
fiir die personliche Qualifizierung.
Es schlieBt an das Buch ', Einfiihrung in die mathematische Logik — Einfiih-
rung in die Mengenlehre — Aufbau der Zahlenbereiche® [4] an und bietet dem
Leser die Moglichkeit, seine bereits erworbenen Kenntnisse aus der mathe-
matischen Logik, der Mengenlehre und dem Aufbau der Zahlenbereiche anzu-
wenden und weiter zu vervollkommnen. EinschlieBlich. der beiden Binde
»Fachtheoretische Grundlagen des Geometrieunterrichts und methodische
Hinweise zur Unterrichtsgestaltung® [33] liegt nunmehr ein geschlossenes
Lehrbuchwerk' aller im »Studienprogramm fiir die Ausbildung von Lehrern
fiir die unteren Klassen der allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule
im Fach Mathematik* [34] geforderten Stoffgebiete vor. ‘

Das Buch gliedert sich in die folgenden funf Teile.
A Elementare Zahlentheorie
B Gleichungen und Unglelchungen
' C Funktionen
D Zahlenfolgen : ‘
E Kombinatorik } \
Im Teil A sollen uns besonders die grundlegenden Probleme der elementaren
Zahlentheorie interessieren, die die Besonderheiten dieses Teilgebietes der
Mathematik verdeutlichen, aber auch eine direkte Verbindung zum Mathema-
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‘ tlkunternoht der Schule ermoghchen In erster Linie sind es Fragen der Tell- '
“barkeit ganzer Zahlen, die untersucht werden, wobei in diesem’ Zusammenhang

~der Begriff der Primzahl eine a,uBerordenthch groBe Rolle spielt. Unter Bin-
~ beziehung der Teﬂbarkeltslehre werden Zahlenkongruenzen und, Restklassen
betrachtet. . .

Im Teil B er’folgt' eine Eomplexe'Behaﬁdlung von Gleichungen und “Unglei- 7

chungen auf der Grundlage der Begrlﬂ"e »Aussage” und ,,Aussageform®.

Gleichungen und Ungleichungen mit mindestens einer Variablen Werdén als

spezielle Aussageformen aufgefaBt. Dabei werden zunichst grundlegende Be-

griffe ‘eingefiihrt, die sowohl fiir Gleichungen als auch fiir Ungléichungen ‘an-

gewendet werden. AnschlieBend erfolgt die Behandlung spezieller Probleme

unter bewuBter Bezugnahme auf die in den Stoﬂ'gebmten ,,Loglk“ und ,,Men- )

genlehre bereltgestellten Grundlagen.

Im Teil C Werden hnea.re Funktionen behandelt Dabei werden msbesondere
auch Zusammenhiinge zu den in Teil B untersuchten Problemen aufgezeigt. -

" Die Teile D und E stellen eine Anwendung der Mengenlehre msbesondere der
Abbildungstheorie, dar und sollen den Leser anregen, in der unternchthchen

" und auBerunterrichtlichen Arbeit in Mathematik in bisher ‘wenig bekannter . a

Weise wirksam zu Werden. Deshalb sind die Anwendungsbelsplele vorwiegend
der Erlebniswelt der Schiiler entnommen.:

Im Teil D sollen neben einigen grundlegenden Begmﬁen weitere notwendige
‘Einsichten in Zusa,mmenhange und GesetzméBigkeiten im Bereich der natiir-
lichen Zahlen vermittelt, werden.

Im Teil E soll der Zusammenhahg zwischen induktivem und deduktwem- 3

 Herangehen an ein Problem verdeutlicht und der Leser angeregt werden,
Fragestellungen der Kombinatorik als Unterrichtsprinzip zu erfassen und
anzuwenden. :

Unser besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. sc. WERNER WALSGE!.Leiter.4'

des Bereichs Methodik an. der Sektion Mathematik der Martin-Luther-
Universitit Halle, der uns "viele ‘wertvolle Hinweise und Ratschlage fiir die
endgiiltige Abfa,ssun\g des Buches gegeben hat.

Dié Autoren
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1. Zur Struktur des Beréiéhes’
' der ganzen Zahlen

Die elementare Zahl’enthebrie beschiftigt sich im wesentlichen mit Eigen-
schaften ganzer Zahlen und mit Beziehungen zwischen ihnen. '

. Es erscheint daher angebracht, die fiir die weiteren Betrachtungen wichtigen
Siitze iiber ganze Zahlen in einer Ubersicht zusammenzustellen. Dabei lassen -
sich zugleich Aussagen iiber die Struktur derMenge G der ganzen Zahlen treffen.

Auf Beweise verzichten wir in diesem Teil. Dem interessierten Leser empfehien
wir, den Aufbau des Bereiches G der ganzen Zahlen in Anlehnung an den Auf-
bau des Bereiches R der rationalen Zahlen vorzunehmen und dabei die hier-
formulierten Sitze zu beweisen.

Aus der Ube;'sicht auf Seite 11 ist zu entnehmen, da8 G einen kommutativen
Ring bildet. ' ‘

Nun gilt aber noch der folgende Satz.

SATZ 9 (1.): .
In @ existiert ein eindeutig bestimmtes Einselement e
mit der Eigenschaft ) ‘
erg=g-e=¢g

fiuralleg € Q.

Damit ist der fiir die folgenden Betrachtungen benétigte Grundbereich sogar -
ein kommutativer Ring mit Einselement.

10



Kommutativer Ririg

_ Siitze
1(1.) "Die Addition ordnet je zwei Elementen gy, g,
genau ein Element g3 zu. ’
Vg, Vg3 llgs; g1 +92=93
2 (1) Die Addition ist assoziativ. —
Vg, V95, V9359 + (92 + g3) -§
= (91 + 92) + 93 =
3 (1.) Voi,Vg:3 1105 95+ 95=g
4 (1.) Die Addition ist kommutativ.
Vo, Vg g1+ 9:=9+ 9
5 (1.) Die Multiplikation ordnet je zwei Elementen
g1, g genau ein Element g, zu.
Vg, Vgadllgs g1-9:=9; é
6 (1.) Die Multiplikation ist assoziativ. =
V9,V 95V 935900 (92 93) E
= (91" 92)" 93 2
A
)
7(1.) Die Multiplikation ist kommutativ. <
Yo,V 95 g1 92 =929
8 (1.) Es gilt das Distributivgesetz.

Y91,V 95, Vg3
91+ 92) 93 =91 ° 93 + g3- 93 und
91092+ 93) = 91°92 + 91 - 95

11
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2.1. ~ Teilerrelation

2.1.1. " Definitionen und Séitze o :

i

. -W1r betrachten zuna.chst bei vorgegebenen ganzen Zahlen a und.b die .
. “Gleichung ‘ '

TN . ' o
bx=a - ‘ '

\ : N\

fiir b =|= 0. ; B ‘v

Diese Glelchung ist in R stets 1 ssbar, da die Di\%:ision‘in R uneingeschrinkt
ausfithrbar ist: In G dagegen hat die Gleichung hochstens eine Losung, das
heiBt, es gibt geordr’;éte Paare [a; b] ganzer Zahlen, fiir die es ein ¢ € @ gibt,
das diese Gleichung erfiillt. In einem solchen Fall nennt man @ durch b teilbar.

DEFINITION 1 (2.1. 1.). ‘

Eine ganze Zahl b heiBt Teiler einer ganzen Zahl a
genau dann, wenn es eine ganze Zahl x glbt ml’o '
a=b-x. : ) :

In Zeichen: b | a : B

Man sagt auch: ,a ist ein Vielfaches von b~
Ist b kein Teiler von a, dann schreibt man: b{ a. : i ‘
SchlieBt man b = 0 aus, dann lagsen sich an Stelle von ,,b ist ein Teiler von a*

folgende Formulierungen treffen: ‘ ' . : .

50 18t teilba’r durch b“
b geht in a auf*




»»Durch welche Zahlen ist 12 teilbar?*
,Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, c gilt:

 (Definition 1 (2.1.1.)).

Es sei a==0, und es gelte b | a. Dann mus es nach Definition 1 (2.1.1.) eine |,

Zahl 2z € @ mit a =b-x geben.

Es ist in diesem Fall o das z-fache von b, aber auch das b-fache von z.

Damit gilt auch z | a.

Wir nennen z den Komplementa.rteller von b beziiglich a (7 [1], S.2).t

In diesem Zusammenhang sei noch auf den Unterschled zwmchen a:bundb| a
hingewiesen.

Wihrend es sich bei.a: b um einen Term handelt, ‘der nur unter der Bedm-
gung b =+ 0 definiert ist, stellt b | a eine_Aussageform dar, die beispielsweise

bei der Belegung a=0 und b = 0 die wahre Aussage 0 | 0 liefert.

‘ Berelts im Unterrlcht der unteren Klassen finden die Begnffe ,,Teller und

,,Vlelfaches“ Anwendung

BEISPIEL 1 (2.1.1.): SR

»Bilde von 100 bis 1000 alle lefacken von 100!“

,,Welche Zahl muB man zum Funﬁachen von 957 a.ddleren, um 7230 ZU ér-
halten?

,»Schreibe die Vielfachen von 2 auf, die zwischen 3 und 11 hegen!“ '

; ,,Sind die folgenden Zahlen durch 5 teilbar?

15, 17, 25, 41, 45% 1 | !

Wenn @ und b Vielfache von ¢ sind und ¢ groBer als 0 1st dann ist
(@ +0): c=g: c+b:c.®

Diege wenigen Belsplele fiir die Verwendung der Begriffe ,,Teller“ und ,,Vlel- )

faches“ sollen zunsichst geniigen.

- An geeigneten Stellen werden wir weitere Belsplele dleser Art in unsere Be—

trachtungen einbeziehen.
Beispiel 2 (2.1.1.) zeigt Anwendungen der. Deﬁmtmn des Begrlﬂ'es ,,Teller

[

4

BEISPIEL 2 (2.1.1):
a) 12| 288, denn Jz; 122 = 288, nimlich = 24. Also 12| 288, denn
12 - 24 = 288. |
24 ist der Komplementartezler von 12 bezughch 288 SN
288 ist das 24-fache von 12. ’ '
- 288 ist ein Vielfaches von 12. ' -

1 Die Formulierungén einiger Definitionen bzw. S&ﬁze, und Beweisgedahken in den Teilen 2. und.3. lehren sich zum
_ Teil an solche aus den Arbeiten [14], {241, [25],[27], [85], [36], [37] an. Dariiber hinaus ist die dort verwendete Sym- .
" bolik in zahlreichen anderen entsprechénden Verdffentlichungeén iiblich. .




2.1,

b) 131288, denn § x; 13 - & = 288.
¢) 10| 200, denn 10 - 20 = 200.
200 ist ein Vielfaches von 10.
200 ist das 20-fache von 10.
d) 10| 0, denn 10- 0 = 0.
0 ist ein Vielfaches von 10.

~ 0ist das 0-fache von 10.

e) 10|10, denn 10-1 = 10.
10 ist ein Vielfaches von 10.
10 ist'das Einfache von 30.
Das Einfache, aber auch das Nullfache einer Zahl sind' Vielfache dieser
Zahl.

f) Schreibe alle Zahlen von 3 bis 30 auf, die durch 3 tellbar sind! (Klasse 3)
Dle Loésungsmenge entspricht der Menge

={e;0€ Nund 3 <a < 30und 3|a} = {3, 6, 9,...,27,30}
M an liest: M, ist die Menge aller a, fiir die gilt:
a ist ein Element der Menge der natiirlichen Zahlen und
3<a<30und 3|a.

g) Welche Zahlen zwischen 5 und 25 sind durch 3 teilbar? (Klasse 3)

Die Losungsmenge entspricht der Menge 5
M,={b;b€E Nund 5 < b < 25und 3 | b}
= {6, 9, 12, 15, 18, 21, 24}

h) Man untersuche folgende Aussageformen auf Allgemeingiiltigkeit in G!
Wenn eine Zahl durch 12 teilbar.ist, dann ist sie auch durch 4 teilbar.
Wenn eine Zahl durch 4 teilbar ist, dann ist sie auch durch 12 teilbar.

i) Man gebe eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, daB eine -
Zahl durch 12 teilbar ist!

1]

Wir betrachten nun Sitze, die sich aus der Definition der Teilerrelation (7 Defi-
nition 1 (2.1.1.)) ableiten lassen. .

SATZ 1 (2.1.1.):
Va;a|a,
denn ¢ - 1 = a ist allgemeingiiltig. (nach Satz 9 (1.))

'SATZ2(2IJJ:
Va;a|0,
denn a - 0 = 0 ist allgemeingiiltig.

SATZ 3 (2.1.1.):
Ya, Vb, Yc; alb/\b]c - ajc.

14



Vomussetzung Es seien g,
Bekauptung afc

Beweis: -

Beia |bund b |ec:

ll)s(mn glb)t eseincy mit a*¢; =>bundeinc, mit bcy=c (nach Definition
2.1.1)).

Aus beiden Gleichungen ergibt s1ch

) a°Ci°Cy=2C. )
"Da ¢; und ¢, ganze Zahlen sind, ist auch ¢, - c; eine-ganze Zahl. Bezeichnen
wir diese mit 2, so erhalten wir @ - z = ¢. Das bedeutet, daB a | ¢ gilt, was der
Konklusion entspricht, » : : q.e. d.

b c beliebi,Qe*gaQné"é Zé;hiep,v @ JBAB]|e.

SATZ4(211)
Va, Vb, Ve, Vd alb/\c[d — a-c|b-d.

Voraussetzung: Es seien o, b,cd beheblge ganze Zahlen, a | b A ¢| d
Behauptung: a-clb-d :

Beweis:

Seia|bundc|d.

Dann gibt es ein x mit .-z = b und ein y mit c* y = d (nach Deﬁmtlon

1(2.1.1)).

Aus beiden Gleichungen ergibt sich
arxcy =b-d

bzw. a-c-(x-y)="b-d.

Da z und y ganze Zahlen sind, ist auch x -y ga.nzzahhg Bezelchnen wir z - y l

mit z, so erhalten wir :

a-c-z=b-d.

Das bedeutet, daB nach Definition 1 .(2.1.1_.) a-c|b-d gilt, was der Konklu-

sion entpsricht, : ~ g.e.d.
. I

' Dle TabeHe auf Seite 16 soll den Leser in die Lage versetzen, selbstéindig

" GesetzmiBigkeiten zu erkennen.

Man fillle die Kistchen in der Tabelle mit ,,ja“ oder ,,nem“ aus' Man gebe

die darin enthaltenen GesetzméBigkeiten

a) im Wortlaut, b) in formalisierter Form an!

Man beweise die gefundenen Sétze!



Der zweite Summand ist zuniichst durch 5 teﬂbar Es muB noch na.ehgemesen
werden, daB
6 k(b + 2k 2% 4 1)

ist.
Bk 42k + 2k + 1) =k (k — 1) (k + 1)(7c+2)+3k(k-|— 1)
6|kk— 1)k + 1) % +2) (nach Satz 7(2.1.1.)) ',
2|k (k+ 1) , _ ~ (nach Satz 6 (2.1.1.))
Somit ist 6| 3 k. (k + 1) h B
"Es ist 30[(1«:—}% )5— k+ R . Qe 4.
Folgende Sétze konnen vom Leser selbstanng bemesen werden. o "

Fur alle natirlichen Zahlen n > 0 ist das Prodfwkt (n— 1) (n 4+ 1) (n + 3) o

durch 3 teilbar.
Fir alle ungeraden Zahlen ist die ijferenz n? — 1 durch 8 tezlbwr
Fiir beliebiges natirliches n ist n3 + 11n durch 6 teilbar.

Die Summe der dritten Potenzen von drei aufemanderfolgenden Zahlen ist durch 3
teilbar.,

Es ist ‘ohne weiteres moglich, Schiiler der unteren Klass‘eni durch geeignete .
Ubungen zu den Erkenntnissen zu fithren, die in den Sétzen 1 (2.1.1.), 2 (2.1.1.) -

und 4 (2.1.1,) bis 6.(2.1.1.) festgehalten sind.

DEFINITION 2 (2.1.1.): BN
Die ganzen Zahlen ¢ und a* heiBlen assoziiert zu-
einander genau dann, wenn sie sich nur um --1
oder — 1 als Faktor unterscheiden. !

In Zewhen a = a¥

~ Man nennt + 1 und — 1 die Einheiten von @ (;v [1], 8. 5). o
Ist @ = a*, so gilt nach Definition 2 (2.1.1.)
¢ = (4+1)-a* oder a=(—1)*a*
bzw. a*= (+1)-a oder a*=(—1)-a.
Nach Definition 1:(2 1.1.) folgt daraus
» | a* und a* | a.
Setzen wir umgekehrt die Giiltigkeit von a | a* und von a* la voraus 8c
erhalten wir |
a=¢a* und a* =cy:a.
Daraus folgt: o
@a=0c"Cy"a, ’
: e =1, )
dh.: ¢ |[1lundey]l.

18,



Daraus folgt aber

cg=-+1 und ¢g=+1
oder ¢g=—1 und ¢; = — 1. .

Somit sind ¢; und ¢, Einheiten von &, und wir erhalten *
@ = g*, A

" BEISPIEL $ (2.1.1.):

a) 5 =5, denn 5 ='(4 1) (+ 5) »

' b) 5 =—75, denn5—(—1)(-——5)und(——5)_5 (—1)

Wir untersuchen die Elgenschaften der unter Definition 2 (2:1.1, ) definierten
Relation B = {[a, b]; @ =~ b} '

R ist reflexiv. o ! y
¢ =a,denna-1=aq ' (nach Satz 9 (1.)) -

R ist' symmetrisch.
a=b - b=a

Beweis: . g ~
. Esseia =b. S (nach Voraussetzung)
Dann giltea =% oder a = — b. _ (nach Definition 2 (2.1.1.))
1. Fall: a=0b ' ~ o
Daraus\ folgt nach der Symmetrie: der Gleichheit
b =a.
2. Fall: a=—0% [-—1 "
—a=1b ¢
und nach der Symmetrie der Gleichheit
b=—a

Aus dem 1. und 2. Fall folgtw}
b=aV b=—a. / o o
Das entspricht der Konklusion, ’ : q.e.d.

R ist transitiv.
e =bAb=c > a=c
Beweis: , o
Es seien a =b A b =c. - (nach Voraussetzung)
Dann gilt (@ =5V a = —b) A (b-ch=——c) '
’ (nach Definition 2 (2.1.1.))
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2.1,

Daraus folgt
(a—b/\b—c)v(a—b/\b=—c)V(a—~—b/\b—c)
Vie=—bAb=—0).

1. Fall: a=bAb=c
Daraus folgt
a = c.

2. Fall: a=bAb=—

Daraus folgt
, a= —c.

3. Fall: a=—bAb=c

Daraus folgt
- a = —C.

4. Fall: a=—bANb=—c¢
Daraus folgt
a=c.

Aus den vier Féllen folgt
a=c oder a= —c.

Das entspricht der Konklusion, g.e. d
" Die Relation R iiber @ ist eine Aquivalenzrelation und bewirkt eine Ein-
teilung von G' in paarweise disjunkte nichtleere Teilmengen, d. h. in Aqui-
valenzklassen assoziierter Elemente

Die Klassen sind:

oL {—1,+ 13, {—2 +2},...
Beziehen wir die Klasseneinteilung von @ in die Teilbarkeitsbetrachtungen ein,
dann konnen wir sagen, daB jede Teilbarkeitsaussage richtig bleibt, wenn man -
@€ @ und b€ @ durch zu ihnen assoziierte Elemente ersetzt. Das heifit, gilt
“a| b, so gilt auch:

—alb,a|]—b und —a|—0b.

Es reicht daher aus, die Teilbarkeitshetrachtungen fiir nichtnegative ganze
Zahlen anzustellen, da ja die Klassen der zueinander assoziierten Elemente
von ¢ bekannt sind und man sofort alle Teiler von a kennt.

BEISPIEL 4 (2.1.1.):

+ 3|+ 12
Daraus liBt sich ableiten, daf

—3|+12 und + 3| — 12 und —3|—12
ist.
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2.1.2. - Arten der Teiler
Esseia =+ 0.

DEFINITION 1 (2.1.2.):
¢t heilt trivialer Teiler eines Elements a genau dann,

wenn '
t=1 oder t=aqa.

Alle zu o assoziierten Elemente und alle Einheiten von @ sind triviale Teiler
von a. _ /

Die Teiler von a, auf die Definition 1 (2.1.2.) nicht zutrifft, heiBen nichttriviale
Teiler von a.

DEFINITION 2 (2.1.2.):

b heiflt, echter Teiler von a genau dann, wenn
blaund atb.

In Zeichen: b || a

Ist @ = 1, dann gilt stets 1] a. !

SATZ 1 (2.1.2.):
Jede ganze Zahl a =+ 0 besitzt nur endlich viele
Teiler. :

Um Satz 1 (2.1:2.) beweisen zu kénnen, miissen wir den Betrag einer ganzen
Zahl definieren.

~

DEFINITION 3 (2.1.2.):
Es sei a eine beliebige ganze Zahl. -
Es soll fiir den Betrag von a (in Zeichen | a |) gelten

afira =0
2] = pes
l —afirea< 0
Dabei ist — a die zu o entgegengesetzte Zahl.

Beweis von Satz 1 (2.1.2.):
Es sei ¢ &= 0 und b ein beliebiger Teiler von a.

Es gilt:

a=g-b. (nach Definition 1 (2.1.1.))
Daraus folgt:

la| = |g] - [b].
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Fir |g| untersqhelden wir zuwei Falle: -

a) gl = 1, es erglbt sich[b] = |a|

b) |g| > 1, es ergibt sich |b] = 1+ |b] < |g] * |b] = |a| und damit fb| < [al
Es gilt also stéts: -

bl < lal. , o | ‘

Da |b] und | pos;twe ganze Zahlen sind, gibt es aber nur‘i endlich viele Zahlend = \
mit |b| < |a|, also auch nur endlich viele Teiler von a, g- e. d.

Damit haben wir auch Satz 2 (2.1,.'2.) bewiesen.

SATZ 2 (2.1.2.): -

Es sei @ eine von Null verschiedene ganze Zahl.
Dann ist der Absolutbetrag jedes Teilers von a
kleiner oder hochstens glelch dem Absolutbetra.g o
von a. N

-

BEISPIEL 1 (2.1.2.):
a=12
Die Teiler von 12 sind:

Unodhite Teiler { - 12 }; Triviale Teiler ’ .
+ o1 T . : o

2 {

3 A o

4l Nichttriviale Teiler

‘| rivial

M=1{b;b€G und b[12} = {1, 2, & 3, & 4,1 6, :|:12}
In der Unterstufe kénnte man beispielsweise formulieren:
Gib alle die Zahlen an, von denen 12 eine Vielfaches ist!

Echte Teiler

H He H H

AN : ‘ ‘v v I
2.2 _ Primzahlen ' .- S L

_ Die in Teil 2.1.1. gewonnene Erkenntnis, da man Teilbarkeitsbetrachtungen
nur. fiir nichtnegative ganze Zahlen anzustellen braucht, um Teilbarkeitsaus-
sagen fiir ganze Zahlen treffen zu konnen, wollen wir in den folgenden ‘Teilen
nutzen. -

Wir vereinbaren daher, da,B dle Vanablen immer dann natiirliche Zahlen be-
‘zeichnen, wenn der Grundbereich mcht,: extra angegeben ist.
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2.2.1. . Definitionen und Siifze

. DEFINITION 1 (2.2.1.)%
,, BEine von Null und Eins verschiedene natiirliche
Zahl p heiBt genau dann Primzahl, ‘wenn sle nur
triviale Teiler hat. ' \ . v
Primzahlen spielen eine wichtige Rolle bei. der Zerlegung naturhcher Zahlen
in Faktoren. /
. Fertigkeiten im Zerlegen naturhcher Zahler in anfaktoren werden belsplels-
. 'weise beim Ermitteln des Hauptnenners vorausgesetzt.

DEFINITION 2(2.2.1):

Eine von Null verschiedene Zahl ¢ heiBt unzerleghar
in N genau dann, wenn aus ¢ = a-b stets folgt
a=1 und b=c oder , e
ea=c¢ und b=1. " ' ‘

BEISPIEL 1 (2 2.1. ) \ _ :
Wir iiberpriifen einige natiirliche Zahlen. A ‘ .
a)1=1-1 '
' Eine andere Zerlegung in IV gibt es nicht.
Damit ist 1 unzerlegbar in N. o
b)) T—=7-1=1-7 ' -
Eine andere Moglichkeit gibt es in N mcht
Daher ist 7 unzerlegbar in N. o ' ' -
0y 10=1:10=5-2=2-5
10 ist zenlegbar in N.

Schon die ivenigen Beispiele in Beispiel 1 (2.2:1.) lassen vérmﬁten, dafl nur
die Primzahlen und die Zahl 1 unzerlegbar in IV sind.

3  SATZ 1 (2.2.1. ):
: Eine von Null verschiedene Zahl ¢ ist genau dann
unzerlegbar in N, wenn ¢ = 1 oder eine Primzahl ist.

Um dJesen Satz zu bewezsen, zerlegen wir die Aqulvalenz in zwei Imphkatlonen. -
(1) Wenn ¢ unzerlegbar in N ist, dann ist ¢ = 1 oder Primzahl. K
(2) Wenn ¢ = 1 oder Primzahl ist, dann ist ¢ unzerlegbar in .

- Beweis der Implikation (1): o E ot
Voraussetzung: ¢ ist unzerlegbar in V. : v o - /
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2.2,

Daraus folgt;: Jeder Teiler von ¢ ist entweder',l oderc.
Das trifft aber nur auf die Zahl 1 und die Primzahleh zu.

Beweis der Implikation (2):
Vomussetzung ¢ = 1 oder ¢ ist Primzahl.
a) Esseic = 1. s
Dann folgt aus ¢ = a - b:
¢ =1und b= 1.
Daraus folgt: :
¢ ist unzerlegbar. i (nach Definition 2 (2.2.1.))
b) Es sei ¢ Primzahl. ' .
Dann folgt aus ¢ = a - b: ) .
Die Teiler kénnen nur 1 oder ¢ sein. (nach Definition 1 (2.2.1.))
Das bedeutet, daB wir drei Fille unterscheiden miissen.
1. Fall: a=1und b =1
Das ist unméglich, da daraus ¢ = 1 folgen wiirde.
(Widerspruch zu Definition 1 (2.2.1.))
2.Fall: c=aundc=1>
Daraus folgt aber fiir c = a - b:

c=c-c.
Daraus folgt ‘ )
c=1. (Widerspruch zu Definition 1 (2.2.1.))

3. Fall: a=cundb=1 oder a=1undb =-c
Das ist aber gerade die Bedingung fiir die Unzerlegbarkeit.

Aus der Giiltigkeit beider Implikationen schlieBen wir auf die' Giiltigkeit der
vorgegebenen Aquivalenz, - q.e.d.

SATZ 2 (2.2.1.):
Jede natiirliche Zahl @ mit ¢ > 1 hat wenigstens eine
~ Primzahl als Teiler. ’

Der Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie findet bereits in der
Schulmathematik Anwendung. Er wird dort allerdings nicht bewiesen.

SATZ 3 (2.2.1.)
(Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie

fir N): K
Jede natiirliche Zahl » > 1 148t sich-bis auf die
Reihenfolge der Faktoren emdeutlg als Produkt

. M=DP1"P2 P3... Py
von Prlmzahlen Pis P2y - - -» D, Schreiben.
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" 2.2

Der Beweis trivial erschelnender Siitze ist oftmals recht schwierig. Ein Beispiel
dafiir ist der Beweis von Satz 3 (2.2.1.). Der Beweis dieses Satzes erfordert
den Beweis der Hxistenz einer solchen Darstellung und den Beweis der Em-
deutigkeit der Zerlegung in Rrimfaktoren.

Der folgende Beweis ist zu finden in [35], S. 228, aber auch in [14], S. 406. Der Ein-
deut1gke1tsbewels stammt-aus [27], S. 5.

Beweis von Satz 8 (2.2.1.):

1. Existenzbewets
Es sei n eine beliebige natiirliche Zahl n > 1.

Es gibt eine Primzahl p,, so daB gilt: . :
Py | B . (nach Satz 2 (2.2.1.))
n=mp;-¢q und ¢ |n '

mit ¢ =1 und ¢ <n. (nach Definition 1 (2.1.1.))
Ist ¢, = 1, dann ist n selbst Primzahl. - L

Ist ¢, > 1, dann 148t sich auf ¢, Satz 2 (2.2.1.) anwenden.

Es gibt also eine Primzahl p,, . o

- @1 =p22°¢> und py|g und ¢ < ¢, und ¢, =1

Fiir 7 erhilt man

" =1DP1" P2 42
Ist ¢, = 1, s0 erhilt n die Darstellung
n = Py * P3-

Fiir g > 1 verfahren wir in gleicher Weise wie bisher. Da aber ¢; = ¢2 = ¢5 .
bricht die Entwwklung nach endlich vielen Schritten, beispielsweise nach r
Schmtten, ab. Es ist dann g, = 1. Fiir » ergibt sich dann die Darstellung

n=p-Py...'p, und r=1.

Die p, (s=1, 2,..., r) sind Primzahlen, die nicht notwendig voneinander
verschieden sind.

Damit ist die Existenz einer Zerlegung eines beheblgen Elementesn € N \ {0, 1}
gesichert, ) , g.e. d.

2. Eindeutigkeitsbeweis (nach ZERMELO)

Es muB nun gezeigt werden, daB die gefundene Zerlegung von n eindeutig ist.
Wenn die Eindeutigkeit nicht allgemein gelten wiirde, so miite es eine kleinste
Zahl n > 1 geben, die mindestens zwei verschledene Zerlegungen besa.Be
Angenommen, n wire ein solche Zahl.

Dann kénnten wir bilden:
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1 Zerlegu'ng n=1p, q, ) :
wobei p; der klemste in n a,uftretende Primfaktor sein soll;
g < n. -
Da n die kleinste natiirliche Za,hl mit mindestens zwei Zerle—
gungen sein soll, mul} ¢ emdeumg zerlegbar sein..
" Eine zweite Zerlegung von 7, in der der Primfaktor p, vor-
kommt, kann es nicht geben, denn ausn =p; g und n = p, - b
folgt ¢ = b.
Damit wéren beide Zerlegungen jdentisch.

2. Zerlegung n=p-k;

. es mull p > p, sein, (ia. Py der- kleinste in n a,uftretende Prim-

o ~, faktor sein sollte.

' - Betrachten wir die Zahl »’ = n — pik, so _erhalten wir unter
- Beriicksichtigung der 1. Zerlegung o -
) =prg—p k= 1 (g — k) o !
und unter : Bpruckswhtlgung der 2. Zerlegung {

(sx)n" =p-k—p - k=Fk(p—p). [

Offenbar ist n” < n, damit ist n” eindeutig zerlegbar.

Wi betrachten dle Gleichung (#x).

’ Nach (%) ist py | n"; es ist aber p, tk, denn wire py | k, da,nn/
wiirde die zweite Zerlegung p, als Primfaktor haben, was aber
nicht moghch ist, wie wir oben bereits festgestellt. ha,ben Es mufl
also py | (p — py) sein.

’

Es ist dann : i » A
pt= p — Py (nach Definition 1 (2.1.1.))

Pt p = ‘ : ' o

p(t+1) = p. K

Damit wire p, | p, was im Wlderspruch zur Voraussetzung s‘{;eht
nach der p Primzahl und p = p, sein sollte. :
Es kann daher hdchstens eine Zerlegung geben, - 'q.e.d

Damit ist Satz 8 (2.2.1.) vollstindig bewiesen. N
" Im Exist’eﬁzbeweis des Fundamentalsatzes wurde gezeigt, daB sich jedes
Element n aus N, das weder Null noch Eins ist, als Produks endlich weler
nicht notwendig verschiedener Primzahlen darstellen 158%. :
. Ubersichtlicher wird die Produktdarstellung von %, wenn man die mehrfach
auftretenden Primfaktoren zu Primzahlpotenzen zusammenfaBt und gleich-

zeitig die Primzahlpotenzen nach der GroBe ihrer Basis ordnet. Dabei soll

PrL<pP<p3...<p,
sein.
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Man erhalt auf- d1ese Wexse die kanomsche Zerlegung von n, die lautet

~

% ..

‘ n= pl Po pr .
Die p, fiir g =1,...,r sind die”; in der Zerlegung von n vorkommenden von-
einander verschiedenen Primfaktoren. Diew, = 1 firp=1,...,r sind natiir- -

liche Zahlen, die angeben, wie oft pe in der Zerlegung von n als Faktor a.uf-
trltt

'BEISPIEL 2 (2.2.1.):
60=2-2-3:5 .
Kanonische Zerlegung: 60 = 22 - 31 - 51

P=2 o=2

Pr=3 ay=1 !
p3=5 oag=1 " | '
¥ \
2.22. Verteilung der Primzahlen ‘

Wir'betrachten zunéchst die Fo‘lge der Primzahlen im Zahlenraum von0 bis40:
" 2,8,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37.

Wu' erkennen kein Bﬂdungsgesetz in der Verteilung der anzahlen
AuBer 2 und 3 findet. man kein weiteres Paar [a; b] von Prlmza,hlen, indemd
der (unmlttelbare) Nachfolger von g ist..

Welterhm ist 2 die einzige gerade Primzahl.

Untersucht man die Folge der Primzahlen {p} im Zahlenraum bis 100 so stellt
" man fest, daB es zwischen 0 und 30 genau zehn Primzahlen glbt und zw1schen
“70 und 100 nur sechs. ;
Untersucht man die Folge der natiirlichen Zahlen {n} nach Primzahlen, so
stellt sich heraus, daf mit Wachsendem »n Primzahlen immer seltener auf-
treten. Man konnte meinen, von einer bestimmten Zahl an gibe es keine
Primzahlen mehr. Das. 1sjt jedoch ein Trrtum, denn es gilt Satz 1 (2.2.2.).

SATZ 1 (2. 2.9, ): : o '

‘Es gibt unendlich viele Pr1mzah1en '
Beweis: b
Wir fithren ihn indirekt. ,
Annakme: Es gibt endlich viele Pr1mzahlen sie seien mit Py, o, p3, e Dy
bezemhnet ) o
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2.9. o

Wir bilden dann die natiirliche Zahl
a=p Py... P+ L

Keine der Primzahlen py, ps, . . ., p,, ist ein Teiler von a. Also kann a entweder
* eine Primzahl sein, die dann von p,, ps, . . ., P, verschieden wire, oder eine

Primzahl als Teiler haben, die ebenfalls von p,, p; ..., p, verschieden sein

miiBite. ‘

Beides steht im Widerpsruch zur Annahme, dal es auBer P15 Pas - - - P, keine

weiteren Primzahlen gibt. Es kénnen daher mit py, Pa, - - -5 D, nicht alle Prim-

zahlen erfaBt sein, q.e.d.

Schon im Altertum interessierte die Mathematiker ein Verfahren, mit dessen
Hilfe sich feststellen 148t, ob eine natiirliche Zahl a, die kleiner als eine ge-
gebene natiirliche Zahl » ist, Primzahl ist oder nicht. ‘

Mit Hilfe des ,Siebes des EraTosTHENES® wollen wir die Primzahlen im

Zahlenraum von 2 bis 50 erfassen.
Zu diesem Zweck sind zuniichst alle Zahlen von 2 bis 50 aufzuschreiben.

2 8 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 923 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Danach sind der Reihe nach alle Zahlen zu streichen, die 2 als echten Teiler
baben. Mit den Zahlen, 3, 5, 7 wird in glelcher Weise verfahren. Da wir nur
den Bereich der natiirlichen Zahlen, die kleiner als 50 sind, betrachtet haben,
kénnen wir das Verfahren schon abbrechen, da alle Zahlen, die 11, 13, 17, 19
usw. als echte Teiler haben, bereits gestrichen wurden. Im ,,Sieb“ bleiben tat-
gichlich nur die Primzahlen zuriick. '

Wollen wir feststellen, ob eine natiirliche Zahl.a Primzahl ist, so geniigt es,

die Teilbarkeit durch alle Primzahlen, die kleiner oder héchstens gleich Vo
sind, zu untersuchen. .

Gibt es einen solchen Primteiler, dann ist a eine zusammengesetzte Zahl.
Gibt es keinen, dann ist ¢ Primzahl. '

Gilt ndmlich fiir eine natiirliche Zahl

a = p - a;, wobei p < a, sein soll,
dannista = p - a; = P2, -

also Vo= .
Das heiBt, in der Zerlegung von ¢ muf} ein Primfaktor vorkommen, der kleiner

oder gleich Va ist.
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Sollen alle Primzahlen unterhalb einer gegebenen Zahl o ermittelt werden, -
dann sind alle die Zahlen zu streichen, die p, p,, . . ., P, als echte Teiler haben.

Dabei ist p, die groBte Primzahl, die kleiner oder hichstens gleich Va ist.

BEISPIEL 1 (2.2.2.):

a) Es sind die Primzahlen im Zahlenraum von 2 bis 200 zu ermltteln
13 < V200 < 17, also ist p, = 13. ‘
Es sind alle die Zahlen zu streichen, die 2, 3, 5, 7, 11 13 als echte Teiler
. haben. Ubrig bleiben die Primzahlen.

b) Es ist festzustellen, ob 241 Primzahl] ist.
13 < V241, aber V241 < 17.
Es ist die Teilbarkeit durch 2, 3, 5, 7, 11, 13 zu untersuchen. Man erhélt:
21 241, 31 241, 54 241, 71 241, 111 241, 131 241.
Damit ist 241 Primzahl.

Schon die wenigen Beispiele lassen erkennen, dafl dieses Verfahren immer auf-
wendiger wird, je groBer die Zahlen sind, von denen festgestellt werden soll,
ob sie Primzahlen sind. Fiir unsere Aufgabenstellungen ist es jedoch aus-
reichend. :

2.3. GroBter gemeinsamer Teiler und kleinstes
° gemeinsames Vielfaches )

Die im Teil 2.3. zu behandelnden wichtigen Begriffe der elementaren Zahlen-
theorie spielen bereits im Mathematikunterricht der Schule eine grofe Rolle.

2.3.1. . Gropter gemeinsamer Teiler

DEFINITION 1 (2.3.1.):

Eine natiirliche Zahl ¢ heiBt gemeinsamer Teiler der
natiirlichen Zahlen a,, as, . . ., @, genau dann, wenn
Teiler von ay, @, . . ., @, ist.

DEFINITION 2 (2.3.1.):
Eine natiirliche Zahl d heiBt grofSiter gemeinsamer
Teiler der natirlichen Zahlen a4, as, ..., a, genau
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‘
dann, ‘wenn d gemeinsamer Teiler von ay, @y, . . ., @,
ist und fiir alle gemeinsamen Teiler ¢ von a,, gy - s o a,
gilt, daB sie auch Teiler von d sind. '

- Wir haben nun zu zeigen, daf} -genau ’eine solehe natiirliche Zahl d existiert,
die Definition 2 (2.3.1.) erfiillt. ' K

i

~ Den ExiStenzbeweis fithren wir im Teil 2.3.3.

Die. Emdeutzgkezt von d zeigen wir wie folgt:

‘/

Wir nehmen an, d* se1 neben d ebenfalls groBter gememsamer Teﬂer von

ai, A9y » o

'

'

Als gememsa,mer Teiler kann d* an die Stelle von # i m Definition 2 (2 3.1)
treten, und es-gilt d* | d. Analog gilt d | d*.
Aus d* | d und d | d* folgt d = d*.

Da d und d* natiirliche Zahlen sind, gilt d = d*, . . g.e.d.
. / . ) )

- Wir beZelchnen den g'r GBten gemeinsamen Teiler (g. g. T.) von a, ay, ..., a,

mit ‘ ' .

30

d= (a_i, A9y « - oy

@p)-

DEFINITION 3 (2.3.1.):
Die natiirlichen Zahlen ay, @y, . . ., a, heiBen teiler-
fremd genau dann, wenn lhr groBter gememsamer
Teiler Eins ist.

In Zeichen: (ag, Gy, - . -, @) = 1

7’

SATZ 1 (2.3.1.):
@ sei eine natiirliche Zahl mit a > 1, die die Dar--

- ‘stellung

%y

a=pt g .om SR

hat (die p; fiir i = 1, 2, . . ., r sind Primzahlen).

¢ ist genau dann Teiler von @, wenn sich # in der Form
t=pit-pft- ... py mit
0=piZo

0=f=sa

...........

0<f =0
darstellen 158t. o




‘und e py ="py mit B,+ 6, =,
. Daraus fc;lgt

Beweis (/1 [14], S. 408): - R I
a) Wir zeigen, dafl jede Zahl ’ o :

=it gl . - pﬁ'mlt0<ﬂ9 ocfur@—l...,r
ein Teiler von a ist. o
Zur Begriindung unterscheiden wir drei Falle. Y
1. Fall: Ist B, = 0,80 gilt 1 | p,2. - ‘~
"Das ist stets erfillt. ‘ |
2. Pall: Tst B, = o, so gilt ple [ple.
Das st stets erfiillt. : (nach Satz 1 (2.1;1.))

3. Fall: Ist §; < a,, dann gibt es ein B s0 da,B gﬂt
Byt By = o, und B, = 0. ; |
Da,nnglltpgﬂp dennp p" —pg B

Es handelt sich in diesein Fall um emen echten Teiler. In den beiden
A ersten Fillen handelte es sich um- tmmale Teiler.
Aus diesen drei Fillen folgt zun#chst

0% | ple fiir jedes ¢ = 1,
Aus pf? | pyt und p§2 [P, und ... und Pl P folgt aber
P B ' B & @ e
.’pll'pzz‘-.."pr'[p11.p22..‘__,prr. ‘ |
Es gilt ndmlich . .

a - \
Pfl . 1021 = pit _ (nach Vqra,ussetzung)

. i B ] ;
‘und | - Py ='P; _

By . o - B 8 & 8
ARE ALY ARF AT =S PRY 5
=i Pl ) . _‘ |
Das Produkt aus den natiirlichen Zahlen p1 ) pz AP p,. ist medef eine

natiirliche Zahl, diese nennen wir g.
“Dann gﬂt

: - \
By U « : " a,
P - pl2 ~-z>,’*g=p11'p22'----pr’
oder  f+g=a. '

Das bedeutet aber ¢ | @ und entspncht der Beha.uptung
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- b) Nun zeigeh wir, da sich jeder Teiler ¢ von a stets in der Form

B B B
b=p .., : -
mt 0 <, <a, mt p=1,...,r darstellen 1aBt.
. Ist | a, so gilt
t-ay=a, (nach Definition 1 (2.1.1.))

wobei ¢ < g ist.
Damit sind die Exponenten in der Darstellung von @ nicht kleiner als
die Exponenten der Primfaktoren in der Darstellung von #. Es muB} sein

=P .. P mit0< B, —o firg=1,...,7, q.ed.

BEISPIEL 1 (2.3.1.):
Es sind alle Teiler von 120 zu ermitteln.
‘Die kanonische Darstellung lautet:

120 = 25-3.- 5.
Jeder Teiler ¢ von 120 1iBt sich in der Form
V=2t 35" (4 -

e

darstellen, und jede solche Darstellung bezeichnet auch einen Teiler von 120.

Dabeiist: 0 < g8, <3
0< <1 .
0<ﬁ3<1' N

Wir erhalten die Menge 7' aller Teller von 120 indem wir B, 8 und Bz unab-
hingig voneinander die Werte
Bi=0,1,2,8; B=01; B3=0,1
durchlaufen lassen und jeweils in (x) einsetzen.
_.{12354861224102040153060120}

Damit haben wir uns die Voraussetzung fiir ein Verfahren zur Ermittlung
des groften gemeinsamen Teilers geschaffen.

Es seien a4, a,, .,. ., a, von Null und Eins verschiedene natiirliche Zahlen.
Eine Darstellung dieser Zahlen sei (7 [14], S. 4091.)
p“u p . pa‘lr '
r
ay = p2t puzz . P2 i
a. = p:nl p;nz . p:‘nr
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Die «,, (¢ ='1,...,7; 9 = 1 - ) smd natnrhche Zahlen die nur dann 0
~ sind, wenn p, in der Zerleglmg von ai, @3, « -, @y, nicht vorkommt » _
Ein gemeéinsamer Teiler # von @y, Aoy « o oy O mub dann eine Darstellung I

X pi’i P p,,r | |
ha.ben, wobei fur e=1,..., 1 gelten
(1) 0=y,

(2) 0 <y,

OCI‘

] ’ |

lIA. Il/\

g
(=4
I
':e.- .
A
ESE

Aus (1) folgt ¢ | ai, aus (2 ) folgt ¢ | @, - - .5 U8 (n) folgt ¢ | a,.

Wir suchen nun den grﬁﬁten gemeinsa,men Teiler d von ay, G, . . .y O
Man erhilt fir d = p" S -wobei y, jeweils das Minimum von
Qygs Oggs + + +y.Olpg 18D fiurjedes g=1,..., 7" L

y = min (“19: “29: cen ocne)

J eder a,ndere gemelnsame Teller t von ay, a2, .+ ., @, hat die Form
t* = pi* - py7 s - pr, / | _
wobei  y, < min (g, 0gpy s - vy &y,) T ]edes o=1,...,rist. Dabei gilt

fiir wenigstens einen Wert von g nur'da,s Kleiner-Zeichen ; anderenfaﬂs wére
t=d. g

BEISPIEL 2 (2.3.1.):
Zu érmitteln ist d = (1190, 672, 3200)
1190 = 24 - 39~ 51 - 71 171

672 = 253150 71- 170 .o .
3200 = 27- 30 5270 170

d=2"-3%2-5% 7% 17" .= min (1, 5, fr)_1_
' o yo = min (0, 1, 0) = 0
‘}’3—1'11111 (1,0,2)=0
ys=min (1, 1,0) =0
o _ ys = min (1, 0,0) = 0
d=21-30.50.70.170 =2
d = (1190, 672, 3200)
d=2

Weitere ﬁbungsbeiépiéle bilde der Leser s,elbét.

Angewendet ‘wird dieses Verfahren u. a. beim Rechnen mlt gebrochenen
Zahlen, '

. 7‘ ‘\,
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Sollen beispielsweise Briiche gekiirzt werden, so gilt es, den groBten gemein-
samen Teiler von Zihler und Nenner zu ermitteln, durch den da,nn sowohl
Zshler als auch Nenner zu dividieren sind.

2.3.2. : " Kleinstes gemeinsames Vielfaches

DEFINITION 1 (2.8.2.): -
Eine natiirliche Zahl v hei3t gemeinsames Vielfaches

der natiirlichen Zahlen ay, @, ..., &, genau dann,
) wenn a,, dy, . . ., @, Teiler von v sind.
DEFINITION 2 (2 3.2.): - : -

‘Eine natiirliche Zahl f heiBt Kkleinstes gememsames
' Vielfaches der natiirlichen Zahlen a,, a,, .. ., a, ge-
nau dann, wenn f gememsa.@es “Vielfaches von

@1, @y, - - -, 4, isbund fir alle gemeinsamen Vielfachev
von ay, @, . . ., @, gilt, daB sie auch Vielfache von f
sind. ‘

a; = 0 oder a2 =0 oder ... oder @,=0 schlieBen wir aus.

Wir haben nun zu Zelgen, daB genau ein klemstes gememsames “Vielfaches i
der Elemente a,, a,, . . ., a, existiert.

Auf das Fiihren des Existenz- und Emdeutlgkeltsbewelses verzichten wir,
Der Leser versuche es selbsténdig in Anlehnung ‘an die Ausfithrungen zum
groBten gemeinsamen Teiler (7 Teil 2.3.1. ). :

Uns mteresswrt jedoch, wie man das kleinste gemelnsame Vielfache (k.g. V.)

von ay, ay, . . ., &, findet, wenn die ay, a,, “ee Oy in der Form
a = pit Pt |
Gy = PPt Pyt D
Oy =P PP
dargestellt sind. : . .

.Die «,(e=1,...,r;59=1,...,n) sind wiederum natiirliche Zahlen, die
nur dann 0 sind, wenn p, in der Zerlegung von a,, @ . - . bzw. @, nicht vor-
kommt. Das kleinste gememsame Vlelfache f laBt sich dann wie folgt darstellen: ,

]
F=pl-pf-.. . -m
mit §, = max («,, s =« “ng) fire=1,2,...;r
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Dais kleinste gemeinsame Vielfache f der Zahlen a,, .s, . . ., @, bezeichnen wir o
im weiteren Verlauf mit , - b
f=‘[a1, az, .. ey an] . )

Fiir den Fall a1'= 0 oder a;=20 oder ... oder @,=0 setzen wir

f=1laa...,a,]=0.

BEISPIEL 1 (2.3.2.):

Zu ermitteln ist f = [63, 18, 14].
63 —'20.32.71
18 = 2¢- 32. 70
14 = 21-30. 71
f=2%.3%2.7%  § =max(0,1,1)=1
d9 = max (2, 2, 0) = 2
83 =max (1,0,1) =1
f=21.32.7i= 126
Dieses Verfahren wird zum Béispiel beim Rechnen mit gebrochenen Zahlen
-zum Ermitteln des Hauptnenners angewendet.

Der Zusammenhang zwischen dem groBten gemeinsamen Teiler und dem
- kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier natiirlicher Zahlen wird in

Satz 1 (2.3.2.) formuliert. Damit ist es méglich, aus der:Kenntnis des g. g. T.

sehr schnell das kleinste gemeinsame Vielfache (k. g. V.y zu ermitteln und um-
" gekehrt. '

SATZ 1 (2.3.2.): _ C
Das Produkt zweier von Null verschiedener natiir-
licher-Zahlen ist gleich dem Produkt aus dem klein-
sten gemeinsamen Vielfachen und dem gréBten ge-
méinsamen Teiler dieser Zahlen. A
In Zeichen: a-b=[a,b]-(a,b)fira+0 . C

: ~ undb 0

Beweis: :
Es seien a, b beliebige von Null verschiedene natiirliche Zahlen.

&y

a =l . .
=Py Pr

b=ttt

.

o;und B, i = 1, 2, ..., r,sind natiirliche Zahlen, dienur dann Null sind, wenn g
p; in der Zerlegung nicht auftritt.

3* : : - , 35




R

[36, 60] = 22- 32'-5»1— 180 .

- Esist o N ' o ‘ .

» «y+B a-:; : . . . c . Cod
a-b=p11' .1,“.,prr T } ) .

Es ist aber

(@,0) = pit-. .. ~'pr" mit y; = min («;, f;) und

| L8 , . . ;
[a, ] = pi* - -« p;7 mit & = max (@, f)- 1
Das heifit aber, daf . o | ‘ R
N @ B] (@ b) = Pt pfr(‘"’r und

8; + y; = max («; ﬂa)-l-mm( i Bi)-
Betrachten wir den Term o
max (% B;) + min (e, £;) » " ‘ o
so ergeben sich dafiir folgende Moglichkeiten: -
1. Ist «; = f;, dann erhilt man «; + f;. ’
Falls «; &= B;, ist das Ergebnis dennoch da,sselbe, denn. '

2. Ist «; das Maximum, dann ist §; das Minimum der beiden Zahlen.
Man erhilt «; + §; .

7 3. Ist B; das Maximum, dann ist «; das Mlmmum der beiden Zahlen.

Man erhalt ebenfalls o, —l— /3% N L A : o

Daher gilt ,
. St vi=a+ B : ] ’ -
das heiBt: . . - ‘ , S ‘ \
a+b=1[a,b] (a,b), - ' _'g.e.d.
BEISPIEL 2 (2 3.2.): ' : | S

a=386;b= o t ,
a=22-32- 50 b_22 3t. 51 '
(36,60) = 22-31-50 = 12

36 60 = 24- 33 - | o
[86, 60] - (36 60)——22+2 32+1 51+°—24 3351

SATZ 2 (2.3. 2.).
Sind zwei von Null verschiedene naturhche Zah.len

, o tqﬂerfremd,‘dann ist das kleinste gemeinsame Viel- .
+  fache dieser Zahlen gleich ihrem Produkt.

Beweis: o o O
Man erhalt: =[a-b]" 1 [a b] (nach Satz 1 (2.3.2))), q. e. d.
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Die Siitze 3 (2.3.2) und 4 (2.3;2.) seien ohné Beweis genanns,

+ SATZ 3 (2. 3. 2. )

Fm jede natiirliche Zahl » gilt:

(0, n) = m, (1, n)+=1 und [1, n] = ».

SATZ 4 (2.3.2):

Fir alle natiirlichen Zahlen a, b und ¢ gﬂt'
Wenn* (a,b)—lundbla ¢, soblc :

v

Emlb;ische} Algorithmus

\

Be'we'o.s.

SATZ 1 (2. 3 3. ) v

Zu, je zwei Elementen a uﬁd b + 0 aus @ existieren
stets zwei eindeutig bestimmte Elementq g und r
aus @, die der Relation

e=b-g+rmit0<r<b

. geniigen.

¢ bezeichnet man als Quotienten und » als Rest bei
der Division mit Rest von @ durch b.

(1 [25], 8. 137; [27], S. 11; [36], S. 88; [37], S. 23)
: - v j !

B

Auf den Emsténzbewew erd verzmhtet

Beweis der Eindeutigkeit von ¢ und r. ( /’ [14], S 402; [37], S 23)
' Es seien @, b beliebige ganze Zahlen mit b == 0. -
Annahme: Es gibt zwei Darstellungen .

und

a=bgi+n mit 0= < B
b Q2+7'2 mit 0<7‘2<lb|

Daraus folgt

!

b-q —|- = b * Qs+ 7o (nach der Symmetne und Transitivitit

Daraus folgt weiter

das heifit:

b-q1—b-q

b — )

der Gleichheit, ganzer Zahlen)
S »
=Ty — 11,

=n—n.. |+ - (nach dem Distributivgesetz)
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‘Das bgdeutet:
b/| o — 17y
AuBerdem gilt auf Grund von 0 < r, < [b| und 0 <7y < |B]:
Iry — 74| < [B],

denn der. Betrag der Differenz zweier nichtnegativer Zahlen ist mcht groBer
als die gréBte der beiden Zahlen.
Wiire 7, — 7, = 0, so wiirde wegen b | r, — 7, folgen:

lrz—mzb

Das steht aber im Wlderspruch zu [ry — | < b
Es muB daher ry — 14 = 0 sein, das thBt

g =171 . . . )

Da b = 0 vorausgesetzt wird, folgt aus b (g, — ¢o) = 7'2“—— ﬂ = 0 die Glei-
chung ¢; — ¢, = 0, das heif3t:

q1=q2:
ZDas bedeutet aber, daB die beiden Darstellungen sich nicht unterschelden
g und 7 smd durch ¢ und b eindeutig bestimmt, . q.e. d.

Die Division mit Rest wird im Unterrlcht der Klasse 2 vorbereltet und in
Klasse 3 eingefiihrt.

, So sind entsprechend [25; Klasse 3] Ubungen zur Teilbarkeit mit Hilfe von .-

Tabellen durchzufithren, in denen die Schiiler zu entscheideh haben, ob-eine
Zahl a durch eine Zahl b teilbar ist oder nicht.

Die Entscheidungen sind miindlich zu begriinden, z. B.:
7 ist nicht durch 3 teilbar, denn 7 = 2 -3 1+ 1,

. Bs wird der Begriff ,Rest” eingefiihrt und verwendet.
Ubungsaufgaben aus [6; Klasse 3] lauten dazu:

TFiihre die Division mit Rest aus!
3:2,7:4,17:4,29:3 '

Worin liegt nun der Unterschied zwischen Division und Division mit Rest?
Die Division als Umkehrung der Multiplikation ist in @ nicht uneingeschrinks
ausfihrbar. Die Division ist eine eindeutige Abbildung aus @ X G\ {0} auf G.
Dabei wird jedem geordneten Paar[a;b]€ G X G\ {0} mit b | @ genau ein ¢
aus G zugeordnet, so daf gilt:

brc=ua.
Die Division mit Rest ist in G stets ausfiahrbar.
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Sie ist eine eindeutige Abbildung von @ X @ \ {0} suf@ X . Dabei wird jedem
geordneten Paar [a;b] € G X G\ {0} genau ein geordnetes Paar [q, r] aus
G x@a zugeordnet so daf gilt:

a—-bq+r mit |r|<|b|

+

Mit Hilfe des Evkumischen Algorithmus kann man den groBten gemeinsamen,
Teiler von zwei oder von mehr als zwei ganzen Zahlen ermitteln. -

Wir wollen uns aber wiederum auf den Bereich der natiirlichen Zahlen be-
schrinken.

Den g.g. T. zweier natiirlicher Zahlen ¢ und b mit b.= 0 erhilt man durch
fortgesetzte Division mit Rest, wobei der letzte von Null verschiedene Rest
der g. g. T. von @ und b ist (7 [14], S. 403; [27], S. 11; [37], S. 37).

Wir gehen von den natiirlichen Zahlen ¢ und b mit b % 0 aus und benutzen
den sogenannten Evkumisehen Algorithmus.

o =b-q —|;r1 mit 7, <b

b =r-q 47y mit ry< 7y

r="ryq +r3 mit r3 <7y

Tpeg = Tn_1" Qo1+ Tn mi‘g Tr < Tphly
Fiir die Reste gilt
o r1>r2>r3>...>-rn.'

Sie;bilden: eine monoton fallende Folge natiirlicher Zahlen (7 215, Definition
6 (10.)). .
Das Verfahren mulB da.her nach end.hch vielen Schritten abbrechen,.d. h

es mu[.’»~ einmal der Rest 0 auftreten. Der letzte von Null vgrschledene Rest
_sei r,. Es heit dann die letzte Gleichung

Il

'rn—1=rn'Qn* 0.
Es ist nin zu zeigen, daB r, der grofte gemeinsame Teiler von a und b ist.

Es sei zundchst nachgewiesen, daB r, gemeinsamer Teiler von @ und b ist. Zu
diesem Zweck liest man die angefuhrten Glelchungen von unten nach oben.
Die letzte Gleichung liefert - Ty | ot
die vorletzte Ty | Tnoos
denn aus 7,|7,_;°q,., und r,|7, folgt

Tyl Tyot * Gpg+ Tne N

Betrachten wir die weiteren Gleichungen unter dein gleichen Gesichtspunkt,
80 erglbt sich schlieBlich

!

r]b undrla
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Also oy lbr,,f_i, Ty l""n‘-z’ ceey |7y T, |0, Pl
Damit ist r, gemeinsa.mer Teiler von #,\, Tu_gs - + -» b, @

Nun ist noch zu zeigen, daB Jeder gememsame Teiler von & und b auch Tezler ‘

von 1, ist.
¢ sei ein beliebiger Teiler von @ und b. ;
Liest man die Gleichungen von oben nach unten, so gilt

¢ ' 1
dennaust]bundtlb qo—i-rifolgtt]n
- Esgilt- . .
t-z=0>0 und f-y= b- “qo+ rl _ (nach Voraussetzung)
. Daraus folgt: - , C, "

try=t%- Qo+ ‘ ,
Das ist aber . ' .
t(y —x-qo) =r, unddamit &|r.
Weiter gilt:

tl'rz, t 73 oo BT,

’

was sich in glelcher Weise bewelsen 158t.
Damit ist ‘gezeigt, dall - )
Tn = (a: b) ’ B ’ o ¢ q. e. d.

BEISPIEL 1 (2.3.3.):

"d = (158 185, 208 182)

208182 = 158185 - 1 -+ 49997
158185 = 49997-3 4 8194 !
49997 = 8194-64 833

8194 =- 833-9-4. 697 , ' .
833 = 697-14 136 ‘ : .,
697 =  136-54 17 ’

136 = 17-84 0

17 ist der letzte von Null verschiedene Rest und damit der groBte gemeinsame
Teiler von 158185 und 208182.

17 = (158 185, 208182)

.
AuBerdem gilt: -
17136, 17 | 697, 17 | 833, 17]8194 17| 49997 .

Fiir dieses Zahlenpaar zeigt sich deutlich'der Vorteil dieses Verfahrens gegen-
iiber der Zerlegung in Primfaktoren, wie sie in Teil 2.2.1. (7 23 ff.) erfolgte
Der Leser iiberzeuge sich durch Rechnep selber dayvon. :

|l
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BEISPIEL 2 (2.3.3.): ST '
1= (174527, 123445) : ' ' '
174527 = 128445 - 1 -+ 51082
123445 = 51081-2 4 21281, o

51082 = 21281-2 4 8520 o v
21281 = 8520-24 4241 - :
8520 = 4241-24 38 S : |
4241 = 38-1114 23 S g
- 388= " 28:14+ 15 S
28=  15-14 8 L ' ’
5= 814 .7 S
8= 714 1 v
M= 1-74 0 R

Die beiden Zahlen 174527 und 123 445 smd tezlerfremd @ = 1).

Es kénnte die Frage auftauchen, wie man vorzugehen hat, wenn der g.g T.

"Von einer positiven und. emer negativen oder zwei negatweh Zahlen ermittelt °

. werden BOIl ' v : ,

Wir ermnern uns daran, daf Téllba.rkeltsa.ussagen Aussagen uber Klassen zu-

einander assoziierter Elemente sind. . ‘

Somit kénnen wir uns bei den pra.ktlschen Rechnungen auf naturlmhe Zahlen

beschrinken, d. h.: .

Ist d = (a,b) bekannt, so kennen .wir auch dj = (—« a, b), dz = (@, — b),
=(—a, — D). ) ’

Eine weitere Frage konnte lauten:
Wie ermittelt man mit Hilfe des EUKLImschen Algorlthmus den g. g T. von
mehr als zwei Zahlen? ‘

SATZ 2 (2 3.3. )
Fiir den groBten gememsamen Teiler gilt: .
(@1, Lo TREEY aﬂ) = ((“1: A2 - 4 n—i)’ n) c o,
Beweis: " o - : S : ) '
Es seien d* = (a;, ay, . . ., a,_,) und & = (d*, a,). Damﬂ: it d | @, und, d [ d* .
Es gilt aber auch wegen d* |ay, ..., d* [ Gp_yq: :
d I Qy, .. d I Ay-q -

AuBerdem gilt fiar ]eden gemeinsamen Teiler t vOn &y, @, . . ., Gy
t]d*undt‘]a"_,aflsot]d. ‘
Damit ist d = (aq, ag, ..., a,), B o | q.e.d.
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BEISPIEL 3 (2.3.3.):
= (45087, 24510, 437)
d* = (45087, 24510) und d = (d*, 437)
oder d = ((45087, 24510), 437) .
45087 — 24510 - 1 + 20577 ;
24510 = 205771+ 3933
20577 = 3933-5-4 912
3933 = 912-44 285
912 = -285-3- 57 '
285= 575+ 0 d* =517
d = (57, 437) ‘

437 = 57-7 + 38
57 = 38-1 - 19
1 88=19-24+ 0
=19 - '

Mit Hilfe des EurLipischen Algorithmus 148t sich ein weiterer wichtiger Satz iiber den:
g.g2.T.von aund b mit b = 0 herleiten.

SATZ 3(2.3.8.):

) Zu zwei beliebigen natiirlichen, Zahlen @ und b gibt es
stets zwei ganze Zahlen # und y, s0 daB gilt
(a, b) = ax + by.

(@,b) = ax -+ by nennt man Linearkombination des groBten gemeinsamen Teilers von
aund b aus ¢ und b.

Beweis: . N
Ausgehend vom EUKLIDlschen Algorlthmus

bqo : +r1 mit, 7y <b
Tt Tty mit 7y <y
Tpog = Tp_1dp-1 + 7o it 1y <7y y
Tpet =Tydn - +0
erhélt man beim Lesen von oben nach unten 7y als Lmea.rkombma,tlon von a und b.
rn=a—b-qg
Eingesetzt in die zweite Gleichung erhilt man r, ebenfalls als Lmearkombmatlon von
o undb.

ry = b — 7 1q'1

rg=0>b —q (@ —b-q

rg = —qi-a+ b1+ goqr)
Dieses Verfahren wird fortgesetzt. Die vorletzte Gleichung liefert dann r,, den g.g.T.
von @ und b als Linearkombination von a und b. ‘ . q.e.d.

BEISPIEL 4 (2.3.3.): . |
- Bsist d = (49,84) in der Form d = 492 4 84y mit x,y € G darzustellen.
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a) Ermitteln von d nach dem Eukripischen Algorithmus
N 84=49-1+35 e
’ =35-1+4 14
35 - 14-2 |+ 7
4= 7-24+ 0 d=1
b) Darstellen von 7 als Llnea,rkombma.tlon aus 49 und 84

p Wir formen um: '
35 = 84 — 49
14 = 49 — 35 :

7=235—14-2 o -

35 ist Linearkombination von $4 und 49. '

Eingesetzt in die zweite Gleichung erhalten wir:

14 als Linearkombination von 84 und 49. :

14 = 49 — (84 — 49) = — 84 4 49 -2 g
Nach Einsetzen der ersten und zweiten Gleichung in die dritte erhalten wir:
7 als Linearkombinatien von 84 und 49. . :

= (84 — 49) — (— 84 + 49-2) - 2-84—49—[—2 84—494 N
7—84 3 4 49 (—5)
Wir erhalten: ¢ = —5 und y = 3.,
\

Mit der Giltigkeit von 'Sa‘tz 3 (2.3.3.) haben wir uns in die Lage versetzt, folgendén Satz '
-zu beweisen, der bereits beim Beweis des Fundamentalsatzes ( 1 24ff., Satz 3 (2 2.1.))
Anwendung fand

K4

SATZ 4(2.3.3.): _

Ist eine Primzahl p Tejler eines Produktes zweier natur- .
licher Zahlen @ und b, dann ist sie Teiler von wemgstens

sinem dieser Faktoren. L -

Der Satz 1a8t sich auch wie folgt schreiben: . — '
VpVaVb pla-b->p|dVplb p
. (Hier wird p als Variable fiar Pmmzahlen verwendet. ) - :
Diesem ist dquivalent
VpVaVb pla-bAptd —>p|a
Mit Hilfe einer Wahrheitswertetabelle itberpriife der Leser dle logische Aqulvalenz

Bewezs von Satz 4 (2.3.3.): .
Voraussetzung: p |a b A\ pt b '
Wegen p t b folgt: » und b sind teilerfremd, das heLBt

(p, b) =
Bs gibt ein z und ein y aus G, so dafl gilt: A : ' _
l=p-z4+b-y . (nach Satz 3 (2.3.3.))
Nach Multiplikation mit @ folgt: @ = » - a-z+ b a-y. ‘ '
Nach Voraussetzung gilt aber

plb-a und damit p|b-a-y,
auBerdem gilt v
plp und damit p|p-a- ‘% : '

Ausplb a-yundp|p-a- wfolgta,ber _ v
?|a, : o . - q.e.d.
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L Kongruenz modulo 1 in G und Restk’i-assen

Die Untersuchungen in Teil 3.1. beziehen sich auf den Bereich der ga.nzen
Zahlen. Sie bauen auf der Lehre von der Tezlbarkezt ganzer Zahlen ( A Teil 2, ) auf.

.

S8, _ Definitionen und Séize

. DEFINITION1(311) S
Es'seien a, b, m ganze Zahlen mit m > 0. :
Dann helﬁt a kongruent b modulo m genau dann,

-

- wenn .
m|a—b. ‘
In Zeichen: a = b mod m oder

S . a=bm) s 4
Wie wir wissen, ist m | @ — b gleichbedeutend damit, daB es eine ganze Zahlg . °
gibt, fiir die gilt: . , N

a—b=g-m.
Davon werden wir im folgenden oft Gebrauch machen.
Gilt die Kongruenz nicht, dann schreibt man: a = b mod m.

BEISPIEL 1 (3.1.1.): - Coe

a) 2="Tmodb,dennb| 2 -7 b , )
b) 2=2mod5,denn5| 2 -2 ‘¢ Do

‘¢) 2z8mod5, denns5{ 2—8 ) ‘

d) —3=2mod5,denn5| — 3 — 2
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Betrachten wir die durch a=Db mod m besehmebene Kongruenz in @, 80 zelgt

- sich, daB d.lese Relation fiir jede ga.nze Zahl m > 0 eine Aqmvalenzrelatlon
ist. - :

Begmndzmg
Es sei m eine feste posmve ganze Zahl
Dann gilt: :
(1) Die Relation ist reflexiv. = . . :
Bsgilta = a,modm,denna—a_OundmIO A ; o s
(2) Sie ist symmetrisch. . p ’
, Aus ¢ = b mod m folgt b = a mod . : ; ‘
Nach Definition. 1 (3.1.1.) gibt es ein g mit a —b=g-m; dann gilt aber
auch: _
b —a= (— ). A
Das entsprlcht der Konkluswn
(3) Sie ist transitiv.

_Aus ¢ = b mod m und b = cmodmfolgtu——cmodm
Es gibt Zahlen g, und ¢,, so daB gllt

a—b= 9’1
b —c=gy" ' ) ) (nach Voraussetzung)
- Daraus folgt; it

a——b+b—0=(g1+92)m:
: das heift: @ — ¢ = (g; + g2) m

Die Summe zweier ganzer Zahlen g1:. o ist Wleder eine ganze Zahl.
Diese nennen wir gs.

‘Esgﬂtdanna—c__g:; .
' Das bedeutet aber @ = ¢ mod i und entspmcht der Konklusmn

Die Kongruenz modulo m bewirkt in @ eine Klassenemtellung Man nennt diese .
Klassen Restklassen mod m. - ( :

Mit [a],, bezeichnen wir die Restkla,sse mod m, die die ganze Zahl o enthalt

Alle die ganzen Zahlen, die zu @ kongruent nach dem Modul m sind, gehoren "
in ein und dieselbe Restklasse. . , \

[a]m_.{b bGG/\b—amodm}

Zwei Restklassen [o&]m und [0], sind genau dann einander gleich, wenn ihre
. Elemente zueinandet kongruent nach dem Modul m smd das helﬁt

[al, = [b]mﬁa_bmodm.

Beispiel 2 (3.1.1.) zeigt eme~Klasseneinvtellung von G mod 7.
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BEISPIEL 2 (3.1.1.): .
. Wir wahlen m = 38, untersuchen also die Relation
a=>b mod 3.
Wir erhalten drei Restklassen, némlich [0]s, [1]a, [2]3 (Blld 46/1). -
Es handelt sich hierbei um eine eindeutige Abbildung von &G auf. die Menge der ,

Restklassen mod 3.
Ausgehend von der unendlichen Menge @ erhalten wir endlich viele Klassen
Jede Klasse enthilt aber unendlich viele ganze Zahlen als Elemente. -

K >[a] \[] 1 /\/[2] |
g .—”""’—”——’———‘_ 7 — 7 s

46/1

BEISPIEL 3 (3.1.1.):
Esseia = b mod 10. o
Es entstehen 10 Restklassen:

4 [0]10> [1]10’ [2]10, [3]10: [4]10: [5]10: [6]10: [7]10, [8]10, [9]10 o

Die Elemente der Restklassen mod 10 lassen sich sehr schnell ermitteln, da
nur die letzte Grundziffer der ganzen Zahlen ausschlaggebend ist.

So gilt: , -
13 €.[3)40, weil 13 = 3 mod 10;

25 € [5]40, weil 25 = 5 mod 10  usw.

Die Beispiele 2 (3.1.1.) und 3 (3.1.1.) lassen vermuten, daB es zu jedem Modul
m jeweils m Restklassen gibt, und zwar die Restklassen

[0 5 [y 5 e v o [M—1],, -

Der Beweis von Satz 1 (3.1.1.) wird unsere Vermutung bestatlgen und gleich-
zeitig die Bezelchnung ,»Restklasse“ motivieren.

_SATZ 1(8.1.1.): ]

Es gilt.a = b mod m genau dann, wenn a und b
bei der Division mit Rest durch m den gleichen Rest
r mit 0 < r < m lassen.
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Daraus folgt .

Es gibt genau m Restkla;ssen mod m, ndmlich die
. Restklassen .

[0 [1]ys - o» [0 — 1], .

(7 [27,8.2)

Die Zahlen 0,1,..., m = 1 .bilden ein vollstindiges Reprisentantensystem
der Restklassen mod 12, das auch kleinstes mehtnegatlves Reprisentanten-
system genannt wird.

Beweis von Satz 1(8.1.1.): ~
' Wir zerlegen die Aquivalenz in zwei Implikationen.

1. Imphkamon (in Kurzfassung) ¢
Wenn o = b mod m, so lassen ¢ und b den’ glelchen Rest r.
Nach Voraugsetzung gilt ¢ = b mod m, d. h., es gibt eine Zahl g mit

a—b=g-m.

\

LaBt nun o bei Division durch m den Rest r, gilt also
(a=g-m+r

und setzt man die Voraussetzung in (x) ein, so ergibt sich

q-m,+r;-b=g°m \

und damit o
b=q-m—g-m-+r

oder b=(q;g)m+r,

d. h., auch b 148t bei Division durch m den Re.st 7, | q.e.d.

2. Implikation (in Kurzfassung): _
Wenn o und b bei Division durch m den gleichen Rest r lassen, dann ist

a = b mod m. .

Es gilt a= g m 7 : _
und b= - m+r mlt 0sr< m. .. (nach Voraussetzung) |

Daraus folgt
a—b=g m—gy'm

also a—b=(q —q) m.
" Das bedeutet nach Definition 1 (3 1.1)
@ = bmod m, : o q. e. d.
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Die: Elemente der Restklasse [O]m lassen sich in der Form mx + 0 da.rste]len ‘
Die Elemente der Restklasse [1],, lassen sich in der Form mz —]— 1 darstellen, .
...................................................... Ceeveenpeneenans

Dié Elemente der Restklasse. [m — 1] lassen sich in der Form ma + (m — 1) B
darstellen. ' . :

Die Restklasse. [0]m enthalt demnach alle die ganzen Zahlen a, die bei DlVlSlon
~durch m den Rest 0 lassen, das heilt aber, m ist ein Teiler dieser Zahlen. .
[0],=f{a;0€EQAa= Omodm}
{a a€EGAm|a}

Wir kénnen da,her fiir ¢ = 0 mod m als gle1chwert1ge Darstellung m | a ver-
wenden. . , ' ®

¥

Vorbereitende Ubungen zu der angefiihrten Thematik sind’ bereits im Lehi'-
‘stoff des Mathematikunterrichts der Unterstufe enthalten Dag soll an einigen
. Béispielen aus dem Unterricht in Klasse 3 gezeigt Werden. ‘

/ v

BEISPIEL 4 (3 1.1.): :
a) Ermittle je fiinf Zahlen, die beim Dividieren durch 5 den Rest 4 lassen,
" durch 10 den Rest 7 lassen durch 8 den Rest 3 la,ssen, durch 3-den Rest 2
lassen! . o
b) Dividiere die Zahlen 15, 16, 17, .. ., 30 durch 5! ‘ . o
' Welche Zahlen treten als Reste auf 2 B
Welcher Rest kann auftreten, wenn man durch 2, 3 6, 7 d.w1dlert2

In Beispiel 5 (3.1.1.) ﬁnden wir Anwendungen des Satzes.1 1(3.1.1. )

BEISPIEL 5 (3.1.1.): ' i’ ,

a)i Wir haben nachgewiesen, daB — 3=2mod b gllt o
Es muB nach Satz1 (8.1.1.) —3 bei Division durch 5 den - glelchen'
Rest r mit 0 < r < 5 lassen wie 2. .

2=10-5+2
—8=(—1)-5+2
Der Rest ist in beiden Fallen 2.

b) 23 = mod 3,denn 23 = 7-3 + 2 und 17—-5 3—[—2
Es gllt aber auch :
3——1mod3 denn 23 = 7+ 3—|—2 und —1=(—1) 3 4 2.

- Weitere Belsplele bilde der Leser selber

Die Kongruenz mod m ka,nn als eine Gleichheit bis aut Vielfache von 7 oder |
~als eine Restgleichheit bei Division durch m betrachtet werden.
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3.1.2. Operationen in der Menge der Restklassen modulo m

Bevor wir in der Menge der Restklassen mod m die Operationen Addition und
Multiplikation erkliren, wollen wir uns zwei Sitzen zuwenden, dié die Grund-
lage dafiir bilden und auch im weiteren Verlauf vielfach Anwendung finden.

SATZ1(312)
Aus ¢ = gy modm und b = b, modm folgt
a+b=a + b modm.

Beweis:
Es gibt zwei ganze Zahlen g, g,, so daf gilt:

a=a;+ g -m
b="b+ g, m o (nach Voraussetzung)
Daraus folgt . ‘ _ ,
at+b=a +b+ (9 + ga) m. o
Die Summe der beiden ganzen Zahlen gy, g, ist wieder eine ganze Zahl, die '

wir g; nennen.
Es gilt dann:

at+b=a4b +gs-m
Das bedeutet aber:
a+bEa1+b1modm v ,
und entspncht der Konklusion, : q.e. &

@

SATZ2(312)

Aus g = oy mod m und b = b1 mod m folgt:
@b = ay- b modm.

]

Beweis: B
Es gibt zwei ganze Zahlen g, g,, so daf gilt:

a=a;+g-m
b=>b+¢gs-m (nach Voraussetzung)

~

Daraus folgt:
ab= (“1 + g1 m) (b1 + gzm)
Das ist aber:
ab=ab + (0/1924—5191 + 91 gam)m.
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(a1 ga+ by gq + g1 g2 m) m ist eine ganze Zahl, die Wir g3 nennen. K
Es gilt dann: _ o ) : )

a‘b=a;-b+gs-m,
das bedeutet aber: ‘
a-b=a; b/ modm

und entspricht. der Konklusion, N . ' q.e. d.

. Wenden wir dié Aguivalenz
[al,, = [b]m genau dann, wenn @ = b mod m

(A 45) auf die Stze 1 (3.1.2.) und 2 (3.1.2.) an, dann erhalten wir folgende '
Folgerungsaussagen iiber Restklassen. .

Aus [a], = [a], un [5], = [b], folgt:

: [a + b, = [a, + b], - .
Aus [l — [a1], und, [V}, — [f],, flst:

[@-b], = [al' bl -

: Damlt smd wir in der Lage, in der Menge der Resbklassen mod m die Opera-
tionen Addltlon und Multlphkatmn zu erkldren. ~

DEFINITION 1 (3.1.2.):
Mit der Summe
. . [a]m+ [b]m = Des [a + b]m =
° . . ist eine eindeutige Abbildung von der Menge aller
" geordneten Paare der Restklassen modm auf die
Menge der Restklassen mod m gegeben.
Diese eindeutige Abbildung nennen wir Addition.

DEFINITION  (3.1.2.):
Mit dem Produkt -

[a],, * bl = py [@ bl
ist eine eindeutige Abbildung von der Menge aller
geordneten Paare der Restklassen modm auf die

Menge der Restklassen mod m gegeben. -
‘Diese elndeutlge Abblldung nennen wir Multiplikation.

Bei der Addltlon und Multlphkatlon von Restkla.ssen bedlent man sich der
Addition und Multlphka,tlon ganzer Zahlen.
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~ Es ist bedeutungslos, welche Reprisentanten der vorgegebenen Restklassen
additiv' bzw. multlphkatlv verkniipft werden Das Ergebnis bleibt das
gleiche. ' i

BEISPIEL 1,(3.1.2.):

a) [h+ b= [1+ 2= [35= [0k

b) [4l+ [le= [44 15 [5]6
[10l +  [71s = [10 + 7]s = [17]s = [5]s

o) [2s: [Bk= [2-8= [6ls=[1]s
[— 3]5"[— 2] = [6]s =[1]s

I

Addition und ‘Multijplikaftion von Restklassen sind kommutativ und . asse-

ziativ. :

Es gelten folgende Satze, zu deren Beweis die Satze 4 (1.), 2 (1.), 7(1.) und '
6 (1.) herangezogen werden. ' .

SATZ3(312) h o -
[a]m + [b]m - [b]m + [a‘]m

' Beweis: ‘ A o i
[@],, + [b] = [@ + b1 . |  (nach Definition 1 (3.1.2.))
o =[b+ al, _— (nach Satz 4 (1.))
= [b],, + [@],. - . (nach Definition 1 (3.1.2.))
' : ' " : ! g.e. d

- SATZ 4 (3.1.2;)": | ,
@+ @l + () = (@1 + Bl) + [
. Beweis: . ‘

(@], + ([0l + [c}) = [0 + [B + ], - (nach Definition 1 (3.1.2.))
' =[a+ 0+, * (nach Definition 1-(3.1.2.))
= [(& + b) + ¢, . . (nach Satz 2 (1.))
= ([], + [b]) + [cla (nach Definition 1 (8.1.2.))

g.e d.
SATZ 5 (3.1.2): - |
[aly - [Bln = [61, * [a1s .
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. Beweis: .
(0] * [8] = [@ - B]n - (nsich Definition 2 (3.1.2.))
=[b-al, ' ' (nach Satz 7 (1.))

=[], [el, - (nach Definition 2 (3.1.2.))

| q. e. d.

Satz 6 (3.1.2.) beweise der Leser selber.

SATZ 6 (3.1.2.):

[a1i * (b1 - [€]m) = ([@1,, - [B1,) * [Ty
SATZ 7 (3.1.2.): 4

[@1 * (b1 + [€1) = [By* Bl + [+ €y,

Beweis:

[al,, - ([B], + [cl,)) = [],, * (b + ¢l) (nach Definition 1 (3.1.2.))
=[a-®+ )l ~ (nach Definition 2 (3.1.2.))
=[a-b+a-c], ‘ . (nach Satz 8 (1.))
. =[a-b],+ [a-cl, (nach Definition 1 (3.1.2.))
' .q.e.d.
3.2. ‘ Strukturbetrachtungen ‘
3.2.1. Restklassenring G/,
SATZ 1 (3.2.1.): : ‘ :
Die Menge der m Restklassen mod i bildet mit der -
erklirten Addition und Multiplikation einen kommu-
. tativen Ring mit Einselement, den Restklassen-
.ring von G mod M.y
In Zeichen: Gy, '
Beweis:

AI Die Addition ordret je zwei Restklassan [a]m und [b],, die Restklasse
[ + b], eindeutig zu.
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CATI Die Addition ist assoziativ.
(@l + (Bl + [e) = ([a],, + [6],) + [c],, (nach Satz 4 (3.1.2.))
A III, In der Menge der m Restklassen mod m existiert genau ein Nullelement,
die Restklasse [0],,.
Es gilt:
[a]n + [0] = [@ + 0], = [a]n- : :
A TIII, In der Menge der m Restklassen existiert zu jeder Restklasse [al, genau

eine entgegengesetzte Restklasse, nimlich [—- al,
Es gilt:

el + [— al,, = [O]m
A IV Die Addjthn ist kommutativ.
| [0]n + (B}, = [6], + [0),, ' : (nach Satz 3 (3.1.2.))

MI Die Multiplikation ordnet je zwei ‘Restklassen [a], und [b], die Rest-
klasse Ta bl,, eindeutig zu.
M II Die Multiplikation ist assoziativ.

" [, * (1B, - [€],) = ([@)y, - [B),,) - [Ty, -~ (nach Satz 6 (3.1.2.))
D  Addition und Multiplikation sind distributiv verkniipft.
@], ([0), + [c},) = [a@- B], + [a~¢cl, . (nach Satz 7 (3.1.2.))
M IV Die Multiplikation ist kommutativ.
[al,, - [b], = [0],, - [ - ~ (nach Satz 5 (3.1.2.))
AuBerdem gilt: ' -

MIIL,; -In der Menge der m Restklassen mod m existiert ein eindeutig bestimm-
tes Binselement, die Restklasse [1],,.
Es gilt:

[a]m ‘ [l]m [a 1]m [a']m 3 | ) q. e. -d‘.

In diesem Ring, der nur aus endllch vielen Elementen besteht, lassen sich die
0perat10nen sehr einfach ausfithren, da man nur mlt denr Reprasentanten, also
mit ganzen Zahlen, rechnet.

Mit Hilfe von Strukturtafeln fiir dle Addition und Multlpllkatlon des Rest-
klassenrings G/, 148t sich das sehr ‘itbersichtlich darstellen.

An Beispielen wollen wir uns davon iiberzeugen.

BEISPIEL 1 (3.2.1.):

Wir wahlen die Restklassenrmge G/(3 und G/,.

‘Wir vereinbaren, daB in die Strukturtafel nicht die Restklassen, sondern nur
deren kleinste nichtnegative Reprisentanten geschrieben werden.
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54/1

' Aus der Stmkturtafel der Addition (Bild 54/1) geht hervor, da die- Restkla,sse
- [2]; die zur Restklasse [1]s entgegengesetzte Restklasse ist und umgekehrt

denn es gilt: A N :
[1h + [2]s = (2] + [1]; = [0)s- ” S

Dabeiist [2]; = [— 1];,da2 = — 1 mod 3

und [1]3 =[—2dal=—2mod3.

Aus der Stmkturtafel der M ultzphkatwn (Bild 54/1) ist zu entnehmen daB nur
die Multiplikation mit der Restklasse [0]; die Restklasse [0]3 ergibt.
' An der Symmetrie beziiglich der eingezeichneten Dwgonalen kann man di¢ Kom-
- mutativitit der Operationen erkennen.

) , 7 -
+ el0 1 23 4 5 § 7
0 00 0 0 0 0 0
7 7| 0N 2 5 4 5 6 7
2 2|0 ENE 0 2 6
3 3]0 6 s 7 2.5

e o 0NN 04
5 slo 5 2 7 4 N
6 vy 420 \&
7 7)o 7 6 5 4 7
54/2. |

+ Wie auch fiir G/ lassen beide Tafeln fiir G/4 erkennen, da sowohl Addition
als auch Multiplikation nicht aus der Menge herausfiihren (Bild 54/2).

-~ Im Gegensatz zum vorangegangenen Beispiel ergibt' hier nicht nur die

Multiplikation mit der Rpstklasse [0y die Restklasse [0]s, sondern z. B.

auch [4]s- [2]s = [0]s. Man sagt, in' der Menge existieren Nullteiler. -

)
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DEFINITION 1 (3.2:1.):-

Ein Element a aus eineni ng R heiBt Nuliteiler,
wenn in R wenigstens ein Element b + 0 emst;ert
mit '

a-b=>b-a=0.

Nach Definition 1 (3.2.1. ) ist das Nullelement [0 ( /' Beispiel 1 (3.2.1.)) auf
jeden Fall Nullteiler, aber auch die Restklassen (415, [2]s, [63s-

DEFINITION 2 (3.2.1.):
Ein Ring, der auBer dem Nullelement keine Welteren' .
Nullteiler enthalt, heifit nulltellerfrel. ’

Nulltellerfrele nge sind beispielsweise G/(s) (A BelSplGI 1(3.2.1.)), a,ber auch ‘

die Menge der ganzen Zahlen G. ° ,

3.2.2. . " Prime Restlclasaen

Bei G/ (7 Belsplel 1(3. 2 1.)) handelt es smh nicht nur um emen ng,
sondern sogar um einen Kdrper. ‘ . ’
Um jedoch allgemeingiiltige Aussagen treffen zu kdnnen, mussen zuna,chst

weitere Untersuchungen iiber G/(m) angeste]lt Werden

 SATZ 1 (3.2.2): ~
Alle Elemente einer Restklasse [a], haben mit m
den gleichen groBten gemeinsamen Teiler.
: : \
Voraussetzung: ¢ = a* mod m ,
Behauptung: (a, m) = (a*, m) : .

Beweis:

Es sei d = (a, m) und d* = (a*, m) o

Dam1tg11td[aundd|m : S N g

AuBerdem gilt: = ' S ’ : o
‘ a—a*r=g-m o o o .

oder ~a*=a—g-m (nach Deﬁnitioil 1(3.1.1.))

Daraus folgt d | a* . -
Es ist demnach d gememsamer Teiler von a* und m und a* groBter gemem-
samer Teiler von a* und m.
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3.2. . B S
oo vy ) ‘ ) )
‘Nach Definition des g. g. T. ist jeder gemeinsame Teiler der Elemente a* und m
auch Teiler des g. g. T. von a* und m.

Das heilt, aus d | ¢* und d | m und d* = (a*, m) folgt:
d|d¥*. ' 4
Es ist aber auch d* | a* und d* | m, auBerdem a = a* 4 g - m.
- Daraus folgt: d* | a. :
Aus d* | a und d* | m und d = (a, m) folgt
a*|d.
Aus d | d* und d* | d folgt aber d =d*. ‘
Da aber d und d* positive ganze Zahlen sind, erhélt man:
d=d* ‘ ‘ q. e. d.

DEFINITION 1 (3.2.2.): S
[a],, heiBt prime Restklasse genau dann, wenn [a],.,
eine Restklasse ist und ¢ und m teilerfremd sind.

BEISPIEL 1(3.2.2.):

a) Prime Restklassen sind:
[1]5 und [2]3, denn (1, 3) = 1 und (2, 3) = 1.

b) Die Elemente der Restklasse [0]; haben mit 3 den g. g. T. 3, daher ist [0]3-
keine prime Restklasse.

c) Prime Restklassen sind auch:
[1]8’ [3]8’ [5]8: [7]8

d) Die Restklassen [0]s, [2], [4]s [6]s sind keine primen Restklassen denn
(0,8) = 8, (2,8) = 2, (4,8) = 4 und (6, 8) = 2.

Wir betrachten nun die Strukturtafeln der primen Restklassen mod 3 und mod 8
beziglich der Multiplikation (Bild 56/1). :
Die definierte Multiplikation ist in den vorgegebenen Mengen uneingeschrinkt
ausfithrbar. Es zeigt sich weiterhin, daB keine Nullteiler existieren.

Prime Restklassen ’. Prime Restklassen
mod 3 ‘ mod 8

7
2

/ﬂ*
A/N

n NN S w

5
5
7
1
3

N o w//a
= S o N

1
3
&
7

56/1
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Zu jeder Reétklasse [@],, gibt es genal.z‘ eine Restklasse [x],,, sc; daB gilt:
(@) (%1 = [1]n-

DEFINITION 2 (3.2.2.):

[@*],, heiBt inverses Element zu [a], genau dann,
wenn

[a*], - [a], = [1],.

Das zu [a], inverse Element bezeichnen wir mit

[a].".

Die Kommutativitit ist wieder an der Symmetrie beziiglich der eingezeichneten
Diagonalen zu erkennen.

In jeder dieser Mengen existiert ein.eindeutig bestimmtes Einselement [1];
bzw. [1]s.

Die Assoziativitdt gllt nach Satz 6 (3.1.2.).

Damit ist gezeigt, daB sowohl die primen Restklassen mod 8 als auch dle
primen Restklassen mod 3 beziiglich der in G/, deﬁmer’cen Multiplikation
eine Gruppe bilden.

Beziiglich der Addition sind die Gruppenelgenschaften nicht erfillt, da die
Addition nicht uneingeschréinkt ausfithrbar ist.

Zum Beispiel gilt [1]3 + [2]; = [0]5, jedoch [0]; ist keine prlme Restklasse.
[6]g + [1)s = [6]s, auch [6]; ist keine prime Restklasse.

SATZ 2 (3.2.2.):

Die primen Restklassen mod m bilden beziiglich

der Multiplikation eine Gruppe, die prime Restklas-
sengruppe mod m.

Beweis:

M1 -Die Multiplikation fahrt nicht aus der Menge heraus. Sind [a]m und [b]m . '

prime Restklassen mod m, so ist auch [a - b], eine prime Restklasse,
denn aus (@, m) = 1 und (b, m) = 1 folgt (a b,m) = 1. ‘
"MII Die Multiplikation ist assoziativ.

[l (Bl (1) = (6 * [B1,) [T (nach Satz 6 (3.1.2.))

M III, Es existiert ein eindeutig bestimmtes Einselement [1],,.
[1},, ist prime Restklasse, denn (1, m) = 1.
MIII, Es existiert zu jeder prlmen Restklasse eine inverse prime Restklasse.

q.e.d.

57




Wir bewelsen nun den unter MIII2 ( A Bewels von Satz 2 (3.2.2. )) formu-
lierten Satz.

Voraussetzung: [a],, sei eine prime Restklasse. :

Behauptung: Zu [a],, existiert ein Inverses, das wiederum prime Restklasse

Ay

ist. o . \

Beweis: -
Zuniichst zeigen wir, daB [a], in G/, ein inverses Element hat.
Wir zeigen, daB es eine Restklasse [2],, gibt, die

(01 " [2) = [1]n

erfillt. ‘ ‘ 4 .
Esist (@, m)=1. " -~ (nach Voraussetzung)
Das kann man als Linearkombination aus ¢ und m in der Form 1 = az + my

darstellen. v :  (nach Satz 3(2.3.3.))

Das entspricht der Behauptung . o . '
(@] - [€]p = [1]n - ' -

Damit hat [a], in @/, ein inverses Element, . gqed

\

Es wiire nun noch zu zeigen, daB [«],, eine prime Restklasse ist.
Wir haben damit die Voraussetzung geschaffen, um die den Teil 3.2.2. ein-
leitende Vermutung (” 55) zu verallgemeinern. .

SATZ 3 (3.2.2.):

Der Restklassenring G/, ist genau dann ein Korper,

wenn der Modul m eine Primzahl ist. Ist m keine

Primzahl, dann enthilt der ng Gy mit m > 1
" - Nullteiler.

(A 24, 8.52]) .

Beweis: -
" Es sei m = p Primzahl. -
Die Restklassen [a], mit - o= 1 ., p—1 smd prime Restklassen. Diese

bilden eine multiplikative Gruppe. (nach. Satz 2 (8.2.2.)
@/ bildet einen Ring. © - - (nach Satz 1 (3.2.1.))
Damlt bildet G/, einen Korper, _ | g.e.d.

Ist m keme Prlmzahl so hat m mlndestens einen mchttrlvmlen Teiler ¢ mit

0<t<m. :
Es.ist dann [t], mif @, m) = ¢ keine prlme Restklasse, sondern Nullteller in

G/ omy- .
In diesem Fall ist G'/(m) kem Korper.
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Es folgt eine Ubersicht iiber die Strukturen der ‘Menge der Restklassen mod m.

o

 Strukturen der Menge der Restklassen mod m !
AT
TATIL
! ATl | Modul
- ATII, G/(m), G/ Kommu- ;
- » &/(p) - -
A1V ‘ | -tativer : A
b Ring Gﬁm), Kérper g
Prime Rest- . Kommuta- ﬁ }I Eins- ’ .
klassen tive multi- MIV element
mod m, _ plikative —
‘ S M IIT,
Menge der <« Gruppe M IO o
Restklassen e N
‘mod p
aufler [0],
- .
3.3. Anwendungen des Rechnens mit Kongruenzen

In Teil 3.3. wollen wir uns auf einfache Anwendungen der Kongruenzréchnung
_ beschrianken und besonders solche Belsp}ele betrachten, die im Mathematik-
unterricht der Schule auftreten. Dazu gehoren beispielsweise die T'eilbarkeits-
regeln,

Te’ilbarkeitsregeln .

Wir gehen davon aus, daB sich jede natiirliche Zahl a als Summe von Vlel-
faehen der Zehnerpotenzen darstellen laBt.

o =0,10" 4, , 10" 4 .. —|—a2102—|-a1101—|—a0100 !
Die a;miti =0, 1, ..., nsind na,turhche Zahlen mit 0 < g; < 9.

Diein Teil 3.1.1. gewom‘lene Erkenntnis, da m | @ dem Ausdrucka = 0 mod m

gléichwertig ist, wollen -wir bei der Herleltung der Teilbarkeitsregeln
nutzen.

Jede Zehnerpotenz ist nach einem Modul m kongruent einem Rest r.

100 = 7, mod m
101 = r, mod m
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3.3.

. Dann ist

" ag 100 = ay 7o mod m
aq 101 = gy ry mod m

a, 10" = a, r, mod m . _ (nach Satz 2 (3.1.2.))

Wir erhalten \
'@, 10" 4@, 10"t | 4 g, 101 4+ g 100)

= (@ Tn+ GpsTyy + -+ a7+ agro) modm
(nach Satz 1 (3.1.2.))
oder (#) @ = (@, 7y + Cp_y Tyy + - - -0y 74 + ag 7o) mod m .

'SATZ 1 (3.3.): .
Eine Zahl ist genau dann durch 9 teilbar, wenn ihre
Quersumme durch 9 teilbar ist.

Beweis:

» _
100 = 1 mod 9
101 = 1 mod .9
102 = 1 mod 9

...........

Wir behaupten, dal 10" = 1 mod 9 fiir alle » € N gilt und fithren den Beweis
mit Hilfe der vollstindigen Induktion.

1. Induktionsanfang: Fir n =0 ist die Behauptung richtig, -denn

100 = 1 mod 9.
2. Induktionsschritt: ~ Wir zeigen, daB aus dei' Richtigkeit der Be-
' hauptung fir » = k die Richtigkeit fir n =k + 1
folgt. :

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir n = k, also 10% = 1 mod 9.
Induktionsbehauptung: Die Behauptung ist auch fiir n' =% + 1 néhtlg, also
10**! = 1 mod 9

Beweis der Induktionsbehouptung: . ,
10*-10 = 1- 10 mod 9 (nach Induktionsvoraussetzung und
Satz 2 (3.1.2.))

10¥*! = 10 mod 9° .

Da aber 10 = 1 mod 9, gilt - ) /
10‘”’1 = 1mod 9.

Das entspricht der Induktionsbehauptung.

_ Schluffolgerung: 10" = 1 mod 9 gilt fiir alle n € N.
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Setzen wir unser 'Ergebhis in (%) (/1 60)ein, so ergibt sich fiir a:
a=(a,+a,_y+...+0a + a)mod9.

Dabeiist @, + a@,_s + ...+ a1 + ao die Quersumme von a.
Gilt nun ‘

(G + Gpg F -+ + @ + a0) = 0mod 9,
dann ist @ durch 9 teilbar; gilt dagegen
(@ +@p_y+ ...+ 4 ag)==0mod 9,
dann ist @ nicht durch 9 teilbar, , g. e.d.
SATZ 2 (3.3.):

Eine Zahl ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre .
. Quersumme_durch 3 teilbar ist.

Der Beweis von Satz 2 (3.3.) erfolgt ana.log dem Beweis von Satz 1 (3.3.).

SATZ 3 (3.3.): ‘
Eine Zahl ist genau dann durch 2 teilbar, wenn ihre
letzte Grundziffer eine durch 2 teilbare Zahl darstellt.

Beweis:
100 = 1 mod 2
101 = 0 mod 2
102 = 0 mod 2
i0v "6 mod %

fiir allé n € N\ {0}, denn alle Zehnerpotenzen auBer 100 sind gerade Zahlen

und damit Elemente der Restklasse [0],.

Eingesetzt in () (7 60) ergibt sich fiir ¢

' asw-0+anf0+.”+ay0+%hnmﬁ2

a = aymod:2 .

Gilt nun @y = 0 mod 2, dann ist a durch 5 teilbar; gilt dagegen
ap=0 mod 2, . ‘

dann ist @ nicht durch 2 teilbar, \ N q.e.d.

SATZ 4 (3.3.):
Eine Zahl ist genau dann durch 10 teilbar, wenn ihre
letzte Grundziffer 0 ist.«

SATZ 5 (3.3): -
* Eine Zahl ist genau dann durch 5 teilbar, wenn ihre
letzte Grundziffer 0 oder 5 ist. '
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Die Sé,ltze 4(3.3.) ind 5 (3.3.) beweise der Leser selber. T

SATZ 6 (3.3.): !

Eine Zahl ist genau dann durch 8 teilbar, wenn: dle
durch die letzten drei Grundziffern in der. vor-
gegebenen Reihenfolge dargestellte Zahl durch 8

) teilbar ist.
Beweis: . ‘
100 = 1 mod 8
10! = 2 mod-8
102 = 4 mod 8
103 = Omod 8 .

" = 0 mod 8 fura]len>3

Den Beweis m1t Hilfe der vollsténdigen Induktion fithre der Leser analog

dem Beweis von Satz 1 (3.3 ) ~
Wir erhalten .

o= (a,-" 0+ ~-0—|—‘.»".—}-ar,2-4—|~0»1-2—’|:—a0'-'1)mod8

Aus. ZweckméBigkeitsgriinden und in Analogle zum vorgegebenen Satz sind,

| dle zu 2 bzw. 4 kongruenten Elémente 10 bzw. 100 einzusetzen.

/

a'= (@100 4 a; - 10 +'@;) mod 8
Gilt nun
ay - 100—|—a1 10 + o = 0mod8

" dann ist a durch 8 teilbar; gﬂt dagegen

G+ 100 + @y * 10 + ap == 0mod 8; o N

dann ist a nicht durch 8 teilbar, q. e d.
: SATZ 7(3.3.): ‘

Eine Zahl ist genau dann durch4 tellba.r, wénn dle
durch - die letzten zwei Grundziffern in der vor-
gegebenen Reihenfolge dargestellte Zahl durch 4

tellbar ist.

Auf den Beiveis wird verzichtet.

N

SATZ 8 (3.3.): ‘
Eine Zahl ist genau dann’ durch 11 teilbar, wenn ihre

v .altermerende.Quersumme durch 11 teilbar ist.
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Beweis:

100 = 1 mod 11 ‘

10t = 10mod 11 = — 1mod 11 v ' .
102= 1 mod 11 S
1035= 10 mod 11 = — 1mod 11 !

........................

Wir behaupten, daB 10" = (- 1)” mod 11 fiir allen € NV gilt und fithren den -
Beweis mit Hilfe der vollstandigen Induktion. . :
1. Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist die Behauptung richtig,

/ ~denn 100 = (—1)° mod 11; da 100 = (— 1)0 =1,

2. Induktionsschritt: Wir zeigen, daB aus der Richtigkeit der Béha,uptiing-
fiir n = k die Richtigkeit fiir n = k41 folgt ‘
I ndulctzonsvomussetzung Die Behauptung gelte fiir n = k,
' also 10* = (—1)* mod 11.
I nduktionsbeham\)tung Die Behauptung gilt auch fur n=k-+ L
, . also 10°+1 = (— 1yF** mod 11.’ :

- . e !

Beweis der Induktionsbehauptung:
| 10%-10 = (— 1)*-10mod 11 R B

10F*'= (— 1) 10mod 11 |
" Da aber ‘
| 10 = (— 1) mod 11, gilt
1051 = (— 1)*! mod 11. |
Das entsprlcht der Induktlonsbehauptung V S
Schlupfolgerung: ’ _ B .

10" = (— 1)" mod 11 gilt fir alle n € N.

Emgesetzt in (%) (' 60) erhalten wir - .
a= (@ (= 1 + 054 (— D" + .+ (— a5) + 83 — ay + a) mod 11,

ay — ay + ay — ag + e 1)” a, ist die altermerende Quersumme von a.
Gilt nun : . -

—a1+a2—a3—|— +(—1)”a = 0 mod 11, to -
dann ist # durch 11 teilbar; gllt dagegen
_ a)—ay+ag—az+...+ (1)"a,5=0mod 11, | 4
" dannist @ nicht durch 11 teilbar, s o g.e.d.




Neuner- und Elfe’rprobe

In Satz 1 (3.3.) stellten wir fest, daB die Zahl a in dieselbe Restklasse gehort
. wie ihre Quersumme nach dem Modul 9, d. h., Zahl und Quersumme lassen bei
Division durch 9 denselben Rest. Wir nennen ihn Neunerrest

Ebenfalls erkannten wir, daB die Zahl ¢ und ihre alternierende Quersumme
nach dem Modul 11 in dieselbe Restklasse gehoren. Zahl und alternierende

. Quersumme lassen bei Division durch 11 denselben Rest. Diesen nennen wir-
Elferrest. ‘

Wir setzen ohne Beweis voraus, dafi der Neunerrest (Elferrest) einer Summe
gleich der Summe der Neunerreste (Elferreste) der Summanden ist.

Damit sind wir in der Lage, durchgefiihrte Additionen in gewisser Hinsicht
zu tberpriifen. Die Rechenproben nennen wir Neunerrestprobe bzw. Elfer-
restprobe.

Ist das Ergebnis einer Additionsaufgabe richtig ermittelt, dann muB der
Neunerrest (Elferrest) der Summe gleich der Summe der Neunerreste' (Elfer-
reste) der Summanden sein.

Diese Implikation 148t sich jedoch nicht umkehren, da bei Ubereinstimmung
der Neunerreste bzw. der Elferreste das Ergebnis nicht notwendig richtig sein
- muB, da beispielsweise eine verinderte Reihenfolge der Ziffern zur gleichen
Quersumme fithrt bzw. zur gleichen alternierenden Quersumme fithren kann.

Trotzdem liefern uns diese Rechenproben die Moglichkeit, gewisse Fehler zu
finden.

BEISPIEL 1 (3.3.):
237 = 12 mod 9
3986 = 26 mod 9
172 = 10 mod 9
85413 = 21 mod 9

89808 = 33 mod 9. - ' o

181 + [8) + [ty + [3l = [15% = [6]
Die Summe gehort ebenfalls in die Restklasse [6]y, denn 33 = 6 mod 9.
: 237 = 6mod 11
3986 = 4 mod 11
172 =" — 4 mod 11
85413 = 9 mod 11

89808 = 15mod 11
[6]is + [4]us + [— 411 + [9]11 = [15]yy = [4]n1

Auch hier wurde wieder Ubereins_timmung erzielt.
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Da sowohl be1 Anwendung der Neunerrestprobe als auch der Elferrestprobe ,
die Ergebnisse iibereinstimmen, ist mit einiger Wahrscheinlichkeit anzu-

nehmen, da8 die Addition richtig ausgefithrt wurde.

~

In gleicher Weise 148t sich die Neuner- und Elferrestprobe bei Multiplikationen
anwenden.

Es ist .der Neunerrest (EMerrest) * eines Produktes glelch dem Produkt der
~ Neunerreste (Elferreste) der Faktoren

BEISPIEL 2 (3.3.): C
235+ 37+ 20 — 252155 ' ‘
252155 = 2 mod 11, d. h. Element der Restklasse [2];, -
235 = 4 mod 11 -
37 = 4 mod 11 ..
29 = 7 mod 11

[4]ua - [4)os - [Tl = [112]11 = 2y
252155 = 2 mod 9, d. h. Element der Restklasse [2]s

235 = 1 mod 9
37 = 1mod 9
29 = 2mod 9 -

[11s- [11o - [2]o = [2]
Auch hier konnen wir mit einiger Wahrscheinlichkeit annehmen, da8 die

Multiplikation richtig ausgefiihrt wurde, da wir sowohl nach der Neuner-

restprobe als auch nach der Elferrestprobe Uberemstlmmung in den Ergeb-
nissen erzielten.
!

~ Weitere Beispiele zur Anwendung des Rechnens mit Kongruenzen

BEISPIEL 3 (3.3.):

Auf welche Ziffer enden'die Zahlen _

a) 6312; D) 71000; ¢) 350; ) 8232 ' '

Lésung: Ermlttelt man die Restklassen nach dem Modul 10, so stehen stets
die ganzen Zahlen in einer Restklasse, die mit derselben Ziffer enden.

- Zu a): :
i 6 .= 6 mod 10
62 = 6 mod 10
63 = 6 mod 10

6 = 6 mod 10 fir jede beheblge natiirliche Zahl n = 0

Daher ist auch 6312 = 6. mod 10, d. h., 6312 ist Element der Restklasse [6]p.
Die letzte Ziffer von 6312 ist 6.

5 [002513] o , 65 .



| E7mod10‘ , o _
72 = 9mod 10 B o K
78 = 3mod 10 SR

‘74 = 1mod 10

(1) 74" = 1mod 10 firallen€ N

Den Beweis mit Hllfe der vo]lsba,ndlgen Induktlon fithre der Leser selber
71000 — 174" 250

71000 = 74250 ;od 10 , ,

742 = 1 mod 10 \ o " " (nach (+))
Daraus folgt . - - : :

71000 = 1 mod 10, -~

71000 st Element der Restklasse [1];,.
Die letzte Ziffer von /71000 jgt 1,

]

Zu c): o
3 = 3mod 10 |
32 = 9 mod 10
33 = 7 mod 10
" 8 =1mod 10
(%) 3*" = 1 mod 10 fiir alle n € N

Das 148t sich mit Hilfe der vollstandlgen Induktion bewezsen
850 — g4-1! 1242

350 = 3¢12.32mod 10 _ _ ‘
| 3%2 = 1mod 10 o R (nach (x))
Deshalb gilt - ' : o | ' .
412, 32 = 32mod 10 ‘ . (nach Satz 2 _(‘3.1.2.)) '
und damit - 350 = 32mod 10 . |
. Die letzte Ziffer von. 3850 ist 9. | .
\ «

Zu d): _ , )
"8 =8mod10 ' 85 =8mod10.
© 82 =4mod 10 86 = 4 mod 10
'8 = 2mod 10 8= 2 mod 10
84 = 6 mod 10 8 =26 mod 10
g2 — ghsed R REEEEEE
823 E845+3 m0d10 B 5 e " '
Aus 84 = 6 mod 10 folgt '

845 = 65 mod 10 .
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- Daher ist

823 — 65- 83 mod 10 .

Da aber 65 = 6 mod 10 und 83 2 mod 10, gﬂt

828 = 6 -2 mod 10 .
Wir erhalten ,

| 8% = 2 mod 10,
Die letzte Ziffer von 823 ist 2.

BEISPIEL 4 (3.3.):

In welche Restklasse gehor’o 2100 nach dem: Modul
a) 3; Db)13¢%

Zu a): _
' 2 =2mod3

2 =1mod3

2" = 1 mod 3 firrallen € N

2100 — 92° 50

Aus 2100 = 220 mod 3 und 2% = 1 mod 3 folgt

2100 = 1 mod 3: .
2100 jgt Element der Restklasse [1];. .
Zub): .‘ . :
' » 2 = 2mod13 . 27 = 11 mod 138 ‘
22 = 4 mod 13 28 = 9mod 13
23= 8mod 13 29 = 5mod 13
2= 3mod13 290 = 10mod 13

25= 6mod13 2= 7mod13
26 =12mod 13  222= 1mod 13

li

92100 — 12:8+4 T

2100 = 2128. 94 mod 13

2100 = 2% mod 18, da 2'*® = 1 mod 13"
24 = 83 mod 13 und damit

210 = 3mod 13

2100 jst Element der Restklasse [3];3.

BEISPIEL 5 (3.3.):
In welche Restklasse mod 9 gehort
236 - 25 + 522 - 82567 | 1234890°?

5%
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'8,3.

1236 - 25 4 522- 82567 4 1234890 = (2 7 + 54+ 2) mod 9

(5-+4-+2)mod9
11 mod 9
= 2 mod 9

Die Summe gehﬁft in die Restklasse [2],.

Il

ll

BEISPIEL 6 (3.3.):
Ist g — 2359 - 26 - 412- 1317 + 508732 durch 6 teilbar?

2359-26—{—412-13‘17—1—5987325(1-2—1—1_-0—[— 1) mod 3
: = 3 mod 3
" =0mod 3

Das ist gleichwertig der Darstellung 3 |a.-
AuBerdem ist 2 |a, denn

2359+ 26 + 412+ 1317 + 508732 = (1-0+0-1+40) mod 2
‘ =0mod 2.
Aus 3|a und 2|a folgt aber 6|a.
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4. . o i Einige wesentliche Begriffe und Verfahren

Im Ma,thematlkunterncht der Schule nimmt die Behandlung von Gleichungen
und Unglelchungen eine wichtige Stellung ein. Wir werden im Teil 4. auf der
Grundlage der Kenntnisse aus den Stoffgebieten ,,Emfuhrung in die mathe- -
matische:Logik® und ,Einfiihrung in die Mengenlehre® (7’ [4]) vor allem die-
" jenigen Typen von Gleichungen und Ungleichungen untersuchen; die bereits
"im Mathematikunterricht der Unterstufe behandelt werden.

4.1. | - Vorbereitende Begriffe

Die an den Anfang gestellten Definitionen oder Erlduterungen einiger grund-
legender Begriffe dienen dem Ziel, die Begriffe ,,Gleichung® und ,,Ungleichung®
definieren zu kénnen. Auf eine ausfithrliche Betrachtung jener Begriffe, soll
an dieser Stelle verzichtet werden. Man findet dazu entsprechende Ausfiih-
rungen im Lehrbuch [4]. Dort werden im Teil 2.1. die Begriﬁ'é ;,Term“; »Va-
riable“ und ,;Konsta,nte eingefithrt. Wir benutzen den Begriff ,,Term“ als
" Ausgangspunks fiir unsere Untersuchungen.

Im Beispiel 1 (4.1.) treten Zeichenreihen auf, die Variable, Konstante, Rela-
tlonszelchen Opera,tlonszelchen und technische Zeichen enthalten.

BEISPIEL 1 (4.1.):
(n3+<(V§;' @844

(3) a2+ (y — V4) @) '5-a>0
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5y 3- (4w ‘4"-""5()‘— 7= 2'a'a<+% @Bt 7)-5

'

1 .
(’7')‘4--+V‘-’=»— S o '

Im folgenden 1nteresmeren uns solche Zelchenrexhen, die man als Terme be-
zeichnet. '

Der Begmﬂ' ,»Lerm* soll hier nicht exphzn: deﬁmert werden. Wir begnugen uns

mit der Beschreibung und Erlduterung der wesentlichsten Eigenschaften von .

Termen. Dazu werden Kriterien formuliert, die es uns ermoghchen zu ent-
scheiden, ob e1ne Zelchenrelhe ein Term ist oder nicht.

1. Kriterium: Wenn eine Ze1chenre1he Relatlonszewhen entha,lt 80 1st die
- Zeichenreihe kein Term.

Damit sind die in Be1splel 1(4.1) a,ngegebenen Zelchenrelhen (1) (4) und (5).

keine Terme.

2. Kriteriwm: Wenn eine Zelchenrelhe die keine Variable enthilt, eme ein-
deutig bestimmte Zabl aus einem Zahlenbereich bezeichnet, so
ist diese Zeichenreihe ein Term. '

. Man nennt diese Zahl den Wert. des Terms.
Die Zeichenreihen (6) und (7) enthalten weder Variable noch Rela.tlonszemhen

Fiir (6) erhalt man nach Anwendung entsprechender Reéchengesetze als Wert:

die Zahl 50. Damit ist Zeichenreihe (6) ein Term:.
- Der Zeichenreihe (7) 148t sich kein Wert zuordnen

3. Kriteriwm: Wenn eine Zeichenreihe, die mindestens eine Variable enthalt,
“durch Belegung aller auftretenden Variablen mit Bezeichnungen
geeigneter Elemente aus einem gewéhlten Zahlenbereich einen

eindeutig bestlmmten Wert annimmt, so ist diese’ ZelchenrelheA

, ein Term.

"Es sei- T (x4, Ty, . . . Xy,) €D Term, der die Variablen.z,, ..., z, enthilt,
B sei ein geeigneter Individuenbereich. Dann versteht man unter einer Be-
- legung eine Abbildung, die jeder Variablen zi, ..., x, ein Element aus dem
betreffenden Individuenbereich B zuordnet.

Terme, die Variable enthalten, kann man mit groBen lateinischen Buchstaben

bezeichnen. In Klammern gibt man die im Term auftretenden Variablen an.

Die Zeichenreihen (2) und (3) enthalten keine Relationszeichen, aber Variable.

Bei Belegung von z mit 2 in der Zeichenreihe (2) ergibt smh als Wert 11
-Man schrelbt T(x)=3 + 4.z

- bzw. T (2) = .

In der Zeichenteihe (3) konnen die Vamablen durch geord.nete Paare [z; v4],
z. B. durch [1; 2], belegt werden, und man erhélt in diesem Fall als Wert 1.
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4.2,

Man schreibt entsprechend: T' (z, y) = 22 + (y — ]/-) bzw. T(1 2)=1.
Damit sind die Zeichenreihen (2) und (3) Terme.

il

BEISPIEL 2 (4.1.):

(1) 1, (a;)—L1 mit x € P

2z . .
@) Ty (@, y) =——— mitzEP,yEP
z—y »

LY

Die Zeichenreihen 1 und erfiillen das 1.und das 3.Kriterium. N

z—1 r—Yy

Zu beachten ist, daB es fiir die Variablen beider Terme Belegungen glbt fur
die die Terme keinen eindeutig bestimmten Wert haben. ,

Das ist zum Beispiel dann der Fall, wenn man in T (z) die Var1able x mlt 1
und in T, (x, y) mit geordneten Paaren [z; y], fiir die z =y ist, belegt.

Solche Uberlegungen rechtfertigen die Definition 1 (4.1.).

DEFIl\fITION 1(4.1):

Es sei ein Term 7T (%4, %5 . . ., x,) gegeben.

Dann heiBt die Menge D aller geordneten n- Tupel ~
[al,a2,.., n]GMXMX X M= Mn

fiir die T (zy, %5, . - ., %) einen jeweils'eindeutig be-
stimmten Wert anmmmt der Definitionshereich des

Terms 7' (z;, x,, . . n)

Im Sinne der Definition 1 (4.1.) wire der Deﬁmtlonsberelch D1 von T1 ( Bei-
spiel 2 (4.1. ))
={z;z€E PN\ x =+ 1}
Fir Ty (=, y) erhalt man
D, = {[z; y]; [=; y]€P>< P/\w#y}

4.2. Gleichungen und Ungleichungen mit mindestens
- einer Variablen

DEFINITION 1 (4.2.):

Sind 7'y und T, Terme, so “heilit der Ausdruck
TW=1T,

eine Gleichung.
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- Dagegen werden dle Ausdriicke
! Ti<Ty Ty=Ty Ti>Ty Ty=T; T1=|=T2
als Ungleichungen bezeichnet.

BEISPIEL 1 (4.2. )
Wir betrachten Gleichungen bzw. Unglelchungen d1e den Lehrbuchern fiir
Mathematik der Unterstufe entnommen sind (7 [6]). - -

1) 44+1=5 (Klasse 1)
@27>85 (Klasse 1) A
(3) 4<3 © (Klagse 1) ' oy
4) 6 —x< " (Klasse 1) ‘
(5) 2-a =18 (Klasse 2) :
(6) 3y < 17 (Klasse 2). ‘
(91 —f>89 ~ (Klasse 3) :
C(8) (80 +40):3 =40 (Klasse3) - o
(9) y — 70 =280 (Klasse 3) -

In Beispiel 1 (4.2.) treten Glelchungen Dbzw. Unglelchungen auf die entweder
keine oder genau eine Variable enthalten.

Aus Definition 1 (4.2.) ergibt sich allgemem:

Eine Gleichung bzw, Ungleichung enthilt genau dann keine (mindestens eine)
Variable, wenn die in der Gleichung bzw. Ungleichung auftretenden Terme
keine (mindestens eine) Variable enthalten.

>

Fur Gleichungen bzw. Unglelchungen die keme Variable enthalten (7 Bei-
spiel 1 (4.2.); (1), (2), (3), (8)) kann ein Wahrheitswert angegeben werden.

_ Es handelt sich also um spezielle Aussagen 1, die man entsprechend als Gleich-
heitsaussagen bzw. Ungleichheitsaussagen bezeichnet.

Gleichungen bzw. Ungleichungen, die mindestens eine Variable enthalten
(7 Beispiel 1 (4.2.); (4), (5), (6), (7), (9)), konnen durch Belegung aller in dleser
Gleichung bzw. Ungleichung auftretenden Variablen mit Bezeichnungen von
Elementen aus einem vorgegebenen Individuenbereich in eine Aussage iiber--
fithrt werden, .- '

Sie stellen also Aussageformen? dar.

Zusammenfassend kann man formulieren: '
Eine Gleichung bzw. Unglelchung ist entweder ema Aussage oder eine Aussage-
- form. .

1 Aussagen sind sinnvolle sprachliche Gebilde, die ,entweder wahr oder falsch sind“. (* [4; 25D

© 2 ,Ein sprachliches Gebilde, das (mindestens eine) freie Variable (7 [4; 27]) enthiilt und zu einer Aussage wird, wenn
man alle auftretenden Variablen durch Ob]cktbezemhnungen des Individuenbereiches ersetzt, nennt man Aussage-
form [4; 27, Definition 1 (2.8.)] ~
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Im folgenden mteresswren vor allem die Glelchungen bzw. Unglelchungen, dJe
Aussageformen sind, die also mindestens eine Variable énthalten. )
Spricht man bei Aussageformen sllgemein vom Individuenbereich, so fiihren
Awir bei Gleichungen bzw. Ungleichungen mit mindestens emer Variablen den
Begriff ,,Grundbererch“ ein.

DEFINITION 2 (4.2.): = '
Eip. Zahlenbereich heifit Grundberelch ieiner Glei-
chu.ng bzw. Ungleichung mit mindestens ejher Va-
: riablen genau dann, wenn .dieser Zahlenbereich der
. Individuenbereich fiir 'die in der'Gleichung bzw. Un-

~ gleichung a,uftretenden Nariablen.ist. .

Durch Belegen der Varlablen einer Glemhung bzw. Unglemhung mJt Bezeich-.

‘nungen von geeigneten Elementen aus einem vorgegebenen Grundhersich
wird diese Gleichung bzw. Unglelchung in eine Aussage iiberfithrt.

- Von praktischem Interesse sind vor aﬂem dle Belegungen, dle zu einer wahren
Aussage fuhren { o o : :

' DEFINITION 3 (4.2.): . ‘ —
Eine Gleichung bzw. Unglelehung mit mindestens
einer Variablen heiBt in einem Grundbereich
a) erfiillbar genau ‘dann, wenn es' mindestens eine

' Belegung der Variablen gibt, die die Gleichung

‘bzw. Ungleichung in eine wakre Aussa,ge uber— :
fithrt; ‘ '

'b) allgemeingiiltig genau dann, ‘wenn jede mogliche
Belegung der Variablen die Gleichung bzw. Un-
gleichung in eine wahre Aussage iiberfithrt;

c) unerfiillbar genau da.nn, wenn es keine Belegung
der Variablen gibt, die die Gleichung bzw. Un-
glelchung in eine wahre Aussage iiberfiihrt.

1

An einigen einfaJchen\Aussageformen soll die Abhﬁ,ngigkeit der in Definition
3 (4.2.) erklirten Eigenschaften vom Grundbereich bestétigt werden.

' » a

BEISPIEL 2 (4.2.): ! - : |
N ax+3=1 Gleichung ist erfiillbar in NV, &, R, P.

(2)6—z=38 R Gleichung ist unerfullbar in N.
: \ ‘ Gleichung ist erfiillbar in @, R, P.'
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B)z+1>0 . Ungleichung ist allgemeingiiltig in NV. .
: : Ungleichung “ist .erfiillbar, aber nicht all-
gemeingiiltig in @, B, P. '
(4) (a + b)2 = a2 + 2 ab 4 b2 Gleichung ist -allgemeingiiltig in N, @, R, P.
(6)3+az>z44 Unglelchung ‘1st unerfiillbar in N, G, R, P.

I

75/1 ‘ ' : - Gleichungen bz, Un_q/e/a/wrigenm/tmndesfens
. : e/nerVar/ab/enfﬂe/nemVaryegobenenﬁwna’be/'e/aﬁ)

Erfillbar - | Unerilliar.

Stets erfillbar . Nicht stets erfi I/baj'
(@llgemeingattiy) . . '

.

N

Die Darstellungen in den Bildern 75/1 und 75/2 bringen den Zusammenhang

zwischen den in Definition 3 (4.2.) erklirten Begnﬂ'en Zum Ausdruck

Es seien a

M, die Menge alIer in einem vorgegebenen, nicht leeren Grundberemh erfiill-
baren Glelchungen bzw Unglelchungen (M, enthalte mindestens zwei
Elemente),

M, die Menge aller in diesem Grundbereich' aﬂgememgultlgen Glelchungén'
bzw. Ungleichungen und

M, die Menge aller in dlesem Grundbereich unerfiillbaren Glelchungen bzw

-

Ungleichungen. ' i
Dann 158t smh ob1ger Zusammenhang durch ein Mengendlagra.mm erfassen
(Bild 75/2) ‘ o c

L

76/2

" Es gelten also folgende Me_ngenbéziehungen.‘

Mz»'C'.Mi
My NMy=Q ‘
° M2ﬂM3=@ -
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. DEFINITION 4 (4.2):

o Es sei H (2, %, ...,%,) eine Gleichung bzw Un-
gleichung mit den Variablen x;, z,,...,, und B
ein Grundbereich fiir diese Variablen. ’
Dann nennt man eine
‘Teilmenge Lgder Menge B X B X ... X B= B"
einen Losungsgrundbereich der Glelchung bzw.
Ungleichung genau dann, wenn ]edes geordnete
n-Tupel
[ag; ag5 .. 5 4] € L,
die gegebene Gleichung é)zw Unglelchung in eine
(wahre oder falsche) Aussage iiberfithrt. :

Bemerkung; Fir n = 1, d.h. firr Gleichungen bzw. Ungleichungen. mit genau einer

" Variablen, ist der. Losungsgrundberelch Lg eine Teilmenge des Grundberelches B

(Lg & B).

Die Festlegung des Losungsgrundbereiches einer Gleichung bzw. Unglelchung
kann unter verschiedenen Gesichtspunkten erfolgen.

’ v
1. Bedmgungen, die sich aus den Deﬁmtwnsberewhen der jewe@hgen Terme

ergeben.
~ Als Grundbereich fiir die Unglelchung

x—]—3< z+1
x—4 x+2

wire der Bereich der rationalen Zahlen (R) moglich.

R kann jedoch nicht als Losungsgrundbereich benutzt werden, da mcht ]ede‘
 Belegung der Variablen mit Zahlen aus R zu einer Aussage fithrt.

Belegt man x mit 4 bzw. mit — 2, ist der linke Term der Ungleichung bzw. _
der rechte Term der Ungleichung -nicht definiert. Der gréBtmogliche Losungs-
grundberelch beziiglich des G‘rrundberelches R wire also

Ly = {z; /.vGR/\x=i=4/\x=l:—2}
Fiir die Gleichung
1
z—y
ist auf Grund analoger Uberlegungen
Lg = {[z;y]; [x;9]1€ P X PA X + y}
der groftmdgliche Grundbereich beziiglich P.

1
=< (Grundbereich sei P)
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- 2. Bedingungen, die sich aus einer speziéllen Aufgabenstellung érgeben

Mit Hilfe der Gleichung a? = d2? — b2 kann aus den MaBzahlen der Lingen der
Diagonalen eines Rechtecks und. einer Rechteckseite die MaBzahl der anderen
Rechteckseite ermittelt werden. Ein geeigneter Losungsgrundbereich wire

Ly ={[a;d;8]; [a;d; B]€E P X PX PANa>0Ad>0Ab>0}
Mitunter geniigt es, Glelchungen bzw. Unglelchungen in gewissen Intervallen

zu betrachten.

Man lose die Ungleichung 2 « +3< 10 im Berelch der natiirlichen Zahlen,,
im Intervall 3 < x < 5.

Durch das gegebene Intervall wird hier der Losungsgrundberelch festgelegt.

- Esgilt: - LG_{x rENA3 <z 5} o ’

Bemerkung: Wird im folgenden der-Lésungsgrundbereich einer Gleichung bzw. Un-
gleichung H (%, %o, . . ., #,,) nicht angegeben und liegen keine Einschrinkungen vor,

~ die sich aus den Definitionsbereichen der Jewelligen Terme ergeben, so moge der Lasungs- o,

grundbereich stets mit der Menge B X B X ... X B = B"(B sei Grundbereich der Glei-
chung bzw. Ungleichung) itbereinstimmen. :

DEFINITION 5 (4. 2 ):

Es sei H (x, 25, ..%,2,) eine Glelchung bzw. Un-

gleichung, die die Variablen xi, 2,....,x, enthilt,
und B ein Grundbereich fiir diese Variablen.

Dann heiflt jedes geordnete n-Tupel

[a;;a0;...;0,]EBX BX...x B=B",

das die Gleichung bzw, Ungleichung in eine wahre

Aussage iiberfithrt und im vorgegebenen Loésungs-
- grundbereich der Gleichung bzw. Ungleichung liegt,

eine Losung der Gleichung bzw. Ungleichung be- S

ziiglich des vorgegebenen Lésungsgrundbereiches. ’

BEISPIEL 3 (4.2.):
Der Grundbereich, fiir die Variablen in den folgenden Glelchungen bzw. Un-

.gleichungen maoge G sein.

1NHzx44<1 und LG_{x xEG}

2)x—y=2>5 und Ly = {[z; y]; [z; ¥]€ @ X &}

(3) @ + %+ 23< 0 und Ly = {[2;; o; x3]; [24; 225 23] EG X GX G}

~ Im Sinne yon Definition 5 (4.2.) ist'dann zum Beispiel -

— 4 gine Losung von Ungleichung (1), [6; 1] eine Losung von Gleichung (2),
[1; 2; — 4] eine Losung von Ungleichung (3),

denn diese Belegungen iiberfithren die Aussageformen in wahre Aussagen
und sind in dem angegebenen Losungsgrundbereich enthalten.













































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































