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D

Vorwort | o

Es ist ein wichtiges Ziel unserer sozialistischen Schule, die heranwachsende Gene-
ration mit einer guten mathematischen Allgemeinbildung auszuriisten. Dazu

ist es notwendig, den -Schiilern ‘neben der Kenntnis gewisser ‘mathematischer
Begri Satze und ILosungsverfahren auch richtigse Vorstellungen dariiber zu

vermitteln, welche Stellung dem Beweisen in der Mathematik zukomms. Diese
Forderung ergibt sich aus verschiedenen Uberlegungen, vor allem aber aus dem

sgha,rakter der Mathematik selbst. In ihr ist der deduktive Beweis die einzig mog-
liche Form der Erkenntmssmherung "Dabei ist noch zu beachten, daB sich der

Gehalt einer mathematischen Theorie nicht nur in ihren Definitionen, Sitzen und
Algorithmen ausdriickt, sondern zu einem erheblichen Teil auch in den Gedanken-

-géngen, die in den Beweisen enthalten sind. -Insofern ist das Beweisen einer mathe-

matischen Aussage ein genauso wesentlicher Bestandteil der Mathematik wie die
betreffende Aussage selbst. Nicht selten waren bzw. sind bei mathematischen
Entdeckungen dle Bewels_gedanken sogar bedeutsamer und fruchtbarer als der
neue Satz.

Die Vermittlung einer guten mathematischen Allgemeinbildung ist untrennbar
mit der Entwicklung geistiger Fahigkeiten bei unseren Schiilern  verbunden.

g Kenntnisaneignung und Fahgkeltsentmcklung bilden im Unterrichtsproze8 eine
- dialektische Einheit. Dabei kommt im Mathematikunterricht dem Beweisen eine

groBe Bedeutung zu. Die Herausbildung entsprechender Fahigkeiten — Begriinden,
Folgern, Widerlegen usw. — ist nicht nur fiir ein. tieferes Verstdndnis des mathe-
matischen Schulstoffs und als Voraussetzung fiir ein spiteres, erfolgreiches Weiter-
lernen auf dem Gebiet der Mathematik sehr wesentlich, sondern hat dariiber
hinaus auch fachiibergreifende Aspekte. Durch die Entwicklung von Fahigkeiten

-im Beweisen trigt der Mathematikunterricht dazu bei, die Schiiler zu sachlichem

und logisch richtigem Argumentieren zu_befihigen, sie logische Zusammenhinge

erkennen zu lassen und sie gegen Irrationalismus und Mystik zu wappnen. Somit

besitzt das Beweisen auch eine groBe Bedeutung fiir die weltanschauliche Erziehung

und Bildung der Schiiler unserer polytechnischen: Oberschulen.

Von unserem Mathematikunterricht ist deshalb zu verlangen,

— daB er den Schiilern Klarheit dariiber verschafft, was als Erkenntmsmchemng
in der Mathematik anerkannt wird und was nicht, :

— daB er die Schiiler in dle La ,ge versetzt vorgefiihrte bzw. in der Literatur
weise wis khch zu_verstehen und ihre Stich-

haltlg keltzu beurtellen, -



— daB er die Schiiler befahigt, einfache mathematische Beweise selbstandiz
« durchzufiihren.

All das erfordert unter anderem auch, daf die Schiiler lernen, zwischen Definitionen
und Sétzen zu unterscheiden, in einem Satz Voraussetzung und Behauptung
voneinander zu trennen, logische Schliisse zu ziehen und dergleichen mehs.

Man findet entsprechende Forderungen schon seit langem in unseren Mathematik-
lehrplanen, und in den Mathematiklehrbiichern der Mittel- und Oberstufe wurde
und wird dem auch Rechnung getragen: sie enthalten nicht nur Sitze, Aufgaben
und Regeln, sondern auch eine Vielzahl von Beweisen und Beweisaufgaben. Lange
Zeit aber glaubte oder hoffte man zumindest, die Schiiler wiirden Verstdndnis
filr mathematische Beweise allein durch die Tatsache erwerben, daf3 Beweise im
Unterricht vorkommen. Es hat sich jedoch gezeigt, daB die angestrebten Bil-
dungsziele auf dem Gebiet des Beweisens im allgemeinen nur dann erreicht werden
kénnen, wenn man sie im Mathematikunterricht direkt ins Auge faft und bewufit
ansteuert. Das heiflt mit anderen Worten: die Entwicklung von Einsichten und

Fahigkeiten auf dem Gebiet des Beweisens mufl zielgerichtet und systematisch

erfolgen. Deshalb ist das Beweisen in unserem gegenwértigen Lehrplan auch noch

stirker akzentuiert als in fritheren Plinen: es wird als eine der Leitlinien ausge-

wiesen, wobei fiir jede Klassenstufe klare Zielvorgaben formuliert sind. Daraus
erwachsen fiir alle Mathematik unterrichtenden Lehrer gewisse Anforderungen:

— Erstens miissen sie selbst die nétige Einsicht in das Wesen mathematischer
Beweise besitzen; ‘ ‘ '

— zweitens miissen ihnen die psychologischen Bedingungen klar sein, die das
Verstehen mathematischer Beweise bzw. das Losen von Beweisaufgaben erst

. ermoglichen ;

— drittens schlieBlich miissen sie fahlg gein, auf der Grundlage dieser Kenntnisse
den Unterricht so zu gestalten, daf die Schiiler Schritt fiir Schritt mit dieser
wichtigen Seite der Mathematik vertraut werden.

Die in den folgenden Kapiteln dargelegten theoretischen Grundlagen, praktischen

Erfahrungen, Untersuchungsergebnisse und Empfehlungen sollen helfen, zumindest

einen Teil der Fragen zu beantworten, vor die sich jeder Mathematik unterrichtende

Lehrer gestellt sieht, wenn er auf dem Gebiet des Beweisens gute Unternchtserfolge

erzielen will.

Aus dieser mit dem vorliegenden Buch verfolgten Absicht ergibt smh, an wen es

gich in erster Linie wendet: an alle Lehrer, die an allgemeinbildenden Schulen,

an Berufs- oder an Fachschulen Mathematik unterrichten, sowie an alle Lehrer-
studenten, die das Fach Mathematik studieren. Vielleicht kann es auch Kollegen
an Lehrerausbildungseinrichtungen manche Anregung fir ihre Lehrtétigkeit
geben. _

' WERNER WALSCH



Einige
mathematische
Grundlagen

Wir wollen uns fiir unsere ‘Uberlegungen zunichst ein hinreichendes
mathematisches Fundament schaffen. Es soll der Selbstverstindigung
dariiber dienen, was man in der Mathematik unter dem Begriff ,,Beweis‘’
zu verstehen hat und in welcher Beziehung dieser Begriff zu solchen
Redeweisen wie ,,Aus . . . folgt . .., ,,Aus". . .ist . . . ableitbar®, ,,Daraus
kann man schlieBen . .. steht, die im Zusammenhang mit Beweisfiih-
rungen hiufig auftreten. Klarheit iiber den genauen Sinn dieser Begriffe
und Redeweisen ist — wie schon im Vorwort angedeutet wurde — eine
notwendige Voraussetzung, um im Mathematikunterricht bei den Schiilern
Verstandnis fiir mathematische Beweisfiihrungen erreichen zu kénnen.
Der Zielsetzung dieses Buches folgend, soll dabei der Blick stets auf die
fir den Schulunterricht wesentlichen Fragen gerichtet bleiben. Wir
wollen deshalb an Hand von Beispielen — vorwiegend aus dem Schul-
stoff — einige Begriffe, Einsichten und Kenntnisse gewinnen, die uns ein
tieferes Verstehen der im Unterricht durchzufithrenden Beweise ermog- -
lichen sollen. ;



1.1.  Aussagen und Aussageformen

Als Grund.lage fiir alle weiteren Uberlegungen wollen wir uns zunéchst iiber einige -
- Begriffe und Zusammenhinge verstéindigen, die sich im wesentlichen um die
Begriffe ,,Aussage‘ und ,,Aussageform* gruppieren.

1.1.1. Aussagen

In Anlehnung an SeETH!) vereinbaren wir, unter einer Aussage die gedankliche
Widerspiegelung ¢ines Sachverhalts zu verstehen, die mit Hilfe einer natiirlichen
oder auch einer kiinstlichen Sprache fibermittelt bzw. fixiert werden kann.

Beispiele fiir mathematische Aussagen :

-1) Die Sinusfunktion ist periodisch.

" 2)  Alle Primzahlen sind ungerade.

3) 12.25<15-25 .

4) Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt: Wenn alc und b|c, dann @ - b]c

5)  Im Bereich der rationalen Zahlen ist die Subtraktion unbeschrinkt-ausfithrbar.

Es gilt der
Satz der Zweiwertigkeit :
Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Die Aussagen in unseren Belsplelen 1, 3 und 5 sind wahre, die in den Belsplelen 2
und 4 hmgegen sind falsche Aussagen.

1.1.2. Aussageformen

Neben Aussagen werden uns im folgenden vor allem Aussageformen interessieren.
Aussageformen unterscheiden sich von Aussagen vor allem dadurch, daB sie in
ihrer sprachlichen Darstellung freie Variable?) enthalten. (Als Variable werden in
der Regel kleine Buchstaben benutzt.)

1) SEGETH, W.: Elemenlare Logik. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1967, S. 36
1) Wir sprechen von ,,freién Variablen* zur Unterscheidung von ,,gebundenen Variablen®, auf die wir
auch noch eingehen werden. )
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Beispiele fiir mathematische Aussageformen :
-6 b-x—9=12

7 a>b

8) ~a"-b" = (a-b)®

9) m ist Quadrat einer natiirlichen Zahl.

Aussageformen haben jedoch nur dann einen inhaltlichen Sinn, wenn fiir die in
ihnen vorkommenden Variablen ein Grundbereich festgelegt ist. (Man spricht
auch zuweilen vom Variabilititsbereich oder von einem Individuenbereich.) Es
handelt sich dabei um Mengen, deren Elemente an die Stelle der freien Variablen
in den Aussageformen treten kénnen. (Genau genommen kénnen wir nur die
~ Bezeichniung des jeweiligen Elements an die Stelle der freien Variablen setzen,
. doch wollen wir hier der Kiirze wegen auf diese Unterscheidung nicht weiter achten,
zumal auch kaum MiBverstandnisse zu befiirchten sind.)
- In unseren Beispielen wiren folgende Festlegungen des jeweiligen Grundbereichs
moglich:
Im Beispiel 6 rationale Zahlen (fiir x);
Am Beispiel 7 gebrochene Zahlen (fiir  und b);
im Beispiel 8 reelle Zaklen fiir @ und b, natiirliche Zahlen (groBer als Null) fiir n;
im Beispiel 9 natiirliche Zahlen (fiir m).
Ersetzt man in einer Aussageform alle freien Variablen durch Elemente der
jeweiligen Grundbereiche, so entsteht aus der Aussageform eine wahre oder eine
falsche Aussage.

Jede solche Ergetzung der freien Variablen einer Aussa,geform\durch Elemente
der jeweilicen Grundbereiche nennt man eine Varmblemnterﬂretatwn (Man

spricht auch von einer Belegung der Variablen.)

Bewpwle Jiir Variableninterpretationen (an Hand der Aussageformen mden Beprlelen 6
bis 9):

21
- B)* bB. 5 9=12 (wahre Aussage)
8 _ 4 :
* ] > ) (falsche Aussage)
8)* 10%8.7% = (10-7)% (wahre Aussage)

9)* 15 ist Quadrat einer natiirlichen Zahl. (falsche Aussage)

Aussageformen sind weder wahr noch falsch. Sie kénnen jedoch erfiillbar oder
nicht erfiillbar sein. Man bezeichnet eine Aussageform genau dann als erfiillbar
“iiber emem Grrundberelch G, wenn es wenigstens eine Variableninterpretation
iiber G o ie Aussageform in eine wahre Aussage iiberfiihrt.l) (Die Aussage-
formen in den Beispielen 6 bis 9 sind iiber den oben angegebenen Grundbereichen
alle erfiillbar.)
Die Bezugnahme auf einen Grundbereich @ ist wichtig, weil die Erfilllbarkeit.
im allgemeinen von der Wahl des Grundbereichs abhéngt. Beispielsweise ist die

1) Vgl. Naas, J, — H. L. ScaMid: Mathematisches Worterbuch, Band I, 8. 4601, ; Akademie-Verlag Berlin —
B. G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig, 1961.
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Aussageform im Beispiel 6 im Bereich der rationalen Zahlen erfiillbar (wir kénnen
21 o ..
fiir z die Zahl —ei.nsetzen und erhalten so eine wahre Aussage), im Bereich der

natiirlichen Zahlen aber nicht erfilllbar (es gibt keine natiirliche Zahl, die wir fur x
einsetzen kénnten, so dal} eine wahre Aussage entstehen wiirde).

Falls eine Variableninterpretation eine Aussageform in eine wahre Aussage iiber-
fithrt; sagen wir, dafl diese Interpretation die Aussageform erfiillt. Man nennt

diese Variableninterpretation dann ein Modell!) der gegebenen Aussageform.
Wird _eine Aussageform durch jede Variableninterpretation iiber einem Grund-

bereich @ erfiillt, so nennt man die Aussageform_allgemeingiiltig iiber @. (Im Bei-

spiel 8 haben wir eine allgememgultlge Aussageform vorliegen.)

1.1.3. Variable

Bei unseren bisherigen Uberlegungen haben wir nur solche Aussageformen be-
trachtet, die Individuenvariable enthalten. (In°den Beispielen 6 bis 9 traten nur
Variable fiir Zahlen auf.) Dariiber hinaus konnen in Aussageformen aber auch
Variable fiir Eigenschaften bzw. Mengen, fiir Relationen, fiir Operationen oder fiir
Funktionen auftreten. Da Eigenschaften, Relationen, Operationen und Funk-
tionen aus mengentheoretischer Sicht bestimmte Gemeinsamkeiten aufzuweisen
haben, ist es gerechtfertigt, die entsprechenden Variablen einheitlich als Pridika-
tenvariable zu bezeichnen. (Sie werden gewohnlich durch grofie Buchstaben, zu-
weilen aber auch durch andere Symbole dargestellt.)

Beispiele :
10) aRb R ist Variable fur zweistellige Relationen
11) P(x) P ist Variable fiir Eigenschaften

12) aob=>boa - 0 ist Variable fiir zweistellige Operationen
13) flz) = f(— =) J ist Variable fiir Funktionen

Um aus solchen Aussageformen wieder Aussagen zu bilden, kénnen die Indivi- - '
duenvariablen durch Elemente eines vorgegebenen Grundbereichs und-die Pradi-
katenvariablen durch Eigenschaften, Relationen, Funktionen oder Operationen
ersetzt werden, die in diesem Grundbereich erklart sind. (Die Belegung der Pradi-
katenvariablen muB natiirlich ,,passend’ sein: Variable fiir Relationen miissen
durch spezielle Relationen ersetzt werden, Variable fiir Funktionen durch bestimmte
Funktionen usw.)

Wiéhlen wir in den Belsplelen 10 bis 12 einmal die natiirlichen Zahlen als Grund-
bereich.

Fiir B kénnten wir dann unter anderem einsetzen: < teilt; ist Vorgénger von -
ist Vielfaches von usw.

Fir P konnten wir einsetzen: ist Primzahl; ist gerade; ist Quadratzahl; ist eine
Zehnerpotenz usw.

Fiir 0 konnten wir einsetzen: -+ ; -; hoch (im Sinne von a?) usw. Wir bekémen
- dann. beispielsweise folgende Aussagen: ‘

1) Vgl. a. a. 0., Band II, S. 185.
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Beispiele:

10)* 8 ist Vorgénger von 9 (wahr)
11)* 10 ist Primzahl (falsch)
12)*¥ 3.4=4.3 - (wahr)

Im Beispiel 13 kénnten wir die reellen Zahlen als Grundbereich wihlen. Fir f
wiren beliebige eindeutige Zuordnungsvorschriften einsetzbar, z. B.: sin; |/; zum
Quadrat; ein Drittel von usw.

Awussagen wiirden entstehen, wenn man dann auch noch fiir  bestimmte Zahlen
einsetzt. '

- Beispiel :
13)* sin % — sin (— %) (falsch)

Wir sprechen auch bei den Beispielen 10 bis 13 von Va;ria,bleninterpreta,tionen und
benutzen die Begriffe ,.erfiillbar®, ,allgemeingiiltig® und ,,Modell’ im wesent-
lichen in dem gleichen Sinne, wie sie weiter oben erklirt worden sind.

1.1.4. Variablenbindung

In mathematischen Formulierungen kommen Variable nicht nur als freie Variable
vor, sondern wir finden auch Variable, die zum Beispiel durch Redeweisen wie
,»fir alle®, ,,es gibt ein* oder dhnlich guantifiziert und damit gebunden sind.

Betspiele fiir gebundene Variable:

14) Firalleagilt:a-1=a"

15) Zu jeder Zahl a gibt es eine Zahl b, so daB gilt: a <{ b

16) Zu jeder Zahl x gibt es hochstens eine Zahl y, so daB gilt: z -y =1
17) Es gibt eine Zahl x, so daB gilt: 3 <z < 4

Alle in den. Beispielen 14 bis 17-vorkommenden Variablen sind gebunden. Wir
haben es hier also nicht mit Aussageformen zu tun, sondern mit Aussagen. Aller- -
dings muB auch hier der Grundbereich fiir die Variablen feststehen, sonst sind die
Formulierungen inhaltsleer. Wahlen wir in allen vier Fillen als Grundbereich

. die Menge der rationalen Zahlen, so stellen die Beispiele 14 bis 17 sémtlich wahre

Aussagen dar. Hitten wir dagegen die natiirlichen Zahlen als Grundbereich ge-

" wihlt, so wiren nur die Aussagen in den Beispielen 14 bis 16 wahr, die Aussage

im Beispiel 17 wire dagegen falsch.

Wir kénnen uns die Aussagen in den Beispielen 14 bis 17 in zwei Schritten ent-
standen denken: . '

Zuerst lagen Aussageformen vor — nimliche-1=a,0a <b,z-y=1,3 <z <4
— die dann durch Quantifizierung aller freien Variablen in Aussagen iibergegangen
sind. . :

Wir kennen damit nanmehr zwei Moglichkeiten, aus Aussageformen Aussagen zu
gewinnen: " ‘

13



'

Erstens die Belegung aller freien Variablen und

zweitens die Quantifizierung aller freien Variablen.

(Ma,n kann natiirlich auch einige freie Variable belegen und die iibrigen qua.ntlfl-
zieren. Es ist aber nicht moglich, fiir gebundene Variable irgendwelche Elemente
einzusetzen. Man bekime sonst ganz sinnlose Redeweisen.)

1.1.5. Ausdriicke

Damit wir bei unseren folgenden Uberlegungen nicht immer zwischen Aussage-
formen und Aussagen unterscheiden miissen, wollen wir fiir beide Begriffe einen
Oberbegriff einfithren und kurz von ,,Ausdriicken‘ sprechen. Ausdriicke sind also
Aussagen oder Aussageformen.!) Dagegen sind beispielsweise

2 o -y Mo.-(@ —1)  o.d
(a4 0)2, el Vp-(@—1) o.4.
Leine Ausdriicke in unserem Sinne, obwohl man sie in der mathematischen Litera-
tur oder auch im Unterricht zuweilen so bezeichnet. Wir verwenden in diesem
Zusammenhang stets den Begriff ,,Term, wie es auch unser Mathematiklehrplan
vorsieht. , '
Zur Erleichterung der Darstellungsweise wollen wir verabreden, beliebige Ausdriicke
durch groBe Buchstaben — z. B. 4, B, H, Hy, H,, . .. — zu symbolisieren. Soll
‘hervorgehoben werden, daB der Ausdruck beispielsweise die freie Individuen-
" variable 2 enthdlt, so wollen wir das durch die Schreibweise H(z) andeuten. Die
Quantifizierung einer solchen Variablen driicken wir dann kurz durch V & H(x) —
fir alle « gilt H(z) — bzw. durch 3 & H(x) — es gibt ein z, fiir das H(z) gilt — aus.

1.1.6. Aussagenfunktionen

Es ist bekannt, daB man aus vorliegenden Ausdriicken 4, B mit Hilfe gewisser
Bindeworter neue Ausdriicke aufbauen kann: 4 und B; 4 oder B; entweder .4
oder B; weder 4 noch B; wenn 4, so B; 4 genau dann, wenn B usw. Wir haben
es hier mit zweistelligen Aussagenfunktionen zu tun: Zwei gegebenen Aussagen
- (bzw. Aussageformen) wird eindeutig eine neue Aussage (bzw. Aussageform) zu- - '

geordnet.) Dabei ist fir Aussagen fostzustellen, daB die Wahrheit bzw. Falsch-

heit der neuen Aussage nur von der Wahrheit bzw. Falschheit der vorgegebenen
~ Aussagen abhiingt und nicht vom speziellen Inhalt der Aussagen. So entspricht
jeder zweistelligen Aussagenfunktion eine zweistellige Wahrheitsfunktion, die Jedem
geordneten Paar von Wahrheitswerten eindeutig einen Wahrheitswert (,,wa.
bzw. ,,falsch*‘) zuordnet.

»Nebenrden zweistelligen Aussa,genfunktlonen interessiert uns noch eine einstellige.
Sie ordnet jedem Ausdruck A seine Verneinung ,,mcht A* zu. Thr entspricht auch
eine einstellige Wahrheitsfunktion.

1) Fiir eine genauere Definition, die im Zusammenhang mit dem Aufbau formalisierter mathematischer
Theorien méglich ist, verweisen wir auf Naas, J. — H, L, SceMIDT: 2. a. O., Band I, S. 120£.

1) Vgl. ASSER, G.: Einfilhrung in die matheématische Logik — Teil 1. B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig 1959, S. 31f. ..
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. Wir wollen hier darauf verzichten, die Werteverlaufe aller interessierenden Wahr-
heitsfunktionen anzugeben.l) Es sei jedoch — als Vorbereitung fiir spatere Uber-
legungen — daran erinnert, daf eine Aussage der Form ,,Wénn 4, so B auf
]eden Fall wahr ist, sobald 4 falsch ist. Damit hingt zusammen, da8 belsplels~
weise die Aussageform

»wenn x? < 0 ist, da.nnlst:v 0=z

im Bereich der reellen Zahlen allgememgultzg ist. Welche reelle Zahl wir fiir
auch einsetzen, stets entsteht dabei aus ,,2% < 0 eine falsche Aussage Es ist
‘dann ganz gleichgiltig, ob durch die Einsetzung aus ,x- 0 =z eine wahre
oder eine falsche Aussage wird — die Gesamfaussage ist in jedem Fall wahr, die
urspriingliche Aussa.geform also allgemeingiiltig.

An dieser Stelle wollen wil noch eine weitere Vereinbarung treffen, die die Uber-
sichtlichkeit mancher Darstellungen in den folgenden Abschnitten erhthen soll.
Wir werden gelegentheh zur Hervorhebung der logischen Struktur von Ausdriicken
einige in der mathematischen Logik iibliche Symbole verwenden, und zwar: ,,~
fiir ,,nicht*, ,, A\ “ fiir ,,und* (im Sinne der logischen Konjunktion), ,,\/* fiir ,,oder*,
»—" fiir ,,wenn — s0* und ,,«>* fiir ,,genau dann, wenn*. In diesem Zusammen-
hang benutzen wir dann haufig auch kleine Buchstaben als Symbole fiir die logisch
nicht weiter zerlegten Bestandteile der betreffenden Ausdriicke.

Beispiel :
18) , Wenn a eine Primzahl ist und es gllt alb - ¢, da.nn ist alb oder ale.
Formalisiert geschrieben:
P(a) A\ alb-c - aldb V alc
" Logische Struktur: p A g -7V 8

1.1.7. Logische Identititen

Von besonderem Interesse sind fiir uns Ausdriicke, die ihrer Struktur na.ch logische
Identitaten darstellen. (Man spncht in diesem Zusammenhang zuweilen auch von
Sdtzen der Logik.)

Logische Identitdten sind dadurch auggezemhnet daB sie unabhang_lg von ihrem
alt — nur auf Grund ihrer logischen Struktur — bei jeder beliebigen Variablen-

‘ interpretation zu wahren Aussagen werden. Viele dieser Sitze haben grofe Be-.
deutung fiir das loglsehe SchlieBen, auf das wir spater noch ausfiihrlich eingehen
wollen

Aussagenlogische identitiiten

Wir wollen zunichst einige aussagenlogische Identitéiten angeben.
Beispiele fir aussagenlogische Identititen :

19) A4V ~4 — Satz vom ausgeschlossenen Dritten
200 ~AAN~A4) — Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch
21) [(4->B)AB —>0)] +(4A—-0C) — Satz vom Kettenschlufi

22) (4->B)>(~B->~ A) — Satz der Kontraposition
) ‘)SIehea..aO 87 v ‘
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Weitere aussagenlogische Identititen konnen dem Buch von AssEr entnommen
werden.1) :
Bei Kenntnis der Wahrheitsfunktionen ist es nicht schwierig, von einem vorge- -
legten Ausdruck zu entscheiden, ob er eine aussagenlogische Identitdt ist oder
nicht. Wir wollen das am Beispiel 22 vorfiihren:

Jeder der Ausdriicke 4 bzw. B kann bei einer Variableninterpretation zu einer
wahren oder zu einer falschen Aussage werden. Daraus ergeben sich insgesamt vier
Moglichkeiten der Zuordnung von Wahrheitswerten. Wir konnen in Tabellenform
angeben, welche Wahrheitswerte bei jeder dieser vier Moglichkeiten den einzelnen
Teilausdriicken und dem gesamten Ausdruck zugeordnet sind (nach den Zuord-
nungsvorschriften der entsprechenden Wahrheitsfunktionen):

A B |~A|~B|A->B|~B—>~A| (A —+B)—>(~B->~A4)
w| w|F |F | W w w
W|F |F | W F F w
F |W|W|F w w w
F |F |W|W w w w

Tabelle 1

Wie man aus der letzten Spalte der Tabelle ersieht, wird dem Gesamtausdruck in A
jedem Fall der Wahrheitswert W (,,Wahr“) zugeordnet, er ist also tatsidchlich
eine aussagenlogische Identitét.

Pridikatenlogische Identititen

Beriicksichtigt man bei der Untersuchung eines Ausdrucks nicht nur seine aussagen-
logische Struktur — seinen Aufbau aus einzelnen Ausdriicken mit Hilfe von Aus--
sagenfunktionen — sondern auch eventuelle Quantifizierungen von Variablen,
“dann findet man weitere Identitaten. (Wir setzen hier und im folgenden stets das
Gegebensein eines nicht leeren Grundbereichs voraus.) ’

Beispiele :

28) ~ V 2z H(z) - 32[~ H(z)]
Das bedeutet: Wenn nicht jedes # den Ausdruck H(x) erfiillt, dann gibt os
wenigstens ein z, das den Ausdruck ,,nicht H(z)* erfiillt.

24) ~ 3z H(®) < V[~ H)]

Das bedeutet: Wenn es kein -z gibt, das den Ausdruck H(z) erfillt, dann erfullt
jedes z den Ausdruck ~ H(z) — und umgekehrt.

26) V z [Hy(@) A Hy@)] ~ V 2 Hy@) A V @ Hy(2)

Das bedeutet: Wenn fiir jedes # der Ausdruck Hy(z) A Hy(x) gilt, dann gilt fiir -
jedes z der Ausdruck H,(x) und fiir jedes z auch der Ausdruck Hy(x).

Man spricht hier von prddikatenlogischen Identitdten.2)

1) Siehe a. a. 0., 8. 27£f.
1) Weitere Beispiele findet man bei W. SEGETH: Elementare Logik. VEB Deutscher Verlag der 'Wissen-
schaften, Berlin 1967, S. 1261f.
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Es ist zu beachten, daB jeder Ausdruck der eine aussagenlogische Identitét dar-
stellt, auch eine pradlkatenlogsche Identitdt ist. Die Umkehrung dieses Satzes
gilt dagegen nicht, wie die Beispiele 23 bis 25 zeigen. So hat das Beispiel 25 die
aussagenlogische Struktur 4 — (B A C). Das ist keine aussagenlogische Identi-
tit, wie man leicht nachpriifen kann. Der Ausdruck wird zum Beispiel falsch,
‘wenn A wahr ist und B und C beide falsch sind. Man macht sich aber ebenso
leicht klar, daB Beispiel 256 auf Grund seiner speziellen prddikatenlogischen Struk-
tur doch eine Identitdt darstellt, daB also beispielsweise der eben erwahnte Fall
(4 wahr, B und C falsch) bei dem Ausdruck im Beispiel 25 gar nicht eintreten
kann. Am deutlichsten wird das vielleicht, wenn wir einmal fiir H,(z) und Hy(z)
spezielle Ausdriicke einsetzen.
l'(w) 2 ist ungerade
Hy(x): = <10
Der Ausdruck im Belsplel 25 besagt dann:
Wenn alle Zahlen eines vorgegebenen Grundberelchs ungerade und kleiner als 10
sind, dann sind alle Zahlen dieses Grundbereichs ungerade und alle Zahlen des-
-selben Grundbereichs sind auch kleiner als 10. )
Bei der Erorterung der aussagenlogischen Identitéiten haben wir ein einfaches
Verfahren kennengelernt, mit dessen Hilfe man leicht nachpriifen kann, ob ein
" Ausdruck eine aussagenlogische Identitdt ist. Fir prédikatenlogische Tdenti-
tdten gibt es das in dieser a,llgememen Form dagegen nicht.

Q

1.2.  Der Folgerungsbegrif
'1.2.1. Definition des Folgerungshegriffs

In mathematischen Verdffentlichungen oder in mathematischen Vortragen stoBen
wir sehr oft auf Redeweisen wie ,,Daraus folgt . . .* oder dhnlich.

Beispiele :

26) ,Ausa>O0undb > Ofolgta-b> 0.

27) ,,Aus der Tatsache, daB a eine gerade Zahl ist, folgt, daB auch a? eine gerade
Zahl ist.¢ ~ .

28) ,,2[:2: und 3|¢. Daraus folgt: 6lz.*

Analysieren wir einmal diese Beispiele.
Als erstes wire festzustellen, daB man sie durch einfache Umformuherungen alle
_in die Form des Beispiels 26 bringen kann, das in allgememer Fassung lautet:
s»Aus 4 folgt B : ‘

-Hierbei stehen 4 und B fiir gewisse mathematische Ausdriicke. Im Beispiel 27
entspricht A der Ausdruck ,,a ist eine gerade Zahl* und B der Ausdruck ,,a? ist
eine gerade Zahl“. Entsprechend steht fir A im Beispiel 28 der Ausdruck ,,2|»
und 3|z, fir B dann ,,6|x*. .
Man nennt in diesem Zusa,mmenhang den Ausdruck 4 oft Vomussetzuny und den

Ausdruck B Behauptung.
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~ Alle fiir 4 bzw. B stehenden Ausdriicke sind hier Aussageformen. Durch die Rede.

weise ,,Aus A folgt B wird also eine Bezichung zwischen Aussageformen zum Aus.

druck gebracht, es wird etwas iber Aussageformen ausgesagt.

Die Redeweise ,,Aus 4 folgt. B ist also nicht etwa vollig gleichbedeutend mit
dem Ausdruck ,,Wenn A4, so B. Wir wollen beide Formulierungen einmal an
Hand des Bemplels 26 gegeniiberstellen (o und b seien dabei Variable fiir reelle
Zahlen) .

Bewpwle'
26a) Aus,,a > 0und b > 0“ folgh ,,a - b > 0.
26b) Wenna > O und b > 0ist, dannist a: b > 0.

In der Formulierung 26b ist von gewissen Beziehungen zwischen Zahlen die Rede,.
wahrend in der Formulierung 26a eben ein Zusammenhang zwischen Aussage- -

formen ausgedriickt wird — durch die Anfithrungsstriche soll das noch deutlicher
hervorgehoben werden.
Es ist natiirlich nicht so, daB beide Formuherungen gar nichts miteinander zu

tun hitten. Zwischen ihnen besteht vielmehr ein wichtiger Zusammenhang, auf.

den wir an spéterer Stelle noch eingehen werden.
Um nun die Bedeutung der Redeweise ,,Aus A4 folgt B* zu prizisieren, iiberlegen
wir uns am besten, in welchen Fillen wir sie fiir zutreffend halten und wann
" nicht. Dazu konnen wir wieder das Beispiel 26 heranziehen.
Offenbar ist die Redeweise )
(1) ,,Ausae>Ound bd> 0folgta-b> 0
zutreffend.
Die Umkehrung des Ausdrucks (1)
»Aus a-b> 0 folgt > 0 und b > 0%
ist dagegen nicht richig.

Wir setzen beispielsweise @ = —3 und b = —2. Dann wird ,,@-b> 0° zu

der wahren Aussage ,,(—3)-(—2) > 0“. Dagegen wird ,,& > 0 und b > 0“ zu
der falschen Aussage ,,(—3) > 0 und (—2) > 0%.

Allgemein kann man feststellen : :

Wenn es moglich ist, fiir die freien Variablen der Aussageformen 4 und B Bezeich-
nungen von Elementen des jeweiligen Grundbereichs so einzusetzen, daB 4 zu
einer wahren und B zugleich zu einer falschen Aussage wird, dann ist die Redeweise
,»Aus A folgt B sicher nickt berechtigt. Man spricht nur dann davon, da B aus 4
folgt, wenn B immer wahr wird, sofern A wahr ist. Die Redeweise ,,Aus 4 folgt B

ist also Ausdruck dafiir, daB mit 4 stets auch B wahr ist. Wir kénnen das auch wie

folgt ausdriicken: .

Aus A folgt B nur dann, wenn jede Vana,blemnterpretamon, die 4 erfiillt, auch B
erfiillt. .

Die‘bisherigen Uberlegungen fiihren uns zu einer

_ Definition der Folgerungsbeziehung :
Aus der Aussageform A4 folgt die Aussageform B genau dann, wenn' Jode
Variableninterpretation, die A erfiillt, auch B erfiillt.

18




7 Oder kiirzer:

Aus A folgt B genau dann, wenn ]edes Modell von A auch ein Modell von
B ist.2)

Wir wollen diese Definition noch etwas genauer betrachten. :
Uberlegen wir zunichst, ob die gegebene Definition hinreichend klar und unn:uB-
verstandlich ist. Das héingt offenbar von der Beantwortung der Frage ab, wie weit
die in der Definition verwendeten Begriffe selbst genau definiert sind. Dazu mufl
gesagt werden, dafl wir uns hier zum Teil mit propadeutischen Erliuterungen be-
gniigt haben, einerseits, um den Umfang dieses Kapitels nicht iiber Gebiibr aus:
zudehnen, zum anderen aber auch suf Grund der Zielstellung dieses Kapltels, die
eine weitere Prizisierung nicht unbedingt erforderlich erscheinen la8t. Immerhin -
miissen wir uns aber klar sein, daB solche Begriffe wie ,,Aussageform‘, ,,Variablen-
interpretation* und auch der Begriff des Erfiilltseins einer Aussageform hier nicht
in voller Schirfe definiert worden sind und auch nicht definiert werden konnen,
~weil das nur im Rahmen eines formalisierten Aufbaus klar abgegrenzter mathe-
matischer Teildisziplinen méglich ist.

Trotz dieser Einschrinkungen hinsichtlich der erreichten Prizision werden wir
mit der gegebenen Definition des Folgerungsbegriffs die fiir unser Anliegen wesent- -
lichen Fragestellungen kliren kénnen.

1.2.2. Konsequenzen aus der Definition

. Betrachten wir nun elmge einfache Konsequenzen, die sich aus der Deﬁmtlon
ergeben.

a) Falls B eine iiber einem bestimmten Grundbereich allgemeingiltige Aussage-
form ist, so kann beziiglich dieses Grundbereichs gesagt werden, daBl B aus jeder
Aussageform A4 folgt; denn B wird von jeder Variableninterpretation erfiillt, also
auch von jenen, die 4 erfiillen. Zum Beispiel ist im Bereich der rationalen Zahlen
»@ b =0 a* allgemeingiiltig. Es ist damit trivialerweise richtig, wenn man etwa
sagt: ,,Aus 5 < zfolgt @ - b=5b.a.*

- Dieses Beispiel mag auf den ersten Blick etwas seltsam erscheinen, da in der Vor-
aussetzung ,,6 < z*‘ andere Variable auftreten als in der Behauptung ,,.@ - b = b-a*
Man fragt sich, wieso eine Variableninterpretation, die ,,6 < z‘* erfiillt, a,uch

20 - b = b a“ erfiillen kann. Um das zu verstehen, muB noch etwas zum Begriff
,,Varmblenmterpretamon“ gesagt werden. Wir haben dabei bisher immer nur an
die Belegung der in einer Aussageform wirklich vorkommenden freien Variablen
gedacht. Diese Auffassung ist aber zu eng. Man fat die Definition deshalb ge-
wohnlich so, daB durch eine Variableninterpretation stets allen in der betreffenden
Theorie benutzten Variablen ein Element des ]eweﬂlgen Grundbereichs zugeordnet
wird. Fiir unser Beispiel bedeutet das: .

1) Vgl. Naas, J. — "H. L. ScHMID:- Mathematwches W orterbuch, 'Band I. Akademie-Verlag Berlm - B G.
Teubner Verlegsgesellschaft Leipzig, 1961, S. 219 und 547.
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Eine Vanablemnterpretatlon, die die Aussageform ,,5 < z*‘ erfiillen soll, mu8 der
Variablen z irgend eine rationale Zahl zuordnen, die gréBer als 5 ist, wihrend gleich-
zeitig den Variablen @ und b irgendwelche beliebigen rationalen Zahlen zugeordnet
werden konnen. Eine solche Variableninterpretation erfillt dann aber stets auch
die Aussageform ,,a - b = b - a*, weil diese ja im Bereich der rationalen Zahlen
allgemeingiiltig ist. Nach der Definition des Folgerungsbegriffs ist also die Rede-
weise ,,Aus 5 < z folgt @ - b = b - a‘‘ berechtigt.

b) Falls A eine iiber einem gewissen Grundbereich nicht erfiillbare Aussageform
ist, so kann beziiglich dieses Grundbereichs gesagt werden, daB jede Aussageform B
aus 4 folgt.

‘Wir wollen uns das an Belsplelen klar machen. Dazu nehmen wir die reellen Zahlen
als Grundbereich und untersuchen folgende Redeweisen:

(1) ,Ausa + 1 = a folgt a® = 0°.

(2) ,Ausa + 1 =a folgt a2 = — 1

(8) ,Ausa + 1 = a folgt a < 5%.

Diese Redeweisen wiren unzutreffend, wenn es wenigstens eine reelle Zahl geben
wiirde, die die Aussageform ,,@ + 1 = a* erfiillt und die gleichzeitig die Aussage-
form ,,a? = 0 bzw. ,,a2 = — 1 bzw. ,,a < 5% nicht erfiillt. (Vgl. die Diskussion
des Beispiels 26 im Abschnitt 1.2.1, S. 18!)

Nun ist aber die Aussageform ,,a + 1 = a*‘ nicht erfiillbar, d h., es gibt keine reelle
Zahl, die man fiir o einsetzen koénnte, so daB ,,@ + 1 = a‘‘ zu einer wahren Aus-
sage wiirde. -Es kann deshalb gar nicht vorkommen, daB irgend eine reelle Zahl
die Aussageform ,,a + 1 = a* erfiillt und gleichzeitig die Aussageform ,,a% = 0¢
bzw. ,,02 = — 1¢ bzw. ,,a < 5° nicht erfillt.

Das bedeutet aber, daB die Redeweisen (1) bis (3) alle richtig sind ; denn jede reelle
Zahl, die ,,0 4+ 1 = a‘‘ erfiillt, erfiillt gewiB auch ,,a? = 0“ bzw. ,,0% = — 1.
bzw. ,,a < 5. Dabei spielt es offenbar gar keine Rolle, daB ,,a* = 0* allgemein-
giiltig ist, daB ,,a2 = — 1‘ nicht erfiillbar und daB ,,a < 5° zwar erfiillbar, aber
nicht allgemeingiiltig ist; denn diese drei Aussageformen haben unsere Uberlegun-
gen iiberhaupt nicht beeinfluBt. Wir konnen also mit jeder beliebigen Aussage-
form B formulieren: ,,Aus a + 1 = a folgt B“. Nach der Definition des Folge-
rungsbegriffs (7 18f) ist — wie wir eben gesehen haben — jede solche Formu.
lierung richtig.

¢) Es ist unmittelbar klar, daB stets gilt:
Aus A folgt A

Ebenso selbstverstandlich ist auch, daB aus einer Konjunktion 4, A4, A -+ - A 4y
jedes einzelne Glied der Konjunktion folgt, dal also stets gilt:

Aus A, A Ay N\ - -+ N Ay folgt A; (mit 1 < ¢ < n)
‘Es mu8 ja jedes Modell der Konjunktion immer auch ein Modell jedes einzelnen
Konjunktionsglieds sein ; denn eine Konjunktion von Aussagen ist nur dann wahr,

wenn jede einzelne Aussage wahr ist, z. B.: Aus ,,# < 5undx > 3* folgt ,, > 3.
Die Fille a), b) und c) sind Trivialfille und mathematisch gesehen im Grunde
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uninteressant. Die angefiihrten Beispiele haben das sicher auch deutlich gema;chﬁ.

Trotzdem sollten sie hier erwdhnt werden, weil sie dazu beitragen konnen, ein
klares Bild vom Folgerungsbegriff zu gewinnen.

d) Wesentlich bedeutsamer als die unter a), b) und c) angefithrten Konsequenzen
aus der Definition des Folgerungsbegriffs ist sein Zusammenha.ng mit der Implika-
tion. Es gilt ndmlich der :

" Satz: A
Aus A folgt B genau dann, wenn die Implikation A — B allgemeingiiltig ist.

Beweis :

Angenommen, B folgt aus 4. Das bedeutet nach Def]mtlon, daB jede Be-
legung der Variablen, die A erfiillt, auch B erfiillt. Dann ist aber auch die
Implikation ,,Wenn 4, so B allgemeingiiltig; denn es gibt offenbar keine
Variableninterpretation, die 4 in eine wahre und zugleich B in eine falsche
Aussage iiberfithrt, so daf ,,Wenn 4, so B insgesamt falsch wiirde. (In
allen anderen Fdllen — A wahr und B wahr bzw. A4 falsch und B wahr
bzw. A falsch und B falsch — wird aber die Implikation ,,Wenn 4, so B*
bekanntlich wahr.)

~ Sei nun umgekehrt die Imphkatlon ,,Wenn 4, so B* allgememgultlg Das’
ist nur moglich, wenn jede Belegung der Variablen, die 4 erfiillt, stets auch B
erfiillt. Das heifit aber, daB B aus 4 folgt, w. z. b. w.

Dieser Satz rechtferti_gt etwas die in der Mathematik h#ufig zu beobachtende
Praxis, die Formulierungen ,,Wenn 4, so B und ,,Aus 4 folgt B* als gleich-
berechtigt oder gleichwertig zu betrachten, obwohl ja die Folgerungsrelation

inhaltlich etwas anderes ist als die Implikation. ‘

1.2.3. Der . Folgerungsbegriff im Zusammenhang
mit Axiomensystemen

Unsere bisherigen Uberlegungen zum Folgerungsbegriff lieBen die Frage offen,
ob die gewonnene Definition wirklich all das erfat, was mit der Redeweise ,,Aus
A folgt B in der Mathematik gemeint wird. Um diese Frage zu beantworten,
wollen wir einige weitere Beispiele untersuchen.

Wenn man mathematische Veréffentlichungen liest, findet man neben Redeweisen
der schon betrachteten Art — etwa ,,Aus = > 8 und y > 5 folgt = +y> 8 —
auch etwas anders geartete, in denen der Folgerungsbegriff vorkommt.

Betspiele :

29) ,,Aus den PEaNoschen Axiomen folgt, daB zwei voneinander verschiedene na.tur-
liche Zahlen auch yoneinander verschiedene Nachfolger besitzen.*

30) ,,Aus den Gruppenaxiomen folgt, daB es zu je zwei Elementen a und b der
Gruppe stets genau ein Element # in der Gruppe gibt, so daB a verkniipft mit z
gleich b ist.*
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Welche Unterschiede und welche Gemeinsamkeiten weisen dlese Beispiele im ‘

Vergleich zu unseren frither betrachteten auf?

Zunichst ist festzustellen, daB die jeweiligen Voraussetzungen jetzt aus mehreren‘

Ausdriicken bestehen. So wiirde etwa das Beispiel 29 in allgemeiner Fassung
lauten: :
»Aus { Py, P,, . .., P;} folgt B,
(Dabei soll mit { Py, P, ..., P;} die Menge der fiinf Pranoschen Axiome
gemeint sein.) : o

Ahnlich ist es mit dem Beispiel 80. Trotzdem ist damit kein wesentlicher Uﬁter.
schied zu unseren fritheren Beispielen gegeben. Man braucht sich namlich die

Axiome nur konjunktiv verkniipft zu denken, um wieder den urspriinglichen Fall -

zu bekommen, z. B.:
Aus (P, A P, A - -+ A Py) folgt B
hat wieder die Form
,,Aus 4 folgt B*.

Etwas problematischer ist dagegen ein anderer Punkt. In der Definition des
Folgeruhgsbegriffs ( # 18f.) ist ausdriicklich von Aussageformen die Rede. Sind
die PaNoschen Axiome oder die Gruppenaxiome eigentlich Aussageformen ? Sind
es nicht vielmehr Aussagen ?

Greifen wir irgend ein Axiom — etwa aus der Gruppentheone — heraus und be-
trachten es etwas niher:

Es gibt in @ ein Element n, so daB fiir jedes @ aus @ gilt: o on= 7o a=a.
(Hierbei soll ,,0‘ das Zeichen fiir eine Verkniipfung sein, beziiglich der die
Menge G eine Gruppe bildet.) :

In diesem Axiom sind a und n gebundene Varmble (durch ,,es gibt ein‘‘ bzw. ,,fiir
jedes*). Trotzdem haben wir es nicht mit einer Aussage zu tun, da erstens die -

freie Variable G auftritt (als Variable fiir Mengen) und zweitens auch das Zeichen

fiir die Verkniipfang eine freie Variable ist — natiirlich keine Variable fir Elemente -

von @, sondern eine Variable fiir zweistellige Operationen iiber der Menge @, also -

eine Pridikatenvariable (7 12f., Abschnitt 1.1.3.).’
Das angefiihrte Axiom ist demnach eine Aussageform. Sie wird zu einer Aussa,ge,

wenn fiir 5,G% die Bezeichnung einer bestimmten Menge und fiir ,,0* das Zeichen
fiir eine bestimmte zweistellige Operation in dieser Menge eingesetzt wird, Ist die

entstandene Aussage wahr, so sagen wir wieder, daB die vorgenommene Variablen-
mterpreta.tlon die Aussageform erfiillt, im anderen Falle, da8 sie sie nicht erfiillt.
Setzen wir zum Beispiel fest, daB ,,G die Menge der ganzen Zahlen bezeichnen
soll, und ersetzen ,,0° durch das Zeichen fiir die tibliche Addition ganzer Zahlen,
so wird das Axiom zu einer wahren Aussage; denn es gibt ja tatsichlich eine ganze
Zahl n, fir die stets gilt, daBl @ + n = n + @ = a ist, nimlich die Zahl Null:

Wiirden wir dagegen unter ,,G“° die Menge aller geraden ganzen Zahlen verstehen -
und ,,0‘ durch das Zeichen fiir die iibliche Multxphkatlon ersetzen, s0 gmge das

. Axiom in eine falsche Aussage iiber, namlich:
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»Es gibt eine gerade Zahl 7, so daB fiir alle geraden Zahlen a gllt
a-n=mn-a=a
(Eine solche gerade Zahl n gibt es aber nicht.)

Ahnlich wie in den fritheren Beispielen bezeichnen wir jede Variableninterpretation,
die das Axiom erfiillt, als ein Modell dieses Axioms, und jede Variableninterpreta-
tion, die alle Gruppenaxiome in wahre Aussagen iiberfithrt, als ein Modell dieses
Axiomensystems. Die Redeweise ,,Aus den Gruppenaxiomen -folgt . ..* befindet
gich somit in Ubereinstimmung mit der Definition des Folgerungsbegnﬂ's Sie
besagt: Jedes Modell des Axiomensystems der Gruppentheorie ist auch ein Modell
des als Folgerung angegebenen Ausdrucks.

Gelten die angestellten Uberlegungen aber auch fiir das Beispiel 20 (7 21) 2
Nehmen wir ein Axiom aus dem PEaNoschen System, etwa das folgende:

Fir jede natiirliche Zahl a und jede natiirliche Zahl b gilt: |
‘Wenn der Nachfolger von @ gleich dem Nachfolger von b ist, so ist @ = b.

Dieses Axiom wird gewohnlich als Aussage aufgefaBt, da es anscheinend keine
freien Variablen enthalt. Diese Deutung ist aber nur dann richtig, wenn man
schon an ein bestimmtes Modell denkt, etwa an die natiirlichen Zahlen als endliche
Kardinalzahlen und die fiir sie erklérte Nachfolgerrelation. Lost man sich dagegen
von diesem Modell — was psychologisch zunichst nicht ganz leicht ist, weil man
~ die natiirlichen Zahlen sozusagen von Kmdhelt an in dieser Form kennt — dann
bleibt folgender Sachverhalt iibrig:

Fiir jedes Element a aus einer Menge M und fiir jedes Element b aus M gllt
Wenn fl@) = f(b) ist, so ist @ = b.

Hier treten nun doch freie Variable auf, ndmlich M als Variable fiir eine Menge
und f als Variable fiir eine Funktion iiber der Menge M. Wir haben es also mit
einer Aussageform zu tun.

Diese Aussageform wird zu einer wahren Aussage, wenn wir fir M die Menge N
der natiirlichen Zahlen und fiir f die Funktion ,,Nachfolger von‘‘ einsetzen.
Denken wir uns aber einmal eine andere Interpretation aus. Wir setzen fir die
Variable M die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen — bezeichnet durch B* —

" und fiir f die Funktion ,,J/* ein. Dann wird diese Aussageform ebenfalls zu einer

Aussage, nimlich:

Fiir jedes Element @ aus B* und fiir ]edes Element b aus R* gilt:
WennVa = Vb ist, so ist @ = b.

Diese Aussage ist wahr. Die angegebene Vanablenmterpretauon ist also ebenfalls
ein Modell dieses PEaNoschen Axioms. Allerdings werden andere PEANOsche
Axiome durch diese Interpretatlon nicht erfilllt. Betrachten wir zum Beispiel
das folgende Axiom:

Es gibt eine na.turhche Zahl, die nicht Nachfolger irgend einer natiirlichen.
Zahl ist. -

Als Aussageform aufgefaBt lautet dieses Axiom:
“Es gibt ein Element a in M, so daB fiir kein Element b aus M gilt: f(b) = a.
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Bei der neuen Interpretation erhalten wir daraus die Aussage:

,»» B8 gibt eine Zahl a in R'*, 8o daB fiir keine Zahl b aus R* gilt: V6 = av.
Diese Aussage ist aber falsch; denn bekanntlich existiert zu jeder nichtnegativen

reellen Zahl @ eine Zahl b, so daB a = Vb ist. Man braucht janur b = a?zu setzen.
Die Interpretation R* fiir M und V fiir f ist also zwar ein Modell fiir das zuerst .
betrachtete PEaNOsche Axiom, sie ist aber kein Modell firr das PEaNosche Axiomen-
system, denn dazu miilte sie alle PEANoschen Axiome erfiillen.

Zusammenfassend kénnen wir sagen :

Auch bei Beriicksichtigung der Beispiele 29 und 30 ( 7 21) ist es nicht notwend1g,
die anfangs entwickelte Definition des Folgerungsbegriffs abzuindern. Es ist
nur zu beachten, daB die Axiome als Aussageformen aufzufassen sind.

Zu letzterem ist ein kleiner N achtrag am Platze. Wir wollen uns noch einmal be-
sinnen, was beim ,,Ubergang von der Aussage zur Aussageform bei jenen als
Beispielen herangezogenen Axiomen aus dem PEaNoschen System gewissermaBen
zur Variablen wurde und was seine feste Bedeutung beibehielt. Wir finden:

a) Alle logischen Redeweisen behielten ihre Bedeutung (,,fiir jedes*, ,,wenn — so*¢,

,,es gibt ein‘); '
b) die Identitétsrelation ,,=* blieb fest;
-¢) die Elementbeziehung (¢ ¢ M) wurde immer in demselben festen Sinne ge-
braucht.

Dagegen verloren ihre feste Interpretation:

d) der Begriff , natiirliche Zahl*“;

e) der Begriff ,,Nachfolger*. :

Ganz entsprechend ist es bei Axiomen vieler anderer Theorien, sobald sie als Aus-
sageformen aufgefalt werden: neben Individuenvariablen erscheinen inihnen fiir’
alle die jeweilige Theorie charakterisierenden REigenschaften und Relationen
Variable, wihrend die logischen Bestandteile, die Identitit und die Element-
beziehung stets ihre feste Bedeutung behalten.

1.2.4. Der Folgefungsbégriﬁ fiir Aussagén

Es wire zu fragen, ob die Redeweise ,,Aus 4 folgt B vielleicht doch noch in Zu-
sammenhéngen vorkommt, die wir durch unsere bisherigen Beispiele nicht erfaft
haben. Das ist aber nicht der Fall. Wenn 4 und B Aussageformen sind, ist die
- Definition des Folgerungsbegriffs unmittelbar anwendbar, sind es dagegen Aus-
sagen, so hat man sich von der zugrunde liegenden speziellen Interpretation zu
l6sen und die Ausdriicke eben doch als Aussageformen aufzufassen. Einige weitere
Belsplele mogen das noch etwas deutlicher machen.

Betspiel : )
31) Aus,,Nicht fiir jeden Wert von z ist 3 2 — 1 = 0%
folgt ,,Es gibt wenigstens einen x-Wert, fiir den nicht 342 — 1 = 0 ist.*
Die Richtigkeit dieser Feststellung kann man einsehen, wenn man auf Aussage-
formen zuriick geht. Sie kénnen wie folgt formuliert werden:
1) ,,Nicht fiir jedes z gilt H(z)*
" und
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. 2) ,,Es gibt ein «, fiir das H(x) nicht gilt*.
(Hierbei bedeutet H(z) irgend eine Aussageform, in der « nur als freie Indi-
viduenvariable vorkommt, , 14, Abschnitt 1.1.5.)
Unter Benutzung der in den Abschnitten 1.1.5. (,” 14) und 1.1.6. (7 14 ff.)
eingefiihrten Ausdrucksmittel kann man kiirzer schreiben:
(1) ~ VY z H(z) bzw. (2') 3« [~ H(z)]
Fiir jeden nicht leeren Individuenbereich gilt, da8 J z [~ H(z)]aus ~ V z H(z)
folgt, denn die Implikation ~ V = H(z) = 3 & [~ H(x)] ist allgemeingiiltig oder
— wie man in diesem Falle sagt — eine logische Identitét (,” 15 ff., Abschnitt
. L.1.7.). Die im Beispiel 31 angegebene Folgerung ist also zutreffend.

Allgemein ergibt sich aus der Definition des Folgerungsbegriffs und dem im
Abschnitt 1.2.2. (/ 21) angefiihrten Satz, daB ,,Aus 4 folgt B stets zutrifft, -
. wenn die Implikation 4 — B eine logische Identitéit ist. Dazu noch ein Beispiel.

Beispiel : ,
32) Aus ,,Wenn das Dreieck ABC bei 4 einen rechten Winkel besitzt, so gilt fiir
die Dreiecksseiten a, b, ¢ die Beziehung a? = b2 4 ¢2*
folgt ,,Wenn fiir die Dreiecksseiten a, b, ¢ gilt a2 == b2 4 ¢2, 80 besitzt das Dreieck
- ABC bei A keinen rechten Winkel*.
Diese Folgerung ist einfach deshalb zutreffend, weil Aussageformen der Struktur
D —> g% bzw. ,,~ ¢ = ~ p* zugrunde liegen und der Ausdruck
(» = q) & (~ g — ~ p) eine logische Identitét ist. (7 15, Beispi?l 22)

Allerdings ist es nicht so, da8 ,,Aus 4 folgt B nur dann zutrifft, wenn 4 — B
eine logische Identitdt ist. Die logischen Identitdten liegen gerade solchen Folge-
rungen zugrunde, die in jedem nichtleeren Individuenbereich gelten. Wir haben
aber gleich am Beginn dieses Kapitels Beispiele kennengelernt, in denen die Rede-
weise ,,Aus 4 folgt B* ganz legitim benutzt, wurde, ohne daB 4 — B eine logische
Identitit war. In diesen Fillen lagen Folgerungen vor, die nur ¢nnerhalb bestimmier
mathematischer Theorien Giiltigkeit haben. So ist es auch mit dem folgenden
Beispiel. '

Beispiel :

33) Aus,,3|165 und 5[165* folgt ,,15/165.
Diesem Beispiel liegt keine logische Identitdt zugrunde, trotzdem betrachtet
man die Folgerung als zutreffend, weil sie auf einer im Bereich der natiirlichen
Zahlen allgemeingiiltigen Aussageform beruht, némlich: .
Wenn a ein Teiler von ¢ und b ein Teiler von c ist, so ist auch das kleinste ge-
meinsame Vielfache von @ und b ein Teiler von c.

Es wird nun deutlich geworden sein, in welchem Sinne man bei Aussagen — wir -
wollen sie zur Unterscheidung von Aussageformen hier mit A* bzw. B* kenn-
zeichnen — die Redeweise ,,Aus 4* folgt B** zu verstehen hat. Man betrachtet
sie — allgemein gesagt — dann als zutreffend, wenn 4* und B* aus gewissen Aus-
sageformen 4 bzw. B durch Belegung der Variablen hervorgegangen sind, wobei
fiir diese Aussageformen in unserem urspriinglichen Sinne gilt, - dal B aus 4

folgt. .
Bei dieser Auffassungsweise gilt fiir Aussagen 4* und B* der
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- Satz:

‘Wenn B* aus A* folgt, so ist die Implikation A* —~ B* wahr.

Beweis :

Angenommen, B* folgt aus 4*, Dann miissen nach der eben gegebenen
Erklirung 4* und B* aus Aussageformen A und B hervorgegangen sein,

" fiir die gilt,"daB B aus 4 folgt. Dann ist-nach dem im Abschnitt 1.2.2.
angefiihrten Satz ( 21) A — B allgemeingiiltig und somit 4* — B* wahr,
w. z. b. w.

Durch diesen Satz wird der Zusammenhang zvﬁschen dem Folgerungsbegriff und
der Implikation fiir den Fall angegeben, daB Aussagen durch ,,Aus. .. folgt...*

miteinander verkniipft werden. Es ist zu beachten, daB hier — im Gegensatz ‘- 7

zu Aussageformen — die Umkehrung des Satzes micht gilt: Wenn A* — B*
wahr ist, braucht nicht B* aus A* zu folgen. Man sieht das am besten an einem
einfachen Beispiel ein. -

Betspiel :

34) Gegeben sei: ,,Wenn 2 < 6, so ist 2 ein Teiler von 6.
Diese Implikation ist wakr, weil sowohl 2 < 6 als auch 2|6 wahre Aussagen sind.
Man wiirde es aber kaum akzeptieren, wenn jemand sagt: ,,Aus 2 < 6 folgt 2|6,
In der Tat ist es fiir die zugrunde liegenden Aussageformen a < b bzw. a|b
‘nicht richtig, daB aus a < b folgt a|b. Oder anders ausgedriickt: Die Implikation
»Wenn a < b, s0 a|b* ist nicht allgemeingiiltig.

'1.2.5. Das Gewinnen von Folgerungen

Wir. wollen uns nun der Frage zuwenden, wie man feststellen kann, ob aus einer
Aussageform 4 die Aussageform B folgt. Dabei interessieren uns in erster Linie
die Fille, bei denen A erfiillbar und B verschieden von 4 ist. Eine dhnliche Frage
ist.auch: Wie findet man zu einer Aussageform A4 weitere Aussageformen, die aus A
folgen ? ‘
Die Definition des Folgerungsbegriffs hilft uns hier nicht weiter. Sie. legt zwar
fest, was ,,Aus A folgt B* bedeuten soll, liefert aber keine allgemein anwendbare
Methode, mit der man irgendwie entscheiden kann, ob tatsichlich B aus A4 folgt,
oder mit der man wirklich Folgerungen aus 4 gewinnen kann. Das liegt daran,
daB es im allgemeinen gar nicht moglich ist, die Vielfalt aller Modelle einer Aus-
sageform A4 zu untersuchen. Wenn wir also die durch die beiden Fragen gestellten .
Probleme lésen wollen, miissen wir uns auf Verfahren orientieren, die okne die
Betrachtung spezieller Modelle auskommen — d. h. ohne inhaliliche Deutung dex vor-
kommenden Ausdriicke. '

Bevor wir weitere Uberlegungen anstellen, wollen wir die Fragestellung noch etwas
prézisieren. Es geht um folgende Dinge:

1. Gibt es Verfahren, um aus gegebenen Aussageformen 4,, 4,, ..., 4, weitere
Aussageformen zu gewinnen, die aus {{4,, 4,, ..., 4,} folgen?
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2 Gibt es Verfahren, um von einer gegebenen Aussa,geform B feststellen zu konnen,

ob sie aus gegebenen Aussageformen: 4,, 4y, ..., A, folgt?

Wenden wir uns der ersten Frage zu. Sie Verlangt anzugeben, wie man von gege-

benen Aussageformen ausgehend weitere, daraus folgende gewinnen kann. Da

es hierbei — wie schon erwihnt — nicht méglich ist, sich auf inhaltliche Deutungen
~zu stiitzen, kann es nur darum gehen, gewisse Regeln zu finden, nach denen man

* sich zu richten hat. Diese Regeln miissen folgende Bedingungen erfiillen:

1. Sie diirfen sich nicht auf inhaltliche Deutungen der vorkommenden Ausdrucke-

" beziehen, sondern nur auf deren formale, logische Struktusr.

- 2. Wenn mit Hilfe der erwihnten Regeln ein Ausdruck B aus Ausdriicken 4,, ..., 4,

. gewonnen worden ist, so muB sicher sein, daB8 B aus {4,, ..., 4,} folgt.

Aus der Definition des Folgerungsbegriffs (7 18f.) ergibt sich insbeson’derg: Wenn

die Audsriicke 4,,..., 4, simtlich allgemeingiiltig sind, dann muB auch B

allgemeingiiltig sein.

* 3. Das System der Regeln muB iiberschaubar sein, d. h., es muB stets in endlich

vielen Schritten nachgepriift werden kdnnen, ob ein bestlmmtes Vorgehen den

gegebenen Regeln entspricht oder nicht. .

- Regeln, die die Bedingungen 1. bis 3. erfiillen, bezeichnet man als Schluﬁregelnl),
das mit ihrer Hilfe erfolgende Ubergehen von gegebenen Ausdriicken zu weiteren
nennt man Schliefen?). Ist das Schliefen auf ein bestimmtes Ziel gerichtet (auf,
das Gewinnen eines bestimmten Endergebnisses), so nennt man es Beweisen (oder
auch Herleiten bzw. Ableiten). Halten wir nun fest: -
1. Das Gewinnen von Aussageformen, die aus gegebenen Aussa.geformen folgen,

" geschieht durch Anwenden der SchluBiregeln auf die gegebenen Ausdriicke. (Selbst-

- versténdlich ist damit nicht garantiert, daB man auch zu mathematisch bedeutungs-
vollen Folgerungen gela,ngt )

2. Wenn es gelingt, eine gegebene Aussageform B mit Hilfe von SchluBregeln
in endlich vielen Schritten aus gegebenen Aussageformen A4,,4,, ..., 4, herzu-

- leiten, dann ist dadurch enfschieden, daB B aus {4,,..., Ad,} fo]gt bzw. dafl
Ay N\ 43 A - - - N\ Ay — B allgemeingiiltig ist. . :

1.3. Das Beweisen
1.3.1. Definition des Begriffs »Beweise

Die eben angestellten Uberlegungen haben uns zu den Begriffen ,,SchluBregel“
;»SchlieBen und »Beweisen‘‘ gefithrt und glelchzelug die Voraussetzungen dafiir
geschaffen, eine Definition fiir die Beweisbarkeit eines Ausdrucks wie auch fiir
den Begriff ,,Beweis‘ selbst angeben zu konnen.

Definition :
Aus einer Menge X von Ausdriicken ist ein Ausdruck H bewezsbar (oder
ableztbar) genau dann, wenn er ein Element von X ist oder durch alleinige

1) Vgl. Naas, J. — H. L. SCHMID: Mathematzsches Worterbuch, Band II. A. a. 0 S 549.
2) Vgl. KLAUA, D.: Allyememe Mengenlehre. Akademxe—Verlag, Berlin 1964, S. 25£f.
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Anwendung der vorgegebenen SchluBregeln in endlich vielen Sehritten aus
Elementen von X gewonnen werden kann.?) ‘

Beweisen ist in diesem Sinne eine rein formale Angelegenheit. Es wird dabei nur
auf die Struktur aller vorkommenden Ausdriicke Bezug genommen, nicht auf
deren Inhalt. Entsprechend wird auch der Begriff ,,Beweis‘‘ erklirt.

Definition :
Ein Beweis fiir einen Ausdruck H ist eine endliche Folge von Ausdriicken
Hy, Hyy o ooy Hyy H (mit H selbst an letzter Stelle), wobei fiir jeden solchen
Ausdruck gilt, da er zur Menge X der vorgegebenen Ausdriicke gehirt oder
aus in der Folge vorangehenden Ausdriicken durch Anwendung einer SchluB-
regel hervorgeht.l) :

Auf diese Definitionen sind wir vor allem durch die vorangegangenen theoretischen
Uberlegungen gefithrt worden. Es bleiben nun wieder einige Fragen zu klaren.
Zunichst ist zu prifen, ob durch die angegebenen Definitionen auch wirklich
die iibliche mathematische Prawis hinsichtlich des Beweisens erfaBt wird.

Zur Beantwortung dieser und weiterer Fragen wird es zweckméBig sein, wenigstens
einige einfache mathematische Beweise genau zu analysieren.

Bestimmte Dinge konnen aber jetzt schon gesagt werden:

a) Damit die fiir den Begriff ,,Beweis* gegebene Definition tiberhaupt brauchbar
wird, mul man voraussetzen, daf stets in endlich vielen Schritten entscheidbar
sein soll, ob ein Ausdruck zur Menge X der vorgegebenen Ausdriicke gehért

~ oder nicht bzw. ob eine benutzte SchluBweise einer der vorgegebenen SchluB- ‘

regeln entspricht oder nicht. Die zweite Bedingung hatten wir schon genannt
— ‘wir sprachen von der ,,ﬁberschauba,rkelt“ des zugrunde gelegten Systems
von SchluBregeln — die erste ist aber genau so wésentlich, wenn man zu einem
verniinftigen Beweisbarkeitsbegriff kommen will. Nur wenn beide Bedingungen
erfiillt sind, kann man in endlich vielen Schritten entscheiden, ob eine Folge
von Ausdriicken ein Beweis ist oder nicht. Ohne die Eigenschaft der Ent-
scheidbarkeit wire ein Beweisbarkeitsbegriff von vornherein unbrauchbar.

b) Unsere Erklirungen und Uberlegungen beziehen sich hier stets auf ,fertige®
Beweise, auf schon vorliegende SchluBketten. Unsere Definition des Begriffs
»,Beweis* gibt keinerlei Auskunft dariiber, wie man Beweise zu speziellen
Sétzen findet.

¢) Der formale, nicht an spezielle Inhalte gebundene Charakter von Beweisen
wird in der tiblichen mathematischen Praxis nur stellenweise deutlich sichtbar.
Vor allem beim Swuchen nach einem Beweis, aber auch bei seiner miindlichen
oder schriftlichen Wiedergabe hat man sehr hdufig nicht nur die Struktur
der vorkommenden Ausdriicke im Auge, sondern man liBt sich auch mehr
oder weniger stark von inhaltlichen Vorstellungen leiten. Das heiBit mit an--
deren Worten, daf man beim Beweisen oft ein bestimmtes festes Modell der
jeweiligen Ausdrucksmenge X vor Augen hat. Derartige Modellvorstellungen

1) Vgl. Naas, J. — H. L. ScBEMID: Mathematisches Worterbuch, Band I. A. a. O., S. 13 und 1971,
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kénnen das Auffinden und auch das Verstehen von Beweisen sehr erleichtern.
Es wire ganz abwegig, darauf etwa zu verzichten. Man mu8 nur sicherstellen,
daB der Beweis auch unabhingig von der speziellen Modellvorstellung Griiltig-
keit besitzt. Es diirfen also insbesonders keine Eigenschaften des speziellen
Modells benutzt werden, die durch die Ausdrucksmenge X gar nicht gegeben
sind. (Was dabei als ,,gegeben angesehen werden darf und was nicht, héngt
u. a. natirlich davon ab, welche Bestandteile der Ausdriicke von X als
Variable — Individuenvariable bzw. Pridikatenvariable — aufzufassen sind und |,
welche als Konstanten zu gelten haben. Man vergleiche dazu die Analyse der
Beispiele 29 und 30 im Abschnitt 1.2.3., 7 21f.) Insofern ist das Beweisen
trotz der Orientierung an Modellvorstellungen eben doch eine formale, nicht
auf einen speziellen Inhalt bezogene Angelegenheit — ganz unabhéngig davon,
ob bzw. wie weit der formale Oharakter von Beweisfithrungen auch bewuft
erkannt wird.
Eine weitere Frage, die sich im Zusammenhang mit den anfangs gegebenen De-
finitionen ergibt, betrifft die Schlufregeln. Von ihnen ist jetzt schon viel die Rede
gewesen, wir haben uns auch iiberlegt, welche Anforderungen an sie zu stellen
-sind, aber wir haben noch keine Schlufiregel wirklich angeyeben Diesem Problem
wollen wir uns nunmehr zuwenden

1.3.2. SchluBiregeln

In Anlehnung an unser Vorgehen bei der Erliuterung des Folgerungsbegriffs
(' 17ff.) wollen wir auch diesmal verschiedene Beispiele betrachten — es wird
sich um Beispiele von mathematischen SchluBweisen handeln — und dabei die
benutzten SchluBregeln herauspriparieren. :

- Beispiel :

35) Im Mathematikunterricht lernen die Schiiler folgenden Satz ‘kenn‘('an:
,»Alle natiirlichen Zahlen, deren Quersumme durch 3 teilbar ist, sind selbst
durch 3 teilbar.* - ]
Nehmen wir an, ein Schiiler untersucht nun die Zahl 78432. Er findet, daB ihre
Quersumme 24 ist. Da sie durch 3 teilbar ist, schlieBt er: 78432 ist eine durch 3
teilbare Zahl.

Welche Schlufregeln werden bei einer solchen Uberlegung benutzt ?
Um sie deutlich zu machen, wollen wir den obigen Satz zunichst etwas umformu-
lieren, und zwar wie folgt:
,Fir alle natiirlichen Zahlen @ gilt: wenn die Quersumme von @ durch 3
teilbar ist, dann ist auch a selbst durch 3 teilbar. “

Der Schiiler vollzieht dres Schliisse:

Erstens: Da der angegebene Zusammenhang fiir alle natiirlichen Zahlen gilt, muB
er auch fiir eine beliebige naturhche Zahl z gelten. Das heillt, es muB auch folgendes
richtig sein:

Wenn die Quersumme von « durch 3 teilbar ist, dann ist auch z selbst durch
3 teilbar.
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Zweitens: Da « eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet, kann man fir @ sicher -
auch die Zahl 78432 einsetzen. Es muB demnach gelten:
Wenn die Quersumme von 78432 durch 3 teilbar ist, dann ist auch 78432
selbst durch 3 teilbar..

Drittens :

Da die Quersumme von 78432 tafsdchlich durch 3 teilbar ist, muB auch
784;32 selbst durch 3 teilbar sein.

Losen wir uns vom speziellen Inhalt der Schliisse, dann werden die Schluﬁregehb
nach denen vorgegangen wurde, deutlich.
Die zuerst benutzte SchluBiregel kann wie folgt formuhert werden:

Wenn aus einer Menge X von' Ausdriicken der Ausdruck ,,Fir jedes o gilt
H(a)‘ beweishar ist, dann ist fiir ein beliebiges Element x der Ausdruck H(z)
aus der Menge X beweisbar.?)

Mit anderen Worten:

Wenn man einen Satz der Form ,,Fur jedes a gilt H(a)** bewiesen hat (dabei
soll H(a) wieder irgend einen Ausdruck bezeichnen, in dem die Variable a
nur frei vorkommt), dann gilt auch der Ausdruck H(z) als bewiésen, in dem’
z als freie Variable fiir die Elemente des jeweiligen Grundbereichs anzusehen
ist. , '

Man spricht in diesem Zusammenhang gewohnlich vom Schluf aus einer All-

aussage. In symbelischer Darstellungsweise kann man diese Regel auch wie folgt '

angeben:

V a H(a)

- Hiz) ‘ ; A
Dabei steht oberhalb des Strichs der Ausdruck, aus dem geschlossen wird, und
unterhalb des Strichs der Ausdruck, auf den geschlossen wird. -

Die im zweiten Schritt benutzte Schlufiregel 148t sich — schon etwas verallge-
meinert — so formulieren:

Wenn fiir ein beliebiges Element 2 der Ausdruck H(z) aus einer Menge X
von Ausdriicken beweisbar ist, dann ist der Ausdruck H(T') aus der Menge X
beweisbar, der aus H(x) dadurch hervorgeht, daB die Variable z in H(z) an
allen Stellen durch den Term 7' (der in unserem Fa,lle die Ziffer 78432 1st)
ersetzt wird.

In Kurzdarstellung:
H(=)
H(T)
(Falls der Term T selbst Indlwduenva.rlable enthalt, ist zu beachten, dafB

sie von in H(z) eventuell vorkommenden gebundenen Variablen verschieden
sein miissen.)

Man bezeichnet diese SchluBiregel als Regel fiir die Termeinsetzung. !

1) Wir setzen dabei natiirlich wieder voraus, da8 fiir die Variablen ¢ und z ein nicht leerer Grundbereich &
vorgegeben ist — vgl. auch Abgchuitt 1.1:2., / 10£f.
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Die im éritten Schritt benutzte SchluBregel kann wie folgt formuiiert werden:

Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck ,,Wenn H,, so H,«
beweisbar ist und aus der Menge X auch H, beweisbar ist, dann ist: H, aus
der Menge X beweisbar.
In symbolischer Schreibweise:
H; — H,
H,
H,

Man spricht hier vom Schluf aus einer Implikation bzw. von der Abtrennungsregel

Wir wollen die Frage aufwerfen, ob die SchluBiregeln, zu denen wir durch die

Untersuchung des Beispiels 35 gelangt sind, auch jene Bedingungen erfilllen, die

© wir im Abschnitt 1.2.5. ( 7 26f.) formuliert haben.

Unmittelbar klar ist, daB die SchluBregeln sich nicht auf mha,lthche Deutungen

stiitzen, sondern nur auf die logische Struktur der Ausdriicke. Es bleibt zu priifen,

ob man bei Anwendung dieser SchluBregeln stets nur zu solchen Ausdriicken
gelangt, die aus den jeweils vorgegebenen Ausdriicken folgen. )

Betrachten wir als erstes den SchluB aus einer Allaussage. Die Frage lautet:

Wir schlieBen aus V a H(a) auf H(x), aber folgt H(z) auch aus V a H(a) ?

Auf Grund des im Abschnitt 1.2.2. (7 21) bewiesenen Satzes konnen wir da-

fiir auch fragen: Ist der Ausdruck V o H(a) — H(z) allgemeingiiltig %

- Das ist aber offensichtlich der Fall, denn es kann keine Vanablenmterpretatlon
iiber einem Grundbereich G' geben, die V a H(a) erfiillt und H(z) zugleich nicht
erfiillt. (Wurde fiir irgend ein’ spezielles 2 der Ausdruck H(x) falsch, so wire auch
VaH(@) — d.h. ja ,,Fir jedes a gilt H(@)*“ — falsch.) Also kénnen wir fest-
stellen: Aus V a H(a) ist H(x) ableitbar und zugleich folgt auch H(z) aus V a H(a).
Eine dhnliche Uberlegung zeigt, daB auch H(T) aus H(w) folgt sofern H(z) fiir
beliebige x gilt (Termeinsetzung).

H(z) ist dann némlich allgemeingiiltig (wird also von jeder Variableninterpretation
erfiillt), und somit ist auch H(T) -allgemeingiiltig (falls 7' Variable enthilt) bzw.
wahr (falls T ein festes Element aus dem Grundbereich bezeichnet). Auf jeden
Fall ist H(x) — H(T') dann allgemeingiiltig, d. h. aber, daB H(T') unter den ange-

-gebenen Bedingungen aus ‘H(z) folgt. (Die Bedingung, daB H(x) fiir belicbige

- gelten soll, ist iibrigens sehr wesentlich! Hat man némlich einen Ausdruck H(zx),
bei dem das nicht der Fall ist, so fiihrt eine Termeinsetzung keineswegs immer
zu einem Ausdruck, der aus H(z) folgt, z. B.: Setzt man in dem Ausdruck ,,2 < 5
fir  den Term 2 a ein, so erhilt man ,,2 @ < 5%, und es ist offensichtlich, daB
»2 a < 5% nicht aus ,,x < 5 folgt.) :

Betrachten wir nun die Abtrennungsregel. Es ist wieder zu fragen, ob H, aus
H, - H; und H, folgt bzw. ob der Ausdruck [(H, — H,) A H,] - H, allgemein-
giiltig ist,

Auch diese Frage ist zu bejahen; denn der Ausdruck [(H, - Hy) A H;] — H, ist
eine aussagenlogische Identitit, d. h., bei jeder Ersetzung der Variablen'H, und

" Hy durch spezielle (wahre oder falsche) Aussagen wird die entstehende Gesamt-

aussage wahr (7 15£f; Abschnitt 1.1.7.).

31



Wir kénnen also wieder feststellen: Aus H; —'H, und H, ist H, ableitbar (mit
Hilfe der Abtrennungsregel) und zugleich folgt auch H, aus H;, — H, und H,.

Beispiel :
36) Es soll folgender Satz bewiesen werden:
,,Fiir alle reellen Zahlen a gilt: wenn a > 1 ist, so-ist a? > 1.
Man kann den Beweis wie folgt-fithren:
a) Sei a eine beliebige reelle Zahl, die grofer als 1 ist, also a > 1.
b) Aus einer Ungleichung der Form % > v kann fiir nicht negative w stets
u + w > v gefolgert werden. Es gilt in unserem Fall also auch
a+a(@—1)>1;denndaa > 1,ist a (e — 1) auf jeden Fall positiv.
¢) Ausmultiplizieren und Zusammenfassen ergibt o > 1. Damit ist fiir alle
reellen Zahlen gezeigt: wenn a > 1 ist, so ist auch a? > 1.

Wir wollen die Analyse dieses Beweises hier noch nicht vollstindig durchfiihren,
Das soll einem spéteren Abschnitt (A 471f.) vorbehalten bleiben. Vorldufig
begniigen wir uns damit, zwei weitere SchluBregeln herauszuarbeiten, die in dem
Beweis benutzt worden sind. .
1. Um die Aussage ,,Fiir alle reellen Zahlen o gilt: . . .* zu beweisen, wurde sie
fiir irgend eine beliebige Zahl a bewiesen. Man hat also folgende SchluBregel
‘benutzt:
Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken fiir ein beliebiges Element z des
Grundbereichs @ der Ausdruck H(x) beweisbar ist, dann ist der Ausdruck
,»Fir jedes a gilt H(a)* beweisbar.?)
In Kurzdarstellung:
H(x)
V aH(a)

~ Man spricht hier vom Schluf auf eine Allaussage.

2. Um die Implikation ,,Wenn @ > 1, so ist a?> 1‘° zu beweisen, Wurde ange-
nommen, die in der Implikation enthaltene Voraussetzung ,,@ > 1¢ sei erfillt. -
Dann wurde unter Heranziehung verschiedener Hilfsmittel weiter geschlossen,
bis man zur Behauptung ,,a®> > 1 gelangte, und daraufhin Wurde die Tmpli-
kation ,,Wenn a > 1, so ist a? > 1 als bewiesen angesehen.

Es ist also folgende SchluBregel benutzt worden:
Wenn durch Hinzunahme des Ausdrucks H, zu einer Menge X von Aus-
driicken aus der dadurch entstandenen Menge X u{H, }?) der Ausdruck H,
beweisbar ist, dann ist aus X der Ausdruck H; — H, beweisbar.

Man nennt das den Schluf auf eine Implikation. (Eine Kurzdarstellung dieser

Regel in der bisher immer angegebenen Art wire hier und auch bei einigen der

noch folgenden SchluBregeln etwas umstandlich. Wir wollen deshalb darauf ver-

zichten.)

13

1) Zur deutlichen Unterscheidung wurde hier die freie Variable mit « und die gebundene Variable mit &
bezeichnet. Im Beispiel haben wir - — in Anlehnung an die iibliche Praxis — gleich mit a als freier
Variabler gearbeitet, da MiBverst#ndnisse nicht zu befiicchten waren und der Variablengrundbereich
fiir  und fiir o derselbe ist.

2) Diese Schreibweise bezeichnet die Vereinigungsmenge aus der Menge X und der Menge { Hy}. Mit { H,}
ist die Menge gemeint, die als einziges Element H, enthilt. ) X
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Es sei gleich noch auf eine Konsequenz aus dieser SchluBregel aufmerksam ge-
macht: Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken ein Ausdruck H beweisbar ist,
dann ist stets auch der Ausdruck H, — H aus X beweisbar, wobei H, irgend ein
beliebiger Ausdruck der jeweils betrachteten mathematischen Teildisziplin sein
kann,
Da namlich H schon aus X allein beweisbar ist, mu8 H auch aus X u {H,} be-
weisbar sein, und damit ist nach der eben formulierten SchluBregel aus der Aus-
drucksmenge X auch der Ausdruck H, — H beweisbar. Allerdings mu8 gesagt
werden, daB die mathematisch interessanten und bedeutsamen Ausdriicke der
Form Hy — H im allgemeinen die sind, bei denen der Ausdruck H aus X u {H,}
beweisbar, aus X allein aber nicht beweisbar ist. (Am Rande sei hier erwahnt, dall
es aber auch ein echtes mathematisches Problem sein kann, ob ein: Ausdruck H,
der aus X u {H,} hergeleitet worden ist, schon aus X allein beweisbar ist. So
war es beispielsweise lange Zeit unklar, ob geometrische Sitze, die unter Voraus-
. setzung des Parallelenaxioms hergeleitet worden waren, auch ohne Benutzung
dieses Axioms beweisbar wiren.)
i/ Auch bei den eben gewonnenen Schlufiregeln wire zu fragen, ob sie in dem schon
. erklirten Sinne ,,zulissig® sind. Da es daran aber kaum Zweifel geben diirfte
und wir auBerdem bei anderen SchluBregeln schon gesehen haben, wie entspre-
chende Uberlegungen im Prinzip verlaufen, wollen wir hier und auch bei den
folgenden Beispielen auf den Nachweis der Zulissigkeit verzichten.
Es sei jedoch darauf hingewiesen, daB das Schliefen auf eine Implikation an das
Erfiilltsein gewisser Bedingungen gekniipft ist, die die Einsetzungsregel betreffen,
Eine einfache Uberlegung an Hand des Beispiels 36 (7 32) soll deutlich machen,
was gemeint ist: - ‘
Aus Xu{a>1} war ,,a®> 1 beweisbar. Wiirde man jetzt in a einselzen
— etwa die Variable b — so wire aus X u {@ > 1} der Ausdruck ,,b2 > 1 und
damit aus X die Implikation ,,Wenn a > 1, so 1st b2 > 1% beweisbar, die nicht
allgemeingiiltig ist, wie man sofort sieht.
Damit hatten wir also aus wahren bzw. allgemeingq‘iltigen Ausdriicken einen nicht
allgemeingiilfigen Ausdruck hergeleitet. Das kann man aber nicht zulassen, es
widerspricht der im Abschnitt 1.2.5. (7 27) aufgestellten 2. Bedingung.
Der Fehler beruht offenbar darauf, daB in dem Ausdruck ,,a2> 1¢ fir die
Variable @ der Term b eingesetzt wurde (nach der Regel der Termeinsetzung, / 30),
obwohl die Variable @ auch in dem Ausdruck ,,@ > 1¢ vorkommt, qus dem der
Ausdruck ,,02 > 1° hergeleitet worden ist.
So etwas muB also ausgeschlossen werden, und zwar nicht nur bei Individuen-
variablen, fiir die wir uns das eben iiberlegt haben, sondern auch bei eventuell
vorkommenden Pradikatenvariablen.
" Vielleicht ist jetzt der Eindruck entstanden, daB man beim SchlieBen auf eine
Implikation leicht Fehler machen kann, ohne es zu bemerken. Das ist aber im
allgemeinen nicht der Fall. Die im Zusammenhang mit dem SchlieBen auf eine
Implikation bestehenden Einschrinkungen fiir das Einsetzen in Variable werden
bei Beweisfiihrungen eigentlich von jedem einigermaBen Sachkundigen beachtet,
auch wenn er die oben dargelegte Problematik gar nicht explizit kennt. Es geht
ja einfach darum, daB man im Laufe eines Beweises nicht ohne weiteres in Variable
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einsetzen darf, die durch ihr Auftreten in den Voraussetzungen eine bestiramte,
festgelegte Bedeutung erhalten haben. Diese Bedingung wird aber — wie schon
gesagt — kaum miBachtet.

Beispiel:

37) Es soll gezeigt werden, daB die Gleichung «® +42? + 22 + 8 =10 wemgstens
eine reelle Lésung besitzt. Man kann die zu bewelsende Behauptung auch wie
folgt formulieren:

»Es gibt wenigstens eine reelle Zahl 2, fiir die gllt 23 4+ 4 22 +2x+ 8= 0.
Nehmen wir an, daB zwei verschiedenen Schiilern der Beweis dieser Behauptung
als Aufgabe gestellt worden ist. '
Schiiler A argumentiert so: ,,Ich habe durch Probieren gefunden, da8 firz = — 4
die Gleichung erfiillt ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.‘

Schiiler B schlieBt dagegen wie folgt: ,,Nehmen wir an, es gébe keine reelle Zahl z,
die die Gleichung % + 4 22 + 2z + 8 =0 erfiilllt. Das wire gleichbedeutend
.demit, daB die ganzrationale Funktion y = #* 4+ 422 + 22 4 8 keine Null- -
stelle besiBe, im Widerspruch zu dem Satz, daB jede ganzrationale Funktion .
ungeraden Grades stets wenigstens eine reelle Nullstelle besitzt. Unseré An-
nahme ist demnach falsch und die Beha.uptung somit bewiesen.*

Suchen wir wieder einige SchlyBregeln, die in dlesem Beispiel benutzt worden
- sind. -

Schiiler A konnte die Existenzaussage (,,Es gibt wenigstens ein .. .*“) dadurch
beweisen, daB er ein Element angegeben hat, durch das die Glelchung erfiillt wird.
Er benutzte also folgende SchluBregel:

Wenn sich ein Element  angeben 1a8t, fiir das der Ausdruck H(z) aus einer
Menge X von Ausdriicken beweisbar ist, dann ist aus-X der Ausdruck 3 a H(a)
(das bedeutet ,,Es gibt ein a, fir das H(a) gilt*) beweisbar.

Man spricht dabei vom Schluf auf eine Existenzaussage.

Schiiler B hat die Verneinung der zu beweisenden Behauptung als Voraussetzung
benutzt, daraus einen Widerspruch hergeleitet und dann geschlossen, daB die
Verneinung der Behauptung nicht gelten kann und somit also die ursprunghche '
Behauptung richtig sein muB.

Bei diesem Vorgehen wird zunéchst folgende SchluBregel angewendet:

Wenn aus einer- Ausdrucksmenge X’ = X u {H} ein Widerspruch ) herge-
leitet werden kann, dann ist aus X der_Ausdruck ,,nicht H* beweisbar.

Man nennt diese SchluBregel Schluf auf eine Negation und bezeichnet einen Be-

weis_bei Anwendung dieser Schlufiweise gewohnlich als indirekten Bewess. ’

In unserem Beispiel wurde ein schon verneinter Ausdruck (~H) zu den sonstigen

Voraussetzungen hinzugenommen. Nach der eben formulierten SchluBregel ergibt

sich dann zunéchst ein doppelt verneinter Ausdruck: ~ (~ H). Von ihm wurde

dann auf H geschlossen. Es ist also noch folgende SchluBregel benutzt worden:
‘Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck ~ (~ H) beweis-
bar ist, dann ist aus X der Ausdruck H bewelsbar

- 1) Von einem Widerspruch sprechen wir, wenn aus X’ ein Ausdruck H, und auierdem auch die Verneinung
von H, ableitbar ist.
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In Kurzfassung:
~(~H)
H

Diese Schlufiregel' nennt man Schluf aus einer Negation:

Beispiel :

38)

- Nehmen wir an, es soll bewiesen werden- .

»Ein Produkt @ -b von natiirlichen Zahlen ist genau dann ‘durch eine Prlm-

- zahl p tellbar, wenn wemgstens einer der Faktoren des Produkts durch » teil-

bar ist.

In formalisierter Schreibweise sieht -der Satz — wenn man voraussetzt, da p
eine Primzahl ist — so aus:

»wpl(@-b) —pla\ p|b*

Der Beweis, den wir jetzt nicht im einzelnen durchfiithren wollen, miite in zwei
Hauptschritten erfolgen:

Erstens wire zu zelgen

s»sWenn die Primzahl p ein Teiler von a- b ist, dann 1st p ein Teiler von @ oder
ein Teiler von b.¢

Zweitens miite bewiesen werden:

_»Wenn die Primzahl p ein 'I‘eller von a oder ein Teiler von & ist, dann ist p ein

Teiler von a - b.**

Fiir den Beweis des Satzes im Beispiel 38 miifite also folgende SchluBregel benutzt

werden:

Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck ,,Wenn Hl, so Hy*
beweisbar ist und aus X auch der Ausdruck ,,Wenn H,, so H;* beweisbar
ist, so ist aus X der Ausdruck ,,H, genau dann, wenn Hz“ bewelsba.r.

In kurzer Darstellungsweise: :

H, - H,

‘Hy - H,

- H; = H,

Man nennt diese SchluBregel Schluﬁ auf eine Aquivalenz.
Ohne Untersuchung eines neuen Beispiels sei bemerkt, daB man auch von der
Umkehrung dieser SchluBregel Gebrauch macht, vom Schluf aus einer Aquivalenz:

. 39)

g%

Wenn aus X der Ausdruck H, «» H, beweisbar ist, dann ist aus X der Aus-
druck H, - H, und auch der Ausdruck H, — H, beweisbar.

-Beispiel s

Wir wollen uns iiberlegen, wie man folgenden Satz beweisen konnte: ,
,»Das Quadrat einer nicht durch 3 teilbaren natiirlichen Zahl 148t bei Division
durch 3 stets den Rest 1.

Wir gehen zum Beweis davon aus, daB a eine nicht durch 3 teilbare naturllche
Zahl sein soll. Dann muB sich ¢ in der Form 3 # 4 l.oder in der Form 3y -+ 2
darstellen lassen, wobei # und y ebenfalls natiirliche Zahlen (zu denen wir auch
die Null rechnen) sind. Es muB also gelten ¢ = 32 + 1 oder @ = 3y + 2.
Im ersten Fall ist a2 = 922 + 82 1 1 bzw. a2 =3.(322 + 22) + 1. Wie
man aus dieser Darstellung sieht, 168t a2 bei Division durch 3 den Rest 1.
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Im zweiten Fall ist a? = 942 + 12y + 4 bzaw. a2 =3- (392 + 4y + 1) + 1.
Auch hier 188t also a? bei Division durch 3 den Rest 1.
Damit ist der Satz bewiesen.

Wir finden in Beispiel 39 eine SchluBweise, die uns in den bisherigen Beispielen
noch nicht begegnet ist. Analysieren wir dazu wieder etwas den vorgelegten
Beweis:

Da auf eine Implikation geschlossen Werden mulB, wurde zunéchst das Vorderghed
der Implikation — die Voraussetzung ,,@ ist nicht durch 3 teilbar“ — zu den
sonstigen Voraussetzungen hinzugenommen. Das ist uns nicht mehr neu. Nun
wurde aus den Voraussetzungen auf die Alternative ,,a = 3 2 + 1 odera =3 y -} 2«
geschlossen. Dann folgte eine Fallunterscheidung: Erst wurde a = 3z + 1 als
Voraussetzung angenommen und daraus die zu beweisende Behauptung — also
,,02 148t bei Division durch 3 den Rest 1 — hergeleitet, und ddnn wurde die
gleiche Behauptung auch unter der anderen Voraussetzung o = 3 y + 2 bewiesen.
Nach all dem wurde schlieSlich gesagt, daB der Satz damit bewiesen ist.

Die fiir uns meue SchluBregel lautet demnach folgendermafBen:

‘Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck ,,H; oder H,*“ be-
weisbar ist und wenn aus X u { H,} der Ausdruck H beweisbar ist und wenn
auch aus X u {H,} der Ausdruck H beweisbar ist, dann ist H aus X be-
weisbar.

Man nennt diese SchluBregel Schluf aus einer Alternative und spricht bei seiner
Benutzung gewdhnlich von einem Beweis durch Fallunterscheidung. Im iibrigen
ist diese SchluBweise nicht auf genau zwei Alternativglieder beschrinkt; sie 1aBt
sich auf mehr als zwei Alternativglieder verallgemeinern. :
Um MiBverstindnissen vorzubeugen, die sich aus der Verquickung des Schliefens
auf eine Implikation und des Schlieflens aus einer Alternative in unserem Beispiel
ergeben konnen, sollen die entsprechenden Beweisschritte noch einmal deutlich
gemacht werden:

X sei die Menge der Voraussetzungen, die in unserem Beweis benutzt, aber nicht
ausdriicklich genannt wurden. Aus X u {3 4{ a}?!) wurde auf ,,a =3z + 1 oder
a = 3y + 2 geschlossen. Dann wurde aus X u {3talu{a=3z+ 1} auf
,»@% = 1 mod 3" 2) geschlossen, anschliefend aus X v {a } 3}. vi{ia=3y+ 2}
ebenfalls auf ,,02 =1 mod 3. Daraus ergab sich, daB ,,a> =1mod 3 aus
X u {3} a} beweisbar ist (SchluB aus einer Alternative), und daraus schlieBlich
schlossen wir, daB aus X unser Satz ,,Wenn 3 | a, so a* = 1 mod 3 bevnesen ist
(SchluB auf eine Implikation). :

Beispiel :
40) Ein geometrischer Satz lautet: .
,»Wenn die Strecke AB durch eine zentrische Streckung auf dle Strecke ‘cD

abgebildet werden kann, dann liegen AB und CD auf zueinander parallelen
Geraden.*

1,3 + o* bedeutet ,,a ist nicht durch 3 teilbar.
*) Kurze Schreibweise fiir ,,a* 148t bei Division durch 3 den Rest 1.
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Daraus kann man schlieBen:
. s, Wenn die Strecken 4B und OD nicht auf zueinander parallelen Geraden liegen,
dann kann 4 B nicht durch eine zentrische Streckung auf CD abgebildet werden.* -

Diese in Beispiel 40 vorgefiihrte SchluBweise wird in der Mathematik immer
wieder benutzt.

Ihr liegt folgende SchluBiregel zugrunde:

Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck ,,Wenn H;, so H,*

beweisbar ist, so ist aus X der Ausdruck ,,Wenn nicht H,, so nicht H,* be-
weisbar.

Man spricht hier vom Kontmposztzonsschluﬁ Er kann in Kurzdarstellung wie folgt
angegeben werden:

H, - H,
~Hy > ~H,

Beispiel : :
41) Es soll bewiesen werden, da8 die Summe entgegengesetzt liegender Winkel an:
’ ‘geschnittenen Parallelen 180° betrigt. An Hand von Bild 1 kann das wie folgt

geschehen:

(1) « =7, da & und y ein Stufenwinkelpaar an parallelen Geraden bilden;

(2) y + B = 180° da y und # ein Nebenwinkelpaar bllden.

Aus (1) und (2) ergibt sich:

(3) & + B =180°% w.z.b.w.

Bild1

“Beim Ubergang von (1) und (2) zu (3) wurde ein SchluB benutzt, der in den bis-
herigen Beispielen noch nicht aufgetreten ist. Die entsprechende SchluBregel kann
wie folgt formuliert werden:

Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck a = b beweisbar ist
und wenn aus X der Ausdruck H(e) beweisbar ist, dann ist aus X der Aus-
druck H(b) beweisbar.
Diese Schlufiregel beruht auf einem Satz iiber die Identltat Er besagt, dal man
in einem Ausdruck eine Variable durch eine andere, die das Gleiche wie die ur-
spriingliche bezeichnet, ersetzen kann. Die Anwendbarkeit der SchluBregel im
Beispiel 41 beruht iibrigens unter anderem darauf, da8 man «, § und y in den
Gleichungen (1) bis (3) stillschweigend mcht als Vanable fir Winkel (also fiir
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~ geometrische Gebilde) ansieht, sondern als Variable fiir die Winkelgrifen. Als
Winkel sind ja o und ¢ gar nicht gleich, sie sind nur gleich grof. Streng genommen
miite man das in der Schreibweise zum Ausdruck bringen. Da aber gewdhnlich
“aus dem Zusammenhang hervorgeht, was jeweils gemeint ist, begniigt man sich
der Einfa,chheit wegen it der hier benutzten Darstellungsart.

Beisprel :

'42) Betrachten wir einen Beweis fir den Satz:

« ,Wenn a eine ungerade naturhche Zahl ist, dann ist auch a? eine ungerade
Zahl.*
Man nimmt fir den Beweis zunachst an, a sei tatséchlich eine ungerade Zahl.
Das. ist nach Definition gleichbedeutend damit, daB es eine natiirliche Zakln
gibt, fiir die @ = 27n + 1 gilt. Daraus gewinnt man durch Quadrieren
a?=4n2+4n+1=2-(2n%+4+ 2n)+ 1. Demnach gibt es also auch éiné
Zahl m, firr die a® = 2m + 1 gilt — némlich m = 252 + 27 — und somit
ist bewiesen, daB auch a? eine ungerade Zahl ist.

Neben uns schon bekannten SchluBregeln (SchluBl auf eine Implikation, Sehluﬁ

auf eine Existenzaussage) kommt in diesem Beweis eine SchluBweise vor, die. wir

uns bisher noch nicht bewu8t gemacht haben. Es ist der-Schluf aus einer Existenz-
aussage. Wir haben ihn benutzt, indem wir von dem Ausdruck

,»,Es gibt eine Zahl », fiir die 6 = 2n + 1 g]lt“
sofort zu '
a=2n-+1

iibergegangen sind, wobei wir stillschweigend vorausgesetzt haben, daB = fat-
“sdichlich eine derartige Zahl ist. Diese SchluBweise tritt in der Mathematik relativ
hiufig auf. Um die benutzte SchluBregel deutlicher hervortreten zu lassen, wire
es allerdings besser, nicht gleich mit der Variablenn weiter zu arbeiten. Man.
wiirde dann schlieBen:- '

t ,, s gibt eine Zahl n, fiir die a = 2n + 1 gilt. Sei nim p eine solche Zahl, .
© gelte also @ = 2 p +.1. Daraus ergibt sich . . .*
‘Wir konnen diese SchluBregel wie folgt allgemein formulieren:
Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck ,,Es gibt ein g, fiir
das H(a) gilt* beweisbar ist, dann ist aus X der Ausdruck H(z) beweisbar,
wobei # ein Element bezeichnet, fiir das H(z) gilt.
Bei Benutzung dieser SchluBiregel muB man sich im allgemeinen die fiir  ange-
gebene Bedingung fiir den weiteren Beweis merken. Es ist insbesondere nicht:.
moglich, fiir « wie fiir eine beliebige freie Variable irgendeinen Term einzusetzen.
Man kénnte sonst beispielsweise aus der wahren Aussage ‘
,, B8 gibt ein =, fir das 22 4 1 = 13 gilt*
durch Ubergang zu
2p+1=13

und anschlieBende Termeinsetzung — etwa fiir p die Ziffer 3 — auf den Ausdruck
7=13
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schlieBen, der ja offensichtlich falsch ist. Der Fehler kommt eben dadurch zu-
stande, daB gewissermaBen ,,vergessen‘‘ wurde, was p bedeuten soll, ndmlich jene
als existierend vorausgesetzte Zahl, die 2 p 4+ 1 = 13 zu einer wahren Aussage
macht. Das ist hier p = 6. .
Es ist also zu beachten: Beim Ubergang von Ja H(a) zu H(z) nach der obén

angegebenen SchluBregel ist die Variable z von den in H vorkommenden freien

Variablen und Konstanten abhdngig und kann nicht beliebig belegt oder umbe-

nannt werden. Man nennt « in-einem solchen Zusammenhang zuweilen auch eine

,,markierte‘ Variable.

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daB der uns schon bekannte SchluB auf eine

Existenzaussage im Beispiel 42 duBerlich etwas anders aussieht als im Belsplel 37

(7 34).

Wihrend dort eine bestimmie Zahl genannt wurde, die die betreffende Bedingung

erfiillte, haben wir diesmal eine Variable (ndmlich m) angegeben. Wir wissen

aber von ihr — aus den vorangegangenen Uberlegungen — daB sie stets ein Ele-
ment bezeichnet, das die verlangte Eigenschaft besitzt, und somit ist auch in

diesem Fall der SchluB auf eine Existenzaussage gerechtfertigt.

Wir wollen die Untersuchung von Beispielen nun abbrechen. Es wire zwar leicht

moglich, noch weitere SchluBweisen zu finden und- entsprechende Regeln zu for-

mulieren, aber gerade deshalb diirfte es sinnvoller sein, sich jetzt die Frage vor-

zulegen, ob man nicht zu einer Ubersicht iiber die in der Mathematik benutzten

SchluBregeln gelangen kann.

//

s
1.3.3. Systeme von SchluBregeln

Im Abschnitt 1.2.5. (7 27) hatten wir drei Bedingungen genannt, die wir
_ an SchluBregeln stellen wollten. Eine dieser Bedingungen verlangte, das System
der SchluBregeln miisse ,iiberschaubar* sein. Nun haben wir aus den im ‘vorigen
Abschnitt betrachteten Beispielen bisher zwar schon 14 SchluBregeln gewonnen,
trotzdem kénnen wir noch nicht sagen, daB wir damit ein System von SchluB-
regeln besitzen. Es ist ndmlich noch offen, ob man in der Mathematik mit diesen
14-SchluBregeln wirklich auskommt, oder ob man nicht doch noch andere benétigt.
DaB man noch weitere Schlufiregeln angeben kann, ist oben schon angedeutet -
worden; das mufl aber nicht bedeuten, daB man auch wirklich noch weitere '
SchluBregeln braucht. Es wire ja immerhin denkbar, daB man Beweise, in denen
wieder neue SchluBregeln auftreten, durch andere Beweise ersetzen kann; in denen
nur die von uns schon gefundenen SchluBregeln vorkommen. Man kénnte natiir-
lich auch fragen, ob nicht schon von unseren 14 SchluBregeln einige entbehrlich
sind. Die Beantwortung dieser zweiten Frage ist fiir unser Anliegen aber nicht
so bedeutsam wie die Klarung des zuerst genannten Problems.
In der mathematischen Grundlagenforschung sind verschiedene Systeme von
Schlufiregeln untersucht worden.?) Wir wollen uns hier — der Zielsetzung dieses

1) Siehe z: B. SCHROTER, K.: Theorie des logischen Schliefens. In: »Zeitschritt ﬁir mathematische Logi.k
und Grundlagen der Mathematik*, Band 1 (1955).
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Kapitels entsprechend — damit begniigen, nur ein System von SchluBregeln an-
* zugeben. )

Dabei entscheiden wir uns fiir die sog. Regeln des natiirlichen Schliefenst), die fiir
den Mathematikunterricht besonders relevant sind. Bevor wir sie angeben,
wollen wir aber zunéichst jene Uberlegungen darstellen, die diesem System zu-
grunde liegen.

Wie wir wissen, geht es beim Beweisen darum, aus gewissen Voraussetzungen
auf gewisse Behauptungen zu schlieBen. Dabei diirfen die SchluBregeln — wie
wir uns klar gemacht haben — nicht auf den Inhali der vorkommenden Aus-
driicke Bezug nehmen, sondern nur auf deren logische Struktur. Nun ist es aber
bekanntlich so, daB die logische Struktur mathematischer Ausdriicke im Grunde .
gar nicht sehr vielfaltig ist: es kommen Negationen von Ausdriicken vor, Kon-
junktionen, Alternativen, Implikationen und Aquivalenzen sowie Quantifizie-
rungen von Variablen. Da diese Verkniipfungen bzw. Quantifizierungen sowohl
bei den jeweiligen Voraussetzungen als auch bei den Behauptungen vorkommen °
konnen, benétigt man also fiir jede logische Verkniipfung bzw. fiir jede Quanti-
fizierung zwei Regeln: eine Regel, die besagt, wie man aus einem Ausdruck mit
einer bestimmten logischen Struktur schlieBt, und eine Regel, die besagt, wie

man auf einen Ausdruck mit der betreffenden logischen Struktur schlieBt. Daneben

benétigt man noch eine Termemsetzungsregel und eine Regel fiir die Umbenennung
gebundener Variabler.

Somit sind also folgende Schlufregeln erforderlich:

(1)  Schluf auf eine Negation
Im Abschnitt 1.3.2. (7 34, Beispiel 37) haben wir den SchluB auf eine Nega-
tion bereits kennengelernt. Deshalb geben wir hier nur eine Kurzfassung
dieser Regel an: :

Wenn aus X u {H} ein Widerspruch ableitbar ist, dann ist aus X
der Ausdruck ~H ableitbar.

Man kann also die Negation eines Ausdrucks dadurcl_.l beweigen, daB aus dem
nicht verneinten Ausdruck — zusammen mit den sonstigen Voraussetzungen
— ein Widerspruch hergeleitet wird.

(2) Schluf aus einer Negation
~(~H)
H . .
Diese Regel kennen wir ebenfalls qchon (. 34f., Abschnitt 1.3.2., Beispiel 37)

(3)* Schluf auf eine Konjunktion
R
H, .
H, A H,

1) Vgl. HoMAGK, F.: Das natiirliche Schlwﬁen in formalen mathematiscm Theorien. In: ,-Mathematik in
der Schule®, 6 (1968), Heft 11. .
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4)

(8)

(6)

@)

8)

Diese SchluBregel besagt :
Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken H, bewelsbar und auch H, beweis-
bar ist, dann ist aus X die Konjunktion ,,H, und H,* beweisbar.

Das heiBt mit anderen Worten:

Um eine Konjunktion zu beweisen, muB} jedes Glied der Konjunktion einzeln
bewiesen werden.

Schlup aus einer Konjunksion .
Wenn aus X die Konjunktion ,,H, und H,* beweisbar ist, dann ist
aus X der Ausdruck H, und auch der Ausdruck H, beweisbar.
Schlup auf eine Alternative
H,
H,VH

Diese Regel besagt:
Wenn aus X der Ausdruck H, bewelsbar ist, dann ist aus X der Ausdruck

,,H; oder H,* beweisbar.

Das bedeutet also:
Fiir den Beweis einer Alternative geniigh es, wenigstens ein Alterna,tlvghed
zu beweisen.

Schluf} aus einer Alternative

~ Diese Regel haben wir im Abschnitt 1.3.2. (7 35f., Beispiel 39) bereits ange-

geben (es handelt sich um sog. Beweise durch Fallunterscheidung). Sie soll

- deshalb hier wieder nur in einer Kurzfassung erscheinen:

Wenn aus X ableitbar H; \/ H,
und aus X u {H,} ableithar H
und aus X u {H,} ableitbar H,
so ist aus X ableitbar H.

Schlup auf eine Implikation
Auch diese Regelist uns schon bekannt ( # 32f., Abschnitt 1.3. 2 Belsplel 36).

Sie lautet:

Wenn aus X u {H,} ableitbar H,,

so ist aus X ableitbar H, — H2
Das heiBit also:
Um eine Implikation zu beweisen, wird das Vorderghed der Implikation
zu den sonstigen Voraussetzungen hinzu genommen und daraus dann das
Hinterglied der Implikation hergeleitet.

- Schluf} aus einer Implikation

Das ist die uns schon bekannte Abtrennungsregel:
. H
H,

- (A 294f., Abschnitt 1.3.2., Belsplel 35)
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- (9)  Schlup auf eine Aquivalenz
‘ H, - H, :
H, - H,
Hy = H,

Wir kennen diese Regel bereits aus dem Abschnitt 1.3.2. (. 35, Belsplel 38).
Sie besagt:

Eine Aquivalenz beweist man, indem man eine Implikation und die zuge-
horige Umkehrung beweist. ‘

(10) Schlup aus einer Aquivalenz » ’
Diese Regel ist im AnschluB an das Beispiel 38 im Abschmtt 1.3.2. (/ 35)
bereits mitgeteilt worden. Sie lautet:

Wenn aus X ableitbar H; < H,, "
so ist aus X ableitbar H; — H,
und auch ableitbar H, — H,.

(11) Schluf auf ,,Fiir alle . . . gilt
H)
Y a H(a)

Wir haben diese Regel im Abschnitt 1.3.2. (# 32, Beispiel 36) kennengelernt
und 'dort vom ,,Schlufl auf eine Allaussage* gesprochen. (Diese Redeweise
ist etwas ungenau, denn V a H(a) braucht natiirlich nicht unbedingt eine
Aussage zu bezeichnen. Es konnen im Ausdruck H(a) neben a noch andere
freie Variable vorkommen.) .

Diese SchluBiregel besagt:

Um die Giiltigkeit eines Ausdrucks fiir alle Elemente des ]ewelhgen Grund-
bereichs zu beweisen, fithrt man den Bewels fiir ein beliebiges Element des
Grundbereichs durch..

(12) Schlup aus ,,Fiir alle . . . gilt*
V a H(a)
H(x)

Diese SchluBregel kennen wir bereits aus dem Beispiel 35 des Abschmtts 1.3.2.
(/" 291).

(13) Schluf auf ,,Es gibt ein .
Diese SchluBregel trat im Belsplel 37 ( 34) und auch im Beispiel 38 (A 35)
des Abschnitts 1.3.2. auf. Sie lautet:
Wenn man ein Element  angeben kann, so da aus X ableitbar ist
H(z), dann ist aus X ableitbar 3 a H(a).

(Die anfangs benutzte Redeweise-,,SchluB auf eine Existenzaussage® ist

nicht immer treffend; die Bemerkung zu (11) gilt s.in,ngeméi;B' auch hier.)
Nach dieser SchluBregel kann man also auf die Ewistenz eines Elements,
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(14)

(16)

das eine gewisse Bedingung erfiillt, sicher dann schlieBen, wenn man eéin
derartiges Element angegeben hat. (Hiufig werden Existenzbeweise aber
auch indirekt gefiithrt, wobei man die hier a.ngegebenen SchluBiregeln (1) und (2)
benutzt.)

Schluf aus ,,Es gibt ein .
Wir haben diese SchluBregel im Abschnitt 1.3.2. im Zusammenhang mit
Beispiel 42 (7 38) bereits kennengelernt. Sie lautet:

Wenn aus X ableitbar ist 3 ¢ H(a), dann ist aus X ableltbar H(z),
wobei 2 ein Element bezeichnet, fiir das H(z) gilt.

Termeinsetzung

H(a) .
H(T)

Diese SchlﬁBregel kennen wir aus dem Beispiel 35 des Abschnitts 1.3.2.

(. 80). Dort war bereits erwdhnt worden, was bei ihrer Anwendung zu

beachten ist: In T' darf keine Variable vorkommen, die in H(a) schon als
gebundene Variable auftritt. Sonst kénnte man nimlich beispielsweise von
dem allgemeingiiltigen Ausdruck '

,»,Es gibt eine natiirliche Zahl z, die groBer ist als die natiirliche Zahl a*¢

_durch Termeinsetzung (z + 1 fiir @) auf den Ausdruck

» B8 gibt eine natiirliche Zahl z, die groBer ist als die natiirliche Zahl + 1¢

~ schlieBlen, der offensichtlich falsch ist.

(16)

Umbenennung gebundeier Variabler
Diese Regel haben wir noch nicht erwihnt. Sie besagt:

Man kann gebundene Variable umbenennen, sofern dabei beachtet
wird, daB die neue Variable in dem bisherigen Ausdruck noch nicht
vorkommt.

So ist es beispielsweise moglich, von dem allgemeingiiltigen Ausdruck
»E8 gibt eine natiirliche Zahl b, die N achfolger der natiirlichen Zahl a ist*‘
durch gebundene Umbenennung zu

" ,,Bs gibt eine natiirliche Zahl =z, die Nachfolger der natiirlichen Zahl g ist*

tiberzugehen.

Dagegen ist es nicht zuléssig, die gebundene Variable b in @ umzubenennen;
denn das wiirde zu dem Ausdruck

,»Es gibt eine natiirliche Zahl a, die Nachfolger von a ist*

fiihren, der bekanntlich falsch ist.

Ebenso kann man beispielsweise nicht von dem Ausdruck

,»Zu jeder natiirlichen Zahl a gibt es eine Zahl b so daB b Nachfolger von
a ist**

zu der Redeweise

»Zu jeder natiirlichen Zahl o glbt es eine Zahl a, so daB a Na.ch.folger von
@ ist*

iibergehen, die uberhaupt kein smnvoller Ausd.ruck ‘mehr ist.
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Man benétigt die Umbenennung gebundener Variabler im wesenthchen aus
beweistechnischen Griinden.

1.3.4. Benutzung logischer Sitze beim Schliefen

Durch die Analyse von Beispielen haben wir im Abschnitt 1.3.2. (. 291f.) eine
Reihe von SchluBregeln gefunden, die fast alle im Abschnitt 1.3.3. (7 39ff.) als
,,Regeln des natiirlichen SchlieBens‘ noch einmal genannt worden sind. Zwei
SchluBiregeln, die aus unseren Beispielen stammten, traten aber nicht wieder auf.
Es handelt sich um den KontrapositionsschluB (7 36f, Beispiel 40) und um eine
mit der Identitdt zusammenhingende SchluBweise (# 37f., Beispiel 41). Das deutet
auf die Tatsache hin, daB man sich beim iiblichen mathematischen SchlieBen
nicht auf die im Abschnitt 1.3.3. angefiihrten Regeln des natiirlichen SchlieBens
beschriankt, sondern ganz allgemein Sdtze der Logik und Sdtze iiber die Identitit
zur Grundlage von SchluBregeln macht. (Der Vorteil einer solchen Verfahrens-
weise besteht in erster Linie darin, daB die Beweise dadurch im allgemeinen kiirzer
werden als bei alleiniger Benutzung der Regeln des natiirlichen SchlieBens.)

Betrachten wir einige Schlufregeln, die man aus Sdizen der Logik oder aus Sdtzen
tiber die Identitdt gewinnt:

(1)  Saiz vom ausgeschlossenen Dritten
Da der Ausdruck H\/ ~ H logisch allgemeingiiltig ist, kann stets aus
jedem beliebigen Ausdruck H, auf ihn geschlossen werden.
Wir bekommen also die SchluBregel:
H, '
HV ~H

(2) Satz vom Kettenschlup -

Der Ausdruck [(H; — Hy) A (Hy — Hg)] - (Hy —» Hs) ist ebenfalls logisch
allgemeingiiltig (eine logische Identitdt, wie man auch sagt).
Auf ihm beruht folgende Schlufiregel:

H, - H,
H, — H,
H; — Hj

(3) ' Sa,tz von der Pramissenverbindung
Aus dem allgemeingiiltigen Ausdruck
[H; - (Hy — H_s)] - [(H, A Hp) — H;]
ergibt sich die SchluBregel

H, - (H;, - Hs)
(H, AH) - H;



(4)  Kontraposition
Neben der im Abschnitt 1.3.2. (7 36f., Beispiel40) schon angegebenen Regel
kann auch benutzt werden:
H, — H, -
_~Hs
~ Hl .
Der Ausdruck
[(Hl - H) A ~ HJ]— ~H,

ist namlich ebenfalls eine logische Identitat.
(5) D= Moreansche Regeln
Man kann schlieBen
~(Hy A Hz)
~ H1 V ~ Hz

~ (H1 V Hz)'

bzw. b) m

a)
‘Die entsprechenden allgemeingiiltigen Ausdriicke konnen nach dem Muster
der eben genannten SchluBregeln leicht angegeben werden.

kﬁ) - Sdtze iiber Verneinung quantifizierter Ausdriicke
Auf diesen Sdtzen beruhen u. a. folgende SchluBregeln:
~ V a H(a) : ~ Ja H(a)
) T~ A@)] bzw. b) eI~ H@I
(7). - Sdtze iiber Quantifikatorenverteilung
Auf ihnen beruht u. a. die SchluBiregel
3 a[Hy(a) A Hya)]
Ja Hya) A 3 aHya)

(8) LExieNizsches Ersetzbarkeitstheorem
Wenn a = b ist, so kann a in einem beliebigen Ausdruck H(z) an einigen
oder auch an allen Stellen, an denen a frei vorkommt, durch b ersetzt werden.
(Man driickt das symbolisch durch H(a||b) aus.)
Als SchluBregel erhélt man in Kurzschreibweise:

a=2>b
H(a) < H(all)

Diese acht SchluBregeln sollen geniigen, auch wenn keineswegs alle fiir das Fithren
von Beweisen gebrauchlichen und in diesem Sinne wichtigen Sétze der Logik bzw.
der Identitit hier genannt worden sind. Es diirfte aber deutlich geworden sein,
auf welche Weise diese Sdtze zur Grundlage von SchluBiregeln werden konnen.
Man macht sich auch leicht klar, daB die so gewonnenen SchluBregeln alle 552U-
lassig* sind (vgl. unsere entsprechenden Uberlegungen im Abschnitt 1.3.2.):

Wenn ein Ausdruck der Form H, — H, allgemeingiiltig ist, dann folgt H, aus H, -
(nach dem im Abschnitt 1.2.2. angegebenen Satz, # 21), und damit ist der Uber-
gang von H, zu H, als SchluBregel gerechtfertigt.
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(Das Belsplel 35 (7 29) wird durch diese Uberlegung mit erfaft.. Der entsprechen.
den SchluBregel liegt die Implikation H, — (H \/ ~ H) zugrunde, die allgemein-
giiltig isb.)
ag System der SchluBregeln wird durch die Benutzung von loglsehen Satzen und
(a/ion Sétzen tiber die Identitat sehr weit ausgedehnt, und es dréngt sich die Frage
auf, ob es noch ,,iiberschaubar‘ bleibt.
Die Antwort darauf lautet:
Es ist stets nach einem einheitlichen Verfahren in endlich vielen Schritten nach-
prifbar, ob ein Ausdruck der Form H, — H, aussagenlogisch a]lgememgultlg,
d. h. eine aussagenlogische Identitét ist. Wir haben dieses Verfahren im Ab-
schnitt 1.1.7. bereits an den Beispielen 21 und 22 (7 15) vorgefiihrt. Wenn wir
von einem Ausdruck der Form H; — H, nach diesem Verfahren feststellen kénnen,
daB er aussagenlogisch allgemeingiiltig (eine Identitét) ist, dann sind wir fertig.
Die zugehorige SchluBiregel ist dann zuldssig. Ist der untersuchte Ausdruck da- -
gegen aussagenlogisch nicht allgemeingiiltig, dann muB nachgepriift werden, ob der
Ausdruck vielleicht trotzdem prddikaienlogisch allgemeingiiltig ist.!) Dafiir gibt
es im allgemeinen aber kein Entscheidungsverfahren, das unabhéngig von der Art
des speziellen Ausdrucks in immer gleicher Weise angewandt zum Ziele fiihrt.
Man muB vielmehr einen vom jeweiligen Ausdruck abhéingenden Beweis fiihren,
um seine Allgememgu]tlgkelt zu sichern. Wenn das gelingt — oder bereits frither
gelungen ist — ist die Zuléissigkeit der entsprechenden SchluBregeln nachgewiesen.
Das oben erwihnte Entscheidungsverfahren fiir die aussagenlogische Allgemein-
giiltigkeit eines Ausdrucks beruht im wesentlichen darauf, daB alle aussagen-
logisch nicht weiter zerlegbaren Bestandteile eines Ausdrucks als Variable fiir
Wahrheitswerte aufgefat werden. Ein einfaches Beispiel soll das veranschau-
lichen:
Wir schlieflen aus
»wenn |a| < 1 ist, dann ist a? < 1¢
und ‘
» B8 ist nicht a® < 1%  (kurz: a2 = 1)
auf
s, B8 ist nicht |a| < 1% (kurz: |¢| = 1)

Diesem SchluB liegt folgender Ausdruck zugrunde:,

,»wenn gilt: wenn |a| <1 1st soist g2 < 1, und es ist nicht a? < 1, dann ist
nicht |a] < 1%,
Fiihrt man fir die aussagenlogisch nicht weiter zerlegbaren Bestandteile dieses
Ausdrucks Wahrheitswertvariable ein, so erhalt man in formalisierter Schreib-
weise: :
(> NAN~gl>~p
D1e Variablen dieses Ausdrucks kénnen auf genau vier verschledene Arten mit
-~ Wahrheitswerten belegt werden.
Wie man nachpriifen kann, ist dem Ausdruck bei jeder dieser vier Belegungen der

1) Wie wir wissen, ist jeder prédikabenlogische Ausdruck, der aussagenlogisch allgemeingiiltig ist, auch
priadikatenlogisch allgemeingiiltig. Die Umkehrung gilt dagegen: nicht. (Vgl. / 15£f., Abschnitt 1.1.7.).
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Wahrheitswert W zugeotdnet, er ist a,lso aussagenlogisch a.llgememguling Damit’

ist die in unserem Beispiel angewandte SchluBweise als zulissig erkannt.,

Als Fazit unserer Uberlegungen in den Abschnitten 1.8.2. bis 1.3.4. kann festge-

stellt werden, daB wir nunmehr eine gewisse Ubersicht iiber die in der Mathemaitik

benutzten SchluBregeln gewonnen haben. Als Ergéinzung ist noch hinzuzufiigen,

daB man die SchluBregeln auch als Folgerungsregeln bezeichnen kann, da ihre

Anwendung von vorgegebenen ‘Ausdriicken stets auf Ausdriicke fiihrt, die aus den

. ersteren folgen — wir haben uns das in einigen Fillen ausdriicklich klar gemaeht
Es ist also durchaus gerechtfertigt, beim SehheBen die Redewelse ,,Daraus folgt...

zu benutzen. :

1.3.6. Logische Analyse einiger Beweise

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir aus Beispielen von Beweisfiihrun-
gen einzelne SchluBweisen herausgeldst und die ihnen zugrunde liegenden SchluB-
regeln formuliert. Wir wollen nun einige Beweise vollstdndig analysieren und sie
in jene Form bringen, die der im Abschnitt 1.3.1. gegebenen Definition (7 27£.)
entspricht: sie sollen als endliche Folgen von Ausdriicken erscheinen, und wir
wollen jeden einzelnen Beweisschritt durch Angabe der jeweils benutzten SchluB-
regel rechtfertigen.!)

Beispiel :

43) Tm Abschnitt 1.3.2. ist als Belsplel 36 (A 32f) der Beweis zu folgendem Satz
untersucht worden:
,Fir alle reellen Zahlen a gilt: wenn a > 1 ist, so ist a? > 1.
Dabei haben wir festgestellt, daB die Regel des Schliefens auf ,,Fiir alle . . . gilt**
und die Regel des SchlieBens auf eine Implikation in dem Beweis benutzt wor-

" den sind. Damit war der Beweis aber keineswegs vollsténdig analysiert. Die

SchluBregeln, die uns von ,,a > 1¢ schlieBlich zu ,,a% > 1 gefiihrt haben,
sind bei unserer ersten Betrachtung noch im Dunkeln geblieben. Wenn wir
Jjeden Beweisschritt durch Angabe der entsprechenden SchluBiregel begriinden
wollen, hekommt der Bewéis etwa folgendes Aussehen:2)

1) a>1 nach Voraussetzung ;
'(2) VaVbVe@>bAc=0—> bewiesener Satz;
’ - a -+ ¢ >b)

B) VbVec(ea>bAc=0-—->a+c>0b)
4) Ye(@>bAc=0->a+c¢>b) .
B)a>bAc=0>a+c>Dd folgt schrittweise aus (2) iiber (3) und
. ’ ., - (4) durch dreimalige Anwendung des
SchlieBens aus ,,Fir alle . . gilt*;
(6)a>1ANa-(a—1)=0— folgt aus (5) durch Termemsetzung:
-a+a-(a—1)>1 v 1 fiir b und @ - (@ — 1) fir c;

1) Das volle Erfassen der weitgehend formalisierten Beweisdarstellungen ist fiir das Verstdndnis dernach
folgenden Ausfiihrungen nicht unbedingt notwendig. )

) Der Kiirze und Ubersichtlichkeit wegen.verwenden wir hier eine weitgehend formalisierte Schreibweise.
Die inhaltlichen Bedeutungen der logischen Zeichen seien zur Erleichterung des Lesens noch einmal
genannt: V: fiir jedes; A: und; V: oder; —: wenn — 80; <=: genau dann, wenn.
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In

() Yala>1->a-(a— 1) > 0] bewiesener Satz;

8yae>1-—-a-(a—1)>0 folgt aus (7) durch Schlu aus ,,Fir
) ) alle'. . . gilt*;
9 a-(@a—1)>0 folgt aus (1) und (8) durch SchluB aus

einer Implikation;
(10)a-(a —1)>0Va-(a—1)=0 folgt aus (9) durch SchluB auf eine

(kurz: a¢-(a — 1) = 0) Alternative;
(11)ae>1Aa-(a—1)=0 folgt aus (1) und (10) durch SchluB auf
) eine Konjurktion;
12) a +a-(a—1)>1 . folgt aus (6) und (11) durch SohluB
' aus einer Implikation;
(13) Ya[ae + a-(a — 1) = a?] bewiesener Satz; )
(14) a+a-(a — 1) =a? folgt aus (18) durch SchluB aus ,,Far
alle . . . gilt*;
1) z=y>(@>1<=>y>1) bewiesener Satz (Spezialfall des LErIs-
I : N1zschen Ersetzbarkeitstheorems);
(16) a+a-(a —1) =a? - folgt aus (15) durch Termeinsetzung:
»>[a+a-(a—=1)>1<a>2>1] a -+ a-(a — 1) fir z und a? fir y;
S (MMat+a-(a—1)>1=at>1 folgt aus (14) und (16) durch SchluB
' ) aus einer Implikation;
(18 a +a-(a—1)>1->a*>1 folgt aus (17) durch SchluB aus einer
) Aqulva.lenz,
(19) a2 > 1 folgt aus (12) und (18) durch SchluB
] aus einer Implikation;
(200 e >1—»a2>1 ~ folgt aus (19) unter Beriicksichtigung
von (1) durch SchluB auf eine Impli-
. ’ kation;
(21) Ya(@>1->a2>1) folgt aus (20) durch SchluB auf ,Fiir
alle ... gilt*.

der letzten Zeile steht der als Beispiel gewahlte Satz (in formalisierter Schreib-

weise), der damit bemesen ist.

Schon aus diesem. Beispiel konnen wir einige Erkenninisse gewinnen:

1.
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Am auffilligsten ist sicher die Tatsache, daB der hier angegebene Beweis
wesentlich linger ist als der, den wir im Abschnitt 1.3.2. zu dem gleichen Satz
gefiihrt. haben (7 32). Das liegt daran, dafl man bei Beweisfiihrungen in der
Regel gar nicht alle Einzelschliisse explizit angibt. Verschiedene der in dem
hier vorgefiihrten Beweis enthaltenen Einzelschliisse werden vielmehr zusam-
mengefafSt und erscheinen dann als ein Schritt im Beweis. Dagegen ist auch
nichts einzuwenden — im Gegenteil, es wire auBerordentlich langweilig und
lastig, wenn man jeden mathematischen Beweis so ausfiihrlich aufschreiben
miite, wie wir es eben getan haben. Wesentlich ist aber die Tatsache, da8
man es im Prinzip kénnte, daB man komplexe Beweisschritte stets in ihre Einzel-
teile zerlegen kann, sofern das aus irgend einem Grunde wiinschenswert erscheint.

. Wenn man nachpriift, an welcher Stelle ein bestimmter Ausdruck in unserem

Beweis erscheint und an welcher Stelle er fir das WeiterschlieBen benutzt
wird, dann ist bald zu erkennen, da8 die Reihenfolge der Ausdriicke auch etwas

anders hitte sein kénnen. Beispielsweise wire es durchaus moglich gewesen,
den Ausdruck ,,¢ > 1%, der in unserem Beweis am Anfang steht, in Zeile (8) -



einzufiihren ; denn erst beim SchlieBen auf Zeile (9) wird er tatsdchlich bendtigt.
Natiirlich ist die Reihenfolge der Ausdriicke nicht ginzlich gleichgiiltig, aber
in gewissen Grenzen sind Umordnungen durchaus méglich, Das liegt daran,
daB die logische Struktur unseres Beweises gewissermaBen nicht linear, sondern
verzweigt ist. Man sieht das sehr deutlich, wenn man die Struktur des Beweises
durch einen gerichteten Graphen veranschaulicht (Bild 2). Den Anfangspunkten
entsprechen die fiir den Beweis als Voraussetzungen benutzten Ausdriicke (1),

0 s @ (09  sm)
3
“
©)
©)

n)

Bild 2 ' Bild 3

(2), (7), (13) und (15), dem Fortschreiten in Pfeilrichtung entspricht das SchlieBen
im Beweis, und dem Endpunkt entspricht der bewiesene Satz. Aus Bild 2 ist
zu erkennen, dafl man beim Notieren des Beweises beispielsweise auch mit dem
Ausdruck (15) beginnen kénnte oder mit dem Ausdruck (7) oder (2) oder (13).
Es gibt also recht unterschiedliche Anordnungsméglichkeiten fiir die einzelnen
Ausdriicke des Beweises. )

3. Die Variabilitit des Beweises bezieht sich aber nicht nur auf die Anordnung
der einzelnen Ausdriicke. Man macht sich leicht klar, da der Beweis zumin-
dest in einigen :Abschnitten anders aussehen wiirde, wenn wir andere Voraus-
setzungen benutzt hitten. So wire es beispielsweise denkbar, den Ausdruck (7)
nicht einfach als bewiesenen Satz vorauszusetzen, sondern ihn aus anderen
Sitzen erst herzuleiten. Das wiirde bedeuten, daB zu unserem Beweis noch
etwas hinzu kdme, allerdings ohne das schon Vorhandene zu #ndern. Man
konnte aber, auch an Stelle von Ausdruck (2) einen anderen Satz als schon be-
wiesen voraussetzen, etwa: ,,Fiir alle positiven Zahlen a, b, ¢, d gilt: wenn
a>bistund¢> d,dannista-¢c> b- d.*

Man ‘schlieft dann von ¢ > 1 auf - a > 1-1 und damit auf a% > 1 und be-
kommt bei diesem Vorgehen einen ganz anderen Beweis fiir diesen Satz.

Betspiel : v
44) Wir wollen einen weiteren Beweis aus dem Abschnitt1.3.2. noch einmal auf-

greifen (7 37). Es soll in derselben ausfiihrlichen Form wie im Beispiel 43
gezeigt werden, daBl die Summe entgegengesetzt liegender Winkel an geschnit-
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tenen Parallelen 18C° betrigt. (Wir stiitzen uns bei der Beweisfiihrung hmswht-
lich der Bezeichnungen auf Bild 3.) oo
~ Die zu beweisende Behauptung lautet also:
;> Wenn g,]|g., so ist y + f = 180°%.
Der Beweis kann wie folgt gefithrt werden:

(1) g1llg. nach Voraussetzung,

(2) & und p bilden ein Stufenwinkel-  nach Voraussetzung;
paar.

(8) 94ll9: und « und p bilden ein (1), (2) — SchluB auf eine Koftjunktion;
Stufenwinkelpaar. ’ ‘

°(4) Wenn ¢,||g, und « und y bilden bewiesener Satz;

ein Stufenwinkelpaar, so ist a = y. ‘ ’ v

5) a =y ) (8), (4) — SchluB aus einer Impli-

. kation (Abtrennungsregel);
(6) &« und B bilden ein Nebenwinkel-  nach Voraussetzung;

paar.
(7) Wenn « und § ein Nebenwinkel- bewiesener Satz;
paar bilden, so ist « 4+ f = 180°.
(8) o« + § = 180° (6),(7) — Abtrennungsregel
(9) « = yund « 4+ p = 180° (5), (8) — SchluB auf eine Konjunktion;

(10) Wenn o = y und « 4 § = 180°, bewiesener Satz;

go ist y + B = 180°. .
(11) y 4+ g = 180° (9), (10) — Abtrennungsregel;
(12) Wenn g,||g,, so ist SchluB auf eine Implikation

¥y + B = 180° w.z.b.w. C

Neben den Erkenntnissen 1. bis 3., die wir schon aus unserem Beispiel 43 ge-
wonnen haben und die durch das Beispiel 44 nur bestatigt werden, bekommen
wir hier auch eine vierte Einsicht.

. Es handelt sich um die Rolle, die der in Bild 3 da.rgestellten Bewelsflgur in
diesem Beweis zukommt. Durch sie werden ndmlich einige Voraussetzungen
immanent gegeben, die im Beweis selbst nicht explizit genannt sind, wohl aber
stillschweigend benutzt werden, z. B.: g, ist von g, verschieden, s schneidet g,
und g,, f# und y bilden ein Paar entgegengesetzt liegender Winkel und ah.nhches
Im Prinzip wire es durchaus moglich, auf die Beweisfigur zu verzichten. Dann
miiBten aber alle fiir den Beweis benutzten Lagebeziehungen, die sonst aus der
Figur hervorgehen, sprachlich richtig formuliert und als Voraussetzungen
explizit in den Beweis aufgenommen werden. Wir haben das hier nicht getan —
einmal, um nicht noch mehr von der iiblichen Praxis des Beweisens abzu-
weichen, die bei geometrischen Problemen eben durch Verwenden derartiger
Beweisfiguren gekennzeichnet ist, zum anderen, damit der Beweis trotz der
.starken Aufgliederung noch ,,lesbar‘ bleibt; denn ein Verzicht auf die Bewels
figur wiirde den Beweis recht uniibersichtlich werden lassen.

. Beispiel :
45) SchlieBlich wollen wir noch einen etwas umfangreichen Beweis darstellen, der

im Abschnitt 1.3.2. (# 35) ebenfalls schon erwihnt worden ist. Es geht um
den Beweis des Satzes:
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,,Fur alle nattirlichen Zahlen a, b, p-gilt:

wenn p eine Primzahl ist, dann teilt p das Produkt @ - b genau da.nn, wenn p

die Zahl a teilt oder die Zahl b teilt.*
In formalisierter Schreibweise:

VaVbV p[Pp) >

—(pla-b <~ pla V p[d)]

(Hierbei soll P(p) bedeuten: p ist Primzahl. AuBerdem werden noch folgende

Abkiirzungen benutzt: p fa — p tellt nicht a; (p, a) —

Teiler von p und a.)

Der Beweis kann wie folgt gefuhrt werden:

Teil 1
(1) P(p) v
(2) pla-bApta
(3) P ta

(4) P(p) Apta

(5) P(p) Apta—(ap)=1
(6) (@, p) =-1

(7) Va Vb(ala-b)
(8) 'V blaja - b)

(9) ala-d

(10) pla-b

(11) ala-b A pla-b

na,ch Voraussetzung;

als Voraussetzung;

aus (2) — SchluB} aus einer KonJunk-
tion;

aus (1), (3) — SchluB auf eine Kon- .

junktion;
bewiesener Satz;

~aus (4), () — SchluB aus einer Im-

plikation;
bewiesener Satz;
aus (7) — Schlu8 aus ,,Fur alle .

gllt“

aus (8) — SchluB aus ,,Fur alle .
gilt*;

aus (2) — SchluB aus einer' Kon-
junktion; '

aus (9), (10) — SchluB3 auf eine Kon-

. junktion;

(12) (@,p) =1 Aala-b A pla-b

" (13) VaVbVeclac) =1Aala-bA

Necla-b —-a-cla-b]

(14) VaVijp[(a,p)-l/\a]a bA
Apla-b—>a-pla-b]

(18) Vo Vpl(ap) =1Aala-b A
NApla-b —-a-pla-b]

"(18) Vp[(@p)=1Aala-b A

N pla-b—>a-pla-b]

(17) (@, p) =1 Aala-b A

ADpla-b+a-pla-b
(18) a-pla-b

(19) YaVbVe(a-cla-b < clb)
(20) Va VbV p(a-pla-b « plb)

(21) VbV p(a-pla-b« plb)

(22) Y p(a-pla-b < pld)
(23) a: pla-b « p|b
(24) a - pla - b — plb

aus (6), (11) — SchluB suf eine Kon-
junktion;
bewiesener Satz;

aus (13) — gebundene Umbenennﬁng;
aus (14) — Schlu8 aus ,,Far alle .

gilt*;
aus (15) — wie eben; -

aus (16) — wie eben;

aus (12), (17) — SchluB8 aus einer Im-

- plikation;

bewiesener Satz;

aus (19) — gebundene Umbenennung,
aus (20) — SchluB aus ,.Fur alle .
g]lt“

aus (21) — wie eben;

aus (22) — wie eben;

aus (23) — SchluB aus einer Aquiva-

lenz;

b1

groBter gemeinsamer -

N
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(25) plb

(26) pla-b Apta —plb

(27) pla-b - pla V plb

Teil 11

(28) pla
(29) 3z(ea=p-x)

30)a=p»-c

(3l) VaVbVeVpla=p-¢c—~
—»a-b=p-c-b)

32) VbVeVpla=p-c >
—>a-b=p-c-b) :

(33) VeVpl@a=p-c>a-b=
=p-c.b)

(34) Vpla=p-c—+>a-b=p.c-b)

35 a=p-c>a-b=p-c-b

(36) a-b=p-c:b

37) VeVb3Im(c-b=m)
(38) Vb3Im(c:-b=m)

(39) IAm(c-b = m)

(40) ¢c-b=¢

4l1) c-b=qANa-b=p-c-b

42) c-b=gANa-b=p-c-b—>.
_>.a-b=p-q
@3)a-b=p-g

44) 3y(@-b=1p-y)
(45) pla-b

(46) pla — pla-b

Teil 111
(47) plb

‘alle . .

aus (18), (24) — Schlu$l aus einer Im-
plikation;

aus (25) — SchluB auf eine Implikation
unter Beriicksichtigung von (2);

aus (26) — SchluB nach dem logxschen
Satz:

4N~ B)—>0]—>[A—>(BV0')];

als Voraussetzung;

aus (28) — Ersetzung von ,,pla* durch
den nach Definition dquivalenten Aus-
druck ,,3z(a = p - x)*;

aus (29) — SchluB aus ,,Es gibt ein*‘;
bewiesener Satz;

. gﬂt“;
.. giltte; !

Schluf3 aus ,,Far alle . .
SchluB3 sus ,,Fiir alle .

SchluB aus ,,Fiir alle . . . gilt*;
Schlu8 aus ,,Fir alle. . . gilt*;

aus (30), (35) — Schluﬁ -aus’ einer Im-

plikation;

bewiesener Satz;

aus (87) bzw. (38) — SchluB aus ,,Fiir
. gilt*;

aus (39) — SchluB aus ,,Es gibt ein*;
aus (36), (40) — SchluB auf eine Kon-
junktion;

bewiesener Satz;

_ aus (41), (42) — Schlu8 aus einer Im-

plikation;
aus (43) — SchluB auf ,,Es glbt. ein®;

aus (44) — Ersetzung durch den nach

Definition dquivalenten Ausdruck;
aus (45) — SchluB auf eine Implika-
tion —unter Berticksichtigung von(28);

als Voraussetzung;

Ganz entsprechend wie im Teil IT gelangt man zu

(48) plb > pla-b

Teil IV
(49) (pla - pla - b) A (plb - pla - b)

(50) pla \/ plb - pla-b

Aus (46), (48) — SchluB auf eine Kon-
junktion;

aus (49) — SchluB nach dem logischen
Satz:

A4A-CO)ANB—-C)~(AV B> C0); -



Teil V

(51) pla-b < pla \V plb aus (27), (50) — SchluB auf eine Aqui-
: . valenz;
(52) P(p) - (pla-b <« pla \/ p|b) aus (51) — SchluB auf eine Implikation

— unter Beriicksichtigung von (1);
(63) V p [P(p) - (pla-b < pla \/ plb) aus (52) — SchluB auf ,,Fir alle..

gilt*;
(564) VbV p[P(p) > aus (53) — wie eben;
- (pla-b <~ pla V plb)]
(85) Ya VbV p[P(p) > aus (b4) — wie eben.

- (pla-b < pla V plb)]
Die letzte Zeile ist unsere Behauptung, der Beweis ist damit beendet.

Bemerkungen zum Beispiel 45:

a) Die Gliederung des Beweises in die Teile I bis V wére nicht unbedingt notwendig
gewesen. Sie ist hier erfolgt, um seine Grobstruktur etwas hervortreten zu lassen.
Wir wollen sie noch einmal iiberblicken:

Im Teil I wird unter der Voraussetzung, da8 p eine Primzahl ist, die Implikation
,sWenn pl|a - b ist, so ist p|a oder p|b*
bewiesen.
In den Teilen IT bis IV wird die Umkehrung dieser Implikation hergeleitet, also
,sWenn pla oder p|b ist, dann ist p|a - b*.
Dabei bringt der Teil II die Herleitung von
,,sWenn pla, so pla - b*,
der Teil III entsprechend
,sWenn p|b, so pla - b**
und Teil IV schlieBlich die Zusammenfassung zu dem oblgen Ausdruck.
Im Teil V wird aus den beiden Implikationen die Aquivalenz
»pla - b genau dann, wenn pla oder p|b**
gewonnen, die Voraussetzung ,,p ist eine Primzahl‘ wird in den Ausdruck aufge- -
nommen, und durch Generahslerung aller ‘Variablen gewinnt man schlieBlich die
zu beweisende Behauptung.

b) In dem Beweis wird an zwei Stellen — beim Ubergang zu (29) bzw. (45) — eine
SchluBweise benutzt, die in den bisherigen Beispielen noch nicht aufgetreten war.
Sie beruht ebenfalls auf einem Satz der Logik, auf dem sogenannten Ersetzbarkeits-
theorem. Es besagt im wesentlichen, daf zueinander dquivalente Ausdriicke nach
Belieben gegenseitig ersetzt werden kénnen. (Zur Prézisierung dieses Satzes miite
natiirlich genau erklért werden, wann zwei Ausdriicke ,,zueinander ' dquivalent‘‘
genannt werden. Wir wollen das hier aber nicht weiter verfolgen, sondern begniigen ‘
uns mit der Feststellung, daB in unserem Falle Aquivalenz vorliegt; denn der
Ausdruck ;,a|b* wird ja gewohnlich durch ,,3 ¢ (b = a- ¢)‘“ definiert. Beide Aus-
driicke bedeuten also nach Definition das gleiche.)
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2. Einige psychologische
Voraussetzungen

Es ist eine bekannte Tatsache, daB die sachliche Richtfgkeit und die
logische Klarheit der Erlduterung mathematischer Begriffe, Zusammen-
hinge und Verfahren im Unterricht zwar notwendige, aber keineswegs
hinreichende Bedingungen fiir das Verstehen dieser Sachverhalte durch
Schiiler darstellen. Das trifft auch auf Beweisfiihrungen zu. Damit
Schiiler mathematische Beweise yerstehen oder gegebenenfalls selbst
durchfithren kénnen, miissen auch verschiedene psychologische Voraus-
setzungen erfiillt sein, die sowohl den Entwicklungsstand der Schiiler
als auch die Gestaltung des Mathematikunterrichts betreffen. Wir haben
bereits im Vorwort darauf hingewiesén, daB jeder Mathematik unterrich-
. tende Lehrer neben dem notwendigen mathematischen Verstandnis auch
Klarheit iiber diese psychologlschen Bedingungen besitzen sollte, um die
Schiiler moglichst erfolgreich in das Beweisen mathematischer Aussagen
einfithren zu kénnen. Deshalb sollen im folgenden einige der wichtigsten
psychologischen Aspekte, die bei Beweisfithrungen von Bedeutung smd
- kurz erértert werden.
In dem hier gegebenen Rahmen ist es naturhch nicht méglich, die ganze
- Vielfalt und Komplexitét psychologischer Zusammenhinge deutlich wer-
den zu lassen. Wir beschrinken uns bewuBt auf wenige Fragen, die im
Hinblick auf das Beweisen besonders wesentlich sein diirften, ohne dabei
die entsprechenden psycholog1schen Grundlagen systematisch und um-
fassend darzulegen. So wollen wir beispielsweise nicht besonders darauf
eingehen, daB die geistige Entwicklung nur als eine Komponente der
gesamten Persdnlichkeitsentwicklung verstanden werden kann, daB8 Denk-
leistungen nicht nur von intellektuellen Fihigkeiten abhéngen, sondern
auch von anderen Persénlichkeitsqualitéiten, daB das Lernen durch viel-
faltige innere und &uBere Bedingungen beeinfluBt wird und dergleichen
mehr. In all diesen Fragen verweisen wir auf die psycholegische Fach-
literatur?). :
Trotz der genannten Beschrinkungen werden wir aber in den folgenden
Darlegungen bereits zu Aussagen gelangen, die fiir die methodische Ge-
staltung des Unterrichts bedeutsam sind.

1) Vgl. z. B ERLEBACH, IHLEFELD, ZEKNER Psychologie filr Lehrer und Erzieher. Volk und Wissen Volks-
eigener Verlag, Berlin 1970.
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2.1. Zum entwicklungspsychologischen Aspekt

Selbstverstindlich konnen Schiiler mathematische Beweise erst dann verstehen,
wenn sie als Ergebnis ihrer Auseinandersetzung mit der Umwelt — bedingt vor
allem durch die Vorschulerziehung und spater durch den Schulunterricht — ein
bestimmtes geistiges Niveau erreicht haben. Mathematische Beweisfiihrungen
setzen psychologisch gesehen einmal die Fihigkeit zu schluBfolgerndem Denken
und zum anderen die Fihigkeit zum Operieren mit abstrakten Begriffen voraus.
In psychologischen Darstellungen der Entwicklung des Denkens findet man —
trotz unterschiedlicher theoretischer Grundkonzeptionen — relativ iibereinstim-
mende Aussagen dariiber, in welchem Alter Schiiler die genannten Fahigkeiten
erwerben.
SchluBfolgerungen treten danach schon sehr frith auf. Sie sind bereits im Vor-
schulalter zu beobachten, wenn auch nicht in solchen Formen, die fiir die wissen-
schaftliche Erkenntnisgewinnung charakteristisch sind. Im frithen Schulalter
. nimmt die Fahigkeit, SchluBfolgerungen zu ziehen, betrichtlich zu und entwickelt
sich auch in der folgenden Zeit stindig weiter.!) Dabei ist jedoch zu beachten,
daB die Kinder im frithen Schulalter vorerst nur zu solchen SchluBfolgerungen
fahig sind, die sich auf anschauliche Gegebenheiten beziehen. Die Fahigkeit zu
abstraktem Denken entwickelt sich etwa um das elfte Lebensjahr. ,,Mit dem Uber-
gang zur Mittelstufe bildet sich das theoretische Dénken heraus. Es unterscheidet
sich vom empirischen Denken dadurch, da das Kind im Bereich abstrakter
Sachverhalte zu denken vermag. Die Voraussetzung dafiir ist das umfassende
Kennenlernen der Wirklichkeit und die Ausbildung des Wissenssystems, das ver-
allgemeinerte Erfahrungen auf hoherem Niveau umfaBt.2) -
In diesem Zusammenhang miissen jedoch noch einige Tatsachen beachtet werden
a) In der psychologischen Literatur wird stets hervorgehoben, daB alle Alters-
angaben in der Entwicklungspsychologie nur ungefihre Mittelwerte darstellen,
von denen es zum Teil erhebliche individuelle Abweichungen gibt. »Manches
jiingere Schulkind denkt bereits abstrakt, und Schiiler der Mittelstufe denken
mitunter noch situativ.‘‘®) Man kann also durchaus in den Klassen der Unter-

1) Siehe z. B. CLAUSS, G. — H. HIEBSCH: Kinderpsychologie. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin
1961, S. 268.
RUBINSTEIN, S. L.: Grundlagen der allgemeinen Psychologie. Volk und Wissen Volkseigener Verlag,
Berlin 1958, S. 481 und 496.

2) ERLEBACH, IHLEFELD, ZERNER: Psychologie fiir Lehrer und Erzieher. Volk und Wissen Volkselgener
Verlag, Berlin 1970, S. 2001.

%) A, a. 0., 8. 291, : ) ]
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stufe Schiiler finden, die durch ein schon sehr gut entwickeltes Abstraktions-
vermégen und durch besondere Fahigkeiten im logischen SchlieBen auffallen.
Genauso kennt aber wohl jeder Mathematiklehrer auch Schiiler der mittleren
oder hoheren Klassen, denen Abstraktionsleistungen und logisches SchlieBen
schwer fallen.

b) Der Ubergang zum abstrakten, formalen Denken vollzieht sich nicht fiir alle

Denkbereiche gleichzeitig. Es ist auch nicht so, da die Kinder nach Erreichen
dieser Stufe in der Denkentwicklung immer und auf allen Gebieten die gleiche
Denkhaltung zeigen. Man kann vielmehr von einer Koexistenz unterschied-

. licher Denkstile sprechen. Die jeweilige Denkhaltung hingt vom Inhalt des

c)

Denkens ab — oder genauer: vom Grade der Vertrautheit mit dem Inhalt.
Dabei wird der Arithmetik von verschiedenen Psychologen eine besondere
Bedeutung beigemessen. Die Schiiler gelangen auf diesem Gebiet zuerst zu
abstrakten Formen des Denkens.)

Die Abhidngigkeit der jeweiligen Denkhaltung vom Inhalt des Denkens ist
auch noch in einer etwas anderen Hinsicht zu verstehen. So haben beispiels-
weise Untersuchungen von REINHARD GuULLAScH2) mit Schiilern der Klassen-
stufe 7 gezeigt, daBl bei steigendem Schwierigkeitsgrad der Aufgaben ein
Riickfall auf niedrigere Niveaustufen des Denkens eintreten kann. '
Auch ErRLEBACH, IHLEFELD und ZEHNER weisen auf diese Erscheinung hin:
,»Je nach dem Schwierigkeitsgrad des Denkinhalts in aktuellen Situationen
koénnen beim gleichen Schiiler verschledene Niveaustufen des Denkens neben-
einander auftreten.‘3)

d) Eine weitere Besonderheit in der Denkentwicklung besteht darin, daB der

R
)
®)

stindige Umgang mit zunédchst als schwierig empfundenen abstrakten Begriffen
diese allméhlich — psychologisch gesehen — immer vertrauter und ,,greifbarer‘
erscheinen 14Bt. So sind zum Beispiel die natiirlichen Zahlen abstrakte Gebilde
(als Klassen jeweils gleichméchtiger endlicher Mengen — man spricht zuweilen
direkt von Abstraktionsklassen) und das Operieren mit ihnen fillt Vorschul-
kindern oder Schulanfingern im allgemeinen zunéchst schwerer als das Umgehen
mit konkreten Mengen. In der Mittel- und Oberstufe kann es dagegen eine
wirkliche Erleichterung fiir die Schiiler bedeuten, wenn etwa in dem Term
a- (b + c) fir die Variablen a, b und ¢ natiirliche Zahlen eingesetzt werden.
Die ,,Schwierigkeit‘ abstrakter Begriffe und Operationen ist also zum Teil
durch ‘ihre anfingliche Fremdheit bedingt. Durch den Unterricht wird der
Bereich des Bekannten und Vertrauten auch auf héhere Abstraktionsstufen
ausgedehnt, so daB die Schiiler dann ohne besondere Schwierigkeiten mit
immer abstrakteren Begriffen operieren kénnen. - -

Verschiedene Beobachtungen im Mathematikunterricht weisen darauf hin, da8
auch nach dem Erreichen einer gewissen abstrakt-logischen Stufe in der Denk-
entwicklung bestimmte SchluBweisen den Schiilern grgfere Schwierigkeiten be-

Siehe z. B. RUBINSTEIN; S. L.: Grundlagen der allgemeinen Psychologie. Volk und Wissen Volkseigener
Verlag, Berlin 1958, S. 500.

GULLASCH, R.: Analyse und Synthese bet individuellen Unierschieden in den mathematischen Fihigkeiten —
unlersucht an Schiilern 7. Klassen. Dissertation, Berlin 1967.

ERLEBACH, IHLEFELD, ZEHNER: A. &. O., S. 291,
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reiten als andere und daB manche logischen Schliisse von vielen Schiilern zu-
néichst kaum vollzogen werden konnen, obwohl diese Schiiler mit dem vorliegen-
den Denkmaterial durchaus vertraut sind. So kann man beispielsweise manchmal
feststellen, daB die Anwendung eines (richtig verstandenen!) allgemeinen
Satzes auf einen speziellen Fall (vgl. etwa Beispiel 35, 7 29) Schiilern der
Klassenstufe 7 kaum nennenswerte Schwierigkeiten bereitet, wihrend ihnen
andererseits die zum Beweis einer Implikation notwendige SchluBweise génzlich
fremd ist. Das heiBt mit anderen Worten: Es ist durchaus moglich, daB Schiiler
das SchlieBen aus einer Allaussage, das Schliefen aus einer Implikation (also
die Abtrennungsregel), die Termeinsetzung und eventuell weitere SchluBweisen
gut beherrschen und ohne groBe Schwierigkeiten vollziehen, wihrend hnen
gleichzeitig andere SchluBweisen (z. B. das SchlieBen auf eine Implikation) noch
ganz unbekannt und nicht vollziehbar sein kénnen. Hinzu kommt, da} Schiiler
nicht selten richtige SchluBweisen, die sie relativ haufig anwenden, nicht deut-
lich genug von &hnlich aussehenden, aber falschen SchluBweisen unterscheiden

. konnen und dadurch zuweilen Fehler begehen. So wird zum Beispiel neben

dem richtigen Kontrapositionsschlu8 ,,Wenn B aus A4 folgt und B nicht gilt,

" dann gilt auch 4 nicht* — kurz: [(4 - B) A\ ~ B] - ~ A — zuweilen auch

nach dem Schema ,,Wenn B aus 4 folgt und 4 nicht gilt, dann gilt auch B
nicht* — kurz: [(4 — B) A\ ~ A] - ~ B — geschlossen, das zwar eine gewisse
Ahnlichkeit mit dem KontrapositionsschluB besitzt, aber dennoch keine logisch
zuldssige SchluBweise darstellt.

Man kann also nicht erwarten, daB die Schiiler mit dem Erreichen der a.bstrakt-

logischen Stufe in der Denkentwicklung automatisch auch die Logik bewufit —
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oder zumindest intuitiv — beherrschen. Es ist vielmehr so, daf die Schiiler
sich schrittweise die verschiedenen logischen SchluBweisen aneignen, wobei dem
Unterricht als dem Hauptfeld der Entwicklung des logischen Denkens erst-
rangige Bedeutung zukommt.

Es ist eine bekannte Tatsache, daB friihere psychologlsche Untersuchungen
zur Denkentwicklung héufig nur feststellen konnten, wie diese sich  unter den
jeweils gegebenen gesellschaftlichen Bedingungen vollzieht. Dabei blieb natiir-
lich die Frage offen, wie und in welchem MaBe durch eine Verinderung dieser
Bedingungen — insbesondere durch eine Verdnderung des Schulunterrichts
als eines fiir die Denkentwicklung zweifellos sehr wesentlichen Faktors — die
Entwicklung des Denkens der Schiiler positiv beeinfluBt werden kann. Seit
einigen Jahren werden gerade in dieser Richtung in vielen Lindern Versuche
unternommen, die sehr hiufig auch mit den Bemithungen um eine Moderni-
sierung des Mathematikunterrichts verkniipft sind. Unsere eigenen Erfahrun-
gen aus derartigen Versuchen (Erprobung unseres Mathematiklehrplans) be-
sagen, daB Schiiler merklich frither zu abstrakt-logischen Gedankengéngen und
zu bestimmten SchluBweisen fihig sein kénnen, als bisher im allgemeinen ange-
nommen wurde. So sind zum Beispiel im Schuljahr 1967/68 in den am Versuch
beteiligten Klassen der Klassenstufe 4 einfache Sitze der Teilbarkeitslehre mit
den Schiilern erarbeitet, allgemein formuliert und auch allgemein — unter
Benutzung von Variablen — bewiesen worden. Dabei haben Schiiler zum Teil
d1e als Hilfe gedachten Beweise fiir spezielle Zahlenbeispiele von sich aus iiber-



sprungen und sind sofort zur Formulierung der' einzelnen Beweisschritte mit
Hilfe von Variablen iibergegangen. ,
Selbstverstindlich erfolgte die Beweisfithrung unter Anleitung des Lehrers,
die sehr lebendige und verstdndnisvolle Mitarbeit der Schiiler zeigte aber, daB
sie keineswegs prinzipiell iiberfordert waren — im Gegensatz zu fritheren Auf-
fassungen, nach denen man allgemeine Beweisfithrungen im Unterricht erst ab
Klasse 6 fiir sinnvoll hielt.. Solche Schiilerleistungen sind méglich, wenn die
Gestaltung des Mathematikunterrichts vom ersten Schuljahr an sowohl inhalt-
lich als auch psychologisch und methodisch gut durchdacht durchgefiihrt wird.
Es wiirde hier allerdings zu weit fiithren, diese gesamte Vorarbeit ndher erliutern
zu wollen, zu der das griindliche Vertrautmachen der Schiiler mit der Definition
der Teilbarkeitsrelation im Bereich der natiirlichen Zahlen ebenso gehort wie
die Entwicklung des notigen Verstindnisses fiir Variable und einer hinreichen-
den Sicherheit im Umgang mit ihnen, die Gewéhnung.-der Schiiler an das Be-
griinden von Aussagen, an einfache Formen des SchlieBens usw. ‘
Die Konsequenzen, die sich aus den Darlegungen zum entwicklungspsycholo-
gischen Aspekt fiir das Fuhren von Beweisen im Mathematikunterricht ergeben,
sind folgende:
Schon ab Klasse 1 sind von den Schiilern einfache Begriindungen und Schluf}-
folgerungen zu verlangen, sofern diese sich auf anschaulich faBibare oder den
Schiilern inhaltlich gut vertraute Sachverhalte beziehen. Dabei miissen die Anfor-
derungen im Laufe der Zeit so erh6ht werden, daB am Beginn von Klasse 6 die
Schiiler in das mathematische Beweisen eingefithrt werden kénnen.

2.2, Zum denkpsychologischen Aspekt

Aus der Vielfalt der Bedingungen, die fiir eine erfolgreiche Denktétigkeit von
Bedeutung sind, sollen hier nur einige hervorgehoben werden, die fiir die Bewilti-
gung mathematlscher Bewelsaufgaben durch Schiiler besonders wesentlich sein
diirften. ‘
Eine wichtige Voraussetzung fiir das Ingangkommen eines Denkprozesses ist das
Vorhandensein und BewuBtwerden einer Problemsituation. RUBINSTEIN formu-
liert das wie folgt: ,,Der Mensch fingt an zu denken, wenn er das Bediirfnis hat,
gatwas zu verstehen. Das Denken beginnt normalerweise mit einem Problem oder
mit einer Frage, mit einer Verwunderung oder einer Verlegenheit, mit einem Wider-
spruch. Diese Problems1tua.t10n fiihrt dazu, daB ein DenkprozeB eingeleitet
wird. 1)

Das bedeutet: die Frage nach dem Beweis einer mathematischen Aussage ist fiir
die Schiiler anfangs nur sinnvoll, wenn sie den Inhalt der Aussage nicht als von
vornherein selbstversténdlich ansehen. Erst auf einer spateren Stufe ist es moglich,
die Problemsituation nicht aus der Aussage selbst zu entwickeln, sondern aus der
"Frage nach dem logischen Zusammenhang der vorliegenden Aussage mit anderen
Aussa,gen

!) RUBINSTEIN, S.L.: Grundlagen der allgemeinen Psychologie. Volk und Wissen Volkseigener Verlag,
Berlin 1958, S. 434 —435.
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