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Vorwort

Mit Algebra 10 wird die Reihe der Algebrabücher für die Mittelstufe abge-
schlossen. Der Band enthält den in  der 10. Jahrgangsstufe zu behandelnden
Teil des Lehrstoffs.
Die Potenzlehre wird in  drei Abschnitten dargeboten: Zuerst werden die néti-
gen Definitionen und der Umgang mit Potenzen gebracht. Erst danach er-
moglicht die Behandlung der Potenzfunktionen eine Zusammenschau der Er-
gebnisse. Schließlich sollen die algebraischen Gleichungen einen besonders
wichtigen Anwendungsaspekt zeigen.
I n  ähnlicher Weise werden auch nach der Behandlung der Exponentialfunktio-
nen zuerst die Definition von Logarithmen und der Umgang mit  ihnen gezeigt,
bevor die Logarithmusfunktionen und das Lösen von Exponential- und Log-
arithmusgleichungen den Abschnitt abrunden.
Arithmetische und geometrische Folgen und Reihen geben einen Vorge-
schmack auf wichtige Begriffsbildungen der Oberstufe. I n  diesem Zusammen-
hang sollen einige Probleme der Finanzmathematik zeigen, daß der an sich
etwas trockene Stoff durchaus reale Bedeutung haben kann.
Wie i n  den Vorgängerbänden spielt der geschichtliche Hintergrund eine große
Rolle. Der Leser soll sonst schwer zugängliche, aber für die geistesgeschichtli-
che Einordnung wesentliche Fakten als Lesestoff vorfinden. Mathematik soll
nicht nur als »Technik des Geistes«, sondern auch als Kulturgut erfahren
werden.
Der reichhaltige Aufgabenteil bietet wieder ein weites Spektrum, von der ein-
fachsten Fingerübung über historische Aufgaben für den interessierten Leser
bis zu Problemaufgaben, die auch den begabten Löser herausfordern. Eine
deutliche Kennzeichnung erleichtert die Auswahl. Bei der Formulierung der
Aufgaben haben wir auf explizite Arbeitsaufträge verzichtet, wenn klar ist,
was zu tun ist.
Wir  hoffen, m i t  den vorliegenden vier Bänden dem Schüler die Algebra so gut
zubereitet zu haben, daß sie nicht nur genießbar wurde, sondern sogar ge-
schmeckt hat und Lust auf mehr Mathematik macht.

München, im  Mai 1991 Die Verfasser



Kennzeichnung der in Bayern nicht allgemein verbindlichen Stoffgebiete

Fakultative Abschnitte sind durch zwei vorangestelite Sterne ( * * )  gekenn-
zeichnet.

Kennzeichnung der Aufgaben

Rote Zahlen bezeichnen Aufgaben, die auf alle Fille bearbeitet werden sollen.
e bzw. 8 usw. bezeichnen Aufgaben, die etwas mehr Ausdauer erfordern, weil
sie entweder schwieriger oder zeitraubender oder beides sind. Je mehr Punkte,
desto mehr Miihe!
Zitiert werden die Aufgaben unter der Seite und der Nummer. So bedeutet
11/1 die Aufgabe 11 auf Seite 1.

Numerierung von Definitionen, Sätzen, Abbildungen und Tabellen

Die Zahl  vor dem Punkt gibt die Seite an, die Zahl  nach dem Punkt numeriert
auf jeder Seite. Abb. 52.2 bedeutet beispielsweise die 2. Abbildung auf Seite 52.



1 Potenzen mit natürlichen Zahlen
als Exponenten

500.000.000.000 Mark
Banknote der Reichsbank im  Wert von 500 Milliarden Mark.  Aus Gründen der Spar-
samkeit ist sie nur  einseitig bedruckt. Es handelt sich um  einen Entwurf, der nicht zur
Ausgabe gelangte und durch die zweifache Perforation »Wertlos Reichsbank« entwer-
tet wurde. Entworfen und  gedruckt hat sie die  Österreichische Staatsdruckerei zu  Wien,
da 1923 die Reichsdruckerei und 30 weitere Druckereien im Deutschen Reich der
Nachfrage nach immer neuen Banknoten nicht mehr nachkommen konnten. Original-
größe 17,4 cm x 9,4 cm. -- Durch Verordnung vom 15.10.1923 wurde am 15.11.1923
die Rentenmark (RM)  als Zahlungsmittel eingeführt; Umtauschkurs 1 RM  = 1 Bil-
lion Mark. An diesem Tag noticrte der US-Dollar mit 4200000000000 Mark; die
höchste im  Umlauf befindliche Note lautete auf  100 Billionen Mark,  was man natür-
lich nicht als eine Eins mi t  14 Nullen schrieb. Die Rentenmark wurde durch die neuge-
gründete Deutsche Rentenbank ausgegeben. Gedeckt waren die Rentenmarkscheine,
die keine Banknoten waren, durch eine Belastung der deutschen Landwirtschaft und
Industrie i n  Hohe von 3,2 Milliarden Goldmark. Durch Gesetz vom 30.8. 1924 wurde
der Umlauf  der Rentenmarkscheine eingeschränkt und die Reichsmark (RM) gesetzli-

ches Zahlungsmittel. Sie wurde einer Rentenmark gleichgesetzt.



1 Potenzen mit natürlichen Zahlen
als Exponenten

1.1  Große Zahlen

In  manchen Bereichen der Wissenschaften und sogar des täglichen Lebens
gibt es Zahlen, die so groß sind, daß man sie in  der üblichen Schreibweise nicht
mehr so ohne weiteres überblicken und handhaben kann.

Beispiele:
Anzahl der Menschen auf der Erde (1990) ~ 5300000000
Geldumlauf am 31.1.1988 in  der Bundesrepublik Deutschland (Geld-
scheine) = 151424000000 DM
1 Astronomische Einheit = Mittlere Entfernung Erde—-Sonne x
x 149600000000 m
1 Lichtjahr = Weg des Lichts in  einem Jahr = 9460000 000 000000 m
Anzahl der Atome in 1 g Gold =~ 3057000 000 000 000 000 000

Das verwendete Zahlensystem, das Dezimalsystem mit der Grundzahl 10, gibt
uns die Möglichkeit, solche Ziffernungetüme mit vielen Endnullen mit Hilfe
von Zehnerpotenzen übersichtlicher zu schreiben. I n  der Wissenschaft stellt
man solche Zahlen z dar als Produkt aus einer Zahl « zwischen 1 und 10 und
der passenden Zehnerpotenz. Also

z=a -10 "
mit 1 £a<10und neN

Eine derartige Darstellung einer Zahl z heißt im Englischen scientific notation,
d.h. wissenschaftliche Schreibweise. Im  Deutschen sagt man auch Gleitkom-
madarstellung. Sie wird auch bei Taschenrechnern und Computern verwendet.
Der Faktor a heißt Mantisse*, die Zahl n» Exponent der Gleitkommadarstel-
lung.
Die oben angegebenen Zahlen sehen in  Gleitkommadarstellung so aus:

Anzahl der Menschen auf der Erde 1990 x 5,3 - 10°
Geldumlauf in  der Bundesrepublik 1988 x 1,51 - 10'!  DM
1 Astronomische Einheit x 1,496- 10 !  m
1 Lichtjahr = 9,46 - 10'> m
Anzahl der Atome in  1 g Gold = 3,057- 10?!

* mantissa, eigentlich mantisa (romisch-ctruskisch) = Zugabe. John WALLIS (1616-1703) führt dieses Wort
1693 in  seinem De algebra tractatus —- »Abhandlung über die Algebra« - i n  die Mathematik ein, als er seinen
Treatise ofalgebra von 1685 für seine Opera mathematica ins Lateinische übersetzt. Er  betrachtet als Beispiel
die Dezimalzahl 3,12003416 und nennt 0,12003416 appendix ({1at.] = Anhiingsel, Beigabe) bzw. mantissa der
Dezimalzahl. I n  der englischen Version heißt es nur appendage. Obwohl Mantisse später nur mehr im  Zusam-
menhang mit Logarithmen verwendet wird (siehe Seite 167), gebraucht es 1801 Carl Friedrich Gauss (1777
bis 1855) i n  seinen Disquisitiones arithmeticae  »Untersuchungen über höhere Arithmetik« - im  Sinne von
WALLIS.
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Bei gerundeten Zahlen hat diese Schreibweise auch noch den Vorteil, daß man
die Genauigkeit, d.h. die geltenden Ziffern erkennen kann.

Beispiel:
Die Lichtgeschwindigkeit c beträgt 299793 km/s. Oft  liest man auch den
Wert 300000 km/s und weiß dann nicht, wie vielen der 5 Nullen man
trauen kann. In  Gleitkommadarstellung kann man die nach der Run-
dung geltenden Ziffern erkennen:

c = 2,99793 - 105 km/s
c = 2,9979 - 10° km/s
c = 2,998 10° km/s
c = 3,00 - 105 km/s
Die letzte Zahl, c = 3,00- 10° km/s, sagt, daß die Lichtgeschwindigkeit
auf 3 Stellen genau angegeben ist. 3 - 10° km/s hat nur noch eine geltende
Ziffer,

Für die besonders häufig gebrauchten Zehnerpotenzen mit Exponenten, die
ein Vielfaches von 3 sind, hat man eigene Namen. Ist der Exponent sogar ein
k-faches von 6, dann enden diese Namen auf  -illion, davor steht ein lateini-
scher Hinweis auf  die natürliche Zahl  k .  Die  dazwischenliegenden Vielfachen
von 3 enden auf -illiarde.

10° = 1 Million = 1 M io .  = 1 Mill. 10%! = 1 Trilliarde
10° = 1 Milliarde = 1 Mrd. 10?* = 1 Quadrillion
10'2 = 1 Billion = 1 Bio. 1027 = 1 Quadrilliarde
10'> = 1 Billiarde 103° = 1 Quintillion
10'8 = 1 Trillion usw.

Inder UdSSR, in  den USA und neuerdings auch in  GroBbritannien verwendet
man die -illiarden nicht und zählt:
one billion = 10°, one trillion = 102, . . .
Bei Benennungen verwendet man aus dem Griechischen entlehnte Vorsitze
für Zehnerpotenzen*:

10! = da = Deka 102 = h = Hekto 10° =k  = Kilo

10° = M = Mega 10° = G = Giga 1012 = T = Tera

10'5 = P = Peta 10 !  = E = Exa 102! = Z = Zetta

1024 = Y = Yotta
* §éxa (déka) = zehn - éxatov (hekaton) = hundert i d io t  (chilioi) = tausend — péyag (mégas) = groß -

viyag (gigas) = riesig - 10 tépag (to téras) = das Ungeheuer, das Ungetiim. Die Vorsitze Peta und Exa
wurden auf  Grund eines deutschen Vorschlags 1975 von der 15. Generalkonferenz für Maß und Gewicht
angenommen. Abgeleitet hat sic 1969 der Kanadier Albert J. METTLER von den griechischen Zahlwértern
névre (pénte) für 5 bzw. EE (hex), das in  Zusammensetzungen oft zu £§a- (hexa-) verlängert wird, für 6, da
103  = (10%)® und 10'® = (10%) ist. Um  eine Verwechslung mit  den seit alters üblichen Vorsätzen penta für 5
und hexa fiir 6 zu vermeiden (vgl. Pentagramm und Hexameter), verzichtete METTLER auf  das » in  Pera und
auf das / bei Exa. Analog sind wohl die von der 19. Gencralkonferenz im  Herbst 1991 i n  Paris zugelassenen
Vorsiitze Zetta und Yotra als starke Verfremdung von Erté (heptd) = 7 bzw. dxtd  (oktö) = 8 zu erklären,
da 102! = (10%) bzw. 10?* = (10%) ist.
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* *  Zur Geschichte der großen Zahlen

Um 3000 v. Chr. besaßen die Ägypter für jede der Stufenzah- ( 5 )
len 1, 10, 100, . . . ,  1000000 ein eigenes Zahlwort, wie die
Siegeskeule des Königs NARMER belegt. Im  Mittleren Reich
(ab 1991 v. Chr.) verliert das Wort bh, dessen Hieroglyphe ein
Gott ist, der den Luftraum umfaßt (Abbildung 10.1), die Be-
deutung von 1 Million und nimmt die von »unendlich viel«
an. Umgekehrt ging es bei den Griechen zu, wo pupiog Abb. 10.1
(myrios) = unzählig, unendlich viel zu ywöp�Õo�Õ (myrioi) Das ägyptische
= 10000 schrumpft, dem höchsten Zahlwort, das sie besa- Zeichen für
Ben. Bei den Germanen und auch bei den Römern war 1000 die Million
die höchste Stufenzahl, für die es noch ein eigenes Zahlwort (Siegeskeule
gab, nämlich das althochdeutsche dusunt (woraus unser tau- des NARMER)
send wurde) bzw. das lateinische mille.
Natürlich rechneten die Römer mit erheblich größeren Zahlen, die sie aber multiplika-
t iv ausdrücken mußten. [X], die Million, drückten sie durch decies centena milia, d .h.
durch »zehnmal jeweils hundert Tausender« aus. Bis ins hohe Mittelalter verfuhr man
nach dieser Methode sowohl in  Europa wie auch bei den Arabern*. I n  einem histori-
schen Text von 1250 taucht ein neues lateinisches Zahlwort auf, nämlich millio, wohl
aus dem Italienischen stammend. Mille war dort mi t  der Vergrößerungssilbe -on(e)
verbunden worden, so daß das neue Wort die Bedeutung von »vieltausend« bekam. I n
der Kaufmannssprache erstarrt es dann zur Bezeichnung für den Wert 10°. I n  dieser
Bedeutung findet es sich wieder im  Reisebericht Le  devisement du Monde — »Die Be-
schreibung der Welt« — des Venezianers Marco PoLo (1254-1324), den während seiner
Genueser Gefangenschaft 1298/99 sein Mitgefangener Ser RUSTICHELLO aus Pisa auf
mittelfranzösisch niederschrieb. Mathematisch taucht Million in  einer 1430/38 auf
provenzalisch geschriebenen Arithmetik auf: miell  milie vulgarment se exprimissen per
aquest vocable: milio — »tausend Tausend werden volkstümlich durch dies Wort ausge-
drückt: Million« —, dann 1478 i n  der Treviso-Arithmetik, dem zweitältesten gedruckten
Rechenbuch**, Und  noch 1494 erklärt Luca PACIOL1(um  1445-1517) i n  seiner Summa
de Arithmetica Geometria Proportioni et Proportionalita: mille migliara [ . . . ]  che fa
secondo il vulgo elmilione. I n  Deutschland schreibt 1526 Christoff RUDOL¥F¥ (um  1500-
vor 1543) kurz »Das tausentmaltausent oder million« in  seiner Kunstliche Rechnung
mit der ziffer vnd mit den zalpfennigen. Durchgesetzt hat sich Million aber erst durch
Christian von WOLFFs (1679-1754) weitverbreitete Werke.
In  Frankreich waren jedoch längst Namen fiir höhere Stufenzahlen im Gebrauch.
Jehan ADAM verwendet 1475 in  seinem Rechenbuch die Bildungen bymillion und tri-
million für 101? bzw. 1018. Systematisch führt die Namen Nicolas CHUQUET (11488) ein,
ein Pariser Bakkalaureus*** der Medizin. I n  seinem 1484 vollendeten und nur hand-

* Diese hatten die indischen Zähltürme nicht übernommen. Im  Lalitavistara aus dem 1. Jh. v.Chr., das le-
gendenhaft das Leben des BUDDHA ( t  vermutlich 480 v. Chr.) erzählt, gibt es als Ausdruck seiner Allmacht
eigene Namen fiir die Stufenzahlen 10° bis 107 und dann weiter fiir alle Stufcnzahlen der Form 107 - 102",
n=12 , . . . , 23. Auch der indische Mathematiker MAHAVIRA (9. Jh.) verwendet eigene Namen für alle Zah-
len der Form 10" bis hin zu n = 23.

** Älter ist der um  1475 in  Trient gedruckte in  baierischem späten Mittelhochdeutsch verfaBte Algorismus.

* *+  Niedrigster Grad der Artistenfakultdt, i n  der die sieben artes liberales (Grammatik, Dialektik, Rhetorik
[Trivium], Arithmetik, Geometrie, Astronomie und Musik [Quadrivium]) gelehrt wurden (s. auch S. 76).
Erstmals wurde dieser Grad von Papst GREGOR IX .  (1227-1241) an der Sorbonne i n  Paris eingeführt.
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schriftlich überlieferten* Le Triparty en la science des nombres — »Die drei Teile in  der
Wissenschaft der Zahlen« - führt er die zur besseren Lesbarkeit großer Zahlen um 1200
von den Arabern übernommene Gruppierung der Ziffern in  einem Beispiel an 6er-
Gruppen vor und schreibt dazu:

745324°804300°700023°654321
lepremier point peult signiffier million Le  secondpoint byllion Le  tierspoint tryllion
Le  quart quadrillion Le  cing® quyllion Le  six* sixlion Le  sept. septyllion Le  huyt®
ottyllion Le  neuf nonyllion et ainsi des aultres se plus oultre on vouloit proceder,

der erste Punkt soll die Million bezeichnen, der zweite Punkt die Billion, der dritte
Punkt die Trillion, der vierte die Quadrillion, der fünfte die Quintillion, der sech-
ste die Sextillion, der siebente die Septillion, der achte die Oktillion, der neunte die
Nonillion, und so andere, wenn man dariiber hinausgehen will.

Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716) empfiehlt diese Bildungen bis zur Nonillion;
»denn weiter braucht man wohl beim Gebrauch der Zahlen nicht zu gehen«.** Chri-
sttan von WOLFF hat auch fiir Verbreitung dieser Termini gesorgt.
Mit Milliart, aus dem unser Wort Milliarde wurde, bezeichnet Jacques PELETIER (1517
bis 1582) i n  seiner L’Arithmétique von 1552 die Zahl 10'2, also unsere Billion. 1558
verwendet es aber Jean TRENCHANT (um 1525-7?) i n  seiner L'Arithmétique bereits als
Abkürzung fiir 10°. I n  den allgemeinen Sprachgebrauch ging das Wort in  Frankreich
jedoch erst im 19. Jh. über. I n  Deutschland biirgerte es sich nach dem Frankfurter
Frieden vom 10.5.1871 ein, der den Deutsch-Franzosischen Krieg von 1870/71 been-
dete und Frankreich die enorme Kriegskostenentschiadigung von 5 Milliarden Francs
auferlegte, zahlbar innerhalb von drei Jahren.

Aufgaben

1. Schreibe in  Gleitkommadarstellung mit drei geltenden Ziffern:
a) 3140000 b) 3140000000 c) 314
d) 9999999 e) 12345678910 f) 2929292929
g) 11061106 h) 120000000000 i) 100

2. Schreibe in  Gleitkommadarstellung mit drei geltenden Ziffern:
a) Linge des Aquators = 40076000 m
b) Linge eines Erdjahrs (365,25 d) in  Sekunden =?
¢) Masse der Erde = 5977000 000 000 000 000 000 000 kg

d) Oberfliche der Erde = 510000000000000 m?

e) Volumen der Erde = 1083000000000000000000 m?
f) Alter der Erde = 4500000000 a

3. Schreibe in  Gleitkommadarstellung:
a) Alter des Weltalls = 20 Mrd.  Jahre

* Estienne DE LA ROCHE DICT VILLEFRANCHE war aber im  Besitz des Manuskripts und schlachtete es nach
Gutdiinken fiir seine 1520 erschienene Larismetique nouellement composee aus, dic 1538 sogar eine erweiterte
Auflage erfuhr.

** Nouveaux essais sur l’entendement humain (zwischen 1700 und 1709 entstanden, 1765 veröffentlicht): »Ainsi
je crois, qu' i l  seroit convenable, qu'en comptant au lieu Million des Millions, on dise Billion pour abreger, et
qu'au lieu de Mil l ion  de Millions de Millions, ou  Million de Billions on  dise Trilion, et ainsi de suite jusqu'aux
Nonilions, car ona  gucres besoin d'aller plus loin dans l’usage des nombres.«
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b) Kürzeste Entfernung Erde—Mars = 55 Mio.  km

c) Astronomische Lingeneinheit Parsec = 1 pc = 30,875 Bio. km

d) Durchmesser der Sonne = 1,39 Mrd.  m

e) Größter Geldschein 1) der deutschen Inflation: 100 Billionen Mark
(Kaufkraft Ende November 1923: § kg Fleisch kostete 1 Bio. Mark.)

2) der ungarischen Inflation: 100 Quadrilliarden Pengö (Kaufkraft En-
de Juli 1946: } Laib Brot kostete 100 Quadrilliarden Pengd.)

4. Wie viele Millionen sind

a) 3 -10°  b) 2,1-107 €) 3,2-10% d) 5 -10°  ¢) 8 -10 '2  f) 10- 1019 ?

5. Wie viele Millionen m sind a) 10 Mm  b) 100 Gm  c) 0,1 Tm  d) 100 km  ?

6. Kaiser VESPASIAN (9-79 n.Chr.)
stellte bei seiner Regierungsiiber-
nahme 69 n.Chr. fest, daB die
Staatsschulden quadrigenties mi-
lies (=  vierhundertmal tausend-
mal) Sesterzen* betrugen. I n  der
Staatsverwaltung l ie  man bei ho-
hen Beträgen die Einheit centena
milia ( =  hundert Tausender) weg.
Wie groB ( in Sesterzen) sind die Sesterzen in  Originalgröße

von SUETON (um 70-130) i n  o r

Vesp.16 überlieferten Staatsschul-
den in  Gleitkommadarstellung?

Abb. 12.1 Links: Silber; 0.87 g**, Priige-
datum unbekannt. Vs.: I I  S(emis) [=  21]:
Kopf  der Roma mit Helm. - Rs.: ROMA;
dariiber die Dioskuren CASTOR und PoL-
Lux  zu Pferde. Die göttlichen Zwillinge
waren ritterliche Nothelfer und Schutz-
herren der Seefahrer.
Rechts: Messing; 23,89 g. 71 n. Chr. Vs.: Lorbeerbekränztes Haupt VESPASIANS mit der
Umschrift IMP(erator) CAES(ar) VESPASIAN(us) AUG(ustus) Pontifex) M(axi-
mus)TR(ibunicia) P(otestate) P(ater) P(atriae) CO(n)S(ul) I I I .  - Rs.: IUDAEA
CAPTA [=Judia ist erobert] und S(enatus) C(onsulto) [=  auf  Senatsbeschlufi]. Vor
einer Dattelpalme sitzt trauernd Juda,  hinter ihr  steht der Kaiser i n  Rüstung. - Die
Münze erinnert an die Erstiirmung Jerusalems und damit die Eroberung Judias durch
des Kaisers Sohn Titus.

* sestertius ( lat),  entstanden aus semis tertius = dritthalh = 21. Der Name rührt davon her, daß der Sesterz
der 4. Teil des 210 v.Chr, geschaffenen denarius war, einer Silbermiinze von 4.55 g. die i n  10 Asse eingeteilt
wurde; der Sesterz war also 2 }  Asse wert. Er  wog 1.137 g = 1 scripulum (von lat. scrupus = spitzer, kleiner
Stein). Er blieb römische Rechnungseinheit bis 293 n.Chr. Nicht gemeint in  der Aufgabe ist der unter
AUGUSTUS (63 v. Chr.—14 n. Chr.) eingeführte Sesterz, cine Messingmiinze von 27,3 g ( =  1 uncia).

* *  Die Abweichung vom Normgewicht 1,137 g ist verständlich, da kleinere Nominale a l  marco justiert wurden.
d.h.,  cine größere Menge von Münzen wurde auf  ihr  Gesamtgewicht cgalisiert. Dic Spannen waren relativ
hoch. Bei größeren Werten geschah die Justierung al pezzo, d.h, stiickweise,
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7. a) Jemand zahlt 100 Bio. Mark in  1-Mark-Münzen aus. Wie viele Jahre
braucht er dazu, wenn er in  jeder Sekunde eine Münze auszahlt und die
Kasse 10 Stunden pro Tag (1a = 365 d )  geöffnet ist?

b) Wie lange dauert das Verfahren aus a), wenn man den 100-Quadrilliar-
den-Schein in  einzelne Pengö wechselt?

8. a) Wie hoch wird ein Turm ( in  km),  wenn man  100 Bio. Geldscheine, von
denen jeder die Dicke 0,1 mm hat, aufeinanderlegt?
Wie viele Astronomische Einheiten (AE) ergibt das? Wie lang braucht
das Licht für diese Strecke?

b) Löse a) mit 100 Quadrilliarden Geldscheinen an Stelle von 100 Bio.
Geldscheinen.

9. I n  der Süddeutschen Zeitung vom 31.Januar 1989 liest man: »2,2 Millio-
nen Touristen besuchten 1988 Australien, 43 Prozent mehr als im Jahr
zuvor. Sie gaben, so rechnet das australische Fremdenverkehrsamt, drei
Billionen australische Dollar aus.« Wie viele Dollar gab demnach ein Tou-
rist im Mittel aus? Welchen Übersetzungsfehler hat der Autor wohl began-
gen? Wie viele Dollar gab ein Tourist im Mittel vermutlich wirklich aus?

1.2 Wiederholung der Rechengesetze für Potenzen
mit natürlichen Exponenten

Die  Definition der Potenzen und  das Rechnen m i t  ihnen  kennst du  schon. Zur
Erinnerung wiederholen wir:

Definition 13.1: Für das Produkt a -a -  . . . -  a aus n gleichen Faktoren a
schreibt man kurz a”, gesprochen »a hoch n«, und nennt es n-te
Potenz von a; kurz a " :=a -a - . . .a ,  ne {2 ,3 ,4 . . . } .

n Faktoren

Man sagt: a wird mit # potenziert. a heißt Grundzahl oder Basis,
n heißt Hochzahl oder Exponent.

Da n die Anzahl der Faktoren im  Produkt angibt, muß » eine natürliche Zahl
. . a . o

und außerdem größer als 1 se in .  Kiirzt man den Bruch ” mit a, dann erhält
n 2

a - . . . a
man — =4""'. Fir n=2  ergibt sich formal — = a !

a a
, andererseits ist

a ava  .
= — = g ,  also liegt nahe

a a

Definition 13.2: a l �Õ=a
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Wir erinnern an die Regel für das Berechnen von Zahlentermen:

Klammer vor Potenz vor Punkt vor Strich

Beispiele:

1 )4+43 -52=4+43 -25=4475=179

2) ( 4+43 ) -52=7 -52=7 -25=175
3) 4+ ( 3 -52  = 4+15? = 4+225 = 229

4) 4+3 5)? = (4 +15)? = 19? = 361

5) (4  +3 )  - 5)? = (7:5)? = 35?= 1225

Beachte: Manche Taschenrechner halten sich nicht an diese Vereinbarung.
Studiere also jeweils genau die Gebrauchsanweisung!

Rechengesetze

I .  Multiplikation von Potenzen mit gleicher Basis

a" -a "=@-a - . . . - a ) ' (@aa- . . . ca )=a -a - . . . - a=a " * "

m Faktoren n Faktoren m+n  Faktoren

Also gilt

Satz 14.1: Potenzen gleicher Basis werden miteinander multipliziert, in-
dem man die Exponenten addiert und die Basis beibehélt; kurz

a a=  a ” * "  (mneN) .

Beispiele:
1) x8  x l ?  = xB+19  = x27

2) zz  =z l . z l =z l t ?2=z3
3)  aad  at= ab td .g t  = a 2+4+4  = q2+r3+44 — 9

I I .  Potenzieren einer Potenz

n Summandenm
( a )  = a ”  ‚ a .  Ve .  am = gn i tm t . . tm  = am = a r "

r d

n Faktoren a”

Somit gilt

Satz 14.2: Eine Potenz wird potenziert, indem man die Exponenten mit-
einander multipliziert und die Basis beibehält; kurz

(@) = a""* (m,neN).
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Beispiele:
1 )  ( x2 )?  = x?2 '3_  x6

2)  ( ( z? )5 )7  = (233%)  — z03 :5 ) : 7  = 23°57  = 7105

Beachte: (x?)3 + x*°. Auf der linken Seite wird nämlich die Basis x? mit 3
potenziert, und das ergibt x5. Auf  der rechten Seite hingegen wird die Basis x
mit dem Exponenten 23 potenziert; da x?” die Kurzschreibweise fiir x‘?” ist,
erhält man x8.

ITI. Potenzieren eines Produkts

(@by=@b- (@ab- .  @b=@a. .abb .  b=dab

n Faktoren (a - b) n Faktoren a n Faktoren b

Satz 15.1: Ein Produkt wird potenziert, indem man jeden Faktor poten-

ziert und die entstandenen Potenzen miteinander multipliziert; kurz
(@ab)=a " -b "  ( neN) .

Offensichtlich gilt dieser Satz auch fiir Produkte aus mehr als zwei Faktoren,
zB:@ b -c -d ) f=a " -b " - c " -d .

Beispiele:
1) 3x ) *=3%-x *=81x*
2) (0,3 - x2)* = 0,3* - (x?)* = 0,0081x5

IV. Potenzieren eines Quotienten

n Faktorena

a\" a a a a - ' a - . . . r a  a
b bb  b b -b - . . . . b  b

n Faktoren 4 n Faktoren b
h

Satz 15.2: Ein Bruch wird potenziert, indem man Zähler und Nenner
potenziert und die Zählerpotenz durch die Nennerpotenz dividiert;
kurz

©) = ( b+0AneN) .
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Beispiele:

3 4 3 \+  34  31

1 )  G oe )  — GC)  . x4  . ( y3 ) *  — 5% x4  p12  — IY: x4  p12

) (55) — (3ax?)? 33a? (x?)? 27a?  x®

4b3y — (4b? py)? — 43  (b3)3  3 a 645°  y>

V. Division von Potenzen mit gleicher Basis

m Faktoren  a
A\——

a a -a - . . . - a  +0
— = a

aa a -a - . . . - a

n Faktorena

Durch Kirzen läßt sich der rechts stehende Bruch vereinfachen:
Ist m > n, dann ergibt sich a™".
Ist m =n ,  dann ergibt sich 1.

Ist m < n, dann ergibt sich —m

Wir halten die Ergebnisse fest in

Satz 16.1: Fur a + 0 gilt:

Ist m > n,  dann gilt 2 = a r " .a

Ist m = n, dann gilt 2 _ 1.
a"

[st m < n, dann gilt a = 1
a aa"

Beispiele:

1 )  x — x19 -8  — x11
+8

13
y

2) 25  =1
y
z} 1 1

DAT
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Addition und Subtraktion von Potenzen

Weil sich Terme nur addieren bzw. subtrahieren lassen, wenn sie gleichartig
sind, brauchen wir für Potenzen (das sind ja speziell gebaute Terme!) keine
besonderen Regeln.

a® + a* kann man nicht zusammenfassen, wohl aber faktorisieren zu
a* (1+  a).

a }  + b? kann man nicht zusammenfassen.

a? + a? dagegen ergibt 24°.

Beachte:

3a=a+a+a  a=aa -a
3a + a = 4a 3a :a = 3a?
3a? + a = a(ßa +1) 3a* a = 3a?
3a? + a? = 4a? 3a? - a? = 3a*

Aufgaben

I .  Berechne und vergleiche:
a) 2? und 3? b) 3° und 53
c) (2 +5 )?  und 2?+ 52 d) ( 17— 12)? und 17?— 12?
e) (3-5)? und 3 - 5? f) ( 12 :4 )  und 12 : 4?

2.a) (3 °  b) (—3)  c) (12)* d) (-3%)° e) 0,3?
f) —0,3° gg) 0,3* h) 0,03? i) —-2,5* jp 0,25*

ca) ( - 1 )?   b) (=1 ) )  oo (=1 ) *  9 ( - 1 )
e) (-1)% NH ( =D)  g ( - 1 '  bh) ( - 1 )
i) Welche Werte können Potenzen mit der Grundzahl —1 annehmen?

Bei welchen Hochzahlen treten die verschiedenen Potenzwerte auf?

‚ )  4 -30?  WG-H-@? 9 i -G
d) 4 -32 ) "  8 G-32 :2 °  NH G -Y ' 47

. a) (—0,1)? b) (—10)? c) (—0,1)} d) (— 10)?
e) (—0,01)% f) (-0,01)* g) (—100)? h) (—100)*

6 .2 )  —(=x ) *  b) —(=x®  © [ - ( - 0  & [ - ( - 0P

7. Schreibe als Potenz mit größtmöglichem Exponenten aus IN:
a) 216 b) - 216  ¢) 0216  d) 0,25 e) —0,125

N —i g) —0008 h) 3 i) 1024  j) 59049
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8. Schreibe das Ergebnis in  Gleitkommadarstellung:
a) 2-10%-4-10° b) 3-107 -10° c) —1 ,5 -10° - (—1 ,8- 10°)
d) 6,25-10%-1,6-107 e) 9,4-10%-8,7-10%-5,5-102

9.a) x2 -x ’  b) x-x3 x* ¢) (a+b)? ( a+b )

d) ( - 2 °  (2 )  €) (—ab)* (ab)  0 2-2)
10. Berechne und vergleiche:

a) (2%)? und 2% b) (2%)? und 2%
¢) (32)? und 3% d) (3%? und 3 °

11. Berechne und vergleiche:
a) (x2) und x?’ b) ((—x)%)? und (—x)*’
©) ((— x)? und (—x)* d) (—x*? und —x*

12. a) (x y -  2 )?  b) ( x * - y ) *  ©) z ° - ( y °2 ) °

13. Schreibe das Ergebnis in  Gleitkommadarstellung:
a) (3:  102)* b) (1,5-107)3 c) (—0,6-10%3 d) (—5-10%)*

14. Berechne und vergleiche:
a) (2x2)? und 2x)?’  b) 2(x?)? und 2x?’
¢) (2(—x)%? und 2(-x))* d) 2((—x)*? und 2(—x)*

15. a) (2 )  b) (£ )  ¢) (£2)

2 4 2 7 23413a) ( £4 )  0 (© )  9 La’ (be?)*]
ab (ac)? - b* [(a3b%)? - c5]*

a a ’  a :  a®  219

16.3) — b) — ©) 5a  d) 5%

326  241  . 517  73  . 28  155  . 23

9 3m Doz Opp  Pag
17. Berechne unter Beachtung der möglichen Fille:

a?  a ”  umt2 n t l

a) = b) 5 ©) 3 dQ) v t
e)  n+ l .  34  f )  34 .3n+1  g )  32n+1 .  320 -1

18. Schreibe das Ergebnis in  Gleitkommadarstellung;:
2) 3-107 b) 1019 9 1,8 - 107 10

1,5-103 2,5-10° 9-10!°



19.

20.

21.

22.

23.

25.

26.

1.2 Wiederholung der Rechengesetze fiir Potenzen mit natiirlichen Exponenten

Schreibe das Ergebnis in  Gleitkommadarstellung:
a) 3 -10°+2-10°  b) 3,1 - 10* — 2,5 - 10°
c) ( 4 -10?— 10*) - 3 - 105 d) 10 — 10? + 10% — 10*

Vereinfache:
0 1252+m 44  b 53  2n+1  5 2n+1

0 JOE
8 a 3 1 a?  3 4 X k+1  X k
e t  — . 1— .— —_— cl — —

9 (15 5) ( 17 5) 5)  (25 A) ( 075)
a) (1 + a* + a*) ( a? — 1)  b) (a* — 1) (a? +1 )  (a* +1 )

c) (a* — a?b + bY) (a? +b )

d) (a° + 2a?b + 2ab? + b°) (a? — 2a?b + 2ab? — b3)

a) (x  +x®— x4+ x? +1) (x*— x? +1)
b) (a’b? + 3a*b° — 2ab‘°)  (a?b + 4a° b°  — 3a? b°)

©) (x}y? —5x5y* —6x7y) (xy? + 4x?y° — 6x53)

a) (a? +5Sa)? b) (x*—1)3 9 &x -1 ) *  Jd) (1+a*>+a*?

. a) Wie viele Astronomische Einheiten ergeben 1 Lichtjahr?
b) Wie viele Lichtjahre ergeben 1 pc? (Vgl. Aufgabe 12/3.¢).)
¢) Wie viele Sekunden braucht das Licht von der Sonne bis

1) zur Erde,

19

2) zum meist sonnenfernsten Planeten Pluto, der i n  einer durchschnitt-
lichen Entfernung von 5,91 - 10'2 m die Sonne umkreist,

3) zum sonnennichsten Planeten Merkur (5,791 - 10'°  m)?

Ein Blatt Papier der Dicke 0,1 mm wird 100mal gefaltet. Wie dick ist das
entstandene Gebilde?

Aufgabe 79 aus dem Papyrus Rhind(entstanden um 1800 v. Chr., geschrie-
ben um 1550 v. Chr.) taucht bis ins hohe Mittelalter i n  vielen Abwandlun-
gen auf und findet schließlich ihren Niederschlag in  einem englischen Kin-
derreim (Aufgabe 139/14):
[ In  einem Dorf  gibt es] 7 Häuser. [ In  jedem Haus leben] 7 Katzen. [Jede
Katze friBt] 7 Mäuse. [Jede Maus frit] 7 Ahren Dinkel.* [Von  jeder Ahre
könnte man im nächsten Jahr] 7 Scheffel [ernten.]
a) Wieviel gibt es von jeder Sorte?
b) Wie groB ist die im  Papyrus Rhind angegebene Summe aller Sorten?

* Dinkel, cine sehr winterharte und anspruchslose alte Kulturform des Weizens, auch Spelt oder Spelz genannt.
Unreif geernteter und gedarrter Dinkel heißt Griinkern. - 1 Scheffel = 4,805 1.
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1.3 Polynomdivision®

Addieren, Subtrahieren und Multiplizieren von Polynomen hast du im Laufe
der letzten Jahre gelernt, ferner auch, wie man ein Polynom durch ein Poly-
nom ersten Grades dividiert. Dieses Verfahren soll jetzt auf Divisorpolynome
höheren Grades erweitert werden. Dabei beschränken wir uns zunächst auf
den Fall, daB Dividend und Divisor nur eine, und zwar die gleiche Variable
enthalten.

Beispiel 1:
( 12x  + 12x — 54x? — 11x? — 12 — 10x*) : (2x? — 6 — 3x) =
Die Division wird sich leichter durchführen lassen, wenn man die Polyno-
me zuerst i n  gleicher Weise ordnet, und  zwar nach fallenden Potenzen der
Variable.
(12x53 — 10x* — 54x3 — 11x? + 12x — 12) : (2x? — 3x — 6) =
Man beginnt nun bei der vorliegenden Ordnung die Division mit den
jeweils höchsten Potenzen, also mit 12x> : 2x2, und erhält 6x?. Das Er-
gebnis 6.x* schreibt man rechts vom Gleichheitszeichen als ersten Sum-
manden des Quotienten an und multipliziert damit dann den Divisor
2x? — 3x — 6. Man erhält als Produkt 12x> — 18x* — 36x3. Dieses wird
vom Dividendenpolynom subtrahiert. Das Verfahren wird so lange fort-
gesetzt, bis sich als Rest entweder null oder ein Polynom ergibt, dessen
Grad niedriger ist als der Grad des Divisorpolynoms.

(12x) — 10x*— 54x3 — 11x? + 12x— 12): (2x? — 3 x — 6)  = 6x? +4x? — 3x +2
—(12x> — 18x* — 36x?)

8x4 — 18x) — 11x? + 12x— 12
— (8x* — 12x? — 24x?)

— 6x) +13x? + 12x— 12
—(—6x+  9x? +18x)

4x?— 6x—12
— (4x?— 6x—-12)

0

Falls sich nicht null als Rest ergibt, muß das Restpolynom durch das Divisor-
polynom dividiert und der Bruchterm zum Ergebnis auf der rechten Seite
addiert werden, damit das Gleichheitszeichen zu Recht besteht. Dies ent-
spricht dem Vorgehen bei der Division ganzer Zahlen:
18 :7=2  Rest4,  d.h., 18 :7=2  + 4% = 24%,
Hierzu nun

* Die Division von Polynomen erscheint nicht vor dem 16.Jh. Als erster bewiltigte sie Michael Stiri
(14877-1567) i n  seiner Arithmetica integra 1544.
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Beispiel2:

=x }  =—x2=2 ) : ( x3+x -3 )=x3—x+2+
—(x%+ x* — 3x3)

—x*+2x3—-x2 -2

—5x+4
xX3+x -3

—(— xt — x? + 3x)
2x3 —3x-—2

— (2x? +2x—6)
—5x+4

Nun wenden wir  uns dem Fall zu, daß mehr als eine Variable vorkommen.
Dann wählt man eine der Variablen aus und ordnet wie in  den obigen Beispie-
len nach fallenden Potenzen dieser Variable. Die Durchführung der Division
zeigt

Beispiel 3:
(6x* + 13ax3 + 2a?x? — a?*x — 2a*) : (2x? + 3ax — 2a?) = 3x? + 2ax + a?

—(6x* + 9ax? — 6a? x?)
4ax? + 8a?x? — a’x — 2a*

—(4ax® + 6a?x? — 4a}x)
2a?x? + 3a?x — 2a*

—(2a?x? + 3a?x — 2a%)
0

Hätte man in  Beispiel 3 die Polynome nicht nach x,  sondern nach a geordnet,
so hätte sich
(—2a* — ax + 2a?x? +13ax? + 6x*) : (=  2a? + 3ax + 2x?) = a? + 2ax + 3x?
ergeben, wie du  leicht nachrechnen kannst.

Aufgaben

1. a) (x? — 4x? + 10x— 12) : (x — 2)
b) (— 6x) +23x?  — 23x + 56) : (7 — 2x)

c) (10a* + 13a? — 3a? + 2a +3 )  : (2a + 3)

d) (75x) —$83x2 + Hx  — 2 ) :  0 ,3x  — 5)
e) (84x? — 68x + 8) : (2x — 3

2. a) (10x* + 15x? + 23x? — 9x +9 ) :  (10x? — 5x + 3)
b) (4x* — 17x? +4 ) :  (4x? — 1)
c) (64a* — 8a} — 80a? + 5a +25)  : (8a? — 5)
d) (—3b* + 8b} — 14b? + 8b — 3 ) :  (—b?* + 2b — 3)
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3. a) ( x>+2x*—x)  x?  —2x+1):(x? +2x — 1)
b) (—2x° + 12x? + 8x? + 16x — 10) : (2x? + 4x — 2)
c) (—2x® + 12x? + 8x? + 16x — 10) : ( - x?  +2x  +5)
d) (2x° — 3x  +11x*+11x? — 11x* + 14x) : (x? — 2x  +7)
e) (—0,06x> +0 ,13x*  — 0,29x? + 0,62x? — 0,3x + 1) : (0,3x? — 0,2x + 1)

4. a) (a?*b? + 2a?b + a? + 2ab? + 4ab +2a + b? + 2b +1):  (ab+a+b+1)
b) (— a? +3a?b — 2a? — ab? +4ab—a-b )+2b*+b -2 ) :

:(—a? +2ab+b?—1)
8c) ((a — 1)x* — (3a — 4)ax? + 3a*(a — 2)x? + a’(a  +2 )x  + a*) :  (ax + a — x)

d) (abc — 2a?b?c + 2a? be? + ab3c — 2ab*e* + abe”) : (a—b + ¢)
e) (9x* — 4a?x? + 4a?x — a*) : (3x? — 2ax + a?)

5, a) [(16x* — 32x? + 24x? — 8x  +1 )  : (2x — 1)] : (2x — 1)
b) (8x? — 12x? + 6x — 1) : (4x? — 4x +1 )

©) (+p)  : ( x+y )
d) (=p )  : ( x - y )
e) (x*-1) : (x—-1)
f) (128x"—1):(2x—1)
g) (1—0,008x%):(10 — 2x?)

6. Divisionen, die nicht aufgehen:
a) (2x +2x*— xb— x? —2x+1 ) : ( x?+ 2x — 1)
b) (12x? + 8x2 + 16x — 10) : (2x? + 4x  — 1)
ec) (—2x°—10) : (—x3+2x+5)
d) (11x? — 11x? + 14x) : (x? — 2x + 17)
e) (8x? +2x? — 3x +1 ) :  (2x +1)
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Das ausdrucksvolle Antlitz der Schwarzbraunen Wegameise Lasius niger

Sie ist eine der häufigsten einheimischen Ameisenarten. Ganze vier Millimeter mißt das
Insekt in natura. Aufgenommen wurde es 1979 mit cinem Rasterelektronenmikroskop
der Firma Siemens. Bei solchen Aufnahmen geht es weniger um  die Vergrößerung sic
ließe sich mühelos auf das 10000fache steigern - als um Auflösungsvermögen und
Schärfentiefe. I n  beidem ist das Rasterelektronenmikroskop dem herkömmlichen
Lichtmikroskop weit überlegen. So entstehen mit Hilfe cines gebündelten Elcktronen-
strahls, der das Objekt rasterförmig Punkt für Punkt abtastet und auf einen Fernsch-
Bildschirm überträgt. geradezu plastische Abbildungen von faszinicrender Aussage-
kraft. Ungewöhnlich deutlich zeigt die Aufnahme den Oberkiefer und die kräftigen
Kauleisten, ebenso die beiden Fühler in  ihren Kugelgelenken. I n  alle Richtungen kön-
ncn diese »Antennen« geschwenkt werden, mit denen sich die Ameise nach den emp-
fangenen Geruchssignalen orientiert. Demgegenüber spielen die Facettenaugen (oben

seitlich) nur eine untergeordnete Rolle.
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2.1 Definition, kleine Zahlen

Unter den Gesetzen für das Rechnen mit Potenzen nimmt Satz 16.1 eine Son-
derstellung ein; er erfordert eine Fallunterscheidung. Das ist fürs praktische
Rechnen sehr lästig. Es wäre schön, wenn sich durch eine geeignete Erweite-
rung des Potenzbegriffs die drei Fälle zu einer einzigen Formel ohne Fallunter-

. . . a J

scheidung zusammenfassen ließen. Verwendet man die Formel — = "7" ,  die
a

N . . N ow, oo a -
fiir m > n gilt, versuchsweise formal fürm = n, so ergibt sich — = a" " = 4° .

. . a ”  . | | a

Wir wissen aber, daß — = 1 ist.  Naheliegend ist  also
a

Definition 24.1: a%:=1  fü ra+*0

Beachte: 1) a°  = 1 ist keine beweisbare Formel, sondern eine zweckmäßige
Definition.

2) 0°  wird ebenso wie : nicht definiert.*

Beispiele: 1) 3° = 1 2) (=7 ) °  =1  3) 3°  =1
4) V2 =1 5) (a? — b?)° = 1 für | a |  + | b|

. a”  _ . a

Verwendet man die Formel 7 = a" " auch fiir m < n ,  so ergibt sich formal

2

eine Potenz mit negativem Exponenten, z. B. =a? "  7 = a ”  3 .  Weil wir aber

21  1
wissen, daß 5 = ist, solltea™> = a5 gelten. Das legt die Festsetzung nahe

Definition 24.2: a7 * :=  füra+0 und ne  IN,1
a”

Damit nimmt Satz 16.1 die einfache Form an:

Satz 24.1: 2 =a " " füra+0 und m, ne N ,

* Die Folge . . . ,  0° =0 ,  0* = 0, 0 '  = 0legt 0° = 0 nahe, die Folge . . . ,  3° = 1, 2° = 1, 1° = 1 legt anderer-
seits 0° = 1 nahe. Man entscheidet sich deshalb dafür, 0° als unbestimmten Ausdruck zu betrachten. der also
keinen definierten Wert hat.
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Die Finschränkung n € N,  i n  Definition 24.2 würde wieder zu Fallunterschei-
1

— =d"=a " is t ,
konnen wir gleich schreiben 1

a’

Satz 25.1 r=  für a + 0 und zeZ

Beispiele:
1 1 1 13 _ = 

a ="

n2  T2378  2) 6 6!  6

3 \  7?  1 NN? 49 1
3 — = 7 ==  = — „174  = = 4(3) a r )  5 00  nm

1 1 1 1
5) (=3 )3=  = 5 )  2=  = —
) (=3) ( - 3 ) °  27 6 )  (=3) (=5)?% 25

1 1 1 1
7 3 )  6 = = — = =95_
) 3) a r  8) = 7 ==

1 25
9) ( a+b )  =¢ WE füra+-b

- 3  3 _ 1 110) a ° +b "  = a5 + 53 fürab+0

Mit  den beiden letzten Festlegungen ist die Definition einer Potenz von natür-
lichen Exponenten auf ganzzahlige Exponenten erweitert worden. Damit ist

A . 1
auch z.B. 27% sinnvoll und einerseits gleich 23, andererseits gleich 573

Wir fassen die gewonnenen Ergebnisse zusammen und merken uns:

a ra *a * . . . - a  für z>2

z Faktorenu

a für z=1

1 für z=0
Für a + 0 und zeZ gilt: a *= 1

- fir z= -1
a

1
fir z s -2

a ‘a -a ‘ . . . ' a

| z }  Faktorena
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Ähnlich, wie man mit den positiven Exponenten große Zahlen kurz und be-
quem darstellen kann, kann man jetzt auch die negativen Exponenten verwen-
den, um Zahlen mit sehr kleinem Betrag kurz und übersichtlich zu schreiben.
Weil wir normalerweise im Dezimalsystem arbeiten, verwenden wir natürlich
besonders gern Zehnerpotenzen mit negativen Exponenten. Dabei gilt:

1 = 10°
1

0,1 = — = 1071
10

1 1 _ ,
0,01 = 756 = 157 = 10

0.001 = rt _ 1 — 107? usw
771000 10° ;

Man erkennt: Multipliziert man eine Zahl mit 10" (ne N), dann verschiebt
sich das Komma um» Stellen nach rechts. Kompensiert man dies mi t  dem

. . . 10”
Faktor10”7”, dann ändert sich der Zahlenwert nicht,  weil  10” - 107" = 10" = 1

gilt. Damit läßt sich die Gleitkommadarstellung auf negative Exponenten
erweitern.

Eine Kommaverschiebung um n Stellen nach rechts wird durch den Faktor 107”
ausgeglichen.

Beispiel: 0,0000125 = 1,25 - 107° (Gleitkommadarstellung)
=12 ,5 -10 " °

= 125-1077

Für  häufig verwendete Zehnerpotenzen mi t  negativen Exponenten gibt es bei
Benennungen wieder besondere Vorsätze*:

107! = d = Dezi 107* = c=  Centi 107* =m = Milli
107° = u = Mikro 107? =n = Nano 1071?= p = Pico
10715 = f = Femto 10718 = a = At to 1077! = z = Zepto
107%* = y = Yocto

Aufgaben

1. a) 1° b) 1 ° !   ¢) 1 -2  d) 1 -43  e) (—1)°
N (=D  g ( 177  h) ( -1 )7}*

* decima (lat.) = der zehnte Teil - centesimus (lat.) = der hundertste — mill@simus (lat.) = der tausendste
piepdg (mikros [griech.]) = klein - v&vog (nanos [griech.]), nanus (lat.) = der Zwerg — pico (span.) = die
Spitze - femton (schwed.), femten (ddn.) = fünfzehn - atten (dän.) = achtzehn. - Die Vorsitze Zepto und
Yocto wurden 1991 von der 19.Generalkonferenz fir Maß und Gewicht eingeführt. Wohl wegen
1072! = (107 %)" bzw. 10" 2*  = ( 10  %)® bildete man sic unter Verfremdung aus den griechischen Zahlwértern
éntd (hepta) fir 7 bzw. ÖKt® (okto) für 8.
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2. a) 271  b) 273  c) 39 d) 57? e) (4) 7 !

f) 0,17? g) 107 !  h) 107? i) (—0,4)3 k)  ( - 0 ,4 )3

I) 0,473 m)  0,43 n) (—0,5)*  0) (—0,5)7*+ p) 0,57+

GO”? 7 -3  s) MN) oO 2)? uw HH
WV  wV2* V -  VCH Y VOL

3. Berechne:

a) 2 °+271+27?  b) +d  +d?
©) (3+37 ' ) 7?  d) 0 ,1 ) "  — (V/10)*

oe) [VS)°+V5)7117? n [V11)7?— (V13)7 37°
g) ( - 5 )74—57*  h) (—4)7}— 475

) (-377* +3 )  k) ( 377?  +(-0?
4. Bestimme die Lösungsmengen folgender Gleichungen:

a) x 2=4x °  b) x—x1=0  c) 9x =16x "1

d) x °+5x72=0  e) =x "  Hx 24+x3=0

5a )  x -5+6x " !=0  b) x °—2x" ' - 3x "2=0  © x+x " ' =2
d) x—x"1=2  e) x2+36x "2=13  f) x—4x 1=5x "3

0

«6. a) = (*) b) Vx°= (Vx)° co) Vx+1)°=(@1-x)°

1 \° 1 1 \° x 1
d = _— = — _— =

) (A )  ( x+1 ) °  © = x 9 (x? — 4)° 1

7. Schreibe folgende Zahlen als Zehnerpotenzen:
1

a) 0,01 b) 0,0001 c)
100000

e) 1 Milliontel f) 1 Billiontel g) 1Zehnmilliontel h) 10 Billiontel

8. Schreibe in  Gleitkommadarstellung:
a) 0,07 b) 0,000123 ¢) 0,00001001
d) 0,0000004207 e) 0,0001002 f) 0,00000000739
g) 3 Tausendstel h) 4 Hundertmilliontel i) 7 Zehnbilliontel

9. Schreibe als Dezimalzahl:
a) 3 -102  b) 2 :1073 c) 1074

d) 8 ,05- 107} e) 1 ,763- 1077 f) 972-1072

g) 2,2279 - 107° h) 6,7808 - 1075 i) 4,02 -107*

d) 1
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10.

11.

16.

17.

18.

19.

20.

2 Potenzen mit ganzen Zahlen als Exponenten

Schreibe als Dezimalzahl:

a) 1+107*  b) 243 -107 !  ¢) 7:10724+3 d) 8-107>+364-107?

e 2 :10°+3 -10 " ' 4+5 -1073  f )  6 -10°+4 -10 "1+10 "4

Für welche Zahlen stehen die Buchstaben?

a) 0,0123 = 1,23 - 10* = 123 - 10” = a-107? = b -107°

b) 0,0000101 = 1,01 - 10* = 10,1 - 10” = 0,101 - 10° = a -107*  =
=b -107?=c -107°

HE 02-0 © (+)  d) (2-V6)7?

. a )  0,257! b) 0,0017? c) 0,57* d) (—0 ,125 )}

. Schreibe als Potenz mit möglichst kleiner natürlicher Basis:
a) 7 b) 0,25 ¢) 353 od) 0,000125 e) 0,1°

. Schreibe mit positiven Exponenten:
a) x ”?  b) y=? c) (x+y)™* d ) ya? -b?

1 1 a \~ !_ A-2 — h | =0 @-H7 Dp Ban  ) (6)

i )  ( - 5 ) "  i ( - 5 ) "  k) 1:a7!

Schreibe die physikalischen Einheiten ohne negative Exponenten:
a) Geschwindigkeit ms ” !  b) Dichte kg:m”“*?* ¢) Frequenz s ” !
d) Druck Nm7? e) Leistung Js !  f) Widerstand VA7!

Berechne das arithmetische, das geometrische und das harmonische
Mittel aus 10? und 1072.

Bestimme die Lösungsmenge.
a) x ?=16 b) x ”?  = 0,0001 ¢) x 3=1} d) x 1°=1024

Fiir welche x gilt

a) 10  = 0,1 b) 7 *=1  €) ( )  = 5°

d) 5* = 0,04 e) 2* = 0,125 f) 10* = 0,0001
1 -X  -X

g) 117*= 121 h) (3) = 81 oi) 3 )  =0,064 ?

Welche der folgenden Terme sind definiert, und was ist gegebenenfalls ihr
Wert?

a) (02 b) 29° c) (23° d) 0¥ 2 fn 2%
g) (0°? h) (0)° i) 20° j 0° KO”  1 2°
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2.2 Rechengesetze für Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Die Definitionen von a° (in 24.1) und a 7 ”  (in 24.2) werden für die Mathematik
erst dann fruchtbar, wenn man mit den neuen Symbolen so rechnen kann, daß
die Rechengesetze für Potenzen mit natürlichen Exponenten auch für die Po-
tenzen mit ganzzahligen Exponenten gelten. Wir überprüfen das der Reihe
nach:

I .  Multiplikation von Potenzen mit gleicher Basis
Gilt a” a"  = a ” * "  für a +0  und m, ne Z?

Zum  Beweis müssen wir  verschiedene Fälle unterscheiden, je nachdem, ob  m
bzw. n positiv, null oder negativ ist. Im  folgenden verwenden wir die Tatsache,
daß —meN fürm<0und —reN  fiir n <0  gilt.

1. Fall: m = 0, n beliebig
LS=ad-a"=1-a"=d"
RS=a’ * " "=a"=1LS

2. Fall:m>0 ,n<0
1 a”

LS  = a ” -  a = a "  = = a"  U =¢ " * "=RS

a a

3. Fall: m<0 ,n< (
mn 1 1 1 1 t r

LS=d"a  pe r i  a So Raber ren Rae Eh

1
= Gm ==RS

Die Fille m beliebig, n = 0 bzw. m < 0, n > 0 brauchen wegen der Gültigkeit
des Kommutativgesetzes der Multiplikation nicht eigens untersucht zu wer-
den.

I l .  Potenzieren einer Potenz

Gil t  (a”)" = a™ für a + 0 und m,  ne  2?

1. Fall: m = 0, n beliebig

LS  = (a  "= 1 "=1
RS=ad" "=a ’=1=LS

2. Fall: m beliebig, n = 0
LS = (@”)®* = 1
RS=a"  °=dq°=1=LS

3. Fall:m<0 ,n>0

1 \" 17 1
LS  = (amy = e i  ) = =-— =q  "=  RS
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4. Fall. m > 0, n<0
1 1

LS  = (d™)" = — = ——=a"=RS
( a™)  n a mn

5. Fall: m<0 ,n< (
1 \" 1 1 1

— m\n  — — — = — = mn = RLS = (a™) (= )  ( 1 J ”  e r  a S

IM. Potenzieren eines Produkts

Gi l t  ( a -b ) "=a " -b " f u ra ,b+  0 und ne  Z?

I .  Fa l l . n = 0

LS=(a  b ) ‘ =1

RS=a° * -BB ' °=1 -1=1=LS

2. Fa l l : n<  0

1 1 1 1
LS  = (a :  b)' = = = — + =a"  bP=RS

(@-b)™" ab "  a "  hb "

IV. Potenzieren eines Quotienten

Gilt (5) = 2 f u ra ,b#0und  ne Z?
b) HM

ay" Ty  pn  -1  — 1LS=( - ) ] =1 [a -> ]= (a  b"Y=d# bY=d0 b=
b b

— n hb "  n r .  Rg
= a i Th

V. Division von Potenzen mit gleicher Basis

m

Gilt = — g"”" für a +0 und m ne  Z?

a _
LS = — = —=d"a  "=a "  =g" " "=RS

Damit ist gezeigt, daß die Rechengesetze für Potenzen mit  natürlichen Expo-
nenten auch für die neu definierten Potenzen mit ganzzahligen Exponenten
gelten. W�Õr  merken uns:
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Satz 31.1: Für  a ,b  + 0 und m,  ne  Z gilt

La"  a =a"  VE Lamm— =a"

IL. (a ” ) "= a™

NL (a5  = a" b" v l  ( eV
bl) OW

Bemerkung: Satz 31.1 gilt auch für a = 0 bzw. b = 0, solange kein Nenner null
wird oder nicht der undefinierte Term 0° entsteht.

Beispiele:

zu l :  a”S-a=  a7 St?  = a7*

zu I I :  (a72)79 = a7? ”  = ql8

- —a 
1

wl l l :  (30)7* =37 a7 =

Mit Hilfe der gewonnenen Potenzgesetze lassen sich physikalische Größen
leicht von einer Benennung in  die andere umrechnen. Hierzu ein

Beispiel: 7 fm = 7-107'5m=7-107!>.10° um =7 -10 "%ym

Aufgaben

l . a )  27-274 b) 3719 .36  c) 528 .5725  d) 2° -2°

e) 65-6°.675 fn 73.773 g) 107?-107!.10°

h) 0,17*-0.12-:0,.17! i) (HS-GS)? ok) 0,275: 572

2.a) a7? a )  b) a’ a ' - a *  c) x ' 7 - x0 -x "12

d )  y rep ton  e )  pk i .  k+ l .  m2  f )  yam nn, yO .gn  2m

g) ( a+b?  (a+b)7!  hb) x ) * - xn  DD ( p -9 (p—9q)

a) ( a>+1 ) -a ” !  b) (@®°+a ' ) -(a ?+a3)

(x =x  +x  24x  +x%) d) (a? +67 )  a th

e) ( x2+yH(x "2—-y7?  N (—y  Hx "  + v7)
g) (2m? + 5m — 3m?)  (4m +6m”7?) h) X x+1 -  x 71  4x7  HA +x " )
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4. Schreibe x,  y und z in  Gleitkommadarstellung:
a) 400 nm = xm = y pm  = z j �Õm
b) 3,7pF = xF  = y fF=znF
c) 0,007fs=xms=yns  =zps

5, Schreibe in  Gleitkommadarstellung mit der in  der Klammer angegebenen
Benennung:
a) Dicke des menschlichen Haares 70 um  (mm; m)
b) Dicke von Blattgold 100 nm  (mm; m)
c) Durchmesser von Atomkernen 1 fm (nm; cm)
d) Durchmesser von Atomen 100000 fm  (nm; cm)
e) Wellenlänge des gelben Na-Lichts 589,6 nm (mm; dm)
f) Ruhemasse des Elektrons 9,1091 - 101% ag (g; kg)
g) Ruhemasse des Neutrons 1,67 - 107° fg (mg; kg)

6 .2 )  37%)?  b) 37%° c) (3%)? d) 3%)?
e) 379 ) !  fH @ 3?  g) (0 ,57)  hb) (0,2%7°

7.8) (a7%)° B@H ©) (a)? dd) (a7? €)  @

8. a) (x+x 1 )?  eb) (y  4+1 )3  ce) (@*+a3) — (a? — a7?)?

9. a) ( 1+a+a7 ! )?  b 1+x—x"1  9 z?+1+772)?

10. a) (a? —-bY 7 :  (a—-b)”? b) (9a?— 16 )7?- (3a — 4)?

11.2) (x—p)* - (y—x) "® b) ( x—y) ° - ( y—x)7°

V3\-? 2V3\-?
12.2) (2:3)* b) (5-V2)7* (7) d (23)a) (2-3) ) ( ) c) 5 ) 3V2

675 25-30 G03)? V3)
13 .  a )  ——z b )  —_— 7 d

67° r o  grams © Way vay
m= n?  p rog !  ( x  +14)76

WO Pas 9p  GHD
15.2) 8°-(3)° BDDC BF a) 1 ,59 : [@) 2173

16. a) (8x73 5x2): (20x%) b) (01x72 + 4x72) 1x3
©) ( 0 .1x75+1x7?) : 4x? )

17. a) (10x 7 :  (5x72) )- 2x? b) (10x 72: 5x?) : (2x?)
ec) ( 10x73 :(2x7 5)) 2x73

18 .  a )  ( z20+1  . z ” " )  ; z2  b )  ( z20+1  . zn  . z2  c )  ( z20+1  . zh  1 )  . zn

a )  6) 206)  966)
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20. a) (24%b-!)7* bb) (224 )  To  Gao  a) (= )
e) (abc) f) (a "b l *me  2 ) !

8 k . , 27Jk+1  2 -2 ,  —1\—2n
2) ey ]  a & Vy  Ty

21. 8) SS=) A;)

(2 )  EE  ota]
1

22. a —) p r i  x " r s  + = SE  1

a? 2a 1
b —

) az  ym in !  t om

23. Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?
a) 1071°0 = 100719 b) 107199= 100759 ec) ( 73  = —(7%9)*
d)  2710  42710  _ 2-7? e)  37  Hg  3 -  11  4 3 -11  — 975

24. Berechne:
a) 2:1077+7,1-10""—-14-10""
b) 3 :1077+1,2-107® ¢) 0 ,5 :1073+8 -10 "2  —-1,5-10"3
d) 0,0001 - 107! + 0,001 - 107? — 0,01 - 1075

25. Radiziere ohne Verwendung eines Taschenrechners:

a) V81 -107* b) V8,1 1077 c) V0 ,441-1073 - 14,4 - 1075
d) V47*+ e) V10710 f) V100710

x 2_y72  -4  y—x  4 x+y  - 4

026. | —— ‘NT 1
X+y  xX "ty x3y?

827. (1 — ( ab ) H) 2+ (1 + ( ba7 ! )7 ! ) 7?+2ab7 '(1 — (ba7!)72)7!

b=  ' +a !  - 1  a l 4+p1  -1  b l—g t

8 .  (da)  + ( Ta

a+b  a—b
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30. Beschreibe in  Worten, wie die folgenden Zahlen in  dezimaler Schreibweise

31

aussehen würden.
a) (101%)!° b) 1019  c) 5(10'%9)1® qq) 3(101%9)!° +23
e) 1019 '°  — 1 f) 1010919 - 1 g)  (10719)19 h)  10 -10

Im Jahre 1989 wurde von der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt
(PTB) i n  Braunschweig die Avogadro-Konstante* neu bestimmt zu
N,  = 6,022134 - 1026 kmol  ~'. Sie gibt die Anzahl der Moleküle in einem
Kilomol eines reinen Stoffes an. So enthalten z.B. 18,016 kg Wasser
6,022134 - 10?° Wassermolekiile.
a) Wie viele Wassermolekiile sind i n  107°  g Wasser enthalten?

b) Wieviel g Wasser bilden 1 Trillion Wassermolekiile?

32. I n  der modernen Analysetechnik verwendet man bei Angaben von Kon-
zentrationen iiber Prozent und Promille hinaus die aus dem Amerika-
nischen stammenden Abkürzungen ppm = parts per million = 107°,
ppb = parts per billion = 107°, ppt = parts per trillion = 10"  ! ?  und
ppq = parts per quadrillion, zu deutsch Teile auf eine Million, eine Mil-
liarde, eine Billion bzw. eine Billiarde. Die z. B. bei ppm stehende Zahl gibt
die Anzahl der Teile einer Substanz in  1000000 Teilen der Gesamtsubstanz
an. Demnach sind 5 Menschen 1 ppb einer Weltbevölkerung von 5 Milliar-
den Menschen.**
a) Drücke fiir Feststoffe 1%,  1%,0, 1 ppm, 1 ppb, 1 ppt und 1 ppq als g/kg

aus,
b) Eine gewisse Weizenmenge wurde durch ein Roggenkorn der Masse

0,1 g verunreinigt. Die Verunreinigung beträgt 1 ppt. Wieviel Weizen
wurde verunreinigt? Wie viele 500 m lange Güterzüge sind zum Trans-
port dieses Weizens nötig, wenn 1 Güterzug 2500 t Weizen befördern
kann?

c) I n  einer Abraumhalde wurden 1000 ppt Cadmium gefunden. Ist dies
beängstigend, wenn man weiß, daß in  der Erdkruste etwa 300 mg Cd
pro Tonne enthalten sind?

33. Vor4,5  Mrd.  Jahren entstand der  Planet Erde.  Vor  2 Mrd .  Jahren tauchten

*

x

die ersten Algen auf, vor 1,4 Mrd.  Jahren mi t  dem Panzerfisch das erste
Wirbeltier, und vor 1,2 Mrd. Jahren entwickelten sich die ersten Land-
pflanzen. Vor 900 Mio. Jahren begannen die Saurier, die Erde zu bevöl-
kern, 300 Mio. Jahre später entstanden die ersten Säuger. Vor 200 Mio.
Jahren falteten sich die Alpen. Vor 600000 Jahren liefen in  Olduvai (Süd-
afr�Õka) die ersten Menschen herum. Vor 130000 Jahren gab es viele Nean-
dertaler, vor 40000 Jahren trat der homo sapiens auf, vor 19000 Jahren
wurde die Höhle von Lascaux bemalt, vor 15000 Jahren starb das Mam-
mut aus, vor 8000 Jahren wurde Jericho, die älteste Stadt, gegründet, vor

Lorenzo Romano Amedeo Carlo AvoGapro, Graf  von Quaregna und Ceretto (9.8.1776 Turin - 9.7.1856
¢bd.), Jurist, Physiker und Chemiker

1 ppb liest man natürlich 1 part per billion.
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5000 Jahren begannen die alten Hochkulturen in Ägypten, Babylon und
China sich zu entwickeln, vor 2000 Jahren wurde Christus geboren, und
vor 350 Jahren entstand die moderne Physik.
a) Wähle das Alter der Erde als Zeiteinheit (EA) und drücke die oben

angegebenen Zeiträume, von heute aus rückwärts gerechnet, mittels
Gleitkommadarstellung und auch unter Verwendung der Vorsätze von
Seite 26 i n  EA aus.

b) Fasse die 4,5 Mrd. Jahre als einen von 0.00 Uhr  bis 12.00 Uhr  dauern-
den Zeitraum auf.
1) Vor wieviel h min sec traten obige Ereignisse ein?
2) Wieviel Uhr  war es dann?
3) Veranschauliche die Geschichte graphisch durch die Stellung des

Stundenzeigers auf dem Zifferblatt einer Uhr.

* *2 ,3  Zur Geschichte der Potenzen

Quadrat- und Kubikzahlen beherrschten die Babylonier etwa seit 2000 v. Chr. Erhal-
ten blieben uns sogar a”-Tabellen für ausgewählte Basen a mi t  den Exponenten von 2
bis 10.
I n  der frühen griechischen Mathematik finden sich bald eigene Namen für die Qua-
drat- und Kubikzahlen, die von den PYTHAGOREERN der Geometrie entlehnt wurden,
nämlich tetpdywvog (teträgonos) = viereckig für die Quadratzahl und küßoc (kybos)
= Würfel für die Kubikzahl. Daneben benützt aber HIPPOKRATES von Chios (2. Hälfte
des 5. Jh.s v.Chr.) das Wort Süvayp�Õc (dynamis) = Kraft für die 2. Potenz. Wann man
zum ersten Mal  zu Namen für höhere Potenzen fortgeschritten ist, wissen wir nicht,
Daß es schwierig war, können wir nachempfinden; denn man mußte sich ja völlig von
den geometrischen Vorstellungen des Quadrats und des Würfels lösen. Bei HERON (um
62 n.Chr.) findet man dvvapodüvay�Õc (dynamodynamis) als Bezeichnung für die
4. Potenz einer Streckenlänge. DIOPHANT (um 250 n.  Chr.) verwendet dieses Wort, um
die 4. Potenz der Unbekannten, also x* auszudrücken. Er  führt die Reihe bis zur
6. Potenz weiter fort mit  SuvapdxvBog (dynamokybos) fiir x*, additiv gebildet gemäß
x> = x2*3 ,  und xvBoxvpog (kybokybos) fiir x® gemäß x® = x3*3 .  Außerdem benützt

1 1 . . a

er für die Reziproken — bis --; eigene Namen, indem er an die ursprüngliche Potenz-
x x

1 . , 1
bezeichnung die Silbe -töv (ton) anhängt: =>  ap13pootév (arithmoston), pos

Ly 1 ; ; 1 .
= duvapootov (dynamoston), Po  Kvßootöv (kyboston), . . . ,  = xupoxupootdv

(kybokyboston). Durch Ausrechnen aller fiir ihn möglichen Fille - es darf kein Expo-
nent größer als 6 werden -- gibt er an, wie diese Potenzen miteinander multipliziert
werden, also unsere Sätze 14.1 und 16.1. Im  übrigen ist er sich der Schwerfilligkeit
seiner Wortschépfungen bewußt und kürzt sie ab mit g fiir x, 4” ,  K”, 4" 4, AK" und

. 1
K'K. Reziproke werden durch ein hinzugefiigtes X kenntlich gemacht: 5X = x ’

1
AY  X= — usw.

x
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I n  der altindischen Mathematik setzte
man höhere Potenzen (bis hin zur zwölf-
ten) im Gegensatz zu DIOPHANTS Bil-
dungsweise multiplikativ zusammen: var-
ga = x* und ghana = x* ergaben ghana-
varga = x°. Die entstehenden Wortunge-
tiime werden dadurch handlich, daß nur
dic ersten Silben benutzt werden: vae-va-
va = (x?)2)? = x8,
Wie die meisten arabischen Mathemati-
ker entschied sich AL-CHARIZMI (um 780
bis nach 847) fiir die indische Ar t  der Po-
tenzbezeichnung. ABU KAMIL (um  850 bis
930) und Omar AL-HAYyYAM (1048? bis
1131) hingegen fiir dic additive Bildung
DIOPHANTS. So nimmt es nicht wunder,
daß man  i n  Europa bis h in  zur Renaissan-
ce beide Benennungsweisen findet. LEo-
NARDO VON Pisa (um 1170 - nach 1240)
und noch Francois VIETE (1540-1603)
benützen die additive Bezeichnungsweise,
Luca PACIoL1 (um 1445-1517) jedoch die
multiplikative. Au f  dic weite Verbreitung
seiner Summa de Arithmetica Geometria
Proportioni et  Proportionalita von 1494,
die das gesamte mathematische Wissen
seiner Zeit zusammenfaßt, ist es zuriick-
zuführen, daß sich die multiplikativen Be-
zeichnungen bei den italienischen Alge-
braikern wie Niccolö TARTAGLIA (1499 bis
1557), Geronimo CARDANO (1501 bis 1576)
und Raffaele BoMBELLI (1526 bis 1572)
durchsetzen und von den deutschen Cos-
sisten wie Christof RuDoLFrF (um 1500
bis vor 1543), Adam Ries (1492-1559) und
Michael StireL (14877-1567) übernom-
men werden. Sic haben nur cinen Nach-
teil: Für jede Primzahlpotenz braucht
man einen eigenen Namen! Um dir die
ganze Problematik und auch die geistige
Leistung verdeutlichen zu können, müs-
sen wir weit ausholen.

bnrt  kom doprrnly

ehugps
Abb. 36.1 Luca PacioLi, als Mönch
Frater Lucas de Burgo Sancti Sepulcro
(um 1445 Borgo San Sepolcro 1517
ebd.), hier als hl.  Petrus der Märtyrer  dar-
gestellt von dem Maler und Mathematiker
PIERO DELLA FRANCESCA (1410/20- 1492).
Namenszug aus dem Testament vom
9.11.1508.

Bis zur 3. Potenz der Unbekannten hatte man keine Schwierigkeiten.
Die 1. Potenz, also unser x :  Das arabische schai = ein Etwas wird zum lateinischen res
(=  Suche), wofür die Italiener cosa sagten, das sich im Deutschen als cossa und cof
findet und das mit ding cingedeutscht wurde. Da  aber die Araber auch die Unbekannte
mit dschidr = Wurzel bezeichnet hatten, heißt sie gelegentlich sogar im  Deutschen
radix.

x2: Das arabische mal  = Vermögen wird über das lateinische census zum italienischen
censo und zum deutschen Fremdwort zensus.
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x*: Das arabische kaab = Würfel wird über das lateinische cubus zum italienischen
cubo und zum deutschen Fremdwort cubus.
x*: Hier begannen die Schwierigkeiten, da ja, wie oben gesagt, kein geometrisches
Gebilde mehr zur Verfügung stand. Mit censo de censo behalf man sich.
x”: Bei LEONARDO kommt es nicht vor! Luca PacioL! verwendet dafür eine im 15.Jh. in
Italien aufgekommene, uns unerklarliche Bezeichnung, nämlich primo relato, da er
censo de cubo, d.h.  Quadrat des cubus, fur x® gemäß (x3)? wählte. Von da ab schreitet er
systematisch weiter:

x ’  secundo relato x®  censo de censo de censo
x?  cubo de cubo x10  censo de primo relato
x !  terzo relato usw. bis x?°.

Da das Ausschreiben dieser Wortverbindungen recht umständlich ist und die Rech-
nungen unübersichtlich macht, verwendet PACIOLI - so wie die Alten — entsprechende
Abkürzungen, nämlich
CO. ce. cu. ce.ce. p°.re. ce.cu. 2°.r°.
ce.ce.ce. Cu.Cu .  ce.p’.rl. 3°.re. usw.

Ubersichtlich ist das noch immer nicht!  Da  hatten die deutschen Cossisten eine gliickli-
chere Hand:
Cosa wurde zwischen 1460 und 1480 durch 2g, census durch und cubus durch ¢R, das
ist ein deutsches c (=  ¢), dem ein Schnorkel angefügt wurde, abgekirzt.* Zensus de
zensu war dann 4%. Für die 5. Potenz der Unbekannten tauchte um 1500 das Wort
sursolidum™** auf. Abgekiirzt wurde es durch ein damals libliches Doppel-s, d.h.  durch

[ (ein langes s), dem 5 (ein kurzes s) angehängt wurde, also durch g .  i n  der gotischen
Frakturschrift durch fß. Die Abkiirzungen%¢®,%%%und ce? fiirx “ ,  x®und x°  erklären
sich von selbst. Für  x ”  benötigte man jedoch ein neues Wort: bissursolidum, abgekürzt
bei RUDOLFF 1525 mit bf. Während IN IT IUS  ALGEBRAS (vor 1504) die höheren Poten-
zen logisch lateinisch weiterbildet mit rerfs fiir x ' ' ,  quadrfs fiir x'*  und quintfs fiir x ' 7 ,

kommt STIFEL 1544 i n  seiner Arithmetica integra auf  den glücklichen Gedanken, das

bf  formal weiterzufiihren durch cf, dR. e f  usw. Das Rechnen mit diesen Gebilden ist
natürlich sehr umständlich. INITIUS ALGEBRAS stellt die möglichen Produkte bis x!®
noch in  Form einer 1 x 1-Tabelle dar.
Inzwischen hat aber ein Verfahren immer mchr an Bedeutung gewonnen, das auf
EUKLID zurückgeht. Seinen Lehrsatz 11 aus Buch IX  der Elemente kann man gewisser-
maßen als den ersten Teil unseres Satzes 16.1 »a™ : a" = a™ ~"« auflassen. Er  lautet:
»Wenn beliebig viele Zahlen, beginnend mit der Einheit, i n  stetiger Proportion zuein-
ander stehen,« — EUKLID betrachtet also die Folge 1, a,  a*, a*, a*, ...  - »dann miBt eine
kleinere Zahl cine größere nach einer in der Folge vorkommenden Zahl.« Das heißt

* 4 entstand aus der Abkürzung 8) = co fiir cosa (Deutsche Algebra des Codex Dresden C80, 1481). I n  der
Lateinischen Algebra von C80 (vor 1486) wird das c immer spitzer und erhält außerdem eine Linkskriim-
mung, das o wi rd  zu  einer Schleife m i t  Auslauf: Can  2¢2¢ Man  war sich aber bewußt, daß das Zeichen 20.

als cosa zu lesen ist; der Plural cosae wurde nämlich durch ein zusätzliches hochgestelltes e verdeutlicht: ze  ;

— Unsere in  der 1. und 2. Auflage von Algebra | auf S. 121 gegebene Darstellung hinsichtl ich2 ist falsch.

** So i n  der CoB von Adam RiEs (1492-1559) - sie wurde erst 1855 i n  der Schulbibliothek von Marienberg
gefunden und 1860 auszugsweise, 1992 vollständig gedruckt — und in  der von Christoff RupoLFF (1525).
Michael STIFEL macht 1544 daraus surdesolidum, John NAPIER (1550-1617) supersolidum (vor  1592). Bei
René DESCARTES (1596-1650) findet man 1637 in  seiner La  Geometrie für x* das französische Wort sursolide
= tiberkorperlich. Ob das auch die Bedeutung von sursolidum ist?
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beispielsweise, a? mißt a”  nach a®, weil a” : a? = a* ist, oder auch, weil a5 - a? = a ’  ist.
Bewiesen hat er diesen Satz nur für den Fall » = 1. Interessant und fruchtbar wurde
aber das Korol lar*,  das er diesem Lehrsatz anfügt: »Und  es ist klar,  daß die Zahl, nach
der gemessen wird,  von  der gemessenen aus nach rückwärts denselben Platz hat wie die
messende Zahl von der Einheit aus.« Das heißt aber, a’  : a5 = a’75 = a>.

1 a a? a}  a* a5 ab a ’  aß
—_— ae ® < 4

Platz Platz Platz
der der der

messenden Zahl, nach der gemessenen
Zahl gemessen wird Zahl

ARCHIMEDES (um 287-212 v.Chr.) stellt in seiner »Schrift über die Sandzahl« — ¢
Yaupitns (ho psammites)** — diesen Sachverhalt so dar: »Wenn von Zahlen, die von
der Einheit ab in  festem Verhältnis stehen [also 1, a, a?, a*, . . . ] ,  irgendzwei miteinan-
der multipliziert werden, so wird auch das Produkt dieser Folge angehören und [ . . . ]
wird von der Einheit um  1 weniger abstehen, als die beiden Faktoren zusammen von
der Einheit abstehen.« Anders ausgedrückt: Das Produkt aus dem 3. Glied a? und dem
6. Glied a>° ergibt wegen 3 + 6 — 1 = 8 das 8. Glied a’. Umstindlich, aber richtig hat
ARCHIMEDES damit die Multiplikationsregel fiir Potenzen. Einfacher hätte er die Regel
formulieren können, wenn er der Eins die Null als Platzzahl hätte zuweisen können.
Aber die gab es damals noch gar nicht! Diese Zuweisung muß wohl AL-KARADSCHI
(1019/29) vorgenommen haben; denn bei ihm sind Multiplikations- und Divisionsre-
gel bereits in  unserer Art formuliert. Im  Abendland ordnet 1484 Nicolas CHUQUET in
seinem Triparty bei der Betrachtung solcher Potenzfolgen der Eins die Null zu und
kann dann mit den Platzzahlen bequem rechnen. Michael STi¥eL (14877-1567) kommt
nun 1544 in seiner Arithmetica integra auf  die Idee, diese Platzzahlen auch iiber die
Folge der cossischen Zeichen, d.h. über die Folge der Potenzen der Unbekannten, zu
schreiben, wobei er auch der Eins die Null zuordnet:

Os Ise 26  3 ,  40 SS 60 7
Te 1%,  1%. ICs  13% I f .  1%cR, 1Df,

Die zugeordnete Platzzahl nennt er Exponent (=  Ausgesetzte) und formuliert damit
ganz modern den Inhalt unserer Sätze 14.1 und 16.1:

Exponentes signorum, in  multiplicatione adde, in divisione subtrahe, tunc fit expo-
nens signifiendi.
Die Exponenten der [cossischen] Zeichen addiere bei der Multiplikation und
subtrahiere bei der Division; dann entsteht der Exponent des Zeichens, das ent-
stehen muß.

I n  der Neubearbeitung der RUDOLFFschen Coß (1553) geht STiFeL in  der Darstellung
der Potenzen von Unbekannten noch weiter. E r  greift nämlich einen Gedanken aus der
Arithmetica integra auf, verschiedene Unbekannte durch die Buchstaben A ,  B ,  € usw.
zu bezeichnen und die Folge ihrer Potenzen wie folgt darzustellen, ohne damit aber zu
rechnen:

* corollarium (lat.) = cin Krinzchen aus Blumen als Geschenk fiir einen guten Schauspieler etc. Daraus
wurde dann Geschenk, Zulage. In  der Logik versteht man unter Korollar einen Satz, der sich wie selbstver-
stindlich aus einem soeben bewiesenen Satz ergibt.

** ARCHIMEDES berechnet darin die Anzahl der Sandkdrner im  Weltall zu höchstens 1093.
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(9) x 2 3 4
za  AA PAA 1 AAAA

Bnd fo fort abnohn ende.
Stem auch alfo ;

© I 2 3 4
Wn 19 ,  10D ,  1DDD.  1 DDDD le.

Stemalfo:
O. 1 ,  2 3 4
IE ,  ET .  1€CC. 1IECEE, ce.
Dud fo fort ahn von andern Buch abe,

Von geometrischen Vorstellungen gelöst hatte sich bereits Nicolas CHUQUET in  seinem
Triparty 1484: E r  nannte die Unbekannte und ihre Potenzen einfach nombre premier,
second, tiers, quart, quint, d.h.  erste, zweite, dritte, vierte, fünfte Zahl, und betonte
dabei, daß diese Bezeichnungsweise im  Gegensatz zu der der Alten beliebig fortgesetzt
werden könne. Ganz modern mutet uns seine Schreibweise an: hochgestellte kleine
Zahlen bezeichnen die Potenz der Unbekannten. So schreibt er beispielsweise die qua-
dratische Gleichung 3x + 6x? = 30 in  der Form .3.! plus .6.? egaulx a .30. (mit arabi-
schen Ziffern geschriebene Zahlen wurden im Mittelalter zwischen zwei Punkte ge-
setzt). Sogar die Hochzahl 0 kommt bei ihm vor, wenn er die Konstante 12 ganz logisch
als 12x° durch .12.° ausdrückt. Ob CHUQUETs Exponentenschreibweise Raffaele Bom-
BELLI (1526-1572) beeinflußt hat,  wissen wir  nicht. Auch er verwendet kleine Hochzah-
len, unter denen er aber einen Bogen anbringt. In  seiner 1557/60 niedergeschriebe-
nen L’Algebra stehen diese Exponenten noch über den Koeffizienten, so daß unser

x3 = 15x +4  dort  1 egualea isPp 1 lautet. Für  die Buchdrucker war diese Schreibweise
natürlich zu unbequem; außerdem brauchte man sehr viel Platz dafür. Aus diesem
Grunde setzte man, als 1572 das Manuskript gedruckt wurde, fast iiberall die Bogenex-
ponenten neben die Koeffizienten und ließ die Null weg: 1 + eguale 4 151p.  4. Simon
STEVIN (1548-1620) wandelt den BoMBELLIschen Bogen in  einen Kreisab: 1@ +6  ® +
+9, egales a 25 ist unser x? + 6x + 9 = 25. Aber auch ein Kreis, gefüllt mit kleinen
Zahlen, ist drucktechnisch ein Problem. Adriaen vAN ROOMEN* setzte daher 1593
die Exponenten zwischen zwei durch Querstriche verbundene Klammern. Seine be-
rithmte Gleichung 45. Grades beginnt also mit 1 (43). Noch bequemer und fast iiber-
sichtlicher als unser 6x  — 9x* + 10x? + 3x — 4 ist die Schreibweise, die Jost BÜRGI

(1552-1632) i n  seiner Coss** verwendet, nämlich 6 -9  + 10 +3 -  4, und die auch
Johannes KEPLER (1571-1630) z.B. 1619 in  seiner Harmonice mundi benutzt. Hier
hätte die Geschichte enden können; denn kürzer geht es praktisch nicht. Kein Problem
war nämlich, wie man 11? schreiben sollte; denn das rechnete man eben aus. Ungelöst
blieb aber noch das Problem, Ausdrücke mit Potenzen mehrerer Unbekannter wie z. B.

* 1561 Löwen - 1615 Mainz, Professor der Medizin im heute belgischen Löwen, ab 1593 in Würzburg
* *  BüRrG�Õ verfaßte vermutlich nach 1598 für seine nie gedruckte und verlorengegangene Sinustafel, den Canon

Sinuum, eine algebraische Einleitung, die Coss, die Johannes KEPLER spätestens 1603 für ihn redigierte
und auch niederschrieb. Gedruckt wurde sie erst 1973.
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Abb. 40.1 Titelblitter der L'Algebra des Raffaele BoMBELLI. Nachdem die Auflage
von 1572 sich schlecht verkauft hatte, brachte der Verleger das Buch 1579 textlich
unverändert, aber mit  einem neuen, reiBerischen Titelblatt versehen, erneut heraus.
Eine solche 2. Auflage heißt Titelauflage.*

3xyz? darzustellen. STEVIN behalf sich damit, daß er den Exponentenkreisen die Silben
sec, ter, . . .  (für seconde quantite, tierce quantité, . . . )  voranstellte. M i t  dem auch bei
StiFeL üblichen M als Multiplikationszeichen liest sich 3xyz? bei STEVIN als
3©M sec ®M ter @.  N ich t  sehr schön!
Eigentlich hätte sich die ganze Angelegenheit lösen lassen, als 1591 Francois VIETE
(1540-1603) mit seiner In  artem analyticem Isagoge - »Einfihrung i n  die analytische
Kunst« - die Buchstabenrechnung einfiihrte: Variable wurden durch Vokale, Formva-
riable durch Konsonanten ausgedriickt. Somit war es klar,  wie die Basis zu schreiben
war. Leider übernahm VIETE aber nicht die Exponentensymbole STEVINS oder VAN
ROOMENS. I n  dem 1615 postum gedruckten De emendatione aequationum tractatus
steht z.B. in  Cap. V I I  noch

* Links: Die Algebra | Bedeutendster Teil | der Arithmetik | gegliedert i n  drei Bücher| von Rafael Bombelli | aus
Bologna. | Au f  neue Art herausgebracht. | I n  Bologna | i n  der Druckerei des Giovanni Rossi | 1572. | Mit
Erlaubnis der Ehrwiirdigen Herren des Bistums und der Inquisition.

Rechts: Dic Algebra | Werk | des Rafael Bombelli aus Bologna | gegliedert i n  drei Bücher. | Mittels dessen jeder
von selbst zu einer vollkommenen | Erkenntnis der Theorie der Arithmetik gelangen kann. | Mit einem
reichhaltigen Verzeichnis der Gebiete, dic | i n  ihm enthalten sind. | Jetzt herausgebracht zum Nutzen der
Studierenden | dieser Wissenschaft. | I n  Bologna, | durch Giovanni Rossi. 1579. | Mit Erlaubnis der Oberen.
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A cubus + B plano ter in A aequari Z solido bis

für A? + 3B"A = 2Z'", also letztlich für unser x3 + 3bx = 2c.*

»Was neu ist, pflegt anfangs roh und unförmig vorgelegt zu werden und muß dann in
den folgenden Jahrhunderten geglättet und vervollkommnet werden«**, schreibt VIE-
TE im Widmungsbrief der Isagoge an seine Gönnerin Catherine DE PARTHENAY. Es
bedurfte aber keiner Jahrhunderte! Adriaen vAN ROOMEN verbindet bereits um  1600
Bas�Õs und Exponentensymbol zu einem Gebilde und schreibt

A(4)  + B(4) — 4A (3) in B + 6A (2) in B(2) — 4A  i n  B(3)
für unser A* + B* —4A°B + 6A?B? — 4AB?. I n  seinem Cursus mathematicus verein-
facht 1634 der Baske Pierre HERIGONE (T* um  1643) die Schreibweise wesentlich, indem
er die Klammern wegläßt und außerdem wie Thomas HARRIOT (1560-1621)  *** kleine
Buchstaben für die Variablen verwendet: a3, 2b4 bzw. 2ba2 sind unser a*, 2b* bzw.
2ba*. 1637 ist es dann soweit! René DESCARTES (1596-1650) schreibt i n  seiner La
Geometrie die Exponenten als rechts von der Basis hochgestellte kleine Zahlen.****  Im
18.Jh. hat diese Schreibweise schließlich alle mit  ihr konkurrierenden verdrängt.

Negative Exponenten finden w i r  zum  erstenmal - so wie die Nu l l  — bei  Nicolas CHUQUET
mA . 2 2? ~~ . 12

1484 in  seinem Triparty: .12. ' "  ist 12x7 '=  —, mM.12.*® ist —12x7% = — —.
X X

Auch versteht CHUQUET mit  diesen negativen Exponenten zu rechnen! Da  sein Triparty
nicht gedruckt wird, ist STIFELS Arithmetica integra von 1544 von erheblicher Bedeu-
tung für die Einführung negativer Exponenten. Das nachstehend abgebildete Schema
von folio 249v zeigt den klaren Zusammenhang zwischen den Zweierpotenzen und den
zugehörigen Exponenten.

I-31-2l— 1) o] 1] 2]| 3| 4] 5]  6l
| 51 + 2] 1] 2] 4] 8|16]32]64]

N

John WALLIS (1616-1703) arbeitet in  seiner Arithmetica infinitorum 1655 mit nega-
tiven Exponenten, wagt es aber nicht, die von ihm beniitzte DESCARTESsche Potenz-

schreibweise auf  u 7 !  f ü r  — zu  erweitern. Dies ist Isaac NEWTON (1643-1727) vorbe-
a

halten, der am 13. Juni 1676 an Heinrich OLDENBURG (um 1618 Bremen - 1677 Lon-
don), den Sekretär der Royal Society, schreibt — der auf lateinisch verfaBte Brief ist
zur Weiterleitung an Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716) bestimmt —:

* B muß die Dimension II, d.h. die einer Fläche, und Z die Dimension I l l ,  d.h. die eines Körpers, haben,
damit nach V�ÕETE die Gleichung dimensionsmäßig richtig ist. Hier tritt wieder die alte Vorstellung der
Griechen zutage, daß zu einem Würfel nicht eine Seite addiert werden kann.

* *  quae nova sunt solent a principio proponi rudia et informia, succedentibus deinde seculis expolienda et
perficienda

*** 1631 erschien postum HARRIOTS Artis analyticae praxis ad  aequationes algebraicas resolvendas »Der
analytischen Kunst Handlungsweise zum Lösen algebraischer Gleichungen«.

*+ * *  DESCARTES verwendete vor 1637 verschiedene Schreibweisen für d ie Potenzen, darunter auch d ie der

deutschen Cossisten. I n  seinen um 1628 entstandenen Regulae ad  directionem ingenii - »Regeln zur
Anleitung des Geistes« - (erschienen 1701) benützt er aber schon 2a* und |. a? + h*. - die beiden Punk-
te klammern den Radikanden.
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»Denn so wie Algebraiker für aa, aaa, usw. a*, a?
1 1 1 A

für - ,  —,  — schreibe ich a7!
a’ aa’ a

zu schreiben pflegen, so [ . . . ] ,  und

“ 2  a 3.«‚ a

In  NEWTONS Philosophiae Naturalis Principia Mathematica erscheinen sie dann 1687
im Druck. Dort verwendet er auch allgemeine Exponenten, wenn er Ausdriicke wie
A" 3 bzw. 47 "  bildet. Vor ihm  gebrauchte sie nur DESCARTES einmal (als Symbol a="
im  Jahre 1638 [gedruckt erst 1701]) und dann noch WALLIS 1657 in  seiner Mathesis
universalis, wo er AR”  x AR" = A? R™*" schreibt. Aber erst 1706 erscheint die Formel

1
a "=  pr in der Synopsis Palmariorum Matheseos — »AbriB der Grundlagen der

Mathematik« - von William JONES (1675-1749)*.
Variable als Exponenten werden schließlich 1679 zugelassen: LEIBNIZ diskutiert in
seinem Brief an Christian HUYGENs (1629-1695) vom 8.9.1679 die Gleichung
x*  — x = 24 mit der Lösung x = 3, ferner Gleichungen der Form x* + z* = b und
x*  + z? = ¢ .  Dabei können die Exponenten auch rationale und irrationale Werte an-
nehmen. Was man unter Potenzen mit  solchen Exponenten zu verstehen hat, wirst
du im  nächsten Kapitel erfahren.

* Dort wird auch zum erstenmal der Buchstabe x für die LUDOLPHsche Zahl verwendet, die das Verhältnis
Kreisumfang zu Kreisdurchmesser angibt.
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ALGEBRAE Arabis Arithmetici viri Clarissimi Liber ad  YLEM Geometram

praeceptorem suum
»Das Buch des ALGEBRAS, des hochberühmten arabischen Mathematikers, an seinen

Lehrer,  den Geometer YLES«

Ein ansonsten unbekannter INITIUS ALGEBRAS soll dieses Buch über die Gebra und
Almuchabola verfaßt haben. Das Buch vom Ding der unwissenden Zahl nennt es der
Übersetzer und Kommentator. Man  vermutet dahinter den Regensburger Magister
Andreas ALEXANDER (um  1475 — nach 1504). YL�ÕEs (=  ELIAS) hielt man  damals für den

Verfasser eines Buchs mit  dem Titel Euklides. — Abgebildet ist ein Ausschnitt aus fol.
126v des Codex Dresden C 349, geschrieben von Adam RIES (1492- 1559) um 1517.
Vorgeführt wird die Wurzelschreibweise irrationaler Zahlen, die durch einfaches Po-
tenzieren rational werden, und es wird angegeben, wie die Wurzeln auszusprechen sind:

fm  . 3 - . 4 — a

V7 als Radix zenß ader quadrata von 7, VV 11 als Radix cubica vonn 11, V13 als Radix
Sm a . 6 — L] [ ]

zenf de zenf von 13 ,114 als Radix das ist  sursolica von 14. V19 als Radix zensuicubus
Tr  B r  . .

von 19, V17 als Radix bissursolica von 17, 1/19 als Radix zensuizenß de zensu 19, und
9

schließlich 1/15 als Radix cubui de cubo von 15. — Die auf Seite 53 in der 6. und 5. Text-
zeile von unten wiedergegebenen Zeichen stammen aus der gleichen Tabelle, aber �Õn
der Handschrift des Codex Gotting. Philos. 30, geschrieben 1545 bis 1548.
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3.1 Die Gleichung x”  = a

Die ursprüngliche Aufgabe des Potenzierens besteht darin, bei gegebener
Basis b und gegebenem Exponenten neN  den Wert der Potenz b" zu
bestimmen.
Man kann nun umgekehrt die Aufgabe stellen, zu gegebenem Exponenten
ne  NN eine Basis x zu suchen, für welche die Potenz x”  einen vorgeschriebenen
Wert a hat. Dazu muß man die Gleichung x" = a lösen.
Bekanntlich ist das Quadrat und allgemein jede Potenz mit geradem
Exponenten nicht negativ. Daher ist x"  = a sicher unlösbar, wenn n gerade
und a negativ ist. So haben z.B. die Gleichungen x? = — 1; x*  = — 16 und
x0  = — 1000 keine Lösung.Wir setzen daher zunächst a = 0 voraus.
Bei manchen Gleichungen kann man leicht Lösungen erraten, z.B.

x *=16  Lösungen: x ,  = 2, x,  = —2
x *=27  Lösung: x ,=3
x °=  0 Lösung: x ,=0 .

Offenbar hat jede dieser drei Gleichungen mindestens eine nichtnegative
Lösung. Tatsächlich läßt sich zeigen, daß jede Gleichung der Form x"  = a mit
neN  und a = 0 genau eine nichtnegative Lösung hat. Zum Beweis dieser
Behauptung brauchen wir eine Information über das Monotonieverhalten
von Potenzen. Diese erhalten wir durch

Satz 44.1: Für neN gilt: 0S a<b  &> 0S a" <b"

Beweis: Die dritte binomische Formel

a? —b? = (a—b)a+b )

14Bt sich auf dritte Potenzen erweitern zu

a’  — b}  = (a — b)(a? + ab + b?)

und sogar ganz allgemein auf  n-te Potenzen zu

- b=@-b )a " " "+a  b+a" "3b + . . . +ab "  "2  +b"),  (m)

was sich durch Ausmultiplizieren der rechten Seite verifizieren läßt:

RS=da"+a""'b+da" 2b*+...+a*b">+ab" ‘—

da ba  ab ab  bh" =a"  —b" = LS

Mit dieser Beziehung läßt sich Satz 44.1 leicht begründen.
Ist nämlich 0 < a <b ,  dann ist der erste Faktor (a — b) auf  der rechten Seite
von (m) negativ, der zweite Faktor (a"  ' +a" 2b+  a"  BR + . . .  + ab"2 +
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+ b"7!) aber positiv, also gilt RS < 0 und damit auch LS < 0. Das heißt aber
a" — b" <0  und somit a” <b " .
Ist andererseits 0 < a" < b", dann gilt LS < 0 und somit auch RS < 0. Weil der
zweite Faktor aber immer positiv ist, muß (a — b) negativ sein, also ist a < b.

Damit kehren wir zu unserem eigentlichen Problem zuriick und beweisen

Satz 45.1: Für  neN  und a = 0 hat die Gleichung x" = a genau eine
nichtnegative Lösung.

Beweis: Is t  a = 0, dann ist x = 0 die einzige Lösung. Es sei also jetzt a > 0. Wir
erläutern den Gedankengang des Beweises am Beispiel x? = 35. Das ange-
wandte Verfahren läßt sich ohne weiteres auf andere Fille übertragen.
Wir versuchen mit Hilfe einer Intervallschachtelung eine Lösung zu kon-
struieren. Nehmen wir dazu an, x ,  sei eine positive Lösung der Gleichung
x? = 35, also x} = 35. Nach Satz 44.1 folgt aus 0 < w* < v* die Ungleichung
0 <u  < v. Durch Anwendung dieser SchluBBweise können wir fiir x ,  eine Folge
von immer schirferen Ungleichungen angeben:

3° =27<35<64= 4 = 3<x,  <4
3,2% = 32,768 < 35 < 35,937 = 3 ,3  = 32<x , ;<33

3,273 = 34,965783 < 35 < 35,287552 = 3,28° = 3,27<x,<3,28
USW,

Das Verfahren läßt sich beliebig fortsetzen, und wir erhalten eine Folge von
ineinandergeschachtelten Intervallen [3;4], [3,2; 3,3], [3,27;3,28], ... Bei
jedem Schritt wird  die Intervallänge auf  % der vorangehenden Intervallänge
verkleinert; sie wird also beliebig klein. Es handelt sich somit um eine
Intervallschachtelung. Diese bestimmt genau eine Zahl &, die allen Intervallen
der Schachtelung angehört. Für ¢ gelten demnach folgende Ungleichungen:

3<E<4  = 33< << 4)
32<¢<33  = 3,2%< &<3 ,3 °

3,27< E<3,28 = 3,27% < E&<3,28? usw.

Offensichtlich stellt [3%; 4°], [3,23;3,3%], [3,27°; 3,28°],... ebenfalls eine
Intervallschachtelung dar. Diese wurde so konstruiert, daß die Zahl 35 allen
Intervallen angehört. Da es aber zu einer Intervallschachtelung nur eine
einzige innere Zahl gibt, gilt also: &* = 35. Damit wurde eine positive Lösung
der Gleichung x? = 35 konstruiert. Ihre Dezimalentwicklung kann nach dem
obigen Verfahren grundsätzlich mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden.
Die Zahl ¢ ist auch die einzige nichtnegative Lösung von x? = 35. Für jede von
E& verschiedene nichtnegative Zahl n gilt wegen Satz 44.1 nämlich

entweder n<E  = n?<€& =35
oder n>E = np¥>& =35.

n kann also keine weitere Lösung der Gleichung x* = 35 sein.
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Aufgaben

1. Bestimme die nichtnegativen Lösungen folgender Gleichungen:
a) x?= 81 b) x *=81  c) x3=125
d) x? = 0,125 e) x? = 0,216 f) x* = 0,0625
g) x2=3%24+42 h) x *=5%-1  i) x>=1 -19 -373

2. Bestimme die nichtnegativen Lösungen folgender Gleichungen:
a) x?= 10° b) x* = (—10)* c) x*=(—2)!?
d) x? = 107* e) x5=(—-2)71° f) x *—1=0
g) x? = 64-10? h) x3 = 23,43 -10? i) x* = 6,25-10°
k) x> = 32-1075 ) x ’  =1,28-1075 m) x* = 1,156-107°

e3. Bestimme die nichtnegativen Lösungen folgender Gleichungen:
a) x? = a? b) x3 = b° c) x* = 81a®
d) x? = a? e) x * = bl? N x = a7  18

84. Unter welchen Voraussetzungen haben die folgenden Gleichungen eine
nichtnegative Lösung? Wie lautet sie?
a) x } = a? b) x3 = (—a)? ¢) x}? = — a?
d) x> = — 32a'5 e) x ’ =128 - ( -a ) 7 ! *  N) xX} = ( - b ) " "

5. Bestimme mit Rg als Grundmenge die Lösungsmenge der Gleichungen
a) x>=38 b) x3= -8  ©) x> = — (a? +1 ) °

— nn?

d) x *=—a( -a )®  ©) X= ee f) x *=—a3 : (—a) .

. Schließe die nichtnegativen Lösungen der folgenden Gleichungen jeweils
in  ein Intervall der Linge 0,1 ein.
a) x>=15  b) x? = 100 c) x *=50
d) x? = 0,05 e) x* = 0,0000998375 f) x?=V2

. Das Delische Problem der Würfelverdopplung. Das Problem, zu einem
gegebenen Würfel der Kantenlänge a einen Würfel zu konstruieren, dessen
Rauminhalt doppelt so groß wie der des gegebenen ist, führt für die Kante
x des neuen Würfels auf die reine kubische Gleichung x? = 24>, eine
Gleichung, die schon die Babylonier um  1900 v.Chr. allgemein als x? = V
(Keilschrifttafel BM  85200) behandelten.

8a) Bestimme, beginnend mit dem Intervall [1;2],  durch fortgesetzte
Halbierung ein Intervall der Linge 27!°, in  dem die nichtnegative
Lösung von x3 = 2 liegt. Wie viele Dezimalstellen der Lösung sind
damit gesichert?

b) Die Aufgabe der Wiirfelverdopplung taucht bei den Griechen bereits
in  den Anfangszeiten der Mathematik auf. Eutokios (1. Hälfte des
6. Jh.s n.Chr.) überliefert uns i n  seinem Kommentar zu ARCHIMEDES’
Schrift »Über Kugel und Zylinder« einen filschlich dem ERATOSTHE-
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NES* (um 284/274-um 202/194 v.Chr.) zugeschriebenen Brief an PTOLE-
MAIOS I I I .  Darin wird berichtet, ein Tragödiendichter aus alter Zeit habe
König  MINOS von Kreta, als er feststellen mußte, daß das Grab für seinen
Sohn GLAUKOS nach jeder Seite nur 100 Fuß messe, ausrufen lassen:**

»Zu klein entwarfst des königlichen Grabes Raum.
Noch mal so groß sei er! [Des Würfels] Schönheit nicht verfehl,
Vom Grabe jede Seite drum verdopple schnell!«

Dann  wird erklärt ,  warum ein solches Vorgehen nicht zum Ziel führt, und
berichtet, HIPPOKRATES VON CHIOS (wirkte zwischen 450 und 430 v.Chr.)
sel es als erstem gelungen, »das Problem durch ein nicht minder schweres
zu ersetzen«***: Man  müsse lediglich zwischen die zwei Strecken a und
b (=2a )  zwei mittlere Proportionalen einschalten, d.h. zwei Strecken
x und y konstruieren, die der Bedingung a :  x = x : y  A x : y  = y :b  genü-
gen. Anders ausgedrückt: Die vier Strecken bilden die stetige Proportion
a :  x=x.:y=y:b.
1) Zeige, daß x die Kante des gesuchten Wiirfels doppelten Volumens ist.
2) Welches Volumen hat ein Würfel, dessen Kante y ist?
ARCHYTAS VON TARENT (wirkte um 400-360 v.Chr.) konnte als erster die
Strecken x und y konstruieren, indem er einen Zylinder mit  einem Kegel
und  einem Torus zum Schnitt brachte. Die  erste ebene Konstruktion führte
MENAICHMOS (Mitte 4. Jh. v. Chr.) aus, indem er zwei Parabeln zum Schnitt
brachte. Bei dieser Gelegenheit entdeckte er die Parabel als Kurve!
1) Leite aus der Bedingung des HIPPOKRATES die beiden Parabelgleichun-

gen her.
2) Zeichne fir a =1  die beiden Parabeln und bestimme damit einen

Niherungswert fiir die Lösung von x* = 2. (Einheit 5cm)
I n  dem falschen ERATOSTHENES-Brief heißt es dann später, die Deller
hätten auf  Grund  eines Orakelspruchs einen ihrer Altare verdoppeln sollen
und sich, als sie i n  dieselben Schwierigkeiten geraten waren, an die
Geometer aus der Akademie um PLATON (428-348 v.Chr.) um Hilfe
gewandt.
Uns nimmt wunder, daß das mathematische Problem zwei mythologische
Ursprünge haben soll. Man  ist heute der Überzeugung, daß die zweite
Geschichte eine dichterische Erfindung des ERATOSTHENES Ist, die man
bereits viel früher, nämlich bei THEON VON SMYRNA (um 130 n.  Chr.) findet:

Der aus Kyrene stammende ERATOSTHENES wurde wegen seiner Vielseitigkeit zum Inbegriff‘ griechischer
Gelehrsamkeit: Er war Philosoph, Dichter. Grammatiker; als Historiker führte er die chronologische
Zählung nach Olympiaden ein, als Geograph entwarfer eine Erdkarte mit Hilfe eines Koordinatennetzes
aus Parallelkreisen und Meridianen und bestimmte den Erdumfang durch Ausmessen der Entfernung
Assuan—Alexandria: als Mathematiker erfand er u.a. das »Sieb« (x6oxivov [koskinon]) zur Aussonde-
rung der Primzahlen. Als erster nannte er sich Philologe (p1Aodoyos [philologos]), d.h. Freund der
Gelchrsamkeit.

Hxpov y Erefag PaciAinod ONKÖV tagov’
dinhdorog Eotw TOD xaAol SE UN cQuAsig
Sina’  Exaotov ROAOV EV TAYEL TAPOL. (SechsfiiBiger lambus)

HIPPOKRATIES gilt als Erfinder des logischen Verfahrens der Zuriickfiihrung (araywyn [apagogeé]) eines
Problems auf ein gleichwertiges anderes.



C

48  3 Potenzen mit reellen Zahlen als Exponenten

»ERATOSTHENES berichtet in  der Schrift, die den Titel /Tiatwvirös (Platonikös)
trägt, daß zufolge eines Orakelspruches des Gottes an die Delier, des Inhalts, sie
sollten zur Befreiung von der Pest einen Altar von doppelter Größe des bereits
bestehenden errichten, die Architekten in große Verlegenheit geraten seien, als sic
forschten, wie man einen Körper verdoppeln müsse; und sie seien schließlich
gegangen, um  i n  dieser Sache PLATON um  Rat zu fragen. PLATON habe ihnen aber
erklärt, daß der Gott nicht einen Altar von doppelter Größe nötig habe, ihnen
vielmehr ein solches Orakel erteilt habe, um die Griechen zu tadcln, daß sie die
Mathematik vernachlässigten und die Geometrie geringschätzten.«

Und so kam das Problem zu seinem Namen »Delisches Problem«.
Wozu aber diese Dichtung? Vermutlich wollte ERATOSTHENES auf seine
große Erfindung aufmerksam machen, auf das Mesolabium*, mit dem
man zu zwei beliebigen Strecken a und 4 die beiden mittleren Proportiona-
len erzeugen kann (Abbildung 48.1).
Zeige: Verschiebt man von den drei aneinanderliegenden kongruenten
Rechtecken die beiden schraffierten so, daß die Punkte A ,  X ,  Y und B auf
einer Geraden liegen, dann bilden «, x,  y und b eine stetige Proportion.

B vu  v Vv w"
— — ZZ MEN N

b

Cc

Abb.  48.1 Das Mesolabium des ERATOSTHENES

3.2 Die allgemeine Wurzel

Nach Satz 45.1 hat jede Gleichung der Form x"  = am i t  a = 0 und  ne  N genau
. - - . .  * . . n

eine nichtnegative Lösung. Man  bezeichnet sie mi t  dem Symbol Va, gespro-
chen »n-te Wurzel aus a«. Wi r  halten dies fest i n

Definition 48.1: Für a = 0 und neN  bezeichnet Va die nichtnegative
Lösung der Gleichung x" = a.

Die unter dem Waurzelzeichen stehende Zahl heißt Radikand, die auf das
Wurzelzeichen geschriebene natürliche Zahl Wurzelexponent.

* griechisch uecölaßov (mesölabon), von pécog (mésos) = mittlerer und AaPeiv (labein) = faxsen, gewinnen,
also Mittelgewinner. ERATOSTHENES war aufseine Erfindung so stolz, daß er PToOLEMAIOS I11. EUERGETES (reg.
246-221 v.Chr.) eine Säule errichtete, auf  der er das Mesolabium i n  Bronze anbringen und den Beweis samt
einem Epigramm einmeiBeln licB. Beide überlieferte uns EUTOKIOS in dem falschen ERATOSTHENES-Brief.
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Beispiele:
3

V8=2; denn 2 ist die nichtnegative Lösung der Gleichung x3 = 8.
Ebenso gilt

V64=4 27 =3  V625= 5
//0,00032 = 0,2 0,343 = 0,7 "1024= 2
V16=4 V0=0 Va  = a?

Va? = a l  V121= 1,1 (=a)= lal.
Wie man sieht, ist die früher eingeführte Quadratwurzel Va ein Sonderfall der
allgemeinen Wurzel, nämlich fir den Wurzelexponenten » = 2. Es gilt also:

2
Va = Va. I n  der Regel läßt man jedoch bei der Quadratwurzel (aber nur bei
dieser!) den Wurzelexponenten weg.
Wir fassen die Eigenschaften der allgemeinen Wurzel zusammen in

Satz 49.1: 1) Va ist definiert fiir nichtnegative Radikanden a und
natürliche Wurzelexponenten n.

2) Vazo 3) (Va)=a

Die Verwendung des Symbols Va beinhaltet bereits die Voraussetzungena = 0
und » natürliche Zahl; dies braucht also im folgenden nicht jedesmal
besonders angegeben zu werden.
Auf Grund der allgemeinen Wurzeldefinition gilt fiir a = 0 die Beziehung
1 1 > . . .

Va = a. Auf  das Zeichen wird man also im  allgemeinen verzichten können.
Für negatives a und gerades n ist a” positiv und damit Va” definiert. Nach
Definition 48.1 bezeichnet man damit die positive Lösung der Gleichung
x" = 4", also —a = |a|. Demnach gilt

Satz 49.2: Für ae  R und gerades n ist Var = lal.

Bei der Quadratwurzel ist d i r  dieser Sachverhalt schon längst bekannt; denn
dort gilt

Va)’ =a ,  aber Va? = lal.

Ausdriicke der Form (va) und  Var  lassen sich mi t  Hilfe von Satz 14.2 leicht
berechnen, wenn x ein Teiler von m ist. So gilt z.B.

3)” = (75) = (VS) = 5° = 125.

VS = 55% = VO = 53 = 125.
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Bei negativen Basen ist Satz 49.2 zu beachten:

VS  =V(=57* VCF  = I ( -  5* |  = 5 = 125.

Aufgaben

La )  l/8  b) V/64 0/125 a) 1383 e) 1/216
nD gi512 w i  i 11 k) 7/16
» V32 m) Vo n) V81 0) 7100000 p) Vs12

200% wid U oVE e) Vhs
f) 1/0125 g) 1/0,00032 h) 10,0625 i )  V0,0000001 k) //0,03125

3. a) V361+5V0,064—29 V512 b) 4V�Õb —12 VE +04  1/153

42  05) 0 )  900) o02  oF ) "

s.a) (10) 0) (32) o Va) Wa)“ o Va)

6. Fiir welche Werte von a und b sind die folgenden Wurzelausdriicke
definiert? Führe, wenn notwendig, eine Fallunterscheidung durch.

ala wat old old 0) IE

f) Vab og) Var 33  h) Vat-zk oi) Veh  k)  1 /2041

han -  1

e7. Berechne:

a) 13° -V ( -2 ) *  b) VD  + V(=3)° — 66V  1 )?

o Va VE d) Va + V /a®55— ViaP 1611

8. 729-125 = 1/9°-5° = (9-5) = 9-5 = 45. Löse analog:

a) 164-324 b) 7/125-0,008
© 1/%-0,00243 d) 1 /6255% -0,0016
e) 1/0,001-(2,7-10%-0,125 of) V(6.4-10-11)-(0,5) *-  (7,29 10%)
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9. Berechne, falls möglich:

a) 13% by VG 90703* oF
 V-3 VE»  3 w i
DIVER 22V  VS np VE“

‚m(=F) ° on) VGA? eo) VE p VG ZY
10. Die folgenden Gleichungen sind vom Typ x" =a .  Gib jeweils alle

Lösungen an. Welche von ihnen kann als Va geschrieben werden?
a) x? =8  b) x *= -38  c) x* = 625 d) x *= -16
e) x ’=0 f) x>= -243  g) x5=2 '  h) x ’  = 0,5714

**3.3 Zur Geschichte der allgemeinen Wurzel

Die Entdeckung der Inkommensurabilität zweier Strecken und damit letztlich der
Irrationalzahl durch die PYTHAGOREER um die Mitte des 5. Jh.s v.Chr. gehört zu den
Großtaten der griechischen Mathematik. Erinnern wir uns: Die Aufgabe, ein Quadrat
zu finden, dessen Flächeninhalt doppelt so groß wie der eines gegebenen Quadrats ist,
führt auf die Gleichung x? = 2, die durch keine rationale Zahl gelöst werden kann;
geometrisch aber existiert eine Strecke für die Seite des gesuchten Quadrats, nämlich
die Diagonale des gegebenen Quadrats. V2 war geboren!
THEODOROS von Kyrene (um  465 — um  385 v. Chr.) erkannte, wie uns PLATON (428-348
v.Chr.) i n  seinem um  368 verfaßten Dialog Theäter (147c-148b) berichtet, daß die
Quadratwurzeln aus einer Nichtquadratzahl immer irrational sind; ihre Existenz
konnte er an Quadraten bzw. rechtwinkligen Dreiecken nachweisen. Sein und  PLATONs
Schüler THEAITETOS (um 415 — 369 v.Chr.) entdeckte die höheren Irrationalitäten; das
sind Zahlen, die auch durch Quadrieren nicht rational werden, wie /Va  und auch oft
Va  + Vb. EUKLID (um 300 v.Chr.) behandelt im  117 Sätze umfassenden Buch X seiner
Elemente diese höheren Irrationalitäten erschöpfend. Anders ausgedrückt: Die
Griechen verstanden mi t  Quadratwurzeln und 4. Wurzeln zu rechnen. Wie stand es
aber mit den anderen Wurzeln? PLATON läßt THEAITETOS in  dem angegebenen Dialog
sagen, daß er auch mi t  Raumgrößen, d.h. mi t  kubischen Irrationalitäten entsprechend
umgehen könne. I n  Wahrheit gelang dies den Griechen jedoch nicht. Das Delische
Problem der Würfelverdopplung (Aufgabe 46/7) führt auf die Gleichung x? = 2, von
der sich zwar genauso wie von x? = 2 zeigen läßt, daß sie durch keine rationale Zahl
lösbar ist (Aufgabe 54/1). Entscheidend aber war wohl, daß man, anders als bei der
Quadratverdopplung, mit Zirkel und Lineal keine Strecke konstruieren konnte, die die
Kante des doppelt so großen Würfels ist. Damit fehlte anscheinend für die Griechen
trotz der im dreidimensionalen Raum mit Hilfe von Körpern durchgeführten
Konstruktion des ARCHYTAS (um 375 v.Chr.) - siehe Aufgabe 46/7.b) — der Nachweis,

daß 2 überhaupt existiert. Für PLATON blieb das Problem ungeldst; wir wissen seit
Evariste GaLois (1811-1832) — siehe Seite 118f. —, daß es mit Zirkel und Lineal
unlosbar ist. Da  die Griechen aber anscheinend nicht bereit waren, an die Existenz der
3. Wurzeln zu glauben - sie sind ja meist weder rationale Zahlen noch als Strecken
konstruierbar —, wurden sie auch zahlentheoretisch nicht behandelt. Lediglich bei
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HERON von Alexandria (um 62 n.Chr.), einem sehr dem Praktischen zugewandten
Mathematiker, finden wir in  seinem /7epi u&tpav (lateinisch metrica — »Vermessungs-
lehre« -)  ein Verfahren zur nidherungsweisen Berechnung einer Kubikwurzel, vorge-

führt an Ü 100 (Aufgabe 54/2).

Im  Chiu Chang Suan Shu — »Neun Bücher arithmetischer Technik« - aus der Han-Zeit
(202 v.Chr. 9 n.Chr.) wird ein sehr modernes Verfahren zum Ausziehen der
Kubikwurzel gelehrt, das dazu benützt wird, bei gegebenem Würfelvolumen die
Würfelkantenlänge zu bestimmen. Bei den Indern lehrt ARYABHATA I (476 n.Chr. — ?)
das exakte Berechnen kubischer Wurzeln i n  Vers 5 des Ganita-pada — »Abschnitt über
die Rechenkunst« — seines 498 geschriebenen Werkes Aryabhatiya.
Bei den Arabern sollen die persischen Mathematiker ABU AL-WAFA (940-997),
AL-BIRUNI (973-1051?) und Omar AL-HAYYAM (1048?- 1131) Werke über das Berech-
nen auch höherer Wurzeln geschrieben haben, die aber n icht  erhalten blieben.
AL-HAYYAM behauptet i n  seiner Algebra, daß es ihm als erstem gelungen sei, beliebig
hohe Wurzeln zu  zichen. W i r  müssen daher annehmen, daß er über den binomischen
Lehrsatz verfügte, d.h., daß er (a + b)" für beliebige natürliche Exponenten berechnen
konnte. Belegt ist dieser Lehrsatz im  arabischen Raum aber erst um 1265 bei dem
Perser Nasir al-Din AL-Tus�Õ (1201-1274).*
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Ferns Aprams

Abb.52.1 Petrus ApPIAN, eigentl. Peter
BENNEWITZ oder BIENEWITZ (16.4.1495
Leisnig bei Leipzig — 21.4.1552 Ingol- Abb. 52.2 Titelblatt des Rechenbuchs
stadt) - Holzschnitt von Tobias STIMMER von Peter APIaN aus dem Jahre 1527**

* I n  China war der Satz schon früher bekannt: YANG Hui  bringt ihn 1261 i n  seiner Untersuchung der
Arithmetischen Regeln der Neun Bücher, die auf Qia Xsian (um 1100) zurückgeht.

* *  Links unten das Arithmetiscie Dreieck der Kocflizienten von (a + 5)", das hier zum ersten Ma l  i n  Europa
im Druck erschien. APIAN war seit 1527 Lektor für Mathematik an der Universität Ingolstadt.


















































































































































































































































































