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Vorwort

Die Algebra ist das unbedingt n6tige Handwerkszeug fiir nahezu den gesam-
ten Bereich der Mathematik. Aus diesem Grund ist eine sorgfiltige und inten-
sive Beschiftigung mit der Algebra fiir jeden unerldBlich, der sich in der Ma-
thematik betédtigen will. Im vorliegenden Buch wird versucht, den Algebra-
stoff der 7. Jahrgangsstufe sowohl schiilergerecht als auch sachgerecht darzu-
stellen. Wir wollen die Mathematik nicht zu einer Rezeptsammlung verkom-
men lassen. Also muB3 das Buch vielfach recht ausfiihrlich und manchmal auch
anspruchsvoll sein. Vorgefiihrte Beispiele sollen die Sdtze und Definitionen
bekémmlicher machen. Die vielféltigen geschichtlichen Exkursionen zeigen
die Entwicklung der Ideen und Begriffe in einem weiteren Rahmen und inter-
essieren vielleicht auch Schiiler, die der reinen Mathematik nicht so wohl-
gesonnen sind.

Nach einer kurzen ersten Einfiihrung der fundamentalen Begriffe Variable
und Term erweitern wir zuerst den aus der 6. Klasse bekannten Zahlenbereich
der positiven Briiche zur Menge der rationalen Zahlen, damit die dann folgen-
den Termumformungen ohne Einschrinkung behandelt werden konnen. Wir
legen Wert darauf, daB auch Bruchzahlen in den Beispielen und Aufgaben
auftreten, damit die Schiiler das Arbeiten mit ihnen nicht wieder verlernen.
Der Umgang mit absoluten Betrdgen und Potenzen wird geiibt, weil er fiir
spiter groBe Bedeutung hat. Das Losen von Gleichungen und Ungleichungen
auch im Zusammenhang mit Textaufgaben soll dann zeigen, daB die Algebra
recht niitzlich sein kann, wenn es gilt, verwickeltere Probleme zu untersuchen.
Die in Kleindruck gesetzten Abschnitte sind als Ergdnzung und Vertiefung
gedacht und konnen bei Zeitnot weggelassen werden.

Die ungewdhnlich gro3e Anzahl der Ubungsaufgaben bietet dem Lehrer Aus-
wahlmdoglichkeiten und dem Schiiler zusitzliche Ubungsmoglichkeiten. Al-
gebra lernt man nur durch viel eigenes Uben!

Wir haben uns bemiiht, nicht nur triviale, sondern auch schwierigere Aufga-
ben anzubieten, die zum Teil auch mehr Mithe machen werden. Nur so scharft
sich der Geist mit der Zeit, und nur so erreicht der Schiiler die Sicherheit, die er
spater braucht. Die Aufgaben sind dem Schwierigkeitsgrad nach gekennzeich-
net, auBerdem wird eine kleine Auswahl als Pflichtstoff herausgestellt.
Grundlage des vorliegenden Buchs ist die Algebra 1 von SEEBACH-FEDERLE,
die von der Konzeption her Pate gestanden hat und aus der viele bewéhrte
Aufgaben iibernommen wurden.

Miinchen, im September 1985 Die Verfasser



Kennzeichnung der in Bayern nicht allgemein verbindlichen Stoffgebiete

Fakultative Abschnitte sind durch zwei vorangestellte Sterne (**) gekennzeichnet.

Kennzeichnung der Aufgaben

Rote Zahlen bezeichnen Aufgaben, die auf alle Fille bearbeitet werden sollen. e bzw.
$ usw. bezeichnen Aufgaben, die etwas mehr Ausdauer erfordern, weil sie entweder
schwieriger oder zeitraubender oder beides sind. Je mehr Punkte, desto mehr Miihe!
Zitiert werden die Aufgaben unter Angabe der Seite und der Nummer. So bedeutet
18/10 die Aufgabe 10 auf Seite 18.

Numerierung von Definitionen, Séitzen, Abbildungen und Tabellen

Die Zahl vor dem Punkt gibt die Seite an, die Zahl nach dem Punkt numeriert auf jeder
Seite. Abb. 14.3 bedeutet beispielsweise die 3. Abbildung auf Seite 14.
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mini, aufbewahrt in Oxford von Cambridge (Mm. 2.18, folium 65r)



1 Grundbegriffe der Algebra

**1.1 Woher kommt und was ist Algebra?

ABU ABDALLAH MUHAMMAD IBN MUSA AL-CHARIZMI*, zu dcutsch »"MUHAMMAD, Va-
ter des ABDALLAH, Sohn des Mosts, aus Choresmien stammend«, war Astronom und
Mathematiker. Unter dem Kalifen** AL-MA™™UN, der von 813 bis 833 in Bagdad
regierte, wurde AL-CHARIZMI — so wollen wir diesen Mann immer nennen — Mitglied
des »Hauses der Weisheit«, an dem viele Gelehrte
arbeiteten. Man nimmt daher an, dal AL-CHARIZMI
um 780 geboren wurde. Und wenn die Geschichte
wahr ist. daB AL-CHARIZMI einer der Astronomen
war, die, 847 ans Krankenbett des Kalifen AL-WA-
TIQ gerufen, diesem auf Grund seines Horoskops
noch weitere 50 Lebensjahre voraussagten — der
Kalif starb nichtsdestotrotz 10 Tage spiter —, dann
wissen wir, daf} AL-CHARIZMI erst nach 847 gestor-
ben ist.

Mchr aber wissen wir nicht liber das Leben dieses

Mannes, der uns mehrere Blicher hinterlassen hat, }'%%}»MUXHMM@
darunter eines, das von vielen Menschen immer L3S aNbXOPEIMU

wieder studicrt wurde. Wie heiBt dieses Buch? Und
was steht in diesem Buch geschrieben? AL-CHARIZ-
mi selbst gibt unsim Vorwort seines Buches die Ant-
wort:
»Jene Liebe zur Wissenschaft, mit der GOTT den
Imam AL-MA'MUN, Beherrscher der Glaubigen,
ausgezeichnet hat, [...] jene Giite und génner-
hafte Herablassung. dic er den Lernenden er-
weist, jene Bereitwilligkeit, mit der er sie be-
schiitzt und unterstiitzt, wenn sic Licht in dic
dunklen Dinge bringen und Schwieriges bewiltigen — all dies hat mich ermutigt, ***

Abb.10.1 4-Kopeken-Marke
der Post der UdSSR (1983) zum
1200. Jahrestag der Geburt AL-
CHARIZMIS

AL-KITAB AL-MUCHTASAR FI HISAB AL-DSCHABR WA-'L-MUQABALA
ein kurzgefaftes Buch iiber das Rechnen durch Wiederherstellen und Ausgleichen

zu schreiben, dabei mich aber zu beschrdnken auf das Anmutige und Hochgeschitz-
te des Rechenverfahrens fiir das, was die Leute fortwihrend notwendig brauchen bei
ihren Erbschaften und ihren Vermichtnissen, bei ihren Teilungen. ihren ProzeBbe-
scheiden, ihren Handelsgeschiften und bei allem, womit sie sich gegenseitig befas-
sen, aber auch handelnd von der Ausmessung der Lindereien, der Herstellung von

* Sprich das z wie ein stimmbhaftes s, das a betont und dunkel tast wie ein 0. - ABDALLAN bedeutet Knecht
Gottes.

** Kalit (von chalifa = Stellvertreter) ist dic arabische Bezeichnung fiir den Nachfolger des Propheten Mo-
HAMMED als weltlichem Oberhaupt der muslimischen Gemeinschaft; das geistliche Oberhaupt trigt den
Titel Imam, zu deutsch Vorbild. Den Kalifentitel fihrten zuletzt die tiirkischen Sultane. Scit dem 3. Marz
1924 gibt es keinen Kalifen mehr,

*** Betone kitab, muchtasar, hisib, muqabala. - Das q ist ein ticl in der Kchle gesprochenes k. Mit dieser
Beschreibung wurde das Buch von spiteren Gelehrten zitiert, da ihm aL-CHARIZM selbst keinen Titel
gegeben hat.



1.1 Woher kommt und was ist Algebra? 1

Kanilen, der Geometrie und dergleichen anderm nach seinen Gesichtspunkten und
Arten.

Im Vertrauen auf die gute Absicht, die diesem Buch zugrunde liegt, hoffe ich, daB
diejenigen, die nun bewandert in dieser Rechenkunst geworden sind, mich belohnen
werden, indem sie durch ihre Gebete mich der gottlichen Gnade teilhaftig werden
lassen.«

Wir wissen nicht, ob AL-CHARIZMI der erste war, der den Wortern al-dschabr und al-
muqabala einen mathematischen Sinn gab. Was bedeuten sie iiberhaupt? Dariiber strei-
ten bis heute die Gelehrten! Einig ist man sich wenigstens dariiber, daB das Substantiv
al-muqabala vom Verbum gabala kommt, das »einander gegeniiberstellen« bedeutet.
Bei al-dschabr gehen die Meinungen aber weit auseinander. Viele Gelehrte vertreten
die Ansicht, daB ihm das Verbum dschabr zugrunde liege in seiner Bedeutung von »ein
ausgerenktes oder gebrochenes Glied wieder einrichten«. Wir werden spiter sehen,
welchen mathematischen Sinn diese beiden Ausdriicke bei AL-CHARIZMI haben (Seite
138). Andere Gelehrte weisen darauf hin, daB dschabr auch die allgemeinere Bedeu-
tung von »zwingen« hat. Deswegen erkliart der Mathematiker AL-KARADSCHI
(T 1019/29)*, al-dschabr sei die Kunst, eine unbekannte Zahl immer ndher in das Reich
des Bekannten zu zwingen.

Einige Gelehrte vertreten eine ganz andere Ansicht. Sie sagen, bei den alten Assyrern
(um 1600 v. Chr.) habe es in der Mathematik bereits ein Wort gabru gegeben, das die
Bedeutung von »gleich sein, einander gegeniiberstellen« gehabt habe. Auf verschlunge-
nen Wegen sei die Kenntnis von dieser Rechenkunst schlieBlich zu den Arabern gekom-
men und diese hitten gabru wie dschabr ausgesprochen und mit mugabala iibersetzt.
Dann sei die urspriingliche Bedeutung von al-dschabr vergessen worden und man habe
die oben angegebene Erkldrung vom »Einrichten gebrochener Knochen« erfunden.
Wenn das alles stimmt, dann war cs die Absicht des AL-CHARIZMI,

ein kurzgefafBtes Buch iiber das Rechnen mittels Gleichungen

zu verfassen.

RAL
556
Chiwa
<,

® Toledo te"""/’/[
N

D
> :4 SCHWARZES
MEER

Byzanz,

A/amndnb. \
l

i
Abb.11.1 Die Welt der Algebra bis zur Neuzeit

* Sein eigentlicher Name ist ABU BAKR MUHAMMAD IBN AL-HASAN AL-HASIB AL-KARADSCHI. Auch er lebte und
wirkte in Bagdad.



12 1 Grundbegriffe der Algebra

Natiirlich ist uns das Original nicht erhalten geblieben. Die élteste arabische Abschrift
davon, die wir kennen, stammt aus dem Jahre 743 der Hedschra, d.h. aus dem Jahre
1342 unserer Zeitrechnung. Und wie ist dieses Buch zu uns nach Europa gekommen?
Du weiBt vielleicht schon, daB im Jahre 711 die Araber fast ganz Spanien eroberten
und in Cordoba ein prichtiges Kalifat griindeten. Muslime, Christen und Juden lebten
dort in Eintracht zusammen und widmeten sich auch den Wissenschaften. So soll die
Bibliothek des Kalifen von Cordoba an die 600000 Handschriften besessen haben! Die
Kunde von der Gelehrsamkeit der Araber drang, von den Teilnehmern an den Kreuz-
ziigen bestatigt, ins christliche Europa, in dem um die Mitte des 11.Jh.s ein Auf-
schwung wissenschaftlichen Denkens einsetzte. Man interessierte sich wieder fiir die
Werke der alten griechischen Philosophen und Wissenschaftler und mubBte feststellen,
daB sie vielfach nur mehr in arabischer Ubersetzung erhalten waren. Deshalb richtete
der Erzbischof RAIMUND (zwischen 1130 und 1150) in Toledo, das Konig Alfons VI.
von Kastilien und Leon den Arabern 1085 entrissen hatte, eine groBe Ubersetzerschule
ein, um die arabischen Texte ins vertraute Latein libertragen zu lassen. In dieses Toledo
zoges auch den 1114 in Cremona geborenen GERHARD. Und die Stadt des Wissens und
der Biicher lieB ihn nicht mehr los; 1187 verstarb er dort. Uber 90 Werke aus der
Philosophie, der Astronomie, der Mathematik, der Alchimie und der Medizin hat er
aus dem Arabischen ins Lateinische iibersetzt. Darunter auch das in der arabischen
Welt berithmt gewordene Rechenbuch des AL-CHARIZMI. GERHARD VON CREMONA
nannte es
liber maumeti filii moysi alchoarismi de algebra et almuchabala.

Natiirlich besitzen wir auch von der Ubersetzung nicht das Original, sondern nur eine
Abschrift aus dem 14. Jh. GERHARD VON CREMONA schrieb fiir das arabische al-dschabr
einfach algebra, weil man damals ein so geschriebenes Wort wie »aldschebra« aus-
sprach*. Algebra et almuchabala wurden durch GERHARD in Europa zum Namen einer
mathematischen Wissenschaft, die man in Italien spater auch Ars magna — Die groB3e
Kunst — nannte.

Im 14.Jh. verschwand das er almuchabala immer mehr, und 1577 erschien es zum
letzten Mal im Titel eines Buchs. Von da an hieB diese Kunst nur mehr A/gebra. Zu
einer wahrlich groBen Kunst wurde sie aber erst durch Frangois VIETE (1540-1603), der
1591 die Algebra nova, die neue Algebra begriindete, namlich das Rechnen mit Buch-
staben. Und wenn du in den nichsten vier Jahren dieses Rechnen mit Buchstaben, also
die Algebra, erlernt haben wirst, dann wirst du dem Ziel ndher gekommen sein, das
VIETE mit seiner Algebra bereits erreicht zu haben glaubte, nidmlich

jedes Problem losen zu kénnen

NULLUM NON PROBLEMA SOLVERE.

1.2 Variablen

Im bisherigen Mathematikunterricht wurden schon oft sogenannte Platzhal-
ter verwendet. Wozu sie notwendig oder niitzlich sind, sollen die folgenden
Beispiele noch einmal zeigen.

* Ins Spanische und Portugiesische ging dieses algebra in der alten Bedeutung des Einrichtens von Knochen
ein; denn der Wundarzt heiBt in diesen Sprachen algebrista.



1.2 Variablen 13

Beispiel 1:
Auf die Frage des Lehrers »Wie berechnet man den Rauminhalt eines
Quaders?« antwortet Hans: »Wenn die Kantenldngen z.B. 5cm, 6 cm
und 7 cm sind, muB man S5cm - 6cm -7 cm = 210 cm? rechnen.«
Uli beantwortet dieselbe Frage so: »Man muB das Produkt aus Linge,
Breite und Hohe des Quaders bilden, um das Volumen zu erhalten.«
Hans hat nichts Falsches gesagt, aber Ulis Antwort ist sicher besser!
Denn wiahrend Hans nur an einem Beispiel die Volumenberechnung vor-
fiihrt, gibt Uli die aligemeine Regel an, nach welcher diese Aufgabe fiir
jeden Quader gelost werden kann.

Um diese allgemeine Regel iiber-

sichtlich anschreiben zu kénnen,

beniitzt man fiir die verschiede-

nen Gro6Ben abkiirzende Be-

zeichnungen, z. B. / fiir die Lédn-

ge, b fiir die Breite, A fiir die H6-

he und V fiir das Volumen.

Dann lautet die Regel: Abb.13.1 ~ Quader
V=Ib-h.

Beispiel 2:
Die Zahlen 2, 4, 6, 8, ..., also die Vielfachen von 2, nennt man bekannt-
lich gerade Zahlen*. AuBerdem wird wegen 0 = 0 - 2 auch null als gerade
Zahl aufgefafit. Das 1aBt sich kurz so zusammenfassen:
Fiir jedes ne N ist z = 2 - n eine gerade Zahl.
Man nennt die Angabe »z = 2 - n, ne Ny« das Bildungsgesetz fir die
geraden Zahlen.
Da man alle ungeraden Zahlen erhélt, wenn man zu jeder geraden Zahl 1
addiert (Abb. 13.2), gilt:
z=2-n+1, neN,, ist das Bildungsgesetz der ungeraden Zahlen.

+1 +1 +1

VAN N N, -

| T T
0 1 2 3 4 5 6

Abb.13.2 Gerade und ungerade Zahlen

* Die Griechen belegt zum ersten Mal bei dem um 500 v. Chr. in Syrakus lebenden Komédiendichter
EPICHARMOS — nannten eine gerade Zahl &otio¢ (artios) = passend, angemessen, eine ungerade Zahl negioodg
(perissos) = iiber dus Gewdhnliche hinausgehend, iibrigbleibend, was man vielleicht so verstehen kann, wie es
EUKLID im Buch vii seiner Elemente ausdriickt, nimlich, daB die ungerade Zahl sich um 1 von der geraden
Zahl unterscheidet. Diese griechischen Ausdriicke finden ihre Entsprechung im Englischen durch even
= ausgeglichen, gerecht, und odd = sonderbar, iiberzdhlig. Die Romer sagten scit CICERO (106 -43 v. Chr.) par
und impar, was im Franzosischen als pair und impair weitcrlebt und 1461 in einer Miinchener Handschrift mit
gleich und ungleich wortlich iibersetzt wurde. Vielleicht rithrt diese Bezeichnung davon her, daB sich eine
gerade Zahl in zwei gleiche Teile zerlegen lidBt. Diese Ausdricke hielten sich bis ins 18. Jh. Unsere Bezeichnun-
gen gerade und ungerade tauchen im 15. Jh. auf und finden sich 1489 im Rechenbuch des Johannes WiDMANN
vON EGER (um 1460—nach 1500).
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Beispiel 3:

Der Wert einer Summe dndert sich bekanntlich nicht, wenn man die
beiden Summanden vertauscht. So gilt z.B. 3 + 5 = 5 4+ 3. Aber einzel-
ne Zahlenbeispiele, und seien es noch so viele, konnen diesen Sachver-
halt nicht allgemeingiiltig zum Ausdruck bringen. Bezeichnet man aber
den einen Summanden mit a, den anderen mit b, so gilt in jedem Fall
a+ b = b+ a. Das heiBit: Setzt man fiir a und fiir b beliebig je eine Zahl
ein, so ist die erhaltene Gleichung immer richtig.

Die vorausgehenden Beispiele zeigen, wie man einen mathematischen Sach-
verhalt durch Verwendung von sog. Platzhaltern klar und einfach beschreiben
kann. Statt des umgangssprachlichen Wortes »Platzhalter« verwendet man in
der mathematischen Fachsprache den Begriff »Variable«*. Die Festlegung
von Fachwértern geschieht in der Mathematik durch Definitionen**. Wir
merken uns

Definition 14.1: Ein Zeichen, das man als Platzhalter fiir Zahlen verwen-
det, nennt man Variable.

Als Variablen werden in der Regel Buchstaben beniitzt. Diese Buchstaben
selbst sind natiirlich keine Zahlen. Wenn wir trotzdem von einer »Zahl x«
sprechen, so ist das ein kurzer Ausdruck fiir »die Zahl, die wir uns fiir die
Variable x eingesetzt denken«. Ebenso ist die »Summe aus den Zahlen a und
b« eine Kurzform fiir »die Summe aus den fiir @ und b eingesetzten Zahlen«.
Auf Grund dieser Vereinbarung kann man also mit Buchstaben wie mit Zah-
len rechnen.

Rechenausdriicke, in denen Variablen vorkommen, erhalten erst dann die
Bedeutung von Zahlen, wenn man alle Variablen durch Zahlen ersetzt. Dabei
ist es wichtig zu wissen, welche Zahlen fiir eine bestimmte Variable eingesetzt
werden diirfen. Man nennt die Gesamtheit dieser Zahlen die Grundmenge fiir
diese Variable.

Im Beispiel 3 kann man sowohl fiir a als auch fiir b jede beliebige Zahl einset-
zen, also jeweils B als Grundmenge beniitzen.*** Dagegen ist fiir die Variable
n des Beispiels 2 nur die Grundmenge N, sinnvoll.

In vielen Fallen konnen wir uns die Angabe der Grundmenge ersparen durch
die

Vereinbarung 14.1: Wenn nichts anderes angegeben ist, soll immer die
Menge aller uns bekannten Zahlen als Grundmenge
verwendet werden, zunichst also die Menge B.

* variabilis (lat.) = veranderlich
** definire (lat.) = abgrenzen, niher bestimmen, festsetzen

**++ B ist die Menge aller Zahlen, die als Bruch %’ mit m e Ny und n e N darstellbar sind.
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Kommt in einem Rechenausdruck oder einer Gleichung bzw. Ungleichung
dieselbe Variable mehrmals vor, so mul man beim Einsetzen diese Variable an
jeder Stelle durch die gleiche Zahl ersetzen. So hat man etwa bei der im Beispiel
3 angegebenen Gleichung fiir die Variable a auf beiden Seiten dieselbe Zahl
einzusetzen; das Entsprechende gilt auch fiir 4. Selbstverstindlich kann man
aber fiir verschiedene Variablen auch die gleiche Zahl einsetzen.

Regel 15.1: Innerhalb desselben Rechenausdrucks bzw. derselben Glei-
churig oder Ungleichung muB man beim Einsetzen gleiche
Variablen durch gleiche Zahlen ersetzen.

Man konnte als Variablen an Stelle von Buchstaben noch sinnfilliger ver-
schiedene geometrische Figuren verwenden. Eine bestimmte geometrische Fi-
gur wiirde dann die Stellen bezeichnen, welche mit derselben Zahl besetzt
werden miissen; man spricht deshalb auch von Leerstellen. Zum Beispiel lieBe
sich die Gleichung a + b = b + a auch durch Abbildung 15.1 zum Ausdruck

bringen:
O+O=C+0
Abb. 15.1 Kommutativgesetz der Addition

Man kann in die K reise irgendeine Zahl einsetzen und ebenso in die Quadrate;
es ergibt sich stets eine richtige Gleichung. Ein Beispiel dazu zeigt Abbildung

15.2:
O+&=0+0
Abb.15.2 Beispiel zum Kommutativgesetz der Addition

Das Zeichnen solcher geometrischer Figuren erfordert einige Sorgfalt. Daher
beniitzt man als Variablen im allgemeinen doch lieber Buchstaben. Welche
Buchstaben man jeweils wihlt, ist an sich vollig gleichgiiltig. Es ist jedoch
iiblich, fiir »unbekannte Zahlen, d.h. solche, die erst aus Gleichungen oder
Ungleichungen bestimmt werden sollen, die Endbuchstaben x, y, z des Alpha-
bets zu verwenden.

** Zur Geschichte der Variablen

Wir haben gesehen, daB es niitzlich und bequem ist, an Stelle von Zahlen Buchstaben
zu verwenden, wenn man allgemeingiiltige Zusammenhinge, also Gesetze ausdriicken
will oder wenn man einen Rechenvorgang allgemein beschreiben will. Es ist aber gar
nicht so lange her, daB die Mathematiker das so machen. Friiher hat man ein Beispiel
mit bekannten Zahlen vorgerechnet und dann gesagt, dal man es genauso machen
kdnne, wenn andere Zahlen gegeben sind. Ein solches Vorgehen kann natiirlich gefahr-
lich sein. Denn woher soll man wissen, ob die einmal vorgefithrte Rechnung immer so
geht?

So findet z. B. jemand, daB man £$ kiirzen kann, indem man im Zahler und im Nenner
die gleiche Ziffer 6 wegliBt: 1% = 4. Auch bei 43 stimmt die Regel: Weglassen der 0
ergibt 4. Aber leider stimmt diese schone Regel schon nicht bei 43.
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Noch ein Beispiel: Jemand findet, daB 2* = 47 ist. Das Austauschen der Zahlen funk-
tioniert aber schon nicht mehr bei 23; denn 22 ist 8 und damit von 32 = 9 verschieden.
Einer der ersten, der einen allgemeinen Zusammenhang durch Buchstaben ausdriickte,
war EUkLID (um 300 v.Chr.), der in seinem beriihmten Geometriebuch Elemente
Punkte und Strecken mit Buchstaben bezeichnete.

Im 9. Jahrhundert n. Chr. schrieb in Byzanz der Philosoph und Mathematiker LEON
einen Kommentar zu diesem Geometriebuch, und da wimmelt es schon von Buchsta-
ben; siche Aufgabe 20/28, in der er ein allgemeines Rechengesetz der Algebra aus-
driicken will.

Durchgesetzt hat sich diese Idee aber nicht. Einige hundert Jahre spiter lernt der aus
Pisa stammende Kaufmann LEONARDO, genannt auch FIBoNAccCI* (um 1170-nach
1240) auf seinen Reisen die arabische Mathematik kennen, die ihn so fasziniert, daB er
selbst Biicher liber Mathematik schreibt. Und dabei verwendet er gelegentlich Buch-
staben, um Rechengesetze zu beschreiben (Aufgabe 20/29).

Franciscr VirTa

IN ARTEM ANALYTICEM
ISAGOGE

Seorfim exculfa ab Operr reffiruta Mathematica
Analyjeos , Seu, Algebia noud.

TVRONIS,
Apud IameTivae METTAYER Typographum Regium.
oAmo 15910

Abb.16.1 Frangois VIETE, latinisiert zu Abb.16.2 Titelblatt von FRANCISCUS

Franciscus VIETA (1540 Fontenay-le- VIETAs EINFUHRUNG IN DIE ANALYTI-

Comte/Vendée - 13.[7]2.[?] 1603 Paris) SCHE KUNST, eigens herausgenommen
aus dem Gesamtwerk der wiederherge-
stellten Mathematischen Analysis, nim-
lich, der neuen Algebra. TOURS, bei I1a-
METIUS METTAYER Koniglichem Drucker,
im Jahre 1591.

* LeoNARDO nennt sich in seinen Schriften filius Bonacci (Sohn des Bonatius), woraus Fibonacci wurde. Manch-

mal nennt er sich auch Leonardo bigollo, Leonard der Télpel. - LEonarbO verkehrte auch am Hofe Kaiser
Friedrichs I1.



1.2 Variablen 17

Von da an tauchen immer hédufiger Buchstaben als Zeichen fiir Zahlen auf. Eine mathe-
matische Sprache, d.h. eine Rechenkunst mit Buchstaben, schuf aber erst Frangois
VIETE (1540-1603), dessen Name in latinisierter Form mit VIETA wiedergegeben wird.
Er verwendete erstmals systematisch sowohl Buchstaben an Stelle von Zahlen als auch
Zeichen fiir die verschiedenen Rechenoperationen wie Addition, Multiplikation usw.
Damit konnte er fiir die Summe aus A und B kurz A + B schreiben.

VIETE war Jurist und muBte ab 1564 als Sekretir des Hauses SOUBISE auch die damals
11jahrige Tochter Catherine de PARTHENAY unterrichten. Diese interessierte sich so
sehr fiir Astronomie und Mathematik, daB auch VIETE sich mit diesen Wissenschaften
beschéftigen muBte. Und die Mathematik lieB ihn nicht mehr los! Als Ergebnis dieser
Beschiftigung veroffentlichte er 1591, als er lingst Rat am Hofe des franzdsischen
Konigs war, ein Buch unter dem Titel In artem analyticem Isagoge, zu deutsch Einfiih-
rung in die analytische Kunst. In diesem Buch zeigt VIETE, wie man mit Buchstaben an
Stelle von Zahlen und unter Beniitzung von Rechenzeichen rechnen muB, um allgemei-
ne Erkenntnisse in der Mathematik zu finden. Die moderne Algebra war geboren! Zu
Recht nannte VIETE seine Rechenkunst Algebra nova, die neue Algebra.

Frangois VIETE verwendete nur groBe Buchstaben, was sicherlich nicht sehr bequem
ist. Thomas HARRIOT (1560-1621) lernte in der um 1594 verfa3ten und erst 1839
gedruckten Ars logistica John NAPIERs* (1550-1617) die Verwendung von kleinen
Buchstaben kennen. Im Druck erschienen sie dann in seiner erst 1631 postum** her-
ausgegebenen Artis analyticae praxis ad aequationes algebraicas resolvendas; dort fiihr-
te man auch ein, Formelbuchstaben vom gewdéhnlichen Text durch Kursivschrift zu
unterscheiden, wie auch wir es machen.

Aufgaben

1. Wie lautet die Berechnungsregel fiir den Flidcheninhalt 4 eines Rechtecks?
Schreibe sie mit Variablen an.***

2. Wie heiBt die Formel (= Berechnungsregel) fiir den Rauminhalt V eines
Wiirfels mit der Kantenldnge a?

3. a) Wie kann man allgemein aus der Kantenlinge a eines Wiirfels seine
Oberfliche S berechnen? Fertige eine Skizze an. ****
b) Was ergibt sich, wenn man fiir a die Werte 1 cm bzw. 2 cm bzw. 4cm
bzw. 8 cm in diese Oberflichenformel einsetzt? Wie dndert sich dem-
nach S beim Verdoppeln der Kantenlinge?

4. a) Nach welcher Formel wird die Oberfliche S eines Quaders mit den
Kantenldngen q, b, ¢ berechnet? Zeichne einen Quader.
b) Berechnen S fiir die Quader mit den Kanten
1) 2cm, 3cm und 5cm; 2) 4dm, 6 dm und 10 dm;
3) 2,5dm, 1,25cm und 4 m.

* gesprochen 'neipid
*#+ Betont auf dem u, seit dem 18.Jh. im Deutschen verwendet. Das lateinische postumus bedeutet zunichst
der letzte, dann das nach dem Tode des Vaters geborene Kind. Im iibertragenen Sinne wird postum z. B. bei
Biichern verwendet, wenn sie erst nach dem Tode des Autors erschienen sind. - Fiir postum findet man
auch die filschliche Schreibung posthum, die aus post = nachher und humare = beerdigen entstanden sein
diirfte.
#** Der Flicheninhalt einer Figur wird hiufig mit 4 bezcichnet; area (lat. und engl.) = Fldche
*+++ Die Oberfliche cines Korpers wird hiufig mit S bezeichnet; superficies (lat.) = surface (engl., franz.)
= Oberfliche
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¢ 5. Wie verhalten sich
a) die Oberflachen, b) die Rauminhalte
zweier Quader Q und Q’, wenn entsprechende Kantenldngen sich wie 1 zu
2 verhalten, alsoa’ =2-a, b’ =2-b, ¢’ =2 c gilt?

6. a) Wielang muB ein Holzstab mindestens sein, damit man von ihm die fiir
das Kantenmodell eines Wiirfels notwendigen Stiicke abschneiden
kann, wenn a die Kantenldnge ist?

eb) Berechne die Gesamtlinge der Kanten fiir jeden der in Aufgabe 4.b)
angegebenen Quader. Stelle dafiir zunéchst eine Formel auf.

7. Welches Rechengesetz wird durch
»Fiir alle O e B und alle A eB gilt: O - A = A - O« ausgedriickt?

8. Schreibe mit geometrischen Figuren als Variablen
a) das Assoziativgesetz der Addition,
b) das Distributivgesetz.

9. a) Hans behauptet, daB es gleichgiiltig ist, ob man a - 2 oder a? schreibt.
Dazu rechnet er Uli vor, dal sowohl fiir a = 0 als auch fiir a = 2
jeweils a - 2 und a? denselben Wert haben. Stimmt seine Rechnung?

b) Uli beweist Hans, daB die Gleichung a-2 = a? trotzdem nicht all-
gemein giiltig ist. Wie macht er das wohl?

10. a) Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und erginze sie, indem du
fiir die angegebenen Werte von a und b sowohl (a+ b) - (a— b) als
auch a2 — b? berechnest.

a b (@+b) (a—b) I a’ — b?
5 2
14,5 5,7
3 1
4 6
1000 900

b) Istesnachden Ergebnissen von a) méglich, daB fiiralleae Bundbe B
die Gleichung (a + b) - (a — b) = a* — b? gilt? Folgt aus a) bereits, da3
diese Gleichung allgemein gelten muf3?

11. Driicke folgende Satze durch eine Gleichung aus:
a) Die Zahl x ist 9mal (3mal; 4,5mal) so groB wie die Zahl a.
b) Die Zahl y ist um 15 groBer als die Zahl u.
¢) Die Zahl z ist um 12,3 kleiner als die Zahl v.
d) Die Zahl s ist ebenso groB3 wie die Summe der Zahlen « und v.
e) Die Zahl d ist gleich der Differenz der Zahlen « und v.
f) Manerhdlt die Zahl x, indem man vom Produkt der Zahlen p und g die
kleinste zweistellige Zahl abzieht.
g) Das Fiinffache der Summe aus @ und b ergibt die Zahl c.
h) Die Hilfte der Zahl u ist um 3 groBer als £ der Zahl v.
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13.
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22.
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Driicke folgende Gleichungen durch einen Satz aus:
a) x+12=2-y b) S-a=56:3
¢) z=u-v—1 d (p+q9)(p—9=1

Ein Kilogramm einer Ware kostet S DM. Welchen Preis y DM mufl man
fiir x kg dieser Ware zahlen?

Ein Dutzend Eier kostet 3 DM. Welchen Betrag z DM muB man dann fiir
n Eier entrichten?

Ein Auto, das mit gleichbleibender Geschwindigkeit fahrt, legt in der
Stunde g km zuriick. Der in b Std. zuriickgelegte Weg sei ¢ km. Driicke ¢
durch a und b aus.

In der Prozentrechnung hast du folgende Zinsformel kennengelernt:
_K-p-t
36000

a) Welche Bedeutung haben hier die einzelnen Variablen?
b) Berechne den Zins, den ein Kapital von 24 500 DM bei einem Zinssatz
von 6% in 8 Monaten einbringt.

a) Welche Werte nimmt z = 2 - n — 1 an, wenn man fiir » nacheinander
die natiirlichen Zahlen einsetzt?

b) Welche Grundmenge muBB man fiir die Variable n wiahlen, damit man
aus z = 2 - n — 7 alle ungeraden Zahlen erhilt?

Schreibe die durch 3 teilbaren natiirlichen Zahlen in allgemeiner Form an.

Wie kann man mit Hilfe einer Variablen alle

a) durch 4, b) durch 7, ¢) durch 12

teilbaren natiirlichen Zahlen darstellen? Welche Grundmenge mul3 man
fiir die Variable wahlen?

Setze in x = 5 - n der Reihe nach die geraden Zahlen 2, 4, 6, ... ein. Wel-
che gemeinsamen Teiler haben alle so erhaltenen Zahlen?

Warum sind, wenn m, ne N, gilt, alle Zahlen der Form
a) 10-m+2-n, b) n-(n+1)
durch 2 teilbar?

Wie kann man diejenigen Zahlen allgemein beschreiben, die
a) bei Division durch 4 den Rest 1 lassen;
b) bei Division durch 7 den Rest 5 lassen;

ec) bei Division durch 2 den Rest 1 und zugleich bei Division durch 5 den

23.

Rest 2 lassen?

n sei eine Ziffer. Welchen Wert hat die zweistellige Zahl, deren erste Ziffer,
von links her, n ist, wihrend die zweite 3 (0; 8) heiBt?
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24. Gib den Wert derjenigen dreistelligen Zahl y an, deren erste Stelle » ist,
wihrend an zweiter Stelle 5 und an dritter Stelle m steht.
Welche Zahlen kommen fiir n bzw. fiir m in Frage?

25. Wenn man in n - (n — 1) + 5 fiir » die natiirlichen Zahlen 1 bis 4 einsetzt,
erhilt man stets eine Primzahl*. Priife diese Behauptung nach.
Kann man daraus folgern, daB sich fiir jede natiirliche Zahl » eine Prim-
zahl ergibt?

26. Weise nach, daB sich ausn- (n+ 1)+ 11 fir ne {0, 1,2, ..., 9} stets eine
Primzahl ergibt. Erhilt man vielleicht fiir jedes n € N, eine Primzahl?

27. Fasse die folgenden Angaben in Worte und entscheide jeweils, ob etwas
Wahres oder etwas Falsches gesagt ist:

a) 2¢B  b) 0,5¢B c) 1eB
d) NcB e NynB=N, f) NUB=N

¢ 28. LEON VON ByzANzZ (9.Jh. n.Chr.) hat folgendes Gesetz gefunden:
Gegeben seien die Zahlen a, b, c. Das Produkt aus a, b sei d, das Produkt
aus b, c sei e, das Produkt aus a, ¢ sei f, das Produkt aus q, e sei g, das aus b,
f'sei h, das aus ¢, dsei i. Ich behaupte, daB die Zahlen g, A, i gleich sind.**
Schreibe die Behauptung LEONS nur mit den Buchstaben a, b und ¢ unter
Verwendung von Klammern und Malpunkten, die LEON ja noch nicht
kannte.

¢ 29. LEONARDO VON PisA (um 1170-nach 1240) schreibt:

Die Zahl a sei in zwei Teile [ = Summanden] b, g geteilt. Man teile a durch

b, das Ergebnis sei ¢; und man teile a durch g, das Ergebnis sei d. Ich

behaupte, daB das Produkt von d und e gleich der Summe von 4 und e ist.

a) Schreibe die Behauptung LEONARDOs mit modernen Rechenzeichen
nur unter Verwendung der Buchstaben b und g.

b) Zerlege die Zahl a = 5 in zwei natiirliche Summanden und iiberpriife
fiir alle moglichen Zerlegungen die in a) gefundene Formel. Berechne
dazu jeweils die linke Seite und die rechte Seite getrennt.

¢) Stimmt die Formel noch, wenn man 5 als 1% + 34 schreibt?

* Speusippos (um 350 v. Chr.), der Nachfolger PLATONs (428-348 v. Chr.) in der Leitung der Akademie
bezeichnel eine Zahl, die nur durch 1 und sich selbst teilbar ist, als do19uo; mpdroc ki dotvIeroc (arithmos
protos kai asynthetos) = erste oder auch unzusammengesetzte Zahi, cinc Zahl, die mehr als 2 Teiler hat, als
dpt9uds debtegog Kat abvIetog (arithmos dedteros kai synthetos) = =weite oder auch zusammengesetzte Zahl.
(Wir wiirden statt erste Zahl heute Zahl erster Art sagen.) EUKLID (um 300 v. Chr.) verkiirzte im Buch VII
seiner Elemente zu ngdtog doi3uos bzw. avvdetos doidudg, was ins Lateinische wortlich als numerus primus
bzw. numerus compositus iibersetzt wurde - so belegt bei BOETHIUS (um 480-524/525). Johann SCHEYBL
(1494-1570) versuchte in seiner Euklid-Ubersetzung die Eindeutschung erste Zahl und ungeteilte Zahl, was
sich aber nicht einbiirgerte. Es entstand schlieBlichh das Lehnwort Primzahl und die Ubersetzung zusam-
mengesetzte Zahl.

** Natiirlich hat LeoN griechische Buchstaben verwendet.
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1.3 Terme

Wie der vorausgehende Abschnitt gezeigt hat, arbeitet man in der Algebra
nicht nur mit Zahlen, sondern auch mit Variablen. Meistens sind Zahlen und
Variablen mit Hilfe der verschiedenen Rechenarten zu Rechenausdriicken zu-
sammengesetzt.

Beispiele: 2+ x, 3-(y—z:9), a4-f-f .

Gleichungen und Ungleichungen sind ihrerseits wieder aus solchen Rechen-
ausdriicken aufgebaut. Man kann somit sagen, daB Zahlen, Variablen und
daraus gebildete Rechenausdriicke das Grundmaterial fiir die Algebra dar-
stellen. Daher ist es sinnvoll, fiir diese verschiedenen » Bausteine« eine einheit-
liche Bezeichnung zu verwenden; man nennt sie Terme*.

Beispiele:
1) Die Gleichung 5 = 2 + 3 enthdlt den Term 5 und den Term 2 + 3.
2) Die Gleichung x = y: 0,7 enthélt die Térme x und y:0,7.
3) Die Ungleichung 2-n+1 < 2-(n+ 1) enthalt die Terme 2-n+1
und 2-(n+1).

Die Verwendung der Bezeichnung »Term« regeln wir durch folgende

Definition 21.1: 1. Jede Zahl ist ein Term.
2. Jede Variable ist ein Term.
3. Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier
Terme sind ebenfalls wieder Terme.

Teil 3 der Definition besagt (zusammen mit 1 und 2), daB jeder mit Hilfe der
vier Grundrechenarten aus Zahlen und Variablen gebildete Rechenausdruck
ein Term ist.

Nach unserer Definition sind die in den obigen Beispielen fiir Gleichungen
und Ungleichungen auftretenden Ausdriicke tatsidchlich Terme: 5 ist eine
Zahl, also ein Term (Regel 1); da 2 und 3 Zahlen, also Terme sind, ist nach
Regel 3 auch 2 + 3 ein Term. x ist eine Variable, also ein Term (Regel 2); da
sowohl die Variable y als auch die Zahl 0,7 Terme sind, ist nach Regel 3 auch
»:0,7 ein Term. Usw.

Durch wiederholte Anwendung der 3. Termbildungsregel lassen sich aus gege-
benen Termen neue Terme aufbauen.

* Niheres zum Wort Term findest du auf Seite 180.
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Beispiel:
Gegeben seien die Terme 7, =17, T, = a, T; = b, T, = 25.
Daraus lassen sich z.B. folgende neue Terme bilden:

T. 17-a
T,=T, - T,=17-a T, =?§= p
T-’=T2'T3=a'b T8 =T4+T2=25+a
Ty 25+a 17-a 25+a
Tg—’]—:,— a'b TIO_TG Tg-— b a-b UsSw.

Fiir die Schreibweise mehrfach zusammengesetzter Terme gelten natiirlich die
bekannten Vereinbarungen, an die wir erinnern in

Vereinbarung 22.1: »Klammern haben absoluten Vorrang.«
»Punkt geht vor Strich.«
»Bruchstrich ersetzt Klammern um Zahler und
Nenner.«

Beispiele:
1) 42—-2)-3=40-3 =120,
2) 42-2-3=42—-6 = 36,

a—3
3) b+5=(a~3).(b+5).

Beachte: Bei gemischten Zahlen werden ein Pluszeichen und Klammern weg-
gelassen. So bedeutet 51 - 3 ausfiihrlich (5 +1) - 3.

Im obigen Beispiel 2 gibt uns die »Punkt vor Strich«-Regel die richtige Rei-
henfolge der beiden Rechenschritte an. Wie mu3 man aber vorgehen, wenn
zwei »Punktrechnungen« aufeinanderfolgen, also z.B. 42 :2-3 oder42-2:3
usw.? Hingt bei solchen Termen das Ergebnis von der Reihenfolge ab, in der
man die beiden Rechenschritte ausfiihrt, oder ist diese ohne Bedeutung? Letz-
teres trifft sicher im Fall a-b- ¢ zu; denn nach dem Assoziativgesetz der
Multiplikation gilt ja (@- b) - ¢ = a- (b - ¢), so daB es also gleichgiiltig ist, ob
man die erste oder die zweite Multiplikation zuerst ausfithrt. Um auch die
anderen Fille zu priifen, nehmen wir wie oben a =42, b =2 und ¢ = 3:

Beispiele:
1) 42-2):3=84:3=28
42-(2:3)=42-%2 =142 _ 78
2) 42:2)-3=21-3=63 } |
42:(2-3)=42:6= '
3) 42:2):3=21:3=17 } |
42:(2:3)=42:2=42-3 =213 _ 63 '



1.3 Terme 23

Die Reihenfolge der beiden Rechenschritte kann also fiir das Ergebnis von
wesentlicher Bedeutung sein! Das gilt natiirlich erst recht, wenn mehr als zwei
Punktrechnungen aufeinanderfolgen. Damit solche Terme eindeutig definiert
sind, treffen wir die folgende

Vereinbarung 23.1: Sind aufeinanderfolgende Punktrechnungen nicht
nur Multiplikationen, dann muB3 der Reihe nach ge-
rechnet werden, es sei denn, daBl durch Klammern
die Reihenfolge der Rechenschritte anders festgelegt
ist.

Beachte, daBB also Schreibweisen wie 42:2-3 oder 42-2:3 oder auch
(a+ b): c:d usw. zuldssig sind und die Berechnung von links nach rechts
ausgefiihrt werden muB. Bei 42 : (2 - 3) ist hingegen zuerst das Produkt 2 - 3
zu berechnen, und dann erst 42 durch 6 zu teilen.

Fur Produkte verwenden die Mathematiker oft eine vereinfachte Schreibwei-
se, bei welcher der Malpunkt weggelassen wird. Das ist jedoch nicht immer
moglich. Es gilt folgende

Vereinbarung 23.2: Bei einem Produkt darf vor einer Variablen oder vor
einer Klammer der Malpunkt weggelassen werden.

Beispiele:
2-a=2a, a-b=ab, 3-(a+b)=3(a+b),
(a+b)-¢c-d=(a+b)cd, a:(b-c)=a:(bo).

Beachte: 1) Vor einem Zahlzeichen darf der Malpunkt nicht entfallen; vgl.
etwa 3 -5 im Gegensatz zu 35, oder 2 - § im Gegensatz zu 23.
) 5ix=05+) x

In der Algebra ist es wichtig, einen umfangreicheren Term richtig »lesen« zu
kénnen, d. h., seinen Aufbau aus einfacheren Termen im Sinne der 3. Termbil-
dungsregel rasch zu iiberblicken.

Beispiel 1:
174+ x)-3—y:11
Dieser Term ist eine Differenz mit dem Minuenden (17 + x) - 3 und dem
Subtrahenden y : 11. Der Minuend ist ein Produkt aus einer Summe als
erstem und 3 als zweitem Faktor. Die Summe besteht aus den Summan-
den 17 und x. Der Subtrahend ist ein Quotient mit y als Dividend und 11
als Divisor.
Eine iibersichtliche Darstellung des Termaufbaus, den Termgliederungs-
baum, zeigt Abbildung 24.1.
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Term
DIFFERENZ

/ \
Minuend Subtrahend
PRODUKT QUOTIENT

/\ A
1. Faktor 2. Faktor Dividend Divisor
SUMME 3 y 11

/\

1. Summand | | 2. Summand
17 X

Abb.24.1 Termgliederungsbaum zu Beispiel 1

Beispiel 2:

[@a:9-30b:7]"-5

Der Term ist ein Produkt mit der in eckigen Klammern stehenden Diffe-
renz als erstem und 5 als zweitem Faktor. Der Minuend ist der Quotient
aus a als Dividend und 9 als Divisor. Der Subtrahend ist das Produkt aus
3 und dem in runden Klammern stehenden Quotienten aus b und 7.

Bei solchen Beschreibungen kommt es darauf an, den Aufbau des Terms aus
den einzelnen Bausteinen, also den Zahlen und Variablen, genau und liicken-
los anzugeben. Es muB méglich sein, aus der Beschrelbung den Term zu re-
konstruieren. Diese umgekehrte Aufgabe, ndmlich einen gegebenen Text in
einen Term umzusetzen, tritt ebenfalls sehr hiufig auf und muB ebenso gut
beherrscht werden.

Beispiel 3:

In einer Summe ist der erste Summand ein Bruch, dessen Zihler die
Summe der Variablen u und v darstellt; sein Nenner ist die Differenz mit
u als Minuend und v als Subtrahend. Der zweite Summand ist die Diffe-
renz aus 9 und dem Finffachen von c.

Auch hier ist es niitzlich, sich zunéchst einen Termgliederungsbaum auf-
zuzeichnen. Der Term lautet:

u+v

—+ (9= 50)

Beispiel 4:

Der Dividend eines Quotienten ist das Produkt aus der Zahl € und der
Variablen x; der Divisor ist der Quotient aus 2 und x. Der Term lautet:

(7 x): (7 x)
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Aufgaben

1. Begriinde anhand der drei Termbildungsregeln, daB es sich bei den folgen-
den Beispielen um Terme handelt:

a) 3-5—-10-10  b) 24:(6:2) c) (24:6):2

6—2-3 a b
d)m e) (S+t)'(S—l) 0(;;)(2(1_3(;)

2. Welche der folgenden »Schreibfiguren« sind keine Terme?
Begriinde jeweils deine Antwort.

a) 5-3 b)3-5 c)f__1 dG+(C3] e QR-7:(n—n
) z(x+y) g) z-(x+)y h) %i% i) 24:6:2

@

. Gegeben sind die Terme 7; = x+2und 7, = 3 — y.
Schreibe die folgenden Terme an und iiberlege bei Produkten, ob der Mal-
punkt geschrieben werden muf:

T
a) 1+, b TL-T, oT'TL d)Tl e 2-T;
2

HD1:, @2-T,'T, WL:(L:T) DTL:T:T,
) L:(I:'T;) WL-(T,-T) DLT+1:T,

4. Vereinfache die Schreibweise der folgenden Terme, indem du unndétige
"Klammern und Malpunkte vermeidest.

a) 2+ (a-b) b) 2:(a-b) ¢c) 2-(a-b)
d) 7-5-(x+3) e) 7-x-(x+3) D (x—2)-(x+3)-7
10— x-
2 (3.—"5):1% h) [s,v—(—i )]-(5-%)
y x—1
i) (a-c):b+(a:;—c> k) [u:(5:v)]+1 D) u:[(5:v)+1]

5. Andere die Schreibweise der folgenden Terme so ab, daB kein Bruchstrich
mehr vorkommt.

Sx+1 5,7 4x -7 Sx

d) =

a) 3 b)u—v ©) 3y )3y
2x—10 2a b S5c+1 2¢
© 33y DS +3 Y]

6. Berechne und vergleiche:
a) 100:50-10-5 b) 100:(50-10)-5 ¢) 100:(50-10-5)
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. Berechne und vergleiche:

a) 12:6:(4-3) b) 12:(6:4)-3  ¢) 12:(6:4-3)

. Berechne und vergleiche:

a) 16:8:4:2 b) 16:8:(4:2) «¢) 16:(8:4):2 d) 16:(8:4:2)

. Zeichne jeweils den Termgliederungsbaum und beschreibe den Aufbau des

Terms in Worten:

a) (x+y)-5-3 b) x+p)-(5—3) ¢) x+(y-5-3)

d) x+y-(5-3) e) (x+y-5-3 D u—v)y—w

g u—(v—w h) 1:[a-(b:0)] i) 1l:a)-(b:¢)

x 3 x 3

j :(a-b)]: k) -+ — D {z+—-)-1

D (i@ blic  WF+2 )<3+x>

Schreibe die folgenden Terme an:

a) die Summe aus der Variablen z und dem Produkt von 7 und der Varia-
blen y;

b) die Differenz mit dem Produkt der Variablen # und v als Minuenden
und der Summe dieser Variablen als Subtrahenden;

¢) den Bruch mit dem Zihler 2 und der Summe aus dem Fiinffachen von p
und dem dritten Teil von g als Nenner;

d) das Produkt aus der Differenz von 15 und ¢ als erstem Faktor und dem
Quotienten aus z und 5 als zweitem Faktor;

e) den Quotienten, dessen Divisor die Summe der Variablen x und y ist,
wihrend der Dividend das Produkt derselben Variablen ist;

f) den Quotienten mit der Variablen b als Dividenden und folgender
Summe als Divisor: der erste Summand ist das Produkt aus 7 und der

Differenz von 12 und dem Dreifachen der Variablen g; der zweite Sum-
mand heif3t 1.

Welcher Term wird durch folgenden »Baum« dargestellt?
a)
Term
PRODUKT
1. Faktor 2. Faktor
DIFFERENZ SUMME
\ A
Minuend Subtrahend 1. Summand| |2. Summand
7 BRUCH X 1
/\
Zahler Nenner

X 2
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b) Term
QUOTIENT
A
Dividend Divisor
10 DIFFERENZ
/\
Minuend Subtrahend
2 PRODUKT
/\
1. Faktor 2. Faktor
3 SUMME

[ T—

1. Summand 2. Summand
X 5

1.4 Definitionsmenge eines Terms

Die einfachsten Terme sind solche, die keine Variablen enthalten. Bei einem
derartigen Term wird es oft moglich sein, alle verlangten Rechenschritte aus-
zufiithren; in diesem Fall ist der Term selbst eine Schreibweise fiir eine be-
stimmte Zahl aus B.

Wir fiihren folgende Bezeichnung ein:

Definition 27.1: Jeder Term, der eine Zahl aus B darstellt, hei3t Zahlen-
term.

Beispiele:
5-2

n 3-4

2) 3:2—1%) 32 — 4 stellt die Zahl 0 dar, ist also ein Zahlenterm.

3) (3,75 -4 : (3,25 — 2 - 1)) ist kein Zahlenterm, da Division durch 0
nicht méglich ist.

4) [(51-49+1)—50-10]:10 ist eine Schreibweise fiir die Zahl 200,
also ein Zahlenterm.

5) (15 — 25) + 8 ist kein Zahlenterm; die verlangte Subtraktion ist nicht
ausfiihrbar.

6) 0-(1 —2) ist kein Zahlenterm, da die verlangte Subtraktion nicht
ausfiihrbar ist.

ist eine Schreibweise fiir die Zahl £, also ein Zahlenterm.

Ein Term, der eine Variable enthilt, kann zu einem Zahlenterm werden, wenn
man fir die Variable eine Zahl einsetzt.
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Beispiele:
1) Aus dem Term (2x — 7) - x entsteht bei Ersetzung von x durch die
Zahl 5 der Zahlenterm (2 -5 — 7) - 5; er hat den Wert 15. Dagegen
ergibt die Einsetzung x = 3 den Term (2 - 3 — 7) - 3, der kein Zahlen-
term ist.

5 : . .
2) Aus X entsteht bei der Einsetzung x = 7 ein Zahlenterm; dage-

gen liefert z. B. x = 6 oder x = 4 keinen Zahlenterm. Begriindung?

Fiir einen Term T, der die Variable x enthilt, verwendet man haufig die Be-
zeichnung T'(x), gesprochen »T von x«. Der Term, der aus 7(x) z. B. beim
Einsetzen von 3 fiir x, kurz: fur x = 3, entsteht, heit 7°(3), gesprochen
»T von 3«.

Beispiele:
X
D T& =77
i 1 3 T(0 0
Damn gilt: T() =737 TO =g TO=g37

2) T(z) = (22 — 15) (g + 3).

Dann gilt: T(2Q)=(2:2—-15)(3+3);
TG)=2-5-153+3);
TEH=Q-%-15EF:2+3).

Welche der in den letzten beiden Beispielen angegebenen Terme sind Zahlen-
terme? Welche Zahlen aus B darf man in 7'(x) bzw. in T'(z) einsetzen, wenn
man einen Zahlenterm erhalten will?

Die Einsetzungen in die Variable eines Terms werden stets aus einer Grund-
menge G genommen, welche eine echte oder unechte Teilmenge von B ist.
Dabei interessiert man sich besonders fiir diejenigen Einsetzungen, die auf
einen Zahlenterm fiihren.

Definition 28.1: Gegeben sei ein Term T(x) und eine Grundmenge G.
Die Menge D aller Zahlen a aus G, fir die T(a) ein
Zahlenterm ist, heiBt Definitionsmenge von T'(x) beziig-
lich der Grundmenge G. Kiirzer:
D = {a|lae G und T(a) ist Zahlenterm}

Beispiele:
Begriinde jeweils die Angabe iiber D.
1) T(x)=(5-x)(x+5), G=N;dannist D={1,2,3,4,5}.

2) T)=(—-3)@d-y), G=B;
dannist D = {y|yeB und 3 <y < 4}.
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2
3) T(w)= -2, G=B; dannist D=G =B.
u+1
s—2 .
4) T(s)=1_s,G=lB;dannlst D={}.

5) T(n) = (n—20)(20 — n), G = Ng; dann ist D = {20}.
1
6) Th) =k — G={1,2,3,4,5,6); dannist D = {4,5,6}.

Enthilt ein Term mehrere Variablen, z.B. x und y, so schreibt man dafiir
T'(x; y). Um daraus einen Term ohne Variablen zu machen, muBB man eine
Zahl fiir x und eine Zahl fiir y einsetzen.

Beispiele:

1) T(x;y)=x+2y—3), xeB, yeB,
x=2und y=5ergibt T(2;5) =09;
x = 0,6 und y = 3,05 ergibt 7(0,6; 3,05) = 3,7,
x =0 und y =1 ergibt keinen Zahlenterm.

2) T(a;b;¢c) =[alb+c)+ba+c)] —c(a+b),aeB, beB, ceB;
a=0,b=10und c = 5 ergibt T(0;10; 5) = 0;
a=1,b=25und c = 3,14 ergibt T(1;2,5; 3,14) = 5.

Aufgaben

1. Entscheide, welche der folgenden Terme Zahlenterme sind, und ermittle
gegebenenfalls eine moglichst einfache Schreibweise fiir diese Zahlen.
a) 2-17+(26+5)-13 b) (7-18—8-17):5
c) (5-25):(17:5-34) d) (7-19-399:3): (3 - 3,14)

25-5%2 33423413 2-95-7
€) : =53
5-2 3-4 2-5)-3

2. Gegeben ist der Term T'(x) = (2x — 5) : (16 — 2x). Setze fiir die Variable x

die angegebenen Zahlen ein und entscheide jeweils, ob ein Zahlenterm
entsteht. Gib dann die Zahl in moglichst einfacher Form an.

Q)5 bE 15 d6: €8 79 g 100

3. Bearbeite wie bei Aufgabe 2 die folgenden Beispiele:
a) T(y) =10y —10: y; Einsetzungen fiir y: 0; 3; 1; 2; 10
b) T(z) = 3z —2) - (5z — 3); Einsetzungen fiir z: 1;2; 3;4; 5
n-(n—1)

¢) T(n)= n_—(—n——ﬁ; Einsetzungen fir n: 0; 1; 2; 3; 4




30 1 Grundbegriffe der Algebra

4. Bestimme beziiglich der Grundmenge N, die Definitionsmengen der fol-
genden Terme:

a) T(x)=x b) T(x) = )l—c ¢) T(x)=x+3

d) T(x)=x-3 e) T(x)=3—x f) T(x) =
g) T(x)=2x+5 h) T(x)=2x—-5 i) T(x)=5-2x

5. Wie lauten die Definitionsmengen der Terme von Aufgabe 4, wenn man B
als Grundmenge wahlt?

6. Grundmenge sei B. Ermittle auf dieser Grundmenge die Definitionsmen-
gen folgender Terme:

a) T)=0+1)-(+3) b TE)=@0-1) @+3)
) TO)=0+1D- -3 HTEH)=0-1)-0-3)
) TO)=(1-»-0+3) HTE)=>0-»-0-3)
g T =01-y»-C-y) WTE)=0-1-G-y)
7. Welche Definitionsmenge haben beziiglich der Grundmenge B die folgen-

den Terme?
1 1 1 1
il b) —
a)x'{_x—Z )x+x+2
1 1 1 1
©) x—2+2—x d)x—l+4—x

8. Gegeben ist der Term T'(x; y) = (2x + 5) —
Welche der folgenden Terme sind Zahlenterme? Gib die entsprechenden
Zahlen in méglichst einfacher Form an.

a) T(3;2) b) T¢; 3 ¢) T(6;6) d) T(;95) e) T(2,3;3,2)
9. T(a; b) = (a + b) - (4a — b) — 3ab. Berechne, falls moglich,
a) T(3;1)  b) T(1;3)  ¢) T(s3 d) TG3%2) o TGE%2).
e10. T(x;y) = 2x +3y) —
a) Welche Definitionsmenge D, hat T'(x; 2)?
b) Welche Definitionsmenge D, hat T(3; y)?

**Zur Geschichte unserer Fachausdriicke

Fast alle mathematischen Fachworter stammen aus dem Lateinischen, einige auch aus
dem Griechischen. Natiirlich konnen wir oft nicht sagen, wer als erster ein Fachwort
wirklich erfunden und benutzt hat; denn viele Handschriften sind durch Kriege und
durch Verfolgungen vernichtet worden, andere wurden einfach nicht mehr abgeschrie-
ben, weil es inzwischen modernere Abhandlungen iiber dasselbe Thema gab. Wir kon-
nen daher oft nur angeben, in welchen uns zufallig erhalten gebliebenen Schriften wir
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welche Fachworter zum erstenmal finden. Wir kénnen damit also nur feststellen, ab
welchem Zeitpunkt ein solches Fachwort vorhanden ist, wir konnen aber nicht be-
haupten, daB es dieses Wort nicht schon friiher gegeben hat. Anders ist es dann mit der
Neuzeit, d. h. mit den letzten 500 Jahren. Da wissen wir fast immer, wer als erster einen
neuen Begriff und ein neues Zeichen erfunden hat. Fiir dich ist es eine Selbstverstind-
lichkeit, daB es Rechenzeichen gibt wie das Plus- und das Minuszeichen oder das
Gleichheitszeichen. Wenn du aber aufmerksam die Geschichte der Mathematik be-
trachtest, dann wirst du verwundert feststellen, daB all diese Zeichen und die Kunst des
Buchstabenrechncns die du Jetzt erlernen sollst, erst knapp 500 Jahre alt sind.
Welch kurze Zextspanne ist dies im Vergleich zu der langen Zeit, die der Mensch schon
auf Erden existiert!

Im Folgenden stellen wir die Fachworter zusammen und berichten dir dann noch
von den Minnern, von denen diese Fachworter stammen.

Addition

Addition und addieren gehen auf das lateinische addere = hinzugeben zuriick. Als Fach-
worter kommen sowohl additio wie auch addere bei BOETHIUS (um 480-524) vor.
Das Wort Summe hat eine interessante Geschichte. Das lateinische Substantiv summa
bedeutet das Oberste, das Hochste. Da es schon bei den Griechen und dann bei den
RoOmern Brauch war, das Ergebnis einer Rechnung in die oberste Zeile zu schreiben,
hieB jedes Ergebnis summa, gleichgiiltig, ob es beim Addieren oder Multiplizieren
entstanden war. In diesem Sinne verwendet bereits Marcus Tullius CiCERO (106-43
v.Chr.) das Wort summa. Die Einengung auf Summe als Ergebnis einer Addition
beginnt im 15.Jh. Umgangssprachlich bedeutet Summe einen Geldbetrag. In diesem
Sinne verwendet bereits LEONARDO VON Pisa (um 1170-nach 1240) das Wort summa.
Summieren findet man 1489 bei Johannes WIDMANN VON EGER (um 1460—nach 1500),
Summand erst 1713 bei Christian vON WOLFF (1679-1754) in seinen Elementa mathe-
seos universae.

Seit dem Mittelalter nennt man, abgeleitet vom lateinischen resultare = zuriick-
springen, das Ergebnis einer beliebigen Rechenaufgabe Resultat, d.h. das, was einer
Aufgabe entspringt.

Subtraktion

Das zugrundeliegende subtrahere = heimlich fortziehen erhilt bereits bei Sextus Iulius
FRONTINUS (um 30-nach 100) die mathematische Bedeutung des Abziehens. Es findet
sich genauso wie das zugehdrige Substantiv subtractio auch bei BOETHIUS. In der Mitte
des 15.Jh.s wird subtrahieren so wie auch addieren ein deutsches Fremdwort.

Unser Wort Minuend geht zuriick auf den numerus minuendus = die zu verkleinernde
Zahl des JOHANNES HISPALENSIS (wirkte um 1135-1153), unser Subtrahend auf den
numerus subtrahendus = die abzuziehende Zahl des JOHANNES DE SACRO Bosco
(1200(?)-1256(?)). Das lateinische differentia = Unterschied nimmt erst bei LEONARDO
VON Pisa die Bedeutung an, die wir heute mit dem Fremdwort Differenz verbinden.

Multiplikation
Das lateinische multiplicare bedeutet eigentlich viele Falten machen, mehrmals zusam-
menfalten und geht in seiner mathematischen Bedeutung vielleicht auf die dgyptische
Art der Berechnung eines Produkts zuriick:

26-75
/13-150

6-300
/3600
/1-1200. also 26 - 75 = 1200 + 600 + 150 = 1950.
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Nachzuweisen sind multiplicare und multiplicatio bei ViTRUvIUS (1.Jh. v.Chr.) und bei
CoLUMELLA (1.Jh. n. Chr.), der das Ergebnis der Multiplikation summa ex multiplica-
tione nennt. Erst bei JOHANNES DE SACRO Bosco findet man dafiir productum
= Hervorgebrachtes, woraus 1489 bei Johannes WIDMANN VON EGER unser Wort Pro-
dukt wurde. Bei JOHANNES DE SACRO Bosco findet man auch numerus multiplicandus
= zu vervielfachende Zahl, was Michael STIFEL (14877-1567) in seiner Deutschen
Arithmetica 1545 als Multiplikand eindeutscht, wogegen multiplicator = Vervielfacher
auf BoETHIUS zuriickgeht. Im 16.Jh. biirgerte sich ein, beide Zahlen durch den Aus-
druck Faktor zu bezeichnen, hergeleitet vom lateinischen facere = machen, das bei den
romischen Feldmessern im Sinne von multiplizieren verwendet worden war.
Division

Allen Begriffen liegt das lateinische dividere = teilen, einteilen zugrunde. Erst bei GER-
BERT von Aurillac (um 945-1003), Lehrer Kaiser Ottos III., als Papst Sylvester II.,
finden wir es als Fachwort ebenso wie divisio = Teilung, divisor = Teiler und dividen-
dus = zu Teilendes. Bei GERNARDUS (1. H. 13.Jh.) heiBt das Ergebnis der Teilung nume-
rus denotans quotiens = Zahl, die angibt wie oft; im 15.Jh. deklinierte man numerus
quotientis, obwohl quotiens ein Adverb ist. Im Bamberger Rechenbuch von 1483 er-
scheint das deutsche Wort Quotient.

Unsere Rechenzeichen

Im 15.Jh. wurde das lateinische et = und durch ein kopfstehendes t, also durch X
abgekiirzt. Das lateinische Wort minus = weniger kiirzte man oft durch wig ab. Durch
Weglassen der Buchstaben entstand vielleicht unser Minuszeichen, und aus dem T
wohldas +. Zum ersten Mal erschienen jedenfalls + und — gedruckt im Rechenbuc

des Johannes WIDMANN VON EGER (um 1460 -nach 1500) im Jahre 1489. (Abbildung
32.1)
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Abb.32.1 Titelblatt der Behende und hubsche Rechenung auff allen kauffmanschafft
(1489) des Johannes WIDMANN VON EGER und daraus folium 88r mit den iltesten
gedruckten Plus- und Minuszeichen, die folgendermaBen erklirt werden:

was — ift dDas ift minus [Zeile 7f.] unnd das + das ift mer [Zeile 14].
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Der heute iibliche Malpunkt wurde von
dem groBen Philosophen und Mathema-
tiker Gottfried Wilhelm LEiBNIZ (1646
1716) erfunden, und zwar im Brief vom
29. Juli 1698 an den Schweizer Mathema-
tiker Johann BERNOULLI (1667-1748)*.
Auf LEBNIZ geht librigens auch der Dop-
pelpunkt als Divisionszeichen zurtick, er-
funden um 1678/79. Der Brauch, ein
Multiplikationszeichen zwischen Buch-
staben wegzulassen, stammt von Thomas
HARRrIOT (1560(?)-1621). René Des-
CARTES (1596-1650) (Abbildung 121.1)
lieB dicses dann auch zwischen Zahlen
und Buchstaben weg.

Das dlteste unscrer Rechenzeichen ist der
waagrechte Bruchstrich. Bereits bei den
Indern steht der Zahler iiber dem Nenner.
Westarabische Mathematiker trennen
beide durch einen waagrechten Strich.
LEONARDO VON PisA biirgert diese Sitte
dann im Abendland ein. Verbreitung fin-
det der Bruchstrich hauptsédchlich durch
die Werke von VIETE.

Der schragstehende Bruchstrich / scheint
neueren Datums und aus drucktechni-

schen Griinden erfunden worden zu sein.

Biographische Notizen

BOETHIUS**, Anicius Manlius Severinus
(um 480-524(?)), stammt aus einer vor-
nehmen romischen Familie. Er stellt sich
dem Ostgotenkonig Theoderich d.Gr.
(regierte 474 bis 526) zur Verfiigung und
wird dessen Ratgeber und auch hoher
Verwaltungsbeamter. Als er sich fiir einen
des Hochverrats angeklagten Freund ein-
setzt, wird er selbst angeklagt, nach lan-
ger Kerkerhaft ungehort verurteilt und in
Pavia vermutlich 524, und zwar am
23.10., enthauptet. Im Kerker schrieb er
sein berithmtes Buch De consolatione phi-

* Zwar hat der frinkische Mathematiker Johannes
MULLER (1436-1476), der sich REGIOMONTANUS
nannte, den Malpunkt cinmal in einem Brief ver-
wendet; ebenso taucht er in einer Prager Hand-
schrift um 1500 auf. Bekannt wurde er aber erst.
als LeisNiz ihn erfunden hatte.

** Auch Bokrius, gesprochen bo-ezius.

1703
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Abb.33.1 Gottfried Wilhelm LEiBNIZ
(1.7.1646 Leipzig--14.11.1716 Hannover)

|

[[drza. by dles Vit .\‘}i‘:}‘i

K 3
|8 e !
2] SRS ‘ = B
-
L! e 3
-~
Y Bt BRIV 5
> S 5= &
| ! 4 ‘
e . (\5 S d g
1"' : Ny R vu',
L ) b
o o l¢
il 2\ !
|Fw ! . % |
Ap , e oy |
Al 8 i |8 =
s . o
NE L -~ 5" ’* \' 4
s A >
G i 0 ATAN T35 €
INVAR Vase V40 M R
= 4 v\.,:.};q,f::f il
‘ P AR s
I (L
i X7 A |
f o )
e &5 ™
! J g !l - — 3

Abb. 33.2 Die Philosophie trostet BOE-
vHIUS im Kerker. Buchmalerei Anfang
des 13.Jh.s — Cod. lat. mon. 2599
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losophiae — Vom Trost der Philosophie. Fir uns ist interessant, da3 BOETHIUS als Wis-
senschaftler die »mathematischen« Disziplinen der Arithmetik, Geometrie, Astrono-
mie und Musik zu einer Einheit, dem Quadrivium, zusammenfaBte und dafiir Lehrbii-
cher schrieb. Seine beiden Biicher institutio arithmetica sind das einzige erhaltene Werk
der romischen Zeit iiber dieses Fach.

COLUMELLA, Lucius Iunius Moderatus, lebte im 1. Jh. n. Chr. und stammt aus Gades,
dem heutigen Cadiz/Spanien. In Italien hat er spiter seine Giiter bewirtschaftet und
ein die gesamte Landwirtschaft umfassendes 12bidndiges Handbuch mit dem Titel De
re rustica geschrieben.

FRONTINUS, Sextus lulius (um 30—nach 100), von 74 bis 78 Statthalter der Rémer in
Britannien, nahm vermutlich 83 am Krieg gegen die Germanen teil, ab 97 fiir die
Wasserversorgung Roms verantwortlich. Er verfaBte mehrere Lehrbiicher, u.a. iber
die Wasserversorgung Roms, iiber Kriegslisten und iiber das Kriegswesen; das uns am
meisten interessierende Buch handelt von der romischen FeldmeBkunst.

JOHANNES HISPALENSIS, auch JOHANNES VON SEVILLA genannt, ein in Spanien gebore-
ner Jude, wirkte um 1135 bis 1153 in Toledo. Er iibersetzte aus dem Arabischen ins
Lateinische, u.a. ein arithmetisches Werk von AL-CHARIZMI.

JOHANNES DE SACRO B0sco (1200-1256), stammt vermutlich aus Halifax/England.
In Paris lehrte er Mathematik und Astronomie und schrieb fiir den Unterricht im
Quadrivium bedeutende Lehrbiicher iiber Arithmetik, Kalenderrechnung und Astro-
nomie.

VITRUVIUS POLLIO, Marcus, lebte im 1.Jh. v.Chr. Militartechniker unter Casar und
Augustus, dem er seine 10 Biicher De architectura(geschrieben vor 31 v. Chr.) widmete.
Sie behandeln Stadteplanung, Baustoffkunde, Tempelordnungen, Wasserleitungsbau,
vielerei Maschinen und sind geprdgt von umfassenden Kenntnissen in Philosophie,
Mathematik, Physik, Musik, Klimatologie und Astronomie.

Zu Seite 35:

TyPus ARITHMETICAE — DIE DAME ARITHMETICA

Unter ihrer Aufsicht treten PYTHAGORAS und BOETHIUS, die im Mittelalter falschlicher-
weise fiir die Erfinder des Abakus-Rechnens bzw. der arabischen Ziffern gehalten
wurden, zu einem Wettstreit an. PYTHAGORAS hat die Zahlen 1241 und 82 gelegt; der
Sinn der Ziffernrechnung des BOETHIUS ist leider unklar. Die besorgte Miene des Py-
THAGORAS und das Licheln des BOETHIUS sagen uns aber, daB letzterer der Sieger ist. —
Aufdem Gewand der ARITHMETICA, die eine der Sieben Freien Kiinste ist, erkennt man
die Vierzahlgruppen 1, 3,9, 27 und 1, 2, 4, 8, die in der Zahlenmystik der Pythagoreer
eine grofBe Rolle spielten. - Holzschnitt aus der Margarita philosophica — »Philoso-
phische Perle« — des Kartduserpriors Gregor REISCH (um 1470-1525) von 1503, in
der u.a. die Rechenregeln fiir beide Rechenverfahren ausfihrlich behandelt werden.
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2 Die rationalen Zahlen und ihre Rechengesetze

2.1 Die Zahlenmenge B reicht nicht aus!

Die Menge B der Bruchzahlen hat, abgesehen von der grundsatzlich unmaogli-
chen Division durch null, fiir das Rechnen einen wesentlichen Mangel: die
Subtraktion zweier Zahlen aus B ist nicht immer ausfiihrbar. Dieser Mangel
ist nicht nur ein Schonheitsfehler innerhalb der mathematischen Theorie, er
macht sich auch in der Praxis storend bemerkbar.

Beispiele:

1) An einem Dezembertag zeigt mittags
das Thermometer die Temperatur 4°C 50—
(= 4 Grad Celsius) an. Bis zum Abend
nimmt sie um 3 Grad ab. Daraus kon- 40
nen wir den neuen Thermometerstand 90—
berechnen: 4 Grad — 3 Grad = 1 Grad; :
die Abendtemperatur betrigt also 1°C. 405
Bis Mitternacht sinkt nun die Tempera- 10
tur noch einmal um 4 Grad. Wie kann
man jetzt die neue Temperaturanzeige 0
ermitteln? Die Rechnung »1 Grad mi- 10
nus 4 Grad« ist ja nicht ausfiihrbar! Be-
kanntlich hilft man sich hier so, da3 20
man z.B. sagt, die Temperatur sei auf 30—

»3 Grad unter O« gesunken oder die
Temperatur sei »minus 3 Grad«, woflr

man kurz »—3°C« schreibt (Abbil-
dung 36.1).

Abb. 36.1 Thermometer

2) Herr Knapp hat auf seinem Bankkonto 530,60 DM. Fiir dringende
Anschaffungen benétigt er 700 DM, die er von seinem Konto
abhebt. Auf seinem nédchsten Kontoauszug diirfte Herr Knapp als
Kontostand » — 169,40 DM« oder auch »169,40 DM Soll« lesen. Das
bedeutet, daB er der Bank 169,40 DM schuldet (Abbildung 37.1).

3) In Agypten liegt westlich von Kairo die Kattara-Senke, fiir die man im
Atlas die Hohenangabe » — 134« findet. Damit wird bekanntlich aus-
gedriickt, daB der so gekennzeichnete Ort »134 m unter dem Meeres-
spiegel«, genauer: 134 m tiefer als der Nullpunkt der fiir solche Ho-
henangaben verwendeten Skala liegt.* (Abbildung 37.2)

* Dieser Nullpunkt, genannt Normalnull (NN), ist nach dem Amsterdamer Pegel festgelegt und gibt ungefahr
die mittlere Mecreshdhe an.











































































































































































































































































































































































































































































