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Kennzeichnung der in Bayern nicht allgemein verbindlichen Stoffgebiete

Fakultative Abschnitte sind durch zwei vorangestellte Sterne (xx) gekenn-

zeichnet.

Kennzeichnung der Aufgaben

Rote Zahlen bezeichnen Aufgaben, die auf  alle Fälle bearbeitet werden sollen.

ebzw. Susw. bezeichnen Aufgaben, die etwas mehr Ausdauer erfordern, weil

sie entweder schwieriger oder zeitraubender oder beides sind. Je mehr Punkte,

desto mehr Mühe!
Zitiert werden die Aufgaben unter der Seite und der Nummer. So bedeutet

21/10 die Aufgabe 10 auf Seite 21.

Nummerierung von Definitionen, Sätzen, Abbildungen und Tabellen

Die Zahl vor dem Punkt gibt die Seite an, die Zahl nach dem Punkt num-

meriert auf  jeder Seite. Abb.  40.2 bedeutet beispielsweise die 2. Abbildung

auf  Seite 40.



Vorwort

Algebra 9 soll in Fortsetzung der Bände Algebra 7 und 8 den Teil der Algebra
darstellen, der üblicherweise in  der 9. Jahrgangsstufe behandelt wird. Im  Zen-
trum stehen zwei Themen:
(1) die Einführung der reellen Zahlen und der Umgang mit ihnen, insbeson-

dere das Rechnen mi t  Quadratwurzeln;
(2) die Lösung von quadratischen Gleichungen und  in  diesem Zusammenhang

erste Bekanntschaft mi t  quadratischen Funktionen und ihren Graphen,
den Parabeln.

Beide Themen spielen in der Geschichte der Mathematik eine bedeutende
Rolle. Wie i n  den vorangegangenen Büchern ist auch hier wieder versucht
worden die historischen Bezüge ausführlich und gut lesbar darzustellen. In -
teressierte Schüler finden auf  diesen Seiten eine Vielzahl von Informationen
und Anregungen, die ihnen die Algebra vielleicht etwas spannender und weni-
ger blutleer erscheinen lassen.
Das Buch soll als Angebot verstanden werden und bietet daher an manchen
Stellen auch Ausblicke und Erweiterungen, die zur Bereicherung des Unter-
richts beitragen können, die aber nicht zum Pflichtstoff gehören. Die entspre-
chenden Abschnitte sind durch ** gekennzeichnet.
Der Aufgabenteil ist wieder sehr reichhaltig und bietet Aufgaben von der
Fingerübung bis zum echten mathematischen Problem. Auch hier soll der
Lehrer eine seiner Klasse und seinen Vorstellungen angemessene Auswahl
treffen können. Zur Erleichterung sind die Aufgaben gekennzeichnet: Rote
Zahlen bedeuten Aufgaben, die eigentlich jeder Schüler bearbeiten sollte.
Die Kennzeichnung durch e,  Q, ...  weist auf Aufgaben hin, die mühsamer
oder schwieriger sind als das, was üblicherweise verlangt wird. Sie sind auch
als »Futter« für Schüler gedacht, denen die »normale Kost« zu wenig abver-
langt. So soll das Buch sowohl für schwächere Schüler genügend Erklärungen
und einfache Beispiele als auch für interessiertere Schüler die Möglichkeit zur
intensiveren Beschäftigung mi t  der Algebra bereithalten.

München, im Mai 1989 Die Verfasser



Zur Widmung auf der Titelseite

MENAICHMOS lebte um die Mitte des 4. Jh.s v. Chr., war ein Schüler des EuDoxos und
Freund PLATOns. Er  schuf die ersten Ansätze zur Kegelschnittlehre. Die Anekdote,
MENAICHMOS habe auf ALEXANDERS Frage, ob es keinen leichteren Zugang zur Mathe-
matik gebe, die auf  der Titelseite z�Õtierte Antwort gegeben, wurde von STOBAIOS (5. Jh.

n.  Chr.) in  seiner Anthologia überliefert. Da  sonst nirgends berichtet wird, dass ALEX-

ANDER neben ARISTOTELES noch einen besonderen Lehrer für Mathematik gehabt ha-

ben soll, halten einige sie für eine Nachbildung der Erzählung, dass EUKLID diese

Antwort PTOLEMAIOS I .  (reg. 305-283 v.Chr.) auf  dessen gleich lautende Frage ge-

geben habe. Andere hingegen nehmen an, dass die Menaichmos-Anekdote die ur-

sprüngliche sei und später auf den berühmteren EUKLID übertragen worden sel.

Die Anekdote über EUKLID überlieferte uns der bedeutende Neuplatoniker PROKLOS

(410/411 Byzanz — 17.4.485 Athen) in seinem Kommentar zum I. Buch von Euklids

Elementen:
Kai yao 6 ’Aoy�Õnhnönc Er�Õßaldv xai td  neote [NMrtolepaim] pvnpovever tod

EvxAeidov, xal pévior xai pacity öt�Õ ITtoAepaiog NEETO note adtov, EL t ig  EOTLV

nel yempetpiav 680g cvvtopmtéga t ig OTOL EIDoEWS O 88 Grexpivato, un elvan

BaciAwxnyv dtpoanodv &ni yeopetpiav.

Denn Archimedes, der nach dem ersten Ptolemaios lebte, erwähnt Euklid und erzählt
auch in  der Tat, Ptolemaios habe ihn  einmal gefragt, ob  es nicht fiir die Mathematik
einen kürzeren Weg gebe als die Lehre der Elemente. Er  aber antwortete, es führe kein
koniglicher Weg zur Mathematik.

NB:  Wir haben bewusst das griechische geometria mi t  Mathematik übersetzt; denn
hic ine 17 Th verwendete man  das Wort Geometrie im  Sinne von Mathematik.



1 Die reellen Zahlen

ANNE NANN OS
A A N AES oon

ASB [EDx ,

Pentagramm Siegel Salomonis - Drudenfuß
Gipsschnittstukkatur aus Marokko

Das magische Zeichen, das 5-mal A ,  das große griechische Alpha, enthält und deswegen
auch Pentalpha heißt, symbolisiert das Weltall, die Vollkommenheit und auch die
Gesundheit. Es diente den PYTHAGOREERN (500 350 v. Chr.) und später den NEUPLA-
TONIKERN (3 . -6 .  Jh.  n .  Chr . )  als Zeichen ihres Bundes. - SALOMO, König  von  Israel und
Juda (um 965 926 v.Chr.), galt i n  den ersten Jahrhunderten unserer Zeitrechnung bis
ins Mittelalter hinein als großer Zauberer: das Pentagramm wurde zu seinem Siegel.
Die Drude ist cine Hexe, ein weiblicher Nachtgeist. der fiir Alpträume und Magen-
drücken verantwortlich ist. Ihr  FuBabdruck, der DrudentuB, ist, auf  die Schwelle ge-
zeichnet, ein Abwehrsymbol gegen Druden, später cin allgemeines Bannzeichen gegen

Geister und  den Teufel (siehe GOETHE. Faust 1. Teil, Vers 1394 ff.)



1 Die reellen Zahlen

1.1 Das Problem der Quadratverdoppelung

Der griechische Philosoph PLATON
(428-348 v.Chr.) beschreibt i n  sei-
nem vor 389 v. Chr. verfassten Dialog
Menon (82b-85b) die Lehrmethode
seines berühmten Lehrers SOKRATES
(470-399 v. Chr.). E r  schildert, wie
SOKRATES einem mathematisch unge-
bildeten Sklaven seines Freundes
MENON dazu verhilft, die folgende
Aufgabe zu lösen:

Zu einem gegebenen Quadrat soll
ein zweites Quadrat gefunden wer-
den, dessen Flächeninhalt doppelt
so groß ist.

Der Sklave schlägt zunächst vor jede
Seite des gegebenen Quadrats (Abbil-
dung 10.2) zu verdoppeln, erkennt
dann aber, dass sich dabei der Flä-
cheninhalt vervierfacht (Abbildung
10.3). Das gesuchte Quadrat darf  nur
halb so groß sein; man muss also die
Fläche des großen Quadrates halbie-
ren. Die Lösung, zu der SOKRATES den
Sklaven anleitet, beruht darauf, dass
von jedem der vier Teilquadrate die
Hällte weggenommen wird, indem
man sie, wie Abbildung 10.4 zeigt,

Abb. 10.1 PLATON, eigentlich ARISTO-
KLES (428 Athen oder Ägina 348 Athen)
Kaiserzeitliche römische Kopie nach dem
Werk des SILANION, entstanden wohl  bald
nach 348 v. Chr. München, Glyptothek

durch Diagonalen zerschneidet. ABCD ist dann das gesuchte Quadrat. Seine
Seite ist die Diagonale des gegebenen Quadrats.

L

Abb. 10.2
gegebenes Quadrat

Abb.  10.3 Quadrat mit
doppelter Seitenlänge

Abb. 10.4 Quadrat mit
doppeltem Flächeninhalt



1.1 Das Problem der Quadratverdoppelung 11

Uns interessiert die Frage, wie lang die Seite des Lösungsquadrats ist. Das
hängt natürlich von der Größe des gegebenen Quadrats ab. Zur Verein-
fachung setzen wir voraus, dass es sich um  das Einheitsquadrat handelt, also
um  das Quadrat mit der Seitenlänge 1 (d.h. 1 Längeneinheit). Sein Flächen-
inhalt ist damit ebenfalls 1 (d.h. 1 Flächeneinheit). Da  somit das Lösungs-
quadrat ABCD den Flächeninhalt 2 besitzt, muss für seine Seitenlänge x
gelten: x x  =2, kurz x* = 2.
Um die Länge der Diagonale des Einheitsquadrats angeben zu können
muss man also diese Gleichung lösen. Man erkennt leicht, dass x eine Zahl
zwischen 1 und 2 sein muss, denn es ist 1? < 2 und 2* > 2; also muss 1 < x <2
gelten. Eine genauere Eingrenzung von x erhält man, indem man die Qua-
drate von 1,1; 1,2; 1,3; . . .  berechnet; wegen 1,4* = 1,96 und 1,52 = 2,25 gilt:
1.4 < x < 1,5. Ebenso findet man mi t  Hilfe des Taschenrechners schnell die
Ergebnisse

1,41 < x < 1,42
1,414 < x < 1,415

1,4142 < x < 1,4143.

Können wir auf diesem Wege den genauen Wert von x finden?
Sicherlich nicht!  Denn wenn  man  einen Dezimalbruch mi t  einer, zwei, drei, ...
Stellen nach dem Komma  quadriert, erhält man eine Zahl  m i t  zwei, vier, sechs,
. . .  Stellen nach dem Komma, also niemals eine ganze Zahl.* Die Gleichung
x? = 2 kann somit keinen endlichen Dezimalbruch als Lösung haben.
Neben den ganzen Zahlen und  den endlichen Dezimalbrüchen gehören zu der
uns zur Verfügung stehenden Menge Q der rationalen Zahlen auch Brüche,
deren Dezimalentwicklung unendlich und periodisch ist. Das sind bekannt-
lich diejenigen Brüche, deren Nenner nach vollständigem Kürzen noch einen
von 2 und 5 verschiedenen Primfaktor enthalten. Gibt es unter ihnen eine
Lösung von x*  = 2?

Angenommen, x = — mit p,  g € N wäre eine solche Lösung; dabei sei dieser

Bruch vollständig gekürzt. Da  x keine ganze Zahl ist, muss q > 1 gelten.

Durch Quadrieren erhält man x “  = 7 7 . Dieser Bruch kann aber keine

ganze Zahl sein; denn, da p und g teilerfremd sind, lässt er sich nicht kürzen,
und wegen ¢ > 1 ist sein Nenner von 1 verschieden. Das heißt aber: Es gibt
keinen Bruch, dessen Quadrat den Wert 2 hat.
Das Ergebnis unserer Überlegungen lautet somit: Die Gleichung x? = 2 ist
mit  rationalen Zahlen nicht lösbar. Wir  sind mit  den uns zur Verfügung ste-
henden Zahlen nicht in  der Lage die Länge der Diagonale des Einheitsqua-
drats anzugeben. Man  erkennt leicht, dass es neben x* = 2 noch viele andere,
ebenso einfache Gleichungen gibt. die in  Q nicht lösbar sind. Weitere Beispiele
findest du in  den folgenden Aufgaben.

* Wir setzen dabei voraus, dass die letzte Stelle der zu  quadrierenden Zahl jeweils nicht 0 ist.
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Aufgaben

e 3.

oS.

6.

87.

Zeige: Die folgenden Gleichungen haben keine rationalen Lösungen.
a) x *=3  b) x? = 6 c) x2=38 d) x* = 500

. Die folgenden Gleichungen sind in  Q lösbar. G ib  alle Lösungen an.
a) x2=1 b )x?=4  0) x2=121   d) x? = 625
e) x?=3% ff) x2=2 ;  g) x2=0,64 h) x? = 0,0004
Beweise: Die Gleichung x? = n, ne  N ,  ist genau dann in  Q lösbar, wenn n
eine Quadratzahl ist.

. Der folgende auf  den Begriff »gerade Zahl« sich stiitzende Beweis für die
Unlösbarkeit der Gleichung x2 = 2 in  der Menge Q wurde bereits von
ARISTOTELES (384-322 v.Chr.) in  seinen Analytica priora (1.23.41a. 23—
27) angedeutet und ist als Anhang zu Buch X der Elemente des EUKLID
(um 300 v. Chr.) uberliefert.

Angenommen, der vollständig gekürzte Bruch p sei eine Lösung der
Gleichung x? = 2. Dann gilt 9

2 )  =2  IL: 4°
q
p?  — 2q°

Daher ist p* und somit auch p eine gerade Zahl. Man kann deshalb
p = 2n setzen, mit ne  N .

(2n)* = 24° 1 :2

Also ist auch g* und damit ¢ eine gerade Zahl.
Begriinde die angewandten Schlüsse. Erkläre,  wieso die Annahme zu  ei-
nem Widerspruch geführt hat und somit falsch ist.

Der  Beweis von Aufgabe 4, bei dem die Teilbarkeit durch den Primfaktor 2
die entscheidende Rolle spielt, lässt sich auch auf andere Primfaktoren
übertragen. Zeige nach dieser Methode, dass auch die folgenden Glei-
chungen in  Q unlésbar sind: a) x>=7  b) x2=12  ¢) x? =15
Die Gleichung x? = % hat keine rationale Lösung. Das kann man so be-
weisen: Aus x? = % erhält man (3x)? = 2 - 3 (Multiplikation mit 3°). Mit
der Substitution z = 3x  wird daraus z* = 6, eine in  Q unlösbare Glei-
chung (vgl. Aufgabe 1b).
Begriinde mit  dieser Methode die Unlosbarkeit der Gleichungen
a) x *  =}, b) x *=2%,  c) x? = 0,2, d) x* =1,25
in der Grundmenge Q.
Beweise: Die Gleichung x? = Pp p,qeN, ist i n  Q genau dann lösbar,

wenn p - g eine Quadratzahl ist. (Hinweis: Beachte die Aufgaben 6 und 3.)
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8. Gegeben ist ein Quadrat mit der Seitenlänge a, ae Q™.
a) Bestimme die Seitenlänge eines Quadrats, dessen Flächeninhalt

1) 4-mal, 2) 49-mal, 3) 2,25-mal, 4) 32-mal so groß ist.
b) Gibt  es eine rationale Zahl, welche die Seitenlänge eines Quadrats mit

dem 1) Sfachen, 2) 16fachen, 3) 1,6fachen Flächeninhalt angibt?

9. Kannst du  mit  Hilfe rationaler Zahlen angeben, wie lang die Seiten folgen-
der Figur sind?
a) Quadrat mit 1) 15m?, 2) 16 cm?, 3) 2,3 dm? Fldcheninhalt
b) Rechteck mit dem Seitenverhdltnis 2 : 3  und 1) 36 cm?, 2) 324 mm?,

3) 0,24 m? Flicheninhalt

10. Dem Problem der Quadratverdoppelung entspricht bei den Körpern das
der Wiirfelverdoppelung:

Zu  einem gegebenen Wiirfel soll ein zweiter Wiirfel gefunden werden,
dessen Rauminhalt doppelt so groß ist.

Diese Aufgabe wird als delisches Problem bezeichnet aufgrund einer Er-
zahlung des ERATOSTHENES (3. Jh. v.Chr.):
Als auf  der Insel Delos die Pest wiitete, wandten sich die Bewohner Hilfe
suchend an Apollo. Sie erhielten den Auftrag, den wurfelformigen Altar
i n  seinem Heiligtum zu verdoppeln, aber dabei die Gestalt zu bewahren.

a) Zeige, dass die Kantenlinge x eines Wiirfels, dessen Volumen doppelt
so groß ist wie das des Einheitswiirfels, die Gleichung x* = 2 erfüllen
muss.

eb) Begründe nach der bei x? = 2 angewandten Methode, dass auch die
Gleichung x* = 2 in Q nicht lösbar ist.

e11. Die  Tatsache, dass es Streckenpaa- 0
re gibt, deren Verhältnis sich nicht
durch eine rationale Zahl ausdri-
cken lasst, wurde zuerst von den
Griechen erkannt. Die PYTHAGO-
REER, deren Bundeszeichen das re-
gelmaBige Funfeck war (vgl. Ab-
bildung 9.1), entdeckten gerade an
diesem Fünfeck, dass — ebenso wie
beim Quadrat — Seite und Diago-
nale kein rationales Verhältnis ha-
ben.
Aus der Ahnlichkeit der Fiinfecke
ABCDE und A'B 'C'D’E’  in  Ab-
bildung 13.1 folgt, dass das Ver-
haltnis von Seite und Diagonale in
beiden Fällen gleich ist. Abb. 13.1 Das regelmäßige Fiinfeck
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Es gilt also

d d
== .  (1)
Ss Ss

a) Weise nach, dass sich d’  und s’ folgendermaßen durch d und s aus-
dricken lassen:

d=d -—s  und s' =2s—d (2)

(Hinweis: Welche besondere Eigenschaft haben die Vierecke ABCB’,
ABA'E,  CE'CA’  und C'E'B’E?)
Begriinde sodann die Abschatzung

s<d<2s .  (3)
b) Zeige mit  Hilfe von (2), dass die Gleichung (1) durch die Substitution

X = : folgende Form erhält:

x—1 4
x (4)

Welche Abschätzung fur x ergibt sich aus (3)?

X =

c) Aus der Annahme, ein Bruch P mit teilerfremden natiirlichen Zahlen p
q

und q sei Lösung der Gleichung (4), lässt sich folgende Gleichung
herleiten:

2
PD

PtTqg= 7 (5)

Führe die Herleitung aus.
d) Begründe anhand der Gleichung (5), dass die in c gemachte Annahme

falsch ist und dass demnach Seite und Diagonale des regelmäßigen
Fünfecks kein rationales Verhältnis haben.

1.2 Irrationale Zahlen; Intervallschachtelungen

Wir mussten feststellen, dass die rationalen Zahlen schon zum Lösen von
so einfachen Gleichungen wie x* = 2 nicht ausreichen. Dazu benötigen wir
also neue, nicht rationale Zahlen.
Jede rationale Zahl lässt sich, wie wir wissen, als Dezimalzahl schreiben.
Sofern es sich nicht um  eine ganze Zahl handelt, erhält man dabei entweder
eine endliche oder eine unendliche periodische Dezimalzahl.

Beispiele:
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Natürlich kann man sich auch Dezimalzahlen vorstellen, bei denen die Zif-
fernfolge hinter dem Komma unendlich und nicht periodisch ist, zum Beispiel

0.63633 633363333.. .  oder

5,18118811188811118888...,

wobei man sich die Ziffernfolge nach der leicht erkennbaren GesetzmaBigkeit
endlos fortgesetzt denken muss. Dass man auch mit solchen Gebilden ebenso
rechnen kann wie mi t  den rationalen Zahlen, ist keineswegs selbstverstand-
lich. Darauf soll erst im nächsten Abschnitt näher eingegangen werden.
Diese neuen nicht rationalen Zahlen werden in  der mathematischen Fach-
sprache als irrationale* Zahlen bezeichnet. Es gilt also

Definition 15.1: Eine Zahl, deren Dezimalentwicklung unendlich und
nicht periodisch ist, heißt irrationale Zahl.

Es ist nicht schwer, sich eine Vorstellung davon zu machen, wie die neuen
irrationalen Zahlen in  die bekannten rationalen Zahlen einzuordnen sind. Als
Beispiel betrachten wir die irrationale Zahl z = 0,636336333 . . .  und verglei-
chen sie mit  geeigneten rationalen Zahlen. Die Ziffer 0 vor dem Komma sagt
uns, dass z zwischen den ganzen Zahlen 0 und 1, also im Intervall [ 0 ; 1 ]
liegen soll:

0<z<£1  dh  ze[0 ;1 ]

Nimmt man die erste Stelle nach dem Komma hinzu, so ergibt sich die Ab-
schiatzung

0 ,6<z<0 ,7  d.h. ze[0,6;0,7].

Indem man so fortfihrt und jeweils eine weitere Ziffer der unendlichen Dezi-
malzahl berücksichtigt, erhält man

0,63 < z < 0,64 d.h. ze[0,63;0,64],
0,636 < z < 0,637 d.h. ze[0,636;0,637],

0,6363 < z < 0,6364 d.h. ze[0,6363;0,6364],
0,63633 < z < 0,63634 d.h. ze[0,63633;0,63634], usw.

Man  erreicht so eine immer schirfere Eingrenzung von z durch rationale Zah-
len. Die Folge der Intervalle fiir z muss man sich ohne Ende fortgesetzt denken.

063 0.64
0 06 )[ 07 1| —

Abb.  15.1 Intervalle für z = 0,636336333 . . .

* i r rat ional  = nicht rational. Zu r  Geschichte dieses Wortes siche Seite 63.
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Man erkennt leicht (Abbildung 15.1), dass diese Intervalle »ineinander ge-
schachtelt« sind, d.h., dass das jeweils nächste ganz im vorausgehenden ent-
halten ist. Die Längen dieser Intervalle sind der Reihe nach 1, 3 ,  15.  66-3
sie nehmen schnell ab und werden beliebig klein, d. h., jede positive Zahl, auch
wenn sie noch so klein ist, wird von den Intervalllängen schließlich unterschrit-
ten. Für eine solche Intervallfolge führt man eine passende Bezeichnung ein:

Definition 16.1: Eine Folge von unendlich vielen abgeschlossenen Inter-
vallen, bei welcher

(1) jedes Intervall in  allen vorangehenden enthalten ist und
(2) die Intervallängen beliebig klein werden,
heißt Intervallschachtelung.

Das vorausgehende Beispiel zeigt, dass und wie man zu einer irrationalen Zahl
eine Intervallschachtelung angeben kann. Aber auch für rationale Zahlen gibt
es Intervallschachtelungen. Das zeigen die folgenden

Beispiele:

1) = 0,6
Intervallschachtelung: [0 ;1 ] ,  [0,6; 0,7], [0,66; 0,67], [0,666; 0,667], . . .

2) 155 = 1,318
Intervallschachtelung:
[1 ;2 ] ,  [1,3;1,4], [1,31; 1,32], [1,318; 1,319], [1,3181; 1,3182], . . .

3) 2,3 = 2,30(!')
Intervallschachtelung: [2 ;3 ] ,  [2,3;2,4], [2,30; 2,31], [2,300; 2,301), ...

Man kann also für alle Zahlen, gleichgültig ob rational oder irrational, Inter-
vallschachtelungen angeben. Wichtig ist, dass durch eine solche Schachtelung
die entsprechende Zahl eindeutig bestimmt ist. Es können nämlich niemals
zwei verschiedene Zahlen allen Intervallen einer Intervallschachtelung ange-
hören. Denn ein  Intervall, i n  dem zwei verschiedene Zahlen z ,  und z,  liegen,
muss mindestens eine Lange |z ,  — z , |  haben. Diese positive Zahl wird aber
bei einer Intervallschachtelung von den Intervalllängen schließlich unter-
schritten, da diese ja  beliebig klein werden (Abbildung 16.1).

Z- Z ,
| 4 L o

Abb.  16.1 Die Intervalllingen werden kleiner als |z ,  — z ,  | .

Es gilt also

Satz 16.1: Jede rationale oder irrationale Zahl kann man durch eine
Intervallschachtelung eindeutig festlegen.
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Aufgaben

1. Entwickle die folgenden Zahlen �Õn Dezimalbrüche:

a) 35 b) 35 c) 3} d) 1s e) 1s
33 g) 17 h) 9:7 i) 366 k) 366

6 .

. G ib  drei neue Beispiele fiir unendliche nicht periodische Dezimalbruche
an. Beschreibe jeweils die Regel, nach der die Ziffernfolge sich endlos
fortsetzen soll.

. Begründe, dass die folgenden unendlichen Dezimalzahlen irrational sind.
(Hinweis: Untersuche das Auftreten der Ziffer 0. Gibt  es beliebig lange
Abschnitte, d ie nu r  aus Nu l len  bestehen?)

a) x = 0,12345678910111213...; d.h., die Ziffernfolge nach dem Kom-
ma entsteht durch »Hintereinanderschreiben aller naturlichen Zah-
len«.

b) y = 0,149162536496481100121...; d.h., die Ziffernfolge nach dem
Komma entsteht durch »Hintereinanderschreiben aller Quadratzah-
len«.

c) 2=0,126241207205040...; der k-te Abschnitt der Ziffternfolge nach
dem Komma ergibt sich hier durch die Berechnung des Produkts
1 -2 -3 - . . . - k ,  wofür man kurz k !  schreibt, gelesen »k Fakultat«.

. Welche der folgenden Dezimalzahlen stellen irrationale Zahlen dar? (Die
Ziffernfolge soll sich nach der erkennbaren Gesetzmäßigkeit endlos fort-
setzen.)
a) 0.367999... b) —1,343443444... c) 5,211221122211...

d) —7.727727727... e) 0,204080160... f )  —4,32100000...

. Stelle fest, ob  die angegebene Intervallfolge eine Intervallschachtelung ist.
a) [5 :6 ] ,  [5,6; 5,7], [5,66; 5,67], [5,666; 5,667], . . .
b) [0;2],[0,9;1,1],[0,99;1,01],  [0,999; 1,001], . . .
c) [ 3 ;  3,5] ,  [ 3 ;  3,05],  [ 3 ;  3,005], [ 3 ;  3,0005], . . .

d) [1 ;2 ] ,  [2;2,1],  [3 ;  3,01], [4;  4,001], . . .
e) [—2; —-1], [ - 2 , 1 ;  —-1,9], [—-2,11; — 1,99], [—-2,111; —- 1,999], . . .
f) [-—1;2],[—0,1;0,2], [— 0,01; 0,02], [—0,001; 0,002], ...

a) Gib eine Intervallschachtelung für die Zahl 0,9 an.
b) Begründe, dass 1 die einzige Zahl �Õst, die �Õn allen Intervallen dieser

Schachtelung liegt, und dass somit 0,9 =1 gilt.
c) Begründe entsprechend: 0,09 = 0,1; 0,009 = 0,01.
d) Schreibe als endlichen Dezimalbruch: 1,19; 0,409; —9.9.
e) Verwandle i n  unendliche Dezimalbrüche, ohne die Ziffer 0 als Periode

zu verwenden: 2,5; — 0,89; 11; —2,011.
e 7. Bei den bisher betrachteten Beispielen von Intervallschachtelungen ent-

stand das jeweils nächste Intervall durch Zehnteilung des vorausgehen-
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den. Manchmal werden auch andere Unterteilungsverfahren benützt.
a) Beschreibe die Regel, nach der die Intervallfolge [0;  1 ] .  [ 53 ] ,  [33] ,

[B2:19, 0 21, . . .  konstruiert ist. Stelle die ersten vier Intervalle auf
einer Zahlengeraden mit der Längeneinheit 9 cm dar.

b) Begründe, dass die in a angegebene Intervallfolge eine Intervallschach-
telung ist. Welche Zahl wird durch sie festgelegt?

c) Vom »Halbierungsverfahren« spricht man, wenn das jeweils nächste
Intervall eine der Hälften des vorausgehenden ist. Berechne die ersten
fünf  Intervalle einer Intervallschachtelung für die Zahl  4, indem du  mit
[0;  1 ]  beginnst und die weiteren Intervalle nach dem Halbierungsver-
fahren bestimmst.

8. Gib Intervalle der Länge 1 ;  0,1; 0,01 und 0,001 an,  i n  denen eine positive
Lösung der Gleichung
a) x2 = 3, b) x* = 0,5, c) x* = 200, d) x* =
liegen müßte.

e9.  Bestimme Interval le mi t  den Längen 1;  0,1; 0,01 und  0,001, i n  denen die
Kantenlänge eines Würfels liegen müsste, dessen Volumen n-mal so groß
wie das des Einheitswürfels ist.
a) n=2  b) n=10  ¢) n = 100

**1.3. Rechnen mit Intervallschachtelungen

Wir haben schon erwähnt, dass man auch mit den irrationalen Zahlen sinnvoll
rechnen kann. Das ist keineswegs selbstverständlich. Schon bei der Frage, wie
mit  ihnen die verschiedenen Rechenarten auszuführen sind, stößt man au f
Schwierigkeiten. Da  es sich um  unendliche Dezimalzahlen handelt, kann man
ja z. B.  beim Addieren nicht wie bei endlichen Dezimalzahlen mit der letzten
Stelle beginnen. Bei den periodischen Dezimalzahlen umgeht man dieses Pro-
blem, indem man sie durch die entsprechenden gewöhnlichen Brüche ersetzt,
z.B. 0,6 durch %. Bei den unendlichen nicht periodischen Dezimalzahlen schei-
det diese Möglichkeit aus. Für  das Rechnen mit ihnen benötigen wir andere
Hilfsmittel. Als solche eignen sich z. B.  die Intervallschachtelungen. M i t  ihnen
kann man die Rechenoperationen auch für irrationale Zahlen definieren und
die weitere Gültigkeit der Rechengesetze nachweisen. Dies soll für die Addi-
tion näher erläutert werden. Zunächst betrachten wir ein Beispiel mit zwei
rationalen Summanden.

Beispiel 1:

=%5b=23=>a+b=%+23=%+23=2%
Intervallschachtelungen für a und b haben wir bereits im vorausgehenden
Abschnitt angegeben (vgl. Seite 16). Aus deren ersten Intervallen erkennt
man, dass 0 £ a £1  und 2 < hs 3 gilt. Durch Addition dieser Unglei-
chungen erhält man
2s<a+b<4  d.h., a+be [2 ;4 ] .
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Analog erhält man aus den zweiten, dritten, vierten, . . .  Intervallen

0 ,6+2 ,3<a+bs  0 ,7+ 2,4 d.h. a+be [2 ,9 ;  3,1]

0,66 + 2,30 < a + b < 0,67 + 2,31 d.h. a+  be[2,96;2,98]
0,666 + 2,300 < a+b  < 0,667 + 2,301 d.h. a+  be[2,966;2,968] usw.

Man  erkennt leicht, dass die rechts stehenden Intervalle für a + b wieder
eine Intervallschachtelung bilden. Durch sie ist die Zahl a + b eindeutig
festgelegt. Aus der Dezimalentwicklung von a + b = 243 = 2,96 erkennt
man ebenfalls, dass a + b jedem Intervall dieser Schachtelung angehört.

Das vorausgehende Beispiel zeigt, wie man aus Intervallschachtelungen für
zwei Zahlen a und b durch Addition entsprechender Intervallgrenzen wieder
eine Intervallschachtelung fiir die Summe a + b erhält. Der Vorteil dieser an
sich umstandlichen Additionsmethode liegt darin, dass man sie auch auf irra-
tionale Summanden anwenden kann.

Beispiel 2:

z, = 0,636336333...; =z, =5,181188111888...
Intervallschachtelung für z,:
[0;  1],  [0,6; 0,7], [0,63; 0,64], [0,636; 0,637], [0,6363; 0,6364], ...
Intervallschachtelung für z,:
[5;  6], [5,1; 5,2], [5,18; 5,19], [ 5,181; 5,182], [5,1811; 5,1812], ...
Durch Addieren entsprechender Intervallgrenzen erhält man die Inter-
vallfolge
LS; 7],  [5,7; 5,9], [5,81; 5,831, [5,817; 5,819], [5,8174; 5,8176], ...
Dies ist wieder eine Intervallschachtelung, durch welche die Summe
z�Õ + z,  bestimmt ist. Ihre Dezimalentwicklung beginnt mit 5,817; man
kann durch fortgesetzte Intervalladdition beliebig viele weitere Dezima-
len berechnen.

Allgemein gilt: Zwei Zahlen a und b kann man addieren, indem man für sie
Intervallschachtelungen [ a , ;  4 , ] ,  [a, ;  4 , ] ,  [az3; A5 ] , . . .  bzw. [ b , ;  B i ] ;
[b , ;  B , ] ,  [53; Bs],  . . .  aufstellt und aus den Intervallpaaren [a,; 4 , ] ,  [b,:  B.],
n=1 ,23 , . . . ,  die Intervalle [a, + b,; A ,  + B,] berechnet. Diese bilden wie-
der eine Intervallschachtelung, wie du  anhand der Aufgabe 20/6 begriinden
kannst.
Da  aus den Ungleichungen a,  £ a < 4 ,  und b, £ b £ B,  die Doppelunglei-
chung a, + b, < a+b  £ A,  + B,  folgt, liegt die Summe a + b in  jedem der
Intervalle [a, + b,; A ,  + B,] und ist damit durch diese Intervallschachtelung
eindeutig bestimmt.
Da  die bei Vertauschung der Summanden a und b erhaltenen Intervalle
[b, +a ,  B,+  A , ] , n=1 ,2 ,3 , . . . ,  dieselbe Intervallschachtelung liefern, gilt
a+b  =>5b+ a, dh .  das Kommutativgesetz der Addition fiir beliebige, also
auch für irrationale Zahlen. Ebenso kann man zeigen, dass auch die übrigen
Rechengesetze der Addition gültig bleiben.
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Auch die Multiplikation von rationalen und irrationalen Zahlen kann man
mit Hilfe von Intervallschachtelungen durchführen. Es zeigt sich, dass auch
für sie die bekannten Rechengesetze gültig bleiben (vgl. die Aufgaben 20/7
bis 21/10).

Aufgaben

1.

‘w

05.

36.

Gib fiir a und b Intervallschachtelungen an und berechne daraus die ersten
fünf Intervalle einer Schachtelung für a + b. Gib die Dezimalentwicklung
von a + b an, soweit sie durch die berechneten Intervalle gesichert ist.

a) a = 0,373373337... und h=
b) a = 2,0408016... und b =1,505505550...
¢) a=2,039 und b=  —1,808008000...
d)a=-—07711771177111... und b=  —3,141144111444...

. Die  Subtraktion zweier Zahlen lässt sich nach der Regela — b = a+  (— b)
auf  die Addi t ion zurückführen. Berechne so die ersten fünf Intervalle
einer Schachtelung für a — b mit  den Zahlen
a) von Aufgabe 1a, b) von Aufgabe 1d.

. a) Berechne die Summe der Irrationalzahlen z, = 0,151151115... und
z ,  = 2,626626662... Ist das Ergebnis wieder eine irrationale Zahl?

b) Gib zwei irrationale Zahlen an, deren Summe null ist.

. a) Welche Zahl  muss man zu 0,585585558... addieren um  1 zu erhalten?
Ist die gesuchte Zahl rational oder irrational?

b) Welche Zahl muss man von 0,585585558... subtrahieren um
0,252252225... zu  erhalten? Handelt es sich wieder um  eine irrationale
Zahl?

Beweise, dass die Summe aus einer rationalen und einer irrationalen Zahl
stets irrational ist. (Hinweis: Welche Folgerung fiir b ergibt sich aus
a + b = ¢ ,  wenn man annimmt, dass a und c rational sind?)

[a,;  A , ]  bzw. [b,;: B, ] ,  n = 1,2, 3, . . . ,  seien Intervallschachtelungen.
a) Beweise, dass fiir jede natürliche Zahl = gilt :  Das Intervall

Lan  +1  + b ,  + 1 A ,  +1  + B , ,  1] heg t  ganz  i n  La ,  + by ;  A ,  + B , ] .

b) Zeige, dass die Länge des Intervalls [a,  + b,; 4 ,  + B,]  die Summe der
Längen von [a , ;  A , ]  und [b,; B, ]  ist.

Begriinde damit, dass die Längen der Intervalle [a,  + b,; a,  + B,] mit
wachsendem n beliebig klein werden.

. a) Berechne mit den auf Seite 16 angegebenen Intervallschachtelungen
für a = 2 und b = 2,3 die Intervalle [a,  - b,; A ,  B,] fürn  =1b i sn  = 4.
Prüfe, ob sie ineinander geschachtelt sind und ob die Zahl a -b  in
jedem dieser Intervalle liegt.
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b) Berechne die Längen der i n  a bestimmten Intervalle.

c) Sprechen die Ergebnisse von a und b dafür, dass die Intervalle
[a, -b, ;  A ,  B,] eine Intervallschachtelung für a - b bilden?

. a) Stelle für die beiden Irrationalzahlen a = 1,505505550... und
b = 0,20406080. . .  Intervallschachtelungen auf und berechne die Inter-
valle [a,-  b,; A ,  B,] bis n = 4.

b) Zeige, dass diese Intervalle ineinander geschachtelt sind, und berechne
thre Langen.

. Wenn [a,; A, ]  und [b,;  B,], n = 1,2, 3, . . . ,  Intervallschachtelungen mit
positiven Intervallgrenzen sind, dann bilden die Intervalle [a, - b,; A . ‘  B,]
wieder eine Intervallschachtelung. Der nicht ganz einfache Beweis dafür
beruht auf  den folgenden Schliissen. Erlautere sie!

a) Aus a,  < 4 ,  und b,  < B,  folgt a ,b,  < A,  B,;  also ist [a,b,;  A,B,] ein
Intervall.

b )  Aus  a, = Ay +1  und  b ,  = bps  folgt  a,b, = Uys  1 Dns  1 ,  AUS A ,  = Ap+ �Õ

und  B ,  = B , . ,  folgt A ,B ,  2 An+ �Õ B , ,  1°

Daher  g i l t :  La, + 1 by + 15 An+  1 B , ,  1] — LA  Op; A ,  B , ] .

c) Für die Linge des Intervalls [a,b,; 4,B,]  gilt:

A,B,  — a,b, = A , (B ,  b,) + b „ (4 ,  nn a)  < A, (B ,  — b,) + B , (A ,  — a,)
Da mi t  wachsendem n die Werte der geklammerten Terme beliebig
klein werden, gilt dies auch fiir die Intervallange.

Welche einfachere Form ergibt sich fiir die Abschätzung in  Aufgabe 9c,
wenn die beiden Intervallschachtelungen nach der Zehnteilungsmethode
konstruiert sind und die ersten Intervalle die Linge 1 haben?

a) Gib für a = —% und  b = — 3,6 Intervallschachtelungen an  und berech-
ne daraus d ie  ersten vier Interval le fur das Produkt  a + 5.

b) Erkläre, warum bei Intervallschachtelungen mi t  negativen Intervall-
grenzen die Intervalle der Produktschachtelung die Form
[A  B,; a, b,] haben.

1.4 Die Menge der reellen Zahlen

Die rationalen und die irrationalen Zahlen werden unter dem gemeinsamen
Namen reelle Zahlen* zusammengefasst.

* Das Fachwort reell geht auf  René DESCARTES (1596-1650) zurück. Er  unterteilte 1637 in  seiner La  Geometrie
die Lösungen von nicht linearen Gleichungen (wie z.B. ax? + bx  + ¢ = 0) in  wirkliche und nur denkbare.
Das französische Wort für wirklich ist réel, das auf ein erst im  Mittelalter auftauchendes lateinisches realis
zurückgeht, das zu res = Sache gebildet worden war. Mit  realis wird DESCARTES’ réel 1649 i n  der lateinischen
Übersetzung seiner La  Geometrie wiedergegeben. Wann aus realis das deutsche Fachwort reel! entstand,
konnten wir nicht feststellen. Nach 1831 ist es auf alle Fi l le  bei Carl Friedrich Gauss (1777-1855) belegt.



22 1 Die reellen Zahlen

Man verwendet folgende Bezeichnungen:

Definition 22.1:
R = Menge der reellen Zahlen
R*  = Menge der positiven reellen Zahlen
R”  = Menge der negativen reellen Zahlen
Ry = Menge der nicht negativen reellen Zahlen

Für  das Rechnen mit  den reellen Zahlen gelten die schon bekannten Rechen-
gesetze, die wir �Õn der folgenden Tabelle noch einmal zusammenstellen.

Für reelle Zahlen a, b,  c gelten folgende Rechengesetze:

Gesetze der Addition Gesetze der Multiplikation Bezeichnungen

(E , )  a+beR (E . )  a °beR  Existenz der
Summe/des
Produkts

K , )  a+b=b+a  (K,)) ab=b -a  Kommutativ-
gesetz

(Ay )  (@+b)+c=  (A) (@(@b)-c=a-(b:c) Assoziativ-
=a+(b+c )  gesetz

(N ; )  a+0=a  (N)  a ‘ 1=a  Existenz des
neutralen
Elements

1 Existenz des
(I,‚) a+ (—a)=0  ( I )  a°—=1,  falls a+0  inversen

a Elements

(D) ( a+b ) : c=a ' ‘ c+b : c  Distributiv-
gesetz

b 5 a<b  b -  Monotonie-
a<b= a+c<bdb+c  c>0  = A°C<D'C gesetz

a<b  . b -  Umkehrung

c<0  > a °c>  0°C der Monotonie

Jede reelle Zahl x lässt s�Õch durch eine Intervallschachtelung darstellen. Da
deren Intervalle beliebig klein werden, ziehen sie sich auf der Zahlengeraden
auf  einen Punkt zusammen, den wir ebenfalls mi t  x bezeichnen. Jeder reellen
Zahl ist somit eindeutig ein Punkt der Zahlengeraden zugeordnet.



1.4 Die Menge der reellen Zahlen 23

Es stellt sich nun die Frage:
Gehört umgekehrt auch zu jedem Punkt der Zahlengeraden eine Zahl?
Solange man nur die rationalen Zahlen zur Verfügung hatte, musste man
diese Frage verneinen! Zum Beispiel zeigt Abbildung 23.1 die Konstruktion
eines Punktes P der Zahlengeraden, zu dem keine rationale Zahl gehört.

] 1 1 I —

1 T u ba

—1 0 1 P 2 3

Abb.  23.1 Konstruktion eines »nicht rationalen Punktes«

Nach der Einführung der irrationalen Zahlen muss aber die oben gestellte
Frage anders beantwortet werden: Zu  jedem Punkt P der Zahlengeraden ge-

hört eine reelle Zahl.

Dies kann man so begründen:

Wir betrachten zunächst die den ganzen Zahlen zugeordneten Punkte. Es kann sein,
dass P einer von ihnen ist; dann gehört zu P eine ganze Zahl. Andernfalls liegt P
zwischen zwei derartigen Punkten; wir bezeichnen sie mit n und n + 1, wobei n e Z gilt.
Wir zerlegen nun [n; n + 1]  in  zehn gleiche Teile. Falls P einer der Teilpunkte ist, gehört

zu thm eine Zahl n + 10  mit  ke  {1,2, . . . ,9} .  Andernfalls liegt P zwischen zwei Teil-

punkten. Das von diesen begrenzte Intervall zerlegen wir  wieder in  zehn gleiche Teile
usw.
Es gibt nun zwei Möglichkeiten:
Entweder: P fällt irgendwann mit  einem Teilungspunkt zusammen; dann gehört zu ihm
eine Zahl mit einer endlichen Dezimaldarstellung.
Oder: P wird niemals ein Teilungspunkt; dann erhält man eine Intervallschachtelung,

die sich auf  den Punkt P zusammenzieht. Zu  ihr,  und damit zu P, gehört eine Zahl mit

einer unendlichen Dezimalentwicklung.

Somit gilt

Satz 23.1: Jeder reellen Zahl ist eindeutig ein Punkt der Zahlengeraden
zugeordnet und umgekehrt ist jedem Punkt der Zahlengeraden ein-
deutig eine reelle Zahl zugeordnet.

Aufgaben

Kennzeichne auf der Zahlengeraden die Zahlenmenge
1. a) R™, b) R™, c) Ry.

Beschreibe die folgenden Zahlenmengen möglichst einfach:

2. a) R*nZ  b) Rg nZ  ¢) RTUR”™ d) R\Q
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33.

«6.

1 Die reellen Zahlen

Bei den bisher betrachteten Inter-
vallschachtelungen haben wir je-
weils rationale Zahlen als Inter-
vallgrenzen benützt. Man kann
nun auch Intervallschachtelun-
gen bilden, bei denen die Inter-
vallgrenzen beliebige reelle Zah-
len sind. Kann man damit noch
einmal neue Zahlen erzeugen?
Mache dir  den Sachverhalt an der
Zahlengeraden klar.

Begründe die folgenden Aussa-
gen durch Widerspruchsbeweise:
a) Das Produkt einer von 0 ver-

schiedenen rationalen Zahl
mit einer irrationalen Zahl ist
irrational.

b) Der Kehrwert einer irrationa-
len Zahl ist irrational.

a) G ib  eine rationale Zahl an,
die zwischen den irrationalen
Zahlen u = 0,414114111...
und b = 0,414414441... liegt.

b) Zu  zwei verschiedenen reellen

1868

RA
Abb. 24.1
Julius Wilhelm Richard DEDEKIND
(6.10.1831 Braunschweig-12.2.1916 ebd.)

Zahlen kann man immer rationale Zahlen angeben, die dazwischen
liegen. Begründe diese Aussage.

1) zwischen 1,5 und 1,6 2) zwischen 3 und 4$ liegt.
Gibeineirrationale Zahl an, die zwischen den Zahlen von Aufgabe 5 a

a) G ib  eine irrationale Zahl an, die

b)
liegt.

c) Zu  zwei verschiedenen reellen Zahlen kann  man  immer eine i rrat ionale
Zahl angeben, die dazwischen liegt. Begründung!

Wenn bei einer Zahlenmenge M für die Addition und die Multiplikation
die Rechengesetze E, K ,  A ,  N ,  I und D gelten, spricht man von einem
Zahlenkörper (M;  + ,  ‘ ) . *

a) Du  kennst nunmehr zwei verschiedene Zahlenkörper. Welche sind
dies?

3b) Für die Menge der irrationalen Zahlen gilt:
(R \Q ;  +, -) ist kein Zahlenkörper. Welche Rechengesetze sind in  die-
sem Fall nicht gültig?

* Den Begriff Körper prägte 1871 Richard DEDEKIND (1831-1916): seine Verwendung im heutigen Sinn (seit
1893) geht auf Heinrich WEBER (1842 1913) zurück.
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**1.5 Ein Vergleich der Zahlenmengen Q und R

I n  welchem Maße hat sich durch die Einführung der irrationalen Zahlen unser
Zahlenvorrat vergrößert? Ist die Menge* der irrationalen Zahlen »größer«
oder »kleiner« als ©?
Diese Frage ist nicht leicht zu beantworten, da ja beide Mengen unendlich
viele Elemente haben. Beim Vergleichen können wir uns auf die positiven
Zahlen beschränken; da die negativen Zahlen die Gegenzahlen der positiven
sind, liefert bei ihnen ein Vergleich der rationalen mit den irrationalen dasselbe
Ergebnis.
Die Zahlen der Menge Q * kann man nicht der Größe nach geordnet aufzäh-
len. Dennoch ist es möglich, sie in  eine bestimmte Reihenfolge zu bringen und
dadurch abzuzählen. Georg CANTOR (1845-1918) erfuhr dies bereits als Stu-
dent in  einem Seminar bei seinem großen Lehrer Karl WEIERSTRASS (1815 bis
1897) und erwähnte diese Möglichkeit im Brief vom 29.11.1873 an Richard
DEDEKIND (1831-1916). Vorgeführt hat es CANTOR aber erst in einem sehr
ausführlichen Brief vom 18.6.1886 an den Berliner Gymnasiallehrer
F. GoLDSCHEIDER. Veranschaulichen kann man dieses Abzählen durch ein
Verfahren, das auf  Augustin Louis CAUCHY (1789-1857) zurückgeht und das
1. Diagonalverfahren heißt. I n  Abbildung 25.1 ist es dargestellt.
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Abb. 25.1 Abzählen der rationalen Zahlen nach dem 1. Diagonalverfahren

* Der Philosoph, Theologe und Mathematiker Bernard BOLZANO (1781-1848) verwendete das Wort Menge als
mathematischen Begriff in  seiner um 1835 geschriebenen Größenlehre, die erst 1975 veröffentlicht wurde, und
auch i n  den  1847 verfassten und  1851 gedruckten Paradoxien des Unendlichen. Georg CANTOR (1845 1918),
der diese Schrift sehr bewunderte, beniitzte das Wort Menge erst ab 1895: bis dahin sprach er von Mannigfal-
tigkeit oder Inbegriff.
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Wir betrachten die Gitterpunkte im
1. Quadranten eines Koordinatensy-
stems und ordnen dem Punkt P(x|y)

mit xe N und y € N den Bruch 5 ZU.

Dann durchlaufen wir von + aus die
Gitterpunkte in  der durch die rote Li-
nie angegebenen Weise und numme-
rieren dabei die Brüche, # ist also der
erste Bruch, 4 der zweite, 2 der dritte
usw. (vgl. die roten Nummern in  Ab-
bildung 25.1). 3 können wir überge-
hen, da dieser Bruch wieder dieselbe
Zahl wie + darstellt. Auch % ( =  4), 3
(=  1), 4 (=  1) liefern keine neuen ra-
tionalen Zahlen; man erkennt, dass
alle kürzbaren Brüche beim Numme-
rieren übergangen werden können
(vgl. dazu Aufgabe 28/2). Wenn man um 1870
dieses Durchlaufen der Gitterpunkte ~
ohne Ende fortsetzt, wird jede Zahl <A o r  Coy  Fea

aus Q * genau einmal mit einer Num-
mer versehen. Wir haben damit die .

» . Lo  Abb. 26.1 Georg Ferdinand Ludwi
positiven rationalen Zahlen i n  eine p i o  ery iron (3.3.1845 Petersburg bis
bestimmte Reihenfolge gebracht; sie 61 1918 Halle)
sind durchnummeriert. Das Erstaun-
liche daran ist, dass die natürlichen
Zahlen, die ja eine echte Teilmenge von Q ”  bilden, ausreichen um alle Zahlen
der Menge Q”  zu nummerieren. Man sagt dazu: »Die Mengen Q*  und N
sind von gleicher Mächtigkeit.« Eine Menge, welche dieselbe Mächtigkeit
wie N hat, nennt man abzählbar.* Damit kann man als Ergebnis des 1. Dia-
gonalverfahrens festhalten:

Satz 26.1: Die  Menge Q * der positiven rationalen Zahlen ist abzählbar.

Nun  betrachten wir alle positiven reellen Zahlen auf dem Zahlenstrahl
]0; + oo[ und führen folgendes Gedankenexperiment aus: Ein Papierstreifen
von beliebiger Länge s wird in  zwei Stücke der Länge 4x zerschnitten (Abbil-
dung 27.1). M i t  einer der Hälften verdecken wir den Punkt 1 auf dem Zahlen-
strahl. 1 ist bei der von uns in  Abbildung 25.1 eingeführten Nummerierung die
erste rationale Zahl! Auch die übrigen rationalen Punkte** werden sodann i n

* Das Fachwort Mächtigkeit hat CANTOR 1878 bei dem großen Geometer Jakob STEINER (1796-1863) ent-
lehnt und auf seine heutige Bedeutung erweitert. Im  gleichen Jahr verwendete cr erstmals den Begriff
abzählbar im  oben angegebenen Sinn.

** Punkte der Zahlengeraden, denen eine rationale Zahl zugeordnet ist, nennen wir kurz »rationale Punkte«.
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der durch die Nummerierung festgelegten Reihenfolge abgedeckt, indem man
immer wieder folgende Anweisung ausführt: »Halbiere den verbliebenen Teil
des Streifens und verdecke mit einer Hälfte denjenigen Punkt des Zahlen-
strahls, welcher zu der nächsten rationalen Zahl gehört.«

b9— § — |

| Papierstreifen

0 LJl-_J] 7 3 H "

Abb.  27.1 Die rationalen Punkte werden verdeckt.

Natürlich werden durch das fortgesetzte Halbieren die Streifenstiicke immer
schmadler, aber zum Abdecken von Punkten, die ja  die Breite nul l  haben,
reichen sie immer wieder aus. Wir  konnen auf  diese Weise alle rationalen
Punkte des Zahlenstrahls (und nicht nur  sie!) bedecken. Zu  den nicht verdeck-
ten Punkten des Zahlenstrahls gehoren nur  noch irrationale Zahlen. Da  aber
die abgedeckten Teile des Zahlenstrahls zusammen höchstens die Länge s
haben und s zudem beliebig klein sein darf, bleibt fast der ganze Zahlenstrahl
unbedeckt. Man erkennt daraus, dass die Menge der rationalen Zahlen im
Vergleich zu derjenigen der irrationalen verschwindend klein ist! Durch die
Einführung der irrationalen Zahlen hat sich also unser Zahlenvorrat ganz
gewaltig vergrößert.
Ist dann vielleicht d�Õe Menge der reellen Zahlen nicht mehr abzählbar? Mit
dieser Frage beschäftigte sich Georg CANTOR, und er richtete sie auch in  dem
oben erwähnten Brief vom 29.11.1873 an Richard DEDEKIND. Dieser wusste
darauf keine Antwort,  und CANTOR meinte am 2.12.1873, dass »sie kein be-
sonderes praktisches Interesse [ . . . ]  hat und [ . . . ]  nicht zu viel Mühe verdient.
Es wäre nur schon, wenn sie beantwortet werden konnte.« Und schon am
7.12.1873 schickt CANTOR seinen Beweis dafür, dass R nicht abzihlbar ist, an
DEDEKIND. Am  8.12.1873 gratuliert DEDEKIND und schickt eine stark verein-
fachte Fassung des Beweises an CANTOR, der diese fast wörtlich in seine im
Jahre 1874 erschienene Abhandlung übernimmt. I n  Aufgabe 29/10 kannst du
selbst einen Beweis führen fiir

Satz 27.1: Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht mehr abzihlbar.
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Aufgaben

e l .  a) Wo liegen in  Abbildung 25.1 die Gitterpunkte, denen die positiven

Bruchzahlen mit Po  1 zugeordnet sind?
q

Gib  in  einer Zeichnung einen Weg an, auf  dem man alle diese Punkte
durchlaufen und die verschiedenen Bruchzahlen nummerieren kann.
Führe dies bis zur Nummer 10 durch.

b) Gib  für d ie  Git terpunkte,  denen d ie  Brüche m i t ”  > 1 zugeordnet sind,
q

einen sie durchlaufenden Weg an und nummeriere die ersten zehn
Bruchzahlen in  der damit festgelegten Reihenfolge.

2. a) Welche Gesetzmäßigkeit erkennt man, wenn man bei den Brüchen, die
in  Abbildung 25.1 den Gitterpunkten einer bestimmten Diagonallinie
zugeordnet sind, die Summe aus Zähler und Nenner bildet?

b) Wie ändert sich diese Summe beim Übergang zur nächsten Diagona-
len?

c) Wie ändert sich die Summe aus Zähler und Nenner, wenn ein Bruch
gekürzt wird?

ed) Begründe nun, dass bei der in  Abbildung 25.1 festgelegten Reihenfolge
jedem kürzbaren Bruch einer mit gleichem Wert vorausgeht und somit
die entsprechende rationale Zahl bereits nummeriert ist.

3. Zeichne ein Koordinatensystem und betrachte alle Gitterpunkte der obe-
ren Halbebene, also die Punkte (x |y )  m i t  xe  Z und yeN, und ordne

jedem Punkt die Zahl . zu. Beweise die Abzihlbarkeit aller rationalen

Zahlen, indem du  einen von (0|1) ausgehenden Weg angibst, der alle Git-
terpunkte durchläuft. Wie lauten die ersten zehn rationalen Zahlen bei der
so erzeugten Anordnung?

. Die folgenden Mengen sind abzählbar. G ib  zum Beweis dafür eine ent-
sprechende Zuordnung ihrer Elemente zu den natürlichen Zahlen, also
eine Nummerierung an. Beschreibe diese Zuordnung als Funktion
nw f ( n ) , neN .
a) die Menge der geraden natürlichen Zahlen
b) die Menge der ungeraden natürlichen Zahlen
c) die Menge No d) die Menge Z

e) die Menge der Stammbriiche 1, ne N
f)* die Menge der Quadratzahlen n?, ne N

. Zwei Mengen heißen genau dann gleichméchtig, wenn man ihre Elemente
eineindeutig einander zuordnen kann.
Begriinde folgende Aussagen:

* Dieses Beispiel findet sich bereits in  den Discorsi (1638) des Galileo GALILEI (1564-1642).
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a) A=1{1,2,3,.. . ,60}  und B = {ne  N|77 < n < 138} sind gleichméchti-
ge Zahlenmengen.

b) Die Menge Paller zweistelligen Primzahlen und die Menge V der durch
4 teilbaren zweistelligen Zahlen sind nicht gleichméchtig.

¢) Zwei endliche Mengen sind genau dann gleichmichtig, wenn sie diesel-
be Anzahl von Elementen haben.

6. Beweise die Gleichmichtigkeit der Mengen A und B:
a) A=Q";B=Q" b) A={xeQ|0<x<1}; B= { reQ |y>1 }

oc) A={xeQ0<x<1};B=0Q"

7. Wenn man in Aufgabe 6 jeweils Q durch R ersetzt, sind die neuen Mengen
A und B ebenfalls gleichmichtig. Begriinde dies.

8. Die  von Bernard BoLzaNo  (1781 - 1848) i n  seinen Paradoxien des Unendli-
chen (1847) klar herausgestellte Tatsache, dass bei unendlichen Mengen
eine echte Teilmenge dieselbe Machtigkeit wie die ganze Menge haben
kann, wird oft als cine Paradoxie* der Mengenlehre bezeichnet.
I n  welchen Teilaufgaben a) von Aufgabe 4, b) von Aufgabe 6
finden sich solche Paradoxien?

9. a) Begriinde mit Hilfe der in Ab-
bildung 30.1 angegebenen Zu-
ordnung P+— P', dass die
Strecken [AB]  und [CD]
gleichmichtige Punktmengen
sind.

b) I n  Abbildung 30.2 ist M der
Mittelpunkt der Strecke
[AB], A das Spiegelbild von
A bezüglich g und Z der Mit-
telpunkt von [AB] .  Beweise
mi t  Hilfe der Zuordnung
P, — P/, dass die Strecke [AB]
ohne ihre Endpunkte und dic
Gerade g gleichméchtige
Punktmengen sind.

10. Georg CANTOR (1845-1918) ge- .
lang 1873 der Nachweis, dass die NZ
Menge der reellen Zahlen iiberab- Anm? bee
zählbar, d.h. nicht mehr abzähl- A AZ
bar ist. Einen Beweis dafür
kannst du  anhand der folgenden Abb. 29.1 Bernard BoLzaNo
Teilaufgaben erbringen. (5.10.1781 Prag-18.12.1848 ebd.)

* Die Paradoxie oder das Paradoxon = eine (echte oder scheinbare) Widersinnigkeit: paradox = widersinnig.
Zugrunde liegt das griechische Adjektiv nupddotog (parddoxos) = unerwartet.
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AL

Abb. 30.1 Zu  Aufgabe 9a  Abb. 30.2 Zu  Aufgabe 9b

a)

b)

d)

Wenn man von einer Teilmenge M von R zeigen kann, dass sie über-
abzählbar ist, dann gilt das erst recht für R selbst. Erläutere dies.
(Nimm z.B. an, R wäre abzahlbar!)
Die Zahlen der Menge M : =  {x  € R|0 < x < 1} kann man in eindeuti-
ger Weise als unendliche Dezimalzahlen darstellen, wenn man dabei
Dezimalzahlen mi t  der Periode 0 verbietet. Wie lautet dann die
Schreibweise fiir folgende Zahlen? (Beachte Aufgabe 17/6.)

3 .  170,5 ;  0,71;  2 :  350-

Wir  nehmen nun an, die Zahlenmenge M sei abzahlbar. Dann kann
man ihre Elemente durchnummerieren; sie sollen der Reihe nach mi t
Xy ,  X, ,  X3 .  . . .  bezeichnet sein. Wir denken uns diese Zahlen als unend-
liche Dezimalzahlen untereinander geschrieben:
x ,  = 0,8, 0 ,4304 . . .  ( a ,b ;  c ; , . . .  bedeuten die einzelnen Ziffern
x;  = 0, b i  Robzba4... der Dezimalzahldarstellung)

Xz  = 0, C,C283C4- . -

usw.

Nun  bilden wir  eine unendliche Dezimalzahl z = 0, z , z ,z5z ,  . . .  nach
folgender Regel: Aus der Ziffernmenge {1, 2, . . . ,  8} wählen wir
— fiir z, eine von a, verschiedene Ziffer,
— für z,  eine von b,  verschiedene Ziffer,
— fiir z ,  eine von c ,  verschiedene Ziffer usw.,
d.h.,  man wählt allgemein eine Ziffer z; aus {1, 2, . . . ,  8},  welche von
der i-ten Dezimalen der Zahl x;, also von der auf  der roten Diagonalli-
nie stehenden Ziffer verschieden ist.*
Begründe, dass die so gewonnene Zahl z zwar zur Menge M gehört,
aber mit keiner der Zahlen x , ,  x , ,  x5, . . .  übereinstimmt.
Das Ergebnis von ¢ bedeutet, dass die Annahme, die Menge M sei
abzahlbar, falsch ist. Erläutere dies und folgere daraus auch die Nicht-
abzahlbarkeit von R.

* Man bezeichnet die Auswahlregel für die Ziffern =, als 2. oder Cantor’sches Diagonalverfahren. CANTOR hat
es 1890 entwickelt.
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Ein Bote bringt dem Schatzmeister des Perserkönigs Darius cinen Sack Geldes von
tributpflichtigen Völkern. Der Schatzmeister hält in seiner Linken cine Doppeltafel,
auf der wir TAAANTA H (=  100 Talente) entzitfern können. Au f  ihr  sind die Pos-
ten aufgeschrieben. d ie er nacheinander m i t  H i l f e  von  Rechensteinchen (=  yijpot

[pséphoi]) auf den Rechentisch (=  @ßür�Õov [abäkion]) überträgt. Dort  lesen wir

Myharg« T ‚also 1731 [Drachmen] 4 [oboloi]. Bei M = 10000, <= 1Obolos und

T = 1Obolos liegen keine Steinchen. - 1 Talent = 60 Minen = 6000 Drach-
men = 36000 Obolen. (Siche auch Fußnote auf Seite 67) Nachzeichnung von der

rotfigurigen Dariusvase von Abbildung 32.1.
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Abb. 32.1 Die Dariusvase aus dem Nationalmuseum von Neapel, Hohe 1,3 m. größter
Umfang 2 m,  vermutlich aus dem 4. Jh. v. Chr., gefunden in  Canosa. dem alten Canu-
sium. in  Apulicn. I n  der oberen Reihe des Hauptkörpers nimmt Zeus mit anderen
Göttern Gricchenland i n  Schutz. I n  der Mille sitzt DARIUS I .  (reg. 522-486) auf  dem
Thron, vor ihm steht ein Perser, der vor dem Krieg zu warnen scheint. Darunter die

Schatzmeisterszenc von Abbildung 31.1.
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2.1 Definition der Quadratwurzel

Besitzt die in Q unlösbare Gleichung x* = 2 i n  der uns nun zur Verfügung
stehenden größeren Zahlenmenge R eine Lösung?
Falls es eine positive Lösung x ,  dieser Gleichung gibt, muss für sie gelten
(vgl. Seite 11):

1<x ,  <2  also x ,€e[1;2]
1,4 < x ,  < 1,5 also x ,e [1 ,4 ;1 ,5 ]

1,41 < x ,  < 1,42 also x ,e[1,41;1,42]
1,414 < x ,  < 1,415 also x,€e[1,414;1,415]

1,4142 < x ,  < 1,4143 also x,€[1,4142;1,4143] usw.

Man  erhält so eine Intervallschachtelung, welche die Zahl x ,  festlegt. Um  zu
prüfen, ob diese Zahl wirklich die Gleichung x* = 2 löst, berechnen wir die
entsprechende Intervallschachtelung fiir x7:

[1*; 227, [1,4%1,5%],[1,41%1,42%],[1,414%;1,4157], . . .

Da die Intervalle fiir x ,  gerade so gewahlt wurden, dass die Quadrate der
linken Grenzen kleiner als 2, die der rechten Grenzen größer als 2 sind, liegt die
Zahl 2 in  jedem Intervall der Schachtelung fiir x} .  Diese stellt somit die Zahl 2
dar  und  es gilt tatsächlich x} = 2.
Gibt es noch andere Lösungen der Gleichung x* = 2? Um  dies zu entschei-
den nehmen wir an, x,  sei eine von x ,  verschiedene Lösung. Aus x; = 2 und
x3 = 2 folgt x? — x2 = 0 und damit (x ,  — x , ) (x ,  + x , )  = 0. Da  nach unserer
Annahme der 1. Faktor des links stehenden Produktes von null verschieden
ist, erhalten wir x ,  + x,  = 0, also x,  = — x, .  Damit ist gezeigt, dass außer x ,
nur noch die Gegenzahl — x ,  als Losung i n  Frage kommt. Da  tatsachlich
(—x,)* = xj=2 gilt, ist L = {x,; —x,} die Losungsmenge der Gleichung.
Ebenso wie bei  x?  = 2 lässt sich fiir jede Gleichung der Form  x?  = am i ta  > 0
zeigen, dass sie i n  der Menge R der reellen Zahlen genau eine positive Lösung
x,  besitzt. Dazu kommt als negative Losung die Zahl x,  = — x,.  Die positive
Lösung von x? = a, also diejenige positive Zahl, deren Quadrat gleich a ist,
wird Quadratwurzel von a genannt und mit a bezeichnet. Auch im  Fall der
Gleichung x? = 0 wird für die einzige Lösung x = 0 die Wurzelschreibweise
noch zugelassen, indem man vereinbart, dass VO = 0 gelten soll. Das ergibt die

Definition 33.1: Der  Term }/ a mi t  a > 0 bedeutet diejenige nicht negative
Zahl ,  deren Quadrat  den Wert a hat.

Beachte also: Ja  ist nur für a = 0 definiert und es gilt
ran 2

a=  0 und (Va)  =a .
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Beispiele:

V4=2; V6,25 = 2,5; VE  = I :

V2=1,4142... (irrational); V10 = 3,1622... (irrational)

Das Zeichen V heißt Wurzelzeichen; der unter dem Wurzelzeichen stehende

Term heißt Radikand. Statt »die Wurzel aus a berechnen« sagt man auch »aus

a die Wurzel ziehen« oder »a radizieren«. /’a ist meist eine irrationale Zahl;  nur

wenn a das Quadrat einer rationalen Zahl ist, »geht die Wurzel auf«, d.h.  ist

auch Va eine rationale Zahl. 3

Die Gleichung x? = a mi t  a > 0 hat die Zahl x ,  = Va als positive Lösung.

Für die negative Lösung x ,  = — x ;  gilt daher: x,  = — Va.

Satz 34.1: Die Gleichung x*  = a mit a > 0 hat die Lösungen

X i  = Va  und X,  = —Va.

** Zur Geschichte von »Wurzel« und Wurzelzeichen

Stellt man sich eine Zahl als Maßzahl für den Inhalt eines Quadrats vor, so gibt die
Quadratwurzel aus dieser Zahl die Länge der Quadratseite an. Diese Vorstellung liegt
dem Wort rxizvpä (pleura) = Seite zugrunde, womit die Griechen, so z. B .  EUKLID (um
300 v.Chr.) in Buch X seiner Elemente, die Quadratwurzel bezeichneten. Durch das
entsprechende lateinische Wort /atus drückten die Agrimensoren, die römischen Feld-
messer, die Quadratwurzel aus. NIKOMACHOS (um 160 n.  Chr.) verwendet das griechi-
sche Wort pi la (rhiza), das ursprünglich Wurzel einer Pflanze, im  übertragenen Sinn
Grundlage und Ursprung bedeutet, im mathematischen Sinn von Ausgangszahl.
Wortgetreu übersetzt BOETHIUS (um 480-524?) es mi t  radix ins Lateinische.
Ob  der Inder ARYABHATA 1 (um 476-? n.Chr.) durch das griechische pila angeregt
wurde mit  dem indischen Wort miila, das ebenfalls Wurzel einer Pflanze bedeutet, die
Quadratwurzel aus einer Zahl zu bezeichnen, wird wohl immer ungeklärt bleiben müs-
sen. Interessanterweise übernehmen die Araber, so auch AL-CHARIZMI (um 780 -nach
847) einerseits das griechische mAgvpd (pleurd), wenn sie z. B. i n  ihren geometrischen
Beweisen die Quadratwurzel als Seite eines Quadrats darstellen — sie nennen sie dann
auch dil, das ist ihr  Wort für Seite —, andererseits das indische mila, dem ihr  arabisches
Wort ‚>= (dschidr) entspricht, wenn sie die Quadratwurzel als Zahl auffassen. Leider
verwenden sie aber dschidr auch zur Bezeichnung der Unbekannten selbst, was aller-
hand Verwirrung stiftete und immer noch stiften kann. Denn noch heute verwendet
man i n  so manchen Lehrbüchern das Wort Wurzel �Õm Sinne von »Quadratwurzel« und
im  Sinne von »Lösung einer Gleichung«. Wir  wollen uns diesem Brauch aber nicht
anschließen.
GERHARD VON CREMONA (1114-1187), der neben anderen arabischen Abhandlungen
auch das Werk AL-CHARIZMIs übersetzte, wählte für dschidr die wortgetreue Entspre-
chung radix, das wiederum folgerichtig mit Wurzel ins Deutsche übertragen wurde, so
um  1400 in  der Geometria Culmensis und 1461 in  der Deutschen Algebra, wo man liest
»Radix ist die wurcz der zal« (Abbildung 68.1, Zeile 6 von folio 133v). In  derselben
Handschrift wird das Wurzelziehen, das mittelalterliche radicem extrahere des JORDA-
NUS NEMORARIUS (+ 1237) und des JOHANNES DE SACRO Bosco (1200-1256), mit »zuech
ausz dye wurcz« eingedeutscht. Das Fachwort radizieren erscheint erst 1836 in  An-
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fangsgründe der reinen Mathematik für den Schulunterricht von Carl KoppPe (1803 bis
1874), der dort auch das Wort Radikand für die »zu radizierende Zahl« prägt.
Ein besonderes Zeichen für die Quadratwurzel, nämlich [”, tritt zum ersten Mal bei
den Ägyptern auf, z. B. im Papyrus Moskau (19.Jh. v. Chr.). Die Inder kürzen ihr müla
einfach durch die Silbe mü ab. Die Araber kehren leider zu der vollen Wortalgebra
zurück, sodass es erst im  mittelalterlichen Italien wieder zu einem Zeichen für die
Quadratwurzel kommt.  Man  kürzt  das Wort radix durch ein durchgestrichenes R,  also
durch B ab, zum ersten Mal  belegt bei LEONARDO VON PisA (um 1170—nach 1240) in
seiner Practica geometriae von 1220. Geronimo CARDANO (1501-1576) und Niccolo
TARTAGLIA (1499-1557) verwenden es, in  Deutschland Johannes WIDMANN VON EGER
(um 1460- nach 1500). Francois VIETE (1540-1603) benützt stattdessen, seinem Lands-
mann Petrus RAMUS (1515-1572) folgend, /.. den Anfangsbuchstaben von /atus.
Das heute übliche Wurzelzeichen stammt aus Deutschland. Im  vor 1486 geschriebenen
Algorithmus de Surdis des Codex Dresden C 80 setzt der unbekannte Verfasser einen
Punkt in  die Mitte vor die Zahl und erklärt: » In  extraccione radicis quadrati alicuius
numeri preponatur numero unus punctus« (Zum Ausziehen der Quadratwurzel aus
einer Zahl setzt man der Zahl einen Punkt voran). Bald wird dieser viereckig mit
Aufstrich, so im  Codex Leipzig 1696 (vermutlich Ende des 15.Jh.s) und auch in der
um 1517 von Adam Ries (1492-1559) niedergeschriebenen Algebra des INITIUS
ALGEBRAS (Codex Dresden C 349), dann erstmals im  Druck 1525 in  der Coß Christoff
RUDOLFFSs (um 1500-vor 1543), auch dort noch gelesen als »Punkt« (dies sogar noch
1551 i n  Johann SCHEYBLS [1494-1570] Algebra). I n  Michael STIFELs (14877-1567)
Arithmetica integra - »Die ganze Arithmetik« — verlängert sich 1544 der Punkt zum
Abwirtsstrich (der in  den Figuren schon das Ansatzstrichlein hat): Der Wurzelhaken
war geboren.
Es blieb aber bei allen Wurzelzeichen das Problem, ob  z. B. ya  + b die Quadratwurzel
aus der Summe a+  b oder die Summe aus dem 1.Summanden |/a und dem 2.Summan-
den h bedeuten soll. Nahezu jeder Mathematiker hatte dafür eigene Vorschriften. So
erscheinen bei dieser Gelegenheit 1556 zum ersten Mal  runde Klammern im  Druck:  im
General trattato di  numeri, et misure — »Allgemeine Abhandlung über Zahlen und Ma-

Be« — des Niccolo TARTAGLIA steht Rv .  (rR 24  piu Be 12 )  für VV24 +V12. Dabei be-
deutet & v .  radix universalis = Gesamtwurzel, d ie 1572 Raffaele BOMBELLI (1526 bis

1572) in  seiner L'algebra als radix legata = gebundene Wurzel bezeichnet und durch
R.L  ausdriickt. Das Ende der Bindung kennzeichnet ein etwas tiefer gestelltes gespie-

geltes L,  also I ,  sodass bei ihm | / 4  + V6 + 2 als R.q.L4.p.R.q.6 | p.2 erscheint, wobei
R.q. radix quadrata bedeutet. Aus L und | dürfte unsere eckige Klammer entstanden
sein. I n  seinem Manuskript drückte BomBELLI 1557/60 die Bindung noch so wie andere
Mathematiker durch Unterstreichen aus. Durchgesetzt hat sich von all den Möglich-
keiten aber die Schreibweise von René DESCARTES (1596-1650) aus seiner La  Geometrie
von 1637: Er  fasste die zusammengehorigen Glieder durch Uberstreichen zusammen,
schrieb also |/a + b. Verbindet man diesen Querstrich mit dem Wurzelhaken, so hat
man unser Wurzelzeichen, das sich aber sehr langsam verbreitete. SchlieBlich setzte
man den Querstrich auch da, wo er keinerlei Bedeutung hatte; denn bei
Va + b war es ja eigentlich nicht nötig, Va + b zu schreiben.

LEONARDO VON Pisa RZ Niccolo TARTAGLIA Be Adam Ries /
WIDMANN VON EGER Be Raffaele BomseLLt {CM 141) Christoff RUDOLFF  /
Geronimo CARDANO R: Dresdener Codex - 2 v=  V25 Michael STIFEL +

|

Abb. 35.1 Verschiedene Wurzelzeichen. - Wegen des Codex Leipzig 1696, s. Abb.  70.1
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Aufgaben

1. Gib die folgenden Zahlen in  wurzelfreier Schreibweise an:

a) |/1 b) |/16 c) V81 d) |/36
e) /100 ff) /2500 g) |/490000 h) 1/1000000
i) /196 Kk) |/169 1) }/256 m) }/361

2. Ziehe die Wurzeln:

) EE  WYH 9% d) |/706007
e) 1/225 f) |/529 g) |/0,0289 h) 1/0,000625

3. Berechne und vergleiche:

a) | / 9+16  und 1/9 + |/16

b) 1/169 —25 und |/169 —|/25
c) |/576 +49 und } /576+ |/49
d) }/1681 —1600 und ]/1681— |/1600

e) / 1+4+4  und V1+V4+V4

f) V49+16—1 und V49+Vi16-Y1
g) /196—36+9 und |/196 —1/36 + |/9
h) |/961 —25—36 und |/961 —|/25—|/36

4. Berechne:

a) |/1+3 b) V1+3+5 0) J1+3+5+7
d) V1+3+5+7+9 e) V1+3+5+7+9+11

5. Beispiel: 1/1/25 —1 = 5 -1  = 1/4 = 2. Verfahre ebenso:

a) |/]/16 b) |/)/81 c) 1/)/625 d) }/1/10000

©) V1+V9 NVR-V2 8) VV400-4 bh) |/}/900+}
) VV1+V56 KVWV4+VE DVS - VE

6. Welche Zahlen diirfen bei den folgenden Wurzeltermen fiir die Variable
eingesetzt werden? G ib  jeweils die Definitionsmenge des Terms an.

a) |/2a b) V-a  ¢) I/1+a d) 1/5 -2a

e) |/2|x] f) / - 3 | x |  g) Vx?+1 h) /x?—1

i) |/1— x? k) |/1x]-3 1) pu  m)



7.

10.

11.

12.

13.

14.
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Vereinfache:

a) (1+12)2 5 (3-V3)? 9 (2+V6)(2-V6)
d) (Va—2b)? e) (3Vx+5y)? 9 (3p-V3p)(V3p + 3p)

. Fasse zusammen:

a) 3+5V2-7V2+15 b) 2a—9Va—5Va+12a

c) —11V5+8V3+2-—6V3+7V5
d) 5(1—-V7+2V6)-3(3V6 +5V7—5)
e) (4V13— 15) (1 + 8V/13) — 29(13 — 4V13)
) (3m —Vn)? — (3m +Vn)? + 12mVn

. Bestimme die Lösungsmenge der Gleichung:
a) x? = 1225 b) 5x? — 320 = 0 c) 16(x? +9 )  = 144

d) 2x? —4=0  e) 17x* +61  = 350 f) 121 = 49 — 4x?

g) 0 ,2x?— 5=0 h) 2x2 —2=3x2+1  i) 0,15= 3x? +x°
k) x2—)/3 =0  D x2+V5=V7 m) x? +V5-V3=0
Welche Gleichung der Form x* = a hat die angegebene Zahl als Lösung?
Wie lautet die Lösungsmenge?

a) —1 bV7 dO dd) -V12 9 7 N) 10 ,5—2

Wie lang ist die Diagonale eines Quadrats mit dem Flacheninhalt
a) 1m*, b) 8cm?, c) 9dm?, d) 450 mm?2, e) 1,62a, f)  3km??

Bekanntlich ist 1/2 eine irrationale Zahl. Stelle bei den folgenden Termen
fest, ob sie rationale oder irrationale Zahlen darstellen.

a)1+V2 b) 1-12 c) 21/2 d) (1+V2)+(1-V2)
e) (V2)? 9 V2(1-V2) g (1+V2)* hb) (1+V2)(1-V2)
Bestimme die Losungsmenge:

a) Vx=2 b)2/x=6 OQVx-1=0 dVx+1=0
e) 2V/x +5=3Vx+2 f) 11 -5 /x=3 -7Vx

g) 23Vx +7) =9+2Vx+5 h) (VYx—=17)-5=2Vx=3(11+ Vx)
i )  7—QVx—17) -3=2Vx+4(7-2Vx)

Bei einem Fotoapparat wird bekanntlich das zur Bilderzeugung verwen-
dete Lichtbiindel durch eine meist kreisformige Blende begrenzt. Der
Blendendurchmesser d kann verändert werden, die jeweilige Einstellung

wird durch die Blendenzahl Z beschrieben; dabei bedeutet f die Brenn-
weite des Objektivs.
a) Wie groß ist bei einem Apparat mi t  = 50 mm der Blendendurchmes-

ser, wenn »Blende 8«, also die Blendenzahl 8, eingestellt ist?
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b) Auf  der Objektivfassung eines bestimmten Fotoapparats sind sieben
Blendenzahlen angegeben, die kleinste davon heißt 2. Die übrigen
Blendenzahlen sind so gewählt, dass beim Übergang von einer zur
nächsten sich jeweils die Blendenfläche halbiert. Berechne die übrigen
Blendenzahlen und  gib die ersten beiden Ziffern ihrer Dezimalentwick-
lung an. (Damit erhält man die auf der Blendenskala angegebenen
Zahlen!)
Hinweis: Beachte, dass die Blendenfläche zu d* proportional ist.

2.2 Berechnung von Quadratwurzeln

Wie findet man zu einer Zahl a > 0 den Wert von Va?
Bei den bisherigen Beispielen war das recht einfach; man konnte meist schnell
eine positive Zahl  angeben, deren Quadrat die Zahl a ergab. Schwieriger wird
diese Aufgabe schon, wenn a eine große, uns nicht geläufige Quadratzahl ist.
Wie findet man z. B., dass V/33489 bzw. /157,7536 den Wert 187 bzw. 12,56
hat? Aber auch das sind noch Sonderfälle. Im  Allgemeinen ist ja der Radikand
a nicht das Quadrat einer rationalen Zahl; Va ist dann irrational, und man
muss sich damit begnügen, einen hinreichend genauen Näherungswert zu
bestimmen.
Dir ist sicher schon bekannt, dass man solche Aufgaben bequem mit dem
Taschenrechner lösen kann. Man muss lediglich den Radikanden a eingeben
und die Wurzeltaste (manchmal zwei Tasten) drücken und schon wird ein
(Näherungs-)Wert von Va angezeigt. Wie ist das mögl�Õch? S�Õnd die Wurzel-
werte schon im Taschenrechner gespeichert und müssen nur abgerufen wer-
den? Sicherlich nicht, w�Õe du  dir  leicht klarmachen kannst! Die  gesuchte Wur-
zel muss vielmehr jedes Mal  neu berechnet werden. Dazu dient ein sehr schnell
ablaufendes Rechenprogramm, das mit  dem Drücken der Wurzeltaste gestar-
tet wird. Fü r  das Berechnen von Quadratwurzeln gibt es verschiedene Verfah-
ren. Im  Folgenden sollst du  einige kennen lernen.

2.2.1 Intervallschachtelungsverfahren

Bei diesem schon bekannten Verfahren schließt man den Wurzelwert zwischen
zwei aufeinander folgende ganze Zahlen ein. Aus diesem Anfangsintervall ge-
winnt man durch Anwendung der Zehnteilungsmethode eine Intervallschach-
telung für die gesuchte Wurzel. Der Rechenaufwand ist meist ziemlich groß.

2.2.2 Iterationsverfahren

Um  zu einer Zahl a > 0 die Quadratwurzel zu berechnen, beginnen wir  mit
einem Schätzwert x ,  > 0. Dieser ist zu groß bzw. zu klein bzw. richtig, wenn
x% > a bzw. x? < a bzw. x }  = a gilt. Den letzten Fall, in welchem die Bestim-
mung von Va zufällig schon gelungen ist, können wir  im  Folgenden außer Acht
lassen.
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a a
Wegen x > a <> x ;  > — bzw. x }  < a < x ,  < — kann man auch durch die

. a . .
Berechnung des Quotienten Zn entscheiden, ob  der Schätzwert zu  groß oder zu

1

klein ist. I n  jedem Fall liegt aber der gesuchte Wurzelwert zwischen den Zahlen
a [XJ ee  *0  Ad LJ

x ,  und -—. Als nächsten Naherungswert x,  wählen wir  daher e ine Zahl aus

diesem Intervall, und zwar den einfach zu berechnenden Mittelwert von x ,
a a

und —, also x,  = (x  + 2 )  12.
X1  X

Ausgehend von x,  kann man nun nach derselben Methode einen Näherungs-
wert x , ,  dann x4, xs , . . .  berechnen. Allgemein erhalten wir den (n + 1)ten

Näherungswert x ,  aus x,  nach der Formel

ne r  = (m+ £2  neN.  ( I )
n

Beispiel 1:

Gesucht ist ]/ 841.
Wir beginnen (z. B.!) mit  dem Schätzwert x ,  = 30.
Durch Anwendung von (I) erhält man*:

und weiter x ;  = 29,000004; x,  = 29; x ;  = 29; ...
Da  29% = 841, hat man mi t  x ,  bereits den richtigen Wert der Wurzel
gefunden!

Beispiel 2:

Gesucht ist VS.
Mit dem Schätzwert x ,  = 2 erhält man* nach ( I )

X2  = 2 ,5 ;  X3  = 2 ,45 ;  Xa  = 2,4494897. Xs  = X4  (N .

Sobald zwei aufeinander folgende Näherungswerte übereinstimmen, kann

man die Rechnung abbrechen; der nächste Schritt wäre nur eine Wiederho-
lung des vorausgehenden und müsste wieder dasselbe Ergebnis liefern. Dass
dieses Ergebnis die gesuchte Wurzel 1st, lässt sich leicht begründen:
Mit x„+1  = x,  folgt aus (I)

a
w= (n r  2):2 Il 2x,

Xn

2x2 = x?+qa Il — x
x2 =a .

Da  x,  > 0 gilt, ist somit x,  = Va.

* Die angegebenen Zahlenwerte wurden auf einem Taschenrechner mit achtstelliger Anzeige berechnet.
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Natürlich gilt i n  Beispiel 2 die Gleichung xs = x,  nicht exakt, sondern
nur im  Rahmen der Anzeigegenauigkeit des verwendeten Taschenrechners.
X4 = 2,4494897 ist deshalb nur  der bestmögliche Näherungswert, der mit die-
sem Rechner für die irrationale Zahl V6 ermittelt werden kann. Dasselbe
Ergebnis erhält man, wenn man nach Eingabe von 6 die Wurzeltaste drückt.

Das Besondere an dem hier angewandten Rechenverfahren besteht darin, dass
zur Bestimmung der verschiedenen Näherungswerte immer wieder dieselbe
Regel, hier ( I ) ,  benützt wi rd.  Eine solche Berechnungsmethode bezeichnet
man als Iterationsverfahren.*
Ein  Iterationsverfahren ist für das praktische Rechnen sehr vorteilhaft: Man
kann beim Taschenrechner immer wieder dieselbe Tastenfolge benützen. Die
Iterationsregel ( I )  lässt sich, sobald ein Näherungswert i n  der Anzeige steht,
z.B. mit  folgender Tastenfolge ausführen:

(speichern ) 9 ( ihn) 98  9
KT

Nach dem zweiten -Befehl wird der neue Näherungswert angezeigt. Mit
thm kann man, wie der Pfeil andeutet, das Verfahren wiederholen. Ein  Itera-
tionsverfahren lässt sich vor allem auf  einem programmierbaren Rechner sehr
einfach durchführen. Die Abbildungen 40.1 und 40.2 zeigen ein Strukto-
gramm und ein Flussdiagramm für Programme zur Berechnung von |/a nach
dem Iterationsverfahren (I).  Bei den Taschenrechnern ist ein entsprechendes
Programm fest eingebaut.

a (Radikand)
ö (Genauigkeit)
x (Startwert)

Eingabe: a (Radikand)
¢ (Genauigkeitsschranke)
x (Startwert)

a—_— = p) A

Solange |x? — a] > ¢ tue y (x  M ’)
ye  (+  ? ) . 2  A)

X .

X=)

Ausgabe: Vax  x Va  xy

Abb. 40.1 Struktogramm zum Itera- Abb.40.2 Flussdiagramm fiir das Ite-
tionsverfahren (I)  mit  der Abbruchbedin- rationsverfahren ( I )  mi t  der Abbruchbe-
gung | x?  —a| Ze  d ingung  | x ,  , ,  — x , |  £6

* iterare ( lat.)  = etwas noch einmal tun ,  wiederholen; i terat io ( lat.)  = d i c  Wiederholung.










































































































































































































































































































