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Vorwort

 

Mi t der vorli egenden Neuauf lage versuchen wir , die Stärk en der früh eren An-
schauli chen Analysis zu wahren und zugleich mit unsern Erf ahrun gen der letzten 
20 Jahre zu bereichern. 
Ziel ist nach wie vor eine möglichst anschauli che Darstellung ohne Verzicht auf 
mathemat ische Exaktheit . Lehrt ext un d Übungen, darunter vi ele Bildaufgaben, 
betonen mehr di e Einsicht in di e Sachverhalte und weniger di e theoret ischen und 
technischen Details. So wird di e Mathemat ik l eichter zugänglich, ihre Schönheit  
schneller spürbar.
– Bei der Integralrechnung haben wir vor allem Wert gelegt auf die Anwendungen 

und den Umgang mit In tegralen. Die Problemat ik d es Flächeninhalts und die 
Konvergenzprobleme sind in den Hin tergrund gerückt. Halb verstandene Lö-
sungen sind schlimmer als offene Fragen !

– Die Ident ität f (f

 

–1

 

(x)) = x verwenden wir al s entscheidendes Hilfsmittel beim Ar -
beiten mit Umkehrfunk t ionen (Umformung von Gleichungen und Ungleichun-
gen, Ableitungen).

– Nach wie vor bieten wir d en bewährt en direk ten Weg zur e-Funk t ion an, weil 
wir sie so ihre r Bedeutung entsprechend herausstellen können, sie also nicht als 
bloßes Anhängsel der ln-Funk t ion betra chten.
Der di dakt ische Tr ick von Felix Kl ein ist a ber als Gegenstück angeboten, 
um dem Lehrp lan Genüge zu tun.

– Bei der Technik d es Integr ierens schlagen wir übe rsichtli che und leicht nach-
vollziehbare Schemata vor, um dem Schüler di e Arbeit  zu er leichtern.

Im »Nachdenken« finden sich spannende Ausblicke und Anreg ungen zu t iefer 
gehender Beschäft igung, zum Beispiel in Facharbeiten. 
Die Fülle von Anwendungsbeispielen und Aufgaben zeigt di e Bedeutung der 
Mathemat ik auch in andern Diszi plinen.
In 5 Zusätzen »Computer-Einsatz« führen wir dem Leser vor, wie der Rechner als 
Hilfsm ittel dient. Wir v erwenden die Software »Mathemat ica«, eines der mächt ig-
sten Werkzeuge für M athemat ik am Computer.
Symbole vor den Aufgaben-Nummern k ennzeichnen den Typ:

 

!
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I. Stammfunk t ion

 

1.Bli ck zurück und Def init ion

 

Bisher haben wir uns beschäft igt mit einem der wicht igsten
Probleme in der Geschichte der M athemat ik,  dem 

 

Tangentenproblem

 

: Wie f indet man in einem Kurv enpunkt
die Tangente?
Die Gr iechen behandelten das Tangentenproblem bloß kon-
struk t iv, und das nur bei Tangenten von Kre isen und Kegel-
schni tten.
René D

 

ESCARTES

 

 (1596 bis 1650) hielt das Tangentenproblem
für eines der nützlichsten und allgemeinsten Probleme der Ma-
themat ik.  
Auch Galileo G

 

ALILEI

 

 (1564 bis 1642) und Pierre de F

 

ERMAT

 

(1601 bis 1665) erka nnten Anf ang des 17. Jahrhunderts die Be-
deutung dieses Problems und fanden Lösungen für Sonderfälle.
G

 

ALILEI

 

 kam von der Physik;  er war durchdrun gen von der
Vorstellung, dass das »Buch der Natur« in mathemat ischer
Sprache geschr ieben sei. Damit fand er die grundlegenden Be-
wegungsgesetze der Mechanik und nahm so den Ableitungsbe-
gr iff vorweg. Sein Zeitgenosse F

 

ERMAT

 

 befasste sich intensiv
mit Tangente und Ableitung bei Kurv en. Er hatte nämlich einen
Weg entdeckt, mit dem sich Extre mpunkte von Polynomkurv en
f inden ließen. Das Verf ahren, nach dem wir im Band »Analysis
Anschauli ch 1« vorgegangen sind, folgt seinen Gedanken.
Neben der Tangentenfra ge beschäft igte die Mathemat iker ein
weiteres, nicht minder wicht iges Thema: 
das 

 

Flächenproblem

 

: Wie bestimmt man den Inhalt einer
Fläche, die von einer K urv e begrenzt ist ?
Auch hier waren es wieder die Gr iechen, die Pionierarbeit  gelei-
stet haben. So hat A

 

RCHIMEDES

 

 (287 bis 212 v.Chr.) den Flä-
cheninhalt von Kre is und Parabelsegmenten berechnet. Sein
Weg beruh te auf dem Exhaustionsverfahren (Ausschöpfung)
von E

 

UDOXOS

 

 (408 bis 355 v.Chr.). Dieser hatte den damals ja
noch nicht vorhandenen Grenzwertbeg r iff so raff ini ert umgan-
gen, dass sich viele seiner Nachfolger von der Komplizierth eit
seiner Rechentechnik abgeschreckt fühlten und sich mit weni-
ger präzisen Verf ahren und Begr iffen zufr ieden gaben.
Auch Bonaventura C

 

AVALIERI

 

 (1598 bis 1647) und Johannes
K

 

EPLER

 

 (1571 bis 1630) fanden erstaunli che Lösungen zu Flä-
chen- und Volumenproblemen.

DESCARTES

DESCARTES

GALILEI

FERMAT

CAVALIERI

K EPLER
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Bis zur Mi tte des 17. Jahrhunderts war die Analysis eine Ansammlung von Einzel-
problemen, deren jedes seine eigene mehr oder weniger komplizierte Lösung hatte. 
Erst den Bahnbrechern N

 

EWTON

 

 und L

 

EIBNIZ

 

 blieb es vorbehalten, die vielen Ein-
zelabhandlungen in einer neuen großen Theor ie zusammenzufassen.
Isaac N

 

EWTON

 

 (1642 bis 1727) kam wie G

 

ALILIEI

 

 von der Me-
chanik.  Er entwi ckelte die »Fluxi onsrechnung«. In ihr untersuch-
te er Größen, die »Fluenten«, und ihre Änderungsrate, die »Flux-
ionen«. So ist die Geschwindigkeit  die Änderungsrate des Wegs
mit der Zeit . Diese Änderungsrate kennen wir heute als Ableitung
des Wegs nach der Zeit . Geometr isch steht dahinter das Tangen-
tenproblem. 1666 fand er einen überra schenden Zusammenhang
zwischen dem Tangenten- und dem Flächenproblem: Beide erwi e-
sen sich als die 2 Seiten einer Medaille im »Hauptsatz der Diffe-
renzial- und Integral-Rechnung«. Die Theor ie des »Calculus«, der
Diffe renzial- und Integral-Rechnung also, war geboren.
Gottfr ied Wilhelm L

 

EIBNIZ

 

 (1646 bis 1716) arbeitete zur selben
Zeit , aber unabhängig von Newton, an den selben Fragen. An-
ders als Newton war er mehr von Geometr ie und Ar ithmet ik ge-
prägt. Die Erf indung einer Symbolik er leichtert e ihm das
Entdecken und Beweisen von Sätzen der Diffe renzial- und Inte-
gral-Rechnung. Um 1675 fand auch er den Hauptsatz der Diffe-
renzial- und Integralrechnung. Er arbeitete mit unendlich
kleinen Größen, was ihm viele Zeitgenossen als unverständlich
ankre ideten. Er nannte diese Größen »Differenziale« oder »infi-
nitesimale« Größen; daher stammt auch der Begr iff »Inf ini tesi-
mal-Rechnung« für di e Differenzial- und Integral-Rechnung.
Beiden Meistern fehlte die heute übliche begr iff liche Schärfe,
weil ein entscheidender Begr iff noch nicht bekannt war: der
Grenzwert.  Deshalb war die Inf ini tesimalrechnung in den folgen-
den 150 Jahren der Kr it ik scharfsinni ger Theoret iker ausgesetzt.
Andrerseits arbeiteten viele Mathemat iker ganz unbefan-gen mit
den neuen Techniken und fanden spektakuläre Erg ebnisse.
Erst im 19. Jahrhundert gelingt die logisch saubere Grundle-
gung. Herausragende Leistungen stammen von:
Bernhard B

 

OLZANO

 

 (1781 bis 1841), böhmischer Pr iester, 
formuli ert 1817 d en Begr iff d er 

 

Stetigkeit

 

.
Augustin-Louis C

 

AUCHY

 

 (1789 bis 1857) präzisiert 1821 den

 

Grenzwert

 

.
Karl W

 

EIERSTRAß

 

 (1815 bis 1897) und Richard D

 

EDEKIND

 

(1831 bis 1916) beschreiben die Menge der reellen Zahlen und
festigen damit die Grundlagen der Analysis so, wie wir sie heute
kennen.

NEWTON

L EIBNIZ

BOLZANO

CAUCHY



 
B

 
ARTH

 
•K

 
RUMBACHER

 
I.    Stammfunk t ion     Bli ck zurück und Def init ion 

9

 

N

 

EWTON

 

 und L

 

EIBNIZ

 

 stellten oft fest, dass sie beim Lösen geometr ischer oder
physikalisc her Aufgaben eine Funk t ion aus ihre r (bekannten) Ableitung rekon-
strui eren mussten. Weil dieser Vorgang die Umkehrun g der Diffe renziat ion ist,
nannten sie ihn Ant idiffe renziat ion. 
Eines ihrer Beispiele hätte so aussehen können: 
Die Geschwindigkeit  v eines Körpers sei abhängig von der Zeit : v=f(t) =3t.
Welchen Weg legt der K örper zwischen t

 

1

 

=2 und t

 

2

 

=4 zurück ?
Bei Beispielen aus der Physik rechnen wir der Einf achheit  halber nur mit den
Maßzahlen der Größen.
In heut iger Sprechweise würde man die Lösung so finden:
Die Geschwindigkeitsfunk t ion f ist di e Ableitung der Zeit-Ort-Funk t ion F. 
Es gilt  F'(t) =f (t). 
Gesucht ist eine Funk t ion F mit F '(t) =3t.
Wegen der Ableitungsregeln können wir e inen Term F(t) e rra ten: F(t) = .
Der zurüc kgelegte Weg liegt zwischen den Ort en F(4)=24 und F(2)=6,
hat also die Länge F(4)–F(2)=18.
Man hätte ebenso den Term F

 

13

 

(t) =  erra ten können, 
denn auch hier gilt  F '

 

13

 

(t) =3t. 
Doch auf di e Weglänge hat das keinen Einf luss: 
F

 

13

 

(4) – F

 

13

 

(2) = (24+13) – (6+13) = 18

 

Ist di e Def init ionsmenge kein In tervall, so wird's schwier iger – siehe Nachdenken 1.

 

So hat die Funk t ion f mit f (x)=3x für x‘¸ im Beispiel oben Stammfunk t ionen mit
den Termen

Einen t ieferen Einblick in d en Zusammenhang zwischen einer Funk t ion f und ih-
ren Stammfunk t ionen gibt das

Beispiel: f (x) = –x

 

2

 

 + 4x –3, I = D

 

f

 

 = ¸
Durch Probieren f indet man mit den Ableitungsregeln

Weil di e Ableitung einer K onstante gleich 0 ist, f indet man durch Addie-
ren von Konstanten leicht weitere Stammfunk t ionen. Wir unterscheiden 
ihre Terme, indem wir die Konstante zugleich als Index von F verwenden

Def init ion: Eine Funkt ion F heißt 

 

Stammfunktion

 

 der Funk t ion f 
auf einem Intervall I,  wenn für all e x aus I gilt :
f ist di e Ableitung von F, das heißt f (x) = F'(x) für x ‘ I .

3
2
---t 2

3
2
---t 2 13+

F0(x) 3
2
---x2=

F13(x) 3
2
---x2 13+=

F0(x) 1
3
---– x3 2x2 3x–+=

F1(x) 1
3
---– x3 2x2 3x– 1+ +=

F 2– (x) 1
3
---– x3 2x2 3x 2––+=

F1642(x) 1
3
---– x3 2x2 3x– 1642+ +=
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Die Stammfunk t ionen einer Funk t ion f bilden eine Schar F C mit 
FC(x) = F0(x) + C. Die Terme FC(x) entstehen aus F0(x) durch Addit ion
der Konstante C, die zugehör igen Schark urv en entstehen aus dem
Graphen von F0 durch Verschiebung um C in y-Ri chtung.

Beim Verschieben in y-Richtung bleibt die Richtung der Tangente an
der St elle a gleich; deshalb stimmen die Ableitungen in a überein.
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Das Addieren von Konstanten ist ein Verf ahren, um aus einer Stammfunk t ion F0 
weitere Stammfunk t ionen FC zu erzeugen. Tatsächlich f indet man so alle  
Stammfunk t ionen.
Ist D f ein Intervall und gilt F'(x) = f(x) für x ‘ Df , so hat dort jede 
Stammfunktion G von f den Term G(x) = F(x) + C mit C ‘ ¸ .

Begründung: Ist H e ine beliebige Stammfunk t ion von f auf D f ,
dann gilt  für d m it d(x) = H(x) – F(x)
d'(x) = H'(x) – F'(x) = f(x) – f(x) = 0.
Weil di e Differenzfunk t ion d die Ableitung 0 hat, 
ist sie konstant d(x) = C und es gilt H(x) = F(x) + C.

2.Unbestimmtes Integral

Seit  LEIBNIZ  ist es üblich, den Satz »f hat di e Stammfunk t ion F«
symbolisch zu schreiben als ‡f (x)dx = F(x).
Weil mit F(x) auch F(x) +C Term einer Stammfunk t ion ist, 
schreibt man meist ‡f (x)dx = F(x) + C.
Diese Schreibweise bedeutet:
Die rechte Seite F(x)+C ist Term einer beliebigen Stammfunk t ion von f.
Das Symbol ‡f (x)dx nennt man unbestimmtes Integral  von f.
Auch das Integralzeichen ‡ stammt von Leibniz, es ist ein st ilisi ertes S.
Zwischen ‡ und dx steht der Term f (x), er heißt Integrand .
Die Funkt ion f heißt Integrandfunktion .
Das Symbol dx ist ein Hin weis auf di e Integrationsvariable x.

In der Mathemat ik handhabt man die Begr iffe »Stammfunk t ion« und »unbestimm-
tes Integral« nicht einheitli ch. Manche verstehen sie gleichbedeutend, andre ver-
stehen unter dem unbestimmten Integral di e Menge aller Stammfunk t ionen.
Im vor igen Beispiel haben wir (durc h Probieren) die Differenziat ion rückgängig 
gemacht, um eine Stammfunk t ion zu finden. In di esem Sinn ist di e unbestimmte 
Integrat ion die Umkehrun g der Diffe renziat ion und es gilt

(‡ f(x) dx)' = f(x) und ‡ f '(x) dx = f(x) + C
oder in der Schreibweise von L EIBNIZ

‡f(x) dx = f(x) und ‡ f(x) dx = f(x) + C.

Deswegen liefert j ede Ableitungsformel sofort e ine Formel fürs unbestimmte 
Integral.

d
dx
------ d

dx
------
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Die wicht igste Formel gibt das unbestimmte Integral f ür Potenzen von x an  

Begründung , n ‘ ˇ\{– 1}

Die Formel gilt  für all e ganzen Zahlen n außer n =–1. Es gibt keine x-Potenz mit 
der Ableitung 1/x, aber wir w erden später das unbestimmte Integral ‡1/x dx noch 
untersuchen. Die Formel gilt  sogar, wenn der Exponent ein Bruc h oder eine belie-
bige reelle Zahl (! –1) ist.

Sonderfälle Begründung

Begründung

Begründung

Begründung

Auch einf ache tr igonometr ische Terme lassen sich integr ieren

Ähnli ch überlegt man sich die einf achsten Integrationsregeln :
Sind F und G Stammfunk t ionen von f und g, dann gilt

n ‘ ˇ und n !  –1

‡ cosx dx = sinx + C Begründung (sinx)' = cosx

‡ sinx dx = –cosx + C Begründung (–cosx)' = sinx

Faktorregel ‡a·f(x) dx = a‡f(x) dx = a·F(x) + C für a ‘ ¸\{0}

Begründung (a·F(x))' = a·F'(x) = a·f(x)
also ‡ a·f(x) dx = aF(x) + C = a(F(x) + C*) = a‡f(x) dx

Summenregel ‡ (f(x) + g(x)) dx = ‡ f (x) dx + ‡ g(x) dx = F(x) + G(x) + C

Begründung (F(x) + G(x))' = f(x) + g(x) oder auch
‡ (f(x) + g(x)) dx = F(x) + G(x) + C = (F(x) + C1) + (G(x) + C2) =

= ‡ f(x) dx + ‡ g(x) dx

 xn" dx 1
n 1+
---------xn 1+ C+=

1
n 1+
---------xn 1+

# $
% &' xn=

 a dx" ax C+= ax( )' a=

 1x2-----  dx" 1
x
---– C+= 1

x
---–# $

% &' 1
x2-----=

 x xd" 2
3
--- x3 C+= 2

3
--- x3

# $
% &' x=

 1
x

------ xd" 2 x C+= (2 x)' 1
x

------=
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Zum Nachdenken

!  Warum Stammfunktion auf einem Intervall ?

Unsere Def init ion der Stammfunk t ion legt ein In tervall als Bereich für di e x-Wert e 
zugrunde. Wäre dem nicht so, dann müsste man in j edem getrennt li egenden Teilin tervall 
eine eigene Integrat ionskonstante verwenden, um alle möglichen Stammfunk t ionen zu 
erfassen.

Beispiel: , Df = ¸\ {0}

Eine Stammfunk t ion ist F(x) = |x|,  DF = Df .

Die Schar mit dem Term FC(x) = |x| + C enthält  zwar unendlich viele 
Stammfunk t ionen, aber längst noch nicht all e, denn F* m it

F*(x) = 

ist eine Stammfunk t ion von f, aber nicht in d er Schar F C . 
Das liegt daran, dass Df nicht ein  Intervall ist,  sondern aus 2 getrennten Inter-
vallen ¸ + und ¸ – besteht. In j edem Intervall können wir e ine Schar von Stamm-
funk t ionen bilden unabhängig vom andern In tervall.

Besteht der zugrunde gelegte x-Bereich aus mehreren getrennten Intervallen,
dann ist eine Fallunterscheidung nöt ig – was eine weitere Bearbeitung recht müh-
sam machen kann.

f x( ) x
x
------=

x–  für x 0<
x 1+  für x 0>'

(
)
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"  Das unbestimmte Integral als Menge von Stammfunktionen

Beim Umgang mit dem Symbol ‡f (x)dx muss man aufpassen:
Aus ‡f(x)dx = F1(x) und ‡f(x)dx = F2(x) folgt nur F1'(x) = F2'(x), nicht aber F1(x)=F2(x). 
Denn ‡f(x)dx bedeutet eine beliebige  Stammfunk t ion; das kommt zum Ausdruck in d er 
addit iven Konstante C‘ ¸ .
Durchläuf t C all e möglichen Wert e, dann entsteht di e Menge aller möglichen Stammfunk-
t ionen. Deshalb verstehen manche Autoren unter ‡f (x)dx nicht eine beliebige Stammfunk-
t ion, sondern di e Menge aller Stammfunk t ionen. Eine solche Deutung macht das Arbeiten 
mit ‡f (x)dx etwas schwerfällig. Deswegen verwenden wir di e erste Deutung.

#  Konstanter Faktor 0

Die Integrat ionsregel ‡a·f(x)dx = a·‡f(x)dx gilt  nur f ür a ! 0. Ist a =0, so ergibt sich
links ‡0·f(x)dx = ‡0dx = C, C‘ ¸
rechts 0·‡f(x)dx = 0·(F(x)+C) = 0
Links steht also eine beliebige Stammfunk t ion, rechts nur die spezielle Stammfunk t ion mit 
dem Term 0.

$  Woher kommt C ?

In der Begründung auf Seite 8 steht:
»Weil di e Differenzfunk t ion d die Ableitung 0 hat, ist sie konstant.«
Dies klingt zwar selbstverständlich, muss aber bewiesen werden. 
Das geht mit dem Mi ttelwertsatz: Li egen x1 und x2 im In tervall I,  dann ist n ach dem 

Mi ttelwertsatz die Sekantensteigung  gleich der Tangentensteigung d'(xm) 

an einer »mittleren« Stelle xm zwischen x1 und x2. Nach Voraussetzung gilt  d'(xm)=0 
und damit g ilt  nach dem Mi ttelwertsatz d(x1)–d(x2)=0, also d(x1)=d(x2). 
Weil x 1 und x2 beliebig aus dem Intervall I gewählt sind, ist d auf I k onstant.

% Grafische Integration

Was machen wir , wenn uns von einer Funk t ion f keine Stammfunk t ion bekannt ist ? Prak-
t iker weichen dann auf Näherungslösungen aus. Ein mögliches Näherungsverfahren ermit-
telt  einen Näherungsgraphen und heißt deshalb grafische Integration .
Von der Funk t ion f mit f (x)=1/x, x>0 kennen wir k eine Stammfunk t ion. Deshalb versu-
chen wir , den Graphen GF einer Stammfunk t ion F näherungsweise zu konstrui eren.
Als Beispiel suchen wir d en Graphen, der durc h den Punk t P(1|0) geht. Wir er innern uns 
daran, dass f(x) die Steigung der Tangente von GF im Punk t (x|F(x)) ist.  Wir ersetzen ein 
Stückchen des Graphen GF in P(1|0) durc h eine Strecke, deren Steigung f (1) ist. Macht 
man das entsprechend für andre Punk te, so ergibt sich ein Strec kenzug, der GF angenä-
hert wi edergibt – und zwar um so besser, je kürzer di e Strecken sind, je kleiner also die 
Schr ittweite auf der x-A chse ist.

d x2( ) d x1( )–
x2 x1–

--------------------------------
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Aufgaben
¿1 Berechne a) ‡ x dx b) ‡ x5 dx c) ‡ 6x2 dx

d) ‡ (x2+1) dx e) ‡ 5 dx f ) ‡ dx

g) ‡ 0 dx h) 0‡ dx i) ‡ (3x2–2x+1) dx

j) ‡ (cosx – sinx) dx k) ‡  dx l) ‡  dx

m) ‡  dx n) ‡  dx o) ‡  dx

¿2 Berechne den Term der Stammfunk t ion von f, deren Graph durch P geht.
a) f (x) = P(–2|4) b) f (x) = x2–2x–1 P(3|–2)

c) f (x) = cosx + 1 P(" |" ) d) f (x) = 0 P(2000|2000)

•3 f (x) = 2x – 2
Berechne die Terme der Stammfunk t ionen von f, für di e gilt
a) alle Funkt ionswerte sind posit iv
b) an einer Nullstelle ist di e Steigung gleich 2
c) GF berührt G f

•4 f (x) = –x2 + 4x – 3
Berechne die Terme der Stammfunk t ionen von f, für di e gilt
a) der Tiefpunkt hat di e Ordinate 2
b) der Gra ph berührt di e x-Achse
c) der Wendepunkt li egt auf der Wink elhalbierenden des 1.Quadranten

¿5 Zeige die Richt igkeit  von

a) ‡ (x2–x) dx = b) ‡  dx = 

c) ‡  dx =  d) ‡ (sinx)2 dx = (x – sinx cosx) + C

e) ‡ (cosx)2 dx = (x + sinx cosx) + C f ) ‡  dx =  + C

•6 Welcher Zusammenhang besteht zwischen C1 und C2?

‡ (sinx)2 dx = (x – sinx cosx) + C1

‡ (sinx)2 dx = x + (sinx – cosx)2 + C2

•7 f (x) = (x–2)

Berechne f '(x) und vereinf ache das Ergebnis; bestimme damit ‡  dx.

9
4
--- x 1

4
--- x–

x3 x2 1–+
x2---------------------- x x 1+

x2---------------- 3x 1–
x

---------------

1
2
---x

1
3
---x3 1

2
---x2– C+ x 2

3
--- x3 C+

1
x2----- 1

x
---– C+ 1

2
---

1
2
---

x
a2 x2–

------------------ a2 x2––

1
2
---

1
2
--- 1

4
---

x 1+
x

x 1+
---------------
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˜8 f (x) = (cosx)3 Berechne f '(x) und schreibe das Ergebnis so, dass nur
Potenzen von sin x vork ommen; bestimme damit ‡(sinx)3 dx.

9 Gegeben sind die Terme ia(x) bis nk(x). Bestimme die Schart erme Ia(x) bis 
Nk(x) der zugehör igen Stammfunk t ionen.

ia(x) = js(x) = 12x(x –s)2 

kt(x) = 10x2(3x2 – 2tx + 3) lk(x) = 4x(x2 – 3kx + k2 – 4)

ma(x) = 4x(x2 – 3ax + 3a2x – 12) nk(x) = x(8k3x2 – 216k2x + 2k + 72)

¿10 Berechne a) ‡ a2x dx b) ‡ a2x da c) ‡ ax 2 dx
d) ‡ ax 2 dt e) ‡ dx f ) ‡ dt
g) ‡ (ax+a+1) dx h) ‡ (ax+a+1) da i) ‡ (ax+a+1) dt

•11 Berechne das Integral.  Welche Einschränk ungen für n‘ ˇ sin d nöt ig ?
a) ‡ xn+1 dx b) ‡ xn–1 dx c) ‡ x1–n dx
d) ‡ x–n dx e) ‡ x2–n dx f ) ‡ x2n–1 dx

˜12 Berechne a) ‡ |x| dx, x ! 0 b) ‡ sgnx dx, x ! 0

˜13 Bestimme für di e Schr ittweite ¤x den Näherungsgraphen einer Stamm-
funk t ion von f durc h Punk t P. (Integrat ion nach rechts!)
Zeichne auch die exakten Graphen (für c)  und d)  siehe Aufgabe 1̃2 b)  ).
a) f (x) = x – 2 ¤x = 1 P(0|1) 5 Schr itte

b) f (x) = x – 2 ¤x = 0,5 P(0|1) 10 Schr itte

c) f (x) =  + ·sgn(x–1) ¤x = 1 P(0|0) 3 Schr itte

d) f (x) =  + ·sgn(x–1) ¤x = P(0|0) 5 Schr itte

˜14 Bestimme für die Schr ittweite ¤x  zum gezeichneten Graphen Gf den Nähe-
rungsgraphen einer Stammfunk t ion durch Punk t P(0|–1).
a) ¤x = 1 b) ¤x = 0,5

4
3a2---------x3 3

a
---x2–

1
2--

3
2--

1
2--

3
2--

1
2--



BARTH •KRUMBACHER I.    Stammfunk t ion     Unbestimmtes Integral 

18

•15 Bestimme für di e Schr ittweite ¤x =1 zum gezeichneten Graphen Gf den 
Näherungsgraphen einer Stammfunk t ion durch Punk t P(0,5|–2).

¿16 f (x) = – 

a) Bestimme von Gf :
Ort un d Art d er Waagrecht- und Flachpunkte,
Tangente im Fl achpunkt.
Zeichne Tangente und Polynomkurv e Gf .
(KOSY: –9 < x < 4 –10 < y < 10)

b) Bestimme die Schar FC  der Stammfunk t ionen und speziell von F0:
Ort un d Art d er Waagrecht- und Flachpunkte,
Tangenten in den Achsen- und Flachpunkten.
Zeichne die Polynomkurv e GF0

.
c) Für w elche Wert e von C: 

berührt G FC
 die x-Achse, 

liegen die Flachpunkte auf der x-A chse,
ist di e Gerade y = –2x Tangente von GFC

?

d) Bestimme von Gf ' alle marka nten Punkte und zeichne Gf ' .
Welcher graf ischer Zusammenhang besteht zwischen Gf ' und FC  ?

e) Berechne die Schni ttstellen (exakt !) von Gf und GF0
 

und die Ordinaten(Näherungswerte) der Schni ttpunkte. 
Was bedeuten diese Ordinaten anschauli ch für G F0

?

1
16----x3 3

8--x
2–
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Computer-Einsatz: Grafische Integration

Die grafische Integration ist ein gefundenes Fressen für Computer. Bei geeigneter Software und Pro-
grammierung liefern Rechner auf Knopfdruck Näherungskurven von beliebiger Genauigkeit – und das 
obendrein für Integranden, für die wir keine Stammfunktion kennen – 
wie zum Beispiel für f(x) = 2–x2. 
Um diese Funktion soll es nun gehen. Wir geben vor: den »StartPunkt« P(0|0), 
durch den die angenäherten Stammfunktions-Kurven laufen sollen, und die Schrittweite »Xschritt«.
Xschritt mal »SchrittZahl« ist dann das Integrations-Intervall I.
In I darf keine senkrechte Asymptote von f liegen, wohl aber sind Stellen erlaubt, 
in denen f endliche Sprünge macht (Löcher, Unstetigkeits-Stellen).
Der »Xwert« von P ist die untere Grenze des Integrations-Intervalls.

Die rechnerische Abwicklung könnte in »Mathematica« so aussehen wie im Kasten unten:
Die 1. Zeile ist das Eingangstor, es liefert dem Modul alle nötigen Parameter.
Die 10 lokalen Variablen sind dahinter in Schweifklammern aufgelistet (2. Zeile).
Die 5 fett gedruckten Zeilen enthalten die Rechenarbeit.
Die Hauptarbeit, das Aneinander-Hängen der Steigungs-Vektoren, erledigt »FoldList«.
Die letzten 6 Zeilen sorgen fürs Bild auf dem Monitor. Es ist bewusst schlicht gehalten, 
denn mit den grafischen Ansprüchen wächst der Programmier-Aufwand enorm – 
und das würde ablenken vom hier gesteckten Ziel.

Auf der nächsten Seite finden sich die spartanische Darstellung der Integranden-Kurve und 
4 angenäherten Stammfunktions-Kurven. Xschritt mal SchrittZahl ist einheitlich gewählt als 4.

f[x_]=2^(–x^2); StartPunkt={0.,0.}; Xschritt=1/4; SchrittZahl=16; (* Parameterwahl *)

GrafischeIntegration[f, StartPunkt, Xschritt, SchrittZahl]; (* Aufruf von »GrafischeIntegration«*)

GrafischeIntegration[f_Symbol, {Xstart_Real, Ystart_Real}, Xschritt_?NumberQ, SchrittZahl_Integer?Positive]:=
Module[{dx=Abs[Xschritt]//N, Xstellen, Steigungen, Vektoren, StartEcke, Ecken, Xmin, Xmax, Ymin, Ymax},

Xstellen = Table[Xstart+N*dx, {N,0,SchrittZahl}];
Steigungen = f[Xstellen];
Vektoren = Table[{dx, Steigungen[[k]]*dx}, {k, 1, SchrittZ ahl}];
StartEcke = {Xstart,Ystart} – 0.5*Vektoren[[1]];
Ecken = FoldList[Plus, StartEcke, Vektoren];

Xmin=Min[0, Min[Map[#[[1]]&, Ecken]]]; Xmax=Max[0,Max[Map[#[[1]]&, Ecken]]];
Ymin=Min[0, Min[Map[#[[2]]&, Ecken]]]; Ymax=Max[0,Max[Map[#[[2]]&, Ecken]]];
ListPlot[Ecken, PlotJoined->True, AxesOrigin->{0,0}, 

Axes->True, AxesLabel->{x,y}, PlotRange->{{Xmin,Xmax}, {Ymin,Ymax}},
PlotLabel->"SchrittWeite = "<>ToString[dx]<>"\n  SchrittZahl = "<>ToString[SchrittZahl],
ImageSize->{300,300}
]

]
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II. Bestimmtes Integral

1.Allgemeines

Die Berechnung des Inhalts krummra ndiger Flächenstücke ist ein zentral es The-
ma der Analysis. Beispiele für Fl ächenstücke, die begrenzt sind von einer K urv e, 
der x-A chse und 2 Ordin aten (Strecken senkrecht zur x-A chse):

In der Geometr ie ist man von Haus aus an solchen Flächeninhalten interessiert – 
aber auch Prak t iker sind oft darauf angewiesen, wenn sie Lösungen ihre r 
nicht-geometr ischen Probleme suchen.
Produkte wie: Rechteckf läche = Länge · Breite

Pr ismavolumen = Grundf läche · Höhe
Arbeit = Kraf t · Weg
Weg = Geschwindigkeit  · Zeit

lassen sich als Rechteckf lächen deuten. Veranschauli cht man die Faktoren als Ko-
ordinaten x und y, dann ist auch jeder Flächeninhalt des Rechtecks mit den Seiten
x und y ein M aß für di e Größe, die man mit di esem Produkt ausdrückt. 
Gewöhnli ch hängt der eine Faktor (Kraf t, Geschwindigkeit  …) ab vom andern
(Weg, Zeit  …). Ist diese Abhängigkeit  aff in, dann f indet man den Flächeninhalt
bequem mit den Formeln fürs Rechteck, Dreieck oder Trapez. 
Beispiel: Spannarbeit  bei einer vorgespannten, elast ischen Feder

Eine elast ische Feder der Härt e D ist auf
die Länge a vorgespannt. Um sie ein
Stück ¤s auf die Länge b zu dehnen, ist
Spannarbeit  W nöt ig. Diese Arbeit  W er-
scheint im s-F-Diagramm als Flächenin-
halt  eines Trapezes. 
Dafür g ibt es eine Formel:
W = (D·a + D·b)¤s = D(a + b)(b – a) 

W = D(b2 – a2)

Meistens aber ist der obere Flächenrand keine Gerade. 
Dann hilf t di e Integralrechnung weiter.

Parabel

a b a b

Halbkreis Gf

a b

Graph

x x x

a b

Gerade: F = D·s

D·a

D·b

Hooke-Gesetz: F ˚  s

s

F

W
¤s

1
2
-- 1

2
--

1
2
--
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2.Streifenmethode und Def init ion

Als einem der Erst en ist es ARCHIMEDES  gelungen, Inhalte krummra ndiger Flä-
chenstücke zu bestimmen. Seine Idee ist so einf ach wie genial: Das Flächenstück
wird durch Vielecke angenähert.  Die eine Vielecksort e liegt immer innerhalb des
Flächenstücks (einbeschr ieben), die andere immer außerhalb (umbeschr ieben). Im
Gegensatz zu krummra ndigen Flächen lassen sich Vielecke so wählen, dass man
ihre Inhalte berechnen kann. Bei Vermehrun g der Ecken kommen sich die ein-
und umbeschr iebenen Vielecke in Form und Inhalt immer näher. Gelingt es, deren
Flächenunterschied beliebig klein zu machen, so hat man den gesuchten Flächen-
inhalt bestimmt. Berühm testes Beispiel ist di e
Kreismessung durch regelmäßige V ielecke

Streifenmethode
Bei Graphen hat sich die Streifenmethode bewährt.  Hi er bestehen die Vielecke
aus rechtecki gen Stre ifen – und deren Flächeninhalt ist l eicht bestimmbar.

Finneres
    Vieleck

FKre is
Fäußeres
    Vieleck

einbeschr iebenes 7-Eck umbeschr iebenes 7-EckKre is

Finneres Vieleck FKre is Fäußeres Vieleck< <

Fi F Fa

einbeschr iebene Streifen Flächenstück umbeschr iebene Streifen

Fi F Fa

a b a b a b

< <
x x x
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Dazu ein einf aches Beispiel.
Flächenstück: Die Fläche ist berandet von 

der N ormalparabel, 
der x-A chse und 
der Ordin ate bei x =a.

Untert eilung: Punkte der x-A chse 
mit den Abszissen
0 = x0 < x1 < x2 < … < xn = a
untert eilen das Intervall [0 ;a] 
in n T eilin tervalle. Meist un tert eilt  man gleichmäßig; 
jedes Teilin tervall hat dann die Länge a/n.

Obersumme (umbeschr iebene Streifen)
Über jedem Teilin tervall steht ein mög-
lichst niedriger Streifen, über dem aber
kein Graphenpunkt liegt. Weil die Funk-
t ion monoton steigt, ist die jeweili ge
Streifenhöhe gleich dem Funk t ionswert
am rechten Streifenrand.
Zum Beispiel liegt der rechte Rand des
6.Streifens bei x6 = 6· . Die Höhe des
6.Streifens ist also f(x6) = (6· )2.
Allgemein liegt der rechte Rand des k-
ten Streifens bei xk = k· . Die Höhe des
k-t en Streifens ist f (xk) = (k· )2. 
Der k-t e Streifen hat den Flächeninhalt

·f (xk) = ·(k· )2 = k2·( )3.

Die Summe der Fl ächeninhalte der n um beschr iebenen Stre ifen 
bildet eine »Obersumme On«

1. Streifen 2. Streifen n.Streifen

On = ·f (x1) + ·f (x2) + … + ·f (xn)

= 12·( )3 + 22·( )3 + … +n2·( )3

= ( )3·(12 + 22 + … + n2)

Für di e Summe der Quadrate von 1 bis n gibt es eine Formel:
n(n+1)(2n+1). Zum Beweis siehe Aufgabe 2 im »Anhang«. 

F = ?

y

x
a

Norm
alp

ara
be

l
y

= x2

1.Teil-
intervall

2.Teil-
intervall

0=x0 x1 x2
–an –an –an –an –an

a=xn

6.Streifen

f(x6)

y

x

0=x0 x1 x2 a=x7x3 x4 x5 x6

–a7

a
n-- a

n--

a
n-- a

n--

a
n--

a
n--

a
n--

a
n--

a
n--

a
n--

a
n--

a
n--

a
n--

a
n--

a
n--

1
6--
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Damit vereinf acht sich die Obersumme zu
On = ( )3· n(n+1)(2n+1) = a3(1+ )(2+ )

Im Fall a =7/8 und n=7 (Bild oben) ergibt sich O7 = .

Untersumme (einbeschr iebene Streifen)
Über jedem Teilin tervall steht ein mög-
lichst hoher Streifen, der ganz im Innern
der Fläche liegt. Weil die Funk t ion mo-
noton steigt, ist die jeweili ge Streifenhö-
he gleich dem Funk t ionswert am link en
Streifenrand.
Zum Beispiel liegt der link e Rand des
6.Streifens bei x5 = 5· . Die Höhe des
6.Streifens ist also f(x5) = (5· )2.
Allgemein liegt der link e Rand des k-t en
Streifens bei xk–1 = (k–1)· . Die Höhe
des k-ten Streifens ist 
f (xk–1) = ((k–1)· )2. 
Der k-t e Streifen hat den Flächeninhalt 

·f (xk–1) = ·((k–1)· )2 = (k–1)2·( )3. 

Die Summe der Fl ächeninhalte der n einbeschr iebenen Stre ifen 
bildet eine »Untersumme Un«

1. Streifen 2. Streifen n.Streifen

Un = ·f (x0) + ·f (x1) + … + ·f (xn–1)

= 02·( )3 + 12·( )3 + … +(n–1)2·( )3

= ( )3·(02 + 12 + … + (n–1)2)

= ( )3· (n–1)n(2n–1) = a3·(1– )(2– ) 

Im Fall a =7/8 und n=7 (Bild oben) ergibt sich U7 = .

Der gesuchte Flächeninhalt F li egt nach Konstruk t ion für j eden Wert v on n 
zwischen der Untersumme Un und der Obersumme On: Un < F < On 

Im Fall a =7/8 und n=7 ergibt sich U7 =  < F <  = = O7

a
n--

1
6--

1
6--

1
n--

1
n--

35
128-------

y

x

0=x0 x1 x2 a=x7x3 x4 x5 x6

6.Streifen

–a7 f(x5)

a
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a
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a
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a
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Mehr Stre ifen liefern eine bessere Annäherung. In den folgenden 6 Bil dern ist a = .
Anzahl der Stre ifen n=7, Streifenbreite =

Anzahl der Stre ifen n=14, Streifenbreite =

Anzahl der Stre ifen n=28, Streifenbreite =

7
8--

a
n--

a
7--

aa

y

x
0

y

x

–a7 –a7

U7 = ––91
512 O7 = ––140

512

0

a
n--

a
14----

a a

y

x

y

x

––a
14

––a
14

U14 = –––819
4096 O14 = –––1015

4096

0 0

a
n--

a
28----

aa

y

x

y

x

––a28

0 0

––a28

U28 = –-––3465
16384 O28 = –-––3857

16384
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Dezimalzahlen er leichtern den Vergleich von Unter- und Obersummen:
Es entstehen 2 Zahlenfolgen Un und On:

Un wächst, On fällt. Der gesuchte Flächeninhalt liegt dazwischen; er ergibt sich,
wenn die beiden Grenzwerte und  exist ieren und gleich sind.
In mathemat ischen Symbolen heißt das:

Ist  = , dann ist F = . 

In unserm Fall (a beliebig) ist 
 =  = a3·1·2 = a3

 =  = a3

Weil die beiden Grenzwerte gleich sind, hat das
Flächenstück den Inhalt F = a3. Im Fall a=1
ergibt sich F = . Die Normalparabel teilt die
Fläche des Einheitsquadrats im Verhältnis 1:2.

Wir h aben den Grenzwert n ur deshalb gefunden, weil es einf ache Formeln
für U nter- und Obersumme gibt. Aber meistens gibt es solche Formeln ni cht. 
Dann spr ingt der Computer ein: Er kann im Rahmen seiner Rechengenauigkeit
Ober- und Untersummen beliebig genau ausgeben und damit eine Abschätzung
liefern f ür den gesuchten Flächeninhalt. 
Der Leser ka nn sich davon überzeugen im »Computer-Einsatz« auf Seite 25.

Streifenzahl n Untersumme Un Obersumme On

7 0,177… 0,273…

14 0,199… 0,247…

28 0,211… 0,235…

56 0,217… 0,229…

112 0,220… 0,226…

… … …

Unn˛ #
lim Onn˛ #

lim

Unn˛ #
lim Onn˛ #

lim Unn˛ #
lim

Unn˛ #
lim  1

6--a
3 1 1

n--–( )*
n˛ #
lim 2 1

n--–( ) 1
6--

1
3--

Onn˛ #
lim  1

6--a
3 1 1

n--+( )*
n˛ #
lim 2 1

n--+( ) 1
3--

1
3--

1
3--

1

1

–1
3

–2
3

1

1
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Definition des bestimmten Integrals
Der Einf achheit  halber arbeiten wir m it n Stre ifen gleicher Breite ¤x.
Deshalb ist das Intervall [a ;b] in n Teilin tervalle der Bre ite ¤x =  zerlegt. 
m1, m2, … , mn seien die Minim a, 
M1, M2, … , Mn seien die Maxima von f in d en Teilin tervallen. 

(Siehe dazu auch "  im »Nachdenken«)

Dann ist di e Untersumme Un = m1¤x + m2¤x + … + mn¤x
Obersumme On = M1¤x + M 2¤x + … + Mn¤x.

Mi t Unter- und Obersumme def iniert m an

Das von L EIBNIZ  eingeführt e Integralzeichen er innert a n die Entstehung:
‡ kommt von Summe (Ober-, Untersumme). f (x) dx stammt von der Streifenf läche: 
Höhe f (x) mal Bre ite ¤x.
Das bestimmte Integral hat eine einf ache 
anschauli che Bedeutung: 
Li egt Gf für x‘ [a;b] über der x-A chse, 

dann ist di e Zahl  gleich dem 

Inhalt der Fl äche zwischen der K urv e Gf , 
der x-A chse und den Geraden x =a und 
x=b.

Def init ion: Die Funk t ion f heißt integrierbar  über [a ;b],

wenn gilt : = .

Der gemeinsame Grenzwert h eißt

bestimmtes Integral  von f von a bis b: .

f (x) heißt Integrand , f heißt Integrandfunktion .

[a ;b] heißt Integrationsintervall .

a heißt untere , b obere  Integrationsgrenze .

b a–
n--------

Untersumme Un Obersumme On

b
x x

a ¤x

Gf

ba ba ¤x

m1
m2

m3 mn
M1

M2
M3 Mn

Gf

Unn˛ #
lim Onn˛ #

lim

f(x) dx
a

b

"

Bestimmtes Integral

‡f (x)dx
a

b

b
x

a

Gf
 f(x) dx

a

b

"
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Zum Nachdenken

!  Nicht integrierbare Funktionen

Eine Funkt ion ist integr ierbar über [a ;b], wenn die Grenzwerte für 
Unter- und Obersummen exist ieren und gleich sind.
Eine Funkt ion ist ni cht in tegr ierbar über [a ;b], wenn einer der beiden 
Grenzwerte nicht exist iert oder die beiden Grenzwerte ungleich sind.
Beispiele

f mit f (x)=  ist über [ 0;1] nicht in tegr ierbar. 

Der 1. Streifen jeder Obersumme hat den Inh alt # . Also exist iert d er 
Grenzwert d er Obersummen nicht. Für di e Untersumme gilt

Un =  = 

Jede Untersumme hat einen endlichen Wert.  
Ihr Gre nzwert f ür n˛ #  ist aber unendlich. Eine Abschätzung zeigt:

In der vor igen Zeile kommt der Summand  unendlich oft vor. Also ist auch der Grenzwert 

der Untersummen unendlich groß. Das Integral  exist iert ni cht.

Es kann auch vork ommen, dass beide Grenzwerte exist ieren, aber verschieden sind.
Der deutsche Mathemat iker Peter L EJEUNE -DIRICHLET  (1805 bis 1895) hat 1829 eine 
nicht in tegr ierbare Funk t ion angegeben; ihm zu Ehre n heißt sie Dir ichlet-Funk t ion D.

So gilt  zum Beispiel D(0,5)=0 und D( )=1. 
D ist an jeder St elle unstet ig. Der Gra ph von D besteht 
aus einzelnen Punkten der Geraden y =0 und y=1. 

Versucht man sich am Integral , 
so ergibt sich für di e 

Untersumme Un =  = 0 

mit  = 0

Obersumme On =  = 1 

mit  = 1.

Weil beide Grenzwerte verschieden sind, 

exist iert d as Integral  nicht.

y

x
1

1

4

Gf

f (x) = –1x

1
x--  für x > 0

0  für x = 0'
(
)

1
n
-- 0* 1

n
-- n

2
--* 1

n
-- n

3
--* 1

n
-- n

4
--* … 1

n
-- n
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--*+ + + + + 1

2
-- 1

3
-- 1

4
-- … 1
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--+ + + +

Un =  –  +  – + –  +  – + … + –  +  – + … + –-  +  –- + …1
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1
3

1
4

1
5

1
8

1
9

1
16

1
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Un >  –  +  – + –  +  – + … + –  +  –- +…+ –-  +  –- + …1
2

1
4

1
4

1
8

1
8

1
16

1
16

1
17

=  –  +  –  +  – +  – + …1
2

1
2

1
2

1
2

lim
n˛ #
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n˛ #

1
2
--

 1x-- xd
0

1

"

D x( ) 0  für x‘ $
1  für x’ $'

(
)

=
2

y

x1

1

Dir ichlet-Funk t ion

D(x) = 0  für x ‘ $
1  für x ’ $

D x( ) xd
0

1

"

1
n
-- 0* 1

n
-- 0* … 1

n
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Unn˛ #
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1
n
-- 1* 1

n
-- 1* … 1

n
-- 1*+ + +

Onn˛ #
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D x( ) xd
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"  Fehlendes Extremum
Bei der Def init ion von Unter- und Obersumme haben wir angenommen, dass in jedem
Teilin tervall ein Minim um m und ein Maximum M vork ommen. Aber das muss nicht
immer so sein.

Beispiel: f (x) = (x–2)sgn(x–3) + 2 = 

Im Teilin tervall [2 ;4] gibt es zwar bei 4 das
Maximum 4, aber kein Minim um. In solchen
Fällen verwendet man einen Ersatz für das
fehlende Minim um: Das Infimum . 
Zu seiner Def init ion dient die untere Schranke . Das ist eine Zahl, die keinen
Funk t ionswert in diesem Teilin tervall übertr iff t. Das Inf imum ist die größte
untere Schranke.
Die Funk t ion hat also in [2;4] zwar kein Minim um, wohl aber bei 3 das Inf i-
mum 1. Mi t di esem Inf imum lässt sich jetzt ein Stre ifen der Untersumme bilden.

Analog def iniert m an das Supremum  einer Funk t ion 
über einem Intervall als kleinste obere Schranke .

Beispiel: g(x) = (x–2)sgn(3–x) + 2 = 

Im Teilin tervall [2 ;4] hat g zwar kein Maxi-
mum, wohl aber bei 3 das Supremum 3.

Bei der Def init ion von Unter- und Obersumme verwendet man besser Inf imum statt  Mini-
mum und Supremum statt  Maximum und erweitert so die Menge der integr ierbaren Funk-
t ionen. Dabei ist zu beachten, dass jedes Minim um auch ein Inf imum ist und jedes
Maximum auch ein Supremum.

#  Einzelpunkte fallen nicht ins Gewicht
Es gibt Funk t ionen, in deren Graphen Löcher sind oder einzelne Punkte unstet igerweise
von ihre n Nachbarn getrennt li egen. 
Einzelne Punkte haben keinen Einf luss auf den Wert des Integrals. Sie wirk en sich höch-
stens aus auf 2 benachbart e Streifen von Unter- und Obersumme. Beim Grenzübergang
n˛ #  geht die Streifenbreite gegen 0; deshalb spielt der Inhalt dieser beiden Streifen keine
Rolle. Man kann also an einzelnen Stellen Funk t ionswerte ändern, ohne den Wert des Inte-
grals zu ändern.

x– 4+  für x<3
2  für x=3
x  für x>3'

+
(
+
)

Inf imum
von f

untere
Schranken

y

x1

1

3

x  für x<3
2  für x=3

x– 4+  für x>3'
+
(
+
)

obere
Schranken

Supremum
von g

y

x1

1

3

‡f(x) dx = ‡1·dx = 4
2

6

2

6
‡g(x) dx = ‡1·dx = 4
2

6

2

6

y

x1

1

3

g(x) = 2 – sgn(x–3)2y

x1

1

3

f(x) = ––– , x ! 3x–3
x–3
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Aufgaben
(Verwende die Formeln für Potenzsummen von "  im »Nachdenken«)

¿1 Berechne die Unter- und Obersummen mit a) 2 b) 4 c) 8
gleich breiten Streifen für di e Fläche, die begrenzt ist v on der x-A chse 
und dem Graphen von y = x + 1. Untergrenze ist 0, Obergrenze ist 2.

2 f (x) = 4 – x2. Berechne die Unter- und Obersummen mit 8 gleich breiten 
Streifen für di e Fläche zwischen der Parabel und der x-A chse 
und gib eine Abschätzung des Flächeninhalts an. 
(Unter- und Obergrenze sind die Nullstellen.)

3 f (x) = 2 – x. Bestimme mit der Stre ifenmethode den Inh alt der Fl äche, 
die begrenzt ist v on Gf , der x- un d y-Achse. Berechne den Flächeninhalt 
des Dreiecks auch mit der Formel aus der El ementargeometr ie.

˜4 f (x) = 1 + x. Bestimme mit der Stre ifenmethode den Inh alt der Fl äche, 
die begrenzt ist v on Gf , der x-A chse und den Ordin aten bei x =1 und x=3. 
Berechne den Flächeninhalt des Trapezes auch mit der Formel aus der 
Elementargeometr ie.

˜5 f (x) = 8 – x2. Bestimme mit der Stre ifenmethode den Inh alt der Fl äche, 
die begrenzt ist v on Gf , der y-A chse und der posit iven x-Achse. 

¿6 Berechne a) b) c)

¿7 Berechne a) b) c)

•¿8 Berechne a) b) c)

9 Berechne a) b) c)

˜10 Die Kurv e von f (x)=x3 teilt das Einheitsquadrat mit den Ecken (0|0) und 
(1|1) in 2 Teile. In w elchem Verhältnis st ehen die Flächeninhalte ?

˜11 f (x) = g(x) = 

Zeichne Gf und Gg. Zeichne die Streifen von Unter- und Obersumme für 

n=4 der In tegrale f (x) dx und g(x) dx. 

Welche Wert e haben diese Summen?

1
2--

1
2--

3 xd
1

2

" 2 xd
1–

2

" xd
0

2

"

x xd
0

4

" (x+1) xd
1–

1

" (2x–2) xd
2

4

"

x2 xd
0

2

" 3x2 xd
0

1

" 4 x– 2( ) xd
0

2

"

x xd
0

b

" x2 xd
0

b

" x3 xd
0

b

"

x2 1–  für x % 0
1 x2–  für x > 0'

(
) x2 1–  für x > 0

1 x2–  für x % 0'
(
)

1–

1

"
1–

1

"
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Computer-Einsatz: Streifenmethode

Jetzt ist nur die numerische Leistung der Maschine gefragt.
Vorgaben: f(x) sei Term einer in [a;b] monotonen Funktion, StreifenZahl
Ziel: Berechnung von Unter- und Obersumme
Zur Mathematica-Programmierung: Die 6 fetten Zeilen enthalten die Anweisungen zur Berechnung, 
die letzten 3 Zeilen geben die Ergebisse bekannt. Das Ganze ist simpel gehalten: Wer eine Funktion f 
eingibt, die nicht monoton ist auf [a;b], wird nicht gewarnt vor falschen Ergebnissen.
Dafür reagiert es richtig auf jedes beliebige Integrations-Intervall: 
So unterscheiden sich die Summenwerte für [a;b] und [b;a] korrekterweise bloß im Vorzeichen. 
Für 100000 Streifenpaare nimmt sich unser Rechner 5,4 s Bedenkzeit.

Beispiel: f(x) = 2–x2; Intervall = {0,2}; StreifenZahl = 100;
StreifenMethodeFürMonotoneKurve[f, Intervall, StreifenZahl]; (* Aufruf von »StreifenMethodeFürMonotoneKurve«*)

Die Ergebnisse für 8 StreifenZahl-Werte zusammengefasst:

StreifenMethodeFürMonotoneKurve[f_Symbol, {Xvon_, Xbis_}, StreifenZahl_Integer?Positive]:=
Module[{Dx, Xwerte, StreifenInhalte, Summe1, Summe2, UnterSumme, OberSumme},

Dx=(Xbis-Xvon)/StreifenZahl;
Xwerte=Table[Xvon+k*Dx, {k,0,StreifenZahl}];
StreifenInhalte=Dx*f[Xw erte];
Summe1=Sum[StreifenInhalte[[k]], {k, 1, Str eifenZahl}];
Summe2=Sum[StreifenInhalte[[k]], {k, 2, Str eifenZahl+1}];
UnterSumme=Min[Summe1, Summe2];OberSumme=Max[Summe1, Summe2];

Print[StreifenZahl, " Streifen \n UnterSumme ,  ", UnterSumme//N,
"\t OberSumme ,  ", OberSumme//N,
"\n Unterschied = ", ds=OberSumme-UnterSumme, " ,  ", ds//N]

]

StreifenZahl Untersumme Obersumme Unterschied
1 0,125 2 1,875
2 0,5625 1,5 0,9375
4 0,80681 1,27556 0,46875

10 0,950414 1,13791 0,1875
100 1,03536 1,05411 0,01875

1000 1,0438 1,04568 0,001875
10000 1,04465 1,04483 0,0001875

100000 1,04473 1,04475 0,00001875

y

x
–1 1

1

32

f(x) = 2–x2

‡2–x2 dx = 1,0447…
0

2
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3.Eigenschaften

Faktorformel
Ist f in tegr ierbar, dann gilt  für k‘ ¸

Begründung: Sind mi und Mi die Extre ma von f in d en Teilin tervallen,
so sind k·mi und k·Mi die Extre ma von k·f in d en Teilin tervallen. 
Der Faktor k lässt sich bei Unter- und Obersumme ausklammern 
und damit auch vor den Grenzwert un d vors In tegral zi ehen.

Summenformel
Sind f und g integr ierbar, dann gilt

Begründung: Der Mathemat iker Bernhard RIEMANN  (1826 – 1866) hat gezeigt:
Ist eine Funk t ion integr ierbar, dann ist das bestimmte Integral
nicht nur gleich dem Grenzwert v on Unter- und Obersumme, 
sondern auch gleich dem Grenzwert v on Zwischensummen. 
Bei einer Zwischensumme Zn nimmt man statt  des Maximums oder
Minim ums einen beliebigen Funk t ionswert aus dem Teilin tervall,
zum Beispiel den Funk t ionswert in d er Mi tte.

Zn = f(x1)¤x + f (x2)¤x + … + f(xn)¤x,  also  = 

Mi t Zwischensummen begründen wir di e Summenformel:

=  =

= 

Weil di e Grenzwerte der Teilsummen exist ieren, gilt
=  +

+  =  + 

k ·f(x) dx
a

b

" k · f(x) dx
a

b

"=

f(x) + g(x)[ ]  dx
a

b

" f(x) dx 
a

b

" g(x) dx
a

b

"+=

b
x

aa ¤x

f(x1)

Gf

x1

f(x2)

x2

f(x3) f(xn)

xn

Zwischensumme Zn

f(x) dx
a

b

" Znn˛ #
lim

f(x) + g(x)[ ]  dx
a

b

" Znn˛ #
lim

f x1( ) g x1( )+( )- x f x2( ) g x2( )+( )- x … f xn( ) g xn( )+( )- x+ + +[ ]
n˛ #
lim

f x1( )- x f x2( )- x … f xn( )- x+ + +[ ]
n˛ #
lim

g x1( )- x g x2( )- x … g xn( )- x+ + +[ ]
n˛ #
lim f(x) dx

a

b

" g(x) dx
a

b

"
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Faktor- und Summenformel fasst man zusammen als
Linearität des bestimmten Integrals

Anschauli ch plausibel ist di e Additivität
Ist f in tegr ierbar und a<u<b, dann gilt

Bei der geometr ischen Deutung des bestimmten Integrals haben wir bisher ange-
nommen, dass die Kurv e über der x-Achse liegt. Li egt sie aber ganz unter der x-
Achse, dann liefert das bestimmte Integral den Flächeninhalt mit negat ivem Vor-
zeichen. Den Beweis liefert di e Faktorregel:

k ·f(x) + l·g(x)[ ]  dx
a

b

" k · f(x) dx 
a

b

" l· g(x) dx
a

b

"+=

f(x) dx 
a

b

" f(x) dx 
a

u

" f(x) dx
a

b

"+=

‡f(x)dx
u

b
‡f(x)dx
a

b
‡f(x)dx
a

u

u b
x

a

Gf

u b
x

a

Gf

u b
x

a

Gf

= +

‡g(x)dx
a

b

‡f(x)dx > 0
a

b

= –‡f(x)dx < 0
a

b

b
x

a

Gf

b
x

a

Gg

g(x) = (–1)·f(x)
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Li egt die Kurv e für x‘ [a;b] teilweise
über und teilweise unter der x-Achse,
dann liefert das bestimmte Integral die
Flächenbilanz : Es zählt den Inhalt
der Flächen über der x-Achse posit iv
und den unter der x-Achse negat iv und
bildet die Summe.

Begründung
Man spaltet das Integrat ionsintervall [a ;b]
so in Teilin tervalle auf, dass die Funk t ion
an deren Grenzen das Vorzeichen wechselt :

 = A1 – A2 + A3

Hat das Integral  den Wert 0,  so sind dafür al so 3 Ursachen möglich:

u2u1
b

x
a

Gf+
–

+ +

+, – sind die Vorzeichen
der Teilin tegrale.

u2u1
b

x
a

Gf
A3

A2

A1

Ai sind die (posit iven !)
Inhalte der Teilf lächen.

f x( ) xd
a

b

" f x( ) xd
a

u1

" f x( ) xd
u1

u2

" f x( ) xd
u2

b

"+ +=

f(x) dx
a

b

"

f(x) dx
a

b

"

b

a

1

x

–1 –
+

y

f(x)=x(x2–1)

x

‡f (x)dx = 0
–1

1

‡f (x)dx = 0
a

a

‡0dx = 0
a

b

a x

untere Grenze = obere Grenze
(Flächenbreite = 0)

Integrand f(x) = 0
(Flächenhöhe = 0)

Flächenbilanz = 0
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Unabhängigkeit von der Bezeichnung der Integrationsvariable
Man kann die Var iablen bezeichnen, wie man will.  Es ist zwar üblich, bei Funk t io-
nen x und y zu wählen, aber andere Buchstaben würd en es genau so tun.  Der
Graph von y=  in einem x-y-K oordin atensystem ist der selbe wie der von s=
in einem t-s-Koordin atensystem (gleiche Maßstäbe vorausgesetzt).

Also ist es beim In tegral v öllig belanglos, wie die Integrat ionsvar iable heißt:
ob x oder t oder ø oder …

Zum Nachdenken

!  Axiome des Flächeninhalts

Der Flächeninhalt einf acher Figuren wie Rechteck und Dreieck macht begr iff lich kaum
Schwier igkeiten. Ganz anders dagegen ist es bei krummra ndigen Flächenstücken. 
Hi er können unerwart ete Komplika t ionen auftauchen. Um auf logisch festem Boden zu
stehen, sichert sich der Mathemat iker in solchen Fällen dadurch ab, dass er den fraglichen
Begr iff , hier den Flächeninhalt, durch Axi ome def iniert und dann nur mit diesen Axi omen
arbeitet. Für d en Inh alt A eines Flächenstücks legt man meist 3 Axi ome zugrunde:

I Nichtnegat ivität
Der Fl ächeninhalt ist ni cht negat iv: A & 0

II Addit ivi tät
Der Inh alt einer Fl äche ist di e 
Summe der Inh alte ihre r Teile:
A = A1 + A2 + A3 

III Bewegungsinvar ianz
Kongruente Flächenstücke 
haben gleiche Inhalte.

Diese 3 Axi ome und die Normierung: »Das Einheitsquadrat hat den Inh alt 1« 
liegen auch der Fl ächenberechnung durch Integrale zugrunde. 

Allgemein

1
2--x

2 1
2--t

2

–1
6

y

x

–1
2

1
2y = –x2

1

–1
6

s

t

–1
2

1
2s = –t2

1

–1
6

y

x

–1
2

1
2y = –x2

1

–1
6

s

t

–1
2

1
2s = –t2

1
1
2--x

2 xd
0

1

" 1
2-- x2 xd

0

1

" 1
2--

1
3--* 1

6--= = = 1
2--t

2 td
0

1

" 1
2-- t 2 td

0

1

" 1
2--

1
3--* 1

6--= = =

f x( ) xd
a

b

" f t( ) td
a

b

" f .( ) .d
a

b

" f …( ) …d
a

b

"= = =

˙A1 A2 — A1 = A2

A1

A2 A 3= + +A
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"  Potenzsummen

Zur Berechnug von  braucht man eine Formel für di e Summe der 2. Potenzen, 

für  eine für di e Summe der n-t en Potenzen. 

Formeln für solche Potenzsummen sind nicht leicht zu f inden. Erst 2000 Jahre nach
ARCHIMEDES  gelingt es dem itali enischen Mathemat iker Francesco Bonaventura CAVA-
LIERI  (1598 bis 1647), Formeln für Potenzsummen bis zum Grad 9 aufzustellen und damit
Integrale zu berechnen der Form

 für n‘ {0, 1, … , 9}

Arbeitet man viel mit Summen in der Form wie 12 + 22 + … + n2, dann wird diese ausführ -
liche Schreibweise schnell schwerfällig. 
Zur Abhilfe h at man eine Abkürzung geschaffen: 12 + 22 + … + n2 = .
Allgemein bedeutet  = a(1) + a(2) + … + a(n).

Man ersetzt also im Term a(i) die Var iable i der Reihe nach durch 1, 2, … , n und addiert
die entstandenen Ausdrücke. Das Zeichen (großes gr iechisches Sigma) er innert an
»Summe«. So gilt

 = n(n+1)  = n(n+1)(2n+1)

 = n2(n+1)2  = n(n+1)(2n+1)(3n2+3n–1) 

 = n2(n+1)2(2n2+2n–1)  = n(n+1)(2n+1)(3n4+6n3–3n+1)

 = n2(n+1)2(3n4+6n3–n2–4n+2)

 = n(n+1)(2n+1)(5n6+15n5+5n4–15n3–n2+9n–3)

 = n2(n+1)2(n2+n–1)(2n4+4n3–n2–3n+3)

Im Anhang f indet man eine Beweismethode.

#  Verschieden breite Streifen
1650 schaff t es Pierre de FERMAT  (1601-1665),

das Integral  für n ‘ ˝  zu berechnen.

Er verwendet dazu ein besonders ausgeklügeltes
Verf ahren: Für 0 <q < 1 zer legen die Potenzen qi,
i ‘ ˝ , das Intervall [0;1] in unendlich viele Teilin ter-
valle. Die Breite des i-t en Streifens (von rechts
nach links gezählt !) ist qi–1–qi, seine Höhe ist (qi)n

für di e Untersumme und 
(qi–1)n für di e Obersumme. 

x2 xd
0

1

"
xn xd

0

1

"

xn xd
a

b

"

i 2

i 1=

n
/

a i( )
i 1=

n
/

/

i
i 1=

n
/ 1

2
-- i 2

i 1=

n
/ 1

6
--

i 3

i 1=

n
/ 1

4
-- i 4

i 1=

n
/ 1

30
-----

i 5

i 1=

n
/ 1

12
----- i 6

i 1=

n
/ 1

42
-----

i 7

i 1=

n
/ 1

24
-----

i 8

i 1=

n
/ 1

90
-----

i 9

i 1=

n
/ 1

20
-----

xn xd
0

1

"

x

1
qiqi+1 qi–1qi–1–qi

(qi)n

(qi–1)n

f (x) = xn

1

y
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Damit ergibt sich: 
Untersumme

Un(q) = 

Unter versteht man den Grenzwert

Obersumme

On(q) = 

Nach der Formel für geometr ische Reihen,  für |x| <1, ist dann

Un(q) = 

On(q) = 

Je näher q bei 1 liegt, desto feiner ist die Streifen-Ein teilung, desto mehr nähern sich
Unter- und Obersumme.
Grenzwerte:

 = 

Wegen Un(q) = On(q)·qn gilt

Ergebnis  = 

Die Streifenmethode funkt ioniert a uch dann, wenn man allgemein von a bis b integr iert.  
Die Rechenausdrücke werden dann aber recht unübersichtli ch.

qi 1– qi–( ) qi( )n

i 1=

0
/ 1

q-- 1–( ) qi( )n 1+

i 1=

0
/ 1

q-- 1–( ) qn 1+( )i

i 1=

0
/ 1

q-- 1–( ) qn 1+( )i

i 0=

0
/ 1–# $

% &= = =

…
i 1=

0
/ …

i 1=

n
/

n ˛ #  
lim

qi 1– qi–( ) qi 1–( )n

i 1=

0
/ 1 q–( ) qi 1–( )n 1+

i 1=

0
/ 1 q–( ) qn 1+( )i

i 0=

0
/= =

xi

i 0=

0
/ 1

1 x–
---------=

1
q
-- 1–( ) qn 1+

1 qn 1+–
------------------ 1 q–( )qn

1 qn 1+–
------------------=

1 q–( ) 1
1 qn 1+–
------------------ 1 q–( )

1 qn 1+–
------------------ 1

1 qn 1+–
1 q–( )

------------------
------------------ 1

1 q q2 … qn+ + + +
-------------------------------------= = =

x

10

3
4(–)03

4(–)13
4(–)23

4(–)3
x

1
2(–)01

2(–)11
2(–)21

2(–)3

x

7
8(–)07

8(–)17
8(–)27

8(–)3

Onq˛ 1
lim q( ) 1

1 q q2 … qn+ + + +
-------------------------------------

q˛ 1
lim 1

n 1+
---------=

Unq˛ 1
lim q( ) On q( ) ·qn[ ]

q˛ 1
lim 1

n 1+
--------- 1* 1

n 1+
---------= = =

xn xd
0

1

"
1

n 1+--------
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Aufgaben

¿1 Berechne  mit

a) f (x) = 4x b) f (x) = – x c) f (x) = 6x2

d) f (x) = – x2 e) f (x) = x + x2 f ) f (x) = 2x – 3x2

¿2 Berechne  für di e Integrat ionsintervalle [a;b], mit a, b > 0

a) [0;6] b) [3;6] c) [a;b] d) [–b;0] e) [–b;b]

3 Berechne  für di e Integrat ionsintervalle [a;b], mit a, b > 0 

a) [0;6] b) [2;6] c) [a;b] d) [–b;0] e) [–b;b]

4 Begründe: Für b > 0 gelten die Sätze:
a) Ist G f symmetr isch zum Ursprung, so ist 

 und .

b) Ist G f symmetr isch zur y-A chse, so ist 

 und .

5 a) Berechne  und 

•b) Für w elchen Wert ( ! 3) von c gilt : 

6 Zeichne Gf mit f (x) = 4x – x2, Df = [0;6] und berechne

a) b) den Inh alt der Fl äche zwischen Gf und der x-A chse.

7 Berechne

a) b) c)

d) e) f )

f x( )dx
0

1

"
1
2--

3
2--

x2dx
a

b

"

x3dx
a

b

"

f x( )dx
b–

0

" f x( )dx
0

b

"–= f x( )dx
b–

b

" 0=

f x( )dx
b–

0

" f x( )dx
0

b

"= f x( )dx
b–

b

" 2 f x( )dx
0

b

"=

2 x–( )dx
0

2

" 2 x–( )dx
0

6

"

2 x–( )dx
0

3

" 2 x–( )dx
0

c

"=

f x( )dx
0

6

"

t td
0

1

" s s+ 2( )ds
0

1

" 2. 3.+ 2( ) .d
0

1

"

6st 2ds
0

1

" 6st 2dt
0

1

" 6st 2du
0

1

"
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•8 Berechne c>0 so, dass gilt

a) b)

•9 Berechne mit den F ormeln für P otenzsummen die Integrale als 
Grenzwerte von Obersummen.

a) b) c)

•10 f (x)=  mit Df  = [–a;a] beschreibt einen Halbkre is um (0|0) mit 
Radius a. Eine Halbellipse mit den Halbachsen a und b entsteht aus 
diesem Halbkre is durch Streckung in y-Ri chtung mit dem Faktor ; 
sie hat also die Gleichung g(x) = f (x).
Berechne den Inh alt einer Elli pse mit den Halbachsen a und b.

•11 fa(x) = x2(a–x)

a) Diskut iere f 9 und zeichne Gf9
.

b) Eine Schark urv e und die x-Achse begrenzen ein Fl ächenstück mit 
Inhalt 9. Bestimme a.

˜12 f sei echt monoton steigend mit f (0)=0, außerdem sei d =f(b) mit b >0.
g sei die Umkehrfunk t ion f–1 von f.

a) Begründe an einer Skizze:  = bd – .

b) Wie kann man  mit der Umkehrfunk t ion g berechnen ? (0<a<b)

c) Berechne mit den Formeln von a)  und b)  die Integrale

 und .

4 2x–( )dx
0

c

" 0= 2x 3x2–( )dx
0

c

" 0=

x4dx
0

1

" x7dx
0

1

" x9dx
0

1

"

a2 x2–

b
a--b

a--

x

y

–a a

Halbkre is
f (x) = a2–x2

x

y

–a a

Halbellipse
f(x) = –  a2–x2b

a

1
12
-----

f(x) dx
0

b

" g(y)dy
0

d

"

f(x) dx
a

b

"

x3 xd
0

8

" x3 xd
1

8

"
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III. Integral un d Hauptsatz

1.Integralfunk t ion

Das bestimmte Integral er laubt es, 
zu einer Funk t ion f eine neue Art v on Funk t ionen Fa zu def inieren:

Der Funk t ionswert F a(x) ist di e Flächenbilanz der Fl äche, 
die begrenzt ist v on Gf und der x-A chse zwischen a und x.

Den Bil dern entnimm t man:

Jede Integralfunk t ion Fa hat mindestens
die Nullstelle a: 

Fa(a)=  = 0.

Li egt Gf in einem Intervall I 1 
(zum Beispiel [a ;x1]) über der t-A chse, 
so steigt Fa echt monoton, weil die Flä-
chenbilanz zunimmt mit wachsendem t.

Hat f eine Nullstelle x2 mit Vorzeichen-
wechsel von + nach –, so hat Fa dort ein
Maximum. 
Denn vor x2 nimmt der Flächeninhalt zu;
nach x2 liegt Gf unter der t–Achse, der
neu hinzu k ommende Flächeninhalt wird
subtra hiert v om bisher Angesammelten.

Def init ion: Ist f auf einem Intervall I in tegr ierbar, dann heißt f ür a, x‘ I

Fa mit Fa(x)= eine Integralfunktion  von f.

f heißt Integrandfunktion .

f t( ) td
a

x

"

x
x1a

Gf t

Fa(x1)

Fa(x1)

a x1

x
x2a

t
Fa(x2)

a x2

M
ax

im
um

Fa(x2)

In teg ralfunktion F a

GFa

GFa

Integrandfunkti on f

Gf

f t( ) td
a

a

"
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Li egt Gf in einem Intervall I 2 
(zum Beispiel [x2;x3]) unter der t-Achse,
so fällt Fa von x2 an echt monoton, 
weil die Flächenbilanz abnimmt mit
wachsendem t.

Hat f eine Nullstelle x4 mit Vorzeichen-
wechsel von – nach +, so hat Fa dort ein
Minim um. 
Denn vor x4 nimmt der Flä-cheninhalt
ab; nach x4 liegt Gf über der t–Achse,
der neu hinzu kommende Flächeninhalt
wird addiert zum bisher Angesammel-
ten.

Eine Verschiebung der Sta rtst elle 
verschiebt den Graphen von Fa 
in y-Ri chtung. 
Wählt man im Beispiel x1 als neue Start-
stelle, so fehlt in jeder Flächenbilanz der
Inhalt Fa(x1). 
Der neue Graph ist also um diesen Wert
nach unten verschoben (Fa(x1)>0).

Rechner isch:

Fa(x) =  

Fa(x) = Fa(x1) + Fx1
(x)

also ist Fx1
(x) = Fa(x) – Fa(x1)

x
x1

Gf

t

GFx1

Fa(x1)

Fa(x1)

a x1

GFa

a

x
x4a

Gf

t
a

Minim um Fa(x4)

x4

Fa(x4)

GFa

x2

x
x3a

Gf

t

Fa(x3)

a
x3

Fa(x3)

GFa

x2

f(t) dt 
a

x

" f(t) dt 
a

x1

" f(t) dt
x1

x

"+=



44

BARTH •KRUMBACHER III.  Integral un d Hauptsatz     Hauptsatz der Diffe renzial- und Integralrechnung

2.Hauptsatz der Diffe renzial- und Integralrechnung

Im vor igen Abschni tt haben wir aus Bildern abgelesen, welche Eigenschaften einer
Integralfunk t ion aus einer stet igen Integrandfunk t ion f folgen. Diese lassen ver-
muten, dass eine Integralfunk t ion Fa eine Stammfunk t ion F ihre r Integrandfunk-
t ion f ist. Eine einf ache Überlegung zeigt das für den Sonderfall f (x)&0 und h>0 :

Wie bei der Streifenmethode ist der Flächenzuwachs eingegrenzt von 2 Rechteck-
f lächen: m sei der kl einste, M der größte Funkt ionswert im In tervall [x ;x+h].

Flächenvergleich: m·h % Fa(x+h) – Fa(x) % M·h

Division durch h: m % % M

Beim Grenzwert f ür h˛ 0 werden m und M gleich f (x), falls f stet ig ist:

f (x) % % f (x)

das heißt, Fa  ist diffe renzierbar und hat di e Ableitung f(x) – wie oben vermutet.

Beim Beweis haben wir eine stet ige Funk t ion f verwendet, die auf [x ;x+h] posit iv
ist. Das Ergebnis gilt  aber für beliebige stet ige Integranden f. 
NEWTON  und LEIBNIZ  haben dies unabhängig voneinander in der 2.Hälf te des
17.Jahrhunderts gefunden. 

Gf

t

Fa(x)

a x x+h

Gf

t

a x x+h

Gf

t

a x x+h

Fa(x+h)Fa(x+h) Fa(x+h)
– Fa(x)

Flächen-
zuwachs

t

a x x+h

Fa(x+h)
Fa(x+h)
– Fa(x)

Gf

t

a x x+h

t

a x x+h

Fa(x+h)
f (x) f (x)

Gf Gf

mm·h MM·h

Flächen-
zuwachs

Fa x h+( ) Fa x( )–
h

------------------------------------------

Fa x h+( ) Fa x( )–
h

------------------------------------
h˛ 0
lim
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Dieses Ergebnis ist beka nnt als 

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

f sei stetig auf dem Intervall I,

Fa sei eine Integralfunktion von f mit Fa(x) =  mit a‘ I, DFa =I .

Dann ist F a auf I differenzierbar und es gilt: Fa'(x) = f(x)

In Wort en: Die Ableitung einer Integralfunk t ion einer stet igen Integrandfunk t ion 
ist der In tegrand selber.

 Oder: Eine Integralfunk t ion Fa einer st et igen Integrandfunk t ion f ist 
Stammfunk t ion von f.

In der Schreibweise von L EIBNIZ  sieht der H auptsatz so aus:  = f(x) .

Dar in zeigt sich deutli ch, dass Integrat ion und Diffe renziat ion 

umgekehrt e Operat ionen sind: .

Aus dem Hauptsatz folgt eine sehr wi cht ige Formel fürs In tegr ieren. 

Weil Fa eine Stammfunk t ion von f ist,  gilt   = F(x) + C; 

dabei ist F e ine beliebige Stammfunk t ion von f und C die passende Konstante. 

Der Wert v on C ergibt sich, wenn man a für x e insetzt:  = 0

 0 = F(a) + C — C = –F(a), also ist  = F(x) – F(a).

Damit haben wir e ine andere Fassung des Hauptsatzes gefunden.
Sie ist die grundlegende Formel fürs In tegr ieren:

Hauptsatz  = F(b) – F(a)

In der Pra xis geht man so vor:  = F(3) – F(–1)

= (33–32+5·3)– ((–1)3–(–1)2+5(–1)) = 33 – (–7) = 40.

F ist d abei eine beliebige Stammfunk t ion von f.

Mi thilfe d es Hauptsatzes kann man jede stet ige Funkt ion f integr ieren, 
von der eine Stammfunk t ion F bekannt ist. Kennt man keine Stammfunk t ion,
dann bleibt nur n och die mühsame Streifenmethode.

f(t) td
a

x

"

d
dx
----- f(t) dt

a

x

"

d
dx
----- 3t 2 2t– 5+( ) td

a

x

" 3x2 2x– 5+=

f(t) dt
a

x

"

f(t) dt
a

a

"
f(t) dt

a

x

"

f(t) dt
a

b

"

(3x2 2x– 5) + xd
1–

3

" [x3 x2– 5x]+ 1–
3=
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Ebenso lassen sich mit dem Hauptsatz einf ache Integral-Ei genschaften einsehen:

Faktorformel

link e Seite = k·F(b) – k·F(a) = k(F(b) – F(a)) = rechte Seite

Summenformel

link e Seite = (F(b)+G(b)) – (F(a)+G(a))
= F(b)–F(a) + G(b)–G(a) = rechte Seite

Addit ivität

link e Seite = F(b)–F(a) = F(u)–F(a) + F(b)–F(u) = rechte Seite

Vertauschen der Integrationsgrenzen
bewirk t eine Vorzeichen-Änderung des Integrals:

link e Seite = F(a) – F(b) = –(F(b) – F(a)) = rechte Seite

Beim In tegr ieren nach links zähl en also in der Fl ächenbilanz
Flächenstücke negat iv, die über der x-A chse liegen,
Flächenstücke posit iv, die unter der x-A chse liegen.

k f(x) dx*
a

b

" k f(x) dx
a

b

"*=

[f(x) + g(x)] dx
a

b

" f(x) dx
a

b

" g(x) dx
a

b

"+=

f(x) dx
a

b

" f(x) dx
a

u

" f(x) dx
u

b

"+=

f(x) dx
b

a

" – f(x) dx
a

b

"=

x2 xd
1–

0

" [1
3--x

3]
1–
0 0( ) 1

3--–( )– 1
3--= = = x2 xd

0

1–

" [1
3--x

3]
0
1– 1

3--–( ) 0( )– 1
3--–= = =

y

–1
x

‡x2dx
= – –130

–1y

–1
x

Integrat ions-
Richtung

Integrat ions-
Richtung

‡x2dx
= –13

0

–1

a

Integrati on nach links Integrati on nach rechts
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Integrand – Integralfunktion
Bei der Def init ion der Integralfunk t ion haben wir aus Bildern einige Eigenschaf-
ten der Integralfunk t ion abgelesen, ohne diese Integralfunk t ion durch Integr ieren
überhaupt bestimmt zu haben. Mi t dem Hauptsatz lassen sich diese Zusammen-
hänge nun begründen und weitere f inden. Von besonderen Punkten (Extre m- oder
Flachpunkte) der Integralfunk t ions-Kurv e weiß man so allerdings nur den x-Wert;
der y-Wert (Funk t ionswert) ist e rst durc hs Integr ieren zu haben. 
Die Begründungen beruhen darauf, dass der In tegrand da, wo er stet ig ist, 
gleich ist der Ableitung der In tegralfunk t ion:

Beispiel:  F(x) = Vor der In tegrat ion lesen wir Ei genschaften 
von GF aus den Eigenschaften von Gf ab:

– GF hat di e 3fache Nullstelle 5, denn: 
F(5)=0, F'(5)=f(5)=0 und F''(5)=f '(5)=0,

– GF steigt echt monoton für 2 %x,

– GF fällt echt monoton für x %2,

– GF hat Waagrechtpunkte bei 2 und 5,

– GF hat einen Tiefpunkt bei 2,

– GF hat k einen Hochpunkt,

– GF hat Wendepunkte bei 3 und 5,
bei 5 sogar einen Terra ssenpunkt
mit bekanntem y-Wert 0.

Integrand f
(differen-
zierbar)

Integralfunktion

F(x) =  

Begründung mit dem
Hauptsatz
F'(x) = f(x )

f (x) > 0

f (x) < 0

f (x0) = 0

GF steigt echt monoton

GF fällt echt monoton

GF hat Waagrechtstelle x0

F'(x) = f(x) > 0

F'(x) = f(x) < 0

F'(x0) = f(x0) = 0

Vorzeichen-
wechsel bei x0:

von + zu –
von – zu +

GF hat bei x0 einen:

Hochpunkt
Tiefpunkt

F'(x0) = f(x0) = 0

F''(x0) = f '(x0) < 0
F''(x0) = f '(x0) > 0

echtes inneres
Extre mum 

bei x0 

GF hat bei x0
einen Wendepunkt

Vorzeichenwechsel von F '' = f ' bei x0
oder: F''(x0) = f '(x0) = 0 und

F'''(x0) = f ''(x0) !  0

f(t) dt
a

x

"

y

x
–1

1
5

1

3
2

Integrand  f (x) = –(x–2)(x–5)21
2

Gf

1
2-- t 2–( ) t 5–( )2 dt

5

x

"
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Integrat ion

F5(x) =  

= 

= 

F5(x) = 

Nach der In tegrat ion bekommen wir di e 
y-Wert e, die sich nicht aus den Eigenschaf-
ten von f bestimmen lassen:
y-Wert d es Tiefpunkts F5(2) = –  ,

y-Wert d es Wendepunkts F5(3) = –2.

Außer der 3f achen Nullstelle 5 muss F5(x) als Polynom vom Grad 4 
noch eine 1fache Nullstelle haben; man f indet sie durch Polynomdivision:

Faktor isierung: F5(x) = . Daraus ergibt sich 1 als 1fache Nullstelle.

Ist der In tegrand bei x0 unstet ig, so darf m an zwar den Hauptsatz bei x0 nicht 
anwenden; trotzdem sind dann manchmal noch Aussagen über GF bei x0 möglich.

Beispiel: f (x) = sgn(x–4), F(x) = 

x0=4 ist Unstet igkeitsstelle,

für x <4 ist f (x)=–1 < 0, 
also fällt GF echt monoton,

für 4 <x ist f (x)=+1 > 0, 
also steigt GF echt monoton.

GF hat also bei 4 einen Tiefpunkt,
ist aber dort ni cht diffe renzierbar.
Für x 0=4 gilt  der H auptsatz nicht.

Integralfunkti on
F5(x) = –(x–1)(x–5)31

8

y

x
–1

1 5

1

32

WEP(3|–2)

TIP(2|– ––)27
8

TEP(5|0)

GF5

f(t) dt
5

x

" 1
2-- (t 3 12t 2 45t 50) dt–+–

5

x

"=

1
2--[

1
4--t

4 4t 3– 45
2----t

2 50t ]5
x–+

1
8--[t

4 16t 3– 90t 2 200t ]5
x–+

1
8--(x

4 16x3– 90x2 200x– 125)+ +

27
8----

(x4 16x3– 90x2 200x– 125):(x 5)3–+ + x 1–=
1
8--(x 1)(x 5)3––

y

x
–1

1
1

f(x) = sgn(x–4)

y

x
–1

1

1

7

–3

Gf

GF1

4

4

f(t) dt
1

x

"
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Stammfunktion – Integralfunktion
Nach dem Hauptsatz ist jede Integralfunk t ion eines stet igen Integranden auch
Stammfunk t ion dieses Integranden. Die Umkehrun g gilt  aber nicht: 
Es gibt Funk t ionen mit Stammfunk t ionen, die keine Integralfunk t ionen sind. 
Begründung: Weil jede Integralfunk t ion mindestens eine Nullstelle hat, kann

eine Stammfunk t ion ohne Nullstelle keine Integralfunk t ion sein.
Beispiel: Integrand f(x) = 

Terme der In tegralfunk t ionen:

Terme der Stammfunk t ionen: FC(x) =  + C

Die Stammfunk t ionen mit C>0 haben keine Nullstelle, sind also keine
Integralfunk t ionen. Das zeigt auch die Rechnung: Soll eine Stammfunk-
t ion auch Integralfunk t ion sein, so muss man ein passendes a finden:

—

Nur f ür C %0 f indet man einen a-Wert un d damit eine Integralfunk t ion,

dann gilt  

1
2--x

1
2--t td

a

x

" [1
4--t

2]a
x 1

4--x
2 1

4--a
2–= =

1
4--x

2

1
4--x

2 C+ 1
4--x

2 1
4--a

2–= C 1
4--a

2–=   also  a2, 4C–=

–1

y

x

1

Stammfunkti on,
aber nic ht In tegralfunkti on
(keine Nullstelle!)

Stammfunkti on
und auch In tegralfunkti on

C=2

C=3

1
4

1
2

a

1
4

x
Schar der In tegralfunkti onen

‡–t dt = –x2 – –a2

1 a = ±2 –C

1
4

Schar der Stammfunkti onen
FC(x) = –x2 + C

C=–3

C=–2

C=–1

C=0

C=1

a=0

a=±2

a=±2 2

a=±2 3

a 2 C–±=
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Zu jeder Stammfunk t ion mit mindestens einer Nullstelle gibt es garant iert 
eine Integralfunk t ion. Als Startst elle eignet sich diese Nullstelle.
Begründung: Ist x 0 Nullstelle der Stammfunk t ion F, so ist F(x0)=0.

Nach dem Hauptsatz gilt :  = F(x) – F(x0) = F(x).

Dies gilt  für j ede Nullstelle. Jede Nullstelle kann als Startst elle der zugehör igen 
Integralfunk t ion dienen; es ergibt sich immer der selbe Term. Im Beispiel hat di e 
Stammfunk t ion mit F–4(x) =  – 4 die beiden Nullstellen –4 und 4. 
Die zugehör igen Integralfunk t ionen haben den selben Term:

Nullstelle –4: Nullstelle 4:  

Ein Bli ck auf di e Bilder zeigt: 

Die Flächenbilanz von  stimmt überein mit der von .

f(t) dt
x0

x

"

1
4--x

2

1
2--t td

4–

x

" [1
4--t

2] 4–
x 1

4--x
2 4–= = 1

2--t td
4

x

" [1
4--t

2]4
x 1

4--x
2 4–= =

4–4

–4

y

x51

y

1

1

–4

Integrati on

F–4(5)

5

f (t) = –t1
2

–4

y

x51

y

t

1

1 4

F4(5)

5

f (t) = –t1
2

Integrati on

Integralfunkti on

F–4(5) = ‡f (t) dt = –94
–4

5
Integralfunkti on

F4(5) = ‡f (t) dt = –94
4

5

1
2--t td

4–

x

" 1
2--t td

4

x

"
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Zum Nachdenken

!  Newtons W eg zum Hauptsatz
In seiner Abhandlung »Tract of f luxi ons« (1666) begründet NEWTON  den Hauptsatz
anschauli ch mit einer Überlegung aus der Bewegungslehre:
Er v ergleicht di e zeitli che Flächenänderung  mit der zeitli chen Abszissenänderung 
und deutet dx als Inhalt eines Rechtecks mit den Seiten dx und 1.
Bei kleinem dt verhalten sich die Änderungen der Flächeninhalte wie die Ordin aten f (x)
und 1.

4

t

–4

–4

y

x1

y

1

1

–4

Integrati on

F–4(3)

3

–4

y

x1

y

1

1 4

F4(3)

Integrati on

3

Integralfunkti on

F–4(3) = ‡f (t) dt = – –74
–4

3
Integralfunkti on

F4(3) = ‡f (t) dt = – –74
4

3

f (t) = –t1
2 f (t) = –t1

2

t

3 3

dF
dt
------ dx

dt
-----

Gf
Flächen-
zuwachs

Fläche

F

dF

Rechteckf läche
x·1 dx·1

x dx

Flächen-
zuwachs

f(x)

1

NEWT ON: Die Flächenzuwächse pro Zeit d t
verhalten sich wie die Ordinaten.

Das ist der Ha uptsatz.

dF
dt
dx
dt

f (x)
1

––– = ––– — ––– = f (x)dF
dx
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"  Ergänzungen zum Beweis des Hauptsatzes
Wir h aben den Hauptsatz bewiesen für st et ige Funkt ionen mit f (x)&0. 
Außerdem haben wir h >0 angenommen. 
Der Beweis ändert si ch nur un wesentli ch, falls man f (x)<0 ist oder h<0 annimmt.

Fall: f(x) ! 0, h<0

Flächenvergleich: m·|h| % | Fa(x+h) – Fa(x)| % M·|h|

Division durch |h|: m % % M

Weil Zähl er und Nenner negat iv sind, können die Betra gstr iche wegbleiben

m % % M

Für h˛ 0 ergibt sich wieder der H auptsatz.

Fall: f(x) <0

Wir betra chten g mit g (x) = –f (x) und g(x)&0. Für g g ilt  der H auptsatz: .

Also gilt  auch  

und damit , q.e.d.

#  Stetigkeit und Hauptsatz
Der H auptsatz gilt  nur an den Stellen, wo die Funkt ion stet ig ist. 
Das Beispiel f (x) = sgn(x -3) zeigt, 
was an der Unstet igkeits-Stelle 3 passiert.

f (x) = sgn(x–3) 

Für x <3 gilt : F0(x) =  = –x.

Für x =3 gilt : F0(3) =  = –3.

Für x >3 gilt : F0(x) =  

ta xx+h

Fa(x+h)
Fa(x+h)
– Fa(x)

Gf

ta xx+h ta xx+h

Fa(x+h)

Gf Gf

m·|h| M·|h|

( < 0 )
Flächenänderung

m f(x) M f(x)

 Fa x h+( ) Fa x( )–
h

------------------------------------------ 

Fa x h+( ) Fa x( )–
h

------------------------------------------

 g(t) dt
a

x

"# $
1 2
% &'

g x( )=

f(t) dt–
a

x

"# $
1 2
% &'

f(t) dt
a

x

"–
# $
1 2
% &'

f(t) dt
a

x

"# $
1 2
% &'

– f x( )–= = =

f(t) dt
a

x

"# $
1 2
% &'

f x( )=

1–  für x 3<
0  für x 3=
1  für x 3>'

+
(
+
)

=

y

x
–1

1
1

3

f(x) = sgn(x–3)

Gf

y

x
–1

1
1

3

f(x) = sgn(x–3)

F0(3) = –3

Gf
(–1) dt

0

x

" [–t] 0
x=

(–1) dt
0

3

"

f(t) dt 
0

x

"
0

3

"= f(t) dt f(t) dt  
3

x

"+ 3– 1 dt 
3

x

" 3 [t] 3
x+–=+ 3– x 3–+ x 6–= = =
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Zuammengefasst:

F0(x) 

F0(x) = |x – 3| – 3

Obwohl der In tegrand f bei 3 unst et ig ist,
ist di e Integralfunk t ion F0 dort st et ig, denn:

 und F0(3) = –3.

Der H auptsatz gilt  aber nicht an der Unstet igkeitsstelle 3, 
weil F 0 dort ni cht diffe renzierbar ist:

F '0(x) und .

$  Merkwürdige Beziehungen zwischen Integral- und Stammfunktion

Der In tegrand hat eine Def init ionslücke oder eine Sprungstelle

Bei den Integralfunk t ionen (Flächenbilanz!) fallen einzelne Punkte nicht ins Gewicht. Ein
Sprung im Graphen des Integranden wirk t sich nur aus als Ecke im Graphen der Integral-
funk t ion. Bei 3 gilt  der H auptsatz nicht: f ist bei 3 ni cht def iniert,  und g ist dort unst et ig.

x–  für x 3<
3–  für x 3=

x 6–  für x 3>'
+
(
+
)

=
y

x

–1

1

1

3

f(x) = sgn(x–3)

6

–3

Gf

GF0

F0(x) = |x–3| – 3
F0<x˛ 3

lim x( ) x–( )
<x˛ 3

lim 3–= =

F0>x˛ 3
lim x( ) x 6–( )

>x˛ 3
lim 3–= =

1–  für x 3<
1  für x 3>'

(
)

= F0
'

<x˛ 3
lim x( ) 1 !  1– F0

'
>x˛ 3

lim x( )= =

y

x
–1

1

1

3

Gf

y

x
–1

1

1

3

g(x) = sgn(x–3)

Gg

f(x)= ––––––– x ! 31
sgn(x–3)

y

x

–2

1

1

3

GF1

In teg ralfunktion

In teg rand

F1(x) = ‡f (t) dt = |x–3| – 2
1

x
G1(x) = ‡g(t) dt = |x–3| – 2

1

xy

x

–2

1

1

3

GG1

3 ist Def init ionslücke 3 ist Sprungstelle
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f und g haben zwar Integralfunk t ionen, aber diese Integralfunk t ionen sind keine Stamm-
funkt ionen.

Der In tegrand h(x) ist auf einem Intervall ni cht def iniert.

Stammfunktionen

y

x

–2

1

1

3

C1=1 C2=–5

C1=0

C2=–7

g ha t keine Stammfunktion.

–x + C1 für x <3
  x + C2 für x >3
  C1,C2‘ ¸

‡f (x)dx =

Im Gegensatz zu f ist  g bei 3 def inier t .
Also müsste eine Stammfunkt ion auch
dor t  def inier t  sein. Das ist  aber  unmög-
lich, weil der  Graph der  Stammfunkt ion
in der  Stelle 3 eine Ecke hätte. Das aber
kann ni cht sein, weil eine Stammfunk t ion
diffe renzierbar sein muss.

Integrandfunk t ion und Stammfunk t io-
nen sind für x=3 nicht def iniert.  In den
beiden Teilbereichen x<3 und x>3 kann
man die Konstanten C1 und C2 unab-
hängig voneinander wählen.

Gaston DARBOUX  (1842 bis 1917) hat
sogar gezeigt, dass Ableitungsfunk-
t ionen keine Sprünge haben können. 

y

4

1

2

In teg rand

x

1 für x %2
2 für x >4

h(x) = y

4

1

2

In teg ralfunktionen

x

H1(x) = ‡h(t) dt = x–1 für x %2
1

x

H3(x) existi ert nic ht

y

4

1

2

Stammfunktionen

x

  x + C1 für x %2
2x + C2 für x >4
  C1,C2‘ ¸

‡f (x)dx = C2=–7

C1=–2

C1=0

C2=–8

–2

–1

Die Integralfunktionen sind jeweils
nur definiert in einem der beiden
Teilbereiche x % 2 oder x & 4.

Die Stammfunktionen
dagegen existieren sowohl
für x % 2  als auch für x > 4.

H4(x) = ‡h(t) dt

= 2x–8
4

x

für x &4
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Aufgaben

¿1 Leite ab: a) b) c) d)

¿2 Bestimme die 2.Ableitung: a) b)

¿3 Bestimme durch Integrat ion den Term F(x) d er In tegralfunk t ion und leite 
ihn ab. Diffe renziere dann unabhängig davon die Integralfunk t ion mithilfe 
des Hauptsatzes (also ohne Integrat ion!).

a) F(x) = b) F(x) = c) F(x) = 

•4 Leite ab: a) b) c)

d) e) f )

g) h)

•5 F0(x) = Fa(x) = 

Wor in unterscheiden sich F0 und Fa ?
Für w elche Wert e von a gilt  F0 = Fa ?

¿6 Berechne: a) b) c)

d) e) f )

g) h) i)

7 Berechne: a) b) c)

(
1

x

" 1 t– t 2)dt+ 1 t  –
1 t+---------

2

x

" dt 1 t 2–
3

x

" dt
4

x

" sinu
1 utan( )2+

----------------------------du

t t 2 1–
0

x

" dt
2–

x

" s
s2 1+
---------ds

(
1–

x

" 3t 2 2t 1–+ )dt (
"

x

" t cost+ )dt
a

x

"a2

v3----dv

(
a

x

" t 2 1– )dt (
x

a

" t 2 1– )dt (
a

x–

" t 2 1– )dt

(
x

x–

" t 2 1– )dt (
a

x2

" t 2 1– )dt (
a

a2

" t 2 1– )dt

(
a

ax

" t 2 1– )dt (
a

x

" t 2 x– )dt

(
0

x

" 12 t 2– )dt (
a

x

" 12 t 2– )dt

(
0

10

" 10 3x2)dx– (
1

2

" 4x3 6x2 4x 6)dx–+–  
3–

2–

" 6
x2----  dx

2,25

6,25

" 1–
x

------ dx 3 ( x 2x– ) dx
16

1

" 2,5  x x dx
9

4

"

3–  1 x4–
x2------------ dx

1

3

" 8 1 x4–
x3------------dx

2–

1–

" 6 1 x4–
x4------------dx

1

0,5

"

 sinx dx
0

"

"  cosx dx
0

"

" (sinx – 2cosx) dx
-"

" /2

"
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8 Berechne: a) b) c)

d) e) f )

•9 Berechne: a) b) c)

d) e) f )  

¿10 Gegeben sind 3 Streckenzüge Gf : 

Skizziere die Graphen von

F0(x) = F1(x) = F–1(x) = 

außerdem für c)  F–2(x) = .

•¿11 Der Gra ph Gf ist ein Strec kenzug.
a) Skizziere die Graphen von

F–2(x) = , F–1(x) = 

F0(x) = , F1(x) = 

b) f (x) = 

Bestimme a und g(x).

 (2x – 1) dx
0

a

"  (2x – a) dx
0

1

"  (2x – a) dx
0

a

"

(2x – a) dx
a–

a

" (2x – a) dx
a 1–

a 1+

" (2x – a)dx
1 a–

a

"

(4x3 a3– ) dx
2a

a

" 6x x a–( ) dx
a–

2a

" 6 x a–( ) x b–( ) xd
a

b

"

2  x b–
a b–
--------- dx

a

b

" 3  x
2 a2–

2a b+
-------------- dx

a

b

" 2  ax b–
a b–
------------ dx

a b–

b a–

"

y

x–2
1

2

Gf

y

x
–2 2

2
Gf

x
–2

2
Gf

y

1

a) b) c)

1

f(t) dt
0

x

" f(t) dt
1

x

" f(t) dt
1–

x

"

f(t) dt
2–

x

"

y

x–2
2

–2

2

Gf

f(t) dt
2–

x

" f(t) dt
1–

x

"

f(t) dt
0

x

" f(t) dt
1

x

"

g(t) dt
a

x

"
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•¿12 Der Gra ph Gf ist ein Strec kenzug.
Skizziere die Graphen von

F–4(x) = , F–1(x) = 

F0(x) = , F1(x) = 

•13 Berechne (Falls nöt ig: 
Fallunterscheidung und Zerlegung 
des Integrat ionsintervalls!)

a) b) c) d)

¿14 f (x) = . Zeichne Gf und berechne:

a) , b) , c) , 

¿15 f (x) = x3 – 3x. Zeichne Gf und berechne: a) b)

¿16 Zeichne Gf der In tegrandfunk t ion und bestimme x:

a) b) c)

17 Bestimme x:

a) b)

c)

•18 Gegeben sind Integranden f (x). Bestimme die Schar der Integralfunk t ionen 

Fa(x) =  und die Schar der Stammfunk t ionen Fc(x). 

Untersuche: Für w elche Zahlen C ist F C(x) zugleich auch Integralfunk t ion?

a) f (x) = 2 b) f (x) = 2x c) f (x) = 2x + 2

d) f (x) = –2x + 4 e) f (x) = 4x3 – 4x f ) f (x) = –12x3+12x2+24x

g) f (x) = 5x4 + 2x h) f (x) = sinx ˜i) f (x) = 2x + sinx

y

x
–2 2

–2

2

Gf

f(t) dt
4–

x

" f(t) dt
1–

x

"

f(t) dt
0

x

" f(t) dt
1

x

"

| x | dx
1–

1

" | x |
1–

1

"  dx x x 1–
2–

2

"  dx  1 x2–  dx
0

2

"

2x 1
2--x

2–

f(x) dx
0

4

" f(x) dx
2

4

" f(x) dx
1–

0

" f(x) dx
5

4

" f(x) dx
1–

2

" f(x) dx
5

1–

"

f(x) dx
0

4

" f(x) dx
0

6

"

1
2--(t

2 12t– 33)dt+
9

x

" 0= 1
2-- (t 2 4t– 3)dt–

3–

x

" 20
3----= 1

2--(t
2 4t 1

3--)dt–+
5–

x

" 4–=

(4t 3 12t 2– 14t 34)dt+–
4

x

" 0= (4t 3 130t– )dt
7

x

" 720=

(4t 3 30t 2 50t+– )dt
6

x

" 36–=

f(t) dt
a

x

"
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•19 f (x) = x2(4 – x), I  = 

a) Wie ändert si ch der Wert I,  wenn man f (x) ersetzt durc h
å) g(x) = f(x) + 1 ˜’ ) h(x) = f(–x+2) ?
Begründe die Aussagen geometr isch.

b) F(x) = 

Beschreibe GF möglichst genau (Nullstellen, Monotonie, gegebenfalls 
die x-Wert e von Hoch-, Tief- und Wendepunkten), ohne zu integr ieren.
Begründe die Aussagen und skizziere GF .

c) Für w elche Zahlen C ist FC(x) =  + C zugleich auch eine Inte-
gralfunk t ion von f  ?

•20 h(x) = 

a) Zeichne Gh.

b) H(x) = å) Berechne die Nullstellen von GH.
’ ) Berechne die Stellen der Extre ma.

Von welcher Art sin d die Extre mpunkte?
©) Welches Vorzeichen hat H(–2) ? (Keine Rechnung!)

˜c) Berechne den Term H(x) durc h Integrat ion.
d) Zeichne die Untersumme mit 4 gleich breiten Streifen für H(1) e in und 

berechne ihren Wert.

•21 Glättungseffekt der In tegralfunk t ion
Zeichne Gf und GF und beschreibe das Verhalten (Stet igkeit , Diffe renzier-
bark eit) an der St elle a. 

a) f (x) = F(x) = a = 0

b) f (x) = sgn(x–2)2 F(x) = a = 2

c) f (x) = |x – 1| F(x) = a = 1

•22 Glättungseffekt der In tegralfunk t ion
Zeichne Gf und GF und beschreibe das Entstehen und Verschwinden 
isolierter Def init ionslücken beim Diffe renzieren und Integr ieren.

f(x) dx
0

2

"

f(t) dt
0

x

"

f(t) dt
0

x

"

x2 1–  für x % 0
1 x2–  für x > 0'

(
)

h(t) dt
1–

x

"

2x–  für x < 0
1  für x & 0'

(
)

f(t) dt
0

x

"

f(t) dt
1

x

"

f(t) dt
0

x

"
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a) f (x) = F(x) = a = 0

b) f (x) = F(x) = a = 0

c) f (x) = 2 – F(x) = a = 2

˜23 Es gilt  der Satz: Ist a eine n-fache Nullstelle (n>1) der diffe renzierbaren
Funk t ion f, dann ist a eine (n–1)-fache Nullstelle von f '.

Bei der Umkehrun g muss man vorsicht ig sein.

Sei FC(x) =  und a eine n-fache Nullstelle von f.

a) Zeige: Man kann C immer so wählen, 
dass a eine (n+1)-fache Nullstelle von FC ist.

b) Gib ein Beispiel an mit a =0 und n=2, in dem es 2 verschiedene Lösun-
gen für C g ibt.

•24 Die 4 Polynomkurv en mit den Funk t ionstermen f (x), f '(x), 

 und  haben ganzzahlige Null- un d Waagrechtstellen.

Welche Kurv e gehört zu w elchem Term ? Welche Wert e haben a und b ?

1
sgnx
----------- f(t) dt

1–

x

"

1
sgnx( )2----------------- f(t) dt

1

x

"

x 2– x 2–( )
x 2–

-------------------------- f(t) dt
3

x

"

f(t) dt
C

x

"

f(t) dt
a

x

" f '(t) dt
b

x

"

y

x
–4–10 105 8

y

x
–4–10 105 8

y

x
–4–10 105

8

y

x
–4–10 10

5
8

I I I

III IV
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˜25 Die Polynomkurv en Gf , Gg, Gh, Gk und Gl haben ganzzahlige Null- un d 
Waagrechtstellen. Eine dieser Polynomkurv en ist die Kurv e eines Integran-
den, andere sind Kurv en zugehör iger Stamm- und Integralfunk t ionen.
Welche Kurv e ist die des Integranden?
Welche Kurv e gehört zu e iner seiner Stammfunk t ionen?
Welche Kurv e gehört zu e iner seiner Integralfunk t ionen?
(Nenne gegebenenfalls mögliche untere In tegrat ionsgrenzen.)

y

x
–5

–10
1 5

y

x
–1 1 43

y
x

–1 1 4
3

y

x
–1 1 43

y

x
–1 1 43

y

x
–1 1 43

Gf

Gg

Gh

Gl

Gh

Gk

10 13 15

y

x
–5–10 1 5 10 13 15

y

x
–5–10 1 5

10
13 15

y

x
–5–10 1 5 10

13
15

y

x
–5–10 1 5 10 13 15

Gf

Gg

Gl

Gh

Gk

a) b)
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–1

–1 1 x

y

–5

10

5
1

10

–10

5

–13

A1

A2
A3

A4

Abgebildet sind eine Parabel mit ganzzahligen
Nullstellen, die die y-Achse tr iff t in – sowie die
Kurv e dazu gehör iger In tegralfunk t ionen Fa.

8
3

a) Li es ab die Näherungswerte für di e
Flächeninhalte A1 bis A4.

b) Bestimme Fa(x) (Faktor isierung!)
und berechne die exakten
Flächeninhalte A1 bis A4.

•26
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–1

1
x

y

–3

3 5

1

A1

A3 A4

A5

–2

–2

4

4

6

–6

˜27

A2

Abgebildet sind die Kurv e der Funk t ion f und
die dazu gehör iger In tegralfunk t ionen Fa.

f (x) = –x2 – –x – –1
2

5
3

4
3

a) Li es ab die Näherungswerte für di e
Flächeninhalte A1 bis A5.

b) Li es ab die Näherungswerte für di e
oberen Grenzen u, v, w, wenn gilt

‡f (x)dx = 0 ‡f(x)dx = 0 ‡f(x)dx = 1

c) Bestimme Fa(x) (Faktor isierung!)
und berechne die exakten
Flächeninhalte A1 bis A5.

u

1 0

v w

0
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IV.Anwendung der In tegralrechnung

1.Flächeninhalt

Hauptaufgabe der In tegralrechnung ist di e Berechnung von Flächeninhalten.
Bei j eder Fl ächenberechnung gilt : Flächeninhalte sind nicht negativ .

Das Integral  liefert j edoch nicht  immer den Flächeninhalt, 

sondern nur di e Flächenbilanz (die sogar negat iv sein ka nn !).

Einf achster Typ: Die Fläche liegt zwischen der K urv e Gf und der x-A chse.

Beispiel:  f (x) = x2(3 – x)
Gesucht ist der Inhalt A der Fläche, die
von –2 bis 4 zwischen Gf und der x-Achse
liegt. Das Bild zeigt di ese Fläche: 
Sie besteht aus 3 Flächenstücken.
Die Flächenstücke grenzen an 
den Nullstellen von f aneinander, 
nämlich in 0 (2fach) und 3 (1fach).

In der Praxis berechnet man die Flächen-
stücke Ai getrennt, die über und unter
der x-A chse liegen:

, A1 = 

, A2 = 

, A3 = 

A = A1 + A2 + A3 =  +  +  = 

Dagegen liefert  die Flächenbilanz: A1 + A2 – A3 = 

Bei gerader Vielfachheit  einer Nullstelle ist ein Teilin tegral unn öt ig:

, A* = 

A = A* + A3 =  +  = 

f(x) dx
a

b

"

2
9--

–2

y

x
–1

1

4

3

Gf

f (x)= –x2(3–x)2
9

Fläche zwischen
Kurv e und x-Achse

von –2 bis 4

2
9--x

2 3 x–( )dx
2–

0

" 2
9-- 3x2 x– 3( )dx

2–

0

" 2
9--[x

3 1
4--x

4]
2–

0– 0 2
9-- 8– 4–( )– 8

3--= = = = 8
3--

2
9--x

2 3 x–( )dx
0

3

" 2
9-- 3x2 x– 3( )dx

0

3

" 2
9--[x

3 1
4--x

4]
0
3– 2

9-- 27 81
4----–( ) 0– 3

2--= = = = 3
2--

2
9--x

2 3 x–( )dx
3

4

" 2
9-- 3x2 x– 3( )dx

3

4

" 2
9--[x

3 1
4--x

4]
3
4– 2
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Formal löst man die Aufgabe so: 

A = . 

Der Betra g bewirk t, dass die Flächen-
stücke unter der x-Achse nach oben ge-
klappt und posit iv gezählt werden. 
Vor der Integrat ion beseit igt man die
Betra gstr iche mit Fallunterscheidung:

Allgemeiner Typ: Die Fläche liegt zwischen 2 Kurv en Gf und Gg.

Beispiel:  f (x) = x2(4 – x), g(x) = x2 

Gesucht ist der Inh alt der Fl äche, die 
von –2 bis 4 zwischen Gf und Gg liegt.

Auch hier berechnet man die Flächen-
stücke Ai einzeln. Diese hängen ab von 
den Schni ttpunkten von Gf und Gg.
Schni tt von Gf und Gg:
f (x) = g(x) oder f (x) – g(x) = 0

x2(4 – x) – x2 = 0 — x2(3 – x) = 0

Schni ttstellen: 0 (2fach), 3 (1fach)
Ein solches Flächenstück Ai errechnet 
sich als Differenz zweier Flächenstücke:
Das große liegt zwischen der x-Achse und der oberen Kurv e,
das kleinere zwischen der x-A chse und der un teren Kurv e:

A1 =  –  = (Summenformel !)

Dem Bil d entnimm t man: Im 1. und 2. Integrat ionsintervall li egt 
Gf über Gg, im 3. unter Gg. A1 und A2 ergeben sich also gleich als 
Integral der Diffe renzfunk t ion f(x)–g(x):

A1 =  =  =  = 

A1 = 

A2 =  =  = 

y

x
1

–2 43

G|f |
|f (x)| =| –x2(3–x)|2

9

|f(x)| dx
a

b

"

| f(x) | f(x)  für f(x) &0
f(x)–  für f(x) <0'

(
)

=

1
3--

1
3--

y

x
–2 1 4

1

3

Gf

Gf
Fläche zwischen

2 Kurven
von –2 bis 4

Gg

A1
A2

A3

g(x)= –x21
3

f (x)= –x2(4–x)1
3

1
3--

1
3--

1
3--

f(x) dx
2–

0

" g(x) dx
2–

0

" (f(x) –g(x)) dx
2–

0

"

(f(x) –g(x)) dx
2–

0

" 1
3--x

2 3 x–( )dx
2–

0

" 1
3-- 3x2 x3–( )dx

2–

0

" 1
3--[x

3 1
4--x

4]
2–

0–

0 1
3-- 8– 4–( )– 4=

(f(x) –g(x)) dx
0

3

" 1
3--x

2 3 x–( )dx
0

3

" 1
3--[x

3 1
4--x

4]
0
3– 1

3-- 27 81
4----–( ) 0– 9

4--= =
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A3 =  =  =  = 

A = A1 + A2 + A3 = 4 +  +  = 

0 ist 2f ache Schni ttstelle, bei 0 berühre n sich beide Kurv en ohne
Durchdr ingung. Also lässt sich auch hier ein In tegral einsparen:

A* =  = 

A = A* + A3 =  +  = 

Im vor igen Beispiel liegen alle Flächenstücke über der x-A chse. Doch das Verf ah-
ren klappt auch dann, wenn Teile der Fl ächenstücke unter der x-A chse liegen.
Begründung: In Gedanken addiert man zu beiden Termen f (x) und g(x) eine

Konstante c, die so groß ist, dass alle Flächenstücke dann über
der x-A chse liegen. Für f (x)&g(x) gilt  dann:

A = 

Allgemein g ilt : Ist f (x)&g(x) in [a ;b], dann ist der Inh alt A der Fl äche von a bis b

zwischen den Kurv en Gf und Gg: A = 

Vorm In tegr ieren muss man die Schni ttstellen berechnen;
diese sind die Nullstellen der Diffe renzterms f (x)–g(x).

Bewährt es Rezept:
• Bilde den Diffe renzterm: f (x)–g(x) [oder g(x)–f(x)]
• Bestimme die Nullstellen des Differenzterms,

das sind die Schni ttstellen beider Kurv en 
und zugleich die Integrat ionsgrenzen.

• Integr iere den Diffe renzterm auf den Intervallen, 
die diese Nullstellen bilden.

• Addiere die Beträ ge dieser Teilin tegrale.

(g(x)–f(x)) dx
3

4

" 1
3--x

2 3– x+( )dx
3

4

" 1
3--[ x– 3 1

4--x
4]

3
4+ 1

3-- 64– 64+( ) 9
4--+= 9

4--

9
4--

9
4--

17
2----

(f(x) –g(x)) dx
2–

3

" 1
3--[x

3 1
4--x

4]
2–

3– 1
3-- 27 81

4----–( ) 1
3--– 8– 4–( ) 9

4-- 4+ 25
4----= = =

25
4----

9
4--

17
2----

[(f(x) +c) – (g(x)+c)] dx
a

b

" (f(x) – g(x)) dx
a

b

"=

(f(x) – g(x)) dx
a

b

"
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Aufgaben

Fläche zwischen Kurve und x-Achse

¿1 f (x) = 4x(x + 2)(x – 5)
Bestimme den Inh alt der Fl äche,
die von a bis b zwischen Gf und der x-A chse liegt.
a) a = –1, b = 0 b) a = 0, b = 1 c) a = –1, b = 1
d) a ist di e kleinste, b die größte Nullstelle von f.

¿2 f (x) = 105(x2 – 1)(x4 – 1)
Bestimme die Inhalte der Fl ächenstücke,
die Gf und die x-Achse einschließen.

•3 Eine Polynomfunkt ion vom Grad 4 habe die Eigenschaften:
– Gf hat den Ursprung als Terra ssenpunkt und die Nullstelle 4,
– die Fläche zwischen Gf und der x-A chse hat den Inh alt 6,4.

Bestimme f(x) und skizziere Gf .

•4 f (x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e
Bestimme die Koeff izienten a bis e so, dass gilt :
– Gf hat im U rsprung eine Tangente mit St eigung 8,
– Gf hat den Wendepunkt (2|0),
– Gf und die x-Achse begrenzen zwischen 0 und 2 ein Fl ächenstück

mit Inh alt 1,6.

•5 Jedes Schaubild der folgenden Scharfunk t ionen begrenzt mit der x-A chse
ein endliches Flächenstück.
Bestimme den Scharparameter so, dass dieses den Inh alt A hat.

¿a)  fa(x) = ax(x +a), A = 54 b) ga(x) = ax2 + 2x, A = 12

c) ha(x) = x(x –a)2, A = d) ia(x) = , A = 72

•¿6 fa(x) = 

a) Bestimme den Inh alt A(a) der Fl äche zwischen Gfa
 und der x-A chse.

b) Für w elche Wert e von a ist der Fl ächeninhalt A(a) gleich 8 ?
c) Bestimme a so, dass A(a) möglichst groß ist,

und gib den maximalen Flächeninhalt an.

Gegeben ist di e Integralfunk t ion F4 mit F4(x) = 

d) Bestimme den Term F4(x) und alle seine Nullstellen.
e) Bestimme die Hoch-, Tief- und Wendepunkte von GF4

.
Skizziere Gf4

 und GF4
 in ein und dem selben Koordinatensystem.

1
4--
1

12---- 1
9--

2
3a2------x3 2

a--x
2–

4
a2---- a 8–( ) x2 ax–( )

f4(t) dt
4

x

"
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•7 fa(x) = 
Für w elchen Wert a >0 begrenzen das Schaubild von fa und die x-Achse
eine möglichst kl eine Fläche?

•8 Gegeben ist j eweils eine Funk t ionenschar. Bestimme den Scharparameter 
so, dass das zugehör ige Schaubild und die x-Achse eine Fläche von extre-
malem Inh alt einschließen. Entscheide, was für ein Extre mum vorli egt.
a) ak(x) = (1–4k)x – k 2x2 b) bk(x) = kx – (k2+1)x2

c) ck(x) = 2x – x2 d) dk(x) = kx 3 – (k–1)x2

˜e) ek(x) = kx 3 – (k+1)x ˜f ) f k(x) = x2 + k – 12

¶9 Obacht ! Akroba t ische Algebra nöt ig
Gegeben ist j eweils eine Funk t ionenschar. Bestimme den Scharparameter 
so, dass das zugehör ige Schaubild und die x-Achse eine Fläche von extre-
malem Inh alt einschließen. Entscheide, was für ein Extre mum vorli egt.
a) ak(x) = x2 – 2x – b) bk(x) = x2 – 2kx + 4k2 – 4k

•10 fa(x) = x3 – 2x2 + x

Für w elchen Wert v on a hat Gf  die x-Achse als Tangente?
Bestimme dann von dieser Funk t ion die Waagrechtpunkte 
und den Wendepunkt und skizziere das Schaubild. 
Berechne den Inh alt des Flächenstücks zwischen Kurv e und x-Achse.

•11 fa(x) = 

a) Bestimme a so, dass fa stet ig ist.

b) Zeige: Die in a)  bestimmte Funk t ion ist diffe renzierbar.
Bestimme ihre 1. Ableitung.

c) Skizziere Kurv en von fa und f 'a .

d) Berechne den Inh alt der Fl äche,
die Gf1

 und die Koordinatenachsen einschließen.

•12 f (x) = (3 – |x|)(x + 1)
a) Zeichne Gf .
b) Untersuche f auf St et igkeit  und Diffe renzierbark eit .
c) Berechne die Inhalte der beiden Flächenstücke,

die von Gf  und der x-A chse begrenzt sind.

a 1–
3--------x3 ax–

1
24----

k 1–
k-------- 1

3--
1
3--

1
k--

1
k--

2
k--

1
2--

1
4--

a
4--

a x2–  für x%0
x3 1+  für x>0'

(
)
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Fläche zwischen 2 Kurven

¿13 Berechne die Inhalte der Fl ächen zwischen den Kurv en mit den Termen:
a) f (x) = –x2 + 2x + 3 und g(x) = x + 1
b) f (x) = x2 – 4x + 1 und g(x) = –x2 + 6x – 7

14 f (x) = |2x + 2| g(x) = –x + 2
Berechne den Inh alt der Fl äche zwischen Gf und Gg.
Überprüfe geometr isch das Ergebnis.

15 Berechne den Inh alt der Fl äche, die von Gf und Gg eingeschlossen ist.
¿a) f (x) = x3 – 6x2 + 8x g(x) = –x
b) f (x) = x4 – 2x2 – x g(x) = –x – 1
c) f (x) = x4 – 4x3 – 3x2 + 13x – 7 g(x) = 1 – x

16 Berechne den Inh alt der Fl äche, die von Gf und Gg eingeschlossen ist.
¿a) f (x) = x3 – 4x g(x) = 4 – x2

b) f (x) = x3 – 3x g(x) = x2 – 2x – 1
c) f (x) = x4 – 4x3 + 2x2 + 4x + 1 g(x) = 4x2 – 8x – 8

•¿17 f sei eine Polynomfunkt ion mit Gra d 4.
Gf habe den Ursprung als Wendepunkt mit der x-A chse als Tangente dort
und gehe durch A(–4|0) und B(2|2).
a) Bestimme f(x).
b) Bestimme Ort un d Art v on Waagrecht- und Flachpunkten, zeichne Gf .

c) Bestimme die Wendetangenten und zeichne sie ein.
d) Jede der beiden Wendetangenten und Gf begrenzen ein Fl ächenstück.

Berechne die beiden Inhalte.

18 Die Sinus- und die Kosinuskurv e begrenzen kongruente Flächenstücke.
Berechne den Inh alt eines dieser Fl ächenstücke.

19 f (x) = x + sinx, Df = [0;2" ]

a) Zeichne Gf  und berechne: , ,

b) Berechne den Inh alt des Flächenstücks, das begrenzt ist v on
Gf , der y-A chse und der Gerade mit y =2" .

•c) In w elchem Verhältnis t eilt di e waagrechte Tangente das Flächenstück 
in Aufgabe b)  ?

•d) In welchem Verhältnis teilt die Ursprungstangente das Flächenstück in 
Aufgabe b)  ?

f x( ) xd
0

1

" f x( ) xd
0

3

" f x( ) xd
3 3⁄

23

"
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20 f (x) = x3 – x
Bestimme die Wendetangente und Wendenormale und skizziere Gf .
Wie groß ist di e Fläche, die zwischen Gf  und der Wendenormale liegt ?

•21 f (x) = x2, ga(x) = x2 – x3 

Eine Schark urv e und die x-Achse schließen ein Fl ächenstück ein,
das von der Parabel geteilt wird.
In w elchem Verhältnis st ehen die Inhalte der Teilf lächen?

˜22 fa(x) = x(x – a)2, ga(x) = x(x2 – a2), a > 0

a) Skizziere aus jeder Schar die Kurv e für a= 2. Bestimme den Inhalt A(a) 
der Fl äche, die eine Schark urv e von fa und eine von ga einschließen.

b) Bestimme m so, dass die Gerade mit y =mx die Fläche mit Inh alt A(a) 
halbiert.

˜23 fa(x) = a – x2, ga(x) = a3 – ax2, a > 0

Bestimme a so, dass das von beiden Schark urv en oberhalb der x-A chse 
begrenzte Flächenstück möglichst groß ist. Berechne diesen Flächeninhalt.

•24 f (x) = 4 – (x – 2)2, ga(x) = ax

a) Berechne den Inh alt A(a) der Fl äche, die Gf und Gga
 einschließen.

b) Für w elchen Wert v on a liegt zwischen Gf und Gga
 keine Fläche?

Welche besondere Lage haben dann Gf und Gga
?

c) Die Parabel und die Schargerade durch den Scheitel der Parabel 
begrenzen ein Fl ächenstück. Wie oft passt sein Inh alt in di e Fläche, 
die begrenzt ist v on der Parabel und der x-A chse?

d) Bestimme den Term der In tegralfunk t ion Ic(x) = 

e) Für w elche Wert e von c ist der Gra ph von I c symmetr isch zum 
Koordinatensystem?

f ) Für w elche Wert e von c geht der Gra ph von I c durch den Ursprung?

•25 Gegeben sei eine Parabel mit f (x) = ax2 + bx + c. 
2 Parall elen zur y-A chse mit Abstand 2k, die Parabel und die x-Achse 
begrenzen ein Fl ächenstück.
Zeige: Die zugehör ige Flächenbilanz, also das Integral,  ist

Tipp: Wähle x0 = 0. Warum ist di ese Wahl er laubt ?

1
2--

3
2--

1
a--

1
a--

f(t) dt
c

x

"

f(x) dx
x0

x0 2k+

" 2k
6-----(f x0( ) 4f x0 k+( ) f x0 2k+( ))+ +=
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2.Volumen von Rotat ionskörpern

Rot iert e ine ebene Kurv e um eine Achse, die in der Ebene dieser K urv e liegt, 
so beschreibt sie eine Rotationsfläche , und diese begrenzt einen Rotations-
körper .
Beispiele:
Kurve Strecke
Rotationsachse echt parall el zur Strec ke
Rotationskörper Zylinder

Kurve Strecke
Rotationsachse schneidet Strecke
Rotationskörper (Doppel)Kegel

Kurve Halbkre is
Rotationsachse Durchmesser
Rotationskörper Kugel

Kurve Parabelbogen
Rotationsachse Parabelachse
Rotationskörper Rotat ionsparaboloid

Zylinder

x

Kegel

x

Doppelkegel

x
Kugel

Rotat ions-paraboloid

x

x
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Man berechnet Volumina von Rotat ionskör-
pern mit Integralen. Die Überlegungen ent-
sprechen denen der Streifenmethode zur
Flächenberechnung: Haben wir dort Strei-
feninhalte addiert,  so sind es jetzt Raumin-
halte von Zylinderscheiben. Die x-Achse ist
die Drehachse. Für e ine Scheibe gilt :

der Zylin derra dius ist r = f (x)
die Zylinderhöhe ist h = ¤x
das Zylindervolumen ist V = r2" h = (f(x))2" ¤x

Nun rot iere ein Stüc k des Graphen von y =f(x) um die x-Achse.
Parall ele Ebenen im Abstand ¤x,  senkrecht zur x-A chse, 
zerschneiden den Rotat ionskörper in Scheiben der Di cke ¤x. 
Fürs Volumen Vi der i-t en Scheibe gilt : mi

2" ¤x % Vi % Mi
2" ¤x

mi (Mi) ist das Minim um (Maximum) im i-t enTeilin tervall.
Fürs Volumen V des Rotat ionskörpers gilt :

 % V %

Wir fassen nun eine bestimmte Stelle x der Rotat ionsachse ins Auge und lassen
die Scheibendicke ¤x gegen 0 gehen. 
Dann werden die Radien mi und Mi zu f (x) und die beiden Summen zum Integral

Vx = "

Der In dex x bei Vx er innert a n die x-Achse als Rotat ionsachse.

x

y h=¤x

r =f(x)

mi
23¤x

i 1=

n

/ Mi
23¤x

i 1=

n

/

f(x)

Mimi

i-t e Scheibe

¤x

f(x)

¤x

x x

i-t e Scheibe

f x( )( )2 xd
a

b

"
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Zur Kontro lle berechnen wir das Volumen
eines Kegels mit Radius r und Höhe h:

f (x) = x

Vx = "

Vx = "

Aber auch weniger vertra ute Rotat ions-
körper lassen sich so berechnen, 
wie das Rotat ionsparaboloid: 
Dieses entsteht zum Beispiel bei der 
Rotat ion der Wurzelkurv e (halbe Parabel)
um die x-Achse.

f (x) = 

Vx = "

Vx = 

Rot iert die Wurzelkurv e um die y-Achse,
so entsteht ebenfalls ein Rotat ionskörper.
Sein Volumen Vy lässt sich mit der selben
Formel berechnen: Man ersetzt den
Term f (x) durch den der Umkehrfunk t i-
on f–1(y) und dx durch dy:

Vy = "

Im Fall der Parabel-Rotat ion ergibt sich 
y = f(x) = ÷ x = y2 = f–1(y)

Df = Df–1 = 

Vy = "

Vy = 

y

x

h

r
r
h--

f x( )( )2 xd
a

b

" 3 r 2

h2---- x2 xd
0

h

" 3 r 2

h2---- [1
3--x

3]
0

h
= =

r 2

h2---- ·1
3--h

3 1
3-- r 23h=

x

y

x

y

k

h
x

f x( )( )2 xd
a

b

" " x( )2 xd
0

h

" " [1
2--x

2]
0

h= =

1
2-- h23

f 1– y( )( )2 yd
a

b

"

x

¸ o
+

f 1– y( )( )2 yd
a

b

" " y4 yd
0

k

" " [1
5--y

5]
0

k= =

1
5-- k 53
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Aufgaben

¿1 f (x) = 2x, Df = [1;3]
Was für ein K örper entsteht, welches Volumen hat er, wenn Gf rot iert um
a) die x-Achse b)  die y-Achse
¶c) die Wink elhalbierende des 1.Quadranten ?

2 f (x) = 
Bestimme die maximale Def init ionsmenge und zeige:

Jeder Punk t des Schaubilds ist vom Ursprung gleich weit  entfernt.
Berechne das Volumen einer K ugel mit Radius r.

3 Die Parabel mit f (x) = x2, Df = [–2;2] soll Umr iss eines Sektglases sein,
das drehsymmetr isch ist zur y-A chse.
a) Welchen Rauminhalt hat das Sektglas?
b) Wie hoch steht der Sekt, wenn das Glas halb voll ist ?
c) Bei welchem Sektvolumen ist das Glas bis zur halben Höhe gefüllt ?

•4 fa(x) = – , Df = [0;2a], a > 0

a) Welchen Inh alt hat das Flächenstück, 
das Gf und die x-Achse einschließen?

b) Berechne das Volumen des Körpers,
der bei Rotat ion von Gf um die x-Achse entsteht.

c) Bei welchem Wert v on a hat der K örper das selbe Volumen wie eine 
Kugel mit Durc hmesser 2a ?

5 f (x) = x2 Df = [0;c]
Bei Rotat ion von Gf um die y-Achse entsteht ein k onvexer Drehkörper,
bei Rotat ion von Gf um die x-Achse entsteht ein k onkaver Dre hkörper.
Bei welchem Wert v on c haben beide Körper das selbe Volumen?

¶6 f (x) = 3x – 4,  Df = [2;c], c > 2
Bei Rotat ion der Strec ke Gf um die x-Achse entsteht ein K egelstumpf vom 
Rauminhalt Vx, bei ihre r Rotat ion um die y-Achse ein K egelstumpf vom 
Rauminhalt Vy. Bei welchem Wert v on c haben beide Körper das selbe 
Volumen?

r 2 x2–

1
a3---- x2 2ax–( )
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3.Weg

Viele physikalisc he Größen sind def iniert als Produkte mit 2 Faktoren. Produkte
aus 2 Faktoren a und b lassen sich immer veranschauli chen als Flächeninhalte a·b.
Flächeninhalte berechnen wir m it In tegralen.
Bei konstanter Geschwindigkeit  v eines Körpers
errechnet sich der in der Zeit  ¤ t =t –t0 zurückge-
legte Weg s(t) als Produkt: s(t) = v·(t–t0). 
Im t-v-Di agramm lässt sich s(t) deuten als 
Inhalt eines Rechtecks mit den Seiten ¤t un d v.
Bei konstanter Beschleunigung a eines Körpers
(Freier Fall) ändert sich dagegen die Geschwin-
digkeit  v(t) lin ear mit der Zeit : v(t) = a·t. 
Im t-v-Di agramm lässt sich s(t) jetzt deuten als
Inhalt eines Dreiecks oder Trapezes. 
Man berechnet s(t) elementargeometr isch oder
mit Integralen. Für den Fall, dass die Bewe-
gung zu einem festen Zeitpunkt t0 start et, er-
gibt sich für irg endeinen späteren Zeitpunkt t:
Elementargeometr ie: s(t) = (at +at0)·(t –t0) = a(t2–t0

2) (Trapezformel ! )

Integral: s(t) =  =  = a  = a(t2–t0
2)

Die Formel für den im Zeit intervall [t 0;t] zurüc kgelegten Weg s(t) = 
gilt  auch dann, wenn die v(t)-Kurv e keine Gerade ist.

Aufgaben

1 Ein Punk t bewege sich so, dass seine Geschwindigkeit  v(t) in m /s 
immer gleich sei seinem Abszissenwert t  in Sekunden. Er sta rt e
a) zum Zeitpunkt t 0=1[s]

b) zum Zeitpunkt t 0=2[s]

Wo ist er 1 Sekunde, 2 oder 10 Sekunden nach dem Start ?

2 Ein K örper bewege sich mit der Geschwindigkeit  v(t) in m /s.
Seine Geschwindigkeit  sei imm er gleich dem Quadrat t 2 seiner Abszisse t.
Welchen Weg hat er zurückgelegt:
a) nach der ersten Sekunde b) nach den ersten 2 Sekunden
c) nach den ersten 10 Sekunden d) während der 2. Sekunde ?

v

tt0

v(t) 
= a·t

at0

at

v

tt0 ¤t

konstante Geschwindigkeit  v

v

s(t)

s(t) =
v(t –t0)

1
2--

1
2--

v x( ) dx
t0

t

" a·x dx
t0

t

" [1
2--x

2]to

t 1
2--

v x( ) dx
t0

t

"
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4.Arbeit
Auch die Arbeit  in der Mechanik lässt sich darstellen als Produkt mit 2 Faktoren,
zum Beispiel mit den Faktoren Kraf t und Weg (falls sie parall el sind). Die Flächen-
berechnung ist einf ach, wenn die Kraf t längs des Wegs konstant ist oder linear
vom Ort abhängt. Im Fall konstanter Kraf t berechnet man den Inhalt eines Recht-
ecks (Hubarbeit  bei kleinen Höhen). Im Fall linear sich ändernder Kraf t berechnet
man den Inh alt eines Dreiecks oder Trapezes.

Schwier iger wird es , wenn die Kraf t ni cht lin ear vom Ort a bhängt,
Beispiel: Hubarbeit  in große Höhen über der Erd e. 
Nach NEWTON s Gravitat ionsgesetz hängt die Gewichtskraf t F vom Ort r ab:

F(r) =k·

k ist eine Konstante, sie hat überall den selben Wert wie auf der Erdoberf läche,
nämlich k =R2·F(R). 
F(R) ist di e Gewichtskraf t des Körpers auf der Erd oberf läche.
Das Bild zeigt, wie die Gewichtskraf t vom Ort r a bhängt. 

1
r 2----

R 2R

F(r)

F(R)

r

Hubhöhe 2R

k = R2F(R)

Hubarbeit  ?

F(
R

) i
st

 d
as

 G
ew

ic
ht
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es

 K
ör

pe
rs

au
f d

er
 E

rd
ob

er
fl

äc
he

NEWT ON: F(r) = k· ––1r2

3R
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Wir fragen nach der Arbeit , die nöt ig ist, um einen Körper vom Gewicht F(R) in
die Höhe 2R über der Erdoberf läche zu heben. Die bekannte Formel für die Hub-
arbeit  W=F·s dürfen wir nicht anwenden, weil sie ja nur dann gilt , wenn F kon-
stant ist. Wir untert eilen den Weg [R;3R] in n Strecken ¤r . Die Hubarbeit  ¤W auf
einer solchen Strecke ¤r ist ¤Wi ( F(r i)·¤r , wobei r i irg endeine Stelle auf dem i-t en
Wegstück ¤r ist.  

Um den Körper 2 Erdra dien hoch zu heben, 

braucht man W (  .

 ist eine Zwischensumme für das Integral . 

Für F(r) = k·  ergibt sich: 

W =  =

und mit k =R2·F(R) ist W = R·F(R).

Um eine Tafel Schokolade (100g) 2Erdra dien = 2·6370km  = 12740km zu heben,
ist also nöt ig W = ·6,37·106m·1N = 4,25·106J. 
Bli ebe die Gewichtskraf t k onstant, so könnte man mit dem selben Aufwand W 
die Tafel nur 4 250km heben.

F(r)

r¤r

R 3Rr i

¤r ¤r ¤r ¤r

¤Wi = F(ri )·¤r

F(r i )

- Wi
i 1=

n

/ F r i( )- r
i 1=

n

/=

F r i( )- r
i 1=

n

/ F r( ) rd
R

3R

"
1
r 2----

k 1
r 2---- rd*

R

3R

" [ k
r--]R

3R–= k
3R-----– k

R---–( )– k– 3k+
3R------------- 2

3--
k
R---*= =

2
3--

2
3--
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Aufgaben

¿1 Welche Arbeit  ist nöt ig, um 1 Li ter Wasser [F(R) = 10N] in die Höhe r =n·R 
zu heben? Was ergibt sich für n ‘ {2; 10; 100} und n˛ #  ?
Welche Geschwindigkeit  vF müsste ein K örper der M asse m demnach auf 
der Erd oberf läche haben, um die Erde für imm er zu verlassen?
(Fluchtgeschwindigkeit  vF , Bewegungsenerg ie mvF

2)

2 Spannarbeit bei Federn
Die Federhärt e D ist def iniert al s D = , s ist die Federdehnung. Nach 
dem Gesetz von HOOKE  ist D inn erhalb gewisser Grenzen von s konstant.
Skizziere in einem s-F-Diagramm den Kraf tver lauf und berechne die Ar -
beit , um eine entspannte Feder der H ärt e D um eine Strecke s zu dehnen.

•3 Adiabatische Kompression
Bei schnellem Verdi chten eines Gases erwärmt sich das Gas (Diesel-Motor, 
Fahrra dschlauch aufpumpen). Das Gasvolumen V hängt ab vom Druc k p 
nach dem Gesetz p·Vk = Ck ; Ck ist eine Konstante, kLuft = 1,4.

a) Skizziere in einem x-y-Di agramm die Kurv e y=  und berechne den 
Inhalt der Fl äche zwischen Kurv e und x-Achse von x =1 bis x=0,5.

b) Welche Arbeit  braucht man, um 1 Li ter Luft  bei Normaldruck von 1bar 
adiabat isch auf di e Hälf te zu kompr imieren? Beachte:
Arbeit  = Druck mal Volumenänderung. Deute das Ergebnis von a) :
x sei das Volumen in Li ter, y sei der Druc k in ba r ( =10N/cm2). Welche 
physikalisc he Bedeutung hat der Fl ächeninhalt im Di agramm?

1
2--

F(s)
s-------

1
x1,4-------
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5.Mi ttelwert

Das ar ithmet ische Mi ttel m zweier Zahlen z1 und z2 ist
def iniert  als m = (z1+z2). Das lässt sich mit Flächen
veranschauli chen, wenn man umformt: 2·m=1·z1+1·z2.

Bei n Zahlen gilt : m = (z1+z2+ … +zn) oder
m·n = z1+z2+ … +zn. Auch das lässt sich mit Flächen ver-
anschauli chen. Gibt man den Rechtecken allgemein die
Breite ¤x, so gilt :

m·n·¤x = z1·¤x+z2·¤x+ … +zn·¤x oder m = (z1·¤x+z2·¤x+ … +zn·¤x)

Deutet man die Zahlen zi als Funk t ionswerte f (xi), so ergibt sich für m die Zwi-
schensumme eines Integrals; m ist dann der Mi ttelwert der Funk t ionswerte f (xi).
Ist das Integrat ionsintervall n¤ x=b–a konstant, so ist dieser Mi ttelwert für ¤x˛ 0
der mitt lere Funk t ionswert »aller Funk t ionswerte« über diesem Intervall [a ;b]. So
ist es möglich, sogar f ür un endlich viele Wert e einen Mi ttelwert zu berechnen. 

Anschauli che Deutung:
 ist die Höhe eines Rechtecks der

Breite b–a, das den selben Inhalt
hat wie das Flächenstück zwischen
x-Achse und Funk t ionsgraph Gf .

Def init ion:

 heißt Mittelwert  der Funk t ion f über dem Intervall [a ;b].

1
2--

z1·1

z2·1

1 1
2

z1

z2

m

m·2  =  z1·1 + z2·1

1
n--

1
n·¤x---------

Gf
Zwischensumme

z1·¤x
z2·¤x zn·¤x

¤x ¤x ¤x
n·¤x

m

m·n·¤x  =  z1·¤x + z2·¤x + … + zn·¤x

¤x ¤x ¤x
b – a

a

f(x1)
f(xn)f(x2)

b

f 1
b a–-------- f(x) dx

 a 

 b 

"=

f

f
Gf

b – aa b

f

x

b

a
f·(b–a)  =  ‡f (x)dx
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Beispiel:  f (x) = x(2–x)
Mi ttelwert  von f über [0 ;2]

Die Temperatur T an einem
Ort ändert sich mit der Zeit  t.
Ein »Thermograph« (Tempe-
ratur -Schreiber), registr iert
die zugehör ige Kurv e, 
das »Thermogramm«. 
Das Bild zeigt ein idealisiertes
Thermogramm als Parabelbo-
gen. 
Die mitt lere Tempe-ratur 
dieses Tages ist der Mi ttel-
wert der Temperatur -Funk t i-
on über dem Intervall [0 ;24]:

.

In der Praxis kennt man den Funk t ionsterm nicht. Beim Auswerten des Thermo-
gramms begnügt man sich oft mit einzelnen Messwerten – mathemat isch kommt
das gleich der Berechnung einer Zwischensumme.
Eine prak t izierte, bewährt e Möglichkeit : 
Man mittelt die Temperatur um 7, 14 und 21 Uhr , wobei man den letzten Wert
doppelt zählt, was einem doppelt so breiten Rechteck entspr icht:

.

Ähnli ch verf ährt m an mit Größen wie:
mitt lere Sonnenscheindauer,
mitt lerer L uftdruc k,
mitt lere Niederschlagsmenge,
mitt lerer Pegelstand.

f
y
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1

2

f‡f(x)dx = –43
2

0

f 1
2 0–-------- 2x x2–( ) xd
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Mi tt lere Temperatur T

Temperaturv er lauf
T(t) = – –-t2 + 2t +101

10

T 1
24 0–---------- 1

10----t 2– 2t 10+ +( ) td
0
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" 1
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T 1
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Aufgaben

1 Wie groß ist bei einem Temperaturv er lauf mit T(t) = –
die mitt lere Temperatur in d er 1.Tageshälf te, in der 2.Tageshälf te,
zwischen 6 und 18 Uhr ?

2 Funk t ionen sind durch ihre Gra phen gegeben. Bestimme elementargeome-
tr isch oder durch Integrat ion den mitt leren Funk t ionswert.

3 f (x) = x(x –6)2. Berechne die Mittelwert e von f über den Intervallen

a) [0;2] b) [2;6] c) [0;6]

•4 Effektivwerte beim Einphasen-W echselstrom
In einem Widerstand R sind Wechselspannung U~ und 
Wechselstrom I ~ in Phase. Mi t x =øt schreiben wir 
einf acher U =U0sinx und I =I0sinx. Für di e Leistung P
im Widerstand R gilt P = U·I = U0·I0·(sinx)2. 

a) Zeige:  = a·U0·I0. Berechne a. Wegen der Per iodizität muss man für 
den Mi ttelwert  bloß von 0 bis "  integr ieren.

Tipp: (sinx)2 + (cosx)2 = 1  und

b) Def init ion der Effek t ivwerte Ueff und Ieff :  = Ueff ·Ieff und R =  .
Was ergibt sich damit f ür U eff und Ieff ?

1
10---- t 2 20t– 100–( )
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1
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1 3

1 3
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d) e) f )
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"
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Zum Nachdenken

! Bogenlänge

Neben Flächen- und Volumenbe-
rechnung eignet sich das Integral
auch, um Bogenlängen zu berech-
nen. Dazu nähert man den Bogen
durch einen Sehnenzug an. 

Für ¤x˛0 e rgibt sich  

Der Diffe renzialquot ient  ist di e Ableitung der Bogenlänge nach x. 

Nach dem Hauptsatz gilt  dann für die Bogenlänge s zwischen a und b: 

Beispiel: f (x) = 
Wie lang ist der Bogen von Gf 
zwischen (0|0) und (1|1)?

f '(x) = ( )' = , (f '(x))2 = 

s(x) = 

Durch gezieltes Raten f indet man den Term

einer Stammfunk t ion von s(x): 

Im Allgemeinen macht all erdings das Integral  große Schwier igkeiten.

" Guldin-Regeln

Rot iert e in Bogen um eine Achse, so entsteht eine Rotat ionsfläche.
Rot iert e in Fl ächenstück um eine Achse, so entsteht ein Rotat ionskörper.
Der schweizer ische Mathemat iker Paul GULDIN  (1577 bis 1643) hat 2 verblüffende Zusam-
menhänge gedunden zwischen den rot ierenden Bögen bzw. Flächenstücken und den ent-
stehenden Rotat ionsflächen bzw. Rotat ionskörpern. Er veröffentli chte sie im 2.Band seines
4-bändigen Hauptwerks »Centrobaryca« (=Schwerpunkte), an dem er von 1635 bis 1641
arbeitete.
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1.Guldin-Regel

Ein ebener Kurv enbogen b rot iere um
eine Achse, die in seiner Ebene liege
(und ihn ni cht zerlege). 
Der Inhalt A der dabei entstehenden
Rotat ionsfläche ist dann gleich dem
Produkt von Bogenlänge b und Umfang
ub=2rb"  der Kre isbahn, auf der der
Schwerpunkt Sb läuf t:

A = u b·b = 2r b" ·b

Sind Schwerpunkt und Länge eines Bogens
bekannt, so lässt sich der Inhalt der Rotat ions-
f läche berechnen.

Beispiel: Torus (Ring)
Der Torus entsteht, wenn ein Kre is
um eine Passante seiner Ebene ro-
t iert.  Aus Symmetr iegründen ist der
Schwerpunkt des Kre ises der Kre is-
mittelpunkt. Mi t rb als Rotat ionsra-
dius gilt  für die Oberf läche A des
Torus
Guldin: A = 2rb" ·2r"  = 4rbr" 2

Sind Bogenlänge und Inhalt der Rotat ionsfläche bekannt, so lässt sich der Rotat ionsradius 
des Bogenschwerpunkts berechnen.

Beispiel: Schwerpunkt eines Halbkre ises
Bogenlänge: b = r"
Oberf läche der K ugel: A = 4r2"
Guldin: 4r2"  = 2rb" ·r" — rb = 

Schwerpunkt Sb
des Bogens S

b

rb

    ub  Kre is-umfang

Bogenlänge b

Rotat ionsfläche A

Rotat ions-Radius rb

Torus

Bogen-Schwerpunkt Sb

Sb

rb
r

Kre isradius r
Rotat ionsradius rb

Sb
rb

r

b=r"

Bogen-Schwerpunkt Sb

Kre isradius r
Rotat ionsradius rb

2r
3
-----
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2.Guldin-Regel

Ein ebenes Flächenstück F rot iere um
eine Achse, die in seiner Ebene liege
(und es nicht zerlege). 
Der Inhalt V des dabei entstehenden
Rotat ionskörpers ist dann gleich dem
Produkt von Inhalt F der rot ierenden
Fläche und Umfang uF =2rF"  der Kre is-
bahn, auf der der Schwerpunkt SF läuf t:

V = u F ·F = 2r F" ·F

Sind Schwerpunkt und Inhalt der rot ierenden
Fläche bekannt, so lässt sich der Inhalt des
Rotat ionskörpers berechnen.

Beispiel: Torus
Guldin: V = 2rF" ·r2"  = 2rFr2" 2

Sind Inhalt der rot ierenden Fläche und Volumen des Rotat ionskörpers bekannt,
so lässt sich der Rotat ionsradius des Schwerpunkts der rot ierenden Fläche berechnen.

Beispiel: Schwerpunkt einer H albkre isf läche

Kugelvolumen V = r3"

Guldin: r3"  = 2rF" · r2"  = rFr2" 2

— rF = r

    u
F  Kre is-umfang

Schwerpunkt S
F

der rot ierendenFläche

Inhalt F derrot ierendenFläche

Volumen V

Rotat ions-Radius rF FrF

S
F

Torus

Flächen-
Schwerpunkt SF

SF

rF
r

Kre isradius r
Rotat ionsradius rF

SF
rF

r

F = –r2"2
1

Kre isradius r
Rotat ionsradius rF

Flächen-
Schwerpunkt SF

4
3
--

4
3
-- 1

2
--

4
3"
-----
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Begründung der 1. Guldin-Regel

Das Integrat ionsintervall [u ;v] sei von 
x0 bis xn in n gleiche Teile zerlegt.
Der Bogen sei durc h einen Sehnenzug angenähert.
Bei der Rotat ion entstehen dann Kegelstümpfe 
mit den Mantellini en ¤si.
Näherungsweise gilt  für di e Rotat ionsfläche A 

des Rotat ionskörpers: A (  ·2·f(xi)"

Im Gre nzfall n ˛ #  ist A = 2" ,
siehe Nachdenken ! .
Die Ordin ate rb des Bogen-Schwerpunkts Sb ist das gewichtete Mi ttel der Ordin aten der
Teilpunkte auf dem Bogen. Als Gewicht di ent der Anteil ¤s i /b, den die i-te Sehne ¤si am

ganzen Bogen b hat. rb (  . Im Gre nzfall n ˛ #  ist r b = .

Beim Einsetzen des Integrals = b·rb ergibt sich die
1.Guldin-Regel A = 2rb" ·b.

(Mi t  der gleichen Überlegung f indet man übr igens auch die Abszisse xb des Bogen-

Schwerpunkts Sb: xb (  . Im Gre nzfall n ˛ #  ist x b = .)

Begründung der 2. Guldin-Regel

Das Integrat ionsintervall [u ;v] sei von 
x0 bis xn in n gleiche Teile zerlegt.
Die Fläche sei durc h Rechteck-Stre ifen angenähert.
Bei der Rotat ion entstehen dann Zylin der 
mit der H öhe ¤x i.
Volumen des Rotat ionskörpers: Vx = " .

Ordin ate des Schwerpunkts Si im i-t en Rechteck:
yi = 0,5·f(xi ). 
Die Ordinate rF des Flächen-Schwerpunkts SF ist
das gewichtete Mi ttel der Ordin aten yi. Als Gewicht di ent der Anteil f (xi)¤x i /F, 
den die i-te Rechteckf läche f(xi)¤x i am gesamten Flächeninhalt F h at.

rF (  . Im Gre nzfall n ˛ #  ist r F = .

Beim Einsetzen des Integrals = 2F·rF ergibt sich die
2.Guldin-Regel Vx = 2rF" ·F.

(Mi t  der gleichen Überlegung f indet man übr igens auch den x-Wert des Flächen-Schwer-

punkts SF : xF (  . Im Gre nzfall n ˛ #  ist x F = .)

u =x0 xi xi+1 v=xn
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# Angenäherte Berechnung von 

Findet man keine Stammfunk t ion, so
kann man Flächeninhalte nicht mit dem
Hauptsatz berechnen. Man zerschnei-
det dann das Flächenstück in Streifen
und denkt sich den Flächeninhalt als
Summe der Streifeninhalte (Pr inzip
von der Zerlegungsinvar ianz des Flä-
cheninhalts). Die verschiedenen Nähe-
rungsverfahren unterscheiden sich in
der Form, mit der man diese Streifen
näherungsweise berechnet.
Um die Güte der Näherung beurt eilen
zu können, wählen wir ein Beispiel mit
bekannter Stammfunk t ion.

• Ein grobes Verf ahren ist die Streifen-
methode: Hi er sind die Streifen
ersetzt durc h Rechtecke. 
(Ober-, Unter-, Zwischensumme). 

• Genauer arbeitet die »Trapezregel «: 
Sie ersetzt die Kurv e durch einen
Sehnenzug. In der Zeichnung sieht
man, dass der so berechnete Wert das
ar ithmet ische Mi ttel von Ober- und
Untersumme ist.

f
a

b

"

y

x2 6

1

4

f(x) = –x(x–6)21
8

y

x2 6

1

4

f(x) = –x(x–6)21
8

y

x2 6

1

4

‡f(x)dx = –-
= 13,50

6
27
2

Obersumme = –– = 17,125

Untersumme = ––  =  9,125

137
8

73
8

Trapezregel: –– = 13,125105
8

f x( ) xd
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b

" b a–
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---------(,
f x0( ) f x1( )+

2
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f x1( ) f x2( )+
2

------------------------- …
f xn 1–( ) f xn( )+

2
------------------------------)+ + +

f x( ) xd
a

b

" b a–
2n
---------(, f x0( ) 2f x1( )+ 2f x2( ) … 2f xn 1–( ) f xn( )+ )+ + +
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• Noch genauer ist di e »Simpson-Regel «
(Thomas SIMPSON , englischer Mathemat i-
ker 1710 bis 1761). Sie ersetzt die Kurv e
durch eine Folge von Parabelbögen; jeder
geht durch 3 benachbart e Kurv enpunkte.
Der zugehör ige Inhalt errechnet sich nach
dem Satz in Aufgabe 25 auf Seite 62:

1.Streifen:

2.Streifen:

… = …
n.Streifen:

Die Simpson-Regel arbeitet exakt bei Polynomen bis zum Grad 3. 
Ihre N äherungstauglichkeit  sei deswegen an einer andern Funk t ion überprüf t:

Der Sinuskurv e begrenzt mit der x-A chse zwischen 0 und "  eine Fläche vom Inh alt 2.

Simpson-Regel mit 1 Stre ifen:

Simpson-Regel mit 2 Stre ifen:

Simpson-Regel mit 3 Stre ifen:

Johannes KEPLER  (deutscher Mathemat iker und Astronom 1571 bis 1630) hat 1615 einen
einf acheren Vorläufer der Simpson-Regel angegeben. Er fand eine Formel zur Berechnung
von Querschni ttf lächen; die Formel brauchte er, um das Volumen von Weinf ässern zu
bestimmen. Sie ist ni chts anderes als die Simpson-Regel mit 1 Stre ifen:

Heute ist sie bekannt unter dem Namen »Fassregel« von K EPLER.

y

x
x1=2

1

f (x) = –x(x–6)21
8

x2=4 x3=6
x0,5=1 x1,5=3 x2,5=5

2.Streifen1.Streifen 3.Str.

x0=0

Simpson-Regel: –– = 13,527
2

A1
b a–
6n

---------(f x0( ) 4f x0,5( ) f x1( ))+ +=

A2
b a–
6n

---------(f x1( ) 4f x1,5( ) f x2( ))+ +=

An
b a–
6n

---------(f xn 1–( ) 4f xn-0,5( ) f xn( ))+ +=

f x( ) xd
a

b

" b a–
6n
---------(, f x0( ) 4f x0,5( )+ 2f x1( ) 4f x1,5( ) 2f x2( ) … 2f xn 1–( ) 4f xn-0,5( ) f xn( )+ + )+ + + + +

sinx xd
0

"

" 2=

sinx xd
0

"

"  (  2
3--" 2,094…=

sinx xd
0

"

"  (  1
6--" (1+2 2) 2,0045…=

sinx xd
0

"

"  (  1
9--" (4+ 3) 2,00086…=

f x( ) xd
a

b

" b a–
6

---------(, f a( ) 4f a b+
2-------( ) f b( ))+ +
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Computer-Einsatz: Simpson-Regel

Vorgaben: f(x) sei Term einer in [a;b] definierten Funktion, StreifenZahl

Ziel: Angenäherte Berechnung von  nach Simpson

Zur Mathematica-Programmierung: 
Die 6 fetten Zeilen enthalten die Anweisungen zur Berechnung (die 5. enthält die Formel),
die letzten 4 Zeilen geben die Ergebisse bekannt.  

Beispiel: f(x) = Sin[x]; Intervall = {0, 3}; StreifenZahl = 2; rechneExakt = True;

Simpson[f, Intervall, StreifenZahl, rechneExakt]; (* A ufruf von »Simpson«*)

Die Ergebnisse für 6 StreifenZahl-Werte zusammengefasst:

Simpson[f_Symbol, {Xvon_,Xbis_}, StreifenZahl_Integer?Positive, rechneExakt_]:=Module[
{dx, dx6, Xstütz, Xmitte,Ywerte, Summe},

L
dx=(Xbis-Xvon)/StreifenZahl; dx6=dx/6;
If[r echneExakt==False, dx=N[dx]; dx6=N[dx6]];
Xstütz=Table[Xvon+dx*k, {k,0,StreifenZahl}];
Xmitte=Table[Xvon+dx*k+dx/2, {k,0,StreifenZahl}];
Ywerte=Table[f[Xstütz[[k]]]+4*f[Xmitte[[k]]]+f[Xstütz[[k+1]]], {k,1,Str eifenZahl}]//FullSimplify;
Summe=Sum[Ywerte[[n]]*dx6, {n,1,Str eifenZahl}]//FullSimplify//Chop;

Print["f(x) = ", f[x], "\t In tegrationsIntervall = [",Xvon,";",Xbis,"]\t",
StreifenZahl," Streifen \tStreifen Breite = ", dx];
If[r echneExakt, Print["SIMPSON:  StreifenSumme = ",Summe," ,  ",N[Summe] ],
Print["SIMPSON:  StreifenSumme ,  ",Summe]]

]

Streifen-
Zahl

Simpson-Wert
exakt

Simpson-Wert
dezimal

1 2,0944

2 2,00456

3 2,00086

4 2,00027

5 2,00011

6 2,00005

f(x) dx
a

b
"

x"1–1

y

1

‡sinx dx = 2
0

"

23
3
-----

3
6
-- 1 2 2+( )

3
9
-- 4 3+( )

3
12
----- 1 2 2 2 2 2+( )+ +( )

3
15
----- 2 2 5 5 2 5++ +( )

3
18
----- 2 2 2 3 2 6+ + +( )
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V.Umkehrfunk t ion und ihre Ableitung

1.Zur Er innerung

Anschauli ch bedeutet das nichts anderes, als dass jede Parall ele zur 
x-Achse den Graphen höchstens einmal schneidet. Das ist vor all em 
der Fall bei echt monotonen Funk t ionen, denn für si e gilt :
echt monotones Steigen x1 < x2 — f(x1) < f(x2)
echt monotones Fallen x1 < x2 — f(x1) > f(x2) 

Übersicht Ist eine Funk t ion f umkehrbar,
so bezeichnet man die Umkehrfunk t ion von f mit f –1.
Funk t ion y = f(x) mit Df und Wf

Umkehrfunk t ion x = f –1(y) mit Df –1 = Wf  und Wf  –1  = Df

oder nach Verta uschung der Var iablen x und y
Umkehrfunk t ion y= f –1(x) mit Df –1 = Wf und Wf  –1  = Df .

Def init ion: Eine Funkt ion f heißt umkehrbar  oder eineindeutig , 
wenn verschiedene Urbilder x immer verschiedene Bilder y 
haben: x1 !  x2 — f(x1) !  f (x2)

y

x

y

x

Gf Gf
f ist Funktion
(echt monoton)

f ist umkehrbar

y

x

y

x

Gg

g ist nicht umkehrbar
g i st  Funk t i on
(nicht monoton) Gg
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Für di e Verk ettung von f und f –1 gelten die Ident itäten:
f  –1(f(x)) = x, x ‘ D f und f(f  –1(x)) = x, x ‘ D f –1.

Auf den ersten Bli ck stößt diese abstrak te Schreibweise ab. Doch dahinter ver-
birg t sich ein einf acher, wicht iger Zusammenhang: Funk t ion f und Umkehrfunk-
t ion f –1 heben sich auf in ihre r Wirk ung auf ein Arg ument x, zum Beispiel:

Die Wurzel aus dem Quadrat einer Zahl (&0) ist di e Zahl selber,
das Quadrat einer Wurzel aus einer Zahl (&0) ist di e Zahl selber,
der K ehrw ert v om Kehrw ert e iner Zahl (! 0) ist di e Zahl selber.

Bestimmung der Umkehrfunktion f  –1 
Man f indet den Term der Umkehrfunk t ion, indem man die Funkt ionsgleichung 
y = f (x) nach x auf löst. Bei umkehrbaren Funk t ionen ist die Auf lösung eindeut ig,
sonst nicht. In der Pra xis geht man schr ittweise vor, 
Beispiel:

f (x) = , Df = ]–# ;2], Wf = 

• Ist f umkehrbar ?
Die Untersuchung auf Monotonie ergibt:
f f ällt echt monoton, f ist al so umkehrbar.

• Funktionsgleichung mit y anschreiben
y =  und nach x auflösen x = 2 – y2 

• Umkehrfunktion mit y als unabhängiger V ariable
f –1(y) = 2 – y2, Df –1 = Wf = , Wf  –1  = Df  = ]–# ;2]

• Umkehrfunktion mit x als unabhängiger V ariable,
Vertauschen von x und y
f –1(x) = 2 – x2, Df –1 = Wf = , Wf  –1  = Df  = ]–# ;2]
bedeutet im K oordinatensystem: 
Gf spiegeln an der Wink elhalbierenden 
des 1.Quadranten

Der letzte Schr itt hat mit dem Problem,
eine Funk t ion umzukehren, nichts zu tun.
Man verta uscht x und y nur deshalb, weil
man sich so gewöhnt hat an x als unabhän-
gige Var iable, die man nach rechts abträ gt.
Wie man Var iablen bezeichnet, ist ja egal:
man kann sie x, t, v oder ö nennen. Die Um-
kehrfunk t ion von oben hätte man genauso
gut auch schreiben können
als f –1(ü) = 2 – ü2, Df –1 = Wf = .

2 x– ¸ 0
+

y

x1

1

y=f(x)= 2–x

x=f –1(y)=2–y2

f –1

f –1 f

f

2 x–

¸ 0
+

¸ 0
+

y

x

–1

–1 1

1
y= 2–x

f –1(x)=2–x2

y=x
Gf

Gf –1

Gf und Gf –1 sind
symmetr isch zur

Winkelhalbierenden
y = x¸ 0

+
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Das folgende Bild veranschauli cht di e beiden Wege zur Umkehrfunk t ion:
– zuerst auf lösen nach x, dann Koordinatentausch (wie im Beispiel oben)
– zuerst K oordinatentausch, dann auf lösen nach y.

Vereinbarung Mi t Gf –1 bezeichnen wir d en Graphen, der entsteht,
wenn man Gf an der Wink elhalbierenden y=x spiegelt.

Aufgaben

1 Umkehrbarkeit
Die Bedingung (1) : a !  b — f(a) !  f (b)
für di e Umkehrbark eit  einer Funk t ion f ist gleichwert ig mit
der Bedin gung (2) : f (a) = f(b) — a = b.
Untersuche mit (2), ob folgende Funk t ionen umkehrbar sind.

a) f (x) = – x + 3, Df = ¸ b) g(x) = – x2 + 3, Dg = ¸

c) h(x) = , Dh = ¸\{– 1} d) i(x) = x + , Di = ¸\{0}

y

x
Gf

Gf –1

a

b

y=f(x)

f

f

umkehren:
auflösen nach x

y

x
a

b

x=f –1(y)

f –1

f –1

spiegeln an y =x:
x und y vertauschen

umkehren:
auflösen nach y

spiegeln an y =x:
x und y vertauschen

y

x

a

b
x=f(y)

y

x

a

b

f –1

f –1

f

f

y=f –1(x)

1
2
-- 1

2
--

x
x 1+
----------- 1

x
---
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¿2 Bestimme f–1 und Df –1 .
a) f (x) = –2x + 5, Df = ¸ b) f (x) = , Dfmax

c) f (x) = x2 – 2x, Df = [1;# [ d) f (x) = x2 – 2x, Df = ]–# ;1]

e) f (x) = , Dfmax
, Wf = ¸\{2} •f ) f (x) = 

¿3 Bestimme möglichst große Teilmengen von Dfmax
 so, dass die Einschrän-

kung von f dort umk ehrbar ist.  Gib jeweils die Umkehrfunk t ionen an.
a) f (x) = x2 b) f (x) = –x2 + 4x •c) f (x) = x – 2

¿4 Funktion und Umkehrfunktion
Bestimme Dfmax

 , Wf und f –1 und bestät ige f –1(f(x)) = x  und f (f –1(x)) = x.
Für w elche x-Wert e gelten diese Gleichungen jeweils?
a) f (x) = b) f (x) = 1– c) f (x) = , Wf = ¸\{0}

5 f (x) = 
Berechne und vergleiche: f –1(f–1(x)), (f –1)–1(x), (f –1(x))–1 und (f(x)–1)–1.

6 Begründe: Steigt f echt monoton, dann steigt auch f –1 echt monoton.

7 Beschreibe Gf –1, wenn man weiß:
a) Gf steigt echt monoton auf [a ;b] und liegt über der x-A chse.
b) Gf fällt echt monoton auf [a ;b] und liegt unter der x-A chse.
c) Gf fällt echt monoton auf [a ;b] im 2. Quadranten.

•8 Ungleichung und Umkehrfunktion
Wendet man auf beide Seiten einer Gleichung (Ungleichung) eine Funk t ion 
an, so entsteht eine neue Gleichung (Ungleichung). 
Welche Eigenschaft muss eine Funk t ion haben, damit g ilt :
a) f (x) = a — x = f –1(a)

b) f (x) < a — x < f –1(a)

c) f (x) < a — x > f –1(a)

9 Bei einer Funk t ion sei f =f–1. Woran erkennt man das am Graphen?

˜10 Berechne die Schni ttpunkte von Gf und Gf –1.
a) f (x) = 2 – b) f (x) = x2 – 2x + 2, Df = [1;# [
c) f (x) = d) f (x) = 1 – x e) f (x) = x3 + x – 1

x 2–

2x
2 x+-------- 2x 1– für x ‘ [0;1]

x2 für x ‘ ]1;# ['
(
)

x

x 1– x 2– 1
1 x–--------

1 x–

x
1– x–
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2.Ableitung der Umkehrfunk t ion

Dem Bil d rechts entnehmen wir:
Ist eine Funk t ion f umkehrbar und
diffe renzierbar, dann ist es auch ihre
Umkehrfunk t ion f –1; ausgenommen
sind Punkte, in denen Tangenten von
Gf –1 parall el sind zur y-Achse. Solche
Tangenten entstehen beim Spiegeln
waagrechter Tangenten von Gf an der
Achse y=x. Kurz:
Waagrechte Tangente in (a|b) ‘ G f  ÷
senkrechte Tangente in (b|a) ‘ G f –1 .

Man berechnet den Term (f –1)'(x) der abgeleiteten Umkehrfunk t ion aus 
der Id ent ität x =f(f –1(x)) mit der K ettenregel.
Zweckmäßigerweise nimmt man f –1(x) als Term der inn eren Funk t ion. 
Wir d ef inieren eine Funk t ion ƒ mit D ƒ=Df –1: ƒ(x) = f(f –1(x)) [Í]
Wegen der Id ent ität f (f –1(x)) = x, x ‘ Df –1 gilt : ƒ(x) = x [) ]
Ableitung von [Í]: ƒ'(x) = f '(f –1(x))·(f –1)'(x)
Ableitung von [) ]: ƒ'(x) = 1
Damit g ilt : f '(f –1(x))·(f –1)'(x) = 1

(f –1)'(x) = , f '(f –1(x)) !  0

f '(f –1(x)) = 0 bedeutet: Gf hat an der St elle f –1(x) eine waagrechte Tangente,
und Gf –1 hat an der St elle x eine senkrechte Tangente.

Satz Ist f in D f umkehrbar und differenzierbar und 
hat Gf keine waagrechte Tangente, dann gilt: (f –1)'(x) = 

Beispiel:  Ableitung der Wurzelfunk t ion
Die Wurzelfunk t ion ist die Umkehrfunk t ion von f mit
f (x) = x2, Df  = , Wf = . Weil die Quadratfunk t ion diffe renzierbar ist, 
ist es auch die Wurzelfunk t ion.
f '(x) = 2x, Df ' = 
f –1(x) = , Df –1 = Wf = 
f '(f –1(x)) = 2·f–1(x) = 2

(f –1)'(x) =  = , D(f –1)' = 

Hätten wir D f  = gewählt, dann wäre f zwar auch umkehrbar,
Gf aber hätte eine waagrechte Tangente in (0|0) un d damit Gf –1 
eine senkrechte Tangente in (0|0). (f –1)'(0) ist also nicht def iniert.

y

x

Gf

Gf –1f '(a)=0

Wendepunkt (a|b)
mit waagrechter
Tangente y=b

Wendepunkt (b|a)
mit senkrechter
Tangente x=b

a

y=x

a

b

b

(f –1)'(b)
exist iert ni cht

1
f '(f 1– x( ))
-------------------

1
f '( f 1– x( ))
---------------------

¸ + ¸ +

¸ +

x ¸ +

x
1

f '(f 1– x( ))
------------------- 1

2· x
---------- ¸ +

¸ 0
+
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Oben haben wir di e Wurzelfunk t ion abgeleitet mit (f –1)'(x) = .

Einf acher ist es, wenn man direk t di e Beziehung f(f –1(x)) = x, x ‘ Df –1 
ausnutzt – hier: ( )2 = x, x ‘
Kettenregel: 2( )( )' = 1 — ( )' = 

Aufgaben

¿1 Berechne (f–1)'(x):
a) f (x) = 3x+2 b) f (x) = c) f (x) = 1+  

¿2 Berechne f–1(x) und dann auf 2 Art en (f –1)'(a):
a) f (x) = x–3, a = 4 b) f (x) = , a‘ {1;10;0}
c) f (x) = (x–1)2–1, Df = [1;# [, a‘ {2; }
d) f (x) = , Wf = ¸ \ {1}, a‘ {–1;0}

•3 Berechne (f–1)'(x), ohne f –1(x) abzuleiten:
a) f (x) = – x+ b) f (x) = 2(x+1)2, Df = 
c) f (x) = –

˜4 Berechne (f–1)'(a):
a) f (x) = 3x2–x3, x&3, a=–16 b) f (x) = –x2, x&1, a=–14
c) f (x) = sinx, Df = [0; ], a=

˜5 y = 2x – 1 ist die Gleichung einer Tangente t im Punk t P(3|p) v on Gf.
Wie heißt di e Gleichung der entsprechenden Tangente t* v on Gf –1?
Gib den Berührp unkt an.

1
f '(f 1– x( ))
-------------------

x ¸ +

x x x 1
2· x
----------

Gf –1

y

x

a=f –1(b)

b

1

f '(a)

1 f '(a)Gf

b

a

1

f '(a)

(f –1)'(b) = = 1
f '( f –1(b) )

1
f '(a)

y=x

Veranschauli chung des Zusammenhangs
zwischen f '(a) und (f–1 )'(b), falls b = f(a)

1
x-- x–

1
2-- x

5
4--

x 1+
x 1–--------

3
2--

3
2-- ¸ 0

+

1
2-- 2 x–

x
"
2--

1
2--
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3.Integrat ion mit der Umkehrfunk t ion

Es kann vork ommen, dass der Inhalt A einer Fläche gefragt ist, die vom Graphen
einer Funk t ion f begrenzt ist, von der man keine Stammfunk t ion kennt. Diesen
Flächeninhalt kann man aber trotzdem berechnen, wenn eine Stammfunk t ion der
Umkehrfunk t ion f–1 bekannt ist.

Beispiel:  f (x) = , Df = [3;# [

A = 

Eine Stammfunk t ion von f ist
nicht bekannt, dafür aber
f–1(x) = 

Der Zeichnung entnimm t man:
Inhalt des Rechtecks OPQR
AOPQR = 5·f(5) = 5·2 = 10

A =  = AOPQR – 

A = 10 –  = 10 –  = 10 – (( +6) – 0) = 4 –  = 

Aufgaben

Berechne die Integrale mit der Stammfunk t ion der Umkehrfunk t ion:

¿1 a) b)

2 a) b)

•3 a) b)

2x 6– y

x

Gf –1

Gf

1 3 5

1

3

f(5)

f (5)

O P

QR

A

y=xf(x) dx
3

5

"

1
2--x

2 3+

f(x) dx
3

5

" f 1– (x)dx
0

f 5( )

"

1
2--x

2 3+( ) xd
0

2

" [1
6--x

3 3x]+ 0
2 8

6--
4
3--

8
3--

x dx
0

2

" x dx
1

2

"

x 1–  dx
1

2

" x 2–  dx
2

3

"

x 2+  dx
1–

1

" x 2+  dx
2

3

"
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Zum Nachdenken
Differenzieren und Integrieren von Gleichungen und Ungleichungen

Um die Ableitung der Umkehrfunk t ion zu f inden, haben wir die Gleichung f (f–1(x))=x auf
beiden Seiten diffe renziert.  Dieses Verf ahren kann aber auch schief gehen, wenn man
nicht aufpasst. Diffe renziert man nämlich eine Gleichung wie 2x=10, so ergibt sich 2=0.
Welche Gleichungen darf m an also gefahrlos ableiten?

Die Gleichung 2x=10 ist eine Bestimmungsgleichung, sie gilt  nur für den einen  Wert x=5.
Dagegen gilt  eine Gleichung wie (x–1)2=x2–2x+1 für jeden  Wert von x ‘ ¸ . Eine solche
Gleichung heißt auch Identität in ¸ . Ident itäten darf man ableiten, nicht aber Bestim-
mungsgleichungen. Die Ableitung der Id ent ität (x–1)2=x2–2x+1 ist 2(x–1)=2x–2.
Die Gleichung f (f–1(x))=x ist eine Ident ität in Df –1 , ist also in Df –1 auf beiden Seiten ableit-
bar. Die beiden Seiten sind ja nur verschiedene Fassungen von Termen ein und der selben
Funk t ion auf D f –1 .

Eine Anwendung dieses Verf ahrens ist das implizite Differenzieren : 
Man diffe renziert di e Funkt ionsgleichung 
entweder in explizi ter Form, wie y=  
oder in implizi ter Form, wie y2=x . 
y2=x ist eine Ident ität in ¸ +, wobei man sich y=f(x)=  zu denken hat. y2=x abgeleitet
nach x ergibt 2yy' =1, und aufgelöst: y' =  .

Ein anderes Beispiel für eine Funk t ionsgleichung
in implizi ter Form ist die Gleichung eines Kre ises
um O mit Radius r: x2+y2=r2. Das ist eine Ident i-
tät für x ‘ [–r ;r].  Ihre implizi te Ableitung nach
x ‘ ]–r ;r[ ist 2x +2yy'=0, und aufgelöst:

y' = – , wobei f ür den oberen 

Halbkre is gilt  y= .

Bei Ungleichungen hat das Ableiten keinen Sinn. Auch wenn die Ungleichung f (x)>g(x) für
x ‘ ¸  gilt , darf man sie nicht diffe renzieren. Sie bedeutet ja nur, dass Gf über Gg liegt, nicht
aber dass Gf überall steiler ist als Gg (was die Folgerung bei fälschlichem Ableiten wäre).
Aus x2>0 folgt also nicht 2x >0.

Das Integr ieren von Bestimmungsgleichungen ist ebenso unsinni g wie das Diffe renzieren.
Ident itäten aber darf man in ihrem Gült igkeitsbereich integr ieren; so vereinf acht sich
manchmal auch die Rechnung:

 = 1, weil in [0 ;" /2] gilt : .

Auch Ungleichungen darf man in ihrem Gült igkeitsbereich integr ieren (aber nicht diffe ren-
zieren!). f (x)>g(x) für x ‘ D bedeutet, dass in der Def init ionsmenge Gf über Gg liegt. 
Damit ist a uch die Flächenbilanz von Gf größer als die von Gg:

x&x2 für x ‘ [0;1] — — & .

x

x
1

2y
----- 1

2 x
--------=

x
y
-- – x

r 2 x2–
------------------=

r 2 x2–

1 sinx( )2–  dx
0

" /2

" cosx dx
0

" /2

" [sin x]0
" /2= = 1 sinx( )2– cosx=

x dx & x2 dx 
0

1

"
0

1

" 1
2--

1
3--
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VI. Exponent ialfunk t ion

1.Def init ion

– Heißer Kaffee k ühlt sich ab.
– Angezupfte Saiten schwingen aus.
– L icht wird im Wasser imm er schwächer, je t iefer man taucht.
– Radioakt ive Präparate strahlen mit der Zeit  immer schwächer.
– Geld auf der Bank vermehrt si ch durch Zinseszins immer mehr.
– Bakter ienkulture n wachsen immer stärk er an.
– Wissen nimmt imm er mehr zu.
Diese Vorgänge, so vielfält ig sie uns auch erscheinen, lassen sich mathemat isch
durch ein und den selben Funk t ionstyp beschreiben: die Exponent ialfunk t ion.

Die Basis b muss posit iv sein, damit der Exponent x auch ein Bruch
oder sogar eine irra t ionale Zahl sein ka nn.
Die Basis b=1 schließen wir deshalb aus, weil der Term 1x nur den
konstanten Wert 1 liefert,  also nicht die charak ter ist ischen Eigen-
schaften einer Exponent ialfunk t ion zeigt.

Die Basis b lässt sich deuten als Parameter der Schar der Exponent ialfunk t ionen.
Die Typen des immer mehr Ab- oder Zunehmens erkennt man wieder im Bil d: 

Die Kurven für 0<b<1 beschreiben das Abnehmen, die für b>1 das Zunehmen.
Die Gerade y=1x trennt beide Typen.
Wegen bx>0 liegen alle Schark urv en über der x-A chse.
Wegen b0=1 gehen alle Schark urv en durch (0|1).

Def init ion: Eine Funkt ion f heißt Exponentialfunktion ,
wenn sie den Term hat: f (x) = bx, b>0 und b ! 1, x ‘ ¸ .
b heißt Basis  der Exponent ialfunk t ion.
x, die unabhängige Var iable, ist Exponent.
Der zugehör ige Graph Gf heißt Exponentialkurve .

y

x–1 1

(0|1)

3

2

0,5

1x

0<b<1
Abnahme

y

x–1 1

(0|1)

3

2

4/3

10x 3x 2x

(4/3)x

1x

b>1
Zunahme

(–)x1
3 (–-)x1

10(–)x1
2

3
4(–)x

f b(x) = b x

Charakteristischer
Kurvenpunkt

(1|b)
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2.Ableitung

Die Exponent ialfunk t ion ist mit keiner der bisher bekannten Funk t ionen verwandt.
Wir wissen weder, ob sie überhaupt diffe renzierbar ist, noch kennen wir Regeln,
nach denen wir sie ableiten könnten. Es bleibt also nur der etwas beschwerli che
Weg: Tangentensteigung = Grenzwert d er Sekantensteigung.

Funk t ionsterm: f (x) = bx 
Sekantensteigung m für di e Stelle x: 

m(x) = 

1.Ableitung: f '(x) = 

Die Aufgabe wäre gelöst, wenn der Grenzwert  exist iert e und wir seinen

Wert wüsst en; er bedeutet di e Tangentensteigung, also die Ableitung, für x =0:

f '(0) = . Die Tabelle zeigt einige Wert e von :

 

e-Funktion
Allem Anschein nach exist iert der Grenzwert für die Steigung  und hängt
ab von der Basis b. Schön wäre eine Basis, für die er den Wert 1 hätte. Denn dann
wäre f '(x) =  = bx·1 = bx, und der Funk t ionsterm wäre zugleich auch
Term der 1.Ableitung. Wie ein Bli ck in die Tabelle zeigt, müsste b zwischen 2 und
3 liegen. Gesucht ist b so, dass gilt :  = 1. Man kann beweisen, dass b exi-
stiert.  Wir n ähern uns b m it einer plausiblen Überlegung: 

h=–0,1 h=–0,01 h=–0,001 h=–0,0001 h=0 h=0,0001 h=0,001 h=0,01 h=0,1

b = 2 0,6697 0,6908 0,6929 0,6931 ? 0,6932 0,6934 0,6956 0,7177

b = 3 1,0404 1,0926 1,0980 1,0986 ? 1,0987 1,0992 1,1047 1,1612

b = 10 2,0567 2,2763 2,2999 2,3023 ? 2,3029 2,3052 2,3293 2,5893

f x h+( ) f x( )–
h

---------------------------- bx h+ bx–
h

-------------------- bx·bh bx–
h

---------------------- bx·bh 1–
h

------------= = =

 m
h˛0
lim x( )  

h˛0
lim bx·bh 1–

h
------------ bx·  

h˛0
lim bh 1–

h
------------= =

 
h˛0
lim bh 1–

h
------------

b0·  
h˛0
lim bh 1–

h
------------  

h˛0
lim bh 1–

h
------------= bh 1–

h
------------

mb(h)

h–1 1

1

b=10

b=3

b=2

mb(h) h
–1 1

–1
Steigung der Sekanten

durch (0|1)
b=–12

b=–13
b=–-110

m b(h) = bh –1
h

 
h˛0
lim bh 1–

h
------------

bx·  
h˛0
lim bh 1–

h
------------

 
h˛0
lim bh 1–

h
------------
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Je näher h bei 0 li egt, desto mehr gleichen sich beide Seiten in ( 1, 
also bh ( 1+h oder b( (1+h)1/h. Den unbequemen Exponenten 1/h beseit igt man 
mit der Substitut ion =r, also h= . Je näher h bei 0 li egt, desto größer ist r , 
desto mehr gleichen sich die Seiten in b ( (1+ )r.
Der Taschenrechner liefert schnell einige Näherungswerte für b:

Diese Basis hat einen recht krumm en Wert.  Zu Ehren des schweizer ischen 
Mathemat ikers Leonhard E ULER  (Basel 1707 bis 1783 St. Petersburg) 
bezeichnet man sie mit e; e heißt deshalb auch »Euler-Zahl«.

e lässt sich nicht schreiben als Bruch natürli cher Zahlen, ist also irrat ional. 
e lässt sich nicht einmal darstellen als Lösung einer algebraischen Gleichung; 
solche Zahlen heißen transzendent .

Wir haben also die Diffe renzierbark eit  und die Ableitung der Exponent ialfunk t ion
für den Sonderfall der Basis e gefunden. Für f (x) gilt : f (x) = ex

f '(x) = ex  = ex ·1

(ex )' = ex  

Der all gemeine Fall (bx)' lässt sich leicht folgern, siehe überübernächste Seite.

r 101 102 103 104 105 106 107

(1+ )r 2,59 2,70 2,717 2,71815 2,71827 2,7182805 2,718281693

Def init ion: e :=  = 2,718281828…
Die Exponent ialfunk t ion mit Basis e heißt e-Funktion ,
symbolisch exp : f (x) = ex = exp(x).
Die zugehör ige Kurv e heißt e-Kurve .

bh 1–
h

------------

1
h--

1
r--

1
r--

1
r--

r
1

1

(1+ –)1
r

r

5 10

3

 
r˛ #
lim (1 1

r--)+ r

 
h˛0
lim eh 1–

h
------------
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3.Eigenschaften
e-Funktion f (x) = ex, Df = ¸

Ableitung und Integral
f (x) = ex = f '(x) = f ''(x) = … Wegen ex>0 steigt die e-Kurv e echt monoton 

und ist linksg ekrümm t.
‡ ex dx = e x + C

Verhalten im Unendlichen
 = # ex überschreitet jede noch so große 

Zahl, weil bei j edem Einh eitsschr itt 
nach rechts der Funk t ionswert a ufs 
e-fache steigt.

 = 0 ex unterschreitet jede noch so kleine 
posit ive Zahl, weil bei j edem Einh eits-
schr itt nach links der Funk t ionswert 
auf den e-ten Teil f ällt. Die e-Kurv e 
kommt also für x ˛ –#  der x-Achse 
beliebig nahe (tr iff t sie aber nie). 
Deshalb nennt man die x-Achse die 
Asymptote  der e-Kurve für x ˛ –# .

Stetigkeit und W ertemenge
Weil exp diffe renzierbar ist,  ist exp auch stet ig 
und nimmt j eden posit iven Wert a n: Wf = ¸ + 

y

x–1 1

10

5

(1|e)

15

20

e

x-Achse ist
Asymptote
für x ˛ –#

f (x) = ex

(0|1)

ex
x˛+ #
lim

ex
x˛– #
lim

y

x
–1 1

(0|1)

(1|e)
e

3

(–1| –)1
e Tan

ge
nt

e i
n (

0|1
) m

it 
Stei

gu
ng

 1

1
e

f (x) = ex



BARTH •KRUMBACHER VI.  Exponent ialfunk t ion     Eigenschaften

103

Umkehrfunktion
Die Exponent ialfunk t ion ist eineindeut ig. 
Sie hat deshalb eine Umkehrfunk t ion: die Logar ithmusfunk t ion.
Aus der Mi ttelstufe ist beka nnt:
y = 10x ÷ x = log10 y = lg y Zehnerlogar ithmus
y = 2x ÷ x = log2 y = ld y = lb y Dual- oder Binärlogar ithmus
y = bx ÷ x = logb y Logar ithmus zur Basis b

Die ln-Funk t ion ist also die Umkehrfunk t ion der e-Funk t ion und umge-
kehrt.  Symbolisch: ln = exp–1 und exp = ln–1.
Funk t ion f(x) = ex, Df = ¸, Wf = ¸ +

Umkehrfunkt ion f–1(x) = ln x, Df–1 = ¸ +, Wf–1 = ¸.

Wichtige Identitäten eln x  = x, x >0 ln e x = x, x ‘ ¸

speziell eln e  = e ln e = 1

Def init ion: Der Logar ithmus mit Basis e heißt 
natürlicher Logarithmus .
Die zugehör ige Funk t ion heißt ln : f (x) = logex = lnx.
Die zugehör ige Kurv e heißt ln-Kurve .

x

–1

–1

exp x = l n
–1 x

y

(0|1)

(1|e)

ln
x

=
ex

p
–1

x

(e|1)

(1|0)

y =
 x

ln ist U mkehr-
funk t ion von exp

exp ist U mkehr-
funk t ion von ln
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Anwendung der Identitäten: 
Lösen von Gleichungen und Ungleichungen
Wir n utzen die Eigenschaft, dass exp und ln umk ehrbar sind beziehungsweise 
echt monoton steigen.

ex = 3 e2x–1 = 10–5 e–3x < 
ln ex = ln3 2x–1 = –5·ln10 –3x < ln

x = ln 3 x = –3x < – ln10
x > ln 10

ln x = 5 ln(2x–1) = 10 ln (–3x) < –0,1
eln x = e5 2x–1 = e10 –3x < e–0,1

x = e5 x = x > – e–0,1

Basisänderung
Jede Potenz bx lässt sich schreiben als Potenz mit der Basis e. 
Wegen a=eln a gilt bx = (eln b)x = exlnb

Damit ist jede Exponent ialfunk t ion mit dem Term bx zurückf ührba r auf die 
e-Funkt ion; ihr Term ist (e x)ln b, also eine Potenz von ex.

Ableitung von b x

f (x) = bx = exlnb

Kettenregel: f '(x) = exlnb·lnb = bx·lnb
Der vom vor igen Kapitel unbekannte Faktor  erweist sich als lnb.

 10x = 10x·ln10

 2x = 2x·ln2

 ex = ex·lne = ex

= ·ln  = – ·ln2 oder

 2–x = 2–x·ln2·(–1) = –2–x·ln2

Exponentialkurven
Alle folgenden Überlegungen beruhen auf der e-Kurv e G mit Gleichung
y=ex. Zur schnellen und sicheren Or ient ierung dienen die Asymptote y=0
für x ˛ –#  und der »Angelpunkt * « (0|1) mit der Tangente der Steigung 1.
Durch einf ache Abwandlungen des Terms ex entstehen Exponent ialkurv en
Gf. Wir zeigen Wege, wie man ohne ausladende Kurv endiskussion und Wer-
tetabelle die Lage von Gf f indet.

1
10----

1
10----

1 5·ln10–
2

---------------------
1
3--

1 e10+
2

------------- 1
3--

 
h˛0
lim bh 1–

h
------------

d
dx----
d

dx----
d

dx----

d
dx----(1

2--)
x (1

2--)
x 1

2-- (1
2--)

x

d
dx----
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Spiegelungen im Koordinatensystem

Spiegelung von G an der x-A chse
f(x) = –ex

Gf hat den Angelpunkt (0|–1) und 
die Asymptote y=0 für x ˛ –# .

Spiegelung von G an der y-A chse
f(x) = e–x =  = 
Gf hat den Angelpunkt (0|1) un d
die Asymptote y=0 für x ˛ +# .

Spiegelung von G am Ursprung
f(x) = –e–x = –  = – 
Gf hat den Angelpunkt (0|–1) und
die Asymptote y=0 für x ˛ +# .

Schiebungen und Streckungen 
im Koordinatensystem

f (x) = ex + b
Gf entsteht beim Verschieben
von G um b in y-Ri chtung.
Gf hat den Angelpunkt (0|1 +b) und
die Asymptote y=b für x ˛ –# .

f (x) = aex, a>0
Gf entsteht beim Strecken von G
in y-Ri chtung mit Faktor a.
Wegen aex=ex+ln a ist di ese Streckung
gleichbedeutend mit einer Verschiebung
um –lna in x-Ri chtung.
Gf hat den Angelpunkt (– ln a|1 ) und
die Asymptote y=0 für x ˛ –# .
Zum Bil d:
f (x) = 
Streckung aufs -fache in y-Ri chtung 
bewirk t das Selbe wie Verschiebung
um –0,5 in x-Ri chtung.

y

x

–1

–1 1

1
Spiegelungen an
x- und y-Achse

exe–x

–e–x –ex

1
ex---- (1

e--)
x

1
ex---- (1

e--)
x

y

x
–1 1

Verschiebungen
y-Richtung

ex

ex+1

ex –2(0|1)

(0|–1)

ex–1(0|2)

y=–2

y=–1

y=1

e·ex e0,5ex ex 0,5+= =
e

y

x
–0,5 1

(–0,5|1)

ex

(0|1)

(0| e )

= ex+0,5e·ex
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Allgemeiner Fall
f (x) = –2e–x + 2
Um Angelpunkt und Asymptote zu finden, muss man den Term 
so umformen, dass der K oeff izient bei e entweder +1 oder –1 ist:
f (x) = –e–x+ln2 + 2
Bedingung für Angelpunkt: Exponent = 0

–x + ln2 = 0
x = ln 2

f(ln2) = –e0 + 2 = 1; Angelpunkt (ln 2|1)
Bedingung für Asymptote:

Exponent ˛ – #
–x + ln2 ˛  –#

x ˛  +#
Asymptote y=2 für x ˛ +# .

Aufgaben

¿1 Berechne mit dem Taschenrechner.
a) e0,1 b) e–0,1 c) d) ee e) eee 
f )  g) e"  h) " e i) j)

¿2 Löse auf nach x und bestimme mit dem Taschenrechner auf 0,01 gerundete 
Näherungswerte
a) ex = 2 b) e2x = 106 c) e–3x = "
d) e)  •f ) ex – 2e–x = 1

3 Löse auf nach x und bestimme mit dem Taschenrechner Näherungswerte.
a) 1 < ex < 2 b) 1 < e–x < 2 c) 0,1 < ex < 1000
d)  < ex < e e) e2x & 10–3 •f ) e|x|  % ee

•g) e2x > ex + 12 h)  > 0

¿4 Leite ab.
a) f (x) = x + ex b) f (x) = – c) f (x) = 2ex + x·e2

d) f (x) = x·ex e) f (x) = x2·ex f ) f (x) = g) f (x) = xe·ex

h) f (x) = ex+sinx i) f (x) = exsinx j) f (x) = sin(ex) k) f (x) = esinx

y

x
–1 1

ex

–2e–x+2 =
–e–x+ln2+2

(ln 2|1)
(0|1)

y=2

e
ee e 2– e2 e 2–+

2---------------

ex 10 5–= e2x 5+ 10=

1
e--

1 ex–
1 ex+
-----------

e·ex

x·ex
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¿5 Leite ab.
a) f (x) = e–x b) f (x) = e2x c) f (x) = ex2 d) f (x) = 
e) f (x) = f ) f (x) = ecos2x g) f (x) = h) f (x) = 

¿6 Die Bilder zeigen Kurv en vom Typ y = a·e±x + b mit Angelpunkt.
Bestimme Funkt ionsterm, Achsenpunkte und Asymptote.

e x

ex x2e x– 1
ex3

--------

y

x1

1 2

2

2

y

x–1

1

y

x
1

2

2

2

2

2

2

1

y

x1

1

2

2

y

x
1

1

y

x
–1 1

2

2

2

2

2

1

–1

y

x1

1

2

2

y

x
–1

y

x
–1 1

2

2

2

2
–1

–1

a) b) c)

d) e) f )

g) h) i)

j) k) l)y

x
1

1

2

2

y

x

y

x1

2

2

2

22
1

–1

–1

–1

–1

–1
–1

–1
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7 Die Bilder zeigen Kurv en vom Typ y = a·e±x + b mit Asymptote oder einem 
charak ter ist ischen Kurv enpunkt.
Bestimme Funkt ionsterm un d Achsenpunkte.

¿8 Gegeben sind Funk t ionsterme. Skizziere die zugehör igen Kurv en, 
bestimme Achsenpunkte und Asymptoten.

a) e2+x – 1 b) e2–x – e c) e – e–e–x

d) 2ex–2 e) (e2–x – e) f ) e(1–e–x)

9 f (x) = a·ex + b, g(x) = a·e–x + b
Bestimme a und b so, dass die Graphen im U rsprung berührt w erden von 
der Wink elhalbierenden
a) des 1.Quadranten b) des 2.Quadranten.

¿10 f (x) = a·etx + b, a·t !  0
Zeige: y=b ist di e Gleichung der Asymptote von Gf .
Wie entscheidet man, ob sie Asymptote ist für x ˛ +#  oder x ˛ –#  ?

11 f (x) = a·etx + b, g(x) = u·esx + v.
Bestimme u, v und s so, dass die Asymptoten von Gf und Gg den Abstand 2 
haben.

12 f (x) = a·etx + b
Für w elche Wert e von a und b schneidet Gf :
a) nur di e y-Achse b) die x-Achse c) nur di e x-Achse

y

x–1

1

e

1

1

e

y

x

–2
1

1

e

y

x

1
1

e

–1

y

x
–1

1

e

1

1

e
–1

y

x1

1

1

y

x–4

1
e

–1

–1

e

a) b) c)

d) e)
f )

–1

–4

1
e--
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•13 f (x) = a·ex + b.
Wie viele Punkte legen Gf fest? Welche Bedingung müssen sie erfüllen?

¿14 Berechne A = und deute den Wert a n einer skizzi erten e-Kurv e.

Bestimme b>0 so, dass  = A ist.

15 Berechne A = .

Bestimme a so, dass die Gerade x=a die Fläche mit Inh alt A halbiert.

•16 In w elchem Verhältnis (<1) teilt di e e-Kurv e das Rechteck 
mit den Ecken (0|0), (2|0), (2|e2) und (0|e2) ?

17 Berechne das Integral un d deute seinen Wert al s Flächeninhalt (Skizze!).

a) b)

18 f (x) = ex–1 – e
Berechne den Inh alt der Fl äche, die begrenzt ist v on Gf und den 
Koordinatenachsen.

•19 Die Gerade g schneide die e-Kurv e in (–1|?) und (1|?).
Berechne den Inh alt der Fl äche, die begrenzt ist v on Gerade und e-Kurv e.

•20 f (x) = ex, g(x) = e + 1– e1–x 
a) Berechne die Schni ttpunkte von Gf und Gg.

b) Berechne den Inh alt der Fl äche, die beide Graphen einschließen.
Verwende ‡ e–x dx = –e–x + C.

ex xd
1–

0

"
ex xd

0

b

"

ex xd
0

9ln

"

1 e– x( ) xd
1–

0

" ex 2– xd
1

2

"
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4.Polynom- und Exponent ialfunk t ion

Polynomfunktion als Ersatz für die e-Funktion
Die Polynomfunkt ion ist uns vertra uter als die e-Funkt ion. Wir werden die beiden
Funk t ionen vergleichen und so neue Eigenschaften der e-Funkt ion entdecken. 
Zuerst zeigen wir , wie sich ex in der Gegend der y-A chse annähern l ässt durch 
Polynome. Der einf achste Fall einer Polynomkurv e ist eine Gerade. 
Von allen Geraden liefert di e Tangente die beste Annäherung: y = 1 + x.
Wegen exp''(x) = ex > 0 ist die e-Kurv e linksgekrümm t. Sie liegt deshalb immer
über j eder ihre r Tangenten (bis auf den Berührp unkt): ex > 1 + x, (x ! 0).
Wenn sich e-Kurv e und Polynomkurv e wenig unterscheiden, dann gilt  das auch
für di e Inhalte der Fl ächen, die sich beim In tegr ieren  für x >0 ergeben:

ex > 1 + x ||
ex – 1 > x + 

ex > 1 + x + ||
ex – 1 > x +  + 

ex > 1 + x +  + … und so weiter.

Es ergibt sich ex > 1 + x +  +  +  + … + 

Der N enner des letzten Bruc hs ist ein auff älliges Produkt: 2·3·4· … ·n. 
In der M athemat ik k ommt es oft vor, zum Beispiel in der K ombinator ik.  
Zu seiner bequemen Handhabung hat man eine Abkürzung geschaffen: 
n!, gesprochen n-Fakultät. 
n ! ist das Produkt der natürli chen Zahlen von 1 bis n. So ist 5! = 1·2·3·4·5 = 120.
Der Vollständigkeit  halber hat man auch noch 0! und 1! def iniert,  nämlich so, 
dass auch für si e die Regel gilt

n ! = [1·2·3·…·(n–1)]·n = (n–1)!·n
Fall n =2: 2! = (2–1)!·2 — 2 = 1!·2 — 1=1! Fall n =1: 1! = (1–1)!·1 — 1=0!

0! = 1
1! = 1
2! = 1·2
3! = 1·2·3
…………

n-Fakultät n! = 1·2·3·…·n

In der Fakultät-Schreibweise sieht di e Ungleichung für ex dann für x >0 so aus:

ex >  = 

…
0

x

"
…

0

x

"
1
2--x

2

1
2--x

2 …
0

x

"
1
2--x

2 1
6--x

3

1
2--x

2 1
6--x

3

1
2--x

2 1
6--x

3 1
24----x4 1

2·3·4· … ·n---------------------xn

1
0!---x0 1

1!---x1 1
2!---x2 1

3!---x3 1
4!---x4 … 1

n!---xn+ + + + + + 1
k!---x

k

k 0=

n

/
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Die Polynome pn(x) =  
eignen sich sogar f ür x <0 als Näherungspolynome für ex :

ex (   = 

Für x =0 stimmen die ersten n Ableitungen von ex und  überein: 

e-Kurv e und Polynomkurv e haben einen (n+1)-fachen Schni ttpunkt. 
Die Bilder veranschauli chen, wie sich mit wachsendem n die Annäherung verbes-
sert.  Mi t größerem mathemat ischen Aufwand lässt sich sogar zeigen, dass gilt

Damit haben wir e ine weitere Grenzwert-
Darstellung für di e Euler-Zahl e gefunden

e = 

1
0!---x0 1

1!---x1 1
2!---x2 1

3!---x3 1
4!---x4 … 1

n!---xn+ + + + + +

1
0!---x0 1

1!---x1 1
2!---x2 1

3!---x3 1
4!---x4 … 1

n!---xn+ + + + + + 1
k!---x

k

k 0=

n

/

1
k!---x

k

k 0=

n

/

ex  
n˛ #
lim 1

k!---x
k

k 0=

n

/=  = 1
k!---x

k

k 0=

0

/ y

x–1 1

(0|1)
p1(x) = 1 + x

ex

(0|1) ist 2f acher
Schni ttpunkt

1 1 1
2!--- 1

3!--- 1
4!--- …+ + + + +

p3(x) = 1 + x + –x2 + –x31
2

1
6p2(x) = 1 + x + –x21

2

y

x
–1 1

(0|1)

5

ex

y

x
–1 1

(0|1)

5

ex

y

x
–1 1

(0|1)

5

ex

(0|1) ist 3f acher
Schni ttpunkt

(0|1) ist 4f acher
Schni ttpunkt

(0|1) ist 5f acher
Schni ttpunkt

p4(x) = 1 +x +–x2 +–x3 +–-x41
2

1
6

1
24
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Polynom- und e-Funktion im Unendlichen

Die Potenzfunk t ion mit dem Term xn (n‘ ˝) und die e-Funkt ion mit dem Term ex

werden unendlich groß für x˛ +# , die e-Funkt ion aber unvergleichlich viel stär-
ker. Der Bruc h  zeigt di es deutli ch

 

Die e-Funkt ion wächst also für x˛ #  viel stärk er als jede x-Potenz.

Gleichbedeutend damit ist  und , 

wobei pn(x) ein Polynom vom Grad n ist.   

Damit wird  beliebig groß für x ˛ # , symbolisch:

Der Kehrwert  liegt beliebig nah bei 0 für x ˛ # :

Kurz und einprägsam: »ex setzt sich gegen |x| a durch«

x ˛ – # x ˛ + #

a > 0 0 +#
a < 0 0 +#

ex

xn------

ex

xn-----
1 x 1

2!---x2 1
3!---x3 1

4!---x4 … 1
n!---xn 1

(n+1)!-----------xn 1+ …+ + + + + + + +
xn---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------=

ex

xn----- = 1
xn----- 1

xn 1–----------- 1
2xn 2–---------------+ + … 1

n!
----- 1

(n+1)!
---------------x1 …+ + + +

ex

xn------  
x˛ #
lim ex

x n----- #=

xn

ex------  
x˛ #
lim x n

ex-----  
x˛ #
lim x ne x– 0= =

 
x˛ –#
lim x n ex 0=  

x˛ –#
lim p n (x)· ex 0=

|x| aex
x˛ …
lim

y

x5

1

1

lim –– = #
xax˛ #
ex

1/2

1/4

1

2 e

3,5

a > 0

y

x1 5

1 1/2
1

1/4

lim x ae–x = 0
x˛ #

a > 0

1 2
e

3,5
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5.Integrat ion

Eine nützliche Formel

Beispiel:  ‡ xe–x2 dx = – ‡ (–2xe–x2) dx = – e–x2 

Ansatz-Methode: Integration von p n(x)·e x

Ist p n(x) ein Polynom vom Grad n, dann gilt
(pn(x)·ex)' = pn(x)'·ex + pn(x)·ex = (p'n (x)  + pn(x))ex = qn(x)·ex 

Leitet man ein Produkt pn(x)·ex ab, so ergibt sich ein Produkt qn(x)·ex, wobei der
Polynomfaktor qn(x) vom selben Grad ist wie pn(x). Umgekehrt muss eine Stamm-
funk t ion F von f (x)=pn(x)·ex den Term rn(x)·ex haben, wobei rn(x) wieder ein Poly-
nom vom Grad n ist.  Das nutzt man beim In tegr ieren aus. 

Beispiel ‡(x2 + 1)ex dx = ?

Ansatz ‡(x2 + 1)ex dx = (ax2 + bx + c)ex + C

Ableiten (x2 + 1)ex = (2ax + b)ex + (ax2 + bx + c)ex 
x2 + 1 = ax2 + (2a + b)x + b + c

Vergleich der K oeff izienten Koeff izient bei x2 1 = a
Koeff izient bei x1 0 = 2a + b
Koeff izient bei x0 1 = b + c
— a = 1, b = –2, c = 3

Ergebnis ‡(x2 + 1)ex dx = (x2 – 2x + 3)ex + C

Integration von (a sin x + b cos x)·e x

Die »nützliche Formel« und die »Ansatz-Methode« führen auch hier zum Ziel, denn
((asinx + bcosx)·ex)' = (acosx – bsinx)·ex + (asinx + bcosx)·ex)

= ((a+b)cosx + (a–b)sinx)·ex 
Die Ableitung ist von der selben Bauart wi e der In tegrand.

Beispiel ‡e–xsin(2x) dx = ?

Ansatz ‡e–xsin(2x) dx = (asin(2x) + bcos(2x))e–x + C

Ableiten e–xsin(2x) = (2acos(2x) – 2bsin(2x))e–x + (asin(2x) + bcos(2x))e–x(–1)
= e–x((2a–b)cos(2x) + (–2b–a)sin(2x))

Vergleich der K oeff izienten Koeff izient bei cos(2x) 0 = 2a – b
Koeff izient bei sin(2x) 1 = –2b – a
— b = – , a = –

Ergebnis ‡e–xsin(2x) dx = e–x(– sin(2x) – cos(2x)) + C 
= – e–x(sin(2x) + 2cos(2x)) + C

Wegen (ef(x))' = ef(x)·f '(x) gilt ‡ f'(x)·e f(x)  dx = ef(x)  + C

1
2
-- 1

2
--

2
5
-- 1

5
--

1
5
-- 2

5
--

1
5
--
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Zum Nachdenken

Ausdrücke mit 0 und #

Bei stet igen Funk t ionen berechnet man Grenzwerte, wenn möglich, durch Einsetzen:

. Schwier iger wird es, wenn Einsetzen nicht mehr möglich ist: x˛ # , x˛ –# ,

x˛ a, wobei a eine Zahl ist,  für di e der Term ni cht def iniert ist:   oder 

Formales Einsetzen führt zu Ausdrücken »…«, die zunächst keinen Sinn haben

oder .

Manchem solcher Ausdrücke mit 0 und #  kann man aber einen Sinn geben. Sie heißen

bestimmte Ausdrücke . 

Beispiele: »#  + c« = # , »#  + # « = # , »# ·c« = # ·sgnc mit c ! 0, 
»# ·# « = # , » « = 0, » « = # ·sgnc mit c ! 0

» « = ±# je nachdem, wie man sich der 0 beim Grenzübergang nähert,

» « = ±# mit c! 0,je nachdem, welches Vorzeichen c hat und wie man sich der 0
beim Grenzübergang nähert.

Beispiele für Gre nzwerte mit bestimmten Ausdrücken:

= »#  + # « = # = »(–# )·# « = –#  = –#

Es gibt aber auch Ausdrücke mit 0 und # , denen man auf den ersten Bli ck keinen Sinn
geben kann. Sie heißen unbestimmte Ausdrücke . 

Beispiele: »#  – # « = ?, »# ·0« = ?, » « = ?, » « = ?, »1# « = ?,

»# 0« = ?, »0# « = ?, »00« = ?

Anst elle der Fragezeichen ist alles möglich: Der Grenzwert kann unbestimmt sein, er
kann gleich irg endeiner Zahl sein, er kann aber auch jede Zahl unter- oder überschreiten,
das heißt – #  oder +#  sein. Seine Berechnung verlangt jeweils eigene Überlegungen. 

 
x˛0
lim x

ex----- 0
e0----- 0= =

 
x˛ #
lim x

ex-----  
x˛0
lim sinx

x
-----------

 
x˛ #
lim x

ex----- »#
#
----«=  

x˛0
lim sinx

x
----------- »0

0
---«=

c
#
---- #

c
----

#
0
----

c
0
---

 (
x˛ #
lim x ex)+  

x˛ –#
lim xe x–  

x›0
lim ex

1 e– x------------- »+1
–0
------«=

#
#---

0
0--
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Es gibt 3 Verf ahren, die oft zum Erfo lg führen:

1.Umformen  = »#  – # « = ?

 

= 

 

2.Substituieren  = »(+0)e+# « = »+0·# « = ?

Substitut ion: u := ; x › 0 ÷ u˛ #

 = # (siehe vor ige Seite)

3.Regeln von DE  L'H OSPITAL

Der französische Mathemat iker Guill aume François Antoine de L'H OSPITAL  (1661–1704)
hat 1696 in seinem Lehrbuch der Diffe renzialrechnung Regeln formuli ert,  mit denen man
oft Grenzwerte des Typs » « und » « f indet. 

Führt Einsetzen bei den Grenzwerten  und  zu den unbestimmten Aus-
drücken » « oder » «, dann gilt

Voraussetzung ist all erdings, dass jeweils der rechte Grenzwert exist iert.  
Wir beweisen nur den einf achsten Fall f (a)=g(a)=0, also » « für x˛ a.

Beispiele:  = » «

 = » «

Manchmal muss man die Regel mehrmals anwenden

 = » «

 = » « = 0

oder den Funk t ionsterm erst in e inen Bruc h umformen

 = »# ·0«

 (
x˛ #
lim e2x ex+ ex)–

e2x ex+ ex– e2x ex+ ex–( ) e2x ex+ ex+( )
e2x ex+ ex+

---------------------------------------------------------------------------- e2x ex e2x–+
e2x ex+ ex+

---------------------------------= =

ex

e2x ex+ ex+
--------------------------------- 1

1 e x–+ 1+
----------------------------=

 (
x˛ #
lim e2x ex+ ex)–  

x˛ #
lim 1

1 e x–+ 1+
---------------------------- 1

1 0+ 1+
------------------------ 1

2
---= = =

 
x›0
lim xe1 x⁄

1
x--

 
x›0
lim xe1 x⁄  

u˛ #
lim 1

u---e
u=

0
0--

#
#---

 
x˛a
lim f x( )

g x( )
-----------  

x˛ #
lim f x( )

g x( )
-----------

0
0--

#
#---

 
x˛a
lim f x( )

g x( )
------------  

x˛a
lim f ' x( )

g' x( )
-------------=  

x˛ #
lim f x( )

g x( )
------------  

x˛ #
lim f ' x( )

g' x( )
-------------=

0
0--

 
x˛a
lim f x( )

g x( )
-----------  

x˛a
lim f x( ) 0–

g x( ) 0–
-------------------  

x˛a
lim f x( ) f a( )–

g x( ) g a( )–
---------------------------  

x˛a
lim

f x( ) f a( )–
x a–

--------------------
g x( ) g a( )–

x a–
----------------------
----------------------

 
x˛a
lim f x( ) f a( )–

x a–
--------------------

 
x˛a
lim g x( ) g a( )–

x a–
----------------------

--------------------------------- f ' a( )
g' a( )
------------= = = = =

 
x˛0
lim sinx

x
--------- 0

0--  
x˛0
lim sinx

x
---------  

x˛0
lim cosx

1
--------- 1= =

 
x˛0
lim ex 1–

ex 1–
----------------- 0

0--  
x˛0
lim ex 1–

ex 1–
-----------------  

x˛0
lim ex

ex 2⁄
---------------  

x˛0
lim 2 ex 2= = =

 
x˛ #
lim xn

ex------ #
#---

 
x˛ #
lim xn

ex------  
x˛ #
lim nxn 1–

ex---------------  
x˛ #
lim n n 1–( )xn 2–

ex-------------------------------- …  
x˛ #
lim n!

ex-----= = = = n!
#
----

x2ex
x˛– #
lim

x2ex
x˛– #
lim

x˛– #
lim  x2

e x–-------
x˛– #
lim  2x

e– x–-----------
x˛– #
lim  2

e x–-------
x˛– #
lim 2ex 0= = = = =
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Aufgaben

¿1 f (x) = ex, g(x) = 1 + x
a) Berechne f(x) und g(x) für x ‘ {0; ±1; ±0,5; ±0,1; ±0,01}.

b) Der relative Fehler  ƒ ist der Betra g des Quot ienten von 

der Diffe renz der Wert e und dem wahren Wert:   =: ƒ(x)

Berechne ƒ(x) für x ‘ {0; ±1; ±0,1; ±0,01; ±0,01} und skizziere Gƒ.

2 f (x) = ex, g(x) = 1 + x + x2 

Berechne f(x), g(x) und ƒ(x) f ür x ‘ {0; ±1; ±0,5; ±0,1; ±0,01} und 
skizziere Gƒ. (ƒ(x) ist in Aufgabe 1 erkl ärt.)

¿3 d(x) = ex – (1 + x)

a) Untersuche die Monotonie von d und zeige: ex & 1 + x

b) Zeige damit, dass für x <1 gilt : 1 + x % ex % 
(Ersetze x durch –x und denke nach.)

¿4 Annäherungsversuche
f(x) = xex, g(x) = ax2 +bx + c
Bestimme a, b und c so, dass gilt :
f (x0) = g(x0), f '(x0) = g'(x0) und f ''(x0) = g''(x0), 
falls a) x0 = 0 b) x0 = 1
und skizziere die Graphen.

•5 AnnäherungsVersuche
f(x) = e–x2, g(x) = ax2 +bx + c
Bestimme a, b und c so, dass gilt :
f (x0) = g(x0), f '(x0) = g'(x0) und f ''(x0) = g''(x0), 
falls a) x0 = 0 b) x0 = 1
und skizziere die Graphen.

6

Bestimme mit dem Taschenrechner Näherungswerte für 

a) e für n‘ {1, 2, 3, 4} b)  für n‘ {1, 2, 3, 4} c)  für n‘ {1, 2, 3, 4}

 f x( ) g x( )–
f x( )

------------------------- 

1
2--

1
1 x–--------

ex (  1 x 1
2!---x2 1

3!---x3 1
4!---x4 … 1

n!---xn+ + + + + +

1
e--- e
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¿7 Berechne a) b) c)

d) e) f )

g) h)

•8 Berechne, soweit  möglich die Grenzwerte von  für
a) x ˛ # b) x ˛ – # c) x › 0 d) x ‹0

•9 Berechne, soweit  möglich die Grenzwerte von  für

a) x ˛ # b) x ˛ – # c) x › 0 d) x ‹0

˜10 Berechne – soweit  möglich – die Grenzwerte von eax – aex für
x ˛ # und x ˛ – # . (Fallunterscheidungen für a !)

˜11 Berechne und achte auf di e Fallunterscheidungen für a.

a) , n ‘ ˝ b) , n ‘ ˝ c)

¿12 Berechne a) b) c)

d) e)

•13 Berechne a) (Suche eine Stammfunk t ion durch Probieren!)

b)

•14 Berechne a) (Suche eine Stammfunk t ion durch Probieren!)

b)

 e
x

x
--------

x˛ #
lim  ex

x
---------

x˛ #
lim  ex

x
---------

x˛ –#
lim

 x
x˛ –#
lim ex  ex e+

ex-----------------
x˛ #
lim  1

ex 1–( ) ex 2– 1–( )
------------------------------------------

x˛ –#
lim

 e
x e x–+

ex e x––
------------------

x˛ #
lim  e

x e x–+
ex e x––
------------------

x˛ –#
lim

e1 x/

1
1 e1 x/–
-----------------

 xn

eax--------
x˛ #
lim  e

a x2⁄

xn-----------
x˛ 0
lim  e

x ea–
x a–

---------------
x˛ a
lim

ex dx
0

1

" x2ex dx
0

1

" xex 2+  dx
0

1

"

x 1–( )ex dx
1–

2

" x2 1+( ) ex 1+( ) dx
0

3

"

e x–  dx
0

1

"

xe x–  dx
1–

0

"

2e2x dx
0

0,5

"

4 x2e2x dx
0

1

"
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6.Kurv endiskussion

Diskussion einer Kurve

Beispiel:  f (x) = 

Maximale Definitionsmenge D = ¸ \ {0}

Symmetrie zum Koordinatensystem

f (–x) = –  !  

Verhalten am Rand von D
Für d en Rand kommen allgemein infra ge: –# , +# , Def init ionslücken.
Das Verhalten von f (x) am Rand von D f indet man mit der Grenzwert-
Rechnung. Hi er im Beispiel sind das die 4 Grenzwerte für:

In den folgenden Grenzwert-Rechnungen ist  substitui ert durc h u.

 = »–# ·e0« =  = »–# ·1« = –#

 = »+# ·e0« =  = »+# ·1« = +#

 = »0·e–# « = »0·0« = 0

 = »0·e# « = »0·# « =  = +#

Die y-Achse ist also Asymptote für x› 0.

Schiefe Asymptote
Die Kurv e hat auch die schiefe Asymptote a: y = . Wie man ihre 
Gleichung f indet, steht im übe rnächsten Kapitel »Rat ionale Funkt ion«.
Wir zeigen hier bloß, dass a tatsächlich Asymptote ist. Der Unterschied 
der Ordin aten von Kurv e und Asymptote muss für x˛± #  gegen 0 gehen:

q.e.d.

Nullstellen
 = 0

Die Faktoren  und  sind ungleich 0 für x ! 0. 

Gf hat also keine Nullstelle.

1
2--xe2 x/

1
2--xe 2 x⁄– f x( ), also keine Symmetrie zur y-Achse

f x( ), also keine Symmetrie zum Ursprung–'
(
)

0

x ‹ 0 x › 0x ˛ – # x ˛ + #

2
x--

(1
2--xe2 x/

x˛– #
lim ) (1

u--e
u

u‹ 0
lim )

(1
2--xe2 x/

x˛ #
lim ) (1

u--e
u

u› 0
lim )

(1
2--xe2 x/

x‹0
lim )

(1
2--xe2 x/

x›0
lim ) (1

u--e
u

u˛ #
lim )

1
2--x 1+

(1
2--xe2 x/ 1

2--x 1+( )–
x˛– #
lim ) (1

u--e
u 1

u--– 1–
u˛0
lim ) (eu 1–

u
----------- 1–

u˛0
lim ) eln 1– 0= = = =

1
2--xe2 x/

1
2--x e2 x/



BARTH •KRUMBACHER VI.  Exponent ialfunk t ion     Kurv endiskussion

119

Waagrechtpunkte

f '(x) = 

f '(x) = 0 — x=2, f (2)=e Waagrechtpunkt (2|e)
Monotonie

T(2|e) ist der einzige 
Tiefpunkt.

Gf steigt echt monoton in ]–# ;0[ und in [2;+# [.
Gf fällt  echt monoton in ]0;2].

Wie mündet Gf in (0|0) ?
Substitut ion:  = –u

=  = 

Gf mündet von links k ommend mit waagrechter Tangente in (0|0). Von 
rechts kommend hat Gf die y-Achse als Asymptote, mündet also nirg ends.

Flachpunkte

f ''(x) = 

f ''(x) = 

Wegen f ''(x) ! 0 hat Gf keinen Flachpunkt.
Krümm ung

Aus dem Graphen liest
man die Wert emenge ab:
W = ]–# ;0[ *  [e;+# [.

1
2--(e

2 x/ xe2 x/ ( 2–
x2-----))*+ 1

2--e
2 x/ 1 2

x--–( ) 1
2--e

2 x/ x 2–
x--------* x 2–

2x--------e2 x/= = =

f '(x)

xemf ems0
ni

ch
t

2

01

de
fin

.
ems

T(2|e)

 f '(x)
x‹0
lim  ( x 2–

2x--------e2 x/ )
x‹0
lim »+# ·0«= = 2

x
--

 ( 1 u+
2--------e u– )

u˛ #
lim 1

2--  ( 1
eu---- u

eu----)+
u˛ #
lim= 1

2-- 0 0+( ) 0=

1
2
-- x x 2–( )–

x2--------------------e2 x/ x 2–
x

---------e2 x/ 2
x2-----–# $

% &+# $
% & 1

2x2--------e2 x/ (2 2 x 2–
x--------)*–=

1
x3-----e2 x/ (x x 2–( ))– 2

x3-----e2 x/=

f ''(x)

x0

ni
ch

t
de

fin
.

Rechtskurve Linkskurve

y

x
–1

–1 1

1

T(2|e)

Asymptote y = –x+11
2

1
2f (x) = –xe2/x
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Diskussion einer Schar

Beispiel:  fa(x) = , a !  0

Maximale Definitionsmenge D = ¸

Symmetrie zum Koordinatensystem

fa(–x) =  !  

Symmetrie der Scharkurven zueinander
– Kurv en Gfa

 und Gf b
 sind zueinander symmetr isch bezüglich des 

Ursprungs, wenn gilt : fa(–x) = –f b(x)
hier also  = – 
Wegen der Exponenten müsste sein b=–a, und für alle  x müsste 
gelten a + 2x= – (–a – 2x) — a + 2x= a + 2x. Diese Gleichung stimmt 
für all e x, also sind Gfa

 und Gf–a
 zueinander symmetr isch bezüglich O.

– Kurv en Gfa
 und Gf b

 sind zueinander symmetr isch bezüglich der 
y-Achse, wenn gilt : fa(–x) = f b(x)
hier also   = 
Wegen der Exponenten müsste sein b=–a, und für alle  x müsste 
gelten a + 2x= –a – 2x, aber das ist nur der Fall f ür a=–2x. 
Es gibt also keine 2 Kurv en, die zueinander symmetr isch sind bezüg-
lich der y-A chse.

Wegen der Punk tsymmetr ie behandeln wir n ur Schark urv en mit a >0.

Verhalten am Rand von D

Die posit ive x-Achse ist Asymptote für x ˛ +# , falls a>0. Wegen Punkt-
symmetr ie ist die negat ive x-Achse Asymptote für x ˛ –# , falls a<0.

 = »# ·# « = #

Wegen Punk tsymmetr ie ist  = –#  für a <0.

Nullstellen

 = 0 — x = a

e a 2x–( )e x a/–

e a 2x+( )ex a/
fa x( ), also keine Symmetrie zur y-Achse
fa x( ), also keine Symmetrie zum Ursprung–'

(
)

e a 2x+( )ex a/ e b 2x–( )e x b/–

e a 2x+( )ex a/ e b 2x–( )e x b/–

fa x( )
x˛+ #
lim e  a 2x–

ex a/------------
x˛+ #
lim 0= =

fa x( )
x˛– #
lim e  a 2x–( )e x a/–

x˛– #
lim=

fa x( )
x˛+ #
lim

e a 2x–( )e x a/– 1
2--
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Waagrechtpunkte

f 'a(x) =  = 

=  = 

f 'a(x) = 0 — x = a, y = fa( a) =  = – a

Waagrechtpunkt ( a|– a)

Monotonie

Wegen Punk tsymmetr ie ist 
( a|– a) Hochpunkt f ür a <0.

Ortlini e der Waagrechtpunk-
te: a elimini eren in ( a|– a)

x = a — a = x eingesetzt in y = – a  ergibt y = – · x = – x.
Wegen a ! 0 ist auch x ! 0.
Ortlini e Gwap mit wap(x) = – x, x ! 0

Ortlini e Gtip  mit t ip(x) = – x, x>0

Ortlini e Ghop mit hop(x) = – x, x<0

Flachpunkte

f ''a(x) =  = 

= 

f ''a(x) = 0 — x = a, y = fa( a) =  = – a

Flachpunkt ( a|– a)

Krümm ung
Wegen Punk tsymmetr ie 
ändert si ch für a <0 die 
Krümm ung nicht.

Ortlini e der Wendepunkte: a elimini eren in ( a|– a)

x = a — a = x eingesetzt in y = – a  ergibt y = – · x = – x.

Wegen a ! 0 ist auch x ! 0.
Ortlini e Gwep mit wep(x) = – x, x ! 0

e 2–( )e x a/– e a 2x–( )e x a/– ( 1
a-- )–+ e e x a/– ( 2–( ) 1

a-- a 2x–( ))–

e e x a/– (2x
a---- 3)– e (2x 3a–

a--------------) e x a/–

3
2--

3
2-- e ( 2a– ) e 3 2/– 2

e
--

3
2--

2
e
--

f 'a(x)

xemf ems

01

Tiefpunkt(  | )3
2–a 2

e––a

3
2–a 3

2--
2
e
--

3
2--

2
e
--

3
2--

2
3--

2
e--

2
e--

2
3--

4
3e----

4
3e----
4
3e----
4
3e----

e 2
a-- e

x a/– e 2x 3a–
a------------- e x a/–  ( 1

a--)–+ 1
a-- e e x a/–  (2 2x 3a–

a-------------)–

e 5a 2x–
a2------------- e x a/–

5
2--

5
2-- e ( 4a– ) e 5 2/– 4

e2----
5
2--

4
e2----

f ''a(x)

xRechtskurve

01

5
2–aLinkskurve

Wendepunkt (–a|– –-a)4
e2

5
2

5
2--

4
e2----

5
2--

2
5--

4
e2---- 4

e2---- 2
5--

8
5e2-------

8
5e2-------
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Nachweis von Berührkurven
Die Schark urv en haben 2 gemeinsame Tangenten mit

t1(x) = –4ex und  t2(x) = – x.

Wie man ihre Gleichungen f indet, steht im »Nachdenken«. Wir zeigen
hier bloß, dass sie tatsächlich gemeinsame Tangenten sind, das heißt: 
Im Schni ttpunkt müssen die Steigungen von Kurv e und Tangente gleich
sein. 
Für Tangente 1 gilt  dann:
Schni ttpunkt: t1(x) = fa(x), also –4ex = I

gleiche Steigungen: t '1(x)  = f 'a(x), also –4e = II

Keine der beiden Gleichungen lässt sich nach x auf lösen; schuld daran ist
der Faktor e–x/a. Wir werden ihn los, indem wir II mit x mult iplizieren und
die rechten Seiten gleichsetzen:

= || : || :
 a(a – 2x) = 2x2 – 3ax — 2x2 – ax – a2 = 0

— (2x+a)(x–a) = 0
— x = – a oder x = a

Probe: x = – a einsetzen in I li efert –4e(– a) = 
2ea = 2ea, stimmt f ür alle  a.

x = – a einsetzen in II li efert –4e = 
–4e = –4e, stimmt f ür alle  a.

Gt1
 berührt j ede Schark urv e Gfa in (– a|2ea). 

Probe: x = a einsetzen in I li efert –4ea = 
–4ea = –a , st immt nur f ür a =0.

x = a ist ni cht brauchbar, denn t 1(a) = fa(a) stimmt nur f ür a =0, 
 und für di esen Wert ist di e Schar obendrein ni cht def iniert.

Für Tangente 2 gilt :

Schni ttpunkt: t2(x) = fa(x), also – x = III

gleiche Steigungen: t '2(x)  = f 'a(x), also – = IV

IV mit x mult iplizieren und die rechten Seiten gleichsetzen ergibt wie
oben x = – a oder x = a

1
e

------

e a 2x–( )e x a/–

e (2x 3a–
a--------------) e x a/–

e a 2x–( )e x a/– x e (2x 3a–
a--------------) e x a/– e  e x a/–

1
2--

1
2--

1
2-- e a a+( ) e1 2/

1
2-- e ( 4a–

a-------) e1 2/

1
2--

e a 2a–( )e 1–

e–1/2

1
e

------ e a 2x–( )e x a/–

1
e

------ e (2x 3a–
a--------------) e x a/–

1
2--
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Probe: x=– a einsetzen in III – (– a) = 

a = 2ea, stimmt f ür a =0, also nie.

x = – a ist ni cht brauchbar.

x = a einsetzen in III – a = 

– a = , st immt für alle  a.

x = a einsetzen in IV – = , st immt f ür alle  a.

Gt2
 berührt j ede Schark urv e Gfa in (a|– a). 

1
2--

1
e

----- 1
2-- e a a+( )e1 2/

1
2--

1
e

-----

1
2--

1
e

------ e a 2a–( )e a a/–

1
e

------ e a–( )e 1–

1
e

------ e ( a–
a----) e

1–

1
e

-----

y

x
–5

–5

–1

5
1

5

1

–1
–2

–3

2
3

2,5
1,5

–1,5
–2,5

fa(x) = e (a–2x)e–x/a Ortlini e der Waagrechtpunkte

wap(x) = ––-x, x ! 04
3e

Ortlini e der Wendepunkte

wep(x) = –––x, x ! 08
5e2

Gemeinsame Tangenten

t1(x) = –4ex

t 2(x) = –––x1
e
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Zum Nachdenken

!  Hüllkurve

Aus dem 1.Band ist uns ein Verf ahren bekannt, wie man die Hüllk urv e einer Schar f indet.
Man elimini ert d en Parameter aus:

I y = fa(x)

II fa(x) = 0

Im vor igen Beispiel gilt  dann:
I y = 

II fa(x) = — a = x oder a = –2x

a=x eingesetzt in I e rgibt: , x ! 0

a=–2x eingesetzt in I e rgibt: , x ! 0
Im Beispiel haben wir gezeigt, dass diese beiden Hüllk urv en sogar gemeinsame Tangenten
aller Schark urv en sind. Wegen x ! 0 ist der U rsprung kein Berührp unkt.

"  Hyperbolische Funktionen

Für die e-Funkt ion y=ex gilt  y' =y. Eine Gleichung wie y'=y heißt Differenzialglei-
chung ; das ist eine Gleichung für eine gesuchte Funk t ion y und ihre Ableitungen y', y'', …
Die Diffe renzialgleichung y'=y hat die Lösung y=a·ex. (Im nächsten Kapitel zeigen wir ,
dass jede Lösung diese Form hat.) Die Diffe renzialgleichung y'=y ist also kennzeichnend
für di e e-Funkt ion.

Für Sin us und Kosinus gibt es auch eine kennzeichnende Differenzialgleichung y'' =–y, denn
(sinx)' = cosx (cosx)' = –sinx
(sinx)'' = –sinx (cosx)'' = –cosx

Die allgemeine Lösung von y'' =–y heißt  y = a·sinx + b·cosx.

Welche Funk t ionen haben y'' =y als kennzeichnende Diffe renzialgleichung? Eine Lösung ist
wieder y=a·ex. Jetzt gibt es aber auch die Lösung y=b·e–x und damit die allgemeine
Lösung y = a·ex + b·e–x.

Für a=b=  ergibt sich ein wicht iger Sonderfall: der
hyperbolische Kosinus y = cosh x = (ex + e–x). 
Sein Gra ph ist di e Kettenlinie , das ist die Form
einer K ette, die an ihren Enden aufgehängt ist.

cosh stimmt überein mit cos
• in der Symmetr ie zur y-A chse,
• bis aufs Vorzeichen in der k ennzeichnenden 

Diffe renzialgleichung y'' =y.

d
da
-----

e a 2x–( ) e x a/–

d
da
----- e

a2----- e x a/– a x–( ) a 2x+( ) 0=

y e x 2x–( ) e x x/– 1
e

----- x–= =

y e 2x– 2x–( ) e x 2x–⁄– 4ex–= =

1
2
--

1
2
--

y

x–1 1

1

5

f(x) = coshx
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Für d en tr igonometr ischen Kosinus gilt (cosx)' = –sinx,
für den hyperbolischen Kosinus gilt (coshx)' = (ex – e–x).
In Anlehnung an die Tr igonometr ie def iniert m an den
hyperbolischen Sinus y = sinh x = (ex – e–x).
Es gilt (coshx)' = sinhx und (sinhx)' = coshx.

sinh st immt überein mit sin
• in der Symmetr ie zum Ursprung,
• bis aufs Vorzeichen in der k ennzeichnenden 

Diffe renzialgleichung y'' =y.

Die Ähnli chkeiten der tr igonometr ischen und hyperbolischen Funk t ionen zeigen sich auch
in deren Reihenentwi cklung: Aus ex = 1 + x +  +  +  +  + … erg ibt sich:

coshx = (ex + e–x) =1 + + + …

sinh x = (ex – e–x) = x  +  + + …

Andrerseits lässt sich zeigen:
cosx = 1 – +  – … + …

sinx = x  –  + – … + …

Wegen dieser Beziehungen verwendet man die Bezeichnungen sin und cos auch bei hyper-
bolischen Funk t ionen. 
Der Zusatz hyperbolisch ist erkl ärt in d er Aufgabe 22 im nächsten Kapitel.

Aufgaben

1 Bestimme: maximale Def init ionsmenge D,
Symmetr ie zum Koordinatensystem,
Verhalten am Rand von D,
Achsen-, Extre m- und Wendepunkte,
Graph und Wert emenge.

¿a) x + e–x b) e–x2 ¿c) x2e–x

¿d) (ex + e–x) e) • f ) e1/x

2 f (x) = , g(x) = 
Diskut iere f und g und zeichne die Schaubilder. Wie ändern sich 
Extre m- und Wendepunkt, wenn man von f (x) übergeht zu  ?

•3 f (x) = xex, g(x) = xe–x

a) Diskut iere f und zeichne Gf .

b) Zeige: f (x) + g(–x) = 0. Was bedeutet das für G f  und Gg? Zeichne Gg.

1
2
--

1
2
--

y

x
–1

–1 1

1

f(x) = sinhx

1
2!
----x2 1

3!
----x3 1

4!
----x4 1

5!
----x5

1
2
-- 1

2!
----x2 1

4!
----x4

1
2
-- 1

3!
----x3 1

5!
----x5

1
2!
----x2 1

4!
----x4

1
3!
----x3 1

5!
----x5

1
2
-- ex e x–+

ex e x––
------------------

e x 1
f x( )
--------

1
f x( )
--------



BARTH •KRUMBACHER VI.  Exponent ialfunk t ion     Kurv endiskussion

126

c) Vergleiche f '(x), f ''(x) und f '''(x) und gib f(100)(x) an.
Bestimme analog g(100)(x) und g(101)(x).

d) Wie sieht aufgrund von c)  vermutli ch eine Stammfunk t ion F von f 
und G von g aus? Überprüfe di e Vermutungen durch Rechnung.

•4 f (x) = e–x

a) B(b|f (b)) im 1. Quadranten und der U rsprung sind die gegenüber 
liegenden Ecken eines Rechtecks, von dem 2 Seiten in den Koordinaten-
achsen liegen. 
Bestimme b so, dass das Rechteck möglichst großen Inh alt hat. 
Wie groß ist dann der Inh alt der Fl äche zwischen Gf und der oberen 
Rechteckseite?

b) Die Tangente t in e inem Kurv enpunkt C im 1. Quadranten und die 
Koordinatenachsen begrenzen ein Dre ieck. 
Bestimme C so, dass der Inh alt di eses Dreiecks ein Extre mum hat.

•5 Ein Punk t A der e-Kurv e und der U rsprung O legen die Gerade OA fest.
Bestimme A so, dass der Wink el zwischen OA und der posit iven x-Achse 
möglichst kl ein ist.  Wie groß ist di eser Wink el?

˜6 f (x) = e–x2

a) Ein K urv enpunkt S von Gf ist di e Spitze eines gleichschenkli gen
Dreiecks; von den restli chen Eckpunkten liegt der eine im Ursprung, 
der andere auf der x-A chse.
Bestimme S so, dass das Dreieck möglichst großen Inh alt hat.

b) Bestimme den Punk t T auf Gf im 1. Quadranten, 
der dem Ursprung am nächsten liegt.

c) Bestimme den Radius eines Kreises um den Ursprung, der Gf berührt.

˜7 fa(x) = , a > 0

a) Bestimme den Tiefpunkt T und skizziere Gf1 .

b) P(p|f a(p)) liegt auf einer Schark urv e. 
Der Kre is um T mit Radius fa(p) schneide die x-Achse in S.
Berechne die Länge von [OS].

c) Zeige: Die Senkrechte zur Gerade TS durch P ist di e Tangente in P.
d) Zeige: Das Flächenstück, das begrenzt ist v on Gf , der Gerade x=p und

den Koordinatenachsen, hat den selben Inhalt wi e das Rechteck
mit den Seiten [OT] und [OS].

1
2--a ex a/ e x a/–+( )



BARTH •KRUMBACHER VI.  Exponent ialfunk t ion     Kurv endiskussion

127

Bestimme für di e Scharen in den folgenden Aufgaben:
maximale Def init ionsmenge Da ,
Symmetr ie zum Koordinatensystem,
Verhalten am Rand von Da ,
Achsen- und Extre mpunkte(Art),  Wendepunkte,
Ortlini en von Waagrecht- und Flachpunkten,
Graphen und Wert emenge.

•¿8 fa(x) = (a + 2x)e–x/a

Je 2 Schark urv en sind zueinander symmetr isch bezüglich des Koordinaten-
systems. Welche Beziehung erfüllen die zugehör igen Parameter ?
Berechne den Inh alt des endlichen Flächenstücks, 
das begrenzt ist v on Gf–1

 und den Koordinatenachsen.

˜9 fa(x) = 

Je 2 Schark urv en sind zueinander symmetr isch bezüglich des Koordinaten-
systems. Welche Beziehung erfüllen die zugehör igen Parameter ?
Bestimme die Hüllk urv e.

•10 fa(x) = (ex – a)2 
Berechne den Schni ttpunkt von Schark urv e und zugehör iger Asymptote.
Zeige, dass sich je 2 Schark urv en in genau einem Punk t schneiden;
wann li egt di eser auf der y-A chse?
Eine Schark urv e mit a >0, ihre Asymptote und die Gerade x=u (u<0) 
begrenzen eine Fläche. Berechne ihren Inh alt. Was ergibt sich für u ˛ –#  ?

•¿11 fa(x) = 

•12 fa(x) = 

Für w elche Parameterwerte liegen Waagrecht- oder Flachpunkte auf der 
y-Achse?

•13 ga(x) = xa·e–x , a>0, x&0
Alle Schark urv en treffen sich in 2 Punk ten, bestimme diese.

•14 fa(x) = x–a·ex, a>0, x>0 (Vergleiche vor ige Aufgabe.)
Alle Schark urv en treffen sich in einem Punk t, bestimme diesen.

1
a
-- e 0,5x2– ax+

a
1 a ex+
---------------

4ex

a e2x+
--------------
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•15 f (x) = 

Untersuche f auf Diffe renzierbark eit  in x =0. Diskut iere f und zeichne Gf . 

•16 f (x) = 

Zeige: f ist in x =0 beliebig oft diffe renzierbar, 
und jede Ableitung hat dort d en Wert 0.  (Super-Flachpunkt !)

Diskut iere f und zeichne Gf .

17 f (x) = 

Untersuche, ob f an der Nahtstelle diffe renzierbar ist.

˜18 f (x) = 

Bestimme a und k so, dass f an der Nahtstelle diffe renzierbar ist.
Zeichne die Graphen.

•19 fa(x) = a|x| – e–x

a) Untersuche f auf Diffe renzierbark eit .
b) Bestimme den Tangens des Knickwink els.
c) Welche Kurv en haben einen Kni ckwink el von 90° ?

Zeichne eine der K urv en.

¶20 a) fa(x) = x2e–(x–a)

b) ga(x) = x2e–|x–a|, a & 0
In w elchen Stellen ist ga nicht diffe renzierbar ?
Bestimme die Ortslini e der Kni ckpunkte und die der H ochpunkte.

c) ha(x) = x2e–|x–a|, a‘ ¸
Welcher Zusammenhang besteht zwischen den neuen Scharkurven
und denen aus b)  ?

e–1/x  für x !  0
0  für x = 0'

(
)

e–1/x2  für x !  0
0  für x = 0'

(
)

xex  für x % 0
x3 3x–  für x > 0'

(
)

x2ex  für x % k
3ex a+  für x > k'

(
)
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7.Anwendungen

Wie keine andere Funk t ion beschreibt di e Exponent ialfunk t ion viele Vorgänge 
in der Natur –– Vorgänge, bei denen eine Größe immer mehr zunimm t, 
man spr icht dann von »exponent iellem Wachstum«, oder immer mehr abnimmt.
Physikalisc he Größen können auf mehrere Art en zunehmen:
– Lineare Zunahme

f (x) = k·x, k ist k onstant, k > 0

f '(x) = k
Die Änderungsrate f '(x) ist konstant,
der Graph ist eine Gerade durch den
Ursprung.

Beispiele: Kraf t – Dehnung F = D·s F Kraf t  ̄y
D Federhärt e  ̄k
s Federdehnung  ̄x

Kraf t – Beschleunigung F = m·a F Kraf t  ̄y
m Masse ¯ k
a Beschleunigung  ̄x

Kraf t – Masse F = a·m F Kraf t  ̄y
a Beschleunigung  ̄k
m Masse ¯ x

Spannung – Strom U = R·I U Spannung  ̄y
R Widerstand ¯ k
I Stromstärk e  ̄x

– Quadratische Zunahme

f (x) = k·x2, k ist k onstant, k > 0

f '(x) = 2k·x

Die Änderungsrate f '(x)
ist proportional zur 
unabhängigen V ariable x.

y

x

¤y

¤x

–– = k¤y
¤x

Änderung
¤y~¤x

¤y

¤x

x1

x¤x

–– ~ x¤y
¤x

Änderung
¤y ~x·¤x

¤y2=2·¤y1

¤x

¤y1

x2=2·x1

y
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Beispiele: Energie – Dehnung E = D·s2 E Spannenergie  ̄y
D Federhärt e  ̄2k
s Federdehnung  ̄x

Energie – Geschwindigkeit E = m·v2 E Bewegungsenerg ie ¯ y
m Masse ¯ 2k
v Geschwindigkeit ¯ x

Weg – Zeit s = a·t2 s Weg ¯ y
a Beschleunigung ¯ 2k
t Zeit  ̄x

– Exponentielles W achstum

f (x) = a·ek·x, a ist der Anf angsbestand, 
das heißt, der Bestand für x =0
k ist k onstant, k > 0.

f '(x) = k·ae k·x  = k·f(x),
die Änderungsrate f '(x) ist 
proportional zum Bestand f(x).

In der Wirkli chkeit  liegt exponent ielles
Wachstum immer dann vor, wenn die Än-
derung ¤y einer Größe y proport ional ist
zur Größe y und zum Zuwachs ¤x der un-
abhängigen Größe x (meistens die Zeit):
¤y ~ y·¤x
¤y = ±k·y·¤x k ist e ine posit ive Proport ionalitätskonstante,

das Vorzeichen entscheidet darüber, 
ob die Größe y zunimmt (+k) oder abnimmt (–k).

Die Gleichung  geht für ¤x˛0 über in die »Differenzialgleichung«
 beziehungsweise y' = ky. Unter einer Diffe renzialgleichung versteht

man eine Gleichung für eine gesuchte Funk t ion (y) und Ableitungen (y', y'', …)
dieser Funk t ion.
Die Diffe renzialgleichung y' = ky wird erfüllt von der Exponent ialfunk t ion mit
y = a·ekx. Sie ist auch die einzige Lösung dieser Diffe renzialgleichung: 
Annahme, es gäbe eine andere Funk t ion mit y = f (x) als Lösung. Der Quot ient

q(x) =  hat di e Ableitung q'(x) = , 

f '(x) = k·f (x) eingesetzt: q'(x) =  = 0 für all e x

Also ist q(x) =  = a, a ist k onstant, also ist f (x) = a·ekx.

1
2--

1
2--

1
2--

x

¤x

–– ~ y¤y
¤x

Änderung
¤y ~y·¤x

¤y2=2·¤y1

¤x

¤y1

y2=2·y1
y1

y

a

¤y
¤x----- ky=

dy
dx
---- ky=

f x( )
ekx--------- ekxf ' x( ) f x( )kekx–

e2kx------------------------------------------------

ekxk f x( ) f x( )kekx–
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Die Exponent ialfunk t ion hat noch eine besondere Ei genschaft: 
Wenn die Var iable x um gleiche Beträ ge ¤x zunimmt, dann ändert sich der Be-
stand immer mit dem selben Faktor – unabhängig vom jeweili gen Bestand. 

Beim Wachstum ist zum Be ispiel die 
Verdopplungszeit  T2 charak ter ist isch, 
das ist die Zeitspanne, in der sich der 
Bestand verdoppelt :
Bestand zum Zeitpunkt t: a·ekt,
Bestand um T2 später, 
also zum Zeitpunkt t +T2:
a·ek(t +T2) = 2a·ekt.
ek T2 = 2 — kT2 = ln2 — T2 = , k >0

Der Verdopplungszeit  bei Wachstum
entspr icht beim Zerf all die Halbwert-
zeit  T1/2. Das ist die Zeitspanne, in der
sich der Bestand halbiert:
Bestand zum Zeitpunkt t +T1/2 =
= ·Bestand zum Zeitpunkt t:
a·e–k(t +T1/2) = a·e–kt 
e–kT1/2 = — –kT1/2 = ln  = –ln2

T1/2 = , k >0

Ein klassisches Beispiel für einen Zerf all
ist der »radioakt ive Zerf all«. Neben der
Halbwert zeit  dient zu seiner Beschrei-
bung die mittlere Lebensdauer  Tm
eines Atoms. Tm ist das ar ithmet ische
Mi ttel der Lebensdauern der Atome, die
zur Zeit  t =0 vorhanden sind.
Sie ist so def iniert: aTm = 

aTm =  =  

=  =  

Tm = , k >0

In der Zeitspanne Tm sinkt der Bestand auf den e-ten Teil (  36,8%.
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Beispiele für exponentielle Zunahme

Stetige V erzinsung  
Ein Ka pital K 0 werde pro Jahr verzinst m it dem Zinsfuß p, 
zum Beispiel mit p=5%=0,05. 
Nach 1 Jahr ist es angewachsen auf K 0 plus Zinsen K 0·p: K0 + K0·p = K0(1+p),

das heißt, das Kapital K 0 wird m ult ipliziert m it (1 +p).
Nach 2 Jahren ist es also angewachsen auf [K0(1+p)](1+p) = K0(1+p)2 
Nach t Jahren ist es schließlich angewachsen auf K 0(1+p)t.
Diese Art d er Ka pitalvermehrun g heißt auch Zinseszins.

Statt  jedes Jahr aufs Kapital den Jahreszins zu geben, könnten die Banken auch
in k ürzeren Zeitspannen nach diesem Verf ahren verzinsen,

zum Beispiel: Zeitspanne = 1 Monat =  Jahr Zinsfuß = p
Kapital nach t Jahren: K0(1 + p)12t 

allgemein: Zeitspanne  Jahr Zinsfuß = p
Kapital nach t Jahren: K0(1 + p)nt 

Macht man die Verzinsung beliebig fein, also n beliebig groß, dann wächst das Ka-
pital in t Jahren auf K(t) = . Der Grenzwert
der Eckkl ammer lässt sich durch eine Substitut ion bestimmen m := ; dann ist
mit n ˛ #  auch m˛ # , also ist . 

Damit gilt K(t) = K 0ept . Die Banken bieten eine solche Art der Verzinseszinsung
nicht an. Diese mathemat ische Idealisierung heißt auch stetige V erzinsung . 
Sie entspr icht genau der Vorstellung, die wir von ungestört em Wachstum haben:
Das soeben Entstandene erzeugt sofort wi eder Neues im selben Maß.

Legt man K0=10000˘  zu p=5% an, so hat man nach t =10 Jahren:

– bei jährli cher Verzinsung
K0(1+p)t = 10000·1,0510˘ = 16 288,95˘

– bei monatli cher Verzinsung
K0(1 + p)12t = 10000·(1 + )120˘ = 16 470,10˘

– bei täglicher Verzinsung (360 Banktage pro Jahr)
K0(1 + p)360t = 10000·(1 + )3600˘ = 16 486,62˘

– bei stet iger Verzinsung
K0ept = 10000e0,05·10˘ = 16 487,21˘
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Ungestörte V ermehrung einer Population
Eine Populat ion ist eine Menge gleichart iger Lebewesen, deren Anzahl zu einem
Zeitpunkt t0 bekannt ist. Wenn sie sich unbeeinf lusst von außen vermehrt,  dann
geschieht das nach einer Exponent ialfunk t ion. Weil der Zuwachs ¤y proport ional
ist zum j eweili gen Bestand y und zur Zeitspanne ¤t,  gilt

y = a·ekt, a ist der Bestand zur Zeit  t =t0 
k heißt Wachstumk onstante.

Diese Idealisierung ist am besten verwirkli cht in Bakter ienstämmen. So hat das
Bakter ium Bazillus Pseudomonas (Wundinfek t ion) eine Verdopplungszeit  von
T2=9,8min. Wie lang dauert di e Vermehrun g von 100 auf 1 Milli on Bazillen?

T2 = — k =  = 0,071 (T2 und t sind gemessen in Min uten)

Mi t a =100 und y=106 ergibt sich

106 = 100·e0,071t — 104 = e0,071t — ln104 = 0,071t — t =  = 129,7

Nach gut 2 Stun den haben sich die Bazillen vermehrt a uf etwa das 10000-fache.

Beispiele für exponentielle Abnahme

Radioaktiver Zerfall  
Die Gleichung y = a·e–kt, k >0, beschreibt einen Zerf allsvorgang. Am klarsten be-
obachtet man ihn beim radioakt iven Zerf all: Atomkerne eines Elements verwan-
deln sich in di e eines andern un d senden dabei Stra hlung aus: 
Heliumkerne (å-Stra hlung), Elektronen (’ -Strahlung) oder Fotonen (©-Strahlung).
So zerf ällt Kobalt-60 in Nickel-60, dabei wird ’ - und ©-Strahlung frei; die Halb-
wert zeit  ist 5,3 Jahre. Wie lang dauert es, bis nur noch 1% einer Anf angsmenge
Kobalt-60 vorhanden ist ?

T1/2 = — k =  = 0,131 (T1/2 und t sind gemessen in Jahren)

y = 0,01a 

0,01a = a·e–0,131t — 0,01 = e–0,131t — ln0,01 = –0,131t — t =  = 35,2

Nach gut 35 Jahren ist die Strahlung eines Co-60-Präparats abgeklungen auf 1%.
Die mitt lere Lebensdauer eines Co-60-Atoms ist Tm= =7,6. 
Also »lebt « ein Co-60-Atom im Mi ttel etwa siebeneinhalb Jahre.

2ln
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--------

104ln
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Absorption von Licht und Schall  

Dr ingt Li cht in durchsicht iges Mater ial, so wird ein ge-
wisser Teil von ihm absorbiert:  Die Intensität des Li chts
wird kleiner. Der Verlust ¤I an Intensität ist proport io-
nal zur Intensität I (Bestand) vor der Schicht und zur
Dicke ¤x der Schicht: ¤I = – k·I·¤x,  k >0
Mathemat isch idealisiert e rgibt sich so das 
LAMBERT -BEER-GESETZ: I  = I0·e–kx

Für klares Wasser ist k ( 1,4, wenn man x in Meter an-
gibt. In 5m Tiefe ist dann die Li cht intensität gesunken
auf I  = I0·e–1,4·5 = I0·e–7 (  1 Promille von I 0.

Was beim Zerf all die mitt lere Lebensdauer ist, das ist bei der Absorpt ion die 
mittlere Reichweite  w ; w ist di e Dicke der Schicht, in der di e Intensität 
auf den e-ten Teil abnimmt. In kl arem Wasser ist w = ( 0,7, also etwa 70cm.
Was beim Zerf all die Halbwert zeit  T1/2 ist, das ist bei der Absorpt ion die 
Halbwertdicke  D1/2. In kl arem Wasser ist D 1/2= ( 0,5; 
also nach jeweils einem halben Meter ist di e Intensität nur n och halb so groß.

Intensität
I

Intensität
I –|¤I|

Absorbierende
Schicht

¤x

1
k--

ln 2
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y

x

50%

– (  36,8%
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e
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2D1/2

HalbwertDicke D1/2

Mi tt lere Reichweite w

D1/2 = w ln2

d

Lambert-Beer-Gesetz I(x) = I 0e–kx , 0%x%d
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Ähnli ches beobachten wir beim Nachhall in geschlossenen Räumen. Tr iff t Schall
auf eine Wand, so wird ein Teil der Schallenergie im Mater ial der Wand absorbiert
und der Rest wird ref lekt iert.  Der absorbiert e Anteil ist proport ional zur Intensi-
tät des erzeugten Schalls und zur Anzahl der Ref lexionen, also zur Zeit :
¤I += –k·I·¤t,  k >0. Mathemat isch idealisiert e rgibt sich: I  = I0·e–kt. 
Entscheidend für die »Hörsamkeit« eines Raums ist (neben anderen Parametern)
die Nachhallzeit  TH –– das ist die Zeitspanne, in der die Schallenergie auf ein
Milli onstel zurückgeht. Die Nachhallzeit  hängt auch ab von der Frequenz, t ieffre-
quenter Schall (500Hz) hallt länger als hochfrequenter (1000Hz) – was dem Hall
eine Klangfärbung gibt. Durchschni ttwerte von Nachhallzeiten in Sekunden:

Schalltoter Raum 0
Wohnraum 0,5
Konzertsaal 1,5 bis 2,5
Basilika Ot tobeuren 7
Bapt ister ium in Pisa 20

Angleichung der Temperatur

Ist ein Stoff wärmer oder käl ter als seine Umgebung, so gleicht sich seine Tempe-
ratur der seiner Umgebung an: Heißer Kaffee kühlt sich ab, und kal tes Bier er-
wärmt sich. Vereinf achend nehmen wir an, dass sich die Temperatur der
Umgebung dabei ni cht ändert.
T bezeichne den Unterschied der Temperatur TS des Stoffs und der Temperatur
TU der Umgebung. Die Verr ingerung ¤T dieses Unterschieds ist proport ional zum
vorhandenen Unterschied T und zur Zeitspanne ¤t: ¤T = –k·T·¤t,  k > 0
Mathemat isch idealisiert e rgibt sich: T = T0e–kt

Beim Abkühlen ist: T = TS – TU — TS = TU + T und damit g ilt  das
Newton-Abkühlungsgesetz TS = TU + T0e–kt .

t
10

55

Temperatur in °C

Halbwertzeit

TU Umgebungstemperatur

T0=TS(0)–TU
Newton-Abkühlungsgesetz

TS(t) = T U + T0·e–kt

TS
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Beim Erw ärmen ist: T = TU – TS — TS = TU – T — TS = TU – T0e–kt 

Im Gegensatz zur Wirkli chkeit  dauert es im mathemat ischen Modell unendlich
lang, bis heißer Kaffee oder kal tes Bier die Umgebungstemperatur erre icht haben.

Änderung des Luftdrucks mit der Höhe
In Meereshöhe hat der Luftdruc k im Mi ttel
p0 = 1bar. Er entsteht durchs Gewicht der
darüber lastenden Luftmenge. Nach oben
hin nimmt er ab, weil auch das Gewicht der
Luft  darüber abnimmt. Denn: Je höher man
steigt, desto kleiner werden Dicke und Dich-
te der darüber liegenden Luftmenge. Die
Druc kabnahme ¤p ist proport ional zum vor-
handenen Druc k p und zur Zunahme ¤h der
Höhe h: ¤p = –k·p·¤h.  Mathemat isch ideali-
siert e rgibt sich: p = p0e–kh.
Misst man h in Kil ometer, so ist k = 0,127.
Der mitt lere Luftdruc k in München (500m)
ist p = 1·e–k·0,5 = 0,938…, das sind 938mbar.
Als Halbwerth öhe ergibt sich
H1/2 =  = 5,457…; man registr iert nach
jeweils fünfeinhalb Kil ometer Höhenunter-
schied eine Halbierung des Luftdruc ks.
Ausnahmsweise ist im Bild rechts die unab-
hängige Var iable h nach oben abgetra gen,
weil es besser unsrer Vorstellung von Höhe
entspr icht. Die Exponent ialkurv e erscheint
also gespiegelt an der Achse mit y =x.
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Aufgaben

1 Auf welchen Betra g wachsen 1000˘ in 10 J ahren (20 Jahren) an,
a) bei jährli cher Verzinsung zu 8% b) bei stet iger Verzinsung zu 8% ?

2 Jemand braucht in 10 Jahren 100000˘.  Welchen Betra g muss er heute zur 
Bank br ingen, wenn diese 6% Zinsen gibt und in den Zeitspannen verzinst:
a)  jährli ch b) monatlich c) täglich d) stet ig ?

3 In w elchem Zeitra um verdoppelt  (verzehnfacht) sich ein Ka pital bei einem 
Zinssatz von 5% mit
a)  jährli cher Verzinsung ? b)  stet iger Verzinsung ?

4 Auf der Erd e haben 1980 etwa 4,4 Milli arden Menschen gelebt. 
Die Verdopplungszeit  liegt bei 35 Jahren.
a) Gib den Term der zugehör igen Wachstumfunk t ion an.

b) Wie viel Menschen haben demnach 1975 gelebt ? (Tatsächlich 3,967·109)
c) Welche Wert e liefert di e (sehr gewagte!) Extra polat ion auf di e Jahre

0, 2000 und 3000 ?
d) Wann haben nach diesem Modell 2 Milli arden, 1 Milli arde oder 

bloß 2 Menschen (Adam& Eva) gelebt ? 
Wann wird di e 10-Milli arden-Grenze erre icht sein ?

•5 Nach Leonhard E ULER  (1707 bis 1783):
»Introduct io in Analysia Inf ini torum«, Lausanne 1748
a) Wenn sich die Anzahl der Ein wohner eines Landes jährli ch um den 

30. Teil vermehrt e und diese anfänglich 100000 betra gen hätte, 
wie groß wäre dann die Bevölkerung nach 100 Jahren ?

b) Wenn sich die Menschheit  nach der Sintf lut ausgehend von 6 Personen 
fortg epf lanzt hätte und man annimmt, dass nach 200 Jahren ihre 
Anzahl auf 1 Milli on angewachsen wäre,
um den wievielten Teil müsste sich dann die Anzahl der M enschen 
jährli ch vermehrt h aben ?

c) Die jährli che Vermehrun g einer Bevölkerung ist zu f inden, 
wenn sie sich alle 100 Jahre verdoppelt .

6 Eine Kultur v on Cholera-Bazill en zählt nach 30 Min uten 329 Individuen. 
Nach weiteren 60 Min uten enthält sie 2684 Bazillen.
a) Wie groß ist di e Verdopplungszeit  ?
b) Wie viele Bazillen waren es beim Ansetzen der K ultur ?
c) Wie viele Bazillen sind es 5 Stunden nach dem Ansetzen der K ultur ?
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•7 Uran hat eine Halbwert zeit  von 4,5·109 Jahren.
a) Wie viel Prozent einer U ranmenge sind noch vorhanden nach

103, 106, 109, 1010 Jahren ?
b) Wie lang dauert es, bis 90% zerf allen sind ?

8 Radium hat eine Halbwert zeit  von 1590 Jahren.
a) Wie viel von 10g Radium zerf ällt inn erhalb von 2000 Jahren ?
b) Wie lang muss man wart en, bis nur n och 0,1g von den 10g übr ig sind ?

•9 a) Ist v on einem radioakt iven Stoff mehr zerf allen
nach Ablauf von 3 Halbwert zeiten oder 
nach Ablauf von zweimal der mitt leren Lebensdauer ?

b) Wie viel Prozent einer ra dioakt iven Substanz sind nach einer halben 
Halbwert zeit  noch vorhanden ?

c) Wie viel Prozent einer ra dioakt iven Substanz sind zerf allen
å) nach dem 1-maligen Ablauf der mitt leren Lebensdauer ?
$) nach dem 2-maligen Ablauf der mitt leren Lebensdauer ?

•10 Hart e ’ -Strahlen werden zu 80% in einer 1 mm dicken Alumini umschicht 
absorbiert.
a) In w elcher Schichtdi cke werden 50% absorbiert ?
b) Bei welcher Schichtdi cke dr ingt noch 1% hindurch ?
c) Welchen Anteil der Stra hlung verschluckt eine 0,5mm dicke Alufolie ?

˜11 Eine Tasse Kaffee habe 90°C, 5 Min uten später nur n och 70°C.
Wie lang dauert es noch, bis man Kaffee von 50°C tr ink en kann, 
wenn die Raumtemperatur 20° C beträ gt ?
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8.Ein anderer Zugang zur Exponent ialfunk t ion

Man kann die Exponent ialfunk t ion und ihre Ableitung auch f inden auf einem 
Umweg, der zuerst zur Ableitung der Lo gar ithmusfunk t ion führt.  
Er beginnt an einer un vermuteten Stelle.

Die Formel gilt  für alle gan-
zen Zahlen z mit Ausnahme von z=–1. Das über-
rascht, weil der Integrand ein sehr einf acher
Term ist. Um die zugehör ige Stammfunk t ion zu
f inden, betra chten wir die Integralfunk t ion L mit:

L(x) = , DL = ¸ +.

Nach dem Hauptsatz der Diffe renzial- und Integralrechnung ist L'(x) = .

Um L näher zu un tersuchen, betra chten wir di e Schachtelfunk t ion S mit

S(x) = L(k·x) = , x>0, k >0.

Nach der K ettenregel ist dann S'(x) = L(k·x) = ·k =  = L'(x).

Weil S und L di e selbe Ableitung haben, unterscheiden sie sich nur in e iner 
Konstante C: L(k·x) = L(x) + C . 

Wegen L(1) =  = 0 erg ibt sich für x =1: L(k) = L(1) + C = C  

und damit L(k·x) = L(x) + L(k).
Eine solche Eigenschaft kennen wir v om Logar ithmus. Tatsächlich kann man 
beweisen, dass L eine Logar ithmusfunk t ion sein muss. 
Wir machen uns das schr ittweise klar, indem wir zeigen, dass L die für den Log-
ar ithmus charak ter ist ische Eigenschaft hat: L(ar) = r·L(a) mit a‘ ¸ + und r ‘ ¸ :

– Exponent ist natürli ch L(an) = n·L(a) mit n ‘ ˝
Beweis: L(an) = L(a·an–1) = L(a) + L(an–1)

= L(a) + L(a) + L(an–2)
= …
= L(a) + L(a) + L(a) + … + L(a)
= n·L(a)

– Exponent ist ganzzahlig: L(a–n) = –n·L(a) mit n ‘ ˝
Beweis: 0 = L(1) = L(an·a–n) = L(an) + L(a–n) = n·L(a) + L(a–n) 

– Exponent ist Stammbruch: L(a1/n) = ·L(a) mit n ‘ ˝
Beweis: L(a) = L((a1/n)n) = n·L(a1/n)
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– Exponent ist ra t ional: L(am/n) = ·L(a) mit m,n ‘ ˝
Beweis: L(am/n) = L((a1/n)m) = m·L(a1/n) = m· ·L(a)

– Exponent ist reell: L(ar) = r·L(a) mit r ‘ ¸
Beweis: Jede reelle Zahl r ist darstellbar als Grenzwert einer Folge rat ionaler

Zahlen r i: r  = . 

Für di e ri gilt : L(ar i) = ri·L(a)
Grenzwert a uf beiden Seiten (wie vorhin g ezeigt):

.

L ist diffe renzierbar, also auch stet ig:  = r·L(a).

Unter der Annahme, dass auch die Exponent ialfunk t ion stet ig ist, 
gilt  schließlich . 

Aus dieser charak ter ist ischen Eigenschaft folgt 
direk t, dass L eine Logar ithmusfunk t ion ist: 
Für x >0 gilt  die Ident ität x = blogbx und damit

L(x) = L( blogbx) = logbx·L( b).
Besonders einf ach wird di e Darstellung, wenn 
man die Basis b so wählt, dass L(b)=1 ist. Die-
se Basis heißt e, der zugehör ige Logar ithmus 
heißt natürli cher Logar ithmus ln: loge = ln. 
Damit g ilt : L(x) = ln x.

Für di e Basis e gilt  nach Def init ion:
L(e) = lne = 1

das heißt, e ist diejenige obere Grenze, 
bei der der Inh alt der Fl äche gleich 1 ist, 
die begrenzt ist v on der K urv e mit y = , 
der x-A chse und den Ordin aten x=1 und x=e.
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Eine grobe Abschätzung zeigt, dass e zwischen 2 und 4 liegt:

Bessere Näherungswerte für e ergeben sich (VI.2): e = oder (VI.4):

e =  =  . 

Wegen lnx =  lassen sich Wert e des natürli chen Logar ithmus mit der 

Streifenmethode berechnen.

Die e-Funkt ion lässt sich jetzt def inieren als Umkehrfunk t ion der ln-Funk t ion:
ex = ln–1x

Die Ableitung der ln-Funk t ion ergibt sich nach dem 
Hauptsatz der Diffe renzial- und Integralrechnung:

(lnx)' = = 

Die Ableitung der e-Funk t ion findet man bequem mit der Id ent ität ln(ex) = x
(ln(ex))' = (x)'

·(ex)' = 1 — (ex)' = ex

y
1

x

f(x) = –1x

1 4

1/2

1/3 1/4
1/2

1/3 1/4
1/2

1/2

1/2

ln 2 ln 4
1 2 1 4

ln 2 <  1  <   13/12  <  ln 4
ln2 <  1 = lne < ln4 — 2 < e < 4

2

(1 1
r--+ )r

r˛ #
lim

1
k!---k 0=

0
/ 1

0!--- 1
1!--- 1

2!--- 1
3!--- 1

4!--- …+ + + + +

1
t
--dt

1

x

"

1
t
--dt

1

x

"
# $
1 2
% &' 1

x
---

1
ex-----
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VII. Logar ithmusfunk t ion
1.Eigenschaften

Die Logar ithmusfunk t ion ist die Umkehrfunk t ion der Exponent ialfunk t ion. 
Ist e die Basis der Exponent ialfunk t ion, dann heißt di ese Umkehrfunk t ion 
Funk t ion des natürli chen Logar ithmus, kurz ln-Funk t ion:

e-Funkt ion: f (x) = ex = expx, Df = ¸, Wf = ¸ +

ln-Funk t ion: f –1(x) = lnx, Df –1 = ¸ +, Wf –1 = ¸

Die Eigenschaften der ln-Funk t ion 
lassen sich ableiten aus denen 
der e-Funk t ion:

Definitionsmenge ¸ +

Wertemenge ¸

Nullstelle x = 1 (1fach)

Senkrechte Asymptote

ist di e negat ive y-Achse.

Verhalten im Unendlichen

Differenzierbarkeit, Stetigkeit
exp ist diffe renzierbar. Also ist ln als Umkehrfunk t ion von exp ebenfalls 
diffe renzierbar und damit auch stet ig.

Ableitung
Wir diffe renzieren die Ident ität eln x = x
(eln x)' = (x)' — eln x·(lnx)' = 1 — x·(ln x)' = 1 —
außerdem gilt  für x <0: (ln(–x))' = ·(–1) = ,
also (ln |x|)' = , x ! 0

Monotonie Wegen >0 für x >0 steigt Gln echt monoton.

Krümmung Wegen (ln x)'' = – <0 für x >0 ist Gln rechtsgekrümm t.

x

–1

–1

exp x = l n
–1 x

y

(0|1)

(1|e)

ln
x

=
ex

p
–1

x

(e|1)

(1|0)

y =
 xexp ist U mkehr-

funk t ion von ln

Identität
eln x = x

ln ist U mkehr-
funk t ion von exp

Identität
ln ex = x

 ln x
x›0
lim –#=

 ln x
x˛ #
lim #=

(ln x )' = 1x
---

1
x–

----- 1
x
--

1
x
--

1
x
---

1
x2-----
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Grafische Zusammenfassung

Die ln-Kurve für große x-W erte
Wegen  geht die Steigung der ln-Kurv e für
x˛ #  gegen 0, gleicht ihr Verlauf immer mehr dem
einer waagrechten Gerade. Wegen  hat
sie aber keine waagrechte Asymptote. Sie wächst al-
lerdin gs unwahrscheinli ch langsam. Wie langsam sie
in unerschwingliche Höhen kr iecht, soll ein Beispiel
illustr ieren:
Auf einem DIN-A4-Bl att im Hochformat ist ein Ko-
ordinatensystem (1¯1cm) und eine ln-Kurv e ge-
zeichnet. Am rechten Blattra nd (x=20) liegt die
Kurv e 3((  ln 20) cm über der x-Achse. Denkt man
sich die x-Achse am Äquator um die Erde herumge-
wickelt, so überdeckt sie nach jeweils 40000km wi e-
der den Ursprung. Auch die Kurv e verfolgen wir in
Gedanken weiter: Sie tr iff t zum 1.Mal auf die y-
Achse in der Höhe von ln (40000·1000·100) =
22,1…, also etwa 22cm über der x-Achse – unser
Auge sieht auf dem Blatt keine »Kurv e«, sondern
eine Waagrechte. Nach der 2. Umrun dung schneidet
die ln-Kurv e die y-Achse in (0|22,8), nach der
18.Umrun dung erre icht sie die Höhe 25, und den
oberen Blattra nd (Höhe 29) nach 983 Umläufen.

x

1

y

(e|1)

(1|0)

–1

f (x) = lnx

f '(x) = –1x

lim ln x = –#
x›0

lim ln x = #
x˛ #

(e2|2)

5

Die negat ive y-Achse
ist Asymptote:

1
x--x˛ #

lim 0=

 ln x
x˛ #
lim #=

x

1

y

–1

f(x) = lnx

51

5

10

20

15

nach dem 1.Umlauf

nach dem 3.Umlauf
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10
9

10

20

–5

5

y

x

y=lnx

y = l nx

–·109
2
3

–-·109
11
3

–·1091
3
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ln-Funktion als Stammfunktion

 = ln|x| + C, falls C=D

Besteht di e Def init ionsmenge aus getrennten Intervallen, 
so beachte man Punkt !  im Nachdenken.

Berechnung von ln-W erten
Mi t der Stre ifenmethode und der Beziehung  = lnx lassen sich ln-Wert e 
beliebig genau berechnen.

Eine wichtige Integralformel
Brüche lassen sich schwer integr ieren. In Sonderfällen kann man eine Stamm-
funk t ion aber sofort a ngeben, zum Beispiel: ‡ dx = –7·  + C. Oft tr iff t man auf 
Integranden, deren Zähler gleich ist der Ableitung des Nenners: ‡ dx = ? 
Dafür g ibt es eine einf ache Formel; sie folgt aus der Ableitung der ln-Funk t ion.

Ist di e Funkt ion f auf einem Intervall def iniert,  dort diffe renzierbar und ohne 
Nullstellen, so ist auch die Schachtelfunk t ion g mit g(x) = ln|f (x)| dort d ef iniert 
und diffe renzierbar. 

Die Kettenregel liefert für f (x)>0: g'(x) = [ln (f(x))]' = 

für f (x)<0: g'(x) = [ln(–f(x))]' =  = 

also gilt ln |f (x)| = . Die gesuchte Stammfunk t ion hat den Term ln |f (x)|.

Besteht D f aus getrennten Intervallen, so beachte man !  aus Nachdenken.

Beispiele: ‡ dx = ln|x| + C

‡ dx = ln|x2–4| + C

Oft lässt sich der Bruc h so umformen, 
dass der Zähl er zur Ableitung des Nenners wird:

‡ dx = ‡ dx = ln|ln x | + C

‡ dx = ‡ dx = ln |ae2x+1| + C

‡tanx dx = ‡ dx = –‡ dx = – ln|cosx| + C

Wegen (ln|x|)' = 1
x-- gilt auch ‡1

x-- dx = lnx + C, x > 0

und ‡1
x-- dx = ln(–x) + D, x < 0 5

6
7

1
t
--dt

1

x

"

1
x7----- 1

x8-----
f '(x)
f(x)
----------

f '(x)
f(x)
----------

f '(x)–
f(x)–

-------------- f '(x)
f(x)
----------

d
dx
------ f '(x)

f(x)
----------

‡ dx = ln|f (x)| + Cf '(x)
f(x)
----------

1
x
---

2x
x2 4–
--------------

1
x·ln x
------------- 1/x

ln x
--------

e2x

ae2x 1+
-------------------- 1

2a
------ 2ae2x

ae2x 1+
-------------------- 1

2a
------

sinx
cosx
----------- sinx–

cosx
--------------
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Zum Nachdenken

! dx genauer besehen

Die Formel dx = ln|x| + C 
ist genau genommen falsch!
Denn die zugehör ige Schar
sieht so aus wie im Bil d rechts:
Sie enthält nicht die Kurv en,
deren Äste gegeneinander in
y-Richtung verschoben sind.
Zum Beispiel kommt nicht die
Kurv e vor mit

F(x) = 

Aber auch F ist eine Stamm-
funk t ion, denn

F'(x) =  = , x ! 0

Die korrek te Formel heißt:

dx = .

In der Praxis braucht man diese schwerfällige Formel nicht, wenn das Integrat ionsin-
tervall keine Lücke enthält, man also nur m it einem Kurv enast arbeitet.

Das Problem »Unendlichkeitsstelle im Integrat ionsintervall« wird uns später noch
beschäft igen bei den »uneigentli chen Integralen«.

sinnvoll sinnlos

Das Integral gibt die Flächenbilanz wieder 
für ein Fl ächenstück unter der x-A chse.

Das Integral hat als Flächenbilanz keinen 
Sinn, weil sich beide Teilf lächen ins

Unendliche erstrecken.

1
x
---" y

x–1 1

1
–1

2 2FC(x) = ln|x| + C

1 1

–1

y

x–1 1

1

ln(–x) + 1 ln x

0 0

Ist ni cht in d er
Schar enthalten

Die Schar ist
symmetr isch
zur y-A chse

1
x
--"

xln  für x 0>
x–( ) 1+ln  für x 0<'

(
)

1
x--  für x 0>
1
x--  für x 0<'

(
) 1

x
---

1
x
--"

xln C1+  für x 0>
x–( ) C2+ln  für x 0<'

(
)

1
x
-- xd

2–

1–

" [ x ]ln 2–
1– 1 2ln–ln 2ln–= = = 1

x
-- xd

2–

1

" [ x ]ln 2–
1 1 2ln–ln 2ln–= = =

y

x
–1

1

1

–ln 2
–2

f (x) = –1x
y

x1

1

–2

f(x) = –1x
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" Andere Basis

Manchmal lassen Exponent ial- und Logar ithmusfunk t ionen mit andern Basen als e
Zusammenhänge besser erkennen – Beispiele:

Basis 2 Ist t di e unabhängige Var iable, dann gibt T direk t an die

Für l og2x schreibt man kürzer
lbx »binärer Lo gar ithmus« oder
ldx »dualer Logar ithmus«.

Beim 2er-Logar ithmus gilt :
Mi t der Verdopplung des Arg uments wächst der 
Funk t ionswert um 1: lb(2x) = lb2 + lbx = 1 + lbx.

Basis 10 Weil 10 auch Basis unsres Zahlensystems ist, waren früh er Logar ithmen zur
Basis 10 ein wi cht iges Rechenhilfsm ittel (Logar ithmentafel, Rechenstab).
Für l og10x schreibt man kürzer lgx »dekadischer Lo gar ithmus«.
Besonders einf ach ist der 10er-Logar ithmus von 10er-Potenzen:
lg10 = 1 lg100 = 2 lg10k = k
Andere Zahlen

Die um 1 vergrößert e Kennzahl ist gleich der Stellenzahl des Numerus im
10er-System: 210000 hat 3011 St ellen, denn lg210000 = 10000lg2 = 3010,2…

Basiswechsel

Eine Potenz mit Basis b (b>0; b ! 1) lässt sich umschreiben auf eine mit Basis e:
bx = ex·ln b — (bx)' = ex·ln b·lnb = bx·lnb 

Ebenso lässt sich ein Lo gar ithmus mit Basis b umschreiben auf einen mit Basis e:

(•) Sonderfall

Die Umrechnung (•) beruh t auf der Formel
Beweis: für a,b >0 und a,b ! 1 gilt

logbx = y ÷ by = x || loga

loga(b
y) = logax

y·logab = logax ÷ y = 

Eng verwandt damit ist eine seltsame Beziehung; sie entsteht beim Verta uschen von
Arg ument und Basis: Also: ln x = , x>0 und x ! 1

Halbwert zeit Verdopplungszeit
f (t) = a· f (t) = a·
f (0) = a f(0) = a
f(T) = a/2 f (T) = 2a
f(2T) = a/4

…
f(2T) = 4a

…

2 t T/– 2t T/
y

x1 2u

1

u 2

lbu

2v
v

v+1
2v+1=2·2v

lb2u =
1+lbu

1

lg500 = lg(5·100) = lg5 + lg100 = 0,6989… + 2 = 2,6989…
Kennzahl, Mant isseNumerusalte Bezeichnungen:

logbx xln
bln

-------= lg x xln
10ln

--------------=

logbx( )' 1
bln

-------·1
x
-- 1

bln
-------· xln( )'= = (lg x)' 1

10ln
------------ 1

x
---*=

log bx
log ax

log ab
--------------=

logax
logab
-------------

logbx xln
bln

------- 1
bln
xln

-------
------- 1

logxb
-----------= = = 1

logxe---------
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# Berechnung von Logarithmen
Um Wert e tra nszendenter Funk t ionen zu berechnen, versucht man, die Funk t ions-
terme durch Polynome anzunähern. Bei der Exponent ialfunk t ion haben wir das schon
kennen gelernt. Und wie es bei der Lo gar ithmusfunk t ion geht, erfahren wir j etzt.

Näherungswerte für ln x li efert di e Streifenmethode, angewandt aufs In tegral .
Ein anderer Zugang beruh t auf der Formel für di e geometr ische Reihe:

 mit |q| <1. Man ersetzt q durc h (–t) und integr iert:

||  

Obwohl man über unendlich viele Summanden integr iert,  lässt sich zeigen, dass gilt

Diese Formel stammt von NICOLAUS  MERCATOR  (lat inisi erte Form von Nikl aus Kauff-
man, Eut in 1619 bis 1687 Par is). Er hat sie 1668 veröffentli cht in seiner »Logar ithmo-
technica«, in der er Logar ithmen der ersten Pr imzahlen berechnete. 
Man verwechsle NICOLAUS  MERCATOR  nicht mit GERARDUS  MERCATOR  (lat inisi erte
Form von Gerhard Kre mer, Rupelmonde 1512 bis 1594 Duisburg), der 1569 seine
»Mercator-Weltka rt e« schuf.

Man kann beweisen, dass in der Formel die beiden Seiten übereinst immen, falls |x| <1;
sogar f ür x =1 stimmt die Gleichung noch. Sie liefert d ann die schöne Beziehung:

. Eini germaßen genaue Wert e für ln 2 sind allerdings nur mit r iesi-
gem Aufwand erre ichbar: Um die 2. Dezimale sicher zu haben, sind mindestens 1000
Summanden nöt ig. Der M athemat iker spr icht von schlechter Konvergenz. 
Mi t einem Tr ick verbessert man die Konvergenz der Logar ithmusreihe und ermöglicht
zugleich die Berechnung von Logar ithmen für N umer i größer als 2:

MERCATOR mit –1 < x % 1

x ersetzen durch (–x) mit –1 % x < 1

Diffe renz mit –1 < x < 1

Mi t , |x| <1 lässt sich jede posit ive Zahl darstellen.

– Zur Berechnung von ln 2 muss man x so wählen, dass  ist, also x = :

ln 2 = . Die gute Konvergenz zeigt sich dar in, 

dass schon mit 2 Summanden die 2. Dezimale gesichert ist.

– Numer i deutli ch größer als 2 verschlechtern di e Konvergenz, 

weil x dann nah bei 1 li egt:

 — x = ln 10 = .

Vom 11. Summanden an ist di e 2. Dezimale sicher.

 mit |x| <1

1
t
--dt

0

x

"

qk
k =0

#
/ 1 q q2 q3 …+ + + + 1

1 q–
---------= =

t–( )k
k =0

#
/ 1 t– t 2 t 3– …+ + 1

1 t+
--------= = …dt

0

x

"

x 1
2
--x2 1

3
--x3 1

4
--x4– …+ +– 1 x+( )ln=

2ln 1 1
2
-- 1

3
-- 1

4
-- …+–+–=

1 x+( )ln x= 1
2
--x2 1

3
--x3 1

4
--x4– …+ +–

1 x–( )ln x–= 1
2
--x2– 1

3
--x3 1

4
--x4–– …–

1 x+( )ln 1 x–( )ln– 2x 2
3
--x3 2

5
--x5+ += …+

1 x+
1 x–
---------ln 2 x 1

3
--x3 1

5
--x5 …+ + +( )=

1 x+
1 x–
---------

1 x+
1 x–
--------- 2= 1

3
--

2 1
3
--  13--

1
3
--# $

%&3
 15--

1
3
--# $

%&5
…+ + +# $

% &

1 x+
1 x–
--------- 10= 9

11
----- 2 9

11
-----  13--

9
11
-----# $
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 15--

9
11
-----# $

% &5
…+ + +# $
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Aufgaben

1 Bestimme mit dem Taschenrechner.
a) ln 0,1 b) ln 10 c) ln 1010 d) ln e)
f ) ln " e g) ln 3 h) ln (ln3) = ln2 3 i) ln 32 j) (ln3)2 

¿2 Gib die Wert e an (ohne Taschenrechner !).
a) ln e b) ln c) d) ln e2 e) ln ee 
f ) ln  g) ln e"  h) i)  j) ln (lne)

¿3 Löse nach x auf, gib den exakten x-Wert a n und bestimme mit dem 
Taschenrechner den auf 0,01 gerundeten Näherungswert.
a) ln x = 2 b) ln 2x = –2 c) ln  = 2

d)  = 2 e) ln (x2) = –1 f ) ln (lnx) = ln2 x= –1

g) ln  = –1 h) ln [x(3e–2x)] = 2 i)  = lnx

j) (lnx–1)lnx = 2 k)  = ln

4 Für w elche x-Wert e gilt  (Taschenrechner) ?
a) 1 < lnx < 2 b) 1 < ln(–x) < 2 •c) 1 < ln|x| < 2
•d) 1 < |lnx| < 2 •e) ln x2 > e f ) ln2x > e
g) ln (ex) % ln x •h) (lnx)2 > lnx

¿5 Leite ab: a) f (x) = x + lnx b) f (x) = x·lnx c) f (x) = ln(–x)
d) f (x) = –ln(2x) e) f (x) = ln(x2) f ) f (x) = (lnx)2

g) f (x) = ln h) f (x) = i) f (x) = ln(cosx)
j) f (x) = cos(lnx) k) f (x) = ln(xe) l) f (x) = ln(ex)

¿6 Beweise durch Ableiten.
a) ‡lnx dx = x·ln x – x + C

b) ‡(lnx)2 dx = x(lnx)2 – 2x·lnx + 2x + C

c) ‡x·lnx dx = ‡lnxx dx = x2(lnx – ) + C

d) ‡  dx = (lnx)3 + C

e) ‡  dx = ln(lnx) + C

f ) ‡  dx = ln(x + ) + C

g) ‡  dx = 2x – ln(2 – 2ex)2 + C

55 ln 55

e ln e
1
e
--- ln e2 (lne)2

1
x
---

1
ln x
-------

x ln x

ln x x

x ln x

1
2--

1
2--

ln x( )2

x
--------------- 1

3--

1
x·ln x
-------------

1
x2 1+

------------------ x2 1+

2
1 ex–
-------------
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•h ) ‡  dx = ln  + C

¿7 Leite ab:
a) f (x) = lnx –  dt b) f (x) = x·lnx +  dt c) f (x) = ln t dt + ln t dt

•8 Schreibe f(x) als Potenz von e und leite diesen Term ab. 
Gib die Menge der Zahlen an, für di e f(x) und f '(x) def iniert sin d.

a) f (x) = 2x b) f (x) = 2ln x c) f (x) = xx 

d) f (x) = e) f (x) = f ) f (x) = 

•9 Die Bilder zeigen Kurv en vom Typ y =±ln(ax+b). Im hervorgehobenen Kur-
venpunkt hat di e Tangente die Steigung +1 oder –1. Gib an:
– das Vorzeichen vor ln,
– die Wert e für a un d b,
– die Gleichung der Asymptote,
– die Achsenpunkte der K urv e,
– die Def init ionsmenge.

1
1 e3x+
---------------- e3x

1 e3x+
----------------3

1
t--

1

x

" ln t
2

x

" t
1

x

" t
x

3

"

1
xx----- xx x x

y

x

y

x

y

x–1

1
a) b) c)

y

x
–1

1

1

d) e) f )

1

–1

–1 1

1

1
–1

y

x–1

1

–1

x–1

1

–1

1

y

–1

y

x

g)

1

–1
1–1

y

x

h)

–1 1

1

i)

y

x1

1

–1
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¿10 Zeichne den Graphen und gib an:
die Achsenpunkte, die Gleichung der Asymptote und die Def init ionsmenge.
a) f (x) = 1 – lnx b) f (x) = ln(1–x) c) f (x) = ln|1–x|
d) f (x) = ln|x| e) f (x) = |ln x| f ) f (x) = |ln| x||

11 Zeichne den Graphen und gib an: die Def init ionsmenge und gegebenenfalls
die Achsenpunkte und die Asymptote.
a) f (x) = ln(x2) b) f (x) = (lnx)2 c) f (x) = ln2x
d) f (x) = ln e) f (x) = f ) f (x) =  (!)

¿12 In welchem Punkt ist å) die Tangente, ’ ) die Normale von Gf parall el zu Gg?
a) f (x) = lnx g(x) = 3x + 1789
b) f (x) = 2ln(1–x2) g(x) = x + 1989
c) f (x) = ln |x2–4| g(x) = – x + 1517

13 Berechne den Schni ttwink el von Gf und Gg.

a) f (x) = lnx g(x) = ln(1–x)
b) f (x) = ln (1+x) g(x) = ln(1–x)
c) f (x) = –x + ln x g(x) = 1 – x

14 Für w elche Zahl ist d er Unterschied zwischen ihre m Quadrat und ihrem 
natürli chen Logar ithmus am kleinsten?

15 Auf der ln-Kurv e liege Punkt P(a|b). P und der Ursprung sind Gegenecken 
eines Rechtecks, von dem 2 Seiten in den Koordinatenachsen liegen.
a) Bei welchem Wert von a (0<a<1) hat der Inhalt  des Rechtecks ein 

Extre mum? Wie groß und von welcher Art ist d as Extre mum?
˜b) a0 sei die Rechteckbreite für den Fall, dass die ln-Kurv e das Rechteck 

halbiert.  Stelle eine Gleichung für a0 auf und zeige, dass sie eine Lösung 
hat zwischen 4,9 und 5. (Aufgabe 6 beachten!)

˜16 a) Für w elche Zahlen ist di e Wurzel aus ihrem natürli chen Logar ithmus 
gleich dem natürli chen Logar ithmus ihrer Wurzel?

b) Für w elche Zahl zwischen 1 und e4 ist der Unterschied zwischen der 
Wurzel aus ihrem natürli chen Logar ithmus und dem natürli chen Log-
ar ithmus ihrer Wurzel am größten?

c) Berechne den Inh alt der Fl äche, die begrenzt ist v on der x-A chse und 
der K urv e mit y =lnx–(ln )2. (Aufgabe 6 beachten!)

x ln x x
1
xln-------

3
2--

2
3--

x
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•¿17 f (x) = , w(x) = x, g(x) = x + 3
Berechne den Inh alt des Flächenstücks, das begrenzt ist v on:
a) Gf , Gw , der y-A chse und der Gerade x=5. b) Gf , Gw und Gg.

¿18 Berechne und deute geometr isch.

a) dx b) dx c) dx d) dx e) dx f ) dx

19 Satz von GREGORIUS  A ST. VINCENTO  (Brü gge 1584 bis 1667 Gent)
Die Fläche zwischen der H yperbel mit y =  und der x-A chse von x =a bis 
x=b ist genau so groß wie die von x =ka bis x=kb (a>0, b>0, k >0).

a) Beweise diesen Satz mit der In tegralrechnung.
•b) Beweise diesen Satz ohne Integralrechnung mit Fl ächenstreckungen.
˜c) Beweise mit di esem Satz die 

Funk t ionalgleichung der Lo gar ithmusfunk t ion dx = dx + dx

¿20 Berechne a) dx b) dx c) dx d) dx

¿21 Berechne a) b) c)

d) e) f )

¿22 Berechne a) dx b) dx c) dx

¿23 Berechne a) dx b) dx c) dx

d) dx •e) dx •f ) dx

24 Berechne (siehe Aufgabe 6) a) dx b) dx

¶c) dx ¶d)

¶25 Berechne a) b) c)

4
x--

1
x--

1

2

" 1
x--

2

1

" 1
x--

2

3

" 1
x--

3

32

" 1
x--

3–

2–

" 1
x--

e

ke

"

1
x
--

1
x--

1

ab

" 1
x--

1

a

" 1
x--

1

b

"

1 x+
x--------

1

2

" x2 2x 3+ +
2x

---------------------
1

e

" x 2+( )2

x2---------------
4–

2–

" x 1–( )2 3x+
3x

-------------------------
1–

3–

"

dx
x 1–
---------

1–

0

" dx
1 x–
---------

0

1–

" dx
x a–
---------"

dx
2x a+
------------" dx

a 3x–
------------" dx

ax b+
------------"

2x
x2 1+
-----------

e–

e

" x
x2 9–
-----------

0

2

" 4x 2+
x2 x 1+ +
------------------

1–

1

"

ex

ex 1+
------------

0

2ln

" ex

ex 1+ 1+
------------------

1–

1

" ex– 2e2x–
ex e2x e–+
-----------------------

0

1

"

ex e x–+
ex e x––
----------------

1

2ln

" e2x 1–
e2x 1+
--------------

0

e

" 1 x–( )e x–

1 xe x––
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0

"

1 xln+
x xln

--------------
2
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" 1 xln–
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--------------
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2.Grenzwerte und Kurv endiskussion

Grenzwerte
An den Grenzen der Def init ionsmenge der ln-Funk t ion wächst der Betra g der ln-
Wert e ins Unendliche:  = # und  = –# .

In der K urv endiskussion kommen oft vor di e Ausdrücke xn·lnx und , n ‘ ˝ .

Bei j edem dieser Terme braucht man die Grenzwerte und  . 

2 dieser 4 Grenzwerte sind klar: = »# ·# « =# und = » « =–# .

Die beiden andern liefern unbestimmte Ausdrücke und müssen eigens untersucht 
werden.

&  = » « Eine geschickte Substitut ion führt d en Grenzwert zurüc k 
auf einen schon bekannten Grenzwert m it der e-Funk t ion:
u := n·lnx — x = eu/n; wenn x˛ # , dann auch u˛ # .

 =  = ·  = 0

Das überra scht nicht, wächst doch ln x unvergleichlich langsamer 
als jede Potenz xn.

’  = »0·(–# )« Hi er hilf t di e Substitut ion 
u :=  — x = ; wenn x›0,  dann u˛ # .

 =  =  = 0 wegen & .

Diese Grenzwerte ändern sich nicht, wenn statt  n eine beliebige posit ive reelle 
Zahl steht. Die Grenzwerte von xaln x am Rand der Def init ionsmenge lassen sich 
gut einprägen mit den Grenzwerten von xa und ln x
(» xa setzt sich durch, ln x li efert d as Vorzeichen«):

Alles auf einen Bli ck (n‘˝)  = 0 Sonderfall:  = 0

 = 0 Sonderfall:  = 0

x › 0 x ˛ + #

a > 0 0 +# Der Grenzwert v on xa bestimmt den Betra g,
der von ln x das Vorzeichen von xaln xa < 0 –# 0

 ln x
x˛ #
lim  ln x

x›0
lim

xln
xn--------

 …
x˛ #
lim  …

x›0
lim

 xn
x˛ #
lim ·lnx  ln x

xn--------
x›0
lim –#

+0
-------

 ln x
xn--------

x˛ #
lim #

#
----

 ln x
xn--------

x˛ #
lim  u/n

eu--------
u˛ #
lim 1

n
---  u

eu----
u˛ #
lim

 xn
x›0
lim ·lnx

1
x
--- 1

u
---

 xn
x›0
lim ·lnx 1 u⁄( )ln

un-----------------
u˛ #
lim uln–

un----------
u˛ #
lim

x˛ #
lim  ln x

x n----------
x˛ #
lim  ln x

x
----------

 x n
x›0
lim ·ln x  x

x›0
lim ·ln x

xa xln
x˛ …
lim



BARTH •KRUMBACHER VII.  Logar ithmusfunk t ion     Grenzwerte und Kurv endiskussion

155

Alles auf einen Bli ck im Bil d

Diskussion einer Kurve

Beispiel:  f (x) = 

Term vereinf achen: f (x) = 

Ableitungen: f '(x) =  = – 

f ''(x) = –  =

= 

Maximale Definitionsmenge Wegen ln x muss sein x >0,
wegen x·lnx ! 0 muss auch sein x ! 1,
also D = ¸ +\{1}

Verhalten am Rand von D

 = – # die y-Achse ist Asymptote

x=1 ist senkrechte Asymptote

 = 0 die x-Achse ist Asymptote

Nullstellen gibt es nicht, weil der Zähl er !  0 ist.

y

x1

1

–1

y

x1

1

–1

1

1

2
4

1/4 4

lim ––– = 0ln x
xax˛ #

lim ––– = – #ln x
xax›0

lim x a·ln x = 0
x›0

lim x a·ln x = #
x˛ #

4
2

1/2

1/4

4 2
1/2

1/41/4

1/2

1
x· xeln
----------------

1
e·x· xln
------------------- 1

e
---· 1

x· xln
--------------=

1
e
---·

0 x x·1
x
--+ln( )–

x xln*( )2----------------------------------- 1
e
---· 1 xln+

x xln*( )2----------------------

1
e
---·

x xln*( )2·1
x
-- 1 xln+( ) 2 x xln*( ) 1 xln+( )*–

x xln*( )4-------------------------------------------------------------------------------------------------------

1
e
---·2 xln( )2 3 x 2+ln+

x xln*( )3---------------------------------------------

1
x· xeln
--------------

x›0
lim » 1

0–
-----«=

1
x· xeln
--------------

x‹1
lim » 1

0–
-----« –#= =

1
x· xeln
--------------

x›1
lim » 1

+0
-----« +#= =

5
+
6
+
7

1
x· xeln
--------------

x˛ #
lim »1

#
---«=
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Waagrechtpunkte f '(x) = 0 — 1 + lnx = 0 — lnx = –1 — x = 1/e
W(1/e|f (1/e)) = W(1/e|–1)

Monotonie
Von f '(x) sind marki ert:  Nullstelle und Def init ionslücken.

W(1/e|–1) ist der
einzige Hochpunkt.

Flachpunkte f ''(x) = 0 — 2(lnx)2 + 3lnx + 2 = 0
Die Parabel y = 2z2+3z+2 ist oben offen und hat k eine 
Nullstellen, weil di e Diskr iminante von 2z2+3z+2 = 0 
negat iv ist;  die Parabel li egt also über der x-A chse.
Also ist 2(lnx)2 + 3lnx + 2>0, Flachpunkte gibt es nicht.

Krümm ung
Von f ''(x) sind marki ert:  Def init ionslücken.

Wertemenge
W = ]–# ;–1] *  ]0;+# [

f '(x)

xemf0

ni
ch

t

1

01

de
fin

.

1/e

ni
ch

t
de

fin
.

ems emf

0

ni
ch

t

1

de
fin

.

ni
ch

t
de

fin
.

Rechtskurve

f ''(x)

xLinkskurve

y

x

1

–1

1

1
e

f (x) = –––––1
x·ln xe
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Diskussion einer Schar

Beispiel:  fa(x) = , a‘¸

(x) =  = 

(x) =  = 

Maximale Definitionsmenge D = ¸ +

Verhalten am Rand von D

Die y-Achse ist Asymptote.

 = 0 Die x-Achse ist Asymptote.

Nullstellen 1 + alnx = 0 — lnx = – — x = e–1/a, a! 0
Für a =0 folgt 1 =0, Widerspruch. G0 hat k eine Nullstelle.
Das überra scht nicht: G0 ist ein H yperbelast von y = ,
hat also weder Waagrecht- noch Flachpunkte.

Gemeinsame Scharpunkte Schni tt zweier Schark urv en (a1! a2)
fa1

(x) = fa2
(x)

= ||·x (! 0)

a1ln x = a2ln x
(a1 – a2)lnx = 0

— lnx = 0 — x=1, y=fa(1)=1
Alle Schark urv en gehen durch (1|1).
Sonst treffen sich 2 Schark urv en nicht.

Waagrechtpunkte (x) = 0 — alnx = a – 1 ||:a ( ! 0)
ln x = 1 – — x = e1–1/a = 

y = fa(e1–1/a) =  = ae1/a –1

W(e1–1/a|ae1/a –1)
Für a =0 folgt 0 =–1, Widerspruch: G0 hat k einen Waagrechtpunkt.
Die Art d er Waagrechtpunkte bestimmt man bei Scharen meist mit der
2.Ableitung: (e1–1/a) =  = 

Weil der N enner posit iv ist,  hängt das Vorzeichen ab vom Zähler (–a):
a>0 — (e1–1/a) < 0  W ist H ochpunkt.
a<0 — (e1–1/a) > 0  W ist Tiefpunkt.

1 a xln+
x

--------------------

fa
'

x·a
x
-- 1 a xln+( )–

x2-------------------------------------- a 1– a xln–
x2----------------------------

fa
'' 

x2 a
x
--–( ) a 1– a xln–( )·2x–

x4--------------------------------------------------------------- 2 3a– 2a xln+
x3------------------------------------

1 a xln+
x

-----------------
x›0
lim »a·(–# )

+0
--------------« –# für a>0

+# für a%0'
(
)

= =

1 a xln+
x

-----------------
x˛ #
lim 1

x
-- a xln

x
-------+# $

% &
x˛ #
lim=

1
a
--

1
x
--

1 a1 xln+
x

-----------------------
1 a2 xln+

x
-----------------------

fa
'

1
a
-- e

ea
-------

1 a 1 1 a⁄–( )+
e1 1 a⁄–----------------------------------

fa
'' 2 3a– 2a 1 1 a⁄–( )+

e1 1 a⁄–( )3------------------------------------------------- a–
e1 1 a⁄–( )3------------------------

fa
'' 

fa
'' 
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Ortlini e der Waagrechtpunkte x = e1–1/a — a = , x ! e

y = ae1/a –1 = a  = ·  = 
Ortlini e der H ochpunkte: a>0 — y>0, x<e
Ortlini e der Tiefpunkte: a<0 — y<0, x>e

Flachpunkte (x) = 0 — 2aln x = 3a – 2 || :2a ( ! 0)
ln x =  – — x = e3/2–1/a

y = fa(e
3/2–1/a) =  = ae1/a–3/2

F(e3/2–1/a| ae1/a–3/2)
Für a =0 folgt 0 =–2, Widerspruch. G0 hat k einen Flachpunkt.
Die Art d er Fl achpunkte bestimmt man bei Scharen meist mit der

3.Ableitung: (x) =  = 

(e3/2–1/a) =  = 

Für a ! 0 ist (e3/2–1/a)! 0, also ist jeder Fl achpunkt auch Wendepunkt.
Ortlini e der Fl achpunkte x = e3/2–1/a — a = , x ! e3/2

y = ae1/a–3/2 = · ·  = 

1
1 xln–
----------------

1
e1 1 a⁄–---------------- 1

1 xln–
---------------- 1

x
--- 1

x 1 xln–( )
------------------------

fa
'' 

3
2
-- 1

a
--

1 a 3 2⁄ 1 a⁄–( )+
e3 2⁄ 1 a⁄–---------------------------------------- 3

2
--

3
2
--

fa
''' x3 2a x⁄( ) 2 3a– 2a xln+( )·3x2–

x6-------------------------------------------------------------------------------- 11a 6– 6a xln–
x4---------------------------------------

fa
''' 11a 6– 6a 3 2⁄ 1 a⁄–( )–

e3 2⁄ 1 a⁄–( )4-------------------------------------------------------- 2a
e3 2⁄ 1 a⁄–( )4-----------------------------

fa
''' 

1
3 2⁄ xln–
----------------------

3
2
-- 3

2
-- 1

3 2⁄ xln–
---------------------- 1

x
--- 3

x 3 2 xln–( )
----------------------------

y

x
1

1

–1
e e3

0

0

2/3

1/3

1

4

8

2

8

4

1

–4

–8

–8

–2

–1

5

2

Ortlini e der
Wendepunkte wep(x) = ––––––-3

x(3–2lnx)

fa(x) = –––––-1 + alnx
x

Ortlini e der
Waagrechtpunkte wap(x) = –––––-1

x(1–ln x)

–1
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Aufgaben

¿1 Berechne. a) b) c)

d) e)

¿2 Berechne (n‘˝). a) b) c) d)

•3 Berechne (n‘˝). a) b) c)

˜4 Schreibe den Term als Potenz von e und berechne dann den Grenzwert.

a) b) c)

5 Berechne.
a) b) c)

d) e) f )

•6 Berechne mit der Regel von L'H OSPITAL .

a) b) c)

d) e)

¿7 Diskut iere und zeichne den Graphen (maximale Def init ionsmenge!).
a) f (x) = x – 1 + ln c) f (x) = b) f (x) = (x–2)2 + ln(x2)

c) f (x) = x2(ln (x2) – 1) d) f (x) = (2 + ln(x2)) e) f (x) = ln(x4) – 8(ln )2

•8 Diskut iere und zeichne den Graphen (max.Def ini t ionsmenge, Symmetr ie!).

a) f (x) = ln|x2 – 4| b) f (x) = ln(x2 – 4) c) f (x) = ln(4+x) – ln(4–x)

•9 fa(x) = ln|x2 + a|
Diskut iere und zeichne die Schark urv en für a ‘ {–2, –1, 0, 1}.

¿10 f (x) = lnx
a) Gib eine Gleichung der Tangente von Gf an, die durch (0|0) geht.

b) Gib eine Gleichung der N ormale von Gf an, die durch (0|1) geht.
Welcher K urv enpunkt li egt (0|1) am nächsten?

x2 xln
x›0
lim x xln

x˛0
lim  xln

x2-------
x›0
lim

xln
x

-------
x˛ #
lim

1
x-ln

x
-------

x˛ #
lim

 1
xn xln
-------------

x›0
lim  1

xn xln
-------------

x˛ #
lim  xn

xln
-------

x›0
lim  xn

xln
-------

x˛ #
lim

x xln( )n
x›0
lim xln( )n

x
--------------

x˛ #
lim x

xln( )n--------------
x˛ #
lim

 xx
x˛0
lim x

1
x 1–
-----------

x˛ #
lim |ln x| x

x›0
lim

 xx
x›0
lim  xx

x˛ #
lim  x x

x›0
lim

 x x
x›0
lim  x x

x›0
lim  x

1
xln

--------

x›1
lim

x 2+( )ln
x 1+

------------------
x˛–1
lim x 2+( )ln

x 1+
------------------

x˛ #
lim  x

x 1–ln
-------------------

x˛0
lim

x
1

x 1–
-----------

x˛1
lim xln( )x 1–

x›1
lim

1
x--

1
xln------

1
x-- x
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c) Gib eine Gleichung der Tangente von Gf an, 
die mit der x-A chse einen Wink el von 30° bildet.

11 Für w elche Zahl ist d er Unterschied zwischen ihre r Wurzel und ihrem 
natürli chen Logar ithmus am kleinsten?

•12 Die Gerade x=a schneide die ln-Kurv e in Q und die x-Achse in R; 
die Kurv ennormale in Q schneide die x-Achse in S.
Bestimme a so, dass der Inh alt des Dreiecks QRS ein Extre mum hat.
Welches Extremum li egt vor ?

•13 Auf der ln-K urv e liege der Punk t P(a|b). P und der U rsprung seien die 
gegenüberli egenden Ecken eines Rechtecks, von dem 2 Seiten in den
Koordinatenachsen liegen.
a) Für w elchen Wert v on a (0<a<1) hat das Rechteck extre men Inh alt ?

Wie groß ist di eser ?
b) a0 sei die Rechteckbreite für den Fall, dass die ln-Kurv e das Rechteck 

in inhaltgleiche Teile zerlegt. Stelle eine Gleichung für a0 auf und zeige, 
dass sie genau eine Lösung hat. 
Gib ein In tervall der Län ge 0,1 an, in dem a0 liegt.

•14 Die Tangente der ln-K urv e in P(a|b) schneide die x-Achse in S und die 
y-Achse in T. P und T seien die gegenüberli egenden Ecken eines Rechtecks, 
von dem 1 Seite in der y-A chse liegt.
a) Bestimme den Flächeninhalt des Rechtecks.
b) Die ln-Kurv e schneide die untere Rechteckseite in U. Bestimme U.
c) Für w elchen a-Wert li egen U und S übereinander ?
d) Für w elchen a-Wert li egt di e untere Rechteckseite in der x-A chse ?
e) Die ln-Kurv e zerlege das Rechteck in 2 Teile.

Berechne das Verhältnis der Inh alte dieser Teilf lächen.

¿15 f (x) = 

Diskut iere f und zeichne Gf. (Siehe Beispiel auf Seite 147)

•16 Auf Seite 144 ist die Schar mit f n(x)=xnln x abgebildet. 
Wegen =0 münden alle Kurv en im Ursprung.

Berechne den Wink el, unter dem die Kurv en im Ursprung münden.

1
x 1 xln–( )
------------------------

 xn
x›0
lim ·lnx
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˜17 f (x) = 

a) Diskut iere F mit F(x) = . a) Diskut iere F mit F(x) = .

•18 Auf Seite 147 ist eine Schar mit fa(x) = , a‘¸ abgebildet.
In (1|1) tre ffen sich alle Schark urv en. Welche Kurv e hat dort

a) einen Extre mpunkt ? (Art ?)
b) einen Wendepunkt ?
c) die Wink elhalbierende des 1.Quadranten als Tangente ?

•19 Auf Seite 147 ist eine Schar mit fa(x) = , a‘¸ abgebildet.
a1 und a2 seien Parameterwerte sich rechtwinkli g schneidender Kurv en.

a) Welche Beziehung besteht zwischen a1 und a2 ?

b) Welche Kurv e schneidet G0 rechtwinkli g ?

c) Welche Kurv e hat k einen rechtwinkli g schneidenden Partn er ?

20 Auf Seite 147 ist eine Schar mit fa(x) = , a‘¸ abgebildet.

a) Zeige: S(x) = (lnx)2 ist eine Stammfunk t ion von s(x) = .

b) Welche Schark urv en begrenzen mit der x-A chse und der Gerade x=1
ein endliches Flächenstück vom Inh alt 0,5 ?

21 Untersuche auf Symmetr ie zum Koordinatensystem, diskut iere und 
zeichne die Kurv en. Bestimme die Umkehrfunk t ion.

a) f (x) = ln(x + ) b) g(x) = ln(x + )

c) h(x) = , |x| <1 d) k(x) = , |x| >1

•22 Der hyperbolische Areakosinus

Die Einheitshyperbel y2 = x2 – 1

a) Zeige:  = 0 und  = 0

Welche Bedeutung haben demnach die Geraden y =x und y=–x für 
den Graphen der Funk t ion mit f (x) =  ?

b) Diskut iere die Funkt ion f und zeichne den Graphen.
c) Zeichne ins selbe Koordinatensystem die Punktmenge mit der 

Gleichung y2 = x2 – 1. Diese Kurv e heißt Einh eitshyperbel.

1
x xeln
--------------

f t( ) td
e

x

" f t( ) td
e

x

"

1 a xln+
x

--------------------

1 a xln+
x

--------------------

1 a xln+
x

--------------------

1
2
-- xln

x
--------

x2 1+ x2 1–
1
2
-- 1 x+

1 x–
---------ln 1

2
-- 1 x+

x 1–
---------ln

x2 1– x–( )
x˛ #
lim x2 1– x+( )

x˛– #
lim

x2 1–
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Der hyperbolische Areakosinus
d) Die Flächenfunk t ion des Hyperbelsektors:

Stelle F(x) dar mit einer In tegralfunk t ion
und zeige F'(x) = .

e) G(x) = ln(x + )
Zeige: G'(x) = F'(x) und G(1) = F(1) und 

folgere daraus: G(x) = F(x).
F heißt Areak osinus ar cosh .

f ) F(x) = ln(x + )
Zeige: Die Umkehrfunk t ion F–1 ist der hyperbolische Kosinus

ar cosh–1(x) = cosh(x) = 

Der Zusammenhang mit der Einh eitshyperbel führt zum Adjekt iv 
»hyperbolisch«. Die Bezeichnung »Area« (=Fläche) rührt her von der 
Berechnung des Inhalts des Hyperbelsektors.

•23 Diskut iere und zeichne den Graphen. 
Untersuche auf St et igkeit  und Diffe renzierbark eit  in den Nahtstellen.
a) f (x) = x + |ln(1–x)| b) g(x) = |ln x| – |x –1|

24 Diskut iere und zeichne den Graphen. 
Untersuche auf St et igkeit  und Diffe renzierbark eit  in den Nahtstellen.

a) f (x) = b) f (x) = 

•25 f (x) = Bestimme a und k so, dass f differenzier-
bar ist.  Zeichne die zugehör ige Kurv e.

•26 Diskut iere und zeichne den Graphen. 
Untersuche die Kurv en auf Symmetr ie zum Koordinatensystem.
a) f (x) = ln|x – | b) g(x) = ln|x – |

•27 fa(x) = ax + lnx
Bestimme die maximale Def init ionsmenge D, das Kurv enverhalten am 
Rand von D, Nullstellen, Ort un d Art v on Waagrecht- und Flachpunkten 
und deren Ortlini en.
Skizziere Kurv en für a‘{– 1, –1/e, –0.25, 0} und die Ortlin e der Waagrecht-
punkte. Bestimme mit dem Verlauf di eser Ortlini e die Bereiche von a, in 
denen eine Schark urv e keine, 1 oder 2 Nullstellen hat.

y

x1

1

–1

F(x)

y 2 = x 2 – 1

1
x2 1–

------------------

x2 1–

x2 1–

1
2-- ex e x–+( )

x2  für x<1
1 xln–  für x&1'

(
) xln  für x ‘]0;e]

3 x2( )ln–  für x ‘]e; # ['
(
)

xln( )2  für 0<x<k
1 a 1 xln–( )+  für k %x'

(
)

x2 1+ x2 1–
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˜28 fa(x) = ln(x + )
a) Bestimme die maximale Def init ionsmenge D, das Kurv enverhalten 

am Rand von D, etwaige Symmetr ie zum Koordinatensystem und Null-
stellen. Zeige, dass jede Schark urv e a! 0 derj enigen mit a =0 für x˛ #  
beliebig nahe kommt, ohne sie zu schneiden.

b) Bestimme Ort un d Art v on Waagrecht- und Flachpunkten. 
Erm ittle die Ortlini en der Waagrecht- und Flachpunkte.
Bestimme die Schar t a(x) der Fl achpunkttangenten.
Zeige, dass jede Flachpunkttangente auch die Kurv e mit k(x) =1+lnx 
berührt.

c) Skizziere Kurv en für a‘{0,  1/4, 1, 4}.

¶29 fa(x) = ln(x2 + ea) – x2, a%0
a) Bestimme die maximale Def init ionsmenge D, das Kurv enverhalten 

am Rand von D und etwaige Symmetr ie zum Koordinatensystem.
b) Zeige mit der Abschätzung lnz<z–1(für z>0, z! 1), dass es keinen 

posit iven Funk t ionswert g ibt, und schließe daraus auf di e Nullstellen.
c) Zeige, dass jede Schark urv e für x˛ #  beliebig nahe herankommt an die 

Kurv e mit h(x) =ln(x2) – x2.
d) Bestimme Ort un d Art v on Waagrecht- und Flachpunkten.

Erm ittle die Ortlini en der Waagrecht- und Flachpunkte.
e) Skizziere Kurv en für a‘{– 2, –1, 0}.

¶30 fa(x) = , a‘ ˝
a) Bestimme die maximale Def init ionsmenge D, das Kurv enverhalten 

am Rand von D und etwaige Symmetr ie zum Koordinatensystem.
b) Zeige, dass sich alle Schark urv en in einem Punk t B rechts von 

der y-A chse berühre n und bestimme die Gleichung der gemeinsamen 
Tangente t.

c) Bestimme Ort un d Art d er Waagrechtpunkte.
Erm ittle die Gleichung der K urv e, auf der di e Waagrechtpunkte liegen.

d) Bestimme Ort un d Art d er Fl achpunkte.
e) Löse Teilaufgabe a)  für a =–1 und für a =–2.
f ) Löse Teilaufgabe a)  für a =  und für a =– .
g) Skizziere Kurv en für a‘{– 1, 0, 1, 2} im Bereich 0 % x % 3.

x2 a2+

x a– x2ln*

1
2--

1
2--
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•31 fa(x) = , a‘ ˝
a) Bestimme die maximale Def init ionsmenge D, das Kurv enverhalten 

am Rand von D und Achsenpunkte.
b) Bestimme Ort un d Art d er Waagrechtpunkte.

Erm ittle die Gleichung der K urv e, auf der di e Waagrechtpunkte liegen.
c) Bestimme Ort un d Art d er Fl achpunkte.

Erm ittle die Gleichung der K urv e, auf der di e Flachpunkte liegen.
d) Berechne den Inh alt der Fl äche, die zwischen der x-A chse und

einer Schark urv e liegt. Wie groß ist er im Fall a =1 ?
e) Skizziere Kurv en für a‘{– 2, –1, 0, 1, 2} im Bereich 0 % x % 10.

xln( )2 2a xln*–
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Zum Nachdenken

!  Reiz und Empfindung
Der Physiologe Ernst Heinr ich WEBER  (1795 bis 1878) veröffentli cht 1834 seine Untersuchun-
gen über das Hören und über den Tastsinn der Haut. Er formuli ert ein Gesetz, das den Zusam-
menhang zwischen Reiz und Empf indung wiedergibt.
Einer seiner Versuche hätte so aussehen können: Die Hand einer Versuchsperson liegt auf einem
Tisch. Auf der Hand liegt ein Gegenstand. Sein Gewicht ist ein Reiz R, dieser verursa cht bei der
Versuchsperson die (Druck-)Empf indung E. Legt man noch einen Gegenstand dazu, so vergrö-
ßert sich der Reiz. Aber nicht immer nimmt man diese Reizverstärk ung wahr. Man nimmt sie
erst dann wahr, wenn der zusätzliche Reiz einen gewissen Min destwert (Schwellenwert) über-
schreitet. 
Weber stellt  fest: Für eine eben spürbare Steigerung der Empf indung ¤E 0 ist immer dieselbe
relat ive Reizsteigerung  nöt ig. Weil eine größere relat ive Reizsteigerung eine größere Ände-
rung der Empf indung auslösen soll, setzt Weber die relat ive Reizsteigerung proport ional zur Än-
derung der Empf indung: ¤E ~ 

Der Psychologe und Philosoph Gustav Theodor FECHNER  (1801 bis 1887) formuli ert diesen Zu-
sammenhang mathemat isch. Er stellt  die Empf indung E dar als Funk t ion des Reizes R und fol-
gert aus Webers Formel:  (  k· . Für kleine Reizänderungen ¤R heißt das ungefähr: E(R)
= k· . Die Funk t ion E muss also bis auf eine Konstante gleich sein dem natürli chen Logar ith-
mus: E(R) = k·ln R + C.

Ist R 0 der gerade noch nicht spürbare Reiz, dann gilt
0 = E(R0) = k·ln R0 + C — C = –k·ln R0 
E(R) = k·ln R + C = k·lnR – k·ln R0 

Ist R groß gegenüber dem Schwellenwert R0, so ist R/R0 groß gegenüber 1. Der natürli che Log-
ar ithmus wächst nur schwach. Das bedeutet: Li egt schon ein stark er Reiz vor, dann ist erst eine
gewalt ige Steigerung des Reizes wahrnehmbar. (Abstumpfung durch Reizüberf lutung)
Die Empf indung ist eine messbare Größe, wenn R0 und k festliegen. Anst elle des natürli chen
Logar ithmus kann man jeden anderen Logar ithmus verwenden. Beim Hören ist die Lautstärk e
E (Empf indung) abhängig vom Schalldruck R (Reiz). Man misst den Schalldruck in Pa (=N/m2)
und die Lautstärk e in Phon. Für di e Normalfrequenz von 1kHz ist E(R) = 20·lg .

Der Schwellenreiz R0 wurd e internat ional festgelegt als mitt lere Hörschwelle einer repräsentat i-
ven Gruppe 20-jähr iger Frauen: R0 = 2·10–5Pa, also E(R0) = 0 Phon.

E(R) = k·ln Weber-Fechner-Gesetz

0 Phon Hörschwelle

20 Phon Taschenuhr in 1m Entfernung

50 Phon halblaute Unterhaltung in 1m Entfernung

90 Phon Schreien in 1m Entfernung

120 Phon Rockmusik (Disco, Konzert)

130 Phon Schmerzgrenze = Düsentr iebwerk in 7m En tfernung

180 Phon Raketentr iebwerk in 7m En tfernung

¤R
R

------

¤R
R

------

¤E
¤R
------ 1

R
--- d

dR
------

1
R
---

R
R0
------

R
R0
------



BARTH •KRUMBACHER VII.  Logar ithmusfunk t ion     Grenzwerte und Kurv endiskussion

166

"  Logarithmische Papiere
Beim Exper iment ieren muss man oft aus Messpunkten die Gleichung des zugrunde liegenden
Graphen ermitteln. Das geht am einf achsten, wenn der Graph eine Gerade ist. Bei komplizierten
Zusammenhängen versucht man, durch geschickte Wahl des Koordinatensystems den Graphen
zu einer Gerade zu verformen. Für besonders häuf ige Verformungen gibt es eigens vorgefert igte
Papiere, zum Beispiel die logar ithmischen Papiere – das sind Papiere mit 10er-logar ithmischen
Skalen. (Obacht: Auf logar ithmischen Skalen gibt es keine 0.) Man unterscheidet 3 Typen:
• Halb-logar ithmisches Papier (Logar ithmus-Skala auf der x-A chse, »abszissen-logar itmisch«)

Funk t ion y = a·lgx + b Substitut ion u = lgx
Gerade y = a·u + b
Mi t einem Lin eal passt man die Gerade an die Messpunkte an
und liest ab die Steigung a und die Konstante b, das ist der y-Wert f ür x =1.
(Die u-Skala ist auf logar ithmischem Papier nicht abgedruckt.)

Beispiel: Weber-Fechner-Gesetz
y = E(R) = 20·lg  = 20·lgR – 20·lgR0 = 20·lgR – 20·lg(2·10–5) 
y = 20·lgR + 94

Das Bild zeigt einen weiteren Vorzug der logar ithmischen Darstellung: Sie erfasst viele Größen-
ordnungen. So funk t ioniert unser Ohr im Bereich von 7 Größenordnungen, unser Auge schaff t
sogar 15 Größenordnungen !

10–1 1 10 102 x=10u

0,2

1

y

1
0,4

y = 0,4lg x + 0,3
y = 0,4 u + 0,3

b = 0,3

Steigung a = 0,4
1

u210–1

R
R0
------

10–4 10–3 10–2 10–1 1 10

10

50

100
94

Lautstärk e E in Phon

94
 –

 1
4 

= 
80

Steigung a =      = 2080
4

Schalldruck R
in Pascal

lg1 – lg10–4 = 4Hörschwelle
2·10–5

10–5

E = 20u + 94

E = 20 lg –– = 20lg R + 94R
R0

R=10u

u = lgR10–1–2–3–4–5
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• Halb-logar ithmisches Papier (Logar ithmus-Skala auf der y-A chse, »ordin aten-logar ithmisch«)
Funk t ion y = a·ebx 
logar ithmiert lgy = lga + bx·lge Substitut ion w = lgy, y = 10w 
Gerade w = (b·lge)·x + lga
Beispiel: Abkühlungs-Gesetz y = 5000·10–0,0065x

• Doppelt-logar ithmisches Papier 
(Logar ithmus-Skala auf x- un d y-Achse)

Funk t ion y = a·xb 
logar ithmiert lgy = lga + b·lgx
Substitut ion w = lgy, y = 10w

u = lgx, x = 10u

Gerade w = b·u + lga
Beispiel: »Quadrat isches Abstandgesetz«

y = 

w = –2u + lga

5000

50 1000 150 200 250 300

Temperatur T in °Celsius

 Zeit  t in Sek unden

lg
10

00
 –

 lg
10

0 
= 

1

262 – 108 = 154

1000

500

100

50

v = lg T

2

3

T = 5000·10 –0,0065 t  = 5000e–0,015 t

lg T = –0,0065·t + lg 5000
v = –0,0065·t + lg 5000

Steigung = – ––– = –0,00651
154

105 71 3

0,1

2

lg
25

–l
g9

 =
 0

,4
4

lg5–lg3
= 0,22

1

0,4

0,2

0,04

0,02

0,07

–1

v=lgG*
0

–2

lg G* = –2 lg r*
v = –2u

10 u = lg r*

G*
G* ist di e Schwerkraf t in

Vielfachen des Gewichts G0
auf der Erd oberf läche

 G* = ––– = ––G
G0

1
r2

r* ist En tfernung vom Erdm ittelpunkt
in Vielfachen des Erdradius R

r* = -–r
R

r*

a
x2-----
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#  Die harmonische Reihe

Wie groß ist eigentli ch die Summe der posit iven Stammbrüche  =  ?
Diese Reihe heißt harmonische Reihe.
Mi t dem Computer berechnete Näherungswerte sugger ieren die Exist enz eines Grenzwerts:

 = 12,09…  = 12,78…  = 13,18…

Tatsächlich aber kann man beweisen, dass es keinen Grenzwert g ibt: 
Die harmonische Reihe diverg iert.  Sie wird sogar beliebig groß. 

 ist gleich der Obersumme für das Integral

 = ln(n+1) – 0 = ln(n+1)

also  > ln(n+1).

Wegen  = #  gilt  auch 

 =  = #

Die harmonische Reihe diverg iert so langsam wie die ln-
Funk t ion. Dagegen konvergiert die Summe der quadr ierten
Stammbrüche gegen einen seltsamen Grenzwert:

 =  = " 2

Das Adjekt iv »harmonisch« wirk t in diesem Zusammenhang
merk würdi g. Eine Erkl ärung liefert die Harmonielehre der
Musik.  Untert eilt  man eine Saite im Verhältnis 1:2 oder 1:3
oder 1:4 und zupft die Saitenteile an, so empf indet unser Ohr
angenehme (=harmonische) Tonintervalle. Die Summanden
der harmonischen Reihe sind die Verhältnisse, in denen die
Wellenlängen der »harmonischen Obertöne« zur Wellenlänge
des Grundtons stehen.

y

x1

1

1 1
2

1
3

1
4

Obersumme
1 + – + – + …1

2
1
3

1
xy = –

1 1
2
-- 1

3
-- 1

4
-- …+ + + + 1

n
---

n 1=

#
/

1
k
---

k 1=

100000
/ 1

k
---

k 1=

200000
/ 1

k
---

k 1=

300000
/

1
k
---

k 1=

n
/

1
x
--- dx

1

n 1+

" [ln x]1
n 1+=

1 1
2
-- 1

3
-- 1

4
-- … 1

n
--+ + + + +

 ln (n+1)
n˛ #
lim

1 1
2
-- 1

3
-- … 1

n
--+ + + +# $

% &
n˛ #
lim 1

n
---

n 1=

#
/

1 1
22----- 1

32----- 1
42----- …+ + + + 1

n2-----
n 1=

#
/ 1

6
--

Grundton = 1.Teilton
C

1.Oberton = 2.Teilton
c

1

1
2

1
2

1
3

1
3

1
3

2.Oberton = 3.Teilton
g
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$  Verschiedene Mittel

 heißt harmonische Reihe, weil jeder Summand (bis auf den ersten) gleich ist dem
harmonischen Mi ttel seiner beiden Nachbarn. Das harmonische Mi ttel ist meist wenig bekannt.
Deshalb seien die 3 wicht igsten mathemat ischen Mi ttel vorgestellt . 

Das ar ithmet isches Mi ttel ist auch be-
kannt als »Durchschni tt«.
Das ar ithmet ische Mi ttel xa der Zahlen a 
und b ist , auf der Zahlengerade
liegt es in der Mi tte zwischen a und b.

Diese Mi ttelwertb ildung lässt sich erwei-
tern auf Funk t ionswerte.
Ist f eine monotone Funk t ion, so ist xm mit
f (xm) =  ein von f abhängiges Mi t-
tel der Zahlen a und b. xm ist also die Zahl,
deren Funk t ionswert das ar ithmet ische
Mi ttel der Funk t ionswerte von a und b ist.

Die 3 Mi ttel hängen ab von der Funk t ion f:

Affine Funktion mit f(x) = x

ar ithmet isches Mittel der Funk t ionswerte

f (xm) = — f(xa) = xa = 

Logarithmus-Funktion mit f(x) =log x

ar ithmet isches Mi ttel der Funk t ionswerte

f (xm) =  =  = 

— f(xg) = logxg= 

geometr isches Mittel xg = 

Kehrwert-Funktion mit f(x) = 

ar ithmet isches Mi ttel der Funk t ionswerte

f (xm) =  = — f(xh) =  = 

harmonisches Mittel xh = 

y

x
b=4

f(a)

f (b)

a=–12 1
y

x
b=4

1

a=–12
1

y

x
b=4

1

a=–12

1

1

f(xa)

f (b)

f (a)

f (xg)

f (a)

f (b)

f (xh)

xa

xa = –––a +b
2

f(x) = x

xg

Arithmetisches
Mittel

¤

¤

¤

¤

¤

¤

xh

Harmonisches
Mittel
xh = –––2ab

a +b

f(x) = log x

xg xa< <

f(x) = –1
x

Geometrisches
Mittel

xg =  ab

1 1
2
-- 1

3
-- 1

4
-- …+ + + +

xa
a b+

2
---------=

f a( ) f b( )+
2

--------------------

f a( ) f b( )+
2

-------------------- a b+
2

----------

alog blog+
2

---------------------- 1
2
-- ab( )log ablog

ablog

ab

1
x
---

1
a
-- 1

b
--+

2
----------- a b+

2ab
----------- 1

xh
----- a b+

2ab
-----------

2ab
a b+
----------
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% Ein ungelöstes Problem der Zahlentheorie

Seit Menschen rechnen, wollen sie wissen, wieviel Pr imzahlen es gibt und wie man sie berech-
net. Schon EUKLID  (( 300 v.Chr.) hat gewusst, dass es unendlich viele Pr imzahlen gibt. Sie lie-
gen sogar dichter als die Quadratzahlen, denn die Summe der Pr imzahl-Kehrw erte diverg iert,
während die der Quadratzahl-Kehrw erte konvergiert.  Bis heute jedoch haben die Pr imzahlen
Geheimnisse bewahrt.  So ist es keinem gelungen, eine Formel für die k-t e Pr imzahl zu f inden.
Auch sucht man immer noch eine Formel P(x) für die Anzahl der Pr imzahlen bis zur Zahl x.
Wenigstens angenähert ist P(x) m it 2 Funk t ionen beschreibbar:
Die eine steckt im »Primzahlsatz« : P(x) (  . 
Eine wesentli ch bessere Näherung schaff t di e 2. Funk t ion, der »Integral-Lo gar ithmus«: .

Obwohl der In tegrand für t =1 nicht def iniert ist,  lässt sich  berechnen zu 1,04516…

(vergleiche dazu auch Kapitel IX.3).  P(x) (  Li(x) =  =1,04516… + . 

Das ( -Zeichen gilt  in dem Sinn, dass =1 ist.

Für alle bisher berechneten Wert e ist P(x)–Li(x) <0. 1914 beweist L ITTLEWOOD , dass diese
Diffe renz unendlich oft das Vorzeichen wechselt . 1933 nennt SKEWES  eine obere Grenze S für
den 1. Vorzeichenwechsel. Lange Zeit  war S die größte Zahl, die in der Mathemat ik eine Be-
deutung hat: S = . 1966 senkt LEHMANN  diese Schranke auf di e Zahl L = .y

x
1

1
2 5 10 100 1000 10000 100000

2

5

10

100

1000

10000

Pr imzahlsatz
P(x) (   –-–xln x

P(x) ist di e Anzahl der Pr imzahlen bis zur Zahl x

0

Integral-Lo gar ithmus

P(x) (  Li(x) = ‡–-– dt+
x

1
ln t

x
xln

-------
1

tln
------- td

0

x

"
1

tln
------- td

0

2

"
1

tln
------- td

0

x

" 1
tln

------- td
2

x

"
P x( )
L i x( )
-------------

x˛ #
lim

10101034
eee2,067
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Computer-Einsatz: Konvergenz von Reihen

Hier einige mit Mathematica berechneten Summenwerte. 
Der dazu nötige Rechenbefehl ist der mathematischen Vorschrift des -Zeichens nachempfunden. 

Die Anweisung  erledigt Mathematica mit dem BefehlSum[3^(1–2k)/(2k–1),{k,1,n}]

Bei der harmonischen Reihe fällt auf, dass sich die Summenwerte um 2,3 vergrößern, 
wenn sich die Anzahl (>100) der Summanden verzehnfacht. Bei so vielen Summanden sind die 
Flächenzuwächse bei den -Streifen praktisch gleich den Flächenzuwächsen unter der -Kurve. 
Der Flächeninhalt unter der -Kurve zwischen 1 und n ist lnn, 
zwischen 1 und 10n ist er ln10n = ln10 + lnn. 
Der Flächeninhalt vergrößert sich also etwa um ln10 ,  2,3. 
Auf eine solche Eigenschaft wird man erst aufmerksam durch sinnvolle Computer-Mathematik.

Anzahl n 
der

Sum-
manden

harmo-
nische 
Reihe

32 =1.644934066848…

Mercator für x=1

ln2 = 0,6931471805599…ln2 = 0,6931471805599…

1  1 1 1 0,6…
2 0,69…
3 0.693…
4 0.6931…
5 0.69314…
6 0.693147…
7 0.6931471…
8 0.6931471…
9 0.693147180…
10 2,92… 1,… 0,6… 0,6931471805…
102 5,18… 1,6… 0,6…

103 7,48… 1,64… 0,69…

104 9,78… 1,644… 0,693…

105 12,09… 1,6449… 0,69314…

106 14,39… 1,64493… 0,69314…

107 16,69… 1,64493… 0,6931471…

108 18,99… 1,6449340… 0,6931471…

109 21,30… 1,64493406… 0,693147180…

1010 23,60… 1,644934066… 0,6931471805…

1011 25,90… 1,6449340668… 0,69314718055…

1012 28,20… 1,64493406684… 0,693147180559…
divergent konvergent konvergent stark konvergent

8
1

2k 1–---------- 1
3--( )2k 1–

k 1=

n
/

1
k
--

k 1=

n
/

1
k2-----

k 1=

n
/

1
6--

1–( )k–
k

--------------
k 1=

n
/ 1

2k 1–---------- 1
3--( )2k 1–

k 1=

n
/

1
k--

1
x--

1
x--
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VIII. Rat ionale Funkt ion

1.Def init ionen und Eigenschaften

Eine rat ionale Zahl r ist d er Quot ient zweier ganzer Zahlen, Beispiel r = .
Der Term einer ra t ionalen Funk t ion f ist der Quot ient zweier Polynome: 

f (x) = 

heißt Zähl erpolynom vom Grad z
heißt N ennerpolynom vom Grad n

So ist bei f (x) = der Zähl ergrad z=4 und der N ennergrad n=3.
Als Quot ientfunk t ion von Polynomfunkt ionen ist f st et ig und diffe renzierbar.

Maximale Definitionsmenge D
D ist di e Menge der reellen Zahlen ¸ o hne die Nullstellen des Nenners.
Die Nullstellen des Nenners sind die Def init ionslücken.
Man f indet sie am schnellsten durch Faktor isieren, im Beispiel:

, 
Nullstellen des Nenners sind 0 und 1, also D = ¸\{0;1}.

Faktorisieren und gegebenenfalls V ereinfachen durch Kürzen
Man setzt di e Def init ionslücken im Zähl erpolynom ein. 
Erg ibt sich 0, so kann man faktor isieren und kürzen, im Beispiel:
Zähler für x =0: 0 – 0 + 0 = 0, also enthält der Zähl er den Faktor x,
Zähler für x =1: 1 – 4 + 4 = 1, also enthält der Zähl er nicht den Faktor (x–1)
Fürs Faktor isieren des Zählers bieten sich an
manchmal: Ausklammern, Binomische Formel, Erra ten eines Faktors

immer: Polynomdivision (falls ein Faktor bekannt ist)
im Beispiel:

f (x) =  =  =  = 

Von jetzt an arbeitet man nur n och mit dem gekürzten Term 
und beachtet di e Def init ionsmenge, im Beispiel f (x) = , x ! 0, x ! 1.

Nullstellen
Zählerpolynom Z(x) = 0
Nullstellen sind nur di e Lösungen, die in der Def init ionsmenge D li egen,
im Beispiel Z(x) =  = 0 — x=0 oder x=2

die Lösung 0 liegt ni cht in D , ist also keine Nullstelle,
die Lösung 2 liegt in D , sie ist 2-fache Nullstelle.

3
4--

azxz az 1– xz 1– … a1x a0+ + + +
bnxn bn 1– xn 1– … b1x b0+ + + +
------------------------------------------------------------------------------- ;

az ! 0
bn ! 0

azxz az 1– xz 1– … a1x a0+ + + +
bnxn bn 1– xn 1– … b1x b0+ + + +

x4 4x3– 4x2+
x3 2x2– x+

----------------------------------

x3 2x2– x+ x x2 2x– 1+( ) x x 1–( )2= =

x4 4x3– 4x2+ x2 x2 4x– 4+( ) x2 x 2–( )2= =
x4 4x3– 4x2+
x3 2x2– x+

---------------------------------- x2 x 2–( )2

x x 1–( )2------------------------ x x 2–( )2

x 1–( )2---------------------- Z x( )
N x( )
------------

x x 2–( )2

x 1–( )2----------------------

x x 2–( )2
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Eine Besonderheit , in der sich viele rat ionale Funkt ionen unterscheiden von den 
Polynomfunkt ionen, sind Asymptoten ihre r Gra phen. Man unterscheidet 2 Sort en:
senkrechte Asymptoten und nicht-senkrechte Asymptoten.

»±# « steht für die Fälle »+# « oder »–# «.
Anschauli ch bedeuten diese Def init ionen: Asymptoten sind Geraden, 
denen eine Kurv e Gf beliebig nahe kommt, wenn y oder x ins Unendliche gehen.

Verhalten am Rand der Definitionsmenge

Löcher
Eine (stet ig behebbare) Def init ionslücke a ist der x-Wert e ines Kurv enlochs,
wenn der gekürzte Term dort d ef iniert ist – al so Loch(a| ), 
im Beispiel: Loch(0|0).

Pole, senkrechte Asymptoten
x=a ist Pol von f , wenn a Nullstelle des Nenners N(x) im g ekürzten Bruc h ist.
Ist di ese Nullstelle v-fach, dann heißt auch der Pol v-fach. 
Im Beispiel: f (x) = ist x =1 ein 2f acher Pol.

Verhalten von Gf links vom Pol a: Verhalten von Gf rechts vom Pol a:
 = , wobei Z(a) ! 0  = , wobei Z(a) ! 0

Die Grenzwerte für x›a un d x‹a sin d gleich +#  oder –# ;
das Vorzeichen muss eigens bestimmt werden – im Beispiel:

 =  = » « = #  =  = » « = #

Die Kurv e geht links un d rechts von x =1 nach oben ins Unendliche.

In der Umgebung einer Nullstelle a mit gerader Vielfachheit  haben Funk t ionswer-
te links und rechts von a das selbe Vorzeichen. Entsprechend haben Funk t ions-
wert e das selbe Vorzeichen links und rechts von einem Pol a mit gerader
Vielfachheit .

In der Umgebung einer Nullstelle a mit ungerader Vielfachheit  haben Funk t ions-
wert e links und rechts von a verschiedene Vorzeichen. Entsprechend haben Funk-
t ionswerte verschiedene Vorzeichen links und rechts von einem Pol a mit
ungerader Vielfachheit .

Definition Die Stelle x=a heißt Pol  von f.
Die Gerade x=a heißt senkrechte Asymptote  von Gf
für x‹a bezi ehungsweise x›a,  wenn gilt

 = ±# beziehungsweise  = ±# .

Die Gerade y=mx+t heißt Asymptote  von Gf
für x˛± # , wenn gilt  = 0.

 f(x)
x‹a
lim  f(x)

x›a
lim

[f(x) – (mx +t)]
x˛± #
lim

Z a( )
N a( )
----------

x x 2–( )2

x 1–( )2----------------------

Z x( )
N x( )
-----------

x‹a
lim Z a( )

N x( )
-----------

x‹a
lim Z x( )

N x( )
-----------

x›a
lim Z a( )

N x( )
-----------

x›a
lim

x x 2–( )2

x 1–( )2-------------------
x‹1
lim 1

x 1–( )2----------------
x‹1
lim 1

+0
------ x x 2–( )2

x 1–( )2-------------------
x›1
lim 1

x 1–( )2----------------
x›1
lim 1

+0
------
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Etw as salopp, aber einprägsam: 
Vorzeichenwechsel bei ungeraden Polen, 
kein Vorzeichenwechsel bei geraden Polen.

Das Verhalten von Gf in der Umgebung von Polen f indet man auch mit der Über-
sicht übers Vorzeichen von f (x). Man marki ert die Nullstellen und Def init ionslük-
ken und berücksicht igt die Vielfachheit  der Nullstellen und Polstellen:

Nicht-senkrechte Asymptoten, asymptotische Kurven
sind bestimmt von Zählergrad z und Nennergrad n:

In den ersten beiden Fällen kann man die Asymptote gleich am Term ablesen.

Beweis: Man kürzt den Term  mit x n (x ! 0).

f (x) = 

Fall z<n:

Fall z=n:

In den letzten beiden Fällen ist Polynomdivision angesagt.

Beweis:

A(x) =  ist ein Polynom vom Grad z–n; seiner Polynomkurv e

schmiegt sich Gf asymptot isch an, denn 

z < n Die x-Achse ist Asymptote  = 0

z = n Die Waagrechte y=  ist Asymptote  = 

z = n+1 Schräge Asymptote
 = #

z > n+1 »Asymptot ische Polynomkurv e« vom Grad z–n

=  (Grad des Rests < Grad des Nenners)

f (x)

x1

+# , +#

2

02

0

[01] Pol2

f x( )
x˛± #
lim

az
bn
------ f x( )

x˛± #
lim az

bn
------

} f x( )
x˛± #
lim

azxz az 1– xz 1– … a1x a0+ + + +
bnxn bn 1– xn 1– … b1x b0+ + + +
-------------------------------------------------------------------------------

azxz n– az 1– xz 1– n– … a1x1 n– a0x n–+ + + +
bn bn 1– x 1– … b1x1 n– b0x n–+ + + +

----------------------------------------------------------------------------------------------------------

f(x)
x˛± #
lim 0 0 … 0+ + +

bn 0 … 0+ + +
---------------------------- 0= =

f(x)
x˛± #
lim

az az 1– x 1– … a1x1 n– a0x n–+ + + +
bn bn 1– x 1– … b1x1 n– b0x n–+ + + +
------------------------------------------------------------------------------------

x˛± #
lim

az
bn
-----= =

azxz az 1– xz 1– … a0+ + +( ): bnxn bn 1– xn 1– … b0+ + +( )

az

bn
----xz n– …+ + Rest

Nenner
------------------

az

bn
----xz n– …+

Rest
Nenner
------------------

x˛± #
lim 0=
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Im Beispiel des gekürzten Terms f(x) =  =  ist z =3 und n=2;

es gilt  z = n+1, die Kurv e hat eine schräge Asymptote.
Polynomdivision

(Rest)

Das Ergebnis  besteht aus:

Polynom A(x) = x–2 und Bruch U(x) = . 

A(x) ist d er asymptot ische Term, er beschreibt di e Asymptote y = A(x) = x–2. 

U(x) ist der Diffe renzterm, er beschreibt den y-Unterschied von Kurv e und Asym-
ptote. Er geht gegen 0 für x˛± # , und er ist gleich 0, falls sich Kurv e und Asymptote
schneiden; im Beispiel ist das der Fall f ür x =2, das ist die doppelte Nullstelle.

U(x) = f (x) – (mx+t) =  – (x–2) = 

Ist U(x) po sit iv, so liegt di e Kurv e über ihre r Asymptote,
ist U(x) n egat iv, so liegt di e Kurv e unter ihre r Asymptote.

x x 2–( )2

x 1–( )2---------------------- x3 4x2– 4x+
x2 2x– 1+

--------------------------------

x3 4x2– 4x+( ) : x2 2x– 1+( ) x 2– x– 2+
x 1–( )2----------------+=

x3 2x2– x+
2x2– 3x+
2x2– 4x 2–+

x– 2+

f x( ) x 2– x– 2+
x 1–( )2----------------+=

x– 2+
x 1–( )2----------------

x x 2–( )2

x 1–( )2---------------------- x– 2+
x 1–( )2----------------

2

y

x

–5

–1

1

f(x) = –––––––––-

= –––––-

= x – 2 + ––––-

x4–4x3+4x2

x3–2x2+x
x(x–2)2
(x–1)2

–x+2
(x–1)2

x ! 0, x ! 1

A
sy

m
pt

ot
e 

x=
1

U(x) <0 für x >2
Kurv e unter

Asymptote

U(x)>0 für x<2
Kurv e über
Asymptote

U(x)

Asy
mpt

ote
 y=

x–
2
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Die folgende Ser ie veranschauli cht den Einf luss der N ennerpotenz bei sonst un-
verändert en Faktoren.

Diskusssion einer Kurve

Beispiel:  f (x) = 

Maximale Definitionsmenge D
Nenner =  ist gleich 0 für x=–1. Zweimalige Polynomdivision 
durch (x+1) ergibt: Nenner = . 
Def init ionsmenge D = ¸\{– 1; 2}

Faktorisieren  
Zähler = .

Als ganzzahlige Nullstellen kommen infra ge: ±1, ±3, ±9. 
Durch Probieren f indet man –3 als Nullstelle, also
Zähler = . 
–3 ist auch Nullstelle der 2. Klammer, also
Zähler = 

f (x) =  = 

y

x–1

5

–1

y

x–1 1

1
Loch
(1|0)

y

x1

1

Loch
(1|1)

f (x)= –––––
= x, x ! 1

x(x–1)2

(x–1)2
1

Asymptote y=1
waagrechte

1-
fa

ch
er

 P
ol

x
=1

f (x)= –––––
= ––-
= 1 + ––-

x ! 1

x(x–1)2

(x–1)3
x

x–1
1

x–1

y

x
–1

5

1
waagrechte Asymptote y=0

2-
fa

ch
er

 P
ol

x
=1

f (x)= –––––
= ––––

x ! 1

x(x–1)2

(x–1)4+

x
(x–1)2

f (x)= –––––
= x(x–1)

x(x–1)2
x – 1

x ! 1

3x4 14x3 54x– 27–+
4x3 12x– 8–

-----------------------------------------------------

4 x3 3x– 2–( )
4 x 1+( )2 x 2–( )

3 x4 14
3----x

3 18x– 9–+( )

x 3+( ) 3x3 5x2 15x 9––+( )

x 3+( )2 3x2 4x– 3–( )
Z x( )
N x( )
------------ x 3+( )2 3x2 4x– 3–( )

4 x 1+( )2 x 2–( )
----------------------------------------------------
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Nullstellen

Z(x) = 0 — x = –3 (2-fach) und x± =  ( je 1fach)

Verhalten am Rand von D
Pol x = –1 (2-fach, kein Vorzeichenwechsel)

 =  = » « = –# und  = –#

Pol x = 2 (1-fach, Vorzeichenwechsel)

 =  = » « = –#  und  = +#

Oder statt  Grenzwertrec hnung Übersicht übers Vorzeichen von f (x)

Der Zähl ergrad ist um 1 g rößer als der N ennergrad, 
also gibt es eine schräge Asymptote. 

Polynomdivision ergibt f (x) =  = 

Asymptote y = A(x) = , also  = –# und  = # .

Für x =  hat der Diffe renzterm U(x) e ine 2fache Nullstelle; 

Gf berührt di e Asymptote in ( |A( )) = ( | ).

Für x <2 und x !  ist U(x) <0, die Kurv e liegt unter der Asymptote,
für x >2 ist U(x) >0, die Kurv e liegt über der Asymptote.
Waagrechtpunkte
Die Berechnung von f '(x) ist sehr aufwändig. Am ehesten erträ glich ist 

die Ableitung von f(x) = . Nach langer Rechnung, 

Faktor isieren und Kürzen ergibt sich f '(x) = .

f '(x) = 0 — x = –3 (1fach), y = f(–3) = 0, W1 (–3|0)
— x = 1 (1fach), y = f(1) = 4, W2 (1|4)
— x = 3 (1fach), y = f(3) = , W3 (3| )

Monotonie

2 13±
3-------------

 Z x( )
N x( )
-----------

x‹–1
lim  4·4

4 x 1+( )2· 3–( )
------------------------------

x‹–1
lim 16

12·(+0)–
----------------------  Z x( )

N x( )
-----------

x›–1
lim

 Z x( )
N x( )
-----------

x‹2
lim  25·1

4·9 x 2–( )
---------------------

x‹2
lim 25

36·(–0)
-------------------  Z x( )

N x( )
-----------

x›2
lim

f (x)

x–1

–# , –#

2

Pol1

–3

02 Pol2
–# , +#

3
4--x

7
2--

3x 1–( )2

4 x 1+( )2 x 2–( )
---------------------------------+ + A x( ) U x( )+

3
4--x

7
2--+ f x( )

x˛– #
lim f x( )

x˛ #
lim

1
3--

1
3--

1
3--

1
3--

15
4----

1
3--

3
4--x

7
2--

3x 1–( )2

4 x 1+( )2 x 2–( )
---------------------------------+ +

3
4
--- x 3+( ) x 1–( ) x 3–( ) x2 1+( )

x 1+( )3 x 2–( )2-------------------------------------------------------------------*

27
4----

27
4----

f '(x)

xemf ems1

01

W2

–3

01

W1

emf–1

Pol3

ems 2

Pol2

ems 3

01

W3

emf

Hochpunkt TiefpunktHochpunkt
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Flachpunkte
Die Untersuchung der 2. Ableitung sprengt den üblichen Rahmen. 

Es ergibt sich f ''(x) = . 

Der Zähl er ist posit iv, wie eine höchst tr ickre iche Umformung zeigt:

 = .

Es gibt also keine Flachpunkte – und damit k eine Wendepunkte.

Krümm ung

Aus dem Bil d liest man die Wert emenge ab
W = ]–# ;4] *  [ ;+# [ oder W = ¸ \ ]4; [

3
2
--- 3x4 12x3– 50x2 52x– 27+ +

x 1+( )4 x 2–( )3-----------------------------------------------------------------------*

3x4 12x3– 50x2 52x– 27+ + 3 x 1–( )4 8 4x2 5x– 3+( )+

f ''(x)

xRechtskurv e Linksk urv e2

Pol3

–1

Pol4

Rechtskurv e

27
4----

27
4----

y

x
–5

1 5

1

5

–1

Po
l x

=–
1 

(2
-f

ac
h)

Po
l x

=2
 (1

-f
ac

h)

Asym
ptot

e y = –x +
 –

3
4

7
2

W1(–3|0)

S(–|–-)1
3

15
4

f (x) = ––––––––––––––––-

= ––––––––––––––

3x4 + 14x3 – 54x – 27
4x3 – 12x – 8

(x+3)2(3x2–4x –3)
4(x+1)2(x–2)

W3(3|––)27
4

W2(1|4)
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Diskussion einer Schar

Beispiel:  fa(x) = 

fa'(x) = fa''(x) = 

Maximale Definitionsmenge D = ¸\{– 1}

Faktorisieren fa(x) =  = 

Nullstellen
Z(x) = 0 — x = 0 ist 1-f ach, falls a! 1

ist 2-f ach, falls a=1
— x = a–1 ist 1-f ach, falls a! 0 und a ! 1

Die Nullstelle 0 hängt ni cht ab vom Parameter, also gilt  sie für j ede 
Schark urv e Ga; alle Schark urv en laufen durch (0|0).

Verhalten am Rand von D
N(x) = 0 — Pol x = –1, falls a! 0 ( 1fach, Vorzeichenwechsel)
Der Pol x = –1 hängt ni cht ab vom Parameter, also haben alle Schark ur-
ven bis auf G0 die senkrechte Asymptote x = –1.

Verhalten von Ga links vom Pol –1:  = » « = 

Verhalten von Ga rechts vom Pol –1:  = » « = 

Im Fall a =0 ergibt sich f 0(x) =  = x, 

x = –1 ist j etzt eine stet ig behebbare Def init ionslücke:
die Kurv e G0 hat das Loch (–1|–1).
Polynomdivision: fa(x) = (x2 + x – ax):(x + 1) = x – a + 
Schräge Asymptoten y=x–a (a! 0), also =–# und =# .

Fall a =0: G0 ist eine Gerade mit dem Loch (–1|–1).

Fall a >0: Gf liegt 

Fall a <0: Gf liegt 

x2 x ax–+
x 1+

-------------------------

x2 2x 1 a–+ +
x 1+( )2---------------------------------- 2a

x 1+( )3------------------

x x 1 a–+( )
x 1+

--------------------------- Z x( )
N x( )
------------

fa x( )
x‹–1
lim a

–0
------

 –#  für a > 0
 +#  für a < 0'

(
)

fa x( )
x›–1
lim a

0
---

 +#  für a > 0
 –#  für a < 0'

(
)

x x 1+( )
x 1+

-------------------

a
x 1+
-----------

fa x( )
x˛– #
lim fa x( )

x˛ #
lim

über der Asymptote für x˛ +# .
unter  der Asymptote für x˛ –# .'

(
)

unter  der Asymptote für x˛ +# .
über der Asymptote für x˛ –# .'

(
)
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Waagrechtpunkte

fa'(x) =  =  = 1 – 

fa'(x) = 0 — (x+1)2 = a
Fall a <0: Ga hat k einen Waagrechtpunkt.
Fall a =0: Die Lösung x=–1 ist Def init ionslücke, 

G0 (Gerade!) hat k einen Waagrechtpunkt.
Fall a >0: Ga hat 2 Waagrechtpunkte mit den x-Wert en x± = –1 ± 

die zugehör igen y-Wert e berechnet man am besten mit dem 
faktor isierten Funk t ionsterm:

y± = fa(x±) =  =  = 

y± = –  = – 
Waagrechtpunkte W±(–1 ± |– )

Kurv e, auf der di e Waagrechtpunkte liegen:
y± = –  = –x±

2, kurz  y = wap(x) = –x2, 
also unten offene Normalparabel.
Art d er Waagrechtpunkte:
fa''(x±) =  =  =  = ± 

fa''(x–) = –  < 0 —  W–(–1 – |– ) sind Hochpunkte.

fa''(x+) = +  > 0 —  W+(–1 + |– ) sind Tiefpunkte.

Flachpunkte
gibt es im Fall a ! 0 nicht, weil f a''(x) keine Nullstellen hat. Im Fall a =0 ist 
G0 eine Gerademit Lo ch; jeder Geradenpunkt ist Fl achpunkt.
Krümm ung

x2 2x 1 a–+ +
x 1+( )2---------------------------------- x 1+( )2 a–

x 1+( )2--------------------------- a
x 1+( )2------------------

a

x± x± 1 a–+( )
x± 1+

-------------------------------- 1– a±( ) a± a–( )
a±

------------------------------------------------ 1– a±( ) 1 a+9( )

1– a±( ) 1– a±( ) 1– a±( )2

a 1– a±( )2

1– a±( )2

2a
x± 1+( )3--------------------- 2a

x± 1+( )2 x± 1+( )
---------------------------------------- 2a

a a±( )
------------------ 2

a
-------

2
a

------- a 1– a–( )2

2
a

------- a 1– a+( )2

f ''(x)

xLinksk urv e –1

Pol3

Rechtskurv e

Fall a <0

f ''(x)

xLinksk urv e–1

Pol3

Rechtskurv e

Fall a >0
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Dem Bil d entnimm t man die Wert emenge W, sie hängt ab von a:
a<0: W = ¸
a=0: W = ¸\{– 1}
a>0: W = ¸\]h;t[ mit h = –(1+ )2 und t = –(1– )2a a

y

x–5

–5

–1 1

1

–1
–1–2 –1/2

1

2
4

1/8

1/4

1/2

1

2

4

1/2

–2

–1/4 –1/8

–1/8

2

1

1/8

1/4

1/2

wap(x) = –x2

–2 –1 –1/2

fa(x) = ––––––––x2+ x – ax
x + 1

0

1/4

1/8

0
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Aufgaben

¿1 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f (x) = b) f (x) = 1 – c) f (x) = d) f (x) = 

¿2 Bestimme die Nullstellen und asymptot ischen Kurv en 
und skizziere die Graphen.

a) f (x) = x + b) f (x) = x – c) f (x) = x2 + d) f (x) = x2 – 

¿3 Bestimme die Nullstellen und asymptot ischen Kurv en 
und skizziere die Graphen.

a) f (x) = x + b) f (x) = x – c) f (x) = x2 + d) f (x) = x2 – 

¿4 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f (x) = b) f (x) = c) f (x) = d) f (x) = 

¿5 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f (x) = b) f (x) = c) f (x) = d) f (x) = 

6 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f (x) = b) f (x) = c) f (x) =  

•7 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f (x) = b) f (x) = c) f (x) = 

d) f (x) = e) f (x) = f ) f (x) = 

•8 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f (x) = b) f (x) = c) f (x) = d) f (x) = 

1
x
--- 1

x
--- x 1+

x
----------- x

x 1+
-----------

1
x
--- 1

x
--- 1

x
--- 1

x
---

1
x2----- 1

x2----- 1
x2----- 1

x2-----

1
x2 1–
-------------- x

x2 1–
-------------- x2

x2 1–
-------------- x3

x2 1–
--------------

1
x2 1+
-------------- x

x2 1+
-------------- x2

x2 1+
-------------- x3

x2 1+
--------------

x3–
x4 x2+
----------------- 1 x2–

x4 1–
-------------- x x3+

x x5–
--------------

x
x 1+
----------- |x|

x 1+
----------- x

|x| 1+
---------------

|x|
|x| 1+
--------------- x

|x+1|
-------------- x

x 1+
-----------

|x|
x2 x+
-------------- x

x2 |x|+
------------------ x2 1–

x3 x–
---------------- x

x2 x–
---------------
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•9 Gib möglichst einf ache Terme von Funk t ionen an,
deren Kurv en folgende Asymptoten haben:
a) x = 1 b) x = 1 und x = –2
c) y = 1 d) y = –1 und x = –1
e) y = x f ) y = x + 1 und x = 3

¿10 Die Bilder zeigen Kurv en rat ionaler Funk t ionen mit einem 1fachen Pol
und einer waagrechten Asymptote sowie Kurv enpunkte mit ganzzahligen 
Koordinaten. Stelle den Funk t ionsterm auf.

y

x
–1 1

1

–1

y

x1

1

–1

a)

–1

b)

y

x
–1 1

1

–1

y

x

1

–1

c)

–1

d)

1
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•11 Die Bilder zeigen Kurv en rat ionaler Funk t ionen mit einem 1fachen Pol
und einer schiefen Asymptote sowie Kurv en- und Asymptotenpunkte mit 
ganzzahligen Koordinaten. Stelle den Funk t ionsterm auf.

•12 Die Bilder zeigen Kurv en rat ionaler Funk t ionen mit einem 2fachen Pol
und einer weiteren Asymptote sowie Kurv en- und Asymptotenpunkte mit 
ganzzahligen Koordinaten. Stelle den Funk t ionsterm auf.

y

x1

1

–1

y

x–1

1

–1

a)

–1

b)

1

y

x–1 1

1

y
x1

–1

a)

b)

–1

y

x–1

1

–1

1

c)
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•13 Die Bilder zeigen Kurv en rat ionaler Funk t ionen mit einem 1fachen Pol
und einer weiteren Asymptote sowie Kurv enlöcher und Asymptotenpunkte 
mit ganzzahligen Koordinaten. Stelle den Funk t ionsterm auf.

Bearbeite die Aufgaben 14 bis 30 unter den Gesichtspunkten:
– maximale Def init ionsmenge D
– Symmetr ie zum Koordinatensystem
– Nullstellen
– Asymptoten und Verhalten am Rand von D
– Ort un d Art v on Waagrecht- und Flachpunkten
– Skizze und Wert emenge

14 f (x) = 

15 f (x) = 

16 f (x) = 

17 f (x) = 

18 f (x) = 

19 f (x) = 

–1

y

x1

1

–1

y

x–1 1

1

–1

a) b)

16x
x3 16–
-----------------

x
x3 3x2– 4+
----------------------------

3x3

x3 16+
-----------------

x4–
x3 4+
--------------

x3 2x–
3 x2–

-----------------

12x 3x2–
x2 4x 4+ +
--------------------------
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20 f (x) = 

21 f (x) = 

22 f (x) = 

23 f (x) = 

24 f (x) = 

25 f (x) = 

26 f (x) = 

27 f (x) = 

28 f (x) = 

29 f (x) = 

30 f (x) = 

31 fa(x) = 

a) Diskut iere f 2 wie in den vor igen Aufgaben.

•b) Für w elche Wert e von a hat f a(x) eine 2fache Nullstelle?

•c) Zeige: G2 ist symmetr isch zu (0|1).

•d) Zeige: G2 und G1 sind zueinander symmetr isch bezüglich der y-A chse.

•e) Zeige: Ga und G–a sind zueinander symmetr isch bezüglich der y-A chse.

•f ) Für w elche Wert e von a hat f a stet ig behebbare Def init ionslücken?
Gib die Löcher an.

5x5

10x3 32–
------------------------

x 1–( )3

3x2------------------

x2 2x 9+( )
4 x 4+( )2-------------------------

3x2 6x 9–+
x2 2x 4+ +
-----------------------------

x3 8x2 23x 22+ + +
x2 4x 5+ +

-----------------------------------------------

2x3 6x2 8–+
x3 4–

--------------------------------

x4 51x2– 48–
40x

-----------------------------------

x5 3x3– 162–
4x3-----------------------------------

5x6 176x–
5x5 144+
---------------------------

144x 3x6–
3x5 64–

---------------------------

x6 104x–
x5 32–

------------------------

x a–( ) x2 ax a2 3–+ +( )
x x2 3–( )

---------------------------------------------------------
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Bearbeite die Aufgaben 32 bis 42 unter den Gesichtspunkten:
– maximale Def init ionsmenge D
– Symmetr ie einer Schark urv e zum Koordinatensystem
– Symmetr ie zweier Schark urv en zueinander bezüglich des 

Koordinatensystems
– Nullstellen
– Asymptoten und Verhalten am Rand von D
– Ort un d Art v on Waagrecht- und Flachpunkten
– Kurv en, auf denen die Waagrecht- oder Flachpunkte liegen
– Skizze für di e angegebenen Parameterwerte a‘ {…}

•32 fa(x) = , a! 0 a‘ {±1, ±2, ±3}

•33 fa(x) = a‘ {±1, ±4}

•34 fa(x) = a‘ {0, ±1, ±4}

•35 fa(x) = a‘ {0, ±1, ±4}

•36 fa(x) = a‘ {0, ±2, ±4}

•37 fa(x) =  – a‘ {1, 2, 3}

Bestimme die Parameterwerte der Schark urv en, die sich auf der x-A chse 
rechtwinkli g schneiden.
Bei welcher Schark urv e (a>0) hat der Schni ttwink el von schräger Asym-
ptote und Tangenten in den Nullstellen ein Extre mum ? Gib diesen Wink el 
an sowie die Art se ines Extremums.

•38 fa(x) =  – a‘ {±1, ±4}

Bestimme die Schar der Wendetangenten.
Zeige: Gh mit h(x) = 2 , x<0, berührt j ede Schark urv e mit a >0.
Gib den Berührp unkt an.
Die Kurv e Ga geht durch den Waagrechtpunkt von Gb; welche Beziehung 
besteht zwischen a und b ?

8ax
x2 a2+
-----------------

4x a–
x2--------------

x2 a–
x 1–
--------------

x2 ax–
2 2x–
-----------------

x2

2x a+
---------------

x
a
--- a

x
---

x2

a
----- a

x
---

x–
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¶39 fa(x) = (  – ), a‘ {±1, ±5}

Bestimme die Schar der Wendetangenten.
Die Kurv e Ga geht durch den Waagrechtpunkt von Gb ; welche Beziehung 
besteht zwischen a und b ?
Die Schark urv en haben eine gemeinsame Tangente. Zeige, dass die Punkte
(– |a/ ) Berührp unkte sind, und stelle die Gleichung der Tangente auf. 
Diese Tangente schneidet j ede Schark urv e in einem weiteren Punkt S; 
berechne S.

¶40 fa(x) =  – , a‘ {±1, ±2}

Die Schark urv en haben eine gemeinsame Berührk urv e. Zeige, dass die 
Punkte (± |3/ ) Berührp unkte sind, und stelle die Gleichung der 
Berührk urv e auf.

¶41 fa(x) = , a‘ {0, ±1, ±1,5}

Berechne Schni ttpunkt und Schni ttwink el von Ga und y-Achse.
Welche Beziehung besteht zwischen den Parameterwerten a und b zweier 
Schark urv en, deren Waagrechtpunkte auf gleicher Höhe liegen ?
Welche Beziehung besteht zwischen den Parameterwerten a und b zweier 
Schark urv en, deren eine durch den Waagrechtpunkt der andern geht ?
Zeige: t± mit t ±(x) = x sind Tangenten jeder Schark urv e.

¶42 fa(x) = a) a‘ {2, 1} b) a‘ {1, , 0} c) a‘ {0, – , –1, –2}

d) Zeige: Bis auf eine schneiden sich alle Schark urv en in 2 Punk ten 
P und Q.

Berechne P und Q.
e) Welche Grenzkurv e ergibt sich für |a| ˛ #  ?

43 fa,b(x) = Bestimme a und b so, dass die Kurv e symmetr isch ist 
zum Ursprung und die Asymptote y = –x hat.

44 fa,b(x) = Bestimme a und b so, dass die Kurv e den
Tiefpunkt (1|2) hat.

•45 fa,b,c(x) = Bestimme a, b und c so, dass die Kurv e den
Hochpunkt (1|1) hat und y = –3  Asymptote ist.

1
3--

x2

a
----- a2

x
------

23 a 23

x2

a2------ a
x2-----

a3– 2⁄4 2a–

x2 4ax– 5a2+
x 2a–

-----------------------------------

1
2-- 5± 1–( )

ax2 1–
x2 a–

----------------- 1
2--

1
2--

x3 a+
1 bx2+
-----------------

ax2

ax b+
---------------

ax x b+( )
x c+( )2-----------------------
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•46 f (x) = , x !  0

a) Zeichne Gf (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).
b) b(x) = |f(x)|

Zeichne Gb (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).

c) q(x) = [f(x)]2

Zeichne Gq (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).

d) i(x) = [f (x)]–1

Zeichne Gi (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).
e) l(x) = ln f (x)

Zeichne Gl (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).

•47 f (x) = , x !  –

a) Zeichne Gf (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).
b) b(x) = |f(x)|

Zeichne Gb (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).

c) q(x) = [f(x)]2

Zeichne Gq (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).

d) i(x) = [f (x)]–1

Zeichne Gi (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).

e) j(x) = [f (x)]–2

Zeichne Gj(Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).
f ) l(x) = ln f (x)

Zeichne Gl (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).

Bruchungleichungen
Löse die folgenden Ungleichungen so: 
– Zeichne jeweils die Graphen, 
– bestimme gegebenenfalls die Schni ttpunkte,
– lies aus dem Bil d die Lösungsmenge ab.

48 a)  > 0 b)  < 0

49 a)  > 2 b)  & –1

50 a)  % b)  & 

12 Kehrwertkurven
51 Überlege: Welche Zahlen sind gleich ihrem Kehrw ert ? Was wird aus einer 

senkrechten Asymptote, was wird aus einem Punk t der x-A chse ?

4x 4–
x2--------------

3x2

2x3 1+
----------------- 0,53

1
x x 2+( )
------------------- 3

x 1+( ) x 2–( )
--------------------------------

x
x 1–
----------- x 1+

x 3+
-----------

2
x 1–
----------- 2x 2–

x 1+
-------------- x 1–

x 1+
----------- 2x 7+

x 3+
---------------



y

x

–1

–1 1

1

y

x
–1

–1 1

1

f(x) = x2

y

x
–1 1

f(x) = – –x2 + 21
2

1

(

&

)

–1

Gezeichnet ist di e Kurv e einer
Funk t ion f. Skizziere die Kurv e
der Funk t ion k mit k(x) = 1/f (x).

f (x) = {  1/3 für x & 0
–3/2 für x < 0

y

x–1
1

1

–1

f(x)=–x(x2–12)1
8

*

y

x–1 1

1

f(x) = x2 – 1

+

–1

y

x

–1

–1
1

1

f(x) = x

’



y

x

–5

–1

–1
1

1

y

x

–5

–1 1
1

–1

y

x–1 1

1

y

x–1 1

1

2

y

x–5

–5

–1

–1 1

1

f(x) = 0,5(x + –)1
x

,

f (x) = x – –4x

-

.

f (x) = e–x

12+

f (x) = e–x2

f (x) = x·e–0,185x2

y

x
–1

–1
1

1

–5

10

11

f(x) = 1 – –-4x2
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Flächenberechnungen

¿52 Berechne die bestimmten Integrale und deute die Ergebnisse als Flächen-
inhalte an einer Skizze.

a) b) c)

d) e)

•53 f (x) = 

a) Bestimme die maximale Def init ionsmenge Df , die Nullstelle und die
Asymptoten. Gib das Verhalten von Gf an den Grenzen von Df an.

b) Bestimme Ort un d Art d er Waagrechtpunkte und skizziere Gf .
c) Bestimme den Inh alt der Fl äche, die begrenzt ist v on Gf und den

Geraden mit den Gleichungen y = (x+1), x = 2  und x = a mit a >2.

•54 f (x) = 

a) Bestimme die Asymptoten sowie Ort und Art der Waagrechtpunkte und 
skizziere Gf .

b) Bestimme den Inh alt der Fl äche, die begrenzt ist v on Gf , von der 
Gerade durch die Waagrechtpunkte und der Gerade y = 5x.

•55 f (x) = 

a) Bestimme die asymptot ischen Kurv en sowie Ort un d Art d er Waag-
rechtpunkte Wi ; zeichne Gf  und die Gerade w, die durch die Wi geht.

b) Berechne den Inhalt I der Fläche, die zwischen Gf und der x-Achse liegt.
c) Gf , w und die x-Achse begrenzen ein möglichst kl eines Flächenstück;

berechne seinen Inhalt K.
d) Gf , w und die x-Achse begrenzen ein möglichst großes Flächenstück;

berechne seinen Inhalt G.

¶56 f (x) = 

a) Bestimme alle wicht igen Kurv eneigenschaften und zeichne Gf.
b) Gf und die x-Achse begrenzen 2 Flächenstücke; berechne ihren Inhalt I.
c) Gf  und die Gerade durch die Waagrechtpunkte begrenzen 2 Flächen-

stücke; berechne ihren Inh alt J.
d) Gf , seine Asymptote und die x-Achse begrenzen 2 Flächenstücke;

berechne ihren Inh alt F. 

1
x-- xd

1

e

" 1 x–
x------- xd

e–

1–

" x
3 x–-------- xd

3– ,71

2

"

7x
x2 16–
------------ xd

3–

3

" ( x2

4x 12–------------- 1+ ) xd
6–

2

"

x2

4 x 1–( )
-------------------

1
4
--

x2 9+
2x

--------------

17x2 x4– 16–
3x2-----------------------------------

x4 14x2– 24+
x3-----------------------------------
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2.Anwendungen

Zustandgleichung des idealen Gases
Unter einem idealen Gas versteht man ein Gas, von dem man annimmt:

die Moleküle sind punktf örmig,
die Moleküle beeinf lussen sich gegenseit ig nur beim Stoßen.

Die bestimmenden Größen sind: der Druc k p, das Volumen V und 
die (absolute) Temperatur T. Diese 3 Größen hängen so zusammen:

C ist eine Konstante, sie hängt ab von der Anzahl der Gasmoleküle.
Verdi chtet man ein Gas bei konstanter Temperatur , so ändert sich der Druc k mit
dem Volumen: p =  (I). 
Speziell unter N ormalbedingungen gilt : p0 =  (II).
p0 = 1,013bar Normaldruck
T0 = 273,15K = 0°C Normaltemperatur
V0 = 1m3 
Normierung auf N ormalbedingungen:

(I) :(II)  =  kurz y = , x>0

mit y = p/p0, x = V/ V0 und a = T/T0

Wir nehmen das normiert e Volumen V/ V0
als Var iable x. Für den Fall, dass sich die
Temperatur nicht ändert,  ist die normier-
te Temperatur T/T0 ein Paramter a.
Im Bild ergibt das eine Schar von Hyper-
belästen. Jede Kurv e beschreibt das Ver-
halten des Gases bei konstanter Tempe-
ratur;  solche Kurv en heißen Isothermen.
Nur bei sehr hoher Temperatur und nied-
r igem Druc k verhalten sich reale Gase
wie das ideale Gas.

Zustandgleichung realer Gase
Bei niedrigeren Temperature n sind Korrek ture n an der Zustandgleichung des
idealen Gases nöt ig. Sie stammen vom holländischen Physiker Johannes Dider ik
VAN  DER WAALS  (Leiden 1837 bis 1923 Amsterdam). 
1879 hat er die nach ihm benannte Gleichung für real e Gase aufgestellt :

p·V = C·T Zustandgleichung des idealen Gases

(p + )(V – $) = C·T van-der-W aals-Gleichung

CT
V

--------
CT0
V0

-----------

p
p0
------

T T0⁄
V V⁄ 0
-------------- a

x
---

y

x1

1

4

8

1/2

1/8

1

1/4

2

fa(x) = –ax

å
V 2-------
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Der Binn endruck  berücksicht igt die Wechselwirk ung der Gasmoleküle
vor und nach dem Stoß mit einander. Das Kovolumen ’  berücksicht igt das
tatsächliche Volumen der Gasmoleküle.

Aufgelöst nach dem Druc k: p =  – , V > ’ , T > 0Kelvin

Auch hier vereinf acht eine Normierung die Darstellung erheblich. 
Normiert wird a uf di e Wert e am Terra ssenpunkt, dem »kr it ischen Punk t K «.
•Bestimmung von Vk , pk , Tk :

p =  – , V > ’  =  +  =  – 

In K(V k|pk) sind die 1. und 2. Ableitung des Drucks nach V gleich 0:

 = 0 —  = — CT = (I)

 = 0 —  = — CT = (II)

 = 1 = — 1 = — 2V = 3V – 3’ — V = 3’  = VK 

V =3’  eingesetzt in  = 0, also in CT =  : CT = — T =  = Tk 

V =3’  und CT =  eingesetzt in p =  –  :

p =  –  =  –  =  –  =  = pk 

•Normierung: pn = p/pk Tn = T/Tk Vn = V/ Vk 

p =  –  Ersetzungen: p = pkpn CT = CTkTn V = VkVn 

pnpk =  – die Wert e für p k, Tk und Vk eingesetzt

pn =  – ||· 

pn =  – — pn =  –  

Aus pn =  – entsteht der Term der Funk t ionenschar f a 
durch die Ersetzungen: 16Tn = a, Vn = x, pn = y.

 fa(x) = , x > , a > 0 (1|1) ist Terra ssenpunkt, durch ihn geht G16.

(p n + )(3V n –1) = 8Tn normierte van-der-W aals-Gleichung

:
V2-------

CT
V ;–
------------ :

V2-------

CT
V ;–
------------ :

V2------- dp
dV
-------- CT–

V ;–( )2------------------- 2:
V3------- d2p

dV2---------- 2CT
V ;–( )3------------------- 6:

V4-------

dp
dV
-------- CT

V ;–( )2------------------- 2:
V3------- 2: V ;–( )2

V3---------------------------

d2p
dV2---------- 2CT

V ;–( )3------------------- 6:
V4------- 3: V ;–( )3

V4---------------------------

I I( )
I( )

--------- 3: V ;–( )3V3

V42: V ;–( )2---------------------------------- 3 V ;–( )
2V

--------------------

dp
dV
-------- 2: V ;–( )2

V3--------------------------- 2: 4; 2*
27; 3-------------------- 8:

27; C
--------------

8:
27;
---------- CT

V ;–
------------ :

V2-------

8:
27; 3; ;–( )
----------------------------- :

9; 2--------- 4:
27; 2------------ :

9; 2--------- 4:
27; 2------------ 3:

27; 2------------ :
27; 2------------

CT
V ;–
------------ :

V2-------

CTkTn
VkVn ;–
---------------------- :

Vk
2Vn

2---------------

:
27; 2------------

C 8:
27; C
------------Tn

Vn3; ;–
----------------------- :

9; 2Vn
2----------------- 27; 2

:
------------

Tn 8;*
; 3Vn 1–( )
-------------------------- 3

Vn
2-------

8Tn
3Vn 1–
------------------ 3

Vn
2--------

3
Vn

2--------

8Tn
3Vn 1–
------------------ 3

Vn
2--------

a
6x 2–
-------------- 3

x2-----– 1
3
--
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Kurze Deutung der van-der-Waals-Isothermen
Bei Temperature n > Tk (also a>16) ähneln die Isothermen um so mehr den Hyper-
belästen beim idealen Gas, je höher die Temperatur oder je niedriger der Druc k ist.
Gasverf lüssigung ist ni cht möglich.

Bei Temperature n < Tk (also a<16) lassen sich reale Gase verf lüssigen. Die roten
Kurv en verlaufen streckenweise parall el zur x-Achse; in diesen Volumenintervallen
exist ieren f lüssiger und gasförmiger Zustand nebeneinander. Rechts von R verhält
sich das Gas näherungsweise wie ein ideales Gas. Links von L ist das Gas völlig
verf lüssigt; eine Kompr imierung ist nur m it sehr hohen Drüc ken erre ichbar. 
Zwischen L und R beschreibt Gf nicht das tatsächliche Verhalten des Gases: Das
Volumen ändert sich durch Verdampfen oder Kondensieren ohne Druc känderung.
Nach MAXWELL  ist die waagrechte Strecke [LR] so festgelegt, dass sie mit der Iso-
therme 2 Flächenstücke einschließt, die den selben Inhalt haben.

1

1

5
x = V/Vk

y = p/pk

K

tatsächliches Gasverhalten

15

20

19

18

17

16

14

13

12

fa(x) = –––– – ––3
x2

a
6x–2 a = 16T/Tk

x = –13

x > –13

1 5 x = V/Vk

y = p/pk fa(x) = –––– – ––3
x2

a
6x–2 tatsächliches Gasverhalten

x = –13

12

L RF2

F1

MAXWELL : F1 = F2

x > –13
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Kr it ische Daten einiger Gase:

Rutherford-Hyperbeln
1911 hat der englische Physiker Ern est RUTHERFORD  (1871 bis 1937) 
ein bahnbrechendes Modell f ür Atome veröffentli cht: 

Das Atom ähnelt einem Planetensystem. Die »Planeten« sind die (negat iven)
Elektronen. Sie umkre isen ihre »Sonne«, den (posit iven) Atomkern. 
Der Atomkern enthält prak t isch die gesamte Atommasse, so wie die Sonne
prak t isch die gesamte Masse unsres Planetensystems enthält.

Dieses Rutherford-Atommodell war die Folgerung aus Ergebnissen von »Streu-
versuchen «, einer damals neuen Exper iment iert echnik.  Diese zählt auch heute
noch zu den wicht igsten Methoden, den Auf bau von Teilchen und Mater ie zu klä-
ren. In seinem Streuversuch schoss Rutherford gleich schnelle å-Teilchen (= 2fach
posit iv geladene Heliumkerne) auf eine Goldfolie. Entgegen seiner Erw artun g
wurd en einige å-Teilchen deutli ch abgelenkt. Diese Erscheinung konnte er nur mit
seinem Modell erkl ären:
Die posit iven å-Teilchen nähern sich dem posi-
t iven Atomkern und werden von ihm abgesto-
ßen, also abgelenkt. Diese Ablenkung ist um
so stärk er, je näher das å-Teilchen dem Atom-
kern kommt. Im Grenzfall (zentral er Stoß)
kehrt das å-Teilchen sogar um (nicht im Bild
rechts enthalten). Die å-Teilchen laufen auf
Bahnen, die in einem Hyperbelast liegen. 

Der andre Ast legt die
Bahn fest, auf der ne-
gat ive Teilchen laufen,
die vom Kern angezo-
gen werden. (Ähnli ch
manchen Kometen im Sonnensystem)

Für di e Hyperbelschar liefert di e Theor ie:

fa(x) = (  – a)(x – a) + , a !  0

kr it ische Temperatur kr it ischer Druc k kr it ische Dichte

Wasserdampf 647K = 374°C 218 bar 0,33 g/cm3

Kohlendioxid 304K = 31°C 73 bar 0,47 g/cm3

Stickstoff 126K = –147°C 35 bar 0,31 g/cm3

AtomKern

å å å å å å å å å å

Anziehung

A
bstoßung

F1

F2

1
2
--- 1

a
--- a

2 x a–( )
-------------------
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Schar der Rutherford-Äst e (a! 0)

Der Atomkern, das »Streuzentrum«, sitzt in (0|–1). Der Scharparameter a ist der
»Stoßparameter«. Die senkrechten Asymptoten x=a beschreiben die Flugr ichtung
der ankommenden å-Teilchen in sehr großer Entfernung vom Kern. Die schiefen
Asymptoten y = (  – a)(x – a) beschreiben die Flugr ichtungen der abgelenkten å-
Teilchen in sehr g roßer En tfernung vom Kern.

Für Kegelschnittfre unde: Der Kern ist gemeinsamer Brennpunkt aller  Hyperbeln. 
Die andern H yperbel-Brennpunkte (2a|1) liegen auf der Gerade y=1.

Hyperbel-
Brennpunkte

Fa(2a|1)

y

x–1 1

5

Kern (0|–1)

5

1

Hüllk urv e h(x) = 1 – –x21
8

0,5 1,5 2,5 3,5
–1–2–3

–0,5–1,5–2,5–3,5
1 2 3 4–4

4,5–4,5

Rutherford-H yperbeln
fa(x) = –(– –a)(x–a) + ––––1

2
1
a

a
2(x–a)

1
2
-- 1

a
--
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Aufgaben

1 Van-der-W aals-Gleichung
a) Das 2.Bild im Abschni tt »Zustandgleichung realer Gase« zeigt di e 

van-der-Waal-Isotherme für a =12. 
Entnimm d er Zeichnung folgende Daten für St ickstoff:
Temperatur d er Isotherme in K un d °C,
Druc k in ba r zwischen R und L.
Auf welchen Teil verr ingert si ch das Volumen beim Verf lüssigen
zwischen R und L ?

•b) Bestimme die Kurv e der Fl achpunkte der Isothermenschar.
Achte auf di e Beschränk ungen für a un d x !

˜c) Bestimme mithilfe e ines Computer-Algebra-Systems:
Für w elche Wert e von a haben die Isothermen keinen, einen oder zwei 
Wendepunkte ?
Welche Bedeutung hat der H ochpunkt der Fl achpunkt-K urv e von b) ,
auf welcher Isotherme liegt er, welche mathemat ische Rolle spielt er ?

2 Rutherford-Streuung
Der Ablenkwink el bei der Rutherford-Stre uung sei der Wink el zwischen 
der schiefen Asymptote und der negat iven y-Achse.
a) Zeige, dass die Schar symmetr isch ist zur y-A chse.

b) Berechne die Ablenkwink el für di e Stoßparameter a ‘ { ; 1;4}.

c) Für w elche Wert e von a haben die Hyperbeln waagrechte Tangenten ?
˜d) Bestimme die Kurv e, die das Gebiet begrenzt, in das kein å-Teilchen 

eindr ingen kann.
Wie muss ein å-Teilchen f liegen, um dem Kern möglichst nahe zu kom-
men ? Wie nah kommt es an den Kern heran ?

¶3 Beleuchtung
2 gleich stark e Lichtquellen L un d R haben 
die Entfernung 8. Sie beleuchten eine Wand, 
die von LR den Abstand a>0 hat.
Die Licht intensität in P ist p roport ional zu

fa(x) =  + 

Für w elche Abstände a zeigen sich auf der Wand 2 Intensitätsmaxima ?
Für w elche Abstände a zeigt sich nur ein In tensitätsmaximum ?
Zeichne Intensitätskurv en für a =2, a=4 ( 7 und a=12.

Verwende f 'a(x) = – 

1
2
--

y

x1

1

L R

P(x|0)

a

32
a2 4 x+( )2+
------------------------------ 32

a2 4 x–( )2+
-----------------------------

3
128x x4 2x2 a2 16+( ) a4 32a2 768––+ +( )

a2 4 x+( )2+( )2 a2 4 x–( )2+( )2---------------------------------------------------------------------------------------------------------



BARTH •KRUMBACHER VIII.  Rat ionale Funkt ion     Anwendungen

200

4 Linsengleichung
f Brennweite

(posit iv bei Sammellinsen)
g Gegenstandweite (>0)
b Bildweite
a) Nimm f >0 als Parameter a

einer Schar ra t ionaler Funk-
t ionen mit der unabhängigen Var iable g als x und der abhängigen Var ia-
ble b als y. Bestimme den Term f a(x) mit maximaler Def init ionsmenge.

b) Zeichne Schark urv en für a ‘ {1;2}
c) Gib die Asymptoten an und deute sie physikalisc h.
d) Ein ree lles Bild ergibt sich nur f ür y >0. Wo muss der Gegenstand sein, 

damit von ihm ein reelles Bild entsteht ? Bei welcher Gegenstandweite 
ist di e Linse genau in der Mi tte zwischen Bil d und Gegenstand ?

5 Parallelschaltung von Widerständen
a) Nimm R2>0 als Parameter a einer

Schar rat ionaler Funkt ionen mit
der unabhängigen Var iable R1>0
als x und der abhängigen Var iable
R als y. 
Bestimme den Schart erm fa(x)
mit maximaler Def init ionsmenge.

b) Zeichne Schark urv en für a ‘ {1;2}.
c) Gib die Asymptoten an und deute sie physikalisc h.

6 Satellitenumlauf
t Umlaufdauer eines Satelli ten S, beobachtet

von einem Punk t B des Erdäquators
(Synodische Umlaufdauer > 0)

e Umlaufdauer von B (= 1Tag)
s Umlaufdauer eines Satelli ten S

in der Äquatorebene.
(Sider ische Umlaufdauer > 0)

a) Nimm e=1 (Zeiteinheit  = 1 Erdtag),
s als unabhängige Var iable x und t als abhängige Var iable y. 
Bestimme den Funk t ionsterm f (x) mit maximaler Def init ionsmenge.

b) Zeichne den Graphen.
c) Gib die Asymptoten an und deute sie physikalisc h.

g bf

Gegenstand

Bild1
f

1
g

1
b

–  =  –-  +  –-

F2F1

R  ersetzt di e
parallel geschalteten

Widerstände R1 und R2

1
R

1
R1

1
R2

––  =  ––-  +  ––-

R1 R2R

1
t

1
e

1
s

–  =  –-  –  –-

B
S
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IX. Technik d es Integr ierens

1.Part ielle Integrat ion

Bisher konnten wir n ur solche Integrale berechnen, 
die sich auf gewisse Grundintegrale zurückf ühren lassen, wie

, n !  –1

 = ln|x| + C

Wie beim Diffe renzieren gibt es auch beim In tegr ieren Technik en für 
kompliziertere Funk t ionsterme. Sie sind Gegenstücke zu Ableitungsregeln. 
Zuerst behandeln wir di e part ielle Integrat ion; sie ist das Gegenstück zur 
Produktregel beim Diffe renzieren. 
Der besseren Übersicht halber schreiben wir u un d v statt  u(x) und v(x):

(uv)' = u'v + uv' umgestellt u'v = (uv)' – uv'
Sind u' und v' stet ig, so gilt  für di e Stammfunk t ionen

‡u'v dx = ‡[(uv)' – uv'] dx = ‡(uv)' dx – ‡uv' dx = uv – ‡uv' dx kurz

In Wort en: Eine Stammfunk t ion von u'v ergibt sich, 
wenn man von uv eine Stammfunk t ion von uv' subtra hiert.

Die part ielle Integrat ion ist nur sinn voll, wenn gilt :
– Der Integrand ist darstellbar als Produkt u'v.
– Vom 1.Faktor u' ist eine Stammfunk t ion u bekannt.
– Das Integral ‡uv' dx ist einf acher als das Ausgangsintegral ‡u'v dx.

Bewährt h at sich das Schema ‡ u'v dx = 

= uv – ‡ uv' dx

Wir un terscheiden 3 typ ische Fälle:

‡u'v dx = uv – ‡uv ' dx

u' = … u = …
v = … v' = …

xn xd" 1
n 1+--------xn 1+ C+=

x 1– xd" 1
x-- xd"=

ex xd" ex C+=

x xdsin" xcos– C+=

xcos xd" xsin C+=
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Typ »Abräumen«

Ist ein Faktor ein Polynom, und wird d er andere beim In tegr ieren nicht 
komplizierter, so räumt man das Polynom durch mehrmaliges Differenzieren ab.
Beispiel:

• Unbestimmtes Integral

‡ex(2–x2) dx = 

= ex(2–x2) – ‡ex(–2x) dx
= ex(2–x2) + 2‡ex·x dx

= ex(2–x2) + 2[ex·x – ‡ex·1 dx]
= ex(2–x2) + 2xex – 2ex + C = –x(x –2)ex + C

Aus formalen Gründen schreibt man den Summanden C, 
wenn das letzte Integralzeichen verschwindet.

• Bestimmtes Integral

 =  = –1(1–2)e1 – 0 = e

Typ »Faktor 1«
Ist von einer Funk t ion keine Stammfunk t ion bekannt, wohl aber ihre Ableitung,
so kann der Faktor 1 weiterhelfen.
Beispiel:

• Unbestimmtes Integral
‡ ln x dx = ‡1·lnx dx

= xlnx –  = xlnx – ‡dx = xlnx – x + C = x(ln x – 1) + C

• Bestimmtes Integral

 =  = e(lne – 1) – 1(ln1 – 1) = e·0 – 1(–1) = 1

u' = ex u = ex

v = 2–x2 v' = –2x

u' = ex u = ex

v = x v' = 1

u' = 1 u = x
v = lnx v' = 

ex 2 x 2–( ) xd
0

1

" [ x x 2–( )ex– ]0
1

1
x--

x·1
x-- xd"

x xdln
1

e

" [x x 1–ln( )]1
e
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Typ »Phönix«
Phönix ist ein Vogel der ant iken Sagenwelt. Fühl te er sein Ende nahen, so verbrannte er sich,
um aus seiner Asche neu zu erstehen.

Wenn beide Faktoren beim Integr ieren und Diffe renzieren in absehbarer Zeit  wie-
derk ehren (also exp, sin, cos), dann lohnt es sich, so lang part iell zu integr ieren,
bis das ursprüngliche Integral wie Phönix »aus seiner Asche« ersteht. Durch Um-
formen der so entstandenen Gleichung lässt sich das Integral berechnen.
Beispiel:

• Unbestimmtes Integral

I = ‡e–x sin(2x) dx = 

= –e–xsin(2x) + 2‡e–xcos(2x) dx

= –e–xsin(2x) + 2[–e–xcos(2x) – 2‡e–xsin(2x) dx]
(Phönix =I ist wi eder da!)

= –e–xsin(2x) – 2e–xcos(2x) – 4·I

Aufgelöst nach I:

5·I = –e–x[sin(2x) + 2cos(2x)] + C1 

I = ‡e–x sin(2x) dx = – e–x [sin(2x) + 2 cos(2x)] + C

• Bestimmtes Integral

= 

= – (sin(2" ) + 2cos(2" )) – (– (sin0 + 2cos0)) = –  +  

= (1 – )

u' = e–x u = –e–x

v = sin(2x) v' = 2cos(2x)

u' = e–x u = –e–x

v = cos(2x) v' = –2sin(2x)

1
5
--

e x– 2x( )sin xd
0

3

" [ 1–
5ex-------( 2x( ) 2 2x( ))]0

3cos+sin

1
5e3-------- 1

5e0-------- 2
5e3-------- 2

5
--

2
5
-- 1

e3-----
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Aufgaben (n ‘ ˝ )

¿1 a) ‡ xex dx b) ‡ xsinx dx c) ‡ (x2 –1)cosx dx d) ‡ (x2 –1)ex dx

¿2 a) ‡ xlnx dx b) ‡ x2ln x dx c) ‡ xn ln x dx

•3 a) ‡  dx b) ‡ x(x + 1)3 dx c) ‡ x–0,5ln x dx

•4 a) ‡ xe–x dx b) ‡ x2e–x dx c) ‡ excosx dx d) ‡ (sinx)2 dx

•5 a) ‡ (2x + 1)ln(x + 1) dx b) ‡ (lnx)2 dx

c) ‡ x(lnx)2 dx d) ‡  dx

¿6 a) b) c)

7 a) b)

8 a) •b)

•9 a) b) c)

•10 a) b)  c)

d) e) ˜f )

g)

˜11 Zeige, dass gilt : a) ‡ xn sinx dx = –xncosx + n‡ xn–1 cosx dx

b) ‡ (sinx)n dx = – (sinx)n–1cosx + ‡ (sinx)n–2 dx

xln
x

--------

xln
x

--------

 xex xd
0

1

" x3 1–( )e x–  dx
1

2

" x 1–( )2ex xd
1–

1

"

xcosx dx
0

" /2

" x2sinx dx
–" /2

" /2

"

x dxln
1

e2

" lgx dx
1

e

"

exsinx dx
0

" /4

" e x– cosx dx
0

" /4

" e2x sinx dx
0

3

"

xcos( )2 dx
0

3

" x x dxcossin
0

3

" x  ln x dx
1

e2/3

"

xln( )2 dx
1

e

" x2 dxln
e–

1–

" x x2 1+( ) dxln
0

1

"

 xln
xn------- dx

1

e

"

1
n
-- n 1–

n
---------
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2.Substitut ionsregel

So wie die Produktregel (beim Diffe renzieren) zur part iellen Integrat ion führt,  
so folgt di e Substitut ionsregel aus der K ettenregel: u[v(x)]' = u'[v(x)]·v' (x).
Beim In tegr ieren ‡f(x) dx hilf t manchmal eine Substitut ion: Man ersetzt x 
durch g(t). Dabei ändert si ch die Form des Integrals: f (x) wird zu f [g(t)].
Was aber wird a us dx ? Dazu müssen wir e twas weiter ausholen.
F sei eine Stammfunk t ion von f, das heißt F'(x) = f(x) oder F(x) = ‡f (x) dx + C.
Substitut ion mit x = g(t)

F(x) = F[g(t)]
Abgeleitet nach der K ettenregel

F[g(t)] = f [g(t)]·g'(t)
Geschr ieben als Integralformel ( ‡…dt auf beiden Seiten)

F[g(t)] = ‡ f[g(t)]·g'(t) dt
Auf der link en Seite macht man die Ersetzung rückgängig g(t) = x

F(x) = ‡ f[g(t)]·g'(t) dt mit x = g(t)
Dieser Zusammenhang lässt sich ausdrücken in 2 Var ianten:

Prak t isch geht man so vor: Im Integranden sucht man einen Teilterm h(x) und er-
setzt ihn durch t. Dann berechnet man dt =h'(x) dx (Var iante B) oder man löst
t =h(x) nach x auf: x =g(t) und berechnet dx =g'(t) dt (Var iante A). Oft bieten sich
mehrere Möglichkeiten für die Substitut ion an. Eine gute Substitut ion zu f inden,
erfordert Erf ahrun g, Fingerspitzengefühl un d Glück ! 

Var iante A Var iante B

‡ f(x) dx = ‡ f [g(t)]·g '(t) dt
mit x = g(t)

oder
‡ f [h(x)]·h '(x) dx = ‡ f(t) dt

mit t = h(x)

Ersetze x durch g(t) 
und dx durch g'(t) dt

Ersetze h(x) durch t
und h'(x)dx durch dt

Subst itut ion
t = h(x)

x = g(t)
dx = g'(t) dt dt= h'(x) dx

d
dt
----

Var iante A Var iante B
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Beispiel:  ‡ ( x  – 5)3 dx

‡ ( x  – 5)3 dx = ‡ t3·4 dt = 4· t4 + C = t4 + C = ( x  – 5)4 + C 

Beispiel:  ‡  dx  

Subst itut ion
t = h(x) = x – 5

Var iante A
x = g(t) = 4t + 20
dx = g'(t) dt = 4 dt

Var iante B
dt= h'(x) dx =  dx

dx = 4 dt

Subst itut ion
t = –x2

Var iante A
x = 

dx =  dt

Var iante B
dt = –2x dx
dx = –  dt

‡ x  dx  
= ‡ ·et·  dt

= – ‡ et dt 

= – et + C

= –  + C

Der Fall x=–  liefert 
das selbe Ergebnis.

‡ x  dx = ‡ xet·(– ) dt = – ‡ et dt

= – et + C = –  + C

Obacht: Nach der Substitut ion darf di e Var ia-
ble x nicht mehr im In tegranden vor-
kommen.

Schneller gehts, wenn man sieht, dass hinterm 
‡-Zeichen x dx schon steht. Denn dann ersetzt 
man x dx durch – dt und bekommt sofort

‡ x dx = ‡ et·(– ) dt = – et + C 

= –  + C

Subst itut ion
t = 

Var iante A

–x2 = lnt — x = ±
dx = ±  dt

Var iante B
dt = –2x dx — dx = dt

x  dx = –  dt

‡ x  dx  
= ‡± ·t·  dt

= – ‡ dt = – t + C

= –  + C

‡ x  dx  = – ‡ dt 

= – t + C = –  + C

1
4
--

1
4
--

1
4
--

1
4
-- 1

4
-- 1

4
--

x e x 2–

t–
1–

2 t–
---------- 1

2x
-----

e x 2–

t– 1–
2 t–
----------

1
2
--

1
2
--

1
2--e

x 2–

t–

e x 2– 1
2x
----- 1

2
--

1
2
-- 1

2--e
x 2–

1
2
--

e x 2– 1
2
-- 1

2
--

1
2--e

x 2–

e x2–

tln–
–1/t

2 tln–
---------------

e x2– 1–
2xe x2–
-----------------

e x2– 1
2
--

e x 2–

tln– 1/t+9
2 tln–
---------------

1
2
-- 1

2
--

1
2--e

x 2–

e x 2– 1
2
--

1
2
-- 1

2--e
x 2–
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Ein best immtes Integral l öst man am besten so:
– Stammfunk t ion suchen mit Substitut ion
– Substitut ion rückgängig machen und Integrat ionsgrenzen einsetzen

Beispiel:   dx  

‡  dx = 

= ‡  dt = ‡(  – ) dt = t3/2 – 2·t1/2 + C

=  – 2  + C

 dx =  = ( ·3  – 2 ) – ( ·2  – 2 )

= 0 – (– ) = 

Aufgaben

¿1 a)  dx b)  dx c)  dx d) dx

¿2 a)  dx b)  dx c)  dx

¿3 a)  dx b)  dx c)  dx

4 a)  dx b)  dx c)  dx

5 a)  dx b)  dx c)  dx

6 a)  dx b)  dx c)  dx

t = ex + 1 ex = t – 1 dt = ex dx

e2x

ex 1+
----------------

0

2ln

"

e2x

ex 1+
------------------

t 1–
t

---------- t 1
t

------ 2
3
--

2
3-- ex 1+ 3 ex 1+

e2x

ex 1+
---------------

0

2ln

" [2
3-- ex 1+ 3 2 ex 1+ ]– 0

2ln 2
3
-- 3 3 2

3
-- 2 2

2
3
-- 2 2

3
-- 2

1 x–( )2

1

4

" 5 2x 3–( )4

1

2

" x 1+
1–

8

" 5
2-- 3x 2–( )3

2

9

"

3
2x 1+( )2-------------------

0

1

" 1
2x e–
------------

e

5e

" 1
3x 16+

-------------------
3

16

"

4e2x 1+

0

1

" 2e3 2x–( )2

1/2

3/2

" 2 x–( )sin
1

3

"

2
2x 1–
------------

1

2

" 12x
3x2 1+
---------------

0

1

" 2x3

x2 8–
------------

3

4

"

6x x2 2–( )2

3

4

" 2e·x·e x– 2

0

1

" xn·exn 1+

1

2

"

2xsin
0

" /2

" 16 xsin( ) xcos( )3

" /4

" /2

" e xsin xcos
" /2

"

"
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¿7 a)  dx b)  dx c)  dx

8 a)  dx b)  dx c)  dx

9 a)  dx b)  dx c)  dx

10 a)  dx b)  dx c)  dx

11 a)  dx b)  dx

12 a)   dx b)  dx c)  dx

˜13 a)   dx b)  dx c)  dx d)  dx

•14  dx

a) Verwende die Formel cos2x = 1 – 2(sinx)2 .

b) Verwende (sinx)2 = sinx·sinx und integr iere part iell (Phönix !).

˜15 f (x) = 

a) Diskut iere f und zeichne Gf .

b) Bestimme k so, dass gilt :  = 0.

c) F(x) : = . Bestimme DF und beantwort e ohne zu integr ieren:
Wo hat F N ullstellen ? Wo ist F posit iv ? Wo steigt GF ?
Wo hat GF Extre mpunkte (Art ?) und Wendepunkte ?

d) Bestimme F(x) durch Integrat ion und untersuche F(x) an den Grenzen 
der Def init ionsmenge. 
Gib an die Koordinaten der Extre m- und Wendepunkte. Zeichne GF .

xln
x------

1

e

" ex

1 ex–
------------

2–

1–

" 1
1 ex+
-------------

2–

1–

"

x
x 1+
---------

0

1

" x
x 1+( )2----------------

0

1

" x
x 1+

-------------
3

15

"

x
x2 1–

---------------
2

5

" x
1 x2–

---------------
0

0,8

" 375x3

1 x2–
---------------

0,6

0,8

"

ex e x––
ex e x–+
----------------

1–

1

" e2x 1+
e2x 1–
--------------

1

2

" 3ex ex 1–
0

1

"

3· xln
x

----------
1

e

" 4· xln
x

----------
1

e

"

xsin
1 xcos–
-----------------

" /2

3

" xsin
1 xcos–

--------------------
" /2

3

" xsin
e xcos-----------

" /2

3

"

xln
x

--------
1

e

" xe x

0

1

" x2 2xsin
0

3

" 3e2x 3xcos
0

" /2

"

2 xsin( )2

0

23

"

xln
x

--------

f(x) dx
0

k

"

f(t) dt
e2

x

"
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e) Zeige, dass  exist iert un d berechne das Integral.

˜16 f (x) = ln

a) Bestimme die maximale Def init ionsmenge.
b) Zeige: f ist symmetr isch zum Ursprung.
c) Bestimme das Verhalten von f an den Grenzen der Def init ionsmenge.
d) Welcher Zusammenhang besteht zwischen f (x) und f ( ) ?
e) Diskut iere f und zeichne Gf .

f ) Berechne  .

˜17 fa(x) = 

a) å) Bestimme die Def init ionsmenge und (falls vorhanden) die 
Nullstellen. Fallunterscheidung!

’ ) Untersuche das Monotonieverhalten anhand der 1. Ableitung.
©) Bestimme die Grenzwerte von fa(x) und f 'a(x)  für x˛ ±# .

b) å) Für w elche Wert e von a haben die Schark urv en Wendepunkte ?
’ ) Zeige durch Rechnung, dass die Kurv en für a=±1 

punktsymmetr isch sind zum Ursprung.
©) Zeichne mithilfe di eser Erg ebnisse die Schark urv en für a=±1

im In tervall [–3;3], 1 ¯ 2cm.

c) å) Bestimme ‡ fa(x) dx; verwende die Umformung  =  – 1.

’ ) F(u) sei Inhalt der Fläche, die eingeschlossen ist von den Kurv en für
a=±1 und den Geraden mit x=1 und x=u, u>1. Untersuche, ob der
Flächeninhalt F(u) für u˛ #  einen Grenzwert h at.

d) Sind die Scharfunk t ionen fa in der Def init ionsmenge umkehrbar ?
Begründung! Bestimme die Schar der Umkehrfunk t ionen ƒa .

˜18 fa(x) = (1 – lnx)xa 

a) Untersuche das Verhalten von fa(x) an den Grenzen der 
Def init ionsmenge.

b) Bestimme die Schni ttpunkte der Schark urv en mit den
Parameterwerten a und b.

c) Bestimme Ort un d Art d er Waagrechtpunkte sowie eine Gleichung
der K urv e, auf der sie liegen.

F(x) dx
0

e2

"

1 x+
1 x–
-----------

1
x
--

f(x) dx
0

0,5

"

ex a–
ex a+
--------------

ex a–
ex a+
-------------- 2ex

ex a+
--------------
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d) Für w elche Parameterwerte schließen die Schark urv en mit der
x-Achse Flächenstücke ein, die im Endlichen liegen ?

e) Welche Schark urv e schließt mit der x-A chse ein Fl ächenstück von 
extre mem Flächeninhalt ein ? Art d es Extremums ?

¶19 fa(x) = 

a) å) Untersuche fa(x) und f 'a(x)  an den Grenzen der Def init ionsmenge.
Bestimme die Nullstellen.

’ ) Erm ittle, in welchen Teilmengen von D di e Schar f a monoton ist.
Beweise, dass jede Schark urv e genau einen Hochpunkt hat.
Gib die Wert emenge W von fa an.

b) å) Skizziere die Schark urv e zu a=0 mithilfe d er bisher igen 
Ergebnisse.

’ ) Berechne den Inh alt der Fl äche, die begrenzt ist v on der x-A chse
und der Schark urv e Ga. Bei welcher Schark urv e ist dieser Inhalt 1 ?

c) Iu(x) = , f 0(t) = , x&u, u&1

å) Zeige, dass die Schar der In tegralfunk t ionen Iu eine echte 
Teilmenge der Schar der Stammfunk t ionen von f 0(x) ist f ür x &u.

’ ) Begründe, dass immer gilt : Iu(x) & 0.

d) å) Untersuche die Kurv e von Iu auf Extre m- und Wendepunkte und
bestimme diese gegebenenfalls (Fallunterscheidung für u !).

’ ) Zeige, dass die zu u=1 gehör ige Funk t ion I1 umkehrbar ist.
Diese Funkt ion heiße I1*.

Zeige, ohne I1*(x) zu berechnen: diverg iert.

a xln+
x2-----------------

f0 t( ) td
u

x

" tln
t 2-------

I 1
* x( ) xd

0

1

"
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3.Uneigentli ches Integral

Ein bestimmtes Integral  ist def iniert als Grenzwert einer Summe von
Rechteckinh alten (einschließlich Vorzeichen). Diese Def init ion greift  nur dann,
wenn alle Rechtecke endlichen Flächeninhalt haben. Sie versagt in 2 Fäll en:

Der Grenzwert er laubt es, die Def init ion des bestimmten Integrals so zu erweitern,
dass auch in diesen Fällen eine Berechnung manchmal möglich ist. Die Lösungs-
idee ist jedesmal die selbe: Man beschränk t das Integrat ionsintervall so, dass we-
der Integrand noch Grenzen unendlich sind. Erst nach der Integrat ion nähert man
eine Integrat ionsgrenze der kr it ischen Stelle durch Grenzwertb ildung. 

Der In tegrand f (x) wird un endlich 
in [a ;b]: dann ist m indestens 
1 Rechteck unendlich hoch.

Min destens 1 Integrat ionsgrenze ist 
unendlich: dann ist m indestens 

1 Rechteck unendlich breit .

Def init ion Ein best immtes Integral heißt uneigentlich ,
wenn der In tegrand oder eine Grenze unendlich wird.

f x( ) xd
a
b

"

xx1

y

1

un
en

dl
ic

h 
ho

ch

1

y

1 unendlich
breit

4

f (x) = ––––1
4–x

f (x) = ––4x2

1 k x
x

y

1

1

y

1

k –h

h

k k –h

h›0
‡f (x)dx = lim  ‡f (x)dx

00

# w

w˛ #
‡f(x)dx = lim  ‡f (x)dx

11

w
#
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Ist der Grenzwert endlich, so spr icht man von einem konvergenten  Integral,
sonst von einem divergenten  Integral.

Beispiel:  kr it ische Stelle ist hi er x=4;
dort wird d er In tegrand unendlich.

‡  dx = –2  + C

Integrat ion bis kurz vor di e kr it ische Stelle 4

 =  = –2  – (–2 ) = –2  + 4

Grenzwert f ür h› 0:  =  = 4

Das uneigentli che Integral k onvergiert g egen 4.
Die Flächendarstellung liefert e in seltsames Paradoxon:
Die rosa Fläche erstreckt sich zwar ins Unendliche, 
hat also unendlichen Umfang, 
ihr Inh alt aber ist endlich, nämlich 4.

Beispiel:  kr it ische Stelle ist hi er die obere In tegrat ionsgrenze # .

‡ dx = –  + C

 =  = –  + 4

1
4 x–

------------- xd
0

4

"

1
4 x–

--------------- 4 x–

1
4 x–

------------- xd
0

4 h–

" [ 2 4 x– ]– 0
4 h– h 4 h

1
4 x–

------------- xd
0

4

" 2 h– 4+( )
h›0
lim

2

x
1

y

1

4

2

4
‡–––– dx = 41

4–x
0

4
x2----- xd

1

#

"

4
x2----- 4

x
---

4
x2----- xd

1

w

" [ 4–
x
----- ]

1

w 4
w
----
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Grenzwert f ür w˛ #  =  = 4

Das uneigentli che Integral k onvergiert g egen 4.

Beispiel:  kr it ische Stelle ist hi er die obere In tegrat ionsgrenze # .

‡ dx = 4ln|x| + C

 =  = 4lnw, w >0

 =  = #

Das uneigentli che 
Integral di verg iert.

4
x2----- xd

1

#

" 4
w---– 4+( )

w˛ #
lim

x1

y

1
#
‡–– dx = 44

x2
1

2

2

4
x
-- xd

1

#

"

4
x
---

4
x
-- xd

1

w

" [ 4 |x| ]ln 1
w

4
x
-- xd

1

#

" 4 wln
w˛ #
lim

x

y

1

1

5

#
‡– dx = #4

x
1
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Beispiel:  Schuss ins All

Im Ka pitel IV h aben wir e ine Formel hergeleitet für di e Hubarbeit , die 
nöt ig ist, um einen Körper vom Gewicht F(R) = mg in di e Höhe 3R zu 
heben, R ist der Erdra dius. Ersetzt man 3R durch x·R, so ergibt sich

W(x) = mit  k = R2F(R).

Soll ein K örper auf N immerwi edersehn im All v erschwinden, 
dann muss x gegen #  gehen. Ist di e dazu nöt ige Energie endlich ?

 = ?

‡ dr = –  + C

 =  = –  + 

 =  =  =  = R·F(R) = R·mg

R 2R x·R

F(r)

F(R)

r

Hubhöhe x·R – R

k = R2F(R)

F(
R

) i
st

 d
as

 G
ew

ic
ht

 d
es

 K
ör

pe
rs

au
f d

er
 E

rd
ob

er
fl

äc
he

NEWT ON: F(r) = k· ––1r2

Hubarbeit
W(x) = ‡ k·– dr1

r2

R

x·R

k 1
r 2---- dr*

R

xR

"

k 1
r 2----- dr*

R

#

"

k 1
r 2-----* k

r
---

k 1
r 2---- dr*

R

xR

" [ k–
r

------ ]
R

xR k
xR
------- k

R
----

k 1
r 2---- dr*

R

#

" k
xR-----– k

R---+( )
x˛ #
lim k

R
---- R2F R( )

R
--------------------
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Das Integral ist k onvergent: 
Zum Schuss ins Unendliche braucht man mindestens die Energie R·mg. 
Ein Raumfahrer der M asse 75kg ist auf der Erd e mg = 750N schwer. 
Für di e Flucht weg von der Erd e braucht er die Energie 

R·mg = 6,37·106m·750N = 4,78·109Nm. 
Diese hat er als Bewegungsenerg ie, wenn seine Startg eschwindigkeit  v 
die Bedingung erfüllt: mv2 = R·mg

v =  =  = 11,3km /s
Diese Geschwindigkeit  heißt Fluchtgeschwindigkeit  oder 
2.kosmische Geschwindigkeit . Sie hängt ab vom Planeten,
also der Erd e, nicht aber von der M asse des fliehenden Körpers.

Aufgaben

¿1 Berechne, falls möglich

a) b) c)

d) e) f )

2 Berechne, falls möglich

a) b)

¿3 Für w elche Wert e von a konvergiert  ?

¿4 Für w elche Wert e von a konvergiert  ?

¿5 Berechne, falls möglich

a) b)

c) d)

1
2
--

2Rg 2·6,37·106m 10m/s2*

 1
x3

------- dx
0

1

"  1
x23

---------- dx
0

1

"  1
x43

---------- dx
0

1

"

 x
x43

---------- dx
1–

1

"  1
x

--------- dx
16–

16

"  x
1 x2–

----------------- dx
0

1

"

1
xsin( )2------------------ dx

0

" /2

"  1
xcos( )2------------------- dx

0

"

"

 1
xa----- dx

0

1

"

 1
xa----- dx

1

#

"

 1
x3----- dx

1

#

"  x
x2 1+
-------------- dx

0

#

"

 x
2 x 1+ +

x4---------------------- dx
1

#

"  1
x3

------- dx
1

#

"
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6 Berechne, falls möglich

a) b) c)

¿7 Berechne, falls möglich

a) b) c)

˜8 Zeige, dass für x &2 gilt :  <  und damit  < A.

Bestimme einen möglichst kl einen Wert f ür A.
Bestimme gegebenenfalls einen Näherungswert d es Integrals mit einem 
passenden Computer-Programm.

˜9 Zeige, dass für x>0 gilt : 0 < ln(1 + ) <  und damit 0 < ln dx < A.

Bestimme einen möglichst kl einen Wert A.
Bestimme gegebenenfalls einen Näherungswert d es Integrals mit einem 
passenden Computer-Programm.

•10 a) Zeige, dass  diverg iert un d deute dies geometr isch.

b) Das zu  gehör ige Flächenstück rot iere um di e x-Achse. 

Berechne das Volumen des dabei entstehenden Rotat ionskörpers.

•11 a) Bestimme  und  und deute dies geometr isch.

b) Das zu  gehör ige Flächenstück rot iere um di e x-Achse,

das zu  gehör ige Flächenstück rot iere um di e y-Achse.

Berechne die Volumina der dabei entstehenden Rotat ionskörper.

 e x–  dx
0

#

"  xe x–  dx
0

#

"  x2e x–  dx
0

#

"

 1
x2----- dx

–#

1–

"  1 ex

1 ex–
-------------+

# $
% & dx

1

#

"  1 ex

1 ex–
-------------+

# $
% & dx

0

#

"

1
x3 1–

------------------ 2
x3

---------  1
x3 1–

--------------- dx
2

#

"

1
x2----- 1

x2-----
1

#

" 1 1
x2-----+# $

% &

 1x-- dx
1

#

"

 1x-- dx
1

#

"

 1
x

------ dx
0

1

"  1
x

------ dx
1

#

"

 1
x

------ dx
1

#

"

 1
x

------ dx
0

1

"
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Zum Nachdenken

! Substitution der Integrationsgrenzen

Beim In tegr ieren durch Substitut ion haben wir di e Substitut ion nur dazu verwendet,
eine Stammfunk t ion zu f inden. Für bestimmte Integrale mussten wir sie rückgängig
machen, um die Integrat ionsgrenzen einsetzen zu können:  = F(b) – F(a).

Man kann aber auch die Integrat ionsgrenzen gleich mitsubstitui eren:

f (x) dx = 

f (x) dx = 

Beispiel: = 

=  =  = 0 – (– ) = 

Man erspart sich die Rücksubstitut ion, muss dafür aber die Integrat ionsgrenzen
substitui eren.

" Auf Definitionsmengen achten

‡  dx, x !  2

= 

= ‡  dt, t  !  0

! Obacht:  = |t| –2/3, denn t –2/3 ist nur def iniert f ür t >0

andrerseits ist t2 = |t|2 

‡ |t|–2/3 dt =  = 

‡  dx = 

Subst itut ion
t = h(x)

x = g(t) = h–1(t)
dx = g'(t) dt

Substitut ion der Grenzen
t1= h(a)
t2 = h(b)

t = cosx dt = – sinx dx
t1 = cos0 = 1 t2 = cos" /2 = 0

t = x – 2 dt = dx

f x( ) xd
a
b

"

a

b

"

a

b

" f [g(t)]·g'(t) dt
h a( )

h b( )

"

xcos( )3 x dxsin
0

" /2

"

t– 3( )dt
1

0

" [–1
4--t 4]1

0 1
4--

1
4--

1
x 2–( )23

-----------------------

1
t 23

---------

1
t 23

---------

t 2 3/– td"  für t 0>

t–( ) 2 3/– td"  für t 0<'
(
) 3t 1 3/ C1+  für t 0>

3– t–( )1 3/ C2+  für t 0<'
(
)

1
x 2–( )23

-----------------------
3 x 2–3 C1+  für x 2>

3– 2 x–3 C2+  für x 2<'
(
)
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# Grenzen der Integrationsmethoden

Mi t den Ableitungsregeln lassen sich alle Terme ableiten, die aufgebaut sind aus Termen
der Grundfunk t ionen. Beim Integr ieren ist das anders. Schon bei einf achen Integranden
f indet man keinen Term f ür di e Stammfunk t ion – Beispiele:

f (x) = f '(x) = –2x ‡  dx = ?

g(x) = g'(x) = ‡  dx = ?

Erstaunli cherweise sind kompliziertere In tegranden oft leichter in tegr ierbar:

‡ x  dx = –  + C oder ‡  dx = 

$ Rekursive Berechnung bestimmter Integrale

Man führt ein Integral schr ittweise zurück auf einf achere Integrale, bis man auf eines
stößt, das sich berechnen lässt. Beispiel: Wallis-Produkt (John WALLIS  1616 bis 1703).

Jk = , k ‘ {2,  3, 4, …} 

= + (k –1) (sinx)k–2(cosx)2 dx

= 0 + (k –1) (sinx)k–2[1 – (sinx)2] dx

= (k–1) (sinx)k–2 dx – (k –1) (sinx)k dx

Jk = (k–1)Jk–2 – (k–1)Jk aufgelöst nach Jk ergibt Jk = Jk–2 

k ist g erade: k = 2n 

J2n = · · · … · · ·J0 J0 = 1 dx = "

J2n = · "

k ist un gerade: k = 2n+1

J2n+1 = · · · … · · ·J1 J1 = sinx dx =  = 1

J2n+1 = ·1

Für 0<x< "  ist 0 <sinx<1 und damit 0<(sinx)2n+1<(sinx)2n<(sinx)2n–1.

Integrat ion dieser Ungleichungskette …dx erg ibt 0 < J2n+1 < J2n < J2n–1 || : J2n+1

— 1 <  <  =  = 1 + —  = 1 

 = · " . Für g roße Wert e von n ergibt sich das

Wallis-Produkt für "  (1655): "  % 

u' = sinx u = –cosx
v = (sinx)k–1 v' = (k–1)(sinx)k–2cosx

e x2– e x2– e x2–

1
xln

-------- 1–
x xln( )2------------------- 1

xln
--------

e x2– 1
2-- e x2– 1

x xln
------------

ln ln x C1+  für 1 x<
xln–( )ln C2+  für 0 x 1< <'

(
)

xsin( )k xd
0

" /2

"

x xsin( )k 1–cos–[ ]0
" /2

0

" /2

"

0

" /2

"

0

" /2

"
0

" /2

"
k 1–

k--------

2n 1–
2n

------------ 2n 3–
2n 2–
------------ 2n 5–

2n 4–
------------ 5

6
-- 3

4
-- 1

2
--

0

" /2

" 1
2
--

1·3·5· … ·(2n–1)
2·4·6· … ·2n       
-------------------------------------- 1

2
--

2n
2n 1+
------------ 2n 2–

2n 1–
------------ 2n 4–

2n 3–
------------ 6

7
-- 4

5
-- 2

3
--

0

" /2

" xcos–[ ]0
" /2

2·4·6· … ·2n       
1·3·5· … ·(2n+1)
--------------------------------------

1
2
--

0

" /2
"

J2n
J2n 1+
---------------

J2n 1–
J2n 1+
--------------- 2n 1+

2n
--------------- 1

2n
-------  

J2n
J2n 1+
---------------

n˛ #
lim

J2n
J2n 1+
--------------- 1·3·3·5·5· … ·(2n–1)(2n+1)

2·2·4·4·6· … ·2n·2n            
------------------------------------------------------------- 1

2
--

1
2
-- 1

2
-- 2·2·4·4·6·…·2n·2n             

1·3·3·5·5·…·(2n–1)·(2n+1)
---------------------------------------------------------------
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X. Wurzel- und Ark us-Funk t ionen

1.Potenzfunk t ion mit ra t ionalen Exponenten

Potenzen von x im Funk t ionsterm haben wir bisher beschränk t auf ganzzahlige
Exponenten und den Exponenten . Die Erw eiterung auf rat ionale Exponenten
führt zur P otenzfunk t ion mit f (x) = xz/n, z‘ ˇ , n ‘ ˝ .
Wegen der Def init ion von xz/n ist di e Def init ionsmenge D = 
Für g anzzahlige Exponenten z gilt (xz)' = z·xz–1 ,

Beweis:Ableitung von x1/n

Ableitung der Umkehrfunk t ion (siehe V.2) x = f(y) = yn ÷ y = f–1(x) = x1/n 
f '(y) = n·yn–1

 = (f –1)'(x) =  =  = 

Die Kettenregel liefert di e Ableitung von xz/n

=  = z· ·  =  q.e.d.

Beispiel: Neil-Parabel  (W. NEIL  [ni:l],  englischer M athemat iker, 1637 bis 1670)
f (x) = |x|2/3 
Wegen |x| = |–x| ist di e Neil-Parabel symmetr isch zur y-A chse.

f (x) = |x|2/3 = f '(x) = 

Monotonie:  — O(0|0) ist Tiefpunkt.

 — 

Der Tiefpunkt ist Ec ke mit dem Eckwink el 0°.
Solche Ecken heißen Spitzen .

analog gilt  auch für ra t ionale Exponenten

Damit g ilt  fürs In tegr ieren ‡  dx  =  + C,  & –1

1
2
--

¸ 0
+  für z

n-- 0>

¸ +  für z
n-- 0<'

(
)

x
z
n----

# $
% &' z

n
---·x

z
n---- 1–

=

x
1
n---

# $
% &' 1

f '(f 1– x( ))
----------------------- 1

n· x1 n/( )n 1–----------------------------- 1
n
--·x

1
n--- 1–

x
z
n---

# $
% &' x

1
n---

# $
% &z

# $
% &' x

1
n---

# $
% &

z 1–
1
n
--·x

1
n--- 1– z

n
--·x

z
n--- 1–

x
z
n---- n

z n+
----------·x

z n+
n--------- z

n
---

x2/3  für x & 0
x–( )2/3  für x < 0'

(
) 2

3--x
–1/3  für x 0>

2–
3---- x–( )–1/3  für x 0<'

(
)

f '(x) > 0 für x > 0
f '(x) < 0 für x < 05

6
7

 f '(x)
x›0
lim 2

3 x3
---------

x›0
lim +#= =

 f '(x)
x‹0
lim 2–

3 x–3
------------

x›0
lim –#= =

5
+
6
+
7

 die y-Achse ist senkrechte
Tangente im Tiefpunkt
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f ''(x) = Krümm ung: Rechtskurv e für x ! 0

|x| 2/3 dx = 2 x2/3 dx = 2  = 

Beispiel:  Halbkre is um O mit Radius 5

f (x) = –5 % x % 5 f '(x) = –5 < x < 5

Weil nur x 2 vork ommt, ist f (–x) = f(x), also Symmetr ie zur y-Achse.
(–5|0) und (5|0) sind Randt iefpunkte.

Monotonie:  — O(0|5) ist Hochpunkt.

 — 

Wegen y =  ist x2 + y2 = 52, das heißt, jeder Kurv enpunkt hat vom 
Ursprung die Entfernung 5 (Pythagoras): Die Kurv e ist ein H albkre is.

2–
9----x

–4/3  für x 0>
2–
9---- x–( )–4/3  für x 0<'

(
)

1–

1

"
0

1

" [3
5--x

5 3/ ]0
1 6

5--

y

x1–1

1

Neil-Parabel
f (x) = 3 x2

25 x2– x–
25 x2–

---------------------

f '(x) < 0 für x > 0
f '(x) > 0 für x < 05

6
7

 f '(x)
x›–5
lim » 5

+0----« #= =

 f '(x)
x‹5
lim » 5–

+0----« –#= =
5
+
6
+
7

  senkrechte Tangenten
in den Randtiefpunkten

25 x2–

y

x5–5 1–1

1

Halbkreis
f (x) = 25–x2



BARTH •KRUMBACHER X.  Wurzel- und Ark us-Funk t ionen     Potenzfunk t ion mit ra t ionalen Exponenten

223

Asymptotisches V erhalten von W urzelfunktionen

Für große x-Wert e gilt  ( ax2 und damit  (   = ·|x|
für a>0. Im Groben verhält sich also eine Wurzelfunk t ion mit einem quadrat ischen
Polynom als Radika nden für x˛ #  wie eine lineare Funk t ion: Wir erwart en eine
Asymptote mit St eigung  und entsprechend eine mit St eigung –  für x˛– # .

g(x)  = mx+t sei Term einer Asymptote der Wurzelfunk t ion mit w(x) = .
Dann gilt  [w(x) – g(x)] = 0, also [  – (mx+t)] = 0. 

Tr ickre iche Erweiterung:  = 0

vereinf acht und sort iert:  = 0

Der Nenner wird # ; der Grenzwert 0 ergibt sich nur dann, wenn der Zähler kon-
stant ist, das heißt wenn seine ersten beiden Summanden gleich 0 sind:

und , also und . 

Das ergibt für x ˛ # die Asymptote y =  

und für x ˛ –# die Asymptote y = .

Beispiel:  f k(x) =  
Die Def init ionsmenge D li est man ab aus der Vorzeichenübersicht des 
Radika nden:  = 0 — x = 2 ± , k %4
D = ]–# ;2 – ] *  [2 + ;# [ für  k %4, D = ¸  für k >4
Die Asymptoten: y = x – 2 für x ˛ # , y = –x + 2 für x ˛ –#
sind unabhängig vom Scharparameter k,  jede Schark urv e hat di ese bei-
den Asymptoten. Die Schark urv e G4 liegt sogar auf ihn en, denn
f4(x) =  =  = |x–2|.

Im Allgemeinen gilt  für g roße x-Wert e:  

und damit f ür a n>0 auch:

ax2 bx c+ + ax2 bx c+ + ax2 a

a a

ax2 bx c+ +

x˛± #
lim

x˛± #
lim ax2 bx c+ +

x˛± #
lim ax2 bx c+ + mx t+( )–[ ] ax2 bx c+ + mx t+( )+[ ]

ax2 bx c+ + mx t+( )+
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

x˛± #
lim a m2–( )x2 b 2mt–( )x c t 2–( )+ +

ax2 bx c+ + mx t+( )+
---------------------------------------------------------------------------------

a m2– 0= b 2mt– 0= m a±= t b
2 a
-------±=

a x b
2 a
-------+*

a– x b
2 a
-------–*

x2 4x– k+

x2 4x– k+ 4 k–
4 k– 4 k–

x2 4x– 4+ x 2–( )2

–1 1 5 x

y

1

5
fk(x) = x2 – 4x + k

0
5

8

4

13

0 33 –5–5

anxn … a0+ + anxn,

anxn … a0+ +n an
n x*,
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Aufgaben

1 Zeichne die Lösungsmengen der Gleichungen:
a) x1 – y1 = 0 b) x2 – y1 = 0 c) x2 – y2 = 0 d) x2 + y2 = 0
e) x–1 – y–1 = 0 f ) x–1 – y–2 = 0 g) x–2 – y–2 = 0 h) x–2 + y–2 = 0

2 Löse auf nach x:

a) x3 + 1 = 0 b) x3 + 0,1–3 = 0 c)  + 1 = 0
d)  + 1 = 0 e) x  + p2 = 0 f )  +  = 6

¿3 Diskut iere (Maximale Def init ionsmenge D, Symmetr ie, Nullstellen,
Verhalten am Rand von D, Monotonie, 
Ort un d Art d er Waagrechtpunkte, Krümm ungsverhalten,
Ort un d Art d er Fl achpunkte, Zeichnung, Wert emenge)

a) f (x) = x2/5 b) f (x) = x5/2 c) f (x) = x–2/5 d) f (x) = x–5/2 
e) f (x) = (–x)2/5 f ) f (x) = |x|2/5 g) f (x) = –(–x)–2/5 

¿4 Berechne

a) x2/3 dx b) x3/2 dx c) x–3/2 dx d) x–2/3 dx 

e)  dx, a&0 f )  dx 

5 Berechne

a) x  dx b)  dx c)  dx

•6 fa(x) = xa, a‘ $ + Berechne den Inh alt der Fl äche, die zwischen den 
Schark urv en mit den Parametern a un d 1/a liegt.
Was ergibt sich für a˛ #  ?

Wurzelhalt ige Funk t ionen: Diskut iere die Funkt ionen in den Aufgaben 7 bis 16 
nach den Gesichtspunkten von Aufgabe 3.

¿7 a) a(x) =  b) b(x) =  – 

c) c(x) = · d) d(x) =  

•8 a) a(x) =  b) b(x) = 

c) c(x) = d) d(x) = 

x3

|x|3 x23 x23 x3

0

1

"
0

1

"
1

64

"
1

64

"

a

a2

" x
8

64

" |x|3

1

8

" x3

9

36

" x
x

-------
1

8

" 1 x2–
x23--------------

x 1– x 1– x

x 1– x x 1–( )x

x
x 1–
----------- x

x 1–
---------------

x
x 1–
----------- x

x 1–
-----------
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•9 a) a(x) =  b) b(x) = ·sgnx
¶c) c(x) =  + ¶d) d(x) =  –  
¶e) e(x) =  + ¶f ) f (x) =  – 

•¿10 a) a(x) = x  b) b(x) = 
c) c(x) = x  d) d(x) = x

11 a) a(x) =  ˜b) b(x) = 

¶c) c(x) = ¶d) d(x) = 

˜12 a) a(x) = x – b) b(x) = x + 
c) c(x) =  – d) d(x) =  – x
Bestimme soweit  möglich die Umkehrfunk t ion.

•¿13 a) a(x) = ln(x + ) b) b(x) = ln(x + )
c) c(x) = ln(x – )  
Bestimme soweit  möglich die Umkehrfunk t ion.

•14 fa(x) = x – a

˜15 fa(x) = , a > 0 Bearbeite außerdem:

a) Zeige, dass für 0 % d < a gilt: fa(a–d) = fa(a+d)
Was bedeutet di es für di e Schark urv en ?

b) Stelle fest, ob sich die zu a1 und a2 gehör igen Kurv en (a1! a2) schneiden.

c) Weise ohne die 2.Ableitung nach, dass jede Schark urv e genau einen
Tiefpunkt hat. Bestimme die Tiefpunkte und ihre Ortlini e.

d) Zeichne die Ortlini e der Tiefpunkte und Schark urv en für a ‘ {1, 2, 4}.

˜16 fa(x) = , a > 0 Bearbeite außerdem:

a) Weise ohne die 2.Ableitung nach, dass jede Schark urv e mindestens 
einen Wendepunkt hat.

b) Welche Kurv entangente schneidet di e x-Achse am weitesten rechts ?
c) Bestimme die Schar der Umkehrfunk t ionen.

x33 |x|3

x 1–( )23 x 1+( )23 x 1–( )23 x 1+( )23

x 1–( )43 x 1+( )43 x 1–( )43 x 1+( )43

1 x2– x2 1 x2–( )
x2 1– x 1– x 1+

x 1–
x 1–

--------------- x
x2 1+ 1–

--------------------------

1
2 x x–
------------------ x2 8–

x 4–
------------------

x2 1– x2 1+
x2 1+ x2 1– x2 x+

x2 1+ x2 1–
x2 1–

x

2
x 2a x–( )

--------------------------

3 a x–( )
x

-------------------
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2.Ark usfunk t ionen

Wie in der Geometr ie verwendet man auch in der Analysis für Schni ttwink el das
Gradmaß (Taschenrechner DEG). Dagegen gibt man Wink el im Bogenmaß an
(Taschenrechner RAD), wenn sie als Var iablen im Funk t ionsterm st ehen.

Arkussinus
Die Sinusfunk t ion ist def iniert auf ¸ und dort nicht eineindeut ig, also nicht um-
kehrbar. 

Beschränk t man die Def init ionsmenge auf [– ; ], dann ist die Funk t ion einein-
deut ig, also umkehrbar. Sie heißt Hauptwert des Sinus ; wir bezeichnen sie mit
sin H . 

Die Umkehrfunk t ion von sinH heißt arc sin  (spr ich: arkus sinus):

Dar in stecken 2 nützliche Ident itäten: y = sin H(arc sin y)
x = arc sin(sin H x)

Beachte "  = 180° also 1 =  (  57,3°

oder 1° =  (  0,017

y = sin H x ÷ x = arc sin y

180°
"

-----------

"
180
----------

2" x"1–1

y

–1

1

" /2–" /2

Per iode 2"
sin (x + z·2" ) = sinx, z‘ ˇ

HOP

TIP

WEP
WEP

WEP

Tangenten in WEP
mit St eigung ±1

y = sin x

3" /2

"
2
--- "

2
---

–" x"1–1

y

–1

1

" /2–" /2

HOP

TIP

WEP

y = sin H x

sinH ist umk ehrbar



BARTH •KRUMBACHER X.  Wurzel- und Ark us-Funk t ionen     Ark usfunk t ionen

227

Sie bewähren sich zum Beispiel in arcsin 0,5 = x || sin H …
0,5 = sinH x — x = 

arcsin y = || sin H … — y = sinH  = 

Eigenschaften von arc sin  
f (x) = arcsin x, D = [–1;+1], W = [– ; ]
Der Gra ph ist di e an y=x gespiegelte Kurv e
von y = sinH x ; er ist symmetr isch zu O:

sinH ist ableitbar in ]– ; [ mit (sinHx)'>0,
also ist auch arcsin ableitbar in ] –1;+1[.

Ableitung: g(x) = sinH (arcsinx) = x
g'(x) = cos(arcsinx)·(arcsinx)' = 1
(arcsin x)' = 

Nebenrechnung:
Wegen cosa =  für –  % a % 
setzt man a = arcsin x

cosa = cos(arcsinx) =  =  

Am Rand der Def init ionsmenge ist di e Ableitung nicht def iniert.  

Dort g ilt   =  = +# . 

In den Randpunkten (1| ) und (–1|– ) sind die Tangenten senkrecht.

arc sin (–x) = – arc sin x

(arc sin x)' = , –1 < x < 1 Die arcsin-Kurv e steigt echt monoton.

x

y

–1

1

" /2

–" /2

f –1(y) = arc sin y
f (x) = sinH x

sinH x

arc sin y

y

arc sin y

si
n H

x
x

x1

1
y

arc
sin

y

"
6
---

"
4
--- "

4
--- 1

2
-- 2

x1
–1

y

–1

1

" /2

–" /2

y = sinH x

–" /2

" /2
y=x

y = arc sin x"
2
--- "

2
---

"
2
--- "

2
---

1
cos(arcsinx)
--------------------------------

1 asin( )2– "
2
--- "

2
---

1 arc xsin( )sin( )2– 1 x2–

1
1 x 2–

------------------

(arcsinx)'
x‹1
lim (arcsinx)'

x›–1
lim

"
2
--- "

2
---
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Mi t di eser Ableitung haben wir a uch ein neues Grundintegral gefunden: 

Zur Vereinf achung schreiben wir k ünf t ig sin statt  sinH .

Beispiel:  Kre isintegral
J = ‡  dx = 

= x  – ‡  dx = x  – ‡  dx

= x  – ‡  dx + ‡  dx

2J = x  + arcsinx + C*
J = x  + arcsinx + C

Inhalt des halben Einh eitskre ises

 dx = 

= 0 + arcsin1 – (0 + arcsin(–1))

= arcsin 1 = 

Beispiel:  f (x) = 2arcsin (nach dem Abitur in Ba yern 1980)

Maximale Def init ionsmenge

Das Arg ument  darf nur Wert e

haben, die im Intervall [–1;1] liegen: 

–1 %  % 1. 

Dem Kurv enverlauf von  

entnimm t man: Df = [1;# [.

f '(x) = 2· · = 4· = = , Df ' = ]1;# [

f ''(x)=  =  = , Df '' = ]1;# [

‡  dx = arc sin x + C

u' = 1 u = x

v = v' = 

1
1 x 2–

------------------

1 x2–

1 x2– x–
1 x2–

------------------

1 x2– x2–
1 x2–

------------------ 1 x2– 1 x2– 1–
1 x2–

----------------------

1 x2– 1 x2–

J

1
1 x2–

------------------

1 x2–
1
2
-- 1 x2– 1

2
--

1–

1

" 1 x2– [1
2--x 1 x2– 1

2--arc x]sin+ 1–
1

1
2
-- 1

2
--

"
2
---

x 2–
x

-----------

x
1

–1

–1

y

1

Argument
x-2
x

x 2–
x

-----------

x 2–
x

-----------
x 2–

x
-----------

1

1 x 2–
x

---------# $
% &2

–

----------------------------- x x 2–( )–
x2----------------------- 1

x x2 x 2–( )2–
------------------------------------ 4

x 4x 4–
---------------------- 2

x x 1–
------------------

2 x 1– x 1
2 x 1–
---------------*+# $

% &–

x2 x 1–( )
------------------------------------------------------

2 x 1– 1
2
--x+( )–

x2 x 1–( ) x 1–
------------------------------------- 2 3x–

x2 x 1–( ) x 1–
-------------------------------------
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Verhalten am Rand von D f 
Wegen  = 1 ist f (x) = 2arcsin1 = 2· "  = " ,
y = "  ist waagrechte Tangente für x˛ # .
Randpunkt ist (1|f (1)) = (1|–" ).

Nullstellen
f (x) = 0 —  = 0 — x = 2

Monotonie
f '(x) > 0 — Gf steigt echt monoton, (1|–" ) ist also Rand-Tiefpunkt.

f '(x) = # — Gf mündet senkrecht in den Rand-Tiefpunkt (1|–" ).

Krümmungsverhalten
f ''(x) < 0 — Gf ist Rechtskurv e.

Wert emenge Wf = [–" ;" [

Mit  f werde nun eine neue Funk t ion g vergli chen:
g(x) = 4arcsin  mit Dg = Df 
Man zeige: f (x) + g(x) = " für x & 1.
Für di e Summe s(x) = f(x) + g(x) gilt :

s'(x) = f '(x) + g'(x) =  + 4· ·  =  –  = 0

Also ist s(x) konstant. Zum Beispiel ist 
s(x) = s(1) = f(1) + g(1) = –"  + 4arcsin1 = –"  + 2"  = " .
Damit g ilt  auch: f (x) – "  = "  – g(x), das heißt

– Gf liegt imm er genau so weit  über "
wie Gg unter "  liegt,

– Gf und Gg sind zueinander symmetr isch
bezüglich der Gerade y= " .

x˛ #
lim x 2–

x
---------

x˛ #
lim 1

2
--

x 2–
x

-----------

x›1
lim

5

"

–"

x
–1

1

y

1

(1|–" )

f (x) = 2arcsin––-x-2
x

1
x

-------

2
x x 1–
------------------ 1

1 1
x--–

-------------- 1–
2x x
-------------- 2

x x 1–
------------------ 2

x x 1–
------------------

1
2
-- 1

2
--

1
2
--

1
2
--

1
2
--
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Mi thilfe d er Umkehrfunk t ion g–1 soll der Inh alt eines Flächenstücks be-
rechnet werden, das begrenzt ist v on Gg und den Geraden x =1 und y=" .

Term der Umkehrfunk t ion von y = 4arcsin

sin y = — x =  = g–1(y)

Flächeninhalt F = dy – " ·1

Nebenrechnung ‡ dy = 

= 4‡ dt (Formelsammlung)

= –4·  + C = –4·  + C

F = dy – "  =  – "

=  –  – "  = –4·0 + 4·1 – "  = 4 – "

t = y dt = dy dy = 4dt

2"

5

"

–"

x
–1

1

y

1

(1|–" )

f (x) = 2arcsin––-x-2
x

–"1
2

(1|2" )

g(x) = 4arcsin––-1x

1 2

2"

"

x

y

1

F

" ·1

Gg

1
x

-------

1
4
-- 1

x
------- 1

1
4--ysin

--------------
# $
1 2
% &2

"

2"

" 1
1
4--ysin

--------------
# $
1 2
% &2

1
1
4--ysin( )2---------------------

1
4
-- 1

4
--

1
tsin( )2-----------------

tcos
tsin

-----------
1
4--ycos
1
4--ysin

--------------

"

2"

" 1
1
4--ysin

--------------
# $
1 2
% &2

4–
1
4--ycos
1
4--ysin

--------------*
"

2"

4
1
2--3cos
1
2--3sin

--------------*– 4–
1
4--3cos
1
4--3sin

--------------*
# $
1 2
% &
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Zum Erg ebnis 4 – " kommt man auch ohne Umkehrfunk t ion g–1:

F = (4arcsin  – " ) dx

Nebenrechnung: ‡ arcsin  dx= 

= x·arcsin  + ‡  dx

= x·arcsin  +  + C

F = 

=  – ( )

= 8·  + 4 – 2"  – 4·  – 0 + "  = 4 – "

Arkuskosinus
Die Kosinusfunk t ion ist def iniert auf ¸ und dort nicht eineindeut ig, also nicht um-
kehrbar. 

Beschränk t man die Def init ionsmenge auf [0;" ], dann ist die Funk t ion eineindeu-
t ig, also umkehrbar. Sie heißt Hauptwert des Kosinus ; wir bezeichnen sie mit
cosH . 

u' = 1 u = x

v = arcsin v' = 

1

2

" 1
x

-------

1
x

-------

1
x

------- 1–
2x x 1–
----------------------

˜1
x

------- x
2x x 1–
----------------------

1
x

------- x 1–

[4x arc 1
x

-----sin* 4 x 1– " x]–+ 1
2

8arc 1
2-- 2sin 4 1* 2"–+ 4arc 1sin 4 0* "–+

1
4--"

1
2--"

2"

1

x
"

1–1

y

–1

3" /2" /2–" /2

HOP

TIP

WEP WEP

Tangenten in WEP
mit St eigung ±1

y = cos x

WEP

HOPPer iode 2"
cos(x + z·2" ) = cosx, z‘ ˇ

1

" /2 x
"

1–1

y

–1

–" /2

HOP

WEP

y = cos H x
cosH ist umk ehrbar

TIP

3" /2
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Die Umkehrfunk t ion von cosH heißt arc cos  
(spr ich: arkus kosinus): 

Dar in stecken 2 nützliche Ident itäten:
y = cos H(arc cos y)
x = arc cos(cos H x)

Sie bewähren sich zum Beispiel in:
arccos 0,5 = x || cosH …

0,5 = cosH x — x = 
arccos y = || cosH …

y = cosH  = 

Eigenschaften von arc cos  
f (x) = arccosx, D = [–1;+1], W = [0;" ]
Der Gra ph ist di e an y=x gespiegelte Kurv e von y = cosH x ;

cosH ist ableitbar in ] 0; " [ mit (cosHx)'<0, also ist auch arccos ableitbar in ] –1;+1[.

Ableitung: g(x) = cosH (arccosx) = x
g'(x) = –sin(arccosx)·(arccosx)' = 1
(arccos x)' = 

Nebenrechnung:
Wegen sin a =  für 0  % a % "
setzt man a = arccos x

sina = sin(arccosx) =  =  

Am Rand der Def init ionsmenge ist di e Ableitung nicht def iniert.  
Dort g ilt   =  = –# . 
In den Randpunkten (–1|" ) und (1|0) sind die Tangenten senkrecht.

Mi t di eser Ableitung gilt ‡  dx = arccosx + C

und damit auch ‡  dx = –arccosx + C1 = arcsinx + C2 

y = cos H x ÷ x = arc cos y

er ist symmetr isch zu (0| " ): arc cos (–x) = "  – arc cos x

(arc cos x)' = , –1 < x < 1 Die arccos-Kurv e fällt echt monoton.

"
x1–1

y

–1

1

" /2

y = cosH x

" /2
y=x

y = arc cos x

"

"
3
---

"
4
---

"
4
--- 1

2
-- 2

1
2
--

1–
(arccosx)sin

---------------------------------

1 acos( )2–

1 arc xcos( )cos( )2– 1 x2–

1–
1 x 2–

------------------

(arccosx)'
x‹1
lim (arccosx)'

x›–1
lim

1–
1 x 2–

------------------

1
1 x 2–

------------------
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Also unterscheiden sich arccos und arcsin nur in e iner K onstante K
arccosx = K – arcsinx.

Für x =0 folgt  = K – 0 — K = 

Arkustangens
Die Tangensfunk t ion ist def iniert a uf ¸ b is auf di e Stellen (2z+1), z‘ˇ,
und dort ni cht eineindeut ig, also nicht umk ehrbar. 

Beschränk t man die Def init ionsmenge auf ]– ; [, dann ist die Funk t ion einein-
deut ig, also umkehrbar. Sie heißt Hauptwert des Tangens ; wir bezeichnen sie
mit tan H . 

Die Umkehrfunk t ion von tanH heißt arc tan  (spr ich: arkus tangens):

Dar in stecken 2 nützliche Ident itäten: y = tan H(arc tan y)
x = arc tan(tan H x)

arc cos x =  – arc sin x

y = tan H x ÷ x = arc tan y

"
2
--- "

2
---

"
2
---

"
2
---

2"

x
"1–1

y

–1

1

WEP WEP

Tangenten in WEP
mit St eigung 1

y = tanx

" /2 3" /2

WEP

Per iode "
tan (x + z·" ) = tanx, z‘ ˇ

–" /2

ta
n

H
x

tanH ist umk ehrbar

"
2
--- "

2
---
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Sie bewähren sich zum Beispiel in arctan  = x || tanH …
 = tanH x — x = 

arctany =  || ta nH … — y = tanH  = 

Eigenschaften von arc tan  

f (x) = arctan x, D = ¸, W = ]– ; [
Der Gra ph ist di e an y=x gespiegelte Kurv e
von y = tanH x ; er ist symmetr isch zu O:

Grenzwerte: Wegen tanx = +# gilt arctanx = "

Wegen Symmetr ie zu (0|0) gilt arctanx = – "

tanH ist ableitbar in ]– ; [ mit (tanH x)'>0, also ist auch arctan ableitbar in ]–1;1[.

Ableitung: g(x) = tanH (arc tanx) = x
g'(x) = [1 + (tanH(arc tanx))2]·(arc tanx)' = 1
(arc tanx)' = und wegen x = tanH (arc tanx)

Mi t di eser Ableitung haben wir a uch ein neues Grundintegral gefunden: 

Zur Vereinf achung schreiben wir k ünf t ig cos statt  cosH  und tan statt  tanH .

arc tan (–x) = – arc tan x

(arc tan x)' = , x  ‘ ¸ Die arctan-Kurv e steigt echt monoton.

‡  dx = arc tan x + C

3
3 "

3
---

"
6
--- "

6
--- 1

3
-- 3

x1–1

y

–1

1

" /2

WEP
–" /2

ta
n

H
x

y=x

arc tan x

"
2
--- "

2
---

x‹ " /2
lim

x˛ #
lim 1

2
--

x˛– #
lim 1

2
--

"
2
--- "

2
---

1
1 tan H arc xtan( )( )2+
-------------------------------------------------------

1
1 x 2+
---------------

1
1 x 2+
---------------
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Zum Nachdenken

! Integration mit Partialbruch-Zerlegung  

Man kann zeigen, dass sich mit diesen beiden Integralen jede rat ionale Funk t ion integr ie-
ren lässt. Der große Mathemat iker Carl F r iedrich GAUß  (1777 bis 1855) hat bewiesen:

Jedes Polynom ist faktor isierbar mit lin earen Faktoren und
mit quadrat ischen Faktoren, deren Diskr iminante negat iv ist.

Beispiel:

Beim In tegr ieren einer ra t ionalen Funk t ion geht man so vor:
Ist der Zählergrad größer oder gleich dem Nennergrad, dann zerlegt man den Bruch mit
der Polynomdivision in ein Polynom und einen Restbruch, dessen Zählergrad kleiner ist als
der N ennergrad.

f (x) =  = x + 1 + 

‡ f(x) dx = ‡ (x+1) dx + ‡  dx

Im Bruc h  faktor isiert m an den Nenner:  = 

Man zerlegt di esen Bruc h in eine Summe von Teilbrüchen (Part ialbruch-Zerlegung),
deren Nenner die Faktoren des ursprünglichen Nenners sind:

 =  + 

‡  dx = ‡  dx + ‡  dx

= 2‡  dx + ‡  dx + ‡  dx 

= 2ln|x–1| + ln(4x2+1) + ‡  dt

= 2ln|x–1| + ln(4x2+1) + 2arc tant + C

‡  dx = 2ln|x–1| + ln(4x2+1) + 2arc tan2x + C

‡ f(x) dx = x2 + x + 2ln|x–1| + ln(4x2+1) + 2arc tan2x + C

Im Allgemeinen ergibt sich bei solchen Integralen eine Summe aus 
einem Polynom,
Logar ithmustermen mit lin earen und quadrat ischen Arg umenten,
arctan-Termen mit lin earen Arg umenten.

‡  dx = arctan x + C ‡  dx = ln|x| + C

t = 2x dt = 2dx

1
1 x2+
-------------- 1

x
---

4x3 4x2– x 1–+ x 1–( ) 4x2 1+( )=

4x4 9x2 3–+
4x3 4x2– x 1–+
---------------------------------------- 12x2 2–

4x3 4x2– x 1–+
----------------------------------------

12x2 2–
4x3 4x2– x 1–+
----------------------------------------

12x2 2–
4x3 4x2– x 1–+
---------------------------------------- 12x2 2–

4x3 4x2– x 1–+
---------------------------------------- 12x2 2–

x 1–( ) 4x2 1+( )
--------------------------------------

12x2 2–
x 1–( ) 4x2 1+( )

-------------------------------------- 2
x 1–
----------- 4 x 1+( )

4x2 1+
-------------------

12x2 2–
x 1–( ) 4x2 1+( )

-------------------------------------- 2
x 1–
----------- 4 x 1+( )

4x2 1+
-------------------

1
x 1–
----------- 4x

4x2 1+
----------------- 4

4x2 1+
-----------------

1
2
-- 2

t 2 1+
-------------

1
2
--

12x2 2–
x 1–( ) 4x2 1+( )

-------------------------------------- 1
2
--

1
2
-- 1

2
--
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" Algebraische Relationen und implizite Differenziation  

Bis jetzt k ennen wir P olynome mit nur einer Var iable, zum Beispiel p(x) = .
Es gibt aber auch Polynome mit mehr Var iablen; wir beschränk en uns auf solche mit 
2 Var iablen, zum Beispiel p(x,y) = .

Setzt man so ein Polynom gleich 0, dann ergibt sich eine Gleichung mit 2 Unbekannten x
und y:  = 0. Ihre Lösungen (x|y) lassen sich veranschauli chen als Punkte im
Koordinatensystem. Man nennt die Gleichung p(x,y) = 0 eine Relation  von x und y; die
veranschauli chte Lösungsmenge heißt Gra ph der Relat ion.

Manchmal lässt sich die Relat ion auf lösen nach y, im Beispiel:
|y| =  =  = |x–1| .

Dar in sind enthalten die beiden Funk t ionsgleichungen
y = f+(x) = +|x–1|  und
y = f–(x) = –|x–1| .

Die beiden zugehör igen Graphen sind symmetr isch 
zur x-A chse. Die Kurv endiskussion von f+ liefert 
den Teilgraphen G+. Der Gra ph G der Relat ion 
entsteht dann durch achsensymmetr ische Ergänzung.

Manchmal ist es nicht möglich, die Relat ion aufzulösen nach y. 
Man kann sie trotzdem diffe renzieren, wenn man sich vorstellt , 
dass y der Term f (x) einer Funk t ion f ist, die in der Relat ion versteckt ist:

Relat ion  = 0
Ableitung nach x mit K ettenregel = 0.

Diese Art des Ableitens heißt implizites Differenzieren .
(Siehe Kapitel V »Zum Nachdenken«)

Die Waagrechtpunkte f indet man durch Auf lösen nach y': y' = , y ! 0
und anschließendes Nullsetzen: y' =0, also  = 0.
Es ergibt sich x = 1 oder x = –1 mit den y-Wert en y = 0 oder  y = ±2.
Im Punk t (1|0) ist di e Ableitung nicht def iniert,  weil der N enner 2y gleich 0 ist. 
Die beiden Punkte (–1|±2) sind die Waagrechtpunkte der Relat ion.

x3 3x– 2+

x3 3x– 2 y2–+

x3 3x– 2 y2–+

x3 3x– 2+ x 1–( )2 x 2+( ) x 2+

–1 1 x

y

1

f+(x) = |x–1| x+2

x 2+
x 2+

–1 1 x

y

1

f+(x) = |x–1| x+2

f–(x)=–|x–1| x+2

x3–3x+2–y2=0

x3 3x– 2 y2–+
3x2 3– 2y·y'–

3x2 3–
2y

-----------------
3 x2 1–( )
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# Kegelschnitte  

sind Graphen spezieller Relat ionen. In Natur , Technik und Architektur spielen sie eine
große Rolle. Geometr isch entstehen sie beim Schni tt einer Ebene und eines Kreiskegels.

Schnittebene

Ellipse

Standebene

Elli pse

Schnitte
bene

Standebene

Parabel

Sc
hn

itt
eb

en
e

Ta
ng

en
t ia

le
be

ne

Standebene

Tangent ialebene

Schnittebeneist parall el zurTangent ialebene
Parabel

Standebene

Tangent ialebene

Standebene

Schnittebeneist st eiler alsTangent ialebene

Hyperbel

Hyperbel

Hyperbel

Hyperbel

Ta
ng

en
t ia

le
be

ne

Standebene
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Schon vor gut 2000 Jahren hat der gr iechische Mathemat iker APPOLONIOS  (262 bis 190)
gezeigt, dass sich im Wesentli chen 3 Kurv entypen ergeben: Elli pse, Parabel und Hyperbel.

Ellipse

Kreis
Sonderfall der Elli pse

a = b = r
x2 + y2 – r2 = 0 

Parabel

oben offen
ax2 – y = 0, a>0

rechts offen
x – ay2 = 0, a>0

Hyperbel

x2

a2------ + y
2

b2------ 1– 0=

x

y

a
b

x

y

r
r

x

y

x

y

x2

a2------ – y
2

b2------ 1– 0=

x

y

ab

– x
2

a2------ + y
2

b2------ 1– 0=

x

y

ab
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# Reihenentwicklungen  

Die Wert e von Exponent ial- und Logar ithmusfunk t ion lassen sich mit Reihen berechnen.
Ebenso auch die der Tr igonometr ischen Funk t ionen und ihre r Umkehrfunk t ionen. Am ein-
fachsten geht das beim Ark ustangens. Die Formel für di e geometr ische Reihe liefert:

 = für |t| < 1

Integrat ion:  dt = ( ) dt

 arctanx = für |x| % 1.

Eigentli ch müssten jetzt noch Konvergenzbetra chtungen folgen; sie gehören jedoch in die
höhere Mathemat ik.
J.GREGORY (1638 bis 1675) und G.W.LEIBNIZ (1646 bis 1716) haben diese Reihe verwendet,
um "  durch eine unendliche Reihe auszudrücken: "  = 4·arc tan1 = 4( ).
Erstaunli cherweise kannte diese Beziehung schon der indische Mathemat iker MADAHVA

(1340 bis 1425) !
Deutet man das uneigentli che Integral  dx = arctanx = " als Flächeninhalt, so
ist "  Inhalt der Rosafläche im Bil d.

Beim Sinus ist es komplizierter. Man verf ährt zum Be ispiel so:
sinx = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + …… + anxn + …… + an+2xn+2 + …

(sinx)'' = 2·1·  + 3·2· x + … + n(n–1)anxn–2 + … + (n+2)(n+1)an+2xn + … +

Andrerseits gilt  wegen (sinx)'' = –sinx:
(sinx)'' = –a0 – a1x – a2x2 – a3x3 – …… – anxn – …… 

Vergleicht man die Koeff izienten der Gleichungen für (sin x)'', so gilt :

– an = (n+2)(n+1)an+2 — an+2 = an 

Wegen sin0 = 0 ist a0 = a2 = a4 = … a2n = 0.
Wegen cosx = (sinx)' = a1 + 2a2x + 3a3x2 + … und cos0 = 1 gilt:

a1 = 1, a3 = a1 = , a5 = a3 = usw an+2 = 

endlich: sinx = x – x3 + x5 – x7 + … – … für |x| < #

1
1 t 2+
------------- 1 t 2– t 4 t 6 + … – …–+

0

x

" 1
1 t 2+
-------------

0

x

" 1 t 2– t 4 t 6 + … – …–+

x 1
3
--x3 1

5
--x5+– 1

7
--x7 + … – …–

1 1
3
-- 1

5
--+– 1

7
-- + … – …–

0

#

" 1
1 x2+
--------------

x˛ #
lim 1

2
--

–1

y

x1

1

1
1+x2f (x)= –––-

‡–––– dx = "1
1+x2–#

#
=  Kreisf läche

a2 a3

1–
n 1+( ) n 2+( )

---------------------------

1–
2·3
------- 1–

3!
----- 1–

4·5
------- 1

5!
---- 1–( )n 1+

2n 1+( )!
----------------------

1
1!
---- 1

3!
---- 1

5!
---- 1

7!
----
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Aufgaben

¿1 Berechne a) arcsin1 b) arcsin c) arcsin

d) arcsin(–1) e) arcsin(– ) f ) arcsin(– )

2 Berechne a) arcsin0,9093 b) arcsin(–0,9975) c) arcsin0,565
d) arcsin0,1 e) arcsin0,01

¿3 Für w elche x-Wert e gilt :

a) arcsinx = b) arcsinx = c) arcsinx = –0,1109

d) arcsinx = sin e) arcsin  = 0,2014 f ) arcsin(x2) = 0,04

4 Für w elche x-Wert e gilt :

a) arcsinx < b) |arcsinx| & c) arcsin |x| % 0,2014

d) arcsinx % |arcsinx| e) arcsinx > sinx f ) –  < arcsinx < 

¿5 Diskut iere die Funkt ion in Dmax :

a) a(x) = arcsin2x b) b(x) = x – arcsinx c) c(x)=arcsin( x–1)

•6 Diskut iere die Funkt ion in Dmax :
a) a(x) = arcsin b) b(x) = x  + arcsinx

˜7 Diskut iere die Funk t ion in Dmax . Untersuche f auf Diffe renzierbark eit  und 
berechne gegebenenfalls die Kni ckwink el.
a) a(x) = arcsin(sinx) b) b(x) = arcsin(cosx)

c) c(x) = arcsin(tanx) d) d(x)= arcsin

¿8 Berechne a) arccos1 b) arccos c) arccos

d) arccos(–1) e) arccos(– ) f ) arccos(– )

¿9 Berechne a) arctan1 b) arctan c) arctan(–" )
d) arctan10 e) arctan(–4711) f ) arctan0,789

¿10 Für w elche x-Wert e gilt :
a) arccosx = b) arccosx = c) arccos  = 1,0472

d) arccos(x2) = 1,4595 e) arctanx = f ) arctan  = –1

1
2
-- "

6
---

1
2
-- 3 "

3
---

"
3
--- 1

2
--

"
4
--- 1

x
---

"
4
--- "

4
---

"
6
--- "

3
---

1
2
--

1 x2– 1 x2–

2 x
1 x+
-----------

1
2
-- "

6
---

1
2
-- 3 "

3
---

3

"
3
--- 1

2
-- 1

x
---

"
4
--- 1

x
---
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11 Seltsame Verwandtschaften
Bilder zeigen Zusammenhänge zwischen den Ark usfunk t ionen.
Beispiel:

å å

å å

å å

x2 – 1

1

x

1

xx
2  +

 1

1 1

x

x
2  +

 1

x

x2 – 1

1 1

x

x1 – x2

1 – x2

å = arccos– = arcsin ––––– = arctan   x2–1x2–1
x

1
x Bearbeite ebenso:

a)

b) c)

d) e)
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•12 Zeige, dass gilt : a) arccosx =  – arcsinx, x ‘ [– 1;1]

b) arctan  =  – arctanx, x ‘ ¸ +

c) arctan  + arctanx = ?, x ‘ ¸ –

˜13 Für w elche x-Wert e gilt :

a) arccosx = arcsin b) arccot x =  – arctanx

c) arccot x = arctan d) arctanx = arcsin

e) arcsinx = arctan

•14 Diskut iere:

a) a(x) = x – arctanx b) b(x) = arctan(x+1) – arctan(x–1)

c) c(x) = arctan2x – arctan x d) d(x) = 4arc tan x – arctanx

e) e(x) = arctanx2 f ) f (x) = arctan

g) f (x) = arctan

˜15 Diskut iere: a) a(x) = arctan(tanx) b) b(x) = arctan(tanx)2 
c) c(x) = arctan(5tanx) d) d(x) = arctan( tanx)

¿16 Berechne: a)  dx b)  dx c)  dx

¿17 Berechne: a)  dx b)  dx c)  dx

•18 Berechne: a)  dx (Tipp: Zerlege den Integranden in  + )

b)  dx (Tipp: Polynomdivision)

•19 Berechne: a) arcsinx dx b) arccosx dx c) arctanx dx

20 Entscheide, ob das Integral k onvergiert,  und berechne es gegebenenfalls:

a)  dx b)  dx c)  dx

"
2
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1
x
--- "

2
---

1
x
---

1 x2– "
2
---

1
x
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1 x2+
------------------

x
1 x2–

------------------

1
2
-- 1

4
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1
x
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1
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1
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0
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" 1
1 x2–
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" 1
2 2x2–
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0

sin1

" 2 1 x2– 3–
1 x2–
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0

1

" 1
1 x2+
--------------
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3

" 1
1 x2+
--------------

tan 1

0

" 2
3 3x2+
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" 1
x4 x2+
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x2 1+
--------------
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1

" x4 x3– 3x2 x–+
x2 1+

---------------------------------------

1

0

"
1–

1
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0

3

"

0

1

" 1
x3

-------
0

#

" 1
1 x2+
--------------
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#

" 1
1 x2+
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•21 Berechne: a)  dx b)  dx

•22 Bestimme die Menge der Stammfunk t ionen von f. (Df = Dfmax)
a) f (x) = b) f (x) = c) f (x) = 

¿23 f (x) = a) Diskut iere f und zeichne Gf .
b) Berechne den Inh alt der Fl äche zwischen Gf und

der Gerade y=
c) Berechne den Inh alt der Fl äche, die begrenzt ist v on

Gf , der x-A chse und den beiden Asymptoten.

¿24 f (x) = a) Diskut iere f und zeichne Gf .

b) Berechne den Inh alt der Fl äche zwischen Gf und
der Gerade durch die beiden Wendepunkte.

˜25 f (x) =  – arccos a) Bestimme die maximale Def init ionsmenge Df .

b) Bestimme f '(x) und Df ' .
c) Bestimme das Verhalten von f und f ' an den

Grenzen ihre r Def init ionsmengen.
d) Bestimme Extre m- und Wendepunkte, zeichne Gf. 

•¿26 f (x) = arcsin(2x–1) a) Bestimme die maximale Def init ionsmenge Df .
b) Zeige: Gf ist symmetr isch zu (0,5|0).
c) Bestimme f '(x) und Df ' und untersuche das

Verhalten von f ' am Rand von Df ' .
d) Zeichne Gf und bestimme die Wert emenge von f.
e) Bestimme f–1(x).

f ) F(x) = f (t) dt; bestimme ohne zu integr ieren:

DF , Null- un d Extre mstellen von F.

˜27 f (x) = arctan(x + )

a) Bestimme die maximale Def init ionsmenge Df und das Verhalten von f
am Rand von Df .

b) Bestimme f '(x) und Df ' und untersuche das Verhalten von f ' am Rand
von Df ' .

c) Bestimme die Extre mpunkte und zeichne Gf .
d) Begründe, dass f umkehrbar ist,  und bestimme f–1(x).

0

#

" x
1 x4+
--------------
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1

" x
1 x4–
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1
1 2x2+
----------------- 2–

2 3x2+
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1 3x2–
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1
1 x2–
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2
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3 x2+
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XI. Anhang: Vollständige Indukt ion
Wieviel Schni ttpunkte haben 1000 (verschiedene) Geraden höchstens ? 
Wir f angen klein an und probierens aus:

1 Gerade hat höchstens 0 Schnittpunkte.
2 Geraden haben höchstens 1 Schnittpunkt.
3 Geraden haben höchstens 3 Schnittpunkte.
4 Geraden haben höchstens 6 Schnittpunkte.
5 Geraden haben höchstens 10 Schni ttpunkte.

A(2) = 1

1 1

2

3
A(3) = 1+2

2

3

1

4 5 8

A(4) = 3+3 A(5) = 6+4

2

3

1

4 5 6

7

9

10

2 weitere
Schnittpunkte

3 weitere
Schnittpunkte

6

4 weitere
Schnittpunkte



246

BARTH •KRUMBACHER XI.  Anhang: Vollständige Indukt ion     

Das Ganze ist übersichtli ch in einer Tabelle:

und noch übersichtli cher als Veranschauli chung der 
Zahlenpaare (n|A(n)) in e inem Koordinatensystem:
Der K enner vermutet, dass die 5 Punkte 
auf einer Parabel li egen, und setzt an:

A(n) = a·n2 + b·n + c
Für di e ersten 3 Punkte gilt  dann:

0 = a + b + c
1 = 4a + 2b + c
3 = 9a + 3b + c

Diese 3 Gleichungen genügen, um die Koeff izienten 
a, b und c zu berechnen; es ergibt sich a= , b=– , c=0, 
und damit di e Formel:

A(n) = n2 – n = n(n–1)

Die Formel passt auch für 4 un d für 5 Geraden, 
denn A(4) = 6 und A(5) = 10.
Passt sie aber auch für j ede beliebige Anzahl n ? 
Dazu müssen wir e twas weiter ausholen. 
Der i tali enische Mathemat iker Giuseppe PEANO  (1858 bis 1932) hat ein 
berühm tes System von Axi omen formuli ert,  das die Menge ˝ d er natürli chen
Zahlen charak ter isiert:

I 1 ist eine natürli che Zahl.

II Jede natürli che Zahl hat genau einen Nachfolger.

III Der Nachfolger ist ni e 1.

IV Verschiedene Zahlen haben nie den selben Nachfolger.

V Ist L e ine Teilmenge der natürli chen Zahlen mit den Eigenschaften
1. 1 ‘ L
2. k ‘ L, also (k +1) ‘ L
so ist L = ˝.

Zurück zur F rage nach der Allgemeingült igkeit  von A(n) = n(n–1). L sei davon 
die Lösunsmenge. Um zu zeigen, dass A(n) = n(n–1) für alle natürli chen Zahlen n 
gilt , muss man nachweisen: L =˝ . Das 5.Axi om von PEANO  zeigt dazu einen Weg:

Anzahl n der Geraden 1 2 3 4 5

maximale Anzahl A(n) der Schni ttpunkte 0 1 3 6 10

n1

M
ax

im
al

za
hl

 d
er

 S
ch

ni
ttp

un
kt

e
1

6

10

3

A(n)

Anzahl der
Geraden

1
2
-- 1

2
--

1
2
-- 1

2
-- 1

2
--

1
2
--

1
2
--
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1 ‘ L
Beim Vergleich der beiden Seiten von A(n) = n(n–1) sieht man, dass
einerseits die Maximalzahl der Schni ttpunkte A(1) =0 ist,
andrerseits ·1·(1–1) = 0 ist, dass folglich gilt  1‘ L .

k ‘ L — (k + 1) ‘ L

k ‘ L  bedeutet, dass A(k) = k(k –1) r icht ig ist. 

Zu zeigen ist, dass dann auch r icht ig ist: A(k+1) = (k +1)k. 

Die (k+1)-te Gerade liefert h öchstens k neue Schnittpunkte:

A(k+1) = A(k) + k = k(k –1) + k = k(k –1+2) = k(k +1)

Damit ist a uch (k+1)‘ L . 
Es sind also beide Forderungen des 5.Peano-Axioms erfüllt, und es gilt  L =˝ .
Die Formel A(n) = n(n–1) gilt  demnach für j ede natürli che Zahl n, auch für 1000.
1000 Geraden haben somit höchstens A(1000) = ·1000(1000–1) = 499500 
Schni ttpunkte.

Das hier vorgestellte Beweisverfahren heißt vollständige Induktion .
Seine 3 wesentli chen Schr itte:

• Zeige: die Behauptung ist richtig für n =1.
• Schreibe die Behauptung auf für n =k  und für n =k +1.
• Zeige: die Behauptung für n =k +1 folgt aus der Behauptung für n =k .

Beispiel: Potenzen von x, also fn(x) = xn haben die Ableitung f 'n(x) = n·xn–1,  n ‘ ˝

Fall n =1: f1(x) = x1, f '1(x) = 1,  
es ist aber auch 1·x1–1=1, 
also stimmt di e Behauptung für n =1 und x ! 0.
Für n =1 und x=0 gilt  f '1(0)=1;

der Term 1·01–1 ist  zwar nicht def iniert , 
kann aber wegen  = 1 gleich 1 gesetzt werden.

Fall n =k: f k(x) = xk, f 'k(x) = k·xk–1,  

Fall n =k+1: f k+1(x) = xk+1 = x·xk = x·fk(x)

Zu zeigen ist: f 'k+1(x) = (k+1)·xk

nach der Produktregel ist
f 'k+1(x) = (x·f k(x))' = fk(x) + x·f 'k(x) = xk + x· k·x k–1

= xk + k·xk = (k+1)·xk.
Das ist aber gerade die Behauptung für n =k+1, 
und damit ist d er Beweis erbracht.
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Aufgaben (n ‘ ˝ )

Untersuche mit vollständiger In dukt ion, ob die Behauptung r icht ig oder falsch ist;
ist sie falsch, dann gib ein Gegenbeispiel an.

¿1 1 + 2 + 3 + … + n = n(n+1)

¿2 12 + 22 + 32 + … + n2 = n(n+1)(2n+1)

•3 Bernoulli-Ungleichung: (1+x)n & 1+n·x für x & –1

•4 n Geraden in all gemeiner Lage zerlegen die Ebene in

a) (n–1)2 + (n–1) + 2 Teile b) 1 + n(n+1) Teile.

˜5 n Ebenen in all gemeiner Lage zerlegen den dreidimensionalen Raum in

a) 2n Teile b) (n3 + 5n + 6) Teile.

¿6 Eine Menge mit n El ementen hat 2n Teilmengen.

7 1 + x + x2 + x3 + … + xn = für x !  1

•8 Die Summe der 3. Potenzen dreier aufeinander folgender natürli cher 
Zahlen ist t eilbar durc h 9.

•9 Alle Zahlen der Form 4n3 – n sind teilbar durc h 3.

•10 Alle Zahlen der Form n3 – 7n sind teilbar durc h 6.

•11 Alle Zahlen der Form n3 – 2n + 6 sind teilbar durc h 5.

˜12 Alle Zahlen der Form 11n+2 + 122n+1 sind teilbar durc h 133.

•13 n + n2 + n3 ist eine natürli che Zahl.

•14 3n > 3n + 3

•15 2n > n2 

16 Zeige: Für di e Behauptung 
»Für n ‘ ˝  gilt : 2n+1 ist t eilbar durc h 2.«
ist der Schr itt von k auf k+1 beweisbar, 
aber man f indet keine Start zahl.
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2. kosmische Geschwindigkeit 215

Abkühlen 134
Abkühlungsgesetz von Newton 134
Ableitung

der e-Funktion 100
der Exponentialfunktion 99
ln-Funktion 142
von b hoch x 103

Ableitung der Umkehrfunktion 93
Ableitung von Gleichungen 96
Ableitung von Ungleichungen 96
Abnahme

beim Luftdruck 135
der Intensität 133
exponentielle 132

Absorption 133
Additivität des bestimmten Integrals 33
adiabatische Kompression 77
algebraische Relationen 235
Änderungsrate 7, 128
Angleichung der Temperatur 134
Appolonios 237
Arbeit im Schwerefeld 75, 214
Archimedes 6, 22, 36
Areakosinus, hyperbolischer 160
arithmetisches Mittel 168
Arkuskosinus 230
Arkussinus 225
Arkustangens 232
Asymptote 173

bei Wurzelfunktionen 222
der ln-Kurve 142
e-Kurve 101
nicht senkrechte 174
senkrechte 173

asymptotische Kurve 174
asymptotischer Term 175
Ausdrücke

bestimmte 113
mit 0 und 0  113
unbestimmte 113

Axiome des Flächeninhalts 35
Axiome von Peano 245

Basis
Exponentialfuntion 98

Basis der Logarithmusfunktion 147
Basisänderung bei e-Funktion 103
Basiswechsel bei Loagrithmen 147
Beleuchtung 198
Berechnung von ln-Werten 145, 148

Berührkurven
Nachweis 121

Bestand 129
bestimmte Ausdrücke 113
bestimmtes Integral 21, 211

Additivität 33
Definition 27
Linearität 33

binärer Logarithmus 147
Bogenlänge 81
Bogenmaß 225
Bolzano, Bernhard 7
Bruchungleichungen 189, 192

Cauchy, Augustin-Louis 7
Cavalieri 6
Cavalieri, Francesco Bonaventura 36
Computer, Grafische Integration 18
Computer, Konvergenz von Reihen 170
Computer, Simpson-Regel 87
Computer, Streifenmethode 31

Dedekind, Richard 7
Definitionslücke 173
dekadischer Logarithmus 147
Descartes, René 6
Differenziale 7
Differenzialgleichung 123, 129
Differenzieren von Gleichungen 96
Differenzieren von Ungleichungen 96
Differenzieren, implizites 96, 235
Differenzterm 175
Dirichlet-Funktion 28
divergentes Integral 212
doppelt-logarithmisches Papier 166
dualer Logarithmus 147

Effektivwerte beim Wechselstrom 80
e-Funktion 99

Ableitung 100
Anwendungen 128
Basisänderung 103
Definition 100
Eigenschaften 101
Umkehrfunktion 102

einbeschriebene Streifen 22
Eineindeutige Funktion 89
Einheitshyperbel 160
e-Kurve 100

Asymptote 101
Ellipse als Kegelschnitt 237
Ellipse, Flächeninhalt 39
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EllipseFlächeninhalt 39
Empfindung und Reiz 164
Eudoxos 6
Euklid 169
Euler, Leonhard 100, 136
Euler-Zahl 100

Grenzwert 110
Exponentialfunktion

Ableitung 99
andrer Zugang 138
Definition 98
und Polynomfunktion 109

Exponentialkurve 98, 103
charakteristischer Punkt 98

exponentielle Abnahme 132
exponentielle Zunahme 131
exponentielles Wachstum 129

Faktorformel 32
Faktorregel 11
Fakultät 109
Fassregel von Kepler 86
Fechner, Gustav Theodor 164
Fehler, relativer 115
Fermat, Pierre de 6, 36
Fläche zwischen 2 Kurven 64, 68
Fläche zwischen Kurve und x-Achse 63
Flächenbilanz 34, 41
Flächeninhalt 63
Flächeninhalt, Axiome 35
Flächenparadoxon 212
Flächenproblem 6
Flachpunkt

Super-Flachpunkt 127
Fluchtgeschwindigkeit 215
Funktion

eineindeutige 89
hyperbolische 123
injektive 89
innere 93
nicht integrierbar 28
rationale 172
umkehrbare 89
umkehren 90

Funktion, Mittelwert 78

Galilei,Galileo 6
Gasverflüssigung 195
Gauß, Carl Friedrich 234
geometrisches Mittel 168
Glättungseffekt der Integralfunktion 57
Gleichungen, Ableitung 96

Gleichungen, Differenzieren 96
Gleichungen, Integration 96
Grafische Integration 18
grafische Integration 13
Gravitationsgesetz 75
Gregory 238
Grenzen der Integrationsmethoden 218
Grenzwert 7
Grenzwert für Euler-Zahl 110
Grenzwertregeln von de L'Hospital 114
Grundintegral 227, 233
Guldin 81
Guldin-Regel 1 82
Guldin-Regel 2 83

Halbkreis 221
halb-logarithmisches Papier 165, 166
Halbwertdicke 133
Halbwertzeit 130
Harmonielehre 167
harmonische Obertöne 167
harmonische Reihe 167
harmonischen Reihe 170
harmonisches Mittel 168
Hauptsatz 44
Hauptsatz d.Differenzial-&Integralrechnung 44
Hauptsatz und Stetigkeit 51
Hauptwert

des Tangens 232
Hauptwert des Kosinus 230
Hauptwert des Sinus 225
Hörsamkeit eines Raums 134
Hörschwelle 164
Hospital

Grenzwertregeln 114
Hospital, Guillaume François Antoine de L' 114
Hubarbeit 75
Hüllkurve 123
Hyperbel als Kegelschnitt 237
Hyperbolische Funktionen 123
hyperbolischer Areakosinus 160
hyperbolischer Kosinus 123
hyperbolischer Sinus 124

ideales Gas, Zustandgleichung 193
Identität 90, 93, 102, 225, 231, 232
Identität in IR 96
Identität, Anwendungen 103
implizites Differenzieren 96, 235
Induktion, vollständige 244
Infimum 29
infinitesimale Größen 7
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Infinitesimal-Rechnung 7
Injektive Funktion 89
innere Funktion 93
Integral

bestimmtes 21, 211
divergentes 212
konvergentes 212
unbestimmtes 10
uneigentliches 211

Integral- und Stammfunktion 52
Integralfunktion 41
Integralfunktion – Integrand 46
Integralfunktion – Stammfunktion 48
Integralfunktion, Glättungseffekt 57
Integral-Logarithmus 169
Integralzeichen 27
Integrand 10, 27
Integrand – Integralfunktion 46
Integrand ist unstetig 47
Integrandfunktion 10, 41
Integration

grafische 13
mit Partialbruch-Zerlegung 234
partielle 201
Substitutionsregel 205
Typ »Abräumen« 202
Typ »Faktor 1« 202
Typ »Phönix« 203

Integration mit der Umkehrfunktion 95
Integration von (a sin x + b cos x)·ex 112
Integration von Gleichungen 96
Integration von pn(x)·ex 112
Integration von Ungleichungen 96
Integrationsgrenzen 27
Integrationsgrenzen vertauschen 45
Integrationsgrenzen, Substitution 217
Integrationsintervall 27
Integrationsregeln 11
Integrationsrichtung 45, 49
Integrationsvariable 10
Integrationsvariable, Bezeichnung 35
integrierbar 27
Isothermen 193

Kapitalvermehrung 131
Kegel 70
Kegelschnitte 236
Kehrwertkurven 189
Kennzahl 147
Kepler, Fassregel 86
Kepler, Johannes 6
Kettenlinie 123

Kettenregel 93, 94
Kompression, adiabatische 77
konvergentes Integral 212
Konvergenz der Logarithmusreihe 148
Konvergenz von Reihen am Computer 170
Kosinus, Hauptwert 230
Kosinus, hyperbolischer 123
Kreisintegral 227
Kugel 70
Kurve, asymptotische 174
Kurvenloch 173

Lambert-Beer-Gesetz 133
Lautstärke 164
Lebensdauer, mittlere 130
Lehmann 169
Leibniz, Gottfried Wilhelm 7, 27, 43, 238
Licht-Absorption 133
lineare Zunahme 128
Linearität des bestimmten Integrals 33
Linsengleichung 199
Littlewood 169
ln-Funktion 102, 142

Ableitung 142
als Stammfunktion 145

ln-Kurve 102, 142
Asymptote 142

ln-Werte, Berechnung 145, 148
Löcher 173
Logarithmische Papiere 165
Logarithmus

Basis 147
binärer 147
dekadischer 147
dualer 147

Logarithmus, natürlicher 102
Logarithmusfunktion 142
Logarithmusfunk.: Umkehrg. der e-Funktion 102
Luftdruck, Änderung mit der Höhe 135
Luftdruck, mittlerer 135

Madahva 238
Mantisse 147
Mathematica 18, 31, 87, 170
Maxwell 195
Mercator, Nicolaus 148
Mittel

arithmetisches 168
geometrisches 168
harmonisches 168

Mittelwert einer Funktion 78
mittlere Lebensdauer 130
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mittlere Reichweite 133
mittlerer Luftdruck 135

Nachhallzeit 134
natürlicher Logarithmus 102
Neil-Parabel 220
Nennerpolynom 172
Newton 43, 50, 75
Newton, Isaac 7
Newton-Abkühlungsgesetz 134
Newtons Weg zum Hauptsatz 50
n-Fakultät 109
Nicht integrierbare Funktionen 28
Normalfrequenz 164
Numerus 147

obere Schranke 29
Obersumme 23
Obertöne, harmonische 167

Parabel als Kegelschnitt 237
Parallelschaltung von Widerständen 199
Partialbruch-Zerlegung und Integration 234
Peano, Giuseppe 245
Phon 164
Pol 173

2facher 173
v-facher 173

Polynom- und e-Funktion im Unendlichen 111
Polynom- und Exponentialfunktion 109
Polynomdivision 174, 175
Population, Vermehrung 132
Potenzfunktion 220
Potenzsummen 36
Primzahlsatz 169
Problem der Zahlentheorie 169
Proportionalitätskonstante 129

quadratische Zunahme 128

radioaktiver Zerfall 132
rationale Funktion 172
reales Gas, Zustandgleichung 193
Regeln von de L'Hospital 114
Reichweite, mittlere 133
Reihe, harmonische 167
Reihenentwicklungen 238
Reiz und Empfindung 164
Rekursive Berechnung bestimmter Integrale 218
Relation 235
Relationen, algebraische 235
relativer Fehler 115

Riemann, Bernhard 32
Rotationskörper, Volumen 70
Rotationsparaboloid 70, 72
Rutherford, Physiker Ernest 196
Rutherford-Hyperbeln 196
Rutherford-Streuung 198

Satellitenumlauf 199
Schall-Absorption 133
Schalldruck 164
Schar von Stammfunktionen 9
Schranke

obere 29
untere 29

Schuss ins All 214
Schwellenreiz 164
Schwellenwert 164
Sektglas, Volumen 73
Simpson-Regel 86
Simpson-Regel, Computer 87
Sinus, Hauptwert 225
Sinus, hyperbolischer 124
Skewes 169
Spannarbeit 21
Spannarbeit bei Federn 77
spiegeln an y=x 91
Spitzen 220
Stamm- und Integralfunktion 52
Stammfunktion 8, 201
Stammfunktion – Integralfunktion 48
Stammfunktionen, Schar 9
stetige Verzinsung 131
Stetigkeit 7
Stetigkeit und Hauptsatz 51
Streifen

einbeschriebene 22
umbeschriebene 22

Streifenmethode 22, 31
Streuversuche 196
Substitution der Integrationsgrenzen 217
Summenformel 32
Summenregel 11
Super-Flachpunkt 127
Supremum 29

Tangens, Hauptwert 232
Tangentenproblem 6
Technik des Integrierens 201
Teilintervalle 23
Temperatur, Angleichung 134
Temperaturverlauf 79
Term, asymptotischer 175
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Thermogramm 79
Torus 82, 83
transzendente Zahlen 100
Trapezregel 85

umbeschriebene Streifen 22
Umkehrbare Funktion 89
Umkehrfunktion

Ableitung 93
Definition 89

Umkehrfunktion bestimmen 90
Umkehrfunktion der e-Funktion 102
Umkehrfunktion und Integration 95
Umkehrfunktion und Ungleichung 92
unbestimmte Ausdrücke 113
unbestimmtes Integral 10
uneigentliches Integral 211
Ungleichung und Umkehrfunktion 92
Unleichungen, Ableitung 96
Unleichungen, Differenzieren 96
Unleichungen, Integration 96
unstetiger Integrand 47
untere Schranke 29
Untersumme 24

Van-der-Waals-Gleichung 198
Verdopplungszeit 130
Vermehrung einer Population 132
Vertauschen der Integrationsgrenzen 45
Verzinsung, stetige 131
Vielfachheit

von Nullstellen 173
von Polen 173

vollständige Induktion 244
Volumen von Rotationskörpern 70
Vorzeichenwechsel und Pol 174

Waals-Gleichung 193
Wachstum, exponentielles 129
Wallis, John 218
Weber, Ernst Heinrich 164
Weber-Fechner-Gesetz 164
Weg 74
Weierstraß, Karl 7
Wurzelfunktion, asymptotisches Verhalten 222

Zahlentheorie, ein Problem 169
Zählerpolynom 172
Zerfall, radioaktiver 132
Zinseszins 131
Zinsfuß 131

Zunahme
beim Luftdruck 135
exponentielle 131
lineare 128
quadratische 128

Zustandgleichung des idealen Gases 193
Zustandgleichung realer Gase 193
Zwischensumme 32
Zylinder 70
Zylinderscheiben 71


