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Vorwort

Mit der vorliegenden Neuauf lage versuchen wir, die Stark en der friih eren An-
schaulichen Analysis zu wahren und zugleich mit unsern Erf ahrungen der letzten
20 Jahre zu bereichern.

Ziel ist nach wie vor eine moglichst anschauliche Darstellung ohne Verzicht auf
mathematische Exaktheit. Lehrt ext und Ubungen, darunter vi ele Bildaufgaben,
betonen mehr die Einsicht in di e Sachverhalte und weniger die thearetischen und
technischen Details. So wird die Mathematik | eichter zuganglich, ihre Schonheit
schneller spurbar.

— Bei der Integralrechnung haben wir vor allem Wert gelegt auf die Anwendungen
und den Umgang mit Integralen. Die Problematik d es Flacheninhalts und die
Konvergenzprobleme sind in den Hintergrund gertckt. Halb verstandene Lo-
sungen sind schlimmer als offene Fragen !

— Die ldentitat f (f1(x)) = x verwenden wir al s entscheidendes Hilfsmittel beim Ar-
beiten mit U mkehrfunk tionen (Umformung von Gleichungen und Ungleichun-
gen, Ableitungen).

— Nach wie vor bieten wir d en bewahrt en direkten Weg zur e-Funktion an, well
wir sie soihrer Bedeutung entsprechend herausstellen kénnen, sie alsonicht als
bloResAnhangse der In-Funk tion betra chten.

Der didaktische Trick von Felix Kl ein ist aber als Gegenstlick angeboten,
um dem Lehrplan Genlige zu tun.

— Bei der Technik des Integrierens sdhlagen wir tbe rsichtli che und leicht nach-
vollziehbare Schemata vor, um dem Schuler die Arbeit zu erleichtern.

Im »Nachdenken« finden sich spannende Ausblicke und Anregungen zu tiefer
gehender Beschaftigung, zum Beispiel in Facharbeiten.

Die Fille von Anwendungsbeispielen und Aufgaben zeigt die Bedeutung der
Mathematik auch in andern Diszi plinen.

In 5 Zusétzen »Conputer-Einsatz«fihren wir dem Leser vor, wie der Rechner als
Hilfsmittel dient. Wir v erwenden die Software »Mathematica«,eines der méachtig-
sten Werkzeuge fur M athematik am Computer.

Symbole vor den Aufgaben-Nummern k ennzeichnen den Typ:

zur Ub ung sehr empfohlen

schwierig
~ schwieriger

9 sehr schwierig

Friedrich Barth Gert Krum bacher
Munchen 2000
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|. Stammfunk tion

1.Blick zuriick und Definition

Bisher haben wir uns besdéftigt mit einem der wichtigsten
Probleme in der Geschichte der M athematik, dem
Tangentenproblem : Wie findet man in einem Kurvenpunkt
die Tangente?

Die Griechen behandelten das Tangentenproblem blof3 kon-
struk tiv, und das nur bei Tangenten von Kreisen und Kegel-
schnitten.

René DESCARTES (1596 bis 1650) hielt das Tangentenproblem
fur eines der nitzlichsten und allgemeinsten Probleme der Ma-
thematik.

Auch Galileo GALILEI (1564 bis 1642) und Pierre de FERMAT
(1601 bis 1665) erkannten Anfang des 17. Jahrhunderts die Be-
deutung diesesProblems und fanden Losungen fur Sonderfalle.
GALILEl kam von der Physik; er war durchdrungen von der
Vorstellung, dass das »Buch der Natur« in mathematischer
Sprache gesdirieben sa. Damit fand er die grundlegenden Be-
wegungsgese ze der Mechanik und nahm so den Ableitungsbe-
griff vorweg. Sein Zeitgenosse FERMAT befasste sich intensiv
mit Tangente und Ableitung bei Kurven. Er hatte ndmlich einen
Weg entdeckt, mit dem sich Extre mpunkte von Polynomkurven
finden lielBen. Das Verfahren, nach dem wir im Band »Analysis
Anschaulich 1« vorgegangen sind, folgt seinen Gedanken.

Neben der Tangentenfrage besdaftigte die Mathematiker ein
weiteres, nicht minder wichtiges Thema:

das Flachenproblem : Wie bestimmt man den Inhalt einer
Flache, die von einer Kurve begrenzt ist ?

Auch hier waren eswieder die Griechen, die Pionierarbeit gelei-
stet haben. So hat ARCHIMEDES (287 bis 212 v.Chr.) den Fla-
cheninhalt von Kreis und Parabelsegmenten berechnet. Sein
Weg beruhte auf dem Exhaustionsverfahren (Ausschopfung)
von Euboxos (408 bis 355 v.Chr.). Dieser hatte den damals ja
noch nicht vorhandenen Grenzwertbegriff so raff iniert umgan-
gen, dass sich viele seiner Nachfolger von der Komplizierth eit
seiner Rechentechnik abgesdireckt fihlten und sich mit weni-
ger prazisen Verfahren und Begriffen zufrieden gaben.

Auch Bonaventura CAVALIERI (1598 bis 1647) und Johannes
KEPLER (1571 bis 1630) fanden erstaunliche Losungen zu Fla-
chen- und Volumenproblemen.

KEPLER
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Bis zur Mitte des 17. Jahrhunderts war die Analysis eine Ansammlung von Einzel-
problemen, deren jedes seine eigene mehr oder weniger komplizierte Losung hatte.
Erst den Bahnbrechern NEwWTON und LEIBNIZ blieb esvorbehalten, die vielen Ein-
zelabhandlungen in einer neuen grol3en Theorie zusammenzufassen.

Isaac NEWTON (1642 bis 1727) kam wie GALILIEI von der Me-
chanik. Er entwi ckelte die »Fluxionsrechnung«.In ihr untersuch-
te er GroRen, die »Fluenten«,und ihre Anderungsrate, die »Flux-
ionen«. Soist die Geschwindigkeit die Anderungsrate des Wegs
mit der Zeit. DieseAnderungsrate kennen wir heute alsAbleitung
desWegsnach der Zeit. Geometr isch steht dahinter das Tangen-
tenproblem. 1666 fand er einen Uberra schenden Zusammenhang
zwischen dem Tangenten- und dem Flachenproblem: Beide erwi e-
sen sich als die 2 Seiten einer Medaille im »Hauptsatz der Diffe-
renzial- und Integral-Rechnung«.Die Theorie des»Calculus«,der
Differenzial- und Integral-Rechnung also, war geboren.

Gottfr ied Wilhelm LEIBNIZ (1646 bis 1716) arbeitete zur selben
Zeit, aber unabhangig von Newton, an den selben Fragen. An-
ders als Newton war er mehr von Geometr ie und Ar ithmetik ge-
pragt. Die Erfindung einer Symbolik erleichterte ihm das
Entdecken und Beweisen von Satzen der Diffe renzial- und Inte-
gral-Rechnung. Um 1675 fand auch er den Hauptsatz der Diffe-
renzial- und Integralrechnung. Er arbeitete mit unendlich
kleinen Grol3en, was ihm viele Zeitgenossen als unverstandlich
ankreideten. Er nannte diese Gro3en »Differenziale«oder »infi-
nitesimale« Grof3en; daher stammt auch der Begriff »Infinitesi-
mal-Rechnung« fur di e Differenzial- und Integral-Rechnung.

Beiden Meistern fehlte die heute Ubliche begriff liche Scharfe,
well ein entscheidender Begriff noch nicht bekannt war: der
Grenzwert. Deshalb war die Inf initesimalrechnungin den folgen-
den 150 Jahren der Kr itik scharfsinni ger Theoretiker ausgese zt.
Andrerseits arbeiteten viele Mathematik er ganz unbefan-gen mit
den neuen Techniken und fanden spektakulére Erg ebnisse.

Erst im 19. Jahrhundert gelingt die logisch saubere Grundle-
gung. Herausragende Leistungen stammen von:

Bernhard BoLzano (1781 bis 1841), béhmischer Pr iester,
formuliert 1817 d en Begriff d er Stetigkeit

Augustin-Louis CAUCHY (1789 bis 1857) prazisiert 1821 den
Grenzwert

Karl WEIERSTRAR (1815 bis 1897) und Richard DEDEKIND

(1831 bis 1916) besdreiben die Menge der reellen Zahlen und

festigen damit die Grundlagen der Analysis so, wie wir sie heute

kennen. CAUCHY
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NEWTON und LEIBNIZ stellten oft fest, dass sie beim Losen geometrischer oder
physikalischer Aufgaben eine Funktion aus ihrer (bekannten) Ableitung rekon-
strui eren mussten. Weil diesa Vorgang die Umkehrung der Diffe renziation ist,
nannten sie ihn Antidifferenziation.

Eines ihrer Beispiele hatte so aissehen kénnen:

Die Gesdwindigkeit v eines Korpers sel abhangig von der Zeit: v=f(t) =3t.
Welchen Weg legt der K orper zwischen t; =2 und t,=4 zurtick ?

Bei Beispielen aus der Physik rechnen wir der Einfachheit halber nur mit den
Mal3zahlen der Grol3en.

In heutiger Sprechweise wiirde man die Lésung so finden:

Die Gesdwindigkeitsfunk tion f ist die Ableitung der Zeit-Ort-Funk tion F.

Es gilt F'(t) =f(t).

Gesudt ist eine Funktion F mit F'(t) =3t.

Wegen der Ableitungsregeln kdnnen wir einen Term F(t) e rraten: F(t) :gtz.

Der zuriic kgelegte Weg liegt zwischen den Ort en F(4) =24 und F(2) =6,

hat also die Lange F(4)—-F(2)=18.

Man hatte ebenso den Term F 15(t) :gt2+ 13 erraten kénnen,

denn auch hier gilt F’5(t) =3t.

Doch auf die Weglange hat das keinen Einf luss:

F5(4) — F15(2) = (24+13) — (6+13) = 18

Definition: Eine Funktion F heil3st Stammfunktion der Funk tion f
auf einem Intervall I, wenn fir alle x aus | gilt:
fist di e Ableitung von F, das heil3t f(x) = F'(x) furx‘I.

Ist di e Definitionsmenge kein Intervall, so wird's schwieriger — siehe Nachdenken 1.
Sohat die Funktion f mit f(x)=3x fur x', im Beispiel oben Stammfunk tionen mit

den Termen Fo(x) = 5x2
Fia(x) =5x2+13

Einen tieferen Einblick in d en Zusammenhang zwischen einer Funk tion f und ih-
ren Stammfunk tionen gibt das

Beispiel: f(x) = —x2 +4x -3, | =D =,
Durch Probieren findet man mit den Ableitungsregeln
Fo(X) = —%x3+2x2—3x

Weil die Ableitung einer K onstante gleich 0 ist, findet man durch Addie-
ren von Konstanten leicht weitere Stammfunk tionen. Wir unterscheiden
ihre Terme, indem wir die Konstante zugleich als Index von F verwenden

Fi(x) = 5x3+2x2-3x+1
F_ () = —5x3+2x2-3x~,/2

F1642(X) = —5x3+2x2-3x +1642
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Die Stammfunk tionen einer Funk tion f bilden eine Schar F - mit
Fo(X) =Fy(x) + C. Die Terme F(x) entstehen aus Fy(x) durch Addition
der Konstante C, die zugehdrigen Scharkurven entstehen aus dem
Graphen von F durch Verschiebung um C in y-Ri chtung.

Beim Verschieben in y-Richtung bleibt die Richtung der Tangente an
der Stelle a gleich; deshalb stimmen die Ableitungen in a tberein.

10
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Das Addieren von Konstanten ist ein Verfahren, um aus einer Stammfunk tion F,
weitere Stammfunk tionen F- zu erzeugen. Tatsachlich findet man soalle
Stammfunk tionen.

Ist D ; ein Intervall und gilt F'(x) = f(x) fur x ‘ D¢, so hat dort jede
Stammfunktion G von f den Term GX)=Fx)+C mit C*, .
Begrundung: Ist H eine beliebige Stammfunk tion von f auf D¢,

dann gilt fr d mit d(x) = H(x) — F(x)

d'(x) = H'(X) — F'(x) = f(x) — f(x) = 0.

Well die Differenzfunktion d die Ableitung O hat,

ist sie konstant d(x) = C und es gilt H(x) = F(x) + C.

2.Unbestimmtes Integral

Seit LEIBNIZ ist es Ublich, den Satz »f hat die Stammfunk tion F«
symbolisch zu schreiben als 1f (x) dx = F(x).

Weil mit F(x) auch F(x) +C Term einer Stammfunk tion ist,

schreibt man meist $f(x)dx = F(x) + C.

Diese Sdireibweise bedeutet:

Die rechte Sdte F(x)+C ist Term einer beliebigen Stammfunk tion von f.
Das Symbol 1f(x) dx nennt man unbestimmtes Integral von f.

Auch das Integralzeichen ¥ stammt von Leibniz, es ist ein stilisiertes S
Zwischen 1 und dx steht der Term f (x), er heil3t Integrand

Die Funktion f heif3t Integrandfunktion

Das Symbol dx ist ein Hin weis auf die Integrationsvariable X.

In der Mathematik handhabt man die Begriffe »Stammfunk tion«und »unbestimm-
tes Integral« nicht einheitlich. Manche verstehen sie gleichbedeutend, andre ver-
stehen unter dem unbestimmten Integral die Menge aller Stammfunk tionen.

Im vorigen Beispiel haben wir (durc h Probieren) die Differenziation rickgangig
gemacht, um eine Stammfunk tion zu finden. In diesem Sinn ist di e unbestimmte
Integration die Umkehrun g der Diffe renziation und es gilt

(Ffx)dx)'=f(x) und Ff'(X)dx="f(x)+C
oder in der Schreibweise von LEIBNIZ

d _ d _

i tf(x) dx = f(x) und 5(f(x) dx =f(x) + C.

Deswegen liefert j ede Ableitun gsformel sofort eine Formel firs unbestimmte
Integral.

11
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Die wichtigste Formel gibt das unbestimmte Integral f Gr Potenzen von x an

I

N dx = n—ilx”+1+C n und n! -1

Begriin dung %ﬂﬁx””% =x",n‘ " \{- 1}

Die Formel gilt fur alle ganzen Zahlen n aul3er n =—1. Es gibt keine x-Potenz mit
der Ableitung 1/x, aber wir w erden spater das unbestimmte Integral 1/x dx noch
untersuchen. Die Formel gilt sogar, wenn der Exponent ein Bruc h oder eine belie-
bige reelle Zahl (! —1) ist.

Sonderfalle radx =ax+C Begrindung (ax)'=a
nd -_1 . %l& _ 1
N dx = X+C Begrindung 3 = 2
n /X dx =2,/x3+C Begriindun % 3& =[x
3 9 9 5V
nl — .. -1
= dx =2./x+C Begriindung  (2./x) =

Auch einfache trigonometrische Terme lassen sich integrieren

fcexdx=sinx+C Begriindung (sinx)' = cosx

¥ sinx dx = —cosx + C | Begrindung (—cosx)' = sinx

Ahnli ch Gberlegt man sich die einfachsten Integrationsregeln
Sind F und G Stammfunk tionen von f und g, dann gilt

Faktorregel ta-f(x) dx = aff(x) dx = a-F(x) + C fura‘ {0}

Begrindung (a-F(x))' = a-F'(x) = a-f(x)
also T a-f(x) dx = aF(x) + C = a(F(x) + C*) = atf(x) dx

Summenregel F(F(X) +g(x)) dx =Ff(x) dx + Fg(x) dx =F(x) + G(x) +C

Begrindung (F(x) + G(x)) =f(x) + g(x) oder auch
T (f) + 9(x)) dx = F(x) + G(x) + C = (F(x) + C) + (G(x) + &) =
= {x) dx + £ g(x) dx

12
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Zum Nachdenken
I Warum Stammfunktion auf einem Intervall ?

Unsere Definition der Stammfunk tion legt ein Intervall als Bereich fur die x-Werte
zugrunde. Wéare dem nicht so, dann musste man in jedem getre nnt liegenden Teilintervall
eine eigene Integrationskonstante verwenden, um alle méglichen Stammfunk tionen zu
erfassen.
I X
Beispiel: f(x) = % D=\ {0}
Eine Stammfunk tion ist F(x) = |x|, D¢ = Dy .

Die Schar mitdem Term F(x) = || + C enthalt zwar unendlich viele
Stammfunk tionen, aber langst noch nicht alle, denn F* m it

wror _ )X fur x<0
F*(x) = (x+1 fur x>0

ist eine Stammfunk tion von f, aber nichtin der Schar F .
Das liegt daran, dass Dy nicht ein Intervall ist, sondern aus 2 getre nnten Inter-
vallen , Tund , ~besteht. In jedem Intervall kénnen wir eine Schar von Stamm-

funk tionen bilden unabhéngig vom andern Intervall.

Besteht der zugrunde gelegte x-Bereich aus mehreren getrennten Intervallen,
dann ist eine Fallunterscheidung nétig —was eine weitere Bearbeitung recht mih-

sam machen kann.

13
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Das unbestimmte Integral als Menge von Stammfunktionen

Beim Umgang mit dem Symbol 3f(x) dx muss man aufpassen:

Aus F(x)dx = F{(x) und #(x)dx = F5(x) folgt nur F;'(x) = Fy(x), nicht aber Fq(x)=F»(x).
Denn $f(x) dx bedeutet eine beliebige Stammfunk tion; das kommt zum Ausdruck in d er
additiven Konstante C* | .

Durchlauft C alle moglichen Wert e, dann entsteht die Menge aller mdglichen Stammfunk-
tionen. Deshalb verstehen manche Autoren unter $f(x)dx nicht eine beliebige Stammfunk-
tion, sondern die Menge aller Stammfunk tionen. Eine sdche Deutung macht das Arbeiten
mit $f(x) dx etwas schwerfallig. Deswegen verwenden wir di e erste Deutung.

# Konstanter Faktor 0

Die Integrationsregel fa-f(x)dx =a-f#(x)dx gilt nurfira! 0. Ist a=0, so egibt sich

links  $0-f(x)dx =310dx=C, C*,

rechts 0-#FH(x)dx =0-(F(x)+C) =0

Links steht alsoeine beliebige Stammfunk tion, rechts nur die spezielle Stammfunk tion mit
dem Term O.

$ Woher kommt C ?

In der Begrindung auf Seite 8 steht:

»Weil di e Differenzfunktion d die Ableitung O hat, ist sie konstant.«

Dies klingt zwar selbstverstandlich, muss aber bewiesen werden.

Das geht mit dem Mittelwertsatz: Liegen x4 und x, im Intervall I, dann ist nach dem

d(xp) —d(x4)
X2—X1

an einer »mittleren« Stelle x,,, zwischen x; und x,. Nach Voraussetzung gilt d'(x,,)=0

und damit gilt nach dem Mittelwertsatz d(x;)—d(x,)=0, also d(x;)=d(x5,).

Weil x ; und x, beliebig aus dem Intervall | gewahlt sind, ist d auf | k onstant.

Mittelwertsatz die Sekantensteigung gleich der Tangentensteigung d'(X,,,)

% Grafische Integration

Was machen wir, wenn uns von einer Funk tion f keine Stammfunk tion bekannt ist ? Prak-
tiker weichen dann auf Naherungslosungen aus. Ein mogliches Naherun gsverfahren ermit-
telt einen Naherun gsgraphen und heil3t deshalb grafische Integration

Von der Funk tion f mit f (x)=1/x, x>0 kennen wir k eine Stammfunk tion. Deshalb versu-
chen wir, den Graphen G einer Stammfunk tion F naherungsweise zu konstrui eren.

Als Beispiel suchen wir d en Graphen, der durc h den Punkt P(1|0) geht. Wir erinnern uns
daran, dass f(x) die Steigung der Tangente von G im Punk t (x|F(x)) ist. Wir ersetzen ein
Stuickchen des Graphen G in P(1]0) durc h eine Strecke, deren Steigung f(1) ist. Macht
man das entsprechend fir andre Punkte, so e gibt sich ein Streckenzug, der G angena-
hert wi edergibt —und zwar um so besse, je klirzer die Strecken sind, je kleiner also die
Schrittweite auf der x-A chse ist.

14
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1

D

Aufgaben
Berechne a) 1 xdx b) 1> dx c) 1 6xdx

d) ¥ (€+1) dx e) ¥5dx f) +dx

g) ¥ 0dx h) 0f dx ) (3¥—-2x+1) dx

) f(cox—sinx)dx k) $2/x dx ) +—2./x dx

m) £ X1 gy ny $ XL gy gy 4 3x=1 gy

x2 x2 JX

Berechne den Term der Stammfunk tion von f, deren Graph durch P geht.
a) f(x)= %x P(-2|4) b) f(x) = x2-2x-1 P(3]-2)
c) fx)=cosx+1 PC|") d) f(x)=0 P(2000|2000)
f(x)=2x-2

Berechne die Terme der Stammfunk tionen von f, fur die gilt

a) alle Funktionswerte sind positiv

b) an einer Nullstelle ist die Steigung gleich 2

c) Gg beruhrt G ;

f(x) =—x2+4x -3

Berechne die Terme der Stammfunk tionen von f, fur die gilt

a) der Tiefpunkt hat die Ordinate 2

b) der Graph berthrt di e x-Achse

c) der Wendepunkt liegt auf der Wink elhalbierenden des 1.Quadranten

Zeige die Richtigkeit von

a) ¥ (@—x)dx =3Ix3-2x2+C b) +.x dx=%/x3+C

c) i% dx=-2+C d) ¥ (sinx)? dx = 2(x — sinx cosx) + C
X

e) 1 (cox)? dx =1(x + sinx cosx) + C f) ¥ 2X = dx=-/a2-x2 +C
a-—Xx

Welcher Zusammenhang besteht zwischen C; und C,?
t (sinx)2 dx = %(x — sinx cosx) + C;

t (sinx)2 dx = %x + Lll(sinx — cosx)? + C,

f(x) = (x-2)/x+1

Berechne f'(x) und vereinfache das Ergebnis; bestimme damit + —2X— dx.

JX+1

16
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"8

10

12

"13

"14

f(x) = (cosx)® Berechne f'(x) und schreibe das Ergebnis so, dass rur
Potenzen von sinx vork ommen; bestimme damit £(sinx)3 dx.

Gegeben sind die Terme i (X) bis n,(x). Bestimme die Schart erme | ,(x) bis
N (x) der zugehorigen Stammfunk tionen.

i (X) = %xf*—gxz i) = 12x(x—s)?
k(X) = 10x?(3x? — 2tx + 3) l (X) = 4x(x? — 3kx + k% — 4)
m_(X) = 4x(x? — 3ax + 3a?x — 12) N, (X) = x(8k3x2 — 216k2x + 2k + 72)
Berechne a) f &xdx b) f&xda c) fax?dx
d) I ax?dt e) dx f) ¥d

g) f(ax+a+1) dx h) f(ax+a+1) da ) f(ax+a+1) dt

Berechne das Integral. Welche Einschrank ungen fir n* ~ sin d nétig ?
a) Ixldx b) Fx1dx c) I x"dx

d) I x"dx e) Ix"dx f) Fx@-1dx
Berechne a) 1 [x]dx, x!0 b) ¥sqxdx, x!'0

Bestimme fur die Sdrittweite ax den Naherungsgraphen einer Stamm-
funk tion von f durc h Punkt P. (Integration nach rechts!)
Zeichne auch die exakten Graphen (fur ¢) und d) siehe Aufgabe "12 b) ).

a) f(x)=x-2 ox =1 P(0]1) 5 Schritte
b) f(X)=x-2 ax = 0,5 P(0|1) 10 Schritte
c) f(x)=3 +2.sgn(x-1) ox = 1 P(0[0) 3 Schritte
d) f(x) =3 +2-sgn(x-1) ox = 2 P(0|0) 5 Schritte

Bestimme fur die Schrittweite ax zum gezeichneten Graphen G; den Néahe-
rungsgraphen einer Stammfunk tion durch Punkt P(0]-1).
a) ox=1 b) ax=0,5

17
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*15 Bestimme fur die Sdirittweite ax =1 zum gezeichneten Graphen G; den
Naherungsgraphen einer Stammfunk tion durch Punkt P(0,5]-2).

¢16 f(x) = —=:x3-2x2

a)

b)

Bestimme von G;:

Ort und Art d er Waagrecht- und Flachpunkte,
Tangente im Flachpunkt.

Zeichne Tangente und Polynomkurve G;.
(KOSY: -9<x<4 -10<y<10)

Bestimme die Schar F der Stammfunk tionen und speziell von F:
Ort und Art d er Waagrecht- und Flachpunkte,

Tangenten in den Achsen- und Flachpunkten.

Zeichne die Polynomkurv e GFo'

Fur w elche Wert e von C:
bertuhrt G Fe die x-Achse,

liegen die Flachpunkte auf der x-A chse,
ist die Gerade y = —2x Tangente von GFC?

Bestimme von G;. alle marka nten Punkte und zeichne G;. .
Welcher graf ischer Zusammenhang besteht zwischen G;. und F¢ ?

Berechne die Sahnittstellen (exakt!) von G; und Gg
und die Ordinaten(N&herungswerte) der Schnittpunkte.
Was bedeuten diese Ordinaten anschaulich fur G FO?

18
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Computer-Einsatz: Gafische Integration

Die grafiscke Integration ist ein gefurdenes Fessen fir ComputdBei geeigneter Sdtware urd Po-
grammerurg liefern Recher auf Kiopfdruck Naherurgskurven von bedbiger Geauigkeit — und das
oberdrein fur Integranden, fur die wir keine Stammfunktin kenren —

wie zum Beisil fur f(x) = 2.

Um diese Funkbin soll es min gehen. Wir g¢ben vor: @n »StartPunkt« P(0]0),

durch den die argenélerten Stammfunktins-Kurven laufen sollen, whdie Schrittweite »Xschritt«.
Xschritt mal »Schrittahl« ist dann das Integrations-Intervall 1.

In | darf keine senkechte Asymptote von f legen, wohl aber sid Stellen erlaubt,

in denen f erdliche Sprige mach (Locher, Unstetigkeits-Stellen).

Der »Xwert« von P istelurtere Genze @s Integrations-Intervalls

Die rechrerische Abweklurg konrte in »Mathematica« so aussedm wie im Kasten unen:
Dee 1. £ile ist das Eigargstor, es liefert dem Mdul alle n6tigen Rarameter.

Die 10 lokalen \ariablen sirl dahinter in Schweifklamern aufelistet (2. Zile).

Die 5 fett gedruckten £ilen erthalten die Reckrarbeit.

Die Hauptarbeit, cas Areinander-Hamen der Stegungs-\éktoren, erledgt »FoldList«.
Die letzten 6 2ilen sogen firs Bild auf @m Mnitor. Es ist bewusst scldit gehalten,
denn mit den gafiscten Arspricten waclst der Pogammer-Aufward erorm —

und das wude ablenlen vom her gesteckten Al.

Auf der néclsten Seite fidlen sich die spartanisca Darstellug der Integranden-Kurve urd
4 argenalerten Stammfunktins-Kurven. Xschritt ral Schrittzhl ist einkeitlich gewahlt als 4.

flx_]=2"(~x"2); StartPunkt={0.,0.}; Xschritt=1/4; Schrittahl=16; (* Parameterwahl *)

Gafisclelntegration[f, StartPunkt, Xschritt, Schrit&hl]; (* Aufruf von »Gaffischelntegration«*)

Gafisclelntegration[f_Symbol, {Xstart_Real, Ystart Real}, XschriturblerQ, Schritéhl_Integer?@sitive]:=
Module[{dx=Abs[Xschritt]//N, Xstellen, Stgurgen, \ektoren, StartEck Eclen, Xmin, Xmax, Ymin, Ymax},

Xstellen = Table[Xstart+N*dx, {N,0,SchrittZahl}];

Steigungen = f[Xstellen];

\Vektoren = Table[{dx, Steigungen[[k]]*dx}, {k, 1, Schrittz ahl}];
StartEcle = {Xstart,Ystart} — 0.5*Vektoren[[1]];

Eclen = FoldList[Plus, StartEcle, Vektoren];

Xmin=Min[0, Min[lp[#[[1]]&, Eclen]]]; Xnmax=Nx[0,Max[Map[#[[1]]&, Eclen]]];
Ymin=Min[0, Min[elp[#[[2]]&, Ecken]]]; Ymax=Nax[0,Max[Map[#[[2]]&, Ecken]]];
ListPlot[Eckn, Plotbined->Tug AxesOigin->{0,0},
Axes->Tueg AxesLabel->{x,y}, PlotRae->{{Xmin,Xrax}, {Ymin,Yrax}},
PlotLabel->"Schrittéite = "<>BStrirg[dx]<>"\n SchrittZahl = "<>®Strirg[Schrittzahl],
ImageSize->{300,300}
]
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BARTH *KRUMBACHER II. Bestimmtesintegral Allgemeines

Il. Bestimmtes Integral

1.Allgemeines

Die Berechnung des Inhalts krummra ndiger Flachenstiicke ist ein zentral esThe-
ma der Analysis. Beispiele fur Fl achenstiicke, die begrenzt sind von einer Kurve,
der x-A chse und 2 Ordin aten (Strecken senkrecht zur x-A chse):

In der Geometr ie ist man von Haus aus an sdchen Flacheninhalten interessiert —
aber auch Praktiker sind oft darauf angewiesen, wenn sie Losungen ihrer
nicht-geometr ischen Probleme suchen.
Produkte wie: Recdhteckflache = Lange - Breite

Prismavolumen = Grundflache - Hohe

Arbeit Kraf t - Weg

Weg Gesdwindigkeit - Zeit
lassen sich als Rechteckf lachen deuten. Veranschaulicht man die Faktoren als Ko-
ordinaten x und y, dann ist auch jeder Flacheninhalt des Rechtecks mit den Seiten
x undy ein Mal3 fur die Grol3e, die man mit diesem Produkt ausdriickt.
Gewohnlich hangt der eine Faktor (Kraft, Geschwindigkeit ...) ab vom andern
(Wegq, Zeit ...). Ist diese Abhangigkeit affin, dann findet man den Flacheninhalt
bequem mit den Formeln firs Rechteck, Dreieck oder Trapez.

Beispiel: Spannarbeit bei einer vorgespannten, elastischen Feder

Eine elastische Feder der Harte D ist auf
die LA&nge a vorgespannt. Um sie ein
Stuck os auf die Lange b zu dehnen, ist
Spannarbeit W nétig. Diese Arbeit W er-
scheint im s-FDiagramm als Flachenin-
halt eines Trapezes

Daflr gibt es @ne Formel:

W= (D-a+D-b)jass= D(a+ b)(b-a)

W= D(b2- a?)

Meistens aber ist der obere Flachenrand keine Gerade.
Dann hilf t die Integralrechnung weiter.
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2.Streifenmeth ode und Definition

Als einem der Ersten ist es ARCHIMEDES gelungen, Inhalte krummra ndiger Fla-
chenstlicke zu bestimmen. Seine Idee ist so einfach wie genial: Das Flachenstlick
wird durch Vielecke angenéhert. Die eine Vielecksorte liegt immer innerhalb des
Flachenstlcks (einbesdirieben), die andere immer aul3erhalb (umbesdirieben). Im
Gegensatz zu krummra ndigen Flachen lassen sich Vielecke so wéhlen, dass man
ihre Inhalte berechnen kann. Bei Vermehrung der Ecken kommen sich die ein-
und umbesdiriebenen Vielecke in Form und Inhalt immer naher. Gelingt es, deren
Flachenunterschied beliebig klein zu machen, so hat man den gesuchten Flachen-
inhalt bestimmt. Berlhmtestes Beispiel ist die

Kreismessung durch regelmafiige V lelecke

einbesdriebenes 7-Eck Kreis umbesdriebenes 7-Eck

F inneres | FauBeres
Vieleck Vieleck

|:inneres Vieleck < FKre is < FéuBeres Vieleck

Streifenmethode

Bei Graphen hat sich die Streifenmethode bewahrt. Hier bestehen die Vielecke
aus rechteckigen Streifen — und deren Flacheninhalt ist | eicht bestimmbar.
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Dazu ein einfaches Beispiel.

Flachenstick: Die Flache ist berandet von

der N ormalparabel,
der x-A chse und
der Ordin ate bd x =a.

Punkte der x-A chse
mit den Abszissen

Untert eilung:

0=Xy <X <Xy <...<X, =
untert eilen das Intervall [0 ;a]

Il. Bestimmtesintegral Streifenmethode und Definition

F="7

a

in n Teilintervalle. Meist untert eilt man gleichmaRig;
jedesTeilintervall hat dann die Lange @/,,.

Obersumme (umbesdiriebene Streifen)

Uber jedem Teilintervall steht ein mog-
lichst niedriger Streifen, Gber dem aber
kein Graphenpunkt liegt. Weil die Funk-
tion monoton steigt, ist die jewellige
Streifenhohe gleich dem Funktionswert
am rechten Streifenrand.

Zum Beispiel liegt der rechte Rand des
6.Streifens bei xg = 6- . Die Hbhe des
6.Streifens ist also f(xg) = (6- )2
Allgemein liegt der rechte Rand des k-
ten Streifens bel x, =k- . Die Hohe des
k-ten Streifens ist f (x,) = (k- )2.

Der k-te Streifen hat den Flacheninhalt

fx) = (k- )2=k=( )3

Die Summe der Fl acheninhalte der n um besdcriebenen Streifen
bildet eine »Obersumme O, «

1. Streifen
f(Xy)
12:( ¥
()(12+22

O, +

+

2. Streifen n. Streifen

f(x) + ...+ -f(Xp)

22.( )3+ ...+n2( )3
+ ...+ )

Fur di e Summe der Quadrate von 1 bis n gibt es eane Formel:
n(n+1)(2n+1). Zum Beweis siehe Aufgabe 2 im »Anhang«.
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Il. Bestimmtesintegral Streifenmethode und Definition

Damit vereinfacht sich die Obersumme zu
O, = (ﬁ)&%n(n +1)(2n+1) = %a3(1+%)(2+%)

Im Fall a="/g und n=7 (Bild oben) ergibt sich O, = 22

Untersumme (einbesdriebene Streifen)

128"

Uber jedem Teilintervall steht ein mog-
lichst hoher Streifen, der ganz im Innern
der Flache liegt. Weil die Funktion mo-
noton steigt, ist die jeweilige Streifenho-
he gleich dem Funktionswert am link en
Streifenrand.

Zum Beispiel liegt der linke Rand des
6.Streifens bei x; = 5- . Die Hbhe des
6.Streifens ist also f(x5) = (5- )2
Allgemein liegt der link e Rand desk-ten
Streifens bei x,_; = (k-1)- . Die Hohe
des k-ten Streifens ist

F(x 1) = ((k=1)- )2

Der k-t e Streifen hat den Flacheninhalt

i) = +((k=1)- )? = (k=1)=( ).

Die Summe der Fl acheninh alte der n einbesdriebenen Streifen

bildet eine »Untersumme U«

1. Streifen 2. Streifen n.Streifen
U, = f(xg) + fixy) +...+ f(X)
= 02( P+ 12( P+ . +(nD)2( )
= ()3(02+12+ ...+ (n1)?
( ) (h-n@2n-1)= a%(1- )(2- )

Im Fall a=’/g und n=7 (Bild oben) ergibt sich U, =

Der gesuchte Flacheninhalt F li egt nach Konstruk tion fir jeden Wert v on n
zwischen der Untersumme U,, und der Obersumme O,: U,<F <0,

Im Falla=’/gund n=7 ergibt sichU,= <F< = =0
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Mehr Stre ifen liefern eine bessee Anné&herung. In den folgenden 6 Bildern ist a =§.

Anzahl der Stre ifen n=7, Streifenbreite ﬁz%

Anzahl der Streifen n=14, Streifenbreite =

Anzahl der Streifen n=28, Streifenbreite =

26
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Dezimalzahlen erleichtern den Vergleich von Unter- und Obersummen:
Es entstehen 2 Zahlenfolgen U, und O,

Streifenzahl n | Untersumme U, | Obersumme O,
7 0,177... 0,273...
14 0,199... 0,247...
28 0,211... 0,235...
56 0,217... 0,229...
112 0,220... 0,226...

U, wachst, O, fallt. Der gesudhte Flacheninhalt liegt dazwischen; er ergibt sich,
wenn die beiden Grenzwerte I|m U, und Im;f O,, existieren und gleich sind.

nr.
In mathematischen Symbolen he|r3t das:

Ist Iim U, =1lim O, ,dannist F=1Ilim U,
n, # n, # n, #

In unserm Fall (a beliebig) ist
lim U, = lim sad*(1-3)(2-1) =
n, # n, #

Wik
QO
w

1
62
LILI‘TL O, rl{rr)# zas*(1 )(2 ) 34
Well die beiden Grenzwerte gleich sind, hat das
Flachenstiick den Inhalt F = a3 Im Fall a=1

ergibt sich F=. Die Normalparabel teilt die
Flache des Einheitsquadrats im Verhaltnis 1:2.

Wir haben den Grenzwert nur deshalb gefunden, well es einfache Formeln

fur Unter- und Obersumme gibt. Aber meistens gibt es sdche Formeln nicht.
Dann springt der Computer ein: Er kann im Rahmen sener Rechengenauigkeit
Ober- und Untersummen beliebig genau ausgeben und damit eine Abschatzung
liefern f ir den gesudchten Flacheninhalt.

Der Leser ka nn sich davon tberzeugen im »Computer-Einsatz« auf Seite 25.
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Definition des bestimmten Integrals
Der Einf achheit halber arbeiten wir m it n Stre ifen gleicher Breite ox.
Deshalb ist das Intervall [a;b] in n Teillintervalle der Breite ax = Qﬁé‘ zerlegt.
mi, m,, ..., m, seen die Minim a,
Mi, M,, ..., M, seen die Maxima von f in den Teilintervallen.

(Siehe dazu auch " im »Nachdenken«)

Dannistdie Untersumme U, = m;ax + m,ax + ... + m ox
Obersumme O,, = Max + M,ex + ... + M BX.

Mit Unter- und Obersumme definiert m an

Definition: Die Funktion f heil3t integrierbar  Uber [a ;b],
wenn gilt: =
Der gemeinsame Grenzwert h eil3t
bestimmtes Integral von f von a bis b:
f(x) heil3t Integrand , f heil3t Integrandfunktion
[a;b] heil3t Integrationsintervall

a heil3t untere , b obere Integrationsgrenze

Das von LEIBNIZ eingefuhrt e Integralzeichen erinnert an die Entstehung:
Tkommt von Summe (Ober-, Untersumme). f(x) dx stammt von der Streifenflache:
Hohe f(x) mal Breite ox.

Das bestimmte Integral hat eine einfache

anschauliche Bedeutung:

Liegt G; fur x* [a;Db] Gber der x-A chse,
dann ist die Zahl gleich dem

Inhalt der Fl&che zwischen der Kurve G,
der x-A chse und den Geraden x=a und
X=b.
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Zum Nachdenken

I Nicht integrierbare Funktionen

Eine Funktion ist integrierbar tber [a ;b], wenn die Grenzwerte fur
Unter- und Obersummen existieren und gleich sind.

Eine Funktion ist nicht integrierbar tber [a ;b], wenn einer der beiden
Grenzwerte nicht existiert oder die beiden Grenzwerte ungleich sind.

Beispiele

fmitf(x)= ist Uber [0;1] nicht integrierbar.

Der 1. Streifen jeder Obersumme hat den Inhalt #. Also eistiert d er
Grenzwert d er Obersummen nicht. Fur di e Untersumme gilt

Un: =

Jede Untersumme hat einen endlichen Wert.
Ihr Gre nzwert f Gr n, # ist aber unendlich. Eine Abschatzung zeigt:

In der vorigen Zeile kommt der Summand unendlich oft vor. Alsoist auch der Grenzwert

der Untersummen unendlich grof3. Das Integral existiert ni cht.

Es kann auch vork ommen, dass bade Grenzwerte existieren, aber verschieden sind.
Der deutsche Mathematik er Peter L EJEUNE -DIRICHLET (1805 bis 1895) hat 1829 eine
nicht integrierbare Funk tion angegeben; ihm zu Ehre n heil3t sie Dirichlet-Funk tion D.

So gilt zum Beispiel D(0,5)=0und D( )=1.

D ist an jeder Stelle unstetig. Der Graph von D besteht

aus einzelnen Punkten der Geraden y=0 und y=1.

Versucht man sich am Integral ,
so egibt sich fur die

Untersumme U, = =0
mit =0

Obersumme O, = =1
mit =1.

Weil beide Grenzwerte verschieden sind,

existiert d as Integral nicht.
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Fehlendes Extremum
Bei der Definition von Unter- und Obersumme haben wir angenommen, dass in jedem
Teilintervall ein Minimum m und ein Maximum M vorkommen. Aber das muss nicht
immer so san.

Z_—x+4 fir x<3
Beispiel: f(x) = (x-2)sgn(x-3)+2=( 2 fur x=3
* x  fur x>3

Im Teilintervall [2;4] gibt es zwar bei 4 das —
. : L untere

Maximum 4, aber kein Minim um. In sochen Schranken

Fallen verwendet man einen Ersatz fur das

fehlende Minim um: Das Infimum

Zu seiner Definition dient die untere Schranke . Das ist eine Zahl, die keinen

Funktionswert in diesem Teilintervall Ubertr ifft. Das Infimum ist die grof3te

untere Schranke.

Die Funktion hat alsoin [2;4] zwar kein Minim um, wohl aber bei 3 das Infi-

mum 1. Mit diesem Infimum l&sst sich jetzt ein Stre ifen der Untersumme bilden.

Infimum
von f

Analog definiert man das Supremum einer Funk tion
Uber einem Intervall als kleinste obere Schranke

Beispiel: g(x) = (x—2)sgn(3—-x) + 2 =

Im Teilintervall [2;4] hat g zwar kein Maxi-
mum, wohl aber bei 3 das Supremum 3.

Bei der Definition von Unter- und Obersumme verwendet man besse Infimum statt Mini-
mum und Supremum statt Maximum und erweitert sodie Menge der integrierbaren Funk-
tionen. Dabei ist zu beachten, dass jedes Minimum auch ein Infimum ist und jedes
Maximum auch ein Supremum.

# Einzelpunkte fallen nicht ins Gewicht

Es gibt Funktionen, in deren Graphen Locher sind oder einzelne Punkte unstetigerweise
von ihre n Nachbarn getre nnt liegen.

Einzelne Punkte haben keinen Einf luss auf den Wert des Integrals. Sie wirk en sich héch-
stens aus auf 2 benachbart e Streifen von Unter- und Obersumme. Beim Grenzibergang
n, # geht die Streifenbreite gegen 0; deshalb spielt der Inhalt dieser beiden Streifen keine
Rolle. Man kann alsoan einzelnen Stellen Funk tionswerte &ndern, ohne den Wert desInte-
grals zu andern.
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1

7

o¢8

“10

11

Aufgaben
(Verwende die Formeln fir Potenzsummen von "' im »Nachdenken«)
Berechne die Unter- und Obersummen mit a) 2 b) 4 c) 8

gleich breiten Streifen fur die Flache, die begrenzt ist v on der x-A chse
und dem Graphen von y = %x + 1. Untergrenze ist 0, Obergrenze ist 2.

f(x) = 4 — x2. Berechne die Unter- und Obersummen mit 8 gleich breiten
Streifen fur di e Flache zwischen der Parabel und der x-A chse

und gib eine Abschéatzung des Flacheninhalts an.

(Unter- und Obergrenze sind die Nullstellen.)

f(x) = 2 — x. Bestimme mit der Stre ifenmethode den Inh alt der Fl &che,
die begrenzt ist v on G;, der x- und y-Achse. Berechne den Flacheninhalt
des Dreiecks auch mit der Formel aus der El ementargeometrie.

f(x) = 1 + x. Bestimme mit der Stre ifenmethode den Inh alt der Fl &che,
die begrenzt ist v on G;, der x-A chse und den Ordin aten bei x =1 und x=3.
Berechne den Flacheninhalt des Trapezes aich mit der Formel aus der
Elementargeometr ie.

f(x) =8 — %xz. Bestimme mit der Stre ifenmeth ode den Inh alt der Fl ache,
die begrenzt ist v on G;, der y-A chse und der positiven x-Achse.

2 2 2
Berechne a) "3dx b) "2dx c) "dx

1 -1 0

4 1 4
Berechne a) "xdx b) "(x+1)dx c) "(2x-2)dx

0 -1 2

2 1 2
Berechne  a) "x2dx b) "3x2dx c) "(4-x2)dx

0 0 0

b b b
Berechne  a) "xdx b) "x2dx c) "x3dx

0 0 0

Die Kurv e von f(x)=x3 teilt das Einheitsquadrat mit den Ecken (0]0) und
(1]2) in 2 Teile. In welchem Verhéaltnis stehen die Flacheninhalte ?

f(X):) x2—1 fur x %0 (X):) x2—1 fur x>0
( 1-x2 fur x>0 9 ( 1-x2 fur x %0

Zeichne G; und G,. Zeichne die Streifen von Unter- und Obersumme fur
1 1

n=4 der Integrale " f(x) dx und " g(x) dx.
-1 -1

Welche Wert e haben diese Summen?
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Computer-Einsatz: Seifenmethode

Jetzt ist nur die numeriscte Leistury der Maschire gefragt.

\Vorgaben: f(x) sei Term eirer in [a;b] monotonen Funkibn, Steifenzhl

Zel: Beechrung von Uhter- und Obersumm

Zur Mathematica-Pogrammerury: Die 6 fetten £ilen erthalten die Arweisurgen zur Begchrung,
die letzten 3 Zeilen gebendie Egebissebelanrt. DasGanzast simpelgehalten:Wer eine Funkton f
eingibt, die nicht monoton ist auf [a;b], wird nicht gewarn vor falsclen Egebnissen.

Dafiur eagert es rchtig auf jedes belebige Integrations-Intervall:

So utterscleiden sch die Sumranwerte fiir [g b] und [b;a] korrekterweise blof3 im&fzechen.
Fur 10@00 Steifenpaae nimmt sch urser Recher 5,4 s Bednkzeit.

StreifenMethodeFurMnotonekurve[f_Symbol, {Xvon_, Xbis_}, 8ifenzhl_Integer?@sitive]:=
Module[{Dx, XwerteStreifeninhalte Sumnel, Summa2, LhterSumre, OberSumei,

Dx=(Xbis-Xwn)/Str eifenzZahl;

Xwerte=Table[Xwon+k*Dx, {k,0,StreifenZahl}];

Streifeninhalte=Dx*f[Xw erte];

Summel=Sum[Seifeninhalte[[K]], {k, 1, Str eifenZahl}];
Summe2=Sum[Seifeninhalte[[K]], {k, 2, Str eifenzZahl+1}];
UnterSumme=Min[Summel, Summe2]; OberSumme=Max[Summel, SummeZ2];

Prin[Streifenzhl, " Streifen \n UnterSumre, ", UnterSumra//N,
"\t OberSumra, ", OberSumsei/N,
"\n Unterschied =", ds=OberSuneathterSumm, " , ", ds//N]

]

Beispel: f(x) = 27¢ Intervall = {0,2}; Streifenahl = 100;
StreifenMethodeFurMnotonekurvelf, Intervall, Steifenzahl]; (* Aufruf von »SteifenMethode FirMnotonekurve«*)
Die Egebnisse flur 8 SaifenAahl-Werte zusamengefasst:

StreifenZahl | Untersumme | Obesumme | Unterschied
1 0,125 2 1,875
2 0,5625 15 0,9375
4 0,80681 1,27556 0,46875
10 0,950414 1,13791 0,1875
100 1,03536 1,05411 0,01875
1000 1,0438 1,04568 0,001875
10000 1,04465 1,04483 | 0,0001875
100000 1,04473 1,04475 0,00001875
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3.Eigenschaften

Faktorformel ] ]
Ist f in tegrierbar, dann gilt far k* | "k -f(x) dx = k-"f(x) dx

a a

Begrindung: Sind m; und M; die Extre ma von fin den Teilintervallen,
so sind k-m; und k-M; die Extre ma von k-fin d en Teilintervallen.
Der Faktor k lasst sich bei Unter- und Obersumme ausklammern
und damit auch vor den Grenzwert un d vors Integral zi ehen.

Summenformel o ] A
Sind f und g integrierbar, dann gilt "[f(x) + g(x)] dx = "f(x) dx +"g(x) dx

a a a

Begriindung: Der Mathematiker Bernhard RIEMANN (1826 — 1866) hat gezeigt:
Ist eine Funktion integrierbar, dann ist das bestimmte Integral
nicht nur gleich dem Grenzwert v on Unter- und Obersumme,
sondern auch gleich dem Grenzwert v on Zwischensummen.

Bei einer Zwischensumme Z, nimmt man statt des Maximums oder
Minim ums einen beliebigen Funktionswert aus dem Teilintervall,
zum Beispiel den Funktionswert in d er Mi tte.

Z, = f(xpax + f(x,)ex + ... + f(x,)ex, also =

Mit Zwischensummen begriinden wir di e Summenformel:

Well die Grenzwerte der Teilsummen existieren, gilt
= +
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Faktor- und Summenformel fasst man zusammen als
Linearitat des bestimmten Integrals

?'[k-f(x) +1-g(x)] dx = k-?'f(x) dx +I-?'g(><) dx

a a a

Anschaulich plausibel ist di e Additivitat
Ist f integrierbar und a<u<b, dann gilt

E)'f(x) dx = l'J'f(x) dx +?'f(x) dx

a a a

Bei der geometrischen Deutung des bestimmten Integrals haben wir bisher ange-
nommen, dass die Kurve Uber der x-Achse liegt. Liegt sie aber ganz unter der x-
Achse, dann liefert das bestimmte Integral den Flacheninhalt mit negativem Vor-
zeichen. Den Beweis liefert di e Faktorregel:
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Liegt die Kurve fur x‘[a;b] teilweise
Uber und teilweise unter der x-Achse,
dann liefert das bestimmte Integral die
Flachenbilanz : Es z&hlt den Inhalt
der Flachen lber der x-Achse positiv
und den unter der x-Achse negativ und
bildet die Summe. u, u,

Begriindung

Man spaltet das Integrationsintervall [a;b]
so in Teilintervalle auf, dass die Funktion
an deren Grenzen das Vorzeichen wechselt:

Hat das Integral den Wert 0, so sind daftir also 3 Ursachen mdglich:
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Unabh&ngigkeit von der Bezeichnung der Integrationsvariable

Man kann die Variablen bezachnen, wie man will. Es ist zwar Ublich, bel Funktio-
nen x und y zu wahlen, aber andere Buchstaben wirden es genau so tun. Der
Graph von y=%x2 in einem x-y-K oordin atensystem ist der selbe wie der von s= %tz
in einem t-s-K oordin atensystem (gleiche Mal3stadbe vorausgesd zt).

Also ist es beam Integral v éllig belanglos, wie die Integrationsvariable heif3t:
ob x oder t oder @ oder ...

Allgemein

Zum Nachdenken

I Axiome des Flacheninhalts

Der Flacheninhalt einfacher Figuren wie Rechteck und Dreieck macht begriff lich kaum
Schwierigkeiten. Ganz anders dagegen ist es bei krummra ndigen Flachenstlicken.
Hier kénnen unerwart ete Komplikationen auftauchen. Um auf logisch festem Boden zu
stehen, sichert sich der Mathematiker in sdchen Fallen dadurch ab, dasser den fraglichen
Begriff, hier den Flacheninhalt, durch Axi ome definiert und dann nur mit diesen Axiomen
arbeitet. Fur den Inhalt A eines Flachenstiicks legt man meist 3 Axi ome zugrunde:

| Nichtnegativitat
Der Flacheninhalt ist ni cht negativ: A &0

I Additivitat
Der Inh alt einer Flache ist die
Summe der Inh alte ihrer Teile:
A= Al +A2 +A3

[l Bewegungsinvarianz
Kongruente Flachenstiicke
haben gleiche Inhalte.

Diese 3Axiome und die Normierung: »Das Einheitsquadrat hat den Inhalt 1«
liegen auch der Flachenberechnung durch Integrale zugrunde.

36



BARTH *KRUMBACHER Il. Bestimmtesintegral Eigenschaften

Potenzsummen

1
Zur Berechnug von "x2dx braucht man eine Formel fir die Summe der 2. Potenzen,
1 0
fur "x"dx eine fur die Summe der n-t en Potenzen.

0
Formeln fur sdche Potenzsummen sind nicht leicht zu finden. Erst 2000 Jahre nach
ARCHIMEDES gelingt es dem itali enischen Mathematiker FrancescoBonaventura CAVA-
LIERI (1598 bis 1647), Formeln fir Potenzsummen bis zum Grad 9 aufzustellen und damit
Integrale zu berechnen der Form

b
nx"dx farn* {0,1, ..., 9}
a
Arbeitet man viel mit Summen in der Form wie 12 +22 + ... +n2, dann wird dieseausfihr-
liche Sdreibweise sdnell schwerfallig. N
Zur Abhilfe hat man eine Abkirzung gesdhaffen: 12+ 22+ ... + 2= [ i2.
n .
Allgemein bedeutet / a(i) =a(l) + a(2) + ... + a(n). =1
i=1
Man ersetzt alsoim Term a(i) die Variable i der Reihe nach durch 1, 2, ... , n und addiert
die entstandenen Ausdriicke. Das Zeichen/ (groRBes griechisches Sigma) erinnert an
»umme«.So gilt

n 1 n. 1
/i :En(n+1) | i2 :én(n+1)(2n+1)
i=1 i=1
n 1 n. 1
| i3 = Zn2(n+1)2 [ i*=zn(n +1)(2n+1)(3n?+3n-1)
i=1 i=1
n n
/5 = L n(n+1p(2n2+2n-1) / 18 = & n(n+1)(2n+1)(3n*+6n3-3n+1)
i=1 i=1
n
[ i7 = 2%1n2(n+1)2(3n4+6n3—n2—4n+2)
i=1
n
| 18 = gn(n+1)(2n+1)(5nP+15n5+5n4~15n3—n2+9n—3)
i=1
n

| 9= %nz(n +1Y(n?+n-1)(2n*+4n3-n2-3n+3)
i=1

Im Anhang findet man eine Beweismethode.

# Verschieden breite Streifen

1650 schafft es Pierre de FERMAT (1601-1665),
1

das Integral "x"dx furn‘” zu berechnen.

0

Er verwendet dazu ein besorders ausgekligeltes
Verfahren: Fir 0<q<1 zerlegen die Potenzen ¢,
i*” ,dasIntervall [0;1] in unendlich viele Teilinter-
valle. Die Breite des i-ten Streifens (von rechts
nach links gezahlt!) ist g—1—q', seine Hohe ist (q)"
far die Untersumme und

(g-1)" fur di e Obersumme.
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Damit ergibt sich:
Untersumme

_ 9 . NN 1 0 . 1 0 L1 oL L&
U,@) = _/_l(Q' t-g') ()" = (a—l)‘/_l(Q')”+1 = (a—l)_/_l(q“”)' = a—l)#?:o(q”+1)'—1$

0
Unter / ... versteht man den Grenzwert r!irr; /n
i=1 AN
Obersumme
o o o 0 .
O,@ =/ (@ *t=a)(g-H"=(1-a)/ (gt =(1-a)/ (q"*P)
1= = -

1 i=1 i=0

0
Nach der Formel fiir geometrische Reihen, / xi= l_lx far |x| <1, ist dann
i=0 -

— (1 g"*t _ (1-qg)a"
U,@) = (a—l)l_qn+1 g

—(1_ 1 - (1-9 _— 1 = 1
On(Q) (1 q)l_qn+1 1_qn+1 1—g”+1 1+q+q2+...+qn
(1-0q)

Je néher q bei 1 liegt, desto feiner ist die Streifen-Einteilung, desto mehr ndhern sich
Unter- und Obersumme.

Grenzwerte:

Wegen U,(q) = O,()-qg" gilt

Ergebnis =

Die Streifenmeth ode funktioniert auch dann, wenn man allgemein von a bis b integriert.
Die Rechenausdriicke werden dann aber recht undbersichtli ch.
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Aufgaben

1
¢, 1 Berechne "f(x)dx mit

a) f(x)=4?x b) f(x)=—%x c) f(x)=6x2
d) f(x):—g’x2 e) f(x)=x+x? f) f(x)=2x —3x2

b
¢2 Berechne "x2dx fir die Integrationsintervalle [a;b], mita, b>0

a

a) [0;6] b) [3;6] c) [a;b] d) [-b;0]  e) [-b:b]

b
3 Berechne "x3dx fir die Integrationsintervalle [a;b], mita, b>0

a

a) [0;6] b) [2;6] c) [a;b] d) [-b;0] e) [-b;b]

4 Begrinde: Fur b > 0 gelten die Sétze:

a) Ist G; symmetrisch zum Ursprung, so ist
0 b b
"f(x)dx = —"f(x)dx und "f(x)dx =0.
b 0 b

b) Ist G; symmetrisch zur y-A chse, so ist
0 b b b
"f(x)dx = "f(x)dx und "f(x)dx =2"f(x)dx.
b 0 b 0
2 6
5 a) Berechne "(2—x)dx und "(2—-x)dx

0 0
3

Cc
*b) FUr w elchen Wert (! 3) von c gilt: "(2—x)dx = "(2—x)dx
0 0

6 Zeichne G; mit f(x) = 4x — x?, D¢ = [0;6] und berechne
6

a) "f(x)dx b) den Inhalt der Fl ache zwischen G; und der x-A chse.

0
7 Berechne

1 1 1

a) "tdt b) "(s+s?)ds c) "(2. +3. ?)d.
0 0 0
1 1 1

d) "6st2ds e) "6st2dt f) m6st2du
0 0 0
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*8 Berechne c>0 so, dass gilt

C Cc
a) "(4-2x)dx =0 b) "(2x—-3x2)dx =0
0 0

*9 Berechne mit den F ormeln fur P otenzsummen die Integrale als

Grenzwerte von Obersummen.

1 1 1
a) "x4dx b) "x7dx c) "x%dx
0 0 0

*10 f(x)=./a?2—x2 mit D = [-a;a] beschreibt einen Halbkreis um (0]|0) mit
Radius a. Eine Halbellipse mit den Halbachsen a und b entsteht aus
diesem Halbkreis durch Streckung in y-Richtung mit dem Faktor g;
sie hat also die Gleichung g(x) = 2f(x).

Berechne den Inh alt einer Elli pse mit den Halbachsen a und b.

11 f(X) = x%@@—x)
a) Diskutiere fq und zeichne G; ..

b) Eine Scharkurve und die x-Achse begenzen ein Fl achenstiick mit
Inhalt 9. Bestimme a.

12 f sei echt monoton steigend mit f (0)=0, aul3erdem sei d =f(b) mit b >0.
g se die Umkehrfunk tion f1 von f.

a) Begrinde an einer Skizze: = bd -

b) Wie kann man mit der U mkehrfunk tion g berechnen ? (0O<a<b)
c) Berechne mit den Formeln von a) und b) die Integrale

und
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Ill. Integral und Hauptsatz

1.Integralfunk tion

Das bestimmte Integral erlaubt es,

zu einer Funk tion f eine neue Art v on Funk tionen F, zu definieren:

Definition: Ist f auf einem Intervall | integrierbar, dann heil3t f Gr a, x* |
X
F, mit F (x)="f(t)dt eine Integralfunktion von f.

f heil3t Integrandfunktion

Der Funk tionswert F ,(x) ist di e Flachenbilanz der Fl ache,
die begrenzt ist v on G; und der x-A chse zwischen a und x.

Den Bildern entnimmt man:

Jede Integralfunk tion F, hat mindestens
die Nullstelle a:

F.(@)= =0.

Liegt G; in einem Intervall | ;

(zum Beispiel [a;x,]) Uber der t-A chse,
so steigt F, echt monoton, weil die Fla-
chenbilanz zunimmt mit wachsendem t.

Hat f eine Nullstelle x, mit Vorzeichen-
wechsel von + nach —, so hat F, dort ein
Maximum.

Denn vor x, nimmt der Fl&cheninhalt zu;
nach x, liegt G; unter der t—Achse, der
neu hinzu k ommende Flacheninh alt wird

subtra hiert v om bisher Angesanmelten.
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Liegt G; in einem Intervall I,

(zum Beispiel [X,;X3]) unter der t-Achse,
so fallt F, von x, an echt monoton,

weil die Flachenbilanz abnimmt mit
wachsendem t.

Hat f eine Nullstelle x, mit Vorzeichen-
wechsel von — nach +, so hat F, dort ein
Minim um.

Denn vor x, nimmt der Fla-cheninhalt
ab; nach x, liegt G; uber der t-Achse,
der neu hinzu kommende Flacheninhalt
wird addiert zum bisher Angesammel-
ten.

Eine Verschiebung der Startst elle
verschiebt den Graphen von F,

in y-Richtung.

Wahlt man im Beispiel x; als neue Start-
stelle, so fehlt in jeder Flachenbilanz der
Inhalt F ().

Der neue Graph ist alsoum diesen Wert
nach unten verschoben (F,(x;)>0).

Rechnerisch:
Fa(x) =

Fa(x) = Fa(xl) * Fxl(x)
also ist F, (x) = F5(x) — F4(Xy)
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2.Hauptsatz der Diffe renzial- und Integralrechnung

Im vorigen Abschnitt haben wir aus Bildern abgelesen, welche Eigenschaften einer
Integralfunk tion aus einer stetigen Integrandfunktion f folgen. Diese lassen ver-
muten, dass eine Integralfunk tion F, eine Stammfunk tion F ihrer Integrandfunk-
tion f ist. Eine einfache Uberlegung zeigt das fiir den Sonderfall f (x) & und h>0 :

Wie bei der Streifenmethode ist der Flachenzuwachs eingegrenzt von 2 Rechteck-
flachen: m se der kl einste, M der grof3te Funktionswert im In tervall [x;x+h].

Flachenvergleich: m-h % F,(x+h)-F,(x) % M-h
Division durch h: m % % M
Beim Grenzwert f Gr h, O werden m und M gleich f(x), falls f stetig ist:

f(x) % %f(X)
das heif3t, F, ist diffe renzierbar und hat die Ableitung f(x) — wie oben vermutet.
Beim Beweis haben wir eine stetige Funktion f verwendet, die auf [x;Xx+h] positiv
ist. Das Ergebnis gilt aber fur beliebige stetige Integranden f.

NEwWTON und LEIBNIz haben dies unabhangig voneinander in der 2.Halfte des
17.Jahrhunderts gefunden.
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Dieses Ergebnis ist bekannt als

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
f sei stetig auf dem Intervall I,

X
F, sei eine Integralfunktion von fmit F,(x) ="f(t) dt mit a' I, Dg_=I.
a

Dannist F , auf | differenzierbar und es gilt: F,(x) =f(x)

In Worten: Die Ableitung einer Integralfunk tion einer stetigen Integrandfunktion
ist der Integrand selber.

Oder: Eine Integralfunk tion F, einer stetigen Integrandfunktion f ist
Stammfunk tion von f.
X
In der Schreibweise von LEIBNIZ sieht der Hauptsatz so aus: :——X vf(t) dt = f(x) .
Darin zeigt sich deutli ch, dass Integration und Diffe renziation ?

X
umgekehrt e Operationen sind: d% "(3t2-2t +5)dt =3x2-2x+5.
a

Aus dem Hauptsatz folgt eine sehr wi chtige Formel fiirs Integrieren.
X
Weil F, eine Stammfunk tion von fist, gilt "f(t) dt = F(x) + C;

a
dabei ist F eine beliebige Stammfunk tion von f und C die passende Konstante.
a
Der Wert von C ergibt sich, wenn man a fir x einsetzt: "f(t) dt =0

0=F@) +C — C=-(a), also ist i('f(S dt =F(x) — F(a).

Damit haben wir e ine andere Fassung des Hauptsatzes gefunden.
Sie ist die grundlegende Formel flrs Integrieren:

b
Hauptsatz "f(t) dt = F(b) — F(a)

a

3
: 3
In der Praxis geht man so vor: " (3x2-2x+5) dx = [x3-x2+5x]", = F(3) — F(-1)

= (F-32+5.3) (P ~(1)?+5(-1)) = 33— () = 40

F ist d abei eine beliebige Stammfunk tion von f.

Mithilfe d es Hauptsatzes kann man jede stetige Funktion f integrieren,
von der eine Stammfunktion F bekannt ist. Kennt man keine Stammfunktion,
dann bleibt nur noch die mihsame Streifenmeth ode.
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Ebenso lassen sich mit dem Hauptsatz einfache Integral-Ei genschaften einsehen:
Faktorformel E)'k *f(x) dx =k *E)'f(x) dx
I?nke Sdte = k-Ii(b) — k-F(a) = k(F(b) — F(a)) = rechte Sdate
Summenformel E)'[f(x) +g(X)] dx = |?'f(x) dx +?'g(x) dx
I?nk e Sdte = (F(b)a+G(b)) — E(]IF(a)+G(a))
= F(b)-F(a) + G(b)—G(a) = rechte Sdate
Additivitat E)'f(x) dx = EJ'f(x) dx + E)'f(x) dx

a a u

link e Sete =F(b)-F(a) = F(u)—F(a) + F(b)—F(u) = rechte Seate

Vertauschen der Integrationsgrenzen - 5
bewirk t eine Vorzeichen-Anderung des Integrals: "f(x) dx =-—"f(x) dx
b a
link e Sete = F(a) — F(b) = —(F(b) — F(a)) = rechte Seate
2 v = 11310 = 1y =1 W2y = (L3t - 1 _ 1
x2dx =[1x3]_ = (0)—(-2) =} x2dx = [1x3] " = (-)-(0) =4
-1 0

Beim Integrieren nach links zahl en also in der Fl &chenbilanz
Flachenstlicke negativ, die Uber der x-A chse liegen,
Flachenstlcke positiv, die unter der x-A chse liegen.
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Integrand — Integralfunktion

Bei der Definition der Integralfunk tion haben wir aus Bildern einige Eigenschaf-
ten der Integralfunk tion abgelesen, ohne dieselIntegralfunk tion durch Integrieren
Uberhaupt bestimmt zu haben. Mit dem Hauptsatz lassen sich diese Zusammen-
hange nun begriinden und weitere finden. Von besorderen Punkten (Extre m- oder
Flachpunkte) der Integralfunk tions-Kurve weil3 man soallerdings nur den x-Wert;
der y-Wert (Funk tionswert) ist e rst durc hs Integrieren zu haben.

Die Begriindungen beruhen darauf, dass der Integrand da, wo er stetig ist,

gleich ist der Ableitung der Integralfunk tion:

Integrand f Integralfunktion Begriindung mit dem
(differen- _ X Hauptsatz
zierbar) F(x) = "f() dt F(x)=f(x )
a
f(x)>0 G steigt echt monoton F(x)=f(x)>0
f(x) <0 G fallt echt monoton F'(x)=1f(x) <0
f(Xg) =0 G hat Waagrechtstelle x, F'(Xg) =f(Xg) =0
Vorzeichen-

wechsel bei X:

Gr hat bei x, einen:

F'(xg) = f(x) = 0

von + zu — Hochpunkt F"(Xg) = f'(Xg) <O
von — zu + Tiefpunkt F"(Xg) =f'(xg) >0
echtes inneres : Vorzeichenwechsel von F" = f' bei X
Gg hat bei x CEy N — £y —
Extre mum einen Wendeounkt oder: F"(Xg) = f'(Xg) = 0 und
bei X, P F(xo) = f'(Xg) ! O
Beispiel: F(x) = Vor der Integration lesen wir Ei genschaften

von Gg aus den Eigenschaften von G; ab:

— G hat die 3fache Nullstelle 5, denn:
F(5)=0, F'(5)=f(5)=0 und F"(5)=f'(5)=0,

— G steigt echt monoton fir 2 %,

— G fallt echt monoton fir x %2,

— G hat Waagrechtpunkte bei 2 und 5,

— G hat einen Tiefpunkt bei 2,

— G hat keinen Hochpunkt,

— Gg hat Wendepunkte bei 3 und 5,

bei 5 sogar einen Terra ssenpunkt
mit bekanntem y-Wert 0.
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Integration
Integralfunkti on Fs(x) =
Fo(x) = L(x-1)(x-5)° _
Fs(x) =

Nach der Integration bekommen wir di e
y-Wert e, die sich nicht aus den Eigenschaf-
ten von f bestimmen lassen:

y-Wert des Tiefpunkts F5(2) = —
y-Wert d es Wendepunkts F5(3) = 2.

AulRer der 3fachen Nullstelle 5 muss F5(x) als Polynom vom Grad 4
noch eine 1fache Nullstelle haben; man findet sie durch Polynomdivision:

Faktorisierung: Fg5(x) = . Daraus ergibt sich 1 als 1fache Nullstelle.

Ist der Integrand bei X, unstetig, so darf man zwar den Hauptsatz bei x, nicht
anwenden; trotzdem sind dann manchmal noch Aussagen tber G bei x, moglich.

Beispiel: f(x) = sgn(x—4), F(x) =

Xo=4 ist U nstetigkeitsstelle,

furx<4istf(x)=-1 <0,
also fallt G echt monoton,

fur4 <xistf(x)=+1 > 0,
also steigt G echt monoton.

Gg hat also ba 4 einen Tiefpunkt,

ist aber dort ni cht diffe renzierbar.
FUr x ;=4 gilt der Hauptsatz nicht.
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Stammfunktion — Integralfunktion

Nach dem Hauptsatz ist jede Integralfunk tion eines stetigen Integranden auch

Stammfunk tion dieses Integranden. Die Umkehrung gilt aber nicht:

Es gibt Funktionen mit Stammfunk tionen, die keine Integralfunk tionen sind.

Begrindung: Weil jede Integralfunk tion mindestens eine Nullstelle hat, kann
eine Stammfunk tion chne Nullstelle keine Integralfunk tion sen.

Beispiel: Integrand f(x) = %x

X

a

X
Terme der Integralfunk tionen: "Ztdt =[3t?]_ =3x2—za?

1
. 4
Terme der Stammfunktionen: Fc(X) = %XZ +C

Die Stammfunk tionen mit C>0 haben keine Nullstelle, sind also keine
Integralfunk tionen. Das zeigt auch die Rechnung: Sall eine Stammfunk-
tion auch Integralfunk tion san, so muss man ein passendes a finden:

X2+C=x"-7a®> — C=-1a’ also a?=-4C
Nur f r C %0 findet man einen a-Wert un d damit eine Integralfunk tion,

dann gilt
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Zu jeder Stammfunk tion mit mindestens einer N ullstelle gibt es garantiert
eine Integralfunk tion. Als Startst elle eignet sich diese Nullstelle.
Begrundung: Ist xy Nullstelle der Stammfunk tion F, so ist F(x,)=0.

X
Nach dem Hauptsatz gilt: " f(t) dt = F(x) — F(Xp) = F(X).

Xo

Dies gilt fur j ede Nullstelle. Jede Nullstelle kann als Startst elle der zugehérigen
Integralfunk tion dienen; es e gibt sich immer der selbe Term. Im Beispiel hat die
Stammfunk tion mit F_,(X) = ixz — 4 die beiden Nullstellen —4 und 4.

Die zugehdrigen Integralfunk tionen haben den selben Term:

X X
4 nl —rii21* =1y2_ TR —rli21" = 1y2_
Nullstelle —4: _42t dt =[3t°], =7x°—4 Nullstelle 4: 42'[ dt =[3t°], =7x°—4

Ein Bli ck auf die Bilder zeigt:

Die Flachenbhilanz von stimmt Uberein mit der von
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Zum Nachdenken

| Newtons W eg zum Hauptsatz

In seiner Abhandlung »Tract of fluxions« (1666) begrindet NEwTON den Hauptsatz
anschaulich mit einer Uberlegung aus der Bewegungslehre:

Er vergleicht die zetli che Flachenanderung mit der zeitli chen Abszissendnderung

und deutet dx als Inhalt eines Rettecks mit den Seiten dx und 1.

Bei kleinem dt verhalten sich die Anderungen der Flacheninhalte wie die Ordinaten f(x)
und 1.
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Erganzungen zum Beweis des Hauptsatzes

Wir h aben den Hauptsatz bewiesen fir stetige Funktionen mit f (x) &0.
AuRerdem haben wir h >0 angenommen.
Der Beweis &ndert si ch nur unwesentli ch, falls man f(x) <0 ist oder h<0 annimmt.

Fall: f(x) '0,h<0

Flachenvergleich:  m:|h| % [F,(x+h) —F,(x)] % M-|h|

Division durch |h|: m % % M

Weil Zahler und Nenner negativ sind, kénnen die Betra gstriche wegbleiben
m % % M

Fur h, 0 ergibt sich wieder der Hauptsatz.
Fall: f(x) <O
Wir betrachten g mit g(x) = —f(x) und g(x) &0. Fur g gilt der Hauptsatz:

Also gt auch

und damit , g.e.d.

# Stetigkeit und Hauptsatz

Der Hauptsatz gilt nur an den Stellen, wo die Funktion stetig ist.
Das Beispiel f(x) = sgn(x-3) zeigt,
was an der Unstetigkeits-Stelle 3 passiert.

f(x) = sgn(x-3)

Far x <3 gilt: Fy(x) = = —X.

Far x =3 gilt: Fy(3) = =-3.

Far x >3 gilt: Fy(x) =
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Zuammengefasst:

)

4 —x for x<3

Fo(X) =( -3 fiur x=3
Fx—6 fir x>3

Fo(x) = x-3[-3

Obwohl der Integrand f bei 3 unstetig ist,
ist die Integralfunk tion F, dort st etig, denn:

und Fy(3) = -3.

Der Hauptsatz gilt aber nicht an der U nstetigkeitsstelle 3,
weil F , dort ni cht diffe renzierbar ist:

Fo(X) und

$ Merkwurdige Beziehungen zwischen Integral- und Stammfunktion

Der Integrand hat eine Definitionsliicke oder eine Sprungstelle

Bei den Integralfunk tionen (Flachenbilanz!) fallen einzelne Punkte nicht ins Gewicht. Ein
Sprung im Graphen desIntegranden wirk t sich nur aus als Ecke im Graphen der Integral-
funk tion. Bei 3 gilt der Hauptsatz nicht: fist bei 3 nicht definiert, und g ist dort unst etig.
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Stammfunktionen

f und g haben zwar Integralfunk tionen, aber diese Integralfunk tionen sind keine Stamm-
funktionen.

Der Integrand h(x) ist auf einem Intervall nicht definiert.
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Aufgaben

X X X X .
¢1 Leite ab: a) "(1-t+t2)dt b) "11;+ttdt c) n/1-t2dt d) »—NU__qy
3

1 5 4A/1+(tan u)?
X X
¢2 Bestimme die 2.Ableitung: a) "t./t2—1dt by = stﬂds
0 _

¢,3 Bestimme durch Integration den Term F(x) d er Integralfunk tion und leite
ihn ab. Diffe renziere dann unabhéngig davon die Integralfunk tion mithilfe
des Hauptsatzes (ako dne Integration!).

a) F(x)= " (3t2+2t—1)dt b) F()= "(Jfi+cos)dt  c) F(x):lx'j—jdv

-1 a
X a —X
4 Leite ab: a) "(t2—1)dt b) "(t2—1)dt ) " (t2—1)dt
a X a
—X x2 a2
d) " (t2—1)dt e) " (t2—1)dt f) " (t2—1)dt
X a a
ax X
g) " (t2—1)dt h) "(t2—x)dt
a a
X X
5 Fy(x) = "(12—t2)dt F.(x) = "(12—t2)dt
0 a

Worin unterscheiden sich Fyund F, ?
Far w elche Werte von a gilt Fo = F, ?

10 2 -2
¢6 Berechne:a) "(10-3x2)dx b) "(4x3-6x2+4x-6)dx c) " X% dx
0 1 -3
6,25 1 1 4
d " =dx e) 3" (/x—-2x) dx f) 2,5" x./x dx
2,25ﬁ 16 9
3 -1 05
g) 3"1Xax  h) slXax ) 6" X dx
1 -2 1
" " “I2
7 Berechne: a) "sinx dx b) " cosx dx c) " (sinx—2cosx) dx
0 0
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a 1 a
8 Berechne: a) " (2x—-1)dx b) "(2x-a)dx c) "(2x-a)dx
0 0 0
a a+l a
d "(2x-a)dx e) " (2x—a)dx f) " (2x—a)dx
-a a-1 l1-a
a 2a b
9 Berechne: a) "(4x3-a3)dx b) "6x(x—-a)dx c) "6(x—a)(x—b)dx
2a —a a
b b b-a
n ).(___b n X..Z..._....a..._z n a_X_b
d) 2a > dx e) Sa Sath dx f) Za_b ~p

¢ 10 Gegeben sind 3 Streckenzuge G;:

Skizziere die Graphen von

Fo(X) = Fi(X) = F(x) =

aulRerdem fir c) F_,(x) =

(11 Der Graph G; ist ein Strec kenzug.
a) Skizziere die Graphen von

Fo(x) = , Fa(X) =
Fo(x) = , Fi(x) =
b) f(x) =

Bestimme a und g(x).
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.12 Der Graph G; ist ein Streckenzug.

.14

15

.16

17

Skizziere die Graphen von

F_4(x) = , Fa(x) =
Fo(x) = , Fa(x) =
Berechne (Falls nétig:

Fallunterscheidung und Zerlegung
des Integrationsintervalls!)

a) b) C) d)

f(x) = . Zeichne G; und berechne:

a) : b) ! C) )

f(x) = x3 — 3x. Zeichne G; und berechne: a) b)

Zeichne G; der Integrandfunk tion und bestimme x:

a) b) C)

Bestimme x:

a) b)

c)

Gegeben sind Integranden f(x). Bestimme die Schar der Integralfunk tionen

F.(X) = und die Schar der Stammfunk tionen F(X).
Untersuche: Fur w elche Zahlen C ist F ~(x) zugleich auch Integralfunk tion?

a) fx)=2 b) f(x) =2x c) fx)=2x+2
d) f(x)=-2x+4 e) f(x)=4x3—4x f) f(x) = -12x3+12x2+24x
g) f(x) =5x*+ 2x h) f(x) = sinx ") f(x) = 2x + sinx
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2
*19 f(X) = x2(4 - X), | = "f(x) dx
0
a) Wie andert sich der Wert I, wenn man f(x) ersetzt durch

a) gx)=f(x)+1 ) h(X) = f(—x+2) ?
Begrin de die Aussagen geometrisch.

X
b) F(x) = "f(t) dt
0
Besdreibe G mdglichst genau (Nullstellen, Monotonie, gegebenfalls

die x-Wert e von Hoch-, Tief- und Wendepunkten), ohne zu integrieren.
Begrinde die Aussagen und skizziere G .

X
c) Furwelche Zahlen Cist F(x) = "f(t) dt + C zugleich auch eine Inte-

gralfunk tion von f ? 0

) x2—1 fir x %0
*20 h(x) = 1-x2 fur x>0

a) Zeichne Gy,

X
b) H(X) =" h(t)dt &) Berechne die Nullstellen von G,,.
-1 ') Berechne die Stellen der Extre ma.
Von welcher Art sin d die Extre mpunkte?
©) WelchesVorzeichen hat H(-2) ? (Keine Rechnung!)

“c) Berechne den Term H(x) durc h Integration.

d) Zeichne die Untersumme mit 4 gleich breiten Streifen fir H(1) ein und
berechne ihren Wert.

«21 Glattungsefekt der Integralfunk tion
Zeichne G; und G und besdreibe das Verhalten (Stetigkeit, Diffe renzier-
bark eit) an der Stelle a.

a) () :.% _ix Iﬂ; izg F(x) = " (1) dt a=0
0

b) f(x) = sgn (x=2)2 F(x) = " (1) dit a=2
1

o) f(x) = |x—1] F(x) = " () dit a=1

0

«22 Glattungsefekt der Integralfunk tion
Zeichne G; und G und besdreibe das Entstehen und Verschwinden
isolierter Definitionsliicken beim Diffe renzieren und Integrieren.
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"23

a) f(x)= Salr]; F() = » (1) dit a=0
-1

b) f(x)= (sg:lx)z F(x) = " f(t) dit a=0
1

0) f(x)=2-2=2=2) F(x) = " f(t) dit a=2

3

Es qgilt der Satz: Ist a eine n-fache Nullstelle (n>1) der diffe renzierbaren
Funktion f, dann ist a eine (n—1)-fache Nullstelle von f'.
Bei der Umkehrun g muss man vorsichtig sen.

X
Sel F(x) = "f(t) dt und a eine n-fache Nullstelle von f.

C
a) Zeige: Man kann C immer so wahlen,
dass a @ne (n+1)-fache Nullstelle von F ist.

b) Gib ein Beispiel an mit a=0 und n=2, in dem es 2 verschiedene L6sun-
gen fur C gibt.

Die 4 Polynomkurven mit den Funk tionstermen f(x), f'(x),
X X
rf(t) dt und "f'(t) dt haben ganzzahlige Null- und Waagrechtstellen.

b
faNeIche Kurve gehdrt zu w elchem Term ? Welche Wert e haben a und b ?
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“25 Die Polynomkurven G¢, Gy, Gy, Gy und G, haben ganzzahlige Null- und
Waagrechtstellen. Eine diesea Polynomkurven ist die Kurve einesIntegran-
den, andere sind Kurven zugehdriger Stamm- und Integralfunk tionen.
Welche Kurv e ist die des Integranden?

Welche Kurv e gehért zu einer seiner Stammfunk tionen?
Welche Kurv e gehért zu einer seiner Integralfunk tionen?
(Nenne gegebenenfalls mogliche untere Integrationsgrenzen.)
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IV.Anwendung der Integralrechnung

1.Flacheninh alt

Hauptaufgabe der Integralrechnung ist die Berechnung von Flacheninhalten.
Bei jeder Fl &chenberechnung gilt: Flacheninhalte sind nicht negativ

b
Das Integral "f(x) dx liefert j edoch nicht immer den Flacheninhalt,

a
sondern nur di e Flachenbilanz (die sogar negativ sein kann!).

Einfachster Typ: Die Flache liegt zwischen der Kurve G; und der x-A chse.

Beispiel: f(x) = $x3(3 - x)
Gesudt ist der Inhalt A der Flache, die
von -2 bis 4 zwischen G; und der x-Achse
liegt. Das Bild zeigt diese Flache:
Sie besteht aus 3 Flachenstlcken.
Die Flachenstiicke grenzen an
den Nullstellen von f aneinander,

namlich in O (2fach) und 3 (1fach). 2

In der Praxis berechnet man die Flachen-

stucke A, getrennt, die dber und unter

der x-A chse liegen:
’ Al =

’ A2 =

’ A3 =

A=A +A,+A;= + + =

Dagegen liefert die Flachenbilanz: A; +A, —A5 =

Bei gerader Vielfachheit einer N ullstelle ist ein Teilintegral unn ¢tig:
; A* =

A:A*+A3: + =

64



BARTH *KRUMBACHER IV. Anwendung der Integralrechnung  Flacheninhalt

Formal 16st man die Aufgabe so:
A=

Der Betrag bewirk t, dass die Flachen-
sticke unter der x-Achse nach oben ge-
klappt und positiv gezahlt werden.

Vor der Integration besdtigt man die
Betra gstriche mit Fallunterscheidung:

Allgemeiner Typ: Die Flache liegt zwischen 2 Kurven G; und G,

Beispiel: f(x) = x%(4-x), g(X)= x2
Gesudt ist der Inh alt der Fl ache, die
von —2 bis 4 zwischen G; und G liegt.

Auch hier berechnet man die Flachen-
sticke A; einzeln. Diese héngen ab von
den Schnittpunkten von G; und G,
Schnitt von G; und Gy

f(x) =g(x) oder f(x) —g(x) =0

X2(4-x)— x2=0— x2(3-x)=0

Schnittstellen: 0 (2fach), 3 (1fach)

Ein solches Flachenstick A; errechnet

sich als Differenz zweier Flachenstlicke:

Das grof3e liegt zwischen der x-Achse und der oberen Kurve,
das kleinere zwischen der x-A chse und der unteren Kurve:

A= - = (Summenformel!)

Dem Bild entnimmt man: Im 1. und 2. Integrationsintervall liegt
G; Uber G4, im 3. unter G4. A; und A, ergeben sich also gkich als
Integral der Diffe renzfunktion f(x)—g(x):

A1= = = =
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4 4

Az ="(g()—f(x)) dx ="Ix*(=3+x)dx = g[—x3+§x4];‘ =3(-64+64)+2 =2
3 3

A=A +A, +Az=4+2 +2 =1

0 ist 2fache Schnittstelle, bei 0 bertihre n sich beide Kurven ohne

Durc hdringung. Also Bsst sich auch hier ein Integral einsparen:

3
f= m —1ry3_1y413 -1 81y 1 g A\ =94,4=25
A* = 2(f(x)—g(x)) dx =1x3-1x4° =1(27-8)1(-8-4) =$+4 =2

= A* + :2_§+9:lz
A=A+ A=+ 73

Im vorigen Beispiel liegen alle Flachenstiicke tber der x-A chse. Doch das Verfah-
ren klappt auch dann, wenn Teile der Fl achenstticke unter der x-A chse liegen.

Begrindung: In Gedanken addiert man zu beiden Termen f(x) und g(x) eine
Konstante c, die sogrol} ist, dass alle Flachenstiicke dann tber
der x-A chse liegen. Fur f (x) &g(x) gilt dann:

b b
A = "[(f(x) +¢) — (g(x)+c)] dx = "(f(x) — g(x)) dx

a a

Allgemein gilt: Istf(x)&g(x) in [a;b], dannist der Inh alt A der Flache von a bis b
b

zwischen den Kurven G; und Gg: A ="(f(x) — g(x)) dx

a
Vorm Integrieren muss man die Schnittstellen berechnen;

diese sind die Nullstellen der Diffe renzterms f(x)—g(x).

Bewdahrt es Rezept:

 Bilde den Diffe renzterm: f(x)—g(x) [oder g(x)—f(X)]

» Bestimme die Nullstellen des Differenzterms,
das sind die Schnittstellen beider Kurven
und zugleich die Integrationsgrenzen.

* Integriere den Diffe renzterm auf den Intervallen,
die diese Nullstellen bilden.

» Addiere die Betrage diesa Teilintegrale.
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Aufgaben

Flache zwischen Kurve und x-Achse

¢l f(X) =4x(x + 2)(x — 5)
Bestimme den Inh alt der Fl ache,
die von a bis b zwischen G; und der x-A chse liegt.

a) a=-, b=0 b) a=0,b=1 c) a=-,b=1
d) aistdie kleinste, b die grof3te Nullstelle von f,

¢2 f(x) =105(x2 - 1)(x* - 1)
Bestimme die Inhalte der Fl &chenstlicke,
die G; und die x-Achse enschliel3en.

3 Eine Polynomfunktion vom Grad 4 habe die Eigenschaften:
— G; hat den Ursprung als Terrassenpunkt und die Nullstelle 4,
— die Flache zwischen G; und der x-A chse hat den Inhalt 6,4.
Bestimme f(x) und skizziere G;.

4 f(x)=ax?+bx3+cx2+dx+e
Bestimme die Koeffizienten a bis e sq dass gilt:
— G; hat im U rsprung eine Tangente mit Steigung 8,
— G; hat den Wendepunkt (2]0),
— G; und die x-Achse begenzen zwischen 0 und 2 ein Fl achenstick
mit Inh alt 1,6.

*5 Jedes Sdaubild der folgenden Scharfunk tionen begrenzt mit der x-A chse
ein endliches Flachenstlck.
Bestimme den Scharparameter so, dass dieses cn Inhalt A hat.

¢d) fo(x) = zax(x+a), A=54 b) g,(x)=ax2+2x, A=12

c) hy(x) = 5x(x-a)%, A=: d) iy(x) = 3La2x3—§x2, A=72

06 T (x) = aiz(a—8)(x2—ax)

a) Bestimme den Inhalt A(a) der Flache zwischen G und der x-A chse.
b) Fur w elche Wert e von a ist der Flacheninhalt A(a) gleich 8 ?
c) Bestimme a sq dassA(a) madglichst grol3 ist,

und gib den maximalen Flacheninhalt an.

X
Gegeben ist die Integralfunk tion F, mit F,(x) = "f,(t) dt
4

d) Bestimme den Term F,(X) und alle sene Nullstellen.
e) Bestimme die Hoch-, Tief- und Wendepunkte von Gg,.
Skizziere G¢, und Gg, in ein und dem selben Koordinatensystem.
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o/

fa(x) = &2x3-ax
Far w elchen Wert a >0 begrenzen das Schaubild von f, und die x-Achse
eine moglichst kl eine Flache?

Gegeben ist jewells eine Funk tionenschar. Bestimme den Scharparameter
so, dass das zugehorige Schaubild und die x-Achse ene Flache von extre-
malem Inh alt einschlie3en. Entscheide, was flr ein Extre mum vorli egt.

a) a.(x) = (1-4k)x — k2x2 b) b (x) = kx — & (k2+1)x?
C) G (x) = 2x - tx? d) di(x) = 2kx3 = (k=1)x?
"e) g (X) = $kx3 — (k+1)x “f) f.(0 = £x2 + k12

19 Obacht! Akrobatische Algebra nétig

10

11

12

Gegeben ist jeweils ene Funktionenschar. Bestimme den Scharparameter
so, dass das zugehorige Schaubild und die x-Achse ene Flache von extre-
malem Inh alt einschliel3en. Entscheide, was fir ein Extre mum vorli egt.

a) ay(X)=xx?—2x -2 b) by(x) = 3x2 — 2kx + 4k? — 4k

fa(x) = 3x3 —2x2 + 2x

Far w elchen Wert v on a hat G; die x-Achse als Tangente?

Bestimme dann von diesea Funk tion die Waagrechtpunkte

und den Wendepunkt und skizziere das Schaubild.

Berechne den Inh alt des Flachenstlicks zwischen Kurve und x-Achse.

) a—x2 fur x9%
fax) = (

* x3+1 fur x>0
a) Bestimme a sq dass f, stetig ist.

b) Zeige:Die in a) bestimmte Funktion ist diffe renzierbar.
Bestimme ihre 1. Ableitung.

c) Skizziere Kurven von f, undf}.

d) Berechne den Inhalt der Fl ache,
die G;, und die Koordinatenachsen einschlielen.

f(x) =@ - xDx+1)
a) Zeichne G;.
b) Untersuche f auf Stetigkeit und Diffe renzierbark eit.

c) Berechne die Inhalte der beiden Flachenstiicke,
die von G; und der x-A chse begenzt sind.
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13

14

15

16

18

19

Flache zwischen 2 Kurven

Berechne die Inhalte der Fl achen zwischen den Kurven mit den Termen:
a) fx)=—x2+2x+3 und g(X)=x+1
b) f(x)=x2—-4x+1 und g(X)=—-xX2+6x-7

f(x) =|2x + 2| gx)=—x+2
Berechne den Inhalt der Flache zwischen G; und G,.
Uberprufe geometrisch das Ergebnis.

Berechne den Inhalt der Flache, die von G; und G, eingesdlossen ist.
¢a) f(x) = x3 — 6x2 + 8x g(x) = —x
b) f(x) =x*-2x2-x gx)=—x-1

c) f(X)=x*—4x3-3x2+13x-7 g(X)=1-x

Berechne den Inhalt der Flache, die von G; und G, eingeschlossen ist.
¢a) f(x) = x3 —4x g(x) =4 — X2
b) f(x) =x3-3x gx)=x2—-2x -1

c) f(X)=x*-4x3+2x?+4x+1 g(x)=4x>—-8x—-8

f sel eine Polynomfunktion mit Grad 4.
G; habe den Ursprung als Wendepunkt mit der x-A chse als Tangente dort

und gehe durch A(-4|0) und B(2|2).
a) Bestimme f(x).
b) Bestimme Ort und Art v on Waagrecht- und Flachpunkten, zeichne G;.

c) Bestimme die Wendetangenten und zeichne sie ein.

d) Jede der beiden Wendetangenten und G; begrenzen ein Fl achenstlck.
Berechne die beiden Inhalte.

Die Sinus- und die Kosinuskurv e begrenzen kongruente Flachenstiicke.
Berechne den Inh alt eines diesa Fl achenstiicke.
f(x) = x + sinx, D¢ =[0;2"]
3 23

a) Zeichne G; und berechne: "f(x)dx, "f(x)dx, " f(x)dx

0 0 3/3
b) Berechne den Inhalt des Flachenstlicks, das begrenzt ist v on

G;, der y-A chse und der Gerade mity =2" .

*c) In welchem Verhaltnis t eilt die waagrechte Tangente das Flachenstlick
in Aufgabe b) ?

«d) In welchem Verhéltnis teilt die Ursprungstangente das Flachenstlck in
Aufgabe b) ?
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20 f(x) =x3—x
Bestimme die Wendetangente und Wendenormale und skizziere G;.
Wie grol3 ist die Flache, die zwischen G; und der Wendenormale liegt ?

221 f(x) = X2, gu(x) = Ix2—1x3

Eine Scharkurve und die x-Achse sdliel3en ein Fl &chenstlck ein,
das von der Parabel geteilt wird.
In welchem Verhaltnis stehen die Inhalte der Teilf lachen?

22 f(X) =x(x—a)?, g,(xX)=x(x*—-a%), a>0

a) Skizziere aus jeder Schar die Kurve fir a= 2. Bestimme den Inhalt A(a)
der Fl ache, die eine Scharkurve von f, und eine von g, einschlief3en.

b) Bestimme m sqg dass die Gerade mit y =mx die Flache mit Inh alt A(a)
halbiert.

23 fx)=a-:x?, g0 =a’-ax?, a>0

Bestimme a sq dass das von beiden Schark urven oberhalb der x-A chse
begrenzte Flachenstlick mdglichst grol3 ist. Berechne diesen Flacheninhalt.

24 f(X) =4 — (X — 2P, gu(x) =ax
a) Berechne den Inhalt A(a) der Fl ache, die G; und Ggla einschliefRen.

b) Fur w elchen Wert v on a liegt zwischen G; und Gga keine Flache?
Welche besordere Lage haben dann G; und G ?

c) Die Parabel und die Schargerade durch den Scheitel der Parabel
begrenzen ein Flachenstlick. Wie oft passt san Inh alt in di e Flache,
die begrenzt ist v on der Parabel und der x-A chse?

X
d) Bestimme den Term der Integralfunk tion I (x) = "f(t) dt
Cc
e) Fur w elche Wert e von c ist der Graph von | . symmetrisch zum

Koordinatensystem?
f) Fur w elche Wert e von ¢ geht der Graph von I . durch den Ursprung?

«25 Gegeben sei eine Parabel mit f(x) = ax2 + bx + ¢
2 Parallelen zur y-A chse mit Abstand 2k, die Parabel und die x-Achse
begrenzen ein Fl achenstick.
Zeige: Die zugehdrige Flachenbilanz, also das Integral, ist
Xo+ 2k
n f(x)dx = %(f(x0)+4f(x0+k)+f(xo+2k))

Xo
Tipp: Wahle x, = 0. Warum ist di eseWahl erlaubt ?
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2.Volumen von Rotationskorpern

Rotiert eine ebene Kurve um eine Achse, die in der Ebene diese Kurve liegt,
so besdireibt sie eine Rotationsflache , und diese begenzt einen Rotations-
korper .

Beispiele:

Kurve Strecke
Rotationsachse echt parallel zur Strecke
Rotationskorper Zylinder

Kurve Strecke
Rotationsachse schneidet Strecke
Rotationskorper (Doppel)Kegel
Kurve Halbkreis
Rotationsachse Durchmessea
Rotationskorper Kugel

Kurve Parabelbogen
Rotationsachse Parabelachse

Rotationskorper Rotationsparaboloid
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Man berechnet Volumina von Rotationskér-
pern mit Integralen. Die Uberlegungen ent-
sprechen denen der Streifenmethode zur
Flachenberechnung: Haben wir dort Strei-
feninhalte addiert, sosind es jetzt Raumin-
halte von Zylinderscheiben. Die x-Achse ist
die Drehachse. Fir eine Scheibe gilt:

der Zylin derradiusist  r =f(x)
die Zylinderhohe ist h = ox
das Zylindervolumen ist V =r2"h = (f(x))2" ax

Nun rotiere ein Stiick des Graphen von y=f(x) um die x-Achse.
Parall ele Ebenen im Abstand ax, senkrecht zur x-A chse,
zerschneiden den Rotationskérper in Scheiben der Di cke #x.
Furs Volumen V;, der i-t en Scheibe gilt: m;?" ox %V, %M,;2" ox
m; (M,) ist das Minimum (Maximum) im i-t enTeilintervall.
Furs Volumen V des Raationskdrpers gilt:

% V %

Wir fassen nun eine bestimmte Stelle x der Rotationsachse ins Auge und lassen
die Scheibendicke ax gegen O gehen.
Dann werden die Radien m; und M, zu f(x) und die beden Summen zum Integral

Der Index x bei V, erinnert an die x-Achse als Raationsachse.
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Zur Kontrolle berechnen wir das Volumen
eines Kegels mit Radius r und Hoéhe h:

f(x) = x
Vv, ="

V="

Aber auch weniger vertra ute Rotations-
korper lassen sich so beaechnen,

wie das Rotationsparaboloid:

Dieses entsteht zum Beispiel bei der
Rotation der Wurzelkurv e (halbe Parabel)
um die x-Achse.

f(x) =

Rotiert die Wurzelkurve um die y-Achse,
soentsteht ebenfalls ein Rotationskorper.
Sein Volumen V, lasst sich mit der selben
Formel berechnen: Man ersetzt den
Term f(x) durch den der Umkehrfunk ti-
on f1(y) und dx durch dy:

v, ="

Im Fall der Parabel-Rotation ergibt sich
y=fx)= =+ x=y>=fy)
Df = Df—l =
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Aufgaben

¢1 f(x) =2x, D;=][1,;3]
Was fiur ein K érper entsteht, welchesVolumen hat er, wenn G; rotiert um
a) die x-Achse b) die y-Achse
fc) die Wink elhalbierende des 1.Quadranten ?

2 f(x) = ./r2—x2
Bestimme die maximale Definitionsmenge und zeige:
Jeder Punk t des Sdhaubilds ist vom Ursprung gleich weit entfernt.

Berechne das Volumen einer Kugel mit Radius r.

3 Die Parabel mit f (x) = x?, D; = [-2;2] soll Umriss eines Sekglases sén,
das drensymmetrisch ist zur y-A chse.
a) Welchen Rauminhalt hat das Sektglas?
b) Wie hoch steht der Sekt, wenn das Glas halb voll ist ?

c) Beiwelchem Sektvolumen ist das Glas bis zur halben Hohe gefullt ?
4 f(x)= —al3(x2—2ax), D;=[0;2a], a>0

a) Welchen Inhalt hat das Flachenstiick,
das G; und die x-Achse enschliel3en?

b) Berechne das Volumen des Korpers,
der bei Rotation von G; um die x-Achse entsteht.

c) Bei welchem Wert von a hat der Kdrper das sdbe Volumen wie eine
Kugel mit Durc hmesse 2a ?

5 f(x) =x2 D;=1[0;c]
Bei Rotation von G; um die y-Achse entsteht ein k onvexer Drehkorper,
bei Rotation von G; um die x-Achse entsteht ein k onkaver Dre hkdrper.
Bei welchem Wert v on ¢ haben beide Kérper das sdbe Volumen?

16 f(x) =3x—-4, D;=[2;c], c>2
Bei Rotation der Strecke G; um die x-Achse entsteht ein K egelstumpf vom
Rauminhalt V,, bei ihre r Rotation um die y-Achse en K egelstumpf vom
Rauminhalt V. Bei welchem Wert v on ¢ haben beide Kdrper das sebe
Volumen?
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3.Weg

Viele physikalisc he Grol3en sind definiert als Produkte mit 2 Faktoren. Produkte
aus 2 Faktoren a und b lassen sich immer veranschaulichen als Flacheninhalte a-b.
Flacheninhalte berechnen wir mit Integralen.

Bei konstanter Geschwindigkeit v eines Kdrpers
errechnet sich der in der Zeit at=t—t, zuriickge-
legte Weg s(t) als Produkt: s(t) = v-(t—t).

Im t-v-Di agramm lasst sich s(t) deuten als
Inhalt eines Reditecks mit den Seiten at und v.

Bei konstanter Beschleunigung a eines Koérpers
(Freier Fall) &ndert sich dagegen die Gesdwin-
digkeit v(t) lin ear mit der Zeit: v(t) = a-t.

Im t-v-Di agramm l|&sst sich s(t) jetzt deuten als
Inhalt eines Dreiecks oder Trapezes

Man berechnet s(t) elementargeometrisch oder
mit Integralen. Fur den Fall, dass die Bewe-
gung zu einem festen Zeitpunkt t, startet, er-

gibt sich fir irg endeinen spéateren Zeitpunkt t:
Elementargeometrie: s(t) = (at+aty)-(t—ty) = a(t>—ty,?) (Trapezformel!)

Integral: s(t) = = =a = a(t?-ty?)

Die Formel fur denim Zeitintervall [t;t] zuric kgelegten Weg s(t) =
gilt auch dann, wenn die v(t)-Kurv e keine Gerade ist.

Aufgaben

1 Ein Punk t bewege sich so, dass sane Gesdwindigkeit v(t) in m /s
immer gleich sel seinem Abszissenwertt in Sekunden. Er starte

a) zum Zeitpunktt,=1[s]
b) zum Zeitpunkt ty=2[s]

Wo ist er 1 Sekunde, 2 oder 10 Sekunden nach dem Start ?

2 Ein K drper bewege sich mit der Geschwindigkeit v(t) in m /s,
Seine Geshwindigkeit se immer gleich dem Quadrat t2 seiner Abszisse t.
Welchen Weg hat er zuriickgelegt:

a) nach der ersten Sekunde b) nach den ersten 2 Sekunden
c) nach den ersten 10 Sekunden d) wéhrend der 2. Sekunde ?
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4.Arbeit

Auch die Arbeit in der Mechanik lasst sich darstellen als Produkt mit 2 Faktoren,
zum Beispiel mit den Faktoren Kraf t und Weg (falls sie parall el sind). Die Flachen-
berechnung ist einfach, wenn die Kraf t lAngs des Wegs konstant ist oder linear
vom Ort abhangt. Im Fall konstanter Kraf t berechnet man den Inhalt eines Recht-
ecks (Hubarbeit bei kleinen Hohen). Im Fall linear sich dndernder Kraf t berechnet
man den Inh alt eines Dreiecks oder Trapezes

Schwieriger wird es, wenn die Kraft nicht lin ear vom Ort a bhangt,
Beispiel: Hubarbeit in grof3e Hohen tber der Erd e.
Nach NEwTONS Gravitationsgesez hangt die Gewichtskraft F vom Ort r ab:

F(r) :k-r-l5
k ist eine Konstante, sie hat tberall den selben Wert wie auf der Erdoberflache,
namlich k=R2-F(R).
F(R) ist di e Gewichtskraf t des Koérpers auf der Erd oberflache.
Das Bild zeigt, wie die Gewichtskraf t vom Ort r a bhangt.

F(r)

F(R)

k = R°F(R)

I
2R

Hubhohe 2R

A
\/
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Wir fragen nach der Arbeit, die nétig ist, um einen Kérper vom Gewicht F(R) in
die Hohe 2R Uber der Erdoberflache zu heben. Die bekannte Formel fur die Hub-
arbeit W=F-s durfen wir nicht anwenden, weil sie ja nur dann gilt, wenn F kon-
stant ist. Wir untert eilen den Weg [R ;3R] in n Strecken ©r. Die Hubarbeit aW auf
einer sachen Strecke ar ist aW, ( F(r;)-ar, wobei r; irgendeine Stelle auf dem i-ten
Wegstiick or ist.

Um den Korper 2 Erdra dien hoch zu heben,
braucht man W (

ist eine Zwischensumme flr das Integral
Far F(r) = k-  ergibt sich:
W = =
und mit k =R2-F(R) ist W = R-F(R).

Um eine Tafel Schokolade (100g) 2Erdradien = 2:6370km = 12740km zu heben,
ist also nétig W = -6,37-105m-1N = 4,25-106].

Bliebe die Gewichtskraf t k onstant, so kénnte man mit dem selben Aufwand W
die Tafel nur 4 250km heben.
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Aufgaben

¢, 1 Welche Arbeit ist nétig, um 1 Liter Wasse [F(R) =10N] in die Héhe r=n-R
zu heben?Was ergibt sich furn*‘ {2;10; 100} und n, # ?
Welche Gesdwindigkeit v musste ein Korper der M asse m cemnach auf
der Erd oberflache haben, um die Erde fir imm er zu verlassen?
(Fluchtgesdhwindigkeit v, Bewegungsenergie %mVFZ)

2 Spannarbeit bei Federn
Die Federharte D ist definiertals D = ﬂ? s ist die Federdehnung. Nach
dem Gesetz von HOOKE ist D inn erhalb gewisser Grenzen von s konstant.
Skizziere in einem s-F-Diagramm den Kraf tverlauf und berechne die Ar-
beit, um eine entspannte Feder der Harte D um eine Strecke s zu dehnen.

3 Adiabatische Kompression
Bei schnellem Verdi chten eines Gaseserwarmt sich das Gas (Diesd-Motor,
Fahrra dschlauch aufpumpen). Das Gasvolumen V hangt ab vom Druck p
nach dem Geseaz pVk = C; C, ist eine Konstante, k, ¢ = 1,4.

a) Skizziere in einem x-y-Diagramm die Kurve y=x—}; und berechne den
Inhalt der Fl ache zwischen Kurv e und x-Achse von x=1 bis x=0,5.

b) Welche Arbeit braucht man, um 1 Liter Luft bei Normaldruck von 1lbar
adiabatisch auf die Halfte zu komprimieren? Beachte:
Arbeit = Druck mal Volumen&nderung. Deute das Ergebnis von a):
x sei das Volumen in Li ter, y sei der Druc k in bar (=10N/cm?2). Welche
physikalisc he Bedeutung hat der Fl acheninhalt im Di agramm?
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5.Mittelwert

Das arithmetische Mittel m zweier Zahlen z;, und z, ist L
definiert als m = %(21+22). Das lasst sich mit Flachen PEETECCCCLY FRPPPEEEeD =
veranschaulichen, wenn man umformt: 2-m=1.z;+1-z,. '

Bei n Zahlen gilt: m = (z;+z,+ ... +z,,) oder
m-n =z, +z,+ ... +z,. Auch das lasst sich mit Flachen ver- 1 1—
anschaulichen. Gibt man den Rechtecken allgemein die
Breite ox, so gilt:

M-N-8X = z,-8X+Z,-0X+ ... +Z,-0X oder m = (z,-@X+2Z,-0X+ ... +Z,,-0X)

Deutet man die Zahlen z als Funktionswerte f(x;), so ergibt sich fur m die Zwi-
schensumme eines Integrals; m ist dann der Mittelwert der Funktionswerte f(x;).
Ist das Integrationsintervall nax=b—a konstant, soist diese Mittelwert fur ax, 0O
der mittlere Funktionswert »aller Funktionswerte«uber diesem Intervall [a;b]. So
ist es moglich, sogar fir un endlich viele Wert e einen Mittelwert zu berechnen.

Definition:

heil3t Mittelwert  der Funktion f Gber dem Intervall [a;b].

Anschauliche Deutung:

ist die Hohe eines Rechtecks der
Breite b—a, das den selben Inhalt
hat wie das Flachenstiick zwischen
x-Achse und Funk tionsgraph G;.
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Beispiel: f(x) = x(2—x)
Mittelwert f von f tiber [0 ;2]

Die Temperatur T an einem
Ort andert sich mit der Zeit t.
Ein »Thermograph« (Tempe-
ratur -Schreiber), registriert
die zugehdrige Kurv e,

das »Thermogrammex.

Das Bild zeigt ein idealisiertes
Thermogramm als Parabelbo-
gen.

Die mittlere Tempe-ratur
dieses Tages ist der Mittel-
wert der Temperatur -Funkti-
on Uber dem Intervall [0;24]:

In der Praxis kennt man den Funktionsterm nicht. Beim Auswerten des Thermo-
gramms begnlgt man sich oft mit einzelnen Messwerten — mathematisch kommt
das gleich der Berechnung einer Zwischensumme.

Eine praktizierte, bewahrt e Mdglichkeit:

Man mittelt die Temperatur um 7, 14 und 21 Uhr, wobei man den letzten Wert
doppelt zahlt, was einem doppelt so breiten Rechteck entspricht:

Ahnli ch verf ahrt m an mit GroRen wie:
mittlere Sonnenscheindauer,
mittlerer L uftdruck,
mittlere Niederschlagsmenge,
mittlerer Pegelstand.
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Aufgaben
Wie grol3 ist bei einem Temperaturv erlauf mit T(t) = —%(tZ—ZOt —100)
die mittlere Temperatur in d er 1.T ageshélfte, in der 2.T ageshalfte,
zwischen 6 und 18 Uhr ?
Funk tionen sind durch ihre Gra phen gegeben. Bestimme elementargeome-
trisch oder durch Integration den mittleren Funk tionswert.
f(x) = x(x—6)2. Berechne die Mittelwert e von f Uber den Intervallen
a) [0;2] b) [2;6] c) [0;6]
Effektivwerte beim Einphasen-W echselstrom
In einem Widerstand R sind Wechselspannung U _ und
Wechselstrom | _in Phase. Mit x =gt schreiben wir
einfacher U =U,sinx und | =lysinx. Fur di e Leistung P
im Widerstand R gilt P = Ul = U1 4-(sinx)2.
a) Zeige: =alUgl,. Berechne a. Wegen der Periodizitat muss man fur
den Mittelwert  blof3 von O bis " integrieren.
Tipp: (sinx)? + (cesx)2=1 und
b) Definition der Effek tivwerte U und l 4@ = Ugg-lgr UND R =

Was ergibt sich damit fir U 4 und | 4 ?
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Zum Nachdenken

! Bogenlange

Neben Flachen- und Volumenbe-
rechnung eignet sich das Integral
auch, um Bogenlangen zu berech-
nen. Dazu ndhert man den Bogen
durch einen Sehnenzug an.

Fir ax 0 e rgibt sich

Der Diffe renzialquotient ist die Ableitun g der Bogenlange nach x.

Nach dem Hauptsatz gilt dann fir die Bogenlange s zwischen a und b:

Beispiel: f(x) =
Wie lang ist der Bogen von G
zwischen (0[0) und (1]1)?

f=C )= ()%=

s(x) =
Durch gezieltes Raten findet man den Term

einer Stammfunk tion von s(x):

Im Allgemeinen macht all erdings das Integral grol3e Schwierigkeiten.

Guldin-Regeln

Rotiert ein Bogen um eine Achse, so entsteht eine Rotationsflache.

Rotiert ein Flachenstlick um eine Achse, so entsteht ein Rotationskorper.

Der schweizerische Mathematik er Paul GULDIN (1577 bis 1643) hat 2 verbliffe nde Zusam-
menhange gedunden zwischen den rotierenden Bogen bzw. Flachenstliicken und den ent-
stehenden Rotationsflachen bzw. Rotationskérpern. Er veréffentli chte sieim 2.Band seines
4-bandigen Hauptwerks »Centrobaryca« (=Schwerpunkte), an dem er von 1635 bis 1641
arbeitete.
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1.Guldin-Regel

Ein ebener Kurvenbogen b rotiere um
eine Achse, die in seiner Ebene liege
(und ihn nicht zerlege).

Der Inhalt A der dabei entstehenden
Rotationsflache ist dann gleich dem
Produkt von Bogenlange b und Umfang
Up=2ry," der Kreisbahn, auf der der

Schwerpunkt Sy lauft:
A= Ub'b: Zrb" b

Sind Schwerpunkt und Lange eines Bogens
bekannt, solasst sich der Inhalt der Rotations-
flache berechnen.
Beispiel: Torus (RinQ)
Der Torus entsteht, wenn ein Kreis
um eine Passante seiner Ebene ro-
tiert. Aus Symmetriegrinden ist der
Schwerpunkt des Kreises der Kreis-
mittelpunkt. Mit ry, als Rotationsra-
dius gilt fur die Oberflache A des
Torus
Guldin: A=2r,"-2r" =4ryr"?2

Sind Bogenlénge und Inh alt der Rotationsflache bekannt, so lsst sich der Rotationsradius
des Bogenschwer punkts berechnen.
Beispiel: Schwerpunkt eines Halbkreises

Bogenlange: b =r"

Oberf lache der Kugel: A = 4r2"

Guldin: 4r2" =2ry" 1" —rp =
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2.Guldin-Regel

Ein ebenes Flachenstick F rotiere um
eine Achse, die in sener Ebene liege
(und es nicht zerlege).

Der Inhalt V des dabei entstehenden
Rotationskorpers ist dann gleich dem
Produkt von Inhalt F der rotierenden
Flache und Umfang u_=2r_" der Kreis-

bahn, auf der der Schwerpunkt S_ lauft:

V=u_-F=2r_"-F

Sind Schwerpunkt und Inhalt der rotierenden
Flache bekannt, so lasst sich der Inhalt des
Rotationskorpers berechnen.

Beispiel: Torus
Guldin: V =2r" r2" = 2rgr2"2

Sind Inhalt der rotierenden Flache und Volumen des Rdationskérpers bekannt,
so [sst sich der Rotationsradius des Schwerpunkts der rotierenden Flache berechnen.

Beispiel: Schwerpunkt einer H albkreisfl&ache

Kugelvolumen V= r3"
Guldin: 3" =2r". r2" =22
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Begriindung der 1.  Guldin-Regel

Das Integrationsintervall [u ;v] sei von

Xq bis X, in n gleiche Teile zerlegt.

Der Bogen sei durc h einen Sehnenzug angenahert.
Bei der Rotation entstehen dann K egelstimpfe
mit den Mantellini en as;.

Naherungsweise gilt fur die Raationsflache A

des Rdationskérpers: A ( 2:F(x)"

Im Grenzfalln, # ist A=2" ,

siehe Nachdenken |

Die Ordin ate r, des Bogen-Schwerpunkts S, ist das gewichtete Mittel der Ordinaten der
Teilpunkte auf dem Bogen. Als Gewicht dient der Anteil as;/b, den die i-te Sehne as; am

ganzen Bogen b hat. ry, ( .Im Grenzfalln_ #istr, =

Beim Einsetzen des Integrals = b-r, ergibt sich die
1.Guldin-Regel A =2r,"-b.

(Mit der gleichen Uberlegung findet man tbrigens auch die Abszisse x, des Bogen-
Schwerpunkts Sy X, ( .Im Grenzfalln, # istxy = )

Begrindung der 2.  Guldin-Regel

Das Integrationsintervall [u ;v] sei von

Xo bis X, in n gleiche Teile zerlegt.

Die Flache se durc h Rechteck-Stre ifen angenahert.
Bei der Rotation entstehen dann Zylin der

mit der H 6he &x;.

Volumen des Radationskorpers: V, ="

Ordin ate des Schwerpunkts S; im i-t en Rechtedk:

y; = 0,5:f(x; ).

Die Ordinate r des Flachen-Schwerpunkts Sg ist

das gewichtete Mittel der Ordin aten y;. Als Gewicht dient der Anteil f (x;)ax;/F,
den die i-te Redhtedkf lache f(x;)ax; am gesamten Flacheninhalt F hat.

e ( .Im Grenzfalln, # istrp=

Beim Einsetzen des Integrals = 2F-rg ergibt sich die
2.Guldin-Regel V, =2r"-F.

(Mit der gleichen Uberlegung findet man tbrigens auch den x-Wert des Flachen-Schwer-
punkts Sg: Xg ( .Im Grenzfalln_ # ist xg = )
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b
# Angenéherte Berechnung von "

a
Findet man keine Stammfunktion, so
kann man Flacheninhalte nicht mit dem
Hauptsatz berechnen. Man zerschnei-
det dann das Flachenstick in Streifen
und denkt sich den Fl&acheninhalt als
Summe der Streifeninhalte (Prinzip
von der Zerlegungsinvarianz des Fla-
cheninhalts). Die verschiedenen Nahe-
rungsverfahren unterscheiden sich in
der Form, mit der man diese Streifen
naherun gsweise berechnet.
Um die Gute der Naherung beurt eilen
zu koénnen, wahlen wir ein Beispiel mit
bekannter Stammfunk tion.

» Ein grobesVerfahren ist die Streifen-
methode: Hier sind die Streifen
ersetzt durc h Rechtecke.

(Ober-, Unter-, Zwischensumme).

» Genauer arbeitet die »Trapezregel «:
Sie ersetzt die Kurve durch einen
Sehnenzug. In der Zeichnung sieht
man, dass der so berechnete Wert das
arithmetische Mittel von Ober- und
Untersumme ist.
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* Noch genauer ist di e »Simpson-Regel «
(Thomas SIMPSON, englischer Mathemati-
ker 1710 bis 1761). Sie ersetzt die Kurve
durch eine Folge von Parabelbtgen; jeder
geht durch 3 benachbarte Kurvenpunkte.
Der zugehdrige Inhalt errechnet sich nach
dem Satz in Aufgabe 25 auf Seite 62:

1.Streifen:

2.Streifen:

n. Streifen:

Die Simpson-Regel arbeitet exakt bei Polynomen bis zum Grad 3.
Ihre N &herun gstauglichkeit sel deswegen an einer andern Funk tion tUberpruf t:

Der Sinuskurv e begrenzt mit der x-A chse zwischen 0 und " eine Flache vom Inhalt 2.

Simpson-Regel mit 1 Streifen:
Simpson-Regel mit 2 Stre ifen:

Simpson-Regel mit 3 Stre ifen:

Johannes KEPLER (deutscher Mathematiker und Astronom 1571 bis 1630) hat 1615 einen
einfacheren Vorlaufer der Simpson-Regel angegeben. Er fand eine Formel zur Berechnung
von Querschnittf lachen; die Formel brauchte er, um das Volumen von Weinfassen zu
bestimmen. Sie ist nichts anderes als die Simpson-Regel mit 1 Stre ifen:

Heute ist sie bekannt unter dem Namen »Fassregel« von KEPLER.
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Computer-Einsatz: Simpson-Regel

\orgaben: f(x) sei Term eirer in [a;b] definierten Funktbn, Steifenzhl
b

Zel: Argendlerte Beechrung von ' f(x) dx nach Simpson
a

Zur Mathematica-Pogrammerurg:
Die 6 fetten £ilen erthalten die Arweisurgen zur Beechrung (die 5. erthélt die Fornel),

die letzten 4 2ilen geben de Egebisse be&nrt.

Simpson[f_Symbol, {Xvon_,Xbis_},efenAhl_Integer?®sitive, rechreExakt_]:=Mbdule[
{dx, dx6, Xstutz, Xmitte¥werte Sumne},

L

dx=(Xbis-Xwn)/Str eifenZahl; dx6=dx/6;

Iffr echneEakt==False, dx=N[dx]; dx6=N[dx6]];

Xstutz=Thable[Xvon+dx*k, {k,0,Streifenzahl}];

Xmitte=Table[Xvon+dx*k+dx/2,  {k,0,StreifenZahl}];

Ywerte=Table[f[Xstltz[[K]]]+4*f[ Xmitte[[K]]]+[Xstltz[[k+1]]], {k,1,Str eifenzahl}])//FullSimplify;

Summe=Sum[Yerte[[n]]*dx6, {n,1,Str eifenZahl}]//FullSimplify//Chop;

Print["f(x) =", f[x], "\t In tegrationsintervall = [",Xvon,";",XbisT\t",

Streifenzhl," Strifen \tStreifen Beite =", dx];

If[r echreExakt, Print["SIMPSON: StifenSumm = ",Summg" , ",N[Summa] ],

Print["SIMPSON: StifenSumna, ",Sumne]]

]
Beispel: f(x) = Sin[x]; Intervall ={0, 3}; StreifenZahl = 2; rechneEakt = True;
Simpson([f, Intervall, StreifenZahl, rechneExakt]; (* A ufruf von »Simpson«*)
Die Egebnisse fir 6 SteifenZahl-Werte zusammengedisst:
Streifen- Simpson-\&ft Simpson-\&ft
Zahl exakt dezimal
1 2,0944
2 2,00456
3 2,00086
4 2,00027
5 2,00011
6 2,00005
-1 1 X
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V.Umkehrfunk tion und ihre Ableitung

1.Zur Er innerung

Definition: Eine Funktion f heil3t umkehrbar oder eineindeutig
wenn verschiedene Urbilder x immer verschiedene Bilder y
haben: x;! x, — f(xy) ! f(x,)

Anschaulich bedeutet das nichts anderes, als dass jede Parall ele zur
x-Achse den Graphen hochstens einmal schneidet. Das ist vor allem
der Fall bei echt monotonen Funk tionen, denn flr sie gilt:

echt monotones Steigen X, <X, — f(X;) <f(xy)

echt monotones Fallen X1 <X, — f(Xq) > f(X,)

y

KK K
*

Ubersicht Ist eine Funktion f umkehrbar,
so bezechnet man die Umkehrfunk tion von f mit f L.
Funktion y=f(x) mit D;und W
Umkehrfunk tion x =f-1(y) mit D;a=W; und W, . = Dy
oder nach Vertauschung der Variablen x undy
Umkehrfunk tion y=f-1(x) mit D;a.=W;und W, 1. = Dy.
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Fir di e Verk ettung von f und f 1 gelten die Identitaten:
f1(f(x)) =x,x ‘D¢ und f(f (X)) =x, x ‘ D.

Auf den ersten Blick stof3t diese abstrakte Schreibweise ab. Doch dahinter ver-
birg t sich ein einfacher, wichtiger Zusammenhang: Funktion f und Umkehrfunk-
tion f -1 heben sich auf in ihre r Wirk ung auf ein Argument x, zum Beispiel:

Die Wurzel aus dem Quadrat einer Zahl (&0) ist die Zahl selber,

das Quadrat einer Wurzel aus einer Zahl (&0) ist die Zahl selber,

der K ehrwert vom Kehrwert einer Zahl (! 0) ist die Zahl selber.

Bestimmung der Umkehrfunktion f -1
Man findet den Term der U mkehrfunk tion, indem man die Funktionsgleichung
y =f(x) nach x auflost. Bei umkehrbaren Funktionen ist die Auflésung eindeutig,
sonst nicht. In der Pra xis geht man schrittweise vor,
Beispiel:
.

f(X) = J2-x, Dy =14#:2], W=,
e |st f umkehrbar ?

Die Untersuchung auf Monctonie ergibt:
f fallt echt monoton, f ist al so umkehrbar.

» Funktionsgleichung mit y anschreiben

y = und nach x auflésen X=2—y>2

* Umkehrfunktion mit y als unabhangiger V ariable
fAy)=2-y? Dia=We= , Wea =Dy =]+ 2]

» Umkehrfunktion mit x als unabhangiger V ariable,
Vertauschen von x und y
f_l(X)=2—X2, Df—1:Wf= y VVf—lszz]—#;Z]

bedeutet im K oordinatensystem:
G; spiegeln an der Wink elhalbierenden
des 1.Quadranten

Der letzte Schritt hat mit dem Problem,
eine Funktion umzukehren, nichts zu tun.
Man vertauscht x und y nur deshalb, weil
man sich so gewohnt hat an x als unabhén-
gige Variable, die man nach rechts abtragt.
Wie man Variablen bezdchnet, ist ja egal:
man kann sie x, t, v oder 6 nennen. Die Um-
kehrfunk tion von oben hatte man genauso
gut auch schreiben koénnen

als f1(U) =2 - 1? Dfa=W,=
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Das folgende Bild veranschaulicht die beiden Wege zur U mkehrfunk tion:
— zuerst auflésen nach x, dann Koordinatentausch (wie im Beispiel oben)
— zuerst K oordinatentausch, dann auflésen nach .

Vereinbarung Mit G;-1 bezeichnen wir d en Graphen, der entsteht,
wenn man G; an der Wink elhalbierenden y=x spiegelt.

Aufgaben

1 Umkehrbarkeit
Die Bedingung (1): a! b — f(a)! f(b)
fur die Umkehrbark eit einer Funk tion f ist gleichwert ig mit
der Bedingung (2) : f(a)=f(b) — a="h.
Untersuche mit (2), ob folgende Funk tionen umkehrbar sind.

a) fx)=— x+3, D;=, b) g(x)=— x2+3, Dy=,
c) hx)= ., Dp=M- 1} d) ix)=x+ , D;= 0}
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¢2 Bestimme f1und D;-.

a) f(x)=-=2x+5, D;=, b) f(x) =./x-2, Dy _
c) f(x)=x2—-2x, D;=[1;#] d) f(x) =x2-2x, D;=1-# ;1]

e) f(x) =2, D; ,W;= \{2} f) 1(x) :.% 2);;1:5: >)<( “ ][f-;i][

2+x’

¢3 Bestimme mdglichst grof3e Teilmengen von D¢__ so, dass die Einschran-
kung von f dort umk ehrbar ist. Gib jeweils die Umkehrfunk tionen an.

a) f(x)=x2 b) f(x) = —x2 + 4x «c) f(x) = x — 2./

¢4 Funktion und Umkehrfunktion
Bestimme D; , W;und f~und bestétige f=(f(x))=x und f(f-(x)) = x.
Fur w elche x-Wert e gelten diese Gkichungen jeweils?

a) f)=JXx=1  b) fx)=1-/x-2 0) f(x) =&, W; = \{0}

5 f(x) = J1-x
Berechne und vergleiche: f-(f(x)), (fFH)(x), (f1(x)) und (f(x))L.

6 Begriinde: Steigt f echt monoton, dann steigt auch f—-1echt monoton.

7 Besdireibe G;-+, wenn man weil3:
a) G; steigt echt monoton auf [a ;b] und liegt Gber der x-A chse.
b) G; fallt echt monoton auf [a;b] und liegt unter der x-A chse.
c) G; fallt echt monoton auf [a;b] im 2. Quadranten.

8 Ungleichung und Umkehrfunktion
Wendet man auf beide Seiten einer Gleichung (Ungleichung) eine Funktion
an, so entsteht eine neue Gleichung (Ungleichung).
Welche Eigenschaft muss ene Funktion haben, damit gilt:

a) fx)=a — x=f%a)
b) fx)<a — x<fi@)
c) fx)<a — x>f(a)

9 Bei einer Funk tion se f=f-1. Woran erkennt man das am Graphen?

"10 Berechne die Schnittpunkte von G; und Gs-.

a) f(x)=2-./x b) f(X)=x2—2x+2, D;=[1;#]
c) f(x)=./-1-x d f(x)=1-x e) fx)=x3+x-1
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2.Ableitung der U mkehrfunk tion

Dem Bild rechts entnehmen wir:

Ist eine Funktion f umkehrbar und
differenzierbar, dann ist es auch ihre
Umkehrfunk tion f-1; ausgenommen
sind Punkte, in denen Tangenten von
G; -+ parallel sind zur y-Achse. Solche
Tangenten entstehen beim Spiegeln
waagrechter Tangenten von G; an der
Achse y=x. Kurz:

Waagrechte Tangentein (alb) ‘G +
senkrechte Tangentein (bla) ‘ G ;.

Man berechnet den Term (f 1)(x) der abgeleiteten Umkehrfunk tion aus
der Id entitat x =f(f1(x)) mit der K ettenregel.
Zweckmafigerw eise nimmt man f-1(x) als Term der inn eren Funktion.
Wir definieren eine Funktion f mit D ;=D f(x) = f(E-1(x)) ]
Wegen der Id entitat f(f-1(x)) = x, x* D; gilt: f(x) = x D]
Ableitung von [il:  f'(x) = f'(FL(X))-(F1)'(x)
Ableitungvon|[) ] f'(x)=1
Damit gilt: f'(f1(x)-(fFH(x) =1

() = , PE09) ! 0

f'(f1(x)) = 0 bedeutet: G; hat an der Stelle f~1(x) eine waagrechte Tangente,
und G;- hat an der Stelle x eine senkrechte Tangente.
Satz Istfin D ; umkehrbar und differenzierbar und
hat G; keine waagrechte Tangente, dann gilt: (fY)'(x) =

Beispiel: Ableitung der Wurzelfunk tion
Die Wurzelfunk tion ist die Umkehrfunk tion von f mit

f(x) =x?, D;= ,W;= .Weil die Quadratfunk tion differenzierbar ist,
ist es auch die Wurzelfunk tion

f'x) =2x, Ds =

fAx)= , Dfa=W; =

f'f1(x)) =2-fx) =2

(X = = » Dy =

Hatten wir D; =  gew&hlt, dann ware f zwar auch umkehrbar,

G; aber hatte eine waagrechte Tangente in (0|0) und damit G;«
eine senkrechte Tangente in (0]0). (f1)(0) ist also nicht definiert.
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Oben haben wir di e Wurzelfunk tion abgeleitet mit (f 1)(x) = f(f—}(x))
Einf acher ist es, wenn man direkt die Beziehung f(f%(x)) = x, x* D¢a
ausnutzt — hier: (Jx)2=x, x*, *

Kettenregel: 2(/x)(J/x) =1 — (f)_ L

%l

Gf—l
Aufgaben
¢ 1 Berechne (f1)(x):
a) f(x) =3x+2 b) f(x) = c) f(x)=1+
¢2 Berechne f-1(x) und dann auf 2 Art en (f1)(a):
a) f(x)= x-3, a=4 b) f(x)= , a‘{1;10;0}
c) f(x)=(x-1)>-1, D;=[L;#[, a' {2; }
dy fx)= , W,=, \{1}, a' {-1,0}
«3 Berechne (f1)(x), ohne f1(x) abzuleiten:
a) f(x)=- x+ b) f(x) =2(x+1)?, D; =
) f(x)=-—
"4 Berechne (f1)(a):
a) f(x) =3x2—x3, x&3, a=-16 b) f(x)= —x2, x&1, a=-14

c) f(x)=sinx, D;=[0; ], a=

"5 y=2x-1istdie Gleichung einer Tangente t im Punk t P(3|p) von G;.
Wie heil3t di e Gleichung der entsprechenden Tangente t* von G;+?
Gib den Berihrp unkt an.
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3.Integration mit der U mkehrfunk tion

Es kann vork ommen, dass der Inhalt A einer Flache gefragt ist, die vom Graphen
einer Funktion f begrenzt ist, von der man keine Stammfunk tion kennt. Diesen
Flacheninhalt kann man aber trotzdem berechnen, wenn eine Stammfunk tion der
Umkehrfunk tion f-1 bekannt ist.

Beispiel: f(x) = ./2x—6, D;=[3;#[
A =

Eine Stammfunk tion von f ist
nicht bekannt, dafir aber

f1(x) =
Der Zeichnung entnimm t man:

Inhalt des Reditecks OPQR
AOPQR = 5f(5) = 52 = 10

A= =Aopgr —
A=10- =10 - =10-(( +6)-0)=4- =
Aufgaben

Berechne die Integrale mit der Stammfunk tion der U mkehrfunk tion:

¢l a) b)
2 a) b)
3 a) b)
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Zum Nachdenken
Differenzieren und Integrieren von Gleichungen und Ungleichungen

Um die Ableitung der Umkehrfunk tion zu finden, haben wir die Gleichung f(f1(x))=x auf
beiden Seiten differenziert. Dieses Verfahren kann aber auch schief gehen, wenn man
nicht aufpasst. Diffe renziert man namlich eine Gleichung wie 2x=10, so ergibt sich 2=0.
Welche Gleichungen darf man also gefahrlos ableiten?

Die Gleichung 2x=10 ist eine Bestimmungsgleichung, sie gilt nur fir den einen Wert x=5.
Dagegen gilt eine Gleichung wie (x—1)?2=x2-2x+1 fur jeden Wert von x‘ , . Eine sdche
Gleichung heil3t auch Identitat in | . Identitdten darf man ableiten, nicht aber Bestim-
mungsgleichungen. Die Ableitung der Id entitat (x—1)2=x2-2x+1 ist 2(x—1)=2x-2.

Die Gleichung f(f(x))=x ist eine Identitat in D;-, ist alsoin Ds-1 auf beiden Seiten ableit-
bar. Die beiden Seiten sind ja nur verschiedene Fassungen von Termen ein und der selben
Funktion auf D¢-1.

Eine Anwendung diesesVerfahrens ist das implizite Differenzieren

Man diffe renziert di e Funktionsgleichung

entweder in expliziter Form, wie y:ﬁ

oder in impliziter Form, Wie y2=x

y2=x ist eine Identitat in , *, wobei man sich y =f(x)=./x zu denken hat. y2=x abgeleitet
nach x ergibt 2yy'=1, und aufgelost y' = 2[

Ein anderes Beispiel fur eine Funktlonsglemhung
in impliziter Form ist die Gleichung eines Kreises
um O mit Radius r: x2+y2=r2, Das st eine ldenti-
tat fur x‘[-r;r]. lhre implizite Ableitung nach
X' ]-r;r[ ist 2x +2yy'=0 und aufgel6st:

wobei fur den oberen

y'=-
y m
Halbkreis gilt y=./r2—x2.

Bei Ungleichungen hat das Ableiten keinen Sinn. Auch wenn die Ungleichung f(x)>g(x) fur
x‘, gilt, darf man sie nicht differenzieren. Sie bedeutet ja nur, dass G; Uber G liegt, nicht
aber dass G; Uberall steiler ist als G4 (was die Folgerung bei falschlichem Ableiten ware).
Aus x2>0 folgt also nicht 2x >0.

Das Integrieren von Bestimmungsgleichungen ist ebenso unsinni g wie das Diffe renzieren.

Identitaten aber darf man in ihrem Giultigkeitsbereich integrieren; so vereinfacht sich

manchmal auch die Redhnung:

"2 " 12 )

mJ1—(sinx)2dx = "cosx dx = [sinx]ol2 =1,weil in [0 ;" /2] gilt: /1—(sinx)2 = cosx.

0 0

Auch Ungleichungen darf man in ihrem Gultigkeitsbereich integrieren (aber nicht differen-

zieren!). f(x)>g(x) fur x * D bedeutet, dass in der Definitionsmenge G; uber G liegt.

Damit ist auch die Flachenbilanz von G; grof3er als die von G:
1 1

x&2 furx‘ [0;1] — "xdx & "x2dx —
0 0

NI

&

Wik
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VI. Exponentialfunk tion

1.Definition

— HeilRer Kaffee k Gihlt sich ab.

— Angezupfte Saiten schwingen aus.

— Licht wird im Wasse imm er schwacher, je tiefer man taucht.

— Radioaktive Préaparate strahlen mit der Zeit immer schwacher.
— Geld auf der Bank vermehrt si ch durch Zinseszins immer mehr.
— Bakterienkulture n wachsen immer stark er an.

— Wissen nimmt imm er mehr zu.

Diese Vorgange, so vielfaltig sie uns auch erscheinen, lassen sich mathematisch
durch ein und den selben Funktionstyp besdireiben: die Exponentialfunk tion.

Definition: Eine Funktion f heil3t Exponentialfunktion :
wenn sie den Term hat: f(x) =b*, b>0und b! 1, x"‘ , .
b heil3t Basis der Exponentialfunk tion.
X, die unabhangige Variable, ist Exponent.
Der zugehdrige Graph G; heil3t Exponentialkurve

Die Basis b muss positiv sein, damit der Exponent x auch ein Bruch
oder sogar eine irra tionale Zahl sein ka nn.
Die Basis b=1 schliel3en wir deshalb aus, weil der Term 1X nur den
konstanten Wert 1 liefert, also nicht die charakteristischen Eigen-
schaften einer Exponentialfunk tion zagt.

Die Basis b lasst sich deuten als Parameter der Schar der Exponentialfunk tionen.
Die Typen des immer mehr Ab- oder Zunehmens erkennt man wieder im Bil d:
Die Kurven fur 0<b<1 besdireiben das Abnehmen, die fir b>1 das Zunehmen.
Die Gerade y=1* tre nnt beide Typen.
Wegen b*>0 liegen alle Schark urven Uber der x-A chse.
Wegen b%=1 gehen alle Schark urven durch (0]1).
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2.Ableitung

Die Exponentialfunk tionist mit keiner der bisher bekannten Funk tionen verw andt.
Wir wissen weder, ob sie Uberhaupt differenzierbar ist, noch kennen wir Regeln,
nach denen wir sie ableiten konnten. Es bleibt also nur der etwas besdwerli che
Weg: Tangentensteigung = Grenzwert d er Sekantensteigung.

Funktionsterm: f(x) = b*
Sekantensteigung m fir di e Stelle x:

_ f(x+h)—f(x) — bX*h_pX _ bX.bh—b* _ ,y b"-1
m(x) n h h o*- =5
; . : : bh—1 . bh-1
1.Ableitung: f'(x) = lim m(x) = lim bX. = bX:lim ——=
g- 1) h.0 (x) h.0 h ho h
. . .. . h_ o : .
Die Aufgabe ware geldst, wenn der Grenzwert |hlr51 % existierte und wir seinen
Wert wiisst en; er bedeutet die Tangentensteigung, also die Ableitung, fir x =0:
. h_ . h_ . . .. h_
f'(0) = bO-LII’(T)1 % = Llrp %. Die Tabelle zagt einige Wert e von %:

h=-0,1|h=-0,01 |h=-0,001 |h=-0,0001 |h=0 |h=0,0001 |h=0,001 |h=0,01|h=0,1
b=2 [0,6697| 0,6908 | 0,6929 0,6931 ? 0,6932 | 0,6934 |0,6956 |0,7177
b=3 [1,0404| 1,0926 | 1,0980 1,0986 ? 1,0987 | 1,0992 |1,1047|1,1612
b=10|2,0567 | 2,2763 | 2,2999 2,3023 ? 2,3029 | 2,3052 |2,3293 |2,5893

e-Funktion

Allem Anschein nach existiert der Grenzwert flr die Steigung und hangt
ab von der Basis b. Schon ware eine Basis, fur die er den Wert 1 hatte. Denn dann
ware f'(x) = = pbX.-1 = bX, und der Funktionsterm ware zugleich auch
Term der 1.Ableitung. Wie ein Blick in die Tabelle zeigt, musste b zwischen 2 und
3 liegen. Gesudt ist b so, dass gilt: =1. Man kann beweisen, dass b exi-
stiert. Wir nahern uns b mit einer plausiblen Uberlegung:
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Je ndher h bei O liegt, desto mehr gleichen sich beide Seaten in % (1,

also b'( 1+h oder b( (1+h)". Den unbequemen Exponenten 1/h besetigt man
mit der Substitution = =r, also h:%. Je naher h bei O liegt, desto groRer istr,
desto mehr gleichen sich die Seiten in b ((1+2).

Der Taschenrechner liefert schnell einige Naherungswerte fir b:
r 10! | 102 | 103 104 10° 106 107

(1+%)r 2,99 (2,70 | 2,717 |2,71815|2,71827 | 2,7182805 | 2,718281693

Diese Basis hat einen recht krumm en Wert. Zu Ehren des scweizerischen
Mathematikers Leonhard EULER (Basel 1707 bis 1783 St. Petersburg)
bezachnet man sie mit e; e heil3t deshalb auch »Euler-Zahl«.

Definition: e = =2,718281828...
Die Exponentialfunk tion mit Basis e heil3t e-Funktion
symbolisch exp : f(x) = e = exp (x).
Die zugehdrige Kurve heil3t e-Kurve .

e lasst sich nicht schreiben als Bruch naturli cher Zahlen, ist also irrational.
e lasst sich nicht einmal darstellen als Losung einer algebraischen Gleichung;
sodche Zahlen heil3en transzendent

Wir haben alsodie Diffe renzierbark eit und die Ableitung der Exponentialfunk tion
fur den Sonderfall der Basis e gefunden. Fur f (x) gilt: f(x) = &
f'(x) = e =e-1

(%) = &
Der allgemeine Fall (b*)' lasst sich leicht folgern, siehe Uberiibernachste Sate.
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3.Eigenschaften
e-Funktion f(x)=€e, D;=,

Ableitung und Integral
f(x) = e =1'(x) =f"(x) = ... Wegen e*>0 steigt die e-Kurve edt monoton
und ist linksg ekrimm t.
te<dx=eX+C

Verhalten im Unendlichen

=# eXUberschreitet jede noch so golie
Zahl, well bei jedem Einh eitsschritt
nach rechts der Funk tionswert a ufs
e-fache steigt.

=0 eXunterschreitet jede noch so kleine
positive Zahl, weil bei jedem Einh eits-
schritt nach links der Funk tionswert
auf den e-ten Teil fallt. Die e-Kurve
kommt also fur x, —# der x-Achse
beliebig nahe (tr iff t sie aber nie).
Deshalb nennt man die x-Achse die
Asymptote der e-Kurve fur x, —#.

Stetigkeit und W ertemenge
Weil exp diffe renzierbar ist, ist exp auch stetig
und nimmt jeden positiven Wertan: W;=_ *
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Umkehrfunktion
Die Exponentialfunk tion ist eineindeutig.
Sie hat deshalb eine Umkehrfunk tion: die Logarithmusfunktion.
Aus der Mi ttelstufe ist beka nnt:

y=10¢ + x=log;py =1lgy Zehnerlogarithmus
y=2¢* + X=log,y =Idy=Iby Dual- oder Binarlogarithmus
y=b + x=log,y Logarithmus zur Basis b

Definition: Der Logarithmus mit Basis e heif3t
naturlicher Logarithmus
Die zugehorige Funktion heifdt In : f(X) = logx = Inx.
Die zugehdrige Kurv e heil3t In-Kurve

Die In-Funktion ist also die Umkehrfunk tion der e-Funk tion und umge-
kehrt. Symbolisch: In = exp™ und exp = In-L.

Funktion f(x) = €, D; =, W= *

Umkehrfunktion f3(x) =Inx, D1 =, ¥, W = ..

Wichtige Identitaten elnx =x, x>0 IneX=x,x°*,

speziell elne =g Ine=1
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Anwendung der Identitaten:

Ldsen von Gleichungen und Ungleichungen

Wir nutzen die Eigenschaft, dass exp und In umk ehrbar sind beziehungsweise
echt monoton steigen.

ex =3 e2x-1 =105 e3X < 1
10
In ex =In3 2x—1 =-5:In10 _3x < In%
1-5.In10
X =In3 X === -3x <-1n10
X > % In10
Inx =5 In(2x-1) =10 In(=3x) <-0,1
einx = ¢5 Ox—1 =elo _3y <01
— A5 —1+el0 1,01
X =e X = > X >—3e

Basisdnderung
Jede Potenz b* I&sst sich schreiben als Potenz mit der Basis e.
Wegen a=ena gilt bx = (énb)x = ginb
Damit ist jede Exponentialfunk tion mit dem Term b* zurtickf Ghrbar auf die
e-Funktion; ihr Term ist (e*)'"b, also éne Potenz von e*.

Ableitungvonb X

f(x) = bx = einb
Kettenregel: f'(x) = e!"b.Inb = b*Inb )
Der vom vorigen Kapitel unbekannte Faktor Ihlr(g\ bT_l erweist sich als Inb.

& 10 = 10%In10

X

42 =2¢In2

X

d e =eune=¢

X

d 1\X _ /1\X 1 —  /1\X

d—x(é) = (5) In§ ——(5) In2 oder

& 2% =2%In2-(-1) =-2*In2

Exponentialkurven
Alle folgenden Uberlegungen beruhen auf der e-Kurve G mit Gleichung
y=eX. Zur schnellen und sicheren Orientierung dienen die Asymptote y=0
fur x, —# und der »Angelpunkt =« (0|1) mit der Tangente der Steigung 1.
Durch einfache Abwandlungen des Terms e* entstehen Exponentialkurven

G;. Wir zeigen Wege, wie man ohne ausladende Kurv endiskussion und Wer-
tetabelle die Lage von G; findet.
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Spiegelungen im Koordinatensystem

Spiegelung von G an der x-A chse
f(x) = —X

G; hat den Angelpunkt (0|]-1) und
die Asymptote y=0 fur x, —#.

Spiegelung von G an der y-A chse
fx)=eX= =

G; hat den Angelpunkt (0|1) und
die Asymptote y=0 fur x, +#.

Spiegelung von G am Ursprung
f(X):_e—X:_ = _

G; hat den Angelpunkt (0|]-1) und
die Asymptote y=0 fur x, +#.

Schiebungen und Streckungen
im Koordinatensystem

fx)=e+b

G; entsteht beim Verschieben

von G um b in y-Ri chtung.

G; hat den Angelpunkt (0|1 +b) und
die Asymptote y=b fur x, —#.

f(x) = aeX, a>0

G; entsteht beim Strecken von G

in y-Richtung mit Faktor a.

Wegen aeX=ex*Ina jst diese Streckung
gleichbedeutend mit einer Verschiebung
um —Inain x-Richtung.

G; hat den Angelpunkt (—Ina|1) und
die Asymptote y=0 fur x, —#.

Zum Bil d:

f(x) =

Streckung aufs  -fachein y-Richtung
bewirk t das Selbe wie Verschiebung
um —0,5 in x-Ri chtung.
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2

Allgemeiner Fall
f(x) =2eX+2
Um Angelpunkt und Asymptote zu finden, muss man den Term
so umformen, dass der K oeffizient bei e entweder +1 oder —1 ist:
f(X) = _gXxtin2 4 2
Bedingung fur Angelpunkt: Exponent =0
—-X+1In2 =0
X =In2
f(In2) = -& + 2 = 1;Angelpunkt (In 2|1)
Bedingung fur Asymptote:
Exponent , — #
-X+In2 , —#
X, +#
Asymptote y=2 fur x, +#.

Aufgaben

Berechne mit dem Taschenrechner.

a) eol b) 01 C) d) ee e) e

f) g) e h) "¢ 1) )

Lose auf nach x und bestimme mit dem Taschenrechner auf 0,01 gerundete
Naherungswerte

a) ex=2 b) e2x=10° c) ex="

d) e) of) ex—-2e*x=1

Lose auf nach x und bestimme mit dem Taschenrechner N&herun gswerte.
a) l<e<?2 b) 1<eX<2 c) 0,1 <e<1000

d <e<e e) e &103 of) elXl 9pee

og) €2 > e + 12 h) >0

Leite ab.

a) f(x)=x+ ¢ b) f(x) =- c) f(x) =2e +x-€2

d) f(x)=x-e* e) f(x) = x2-ex f) f(x) = g) f(x) = x&.e

h) f(x) =e+sinx i) f(x)=esinx j) f(x)=sin(e) k) f(x) = esinx
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¢5 Leite ab.
a) f(x)=e* b) f(x) = e c) f(x)=e" d) f(x) = e/
&) f0=Je ) f=e=> g f=xek ) f()= =

3/ex
¢,6 Die Bilder zeigen Kurven vom Typ y = a-e™ + b mit Angelpunkt.
Bestimme Funktionsterm, Achsenpunkte und Asymptote.
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7

.8

10

11

12

Die Bilder zeigen Kurven vom Typ y =a-e*X+b mit Asymptote oder einem
charakteristischen Kurvenpunkt.
Bestimme Funktionsterm und Achsenpunkte.

Gegeben sind Funk tionsterme. Skizziere die zugehérigen Kurven,
bestimme Achsenpunkte und Asymptoten.

a) e -1 b) e2*x—e C) e —eg®X
d) 2ex2 e) (e2*—e) f) e(1—e™)

fx)=a-ex+b, gx)=ae*+b

Bestimme a und b so, dass die Graphen im Ursprung bertihrt w erden von
der Wink elhalbierenden

a) des 1.Quadranten b) des 2.Quadranten.

fx)=a-e*x+b, at! 0
Zeige: y=b ist die Gleichung der Asymptote von G;.
Wie entscheidet man, ob sie Asymptote ist fur x, +# oder x, —# ?

f(x) =a-eX +b, g(xX)=u-e*+v
Bestimme u, v und s so, dassdie Asymptoten von G; und G, den Abstand 2
haben.

f(x)=a-eX +b
Far w elche Wert e von a und b schneidet G; :

a) nur die y-Achse b) die x-Achse c) nur die x-Achse
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13

.14

15

17

18

f(x) =a-e +Dh.
Wie viele Punkte legen G; fest? Welche Bedingung missen sie erfillen?

0

Berechne A = "eXdx und deute den Wert an einer skizzierten e-Kurve.
-1 b
Bestimme b>0 so dass "e*dx =A Iist.
0
In9
Berechne A = " eXdx.
0
Bestimme a sq dass die Gerade x=a die Flache mit Inh alt A halbiert.
In w elchem Verhaltnis (<1) teilt die e-Kurve das Redteck
mit den Ecken (0]0), (2]0), (2|e2) und (0|e?) ?
Berechne das Integral und deute senen Wert al s Flacheninh alt (Skizze!).
0 2
a) "(1-eX)dx b) "eXx-2dx
-1 1
fx)=e-1-e
Berechne den Inhalt der Flache, die begrenzt ist v on G; und den
Koordinatenachsen.
Die Gerade g schneide die e-Kurve in (-1|?) und (1]?).
Berechne den Inh alt der Flache, die begrenzt ist v on Gerade und e-Kurve.
fx)=€, g(x)=e+1-é~x

a) Berechne die Schnittpunkte von G; und G,

b) Berechne den Inhalt der Flache, die beide Graphen einschliel3en.
Verwende fe*dx =—-e>*+C.
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4.Polynom- und Exponentialfunk tion

Polynomfunktion als Ersatz fur die e-Funktion

Die Polynomfunktion ist uns vertra uter als die e-Funktion. Wir werden die beiden
Funk tionen vergleichen und so neue Eigenschaften der e-Funktion entdecken.
Zuerst zeigen wir, wie sich e in der Gegend der y-A chse annahern lasst durch
Polynome. Der einfachste Fall einer Polynomkurv e ist eine Gerade.

Von allen Geraden liefert di e Tangente die beste Anndherung: y =1 + x.

Wegen exp"(x) = e* >0 ist die e-Kurve linksgekrimmt. Sie liegt deshalb immer
Uber jeder ihre r Tangenten (bis auf den Berlhrp unkt): e*>1 +x, (x!0).

Wenn sich e-Kurve und Polynomkurve wenig untersgheiden, dann gilt das auch

fur die Inhalte der Fl &chen, die sich beim Integrieren ... fur x >0 ergeben:

X 0
e >1+x [l ...

e — 1 >X+ 2x?
e > 1 +X +3x? | ..

e —1>X+2x2 +2x8 0
e > 1+x+2x2 +:x3 ... und so weiter.

1

—_yNn
2:3:4- ... -nX

Es ergibt sich € > 1 +x+2x2 +2x3 + ox* + ... +
Der Nenner des letzten Bruc hs ist ein auff alliges Produkt: 2-3-4- ... -n.
In der M athematik k ommt es oft vor, zum Beispiel in der Kombinatorik.
Zu seiner bequemen Handhabung hat man eine Abklrzun g gesdaffen:
n!, gesprochen n-Fakultat.
n!ist das Produkt der naturli chen Zahlen von 1 bis n. Soist 5! =1-2-3-4-5 =120.
Der Vollstandigkeit halber hat man auch noch 0! und 1! definiert, namlich so,
dass auch fir sie die Regel gilt

n'=[1-2-3-...-(n=1)]-n = (n-1)!n
Falln=2: 2!'=(2-1)!2 —2=1.2 — 1=1! Falln=1: 1!=(1-1)!-1 — 1=0!

or=1
1'=1
21=1.2
31=1.2-3

n-Fakultat n!'=1.-2-3-...-n

In der Fakultat-Schreibweise sieht die Ungleichung fir eX dann fur x >0 so aus:

n
1,041y1,1y2,1,3,1,4 lyn — 1k
eX>0!x +1!X +2!X +3!X +4!X +"'+n!X _k/ Ok!X
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' —1vo4ply141y24 134144 1
Die Polynome p,(x) = $X°0+5xt+2x2+2x3+2x4+ .. + 2"
eignen sich sogar fir x <0 als Naherun gspolynome fir e*:

n
1yo041y141y2, 13,14 lyn = 1k
ex( O!X +1!X +2!X +3!X +4!X +"'+n!X _k/ Ok!X

n
Fur x =0 stimmen die ersten n Ableitungen von e und / %xk Uberein:
k=0

e-Kurve und Polynomkurv e haben einen (n+1)-fachen Schnittpunkt.
Die Bilder veranschaulichen, wie sich mit wachsendem n die Annaherung verbes-
sert. Mit gréfierem mathematischen Aufwand l&asst sich sogar zeigen, dass gilt

n 0
ex=lim [ Ixk=/ ZIxk
‘ k=0 k=0

Damit haben wir e ine weitere Grenzwert-
Darstellung fir di e Euler-Zahl e gefunden

e =
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Polynom- und e-Funktion im Unendlichen

Die Potenzfunktion mit dem Term x" (n* ") und die e-Funktion mit dem Term eX
werden unendlich gro3 fur x, +#, die e-Funktion aber unvergleichlich viel star-
ker. Der Bruc h E—Z zeigt dies deutlich

124 1y341y4 1
_1+x+2!x +3!x +4!x + ...+

Iyng 1 _yn+lg
n!X (n+1)!X

X" XN

X

A U S S NP e
x"  x"h xn-1 2xn-2 n! (n+1)!

Damit wird E—E beliebig grol3 fur x , #, symbolisch: Iim# fj—: =#
X‘

Der Kehrwert X liegt beliebig nah bei O fur x, #:| lim = =Ilim x"e>* =0
ex x, # €% x #

Die e-Funktion wachst also fur x, # viel stark er als jede x-Potenz.
Gleichbedeutend damit ist Iim# x"ex =0 und Iim# p,(x)-ex=0,
X, — X, —

wobei p,(x) ein Polynom vom Grad n ist.

Kurz und einprdgsam: »e* setzt sich gegen |x| 2 durch« lim |x| 2ex
X, o
X, — # X, + #
a>0 0 +#
a<o0 0 +#
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5.Integration

Eine nutzliche Formel
Wegen (ef®) = g®.f'(x) gilt | 1 f'(x)-e ™ dx =ef® +C

Beispiel:  xe™®dx = -11(2xe™) dx=—-2e>

Ansatz-Methode:  Integrationvonp  ,(x)-e*

Ist p,(X) ein Polynom vom Grad n, dann gilt

(pn(x)'ex)I = pn(x)l'ex + pn(X)'eX = (pll’l (X) + pn(x))ex = qn(x)-ex
Leitet man ein Produkt p,(x)-e* ab, so ergibt sich ein Produkt q,(x)-eX, wobei der
Polynomfaktor q,,(x) vom selben Grad ist wie p,(x). Umgekehrt muss eine Stamm-
funktion F von f(x)=p,(x)-eX den Term r,(x)-e* haben, wobei r,(x) wieder ein Poly-
nom vom Grad n ist. Das nutzt man beim Integrieren aus.

Beispiel (¥ + 1l)e<dx =?
Ansatz 1€+ 1)efdx = (ax2+ bx + c)ec+ C

Ableiten (x2+1)e* = (2ax + b)ex + (ax2 + bx + c)&
X2+ 1=ax?+(a+bx+b+c

Vergleich der K oeffizienten Koeffizient beix? 1 =a
Koeffizient beix! 0 =2a+b
Koeffizient beix® 1 =b+c
—a=1,b==2,¢=3

Ergebnis (€ + 1)ecdx = (x2—2x + 3)e+ C

Integration von (a  sin X + b cos x)-e*
Die »nitzliche Formel« und die »Ansaz-Methode« fihren auch hier zum Ziel, denn
((asinx + bcosx)-e*) = (acosx — bsinx)-eX + (asinx + bcosx)-eX)
= ((atb)cosx + (a—b)sinx)-ex
Die Ableitung ist von der selben Bauart wi e der Integrand.

Beispiel feXsin(2x) dx =?

Ansatz  te*sin(2x) dx = (asin(2x) + bcos(2x))e™* + C

Ableiten eXsin(2x) =(2acos(2x) —2bsin(2x))e™ + (asin(2x) + bcos(2x))e™X(-1)
= e*((2a—b)caos(2x) + (2b—a)sin(2x))

Vergleich der K oeffizienten  Koeffizient bei cos(2x) 0 =2a-Db
Koeffizient bei sin(2x) 1 =-2b-a
1

—__ph=22 =_1
b s, a :

Ergebnis Je*sin(2x) dx = erx(—% sin(2x) — %cos(Zx)) +C
= —2 e(sin(2x) + 2cos(2x)) + C
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Zum Nachdenken

Ausdriucke mit O und #

Bei stetigen Funktionen berechnet man Grenzwerte, wenn moglich, durch Einsetzen:
Iirgl LX = % = 0. Schwieriger wird es wenn Einsetzen nicht mehr mdglich ist: x, #,x, —#,
x0 eX e )
X, a,wobei a eine Zahl ist, fur die der Term nicht definiert ist: Iin?# ﬁ oder Iir(1)1 sinx
X, X,
Formales Einsetzen fuhrt zu Ausdriicken »...«,die zunachst keinen Sinn haben
lim X = »E« oder lim SINX — »Q«_
x # eX # x0 X 0
Manchem sodcher Ausdriicke mit 0 und # kann man aber einen Sinn geben. Sie heil3en

bestimmte Ausdriicke

Beispiele: »# + c«=#,»# +# «=#,»# -c« =#-sgncmitc! 0,

»HH# « =#, »#9«: 0, »#E«Z#SQFIC mitc! 0

»% «=# je nachdem, wie man sich der O beim Gre nzibergang néhert,

»(5: «=z# mit c! 0,je nachdem, welchesVorzeichen ¢ hat und wie man sich der 0
beim Gre nziibergang nahert.

Beispiele fir Gre nzwerte mit bestimmten Ausdricken:

X
lim (X+eX)=># +# «=# lim xeX=x»(—#)#«=+# lim —&— = »¥le = ¢
X, # X, —# x0 1—-eX =0

Es gibt aber auch Ausdricke mit O und #, denen man auf den ersten Blick keinen Sinn
geben kann. Sie hei3en unbestimmte Ausdricke

# 0

Beispiele: »# —# «=7?, »#:0« =7, > «= ?, >y« = ?, »1F«=7?,

»H#O0« =72, »0f« =72, »00«="7?

Anstelle der Fragezachen ist alles moglich: Der Grenzwert kann unbestimmt sen, er
kann gleich irgendeiner Zahl sein, er kann aber auch jede Zahl unter- oder Uberschreiten,
das hei3t —# oder +# sein. Seine Berechnung verlangt jeweils eigene Uberlegungen.
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Es gibt 3 Verfahren, die oft zum Erfo Ig fuhren:
1.Umformen Iinlt (Je2X+eX—eX) =»#t —# «="?
XL
/\/m_ex — ( [e2X+eX_eX)( [eZX+eX+eX) _ e2X+eX_e2X
[e2X+eX+eX [e2X+eX+eX
X 1

_ e _
Frrerre” frrenit

I|m Je2X +eX—ex —I|m 1 =1
( ) ./1+e—X+1 A/1+0+1 2

2. Substituieren  lim xelx = w(+0)e*# « = m0-# « = ?
x>

Substitution: u::)l(; x>0+ u #

[3

Ilr(g} xel/x = I|m & Y =# (siehe vorige Seite)
x>

3.Regelnvon DE L'H OSPITAL

Der franzésische Mathematiker Guillaume Francois Antoine de L'H OSPITAL (1661-1704)
hat 1696 in seinem Lehrbuch der Diffe renzialrechnung Regeln formuliert, mit denen man
oft Grenzwerte des Typs »8 «und »g «findet.

Fuhrt Einsetzen bei den Grenzwerten lim _f§(>)<(l) und Iin; K(-))% zu den unbestimmten Aus-
driicken »3 « oder »% « dann gilt xa ¢ X, # @

0
00 _ o 1) ) - Fx
g0 TN g0 M 900~ A% g7 ()

Voraussetzung ist all erdings, dass jeweils der rechte Grenzwert e xistiert.
Wir beweisen nur den einfachsten Fall f(a)=g(a)=0, also »8 «furx, a.
f-f@ |, x=f(a)

jim 104 = J_)__“ f)f@) _p _xca__xa x-a__f'(@)
xa g(x) Xa g9(x)-0 xa g(x)-g(a) xa 9!_)_91_1XX:aa lim gi_l_gi_lxx:aa g'(a)

Beispiele: lim 31X =2« lim 30X — |jm O -
X,_O X 0 X’_O X X,_O 1
X _ ) X _ X
I ef-1 _ w2 « li e-1 _ im —&— = |lim 2./ex =
x0 Jex—1 X0 Jex—1 x0 [fex/2 x0

n
lim X =y«

eX #
) no n-1 —1)xn-2 . I n!
lim X = jim X0 = gy MO=DXPTR gy 2R
X # eX x # eX X, # eX x, # eX
oder den Funk tionsterm erst in einen Bruc h umformen
I|m x2eX = »# -0«
X_
. . 2 . )
lim x2eX= lim %= = |im 2X_ _ = lim 2 lim 2eX=0
X— # X— # X x- # —e—X X— # X x- #
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Aufgaben

¢l f(x)=¢€, gxX)=1+x
a) Berechne f(x) und g(x) fur x * {0; £1; £0,5; £0,1; £0,01}.

b) Der relative Fehler f ist der Betrag des Quotienten von

der Diffe renz der Wert e und dem wahren Wert: ‘ ﬂ%ﬁ ‘ =: f(X)
Berechne f(x) fur x * {0; £1; £0,1; +0,01; +0,01} und skizziere Gy.

2 f(x) =€, g()=1+x+1x2

Berechne f(x), g(x) und f(x) fur x  {0; £1; £0,5; £0,1; +0,01} und
skizziere G. (f(X) istin Aufgabe 1 erkl art.)

¢3 d(x) =e— (1 +x)
a) Untersuche die Monotonie von d und zeige: eX &1 + X

b) Zeige damit, dass fiir x <1 gilt: 1 +x %e* %=
(Ersetze x durch —x und denke nach.)

¢4 Annéaherungsversuche
f(x) =xeX, g(x)=ax?+bx +c
Bestimme a, b und c sq dass gilt:
f(Xo) = 9(X0), (%) = 9(Xg) und f"(Xo) = g(Xo),
falls a) Xo=0 b) xp=1
und skizziere die Graphen.

*5 AnndaherungsVersuche
f(x) = e*®, g(x)=ax2+bx+c
Bestimme a, b und c sq dass gilt:
f(Xo) = 9(Xo), F'(Xg) = 9(xg) und f(Xo) = g'(Xo),
falls a) xo=0 b) x,=1
und skizziere die Graphen.

6 X ( 1+x+Ix2+Ix3+2ix4+ ., +Ixn
2! 3! 4! n!
Bestimme mit dem Taschenrechner Naherungswerte fir
a) efurn* {1,2,3,4} Db) %f[]r n {1,2,3,4 «c¢) Jefiurn' {1,2, 3,4}
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7

"10

11

.12

: S : X : X
Berechne a) Iim e b) Ilim 3@ c) lim 3@
x # X x # X x, —# X
. . X + .
d) lim xex &) lim L€ ) jim 1
X, —# X, # eX X, —# (ex_l)(ex—z_l)
. X 4+ @X ) X 4 @X
g) lim ere h) lim ere
x, # eX—eX X —# eX—eX
Berechne, soweit mdglich die Grenzwerte von el/x fir

a) x, # b) x,— # c) x>0 d) x«<0
Berechne, sowveit moglich die Grenzwerte von 1 1el/x far
a) x, # b) x,— # c) x>0 d) x<0

Berechne — sawveit mdglich — die Grenzwerte von e — ae* flr
X, # und x_, — #. (Fallunterscheidungen firal)

[4

Berechne und achte auf die Fallunterscheidungen fur a.

2
a) Im X nr ) im & n o) lim =€
X, # eaX x, 0 xh x, a X—a
1 1 1
Berechne a) "eXdx b) "x2eX dx c) "xex*2dx
0 0 0
2 3
d) " (x—1)eXdx e) "(x2+1)(ex+1) dx
-1 0

1
Berechne a) "eXdx (Suche eine Stammfunktion durch Probieren!)

0
0

b) " xe> dx
-1

0,5
Berechne a) " 2e2Xdx (Suche eine Stammfunk tion durch Probieren!)
0
1
b) "4x2e2x dx
0
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6.Kurv endiskussion

Diskussion einer Kurve

Beispiel: f(x) = 2xe?/
Maximale Definitionsmenge D=, \{0}
Symmetrie zum Koordinatensystem

f(ox) = — Ixe2/x | % f(x), also keine Symmetrie zur y-Achse
? » —f(x), also keine Symmetrie zum Ursprung

Verhalten am Rand von D

Fur d en Rand kommen allgemein infra ge: —#, +#, Definitionslicken.
Das Verhalten von f(x) am Rand von D findet man mit der Gre nzwert-
Rechnung. Hier im Beispiel sind das die 4 Grenzwerte fir:

X, — # X <0 x>0 X, + #

C

- —_— |- —»,
|
0

In den folgenden Grenzwert-Rechnungen ist )2( substitui ert durc h u.

lim (2xe2/¥) = »—#-e0« =lim (2eV) = »# -1« = #
_ 2 u

X— # U<

im (ye2/xy = Ow =lim (Lau) = -
Im (zxe =»# e« =|lim (=eY) = »+# -1« = #
X # 2 uw ou

lim (%XGZ/X) =»0-e*«=50-0«=0
x<0

!(l)rg] (%XeZ/X) = ))O.e# K = )0-# « :LIJI‘rT}:#(&eu) = +#
Die y-Achse ist alsoAsymptote fur x> 0.

Schiefe Asymptote

Die Kurve hat auch die schiefe Asymptote a: y = %x+1 . Wie man ihre
Gleichung findet, steht im Ube rnachsten Kapitel »Raionale Funktion«.
Wir zeigen hier blol3, dass a tatsachlich Asymptote ist. Der Unterschied
der Ordin aten von Kurve und Asymptote muss fur x, £ # gegen O gehen:

i 1 2/x (1 = | lau_1_ =i L_l_ = -1 =
chl_m#(zxe (5x+1)) thry(ue - 1) Ll‘rgl( - 1)=Ine-1=0 g.ed.

Nullstellen
2xe?x =0

Die Faktoren %x und e?/x sind ungleich O fur x ! 0.
G; hat also keine Nullstelle.
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Waagrechtpunkte

'(x) = L(e2/ Ix*(=2)) = 1@2/x(1 _2) = la2/x#X=2 = X=252/
f (X) - 2(82 X+Xe2 X*(Xz)) - 2e2 X(l X) - 262 X * ” ™ ez X
f'X) =0 — x=2,1(2)=e Waagrechtpunkt (2|e)

=g Monotonie
+ 2% — oo+ K
| |
ems O emf 2 ems x> T(2le) ist der einzige

/ AN T(2|Ie) / Tiefpunkt

G; steigt echt monoton in |—# ;0[ und in [2;+# [.
G; fallt echt monoton in ]0;2].
Wie mundet G; in (0[0) ?
lim f() = lim (2e2X) = »+# -0« Substitution: 2 =y
X<
= I|m (Flev) = 1nm (Z+a) =35(0+0)=0
G; mindet von links k ommend mit waagrechter Tangente in (0]|0). Von
rechts kommend hat G; die y-Achse als Asymptote, mtindet alsonirg ends.

Flachpunkte

" 1 —g =2) -2 2 1 -
f(X)_ 0% X e2/x_|_X eZIX#{QXZ% 2X282/x(2_2*><72)

00 = Le?(x~(x-2)) = Ze?"

Wegen f"(x)! 0 hat G; kelnen Flachpunkt.

-+ f*(x)
| _ >
Rechtskurve 0 Linkskurve X

» O

Aus dem Graphen liest
man die Wert emenge ab:
W =]-#;0[* [e;+#].

Kriimm ung

nicht
defin.
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Diskussion einer Schar
Beispiel: f,(x) =.e(a-2x)exa, al 0
Maximale Definitionsmenge D=,

Symmetrie zum Koordinatensystem

; = fa(a+2x)ea | ) f.(x), also keine Symmetrie zur y-Achse
a(=x) = Je(a+2xjes | ( —f,(x), also keine Symmetrie zum Ursprung

Symmetrie der Scharkurven zueinander

— Kurven G, und Gy, sind zueinander symmetrisch bezuglich des
Ursprungs, wenn gilt: f (—x) = —,(x)
hier also ./e(a+2x)ex'a = —, /e(b—2x)ex/P
Wegen der Exponenten misste san b=-a, und fur alle x musste
gelten a + 2x=— (-a—2x) — a + 2x=a + 2x.Diese Gkichung stimmt
fur all e x, also sind G, und G;__ zueinander symmetrisch beztglich O.

— Kurven G, und Gy, sind zueinander symmetrisch bezuglich der
y-Achse, wenn gilt: f (—x) =f,(x)
hier also ./e(a+2x)exa =, /e(b—2x)ex/P
Wegen der Exponenten musste san b=—a, und fur alle x musste
gelten a + 2x= —-a — 2x, aber das ist nur der Fall ftr a=-2x.
Es gibt also keine 2 Kurven, die zueinander symmetrisch sind bezlg-
lich der y-A chse.

Wegen der Punk tsymmetrie behandeln wir n ur Schark urven mit a>0.

Verhalten am Rand von D

: : —2X
lim f.(x) =./elim 3=2X =
X+ # a(x) ﬁx‘+ # ex/a 0

Die positive x-Achse ist Asymptote fir x, +#, falls a>0. Wegen Punkt-
symmetrie ist die negative x-Achse Asymptote fir x, —#, falls a<0.

lim f (x) =.Jelim (a-2x)e™>/a = »# # « =#

X— # X— #

Wegen Punktsymmetrie ist Iim#fa(x) = —# fir a<0.
X, +

Nullstellen

—xla = =1
Je(a-2x)e*a =0 — x = za
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Waagrechtpunkte
fa) = Je(-2)ex2+ Je(a—2x)e>/3(-3) = .fe e/3((-2)—3(a—2x))
=.[e exa(Z-3) = e (A7) exia

fax) =0 — x = ga’ y= fa(ga) =, /e (-2a) e3/2 = —éa
Waagrechtpunkt (3al-2a)

, Monotonie

- oL + K
3l P Wegen Punktsymmetrie ist

e\mf E? ?S @ a|—§a) Hochpunkt f ir a <O0.

Tiefpunkt(3a|-2a)

Ortlini e der Waagrechtpunk-
te: a eliminieren in (ga|—éa)
_ 3 - : - — 2 - _ 22,—_4
X=3a —a=3x eingesdztin y=-Sa ergibt y=-%-2X=-2x.

Wegen a! O ist auch x! 0.
Ortlini e G5, mit wap(x) =—
Ortlini e Gy

Ortlini e Gp,, mit hop(x) =—Zx, x<0

4
3e

mit  tip(x) =—2x, x>0

X, Xx!0

Flachpunkte
fa(x) =.Je 2 exa+ Je B8 exa(_l) =2 fo e (2232
— ﬁ Saa_—2_2x e—x/a
f30) =0 — x=2a, y=f,(3a) = /e (4a) e¥2 =-%a
Flachpunkt (ga|—é4—2a)

Kriimm ung
1 — "
+ 0 fa() Wegen Punktsymmetrie

|
Linkskurve %l'a Rechtskurve x  andertsich fura <0 die

U Krimm ung nicht.

5 4
Wendepunkt (3 a|—€2-a)

Ortlini e der Wendepunkte: a eliminieren in (ga|—ei2 a)

2y =8
EX ==X

-5 —2 ; ; — 4 ; — 4
X=37a — a=E£x eingesdztin y=-24a ergibt y=-2

Wegen a! O ist auch x! 0.

Ortlini e G, Mit wep(x) = —Siezx, x!0
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Nachweis von Beriuhrkurven
Die Schark urven haben 2 gemeinsame Tangenten mit

t;(X) = —4ex und t,(X) = —1ex.

%

Wie man ihre Gleichungen findet, steht im »Nachdenken«. Wir zeigen
hier blo3, dass sk tatséchlich gemeinsame Tangenten sind, das heil3t:

Im Schnittpunkt missen die Steigungen von Kurve und Tangente gleich
sen.

Fur Tangente 1 gilt dann:
Schnittpunkt: t,(x) =fy(x), also —4ex =, e(a-2x)exa |

gleiche Steigungen: t';(x) = f,(x), also —4e :Jé(%x_;_@) exla ||

Keine der beiden Gleichungen lasst sich nach x aufldésen; schuld daran ist
der Faktor e*/a, Wir werden ihn los, indem wir 1l mit x multiplizieren und
die rechten Seiten gleichsetzen:

Je(a-2x)eia =x Je (XS32) exia || fe ||: e'a
a(@—2x) =2x2—-3ax — 2x2—-ax—-a2=0
— (2x+a)(x—a) =0

— x=-%a oder x=a

Probe: x = —Za einsetzen in | li efert —4e(-3a) = /e(a+a) el/?
2ea=2ea, stimmtfir alle a.
=_laeinsetzenin Il li efert —de=[e (22) el/2
) - a
—4e=-4e, stimmtfir alle a.
G, beriihrt j ede Scharkurve Gy, in (- Zal2ea).

Probe: x = a einsetzen in | li efert —4ea =, /e(a—2a)e?
—4ea = —-ae 12 stimmt nur f Ur a =0.
X = aist nicht brauchbar, denn t,(a) = f,(a) stimmt nur f tr a =0,
und fur di esen Wert ist di e Schar obendrein ni cht definiert.

Fur Tangente 2 gilt:

Schnittpunkt; t,(X) = f,(x), also —Jiéxzjé(a—ZX)e—X/a 1l
gleiche Steigungen: t,(x) = f}(x), also _]1_5 = Je (B2 gxia |y

IV mit x multiplizieren und die rechten Seiten gleichsetzen ergibt wie
oben x=-Za oder x=a
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Probe: x=—Za einsetzen in lll —Jié(—%a) =, Je(a+a)el’?
11 a=2ea, stimmtfira=0, also nie.
2%
X = —%a ist ni cht brauchbar.
x = a einsetzen in |l —Jiéa = Je(a—2a)e2/a
1. _ 1 e .
——a =./e(-a)el, stimmt fur alle a.
= Je(-a)

X = a ensetzen in IV _Jié =, /e (}:‘) el, stimmtfir alle a.

G,, bertihrt j ede Scharkurve G;_in (al|- %@ a).
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Zum Nachdenken

I Hullkurve

Aus dem 1.Band ist uns ein Verfahren bekannt, wie man die Hillk urve einer Schar findet.
Man elimini ert d en Parameter aus:

Ly =fax)
d -
Il Eéfa(x) =0
Im vorigen Beispiel gilt dann:
| y=.e(a-2x)ex/a

: c;j_afa(x) = ;%e"‘/a(a—x)(a+2x) =0 — a=x odera=-2x
a=x eingeseztinlergibt: y=.,e(x-2x)eX/x= _Jiéx’ %10

a=-2x eingesetzt in | ergibt: y = Je(=2x—-2x)e 2% = _4ex, x! 0
Im Beispiel haben wir gezeigt, dass diese beiden Hullk urven sogar gemeinsame Tangenten
aller Scharkurven sind. Wegen x! 0 ist der Ursprung kein Beruhrp unkt.

Hyperbolische Funktionen

Fur die e-Funktion y=e* gilt y'=y. Eine Gleichung wie y'=y hei3t Differenzialglei-
chung ; dasist eine Gleichung fur eine gesuchte Funktiony und ihre Ableitungeny’, y", ...
Die Diffe renzialgleichung y'=y hat die Losung y=a-€*. (Im nachsten Kapitel zeigen wir,
dass jede Losung diese Form hat.) Die Diffe renzialgleichung y'=y ist also kennzeichnend
fur di e e-Funktion.
Fur Sinus und Kosinus gibt es auch eine kennzeichnende Differenzialgleichung y"=-y, denn
(sinx)' =cosx (cosx) =-sinx
(sinx)" = —sinx (cosx)" =—cosx
Die allgemeine Lésung von y" =-y heil3t y = a-sinx + b-cosx.
Welche Funk tionen haben y" =y als kennzeichnende Diffe renzialgleichung? Eine Losung ist
wieder y=a-e*. Jetzt gibt es aber auch die Losung y=b-e™* und damit die allgemeine
Losung y = a-e* + b-e™X,
Far a:b:% ergibt sich ein wichtiger Sonderfall: der
hyperbolische Kosinus y =cosh x = %(ex +e™X),
Sein Graph ist die Kettenlinie , das ist die Form
einer K ette, die an ihren Enden aufgehangt ist.

cosh stimmt tberein mit cos

e in der Symmetr ie zur y-A chse,

* bis aufs Vorzeichen in der k ennzeichnenden
Diffe renzialgleichung y" =y.
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Fur d en trigonometrischen Kosinus gilt (cosx) = -sinx,
far den hyperbolischen Kosinus gilt (coshx)' = %(eX —eX).
In Anlehnung an die Trigonometrie definiert m an den
hyperbolischen Sinus y =sinh x = %(eX —e™).

Es gilt (coshx)' = sinhx und (sinhx)' = cashx.

sinh stimmt Uberein mit sin

* in der Symmetrie zum Ursprung,

* bis aufs Vorzeichen in der k ennzeichnenden
Diffe renzialgleichung y" =y.

Die Ahnli chkeiten der trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen zeigen sich auch

in deren Reihenentwi cklung: Aus e =1+ x + + + + + ... ergibt sich:
coshx= (ef+eX) =1+ + + ...
sinhx= (&f-eX)= x + + + ...

Andrerseits lasst sich zeigen:
cosx =1 — + — .t

sinx= X -— + -+ .

Wegen diese Beziehungen verwendet man die Bezeichnungen sin und cos auch bei hyper-
bolischen Funk tionen.
Der Zusatz hyperbolisch ist erkl art in d er Aufgabe 22 im né&chsten Kapitel.

Aufgaben

1 Bestimme: maximale Definitionsmenge D,
Symmetrie zum Koordinatensystem,
Verhalten am Rand von D,
Achsen-, Extre m- und Wendepunkte,
Graph und Wert emenge.

éa) X +ex b) e iC) x2eX
¢d) (ex+eX) e) of) el
2 f)=, gx) =

Diskutiere f und g und zeichne die Schaubilder. Wie &ndern sich
Extre m- und Wendepunkt, wenn man von f(x) Ubergeht zu ?

3 f(X) =xeX, g(x) =xe™*
a) Diskutiere fund zeichne G;.
b) Zeige: f(x) + g(—x) = 0.Was bedeutet das fur G; und G,? Zechne G,.

125



BARTH *KRUMBACHER VI. Exponentialfunktion  Kurvendiskussion

c) Vergleiche f'(x), f"(x) und f"(x) und gib f(200(x) an.
Bestimme analog g°9(x) und g@o1(x).

d) Wie sieht aufgrund von c) vermutlich eine Stammfunk tion F von f
und G von g aus? Uberpriufe di e Vermutungen durch Rechnung.

o4 f(X) = e*
a) B(b|f(b)) im 1. Quadranten und der Ursprung sind die gegentber
liegenden Ecken eines Rechtecks, von dem 2 Seiten in den Koordinaten-
achsen liegen.

Bestimme b sq dass das Redhteck moglichst grofR3en Inh alt hat.
Wie grof3 ist dann der Inh alt der Fl &che zwischen G; und der oberen

Rechteckseite?

b) Die Tangentetin einem Kurvenpunkt C im 1. Quadranten und die
Koordinatenachsen begrenzen ein Dre ieck.
Bestimme C sq dass der Inh alt dieses Dreaecks ein Extre mum hat.

*5 Ein Punkt A der e-Kurve und der Ursprung O legen die Gerade OA fest.
Bestimme A so, dass der Wink el zwischen OA und der positiven x-Achse
maglichst kl ein ist. Wie grol3 ist diese Winkel?

6 f(x)=e*

a) Ein Kurvenpunkt S von G; ist die Spitze @nes gleichschenkligen
Dreiecks; von den restli chen Eckpunkten liegt der eine im Ursprung,
der andere auf der x-A chse.

Bestimme S sq dass das Dreieck moglichst grof3en Inhalt hat.

b) Bestimme den Punkt T auf G; im 1. Quadranten,
der dem Ursprung am nachsten liegt.

c) Bestimme den Radius eines Kreises um den Ursprung, der G; beruhrt.

"7 f,(x) = za(e2+ex/2), a>0
a) Bestimme den Tiefpunkt T und skizziere Gy, .

b) P(plf.(p)) liegt auf einer Scharkurve.
Der Kre is um T mit Radius f,(p) schneide die x-Achse in S.
Berechne die Lange von [OS].

c) Zeige: Die Senkrechte zur Gerade TS durch P ist die Tangente in P.

d) Zeige: Das Flachenstlck, das begrenzt ist von G;, der Gerade x=p und
den Koordinatenachsen, hat den selben Inhalt wi e das Rethteck
mit den Seiten [OT] und [OS].
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Bestimme fur di e Scharen in den folgenden Aufgaben:

'68

14

maximale Definitionsmenge D,

Symmetrie zum Koordinatensystem,

Verhalten am Rand von D,

Achsen- und Extre mpunkte(Art), Wendepunkte,
Ortlini en von Waagrecht- und Flachpunkten,
Graphen und Wert emenge.

f,(x) = (a + 2x)ex/a

Je 2 Schark urven sind zueinander symmetrisch bezuglich des Koordinaten-
systems. Welche Beziehung erfillen die zugehdrigen Parameter ?

Berechne den Inh alt des endlichen Flachenstticks,

das begrenzt ist v on G;_ und den Koordinatenachsen.

fa(x) = ;€705 +ax

Je 2 Schark urven sind zueinander symmetrisch beztglich des Koordinaten-
systems. Welche Beziehung erfillen die zugehdrigen Parameter ?
Bestimme die Hillkurve.

fa(x) = (€ — @)
Berechne den Schnittpunkt von Scharkurve und zugehdriger Asymptote.

Zeige, dass sich je 2 Schark urven in genau einem Punkt schneiden;
wann liegt diesea auf der y-A chse?

Eine Scharkurve mit a>0, ihre Asymptote und die Gerade x=u (u<0)
begrenzen eine Flache. Berechne ihren Inhalt. Was ergibt sich far u, —# ?

_ a

fa(x) = 1+aex
_ 4ex

f,00 = A€

Fur w elche Parameterwerte liegen Waagrecht- oder Flachpunkte auf der
y-Achse?

0.(X) = x&-e*, a>0, x&0
Alle Schark urven treffen sich in 2 Punk ten, bestimme diese

f,(x) = x2.e%, a>0, x>0 (Vergleiche vorige Aufgabe.)
Alle Schark urven treffen sich in einem Punkt, bestimme diesen.
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) eV fur x! 0
15 19=0"9 far x=0

Untersuche f auf Diffe renzierbark eit in x =0. Diskutiere f und zeichne G; .

) e 1% fiir x! 0

"16 f(X)z-( 0O fir x=0

Zeige: fistin x =0 beliebig oft diffe renzierbar,
und jede Ableitung hat dort d en Wert 0. (Super-Flachpunkt!)
Diskutiere f und zeichne G; .

_ ) xex fur x %0
17 109={xa_3x fur x>0

Untersuche, ob f an der N ahtstelle differenzierbar ist.

- ) x2ex fur x 9k
18 1:(X)_-(?,e><+a fur x>k

Bestimme a und k so, dass f an der N ahtstelle differenzierbar ist.
Zeichne die Graphen.

*19 f (x) = alx| —e™
a) Untersuche f auf Diffe renzierbark eit.

b) Bestimme den Tangens des Knickwink els.

c) Welche Kurven haben einen Kni ckwink el von 90° ?
Zeichne eine der Kurven.

720 a) fy(x) = x2ex-3)
b) g,(X) = x2ex-al a &0
In welchen Stellen ist g, nicht diffe renzierbar ?
Bestimme die Ortslini e der Kni ckpunkte und die der H ochpunkte.
c) h,(x) =x2ex=al a*
Welcher Zusammenhang besteht zwischen den neuen Scharkurven
und denen aus b) ?
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7.Anwendungen

Wie keine andere Funk tion besdreibt die Exponentialfunk tion viele Vorgange
in der Natur — Vorgange, bei denen eine GrofRe immer mehr zunimm t,
man spricht dann von »exponentiellem Wachstum«, oder immer mehr abnimmt.

Physikalisc he Grél3en kénnen auf mehrere Art en zunehmen:
— Lineare Zunahme

f(x) = k-x, kistkonstant, k >0

f'(x) =k A

Die Anderungsrate f  '(x) ist konstant,

der Graph ist eine Gerade durch den A
Ursprung.
Beispiele: Kraf t — Dehnung F=D:-s F Kraft B

y
D Federharte -k
s Federdehnung = x

Kraf t — Beschleunigung F=m-a F Kraft Ty
m Masse Kk
a Beschleunigung  x

Kraf t — Masse F=am F Kraft
a Beschleunigung
m Masse N

xX X<

Spannung — Strom U =R U Spannung
R Widerstand
| Stromstark e

I I
X X<

— Quadratische Zunahme
f(x) =k-x2, kistkonstant, k >0
f'(x) = 2k-x

Die Anderungsrate f  '(x)
ist proportional zur
unabhangigen V  ariable x.
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Beispiele: Energie — Dehnung E= %D-s2

Energie — Gestwindigkeit E =Zm-v?

- =15.¢2
Weg — Zat s=sat

— Exponentielles W  achstum

f(x) = a-e¢*, aist der Anfangsbhestand,
das heildt, der Bestand fur x =0
k ist k onstant, k > 0.

f'(x) = k-ae kx =k-f(x),
die Anderungsrate f  '(x) ist
proportional zum Bestand f(x).

In der Wirkli chkeit liegt exponentielles
Wachstum immer dann vor, wenn die An-
derung oy einer GrolRe y proportional ist
zur GrolR3e y und zum Zuwachs ax der un-
abhangigen Grol3e x (meistens die Zeit):

ay ~ y-ox

VI. Exponentialfunktion Anwendungen

E Spannenergie Ty
D Federharte 2k
s Federdehnung X

E Bewegungsenergie 'y
m Masse 2k
v Gescwindigkeit X

s Weg y
a Besdhleunigung 2k
t Zeit X

4

ay = +k-y-ox kst eine positive Proport ionalitatskonstante,

das Vorzeichen entscheidet dartber,

ob die Grol3e y zunimmt (+k) oder abnimmt (—k).
Die Gleichung geht fur ax 0 (Uber in die »Differenzialgleichung«
beziehungsweise y' = ky. Unter einer Differenzialgleichung versteht
man eine Gleichung fir eine gesudhte Funktion (y) und Ableitungen (y', y", ...)

diese Funk tion.

Die Differenzialgleichung y' = ky wird erfillt von der Exponentialfunk tion mit
y = a-e. Sie ist auch die einzige Losung dieser Diffe renzialgleichung:
Annahme, es gabe eine andere Funktion mit y =f(x) als Losung. Der Quotient

q(x) = hat die Ableitung g'(x) =
f'(x) = k-f(x) eingese zt: g(x) = =0 farallex
Also ist q(x) = =a, aist konstant, also ist f(x) = a-e.
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Die Exponentialfunk tion hat noch eine besordere Eigenschaft:
Wenn die Variable x um gleiche Betrage @x zunimmt, dann andert sich der Be-
stand immer mit dem selben Faktor — unabh&ngig vom jeweiligen Bestand.

Beim Wachstum ist zum Be ispiel die
Verdopplungszeit T, charakteristisch,
das ist die Zeitspanne, in der sich der
Bestand verdoppelt:

Bestand zum Zeitpunkt t: a-ekt,
Bestand um T, spéter,

also zum Zatpunktt +T,:

a-ekt+T2) = 23.€kt,

KT2=2 —KkT,=In2—T,="12 k>0

Der Verdopplungszdat bei Wachstum
entspricht beim Zerfall die Halbwert-
zeit T,,. Dasist die Zeitspanne, in der
sich der Bestand halbiert:

Bestand zum Zeitpunktt+T,,, =
= -Bestand zum Zeitpunkt t:
a-ekt+Ty) = g.gkt

e*xT,=  — KTy, =In =-In2

Ty,= k>0

Ein klassisdhes Beispiel fir einen Zerfall
ist der »radioaktive Zerfall«. Neben der
Halbwert zeit dient zu sener Besdirei-
bung die mittlere  Lebensdauer T,
eines Atoms. T,, ist das arithmetische
Mittel der Lebensdauern der Atome, die
zur Zeit t=0 vorhanden sind.

Sie ist so definiert: aT,, =

aT,, = =

T,= ,k>0

In der Zeitspanne T, sinkt der Bestand auf den e-ten Teil ( 36,8%.
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Beispiele fur exponentielle Zunahme

Stetige V erzinsung

Ein Ka pital K , werde pro Jahr verzinst mit dem Zinsful3 p,

zum Beispiel mit p=5%=0,05.

Nach 1 Jahr ist es angewachsen auf K, plus Zinsen Ky-p: Kg + Ky-p = Ko(1+p),
das heif3t, das Kapital K , wird m ultipliziert mit (1 +p).

Nach 2 Jahren ist es also angewachsen auf [Ky(1+p)](1+p) = Ky(1+p)?

Nach t Jahren ist es schlieRlich angewachsen auf K o(1+p)t.

DieseArt d er Ka pitalvermehrun g heil3t auch Zinseszins.

Statt jedes Jahr aufs Kapital den Jahreszins zu geben, kdnnten die Banken auch
in klrzeren Zeitspannen nach diesem Verfahren verzinsen,

zum Beispiel: Zeitspanne = 1 Monat = Jahr Zinsfuld = é p
Kapital nach t Jahren: Ko(l + 5 P
allgemein: Zeltspanne Jahr Zinsfuld = %p

Kapital nach t Jahren: K ol += p)nt

Macht man die Verzinsung beliebig fein, alson beliebig grol3, dann wachst das Ka-
pital in t Jahren auf K(t) = Ilm#K0(1+ It =K, lim, [(1+5p)"]'. Der Grenzwert
der Eckklammer lasst sich durch eine Substltutlon bestlmmen m = g dann ist

+1ip)" = +1ymp - +1)yMP = @p
mitn, # auch m_, #, also ist rI]ltm#(l np) nIqle#(l m) num#[(l m) I"=e

Damit gilt K(tf) =KeP!. Die Banken bieten eine sdche Art der Verzinseszinsung
nicht an. Diese mathematische Idealisierung heil3t auch stetige V erzinsung

Sie entspricht genau der Vorstellung, die wir von ungesttrt em Wachstum haben:
Das sceben Entstandene erzeugt sofort wi eder Neues im selben Mal3.

Legt man K,=10000" zu p=5% an, so hat man nach t=10 Jahren:

— bei jahrli cher Verzinsung
Ko(1+p)t = 10000-1,051° = 16 288,95~

— bei monatli cher Verzinsung

Ko(1 + & p)!2t = 10000-(1 + £25)120" = 16 470,10

1200

— bel taglicher Verzinsung (360 Banktage pro Jahr)

Ko(L + =L p)360t = 10000- (1 + =2 )3600" = 16 486,62

360 P 36000

— bei stetiger Verzinsung
K€ePt = 10000e%.05-10 = 16 487,217
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Ungestorte V. ermehrung einer Population

Eine Population ist eine Menge gleichartiger Lebewesen, deren Anzahl zu einem
Zeitpunkt t, bekannt ist. Wenn sie sich unbeeinf lusst von auf3en vermehrt, dann
gesdiieht das nach einer Exponentialfunktion. Weil der Zuwachs ay proportional
ist zum jeweiligen Bestand y und zur Zeitspanne at, gilt

y=a-et, aistder Bestand zur Zeit t=t,
k heil3t Wachstumk onstante.

Diese Idealisierung ist am besten verwirkli cht in Bakterienstammen. So hat das
Bakterium Bazillus Pseudomonas (Wundinfektion) eine Verdopplungszeat von
T,=9,8min. Wie lang dauert di e Vermehrung von 100 auf 1 Milli on Bazillen?

T, =12 k=12 -0,071 (T,undtsind gemessen in Min uten)

k T,
Mit a=100 und y=106 ergibt sich

106 = 100-071t __ 104 = 071t __ |9104 = 0,071t — t = g‘g?;‘ = 1297

Nach gut 2 Stun den haben sich die Bazillen vermehrt a uf etwa das 10000-fache.

Beispiele fur exponentielle Abnahme

Radioaktiver Zerfall

Die Gleichung y = a-e X, k>0, bescreibt einen Zerfallsvorgang. Am klarsten be-
obachtet man ihn beim radioaktiven Zerfall: Atomkerne eines Elements verwan-
deln sich in die eines andern und senden dabei Stra hlung aus:

Heliumkerne (&-Strahlung), Elektronen (' -Strahlung) oder Fotonen (©-Strahlung).
So zerfallt Kobalt-60 in Nickel-60, dabei wird ' - und ©-Strahlung frei; die Halb-
wert zeit ist 5,3 Jahre. Wie lang dauert es, bis nur noch 1% einer Anfangsmenge
Kobalt-60 vorhanden ist ?

Ty = nZ2 _ k=2 _ 0,131 (T4, undtsind gemessen in Jahren)

k T
y =0,01a
0,0la=a.e%13t _ 001 =e013lt _ |n0,01=-0,131t — t = N0.0L _ 355

-0,131

Nach gut 35 Jahren ist die Strahlung eines Co-60-Préaparats abgeklungen auf 1%.
Die mittlere Lebensdauer eines Co-60-Atoms ist T,= % =7,6.
Also »ebt «ein Co-60-Atom im Mi ttel etwa siebeneinhalb Jahre.
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Absorption von Licht und Schall

Dringt Licht in durchsichtiges Material, sowird ein ge-
wisser Teil von ihm absabiert: Die Intensitat desLichts
wird kleiner. Der Verlust al an Intensitat ist proportio-
nal zur Intensitat | (Bestand) vor der Schicht und zur
Dicke ox der Schicht: ol = —k-I-ax, k>0

Mathematisch idealisiert ergibt sich so das

L AMBERT -BEER-GESETZ: | = ly-e*

Fur klares Wasse ist k( 1,4, wenn man x in Meter an-
gibt. In 5m Tiefe ist dann die Lichtintensitat gesunken
auf |1 =1,-e145=1,-e7 (1 Promille von I,

Was beim Zerfall die mittlere Lebensdauer ist, das ist bei der Absorption die
mittlere Reichweite w; w ist di e Dicke der Schicht, in der die Intensitat
auf den e-ten Teil abnimmt. In klarem Wasse istw = (0,7, also dwa 70cm.
Was beim Zerfall die Halbwert zeit T, ist, das ist bei der Absorption die
Halbwertdicke ~ D,j,. In klarem Wasse istD ,,= (0,5;

also nach jeweils enem halben Meter ist di e Intensitat nur noch halb so grol3.
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Ahnli ches beobachten wir beim Nachhall in gesclossenen Raumen. Trifft Schall
auf eine Wand, sowird ein Teil der Schallenergie im Material der Wand absoarbiert
und der Rest wird reflektiert. Der absarbierte Anteill ist proportional zur Intensi-
tat des erzeugten Schalls und zur Anzahl der Reflexionen, also zur Zeit:
al = —k-I-ot, k>0. Mathematisch idealisiert ergibt sich: | = I,-e™.

Entscheidend fir die »Hbérsamkeit« eines Raums ist (neben anderen Parametern)
die Nachhallzeit T, — das ist die Zeitspanne, in der die Schallenergie auf ein
Milli onstel zurtickgeht. Die Nachhallzeit hangt auch ab von der Frequenz, tieffre-
guenter Schall (500Hz) hallt langer als hochfrequenter (1000Hz) — was dem Hall
eine Klangfarbung gibt. Durc hschnittwerte von Nachhallzeiten in Sekunden:

Schalltoter Raum 0
Wohnraum 0,5
Konzertsaal 1,5 bis 2,5
Basilika Ot tobeuren 7
Baptisterium in Pisa 20

Angleichung der Temperatur

Ist ein Stoff warmer oder kalter als seine Umgebung, so gleicht sich seine Tempe-

ratur der sener Umgebung an: HeilRer Kaffee kihlt sich ab, und kaltes Bier er-

warmt sich. Vereinfachend nehmen wir an, dass sich die Temperatur der

Umgebung dabei nicht andert.

T bezechne den Unterschied der Temperatur Tg des Stoffs und der Temperatur

T, der Umgebung. Die Verringerung aT diesesUnterschieds ist proportional zum

vorhandenen Unterschied T und zur Zeitspanne at: aT =—k-T-ot, k>0

Mathematisch idealisiert ergibt sich: T =T e

Beim Abkuhlenist: T=Tg-T, — Tg=Ty +T und damit gilt das
Newton-Abkiihlungsgesetz Tg=Ty + Tee™,
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Beim Erw armenist: T=T,-Tg — Tg=T,-T — Tg=T, -TeX

Ts(0)=5

Im Gegensatz zur Wirkli chkeit dauert es im mathematischen Modell unendlich
lang, bis heil3er Kaffee oder kaltesBier die Umgebungstemperatur erreicht haben.

Anderung des Luftdrucks mit der Hohe

In Meereshohe hat der Luftdruck im Mittel
Py = lbar. Er entsteht durchs Gewicht der
dariiber lastenden Luftmenge. Nach oben
hin nimmt er ab, weil auch das Gewicht der
Luft dartber abnimmt. Denn: Je héher man
steigt, desto kleiner werden Dicke und Dich-
te der daruber liegenden Luftmenge. Die
Druc kabnahme @p ist proportional zum vor-
handenen Druck p und zur Zunahme ch der
Hohe h: ap = —k-p-ah. Mathematisch ideali-
siert ergibt sich: p = p,e .

Misst man h in Kil ometer, so ist k = 0,127.
Der mittlere Luftdruck in Minchen (500m)
istp=1-ek05=0,938...,das sind 938 mbar.
Als Halbwerth 6he ergibt sich

Hyp = = 5,457...; man registriert nach
jeweils funfeinhalb Kilometer Hohenunter-
schied eine Halbierung des Luftdruc ks.
Ausnahmsweise ist im Bild rechts die unab-
hangige Variable h nach oben abgetragen,
weil es bessa unsrer Vorstellung von Hohe
entspricht. Die Exponentialkurve erscheint
also gespiegelt an der Achse mit y =x.
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Aufgaben

Auf welchen Betrag wachsen 1000 in 10 J ahren (20 Jahren) an,

a) bei jahrli cher Verzinsung zu 8% b) bei stetiger Verzinsung zu 8% ?
Jemand braucht in 10 Jahren 100000°. Welchen Betrag muss er heute zur
Bank bringen, wenn diese6% Zinsen gibt und in den Zeitspannen verzinst:
a) jahrlich b) monatlich c) taglich d) stetig ?

In welchem Zeitraum verdoppelt (verzehnfacht) sich ein Ka pital bei einem
Zinssatz von 5% mit

a) jahrli cher Verzinsung ? b) stetiger Verzinsung ?

Auf der Erd e haben 1980 etwa 4,4 Milli arden Menschen gelebt.

Die Verdopplungszat liegt bei 35 Jahren.

a) Gib den Term der zugehdrigen Wachstumfunk tion an.

b) Wie viel Menschen haben demnach 1975 gelebt ? (Tatsachlich 3,967-109)

c) Welche Wert e liefert di e (senr gewagte!) Extra polation auf die Jahre
0, 2000 und 3000 ?

d) Wann haben nach diesem Modell 2 Milli arden, 1 Milli arde oder
blo3 2 Menschen (Adam& Eva) gelebt ?
Wann wird di e 10-Milli arden-Grenze erreicht sein ?

Nach Leonhard EULER (1707 bis 1783):
»Introductio in Analysia Infinitorum«, Lausanne 1748

a) Wenn sich die Anzahl der Ein wohner eines Landes jahrlich um den
30. Teil vermehrt e und diese anfanglich 100000 betra gen hatte,
wie grol3 ware dann die Bevélkerung nach 100 Jahren ?

b) Wenn sich die Menschheit nach der Sintf lut ausgehend von 6 Personen
fortg epflanzt hatte und man annimmt, dass nach 200 Jahren ihre
Anzahl auf 1 Milli on angewachsen ware,
um den wievielten Teil misste sich dann die Anzahl der M enschen
jahrli ch vermehrt h aben ?

c) Die jahrliche Vermehrung einer Bevolkerung ist zu finden,
wenn sie sich alle 100 Jahre verdoppelt.
Eine Kultur v on Cholera-Bazill en zahlt nach 30 Minuten 329 Individuen.
Nach weiteren 60 Minuten enthélt sie 2684 Bazillen.
a) Wie grol3 ist die Verdopplungszat ?
b) Wie viele Bazillen waren es beém Ansetzen der Kultur ?
c) Wie viele Bazillen sind es 5 Stunden nach dem Ansetzen der Kultur ?
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7 Uran hat eine Halbwert zeit von 4,5-10° Jahren.

a) Wie viel Prozent einer Uranmenge sind noch vorhanden nach
108, 106, 109, 1010 Jahren ?

b) Wie lang dauert es, bis 90% zeafallen sind ?

8 Radium hat eine Halbwert zeit von 1590 Jahren.
a) Wie viel von 10g Radium zerfallt inn erhalb von 2000 Jahren ?
b) Wie lang muss man wart en, bis nur noch 0,1g von den 10g tbrig sind ?

*9 a) Ist von einem radioaktiven Stoff mehr zerfallen
nach Ablauf von 3 Halbwert zeiten oder
nach Ablauf von zweimal der mittleren Lebensdauer ?

b) Wie viel Prozent einer radioaktiven Substanz sind nach einer halben
Halbwert zeit noch vorhanden ?

c) Wie viel Prozent einer radioaktiven Substanz sind zerfallen
a) nach dem 1-maligen Ablauf der mittleren Lebensdauer ?
$) nach dem 2-maligen Ablauf der mittleren Lebensdauer ?

*10 Harte'’ -Strahlen werden zu 80% in einer 1 mm dicken Alumini umschicht
absarbiert.

a) In welcher Schichtdicke werden 50% absarbiert ?
b) Bei welcher Schichtdicke dringt noch 1% hindurch ?
c) Welchen Anteil der Stra hlung verschluckt eine 0,5mm dicke Alufolie ?

11 Eine Tasse Kaffee habe 90°C, 5 Minuten spater nur noch 70°C.
Wie lang dauert es noch, bis man Kaffee von 50°C trinken kann,
wenn die Raumtemperatur 20° C betra gt ?
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8.Ein anderer Zugang zur Exponentialfunk tion

Man kann die Exponentialfunk tion und ihre Ableitung auch finden auf einem
Umweg, der zuerst zur Ableitung der Lo garithmusfunktion fthrt.

Er beginnt an einer unvermuteten Stelle.

Die Formel "xzdz=2711x2+1+C gilt far alle gan-

zen Zahlen z mit Ausnahme von z=-1. Das uber-

rascht, weill der Integrand ein sehr einfacher

Term ist. Um die zugehérige Stammfunktion zu

finden, betra chten wir die Integralfunk tion L mit:

L(x) = 'X-%dt, D =, *
Nach dem Haijptsatz der Diffe renzial- und Integralrechnung ist L'(x) =
Um L n&her zu untersuchen, betra chten wir di e Schachtelfunk tion S mit
S(x) = L(k-x) = , x>0, k>0.
Nach der Kettenregel istdann S'(x) = L(k-x)= k= =L().

Weil S und L die sdbe Ableitung haben, unterscheiden sie sich nur in einer
Konstante C: L(k-x) =L(x) + C.

Wegen L(1) = =0 ergibtsich furx=1: L(k)=L(1)+C=C

und damit L(k-x) = L(x) + L(k).

Eine sdche Eigenschaft kennen wir v om Logarithmus. Tatsachlich kann man
beweisen, dass L eine Logarithmusfunktion sen muss.

Wir machen uns das schrittweise klar, indem wir zeigen, dass L die fur den Log-
arithmus charakteristische Eigenschaft hat: L(a") =r-L(a) mita‘, Tundr", :

— Exponent ist nattrli ch L(@") =n-L(@) mitn*”~
Beweis: L(a") =L(a-a"?1) =L(a) + L(@"?)
=L(a) +L(@) + L@

= I._-(.a) +L(@)+L@)+...+La)
=n-L(a)

— Exponent ist ganzzahlig: L@ =-n-L(@ mitn‘”~
Beweis: 0 =L(1) =L(@"a™m =L(@") +L(a™") =n-L(a) + L(@™m

— Exponent ist Stammbruch: L@ = -L(a) mitn‘”
Beweis: L(a) = L((a¥™") = n-L(alM)
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— Exponent ist rational: L@mm=2-1L(a) mitm,n*”
Beweis: L(a™") = L((@'™™) = m-L(@'") = m-z-L(a)

— Exponent ist reell: L@") =r-L@ mitr*,
Beweis: Jede reelle Zahl r ist darstellbar als Grenzwert einer Folge rationaler
Zahlenr;: r = lin; r.
I(

Fardier; gilt: L(@") =r;-L(a)
Grenzwert auf beiden Seiten (wie vorhin g ezeigt):

!irgL(ari) = I_irr; ri*L(a) =r*L(a).

i, i,

L ist diffe renzierbar, also auch stetig: L(lirr; a") =r-L(a).
IL

Unter der Annahme, dass auch die Exponentialfunk tion stetig ist,
gilt schliel3lich L(a") =r*L(a).

Aus diese charakteristischen Eigenschaft folgt

direkt, dass L eine Logarithmusfunktion ist:

Far x >0 gilt die Identitat x = b°%x ynd damit
L(x) = L(b'o%X) = log, x-L(b).

Besonders einfach wird di e Darstellung, wenn

man die Basis b so wahlt, dass L(b)=1 ist. Die-

se Basis heil3t e, der zugehérige Logarithmus

heil3t naturli cher Logarithmus In: log, = In.

Damit gilt: L(x) = Inx.

Fur di e Basis e gilt nach Definition:
Le)=Ine=1

das heil3t, e ist diejenige obee Grenze,

bei der der Inh alt der Fl &che gleich 1 ist,

die begrenztist von der Kurve mity =

der x-A chse und den Ordin aten x=1 und x=e.
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Eine grobe Abschatzung zeigt, dass e zwisden 2 und 4 liegt:

Bessae Naherungswerte fr e ergeben sich (VI.2): e = oder (VI1.4):
e = =
Wegen Inx = lassen sich Wert e des nattrli chen Logarithmus mit der

Streifenmeth ode berechnen.

Die e-Funktion lasst sich jetzt definieren als Umkehrfunk tion der In-Funk tion:
e = In-x

Die Ableitung der In-Funk tion ergibt sich nach dem

Hauptsatz der Diffe renzial- und Integralrec hnung:

(Inx)' = =

Die Ableitung der e-Funk tion findet man bequem mit der Id entitat In(eX) = x
(In(e*)) = (x)
(@)y=1—(&)=¢
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VIl. Logarithmusfunktion
1.Eigenschaften

Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunk tion der Exponentialfunk tion.
Ist e die Basis der Exponentialfunk tion, dann heif3t di ese Umkehrfunk tion
Funktion des nattrli chen Logarithmus, kurz In-Funk tion:

e-Funktion: f(x) = e =expx, D;=,, W=+
In-Funk tion: f-1(x)=Inx, Dfa=, %, Wia=,

Die Eigenschaften der In-Funk tion
lassen sich ableiten aus denen
der e-Funk tion:

Definitionsmenge *
Wertemenge
Nullstelle x = 1 (1fach)

Senkrechte Asymptote

ist die negative y-Achse.

Verhalten im Unendlichen

Differenzierbarkeit, Stetigkeit
exp ist diffe renzierbar. Also ist In als Umkehrfunk tion von exp ebenfalls
differenzierbar und damit auch stetig.

Ableitung
Wir diffe renzieren die Identitat e"x = x
ey =(xy — e (nx)=1 — x-(Inx))=1—
aulBerdem qilt fur x <0: (In(—x)) = -(-1)= ,
also (In|x[)'= , x!0
Monotonie Wegen >0 fur x >0 steigt G, echt monoton.

Krimmung Wegen (Inx)" =— <0 fur x >0 ist G, rechtsgekrimm t.
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Grafische Zusammenfassung

Die In-Kurve fir grofl3e x-W erte

Wegen geht die Steigung der In-Kurve far
X, # gegen O, gleicht ihr Verlauf immer mehr dem
einer waagrechten Gerade. Wegen hat
sie aber keine waagrechte Asymptote. Sie wachst al-
lerdin gs unwahrscheinli ch langsam. Wie langsam sie
in unerschwingliche Hohen kriecht, sdl ein Beispiel
illustrieren:

Auf einem DIN-A4-Bl att im Hochformat ist ein Ko-
ordinatensystem (1 1cm) und eine In-Kurve ge-
zeichnet. Am rechten Blattrand (x=20) liegt die
Kurve 3(( In20) cm Uber der x-Achse. Denkt man
sich die x-Achse am Aquator um die Erde herumge-
wickelt, so Uberdeckt sie nach jeweils 40000km wi e-
der den Ursprung. Auch die Kurve verfolgen wir in
Gedanken weiter: Sie trifft zum 1.Mal auf die y-
Achse in der Ho6he von In (40000-1000-100) =
22,1..., also etwa 22cm Uber der x-Achse — unser
Auge sieht auf dem Blatt keine »Kurve«, sondern
eine Waagrechte. Nach der 2. Umrundung schneidet
die In-Kurve die y-Achse in (0]|22,8), nach der
18.Umrundung erreicht sie die Hohe 25, und den
oberen Blattrand (Hohe 29) nach 983 Umléaufen.
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In-Funktion als Stammfunktion
Wegen (In|x|)' = % giltauch £ dx=Inx+C, x>0 7
und % dx = In(-x) + D, x<05

Besteht die Definitionsmenge aus getre nnten Intervallen,
so beachte man Punkt ! im Nachdenken.

=In|x| + C, falls C=D

Berechnung von In-W  erten
Mit der Stre ifenmethode und der Beziehung "1dt = Inx lassen sich In-Wert e
beliebig genau berechnen. 1

Eine wichtige Integralformel

Bric he lassen sich schwer integrieren. In Sonderfallen kann man eine Stamm-
funk tion aber sofat angeben, zum Beispiel: ﬂ;— X=-- 18 + C. Oft tr ifft man auf
Integranden, deren Zahler gleich ist der Ableltung des Nenners ;tf—(—2 dx =7
Daflr gibt es @ne einfache Formel; sie folgt aus der Ableitung der In Funk tion.
Ist die Funktion f auf einem Intervall definiert, dort diffe renzierbar und ohne

Nullstellen, so ist auch die Schachtelfunk tion g mit g(x) = In|f(x)| dort d efiniert
und differenzierbar.

Die Kettenregel liefert fur f (x)>0: g'(x) = [In(f(x))]' = %—))

fiir f (x)<0: g'(x) = [In(-f(x))]' = _ff(;() _ffl(x_))

also gilt d—d)zln If(X)| = ‘;—(()%? Die gesuchte Stammfunk tion hat den Term In |[f (X)].

if—((—))dx In|f(x)| + C

Besteht D aus getrennten Intervallen, so beachte man | aus Nachdenken.

Beispiele: i)l( dx =In|x| + C

2X
= In|x2-4| +
ix2_4dx n|x?=4| + C
Oft l&sst sich der Bruc h so umformen,
dass der Zahler zur Ableitung des Nenners wird:
L _dx = il—/xdx =Injinx| + C
x-In x

e2X

¥

_ 1 2ae2X _1 2%
= = +1| +
T i 2X+1dx 2aIn|ae 1|+ C

ftanx dx = iwdx = _SINX gy = _|n|cosx| + C
COsX COSsX
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Zum Nachdenken

! ")% dx genauer besehen

Die Formel dx=In|x|+C

ist genau genommen falsch!
Denn die zugehoérige Schar
sieht so aus wie im Bild rechts:
Sie enthalt nicht die Kurven,
deren Aste gegeneinander in
y-Richtung verschoben sind.
Zum Beispiel kommt nicht die
Kurve vor mit

F(x) =

Aber auch F ist eine Stamm-
funk tion, denn

F'(x) = = ,x!0
Die korrek te Formel heif3t:
dx =
In der Praxis braucht man diese schwerfallige Formel nicht, wenn das Integrationsin-
tervall keine Licke enthalt, man also nur mit einem Kurv enast arbeitet.

sinnvoll sinnlos

DasIntegral gibt die Flachenbilanz wieder | Das Integral hat als Flachenbilanz keinen
fir ein Flachenstiick unter der x-A chse. Sinn, weil sich beide Teilf lachen ins
Unendliche erstrecken.

Das Problem »Unendlichkeitsstelle im Integrationsintervall« wird uns spater noch
beschaftigen bei den »uneigentli chen Integral en«.
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Andere Basis

Manchmal lassen Exponential- und Logarithmusfunktionen mit andern Basen als e
Zusammenhange besse erkennen — Beispiele:

Basis 2 Istt di e unabhangige Variable, dann gibt T direk t an die
Halbwert zeit | Verdopplungszat
f(t) =a.27tT | f(t) =a-2uT

f(0) =a f(0) =a
f(T) =al2 f(T) =2a
f(2T) = a/4 f(2T) = 4a

Far | og,x schreibt man kurzer
Ibx »binarer Lo garithmus« ader
ldx »dualer Logarithmus«.

Beim 2er-Logarithmus gilt:
Mit der Verdopplung des Arg uments wéachst der
Funktionswert um 1: Ib(2x) =1b2 + lbx =1 + bx.

Basis 10 Weil 10 auch Basis unsres Zahlensystems ist, waren friih er Logarithmen zur
Basis 10 ein wi chtiges Redenhilfsmittel (Logarithmentafel, Rechenstab).
Fir [ og;pXx schreibt man kurzer Igx »dekadischer Lo garithmus«.

Besonders einfach ist der 10er-Logarithmus von 10er-Potenzen:
lgl0=1 1gl00=2 Iglok=k
Andere Zahlen

Die um 1 vergrof3erte Kennzahl ist gleich der Stellenzahl des Numerus im
10er-System: 210000 hat 3011 Stellen, denn |g210000 = 100001g2 = 3010,2...

Basiswechsel

Eine Potenz mit Basis b (b>0; b! 1) I&sst sich umschreiben auf eine mit Basis e:
bX =gt () =eMP.nb = b%Inb
Ebenso lasst sich ein Logarithmus mit Basis b umschreiben auf einen mit Basis e:

Q) Sonderfall

Die Umrechnung (¢) beruht auf der Formel
Beweis: fira,b>0unda,b! 1 gilt
logx =y + b'=x |[log,
log,(b¥) = log, X
y-log;b =log,x + y=
Eng verwandt damit ist eine seltsame Beziehung; sie entsteht beim Vertauschen von
Argument und Basis: Also: Inx = , x>0 und x! 1
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# Berechnung von Logarithmen
Um Werte transzendenter Funktionen zu berechnen, versucht man, die Funktions-
terme durch Polynome anzuné&hern. Bei der Exponentialfunk tion haben wir das schon
kennen gelernt. Und wie es be der Lo garithmusfunktion geht, erfahren wir j etzt.

Naherungswerte fur In x liefert di e Streifenmethode, angewandt aufs Integral "% dt .

Ein anderer Zugang beruht auf der Formel fir di e geometrische Reihe: 0
/ gk =1+qg+02+q3+... = -1—1—a mit |g| <1. Man ersetzt g durc h (-t) und integriert:
k=0 -
# K 1 X
— =1_ 2_13 - = n
k/ ((OF =1-t+t2-t3+.. = == || ...dt

0
Obwohl man tber unendlich viele Summanden integriert, l1asst sich zeigen, dass gilt

x—%x2+%x3—%x4+ .. =In(1+x) mit [x] <1

Diese Formel stammt von NICOLAUS MERCATOR (latinisierte Form von Nikl aus Kauff-
man, Eutin 1619 bis 1687 Paris). Er hat sie 1668 veroffentlicht in seiner »Logarithm o-
technicax,in der er Logarithmen der ersten Primzahlen berechnete.

Man verwechsle NICOLAUS MERCATOR nicht mit GERARDUS MERCATOR (latinisierte
Form von Gerhard Kremer, Rupelmonde 1512 bis 1594 Duisburg), der 1569 seine
»Mercator-Weltka rt e« sdwuf.

Man kann beweisen, dassin der Formel die beiden Seiten tUbereinstimmen, falls |x| <1,
sogar fur x =1 stimmt die Gleichung noch. Sie liefert d ann die schéne Beziehung:

In2 = 1—%+%—}1+ ... . Eini germaRen genaue Wert e firr In2 sind allerdings nur mit riesi-
gem Aufwand erreichbar: Um die 2. Dezimale sicher zu haben, sind mindestens 1000
Summanden nétig. Der M athematiker spricht von schlechter Konvergenz.

Mit einem Trick verbessert man die Konvergenz der Logarithmusreihe und ermaoglicht
zugleich die Berechnung von Logarithmen fir Numeri gro3er als 2:

MERCATOR In(1+x):x—%x2+%x3—%x4+... mit -1 < Xx %1
x ersetzen durch (—x) In(1-x) :—x—%xz—%xt%x“—... mit -1 %x <1
Diffe renz IN(1+x)=In(1-x) = 2x+2x3+ x5+ ... mit -1 <x<1
1+x 1.3,1,5
InT= = 2(x+35x°+2x%+...)

Mit 1+X , [X] <1 l&sst sich jede positive Zahl darstellen.

— Zur Berechnung von In 2 muss man x so wahlen, dass — 1+X =

1-
_o% , 1%, 1%, &
In2 = 2#3 * 3458 T Ehs g Die gute Konvergenz ze|gt sich darin,

=2 ist, alsox—%:

dass sdion mit 2 Summanden die 2. Dezimale gesichert ist.

— Numeri deutlich grol3er als 2 verschlechtern die Konvergenz,

weil x dann nah bei 1 liegt:
1+X_ O—X—g In10 = 2(%9 1()/(9&3+ 1‘%9&5 &

1-x 11 #11 3#11$ 5#11$ g
Vom 11. Summanden an ist die 2. Dezimale sicher.
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Aufgaben

1 Bestimme mit dem Taschenrechner.

a) In0,1 b) In10 c) In10%0 d) Ing/5 e) %/In5

f) In"e g) In3 h) In(In3)=1In23 i) In32 i) (In3)?
¢,2 Gib die Wert e an (ohne Taschenrechner!).

a) Ine b) In./e c) Jne d) Ine? e) Ine®

f) In% g) Ine’ h) .JIne? ) J(Ine)? ) In(ine)

¢,3 Lose nach x auf, gib den exakten x-Wert an und bestimme mit dem
Taschenrechner den auf 0,01 gerundeten Naherun gswert.

a) Inx=2 b) In2x =-2 C) In)l(:z
d) % =2 e) In(x2) =-1 f) In(Inx) = In2x= -1
g) In/x=-4 h) In[x(3e—2x)] =2 ) Jnx =Inx

) (Inx-1)iInx=2 k) JInx =Inx

4 FUr w elche x-Wert e gilt (Taschenrechner) ?

a) 1<Ilnx<2 b) 1<In(—x)<2 °c) 1<In|x| <2
ed)1<|inx| <2 ) Inx2>e f) In2x>e
g) In(ex) %nx *h) (Inx)2 > Inx
¢5 Leite ab: a) f(x) =x+Inx b) f(x) = x:Inx c) f(x) =In(—x)
d) f(x) =-In(2x) e) f(x) =In(x3) f) f(x) = (Inx)?
g) f(x) =In./x h) f(x) = ./Inx ) f(x) = In(cosx)

j) f(x) =cos(Inx) k) f(x)=In(xc) ) f(x) =In(e)
¢,6 Beweise durch Ableiten.
a) finxdx=x:Inx—-x+C
b) 1(Inx)? dx = x(Inx)2 — 2x:Inx + 2x + C
c) Fx-Inx dx = tInx* dx = 2x%(Inx — ) + C
d) U dx = L(Inx)%+ C
1 _
e) im dx =In(Inx) + C
f) +—L— dx=In(x+ /x2+1)+C

JX2+1

g) ¢1_2ex dx=2x—In(2 = 2€9)2 + C
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1 _ eBX
. = +
h) ¢1+e3x dx =1In 3,1+e3>< C

.7 Leite ab: X X X 3
a) f(x) =Inx— "% dt b) f(x)=x:Inx+"Int dt c) f(xX)="tIntdt+"tint dt
1 2 1 X

«8 Schreibe f(x) als Potenz von e und leite diesen Term ab.
Gib die Menge der Zahlen an, fur di e f(x) und f'(x) definiert sin d.

a) f(x)=2x b) f(x)= 2 ) f(x)=x
d) f(x):)% e) f(x)=%/x f) f(x) = xX

*0 Die Bilder zeigen Kurven vom Typ y =xIn(ax+b). Im hervorgehobenen Kur-
venpunkt hat die Tangente die Steigung +1 oder —1. Gib an:
— das Vorzeichen vor In,
— dieWerte firaund b,
— die Gleichung der Asymptote,
— die Achsenpunkte der Kurve,
— die Definitionsmenge.
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¢,10 Zeichne den Graphen und gib an:
die Achsenpunkte, die Gleichung der Asymptote und die Definitionsmenge.
a) f(x)=1-Inx b) f(x) =In(1—x) c) f(x) =In|1—x|
d) f(x) =In|x| e) f(x) =|In¥| f) f(x) =]In|x]|

11 Zeichne den Graphen und gib an: die Definitionsmenge und gegebenenfalls
die Achsenpunkte und die Asymptote.

a) f(x) =In(x?) b) f(x) = (Inx)?2 c) f(x)= Inix
d) f(x)=In.Jx e) f(x)=./nx f) f(x)=xix (1)
¢12 In welchem Punkt ist &) die Tangente,’ ) die Normale von G; parall el zu Gy?
a) f(x) =Inx g(x) =3x+ 1789
b) f(x) =2In(1-x?) g(x) = 3x + 1989
c) f(x) = In|x2-4| g(x) = —£x + 1517

13 Berechne den Schnittwink el von G; und G,.

a) f(x) =Inx g(x) =In(1—x)
b) f(x) =In(1+x) g(x) = In(1-x)
c) fx)=—x+Inx gx)=1-x

14 Fur w elche Zahl ist der Unterschied zwischen ihre m Quadrat und ihrem
naturli chen Logarithmus am kleinsten?

15 Auf der In-Kurve liege Punkt P(alb). P und der Ursprung sind Gegenecken
eines Reditecks, von dem 2 Seiten in den Koordinatenachsen liegen.

a) Bel welchem Wert von a (O<a<1) hat der Inhalt des Rechtecks ein
Extre mum?Wie grof3 und von welcher Art ist d as Extre mum?
"b) a, se die Redteckbreite fur den Fall, dass die In-Kurve das Redteck
halbiert. Stelle eine Gleichung flr a, auf und zeige, dass sie eine Losung
hat zwischen 4,9 und 5. (Aufgabe 6 beachten!)

"16 a) Fur w elche Zahlen ist die Wurzel aus ihnrem naturli chen Logarithmus
gleich dem naturli chen Logarithmus ihrer Wurzel?

b) Fir w elche Zahl zwischen 1 und e* ist der U nterschied zwischen der
Wurzel aus ihnrem natrli chen Logarithmus und dem nattrli chen Log-
arithmus ihrer Wurzel am grof3ten?

c) Berechne den Inhalt der Fl ache, die begrenzt ist v on der x-A chse und
der Kurve mit y =Inx—(In./x )2. (Aufgabe 6 beachten!)
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017 f(x) =2

X L

VII. Logarithmusfunktion

w(x) =X, g(X) =x+3

Eigenschaften

Berechne den Inh alt des Flachenstiicks, das begrenzt ist v on:
a) G;, G, ,dery-Achse und der Gerade x=5.

18

2
a) " dx
1

3
c) " dx
2

Berechne und deute geometrisch.

1
b) " dx

32
d) »idx
3

b) G¢, G, und G,

-2 ke
e) "fdx f) nldx

-3 e

19 Satz von GREGORIUS A ST. VINCENTO (Briigge 1584 hbis 1667 Gent)
Die Flache zwischen der Hyperbel mity =2 und der x-A chse von x=a bis
x=Db ist genau so grol3 wie die von x=ka bis x=kb (a>0, b>0, k>0).

a) Beweise diesen Satz mit der Integralrechnung.

*b) Beweise diesen Satz ohne Integralrechnung mit Fl &chenstreckungen.

“c) Beweise mit diesem Satz die
Funk tionalgleichung der Lo garithmusfunktion

.21 Berechne

.22 Berechne

.23 Berechne

2

d)

In2

||Xe_xdx
o © +1

In2
] eX +e—X dX

X _a—X
le e

24 Berechne (siehe Aufgabe 6)

125 Berechne

a)

9

dx

JENNEY

2 -4

b) nd_X

e) "——

b) "2 dx

b) "—& _dx

153

ab a
v dx = vk dx +
X X

b

nd dx
X

1 1

e ) 3
¢20 Berechne a) ":2dx b) "XZL;‘”’dX c) ..(%)_de d) ..§X—13);+3xdx
1

-1

n_dX_
) X—a
o dXx
f) ax+b

1
n_4x+2
C) _1X2+X+1dx

1
=X —2e2X

X 4 @2X _
Oe +e e
0
_ —X
of) (LX) gy

_ —X
_el Xe

e
b) ,.1—Inxdx
) xInx

e3

Tkj) ] dx

X *INx*In (Inx)

c) “,f? X dx

0 X2+1+,x2+1
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2.Grenzwerte und Kurv endiskussion

Grenzwerte

An den Grenzen der Definitionsmenge der In-Funk tion wachst der Betrag der In-
Wert e ins Unendliche: Iim Inx =# und Iirg1 Inx =—#.

X, x>
In der Kurv endiskussion kommen oft vor die Ausdricke x"-Inx und ')r('x ‘

Vs

Bei jedem diese Terme braucht man die Grenzwerte Iim ... und “%1 e
X>
2 diesa 4 Grenzwerte sind klar: Iirr;;é XN INX = »# -# « :# und I|r51 'QX _»ﬁ «=—# .
X, X>

Die beiden andern liefern unbestimmte Ausdriicke und missen eigens untersucht
werden.

& lim 'Lnx = »% « Eine geschickte Substitution fihrt d en Grenzwert zuriic k
X # X # auf einen schon bekannten Grenzwert mit der e-Funk tion:
u:=n-Inx —x =& wenn x, #,dannauch u, #.
=1.im L =0
n u, # eu
Das uberra sd1t nicht, wachst doch Inx unvergleichlich langsamer
als jede Potenz x".

In x u/n
lim— = I|m
X # Xn eu

lim x"-Inx =»0-(+#)« Hier hilft die Substitution

x>0
u —% —x—l wenn x>0, dannu, #.
lim x"-Inx = lim In(1/4) = jim = 0 wegen &.
x>0 u # u” u, # un
Alles auf einen Blick (n* . In x
() lim —= =0 Sonderfall: | lim 10X =0
X # X x # X

Iim x"nx =0
x>0

Sonderfall:

Im Xx:Inx =0
x>0

Diese Grenzwerte &ndern sich nicht, wenn statt n eine beliebige positive reelle
Zahl steht. Die Grenzwerte von x2lnx am Rand der Definitionsmenge lassen sich
gut einpragen mit den Grenzwerten von x2 und In x

(» »x@ setzt sich durch, Inx liefert d as Vorzeichen):

lim x&lnx
X, ...
x>0 X, + #
a>0 0 +# Der Gre nzwert v on x2 bestimmt den Betrag,
a<o —H 0 der von Inx das Vorzeichen von x2ln x

154



BARTH *KRUMBACHER VII. Logarithmusfunktion Grenzwerte und Kurvendiskussion

Alles auf einen Blick im Bil d

Diskussion einer Kurve

Beispiel: f(x) =

Term vereinfachen: f(x) =

Ableitungen: f'(x)

f"()() = _ =
Maximale Definitionsmenge Wegen In x muss san x >0,
wegen X-Inx! 0 muss auch sein x! 1,
also D =, "\{1}

Verhalten am Rand von D

=—# diey-Achse ist Asymptote

x=1 ist senkrechte Asymptote

=0 die x-Achse ist Asymptote
Nullstellen gibt es nicht, weil der Zahler ! O ist.
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Waagrechtpunkte f'X)=0 — 1+Inx=0 — Inx=-1 — x =1/,
W(HIf (Ye)) =W(Hl-1)

Monotonie
Von f'(x) sind marki ert: Nullstelle und Definitionslicken.
h= e c
W(Y 1) ist der g+ 00 = 2 = f
einzige Hochpunkt. 0 ems Ye emf 1 emf X

/ N N

Flachpunkte f'X) =0 — 2(Inx)2+ 3Inx+2=0
Die Parabel y = 2z2+3z+2 ist oben offen und hat keine
Nullstellen, weil die Diskr iminante von 2z2+3z+2 =0
negativ ist; die Parabel liegt also Uber der x-A chse.
Also ist 2(Inx)?2 + 3Inx + 2>0, Flachpunkte gibt es nicht.

Krimm ung
Von f"(x) sind marki ert: Definitionslicken.
= = }
23 - g+ 09
0 Rechtskurve 1 Linkskurve X

» @

Wertemenge
W =]-#;-1]* ]0;+#
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Beispiel:

Diskussion einer Schar
fa(x) — 1+<’)a(tlnx, a‘,

x-g—(l +alnx)

- — —a—1l-alnx
fa (X) - X2 - X2
- _ x2(—)‘i(‘)—(a—1—alnx)-2x  2_3a+2alnx
a (X) - x4 - %3
Maximale Definitionsmenge D=_"

Verhalten am Rand von D
1+alnx _ a(#) — )—# fur a>0

!(l)rg . 5 .(+# tir 2% Die y-Achse ist Asymptote.
i 1talnx _ o0 % ) Inx& = PR :
)|(II’T)¢ » )I(l‘rr“f;(+a = $ 0 Die x-Achse ist Asymptote.
Nullstellen l+alnx=0—Inx=-2 —x=ev3al0
Far a =0 folgt 1 =0, Widerspruch. G, hat keine Nullstelle.
Das uberra saht nicht: G, ist ein Hyperbelast von yzi,
hat also weder Waagrecht- noch Flachpunkte.
Gemeinsame Scharpunkte Schnitt zweier Scharkurven (a;! a,)

o, () =1, (%)
1+a,lnx _ 1+a,inx
X
ajInx =a,lnx
(a; —ay)inx=0

— Inx=0 — x=1,y=f,(1)=1

Alle Schark urven gehen durch (1]1).
Sonst treffen sich 2 Schark urven nicht.

|I-x (! 0)

Waagrechtpunkte f,x)=0 — alnx =a-1||:a (! 0)
Inx =1-1 — x=etta==

ale
y — fa(el—l/a) — 1+a(1_1/a) — ael/a -1

el—l/a
W(el—l/alaella —1)
Fur a =0 folgt 0 =—1, Widerspruch: G, hat k einen Waagrechtpunkt.

Die Art d er Waagrechtpunkte bestimmt man bei Scharen meist mit der

. . " (al-l/ay = 2—3a+2a(1-1/a) _ —-a
2.Ableitung: f, (e'%) (61 Va3 Gl Vay?

Weil der N enner positiv ist, hangt das Vorzeichen ab vom Zahler (-a):
a>0 — f, (el¥8) <0 W ist Hochpunkt.
a<0 — f, (e8>0 W ist Tiefpunkt.
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1 I
1-Inx’ X: €

1 1 1_ 1
1-Va  1-Inx x Xx(1-Inx)
Ortlini e der Hochpunkte: a>0 — y>0, x<e
Ortlini e der Tiefpunkte: a<0 — y<0, x>e

Flachpunkte f,(X)=0 — 2alnx =3a-2 || :2a (! 0)

Ortlini e der Waagrechtpunkte x =ell/a — g =

— 1.1 —
—ae‘a™— =a
y e

Inx =% -1 — x=¢¥2-"a
— 310-1/q) = 1+a(3/2-1/a) _ 3 ,,1/,-3/»
y=Ta(e ?) = e3/2-Va - paeE

F(e%2-"a| 2 ae'a—12)
Far a =0 folgt 0 =—2, Widerspruch. G, hat keinen Flachpunkt.
Die Art d er Flachpunkte bestimmt man bei Scharen meist mit der

3.Ableitung: f (x) = X(2a/x)=(2-3a+2alnx)3x? _ 1la—6—6alnx

x6 x4

£ (e32-Va) = 11a-6-6a(32-Ya) — _ 2a

a (e3/2 —l/a)4 (e3/2 - 1/3)4
Fura!Oist f (e¥2-"a)! 0, also ist jeder Flachpunkt auch Wendepunkt.
Ortlini e der Flachpunkte x=¢¥2-Ya — a=_1__ xIg32

3/2 —Inx
= 3 1/a—3/2:§. 1 l = 3
y=sae 2 3/7—-Inx x X(3-2Inx)
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7

10

Aufgaben
Berechne. a) lim x2Inx b) lim /xInJx c) lim X
x>0 X0 0 X2
. In x . In)l(
d) lim=—= e) lim—=
X, # JX x, # X
P . . . n . n
Berechne (n*). a) lim —2 b) lim -2 ¢) lim X d) lim 2%
0  x"Inx x, # x"Inx x0 InX x_ # InX
p . . n .
Berechne (n). a) lim x(Inx)" b) lim (Inx)7 c) lim ==
x>0 x, # X X, # (Inx)"
Schreibe den Term als Potenz von e und berechne dann den Grenzwert.
1
a) lim xX b) lim xx-1 c) lim|[Inx|*
x .0 X, # x>0
Berechne.
a) lim ¥x b) lim X/x c) lim Jx*
x>0 X, # x>0 1
d) lim x-x e) lim J/x¥ f) lim xinx
x>0 x>0 x>1
Berechne mit der Regel von L'H OSPITAL .
a) lim n&x+2) b) lim n&x+2) ) lim —X
x-1 X+1 x # X+1 x0 In./x-1]
1
d) lim xx-1 e) lim (Inx)x-1
x. 1 x>1
Diskutiere und zeichne den Graphen (maximale Definitionsmenge!).

a) f(x)=x—1+Ing c) f(x) == b) f(x) = (x=2)2 + In(x?)
c) f()=x¥(n(x?)-1) d) fx)=22+In(x?) e) f(x) =In(x*) —8(In./x)>

Diskutiere und zeichne den Graphen (max.Definitionsmenge, Symmetrie!).
a) f(x)=In|x2 - 4| b) f(x)=In(x2-4) c¢) f(x)=In(4+x)—In(4—x)

f,(X) = In[x? + a|

Diskutiere und zeichne die Scharkurven fura* {-2,-1, 0, 1}.

f(x) = Inx

a) Gib eine Gleichung der Tangente von G; an, die durch (0|0) geht.

b) Gib eine Gleichung der N ormale von G; an, die durch (0|1) geht.
Welcher Kurvenpunkt liegt (0|1) am n&chsten?
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11

12

15

c) Gib eine Gleichung der Tangente von G; an,
die mit der x-A chse @nen Wink el von 30° bildet.

Fur w elche Zahl ist d er Unterschied zwischen ihrer Wurzel und ihrem
natirli chen Logarithmus am kleinsten?

Die Gerade x=a schneide die In-Kurve in Q und die x-Achse in R;
die Kurvennormale in Q schneide die x-Achse in S.

Bestimme a sq dass der Inh alt des Dreiecks QRS ein Extre mum hat.
Welches Extremum liegt vor ?

Auf der In-K urve liege der Punkt P(alb). P und der Ursprung seien die
gegenuberli egenden Ecken eines Redttecks, von dem 2 Seiten in den
Koordinatenachsen liegen.

a) Fur w elchen Wert von a (O<a<1) hat das Rechteck extre men Inh alt ?
Wie grol3 ist diesea ?

b) a, se die Redhtedkbreite fur den Fall, dass die In-Kurv e das Redteck
in inhaltgleiche Teile zerlegt. Stelle eine Gleichung fur a, auf und zeige,

dass sk genau eine Losung hat.
Gib ein Intervall der Lan ge 0,1 an, in dem a, liegt.

Die Tangente der In-K urve in P(a|b) schneide die x-Achse in S und die
y-Achsein T. P und T seen die gegentiberli egenden Ecken eines Rechtecks,
von dem 1 Seite in der y-A chse liegt.

a) Bestimme den Flacheninhalt des Redtecks.

b) Die In-Kurve schneide die untere Rechteckseite in U. Bestimme U.
c) Furw elchen a-Wert li egen U und S Ubereinander ?

d) Fidr w elchen a-Wert li egt die untere Rechtedkseite in der x-A chse ?

e) DieIn-Kurve zelege das Rediteck in 2 Telle.
Berechne das Verhaltnis der Inh alte diesea Tellf lachen.

— 1
f(x) = x(1=Inx)

Diskutiere f und zeichne G;. (Siehe Beispiel auf Seite 147)

Auf Seite 144 ist die Schar mit f(x)=x"Inx abgebildet.

Wegen Iircp x"-Inx =0 minden alle Kurven im Ursprung.
x>

Berechne den Winkel, unter dem die Kurven im Ursprung minden.
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17 f(x) = - 1

Inx®

X X
a) Diskutiere F mit F(x) ="f(t)dt. a) Diskutiere F mit F(x) = "f(t)dt.

e e

*18 Auf Seite 147 ist eine Schar mit f,(x) = 1“;’(‘&, a‘, abgebildet.
In (1|1) tre ffen sich alle Schark urven. Welche Kurve hat dort

a) einen Extre mpunkt ? (Art ?)
b) einen Wendepunkt ?
c) die Winkelhalbierende des 1.Quadranten als Tangente ?

19 Auf Seite 147 ist eine Schar mit f,(x) = %ﬂ, a’, abgebildet.
a, und a, seen Parameterwerte sich rechtwinkli g schneidender Kurven.

a) Welche Beziehung besteht zwischen a; und a, ?
b) Welche Kurve sahneidet G, rechtwinkli g ?

c) Welche Kurve hat keinen rechtwinkli g schneidenden Partner ?

20 Auf Seite 147 ist eine Schar mit f (x) = “f(‘ﬂ, a‘, abgebildet.

a) Zeige: S(x) = %(In X)2 ist eine Stammfunk tion von s(x) = '”TX

b) Welche Scharkurven begrenzen mit der x-A chse und der Gerade x=1
ein endliches Flachenstick vom Inhalt 0,5 ?

21 Untersuche auf Symmetrie zum Koordinatensystem, diskutiere und
zeichne die Kurven. Bestimme die Umkehrfunk tion.

a) f(x)=In(x+ . /x2+1) b) g(x) =In(x + /x2-1)
c) h(x) = 1In1+x x| <1 d) Kk(x) = 1|n1+X x| >1

«22 Der hyperbolische Areakosinus
Die Einheitshyperbel y2=x2-1

a) Zeige: )I(iLnJ#(M—x) =0 und XILiEn#(M+x) =0
Welche Bedeutung haben demnach die Geraden y=x und y=—x flr
den Graphen der Funk tion mit f(x) = /x2—-1 ?

b) Diskutiere die Funktion f und zeichne den Graphen.

c) Zeichne ins selbe Koordinatensystem die Punktmenge mit der
Gleichung y2 = x2 — 1. Diese Kurv e heif3t Einh eitshyperbel.
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24

Der hyperbolische Areakosinus

d)

f)

Die Flachenfunk tion des Hyperbelsektors:
Stelle F(x) dar mit einer Integralfunk tion
und zeige F'(x) =

G(x) = In(x + )

Zeige: G'(x) = F'(x) und G(1) = F(1) und
folgere daraus: G(x) = F(x).

F heil3t Areak osinus ar cosh .

F(x) = In(x + )
Zeige: Die Umkehrfunk tion F1 ist der hyperbolische Kosinus
ar cosh™(x) = cash(x) =

Der Zusammenhang mit der Einh eitshyperbel fihrt zum Adjektiv
»hyperbolisch«. Die Bezeichnung »Area« (=Flache) rihrt her von der
Berechnung des Inhalts des Hyperbelsektors.

Diskutiere und zeichne den Graphen.
Untersuche auf Stetigkeit und Diffe renzierbark eit in den Nahtstellen.

a) f(x) =x+|In(1-x)| b) g(x) =|Inx| - |x-1]

Diskutiere und zeichne den Graphen.
Untersuche auf Stetigkeit und Diffe renzierbarkeit in den Nahtstellen.

a) f(x)= b) f(x) =

f(x) =

Bestimme a und k so, dass f differenzier-
bar ist. Zeichne die zugehdrige Kurve.

Diskutiere und zeichne den Graphen.
Untersuche die Kurven auf Symmetrie zum Koordinatensystem.

a) f(x)=Inlx - | b) g(x) =In|x - |

fo(x) = ax + Inx

Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten am
Rand von D, Nullstellen, Ort un d Art v on Waagrecht- und Flachpunkten
und deren Ortlini en.

Skizziere Kurven fur a'{— 1, -1/e, —0.25, 0} und die Ortlin e der Waagrecht-
punkte. Bestimme mit dem Verlauf diese Ortlini e die Bereiche von a, in
denen eine Scharkurve keine, 1 oder 2 Nullstellen hat.
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"28 f (x) =In(x + /x2+a?)

a)

b)

C)

Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten

am Rand von D, etwaige Symmetrie zum Koordinatensystem und Null-
stellen. Zeige, dass jede Scharkurve a! 0 derjenigen mit a=0 fur x, #
beliebig nahe kommt, ohne sie zu schneiden.

Bestimme Ort und Art v on Waagrecht- und Flachpunkten.

Ermittle die Ortlini en der Waagrecht- und Flachpunkte.

Bestimme die Schar t ,(x) der Flachpunkttangenten.

Zeige, dass jede Flachpunkttangente auch die Kurve mit k(x) =1+Inx
berlhrt.

Skizziere Kurven fur a{0, 1/4, 1, 4}.

7129 f,(X) = In(x? + €) — x?, a%0

a)
b)
c)
d)

e)

Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten

am Rand von D und etwaige Symmetrie zum Koordinatensystem.
Zeige mit der Abschéatzung Inz<z-1(fur z>0, z! 1), dass es keinen
positiven Funk tionswert g ibt, und schliel3e daraus auf die Nullstellen.
Zeige, dassjede Scharkurve fur x, # beliebig nahe herankommt an die
Kurve mit h(x) =In(x2) — x2.

Bestimme Ort und Art v on Waagrecht- und Flachpunkten.
Ermittle die Ortlini en der Waagrecht- und Flachpunkte.

Skizziere Kurven fur a'{- 2, -1, 0}.

1130 f (x) = x2*Inx?, a'”~

a)

b)

Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten
am Rand von D und etwaige Symmetrie zum Koordinatensystem.
Zeige, dass sich alle Scharkurven in einem Punkt B rechts von

der y-A chse beriihre n und bestimme die Gleichung der gemeinsamen
Tangentet.

Bestimme Ort und Art d er Waagrechtpunkte.

Ermittle die Gleichung der Kurv e, auf der di e Waagrechtpunkte liegen.
Bestimme Ort und Art d er Flachpunkte.

Lose Tellaufgabe a) fur a=—1 und fir a =-2.

Lose Tellaufgabe a) fir a :% und fir a :—% :

Skizziere Kurven fura'{— 1, 0, 1, 2} im Bereich 0 %x %3.
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«31 f (x) =(Inx)2-2a*Inx, a'”

a)

b)

c)

d)

Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten
am Rand von D und Achsenpunkte.

Bestimme Ort und Art d er Waagrechtpunkte.
Ermittle die Gleichung der Kurv e, auf der die Waagrechtpunkte liegen.

Bestimme Ort und Art d er Flachpunkte.
Ermittle die Gleichung der Kurv e, auf der die Flachpunkte liegen.

Berechne den Inh alt der Fl &che, die zwischen der x-A chse und
einer Scharkurve liegt. Wie gro3 ist er im Fall a=1 ?

Skizziere Kurven fur a'{— 2, -1, 0, 1, 2} im Bereich 0 %x %10.
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Zum Nachdenken

I Reiz und Empfindung

Der Physiologe Ernst Heinrich WEBER (1795 bis 1878) veroffentli cht 1834 seine Untersuchun-
gen Uber das Horen und Uber den Tastsinn der Haut. Er formuliert ein Gese z, das den Zusam-
menhang zwischen Reiz und Empfindung wiedergibt.

Einer seiner Versuche hétte soaussehen kdnnen: Die Hand einer Versuchsperson liegt auf einem
Tisch. Auf der Hand liegt ein Gegenstand. Sein Gewicht ist ein Reiz R, diese verursacht bei der
Versuchsperson die (Druck-)Empfindung E. Legt man noch einen Gegenstand dazu, so vergro-
Bert sich der Reiz. Aber nicht immer nimmt man diese Reizverstark ung wahr. Man nimmt sie
erst dann wahr, wenn der zusétzliche Reiz einen gewissen Mindestwert (Schwellenwert) Uber-
sdhreitet.
Weber stellt fest: Fir eine eben spirbare Steigerung der Empfindung =E ist immer diesdbe
relative Reizsteigerung % nétig. Weil eine groRere relative Reizsteigerung eine groRere Ande-
rung der Empfindung auslésen sall, setzt Weber die relative Reizsteigerung proportional zur An-
derung der Empfindung: aE ~ %
Der Psychologe und Philosoph Gustav Theodor FECHNER (1801 bis 1887) formuliert diesen Zu-
sammenhang mathematisch. Er stellt die Empfindung E dar als Funktion des Reizes R und fol-
gert aus Webers Formel: % ( k- %. Fur kleine Reizdnderungen @R heil3t das ungefahr: diR E(R)
=k- %. Die Funktion E muss also bis auf eine Konstante gleich sein dem naturli chen Logarith-
mus: E(R) = k:InR + C,
Ist R, der gerade noch nicht spurbare Reiz, dann gilt

0=E(Ry) =kInRy+C — C=-k:InR,

E(R)=k:InR+C =k:InR-k:In R,

E(R) =k:In RB Weber-Fechner-Geset z
0

Ist R grol3 gegenuber dem Schwellenwert R, soist R/R, grol3 gegenliber 1. Der nattrli che Log-
arithmus wéachst nur schwach. Das bedeutet: Liegt schon ein starker Reiz vor, dann ist erst eine
gewaltige Steigerung des Rezes wahrnehmbar. (Abstum pfung durch Reizuberf lutung)

Die Empfindung ist eine messare Grolie, wenn R, und k festliegen. Anstelle des natiirli chen
Logarithmus kann man jeden anderen Logarithmus verwenden. Beim Horen ist die Lautstark e
E (Empfindung) abhangig vom Schalldruck R (Reiz). Man misst den Schalldruck in Pa (=N/m?2)
und die Lautstérk e in Phon. Fir di e Normalfrequenz von 1kHz ist E(R) = 20-Ig RB

0
Der Schwellenreiz Ry wurd e international festgelegt als mittlere Hérschwelle einer reprasentati-
ven Gruppe 20-jahriger Frauen: R, = 2-107°Pa, also E(R,) = 0 Phon.

0 Phon | Horschwelle

20 Phon | Taschenuhrin 1m Entfernung

50 Phon | halblaute Unterhaltung in 1m Entfernung

90 Phon | Schreien in 1m Entfernung

120 Phon | Rockmusik (Disco, Konzert)

130 Phon | Schmerzgrenze = Dusentriebwerk in 7m En tfernung

180 Phon | Raketentriebwerk in 7m En tfernung

165



BARTH *KRUMBACHER VII. Logarithmusfunktion Grenzwerte und Kurvendiskussion

Logarithmische Papiere

Beim Experimentieren muss man oft aus Mesgunkten die Gleichung des zugrunde liegenden
Graphen ermitteln. Das geht am einfachsten, wenn der Graph eine Gerade ist. Bei komplizierten
Zusammenhangen versucht man, durch gescickte Wahl des Koordinatensystems den Graphen
zu einer Gerade zu verformen. Fir besorders haufige Verformungen gibt eseigens vorgefertigte
Papiere, zum Beispiel die logarithmischen Papiere — das sind Papiere mit 10er-logarithmischen
Skalen. (Obacht: Auf logarithmischen Skalen gibt es keine 0.) Man unterscheidet 3 Typen:

» Halb-logarithmisches Papier (Logarithmus-Skala auf der x-A chse, »aszissen-logaritmisch«)
Funktion y=algx+b Substitution u =Igx
Gerade y=au+b

Mit einem Lin eal passt man die Gerade an die Mesgunkte an
und liest ab die Steigung a und die Konstante b, das ist der y-Wert f Gr x =1.
(Die u-Skala ist auf logarithmischem Papier nicht abgedruckt.)

Beispiel: Weber-Fechner-Gesé z
y = E(R) = 20-lg =20-lgR - 20-lgR, = 20-lgR — 20-lg(2-:10-°)
y =20-IgR + 94

Das Bild zeigt einen weiteren Vorzug der logarithmischen Darstellung: Sie erfasst viele Grof3en-
ordnungen. So funktioniert unser Ohr im Bereich von 7 GréRenordnungen, unser Auge schafft
sogar 15 Grél3enordnungen !
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 Halb-logarithmisches Papier (Logarithmus-Skala auf der y-A chse, »adin aten-logarithmisch«)

Funk tion y = a-e™
logarithmiert lgy =Iga + bx:lge Substitution w =lgy, y = 10"
Gerade w = (b-lge)-x + lga

Beispiel: Abkihlungs-Gesdz y = 5000-10-0.0065x

* Doppelt-logarithmisches Papier
(Logarithmus-Skala auf x- und y-Achse)
Funktion y =a-xp
logarithmiert lgy = Iga + b-lgx
Substitution w=lgy, y=10%
u=lgx, x=10
Gerade w=b-u+lIga

Beispiel: »Quadratisches Abstandgese z«
y =

w =-2u +Iga
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# Die harmonische Reihe

Wie grol3 ist eigentli ch die Summe der positiven Stammbriiche = ?
Diese Rehe heil3t harmonische Reihe.
Mit dem Computer berechnete Naherun gswerte suggerieren die Existenz eines Grenzwerts:

=12,09... =12,78... =13,18...

Tatsachlich aber kann man beweisen, dass es keinen Grenzwert gibt:
Die harmonische Reihe divergiert. Sie wird sogar beliebig grol3.

ist gleich der Obersumme fur das Integral
=In(n+1) - 0 =In(n+1)

also > In(n+1).

Wegen =# gilt auch
= =#

Die harmonische Reihe divergiert so langsam wie die In-
Funktion. Dagegen konvergiert die Summe der quadrierten
Stammbriche gegen einen seltsamen Grenzwert:

—_ - n2

Das Adjektiv »harmonisch« wirk t in diesem Zusammenhang
merk wirdi g. Eine Erkl &rung liefert die Harmonielehre der
Musik. Unterteilt man eine Saite im Verhaltnis 1:2 oder 1:3
oder 1:4 und zupft die Saitenteile an, soempfindet unser Ohr
angenehme (=harmonische) Tonintervalle. Die Summanden
der harmonischen Reihe sind die Verhéltnisse, in denen die
Wellenlangen der »harmonischen Obertd ne« zur Wellenlange
des Grundtons stehen.
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$ Verschiedene Mittel

heil3t harmonische Reihe, weil jeder Summand (bis auf den ersten) gleich ist dem
harmonischen Mittel seiner beiden Nachbarn. Das harmonische Mittel ist meist wenig bekannt.
Deshalb seien die 3 wichtigsten mathematischen Mittel vorgestellt.

169

Das arithmetisches Mittel ist auch be-
kannt als »Durchschnitt«.

Das arithmetische Mittel x, der Zahlen a
und b ist , auf der Zahlengerade
liegt es in der Mi tte zwischen a und b.

Diese Mittelwertbildung lasst sich erwei-
tern auf Funk tionswerte.

Ist f eine monotone Funktion, soist x,, mit
f(x,,) = ein von f abhangiges Mit-
tel der Zahlen a und b. x,,, ist alsodie Zahl,
deren Funktionswert das arithmetische
Mittel der Funktionswerte von a und b ist.

Die 3 Mittel hangen ab von der Funktion f:

Affine Funktion mit f(x) = x
arithmetisches Mittel der Funk tionswerte

f(X,,) = — f(Xp) =X, =

Logarithmus-Funktion mit f(x) =log x
arithmetisches Mittel der Funktionswerte

(%) = = =
— f(Xg) = logxy=

geometrisches Mittel x =

Kehrwert-Funktion mit f(x) =

arithmetisches Mittel der Funktionswerte

(o) = — = =

harmonisches Mittel x,, =
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% Ein ungeltstes Problem der Zahlentheorie

Seit Menschen rechnen, wollen sie wissen, wieviel Primzahlen es gibt und wie man sie berech-
net. Schon EUKLID (( 300 v.Chr.) hat gewusst, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Sie lie-
gen sogar dichter als die Quadratzahlen, denn die Summe der Primzahl-K ehrwerte divergiert,
wéhrend die der Quadratzahl-Kehrwerte konvergiert. Bis heute jedoch haben die Primzahlen
Geheimnisse bewahrt. Soist es keinem gelungen, eine Formel fir die k-te Primzahl zu finden.
Auch sucht man immer noch eine Formel P(x) fur die Anzahl der Primzahlen bis zur Zahl x.
Wenigstens angenéhert ist P(x) m it 2 Funk tionen besdreibbar:

Die eine steckt im »Primzahlsat z« :P(x) (

Eine wesentli ch bessae Naherung schafft die 2. Funktion, der »Integral-Lo garithmus«:

Obwohl der Integrand fur t =1 nicht definiert ist, lasst sich berechnen zu 1,04516...
(vergleiche dazu auch Kapitel 1X.3). P(x) ( Li(x) = =1,04516... +
Das (-Zeichen gilt in dem Sinn, dass =1 ist.

Fur alle bisher berechneten Werte ist P(x)—Li(x) <0. 1914 beweist LITTLEWOOD , dass diese
Diffe renz unendlich oft das Vorzeichen wechselt. 1933 nennt SKEWES eine obere Grenze S fir
den 1. Vorzeichenwechsel. Lange Zeit war S die gréf3te Zahl, die in der Mathematik eine Be-
deutung hat: S = . 1966 senkt LEHMANN diese Sdranke auf die Zahl L =
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VII.

Logarithmusfunktion

Computer-Einsatz: Knvergenz von Reihen

Hier einige mit Mathermatica beechreten Sumrmrwerte
Der chizu notge Reclenbefehl ist @&r mathematischen \orschrift ces 8 -Zeichens nachemgunden.

Grenzwerte und Kurv endiskussion

n
Die Aweisury | 52(2)%"" erledigt Matheratica mit cem Befehl Sum[3~(1~2k)/(2k-1).{k,1.n}]
k=1

Anzahin | harnmo- Mercator fur x=1
der | Miscre At n k n
Sum- Rnelha klzlﬁ / :(_Tl)_ / 2k_1_1(%)2k_1
1 k=1 k=1
manden k/: .k £ 32 1.644934066848.. |n2 = 0,6931471805599.|In2 = 0,6931471805599. .

1 1 1 1 0,6...
2 0,69...
3 0.693...
4 0.6931...
5 0.69314...
6 0.693147...
7 0.6931471...
8 0.6931471...
9 0.693147180...
10 2,92... 1,... 0,6... 0,6931471805...
107 5,18... 16... 0,6...

108 7,48... 1,64... 0,69...

10¢ 9,78... 1,644... 0,693...

106 12,09... 1,6449... 0,69314...

106 14,39... 1,64493... 0,69314...

10 16,69... 1,64493... 0,6931471...

108 18,99... 1,6449340... 0,6931471...

10° 21,30... 1,64493406... 0,693147180...

1010 [23,60... 1,644934066... 0,6931471805...

1011 [25,90... 1,6449340668... 0,69314718055...

102 28,20... 1,64493406684... 0,693147180559...

divergent konvergent konvergent stark konvergent

Bei cer harnoniscten Reile fallt auf, dass sth die Sumranwerte um 2,3 vegrol3ern,
wenn sch die Anzahl (100) der Sumranden verzehrdch. Bei so velen Summnden sird die
Flackenzuwacke bei &n %-Streifen praktisch glech den Flaclkenzuwacken urter der )—1(-Kurve

Der Flacaninhalt urter der )—1(-Kurve zwischn 1 urd nist Inn,
zwisclen 1 urd 10n ist er IN10n = In10 + Inn.
Der Flaceninhalt vegrolert sch also etwa um 140, 2,3.
Auf eine solcle Egenschaft wid man erst aufrerksam drch sinnvolle Computerdthematik.
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VIIl. Rationale Funktion

1.Definitionen und Eigenschaften

Eine rationale Zahl r ist d er Quotient zweier ganzer Zahlen, Beispiel r=;3’1.
Der Term einer rationalen Funktion fist der Quotient zweier Polynome:
ax?+a, x*"1+.. . +a;x+a; a,'0

b Xx"+b,_x""1+ .. +b;x+b,"  by!0

f(x) =

a,x?+a,_;x*~1+..+a;x+a, heilRt Zéhlerpolynom vom Grad z
b, x"+b,_;x"~1+...+b;x+b, heilt Nennerpolynom vom Grad n

Soist bei f(x) = ’%"—’Z(;*—f—x)f der Zahlergrad z=4 und der Nennergrad n=3.

Als Quoatientfunk tion von Polynomfunktionen ist f st etig und diffe renzierbar.
Maximale Definitionsmenge D
D ist di e Menge der reellen Zahlen , 0 hne die Nullstellen des Nenners.
Die Nullstellen des Nenners sind die Definitionslicken.
Man findet sie am schnellsten durch Faktorisieren, im Beispiel:
X3—-2x2+x = x(x2-2x+1) = x(x-1)2,
Nullstellen des Nenners sind O und 1, also D = \{0;1}.

Faktorisieren und gegebenenfalls V ereinfachen durch Kirzen

Man setzt die Definitionslicken im Zahlerpolynom en.

Ergibt sich 0, so kann man faktorisieren und kurzen, im Beispiel:

Zahler fur x=0: 0-0+ 0 = 0,also enthéalt der Z&ahler den Faktor x,

Zahler furx=1: 1-4+ 4 =1,also enthélt der Z&ahler nicht den Faktor (x—1)

Furs Faktorisieren des Zahlers bieten sich an
manchmal: Ausklammern, Binomische Formel, Erraten eines Faktors
immer: Polynomdivision (falls ein Faktor bekannt ist)
im Beispiel: x*—4x3+4x2 = x2(x2—-4x +4) = x2(x-2)2
f(x) = x4 —4x3+4x?% _ x2(x=2)? — x(x=2)% _ Z(X)
x3—-2x2+X X(x—=1)2 (x-1)2  N(x)
Von jetzt an arbeitet man nur noch mit dem gekirzten Term

und beachtet die Definitionsmenge, im Beispiel f(x) = X(XX__lz);, x!0,x! 1.

Nullstellen
Zahlerpolynom Z(x) =0
Nullstellen sind nur di e Losungen, die in der Definitionsmenge D liegen,
im Beispiel Z(x) = x(x—-2)2 =0 — x=0 oder x=2
die Losung O liegt nicht in D, ist also keine Nullstelle,
die Losung 2 liegtin D, sie ist 2-fache Nullstelle.
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Eine Besorderheit, in der sich viele rationale Funktionen unterscheiden von den
Polynomfunktionen, sind Asymptoten ihrer Graphen. Man unterscheidet 2 Sort en:
senkrechte Asymptoten und nicht-senkrechte Asymptoten.

Definition Die Stelle x=a heil3t Pol von f.
Die Gerade x=a heil3t senkrechte Asymptote von G

fur x<a bezi ehungsweise x>a, wenn gilt

lim f(x) = +# beziehungsweise lim f(x) = +#.
X<a xX>a

Die Gerade y=mx+t heil3t Asymptote von G;
furx,x #,wenn gilt Iim#[f(x) — (mx+t)] =0.
X+

»+# «steht fur die Falle »+# «oder »—# «.
Anschaulich bedeuten diese Ddinitionen: Asymptoten sind Geraden,
denen eine Kurv e G; beliebig nahe kommt, wenn y oder x ins Unendliche gehen.

Verhalten am Rand der Definitionsmenge

Locher

Eine (stetig behebbare) Definitionsliicke a ist der x-Wert eines Kurv enlochs,
wenn der gekirzte Term dort d efiniert ist — al so Loch(a|%((%%),

im Beispiel: Loch(0|0).

Pole, senkrechte Asymptoten

x=a ist Pol von f, wenn a Nullstelle des Nenners N(x) im g ektrzten Bruch ist.
Ist di ese Nullstelle v-fach, dann heil3t auch der Pol v-fach.

Im Beispiel: f(x) = X(Xx_lz)zz ist x =1 ein 2facher Pol.
Verhalten von G; links vom Pol a: Verhalten von G; rechts vom Pol a:
lim ZX) = |im £&) \yobei z(a)! 0 lim 2% = jim 2@ wobei Z(a)! 0

xa N(X) xa N(Xx)’ wa N(X)  xa N(X)’

Die Grenzwerte fur x>a un d x<a sin d gleich +# oder —# ;
das Vorzeichen muss egens bestimmt werden — im Beispiel:

: (x=2)2 _: . (x=2)2 _ |
lim 2X=20 = jim L =L (=4 lim XX=2)% — L —ple=#
xd (x-=1)2 x1 (x—=1)2 +0 w1l (x=1)2  »1 (x=1)2 +0

Die Kurv e geht links un d rechts von x=1 nach oben ins Unendliche.

In der Umgebung einer Nullstelle a mit gerader Vielfachheit haben Funk tionswer-
te links und rechts von a das selbe Vorzeichen. Entsprechend haben Funktions-
werte das selbe Vorzeichen links und rechts von einem Pol a mit gerader
Vielfachheit.

In der Umgebung einer Nullstelle a mit ungerader Vielfachheit haben Funktions-
wert e links und rechts von a verschiedene Vorzeichen. Entsprechend haben Funk-
tionswerte verschiedene Vorzeichen links und rechts von einem Pol a mit
ungerader Vielfachheit.
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Etw as salopp, aber einpragsam:
Vorzeichenwechsel bei ungeraden Polen,
kein Vorzeichenwechsel bei geraden Polen.

Das Verhalten von G; in der Umgebung von Polen findet man auch mit der Uber-
sicht UGbers Vorzeichen von f(x). Man marki ert die Nullstellen und Definitionslik-
ken und berticksichtigt die Vielfachheit der Nullstellen und Polstellen:

H,
- [0 = P2 = 02 o f(x
: : : >
0 1 2 X
Nicht-senkrechte Asymptoten, asymptotische Kurven
sind bestimmt von Zahlergrad z und Nennergrad n:
z<n  Diex-Achse ist Asymptote Jlim (x) =0
zZ=n Die Waagrechte y=% ist Asymptote Ilm#f(x) = b—z
n X+
z=n+l Schrage Asymptote
. im [f(x)] =
z>n+l »Asymptotische Polynomkurve« vom Grad z—n *

In den ersten beiden Fallen kann man die Asymptote gleich am Term ablesen.

ax?+a, x? 1+ . . +a,x+a
T 19 mitx" (x!0).
b, X"+b,_1 X"+ ... +bX+Db,

Beweis: Man kurzt den Term

-n z-1-n 1-n -n
X +az_1x +... +a1x +aox
-1 1-n -n
b,+b,_ X +...+b X" +byX

f(x) = =

- 1 — O l O I O

a,ta, x1t+.. . +axI"+a,x" a

Z
Xt % b ntbp_i X1+, +bx1-"+byx™ b,

Fall z=n: I|m f(x) = lim

In den letzten beiden Fallen ist Polynomdivision angesagt.

Beweis: (a,x?+a,_ x>~ 1+...+ay):(b,x"+b,,_x"~1+ ... +by)

Rest

a
=| X2 N+ .
Nenner

n

(Grad des Rests < Grad des Nenners)

A(X) = xZ N+... ist ein Polynom vom Grad z—n; seiner Polynomkurve

Rest _

schm|egt sich G; asymptotisch an, denn I|+ ! Nenner —
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— X(x=2)% _ x3-4x2+4x
(x—1)2 X2-2x+1
es gilt z = n+1, die Kurv e hat eine schrage Asymptote.

Polynomdivision — (x3—4x2+4x):(x2-2x+1) = x—-2+—=% +22
X3—2X2+x (x—1)

—2X2+3X
—2X2+4x -2
—-x+2 (Rest)

Im Beispiel des geklrzten Terms f(x) ist z=3 und n=2;

Polynom A(x) =x—2 und Bruch U(x) = =X*2Z
(x—1)2

Das Ergebnis f(x) = x—2+L;22 besteht aus:

A(x) ist d er asymptotische Term, er besdreibt die Asymptote y =A(X) = x-2.

U(x) ist der Differenzterm, er besdreibt den y-Unterschied von Kurve und Asym-
ptote. Er geht gegen O fir x = #,und er ist gleich 0, falls sich Kurve und Asymptote
schneiden; im Beispiel ist das der Fall fur x =2, das ist die doppelte Nullstelle.

_ _ X(x=2)? _ —X+2
U(x) = f(X) — (mx+t) = D (x=2) = x-1)?
Ist U(X) po sitiv, so liegt die Kurve Uber ihre r Asymptote,
ist U(X) n egativ, so liegt die Kurve unter ihre r Asymptote.
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Die folgende Serie veranschaulicht den Einf luss der N ennerpotenz bei sonst un-
verandert en Faktoren.

Diskusssion einer Kurve

Beispiel: f(x) =

Maximale Definitionsmenge D

Nenner = ist gleich O fur x=-1. Zweimalige Polynomdivision
durch (x+1) ergibt: Nenner =

Definitionsmenge D = \{- 1; 2}

Faktorisieren

Zahler =

Als ganzzahlige Nullstellen kommen infra ge: 1, £3, +9.
Durch Probieren findet man —3 als Nullstelle, also

Zahler = .
—3 ist auch Nullstelle der 2. Klammer, also

Zahler =
f()() = =
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Nullstellen
Z(x) = 0 — x = -3 (2-fach) und x, = 222 (je 1fach)

Verhalten am Rand von D
Pol x =-1 (2-fach, kein Vorzeichenwechsel)

2(x) - 44 _ 16 Z(q) _
i N (x) = i Ax+1)2-(3)  -12:(+0) =—# und fim N (x) B
Pol x =2 (1-fach, Vorzeichenwechsel)
Z(x) _ 25.1 _ 25  _ Z(x) —
Im Re) =M 256 ~ "B <” 7 und Imgey T
Oder statt Grenzwertrec hnung Ubersicht Gbers Vorzeichen von f(x)
—#, —#, +#
: : | >
-3 -1 2 X

Der Zahlergrad ist um 1 gréf3er als der Nennergrad,
also gbt es ane schrage Asymptote.

_3 (3x=1)2 —
Polynomdivision ergibt f(x) = x+2+4( T 1)20x_2) =A(x)+U(x)

Asymptote y =A(x) = 2x+1, also Jim f(x) =—# und I|mf(x) =

Firx = 1 hat der Diffe renzterm U(x) eine 2fache NuIIsteIIe
G beruhrt di e Asymptote in (3|A(2)) = G|2).

Fur x <2 und x! % ist U(x) <O, die Kurve liegt unter der Asymptote,

fur x >2 ist U(x) >0, die Kurve liegt Uber der Asymptote.

Waagrechtpunkte

Die Berechnung von f'(x) ist sehr aufwandig. Am ehesten ertra glich ist
_3 (3x—1)?

die Ableitung von f(x) = x+2+4(x+1)2(x 2

Faktorisieren und Kirzen ergibt sich f'(x) = i

. Nach langer Rechnung,

L(X+3)(x=1)(x=3)(x2+1)
(x+1)3(x-2)2 '

f'(x) =0 — x=-3 (1fach), y=f(-3)=0, W, (-3]0)

— x=1 (Ifach), y=f(1)=4, W,(1]4)
— x=3 (lfach), y=f3)=%Z, W%
Monaotonie
* g - er 4 o-me— ot
3 emf —Il ems I1emf é emf é ems x)

AN oW\l \w,

Hochpunkt Hochpunkt Tiefpunkt
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Flachpunkte
Die Untersuchung der 2. Ableitung sprengt den tblichen Rahmen.

T niy) — 3x3X*—12x3+50x2-52x +27
Es ergibt sich f"(x) = > T D)A(x_2)? :
Der Zahler ist positiv, wie eine hdchst tr ickreiche Umformung zeigt:

3x4—12x3+50x2-52x+27 = 3(x—1)*+8(4x2-5x +3).

Es gibt also keine Flachpunkte — und damit k eine Wendepunkte.
Krimm ung
—_— Pol — Pol? -+ f"(x)
Rechtskurve —Il Rechtskurve 2I Linksk urve x)

» C» O

Aus dem Bild liest man die Wert emenge ab
W =]—# ;4] * [&L;+# [ oder W=, \]4;&[
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Diskussion einer Schar

‘il _ X2+x—ax
Beispiel: f (x) = 31
y) = X2+2x+1-a i) — _ 24
09 =20 0= 525
Maximale Definitionsmenge D= \{- 1}

x+1l-a) — Z(xX)

. —X(
Faktorisieren  fy(x) = 25—~ N (X)

Nullstellen

Z(X)=0 — x=0 ist1l-fach, fallsa!l
Ist 2-fach, falls a=1
— x=a-1 ist 1-fach, fallsalOund a! 1
Die Nullstelle 0 hangt nicht ab vom Parameter, also gilt sie fir j ede
Scharkurve G,; alle Scharkurven laufen durch (0|0).

Verhalten am Rand von D

N(x) =0 — Pol x =1, falls a! 0 ( 1fach, Vorzeichenwechsel)
Der Pol x =-1 hangt nicht ab vom Parameter, also haben alle Schark ur-
ven bis auf G die senkrechte Asymptote x = -1.

. . ) —# fira>0
. —wa , —
Verhalten von G, links vom Pol —1: )!EET fo(x) = »—_o«_.( +# fiir a <0

) +# fira>0

=1 1 = »d «=
Verhalten von G, rechts vom Pol —1.: )!!m f4(X) »g «= | L fira<o
Im Fall a=0 ergibt sich fy(x) = XJ)%) =X,
x = -1 istjetzt eine stetig behebbare Definitionslicke:
die Kurve G, hat das Loch (-1[-1).
Polynomdivision: f(x) = (x2 + x —ax):(x + 1) =x—a +)%

Schrage Asymptoten y=x-a (a! 0), also Iim#fa(x) =—# und Iirr;tfa(x) =#.
X,— X,
Falla=0: G, isteine Gerade mit dem Loch (-1|-1).

. ) uber der Asymptote fiir x, —+#.
>0: ¢
Falla>0: Geliegt (| ier der Asymptote fir x, —#.

. Junter der Asymptote fiir x, +#.
<0: ‘
Falla<0: Geliegt {(per ger Asymptote fir x, —#.
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Waagrechtpunkte
) = X2+2x+1-a _ (x+1)?2-a _ 4 _ _ a
falx) (x+1)2 (x+1)2 1 (x+1)2

fax) =0 — (x+1)’=a

Fall a<0: G, hat k einen Waagrechtpunkt.

Fall a=0: Die Losung x=-1 ist Definitionslucke,

G, (Gerade!) hat k einen Waagrechtpunkt.

Fall a>0: G, hat 2 Waagrechtpunkte mit den x-Werten x, = -1 + ,/a
die zugehdrigen y-Wert e berechnet man am besten mit dem
faktorisierten Funk tionsterm:

V.= fc) = 0 < (LRI = (14 /3)(19./3)
y:=—(-1%./a)(-1t./a) =-(-1%.a)?
Waagrechtpunkte W, (-1 + ,/a|- (-1%./a)?)

Kurv e, auf der die Waagrechtpunkte liegen:

y.=—(-1%./a)* = —x2 kurz y=wap(x) = -2,

also unten offene Normalparabel.

Art d er Waagrechtpunkte:
fa"' (Xi) — 2a - 2a - 2a - 2

(ot DF (G 1)200+])  asa) - Ja

fr(x) = —32-5 <0 — W._(-1-.al- (-1-./a)2) sind Hochpunkte.

f2(x,) = +J% >0 — W,(-1 +./al- (-1+./a)?) sind Tiefpunkte.

Flachpunkte
gibt es im Fall a! 0 nicht, weil f;'(x) keine Nullstellen hat. Im Fall a=0 ist

G, eine Gerademit Lo ch; jeder Geradenpunkt ist Fl achpunkt.

Krimm ung
Falla <O -+ Pol3 — f"(x)
: ; >
Linksk urve -1 Rechtskurve X
Falla >0 — Pol3 -+ f"(x)
; . >
Rechtskurve -1 Linksk urve X

» @
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Dem Bild entnimm t man die Wert emenge W, sie hangt ab von a:
a<0: W=,

a=0: W= \{- 1}

a>0: W= \lhitf mit h=—1+/a)? und t = —H1-/a)2
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Aufgaben

¢, 1 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

_1 _ 1 _x+1
a) f(x)—)—( b) f(x)—l—)—( C) f(x)-—;—— d) f(x)= X+1
¢,2 Bestimme die Nullstellen und asymptotischen Kurven
und skizziere die Graphen.
a) f(x)=x+§ b) f(x)=x—)l( c) f(x)= x2+ d) f(x)=x2—)l(

¢,3 Bestimme die Nullstellen und asymptotischen Kurven
und skizziere die Graphen.

a) f(x):x+x—12 b) f(x):x—x—l2 c) f(x)=x2+xi2 d) f(x):xz—xl2

¢4 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f0=—F= b f=F 0 f0=5 d) ()= =
¢,5 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f(x) :le+1 b) f)=—>= ) :szjl d) f(x) :szfl
6 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

8) 10 = 7 b) () = 1 0) (9 =%
7 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f(x) =52 b) () = ;2L ©) ()= 5

d) f(x) =2 &) f(x) = X5 f) 100 =| 2
8 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f(x) :)%zil—x b) f(x):x2ir(|x| c) f(x) =|%l d) f(x):|x2+x|
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*9 Gib moglichst einfache Terme von Funktionen an,
deren Kurv en folgende Asymptoten haben:

a) x=1 b) x=1undx=-2
c) y=1 d y=-lundx=-1
e) y=X f) y=x+1lundx=3

¢,10 Die Bilder zeigen Kurven rationaler Funktionen mit einem 1fachen Pol
und einer waagrechten Asymptote sovie Kurvenpunkte mit ganzzahligen
Koordinaten. Stelle den Funk tionsterm auf.
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11 Die Bilder zeigen Kurven rationaler Funktionen mit einem 1fachen Pol
und einer schiefen Asymptote savie Kurven- und Asymptotenpunkte mit
ganzzahligen Koordinaten. Stelle den Funk tionsterm auf.

*12 Die Bilder zeigen Kurven rationaler Funktionen mit einem 2fachen Pol
und einer weiteren Asymptote savie Kurven- und Asymptotenpunkte mit
ganzzahligen Koordinaten. Stelle den Funk tionsterm auf.
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*13 Die Bilder zeigen Kurven rationaler Funktionen mit einem 1fachen Pol
und einer weiteren Asymptote sowie Kurvenlécher und Asymptotenpunkte
mit ganzzahligen Koordinaten. Stelle den Funk tionsterm auf.

Bearbeite die Aufgaben 14 bis 30 unter den Gesichtspunkten:
— maximale Definitionsmenge D
— Symmetrie zum Koordinatensystem
— Nullstellen
— Asymptoten und Verhalten am Rand von D
— Ort und Art v on Waagrecht- und Flachpunkten
— Skizze und Wert emenge

14 f(x) =

15 f(x) =

16 f(x) =

17 f(x) =

18 f(x) =

19 f(x) =
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20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

VIII.

5
f(x) = —2X
( ) 10x3-32
f(x) = =10
3x2
f(X) — X2!2X+9!
4(x+4)2
2
f(x) = 3X2+6x=9
() X2+2x+4
X3 +8x2+23x +22
f(x) =
X2+4x+5

3 2_
f(X)=2X +6x4—8

Gib die Ldcher an.
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Rationale Funktion

Aufgaben.

Definitionen und Eigenschaften

Zeige: G, und G; sind zueinander symmetrisch bezuglich der y-A chse.

Zeige: G, und G_, sind zueinander symmetrisch bezuglich der y-A chse.

x3—4

_ x4-51x2-48
) = —Zox

_ x5-3x3-162
fe = 4x3

_ 5x6-176x
f09 = Ges 144

_ 144x-3x6
0 = 3564
f(X) — X6—104X

X532

— (x—a)(x2+ax+a?-3)

fa(x) X(X2—3)

a) Diskutiere f, wie in den vorigen
*b) Fur w elche Wert e von a hat f,(x) eine 2fache Nullstelle?
*Cc) Zeige: G, ist symmetrisch zu (0|1).
od)
oe)
of)

Fir w elche Wert e von a hat f, stetig behebbare Definitionsliicken?
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Bearbeite die Aufgaben 32 bis 42 unter den Gesichtspunkten:
— maximale Definitionsmenge D
— Symmetrie ener Scharkurve zum Koordinatensystem
— Symmetrie zweier Schark urven zueinander beziglich des
Koordinatensystems
— Nullstellen
— Asymptoten und Verhalten am Rand von D
— Ortund Art v on Waagrecht- und Flachpunkten
— Kurven, auf denen die Waagrecht- oder Flachpunkte liegen
— Skizze fur di e angegebenen Parameterwerte a‘ {...}

f (x) = ;§-§>—<—a2 al0  a'{xl,%2,+3}
f (X) = 4>)<(;a a' {+1,+4}
f(X) = ff_—f a‘ {0,+1,+4)
f(X) = 522__:2%( a‘ {0,+1, +4)
f(X) = Z;ia a‘ {0,42, +4)
f) =% -2 a‘ {1,2, 3}

Bestimme die Parameterwerte der Schark urven, die sich auf der x-A chse
rechtwinkli g schneiden.

Bei welcher Schark urve (a>0) hat der Schnittwink el von schrager Asym-
ptote und Tangenten in den Nullstellen ein Extre mum ? Gib diesen Wink el
an sowie die Art seines Extremums.

f)=%X -2 a* {+1,+4)

Bestimme die Schar der Wendetangenten.

Zeige: G, mit h(x) = 2./—x, x<0, beriihrt j ede Schark urve mit a>0.

Gib den Berihrp unkt an.

Die Kurve G, geht durch den Waagrechtpunkt von G,; welche Beziehung
besteht zwischen aund b ?
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139 f,(x) = %(ng _ a;), a‘ {+1,+5)

Bestimme die Schar der Wendetangenten.

Die Kurve G, geht durch den Waagrechtpunkt von G, ; welche Beziehung
besteht zwischen a und b ?

Die Schark urven haben eine gemeinsame Tangente. Zeige, dass die Punkte
(—3/2a|al ¥2) Beriihrp unkte sind, und stelle die Gleichung der Tangente auf.
DieseTangente schneidet jede Schark urve in einem weiteren Punkt S;
berechne S.

140 f,(x) = ;—2 -3, a {#1,22)

Die Sdharkurven haben eine gemeinsame Berlhrk urve. Zeige, dass die
Punkte (+4-a3/2]3/./~2a) Beriihrp unkte sind, und stelle die Gleichung der
Berihrk urve auf.

141 f,(x) = XZ—)‘(@—ZW, a‘ {0, +1, +1,5}

Berechne Sahnittpunkt und Schnittwink el von G, und y-Achse.

Welche Beziehung besteht zwischen den Parameterwerten a und b zweier
Schark urven, deren Waagrechtpunkte auf gleicher Hohe liegen ?

Welche Beziehung besteht zwischen den Parameterwerten a und b zweier
Scharkurven, deren eine durch den Waagrechtpunkt der andern geht ?
Zeige: t, mitt (x) = %(i /5—1)x sind Tangenten jeder Schark urve.

142 fa(x)zaxf_—al a) a'{2,1} b) a‘{1,%,00 ¢ a{0,-%-1,-2

d) Zeige: Bis auf eine schneiden sich alle Scharkurven in 2 Punk ten

P und Q.
Berechne P und Q.

e) Welche Grenzkurve ergibt sich fur|a], # ?

43 f,p(X) = 1Xj;a2 Bestimme a und b so, dassdie Kurve symmetrisch ist
X zum Ursprung und die Asymptote y = —x hat.

44 1, ,(X) = ax? Bestimme a und b so, dass die Kurve den
ab ax+b .
Tiefpunkt (1]2) hat.
45 f,, (X) = ax(x +b) Bestimme a, b und ¢ sq dass die Kurve den
a,b,c (X+C)2

Hochpunkt (1|1) hat und y = -3 Asymptote ist.
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*46 f(x)=4’)‘(;4, x10

a) Zeichne G; (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).
b) b(x) = [f(x)]
Zeichne G, (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).

c) q(x) = [f(x)]?
Zeichne G, (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).

d) i(x) = [f()]*

Zeichne G; (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).
e) I(X)=Inf(x)

Zeichne G, (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).

47 f(x):%, x| —30,5

a) Zeichne G; (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).
b) b(x) = [f(x)]
Zeichne G, (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).

c) q(x) = [f(x)]?
Zeichne G, (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).

d) i(x) = [f()]*

Zeichne G; (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).
e) j(x) = [f(x)]~

Zeichne G;(Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).
f) 1(x) =In f(x)

Zeichne G, (Nullstellen, Asymptoten, Extre m- und Wendepunkt).

Bruchungleichungen

Lose die folgenden Ungleichungen so:

— Zeichne jeweils die Graphen,

— bestimme gegebenenfalls die Schnittpunkte,
— lies aus dem Bild die Losungsmenge ab.

1 3
T R Y wnees <P
X x+1
49 a) X >2 b) X2 &-1
50 a) L %ZX—Z b) ﬂ &2X+7

x-1 X+1 X+1 X+3

12 Kehrwertkurven

51 Uberlege: Welche Zahlen sind gleich ihnrem Kehrwert ? Was wird aus einer
senkrechten Asymptote, was wird aus einem Punkt der x-A chse ?
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Flachenberechnungen

¢,52 Berechne die bestimmten Integrale und deute die Ergebnisse als Flachen-
inhalte an einer Skizze.

e -1 2
a) "rdx b) "Xdx c) " F-dx
1 —-€ =3,71
3 2
d) - dx e) "(zX5+1)dx
-3 —6
53 f(x) = 4(X T

a) Bestimme die maximale Definitionsmenge Ds, die Nullstelle und die
Asymptoten. Gib das Verhalten von G; an den Grenzen von D; an.

b) Bestimme Ort und Art d er Waagrechtpunkte und skizziere G;.

c) Bestimme den Inhalt der Flache, die begrenzt ist v on G; und den
Geraden mit den Gleichungen y = Lll(x+l), Xx=2 und x =a mita>2.

54 f(x) = X319
a) Bestlmme die Asymptoten sowie Ort und Art der Waagrechtpunkte und
skizziere G;.

b) Bestimme den Inhalt der Flache, die begrenzt ist v on G; , von der
Gerade durch die Waagrechtpunkte und der Gerade y = 5x.

55 .I:(X) _ 17x2 ;4 16

a) Bestimme die asymptotischen Kurven sowie Ort und Art d er Waag-
rechtpunkte W; ; zeichne G; und die Gerade w, die durch die W, geht.

b) Berechneden Inhalt | der Flache, die zwischen G; und der x-Achse liegt.

c) G, wund die x-Achse begenzen ein moglichst kl eines Flachenstuck;
berechne sanen Inhalt K.

d) G;, wund die x-Achse begenzen ein moglichst grof3es Flachenstuck;
berechne sanen Inhalt G.

_ X4-14x2+24
a) Bestimme alle wichtigen Kurveneigenschaften und zeichne G;.
b) G; und die x-Achse begrenzen 2 Flachenstticke; berechne ihren Inhalt |.

c) G; und die Gerade durch die Waagrechtpunkte begrenzen 2 Flachen-
stiicke; berechne ihren Inhalt J.

d) Gq, sene Asymptote und die x-Achse begenzen 2 Flachensticke;
berechne ihren Inhalt F.
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2.Anwendungen

Zustandgleichung des idealen Gases

Unter einem idealen Gas versteht man ein Gas, von dem man annimmt:
die Molekile sind punktf 6rmig,
die Molekiile beenf lussen sich gegenseitig nur beim Stol3en.

Die bestimmenden Grél3en sind: der Druc k p, das Volumen V und
die (absdute) Temperatur T. Diese 3 Grof3en hangen so zusammen:

p-V=CT Zustandgleichung des idealen Gases

C ist eine Konstante, sie hangt ab von der Anzahl der Gasmolekiile.

Verdichtet man ein Gas bei konstanter Temperatur, so &ndert sich der Druck mit

dem Volumen: p = Ci/_T M.

Speziell unter N ormalbedingungen gilt: py = % (1.
Py = 1,013bar Normaldruck °
Ty =273,15K = 0°C Normaltemperatur
Vy=1m3
Normierung auf Normalbedingungen:
p _ /T,

. —a
OO o = VN, kurz y—)—(,x>0

mit y = p/py, X =VIVy und a=T/T,

Wir nehmen das normiert e Volumen V/V,,
als Variable x. Fur den Fall, dass sich die
Temperatur nicht andert, ist die normier-
te Temperatur T/T, ein Paramter a.

Im Bild ergibt das eine Schar von Hyper-
belasten. Jede Kurve besdreibt das Ver-
halten des Gases bei konstanter Tempe-
ratur; sdche Kurven heil3en Isothermen.
Nur bei sehr hoher Temperatur und nied-
rigem Druck verhalten sich reale Gase
wie das ideale Gas.

Zustandgleichung realer Gase

Bei niedrigeren Temperaturen sind Korrekturen an der Zustandgleichung des
idealen Gasesndétig. Sie stammen vom hollandischen Physiker Johannes Diderik
VAN DER WAALS (Leiden 1837 bis 1923 Amsterdam).

1879 hat er die nach ihm benannte Gleichung fir real e Gase aufgestellt:

P+ NV-9%$)=CT | van-der-W aals-Gleichung
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Der Binnendruck \7 berticksichtigt die Wechselwirk ung der Gasmolekiile
vor und nach dem Stof3 mit einander. Das Kovolumen ’ berticksichtigt das
tatsachliche Volumen der Gasmolekiile.

Aufgeltst nach dem Druck: p = \—/Q_I- - \—/—2 V >', T>0Kelvin

Auch hier vereinfacht eine Normierung die Darstellung erheblich.
Normiert wird a uf die Werte am Terra ssenpunkt, dem »kritischen Punkt K «.

*Bestimmung von V, , p,, Ty :

:C_T_:_,V>’ QE: —CT +2_: d2p= 2CT _6_:
V- V2 dav. (v—;)2 vs3 dvz (v-;)3 v4
In K(V |py) sind die 1. und 2. Ableitung des Drucks nach V gleich O:
dp - _ _CT _2. __ —2: (V=3)?
dv (V—;)2 V3 cT V3 ()
g_Z_E = J— _____ZCT :6_ I = ____(____.)_: V-, 3
dv?2 0 (V—;)3 v4 cr V4 (1
() -1 =3 (= )°V° V3 —1=3(V=3) __ = -3 — =3 =
0 1 Vo (Voo )2 1 —(————)2\/ 2V=3V-3 V=3 =V
—2 o . dp — : —2:(V-;)?. _2:*4;2  +_ .8 _
V=3 eingesdzt in 9V 0, alsoin CT Ve . CT 578 T 57 C Ty
—a — 8 ; ; _ CT L
V=3 undCT = 577 eingeseztin p = v
— 8: S - M
P27 G =) 92 27,2 9,2 27,2 21,2 27,2
*Normierung: p,, = p/px T,=TIT, V,=VIV,
p= VCTT - \72 Ersetzungen: p = pp, CT =CT,T, V=V.\V,
PP = CTTn __ die Wert e fur p,, T, und V, eingesetzt
8:
__p. = Can o Il 27; 2
27,271 V3 - 9;2v2
-_To® 3 _ 5 -8 _ 3
Pn = ;(3V,-1)  v? Pn = 3V -1 V2

(s \'/3—2)(3Vn —1) =8T, | normierte van-der-W  aals-Gleichung
n

Aus p, = 33:21 — \% entsteht der Term der Funk tionenschar f,
n

durch die Ersetzungen: 16T, = a, V, =X, P, =Y.

fa(x) = 6Xa_2—x%, X > % a>0 (1]1) ist Terrassenpunkt, durch ihn geht Gy.
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Kurze Deutung der van-der-Waals-Isothermen

Bei Temperaturen >T, (alsoa>16) ahneln die Isothermen um somehr den Hyper-
beldsten beim idealen Gas, je hther die Temperatur oder je niedriger der Druck ist.
Gasverflissigung ist ni cht moglich.

Bei Temperaturen <T, (alsoa<16) lassen sich reale Gase verf lussigen. Die roten
Kurven verlaufen streckenweise parall el zur x-Achse;in diesen Volumenintervallen
existieren flussiger und gasformiger Zustand nebeneinander. Rechts von R verhalt
sich das Gas naherungsweise wie ein ideales Gas. Links von L ist das Gas vdllig
verf lssigt; eine Komprimierung ist nur mit sehr hohen Driic ken erreichbar.
Zwischen L und R besdreibt G; nicht das tatsachliche Verhalten des Gases: Das
Volumen andert sich durch Verdampfen oder Kondensieren ohne Druc kéanderung.
Nach MAXWELL ist die waagrechte Strecke [LR] sofestgelegt, dass sie mit der Iso-
therme 2 Flachensticke einschliel3t, die den selben Inhalt haben.
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Kritische Daten einiger Gase:

kritische Temperatur | kritischer Druc k | kritische Dichte
Wasserd ampf 647K = 374°C 218 bar 0,33 g/cm3
Kohlendioxid 304K =31°C 73 bar 0,47 g/cm3
Stickstoff 126K = -147°C 35 bar 0,31 g/cm3

Rutherford-Hyperbeln

1911 hat der englische Physiker Ernest RUTHERFORD (1871 bis 1937)
ein bahnbrechendes Modell fur Atome veroffentli cht:

Das Atom &hnelt einem Planetensystem. Die »Planeten«sind die (negativen)
Elektronen. Sie umkreisen ihre »Sonne«,den (positiven) Atomkern.

Der Atomkern enthalt praktisch die gesamte Atommasse sowie die Sonne
praktisch die gesante Masse unsres Phnetensystems enthalt.

Dieses Rutherford-Atommodell war die Folgerung aus Ergebnissen von »Streu-
versuchen « einer damals neuen Experimentiert echnik. Diese zahlt auch heute
noch zu den wichtigsten Methoden, den Aufbau von Teilchen und Materie zu kla-
ren. In seéinem Streuversuch schoss Rutherford gleich schnelle a-Teilchen (= 2fach
positiv geladene Heliumkerne) auf eine Goldfolie. Entgegen seiner Erwartung
wurd en einige a-Teilchen deutli ch abgelenkt. Diese Erscheinung konnte er nur mit
seinem Modell erkl aren:

Die positiven &-Teilchen nahern sich dem posi-

tiven Atomkern und werden von ihm abgesto-

Ren, also abgelenkt. Diese Ablenkung ist um

sostark er, je naher das a-Teilchen dem Atom-

kern kommt. Im Grenzfall (zentraler StolR3)

kehrt das &-Teilchen sogar um (nicht im Bild

rechts enthalten). Die &-Teilchen laufen auf

Bahnen, die in einem Hyperbelast liegen. o
Der andre Ast legt die AtomKern
Bahn fest, auf der ne-
gative Teilchen laufen,
die vom Kern angezo-
gen werden. (Ahnlich
manchen Kometen im Sonnensystem)

Fur di e Hyperbelschar liefert di e Theaorie:

f.x)= ( —a)kx—-a)+ ,alo
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Schar der Rutherford-Ast e (a! 0)

Hyperbel-
Brennpunkte
Fa(2a|1)

Der Atomkern, das »Streuzentrum, sitzt in (0|]-1). Der Scharparameter a ist der
»StoBpaameter«. Die senkrechten Asymptoten x=a besdreiben die Flugrichtung
der ankommenden a-Teilchen in sehr groRer Entfernung vom Kern. Die schiefen
Asymptoteny = ( —a)(x —a) besdreiben die Flugrichtungen der abgelenkten a-
Teilchen in sehr grof3er Entfernung vom Kern.

Fur Kegelschnittfre unde: Der Kern ist gemeinsamer Brennpunkt aller Hyperbeln.
Die andern H yperbel-Bre nnpunkte (2a]l) liegen auf der Gerade y=1.
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Aufgaben

1 Van-der-W aals-Gleichung

a) Das 2.Bild im Abschnitt »Zustandgleichung realer Gase« zegt die
van-der-Waal-Isotherme fir a =12.
Entnimm d er Zeichnung folgende Daten fir St ickstoff:
Temperatur d er Isotherme in Kun d °C,
Druck in bar zwischen R und L.
Auf welchen Teil verr ingert si ch das Volumen beim Verf lUssigen
zwischen Rund L ?

*b) Bestimme die Kurve der Flachpunkte der Isothermenschar.
Achte auf die Besdrank ungen fira und x !

“c) Bestimme mithilfe eines Conputer-Algebra-Systems:
Fur w elche Wert e von a haben die Isathermen keinen, einen oder zwei
Wendepunkte ?
Welche Bedeutung hat der H ochpunkt der Flachpunkt-K urve von b),
auf welcher Isotherme liegt er, welche mathematische Rolle spielt er ?

2 Rutherford-Streuung
Der Ablenkwink el bei der Rutherford-Stre uung sel der Wink el zwischen
der schiefen Asymptote und der negativen y-Achse.

a) Zeige, dass die Schar symmetrisch ist zur y-A chse.
b) Berechne die Ablenkwink el fiir di e StoRparameter a* {2; 1:4}.

c) Furw elche Wert e von a haben die Hyperbeln waagrechte Tangenten ?

“d) Bestimme die Kurve, die das Gebiet begrenzt, in das kein a-Teilchen
eindringen kann.
Wie muss en a-Teilchen fliegen, um dem Kern m 6glichst nahe zu kom-
men ? Wie nah kommt es an den Kern heran ?

13 Beleuchtung
2 gleich stark e Lichtquellen L und R haben
die Entfernung 8. Sie beleuchten eine Wand,
die von LR den Abstand a>0 hat.
Die Lichtintensitat in P ist p roportional zu

fo(x) = '

Fur w elche Abstande a zeigen sich auf der Wand 2 Intensitatsmaxima ?
Fur w elche Abstande a zeigt sich nur ein Intensitdtsmaximum ?

Zeichne Intensitatskurven fira=2,a=4 (7 und a=12.

Verwende f (x) =—
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4 Linsengleichung

f

Brennweite
(positiv bei Sammellinsen)

g Gegenstandweite (>0)

b
a)

b)

d)

Bildweite

Nimm f >0 als Parameter a

einer Schar rationaler Funk-

tionen mit der unabhéngigen Variable g als x und der abhé&ngigen Varia-
ble b als y. Bestimme den Term f_(x) mit maximaler Definitionsmenge.

Zeichne Scharkurven fir a“‘ {1;2}
Gib die Asymptoten an und deute sie physikalisc h.

Ein reelles Bild ergibt sich nur fir y >0. Wo muss der Gegenstand sein,
damit von ihm ein reelles Bild entstent ? Bei welcher Gegenstandweite
ist die Linse genau in der Mi tte zwischen Bild und Gegenstand ?

5 Parallelschaltung von Widerstadnden

a)

b)
C)

Nimm R,>0 als Parameter a einer
Schar rationaler Funktionen mit
der unabhéangigen Variable R;>0
als x und der abhangigen Variable
Ralsy.

Bestimme den Scharterm f,(x)
mit maximaler Definitionsmenge.

Zeichne Scharkurven fur a“‘ {1;2}.
Gib die Asymptoten an und deute sie physikalisc h.

6 Satellitenumlauf

t

Umlaufdauer eines Saelliten S, beobachtet

von einem Punkt B des Erdaquators

(Synodische Umlaufdauer > 0)
Umlaufdauer von B (= 1Tag)

Umlaufdauer eines Saelliten S
in der Aquatorebene.
(Siderische Umlaufdauer > 0)

Nimm e=1 (Zeiteinheit = 1 Erdtag),
s als unabhéngige Variable x und t als abhangige Variable y.
Bestimme den Funk tionsterm f (x) mit maximaler Definitionsmenge.

Zeichne den Graphen.
Gib die Asymptoten an und deute sie physikalisc h.
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IX. Technik des Integrierens

1.Partielle Integration

Bisher konnten wir n ur solche Integrale berechnen,
die sich auf gewisse Grundintegrale zurtickf iihren lassen, wie

mndx = 2-x"*1+C, n! -1
n+1 !

"x-Ldx = "<dx = In|x| + C
"eXdx = eX+C

"sinxdx = —cox +C
rcosxdx = sinx+C

Wie beim Diffe renzieren gibt es auch beim Integrieren Techniken fur
kompliziertere Funk tionsterme. Sie sind Gegenstiicke zu Ableitun gsregeln.
Zuerst behandeln wir di e partielle Integration; sie ist das Gegenstick zur
Produktregel beim Diffe renzieren.

Der besseren Ubersicht halber schreiben wir u un d v statt u(x) und v(x):
(uv)' = uv + w' umgestellt u'v = (uv) —uw'

Sind u' und V' stetig, so gilt fir die Stammfunk tionen
Tuv dx = H(uv) —uw]dx = Huv) dx — juv'dx = uv— juv' dx kurz

fu'v dx =uv —fuv'dx

In Worten: Eine Stammfunk tion von u'v ergibt sich,
wenn man von uv eine Stammfunk tion von uv' subtra hiert.

Die partielle Integration ist nur sinnvoll, wenn gilt:
— Der Integrand ist darstellbar als Produkt u'v.
— Vom 1.Faktor u' ist eine Stammfunk tion u bekannt.
— Das Integral Tuv' dx ist einfacher als das Ausgangsintegral fu'v dx.

Bewaéhrt h at sich das Schema Fuvdx =

u =.. u=
vV =.. V' =
= uv—T w' dx

Wir un terscheiden 3 typische Félle:

202



BARTH *KRUMBACHER IX. Technik des Integrierens Partielle Integration

Typ »Abraumen«

Ist ein Faktor ein Polynom, und wird d er andere beim Integrieren nicht
komplizierter, so raumt man das Polynom durch mehrmaliges Differenzieren ab.
Beispiel:

» Unbestimmtes Integral

teX(2—x2) dx =

u = e u=el

vV = 2—-x2 V' = 22X
= &(2—x?) — e¥(-2x) dx
= &(2—x2) + 24 x dx

u = e u= e
V=X vi=1
= &(2—x2) + 2[e*-x — 1e¥-1 dX]
= e&(2—x2) + 2xe* — 2e* + C =—x(x —2)e* + C

Aus formalen Grinden schreibt man den Summanden C,
wenn das letzte Integralzeichen verschwin det.

» Bestimmtes Integral
1

neX(2-x2)dx = [-x(x—-2)eX]; =-1(1-2)et -0 =¢e
0
Typ »Faktor 1«

Ist von einer Funktion keine Stammfunk tion bekannt, wohl aber ihre Ableitung,

so kann der Faktor 1 weiterhelfen.

Beispiel:

» Unbestimmtes Integral

finxdx =%1-Inxdx
u=1

u:
VvV = Inx V' =

X=X

=xInx —"x-xdx = xInx — fdx = xInx =x + C =x(In x-1)+C

» Bestimmtes Integral
e

"In x dx = [x(Inx—l)]i =e(lne-1)-1(nl-1)=e-0-1(2) =1
1
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Typ »Phonix«

Phonix ist ein Vogel der antiken Sagenwelt. Fihlte er sein Ende nahen, so verbrannte er sich,
um aus seiner Asche neu zu erstehen.

Wenn beide Faktoren beim Integrieren und Diffe renzieren in absehbarer Zeit wie-
derk ehren (also exp, sin, cos), dann lohnt es sich, so lang partiell zu integrieren,
bis das urspriingliche Integral wie Phonix »aus seiner Asche«ersteht. Durch Um-
formen der so entstandenen Gleichung lasst sich das Integral berechnen.

Beispiel:
* Unbestimmtes Integral
| = feXsin(2x) dx =

u=ex u=—eX
v =sin(2x) V' = 2cos(2x)

= —e*sin(2x) + 2fe*cos(2x) dx

u =ex u=—eX
vV =cos(2x) V' =-2sin(2x)

= —e*sin(2x) + 2[-e*cos(2x) — 23 *sin(2x) dx]
(Phonix =l ist wi eder da!)
= —eXsin(2x) — 2e7*cos(2x) — 4-|
Aufgel6st nach I
5:1 = —eX[sin(2x) + 2cos(2x)] + C;
| = fe~sin(2x) dx = - Ze[sin(2x) +2 cos(2x)] + C

» Bestimmtes Integral

3
neXsin (2x)dx = [g—jx(sin(ZX)+2603(2X))]g
0

1 e om ) L (si =25+ &
- _Q(sm(Z ) +2cos(2")) - (—Q (sin0 + 2ces0)) = 563 ' 5
— 2 _ 1
5 (1 e3
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1

62

¢.06

11

Aufgaben  (n*”

a)

d)

g)

T xex dx

T xInx dx
InXx

:t—X_ dx

T xe > dx

T (2x + 1)In(x + 1) dx

T x(Inx)2 dx

1
" xeX dx
0

"[2
" X cosx dx

" /4
" eXsinx dx
0

3
"(cosx)? dx
0

e

"(Inx)?2 dx
1

In

X
n_Z

N dx
1

Zeige, dass qilt:

b) 1 xsinx dx

b) I XInx dx

b) fx(x + 1p dx

b) fxXeXxdx

IX. Technik des Integrierens

c) I (@-1)cosx dx

c) 1 ecosx dx

Partielle Integration

d) (x2-1)e* dx

c) T XInxdx

c) Fx95Inxdx

d) I (sinx)2 dx

b) f (Inx)2 dx

d) X gx
X

2

b) "(x3-1)e* dx

1

7]
b) " x2sinx dx
12

e
*b) "lgx dx
1

"4
b) "eXcosx dx
0

3
b) "sinxcosx dx
0
-1
e) "Inx2 dx
-e

205

1
c) "(x-1)2ex dx
-1

3
c) "e2*sinx dx
0

e2/3

c) ".JxInxdx
1
1

“f) mxIn(x2+1) dx

0

a) I X sinx dx =-x"cosx + nt ¥1cosx dx

b) ¥ (sinq)" dx = —(sinx)"tcosx + 2=1 £ (sinx)™2 dx
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2.Substitutionsregel

So wie die Produktregel (beim Diffe renzieren) zur partiellen Integration fihrt,
so fdgt die Substitutionsregel aus der K ettenregel: u[v(X)]' = u'[v(X)]-v'(X).

Beim Integrieren 1f(x) dx hilf t manchmal eine Substitution: Man ersetzt x
durch g(t). Dabei andert sich die Form des Integrals: f(x) wird zu f [g(t)].
Was aber wird aus dx ? Dazu missen wir e twas weiter ausholen.

F sei eine Stammfunktion von f, das heifl3st F'(x) = f(x) oder F(x) = #(x) dx + C.
Substitution mit x = g(t)

F(x) = Flg(0)]
Abgeleitet nach der K ettenregel

SFg®)] = floM]-g'®
Gesdrieben als Integralformel ( f...d auf beiden Seiten)

Flg ()] = * flg()]-g'() dt
Auf der link en Seite macht man die Ersetzung riickgangig g(t) = x

F(x) = 1 flg()]-g'(t) dt mit x =g(t)
Dieser Zusammenhang lasst sich ausdricken in 2 Varianten:

Variante A Variante B
Tf(x) dx =Ff[g()]-g '(t) dt Ff[h(x)]-h '(x) dx =%f(t) dt
: oder .
mit x = g(t) mit t = h(x)
Ersetze x durch g(t) Ersetze h(x) durcht
und dx durch g'(t) dt und h'(x)dx durch dt

Praktisch geht man sovor: Im Integranden sucht man einen Teilterm h(x) und er-
setzt ihn durch t. Dann berechnet man dt =h'(x) dx (Variante B) oder man l6st
t =h(x) nach x auf: x =g(t) und berechnet dx =g'(t) dt (Variante A). Oft bieten sich
mehrere Mdglichkeiten fir die Substitution an. Eine gute Substitution zu finden,
erfordert Erf ahrun g, Fingerspitzengefuhl und Glick!!

Substitution
t = h(x)
Variante A Variante B
X =g(t) W
dx = g(t) dt dt= h'(x) dx
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Beispiel: t (3x —5)3 dx

Beispiel: 1xe>* dx

BARTH *KRUMBACHER
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Substitution
t=h(x) = 2X—9

Variante A
x=g(t)=4t+20
dx=gt)dt =4 dt

Variante B
dt= h(x) dx = % dx
dx =4 dt

f(Gx-5)°%dx =tf4dt=42t4+C=tt+C=(;x-5)*+C

Substitution

—x2

Variante A
X = /-t
- -1
dx—z—ﬁ dt
1 xe>*? dx
-+ /g .. =1
=1/t = dt
=_itetdt

=_1lat 4
S€ C

2
_x2
=—2e*" +C

Der Fall x=—,/—t liefert
das sdbe Ergebnis.

Variante B

dt = 2x dx

dx = —Zi dt
X

fxe>® dx =fxet(—=)dt = 2t dt
-1 - 1.-x2
=—e+C=—2e7 +C

Obacht: Nach der Substitution darf di e Varia-
ble x nicht mehr im In tegranden vor-
kommen.

Schneller gehts, wenn man sieht, dasshinterm
f-Zachen x dx schon steht. Denn dann ersetzt
man x dx durch —% dt und bekommt sofort

feX’xdx =fé(-3)dt=—2e+C

— _1.—x2
=—se7 + C
Substitution
t=ex
Variante A Variante B
2 _ _ dt = 2xe*’dx — dx = —=_ dt
—X —Int—x—iﬂ/—lll?t 2 1 e X2
=4 —X = _=
dx in—th dt xe>x dx 2dt
T xe>* dx q fxe>* dx = —2tdt
- Int .t. Pt
=x/-nt -t 2L dt = lt+C=—leX* +C
_ 1 _ 1
——zidt ——zt +C
=—2e™ +C
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Ein bestimmtes Integral | 6st man am besten so:
— Stammfunk tion suchen mit Substitution
— Substitution rickgéangig machen und Integrationsgrenzen einsetzen

In 2

Beispiel: " —£2— dx
g o AJex+1
e2X
d —_—
im X
t=eX+1 ef=t-1 dt = ex dx
= =1 4 = _ L\ gt =2¢32 _9.412
fpﬁ dt = #(Jt ﬁ)dt £t 2112+ C
=% /ex+1° —2,/ex+1 +C
In2
" de =B/ 1%-2/e 1)) =(23./3 ~2./3) - (3242 ~2./2)
0 NET _ 2 _2
=0- (_3 /\/é) -3 2
Aufgaben
4 2 8 9
¢l a) "(1-x)2dx b) "5(2x-3)4dx «¢c) "./x+1dx d) "gﬁ/(Sx—Z)3 dx
1 1 -1 2
1 3 5e 1 16 1
A G ™ D IR ) s &
1 3/2 3
¢3 a) "4e2+1 dx b) " (2e3-2X)2 dx c) "sin(2-x) dx
0 1/2 1
2 1 4
4 a) ||L dx b) ||12_X ax C) ||2_X3 adx
12X—1 O3x2+1 3X%-8
4 1 2
5 a) "6x(x2-=2)2 dx b) "2e-x-e>** dx c) "xM.ex""* dx
3 0 1
"[2 "I2 "
6 a) '"sin2x dx b) " 16(sinx)(cosx)3 dx c) "eshXcosx dx
0 "/4 "J2
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e 1 X 1
¢7 a) "I dx b) dx c) "
1 o1& L 1+eX
L Lo 15
8 a) Om dx b) Om dx C) 3ﬁdx
/5 0,8 0,8 3
9 a) "—X_ dx b) " —X— dx c) w3BX gy
Y x2-1 o N1-%2 0.6 4/1-X2
X e 2 e2x+1 :
10 a) " =5—— dx b) "=——= dx c) "3eX/e*x—1 dx
_ eX+eX e -1 0
e e
11 a) »3-40X gy b) 4 IX iy
1 1
3 sinx > sinx 3 sinx
12 a) lem dx b) ../ZA/l——W dx C) leecm dx
© nx 1 3 "2
"13 a) "T dx b) "./xe/x dx c) "x2sin2x dx d) " 3e?¥cos3x dx
1 VX 0 0 0
23
*14 " 2(sinx)?2 dx
0

a) Verwende die Formel cos2x =1 — 2(sinx)?.

b) Verwende (sinx)? = sinx-sinx und integriere partiell (Phonix!).

15 f(x) = '”T;

a) Diskutiere fund zeichne G;.

k
b) Bestimme k so, dass gilt: "f(x) dx =0.
0
X

c) F(x):= "f(t) dt . Bestimme D und beantwort e chne zu integrieren:
e? Wo hat F N ullstellen ?Wo ist F positiv ? Wo steigt Gg ?
Wo hat G Extre mpunkte (Art ?) und Wendepunkte ?

d) Bestimme F(x) durch Integration und untersuche F(x) an den Grenzen
der Definitionsmenge.
Gib an die Koordinaten der Extre m- und Wendepunkte. Zeichne G .
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“16

17

"18

e2

e) Zeige, dass "F(x) dx existiert un d berechne das Integral.
0
— 1n/1tX
f(x) =1In T
a) Bestimme die maximale Definitionsmenge.
b) Zeige:fist symmetrisch zum Ursprung.
c) Bestimme das Verhalten von f an den Grenzen der Definitionsmenge.
d) Welcher Zusammenhang besteht zwischen f(x) und f()l() ?
e) Diskutiere fund zeichne G; .
0,5
f) Berechne " f(x) dx .
0
— e¥-a
fa(x) - eX+a
a) a) Bestimme die Definitionsmenge und (falls vorhanden) die
Nullstellen. Fallunterscheidung!
") Untersuche das Monotonieverhalten anhand der 1. Ableitung.
©) Bestimme die Grenzwerte von f,(x) und f (x) furx, =*#.
b) &) Fur w elche Wert e von a haben die Schark urven Wendepunkte ?
') Zeige durch Rechnung, dass die Kurven fir a=t1
punktsymmetrisch sind zum Ursprung.
©) Zeichne mithilfe di eser Erg ebnisse die Scharkurven fir a=+1
im Intervall [-3;3], 1 2cm.
2 : . ; eX—-a _ 2¢e*
c) a) Bestimme 1 {(x) dx; verwende die Umformung b
") F(u) se Inhalt der Flache, die eingeschlossen ist von den Kurven fir
a=z1 und den Geraden mit x=1 und x=u, u>1. Untersuche, ob der
Flacheninhalt F(u) faru, # einen Grenzwert h at.
d) Sind die Scharfunk tionen f, in der Definitionsmenge umkehrbar ?
Begrindung! Bestimme die Schar der U mkehrfunk tionen f, .
fa(x) = (1 — Inx)x@

a)

b)

c)

Untersuche das Verhalten von f (x) an den Grenzen der
Definitionsmenge.

Bestimme die Schnittpunkte der Schark urven mit den
Parameterwerten a und b.

Bestimme Ort und Art d er Waagrechtpunkte sowie eine Gleichung
der Kurve, auf der sie liegen.
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d) Furw elche Parameterwerte schlief3en die Schark urven mit der
x-Achse Flachenstiicke ein, die im Endlichen liegen ?

e) Welche Scharkurve sailiel3t mit der x-A chse e@n Fl achenstiick von
extre mem Flacheninhalt ein ? Art d es Extremums ?

_a+l
119 f (x) = ax%

a)

b)

d)

&)

")

Untersuche f,(x) und f;(x) an den Grenzen der Definitionsmenge.
Bestimme die Nullstellen.

Ermittle, in welchen Teilmengen von D die Sahar f, monoton ist.
Beweise, dass jede Schark urve genau einen Hochpunkt hat.

Gib die Wert emenge W von f_ an.

Skizziere die Schark urve zu a=0 mithilfe d er bisherigen
Ergebnisse.

Berechne den Inh alt der Flache, die begrenzt ist v on der x-A chse
und der Scharkurve G,. Bei welcher Scharkurve st dieser Inhalt 1 ?

X
1,(X) = "fo(t)dt, fo(t):'t”—zt, X &, &l

u
Zeige, dass die Schar der Integralfunk tionen |, eine echte
Teilmenge der Schar der Stammfunk tionen von fy(x) ist f Ur X &u.
Begrunde, dass immer gilt: 1,(x) &0.

Untersuche die Kurve von |, auf Extre m- und Wendepunkte und
bestimme diese gegebenenfalls (Fallunterscheidung fur u!).
Zeige, dass die zu u=1 gehorige Funktion |, umkehrbar ist.
Diese Funktion heil3e 1,*.

1
Zeige, ohne | #(x) zu berechnen: "l{(x)dx divergiert.

0
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3.Uneigentli ches Integral

Ein bestimmtes Integral ":f(x)dx ist definiert als Grenzwert einer Summe von
Rechteckinh alten (einschliel3lich Vorzeichen). Diese Definition greift nur dann,
wenn alle Redhtecke endlichen Flacheninhalt haben. Sie versagt in 2 Fall en:

Der Integrand f(x) wird un endlich Min destens 1 Integrationsgrenze ist
in [a;b]: dann ist mindestens unendlich: dann ist mindestens
1 Rechteck unendlich hoch. 1 Rechteck unendlich breit.
X

Definition  Ein bestimmtes Integral heil3t uneigentlich
wenn der Integrand oder eine Grenze unendlich wird.

Der Grenzwert erlaubt es, die Definition desbestimmten Integrals sozu erweitern,
dass auch in diesen Féllen eine Berechnung manchmal mdglich ist. Die Losungs-
idee ist jedesmal die selbe: Man besdrankt das Integrationsintervall so, dass we-
der Integrand noch Grenzen unendlich sind. Erst nach der Integration nahert man
eine Integrationsgrenze der kr itischen Stelle durch Grenzwertb ildung.
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Ist der Grenzwert endlich, so spricht man von einem konvergenten Integral,
sonst von einem divergenten Integral.

4
Beispiel: "J41_dx kritische Stelle ist hier x=4;
VX dort wird d er Integrand unendlich.

:cﬁ dx = 2./4—x +C

T
Integration bis kurz vor die kritische Stelle 4

4-h

n # =|— — 4=h = — (— =

O mdx [-2./4-X], 2./h - (2./4)==2./nh +4

4
.. 1 .
. | P - _ + -
Grenzwert f tr h> O 0Jﬂdx lim ( 2./h+4) =4
Das uneigentli che Integral k onvergiert g egen 4.

Die Flachendarstellung liefert ein seltsames Paradoxon:
Die rosa Flache erstreckt sich zwar ins Unendliche,

hat also unendlichen Umfang,

ihr Inh alt aber ist endlich, namlich 4.

2
X
Beispiel: kritische Stelle ist hier die obae Integrationsgrenze #.
T dx=- +C
= =— +4
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#
Grenzwert farw, # "izdx =lim (-%2+4) =4
X w # W

1
Das uneigentli che Integral k onvergiert g egen 4.

Beispiel:

T dx=4Injx|+C

=4Inw, w>0

Das uneigentli che
Integral divergiert.
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Beispiel: Schuss ins All

Im Ka pitel IV h aben wir eine Formel hergeleitet fur di e Hubarbeit, die
nétig ist, um einen Koérper vom Gewicht F(R) = mg in die Hohe 3R zu
heben, R ist der Erdra dius. Ersetzt man 3R durch x-R, so e gibt sich

W(x) = mit k = R2F(R).

Sall ein K érper auf Nimmerwi edersehn im All verschwinden,
dann muss x gegen # gehen. Ist die dazu nétige Energie endlich ?

= = = = RF(R) = ng
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Das Integral ist k onvergent:
Zum Schuss ins Unendliche braucht man mindestens die Energie R-mg.
Ein Raumfahrer der M asse 75kg ist auf der Erd e mg = 750N schwer.
Fur di e Flucht weg von der Erd e braucht er die Energie
R-mg = 6,37-10°m-750N = 4,78-10°Nm.

Diese hat er als Bewegungsenergie, wenn seine Startg eschwindigkeit v
die Bedingung erfiillt: Zmv2 = R-mg

v=.2Rg = ./2-6,37-106m *10m/s2 = 11,3km/s
Diese Gestwindigkeit heil3t Fluchtgeschwindigkeit oder

2.kosmische Geschwindigkeit . Sie hdngt ab vom Planeten,
also der Erd e, nicht aber von der M asse ces fliehenden Korpers.

Aufgaben

¢,1 Berechne, falls mdglich

1 1 1
a) "L dx b) " —L dx ) " —L dx
0 X o X2 o Jx*
1 16 1
1 X
d) 2 dx e) " — dx f)y »—X_ dx
2 Berechne, falls moglich
"l .
1 1
a n b ]
) o (Sinx)? ) o (COX)?

1
¢,3 Fur w elche Wert e von a konvergiert " )%1 dx ?
0

#
¢4 Fur w elche Wert e von a konvergiert " )% dx ?

¢,5 Berechne, falls mdglich

1 X
a) ||__:_3dx ) n 5
1 X o X°t1
# o #
¢) nXEXHL gy d) " == dx
1 X 1 X
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6

Berechne, falls moglich

# # #
a) "eXxdx b) " xe* dx c) " x2%e>dx
0 0 0

Berechne, falls moglich

#
a) " = dx b) » %+ &dx c) "%+ &dy
) e )1# 1-e$ )0# s
1 2 g
Zeige, dass fur x & qilt: < und damit * dx <A.
g g Jx3=1 /%3 5 x3-1

Bestimme einen madglichst kleinen Wert f tr A.
Bestimme gegebenenfalls enen Naherungswert d es Integrals mit einem
passenden Computer-Programm.

#
Zeige, dassfur x>0 gilt: 0<In(1 + = ) < X—2 und damit 0 < " In‘Vi+X12§dx <A.
1

Bestimme einen madglichst kl einen Wert A.
Bestimme gegebenenfalls enen Naherungswert d es Integrals mit einem

passenden Computer-Programm.

#
a) Zeige, dass " )l( dx divergiert un d deute dies geometrisch.
1

#
b) Daszu" )l( dx gehérige Flachenstiick rotiere um die x-Achse.
1
Berechne das Volumen des dabei entstehenden Rotationskorpers.

1 #
a) Bestimme " = dx und " dx und deute dies geometrisch.

of ﬂ

#
b) Daszu " L dx gehorige Flachenstiick rotiere um die x-Achse,

l’\/;

1
das zu " L

o /X

Berechne die Volumina der dabei entstehenden Rotationskorper.

dx gehdrige Flachensttick rotiere um die y-Achse.
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Zum Nachdenken

| Substitution der Integrationsgrenzen

Beim Integrieren durch Substitution haben wir di e Substitution nur dazu verw endet,
eine Stammfunktion zu finden. FlUr bestimmte Integrale mussten wir sie rickgangig
machen, um die Integrationsgrenzen einsetzen zu konnen: ":f(x)dx = F(b) — F(a).

Man kann aber auch die Integrationsgrenzen gleich mitsubstitui eren:

b
"f(x) dx = Substitution
a t=h(x)
x = g(t) = h(t) Substitution der Gre nzen
, t;=h(a)
dx = g(t) dt t, = h(b)
b h(b)
"f(x) dx = "fg(0]-g'(t) dt
a h(a)
"2
Beispiel: ' (cosx)3sinx dx =
0
t = cosx dt = — sinx dx

t;=cs0=1 t,=ce /=0

0
— _r 1,210 _ 1, _
="(~t3)dt =[-7t4]; =0- () =

1

Man erspart sich die Ricksubstitution, muss daflir aber die Integrationsgrenzen

substitui eren.

1
4

Auf Definitionsmengen achten

i;dx, x!2

Y(x-2)2

t=x-2 dt = dx

I Obacht: —— =|t|2/3, denn t=23 ist nur definiert f tr t >0

3h2
andrerseits ist t2 = [t|2
m=23dt  fur t>0 ) 3t13+C, fur t>0

)
213 = =

3%x—2+cC, fir x>2
—332—x+C, fur x<2

1

)
f———— dx =
3/(X_2)2 X |(
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# Grenzen der Integrationsmethoden

Mit den Ableitungsregeln lassen sich alle Terme ableiten, die aufgebaut sind aus Termen
der Grundfunktionen. Beim Integrieren ist das anders. Schon bei einfachen Integranden
findet man keinen Term f ur di e Stammfunk tion — Beispiele:

f(x) = e* f'(x) = 2xe>** te>x* dx=2?
-1 y) = ——1 1 gy =
90 = 7 g'(x) = X(Inx)2 b= dx =7

Erstaunlicherweise sind kompliziertere Integranden oft leichter integrierbar:
1 _)Ininx+C,  flr 1<x

—X2 - _= —X2 + _1 =
Pxedx=—5e +C ooder Famx = Unenxy+c, fir 0<x<1

$ Rekursive Berechnung bestimmter Integrale

Man fahrt ein Integral schrittweise zuriick auf einfachere Integrale, bis man auf eines
Stol3t, das sich berechnen lasst. Beispiel: Wallis-Produkt (John WALLIS 1616 bis 1703).
"2

Jo = "(sinx)kdx, k‘{2, 3,4, ..}
0
u' = sinx U = —COSX
v = (sinx)k-1 v' = (k=1)(sinx)k~2cosx
] "2
= [—cos><(sinx)'<—1]0/2 + (k—=1) "' (sinx)*2(cosx)? dx
0
"2
= 0 +(k=1) " (sinx)k2[1 — (sinx)?] dx
0
"2 )
= (k=1) "(sinx)k2 dx — (k—1) " (sinx)k dx
0 0
Jy = (k-1)J,_, — (k-1)J, aufgel6st nach J, ergibt J, = kT_l‘]k—Z
kistgerade: k =2n .l
_2n-1 2n-3 2n-5 531 — _1u
Jon = on on2'2nza” 6 2o Jo="1dx=3
_135 ...(2n-1) 1. 0

Jan = 2:4-6- ... -2n 2
k ist un gerade: k = 2n+1

"o
__2n 2n-2 2n-4 6.4 2. — ne _r_ "2 _
Jon1= 5507 51 on 3 - 325 Jy = "sinxdx = [-cosx] ;© =1
J. . =246..2n 4 0

2n+1 ™ 1.3.5. ... .(2n+1)

Fir O<x<%" ist 0 <sinx<1 und damit 0<(sinx)2"*1<(sinx)2"<(sinx)2" 1,

/

Integration dieser U ngleichungskette "(; 2 ..dx ergibt 0<J,,,1 <Jo, <Jopng |l :JIons1

Jon <‘J2n—1 ~2n+1 _, .1

— 1< —2n
Jon+1  Jon+a 2n 2n no# Jonsg

Jon  _ 13355 .. .(2n-1)2n+1) 1u
Jyne1 22446 . -2n2n 2

Wallis-Produkt fur

Fur g rol3e Wert e von n ergibt sich das

NI~

" . 1w 0p2:2:4-4:6-...-2n-2n
(1655): 3 /01-3-3-5-5-...-(2n—1)-(2n+1)
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X.Wurzel- und Ark us-Funktionen

1.Potenzfunktion mit rationalen Exponenten

Potenzen von x im Funktionsterm haben wir bisher besdcrankt auf ganzzahlige

Exponenten und den Exponenten % Die Erweiterung auf rationale Exponenten

fuhrt zur P otenzfunktion mit f(x) =x#n, z*~ ,n* " . +oe 250
o L N s 0
Wegen der Definition von xZ" ist die Definitionsmenge D = {

+ . z
Fir g anzzahlige Exponenten z gilt (x?) = z-x?, far £<0

S IN

. . : W8 7z -1
analog gilt auch fir rationale Exponenten #R”$ = E-x“

Beweis:Ableitung von x1/n
Ableitung der Umkehrfunk tion (siehe V.2) x = f(y) = y" = y =f1(x) =xIn

f'ty) = n-ynt
%8 _ vy 1 _ 1 _1 &t
#2 $ - (f 1)(X) - f'(f‘l(X)) - n_(xlln)n—l - n.X

Die Kettenregel liefert di e Ableitung von x#n

%28 _ Woid& _  pr& "1 E-1_z E-1
R'§= kg =28 px" T =Ex" T ged.

Z
Damit gilt furs Integrieren | £ x" dx = Z%n.XT +C, % &—1

Beispiel: Neil-Parabel (W. NEIL [ni:l], englischer M athematiker, 1637 bis 1670)
f(x) = [x]#°
Wegen |x| = |-x| ist di e Neil-Parabel symmetrisch zur y-A chse,

) x2B fur x &0 L) xR fur x>0

— Ix|2/3 =
f09 = I = (=x)2B fur x<0 P = '(‘52(—x)—1/3 fur x<0

f'(x) >0 fir x>07

Monotonie: — O(0]0) ist Tiefpunkt.
109 <0 fur x <08 — 0% P
Ilmf(x)—llm—=+#7 _ _
X0 X0 3[ + die y-Achse ist senkrechte
6 — : .
= _#+ Tangente im Tiefpunkt
x<0 %0 3J_ 5

Der Tiefpunkt ist Ec ke mit dem Eckwink el 0°.
Solche Ecken heil3en Spitzen .
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) =X fur x>0

f"O) =1( _, Krimm ung: Redhtskurve flr x ! 0
"3 (=x)™B fur x<0

1 1

w23 dx = 2 n x2/3 dx = 2[3x5/311 = 6

1|x| dx—20x dx = 2[Ex>®]5 = ¢

A

1 t t t t t t t t 1 X
Beispiel: Halbkreis um O mit Radius 5
f(x) = -5 %X %5 f'(x) = -5<x<5

Weil nur x 2 vork ommt, ist f (—x) = f(x), also Symmetrie zur y-Achse.
(=5]0) und (5]0) sind Randtiefpunkte.

Monotonie: — O(0]5) ist Hochpunkt.

Wegen y = ist x2 +y2 =52 das heil}t, jeder Kurvenpunkt hat vom
Ursprung die Entfernung 5 (Pythagoras): Die Kurv e ist ein Halbkreis.
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Asymptotisches V  erhalten von W  urzelfunktionen

Fur groRe x-Werte gilt ax?+bx+c (ax2 und damit Jax2+bx+c ( Jax2 = Ja:|x|
fur a>0. Im Groben verhalt sich alsoeine Wurzelfunk tion mit einem quadratischen
Polynom als Radikanden fir x, # wie eine lineare Funktion: Wir erwarten eine
Asymptote mit Steigung ./a und entsprechend eine mit Steigung —./a fiir x,— #.

g(x) =mx+t se Term einer Asymptote der Wurzelfunk tion mit w(x) = ./Jax2+bx +c.
Dann gilt Iim [w(x) —g(X)] =0, also Iim [Jax2+bx+c — (mx+t)] =

Trickreiche Erweiterung: I|m [/ax Zrbxre- (mx+)][Jax2+bx+c+ (mx+1)] -
N x2+bx+c+(mx+t)

lim (a—m?)x2+(b—2mt)x +(c—t?) _

Xt # Jax2+bx+c+(mx+t)

Der Nenner wird #; der Grenzwert 0 ergibt sich nur dann, wenn der Zahler kon-
stant ist, das heilst wenn seine ersten beiden Summanden gleich 0 sind:
a-m2=0 und b-2mt =0, also m=+,/a und t =+ 2R

Das ergibt fir x, # die Asymptote y = Ja*x+2b[

und fiir x, —# die Asymptote y = —/a*x—-L-.

2/a’
Beispiel: f,(x) = /x2—4x+k
Die Definitionsmenge D liest man ab aus der Vorzeichenlbersicht des
Radikanden: x2—4x+k =0 —x =2 +,/4—k , k%
D=]-#:2-.J4-KkK]*[2+.J4A-k #[fur k%, D=, furk>4
Die Asymptoten: y=x-2 fuarx, #, y=—x+2flr x, —#
sind unabhéangig vom Scharparameter k, jede Schark urve hat diese ba-
den Asymptoten. Die Scharkurve G, liegt sogar auf ihn en, denn
fu(x) = JX2—4x+4 = ,/(x=2)2 = [x=2|.

y
5_

vereinfacht und sortiert:

Im Allgemeinen gilt flr grofRe x-Wert e:
und damit fr a,,>0 auch:
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Aufgaben

1 Zeichne die Losungsmengen der Gleichungen:
a) xt-yl=0 b) x2-y1=0 c) x2-y2=0 d x2+y2=0
e) xt—-y1=0 f) xt-y?2=0 g) x?2-y?=0 h) x2+y?=0

2 Lose auf nach x:
a) x3+1=0 b) x3+0,13=0 c) x+1=0
d ¥x[ +1=0 e) xIx2 +p2=0 f)y ¥x2+3x =6

¢,3 Diskutiere (Maximale Definitionsmenge D, Symmetrie, Nullstellen,
Verhalten am Rand von D, Monotonie,
Ort und Art d er Waagrechtpunkte, Krimm ungsverhalten,
Ort und Art d er Flachpunkte, Zeichnung, Wert emenge)
a) f(x)=x%° b) f(x) = x52 c) f(x)=x25 d) f(x)=x">72
e) f(x)=(=xP> ) f(x)=[x|?" 9) f(x) =—(=x)2"

¢4 Berechne
1 1 64 64

0 0 1 1

a2 64
e) "./xdx,a& f) " ¥x| dx
8

a

5 Berechne
8 3 36x 1 —x?2
a) "xIx dx b) "Z dx c) " dx
) 1 ) 9ﬁ ) 1 J_

6 f,(x) =x3 a‘$* Berechne den Inhalt der Fl&che, die zwischen den
Scharkurven mit den Parametern a und 1/a lieqgt.
Was ergibt sich fira, # ?

Wurzelhaltige Funktionen: Diskutiere die Funktionen in den Aufgaben 7 bis 16
nach den Gesichtspunkten von Aufgabe 3.

¢7 a) a(x)=.x-1 b) b(x)=./x-1 —./X
c) c(x) =./x—1-Jx d) d(x) =./(x-1)x
8 a) a(x) =2 b) b(x) = %

) c(x)= F d) d(x) = J‘Xg
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9

11

12

.14

“15

"16 f,(X) = %%2 a>0

a) a(x) =3
Te) o(x) = J(x=1)% + Y(x+1)?
Te) e(x) = J(x—1)* + ¥(x+1)*

a) a(x)=x./1-x2
c) c(X) =x/x2-1

a) a(x) = %—_11
_ 1
Te) c(x) = 2k x
a) a(x)=x-—.x2-1

c) c(x) =./x2+1 — J/x2-1

X. Wurzel- und Ark us-Funktionen  Potenzfunktion mit rationalen Exponenten

b) b(x) = ¥/Ix| -sgnx
) d(x) = J(x-1)2 = J(x+1)?
) f(x) = J(x-1)* - Y(x+1)*

b) b(x) = ./x2(1-x2)
d) d(xX)=x/x-1./x+1

~ — X
b) b() = =570
1) d(x) = L8

b) b(x) =x+./x2+1
d) d(x) =./x2+x —X

Bestimme saveit mdglich die Umkehrfunk tion.

a) a(x) =In(x + ./x2+1)
c) c(X)=In(x—./x2-1)

b) b(x)=In(x + /x2-1)

Bestimme saveit moglich die Umkehrfunk tion.

fo(x) = x —aJx

fa(x) = —2 __  a>0 Bearbeite aul3erdem:

JX(2a—Xx)

a) Zeige, dass fur 0 %d < a gilt: fy(a—d) = f,(a+d)
Was bedeutet dies fur die Scharkurven ?
b) Stelle fest, ob sich die zu a; und a, gehdrigen Kurven (a;! a,) schneiden.

c) Weise ohne die 2.Ableitung nach, dass jede Schark urve genau einen
Tiefpunkt hat. Bestimme die Tiefpunkte und ihre Ortlini e.

d) Zeichne die Ortlini e der Tiefpunkte und Scharkurven fira“ {1, 2, 4}.

Bearbeite auf3erdem:

a) Weise ohne die 2.Ableitung nach, dass jede Schark urve mindestens

einen Wendepunkt hat.

b) Welche Kurventangente schneidet die x-Achse am weitesten rechts ?

c) Bestimme die Schar der U mkehrfunk tionen.
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2.Ark usfunk tionen

Wie in der Geometr ie verwendet man auch in der Analysis fur Schnittwink el das
Gradmald (Taschenrechner DEG). Dagegen gibt man Winkel im Bogenmald an
(Taschenrechner RAD), wenn sie als Variablen im Funk tionsterm stehen.

Beachte | " =180°| also 1=318 (57,3°

oder =180 ( 0,017

Arkussinus

Die Sinusfunktion ist definiert auf , und dort nicht eineindeutig, also nicht um-
kehrbar.

Beschrankt man die Definitionsmenge auf [- ; ], dann ist die Funktion einein-
deutig, alsoumkehrbar. Sie heil3t Hauptwert des Sinus ; wir bezeichnen sie mit
sin .

Die Umkehrfunk tion von siny heil3t arc sin (sprich: arkus sinus):

y =sinyX + Xx=arcsiny

Darin stecken 2 nutzliche Identitaten: y = sin ,(arc sin y)
X =arc sin(sin ,X)
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YA
.-
.. P X S
"1y
f-X(y)=arc siny
-1-

Sie bewahren sich zum Beispiel in arcsin0,5=x || sing...
0,5=singx — x =
arcsiny = || sing... —y=sing =

Eigenschaften von arc  sin

f(x) =arcsinx, D=[-1;+1], W=[- ; ]
Der Graph ist die an y=x gespiegelte Kurve
von y = siny X; er ist symmetrisch zu O:

arc sin (-x) = —arc sin x

siny ist ableitbarin]— ; [ mit (sinyx) >0,
also ist auch arcsin ableitbar in ] —1;+1].
Ableitung: g(x) = sin (arcsinx) = x
g'(x) = cos(arcsinx)-(arcsinx) =1
(arcsin x)' =
Nebenrechnung:
Wegen cosa = fur— %a %
Setzt man a = arcsin x
cosa = cos(arcsinx) = =

(arc sin x)' = , =1 <x<1 | Die arcsin-Kurve steigt echt monaton.

Am Rand der Definitionsmenge ist di e Ableitung nicht definiert.
Dort gilt = = +#.
In den Randpunkten (1] ) und (-1|- ) sind die Tangenten senkrecht.
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Mit diese Ableitung haben wir a uch ein neues Grundintegral gefunden:

im

1 _dx=arc sinx +C

Zur Vereinfachung schreiben wir k tinftig sin statt siny.

Beispiel:

Beispiel:

Kreisintegral

J=%./1-x2 dx =

u=1 u=x
v=J1-x2 v =-Z*H
1-x2
=X /1-x2 — =2 dx = x,/1-x2 ¢1_xz_1 dx
1—x2 1—x2
=X,/1-x2 -1 /1-x2 dx+ % 11 dx
- —X

2J = Xx,/1-x2 + arcsinx + C*
J= %xﬁ/l—x2 + %arcsinx + C

Inh alt des halben Einh eitskre ises

1
n J1-x2 dx =[ix/1-x2+1arcsinx]?,
-1
=0 +Zarcsinl— (0 +3arcsin(-1))

= arcsin 1=§

f(x) = 2arcsin ’iiz (nach dem Abitur in Ba yern 1980)

Maximale Definitionsmenge y
Das Arg ument darf nur Werte / -

haben, die im Intervall [-1;1] liegen:  _ _ _ _ _ _ _ 1o —
-1 0 0,

1% 0l L@ 1
Dem Kurvenverlauf von = : &

B

entnimmt man: D; = [1;#].
f'(x) =2- - =4. = = , Dy =11, #
F(x)= = = . Dp = 1L#
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Verhalten am Rand vonD

Wegen Jim =2 =1 ist lim, f(x) = 2arcsin1 = 2:2" =",
XL XL

Ist waagrechte Tangente fur x, #.

y =

Randpunkt ist (1|f (1)) = (1]-").
Nullstellen

fx)=0 — % =0 —x=2
Monaotonie

f'(x) >0 — G; steigt echt monoton, (1]-") ist also Rand-Tiefpunkt.
lim f'(x) =# — G; mundet senkrecht in den Rand-Tiefpunkt (1]-").

x>1
Krimmungsverhalten
f"(x) <0 — G; ist Rechtskurve.

Wertemenge W;=[-";"]

Mit f werde nun eine neue Funktion g vergli chen:

g(x) = 4arcsin mit Dy = Dy

Man zeige: f(x) + g(x) =" fir x &1.

Fur di e Summe s(x) = f(x) + g(x) gilt:

S() =109 + 90 = +4 . = - =0

Also ist s(x) konstant. Zum Beispiel ist
s(x) =s(1) =11) +g(1) =" +4arcsinl=-"+2" =",

Damit gilt auch: f(x) — " = " —g(x), das heilt
— G liegt imm er genau so weit Uber
wie Gy unter " liegt,

— G; und Gg sind zueinander symmetrisch
beziglich der Geradey= ".
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Mithilfe d er U mkehrfunk tion g sdl der Inh alt eines Flachenstiicks be-
rechnet werden, das begrenzt ist von G, und den Geraden x=1 und y=".

Term der Umkehrfunk tion von y = 4arcsin

sin y=  —x= =g(y)
Flacheninhalt F = dy —-"-1
Nebenrechnung * dy =

t=y dt= dy dy = 4dt

= 4% dt (Formelsammlung)

= 4. +C=+4 +C
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Zum Ergebnis 4 —" kommt man auch ohne Umkehrfunk tion g=:

2
F = (4arcsin= —") dx

L JX
Nebenrechnung: F acsin L dx=
J I
u=1 u=x
_ .1 _ 1
V = arcsin — V' =
4& 2xJ -1
= x-arcsin —= + ﬂ;
f xJ_

= x-arcsin L + -1+C

JX
- * 1 l _1_n" 2
= [4x arcsmﬁ+4h/x X]7
= 8arcsin,/2+4*1-2" — (4arcsin 1+4*0-")
— 8'%" +4_2| _4_%" _0+|| :4_"

Arkuskosinus

Die Kosinusfunktionist definiert auf , und dort nicht eineindeutig, also nicht um-
kehrbar.

Beschrankt man die Definitionsmenge auf [0;"], dann ist die Funktion eineindeu-
tig, alsoumkehrbar. Sie heil3t Hauptwert des Kosinus ; wir bezeichnen sie mit
COSy -
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y Die Umkehrfunk tion von cos, heil3t arc cos
A (sprich: arkus kosinus):

y=COSyX + X =arccosy

y =arc COSX . o .
Darin stecken 2 nitzliche Identitaten:

A % y = cos y(arc cosy)
I /\,\/' X = arc cos(cos  X)
1- e Sie bewahren sich zum Beispiel in:
/'/ y = COSy X arccos 0,5=x || cosy...
7 " 0,5=coeyx — X =
4

1 /@ 1 I, >x arccosy = || cosy ...

/

7 y=cosy =
7

/ -

Eigenschaften von arc  cos
f(x) =arccosx, D=[-1;+1], W=]0;"]
Der Graph ist die an y=x gespiegelte Kurve von y = csyX;

er ist symmetrisch zu (O] "): | arc cos(—x) = " —arc cos x

cosy ist ableitbar in ] 0;" [ mit (cos,x)' <0, also ist auch arccos ableitbar in ] —1;+1].

Ableitung: g(x) = caosy (arccosx) = x
g'(x) = —sin(arccosx)-(arccosx) =1
(arccos x) =

Nebenrechnung:
Wegen sina = fur 0 %a %'
setzt man a = arccos X
sina = sin(arccosx) = =

(arc cosx)' = , =1 <X <1 | Die arccos-Kurv e fallt echt monoton.

Am Rand der Definitionsmenge ist di e Ableitung nicht definiert.
Dort gilt = = .
In den Randpunkten (=1|") und (1]|0) sind die Tangenten senkrecht.

Mit diese Ableitung gilt dx =arccosx + C

und damit auch ¥ dx = —arccosx + C; = arcsinx + C,
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Also unterscheiden sich arccos und arcsin nur in einer Konstante K
arccosx = K — arcsinx.

Furx=0folgt ; =K-0 — K =3

arc cos x = 5 —arc sin X

Arkustangens

Die Tangensfunktion ist definiert auf , b is auf die Stellen %(22+1), z",
und dort ni cht eineindeutig, also nicht umk ehrbar.

Beschrankt man die Definitionsmenge auf ]— ; [, dann ist die Funktion einein-
deutig, alsoumkehrbar. Sie hei3t Hauptwert des Tangens ; wir bezechnen sie
mit tan .

Die Umkehrfunk tion von tany hei3t arc tan (sprich: arkus tangens):

y=tan 4x = Xx=arctany

Darin stecken 2 nutzliche Identitaten: y = tan 4 (arc tan y)
X = arc tan(tan 4Xx)
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Sie bewéhren sich zum Beispiel in  arctan./3 =x || tan,...
J3 =tangx — x ==

3
" — 1
arctany = ¢ |[tany... —y=tan, ¢ =2.3
Eigenschaften von arc  tan y |
x
f(x)=arctanx, D=,, W=]- ;| T :
Der Graph ist die an y=x gespiegelte Kurve % |
vony = tanyX; er ist symmetrisch zu O: - ) :
|
arc tan (—x) = —arc tan x |
|
1- I
|
|
|
WEP |
| | | !
_ l, -1 D 1 ", X
|
|
| _
| -1
|
|
|
| _
|
|
|
! :
Grenzwerte: Wegen tanx = +# qilt arctanx = "
Wegen Symmetrie zu (0]0) gilt arctanx=-— "
tan, ist ableitbar in ]- ; [ mit (tanyX)'>0, alsoist auch arctan ableitbar in ]-1;1].
Ableitung: g(x) = tany(arctanx) = x
g'(x) = [1 + (tany(arctanx))?]-(arctanx) = 1
(arctanx) = und wegen X = tany (arctanx)
(arc tan x)' = , X, Die arctan-Kurv e steigt echt monoton.

Mit dieser Ableitung haben wir a uch ein neues Grundintegral gefunden:

T dx=arc tanx + C

Zur Vereinfachung schreiben wir k Uinftig cos statt cos, und tan statt tan,.
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Zum Nachdenken

! Integration mit Partialbruch-Zerlegung

1
1+x2

t dx =arctanx + C :;:)1( dx=In|x] + C

Man kann zeigen, dass sich mit diesen beiden Integralen jede rationale Funktion integrie-
ren lasst. Der groRe Mathematiker Carl Friedrich GAUR (1777 bis 1855) hat bewiesen:

Jedes Polynom ist faktorisierbar mit lin earen Faktoren und
mit quadratischen Faktoren, deren Diskr iminante negativ ist.

Beispiel: 4x3—4x2+x—-1 = (x—-1)(4x2+1)

Beim Integrieren einer rationalen Funk tion geht man so vor:

Ist der Zahlergrad grof3er oder gleich dem Nennergrad, dann zerlegt man den Bruch mit
der Polynomdivision in ein Polynom und einen Restbruch, dessen Zahlergrad kleiner ist als
der Nennergrad.

449x2— 2_
1:()():44x +OXT=3 44 12X°=2

X3—4x2+x—1 4Ax3-4x2+x -1

_ 12x2 -2
T f(x) dx = F (x+1) dx + ¢4x3—4x2+x—1

2_ 2_ 2_
12x°—2 faktorisiert m an den Nenner: 12x°-2 = 12x°-2
4x3-4x2+x-1 4x3-4x2+x—-1 (x=1)(4x2+1)

Man zerlegt diesen Bruc h in eine Summe von Teilbrichen (Partialbruch-Zerlegung),
deren Nenner die Faktoren des urspriinglichen Nenners sind:

12x2-2 __2 L 4A(x+1)
(x=1)(4x2+1) x-1 4x2+1

2_ ( )
1222 gy =32 gx+pdXHL) gy
(x=1)(4x2+1) x—1 4x2+1

Im Bruc h

1 4x 4
= —_ + +
Zix_l dx ¢4x2+1 dx ¢4x2+1 dx

t=2x dt = 2dx

2
t2+1

= 2In|x=1| + %In(4x2+1) +1 dt

= 2In|x=1| + %In(4x2+1) + 2arctant + C

12x2-2
(x=1)(4x2+1)

T f(x) dx = %x2 + X + 2In|x-1] + %In(4x2+1) + 2arctan2x + C

dx = 2In|x-1]| + %In(4x2+1) + 2arctan2x + C

Im Allgemeinen ergibt sich bei solchen Integralen eine Summe aus
einem Polynom,
Logarithmustermen mit lin earen und quadratischen Arg umenten,
arctan-Termen mit lin earen Arg umenten.
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Algebraische Relationen und implizite Differenziation

Bis jetzt kennen wir P olynome mit nur einer Variable, zum Beispiel p(x) = x3-3x+2.
Es gibt aber auch Polynome mit mehr Variablen; wir beschrank en uns auf solche mit
2 Variablen, zum Beispiel p(x,y) = x3-3x+2-y2,

Setzt man so ein Polynom gleich 0, dann ergibt sich eine Gleichung mit 2 Unbekannten x
undy: x3-3x+2-y2 =0. lhre Losungen (x|y) lassen sich veranschaulichen als Punkte im
Koordinatensystem. Man nennt die Gleichung p(x,y) =0 eine Relation von x und y; die
veranschaulichte Losungsmenge heil3t Gra ph der Relation.

Manchmal lasst sich die Relation auflésen nach y, im Beispiel:
ly| = /Xx3=3x+2 = J(x—=1)2(x+2) = [x=1|./x+2.

Darin sind enthalten die beiden Funktionsglichungen

y =f,(X) = +|x-1| und y
y =f(x) = —x-1] : -
Die beiden zugehdrigen Graphen sind symmetr isch
zur x-A chse. Die Kurvendiskussion von f liefert 1-
den Teilgraphen G,. Der Graph G der Relation
. 3 > . |
entsteht dann durc h achsensymmetr ische Erg &nzung. 1 1 X

Manchmal ist es nicht mdglich, die Relation aufzulsen nach y.

Man kann sie trotzdem diffe renzieren, wenn man sich vorstellt,

dass y der Term f (x) einer Funk tion fist, die in der Relation versteckt ist:
Relation =0
Ableitung nach x mit K ettenregel =0.

DieseArt desAbleitens heil3t implizites Differenzieren

(Siehe Kapitel V »Zum Nachdenk en«)

Die Waagrechtpunkte findet man durch Auflésen nach y': y' = ,y!'o
und anschlieRendes Nullsetzen: y'=0, also =0.

Es ergibt sich x =1 oder x =-1 mitdeny-Werten y =0 oder y=%2.

Im Punkt (1]0) ist di e Ableitung nicht definiert, weil der N enner 2y gleich O ist.
Die beiden Punkte (—1]|£2) sind die Waagrechtpunkte der Relation.
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# Kegelschnitte

sind Graphen spezieller Relationen. In Natur, Technik und Architektur spielen sie eine
grol3e Rdle. Geometr isch entstehen sie beim Schnitt einer Ebene und eines Kreiskegels.

ebene

237



BARTH * KRUMBACHER X. Wurzel- und Ark us-Funktionen  Ark usfunktionen

Schon vor gut 2000 Jahren hat der griechische Mathematiker APPOLONIOS (262 bis 190)
gezeigt, dass sich im Wesentli chen 3 Kurv entypen ergeben: Ellipse, Parabel und Hyperbel.

y
2 2
Ellipse XY _1=-90 :
p a2 b2 @lllllllllal.lllllllll
Kreis
Sonderfall der Elli pse x2+y2—-r2=0 - r
a=b=r Brrrrsrarans
oben offen rechts offen
ax2—-y=0,a>0 X —ay?=0,a>0
y y
Parabel
>
X
X
X2 _y% 4 _ X2, ¥2 4 -
55_b2_1 0 _§§+b2_1_0

Hyperbel
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# Reihenentwicklungen

Die Wert e von Exponential- und Logarithmusfunktion lassen sich mit Reihen berechnen.
Ebensoauch die der Trigonometrischen Funktionen und ihrer Umkehrfunk tionen. Am ein-
fachsten geht das beim Ark ustangens. Die Formel fir di e geometrische Reihe liefert:

1

=1-t2+t4—t6+ ... — ... furft|<1
1+t2
X 1 X
Integration: " —— dt =" (1-t2+t4-t6+ ... —..)) dt
1+t2
0 0
arctanx = x—%x3+%x5—%x7 + ... —... fur|x| %1.

Eigentlich missten jetzt noch Konvergenzbetra chtungen folgen; sie gehdren jedoch in die
héhere Mathematik.
J.GREGORY (1638 bis 1675) und G.W.LEIBNIZ (1646 bis 1716) haben dieseReihe verw endet,

um " durch eine unendliche Reihe auszudriicken: " =4-arctanl :4(1—%+%—% + .=
Erstaunlicherweise kannte diese Beziehung schon der indische Mathematiker MADAHVA
(1340 bis 1425) ! #
Deutet man das uneigentli che Integral " 5 dx = Iin?# arctanx = % als Flacheninhalt, so
ist " Inhalt der Rosafliche im Bild. 0~~~ %
y
-1 1 X
Beim Sinus ist es komplizierter. Man verf &hrt zum Be ispiel so:
SiNX =ag + a X + ax? + agx® + ... + aXx" + ... + A X2+ L
(sinx)" = 2:1- +3:2- x+..+n(n-1)ax"2+..+(n+2)(n+1)a, X" +... +

Andrerseits gilt wegen (sinx)" = -sinx:
(Sinx)" = —ag—a;Xx —ax2 —agx3—...... —aXx"— ...

Vergleicht man die Koeffizienten der Gleichungen fir (sin x)", so gilt:
—ay = (n+2)(n+1)an+2 — Q2= a,

Wegen sin0=0ist ag=a,=8,=... &, =0.

Wegen cosx = (sinx)' = a; + 2a,x + 3agx? + ... und cos0 =1 gilt:

a; =1, az= a, = , ag= az= USW a,,, =

endlich: sinx= x-— x3+ x>— x7+..—.. flor |x|<#
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o1

3

é8

9

.10

Aufgaben
Berechne a) arcsinl b) arcsin% C) arcsin%
d) arcsin(-1) e) arcsin(—% J3) f) arcsin(—%)
Berechne a) arcsin0,9093 b) arcsin(-0,9975) c¢) arcsin0,565
d) arcsin0,1 e) arcsin0,01
Fur w elche x-Wert e gilt:
a) arcsinx = 5 b) arcsinx = % c) arcsinx =-0,1109
d) arcsinx = sin% e) arcsin)l( =0,2014 f) arcsin(x?) = 0,04
Fur w elche x-Wert e gilt:
a) arcsinx <% b) |arcsinx]| &% c) arcsin|x| %0,2014
d) arcsinx %|arcsinx| e) arcsinx > sinx f) —% <arcsinx < 5
Diskutiere die Funktion in D, :
a) a(x) =arcsin2x b) b(x) = x —arcsinx c) c(x)=arc sin(%x—l)
Diskutiere die Funktion in D, :

a) a(x)=arcsin/1-x2 b) b(x) =x./1-x2 + arcsinx

Diskutiere die Funktionin D, - Untersuche f auf Diffe renzierbarkeit und
berechne gegebenenfalls die Knickwink el.
a) a(x) = arcsin(sinx) b) b(x) = arcsin(cosx)
c) c(x) =arcsin(tanx) d) d(x)=arcsin %
Berechne a) arccosl b) arccos% C) arccos%
d) arccos(-1) e) arccos(— ./3) f) arccos(—%)
Berechne a) arctanl b) arctan./3 c) arctan(-")
d) arctanl0 e) arctan(-4711) f) arctan0,789
Fur w elche x-Wert e gilt:
a) arccosx = z b) arccosx = 2 C) arccos)l( =1,0472
d) arccos(x?) =1,4595 e) arctanx = % f) arctan)l( =-1
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11 Seltsame Verwandtschaften
Bilder zeigen Zusammenhange zwischen den Ark usfunk tionen.

Beispiel:
o . 4/x2— . _
a= arccos% = arcsin ¥ - 1 —arctan Vx2—1 Bearbeite ebenso:
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*12 Zeige, dass gilt: a) arccosx = 5 — arcsinx, X [-1;1]
b) arctan)l( =% — arctanyx, X, 7
C) arctan)l( + arctanx = ?, X‘,
13 Fur w elche x-Wert e gilt:
a) arccosx = arcsin,/1—x2 b) arccotx = 5 — arctanx
c) arccotx = arctani d) arctanx = arcsin —
) v ) Tiex?
e) arcsinx = arctan —==2
1-x2
*14 Diskutiere:
a) a(x) =x-—arctanx b) b(x) = arctan(x+1) — arctan(x-1)
Cc) c(x) =arctan2x — arctan %x d) d(x) =4arctan %x — arctanx
e) e(x) = arctanx? f) f(x) =arctan%
_ 1
g f(x)= arctanx—2
15 Diskutiere: a) a(x)=arctan(tanx) b) b(x) = arctan(tanx)?
c) c(x) =actan(5tanx) d) d(x)= arctan(%tanx)
1/2 112 sinl 3
.16 Berechne: a) " L dx by —L_ dx c) " 2-/1-x2" dx
o N1-X2 12 N2=2%? 0 N1-Xx2
J3 0
¢, 17 Berechne: a) " 1 b) " L gx c) " 2
1+x2 1+x2 3+3x2
0 -1 tan1
° . n _1_ 1 . H A B
18 Berechne: a) 1 T dx (Tipp: Zerlege den Integranden in v + X2+1)
1
b) ; 211 dx (Tipp: Polynomdivision)
0 1 J3
*19 Berechne: a) "arcsinx dx b) marccosx dx c) "arctanx dx
1 -1 0
20 Entscheide, ob das Integral k onvergiert, und berechne es gegebenenfalls:
1 # #
"i 1] 1 n 1
a) " dx b) " T dx C) ez
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.23

.24

"25

“27

# 1

Berechne: a) " —2— dx b) " —ZX— dx
1+x 1-x4
0 0

Bestimme die Menge der Stammfunk tionen von f. (D = Dspax)

_ 1 _ =2 _ 2
) 100 = 1350 b) 100 = 755 ©) f(x)_m
f(x) = 11 - a) Diskutiere fund zeichne G; .

—X

b) Berechne den Inhalt der Fl ache zwischen G; und
der Gerade y=£./3

c) Berechne den Inhalt der Fl&che, die begrenzt ist v on
G;, der x-A chse und den beiden Asymptoten.

f(x) = 3%}(2 a) Diskutiere f und zeichne G;.
b) Berechne den Inhalt der Fl ache zwischen G; und
der Gerade durch die beiden Wendepunkte.
f(x) = 5 — arc00512X a) Bestimme die maximale Definitionsmenge Dy .

+x2
b) Bestimme f'(x) und Ds..
c) Bestimme das Verhalten von fund f' an den
Grenzen ihrer Definitionsmengen.
d) Bestimme Extre m- und Wendepunkte, zeichne G;.

f(x) = arcsin(2x—1) a) Bestimme die maximale Definitionsmenge Dy .
b) Zeige: G; ist symmetrisch zu (0,5]0).
c) Bestimme f'(x) und D;. und untersuche das
Verhalten von f' am Rand von Dy. .
d) Zeichne G; und bestimme die Wert emenge von f.
e) Bestimme f21(x).
X
f) F(x)= "f(t) dt; bestimme chne zu integrieren:
0
De, Null- und Extre mstellen von F.

f(x) = arctan(x + ./x2-1)

a) Bestimme die maximale Definitionsmenge D; und das Verhalten von f
am Rand von Dy .

b) Bestimme f'(x) und D;. und untersuche das Verhalten von f' am Rand
von Dy..

c) Bestimme die Extre mpunkte und zeichne G;.

d) Begrinde, dass f umkehrbar ist, und bestimme f21(x).
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BARTH *KRUMBACHER Xl. Anhang:Vollstdndigelnduktion

XI. Anhang: Vollstandige Induktion

Wieviel Schnittpunkte haben 1000 (verschiedene) Geraden héchstens ?
Wir fangen klein an und probierens aus:

1 Gerade hat hochstens 0 Schnittpunkte.
2 Geraden haben hdchstens 1 Schnittpunkt.

3 Geraden haben hochstens 3 Schnittpunkte.
4 Geraden haben héchstens 6 Schnittpunkte.
5 Geraden haben hochstens 10 Schnittpunkte.

\ / éc\:/\rﬂtt%inkte /
A(Z)\ Y A(3)>

3 weitere 4 weitere
Schnittpunkte Schnittpunkte

\_4 5 6_/ \_4 5 8 Q/

NN
INC N

T A4
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Das Ganze ist Ubersichtlich in einer Tabelle:

Anzahl n der Geraden 1 2 3 4 5

maximale Anzahl A(n) der Schnittpunkte| O 1 3 6 10

und noch Ubersichtli cher als Veranschaulichung der
Zahlenpaare (n|A(n)) in e inem Koordinatensystem:

Der K enner vermutet, dass die 5 Punkte
auf einer Parabel liegen, und setzt an:

A(n)=a-n?+b-n+c
Fur di e ersten 3 Punkte gilt dann:

0= a+ b+c
1=4a+2b +c

3=9a+3b+c
Diese 3 Gkichungen geniigen, um die Koeffizienten
a, b und c zu berechnen; es e gibt sich a= , b= , c=0,

und damit die Formel:
A(nN)= n?- n= n(n-1)

Die Formel passt auch fur 4 und fur 5 Geraden,
denn A(4) =6 und A(5) = 10.
Passt sie aber auch fir j ede beliebige Anzahl n ?

. . : 1 n
Dazu mussen wir e twas weiter ausholen.

Der itali enische Mathematik er Giuseppe PEANO (1858 bis 1932) hat ein
berihmtes System von Axi omen formuliert, das die Menge “d er natirli chen
Zahlen charakterisiert:

| 1 ist eine naturli che Zahl.
Il Jede natirli che Zahl hat genau einen Nachfolger.
[l Der Nachfolger ist nie 1.
IV Verschiedene Zahlen haben nie den selben Nachfolger.

V IstL eine Tellmenge der natirli chen Zahlen mit den Eigenschaften

1.1°L
2. k‘L, also (k+1)* L
soist L=".

Zurtck zur F rage nach der Allgemeingultigkeit von A(n) = n(n-1). L sei davon
die Losunsmenge. Um zu zeigen, dassA(n) = n(n-1) fur alle nattirli chen Zahlen n
gilt, muss man nachweisen: L =" . Das 5.Axiom von PEANO zeigt dazu einen Weg:
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1L
Beim Vergleich der beiden Seiten von A(n) = %n(n—l) sieht man, dass
einerseits die Maximalzahl der Schnittpunkte A(1) =0 ist,
andrerseits 2-1-(1-1) = 0 ist, dass fdglich gilt 1° L.
k'L —(k+1)‘L
k* L bedeutet, dassA(k) =Zk(k —1) richtig ist.

Zu zeigen ist, dass dann auch richtig ist: A(k+1) = 2 (k+1)k.
Die (k+1)-te Gerade liefert h 6chstens k neue Schnittpunkte:
Ak+1) = A(K) + k = Tk(k—1) + k = Tk(k —1+2) = Tk(k +1)
Damit ist auch (k+1)‘ L.
Es sind also bede Forderungen des 5.Peano-Axioms efullt, und es gilt L=" .

Die Formel A(n) = Zn(n-1) gilt demnach fur j ede nattirli che Zahl n, auch fir 1000.
1000 Geraden haben somit h6chstens A(1000) = % -1000(1000-1) = 499500
Schnittpunkte.

Das hier vorgestellte Beweisverfahren heil3t vollstandige Induktion
Seine 3 wesentli chen Schritte:

» Zeige: die Behauptung ist richtig fir n =1.
» Schreibe die Behauptung auf fir n =k und fir n=k+1.
» Zeige: die Behauptung fir n =k +1 folgt aus der Behauptung fr n =K.

Beispiel: Potenzen von x, also f,(x) = x" haben die Ableitung f!(x) = n-x"1, n*”
Fall n=1: f;(x) = xt, fi(x) =1,
es ist aber auch 1-x1-1=1,
also stimmt die Behauptung fir n =1 und x! 0.
Fir n =1 und x=0 gilt f;(0)=1;
der Term 1-0'1ist zwar nicht definiert,
kann aber wegen !(lrcp x0 =1 gleich 1 gesezt werden.
Fall n=k: f, (x) = xk, f(x) = k-xk1,
Fall n=k+1: f,,;(x) = xk*1 = x-xK = x-f, (X)
Zu zeigen ist: fy,,(X) = (k+1)-xK
nach der Produktregel ist
Frea () = (¢ F () = F(X) + X-F(0) =Xk + x-kex k2
= XK +k-xk = (k+1)-xK,
Das ist aber gerade die Behauptung fur n =k+1,
und damit ist d er Beweis erbracht.
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Aufgaben (n*” )

Untersuche mit vollstandiger In duktion, ob die Behauptung richtig oder falsch ist;
ist sie falsch, dann gib ein Gegenbeispiel an.

¢l 1+2+3+ .. +n=n(n+l)

(2 12+ 22+ 3+ .+ =z2n(n+1)(2n+1)

3 Bernoulli-Ungleichung: (1+x)" &1+n-x fur x &-1

*4 n Geraden in allgemeiner Lage zerlegen die Ebene in

a) (n-1)>+ (n-1)+2 Teile b) 1 +%n(n+1) Telle.

"5 n Ebenen in allgemeiner Lage zerlegen den dreidimensionalen Raum in
a) 2" Teile b) 2(n®+5n+6) Teile.
26 Eine Menge mit n El ementen hat 2" Teilmengen.

Xn+1_1

N |
1 fur x!1 1

7 1+X+X+x3+ ... +xX=

8 Die Summe der 3. Potenzen dreier aufeinander folgender nattrli cher
Zahlen ist teilbar durch 9.

9 Alle Zahlen der Form 4n3 —n sind teilbar durch 3.
*10 Alle Zahlen der Form n3 — 7n sind teilbar durc h 6.
*11 Alle Zahlen der Form n3 —2n + 6 sind teilbar durch 5.

12 Alle Zahlen der Form 11"*2 + 122n*1 gind teilbar durch 133.
13 %n + %nz + %n3 ist eine natiirli che Zahl.

*14 3">3n+3
*15 2" >n?

16 Zeige: Fir di e Behauptung
»Farn*” gilt: 2n+1 ist teilbar durch 2.«
Ist der Schritt von k auf k+1 beweisbar,
aber man findet keine Start zahl.

248



BARTH * KRUMBACHER

2. kosmische Geschwindigkeit

Abkuhlen
Abklhlungsgesetz von Newton
Ableitung
der e-Funktion
der Exponentialfunktion
In-Funktion
von b hoch x
Ableitung der Umkehrfunktion
Ableitung von Gleichungen 96
Ableitung von Ungleichungen 96
Abnahme
beim Luftdruck
der Intensitat
exponentielle
Absorption
Additivitat des bestimmten Integrals
adiabatische Kompression
algebraische Relationen
Anderungsrate
Angleichung der Temperatur
Appolonios
Arbeit im Schwerefeld
Archimedes
Areakosinus, hyperbolischer
arithmetisches Mittel
Arkuskosinus
Arkussinus
Arkustangens
Asymptote
bei Wurzelfunktionen
der In-Kurve
e-Kurve
nicht senkrechte
senkrechte
asymptotische Kurve
asymptotischer Term
Ausdriicke
bestimmte 113
mit O und0 113
unbestimmte 113
Axiome des Flacheninhalts
Axiome von Peano

Basis

Exponentialfuntion
Basis der Logarithmusfunktion
Basisanderung bei e-Funktion
Basiswechsel bei Loagrithmen
Beleuchtung
Berechnung von In-Werten

215

134
134

100
99
142
103
93

135
133
132
133
33

77
235
7,128
134
237
75,214
6, 22, 36
160
168
230
225
232
173
222
142
101
174
173
174
175

35
245

98

147

103

147

198

145, 148

249

Berthrkurven
Nachweis

Bestand

bestimmte Ausdriicke

bestimmtes Integral
Additivitat
Definition
Linearitat

bindrer Logarithmus

Bogenléange

Bogenmal}

Bolzano, Bernhard

Bruchungleichungen

Cauchy, Augustin-Louis

Cavalieri

Cavalieri, Francesco Bonaventura
Computer, Grafische Integration
Computer, Konvergenz von Reihen
Computer, Simpson-Regel
Computer, Streifenmethode

Dedekind, Richard
Definitionsliicke

dekadischer Logarithmus
Descartes, René

Differenziale
Differenzialgleichung
Differenzieren von Gleichungen
Differenzieren von Ungleichungen
Differenzieren, implizites
Differenzterm
Dirichlet-Funktion

divergentes Integral
doppelt-logarithmisches Papier
dualer Logarithmus

Effektivwerte beim Wechselstrom
e-Funktion
Ableitung
Anwendungen
Basisdnderung
Definition
Eigenschaften
Umkehrfunktion
einbeschriebene Streifen
Eineindeutige Funktion
Einheitshyperbel
e-Kurve
Asymptote
Ellipse als Kegelschnitt
Ellipse, Flacheninhalt

Regster

121
129
113

21, 211
33

27

33

147

81

225

.
189,192

4
6
36
18
170
87
31

E
173

147

6

7
123,129
96

96

96, 235
175

28

212

166

147

80
99
100
128
103
100
101
102
22
89
160
100
101
237
39
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EllipseFlacheninhalt
Empfindung und Reiz
Eudoxos
Euklid
Euler, Leonhard
Euler-Zahl
Grenzwert
Exponentialfunktion
Ableitung
andrer Zugang
Definition

und Polynomfunktion

Exponentialkurve

charakteristischer Punkt
exponentielle Abnahme
exponentielle Zunahme
exponentielles Wachstum

Faktorformel
Faktorregel

Fakultat

Fassregel von Kepler

Fechner, Gustav Theodor

Fehler, relativer
Fermat, Pierre de

Flache zwischen 2 Kurven
Flache zwischen Kurve und x-Achse

Flachenbilanz
Flacheninhalt
Flacheninhalt, Axiome
Flachenparadoxon
Flachenproblem
Flachpunkt
Super-Flachpunkt
Fluchtgeschwindigkeit
Funktion
eineindeutige
hyperbolische
injektive
innere
nicht integrierbar
rationale
umkehrbare
umkehren
Funktion, Mittelwert

Galilei,Galileo 6
Gasverflissigung 195

Gaul3, Carl Friedrich 234
geometrisches Mittel 168

39

164

6

169

100, 136
100

110

99

138

98

109

98, 103
98

132
131
129

32

11
109
86
164
115

6, 36
64, 68
63
34,41
63

35
212

6

127
215

89
123
89
93
28
172
89
90
78

Glattungseffekt der Integralfunktion 57

Gleichungen, Ableitung 96

Regster

Gleichungen, Differenzieren 96
Gleichungen, Integration 96
Grafische Integration 18
grafische Integration 13
Gravitationsgesetz 75
Gregory 238
Grenzen der Integrationsmethoden 218
Grenzwert 7
Grenzwert fur Euler-Zahl 110
Grenzwertregeln von de L'Hospital 114
Grundintegral 227,233
Guldin 81
Guldin-Regel 1 82
Guldin-Regel 2 83
Halbkreis 221
halb-logarithmisches Papier 165, 166
Halbwertdicke 133
Halbwertzeit 130
Harmonielehre 167
harmonische Obertone 167
harmonische Reihe 167
harmonischen Reihe 170
harmonisches Mittel 168
Hauptsatz 44
Hauptsatz dDifferenzial&Integralrechnung 44
Hauptsatz und Stetigkeit 51
Hauptwert

des Tangens 232
Hauptwert des Kosinus 230
Hauptwert des Sinus 225
Horsamkeit eines Raums 134
Horschwelle 164
Hospital

Grenzwertregeln 114
Hospital, Guillaume Francois Antoine de L114
Hubarbeit 75
Hullkurve 123
Hyperbel als Kegelschnitt 237
Hyperbolische Funktionen 123
hyperbolischer Areakosinus 160
hyperbolischer Kosinus 123
hyperbolischer Sinus 124
ideales Gas, Zustandgleichung 193
Identitat 90, 93, 102, 225, 231, 232
Identitat in IR 96
Identitat, Anwendungen 103
implizites Differenzieren 96, 235
Induktion, vollstandige 244
Infimum 29

infinitesimale GrolRen 7
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Infinitesimal-Rechnung
Injektive Funktion
innere Funktion
Integral

bestimmtes

divergentes

konvergentes

unbestimmtes

uneigentliches
Integral- und Stammfunktion
Integralfunktion
Integralfunktion — Integrand
Integralfunktion — Stammfunktion
Integralfunktion, Glattungseffekt
Integral-Logarithmus
Integralzeichen
Integrand
Integrand — Integralfunktion
Integrand ist unstetig
Integrandfunktion
Integration

grafische

mit Partialbruch-Zerlegung

partielle

Substitutionsregel

Typ »Abraumen«

Typ »Faktor 1«

Typ »Phonix«
Integration mit der Umkehrfunktion
Integration von (a sin x + b cos x)-&
Integration von Gleichungen
Integration von pn(x)-&
Integration von Ungleichungen
Integrationsgrenzen
Integrationsgrenzen vertauschen
Integrationsgrenzen, Substitution
Integrationsintervall
Integrationsregeln
Integrationsrichtung
Integrationsvariable
Integrationsvariable, Bezeichnung 35
integrierbar 27
Isothermen 193

Kapitalvermehrung 131
Kegel 70

Kegelschnitte 236
Kehrwertkurven 189
Kennzahl 147

Kepler, Fassregel 86
Kepler, Johannes 6
Kettenlinie 123

89
93

21,211
212
212

10
211
52

41

46

48

57
169
27

10, 27
46

47
10,41

13
234
201
205
202
202
203

95
112

96
112

96

27

45
217

27

11

45,49

10

251

Regster

Kettenregel 93,94
Kompression, adiabatische 77
konvergentes Integral 212
Konvergenz der Logarithmusreihe 148
Konvergenz von Reihen am Computer 170
Kosinus, Hauptwert 230
Kosinus, hyperbolischer 123
Kreisintegral 227
Kugel 70
Kurve, asymptotische 174
Kurvenloch 173
Lambert-Beer-Gesetz 133
Lautstarke 164
Lebensdauer, mittlere 130
Lehmann 169
Leibniz, Gottfried Wilhelm 7,27,43, 238
Licht-Absorption 133
lineare Zunahme 128
Linearitat des bestimmten Integrals 33
Linsengleichung 199
Littlewood 169
In-Funktion 102,142
Ableitung 142
als Stammfunktion 145
In-Kurve 102,142
Asymptote 142
In-Werte, Berechnung 145, 148
Locher 173
Logarithmische Papiere 165
Logarithmus
Basis 147
binarer 147
dekadischer 147
dualer 147
Logarithmus, natdrlicher 102
Logarithmusfunktion 142
Logarithmusfunk.: Umkehrg. der e-Funktion 102
Luftdruck, Anderung mit der Hohe 135
Luftdruck, mittlerer 135
Madahva 238
Mantisse 147
Mathematica 18, 31, 87, 170
Maxwell 195
Mercator, Nicolaus 148
Mittel
arithmetisches 168
geometrisches 168
harmonisches 168
Mittelwert einer Funktion 78
mittlere Lebensdauer 130
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mittlere Reichweite 133
mittlerer Luftdruck 135
Nachhallzeit 134
natdrlicher Logarithmus 102
Neil-Parabel 220
Nennerpolynom 172
Newton 43,50, 75
Newton, Isaac 7
Newton-Abkluhlungsgesetz 134
Newtons Weg zum Hauptsatz 50
n-Fakultat 109
Nicht integrierbare Funktionen 28
Normalfrequenz 164
Numerus 147
obere Schranke 29
Obersumme 23
Obertone, harmonische 167
Parabel als Kegelschnitt 237
Parallelschaltung von Widerstanden 199
Partialbruch-Zerlegung und Integration 234
Peano, Giuseppe 245
Phon 164
Pol 173

2facher 173

v-facher 173
Polynom- und e-Funktion im Unendlichen 111
Polynom- und Exponentialfunktion 109
Polynomdivision 174,175
Population, Vermehrung 132
Potenzfunktion 220
Potenzsummen 36
Primzahlsatz 169
Problem der Zahlentheorie 169
Proportionalitdtskonstante 129
quadratische Zunahme 128
radioaktiver Zerfall 132
rationale Funktion 172
reales Gas, Zustandgleichung 193
Regeln von de L'Hospital 114
Reichweite, mittlere 133
Reihe, harmonische 167
Reihenentwicklungen 238
Reiz und Empfindung 164

Rekursive Berechnung bestimmter Integrale 218

Relation 235
Relationen, algebraische 235
relativer Fehler 115

Riemann, Bernhard
Rotationskorper, Volumen
Rotationsparaboloid
Rutherford, Physiker Ernest
Rutherford-Hyperbeln
Rutherford-Streuung

Satellitenumlauf
Schall-Absorption
Schalldruck
Schar von Stammfunktionen
Schranke

obere

untere
Schuss ins All
Schwellenreiz
Schwellenwert
Sektglas, Volumen
Simpson-Regel
Simpson-Regel, Computer
Sinus, Hauptwert
Sinus, hyperbolischer
Skewes
Spannarbeit
Spannarbeit bei Federn
spiegeln an y=x
Spitzen
Stamm- und Integralfunktion
Stammfunktion

Stammfunktion — Integralfunktion

Stammfunktionen, Schar
stetige Verzinsung
Stetigkeit
Stetigkeit und Hauptsatz
Streifen
einbeschriebene
umbeschriebene
Streifenmethode
Streuversuche

Substitution der Integrationsgrenzen

Summenformel
Summenregel
Super-Flachpunkt
Supremum

Tangens, Hauptwert
Tangentenproblem
Technik des Integrierens
Teilintervalle
Temperatur, Angleichung
Temperaturverlauf

Term, asymptotischer

Regster

32

70
70,72
196
196
198

199
133
164

29
29
214
164
164
73
86
87
225
124
169
21
77
91
220
52
8, 201
48

131
51

22

22
22,31
196
217
32

11
127
29

232

201
23
134
79
175
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Thermogramm

Torus

transzendente Zahlen
Trapezregel

umbeschriebene Streifen
Umkehrbare Funktion
Umkehrfunktion

Ableitung

Definition
Umkehrfunktion bestimmen
Umkehrfunktion der e-Funktion
Umkehrfunktion und Integration
Umkehrfunktion und Ungleichung
unbestimmte Ausdriicke
unbestimmtes Integral
uneigentliches Integral
Ungleichung und Umkehrfunktion
Unleichungen, Ableitung
Unleichungen, Differenzieren
Unleichungen, Integration
unstetiger Integrand
untere Schranke
Untersumme

Van-der-Waals-Gleichung
Verdopplungszeit
Vermehrung einer Population
Vertauschen der Integrationsgrenzen
Verzinsung, stetige
Vielfachheit

von Nullstellen

von Polen
vollstandige Induktion
Volumen von Rotationskorpern
Vorzeichenwechsel und Pol

Waals-Gleichung
Wachstum, exponentielles
Wallis, John

Weber, Ernst Heinrich
Weber-Fechner-Gesetz
Weg

Weierstral3, Karl 7

Wurzelfunktion, asymptotisches Verhalten 222

Zahlentheorie, ein Problem
Zahlerpolynom

Zerfall, radioaktiver
Zinseszins

Zinsfuld

79
82,83
100
85

22
89

93
89
90
102
95
92
113
10
211
92
96
96
96
47
29
24

198
130
132

45
131

173
173
244

70
174

193
129
218
164
164

74

169
172
132
131
131

Regster

Zunahme
beim Luftdruck 135
exponentielle 131
lineare 128
quadratische 128
Zustandgleichung des idealen Gases 193
Zustandgleichung realer Gase 193
Zwischensumme 32
Zylinder 70
Zylinderscheiben 71



