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1. Kapitel
RegelmiBige Vielecke
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1.1 Grundlagen

Wegen ihres ésthetischen Reizes haben die einfach konstruierbaren regelmiBigen Vielecke
schon immer als Zierfiguren in Ornamenten gedient. Die dltesten Darstellungen verwende-
ten vor allem Quadrate, Achtecke, Sechzehnecke usw. Dann tauchten das Sechseck und
seine Abkémmlinge wie Zwélfeck und 24-Eck usw. auf, bis es schlieBlich den Pythagora-
ern gelang, das regelmiBige Fiinfeck, Zehneck usw. zu konstruieren.

Mathematisch beschreiben wir ein regelmiBiges n-Eck mit der

Definition

Ein n-Eck heiBt regelmiBig,
wenn alle Seiten gleich lang und alle Winkel gleich groB sind.

Ab n = 4 geniigt eine Bedingung allein nicht: Eine Raute muss nicht lauter gleich groBe
Winkel haben, und ein Rechteck muss nicht lauter gleich lange Seiten haben.

Jedes regelmiBige n-Eck besteht aus n kongruenten gleichschenkligen Dreiecken. Ein sol-
ches Dreieck nennen wir Bestimmungsdreieck.

Begriindung: Je drei benachbarte Ecken haben einen Umkreis (Mittelpunkt M), also gilt
AAMB=ABMC  (SSS)
Verbindet man M mit der nidchsten Ecke (D), so entsteht das Dreieck CMD,
es ist wegen SWS kongruent zu den andern beiden Dreiecken. Diese Uberle-
gung ldsst sich auf die andern Ecken fortsetzen.



Damit ist auch gezeigt, dass jedes regelmiBige Vieleck einen
Umkreis und einen Inkreis hat (Inkreisradius = Héhe auf der
Basis des Bestimmungsdreiecks). Wegen der kongruenten Be-
stimmungsdreiecke gilt

_ 360° = rans i D=2 o
Ho= = 0= 180°—p,=———" 180

Lisst man auch iiberschlagene n-Ecke zu, dann entstehen regelmiBige Sternvielecke. Sie
sind schon von Thomas BRADWARDINE (1290 bis 1349), dem spéteren Erzbischof von Can-
terbury, untersucht worden.

Es gibt zum Beispiel zwei verschiedene regelmiBige Achtecke. Beim iiblichen Achteck ver-
bindet man jede Ecke mit der nichsten, beim Sternachteck mit der iiberiibernichsten
Ecke. Verbindet man dagegen jede Ecke mit der iibernichsten Ecke, so ergibt sich ein
Quadrat.

Allgemein gilt: Ein n-Eck ergibt sich genau dann, wenn man jede Ecke mit der k-ten dar-
auf folgenden Ecke verbindet und n und k teilerfremd sind. Die Verbindung der Ecken n
und k liefert dasselbe n-Eck wie die Verbindung der Ecken n und n —k.

OCr(O%F
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Ein regelmiBiges Vieleck ist genau dann konstruierbar, wenn der Mittelpunktswinkel i,
konstruierbar ist. Kann man ein n-Eck konstruieren, dann klappt es auch bei einem mit
der doppelten Eckenzahl (Winkel lassen sich ja verdoppeln und halbieren). Am besten
fangt man mit dem Umkreis an.

*1.2 Konstruktionen

Quadrat (4er Serie): Man zeichnet zwei zueinander senkrechte Durchmesser ein. Die

Lote, die man vom Mittelpunkt M auf die Quadratseiten [allt, schneiden den
Kreis in den Ecken des Achtecks.




Sechseck (3er Serie): Die Konstruktion ist noch einfacher. Eine Seite ist so lang wie der
Radius, weil das Bestimmungsdreieck gleichseitig ist. Das Sechseck ist die Aus-
gangsfigur fiirs Dreieck (iibernichste Ecken verbinden) und fiirs Zwolfeck (Lote
fallen).

[ser-Berie] IS .,

Zehneck (Ser Serie): Im Bestimmungsdreieck des Zehnecks gilt wegen der Ahnlichkeit
der Dreiecke MAB und ABT

2 2
r S T r
—= , also r’-rs=s?, r2+(7) =sl+rs+(—),

s Tr—s 2
l Z+ Lz: +.L2
also r 2 s+

; r r . : .
Nach Pythagoras lassen sich r, 2 und s + > deuten als Seiten eines rechtwink-

ligen Dreiecks. Ist der Umkreisradius r bekannt, so findet man die Seite s des

Zehnecks so:
Das Zehneck ist die Ausgangsfigur fiirs 5- und 20-Eck. &




Lange Zeit hat man geglaubt, dass nur Vieleckserien mitn = 4 - 2%, n=3-2%undn = 5- 2%
konstruierbar seien, bis schlieBlich der deutsche Mathematiker Carl Friedrich Gauss
(Braunschweig 30.4.1777 bis 23.2.1855 Géttingen) im Jahr 1801 in seinen » Disquisitiones
arithmeticae« bewies, dass auch noch andere regelmiaBige n-Ecke konstruierbar sind. Fiir
die Eckenzahl n muss gelten

n=2p,"pP,... pn, Wobei m und k natiirliche Zahlen einschlieBlich 0 sind

Pi» P2 --. sind lauter verschiedene sogenannte Fermat’sche Primzahlen (nach Pierre de
FERMAT 1601-1665) der Bauart 2% + 1 mit i € N,

i 22+1

0 3 Fermat’sche Primzahl
1 5 Fermat’sche Primzahl
2 17 Fermat’sche Primzahl
3 257 Fermat'sche Primzahl
4 65537 Fermat’sche Primzahl
5 4294967297 = 641-6700417 keine Primzahl

Konstruierbar sind demnach die n-Ecke mit n=3, 4, 5, 6, 8, 10 12, 15, 16, 17, 20, ...
Nicht konstruierbar sind die n-Ecke mit n=7,9, 11, 13, 14, 18, 19, 21, ...

Enthilt n mehr als eine Fermat’sche Primzahl, dann kombiniert man die Mittelpunktswin-
kel geeignet, zum Beispiel mit n = 15

wir wihlen a=2 und b= —

{2 -
_=?+T‘ I -360°, also 24°=2:72°-120°

1825 konstruierten PAUKER und ERDINGER das 17-Eck.

1832 konstruierte RicHELOT das 257-Eck und Ende des letzten Jahrhunderts wagte sich Prof. Hermes an die Kon-
struktion des 65 537-Ecks. Er brauchte 10 Jahre und heschrleb 250 Ri diese schl n heute in einer
Kiste im Math ischen Institut der Uni

Bis heute (1995) kennt man keine weiteren Fermal 'schen Pr\mzahlen
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*1.3 Berechnungen

Mit dem Satz von PYTHAGORAS konnen wir die Seiten der konstruierbaren regelmaBigen
n-Ecke auch berechnen. Weil je zwei regelmiBige n-Ecke mit gleicher Eckenzahl dhnlich
sind, brauchen wir die folgenden Rechnungen bloB am Einheitskreis durchzufiihren. Das
n-Eck kann dem Einheitskreis ein- oder umbeschrieben sein.

Einbeschriebene n-Ecke

Die Seiten der drei Ausgangsfiguren sind schnell gefunden
Sechseck s,=1

Viereck s;= \/2_

2 1 2 E "
Zehneck nach Seite 8 gilt | + (—) = (510 + 7) i N

1

N\
also s,p= ﬁz 3 : ‘l/sf=ﬁr'
Hat man ein n-Eck, dann ist das 2n-Eck leicht konstruierbar. Entsprechend einfach lasst
sich die Seite eines 2n-Ecks aus der eines n-Ecks berechnen. Dazu verwenden wir das Ver-
fahren von Ludolph von CEULEN (Hildesheim .18. 1. 1540 bis 31.12. 1610 Leiden). Seine
Idee war es, das der Seite s, zugehorige Komplement c, einzufiihren. ¢, ist die zweite Ka-
thete eines rechtwinkligen Dreiecks mit s, als einer Kathete und der Hypothenuse 2. Es gilt

sstci=4, also s,=yd-c. p—




Nach dem Kathetensatz ist czzn=2(l +i> , es gilt somit die Verdopplungsformel

2
= 1/2 +c, .
Als Beispiel berechnen wir die Seite des regelmafigen 96-Ecks. Wegen 96 = 2*- 6 ist die
Ausgangsfigur das Sechseck, wir starten also mit sq = 1

C = ﬂ = ‘/3_ , wir wenden die Verdopplungsformel viermal an
Ci2 = \E’*_C; = m
cu=ﬁ+—cu=v2+\/2+—~/3: //

Ce= Y2+ ow = V2+V2+V2+12+43 \\

es ergibt sich .

o= VA = V2-V2+V2+y2+ 3 =0,065438165622...

Hat ein Kreis den Radius r, dann muss man noch mit r multiplizieren. In einem Kreis
von 3m Radius ist die Seite eines einbeschriebenen regelmiBigen 96-Ecks
3m-0,065438... = 196,3 mm lang,.

Hat man die Lange s, einer Vieleckseite, dann findet man auch schnell den Inhalt F, der
Vieleckfldche. Das n-Eck besteht aus n Bestimmungsdreiecken, also ist

F,,=n-—;—s,,-h" Umfang u,=n-s,
1
F, =5 uh, h,=

. i 1
zum Beispiel Fy = 7 Ugehgs = 7 96546 * %c% = 24545 " Coq

=24V2-V2+V2+12+3 V2+y2+y2+12+43

a - b a + b
Ja—b -ya+tb = ya?—b?
Foo =24 Y2 - V2+V2+43 = 3,13935020...



Hat ein Kreis den Radius r, dann muss man noch mit r* multiplizieren. In einem Kreis
von 3m Radius ist die Fliche des einbeschriebenen regelmiBigen 96-Ecks
9m?-3,139350... ~ 28,25 m* grof.

Umbeschriebene n-Ecke

Wegen der Ahnlichkeitssitze gilt fiir die Seite t, des umbeschriebenen regelmiBigen n-
Ecks

Lo

Sa
thisy=1: 2 also t,,—ZE

2+ V24242443

Bei einem Kreis von 3 m Radius ist die Seite des regelméBigen umbeschriebenen 96-Ecks
3m-0,065473... ~ 196,4 mm lang.
Fiir die Fliche G, des umbeschriebenen regelmiBigen n-Ecks gilt

zum Beispiel ty =2

Gn=n-%tn-l Umfang v,=n-t,
1
G,,—EV.

zum Beispiel Gy, = 3,142714.... Bei einem Kreis von 3 m Radius ist die Fliche des umbe-
schriebenen regelmaBigen 96-Ecks 9 m?-3,142714... ~ 28,28 m* groB.



Aufgaben zu 1.1

Falls nicht anders vermerkt, ist mit Vieleck (n-Eck) immer ein regelmdfiges Vieleck (n-Eck)
gemeint.

N

o7,

14

. Welche Vielecke haben keine parallelen Seiten?
. Bei welchen Vielecken schneiden sich Diagonalen im Mittelpunkt des Vielecks? Wie

viele Diagonalen schneiden sich dann?

. a) Wie groB} ist die Summe der Innenwinkel in einem Zwolfeck?

b) Welches n-Eck hat die Winkelsumme 17 640°?
Wie grof} ist ein Innenwinkel?

. Wie groB ist jeweils ein Innenwinkel im n-Eck?

a)n=3 b)yn=4 ¢)n=5 dn=15 e n=17
f) n=51 gy n=85 h) n=255 i) n=257

. Zeichne ein Fiinfeck, das nicht regelmaBig ist:

a) mit lauter gleich langen Seiten
b) mit lauter gleich groen Winkeln.

. Wie grof} ist im n-Eck

a) ein Innenwinkel

b) die Innenwinkelsumme

¢) die AuBenwinkelsumme

d) ein Basiswinkel im Bestimmungsdreieck

e) der Winkel an der Spitze des Bestimmungsdreiecks (Zentriwinkel)?

a) Wie viele Diagonalen hat ein n-Eck?
b) In wie viele Dreiecke wird ein n-Eck durch die Diagonalen von einer Ecke aus
zerlegt?

. a) Wie viele Symmetrieachsen hat ein n-Eck? Beschreibe die Lage der Achsen.

b) Welche n-Ecke sind punktsymmetrisch?



9. Welche Sitze sind falsch? (Gegenbeispiel!)

a) Fiir einen Innenwinkel o im Vieleck gilt: 60° = o< 120°.

b) Ein Vieleck ist genau dann regelmiBig, wenn es einen Umkreis und lauter gleich
lange Seiten hat.

¢) Ein Vieleck ist genau dann regelmiBig, wenn es einen Inkreis und lauter gleich
lange Seiten hat.

d) Ein Vieleck ist genau dann regelméBig, wenn es einen Umkreis und lauter gleich
grofle Winkel hat.

e) Ein n-Eck und ein k-Eck sind genau dann dhnlich, wenn n = k ist.

f) Zwei Vielecke sind kongruent, wenn sie denselben Umkreis haben.

¢ 10. Wie viele Sternvielecke gibt es mit

a) 15 b) 16 ¢) 17 d) 18 e) 100 Ecken?

$11. Zeige: Ist p eine Primzahl, dann gibt es in einem Kreis (p — 1)/2 regelmiBige p-
Ecke.

a) In welchem n-Eck gibt es 1175 Diagonalen?
b) In welchem n-Eck ist ein Innenwinkel «, = 178,2°?

12

Aufgaben zu 1.2

Falls nicht anders vermerkt, ist mit Vieleck (n-Eck) immer ein regelmdpiges Vieleck (n-Eck)
gemeint.

1. Konstruiere in einen Kreis mit r =8 ein

a) Dreieck und Zwélfeck b) Achteck
¢) Zehneck und Fiinfeck d) Fiinfzehneck.

2. Begriinde, warum das n-Eck konstruierbar ist:
a) n=192 b) n=512 e) n=85899345%
¢) n=920 d) n=17408

® 3. Das 51-Eck lasst sich iiber das 17-Eck und das gleichseitige Dreieck konstruieren, das
85-Eck iiber das 17-Eck und Fiinfeck. Gib jeweils die Gleichung fiir die Konstruktion
des Mittelpunktswinkels an. (Keine Konstruktion!)

4. Bei der Konstruktion von Vielecken gibt es zwei Aufgabentypen:
1 Der Umkreisradius ist gegeben,

II die Seitenldnge s ist gegeben.
a) Warum und wie kann man Aufgaben vom Typ II mit Hilfe von Typ I I6sen?
b) Konstruiere nach a) ein Fiinfeck mit s =6.

5. a) Konstruiere ein Achteck mits=35.
b) Konstruiere ein Zwolfeck mit s =3.



¢ 6. »Konstruktion« des Siebenecks mit dem Einschiebelineal (nach BREIDENBACH)

Ein Einschiebelineal ist ein Lineal, auf dem man zwei Punkte markiert. Man legt das
Lineal so durch einen gegebenen Punkt, dass die beiden markierten Punkte auf gege-
benen Linien liegen (einschieben).
Das Siebeneck ist einem Kreis k um O mit Radius 4 einbeschrieben.
— Zeichne H(—4|6) und OH.
— Markiere auf einem Lineal R und S so, dass RS = 6 ist.
Einschiebung: Lege das Lineal so durch L(—4|2), dass R auf HO und S auf der
positiven x-Achse zu liegen kommen.
— Die Mittelsenkrechte von [OS] schneidet den Kreis in P (iiber der x-Achse). P und
Q(4/0) bilden eine Seite des Siebenecks.
Konstruiere nach diesem Verfahren ein Siebeneck.

¢ 7. »Konstruktion« des Neunecks mit dem Einschiebelineal (nach BREIDENBACH)

Das Neuneck ist einem Kreis k um O mit Radius 4 einbeschrieben.
— Zeichne den Kreispunkt H(2|y > 0).
— Einschiebung: Passe die Strecke [RS] der Linge 8 so ein, dass R auf der y-Achse, S
auf der x-Achse und H auf RS zu liegen kommen.
— Die Mittelsenkrechte von [OS] schneidet den Kreis in P (iiber der x-Achse). P und
Q(41]0) bilden eine Seite des Neunecks. Konstruiere nach diesem Verfahren ein
Neuneck.

Aufgaben zu 1.3

Falls nicht anders vermerkt, ist mit Vieleck (n-Eck) immer ein regelmdpiges Vieleck (n-Eck)
gemeint.

1. Im Kreis mit Radius r gilt fiir das einbeschriebene Sechseck s,=r.
Berechne fiir diesen Kreis ¢, c; und s;.

2. Kreise um Quadratecken durch den Quadratmittelpunkt schneiden die Quadrat-
seiten. Zeige: Die Schnittpunkte bilden ein Achteck.

3. Nach C.F.Gauss gilt fiir die Seite des 17-Ecks im Einheitskreis

! 1
= \/5(”_‘/1—_,/34_2,/5), \/|7+3‘/ﬁ—\/34—2\lﬁ —2y3a+2417
Ermittle mit dem Taschenrechner einen Naherungswert fiir s;; im Umkreis mit r =9
und zeichne damit das 17-Eck.

4. a) Wie lang ist die Seite s, des Vierecks mit dem Umkreisradius 1?
b Berechne die Seite s,,; des 128-Ecks, das dem Einheitskreis einbeschrieben ist.



$5. Verbindet man in einem n-Eck jeweils zwei Ecken so, dass die Verbindungsstrecke
parallel ist zu einer Seite, so rahmen die Verbindungsstrecken ein kleines n-Eck ein.
Berechne fiirn=5,n=6 und n=8

a) aus der Seitenldnge s des n-Ecks die Seitenlinge a des kleineren n-Ecks.
b) das Verhiltnis der Flicheninhalte (groB3 : klein).

6. Setze auf die Seiten der Linge s eines n-Ecks kongruente Rechtecke mit den Seiten-
langen s und x. Die duBern Ecken der Rechtecke bilden ein 2n-Eck. Berechne das
Seitenverhiltnis s: x der Rechtecke und das Flichenverhiltnis F,,: F, der Vielecke
fiir
a)n=3 b) n=4 ¢n=5 d) n=6.

e 7. Zeichne in den Einheitskreis ein Dreieck:
Die eine Seite ist so lang wie die eines Quadrats mit Umkreisradius 1, die andre Seite
ist so lang wie die eines gleichseitigen Dreiecks mit Umkreisradius 1.
Bestimme die Dreieckswinkel und die Lénge der dritten Seite.

*8. Zeichne in den Einheitskreis ein Trapez:
Die eine Basis ist so lang wie die Seite eines gleichseitigen Dreiecks mit Umkreisra-
dius 1,
die andre Basis ist so lang wie die Seite eines Sechsecks mit Umkreisradius 1,
der Kreismittelpunkt liegt im Trapez.
a) Zeige: Die Schenkel sind so lang wie die Seiten eines Quadrats mit Umkreisra-
dius 1.
b) Zeige: Die Diagonalen schneiden sich rechtwinklig.
¢) Zeige: Der Diagonalenschnittpunkt S hat von einer Basis den Abstand 0,5.
d) Berechne Winkel und Flicheninhalt des Trapezes.

9. Fiir die Seitenldnge des Zehnecks mit Umkreisradius 1 gilt s,y =

a) Berechne daraus die Seitenlidnge des zugehorigen Fiinfecks.
b) Wie lang ist sy im Einheitskreis?
¢) Wie lang ist der Inkreisradius des 80-Ecks, das dem Einheitskreis einbeschrieben
ist?
d) Wie lang ist sy, im Kreis mit Radius r?
10. Zeichne einen Kreis mit Radius 5 und konstruiere ein fast regelmiBiges Siebeneck
mit der Nidherung von

1
a) HERON: s; = % S3 b) ESTREMOW: $; =8+ e

11. Dem Einheitskreis ist ein 3-, 6- und 12-Eck ein- bzw. umbeschrieben.

a) Berechne Umfang u, und Flicheninhalt F, des einbeschriebenen n-Ecks.
b) Berechne Umfang v, und Flicheninhalt G, des umbeschriebenen n-Ecks.

12. Berechne Umfang und Flicheninhalt eines 16-Ecks, das einem Kreis mit Radius r
ein- bzw. umbeschrieben ist.

£ 13. Berechne die Seite des 15-Ecks im Einheitskreis.



14.

15.

NAHDRAN
Fiir alle n-Ecke mit n= 5 gibt es bei gegebenem Umkreis folgende Naherungskon-
struktion:

@ Ein Durchmesser [AB] des Umkreises k (Mittelpunkt M, Radius r) wird in n
gleiche Teile t zerlegt (Teilpunkte: A=T,, T\, ..., T,-,, T,= B).

@ Das Lot auf AB in M schneidet k in E und F.

® Der Kreis um M mit Radius r +t schneidet [MB in C und [ME in D.

@ CD schneidet k in G und H (CG < CH) .

® GT,_, ist niherungsweise die gesuchte n-Eckseite.

e L

FUR BESENSTIELISTEN:
GENAU: s, = 6,156, .,

Konstruiere mit diesem Verfahren

a) ein Neuneck mit r=9
b) ein Fiinfeck mit r =5 und vergleiche rechnerisch den exakten Wert von s; mit
dem Niaherungswert s¥.

Konstruiere die Figur fiir r = 4 und begriinde, dass fiir die n-Ecke mit Umkreisradius
r gilt:

a) SM,=s, b) SM,=s, M
¢) SR=s;, d) MT=s,, /‘f

e) M,R =s,,

. a) Konstruiere die Figur fiir r=4. S

b) Zeige: [MD] ist genau so lang wie die Seite s, des einbeschriebenen Zehnecks,
[CD] ist genau so lang wie die Seite s; des einbeschriebenen Fiinfecks.

¢) Zeige: si=s;+s,.



17.

21.

Dem Quadrat ABCD mit der Seitenldnge a ist ein Halbkreis so umbeschrieben, dass

die Ecken A und B auf dem Durchmesser [UV] liegen.
a) Zeige: UA ist Seitenlinge in einem Zehneck mit Umkreisradius a.
b) Zeige: UD ist Seitenléinge in einem Fiinfeck mit Umkreisradius a.

. Beweise die Formel von J. GREGORY (Drumoak 1638 bis 1675 Edinburgh):
30 = (2520 T Sn) S5y +
2u,v,
. a) Zeige: uy, = \{u,,vz,, b) Zeige: v,,= m u+vv

(geometrisches Mittel) (harmonisches Mittel)

. Die Formeln von J. C. SCHWAB:

Sind R, und r, die Radien von Um- und Inkreis eines n-Ecks und R,, und r,, die ent-

sprechenden Radien beim 2n-Eck mit gleichem Umfang (u, = u,,), so gilt

1
=7 (+tR)  Ru=yRimy

Beweise die Formeln von SCHWAB.

Zeige: AB=s,5
BC =5,




2. Kapitel
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2.1. Umfang

Die Frage, wie man bei gegebenem Durchmesser den Umfang eines Kreises bestimmt, hat
den Menschen schon immer beschiftigt. So finden wir in der Bibel im ersten Buch der K&-
nige, Kapitel 7, Vers 23: »Hierauf fertigte er ein kreisrundes Becken an, das von einem
Rand bis zum andern 10 Ellen maB ..., eine Schnur von 30 Ellen umspannte es.«

Will man bei beliebigen Kreisen den Umfang aus dem Durchmesser ermitteln, so braucht
man eine Formel. Um sie zu finden, erinnern wir uns zuerst daran, dass alle Kreise dhnlich
sind und dass in dhnlichen Figuren gleich liegende Stiicke im gleichen Verhiltnis stehen.
Man kann zeigen (aber das ist hier zu kompliziert), dass diese Stiicke auch krummlinig
sein diirfen. Demnach ist das Verhiltnis Umfang : Durchmesser bei allen Kreisen dieselbe
Zahl. Seit 1737 verwendet man nach Leonhard EULER (1707 bis 1783) fiir diese Zahl als
Symbol den kleinen griechischen Buchstaben .

Ist u der Umfang, d der Durchmesser und r der Radius eines Kreises, so gilt

u . . u
q ist konstant, als Gleichung i n oder u=dn

Gewohnlich ersetzt man d durch 2r und bekommt so die Umfangsformel u=2nr.

Wie groB ist ?

Wir machen einen kieinen Spaziergang durch die Geschichte der Berechnung von Niherungswerten fiir . In den
folgenden Dezimalzahlen sind die fiir 7 giiltigen Werte fett gedruckt.

BIBLISCHER
KREIS

Die Bibel verwendet fiir m den Wert 3. Und mit diesem Wert rechnet man auch im alten
Babylon. Eine einfache Uberpriifung (MaBband rumlegen oder Kreis abrollen) zeigt, dass
der Wert in Wirklichkeit etwas groBer ist.

Schon um 1900 v. Chr. kennen die Agypter den Wert (16/9)* = 3,1604..., wie im Papyrus
RHIND nachzulesen ist.

Um 500 v. Chr. rechnet man in den indischen Sulbasutras (das sind Schnurregeln zur
Konstruktion von Altiren) mit dem Wert (26/15) = 3,0044..

PLATON (427 bis 348) gebraucht 42 + y3 =3,1462...

Als erster berechnet ARCHIMEDES (287 bis 212) die Kreiszahl m systematisch, indem er den
Kreis zwischen regelméBige Vielecke einzwéngt:

Man sieht leicht ein, dass der Umfang eines einbeschriebenen Vielecks kiirzer ist als der
Kreisumfang, denn eine Strecke ist die kiirzeste Verbindung zweier Punkte. Man kann
auch zeigen (aber das ist hier zu kompliziert), dass der Umfang eines umbeschriebenen
Vielecks groBer ist als der Kreisumfang. Beim Verdoppeln der Eckenzahl wird der Um-
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fang u, des einbeschriebenen n-Ecks groBer, der Umfang v, des umbeschriebenen n-Ecks
kleiner
Sa < 253, ta = 2W < 2x

t, = 2w + 2x >2t,,

ns, < 2nSy
U, < Uy nt, > 2nt,,
V,, > Van

innen: uy, >u, aullen: v, <v,, also ist zum Beispiel
Ug < Upp < Upy < Ugg < Ugg < oo KUK e < Vgg < Vigg < Vg < Vip < Vg

ARCHIMEDES rechnet bis zum 96-Eck. Daraus folgt: 6,282063... < u < 6,285429...
wegen r =1 ist u=2m, und es ergibt sich fiir = die Ungleichung

3,141031... < ™ <3,1422714...

Weil ARCHIMEDES rationale Néaherungswerte fiir die Wurzeln verwendet, findet er die Un-

gleichung 3%<n<3%. Noch heute schitzt man als gute Ndherung rr227—2 oder

n~3,14.

Der chinesische Astronom ZHANG HENG (78 bis 139) und der indische Mathematiker

BRAHMAGUPTA (7. Jh. n.Chr.) verwenden den Wert m =3,1622...

Eine ausgezeichnete Nédherung findet der chinesische Mathematiker Zu CHONG-ZHI (430
355

bis 501): T3~ 3,1415929203...

In der Folgezeit entwickelt sich ein regelrechter Wettkampf um moglichst viele giiltige
Stellen von .
LEONARDO PiSANO, auch LEONARDO FIBONACCI genannt, (etwa 1180 bis um 1250) berech-
net aus dem 96-Eck den Naherungswert 3,141818...

1427 arbeitet der arabische Astronom AL-Kasi mit dem 6-2-Eck und bekommt
3,141592653589873...

1610 erreicht der Fechtmeister und Mathematiker Ludolph van CEULEN mit einem
4 - 29-Eck 35 Dezimalen. Viele sind von dieser Leistung so beeindruckt, dass sie w
fortan als Ludolf’sche Zahl bezeichnen.

1699 bringt es Abraham SHARP (1651 bis 1742) auf 71 Dezimalen.

1841 schafft William RUTHERFORD in miihseliger Rechnung 208 Stellen, von denen leider
nur die ersten 152 richtig sind.

1873 stellt William SHANKS einen neuen Rekord auf: FleiB und Ausdauer lassen ihn bis
zur 707. Stelle vordringen, doch ach, bloB die ersten 527 Stellen stimmen!

Bis jetzt sind alle Niherungswerte noch Ergebnisse anstrengender Kopf- und
Schreibarbeit.

1949 schlieBlich treten die ersten elektronischen Grofirechner in die Arena. Und nun iiber-
schlagen sich die Ereignisse:
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1949
1958
1961
1973
1983

2073 Stellen in 70 Stunden
10000 Stellen in 100 Minuten
100000 Stellen in 8,75 Stunden
1000000 Stellen in 23,3 Stunden

16 000 000 Stellen in 30 Stunden

Fiir m-Fans geben wir hier nur die ersten tausend Dezimalen an:

3,1415926535
5820974944
8214808651
4811174502
4428810975
4564856692
7245870066
7892590360
3305727036
0744623799
9833673362
6094370277
0005681271
1468440901
420199561 |
5187072113
5024459455
7101000313
5982534904
1857780532

Wer sich die ersten 23

8979323846
5923078164
3282306647
8410270193
6659334461
3460348610
0631558817
0113305305
5759591953
6274956735
4406566430
0539217176
4526356082
2249534301
2129021960
4999999837
3469083026
7838752886
2875546873
1712268066

2643383279
0628620899
0938446095
8521105559
2847564823
4543266482
4881520920
4882046652
0921861173
1885752724
8602139494
2931767523
7785771342
4654958537
8640344181
2978049951
4252230825
5875332083
1159562863
1300192787

5028841971
8628034825
5058223172
6446229489
3786783165
1339360726
9628292540
1384146951
8193261179
8912279381
6395224737
8467481846
7577896091
1050792279
5981362977
0597317328
3344685035
8142061717
8823537875
6611195909

Stellen merken will,

Buchstaben.
Fiir die Praxis ist eine Rekordjagd nach moglichst vielen Dezimalen vollig unniitz: Um
den Umfang eines Kreises von der GriBe des Erdidquators auf | mm genau zu berech-
nen geniigen 11 Dezimalen. Trotzdem sind solche Rekordergebnisse sinnvoll:

Man testet damit die Computer und die Programme.

6939937510
3421170679
5359408128
5493038196
2712019091
0249141273
9171536436
9415116094
3105118548
8301194912
1907021798
7669405132
7363717872
6892589235
4771309960
1609631859
2619311881
7669147303
9375195778
2164201989

lerne Geobolds Gedicht und zihle die

‘WiE, 0 DIES X
MACHT ERNSTLICH $0 VELEN VIELE MUH |
LERNT IMMERHIN, MAGDELEIN, LEICHTE VERSELENN,
WE 0 ZUM BEISPEL DIES DORFTE ZU MERKEN SEIN |

h

Heute verwendet man zur m-Berechnung nicht mehr regelmiBige Vielecke, sondern
zum Beispiel unendliche Summen oder unendliche Produkte wie:

1579 ViETA:

1655 WaLLis:

1665 NEWTON:

mo_22 44 66
2 1-3 35 57
n 1.1 1 13
6 2t 38 2%
L1357 1
2:4-6-8 9-512
m 1 1 1 1
oRY: m=l-gte-gty

2 1 1 1 1 1 1 1 | 1
'?:V?'V7+?V7'Vg+3VE+7V7'“
6
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1734 EULER: — = i e

=—t—t—t=rt..

1766 beweist Johann Heinrich LAMBERT (1728 bis 1777), dass 7 eine irrationale Zahl
ist, sich also nicht als Quotient zweier natiirlicher Zahlen schreiben lasst.

1882 weist Ferdinand LINDEMANN (1852 bis 1939) nach, dass »die Zahl 7 iiberhaupt
nicht Wurzel einer algebraischen Gleichung irgendwelchen Grades mit rationa-
len Coefficienten sein kann«. Das bedeutet: Es gibt keine Gleichung der Form

ax"+a, X" '+a,_x"" 2+ ... +ax tax+a=0
mit rationalem Koeffizienten a,, a,, a,, ..., die 7 als Lsung hat.

Solche Zahlen nennt man transzendent.

Mit seinem Beweis findet LINDEMANN auch die Antwort auf die uralte Frage, ob
es allein mit Zirkel und Lineal moglich ist, einen Kreis in ein flachengleiches
Quadrat zu verwandeln (Quadratur des Kreises). Weil 7 transzendent ist, gilt:

Die Quadratur des Kreises ist unmoglich.
=
=

Noch heute verwendet man den Ausdruck >Quadratur des Kreises«< fiir schein-
bar oder tatsdchlich unlésbare Probleme.

6,28

Nun aber zu einem I6sbaren Problem. Es zeigt eine verbliiffende Folgerung aus der Kreis-
umfangsformel

Wir haben einen Globus von 0,25 m Radius. Um seinen Aquator biegen wir einen Draht
5o, dass er eng anliegt. Die Drahtlinge ist (in Meter) s = 2nir = 1,57... . Dann nehmen wir
einen Draht, der 1 m ldnger ist, biegen auch ihn zu einem Kreis und legen ihn konzen-
trisch in die Aquatorialebene. Wie groB ist der Abstand a zwischen Kreis und Kugel?

Neuer Umfang: s*=1+1,57...=2,57...
*
neuer Radius: r* = —— =0,409...
2n

Abstand: a=r*-r=0,159....
Der lingere Drahtring steht also etwa 16 cm ab.
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Jetzt machen wir dasselbe mit der groBen Erdkugel.
Radius (in Meter): r = 6378388
Aquatorlinge: u = 2rm = 40076 593,765...
um | m langerer Umfang: u* =1+ 40076 593,756... = 40076 594,756...

*
neuer Radius: r* =;—n:6378388,159...
Abstand: a =r*-r=0,159....

im Bild ist

Seltsam: Obwohl die Verlangerung von | Meter bei einer Linge von 40 Millionen Meter
praktisch nicht erkennbar ist, steht der Drahtring wieder 16 cm von der Erde ab! Was ist
da los? Das Ritsel 16st sich, wenn wir die Rechnung allgemein machen.

Radius: r

Umfang: u =2rn
neuer Umfang: u*=u+1=2rn+1
el 1
2 2n 2n

1

Abstand: a =r* —r=r+L—r=—=0,l59...
2 2

Der Abstand a hingt nicht vom Radius ab, er ist bei jeder Kugel gleich groB3!

neuer Radius: * =

Mathematischer Hintergrund

Wir haben so getan, als ob es klar wire, was unter der Lange einer krummen Linie zu ver-
stehen sei. Bisher konnen wir aber eigentlich nur die Langen von Strecken bestimmen. Be-
vor der Mathematiker Kreisumfinge berechnet, muss er sich iiberlegen, was ein Kreisum-
fang iiberhaupt sein soll. Weil ARCHIMEDES keinen Anspruch mehr auf Copyright erheben
kann, benutzen wir seine gute Idee zu folgender Definition:
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Der Kreisumfang ist das Ergebnis der Intervallschachtelung [u,; v,] fiir unbegrenzt
wachsendes n. u, und v, sind die Umfénge des ein- und umbeschriebenen n-Ecks.

Fiir den Sonderfall der Verdopplung der Eckenzahl sieht man leicht, dass eine Intervall-
schachtelung vorliegt:
Von Seite 22 wissen Wir uy, > u, und v,, < v,
auBerdem gilt s,<t,
und damit n-s,<n-t, also u,<v, und schlieBlich wegen
2

2 2
=sp — |l 05 Va=ug— | ~uwi Vemu=un(——1).
Cn Cn Ca

\ \

N/ - \ Sﬁﬂ%

Sa<ty

Wenn n immer groBer wird, kommt s, dem Wert 0, das heiBt, c, dem Wert 2 beliebig nahe.
Weil u, auf alle Fille kleiner als v, ist, wird das Produkt u, ci — 1) beliebig klein und

damit auch die Differenz v, — u,.
Fiir die 3-er Serie ergibt sich fiir den halben Umfang die Intervallschachtelung:

Eckenzahl  Innen: AulBlen: Unterschied
n 1 1 Lo

ZUn 2V 2 (Va =)
3 2,59808... 5,19615... 2,59807...
6 3,00000... 3,46410... 0,46410...
12 3,10582... 3,21539... 0,10956...
24 3,13262 3,15965...  0,02703...
48 3,13935... 3,14608... 0,00673...
96 3,14103... 3,14271... 0,00168...
192 3,14145...  3,14187... 0,00042...

Die abstrakte und komplizierte Definition des Kreisumfangs ist deshalb nétig, weil an-
schauliche Uberlegungen in die Irre fiihren kénnen, wenn das Unendliche mit im Spiel ist.
Dazu zwei Beispiele:

m=4 (?) Beim Viertelkreis ist die Lange der AuBentreppe
auch bei beliebiger Verfeinerung immer gleich 2.
Folglich ist der Kreisumfang gleich 8 und damit
n=4.
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=2 (?7) Die Wellenlinie besteht aus lauter Halbkreisen. Bei einer Unterteilung in drei
Halbkreise gilt zum Beispiel (Durchmesser d):

Lainge der Wellenliie =~ A + -0 + % dyn 2

2 2 /

1 1
=—2—(d|+dz+d;)7l’=’?dﬂ' /
Das gilt auch bei beliebig vielen, beliebig : 7 @

kleinen Halbkreisen. SchlieBlich kann das —d
Auge die Wellenlinie nicht mehr vom Durch- —d
messer unterscheiden. Also ist

—

';—dﬂzd und somit w=2.

/ \

Usnsosmmmmmmmmmrnmnnsssrsnmsoeny

Das letzte von Geobold: Er meint, alle Kreise hétten denselben Kreisumfang. Zum Beweis
rollt er eine Kreisscheibe ab, auf der eine kleine (rote) Kreisscheibe befestigt ist.

QA.O

ALLE KREISE HABEN
DENSELBEN UMFANG !
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2.2. Bogen und Bogenmafl

Zeichnet man in einen Kreis zwei Radien ein, so entstehen zwei Sektoren (Ausschnitte).
Ein Sektor besteht demnach aus zwei Radien und einem Kreisbogen. Die Bogenlinge b
hingt bei einem Kreis mit festem Radius nur vom Mittelpunktswinkel p ab. Zum Winkel
p=360° gehort der ganze Umfang 2rm als Bogen. Weil sich die Lingen zweier Bogen ver-
halten wie die zugehdrigen Mittelpunktswinkel, gilt

Sektoren
Einheitskreis

9 (P=

.
2rm 360°
Weil bei festem Radius Bogenldnge und Mittelpunktswinkel eindeutig zusammengehoren,

verwendet man den Bogen als MaB fiir den Winkel: Der Einfachheit halber nimmt man
die Bogenlinge im Einheitskreis gleich als Winkelmalf3.

. _ K T
und damit b =2rm 360° ry 180°

Definition

Das BogenmaB eines Winkels ist die Lange des zugehdrigen Bogens im Einheitskreis.

Im Alltag verwendet man zur Winkelmessung auch heute noch das babylonische Grad-
maB. Weil aber die Mathematik nur mit Zahlen misst (hier gibt es keine Benennungen!),
stellt sich die Frage, welche reelle Zahl 360° ist. Jetzt wissen wir’s: Es ist die Zahl 2x! In
einer Tabelle vergleichen wir Grad- und BogenmaB:

Gradmal} = Bogenmaf}

360° = 27
180° = =«
90° = a2
60° = u/3
45° = /4 Gz o0
30° = a/6 F
Z %
I°= g5 =0017... ‘
5
1= 55
T

Der hochgestellte Kringel im babylonischen Winkelma@ ldsst sich als Faktor % deuten.

So kann man einen Winkel leicht von einem MaB ins andre umrechnen:
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n _In _ e, 180° 3
180 =3 ~0,61 25=25 —n' =~ 1432

Mit dem Bogenmal} wird die Formel fiir die Bogenlinge viel einfacher:

35°=35-

b= ru~#, wegen # =1 ergibtsich

Bogenliinge u im Bogenmal

Zwei Beispiele:

Wie lang ist eine Eine Seemeile (1 sm) ist so lang wie ein Bogen eines Lingenkrei-
Seemeile? ses der Erde (Meridian), der zum Mittelpunktswinkel 1’ gehort.
1 sm= 6368 km- 1’ = 6386 km - (1°/60)
= 6386 km - (1/60) - (1/180)

=1,852km

2.3 Fliche

Seit 1882 (LINDEMANN!) wissen wir, dass die Quadratur des Kreises unmoglich ist: Mit Zir-
kel und Lineal allein ldsst sich kein Quadrat konstruieren, das denselben Inhalt hat wie ein
gegebener Kreis. Wir suchen jetzt eine Formel, mit der wir den Kreisinhalt wenigstens be-
rechnen kdnnen.

Auf Seite 12 steht die Formel F, = u,h,/2 fiir ein regelmiBiges n-Eck, das einem Kreis ein-
beschrieben ist. Wichst n iiber alle Grenzen, so kommt der Umfang u, des n-Ecks dem
Kreisumfang u = 2rm beliebig nahe. Ebenso kommt die Hohe h, des Bestimmungsdreiecks
dem Kreisradius r beliebig nahe. Die Fliche F, wird zur Kreisfliche und es gilt:
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=4{-2rn-r Inhalt der Kreisfliche

Ein anderer Weg zu dieser Formel kommt ohne Vielecke
aus: Man zerschneidet zwei gleiche Halbkreise in kon-
gruente Sektoren und verzahnt diese wechselweise, so-
dass ihnen ein Parallelogramm umbeschrieben ist.
Waichst die Sektorenzahl iiber alle Grenzen, so kommt
die Grundseite dem halben Kreisumfang rm und die
Hohe dem Kreisradius r beliebig nahe und es gilt Kreis-

fliche = halber Kreisumfang mal Radius:
F=rm-r=rm.
Einheitakreis
B T A.=365..
P ) < g
r‘/ \
i P =t v 129..
b4 AN 282

Ag=3,181...

~n=e | 1019...

3121

‘W I MM’W\ M‘H\ H\ Ag = 3,1441...
- I uwwwwwv.w
HIIIIIIIHH 11111111 4
mwunwummuuuuwmmm \
M

=3l
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In der Tabelle stehen einige Parallelogrammwerte, wie sie sich beim Aufschneiden des

Einheitskreises ergeben:

Sektorenzahl Parallelogramm- Parallelogramm- Parallelogramm-
lange héhe flache
4 282 1,29... 3,65...
16 3,121... 1,019... 3,181 ...
64 3,1403... 1,0012... 3,1441...
256 3,14151... 1,000075 ... 3,14175...
1024 3,141587... 1,0000047... 3,14160...
4096 3,14159234... 1,000 00029... 3,1415932...
16384 3,141592634... 1,000000018.... 3,141592692...

Der Faktor r? in der Flichenformel sollte nicht iiberraschen. Weil alle Kreise dhnlich sind,
kann man sich vorstellen, dass der Kreis mit Radius r durch zentrische Streckung (Streck-
faktor r) aus dem Einheitskreis entstanden ist. Ist F, der Inhalt des Einheitskreises, so er-
gibt sich fiir den Inhalt F, des Kreises mit Radius r die Formel F, = r’F,. Die Konstante F,
entpuppt sich als die Kreiszahl m, als die Zahl also, die schon bei der Umfangsbestim-
mung die entscheidende Rolle gespielt hat.

Sektorfliche

Den Flicheninhalt Fy,,, eines Sektors berechnen wir so dhnlich wie die Linge eines Kreis-
bogens: Zum Winkel u = 360° gehért der ganze Kreisinhalt r’r als Fliche. Bei gleichem
Radius verhalten sich zwei Sektorflichen wie die zugehérigen Mittelpunktswinkel. Deswe-
gen gilt

Fsektor _ kK

. ——
o 360° und damit Ferior = 27T 360°
. F=3rb

mit 71/180° = 1 ergibt sich Fsexior = 7 r’u

Ersetzt man ru durch die Bogenlinge b, so ergibt sich
‘ F, = 1 br

Sektor L) . b b
—y

Die letzte Formel erinnert an den Flicheninhalt eines Dreiecks mit der Grundlinie b und

der Hohe r. .
Mit Kreisbgen lassen sich reizvolle Figuren bilden. Die Berechnung ihrer Fliche und

ihres Umfangs erfordert manchmal Blick und Geschick. Dazu ein Beispiel:

31



Gegeben ist eine Kreisbogenfigur im Quadratgitter mit der Gitterkonstante a. Berechne
Umfang und Flacheninhalt in Abhdngigkeit von a.

Umfang: Die Figur besteht aus vier Viertelkreisen, davon haben
zwei den Radius a, die andern beiden den Radius 2a.
1 1
=Q.—- +2.—- =
u=2 7y 2am+2 2 2 (2a) m=3am

Fliche: Den Flicheninhalt F findet man, wenn man vom Qua-
drat der Seitenlinge 3a die Flichenstiicke A und B
zweimal abzieht

A = Rechteck — Viertelkreis

A =3a-2a ——l—-(Za)zrr= 6a? —a’m

F =(Gay-2A-2B Viertelkreis B = % aln
|

F =9a? -2 (6a’ — a’m) — Z-Ta"n

F =9a? - 12a2+2alﬂ—%azrr

=3 g3
=gam 3a—2a(rr 2)

Es geht auch anders: Weil die Figur punktsymmetrisch ist,
wird sie von der Diagonale halbiert, das heifit F=2C.
D = kleiner Viertelkreis — kleinesDreieck
I 5 1,
D= Fan-ya
C = groBer Viertelkreis — groes Dreieck — D

2 4 2

C :%(2a)’-'rr—L23-2a—(Laln—Lz#)

1 1 3 3
= a’m — 242 — — a* — 2 =" gl — —q2
C=ar-2a 4dTl'+2d 7 T 5a

B A e T I PP
F~2(4arr 24>724—2d(rr 2)

2.4 n-Berechnung

Weil die Kreiszahl  auch in der Flichenformel auftaucht, eignen sich zur 7-Bestimmung
auch alle Verfahren, mit denen man die Kreisfliche naherungsweise berechnet, zum Bei-
spiel:

Treppenverfahren

Wir zerschneiden einen Viertelkreis mit Radius | in n gleich breite Streifen. Jeder Schnitt
bestimmt zwei Rechtecke der Breite 1/n. Die Rechtecke bilden zwei Treppen: Die innere
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liegt ganz im Viertelkreis, sie fiillt ihn um so besser, je groBer die Anzahl der Rechtecke
ist — und die duBere enthilt den Viertelkreis, auch sie gleicht sich diesem mit wachsender
Streifenzahl immer besser an. Die Inhalte von Innen- und AuBentreppe kommen sich bei
wachsender Streifenzahl beliebig nahe, bilden also eine Intervallschachtelung fiir den
Viertelkreis-Inhalt. Die Bilder zeigen AuBentreppen mit acht bzw. 20 Streifen und die zu-
gehdrigen Innentreppen.

Fliicheninhalt der Innentreppe F,.,
Nach PYTHAGORAS gilt fiir die H6he y; des i-ten Rechtecks

i\2 2 — 12
y§=12—<L>=n L also yi=—ln—,/n2—iZ

n n?

Das i-te Rechteck hat den Inhalt F, = % yi= # n?—i

F,

innen

=F +F+F+..+F,

Fi,,,,c,,=;]2-(;/n2—l2 +yn2~22 +yn2 -3 + ..+ n2-n1)

LI & 1
Fliicheninhalt der AuBlentreppe F,,q.,

Die AuBlentreppe unterscheidet sich um ein Rechteck von ihrer kleineren Schwester, es
ist das Rechteck mit der Hohe 1 (= Radius); sein Inhalt ist 1/n.

|
Fuugen = Fingen + P

4 Fipnen und 4 F 4., sind Niherungswerte fiir den Inhalt des Einheitskreises und deshalb
zugleich auch fiir m:

4 Fignen < <4- Fyypen
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Die Tabelle machts deutlich: der Kreis im Wiirgegriff von Innen- und AuBentreppe:

Anzahl n vierfacher Inhalt vierfacher Inhalt Unter-
der Streifen der Innentreppe der Auflentreppe schied
8 2,83... 3,33... 0,5
10 2,90... 3,90... 0,4
20 3,02... 3,22... 0,2
100 3,120... 3,160... 0,04
1000 3,1395... 3,1435... 0,004
10000 3,14139... 3,14179... 0,0004
100000 3,141572... 3,141612... 0,000 04
1000000 3,1415906... 3,1415946... 0,000 004

Die Mittelwerte von AuBen- und Innentreppe ergeben bessere Niherungswerte fiir m, so
zum Beispiel 3,14159226524... bei einer Million AuBenstreifen.

Gitterpunktverfahren

Wir zihlen alle Gitterpunkte mit ganzzahligen Koordinaten in oder auf einem Kreis mit
Radius n(n € N). Jeder Gitterpunkt reprasentiert ein Einheitsquadrat. Die Anzahl g der
Gitterpunkte ist deshalb ein Naherungswert fiir die Kreisfliache: g = n’n, also 7~ g/n%

e
[
e [ e o[ oY
olele olefe
e 1]
B¢ ki 1=
\ o|ele o|efe
ofee oo
an oo nei
BE g=49
L mege30ms

Wir zeichnen den Kreis mit Radius n in ein Koordinatensystem um M(0|0). Zuerst zéhlen
wir alle Gitterpunkte mit positiven Koordinaten. Uber dem x-Wert i liegen alle Gitter-
punkte, deren y-Wert kleiner oder gleich yn® — r? ist. Solche Werte lassen sich bequem mit
der TRUNC-Funktion der Computersprache Pascal berechnen.

TRUNC(X) schneidet von der Dezimalzahl x alle Nachkommastellen ab,

Beispiel: TRUNC(1,87) = | oder TRUNC(—3,1415) = —3.

Folglich liegen TRUNC (yn? — i2 ) Gitterpunkte iiberm x-Wert i im Viertelkreis. Insgesamt
liegen v = TRUNC (an — lz) + TRUNC (Vnz— 2? ) + ... + TRUNC (\/n2 -(n- 1)2) Gitterpunkte
mit positiven Koordinaten in oder auf dem Viertelkreis.

Zihlt man die Achsenpunkte noch dazu, so ergibt sich fiir alle Gitterpunkte in oder auf
dem Kreis die Anzahl g=4-v+4-n + 1. Die Naherungswerte g/n? zappeln unregelmiBig
um 7, kommen aber auf lange Sicht der Kreiszahl 7 dennoch beliebig nahe.

34



Radius n Anzahl g der Niherungswert m—m*
Gitterpunkte * fir o
2 13 3,25 -0,10...
3 29 3,22... —0,080...
4 49 3,06... 0,079...
5 81 3,24 0,098...
6 113 3,138... 0,0027...
7 149 3,04... 0,10...
8 197 3,07... 0,063...
9 253 3,123... 0,018...
10 317 3,17 -0,028
100 31417 3,1417 -0,00010...
1000 3141549 3,14159 0,000043...
10000 314159053 3,14159053 0,0000021...
100000 31415925457 3,14159254... 0,000 000 10...
1000000 31451592649625 3,141592649... 0,0000000039...
n-n*
01+
TI‘F n=50 n=100 ne150 n=200
3.5 o
)
002 VergroBerung
001

|

‘m ]ll ! ]“MM ”.IMIJ]JM)U.JMM.MLf}lmkJ.«J}rmﬂ»h..l«}.u.ulum‘»).mm.m,:,a.m

n=50 na150

-001-
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Zufallsregen (Monte-Carlo-Methode)

Mit einem Computer erzeugen wir Paare von Zufallszahlen zwischen 0 und 1 und deuten
sie als Punktkoordinaten. Solche Zufallspunkte liegen in einem Quadrat mit den Gegene-
cken (0]0) und (1]1). Weil der Zufall auf lange Sicht keine Gegend im Quadrat bevorzugt,
verhilt sich die Anzahl v der Punkte im Viertelkreis zur Anzahl q der Punkte im Quadrat
annihernd wie der Inhalt des Viertelkreises zum Inhalt des Quadrats

Die Tabelle enthilt die Ergebnisse dreier Versuche mit je 10 Millionen Tropfen und die
Zwischenergebnisse in Abstinden von Zehnerpotenzen. Der Zufall verteilt die Tropfen
nicht so gleichmiBig, wie die Gitterpunkte liegen. Deshalb sind die Niherungswerte im
Durchschnitt nicht so gut wie die im Gitterpunktverfahren.

Anzahl q Niherungswert Niherungswert Niherungswert
der Punkte 1. Versuch 2. Versuch 3. Versuch
im Quadrat
10 4 1,6 3,6
100 3,24 3,4 3,56
1000 3,124 3,132 3,184
10000 3,1556 3,1104 3,146
100000 3,14776 3,14524 3,14592
1000 000 3,142904 3,1434 3,141 104

10000 000 3,141564 4 3,1418716 3,1412184

Aufgaben zu 2.1

1. Berechne den Umfang eines Kreises mit Radius 10. Verwende dazu
a) =3 b)n=314 o) n=~22/7
und bestimme den relativen Fehler auf 0,1 % genau.
2. Berechne den Durchmesser eines Kreises mit Umfang 10. Verwende dazu
a) m=3 b) m=3,14 ¢) m~22/7
und bestimme den relativen Fehler auf 0,1 % genau.

3. Miinchen bewegt sich in 24 Stunden auf einem Kreis mit 4260 km Radius um die
Erdachse. Wie groB ist die Geschwindigkeit?

4. Die Erde lduft in einem Jahr um die Sonne auf einer kreisdhnlichen Bahn vom Ra-
dius 150 Millionen Kilometer. Wie groB ist ihre Geschwindigkeit?
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