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1.Kapitel
Aufgaben zu 1.1 Grundlagen
14/1. n=2k+1, (k=1)

14/2. n =2k, (k =22); in M schneiden sich -’21 Diagonalen.
143. a) (12 - 2)-180° = 1800° b) n =100, o9 = 176,4°

14/4. a) 60° b) 90° ¢) 108" d) 156° e) T ~158,8°

f 2 -1729°9 B 1758 h) BE ~1786%i) L 1786

14/5. a)

146. a) a,=2%% 180" b) (n-2)180° ¢) 360" d)jo, e)pu=2"

14/77. a) d= ;n(n-3) b) n-2

14/8. a) Ein regelmiiliges n-Eck hat n Symmetrieachsen. Ist n gerade,
so sind die /o Mittelsenkrechten und die /3 Winkelhalbierenden
Symmetrieachsen. Ist n ungerade, so fallen die Mittelsenkrechten
mit den Winkelhalbierenden zusammen.
b) n-Ecke mit geradem n sind punktsymmetrisch.

159. a) GB:n=7 c) GB: Raute d) GB: Rechteck
f) GB: Dreieck und Quadrat

1510. a)3 b)3 e 7 d) 2 e) 19

1511. Ein regelméifliges p-Eck entsteht, wenn man die Ecke p mit der Ecke k
verbindet, wobei p und k teilerfremd sind. Weil es p-1 solcher Zahlen k
gibt und die Verbindung von p und k zum selben p-Eck fiihrt wie die
von p und p -k, gibt es 15 (p - 1) regelmiBige p-Ecke.

Bemerkung: Fiir jedes n existieren so viele verschiedene (einander nicht dhnliche) regelméBige
Stern-n-Ecke, wie es ganze Zahlen k mit 1<k<?/2 gibt, die zu n teilerfremd sind.

15/12. a) n=50 b) n=200



Aufgaben zu 1.2 Konstruktionen

15/2. a) 192=263 b) 512=274 ¢) 1920 = 257-15
d) 17408 = 21017 e) 8589 934 594 = 2(22" + 1)

cial. 3607 _ @ 3600 1, 360° 360" _ ~.360° _ o, 360°
15/3.  zum Beispiel: 3~ =6 115, S =175 -25

15/4. a) Weil alle regelmifligen n-Ecke mit derselben Eckenzahl dhnlich
sind, kann man aus einem n-Eck mit der Seite s' durch zentrische
Streckung (m = S/g') das n-Eck mit der Seite s konstruieren.

15/5.  Vergleiche 4. a)

Aufgaben zu 1.3 Berechnungen
16/1. c6=r\/§,c3=r, s3=r\/§

16/2.  Das Achteck hat einen Umkreis, die Seiten haben die Linge
x = a(W2 - 1); deshalb ist das Achteck regelméafBig.
16/3. 817 = 3,3

16/4. a) S4=\/§ b) C4=\/§ ,C128=V2+ V2+ V2+02+V2+\[2-
S198 = \’4 - C1282 = 0,049...

n=6

17/5

S Das kleine Sechseck entartet

zu einem Punkt.

=d=1s(1+v5)
a=d-2d-s)=2s-d= % s(3-5)



n=8§

Pythagoras fiir AABC:

(s + a)? =2s2

>a=s\2 -1)
F; g2 1
b)'f? =2 = 5(7+3\fg)
Fg g
TS. =2 = 3+2\j§
17/6 a) e s;2_D
X %Ee
s
M
A — 18

Aus der Kongruenz des Bestimmungs-
dreiecks ABM und des Dreiecks DEC
(WSW-Satz) ergibt sich:

x=r = 2 =43
Fg¢  2F3+3sx
F; = F3

b) 2x2 = s2 =>x=% 2s =2 =2

s? + 4-s2 %\/§+ 2- 52
3

c¢) Wie in a) liefert die Kongruenz: x=r =

& _ 2F5+ 5sx

Fs F5

d)x=r=s =

)

=2+2\/§

2s

Vi0-2v5

10-2V5

=

* |o

2 2

5s=
_gy —NM0=25 5 8 o
5g2. V5+1 +\/§+1 \/—
4 Vo-2v6
F12 2F6+682 6s2 4
= = =92 =
Fe FG + 6%8% -".3\/§



17/1.

17/8.

17/9.

Umfangswinkelsatz:
a=2C =60°, y=3 =45°
= B=175"

AH = INB , B = L6
(AAHB ist ein halbes

gleichseitiges Dreieck.),

CH = HB (gleichschenklig)
=>E=§ 2+%\/§ =%(\/§+\/§)

a) Pythagoras:
_|v3-1]2 (‘fé 1)2
s? = | X5 j + |
= s=42
b) XBAC=<4DBA= ¥ =45°
(Umfangswinkelsatz)
= XASB = 90°
¢) ADSN ist gleichschenklig-

rechtwinklig = DN =NS =
d) o =45° + 30° = 75°,
B = 750, ’Y: 8 = 105°,

A=@.@ =1+143

a) c102 =4- 5102 y C5 = ‘3102 -2

= s5=\d-cs2 =VA-(c;o?-22% =\Jd-(4-5,02-2) =

-\J4-(2-=26) - 1\10-2\6

b) cio=V4—5;02 = 15\110 + 25
Cgo = \‘2 + \’2 + \‘2 +Ci0 Sg0 = \}4"0802 = 0,0785

©) pao =1 -(55/2)% =0,9992... d) sgy=10,0785...




1711.

17/12.

17/13.

18/14.

18/15.

a) u=3V3 jug=6, u=12V2-43 ,
Fa=343, Fg=3V3, Fip=3

b) v3=6\/§, v6=4\/§, v12=24(2-\/§),
G3=3V3, Gg=2V3, G;3=122-43)

ue= 16rV2—V2 + V2 Fig= 4r2\2_v2
Vig = 16r V2 - 2\2vy2 - 2 ,Gi6 = 8r2 \V2-2\2y2 -2

Es gilt: ABAP ~ AACC'. Wegen CC' =2r und BA =r folgt
aus der Ahnlichkeit BP = 2 C'A = %\/4 - 8102 .

Wegen < ACP = 30° und < CAP = 60°ist

AAPC ein halbes gleichseitiges Dreieck.

ﬁPT= =%‘\/§'JA—C_=1§3510.

SI5=P_B-—ﬁ3_=}2' AC —12' 3 S10
= L\4-1(B-17 - 1V3 - 1B -1)
= LV16-(6-2v6) -1(15-3)
= 1 (/10 + 2VB- V15 + V3)

b) s5=2,5\10-2v5 =5,87...,
s5*=34 =5,83...

a) XSM;M; = 120° = SMj=s,
b) XSM;M,; = 60° = SM;=s4

c¢) <M;TM, = 150° (Umfangswinkelsatz fiir den Kreis um Mjy)
= {MlTM3 =75" = quMlT =15"=> & SMlT = 45°
= RS =s3=rV2-42



d) {M1M3T=30° = MlT =819 = 1'\}2—«5
e) {M2M1R= 15° = M2R =894 =T \‘2—\/2+\/§

18/16. b) Wegen LC =LD gilt mit MD =: x im Dreieck LMC:
LC 2= LM 2+ MC 2 (1/2r+x)2 =r24+(/p1)2
= x>+rx-r?=0 = x= } r(\6 - 1), also x=s;q.
Mit DC =:y gilt: y2=r2+s;y2
= y?=2r2-l\y5r? = y=1 rv10-2v5 , also y=s5.

c) Pythagoras im Dreieck MDC liefert: s;2= sg + s102.

19/17. a) Ist M der Kreismittelpunkt, so gilt:
MD = V5 a (Pythagoras in AAMD)

'__l\l—a__az-;-a(‘\/g-l)=510'

b) UD = +%a%y5-1)? (Pythagoras in AUAD)
=

19/18. Wegen s,2= 4-c,2, sp.2= 4-cg,%, 84,2 = 4-cgp2und cp2= 2 +¢,

gilt: Sgn3 = (4- Cznz) \14— 02n2 .

Fiir die rechte Seite gilt:
(2890 + Sp) S4n? = (244 — c9p2 + V4 — c,2 )(4 - ¢4p2) =
= (244 -con? +\4-(cn2-22 )4 -2—-cy,) =

= (2 \}4 - 02n2 + Cop \‘4 — 02n2 )(2 - Czn) = (4 - Cznz) \,4 - Cznz

1919. Mit AB =s, gilt: AE = 1 s5,, AG = GN = 1 t,,,

AB =t,
1
s to
a) AANR~AGNE = 12 = 122 5 5,2= sty
3 Sy 7 Son

Multiplikation mit 4n? ergibt:
5,2 = ns,-2nty, ,
also ug,? = uy, vy,

= Ug, = dun'v2n



19/20.

19/21.

Sntn
b) AA;GA ~AARM = AM :RM =AG :GA = ty= 53t

AA,B,M ~ AABM = MN :MR = tnis,

P R t (tn— t n)
wegen MN = AM folgt: S—n = z_tzz_
n n

ont 2ns,t'n 2u,v,
= M = G ito)m = VT urv,

M

/ Ir
< [
SE
B4

A G N

Essei AB = s,. Zeichnet man durch den Mittelpunkt N; von [M;N] die

Parallele zu AB, so ist AA;B;M; das Bestimmungs-
dreieck des 2n-Ecks mit gleichem

Umfang, denn A1B1= 5Sn M,

und XA;M;B; = ; XAMB

(Umfangswmkelsatz)

Damit gilt:

N1M1 =Toy = -;- . Fn
Wegen NM1 =r, + Rn 8,

folgt ro, = (rn +R,).
Wegen A AMl =2R o,
und NM; = 2r,,
liefert der Katheten-
satz fur AAEM;:

4R 2n = 2R 21‘n
= R2n Rnr2n

E

Ist M Mittelpunkt des groBen Kreises, N Mittelpunkt des kleinen Kreises
und T Beriihrpunkt auf NC, so liefert Pythagoras mit TC=BC =:x

(gr+x?2 =r2+(12r)? = x= 1 r(W5 —1), also x = sy¢ . (Aufgabe 16.b)
XBMA = 60°- 36° = 24° = AB=s;5.



2.Kapitel
Aufgaben zu 2.1 Umfang

36/1. a)u=60, f=-45% b) u=628, f=-0,1% ¢) u=62857, f=0,0%

36/2. a)d= 13—0 , f=4,7% b) d=3,1847, f=0,1%c) d =3,1818, f=0,0%

36/3. v=2 ~1115kmh 4. v =107589 km/h
37/56. n=3,2 f=19%/0 6. 1=3,125 f=-5°,
37/7. wr=3,162... =700 8. n=3132... f=-3°/,
37/9. =w=3,160... f=6%0o
Die Dreiecke sind #hnlich: halber Umfang = 4- (4 ), 3 = 4. (% ) S (4 J
37/10. n~31462.. f=1°,, L <\B -2
3711. =n=3,1446... f=1°, 12. n=3,1428... f=0°c0
37/13. =n=3,1426... f=0°0o 14. n=3,14166... f=0°/,0

37/15. mn=3,141533... =00
Konstruktion: MB =1,BK = %\/5 , C_K—=3—§\/§

w2=4+(3-%\f§ )2 = w=\/i‘3‘l-2\/§

38/16. n=3,14164... =0/,

Konstruktion: n=d + z
d ist der Durchmesser des Kreises mit r = 1,2

z ist die Seite des regelmifligen 10-Ecks, das dem Kreis einbeschrieben
ist.

38/17. n=3,14164... f=0°0o m=u= \11,22 +0,62 +12+06=v1,8 +1,8

38/18. & =3,1416 f=0°q0

10



88/19. n~3,1415919... f=0°/c, Konstruktion: a=v146, I = 13 - n~B\146

38/20. m=3,1415932... f=0°/,,
Konstruktion: n = % +% 229 , wobei V229 2 =152 + 22

= - 0° - 6 _ 355
38/21. n=3,14159292... f=0"/5 k=3+2 = 35

Beriicksichtigung von d: k =3 + 22 = r = 3,1415926530...

38/22. VIETE: 3,12144... WALLIS: 2,92571... NEWTON: 3,14151...
GREGORY: 3,33968... EULER: 2,92261..., 3,06139..., 3,13899..., 3,14134...

Aufgaben zu 2.2 Bogen und Bogenmalf}

39/l. a)z;157 b))z ;026 ¢) 7 ;079 d) 7 ; 052
e) % ; 1,05 f) % ; 0,02 g) %" T, 34,70 h) —-3n s -9742
D - n; -3491 ) Ln2; 247 k) \/i2 n; 1,32

39/2. a) 114,6° b) 180,1° c) 45,8°d) 28,6°
e) 573,00 f) -154° g) 58,3°h) 57,3°

39/3. a)b=z b b=5 b= dp=02 e p=1

HDu=ln gr=1 hr={n Dr=15

39/4. Minutenzeiger: 26,829m; 0,447m;0,00745m
Stundenzeiger: 1,44m; 0,024m;0,00040m
39/5. 2 _nV2+4

8= nve-4 T n2_8

39/6. a) rg ~ 6366 km, ry ~ 1735 km, rg ~ 695507 km
b) Entfernung Erde-Sonne: 1,5-10% km, vg = 29,9 km/s
c) d=1,181019 km

39/7. Mit den Ndherungen b = 1,435 m fiir den Bogenund d=r
fiir den Abstand gilt: d = 4933 m.

11



39/8.

40/9.

40/10.

40/11.

40/12.

40/13.

40/16.

12

20 2
a) o n b) 5n c)gn

a) Dreieck ABC ist gleichseitig mit a=4 und h = 23 . b) u=4n

a) 2n(36,5m + 0,05m + x) + 2:84,39m = 400m = x =25cm
b) 25:2n m = 157m

u=2n(1+\/§)

a) ADBC, ADFC sind gleichschenklig = <BDC = <DCB = <CFD =: ¢
Winkelsumme in ADBC = ¢ =90°- % B, (B=<«xB),

= <DCF =180°-2¢ =B = 4 DCE =4 FCB,
denn ¥ACB = = Bogen(DE) = Bogen(FQG).

b) Begriindung analog a)

c) Begriindung analog a)

d)B=7y=36" > A=F, £ = > (Goldener Schnitt)
'~ 101010 m 14 u=628m 15 d=318mm

o) gleich schnell, 1 = 4an + 36a
B) 2 mal so schnell, 1= 4,52 an + 6a\2



Y) 6 mal so schnell, 1 =6ar + 17a
8) 7 mal so schnell, 1= 1?] 2 am + 6a\y2

€) 8 mal so schnell, 1 = 7,25ar + 9a

40/17. u = 800km-50 = 40 000 km, b = 2rn% = r=6364 km

Aufgaben zu 2.3 Fliche

42/1. a)F=n b) F=n4 ¢) F=4n d) F=5n e) F=1n°

t’)r:% g)r:% h)r:@i)r-n—\/5

I 4

422. a)b=3,F=1% b) u= 5, F=1 ¢) u=1,b=2
d) r== ,F=23—7t e) r= \fsnﬁ , b= \’%_g
1 1 1
) r= 2,p='2- g)b=1,F=§ h) l‘=1,F=§

i) r=v2 ,b=V2 j) r=+21 ,b=+21
42/3. a) F=300, f=-45% b) F=314, f=-0,1%¢) F=314,3, f=0,0%
42/4. a) d=3,65 f=2,3% b) d=3,57, f=0,0% ¢) d=3,57, f=0,0%

42/5. f= HB-1 A1 A

=-05% 6. a) T =3 b)ﬁ:
u

L et

42/7. Beide Male gilt: A, = 212,9 cm?

42/8. a)d=165cm, u=52cm, A=21cm?
b)d=2,15cm, u=6,8cm, A=3,6cm?
c) d=290cm, u=91cm, A=86,6cm?



42/9.

42/10.

43/11.

43/12.

43/13.

43/14.

43/15.

43/16.

43/117.

43/19.

44/20.

44/21.

14

Akreis = 183 km?

Ukreis = 2rn < Ugquadrat = 41'\/; < Uyechteck = 31‘\/2_1t
uquadrat = 1’128ukreis’ Uyechteck = 1,197ukreis

Erster Tag: ry =4
Bedingung fiir den n-ten Tag (n 2 2): r2n-r,_2n = r?n
Verlangerung am n-ten Tag: v,=r,-r,_; = v, = Wn —vn-1 )-rq

u = 2n(R +r), F = n(R2 - r?),
diese Formeln gelten auch fiir nicht konzentrische Kreise.

a) F=n b) F=3r ¢) F=n/3

Fr (3)2 Tr _R
r ’ r

= = — , deshalb ist die Aussage falsch.
F. T,

Wegen £ r-2rn=r?n stimmt die Aussage.

10,67 DM beziehungsweise 24 DM

p=2 18. n=4
nr? (V2 - 1)% r’n9

w TV —es6%  b) o =~ 667%
nr2 (243 - 3)2 r2 n/4

o B g ~646% d) o =50%

Pythagoras: R.2=r2+R;2 = R,2n-R2n =r’n

a) 2x2=r?1 = x=ry/2 (Quadratfliche = Kreisfliche)

b) : 2rx = é— r’n = x=rw2 (Dreieckfliche = Halbkreisflache)

1
2

c) 2x2+4-§ xV2 (2r — %x\/ﬁ) =rg = x= %\/E rn
(Sternflache = Kreisflache)



44/22.

44/23.

44/24.

45/25.

45/26.

45/27.

46/28.

46/29.

_ 1.2 1 12 1 o2
Flunulae=FA+FHKa+ FHKb—FHKc— ab + -8-a1r+ §b1t—8C1t-ab
(wegen a2 + b% =c?)

Man zeichnet das rechtwinklige Dreieck mit dem groflen Durchmesser

als Hypotenuse ¢ und dem weif3 gezeichneten Durchmesser als Hohe h

: 2
ein: Farbelos = %(%)21:— %rzn— 1én = Lalr+s?-r2-52]=

_ 2r2s _(h )2
= rsn= 2 n-(2)n

wegen ¢/2 =r + s und 2r-2s = h? (Hoéhensatz).

F=ab+; a’nt+ ; b?n— rln=ab wegen r?=3%(a%+b?
a) F1=2 (3 a?n- 2 a%) = a%(3n-1)
Fo=1Qa)%n- L a%- a>= a%(}n-1)

b) Beide Flichenstiicke sind halb so grof3 wie in a).

a)u=5n, F=2r b) Fi=n=F,

c¢) Man verbindet die linke untere Quadratecke mit dem Mittelpunkt
des groflien Halbkreises; die Gerade schneidet diesen Halbkreis in S.
Ist M der Mittelpunkt des Vollkreises, so halbiert MS den Umfang.

a) F=6a2r b) F= 45 a’n+2a%/3 ¢) F=10an d) F = 15a2n

e) F=%azn_3a?-\/§ f) F=40a?n g) F=8a%1+n) h) F=>5at

a)r=10 b) r=2 ¢) 6%+ 42 = r2 (Pythagoras)

d) 62 =42+ r? (Pythagoras)

a) RZ=r3r b) R2=2r2r ¢) R2=r7r
(Konstruktion zum Beispiel mit dem Héhensatz)

15



46/30.

46/31.

46/32.

46/33.

46/34.

48/35.

16

a) r = 4 (Aufgabe 20.!)

b) Man verwandelt den Kreis aus a) in den Kreissektor:
% R2=r2 = R?=2r-3r (Héhensatz)

a) R=1v2 r (halbe Quadratdiagonale)

b) Ri2= L r2 (Hohensatz), Ro2 = 2 r2 (Héhensatz)
3 3

a) Ry? = 2r? (Hohensatz) b) r2= -;— Ru? (Hohensatz)

R = 412 (Quadratdiagonale)

a) u=4an, F=a%n b) u=2an,F=%a2n

c) u=3V2 an, F = 8a2 d) u=2ar, F= 3% a%k

e) u=6V2 arn, F=8ar ) u=%a1t,F=%9a2n—4\/§
a2

g) u=4\2 an, F=8a + 4a’n h) u=4an, F=4a?+a’n

i) u=3an—%\/§ an , F = 3a%n + 3a2— 2a%\2

j) u=6an, F=4a%+3a?n k) u=%an,F=%azn—2aN
l)u=3an—%\/§ an,F=3a%n—a2-a%\2 =

m) u=2V2 an, F=8a?-2an n) u=+2 an, F = a1 2a?

o) u=4an, F=a’n + 4a? p) u=2an, F=2a’n - 4a’

Q) u=4V2 an, F=10a’n - 8a? r) u=2y2 an, F = 4a?

s) u=4an,F =12a% - 2a%n
a) u=2an, F= %\/5 az+1§ a2t b) u=an, F=13 a2--§- a’n
3

¢) u= {V3an, F= ;3 a2+§- a’nd) u=5an, F=13 a?+2 aln

e)u= 2 ar, F=13 a?-;a’t f) u=an+2y3 ar, F=1} a?n — 33 a’



49/36.

49/37.

49/38.

50/39.

50/40.

50/41.

g u= 2 an+10a, F=4V3 a%2+2 an
3 6

h) u=3arn, F= %\/5 a’+% a’t i) u=6an, F = 443 a2

a) u=4a+ 2an, F =4a b) u=4ay2(1 +n) , F = 16a2
c) u=8a(l+n), F=36a2-8a%r d) u=4aV2(2+n) , F = 32a2 + 4a2

e) u= 242 an+ 102 a, F =8a2+ 2 a’r

) u=2V2 an + 1242 a, F = 18a2

Fapcp = %rz\f§+ 2 r’n, u=2r+r\/§+§m

Fapre = § 12+ § r’n, u=2r+n2 + Lo

Fapuc= 3 13 + 1 r?n, u=38r+ Z

a) uq = 16a, ug = 2a\5 =, ug < ug, f=-12,2%
FQ = 1682, FK = 53211:, FK < FQ, f= —1,8%

b) u, = 4a(1+ \/§ ), ug=3am, ug < u,, = -2,4%
Fk = 2,25a2n, Fp=7a2 Fp,<Fg, £=0,98%

Alle Teilfiguren (ob weifl oder schwarz) haben denselben Flicheninhalt.

Es sind 47 Teilfiguren: 24 schwarze und 23 weille.

Also sind schwarz i—‘; = 51,05%

Fsalinon = n(rz + 21‘1)2 + % 11’!‘22 - n:r12 =

M(ro? + 41Ty + 41,2 + 152 — 2r,%) =

DN DO DO

n(2ry? + 4riry + 2ry2) = nlry + 19 )2 = nrg? = Fpx

Fu = 6r24/3 —r’n, Fg; = 6r&/3 + 3r2n — 4r’n = 6r&4/3 —r2n

17



3.Kapitel

Aufgaben zu 3.1 Zylinder

59/1. a)| b c) d) e | D g | h i)
r 10 | 4 01 | 2 |10 | 2 | 2 | }v2
1 1 1
h|2|10| & | 49 | 5 04| 5 [ L | ]2
V [2n[1000%] = [0,0497 [ 20n | 40n | 20n | 1 |}1+2n
S |[6n [400n| 32,5% T 28n |208n | 287 |1 +8n| 2n
M |4r |200n| ™/o 0,98r | 20n | 8n | 20% 1 T
59/2. a) V,:V, =21 M,:My=1 S5::5,=2:1
. . 1+42
b) Vi:Vy= V2 M,:M,=1 S¢:8,= 31
. ) . Xy +
¢) Vy:V,= L M,:M, =1 sx,sy=;‘yL:f—2
V.= 1. .g, o dn+l
59/3. a) V,:V, =12 Sy:8y= g
v _ 1+v6 Lo _ 201 +5)+3+45
B) Vi: Vy= =3 Sy i 8y = 2n(1 +V5) +2
V.= X g, o dmy+x’
c) V,(.Vy_y S¢:8y = PE——
3 [ 2 3 [ 2
=y = 3100 = -4 /\_,L _A [¥x
60/4. a) x=y=4V100 b) x=8 c) x= v, * Y= \nv,

60/5. r=2399cm, F= 18r?n = 9m?2, man braucht also etwa 0,9 kg Farbe.

60/6. a) V,=rnhr?=1181 b) m=~1,06kg

60/7. a)V=1a'r, S=2alt b) V=1adn S=an(1+V2)

60/8. a=nr, Vz:Vw=% ~113%

18



160/9.

60/10.

61/13.

61/16.

61/17.

a) S= (2 n+175V3 ) cm? = 512,5 cm?
b) mg= (£ n+ "’2—5\/5 )-15.7,9 kg = 5,67 kg, mp = 3,64 kg

h = 2,04 mm

1=625,2m

a) V=1232n
b) V = 6264n
¢) V=240n

d) V =208n

e) V=1096rn
f) V=25a3n
g V =2304n

1. d=5,05cm

14. d = 0,103 cm

S =504n
S = 2088n
S =288n
S =438n
S=1112n
S = 58a2n
S =1312n

12, a:d=% 2n

15. d =6,1-103mm

A =152
A =198
A=20
A =28
A =68
A =T7a?
A =192

Zeichnet man Innen- und Auflenmantel,
so liefert Pythagoras als kiirzesten Weg 5.

62/18. Zur Volumenberechnung betrachtet

man zunichst ein Viertel des Qua-
ders, dem der Zylinder einbeschrie-
ben ist. Fiir den Restkérper ABCDE
des Quaderachtels gilt (nach den
Schnitten entlang dem Zylinder-
mantel und der Ebene BCD):

19



62/19.

20

Frontsicht

Strahlensatz

_h _2r
r-y r

Draufsicht

Sekanten-Tangenten-Satz

h=2(r-y)
4 x2=y(2r-y)
C \
X X
r-y r
yl r-y | Dy %—y |

Fiir die dunkle Trapezflache im Abstand x von D gilt:

1

F=r2- J(r-y)h =12- J(r-y)% = 2ry - y? = x

Nach Cavahen ist der Restkorper volumenglelch einer Pyramide,
die eine quadratische Grundfliache (Seite r) und die Héhe r hat.

- 1 .3
:Vrest—gr

szpsel= szlinder - (4'unaderachtel — 4V ) =
=2rin-4(r-1 r¥=2nr3-4 r3

a) A =2rrnh + 2r2nx = 2rnh(1 + /p) = 2l'1th

denn wegen p = :,—" = r':zh gilt r= l'?.

pnh

rthm
Vpn V P

b) A = 2:2rrth + 4r2x = rrh(4 + & L) =rnh(4 + 3) =rn h-37°=

= 3% gh

_ 30 /mn:
2pn - 2p

denn wegen p = = 5o gilt r= Vzg;ch :

c) A;=1903 m2, A;=1432m2, A3=1899 m2.



Aufgaben zu 3.2 Kegel

62/1.

62/2.

63/3.

63/4.

63/5.

63/6.

aym=13  V=100n S = 90 M = 65n
b)m=10V2 V=120 S=1001+V2)n M =100/2
c) h=3 V =16n S =36n M = 20n
dh=1  m=LiJI81 S=3Wi8l+9) M= I8l n
e)r=6 m = V61 S=6n(v61 +6) M=6V6l n
_4 - - 16 =
) h=2v6 m=2 V=256 = S = 0,96
® h=2/15 m= 8 V=315 n M = 16n
hyr=1 h=13 m = 2 V=13 =
i) r=1 h=13 V=13 n S=3n
a) V,:Vy=24=M,: M, Sy : Sy = 10:3
1+43
b) V,:Vy= 12 =M,: M, S, sy-%
‘\’2 2
©) Vi:Vy=L =M, : M, S,:8,= L2
x2+x\/x2+y2
a) V= -L+\15 n b)v-i\ﬁnc)v-—\/g— d 2 2
T ) = 24n2 ) V=5nV2

a) h=1, 0 =90°

a)% = g = o ist stumpf

c)% = % = o ist spitz
r 1 r 1

A | b o =3

b)
d)

b),c) wegenh>rgilt - w<45° = w ist spitz

%:\/5 = o ist spitz
11 =90

7. L omB

S =B

21



63/8.

63/9.

63/10.

63/11.

64/12,

64/13.

Ml 4.

64/16.

64/117.

65/18.

65/19.

22

Aus % mrr =21, m=V\r2+h? und 13-
_ 1 3 _ 3 .2

a)V-ﬁ 3an,S—Zan

c) V= 2 adn, S=2V3 a’n

16

a) x=h(1-3¥4)

a) V = 5,625n cm® = 17,7 cm?®

3
rrh = 100 folgt h=~/"2

b) V= %a3n, S=4/3 an

b) x=h(1-1v2)

b) h1=%34 cm = 11,9 cm Vi = 22,51 cm® = 70,7 cm?
¢) z=3VY2 em=2,1cm lp = 1—25- 2 cm = 10,6 cm
Vo=%42 1 cm3 =50 cm3
b1 SN b
a) hy =3 b) h2 = 35 c) ho = 6
a)ﬁ_\[ii_iﬁ(\/ﬁ_'rl) b) Mk_is_k_swﬁm
M, ~ 8 Sz - 2(4\/§+1) M, sz - 14
r k/y\2 2rh Vu 4
H=h-k:k=h—\f§_,,—2; 15.ru=2re=>ve-=T
_ 7.1 _1 _ 31 1 p2ory_ 31
a)VR—— ERZNH—EV b)VR—§§R1EH—‘3,—Z'V
a) V= %rznh b) V= %rznh
a) V=L R27H - SR - O r’n(H-r H )= L nH(R? - 3r2 + 2r%R)
=3 3 I'MTR "R /= 3 re+</R
b) r=R/p
a) V= 2 mi=73ms b)V-‘M m3 = 4,2 m3



65/20. o V,= 48« Sa = (48 + 322 )n

65/21.

65/22.

66/23.

66/25.

Vo= 3 1 Sp = (112 + 32V2 )n
Vo= 822 5 8 =80+ 1162 )n

B) Va=1la3=n S, = 10ax/3
V, = 13a3n S, = 14a2\/3 1

Ve = Vagep + Vasr — Ve
- 25 5 3 9 1 25-3 5 1 93 ,¢
-2—"(7-3a2+ Ea\[?: Ea 3+ 2'382) +§' Ta21t-§ —5-—4—321'(-

1 76 45 27 375 81 -

=1an(l + 2 4+ T 43 _2)=245a3n

S. = 25V3 a2n

a) V=1218t S =406n b) V=3n(7 +4) S=2n

¢) V=102t S=(85+T13 )nd) V=217 S=(5V26 + 13)n

e) V=128n  S=120n H V==%ain  S=(5+3V2)na?

V= %'\}bz —(c—a)? n(c2 + ac + a2) M= (a +c)nb

Munten _ 2-43 _ _ -
P, = —\,5 24. R=57cm, r=28cm, h=85cm

V=257m3 26 V=28nem3=72cmd 27.f= L ~7,7%

23



66/28.

67/29.

24

a) V=23238n S=4086n+ 7925 & A=414

b) V=1814n S=350m+ 10813 n+60M10 1t A =100
c) V=23000n S=3600n A =1500

d) V=13606662n, S=25400n+2400 V13 n+5600 V57, A=19000

e) V=4321 S =237n + 21V17 = A=42
f) V=224581r S=2450n + 12505 A =550
g V=144n S =96n +24V13 n A=12

a) s =30t cm = 94,2 cm

b) r=10m, m=60m
=1V8 -m=30y3 m=52mh=1h,, =535 m=148m
kein kiirzester Weg existiert, wenn der Mantelwinkel ¢ 2 90° ist.



4. Kapitel

Aufgaben zu 4.1 Volumen und 4.2 Oberfliche

87/1.

87/2.

87/3.

87/4.

87/1.

87/8.

87/9.

88/11.

| b | o d) e) D | ® | b | i
1| 10| o0 | esr0 | Y15 |2 | % |32
2 | 20 | 002 | 12740 | 2¥15 |22 | 2% |
7
V[gn|n|sn10 10810 | 20n | 1 |225n | = | Fn
S | 4n | 400r | 4r-104 | 5,10-10° | 43225 | V36x (18732 | 1 | 2n

a) V=t n@oP=1nd®) V=182 ¢) S=nd? ) $=36xV2
S=1mf s X h) Ve Lo
e S=4A D S=3A\7 @S=3 ) V= o
a) S=785mm?2, V=654mm®b) S=153,9cm?, V=179,6 cm?
¢c) S=458cm?, V=292cm® b) S=286,5cm?, V=4559cm?

e) S =1559,7 cm?, V =5792,2 cm?

p = 1,24 g/cm? 5. p = 5,54 g/cm?® 6. 70,89%
S; = 5,1121158-10" m?, S, = 5,0949492.1014 m? , %f—’ = 0,337%

av

Vi = 1,0868631-102! m3, V; = 1,0813931-10%! m3, v, = 0,506%

Es laufen 497,4 cm?® heraus.
d =0,197 cm 88/10. d = 44,8 mm

a) 8 b) 64 c) 512

25




88/12.

88/13.

88/16.

88/17.

88/19.

89/20.

89/21.

89/22.

89/23.

89/24.

26

a) 52,4% b) 52,4% c) 52,4% d) 52,4%
m=pV=pAd=7566g 14. d=2,5-105 mm 15. m=635g

Der Oltropfen zerflieBt zu einem Zylinder. Dieser hat den Radius

r = 6,5cm = 6,5-102 m und die Hohe h. Wenn die Molekiile neben-
einanderliegen, dann ist h zugleich auch der gesuchte Durchmesser:
Va = 0,0lmm?® = 0,01(10°3 m)3 = 0,01-10° m3 = 10"1! m?3

Vil 10 !m 10"m
2-h = V. - _ - - 10-10
r‘th=Vsq = h= r’r " 65%10%n - 132,73 7,53-10""m

a) A=r3 b) A=0,751 18. AA -1
ges 3
n

a)r=3 b) r=3/2 e) r=3/

d) AV—E ~ % = Die kleine Kugel kiihlt schneller aus.

F k4/3mr3
is _ L8 Tr =1 =r= 2—; (Konstanten: k, c)

Fp = cr2n

v V. 14 3

1+ 2 =53 nr

4 4 1 4

= 3 = 3 - = .= 3
3R’ + 31t(r—R) = -3gnr

= RZ-rR+  r¥(1-1m)=0

1 1 12
=>R1,2=§l'i§ -n——3

Abstidnde: dj=R; und dz =Ry
kleinstes Volumen:

% und damit % muf} moglichst
klein sein:

12

&+ =3 = n=4und Ry=Re=} r.
A _ 8 Vi _ 164

a) X, = 37 b) 7 = B3
A _ 32 Vi _ 128

a) A, = 3 b) ¥ =33

vV 3
a=1,6r 25. a = 1,45r 26.h=r=>v—i=Z = V, <V



89/27.

89/28.

89/30.

90/31.

90/32.

h = 4r, m:r\/ﬁ, 2: = 1+4\/1_7 >1 = Age > Axu
a) R=3r b)A— =16 29. V;=56,5 cm®, A; =141 cm
Z
Tetraeder: r,= i—\/ga r; = % 6 a Tk = }T\/Ea
Wiirfel: ru=%\/§a ri=; a Tk = %\lﬁa
Oktaeder: r, = 15\/53 ri = %\lga rv=1 a
Tetraeder: a) 27:1:3V3 b) 9:1:3
Wiirfel: a) 3\/5:1:2\/5 b) 3:1:2
Oktaeder: a) 3V3 :1:0,75V6 b) 3:1:15
Vo N2 . Sr _ 1 Vi _ 33 St _3
a)VW=4 b)Sw—2 c)Vo_B d)S()=4
Vw _3y3 . Sw _3 Vi _ V6 St
© Vo "oz P So =2 ® Vw =36 b 5w =
Vi1 &1
1 Vo 8 J So " 4
Vw 9 Sw 3
k) VO =2V§ l) SO "-'2

I: 2nR? + 2Rnh = 2ar?
= R?2+ Rh =r?
II: R2+ i— h? =r?
II-I: $h>-Rh=0 = h=4R
in II eingesetzt ergibt R= V5 r

D
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90/33. I: m= ‘\IR2 + h?
II. mRn+ R2n=2n
III: h(2 - h) = R? (Sehnensatz)
I und III in II eingesetzt ergibt: -

V2h-h2+h% -\2h—h% +2h —h%=2
Umstellen und Quadrieren ergibt:
0=h*-2h3+4h%-8h +4

Lésungen: h; = 0,6787, hg = 1,632

90/34. a) R=r{?; = 1 r{18

b) R=n"; = } rf6

90/35. R=1nr3 86. Vz:Vug:Vke=3:2:1

90/37. a) p=45= R+RV2 =r = R=(G2 - 1)r
Vki = % n(y2 =178 r3

Vsi=2n(W2 -Drr?+@-2V2)r2+@-2v2)2r?]
Ve _ 2

Va1 ~ 7

Weil jede Kugel 2/7 des Volumens

des zugehorigen Stumpfs ausfiillt,
ist das gesuchte Verhiltnis 2/7.

¢ = 60":
entsprechende Rechnung
fithrt zum Verhiltnis 6/13.

b) ¢ = 45";
Sk1=4n (V2 -1)2r?
Msgi==n[r +r(8 -22)]- 4-242 )r

S
das Verhiltnis ist _1\%1; = %—

¢ =60":
entsprechende Rechnung fithrt zum Verhiltnis 3/4.

€) @ =45 Vg = % Vke = '2-7 rin, Sges = é’ Mke = ’;'\IE r’n
¢ = 600: Vgesz ‘% 3 I‘ait N Sges= % I'ZTC

28



91/38.

91/39.

91/40.

91/41.

91/42.

91/43.

92/44.

a) V= %a3n—2-§ asn = §a3n, S = 4an + 2\2 an

b) V=a%n2a - % a’n— 1 a’na=a’rn,

S = 2an-2a + 2an + a\2 ma = 6an + V2 a’n

¢) V=4d’n4d - 2 d®rn— 1 d-2n(4d? + 242 +d%) = £ d’r,
S = 22d%r + 3d5 n

V = 2nar? S = 4n’ra
V=143 6215=1203n S=34V3 2n5=120{3n

Mit zwei Rotationen, zum Beispiel um x =4 und y = 0, ergibt sich:

a) Vi=24n =
Vz =28n =

4.32nd; = d1=2 = x,=2

1
2
.;. 4.32ndy = do= % = ys= % = S(217/3)

b) A, =48t =122nd; = d; =2 = X =2
Ay=60n=122nd; = d2=2,56 = ys=2,56 = S(212,5)

a) A=4nr?=nr2nd = d=2r/;

b) V=% nr®=1 r2n2nd = d =413

2
V =r-h-2n -;- r = r2rh A=(2r + h)2n % = 2rnh + 2r2n

Das Bild von Diirer (links) ist korrekt.

Schaut man so auf eine Kugel, daB sich die Breitenkreise als Ellipsen
zeigen, dann kann in einem (korrekten) Normalbild der Pol unmaéglich
aufm Umrif} liegen!
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Aufgaben zu 4.3 Kugelteile

92/1.

92/2.

92/3.

92/4.

92/5.

93/6.

93/17.

93/8.

93/9.

93/10.

93/12.

93/13.

30

a) F=n/3, V=7/g b) F=75n, V=125r ¢) F=200m/3 V =2000m/q

a) F=7T/g b) F =2n/3 ¢c) F=0

a) V="Tr/54 b) V =2n/y c) V=0

a) = 180° b) = 180,00014° c) =181,412°
a) V=11r/190 b) V=81r c) V=2r/3

d) V = 301n/g e) V=13n/g f) V=23

a) F=7/o, V=1/g b) F=2r, V=2t/3 ¢) F=12rn, V=8n
a),b) h=2r/3

a) V= g (p2+h?) 2% F=nlp?+h?)

b) V= %nrz(ri\]rz—pz ), F=2rn(r+\r2-p?)

fur h > r gilt das Pluszeichen.

a) F=" b) F=2 ¢) F=2rn
\ER X 1L Vs =50%Vg

r=13cm, V=48%1rcm3=5047 cm3

a) h=r/y, Vg =25%Vg b) h=1,6r, (h=2r), Vs = 80%-Vx



93/14.

93/15.

93/16.

93/117.

93/18.

94/19.

94/20.

a) F = 2501 — 100my3 10-53

V=2 7(10-5/3)

- 10 1 (2\5)
10 10
b) F = 21 - 0,5m\2
=2 n(1-05V2) 5
r=V2Rh ’ h=R, rmax=2R
d=r1/3

a) Von den vier Stiicken sind
jeweils zwei gleich.

Vi= 1250 nem3, Vo= 27—65(1 T cm3
‘i _5
=V, T 11
b) S; = 1751 cm?2 = 550 cm?
Sg = 2751 cm? = 864 cm?
a) V=41891 b) V=30091
a) V=2mr3(1-1V8)  b) hyg= 72, V=15 mr?
2) 5 B 2= 5% Gahnliche
Dreiecke)
= e=(y5-1)cm ~ 1,24 cm

|
!
!
|
!
!
|
|
!
|
|

c) 3r""’n'h' -nrk., + —ro 2zh,
ro=2,5¢m h,=5cm
r= %h’ (Strahlensatz)

h' = sv 161‘];,,-3 + 41'02 ho

=316+ 125 em ~ 5,20 cm
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d) Das Saftvolumen ergibt sich
als Differenz der Volumina
von Kegel und Kugelsegment:
m = 2cm (Pythagoras)
t(e+1).p= ; mr (Dreieckfliche)

ﬁp:%% cm
h:=e+y="Vm2- p
=\/£—6 cm = £V5 cm
y:(l--é-\lg)cm
V=1pZh-L1yn@r-y)=
= 2 7 (3y5 - 5) cm® ~ 0,716 cm®

€) Viach = %To Tt — Viir — Vanfang
— 359 3 _ 3
= 35 nem = 94,0 cm 5
5
94/21. a) V = 4206 cm?
b) F = 1309 cm? 3
@1 Jo
8 10
6

94/22. a) Schwerpunkt S(xg!ys)
Xs=0 (Symmetrie)
_ DMke'Yke + Mku-Yku _
s = Mges - 2r

= T VB B r - dm gr) =0

Das Weiberl bleibt in der jeweiligen Position stehen.

b) Der Schwerpunkt muf} in der Halbkugel liegen, es muf} also sein:
3 Prhpie f h< §nrlpiedr = h<r 3%‘-
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94/23.

94/24.

94/25.

94/26.

95/27.

2
a) 2R-h = r? (Kathetensatz) = h = 2£R_
p2 =r2-h? (Pythagoras)
ré r2
= p2=r2-@ = p:% 4_?
Fy r?
b) Fo = 4R2-r2
o Vi _ rY6R%2-r?
Va2 © 32R6 - r4(6R2-r?)

p = 4cm, h =2cm
Bedingung: Auftrieb = Kugelgewicht

Pvév’vunten = Ph- Vkugel
Pw- @)_R(R +h) =pp % nR3
pw - (2R-hP2 (R+h)= Ph- 4R3
ph = 0,896 g/cm?

R2 = (R + HXR - h) (Kathetensatz)

RH
= h=gTmw

_ 2 __H __
= F=4nR% s

a) 80 km? b) 4002 km? ¢) 120 014 km?

H=250m

sr2n
43 @Br-v/3) = X nr?

V=2
F=2r2g

9=05rV3
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95/28. Vergleiche Aufgabe 27.: r = 3cm, h =1,5cm, p = 0,51‘\/§ = 2,6cm
a) F = p2n = 21,2 cm?
b) F = 2:2rn(r + h) = 169,6 cm?

c) V:2-§(r+h)2n»% r =191 cm3

95/20. F = 4nR2 52— (siehe Aufgabe 25.)

a) H=1cm, R=10cm, F =57 cm?
b) H=10cm, F =314 cm? b) H=990 cm, F =622 cm?

95/30. p? + x2= 800
p? + (x + 20)%2 = 2000
= x=20, p=20
hy = 205 - 2)
hy = 202 - 1)
V=V2-V;=
= % ho?(3rs — hg) — g' h12(3l‘1 -hy)
=~ 2,481 cm3
=> m=2pV=124¢g

5
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5.Kapitel
Aufgaben zu 5.1 Tangens

1121
a« | 15°| 10| 1 |s9,9]225°| 15° | 75° | 36 18" |
tan o | 0,268| 0,017 |2,9.10-4 | 573 |\l§ —1|2- \/§|2+ V3 |\J5—2x]5 \1- 2\/@]

112/2.

x | 1 ]01 [00123] w1 | ™4 |me| 1,00 | 1,107 | 157 |
tan x 1,56 [ 0,100 | 0,0123 [ 0,325 | 0,666 | — [1,55741] 2 | 1990 |

112/3. a) 0,1003346 (0,1003346) b) 1,9151373 (1,9647597)
c) 0,9884664 (0,9992039) d) 0,5773421 (0,5773502)

112/4. a) 0,4998604 (0,499767) b) 0,0996686 (0,0996686)

c) 19171714 (1,2490458) d) 2873,4579 (1,2626273)
Fiir x > 1 klappt die Ndherung nicht.

1135. a) -0,2504 b) -1,601.10~4 ¢) -1,595.10"7
d) 0,7899 e) 0,9981 f) 1,000
1136. a) V3/3 b) nicht definiert c) 2/3

1137. a) 75° b) 13° ¢) 147 d) 23° e) 53 f) 37

113/8. a) 45° b) 30° c) 60° d) 0°;60° e) 0°;45°
f) 0°;,60° g) 30°;60° h) —45°; -60°
113/9. PaBstraBe: 16,77 ¥ Nebenstrafle: 11,3° Auto-, Eisenbahn: 1,7°

U-, S-Bahn: 5,7° Kabelbahn: 11,3° Zahnradbahn: 14,0°(25,6°)
Standseilbahn: 42,0° Drahtseilbahn: 45° -

11310. a) 56 b) V3 ¢) 36,9°d) 53,1° e) 0,017 £ 57,3
g 14° h) 76° i) 66° j) 66° k) 66° 1) 66°
35



11311. b = 24cm 11312. o =12° 114/13. h = 21m

114/14. Beispiel Miinchen: ¢ = 48,1°
lmax = 5,4 m lmln = 0,82 m
Bei ¢ =23,5° ist die Schattenlinge am 21. Juni gleich null.

114/15. a) 26,6° b) 634 16. h=d-tan

11517. a) By =51°- 10" = 41° b) B2 =41,4" + 10° = 51,4°
11518. 702 m 19. 44 m 20. tan o = 22/g = o =70°
11521, 24° 22. 6,7cm

115/23. a) 39,8° b) 782° ) 452°
115/24. 22,6° und 674" 25. 26° und 154° 26. e=4,2 =483

115/27. o = 35° 116/28. Fl = 3280 F2 = 13786

116/29. a) ¢ = 70,5°(Seitenverhaltnis V2 )
b) ¢ =634 (Seitenverhiltnis t= 1tV )

116/30. F =520 31. 80° 32. ¢c=10
116/33. tana=h/gy tanB=h/;, = tana tanp =h%pq =1 (Hohensatz)

116/34. h =+pq (Hohensatz), tan o =h/q = \/D/q
116/35. a) ; sp=tan} y, = sy=2tan} p,

= n-s. = 2n. L = _
1.1,1-nsn-2ntan2un = g5 =

T
F n-tanl;,tn
Fn=n-%.1.sn=n-tan%un =>T" = 1t2
=3 ya=1920" 2B _ =5 uer=79°. 35 _
n=3: pg=120° om = 1,65 n=>5: ys="72° om = 1,16

n=8 ug=45, 5o =105
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116/36.

116/37.

116/38.
117/39.

117/40.

117/41.

117/42.

b) Ahnlich wie in a) ergibt sich:
n=45 pg=8, % ~1,0016278

n=90, peo=4, Ho =1,0004064

n=180, jgo =2, 5ot =1,0001016

n=360, peo=1, o =1,0000254

6° 03=68,8 o0o4=45°
6 oy;=11,3

Hat die gegebene Gerade die Steigung m,
so haben ihre Lote die Steigung —1/m.

a) 26,6° b) 36,9° ¢) 59,0°d) 31,0° e) 63,4 f) 45°
a) 26,6° b) 31° c) 26,6°d) 45° e) 71,6° ) 59,0°

a) I b=2r = ¢c=2-a C
II b%2=c2-2a2

b%2=(2b—-a)®-a? = b=4a/3 b a
tano= 2 = 3 = =369, p=531"
A< - B
b) I b?=ca

II a?2+b%2=¢?

aZ+ca-c2=0 =

tana:%: — = o =38,2"= B =518
a) 0 =369° =266 7y=634 5=7L6

e=184" (=266 1n=634 ©=531
b) a = 63,4° B=634 v=531 0 = 45°

€ =634 =716 n="71,6° 9 = 108,4°

a) a =71,6° b) B =36,9° c¢) y=>531

d) Wire das Achteck regelmiBig, so miifite jeder Innenwinkel 135°
haben. Dies ist nicht der Fall, weil zum Beispiel der Winkel mit
dem am héchsten liegenden Scheitel etwa 126,9° mift.

e) 8 = 53,1°; nicht regelmiBig, denn der Winkel, dessen Scheitel
dem Scheitel von  am néchsten liegt, mifit etwa 126,9°.
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f) e=225 g (=547  h) n=531, =45

118/43. a) tan% o= Eda' = o=531°

by tanl o= YBZ oy =634, ay =468 or =82

o) tanl o= Y22 oy ~ 806", oy =559" ar =97

Beim Normalobjektiv stimmen Seh- und Aufnahmewinkel etwa
uberein.

120/44. a) Die Projektion der Raumdiagonale ist
immer eine Flichendiagonale: ¢ = 35,3° b) ¢=170,5"

120/45. a) ¢ = 70,5° b) B = 1094°

120/46. o = 35,3° B =60° Y= 78,5° d = 101,5°

121/47. a =547 P=508  y=90° d = 19,5°

121/48. a) ¢ = 35,3° b) ¢ =45

121/49. a) o) AH: 45° BH: 35,3° CH: 45° DH: 90°
B) AM: 41,8° BM: 41,8° CM: 63,4° DM: 63,4°
Y AM: 26,6° BM: 19,5° CM: 26,6° DM: 90°
) AM: 24,1° BM: 24,1° CM: 45° DM: 45°

b) o) ADH: 90° ABH: 45° BCH: 45° DCH: 90°

B) ABM: 45° BCM: 63,4° DCM: 90° ADM: 63,4°
Y) ADM: 90° ABM: 26,6° BCM: 26,6° DCM: 90°
8) ABM: 26,6° BCM: 45° DCM: 90° ADM: 45°

¢) Winkel zwischen den beiden Pyramidenfldchen mit der
gemein- samen Kante:

o) AH: 90° BH: 120° CH: 90° DH: 90°
B) AM: 108,4° BM: 108,4° CM: 90° DM: 90°
vy AM: 90° BM: 143,1° CM: 90° DM: 90°
6) AM: 129,2° BM: 129,2° CM: 90° DM: 90°
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121/50. h; = x-tan 50°,
hs = x-tan 45°
= h; = hy-tan 50° 1
I hj-hs=140m
= h=hs +70 m =800 m

Aufgaben zu 5.2 Sinus

122/1.

o |15°|37°]1°] 1 [89,9°| 720 | 36° 15° | n. def.
smal0259I0602|0017|29110'4|1000| 1\10+2v5 I’\/m 245 | V23 N10- 4V‘|

122/2,

x| 1]01 [00123] w9 | ™4 |v2]0,3196 | 0,903 |n. def. |
sin x| 0,8410,0998 | 0,0123 [ 0,309 [ 0,707 | 1 | ™10 | ™4 | wa |

122/3. a) 0,0998334 (0,0998334) b) 0,8912074 (0,8912073)
c) 0,7068251 (0,7068251) d) 0,5 (0,5).

122/4. a) 0,5775447 (0,5775822) b) 0,1001674 (0,1001674)
c) 0,3046926 (0,3046926)

122/5. a) 0,07598 b) 7,97-10°5 c) 7,97.10°8
d) 1,099 e) 1,0009 ) 1,000009
122/6. a) 1-V3/y b) V2 -1 c) 2/3\3
122/7. a) a=18° b) a=27 c) a=25° d) a=15°
122/8. a) a=30° b) o= 60° c) o=45" d) a=0°
e) =0 oder a=90° f) a=0°" oder o= 30°
g) a=30" oder a=90° h) keine Losung
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123/9.

123/10.

123/13.

123/14.

123/15.

123/18.

123/19.

123/20.

40

a) ¢=58 b) a=V3/y ¢) a=36,9° d) c=573
e) c=10 f) a=22° g a=11° h) a =60 i) a= 75"

a=642" 11.1=58m 12. a=1,34°, h=16cm

o.-*D
a) DH =HB =c-sinl a E N
c-b .
ABDC: ————1— = sin} a
2c- sin 5o
-1 _ c—b

b) analog a).

Sp = 2 sin -;— ln Up = NSy = 2n-sin % Hn

F,=n _12_ 8y sin(90° -% Ua) = - sin 15 Un-sin(90° — 15 Hn)

1 o1 . o 1
un n- sin 3 Hp Fo, M-singpn sin(90° - 5 un)

o2 = T T T

F F
a) %3; ~0,827 —2 ~0413 b) ‘2’—; ~0935 % =0,757

ug Fg _ Wigo Figo _
¢) 52 =0,974 — =0,900 d) 52 209999 —2 = 0,9998
p=~27 F=292 16. ¢c~62 F=~355 17. s=152

a) tan} y=2 = y=1269°
= a= 531

b) s=2,5

¢c) a=2s-1=4

10,6 und 22,7

a) 29°, 60°, 97,2° b) 180°, 254,6°, 311,8°



124/21. a) 60° b) 53,1° 22. 47cm

€erde - mond = 384 201 km e¢rde - sonne = 1,49'108 km

124/23. e =

sin o

124/24. a) e: Entfernung Erde-Sonne

R: Radius der Sonne

§ = x;{e (Strahlensatz) : Sonne,

x= g = 1376289 km

U

1 _r - o
siny 0= - = 0,53

Kathetensatz:
r2=xy = y=295kmnm,
h=x-y= 1376260 km

b) dhnlich wie in a) ergibt sich: x = 371 398 km
r2=xy = y=8km, h=x-y= 371390 km

124/25. a) 19,5° b) 35,3°

Aufgaben zu 5.3 Kosinus

125/1.

o 15° |1 37°| 1° 1 89,9° 18° 54° 75° n. def.
cos o | 0,966 | 0,799 [0,9998 | 1,00 | 1,75-107 % 10+2v5 | 10-2v5 %\/z-\/ﬁ 10-4y5
125/2.

x| 1] 01 |00123]| m0 | my |m2| 1,25 | 0,667 |n. def. |
cos x| 0,540[ 0,995 | 0,9999 | 0,951 [ 0,707 | 0 | ™10 | ™q4 | W2 |

125/3. a) 0,9950041 (0,9950041) b) 0,4535968 (0,4535961)
c) 0,7073882 (0,7073882) d) 0,8660254 (0,8660254)
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125/4. a) 0,9932516 (0,993214) b) 1,4706289 (1,4706289)
c) 1,2661037 (1,2661037)

125/5. a) 1,163 b) 1,002 ¢) 1,000
d) 2,809 e) 2,006 f) 2,000
125/6. a) V3 -1» b) V2 c) 2V3
125/7. a) o="172° b) o= 18° c) a=5° d) a="175°
125/8. a) o= 60° b) o = 30° c) o=45° d) o=90°
e) =90 oder a=0° f) a=90" oder a=60°
g) a=60" oder a=0° h) keine Losung
126/9. «|15°]|60°53,1°| 1° |89° |68 | 79°| 30° | 15° |

239 | 191 | 489 061 I 560 123
1001 | 564 719

bl 15 ] 0,5| 3 1 1
c|15,5( 1| 5 |1,0002(57,3 | 638 579 882

126/10. a) EF =FB =c- cos %9

c+b
AEBC: 2c¢- cos ®/9

= cos %/g ='\/£§c—b

b) analog a)

= cos %/9

12611. a=56,3° h=6 a=10,8 p=9

126/12. AABC ~ ABFH, denn B ist gemeinsamer
Winkel und % - geosB b'=b cos B

acos f§
analog: a'=acosa, ¢c'=ccosy

u _ 2r-cos 50°-n
ug 2rn

126/13. p =r- cos 50°, ~ 0,643

AL
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126/14.

126/15.

126/16.

126/17.

126/18.

a) p~48075km b=7384km (u=88°)
b) ;—p = sin 44° = s = 6679 km c) =632 e=7030km

A = 311m?

1.Fall: B <90":
c1= bcosa
cg= acosf
= c=acosP + becosa i

Cy iCzl

2.Fall: B=90": c= bcosa=acosP+ bcosa

3.Fall: B >90":

cC=¢C+C1— C1 .
= b cos o — a cos(180° - B) f‘
= bcoso+acosf | C N

ebensogilt: b= ccoso + acosy a= bcosy+ccosp

a) AT /2 =cos a, AT =2 cos o =0,7167... h.=sina

Flache(ATC) = 1 AT h. = sin o cos o = 0,3345...
b) wenn Fliche(ABC) = 2-Fliche(ATC) ist, dann muB sein AB = 2-AT

hc Sina 1 °
=>tan[3=3/2AT = Zcosq ~ 3 tana = p=41

Bogenlinge(CEA) = R(n + 2a), Bogenliange(BFD) = r(n + 2a)
AB =CD =GM; =acosa
1 =2AB + Bogen(CEA) + Bogen(BFD) = (R + r)(n + 20) + 2a cos
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127/19. a) Die zur Bildebene parallele Seite sei a, die andere b.

b) ¢ =ch'=hcos ¢

¢) Erginzung zum Rechteck

a’=a b'=bcoso
= A'=ab'=Acos¢

= A'=Acos ¢

liefert nach a) und b):
AEFGH=A1 +A2+A3+A
A'ErGH = AEFGH * €OS @
=(A; +As + Ag+ A)cos ¢
= Ajcos @ + Agcos ¢ + Azcos @
=A;'+Ay + Az + A’
= A'=Acos ¢

127/20. Liegt die senkrechte Projektion S’ der Spitze S in der Grundfliache

oder auf dem Rand, so ergibt sich die Behauptung direkt aus

Aufgabe 19.

Liegt S' auflerhalb der Grundfliche, weil zum Beispiel A stumpf ist,

so gilt:

G =Faps + F asc - Fasc O v

= K. cos kK + M- cos it — L- cos(180° - 1)
= K- cos x + L- cos A + M- cos nu

Aufgaben zu 5.1/5.2/5.3

128/1.

a b c h p | q F o B
ay|12 | 5 [ 13| 2 | 2 2 30 | 67,4 | 22,6
462 41 1936 ° °

b) (0,88 1,05 (1,37 | & | ML | 186 | 462 | 40 50
¢ V13 |3vi3 |65 | 3 | 2 | 45| 9,75 |33,7 | 563
d) V6 |5 [ 25| 1 05| 2 | 1,25 | 266 | 63,4
e)| 2,5 (1,8753,125| 1,5 | 2 |1,125|2,34375| 53,1° | 36,9°
HBWI0(vio [ 10 | 3 | 9 | 1 15 | 71,6° | 18,4°
® | 24 |143,4(145,4|23,67| 3,96 |141,5| 1720,8 | 9,5° | 80,5°
h)| 15 | 20 [ 25 | 12| 9 | 16 | 150 |36,87 | p3,13°




128/2. a c hg h, r o
a) \/468 24 20 18 13 56,3°
b) | V200 | 14,9 \}160 12 | 8,3 58,3°
o [4V13| 24 |By13| 8 | 13 | 33,7
d) 20 24 19,2 16 | 12,6 | 563,13°
e)| 89 16 7,2 4 10 | 26,57°
128/3. h.,=~4,43 c¢c=5,42 a=>5,19 h, = 4,62
8/4 _ —at _ . taneg _ tan ¢
128/4. a) v=a-cos€ u=a-tang wW=apo o X=ag
a
b)u=a-tane u= X=tane W= Sine
¢c) s=a-coseg t=a-sine v=a-tane¢ u=a-tang-sine
_ tan € _ —a-tane-sin ®
z=aj, o Yy=ai o €08 X = a- tan i
__tan )
w=ap =~ sinw
d) v=a-cos o z=a sin ® y=a-sinw-sing
X=a-sinw-cos¢ U=a cosw COSE W=a-cos®-sing
e) u=a-cos ® v=a sin®
w= %(u- tane—-a-sinw) = % a(cos ®- tan € — sin @)
y=3(acosw—-a ila?lcg )
W (cosm-tane sinm)_l (cosm _sinco)
X=Sine " 22 sin € “sine ’T 2 @ Ccose sin €
=Y g1 (cosm sinm)
T cose T2 COS € sin €
129/5. u= 243, a=60", B =120°

6. F = 2rrh- g5 = 63 m?

S . S
129/7. 3 =sing = r= T sin o
Bogen(AB) = 2rn(1 - =)
= _&(1 20y _
T sing " 36077 T
n-AB E‘L
= sing (1- %)
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129/8. h =529 m 9. ¢~82° s=694km
130/]10. a) 344 m b) 2,9 cm c) 4933 m
130/11. 1,47-108 km 12. 1,35-10% km

130/13. a) 4,04-1013 km b) 1,93-10!5 km ¢) 1 parsec = 3,09-10!3 km

3
181/14. a) v= (cs?%_ w = a V1 + (sin )2 (cos o)2
b) x = c(cos o)? y = ¢ sina (cos a)®
c) y =all-2(cos B)?] z = a(sin B - cos B)
d) v=a(l-cos ) w = a sin B

131/15.h=asin37°~6  q= e ~45  CF=hsin37"~36
BF~64 FD=FBsin37°~3,9 ED=~29
AD~74 o~ 28° w=8,3 v=6,7
§ ~ 64° X(v,w) ~ 88°

181116. ¢ =90/g = 15; Dreieckfliche: F=p-s = p = %(\fg —-1) (Inkreisradius)

1
_ _ LW3-1)
AM =2p=13 -1 CM = P = 2 -
sin 15 E,[z_\/g
MP =CM tan15° =+2(2-v3) X CMP = 90°
132/17. a) OA; = wcos ¢ OA; = w(cos ¢)? OA; = w (cos @)
OT: Al OB, = —¥ i = v
1~ cos g OB; (cos @)? Bi (cos @)
b) ¢ = 32,8° c) ¢ =45°
-1 42 _ 4
d) F;= ; w*tan (P[(cos o) (cos @) jl
_ 1 2 . _ 2i+2
Fi= 5 w®tan (P[(cos o (cos o) ]

e) 4<B;+ <A;,; = 180", also sind es Sehnenvierecke

1
2 -
w'\/(cos P+ (cos @)

. 1
2i _
w '\/(COS (P) + (cos )2i+2

r=

[3-1 Lol

[ g

T
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132/18. Sekanten-Tangenten-Satz:
AD-AC=AT? = AD=5/
AE= /2 = DE=5/4,BE= 8/3 \]§
Pyth. in ADBE liefert: y = 8/4 V13
CT=h= 93, HB= Z3h= 8343
<RMH = 30°
RH= HMsin 30°

= (h/g - b/3). g = 8/24 \3
RM =HM cos 30° = h/124/3
FR =\FM 2—RM 2

= -\[1/4h2 — 1/4gh?

= \1l/sgh? = s/g11
x=5/3V3 +5/24\3 +5/gV11

=s/g (W11 +3v3)

132/19. a) Sekanten-Tangenten-Satz: A—2/2
AE -a=2a%4 =
AE = a/y, E
BE = 3a/y
Pythagoras: a
r2 = (3a/g)2 + (a/2)?
= r= 53/8 C
sin K/o = a/gp .
= u=106,3 B a ¢

o'; - —— - -- r—-

b) r + /2 = aV2
= r=a(2—\/§)
x:a—r:a(\ﬁ -1)

¥2-1

a

tan %/ =
= 86 =45°

a




132/20. a) tan ¢/2= 6/9g = ¢ =67,4°
tan y = 5/295= y =~ 65,8°

133/21. o= 71,6

e=1v5

LS|
v o]

b) tane= 5/190 = &= 26,6°
x=12,5

27

10

A = 26,6

d=2‘\/§ C=2\[5-

¢ =36,9°

€ = 26,6°

a=4\/§

133/22.

Fo=Gtan o

b) Fi = Fo=Ftanp

cos B

_L
2cosy
F, =} Ltany

c) Fseil =

d) F=223 N

134/23. a) N = G cos ¢,

H
cos @

b)%:cosq), W=

c¢) Grenzfall: Haftkraft
u-G- cos 9, = G- sin @,

Stahl auf Eis: ¢, =~ 1,5°
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=Gtang

Hangabtrieb

= U =tan @,



125/24. sino= l4/g0 F=G-tana = F=92N

Aufgaben zu 5.4 Trigonometrisches Sextett

134/2.

135/3.

135/4.

135/5.

135/6.

135/1.

a) | b) c) d) e) 1) g
: 1 1 1 1
sina| 0,6 | 05 [ V119 |2V2 | L | 0877 [1V2+3
1 5 1 1 1
Cos O 0,8 '2-'\/§ = Eﬁ ;'2“«5 0,48 3 2—‘J§
tano| 0,75 |33 | IN119 | 1 |13 | 1,827 | 2+43
a) sin ab) cos o ¢) (tan o)? d) 1+cosa
2 2 1 , 1
(sina)®-1 = (cos a)? cos « & Cosa
. . —4 sin a 4
a) sinob) 0 (wegen o = 90°) c) cos o d) o
) L b) 2 (sin a)?2 -1 c) 1 d) —(tan o0)?
a) Cosa cos o -

, 1 1 -1
a) cos O b) (cos o0)? c) cos O

a) (1 + cos a)? b) 2 c) sina
1
a) l b) 2 tan o c) S o d) Sna

d) 2(tan a)?

d) -(8-2sina)?

e) tano
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6.Kapitel

Aufgaben zu 6.1 Trigonometrie am Einheitskreis

147/1.

147/2.

147/3.

147/4.

50

Die Punkte liegen auf dem Kreis um M(0|0) mit Radius r.

a)y=+iV3 b)x=tlV2 ¢ y=t1l d y=zt1
e)x:ilz-\ﬁ f)x:ilg\/g g)y=i1§\/§ h) x=0

a) sin(180°-120") = 13 b) - cos(180°-150°) = — 143

¢) - tan(180°-135") = - 1 d) - sin(360°-315°) = — 2v2

e) cos(360°-360°) = 1 f) - tan(360°-330") = - 1/3

g) - sin(240°-180°) = - 143 h) - cos(225°-180°) = — ZV2
i) tan(210°-180°) = 1V3 j) —sin(360°-330°) = - 1
k) cos(360°-300°) = % 1) tan(360°-360°) = 0

m) -sin(225°-180")=- %42  n) -tan(360°- 315°) = -1

0) —cos(240°- 180°) = -1

a) sin 30°= 1 b) cos 30°=1V3 ¢ tan 30°= 143
d) sin 45°= %\/E e) cos 45°= %\[2_ f) tan 45°=1

g) sin0°’=0 h) cos0°=1 i) tan0°=0

)] —sin% =—%\/§ k) cos% =%\/§ l)—tan% =-1



137/5. a) ¢ = 270"+ k-360"= $ n+k2m, ke Q
b) ¢ =30"+k-360°= 1 m+k2rn oder ¢=2330"+k360"= & n+k2rn
c) ¢=45+k180"= ; n+kn
d) ¢ = 225°+ k-360° = 2 n+k2rn oder ¢ =315+k-360"= I n+k2n
e) ¢ =120+ k-360°= £ n+k2n oder ¢=240"+k-360°= % m+k-2n
f) ¢=120+k180° = 2 n+ ken
g ¢ =60+k360"= 3 n+k2r oder ¢=120"+k360"= % n+k2n
h) ¢ = k-360° = k2r i) ¢=150"+k180"= 2 m+kn
Jj) ¢=180°+k-360° =n + k-2n
k) ¢ = 150°+ k-360° = % n+ k-2n oder ¢ =210°+ k-360° = % T+ k2w
D ¢=135+k180°= 3 n+kn
147/8. a) {3n,3x} b) {2n,ix} o {in,%n @ {In
i Diindn (e B (inIy
o (2, 5 o (5. 7T 5. 7 5. 11
D{5r.5n D {Engn B {gr.gn D {gn. gl
148/7. a) ¢ =53,1° oder ¢ = 126,9° b) ¢=161,8" oder ¢ = 198,2°
c) ¢ =176,0° oder ¢=256,0° d) ¢=191,5" oder ¢ = 348,5°
e) ¢=53,1° oder ¢ = 306,9° ) ¢=120,5" oder ¢ = 300,5°
148/8. a) {0,n,ix,3n) b) {ir,Inl ¢ |n,%n,%nl
d) {in,4n,2rn,3x}  e) 10,34;28)
148/9. a) cos@= 3/ = tan@= 4/3 b) sing= 12/13 = tan o= —12/5

148/10. sin ¢ = 3/

cos ¢ = 45
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148/11. a) cos ¢ = 9/41 tan = 40/ b) coso= 45 tano= 3/4

148/12. a) sm% Y-COS%E - Sin% ¥ — cos 1802—1

.1 o 1 — oaim 1 Cainml _
= sin; y-cos (90°~35 y)= sing y —sing vy =0

2 o) 2
b) (sint a? - (sin231)" = (sin} a - (sin 28%=%]" -

= (sin % a)? - [sin(90°— : o]? = (sin % a)2 - (cos % a)? = 2(sin % )2 -1

c) tan% o - tan-EzLX = tan% o-tan(90°- ¢/9) =1

2
d) (sin o)? + (sinﬁ—g—x) + tan \(-tan%E =

= (sin § a)? + [sin(90°- } ] + tan 1y -tan(90"- Yg)=1+1=2

148/13. a) sina +sinPB+siny+sind=
= sin o + sin (180°- o) + sin o + sin (180°— a) =4 sin o

b) cos ot + cos B + cos Y+ cos & =
=cos d + ¢os (180°— o) + cos o + cos (180°—a) =0

0 firz=2k .
. 1 firz=2k
148/14. a) sin(z-/9) = { 1 firz=4k +1 b) cos(z-w) = T
2 Afirecdako1 -1firz=2k+1
0 firz=3k
c) tan(z-%/3) = {+V3 furz=38k + 1 k ist jeweils ganz
-3 firz=3k +2
149/15. a) o = 36,9+ k-360° = cosa=0,8 tano = 3
o = 143,1°+ k-360° = cos a =-0,8 tana=-3
b) o = 210°+ k-360° = cosa=-3y3  tano= % 3
. . 1 1
o = 330°+ k-360 = cosa= 5\/5 tana=-§\/§
) a=~654"+k360° = sino=3Vi19 tana= 1V119

o =~ 294,6'+ k-360° = sino=-4V119 tana=-1y119

d) o = 225°+ k-360° = coso=-— %\/5 tano =1

o = 315°+ k-360° cos o = % 2 tanoa = -1

U
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e) o = 150°+ k-360°
o = 210°+ k-360°

f) o =118,7°+ 2k-180°
o = 118,7°+ (2k+1)-180°

75°+ 2k-180°
75°+ (2k+1)-180°

g o
o

=

=
=
=

: 1
= sina=3

. 1
= sinau=-3

tan o =-— -13:\/5
tan o = %\/2_3
sin o = 0,877 cos o. = —0,480
sin o = —0,877 cos oo = 0,480
sin o = 0,966 cos o = 0,259
sin o = —0,966 cos o = —0,259

149/16. Es konnen sich nur die Vorzeichen der Wurzeln dndern, sie stehen da:

149/17.

149/18.

149/19.

a) sin o [cos o |tan o b) |sino] cos altan of
sino| ¢ + - sino| - —
COoS O - v - COoS O - v -
tanoa| - + v tano| - - v
c) sin o |[cos o {tan «
sino| ¥ - +
CosS O + v +
tano| + - v
a) (3Y313) b) (-0,3210,3y2) ¢ (-5|-5V3)
d) 5 10) e (-05V10 [0,510) £ (0,43910,240) g (0l0)
a) (53,1°5) b) (337,4°13) ¢) (151,97 17)
d) (253,7°125) e) (457v2) f) (330" g (907 1)
a) (110) (-YdYn3) -V ~1/nf3 )
b) (110) (©Il1) (-1 0) 0]-1)
c) (10) (Vg Yn\3) (19 Yon[3 )
(-1 0) (~Yg Y3 ) (1d -3 )
d) (cos 2380 | gin 2360y 1 _0,1,2,..,15,16
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149/20.

54

2) b)

Halbgerade

Kreis mit Radius 5

Archimedische

c)
Spirale

5/ Gerade

e) :

Kreis mit
d) Radius
25

-




Aufgaben zu 6.2 Berechnungen am allgemeinen Dreieck

1491. a) y=65" b=6 a=5,1 b) =47 B=23 b= 3,7
c) B, =53,1° Y1 =96,9° ¢1=99
B2~126,9° 1.=231° =39 d) y=90° a=30"a=3
150/2. a) a=6,6 Y= 75,5 B =~ 64,5
b) o~ 485 y=929° B =386
¢ o=369  y=90° B =531
d) o = 90° Y= 45° c =42

150/3. a) Sehnenformel: ¢ =16sin63° = 14,3 a = 16 sin 44° = 11,1
b = 16 sin 73° = 15,3 F = { bc sin o = 75,8

b) X BAH, ~33,6° B=~564" o=506
a=48 b=~5.2 F=}ah, =121

b?

tan ®

150/4. a) F=ab=

b) v=bcosw, AE =bsinw
w2=a2+AE 2-2a-AE cosw = w=

F = EF v = b1 - 2(sin w)?]

: 2 2
0 ® \H— 3(sin w)*“ (cos w)

c) cosp=Viyg = @=44,9°

o |w

b
1 o ———e c 4 o= AC 2_ a2, K2
d) Aus 1V2 = oy Mt e=AC undéf=a’+ b

folgt (% ) = 3——+2ﬁ oder (% Y= 2;2\/_3 ,

g = \ri;—l oder g = ‘/32" 1 (Goldenes Rechteck)
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150/5. a)

b)

150/6. a) a:b:c=sina:sin(90°-a): 1

150/7. AC = Va+b2—2abcosp =~9,9

150/8. x?+h?=36
(6-x?+h?=25 = x=4

cos0= == = o=49,2° 0 ~ 130,8°
cosP= 2 = B=654" y=114,6

oder mit Kosinussatz

coso= —pee— = o=49,2°

2, .2 a2
cosa:% = o=36,9°

x=V82+202-2.820-cosoc. = x=413 =144

202 + 4208 2 — 82

COS € = 2.20N308

= €= 194°

. a 1
Dreieck ABT: SB0° = smdo

sin 80°
= m = 1,532
Dreieck AST: x2=1+ a%—2a cos 20°
sin o sin 20°
1 X
. sin 20°
= sina=

" V1+a2-2acos 20°

Der Taschenrechner kommt auf o =30°.
Ist das ein Niherungswert,

der haarscharf bei 30° liegt,

oder ist der Wert exakt ?

(Fortsetzung 167/27.)

47
12.6

b) a:b:c=sina:sin a:sin 2a

BD = Va2+d2-2adcosa =57

36 +36 - 25

36 +25-36

cosB= "5 = B=654

151/9. a) Iif:_ M der Kreismittelpunkt und S der Scheitel von ¢, so gilt:
MS = %ﬁ = (P=54,7° W:‘.73,7o

56



151/10.

151/11.

b)a) tanw=1-n = n=1-tano
v=ncos o = (1 -tan w) cos ®

= COS ® — Sin ®
1 PR =1 . 5.
E'BE 1—1_2 n-1
n
= h= 1+n2
-1%5 =% (Strahlensatz)
= w= =L
T \1T+n?
tan o
= W= /]
1 + (1-tan )2

B) Rauten mit einem 90°-Winkel
sind Quadrate.

y) Fldchengleichheit bei n = /g
das heifit ® = 26,6°

a) Mittelpunktswinkel: ¢, = 200,8° ¢, = 159,2°

F=rin 22 412011 ~ 2669,4

b) Mittelpunktswinkel des Sektors: ¢ = 225,2°, Radius r = 13
F = Foektor + Fareieck = %1 - 9/360" + 1/2 - 24- 5 = 392,2

¢) Mittelpunktswinkel ¢ = 56,1°
F=2r2n-9/360—1/2-32-30) = 172,8

d) Strahlensatz: % = 31 = r=1.2

Mittelpunktswinkel: ¢ = 96,4°
F=r2n. 9360 —05-20,8 -0,8=0,5

e) Mittelpunktswinkel: ¢ = 141,1°, Radius r=1,5
F=r2n- 9360 - 0,5-2V2 - 0,5 ~2,1

a) MM, = h; h1=§atan[3 r=%§s—ﬁ-
a’n 180°-2B 1 _2
Frechts = 4(cos B)2 . 3600 - I a tan B
MM, = hg he=Lla b=atanp

2

2
Flinks = ——7 - 7=
XS ™ 4(cos B¢ 360 4
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a a(cos a)?
b)r-m X=rcoso=

2sina
h=x-tano= } acosa
Fy < a’n 180'-2a  aZ(cos o)’
1% Ytanow? ~ 360° T 4sina

Fs = ar-xh-r2xn . 20/35¢°
__a? a%(cos a)® a’n o

T 2tana ~ 4sina T 4(tano)? 180°

c) h=asinB x=acosP e=20-90°
Funten =a’n %ﬁ -% -2x-h

= a’n. 1836&2 —a2sinBcos B

Flinks = %(c—zx)h_a% .3_;_0_
= 2(8/cos p— 2a cos B) -a sin B - a’n- %0_

d) h=ccos a sin o

200 . 180° - 2a Y Y
F = (¢/9 cos a)znw + (¢/3 sin a)’n 35 — %— - h-M My
. 180° -2 .
= L ¢%(cos a)zn% + ;A Gine’n 5y - 1 Zsinacoso

e) Flinks = % -a-a-tanp-a?n —‘3—360.
_ 1 .2 —a2r B
= 3 a“tan P —a’n 55

Funten = Fsektor1 + Fsektor2 — Fdreieck

90° -
= a%(tan B)’n Wﬁ + aZn 5%— - 3 a’tan B



f) F, = Kreisdrittel — Fliache(EMC)

1

3
r2

§n-3-3V8 ]
2[-;- m- V3 ]
é(4n—3\/§) g2

2F, = Fldche(ABDE) - F,

Flache(ABDE)
= -(s + 2r cos 30°) -

= l(1+3/4>§«/§ s?
= 3 s?

=Lﬁ§;§

S

(548 -4

oo B

1 .
= r’n- 5 rrcos 30

Nl""

%(S"'}i 35‘24-)'8@5

r
2
R
A 3 B
- 1V3 12
= L (5V3-2m) 82

152/12. a) Sekanten-Tangenten-Satz:

x-1=(/)? = x=
= EG =3/,,AF
FG =3/g, AM

= (e n 3—2% +2:1/51V7 [g— 121 360

F=0,15u=2.2
b) £ = 26,6°
¢ =63,4°
F = FgroBer sektor + Flkleiner sektor — FABEF
53,1° 1 126,8°
=T 360 * 1™ 360
F=0,24
u=2,0

1,
=5/g,

AM = 1/n\2
h = V7 /g (Pythgoras in AAMF)

= p=279, y=41,4", ¢ = 138,6°
F = Fxieiner sektor + FAHMG — FgroBer sektor 2

1

2

2

1




152/13. a) Das Quadrat kann als Einheitsquadrat angenommen werden.

o) Linsenfliche: F; = 2[r?n. 5696' ~ 3 2rsin¥/sp- %\/5 ]
schwarze Fliche Fq = 2[% - rn- Qgﬁ - % -2r sin 9/g - %\/E
F1=F2:=>r27:-%=§ = r=vn

P o=9

b) Fareieck =2- 3 hy-s:sing ¢ =2r(cos 3 ¢)*-2rcos ; ¢-sinl ¢
=4r?sin } ¢ (cos 1 @)
Fiapez = (2r — x)hy = [2r — 2r(sin ;12- 9)? ] 2r cos % @ sin % )

= 4r? sin % ¢ (cos % (P)3 m& sin %

F
S S,

g D

152/14. Es gilt: AAFE ~ AABC, denn:

. . b cos o b
o ist gemeinsam und == = ¢
= EF =acosa
analog: FD =D cos B,

DE =ccosy

aus der Ahnlichkeit ergeben sich:
4D =180~ 20, < E = 180°- 2B

XF = 180°- 2y.

Die Langen der abgeschnittenen
Dreiecke AFE, FBD und DEC
sind jeweils um den Faktor cos o,
cos P bzw. cos y verkleinert, o
ihre Flécheninhalte also um den Al
Faktor (cos)? :
Fper = Fasc — Fapc: (cos )2 — Fapc- (cos B)?2 — Fagc- (cos 7)?
= 2 - b-csin o [1 - (cos a)? — (cos B)? - (cos 7)? ]

b cosu *l: acos 3 "B
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152/15.

152/16.

153/17.

Das Dreieck hat die Seiten ¢ =18 cm, b=16cm, a = 14 cm.
Der Kosinussatz ergibt die Winkel: o = 48,2°, B = 58,4°, y=73,4°
F= % .b-c sin a = 107,3 cm?

Ist s, die Seite, r, der Umkreisradius des n-Ecks und
Mn = 3—?% der Mittelpunktswinkel, so gilt:

Sn/2 . Sn+1/2

I: :n = SIn % Hn II: = = tan % Mn+1 n>3
Uy (n+1)-sp,y  (n+D)-2rn tan 3 Hns1 _ (n+1)-tan L Hna
Un NSy - n-2ry- sin %pn - - sin %lln

4 .tan 45° 8
w=1 375 = §‘j§

Ist s, die Seite, p, der Inkreisradius des n-Ecks und

o= %% der Mittelpunktswinkel, so gilt:
. Sn/2 1 ) Sn+l/2 .1
I: on = tan 5 pn IL: o = SINn 5 Uns+1 nx3
Uns1 (n+1)-8p41 (n+1)-2pyp - sin %uml (n+1) - sin %pml
U =~ NSy ~ n2p,-tanip, - n - tan i,

4 .sin 45° 2
w=1 Fgner = 9Ve
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Beweise

154/1.

154/2.

154/3.

154/4.

62

besina=1 acsinB= 3 absiny

ac sin(180°-B) = L acsin B

Flache
Flache IZI

1
2
L L
2 2
Fliche [3] = 1 absin(180°-y)= } absiny
Fliche [4] = 1 besin(180°-a)= % besin

a) b=2rsinf h.=bsina = h,=2rsin asinf

b) F=1 besina=1-2rsinp-2rsiny- sin o= 2r?sin asin B siny
c) F:% bcsina, sino = 2a—r = F-= %

. . a-b tana_;E
Zum Beispiel: ——

= W in der Figur gilt wegen AE || DF:
n
2

XEAD = XADF = 90° (Thaleskreis bzw. Z-Winkel).
XACE = a + B (AuBenwinkel)
= 1= 2B (Umfangswinkel tiber [AE])

E=0—-T= °‘—‘2ﬁ
Strahlensatz:
BD :BE =DF :EA =
=AD tane:AD tan~t

a—

_, a=b -tan—ég .

a+b ~ tan%ﬁ

P
A~~~  F B

c1 sin Y2 c2 sin Y/g

a) L = Sme a - sin(180—¢)
&1 _C &1 _b
=% Ta ~ cc a




154/5.

154/7.

b) % C1'Wy sin € = % b-wy sin ¥/2

-;- co'wy sin(180°-¢) = 15 a‘wy sin /g

a _b
cg a
In der Figur gilt:

<ADB = <ABD = o/
<DBF = 90° = < BFE
(Thaleskreis bzw. Z-Winkel).
XDFB = 90°- o/ (ADBF)
Sinussatz in ABCD:
b+c sin(B + @/9)
a ~  sin%y
sin(90°- /2 + B/9)

Sinussatz in ABCF:
b-c _ sin(90°- y — %/9)
a ~  sin(90°+ %/9)

Kosinussatz:

e? = a2 + b2 — 2ab cos(180°- o)
f2 = a2 + b% - 2ab cos o
Addition ergibt:

e? + f2 = 2(a® + b?)

wegen cos(180°- a) = — cos a.

»\/ —a)s - \ [E=aXs—b
a) tan B/z = (S_S(Z')(+)C) tan Vg = (s S(Z.)(_Sc) )
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b) 1.Beweis

Wegen 2x + 2y + 2z = u
(gleich lange Tangentenabschnitte)

gilt: x+y+z=s
= s-a=%Xx, s-b=y, s-c=z

= tan(llzzg- = —iL- (%)
fiir die Flache von AABC gilt:
_ 1 1 1o
F=gSap+5bp+5cp=sp
bzw. F =+s(s-a)s—b)(s-c)

(HERON)
= p= \/(s —a)(s ; b)(s - ¢)
p in (&) eingesetzt ergibt:

_ [0

tan ¢/g = SGo—2)
2.Beweis

X=s-a y=s-b
wegen X+z+V=X+y+W
und z+y=v+wgilt w=z

= BD =zZz=8-C,
damitist AD =x+y+z=s.

tan ®/g = ;_P; (Dreieck AEW)

tan /g = % (Dreieck ADA.,,)

= Pa A
= £ =E(e) A
Aus <DBAy, = 90°- F/2 folgt: P é
IWBA,, = 90°. '
P -
tan Blp = & 5
(Dreieck EBW) 5
tan P/g = })ﬁ N ; D
. N | X | I I
(Drexfsi BDA:)_ A E 7 B D
=55 =5 V)
Multiplikation vzn (¢) und () liefert: — af;(s - = ===
= p2 _ (s—a)(SE Xs —c)
pin tan %/g = -s-_P; eingesetzt, ergibt: tan /g = (s—s-(t;—)(_sa-Tc)



156/8. a) F = : [eif;-sin(180°- @) + eof;- sin ¢ + eafz- sin(180°- @) + e;fy' sin @)
sin @ [e1(f; + f2) + eao(f; + £2)]

ef sin ¢

|
U] Lol ] [l Y Lo

b) a?= e)2 + f1 — 2e1f; cos(180°- @)
b2 = 12 + es? — 2f1ep cos @
c? = ey? + fy2 — 2eaf cos(180°- ¢) A
d2 = 312 + f22 - 2e1f2 Ccos @
= a2+c2-b%2-d2 = e;2 + 12+ 2e1f1 cos @ + eg? + o2 + 2eqf; cos@

— 12 - eg? + 2f1ep cos @ — 12 — o2 + 2e1fp cos @
= 2ef cos @

¢) Quadriert man a) und b), so ergibt sich:
16F2 = 4 e2f2 (sin ¢)?
(a? + c2-b? - d?)? = 4 €22 (cos ¢)?
= F2= 1 2 L(a’+c2-Db%-d%?2

155/9. a) Aus e?=a?+b%2-2abcosP und e?=d? + c? + 2dc cos B
(denn §=180"-P) folgt: e2=d2+c?+ (a2 +Db2-¢€?) @
Aus f2? =a? + d%2-2ad cos o und f2 =b? + c2 + 2bc cos a
(denn y=180°- o) folgt: f2=b? +c? + :—;(a2+ d2-f2) w
a-ab: abe?=abd?+abc2+cda?+cdb®-cde? @
v-ad: adf2=adb®+adc?+bca+bcd?-bcf2®
& umgeformt: e2(ab + cd) = (bc + ad)(ac + bd) I

@ umgeformt: f2(ad + bc) = (ab + ed)Xac + bd) II
I'Il: e?f%2=(ac+bd)?? = ef=ac+bd

b) Dividiert man die letzten beiden Gleichungen I und II aus a)

und zieht die Wurzel, so folgt: % = %%—I—E—g

155/10. a) Siehe Aufgabe 7.b) 2.Beweis

b) Setzt man pin F= 1 ap+ £ bp+ } cp =sp ein,

so ergibt sich die Formel von HERON.
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155/11.

156/12.

66

Es sei XAMB =20, <PBA =y und <PAB =
= ¥SAB = <SBA = o (Sehnen-Tangenten-Winkel)
= ¥SAP=a-B, 4SBP=a—vy
Vg=sinB, Vy=siny,

W/x = sin(a - B), V/y =sin(a—7)

Multiplikation ergibt:

12 o

xy = Sin B siny

Vvw . .

Xy = sin(a—y) sin(a - B)

aus XAPB = 180°-a = 180" - (B +7)
(Umfangswinkelsatz bzw. Winkelsumme)

f?lgt: a= B +7, also gﬂt-: . A 2 \B
sin(o— y) sin(o. — B) = sin B sin y
= P=vw
M
a) ¥BZE' =¢/y

(Umfangswinkel; B sei der Z gegeniiberliegende Durchmesser-Endpunkt)
¥<BZA = /9 (Umfangswinkel)

Kreisradius r=1
BE'=2tan¢/2, AB=2tan %5
= AE'=2 (tan %/y —tan £/9)

b) Ist M Kreismittelpunkt und F FuBpunkt des Lots durch T auf ZB,
so gilt:

MT= 1

= — (A MTA) MF=MTcos ] (a+e) (A MFT)
cos ; (a—¢)

mit t:= %(a—s) und c:= %(a+a) gilt:

_Nl-F'z cso u-ndﬁ;M—Tsinc: sSin ¢
CoS T cos T
Strahlensatz:
FT:FZ=BT-BZ = BT=2 Sin 6 _g. Sino )
(14€086/005:)COST ~ €COST+COSG
sin ¢ e
= = Qa, €0 = =
2 5 oo ol con o5 = W2+ tantly = } (BA'+ BE)

also BT= %(ﬁ'+ BE) = 2BE+ET)= BA'+ BE'
= 2ET = BA' - BE, also 2ET = EA'



156/13.

Losung ohne Trigonometrie
Verldngert man [BC] tiberC
hinaus, so ergibt sich A'.

Man zeigt, da8 U Umkreis

mittelpunkt von AABA' ist,

denn dann halbiert UT als
Lot auch die Sehne [BA'l]:

AUB =y

(Umfangswinkel tiber [AB])
YACA' = 180°—y

= XAAB =V/2, denn
AACA' ist gleichschenklig.

Deshalb liegt A' auf dem
Kreis um U mit r = BU .

Lésung mit Trigonometrie
2F apc = aw sin ¥/2 + bw sin /g

2F apc' = ew sin (o + ¥/2)
sin (o + ¥/g)

= a+b=c -
L sin /g
(¢/9) : BU =sin Y/g
STT C
= BU = oo s

BT :BU = cos(90°- /2 -B)
=sin(¥2 + B) =
= sin[180°- (a+¥/2)]
= sin (o + ¥/2)

S _ ¢ sin(a + /)

= BT ==,
=~ a+b
= BT = 5

180°- (o + ¥/2)



156/14. a) Kathetensatz: x2 = bc cos o
y2 = cb cos o

= x=y=\/bccosa

b) hi2=x2_-AF 2 = bc cos o - c? (cos )2
=ccosa-(b-ccosa)

= CCOS O - aCOoS Y ,
Bv
| /
LI
/S
(2 >

v=bsinocos o~
A ' acos [} B

w = b(cos o)
CE = b - b(cos o) = b(sin a)?,

acosy _ Acosacosy
b(sina? ~  sina

CF =acosy___
z:v=CF :CE =

z = b sin « cos o
h2=h12—22

h? = ac cos o cos y—

a2 (cos a)? (cos )2

(sin a0)? o4
2 _ _ acosacos
h2? =a cos o cos y[c —rl(sin ” ]
h? = a cos & cos c(sin )2 — a cos o cos ¥
= v (sin a2
¢ —cos 0. (c cos & + a cos Y)
h? = . -
acos o cosy (sin (1)2
c—-bcosa acosocosy-acosf
h? = - — = -
acos acosy (sin a)z (sin 0!.)2
a
h = ——Vcos o cos B cos v

Néaherungen

157/1. a) a=32

b) G(1/243 11/3),
H(Y/2 | Y243 ),
M(-1l 0),
r5 =3,

KO 12)
GK =\3-2
=1,259...

Abweichung:
=-0,051%
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158/2.

158/3.

158/4.

159/5.

159/6.

160/8.

160/9.

ZUHY = 30°
HU + UY = 2= +4tan15°=3,1423...
Abweichung: f=~ 0,024%

Der Radius des Kreises sei jeweils 1.

a) XOMP = p XMPZ =¢ <MZP = a
Sinussatz in AMPZ: :iinL; = % . Wegen € = -a folgt
Si:i(nE;a) -9 — sin y cos gi; (cxos | sin o -9
= tana= %’;—p OP' =3tana= 32i—ucl£j
30°: f=-0,043% 60°: f=-0,761% 90°: f=-4,51%

b) Der FuBlpunkt des Lots von P auf MZ sei H, p = < HMP .
HM =cosp, HP =sinp, t= 1g(l-cosu),

Z0 =3-t=1(14+cosp), ZH =3-6t= L(9 +6 cos )
Strahlensatz: OP' : HP =Z0 :ZH = OPF =g gk -siny
30% f~-0,00103% 60 f~-00716% 90" f~-0,97%

a) Ap = 0,412°

b) Es sind zwar alle Seiten gleich lang,
aber das Fiinfeck ist nicht regelméBig.
o = 108,366°

oz = 107,038°
o = 109,192,

a) Ap = 0,11° b) €=51,318
Awjy. = 0,2% Ae = 0,11°

a) Ap = 0,812° b) Ap = 0,208 7. Ap=-0,058°

Uk Fx - o
a) % =0,9998... b) Fo =0,9998... ¢) Ae= 0,101

@5 = 71,953° @7 = 51,518° ¢ = 40,278° @11 = 33,148°

160/10. Apg =~ 0,114°  Apugs=0,094°  Apy7=~0,999°  Apgg = 0,288°
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Vermessung

16V/1.

161/2.

161/3.

161/4.

162/5.

70

81 sin 20,72° e ol ; =
s = smilil’ h=ssin ¢ + s;sin f = 1302,8 m

y=40° a=s32% _689m b=s3BB .go6m

sin y sin y
. sin o — sin o
PB =s gm5 BQ =sgmp

x=\VPB2 +BQ2-2PB BQcos28,9° ~51,2m

BK =2rsini(¢s + lokl) =8724,5 km

: . o _ a3 sin86,6603°
Entfernung Berlin-Mond: x = BK —F5s7 13814 = 361 283 km

e = Vx2 + r2 — 2xr cos 138,7378° = 366 096 km
e:r=>575

Tangenssatz in AABC:

tan-lz-(al -1 = ,f:—z cot B/
= a;=38,9°, 11 =287
o2 = 61,4°, v = 56,3°

r_ss_ig_[S_ = 125,14 m

~ Ssiny
sin g
X = rm = 117,6 m
sin o
Z=I‘Sin8 2124,1m
Kosinussatz:

y=Vx2+s?-2xscosa ~144,2m




162/6.

162/7.

Physik

162/1.

e=¥XPAB t=<BCP

s?ne _y sint _y sing tsina I
sinoe ~ s’ siny Tt sint ~ ssiny
II: e+1=176,5°
in I: sin € _tsina
In L Sin(1765-¢ - ssiny
sing _tsina
sin 176,5° cos €—cos 176,5°sine ~ s siny
t _ _rsin176,5° bei = tsin a
= N €= 7 s 176,56 °  WODPel I''= Sy

= £=57, 1=119,5°, B1=90°, B2= 34"
= x=1390m y=117Tm z=752m

Es gelte: AQPB ~ A'Q'P'B', wobei AB' =s' und x'= QP' = lm sind.

P sin B, AP  sinog

Sinussatz: 7~ = g 55,5° 1 ~ sinb2,5°

Kosinussatz: s2= BP'2 + AP 2-2BP' ‘AP cos 24,5°

Ahnlichkeit: % = 5 = x=121,4 m.

. Fz sin B sin B
a1) Sinussatz: § = GHTE0- (asP)] " sinla + P

_ (. _sinP (. __Sina
= FZ—GSin(U.+B) FD'Gsin(a+B)

as) Fz=GSin—a FD:(}Lin_p__

" sin(o - P) “sin(o - B)
by) F1=L‘£dr,s(i~;l_fzs) F2=L'ﬁ%
by Fy=L 5320 F2= L ma
c) F1=G-% F2=G’5Tn%12—[3)
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163/2.

163/3.

72

=

a) x= sin(ad— B) -Bogen(AB) \<
= Cos B “:A

= X = cos P sin(a-B)
= 5%_5 (sin o cos - cos o sin PB)
_ . cosasinﬁ
-d[sma- cos B
_ . cos ¢ sin
= dsina 1_cosBsinoz
= dsino [1 - =252
nZ - (sin )2

= X =18,9 mm

b) 8=0.1-Bl+(12—[32

(AuBlenwinkel in AABC)

= Pi1+B2

(AuBenwinkel in AADB)

¢+1=180" und o+t =180°

c=¢= P +p2

= E=0 +02—0

sin 0 = n sin P2 = n sin(e - B1)
= n sin ¢ cos B; — n cos ¢ sin B,

= sin @ Yn? - (sin o;)®> - cos ¢ sin a;

= €= 0y + arc sin[sin ¢ \n2 — (sin a1)? — cos ¢ sin 01] - @

(arc sin ist die Umkehrfunktion von sin)
= £=48,9°

Der Drehpunkt des Tonarms sei A, der Kreismittelpunkt M,
die Schnittpunkte von Spitze und kleinem bzw. groflem Kreis
seien B bzw. C.

AAMB: x2 = a2 + r 2 — 2ar cos (90°-¢)

= x2=a%2+r2-2arsine I

AAMC:x2=a%2+R%Z2-2aRsine II
ausI: sine= -2% (a2 +r2-x?) in Il eingesetzt:
x2 = a2 +R2-§-(a2 +r2-x?

x2(1-R/p)=a2(1-R/4)-rRQ1-R/p) = x= '\Ia2 -rR =218 cm.



174/1.

174/2,

174/3.

174/4.

7. Kapitel

a) sin 90" = 1 sin 60" cos 30° + cos 60° sin30° = 1v3 - 343 +1 .1
b) sin 30" = 1 sin 60" cos 30" — cos 60° sin 30" = 1
c) sind5"= 12  sin 90° cos 45° — cos 90° sin 45" = 12
d) sin 150°= 1 sin 210° cos 60° — cos 210" sin 60° = 3
e) cos 120° = 12- cos 90° cos 30° — sin 90° sin 30° = - 7
f) cos60°= 1 cos 90° cos 30° + sin 90° sin 30° =
g cos 180° =-1 cos 240° cos 60° + sin 240° sin 60° = —
h) cos 300" = cos 210° cos 90° — sin 210° sin 90° = %
. o _ 1 tan 60'—tan 30" _ i
i) tan 30" = I3 Triarmnsr = 5V3
. .1 tan 150"+ tan 60" _
P tan 210 = 3V3 P iney = 3V3
° tan 240°- tan 60°
k) tan 180" =0 T 1945 tan60" = O
1) cos 360° =1 cos 315° cos 45° —sin 315" sin 45" = 1
a) sin 75° = sin(45°+ 30°) = %(\/5 +V2)
b) sin 15° = sin(45°~ 30") = 1(V6-v2)
¢) cos 75° = sin 15° d) cos 15° = sin 75°
o _ 8in 15" .« sin75’

e) tan 15° = 00515 =2 - \/_ f) tan 75 = o5 =2+43
g sin72°= 7 \llO +2\5 (regelmaBiges Zehneck)
h) cos 72 = ;(V5-1) i) tan72° = T(V5 + V10 + 2V5
a) cosx =\1-(sinx)? = % cosy= 2

sin(x + y) = % sin(x-y) =- %53-
b) sinx = V1-(cos )2 = 11—‘; siny= &

cos(x +y) = - cos(x —y) = it

: — 9 i _o. 5 12 _ 120

a) sm20(-2smacosa-2-13 3 T

cos 20 = 1 - 2(sin o) = 42 tan 20 = 3
b) sin 2a = 2:0,8:0,6 = 0,96 cos 20 = 0,28 tan 20 = 274
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¢) sino = %\/3 ,COS O = %\/5 ,sin 20 = &

- 3 - 4
z ,€os 20, = 5 tan 200 = 3

174/5. a) sina/2=\/%(1—cosa) =\/%(1-0,6) = é\fg
cosa/2=\/%(1+cos o) =\/%(1+0,6) = r‘%\/—5- tan ®/g = %

b) sin %5 = % cos %/g = %\/5 tan o/9 = %\,/-3-

174/6. a) sin 15" =\/1(1-cos 30") = 1V2-B
cos 15" =\[L(1+ cos 30") = 1\2 +VBtan 15" =23

b) sin7,5°=\/%(1—cosl5°) = \j2-\)2+\/§
cos7,5°=\/%(1+c0315°) = \/ + 2+'\/§

tan 7,5° = \J15 + 8V3 — 426 + 15v3

¢) sin 22,5°=\/%(1-cos 45°) = %\IZ-\/E

cos 22,5" = \[L(1+cos 45" = 1V2+V2 tan225° =\3-2V2

[T

[ -7 L

5x—

174/7. a) sin 5x + sin x = 2 sin 5L2+5 cos Tx = 2 sin 3x cos 2x

b) sin 7x — sin 3x = 2 cos 5x sin 2x ¢) cos 3x + cos x = 2 cos 2x cos X

¢) cos 6x — cos x = -2 sin 3,5x sin 2,5x

174/8. a) sinx + cos y = sin x + sin(90°— y) = 2 sin x+9§ — cos x—gg -

b) sin x — cos y = sin x - sin(90°- y) = 2 cos x+9g = &in x-9g°+y

175/9. a) h,=bsina X =2 h, cos o = 2b sin o cos o = b sin 20
b) x = . _a Cx = 2 tan o - 2ab?
) x =b tan 20 ; aus tan o p folgt: x=b - tana? "~ Do



175/10.

175/11.

a) ABCHy: B2 +y=90°
ABH,H: Bs + T = 90°
= 1T=Y
ACHB: v, +B =90°
ACHH,: y; + & = 90°
= e=f
HBA,C ist ein Sehnenviereck,

deshalb gilt: XH + <A, = 180". é\%&\\\{@\\%&
Wegen €+ 1=y + p =180"- a folgt: v
4A; = a, und daraus u; = 2a.

. a . a .. . . o
Aus sina = o und sin o = 5= (r: Umkreisradius) folgt: r =r;.

Analog bekommt man: r = ry = r3.

bi Der Flicheninhalt F; der beiden schraffierten Segmente ergibt sich als

Differenz des Sektors BM;CH und der Dreiecke BCH und BM;C:

2.
F, = % — FapcH - % r2 sin 20

Fir die2 iibrigen Segmentpaare gilt entsprechend:
Fp= S5 _Fucua- L r?sin 2B

2
F3 = %gl -FAABH - -12- r?sin 2'Y

2
F3linsen = %(a +B +7v) —Faanc —% r (sin 20 + sin 2B + sin 2y).

Aus o+ P+ 7=180° und sin 2c + sin 2B + sin 2y=4sina sin B siny
folgt Fsjinsen = rin - 2FaaBC.

a'2=b?+c? - 2bc cos(o + 60°) a? =b2+c? —2bccos
= a'?—a?=2bc[cos a — cos(o + 60°)]

= a'?-a? = 2bc-2sin(a + 30°) sin 30°

= a'2 = 2bc sin(a + 30°) + a2

Aus a=2rsina, b=2rsinf, und c=2rsiny folgt:

a'2 = 8r2 sin(o + 30°) sin B sin y + 4r2 (sin )2,

und aus sin(a + 30°) = %(\/5 sin o + cos o) folgt:

a'?= 4r2[\/3 sina sin B siny+ cos o sin B sin ¥+ (sin o) 2]

a'?= 4r2[V3 sina sin B siny+1+cosa(sinP siny-cos a)]
a'2= 4r2[\/3 sina sinP siny+ 1 +cos o ( sin B siny+ cos (B +7)]
a'2= 4r?[3 sina sin B siny+ 1 +cosa cosP cosyl

= a = 2r\/\f§sina sinf} siny+1+cosa cosP cosy
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176/12.

176/13.

76

Denselben Term findet
man fiir b’ und ¢/,

da alle drei Dreieck-
winkel vorkommen.

Man kann zum

Beispiel zeigen: A 4{
Faxcy + Favcz =Faxcz ()
XXAY = B, <XBY =«
(Sehnen-Tangenten-Winkel)

. asin o 2r(sin o)2
Sinussatz: u= =

<o
m

sin & sin
bsina  2rsin asin bsinB  2r(sin B)?
= v = n W= 3 = -
sin € sin € ! sin @ sin @

In (w): % uwsiny+%uvsin[3= %vwsina =

1 4r2 (sin ®)? (sin B)? sin y 1 4r2(sin a)® (sin B)? 1 4r2 (sin a)? (sin B)°
z sin 3 sing 7 sin § sin € =z sin € sinQ
sin y sin a __sinf

8ind sing ' sind sine - sine sing

= siny sin€ + sina sing = sinP sin §

Wegen B+¢=7 d+a=y und €+ a =0 (AuBenwinkel!) bedeutet das:
siny sin(f-a) + sin o sin(y—B) = sin f sin(y- o)

sin o sin(y—B) + sinf sin(x-7y) + siny sin(B-a)=0.

Die Additionstheoreme zeigen die Richtigkeit der letzten Zeile.

Der Radius des Kreises sei 1.
a) Sehnenlinge: AB =2sin%/s, Lange der Hohe durch den

Mittelpunkt von [AB]: h = cos ¢/5 = tan M/9 = 3}/1—2 = % tan ¢/2
@ u ®
30° 10,2° 9,9°
60° 21,8° | 19,1°
90° 36,9° | 26,6°
120° 60° 30°

. ] in(®/o — . .
b) Sinussatz in AABC: Sn(@2-8) _sine 4 e —SiD%2
1 2 1/5 + cos ®/g



c)

d

30°

10,013°

45°

15,043°

60°

20,104°

90°

30,361°

XBAD = /4

{(Umfangswinkel)
LEAD = ©/4 —&/g
(Umfangswinkel)
= XBAC = 0/g — &/
Sinussatz: AABC:

sin(®@/g — &/9)

sin &9

"
.
-

= sin ®W/9 cos €/2 — cos ¥/g sin €/9 = 2 sin &/9

= tané€/g =

30°

1

sin ©/y

2 + cos @/g

45°

Al"

60°

90°

0]
€

9,974°

14,913°

19,792°

29,278°

<MBC = v/

AB =43 -1

(Umfangswinkel)
(Pyth. in AAMD)

Sinussatz: AABC:

o L
Smg 2 - 9 _ sm(ng Y2 gin(@g—¢) = 1(f3-1) sin w/p
[0 30° 45° 60° 90°
€ 9,564° 14,448° 19,455° 30°
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Vereinfache
177/1. a) 2coso b) 2sina

177/2. a) 2sin o2 + [(cos a)? + (sin 0)2] [(cos )2 - (sin o)2] =
= 2(sin )2 + (cos )2 — (sin a)2 = (cos )% + (sin )2 =1

b) (sina +cos a)2— 1= 2sin o cos oo = sin 20

177/3. a) 2(%\/5 cos o + -;-\/5 sin a)(%\ﬁ cos o — %\/-2_ sin o) =
= (cos o) — (sin 0)% = cos 20

sina—(%\jg coso— L sina) = sina

b)% 3 cos o+ :

1
2

¢) 1 cosa— $V3 sino+ 5 cosa+ V3 sina= cosa
177/4 ) sina+2sinacosa  _ (1+2coso)sino _ tan o
' l+coso+2coso®—1  (1+2cosa)cosa
b) (cos a)? + sin o cos o — (cos @)+ sin o cos o _ 2sinocosa _ sin20 _ tan 2a
(cos )® — (sin o) = 7 cos 20 = cos 200

177/5. a) (sin a cos P + cos o sin B) cos o0 — (cos o cos B — sin o sin B) sin o
= (cos a)? sin B + (sin a)?sin B =sin B

b) (cos o cos B — sin o sin B) cos o0 + (sin o cos B + cos o sin B) sin o0 =
= (cos a)? cos B + (sin a)® cos B = cos B

c) (sin o cos B + cos o sin B) (cos o cos B + sin a sin B) +
+ (cos o cos B —sin o sin B) (sin o cos B — cos a sin B) =
= 2 sin a cos B = sin 2a

d) (sin o cos B — cos a sin P) (cos B cos y + sin  sin y) +
+ (cos o cos B + sin o sin B) (sin B cos Y- cos B sin y) =
= sin o cos Y — cos a sin Y = sin(a — )

cosasinfB _ tanf —sinasinf _
177/6. ) Gnocosp = tanc b) oumsp = tanotanp
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2 sin o cos g

2sinacosf _ tanoa _
177/1.  a) 2cosasinf ~ tanf b) 2cosacosf T tan o
o) SZSinasinB _ oo
2cososinp 2l
2(cos %/g)? 1 2(cos ¥/g)? 1
1778.  a) 5 @/5)% T (tan %/2)? b) (2sin %/g cos %) ~ 2(sin %/p)?
) l+coso _ 2(cos /g)? _ 1
sina 7 2sin %9 cos %y  tan %o
1-sina 1 - cos(90°- o) o
d) sa = smEo—o - tan(45’- /)
2 sin o — 2 sin o cos o 1—coso 2
1779.  8) TG T osinacosa = Ticoso = (tan %2)
b)2cosa+25inacosa _l+sina _ 1+cos(90°-a) _ 1
2coso—-2sinocosoe — l-sina ~ 1-cos(90°—a) ~ (tan(45°— /9))°
) (1+cosP)sino _ 2sin % cos %/ - 2cos Fp)®  tan %y
(I+cosa)sinB = 2sin B/ cos Blg - 2(cos Wo)? ~ tan B/o
2(sin %/2)% + 2 sin /o cos ¥/g 2 sin %/9 (sin %/9 + cos %/g)
17 1 o = = .
710 2(cos %/2)? + 2 sin %/ cos %g 2 cos %/g (cos %9 + sin %/3) tan %/2
2(cos ¥9)? — 2 sin %/g cos %o 2 cos %y (cos %/ — sin %) _ 1
2(sin %)% — 2 sin %/ cos %/s ~ 2 sin ®/3 (sin %9 — cos %) ~ tan /g
cos 20 (cos @)? — (sin 0)? 2
ITNL a) 77 P = 1-Ginocosa? (08
+§ . -B
b) sino—sinf 2cos%£sm“T = tan B
cos o + cos P 2c0552+-|-3-c05‘1;—ﬁ- 2
2 (cos %/2)? sin %
c) 2 2 - cos %/9

2 sin %/9 cos /9

Y9 (cos 2B + cos 2a)

d) (sin o cosP + cos o sin B)(sin & cosP — cos o sin B) + (cos &)

_ (cos a)? - (sin B)2

_ Yp(1-2sin B)* + 2Acos 0)* — 1)

(cos P)?

(cos B)*
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Beweise

178/1. a) sin o + sin o cos 120° + cos o sin 120° + sin o cos 240° + cos o sin 240°

=sina— L+ sina+ 1y3 cosa-— sina+§ 3 coso=0

2 2

[ Lol

tan o + tan 120° tan o + tan 240°

b) tan o + T an 190 * T-tan o tan 240° =

tan o -3 . tana+y3 _

1+V3tana 1-y3tana

_ tano—3(tan o’ + tan a3 (tan )’ — 3 +3tan o+ tan a + V3 + V3 (tan 0)® + 3tan «
- 1 - 3(tan o0)®

=tan o +

_ 9tan o -3(tan a)®
1- 3(tan o)®

= 3tan 3a (vergleiche 3.)

¢) cos a [(cos a)-1/2) - (sin a)(1/2\3 )][(cos a)(-1/2) — (sin a)(-1/2\3 )] =
= (cos a)(1/4) (cos o + /3 sin a)cos o -3 sina) =
= 1/4 cos a [(cos o0)2 — 3(sin )2] =
= 1/4 cos o [4(cos 0)2 — 3] = 14 cos 3 (vergleiche 2.b)

tan o — V3 tan o + V3 [(tan o)® — 3) tan o
d) tan o + 1+y3tane 1-yBtano  1-3(tan o)? B
__3tana—ttano® _ tan 3o (vergleiche 3.)
1 - 3(tan o)? B g )

178/2. a) sin(2x + x)

sin 2x cos X + cos 2x sin x =

2 sin x (cos x)? + (1 — 2(sin x)?) sin x =
2 sin x (1 - (sin x)?) + sin x — 2(sin x)3 =
= 3 sin x — 4(sin x)°

b) cos (2x + x)= cos 2x cos X —sin 2x sin X =

= (2(cosx)2—1)cosXx—2sinxcos x sinx =
2 (cos x)3 — cos x — 2 cos x (1 — (cos x)2) =
= 4(cos x)? — 3 cos x

2 tan x

7 + tan x 3
178/3. tan(2x + x) = _=tany = Zlanxsianx-(tany
1_1 tanx _ tanx 1 -(tan x)* — 2(tan x)
- (tan x)”

_ 3tanx—(tanx)®
~ 1-3(tanx)?
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178/4.

178/5.

178/6.

178/7.

sin 3x cos X + cos 3x sinx =
[3 sin x — 4(sin x)3] cos x + [4(cos x)3 — 3 cos x] sin x =

a) sin(3x + x)

— 4(sin x)® cos x + 4(cos x)® sin x =

4 sin x cos x [- (sin x)2 + (cos x)?] =

=4sinxcosx [2(cos x)2—-1] =

8 sin x (cos x)3 — 4 sin x cos x (vergleiche 2.a)

= cos3xcosx +sin3xsinx =
= [4(cos x)® — 3 cos x] cos x — [8 sin x — 4(sin x)?] sin x =

4(cos x)* — 3(e6s'x)2 - 3[1 - (cos x)2] + 4[1 - (cos x)2]2
8 (cos x)* — 8 (cos x)? + 1 (vergleiche 2.b)

b) cos(3x + x)

3 tan x — (tan £F-

+ tan x
tan 3x + tan x 1-3(tan x)°

tan(3x + x) = T—tndxtanx = | Btanx-tanx? =

- tan x
1-3(tan x)°
_ 3tanx—(tanx® +tanx - 3(tanx)® _ 4 tan x—4(tan x)® (vergl.3.)
T 1-3(tanx)*—3(tan x)* + (tanx)* ~ 1-6(tan x)? + (tan x)? gl.o.

a) cos 2x = 2(cos x)2— 1= 1-2(sin x)?, ist o = 2x und o spitz, so gilt:
cos o = 2(cos %/2)2—1= 1- 2(sin ¥/2)2

= (cos %/2)? = Z(1+cosa) = cos %z =" /__1 t oo

= (sin %/9)2 = %(l-cos o) = sin %9 = l_—gﬂ
1-cosa
b) tan %2 =\[TTcos a

cos [90°— (45°+ 0)] = cos(45°- o) =

. sin o + COS O
= % 2 cos O+ 142 sino = —m——

2 V2

cos [90°- (45°- a)] = cos(45°+ ) =
= % 2 cos o — %\fﬁ sing = 202 _C8X

V2

a) sin (45°+ a)

b) sin (45°- o)

tan45’+tana _ l+tana

¢ tan (45'+ @) = T 7 tne = T-tanw

tan45'-tana  _ l-tana
l+tan45°tano ~ 1l+tanao

d) tan (45°- o) =
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178/8. a) tan (45°+ o) — tan (45°- o) = ‘
_l+tana l-tanao (1 + tan o)® — (1 — tan o)?

= 1-tanoe ~ l+tana (1-tan a)®

4 tan o
= T_(@naf = 2 tan 2a

b) tan (45°+ o) + tan (45°- @) =

_l+tana l-tana _ 2_1+(|;anot)2 _ _
T 1-tano T+tano - “ 1-(tana®
= 1 __2

" (cos @)% - (sin@)? ~ cos2a

1+sina sin90°+sina _ 2 sin(45°+ ®/2) cos(45°— %/)

178/9.  8) o500 = c0s90 +cos 0L = 2 cos(45°+ /) cos(45— %) tan(45°+ «/p)
coso _ cos 90" +coso _ 2cos(45°+ %) cos(45°-%p)
l1-sino = sin90"-sina ~ 2cos(45°+ %p) sin(46'— %)
1 -] o °
- — _Q = o
tan(d5— %g) tan[90°- (45°- ®/2)] = tan(45°+ %/2)

1 o o o .
b) s o) tan[90°- (45°+ ®/2)] = tan(45°- ®/2) (vergleiche a))

. . 2 sin o (cos o) 2 tan o
178/10. a) sin20 = 2sinccoso = o5 O = T+ (tan of
1 (cos @) + (sin a)? _ 2
[(cos ) (cos a)? =1+(tan o)
(cos @)? (sin 0)?
7~ 3 2
_ 2 (cin )2 o (COSQ® (cosa)® _ 1—(tan o)
b) cos 200 = (cos a)* — (sin @) = T = 1+ (tan 0
(cos 01)E
2 tan a
) Sn2e 1 + (tan o)? _ 2tan o - tan o
l+cos20 ~ 1+ l1-(tanof®* ~ 1+(tano)®+1-(tana)®
1+ (tan o)
1 1-(tan a)?
l1-cos2a _ 1+ (tan o) _ l+¢tanof’-1+(tana)® _ t
sin 200 2 tan o = 2tan o = tan &
1+ (tan 01)2
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179/11.

179/12.

179/13.

a) sin55°+sin5°=25in55;5 cos55;5 =2-% . cos 25° = cos 25°

b) sin 80° — sin 40° = 2 cos 60° sin 20° = sin 20°

c) cos 170° + cos 70° + cos 50° = 2 cos 120° cos 50° + cos 50° =
=—¢0s 50° + cos 50° =0

d) sin 20° + sin 40° = 2 sin 30° cos 10° = cos 10° = sin 80°
e) 8 sin 20°sin 40°sin 80° = 8-
7 (— 8in 20° + sin 100" + sin 60° — sin 140°)
= 2 (8in 60° + sin 100° — sin 140° — sin 20°)
=2[ 143 +2 cos 120°sin(-20°) - sin 20°] =
=2[1V3 —sin(-20") - sin 20°] = V3

[sin o sin B sin y = 1/4 [sin(a+B—y) + sin(B+y-a) + sin(y+a—B) — sin(a+|3+7)]]

f) 8 cos 20°cos 40°cos 80° = 8.
%(cos 20° + cos 100° + cos 60° + cos 140°) =

=2[} + cos 100" + cos 140° + cos 20°] =
=2 % + 2 cos 120°cos 20° + cos 20°] =2 [ % —cos 20° + cos 20°] =1

[cos a cos B cosy = 1/4 [cos(o+B—Y) + cos(B+y—a) + cos(y+a—B) + cos(a+[3+y)]]

. o . . _ sin 20" sin 40" sin 80° 8V3 15 _
® tan 20° tan 40° tan 60° tan 80° = " Se—m—es V3 = F1- Jv3=3

a) sin 75° + sin 15° = 2 sin 45°cos 30° = V6
sin 75° - sin 15° = 2 cos 45°sin 30" = 142

b) x :=sin 75°, y := sin 15"
x+y=3V6 , x-y= V2
= 2x = %(\/§+\/§)=> X =
= 2y=16-V2)=> y=

(V6 +V2)
V6 -v2)

Lol i T

3 tan a — (tan o)® 2tana

1-3(tanow®  1-(tan )
[3 — (tan @?][1 - (tan o)?] - 2[1 - 3(tan 0?] — [1 — 3(tan o?[1 - (tan 0?] _
[1-3(tan ?][1 - (tan )?]

tan 3o - tan 20 —tan o = —tano =

= tana

[3 tan o - (tan 0)®] 2 tan a
[1-3(tan 0?][1 - (tan 0)*]

= tan o = tan 3o tan 2¢ tan o
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. sinf+siny _ 2sin1%1cos%1 =tan 8 By _ 90° - @/g
179/14. a) sin o = Brcosy — g cos%xcos sz = 7
2 sin 9/9 cos %/9 = tan(90°- ©/2)

2 sin %/9 cos %/g = ,2(sin %92 =1 = a=90°

1
tan %/q

b) sin o= cos B + cos ¥y
sin(p +y) = 2 cos -[%1 cos %‘1 ; sin [180°— (B + y)] = sin(B + )
2 sinp-;—l cos’%1 =2 cos%‘l cost‘x

sin %X = oS %1
sin B/9 cos Y/2 + cos B/9 sin Y9 = cos B/2 cos ¥/2 + sin B/g sin ¥/o

sin P/g (cos ¥/2 — sin ¥/9) = cos B/2 (cos /g — sin ¥/2)
sin B/g = cos B/ = B =90° (bzw. sin Vg =cos Y2 = y= 90°)

179/15. sino = sinfB-2cosy = 2 sin B cos([180°- (a+B)] =
= -2 sin B cos(a + B) = — [sin(-a) + sin(a + 2B)]
= 0 =-sin(a + 2p) = o+ 23 =180°
wegen o+ f +y=180°" gilt B =17,
das heifit, das Dreieck ist gleichschenklig.

179/16. a) o + B +y = 180°

= tany = tan[180°- (a+B)] = — tan(a+B) = — ﬁnt:nzt:; B
= tany-tanotanPftany = —tana —-tan
= tano+tanfB +tany = tan o tan B tan y b) analog a)

179/17. a) sino+sinB+siny =2 sin #/2 cos %9 + 2 sin"%X cos E2:x =
=2 cos%l cos %/ + 2 cos %/g cos%l =

=2 cos %/2 -2 cos B/o cos Vg =
=4 cos %/3 cos B/g cos V/2

b) sin a + sin B - sin y= 2 sin %/5 cos ¥/g + 2 cosL;I sin-[%I
= 2 sin %/9 [sin-%I + sin%l =
=2 sin %/3 .2 sin B/9 cos V2 =
=4 sin %/9 sin B/2 cos Y9

c) cosa+cosP+cosy=1-2(sin /9)2 + 2 cosL;z cos%‘I =
=1-2(sin %/2)% + 2 sin @/ cos B =
=1-2sin %3 [sin Ofy — cos%’I 1=
=1+ 2 sin %/2 -2 sin B/y sin Vs =
=4 sin %/ sin B/g sin 9 + 1
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179/18.

180/19.

d) cos o + cos B—cos y= 2(cos %/2)2 —1-2 sinL;x sin%‘Y =
= 2 cos %9 [sin%’l - sin%f ]-1=

2 cos %/ -2 cos B/g sin Vo — 1=

= 4 cos %/ cos B/2 sin Vg — 1

a) sin 2a + sin 2f + sin 2y

2 sin o [ cos(B + y) + cos(P - )=
—4sina sin B sin(~y) = 4sina sin B
denn cos o = - cos(B +y) und sin o = sin(p + )

b) sin 20 + sin 2B —sin 2y = 2 sin ot cos o + 2 cos(B + ¥) sin(B - y) =
2 cos o [sin(B + ) — sin(B—y)] =

4coso cos P siny

2 (cos )2 — 1 + 2 cos(B + 7) cos(B—y) =
2 cos o[- cos(B +y) —cos(B-7)] -1=
—4cosa cosfP cosy-1

c) cos 20 + cos 2 + cos 2y

d) cos 200 + cos 2B —cos 2y = 1 -2 (sin a)2 — 2 sin(B + ) sin(B-7) =
-2 sin o [sin(B + y) + sin(B—y)] +1 =
—4sina sinf cosy+1

a) (sin )2 + (sin B)? + (sin y)? =
1(1-cos2a) + 1(1-cos2B) + 3(1—cos2y) =

-;- [3 - (cos 20 + cos 2B + cos 2y)] =

1[3+4cosa cosP cosy+1]=2+2cosa cosP cosy
(vergleiche 18. ¢))

b) (sin a)? + (sin B)2 — (sin y)% =
= 1(1-cos20) + L(1-cos2B) — 2(1—cos2y) =

1 [1 - (cos 20 + cos 2B — cos 2y)] =

% [1+4sina sinP cosy—1]= 2sino sinP cosy
(vergleiche 18. d))

e) (cos o) + (cos B)? + (cos y)2 =
= 2(1+cos2a) + L(1+cos2B) + $(1+cos2y) =

= %(3 + cos 200 + cos 2P + cos 2y) =

= %(3-4cosa cosP cosy—1) = 1- 2cosa cosP cosy
(vergleiche 18. ¢))

2 sin o cos o + 2 sin(P + y) cos(f —y) = sin Yy
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d) (cos )2 + (cos B)2 — (cos y)? =
= %(l+cos 20) + %(1 + cos 2B) - é(l + cos 2y) =

= % (1+ cos 2a + cos 2 — cos 2y) =

= %(1-4sina sin B cosy+ 1]= 1-2sina sinf cosy
(vergleiche 18. d))

180/20. a) c=c+ j(0-¢) = 1(e+®), 1= ;(—¢)

180/21. a) 2 = cos ¥z, 2 =siny
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denn wegen AB=AF=AD gilt:
Dreieck AFD gleichschenklig, AH ist Winkelhalbierende.

b) Sei K Schnittpunkt von EF und BG, L Schnittpunkt von EF und AH:
Fliche(ABCD) + Fliache(ABEF) =
= Fliche(ABKL) + 2-Fliche(LKGH) + Fliche(ABKL) =
= 2.Fliche(ABGH) (gescherte Parallelogramme)

sei N Schnittpunkt von AD und EF, M Schnittpunkt von BC und EF:

ABEM = AAFN und ANFD = AMEC

Flache(ABCD) - Flache(ABEF) = Fliche(ABCD) - Fliche(ABMN)
= Fliache(NMCD) = Fliche(FECD)

¢) AB%sinw+ AB%sine = 2AB-AH sinc
ABZ2sin 0+ AB2sing = 2AB2.costsino

sinw+sing =2sinccost
sinw+sing =2sin %% cos5=
AB?sin w— AB%sing = FE.EC- sin(90°- o)
AB2sinw— AB2sine = AB-2ABsintcos o
sinw-sing =2cososint
W+E

sino-sine =2 cos %3° sinT"’"

= siny=ccos Y/
¢ .
wegen 7 =sinY/2

b) F ist Mittelpunkt von [BH,], also gilt CH, = CF - FB
CH, :1=cosy = CH, =cosy
FB :¢/2=sinYe = FB = ¢/g sin V2 = (sin V)2
CF :hc=cos ¥z = CF =h.cos V2 = (cos Y/g)?
deshalb gilt auch: cos y = (cos ¥/2)2 — (sin V/9)2



180/22.

181/23.

181/24.

¢) BC -CH, =BH, =2BF = 1-cosy= 2 (sin ¥/2)?

hy
1+cosy

= 1+cosy = 2(cos ¥/g)?

2sin Y cos Y _ sinVy
1+ cosy ~ cos Vg

d) = tan Y2

1/ ab sin(a + B) = /2 asina + /2bsin B
1 1 o _ 1 1

cos o cos P sin(a + B) = cosa MO+ oo B

= sin(o +B) = sinacos B + cos asin

sin f

AC =b=2rsinB, AC =b=2rsinp

=>r=r
c=acosP+bcosa
2r siny = 2r sin o cos B + 2r sin B cos o
sin[180°- (0+P)] = sin a cos B + cos o sin B
sin (o+B) = sin o cos B + cos o sin B

bcosa i acosf
c=siny

2r=1

Der Beweis klappt auch mit blof3 einem
Umkreis (r = 0,5), siehe Bild rechts:

¢ = sin v = sin[180°~ (0+P)] = sin (0+P)
c= acos B +bcos o, Einsetzen von a, b und c ergibt:
sin (o+B) = sin a cos B + cos o sin B

I: €% = 2r2 — 2r2 cos(a+P)
II: €% =(xg—xa)?+ (yB —ya)?

e? = (r sin o + r sin B)2 + (r cos o — r cos B)?
I=II: 2r2-2r2cos(a+B) = r2[(sin a + sin B)2 + (cos o — cos B)?]
2 — 2cos(0+B) = (sin o)? + 2 sin o sin B + (sin B)2 +
+ (cos a)2 — 2cos o cos B + (cos P)?
— cos(0+PB) = sin a sin § — cos o cos B
cos(o+P) = cos o cos B — sin o sin
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181/25. a) Die Fliachenformel fiir die Teildreiecke ergibt

F = 1/ ad sin o + 1/2 be sin y = 1/ (ad sin o + be sin )

b) Kosinussatz fiir die Teildreiecke a
a2 +d2-2ad cos o0 = f2 = b? +c2—2bc cos ¥
= a2+ d2%—b?%—c? = 2(ad cos o — be cos ¥)
= (a2 4 d2 - b2 - c2)? = 4[a2d%(cos @)% + b2cX(cos Y)* — 2abcd cos o cos y] ¥
aus a) folgt: 4F = 2(ad sin o + bc sin y)
= (4F)2 = 4[a2d%(sin o)? + b2c%(sin )2 + 2abed sin & sin Y] &
Vidh:
(4F)2 + (a2 + 42— b? - ¢2)? = 4[a2d? + b%? + 2abed (sin o sin y - cos o cos Y)]
(4F)2 + (a2 + d%— b2 - ¢?)? = 4[a2d? + b%? — 2abed cos (o + )]
16F% = — (a% + d% - b?- ¢2)2 + 4(a%d? + b%c?) — 8abed cos (o + ¥)
16F2= — (a2 + d?- b2 - ¢?)? + 4(ad? + b2c?) + 8abed-[1 — 2(cos %1 ]
16F2 = — (a%+ d%— b% - ¢?)? + 4(a%d? + b%?) + 8abed — 16abed(cos & )2

16F?=(a+d+b-cXa+d-b+c)b+c+a—d)Xb+c—a+d) - 16abed(cos £t )?

181/26. Beim Sehnenviereck gilt a_;x = —-— =90°,

181/27. Trigonometrische Losung
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F = /(s - aXs - b)s - ¢)(s — d) — abed (cos %22

180°
2
und wegen cos 90° = 0 ist die Fldche maximal.

. . a _ 1
Dreieck ABT: B0 = smaor
sin 80° 2 sin 40° cos 40°

4= §nd0 — sin 40° =2 cos 40
Dreieck AST: x2 =1 + a — 2a cos 20°
sin o. sin 20 . sin 20°
T = = sina=

\/1 + a2 — 2a cos 20°

Nenner? = 1 + a2 — 2a cos 20° + (cos 20°)2 — (cos 20°)2
1 — (cos 20°)2 + (a — cos 20°)?

(sin 20°)% + (2 cos 40° — cos 20°)2

cos 40° — cos 20° = -2 sin 30°sin 10° = - sgin 10°
(sin 20°)% + (cos 40° — sin 10°)2

(sin 20°)2 + (cos 40° — cos 80°)2

cos 40° - cos 80° = -2 sin 60°sin(—20°) = y/3 sin 20°
(sin 20°)2 + (/3 sin 20°)2

(sin 20°)2 + 3(sin 20°)2

4(sin 20°)2

Nenner 2 sin 20°

= sine=05 = a=30




Elementargeometrische Losung
Viel eleganter dagegen ist der Beweis
allein mit Winkelrechnung: es tuts
schon der Lehrstoff der 7. Klasse.
Man zeichnet die beiden Hilfslinien:
BU mit 4 ABU = 60°

UT mit UT Il AB
und weist mit Winkel-
rechnung nach, daf gilt:
Dreieck AIS ist gleichschenklig,
Viereck SITU ist ein Drachen.

Gleichungen
182/1. a) L=10,38...;2,75...} b) L={0,71...;5,57...}

182/2, a) L={0;%3;n;5%/3} b) L={0;nl c) L=1{2,80...; 594...)

d) L =1{0;"3;2n/3; r;4n/3; 5n/3) e) L =("/g;m/g;3n/g;51/3)

182/3. a) L=1{0;%/g;5%g;n} b) L=1{0,67...;5,60...)

) L= {3n/g; /g ; n; 1in/g ; 157/g)

182/4. a) L={1,75...;6,09...}; b) L=1{0,64...;0,80...] e¢) L=12,33...;249...}
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182/5.

182/6.

182/7.

182/8.

182/9.

182/10

182/11.

90

a) L={"y;1,89...;57/4;5,03...) b) L={%y;30/4;m;5%/4; Tn/g)

¢) L=10,92...;2,15...;4,06... ; 5,30...} d) L=1{"4;0,92... ;5% ; 4,06...|
a) L=11,76...;4,90...} b) L=(0,48...;3,62...}
a) L=10,64...;249...} b) L=(0;0,72...;191...;®;4,37...; 5,56...]

a) L=10,39...;1,17...;196...;2,74... ;3,53... ; 4,31... ; 5,10... ; 5,89...}
b) L=1{1,10...;1,24...;1,89...;2,03... ;4,24... ;4,39... ; 5,03... ; 5,17...}

a) L={%(@2k+1) mitk=0,1,...,15; £ 2lmit1=0,1,..,5}
b)L={Z% 2k mitk=0,1,..,17; % 2Imit1=1,2,3,5,6,7}

o L={Z@k+1) mitk=0,1,..,9; 24l+1) mitl=0,1,2,3,4}
d)L={% 2kmitk=0,1,...,11}

e L=1{0;n;22k+1) mitk=0,1,...,7;

s (4l+3) mitl=1,2,4,5,7,8,10, 11}
a) L=1{0;mp;2%/3;m;4%/3;3%/9)b) L =Wy ; 203 ; 3n/y ; 5n/y ; /3 ; Tn/g)

a) L=1{0;%9;n;3n/9;1,25...;2,51...;3,76... ; 5,02...}

b) L={0;n;0,62...;1,88...;4,39... ;5,65...)



198/1.

198/2.

198/3.

198/4.

198/5.

198/5.

198/7.

8. Kapitel

sin(™/9 + x) = sin ™9 cos X + cos /2 sin X = cos X
sin(™/9 —x) = sin™/9cos X — cos ®/9 sinX = cos x
Achsensymmetrie zu x = /g

sin(T+X) = SINMTCOSX + COSMSINX = —sinx
-sin(t—x) = —(sinmcosXx — cosTsinx) = —sinx
Punktsymmetrie zu (nl0)

cos(™/2 +X) = cos™/2cosX — sin™/g9sinx = —sinx
—cos(M/9g—x) = —(cosT/2cosx + sinT/9sinx) = —sin x
Punktsymmetrie zu (/2 10)

cos(m + X) = cosmcos X — sin wsin x —Cos X
cos(M—X) = COSMCOSX + sinmTsinx = —cos x
Achsensymmetrie zu x=7n

tanmt + tanx
1-tanrtanx
tannt — tan x
1 + tan n tan x

Punktsymmetrie zu (nl0)

tan(t + x) = =tan x

—tan(n-x) =- =tan x

Symmetrieachsen der Sinuskurve: x = %/g + kn, keZ
Symmetriezentren der Sinuskurve: (kn|0), keZ
Symmetrieachsen der Kosinuskurve: x = kn, keZ
Symmetriezentren der Kosinuskurve: (%/2 + kn|0), keZ

(0]0) , (=|0) , (2%|0)
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198/8.

92

y=1-sinx

\./
Ay

F‘;x

x
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