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1. Kapitel
Aufgaben zu 1.1

8/1.

8/2.

8/3.

9/4.

9/5.

Richtiger Umlaufsinn bei BLEI, BEIL, BILE.

PIRA, PIAR, PRIA, PISA, ISAR.

a) N b) | c) d) nein

; A \ IN

h) / N i) nein i) k) nein

a t+oa*+B+p*+y+y*+0+0*=4 -180°
a+p f+y+0+a*+p*+y *¥+0*=720°
Wegen a + ß + y + ö = 360° gilt aber auch a* + ß* + y* + 6* = 360°.

a) Ause<a+b ,e<c+d , f<b+c f<a+d folgt
durch Addition 2e+ 2f  < 2u, also e + f  <u.

b) Ause, + f ,  >a,  f, +e ,>b ,e ,  + f , >c ,  f, +e,  >d
u

folgt durch Addition 2e +2 f>  u, also e +>  7

c) Ause, + f ,  >a ,  e, + f, > c folgt durch Addition e+  f >a  +c.
Aus f, +e ,>  Db, f,  +e ,  > d folgt durch Addition e + f>  b +d.



9/6.

9/7.

9/8.

9/9.

9/10.

a) Dreieck BCD ist konstruierbar aus b, y und ¢.  Die Kreise um D mit r =d
bzw. um  B mit r = a schneiden sich in A .

b) Dreieck ABC ist konstruierbar aus a, ß und b. Der Kreis um B mit r = 11
schneidet den freien Schenkel von a in D.

¢) Dreieck ABC ist konstruierbar aus a, f und b. Der Kreis um C mit r = 2
schneidet den freien Schenkel von y in  D .

d) Dreieck ABC  ist konstruierbar aus a, b und AC.  Der Kreis um  B mit r = 10
schneidet den freien Schenkel von Winkel ACD  in D.

e) Dreieck ABD  ist konstruierbar aus a, d und Winkel ADB.  Die freien Schenkel
von Winkel CDB  und Winkel CBD  schneiden sich in C.

Dreieck ABD ist konstruierbar aus a, & und d. Der Thaleskreis über [BD]
schneidet den Kreis um  D mit r = 2,5 1n C .

KLMN  ist ein Parallelogramm.

Es ergeben sich die Punkte S,(5]6,5), S,(2,516), S.(3,5]3,5), S;(4,5|4) und
S(4|4,5). Die Vierecke haben parallele Seiten: S_S ,|| AB, S,S.||BC, S_.S4]|CD,
SS.|| DA und damit auch gleich große Winkel. Außerdem sind die Seiten des
Vierecks ABCD  jeweils gerade dreimal so lang wie die des Vierecks S,S,S_S;.

Es ergeben sich die Punkte E (4|7), T,(715), T,(10) 11), T.(5]11), T,(215), T(6]8),
S,(9]11), S, (419), S.(6]5), S;(919) und S(8|9). Viereck T,T, T .T,  ist ein Paral-
lelogramm. Die Ecken des Vierecks S,S,S_S, liegen auf den Seiten dieses Par-
allelogramms. Die Punkte E,  T und S liegen auf einer Geraden, wobei T der
Mittelpunkt der Strecke [ES] ist.

Aufgaben zu 1.2

17/1.

17/2.

17/3.

17/4.

a) y = 75°, ß = ö = 105° b) x = y=  108°, Bß = ö=  7 °
c) Bß=9)= ö=  90° d) a = ö=  135°, ß = y = 45°.

a) Rechteck b) Rechteck c) Rechteck d) Rechteck
e) Raute f) Rechteck g) Quadrat.

Gleichschenkliges Trapez.

a) nein (z.B. gleichschenkliges Trapez) b) ja c) ja
d) ja e) nein (z.B. gleichschenkliges Trapez) f) ja (Rechteck)
g) nein (z.B. Drachenviereck) h) ja (Raute).

Die Wege sind gleich (unabhängig von der Lage von P auf [AB]).

a) Raute b) Raute ¢) Rechteck d) Raute.

Es gilt: AB = DC = PQ und AB = DC = PQ. Also ist AB = PQ und AB || PQ
und damit ABPQ ein Parallelogramm.



17/8.

17/9.

18/10.

18/11.

18/12.

18/13.

18/14.

18/16.

18/17.

18/18.

Es seı Z der Diagonalenschnittpunkt. Bei einer Punktspiegelung an Z wird das
Parallelogramm auf sich abgebildet, der Kreis ist Fixkreis bei derselben Punkt-
spiegelung.
Deshalb ist Z identisch mit dem Kreismittelpunkt M .  Die Diagonalen des Paralle-
logramms sind also Kreisdurchmesser, und das Parallelogramm hat nach Thales
rechte Winkel; es ist damit ein Rechteck.

a) Wenn ein Trapez ABCD  bei A einen rechten Winkel hat, so ist wegen AB  || DC
die Gerade AD  auch Lot zu DC  = x D = 90°.

b) Rechteck.

g = 2a (bzw. 0 = 180° — 2x).

Wenn a und c die Grundseiten des Trapezes ABCD sind, gilt:
o+  0 _ 90° — Pry |

=> X (W,, Wi) = 90°, X (wg, w,) = 90°, d.,h. die Schnittpunkte der Winkelhal-
bierenden liegen auf den Thaleskreisen über den Schenkeln.

a+0 = 180° und f+ y = 180°, also

B(3,5]1), C(7]|5,5).

Man  findet die 4 gesuchten Punkte als Schnittpunkte der beiden Parallelenpaare.

a) Teildreieck ABD  konstruieren b) Teildreieck ACD konstruieren
¢) Teildreieck ABC konstruieren d) Teildreieck BCM  konstruieren
e) Teildreieck BCM  konstruieren
f) a antragen, Kreis um  B mit r = b,  Parallele zu a im Abstand 5
g) a antragen, a antragen, Parallele zu a im Abstand 6
h) 2 Parallele im  Abstand 6 zeichnen, B wählen und Kreis um B mit r = b, Kreis

um B mit r=f
i) 2 Geraden mit  dem Schnittwinkel x zeichnen, dazu die Parallele im  Abstand 5

bzw. 7 konstruieren
j) Parallelenpaar im  Abstand 4 zeichnen, A wählen, Kreis um  A mit r = e ergibt

C. Der Thaleskreis über [AC] und der Kreis um C mit  r = 2 schneiden sich im
Hilfspunkt E auf AD.

a) B(2,7|7), b) B(4,1|2), U(4,1]8)

ö . . .Wegen a + ö = 180° gilt + 5 = 90°, d. h., w,  und w;  schneiden sich unter einem

Winkel von 90°. Dasselbe gilt für die übrigen Schnittpunkte.

AEDC ist gleichschenklig, also ED = EC; 4FBD ist gleichschenklig, also
FB  = FD.
Insgesamt gilt also: AE  + ED  + DF  + AF  = AC  + AB.



18/19.

19/20.

19/21.

19/22.

19/23.

19/24.

19/25.

Die Diagonale [BD] wird jeweils von den parallelen Seitenhalbierenden gedrit-
telt. Da die Lage der Teilungspunkte eindeutig ist, müssen sich die Seitenhalbie-
renden auf [BD] schneiden.

a) Beide Dreiecke sind gleichschenklig und haben die gleichen Winkel (x ist der
Winkel an der Spitze).

180° — 180°—
b) % NCD + & DCB + % BCM = — Y ba t  5 * _— 180°.

a) M sei der Schnittpunkt von [AC] und [BD]. Bei der Punktspiegelung an M
wird der Thaleskreis k ,  über [AD] auf den Thaleskreis k ,  über [BC] abgebil-
det, die Gerade AC  fällt mit  ihrem Bild zusammen. Der Schnittpunkt E ist also
das Bild von Schnittpunkt F. Da  D bei derselben Punktspiegelung auf B abge-

bildet wird, gilt DF  = BE.
b) Da  nach a) FBED ein punktsymmetrisches Viereck ist, muß es ein Parallelo-

gramm sein.

a) Wegen a = y und ß = ö gilt:

0
Xx FDE =>  = x EBF,

ßx DEB = 360° - a= 6 — © = 360° ~~  58,

0 3
x BED = 360° - > —y— f=360 "~a -  0

Also ist Viereck FBED ein Parallelogramm.
b) W ist Symmetriezentrum von [DB].  Da  FBED  ein Parallelogramm ist, muß W

auch Symmetriezentrum von [EF] sein.
c) AFCE ist ein punktsymmetrisches Viereck (Symmetriezentrum W).

Das neue Dreieck enthält 3 Parallelogramme, nämlich ABCB’,  ABA’C und

AC’BC'. Für den Umfang von Dreieck A’B’C’  gilt also:
u=2c+2b+2a=2 (a+b+c ) .

G liegt punktsymmetrisch zu E,  F liegt punktsymmetrisch zu H ;  also ist EFGH  ein
punktsymmetrisches Viereck.

Der Schnittpunkt von AM_ und m,  sei S. AM,M_D ist ein Parallelogramm, weil

AM,  || M .D  und AM,  = DM... Da  [AM_] von S halbiert wird, muß auch die
andere Diagonale [DM_] durch das Symmetriezentrum S laufen. (Analoge Be-
grundung für den anderen Schnittpunkt.)



19/26.

19/27.

20/28.

20/29.

20/30.

a) M sei der Mittelpunkt des Quadrats. Bei einer Drehung um M mit ¢ = 90°
wird D auf D ’  = A und A auf A ’  = B abgebildet. T ’  liegt also auf AB  und V ’
auf DC  (analoge Begründung). Weiter gilt T ’V '=  TV und TV  LT ’V ' .  Da
auch UU ’  Lot  von TV  ist, gilt UU’  || T’V’.  [UU’]  und [T ’V’ ]  sind also paralle-
le Querstrecken und somit gleich lang.

b) Man zeichnet z.B. von W aus
die Lotstrecke [WU’'] mit
WU'  = TV.
Auf  UU ’  liegt eine Quadratseite;
auf dem Lot k von V auf UU ’
liegt die 2. Quadratseite, auf dem
Lot  I von W auf k die 3. Quadrat-
seite und auf dem Lot von T auf I
die 4. Quadratseite.

U U'

a) Z sei der Mittelpunkt von [AC].  Die Punktspiegelung an Z bildet [AB] auf
[CD] ab, M wird wegen AM  = CP  aufP abgebildet. Ebenso wird Q bei dersel-
ben Punktspiegelung auf N abgebildet. x AMQ  wird also auf x CPN abgebil-
det, d.h. x AMQ  = x CPN.

b) Nach a) ist Viereck MNPQ punktsymmetrisch, also ein Parallelogramm.
c) Da  das Parallelogramm MNPQ  dasselbe Symmetriezentrum Z wie ABCD hat,

schneiden sich seine Diagonalen ebenfalls in  Z.

a) Der Kreis um M(5[8,5) mit  r = 6,5 schneidet das Parallelogramm in  den Ek-
ken des gesuchten Rechtecks.

b) Der Kreis um M (5]8,5) mit  r = 3 schneidet das Parallelogramm in  4 Punkten.
Dies sind zwei Paare von gegeniiberliegenden Ecken der Raute. Die anderen
Eckpunkte liefern die Schnittpunkte der zur ersten senkrechten Diagonale
(durch M)  mit dem Parallelogramm.

a) Auf  Grund der Spiegelungen sind die Seiten des Dreiecks L,L, L.  Mittellinien
in den Teildreiecken von Dreieck S,S,S,, also halb so lang wie diese.
Wegen der Parallelitdt der Seiten sind die Winkel gleich groß.

b) Auf  Grund der Spiegelungen sind die Seiten des Dreiecks ABC Mittellinien in
den Teildreiecken von Dreieck S,  Sg Se, also halb so lang wie diese.
Wegen der Parallelitit der Seiten sind die Winkel gleich groß.

a) Da  gegeniiberliegende Seiten gleich lang und parallel sind, ergibt sich ein Par-
allelogramm.

b) Die Mittellinie m des Trapezes ist halb so lang wie AD’ ,  also

11
m=>(a+c )=> (a  + ) .



20/31.

20/32.

20/33.

20/34.

20/35.

21/36.

1 3 1 1 a 3
m,  = > a+ => (a+0 )  =7%  + 7 °  m;  = >15la to  +c  =a*9a°

a) Strecke [EF] mit  E(2,5|1,25) und F(2,5|5),
b) Strecke [EF] mit E(2,5|0) und F(2,5]5).

a) x ADB  = «, da Dreieck ABD gleichschenklig ist. Wegen AB  || DC  gilt
a+  x ADB+ x BDC =a  + a+  J,  = 180".
x CDB' = =at+at0; == 180°, da x B 'DA  = a. Also liegt B’  auf DC.

b) Wegen B’B 'D = DB = DC = a halbiert D die Strecke [BC].
c) Das Viereck ist eine Raute wegen 4 gleich langer Seiten.

Man wählt einen Punkt W auf  einer der Parallelen. Der Kreis um  W mit r = 7
schneidet die andere Parallele in  U und V. Die  Parallelen zu  WU  und WV  durch A
sind die beiden Lösungen. Falls die Querstreckenldnge kleiner als 5 ist, gibt es
keine Lösung.

a) [M_M,]  ist Mittellinie im Dreieck ABC, also gilt M ,M ,  || AC  und
AC

MM,  = —.a b 2

[M_.M,] ist Mittellinie im  Dreieck ACD, also gilt MM,  || AC  und
AC

MM, = ER

Wegen M ,M,  || MM,  und MM,  = M_M,  ist also M ,  M M_M,  ein Paralle-
logramm.

b) [M,N]  ist Mittellinieim  Dreieck ABD, also gilt M_N  || AD  und M,N =

[M_M]  ist Mittellinieim  Dreieck ACD,  also gilt M_M  || AD  und MMM =
S

ie
 

D
IE

M ,NM.M ist deshalb ein Parallelogramm mit M ,N  ||d und M_M  || d. Da

weiter [M, M]  Mittellinie im  Dreieck ABC ist, gilt M,\M = M_N  = 3 und
MM, ILb IM .  N.

c) Falls das Viereck ABCD  zwei aufeinander senkrecht stehende Diagonalen hat,
so entsteht ein Rechteck.
Falls das Viereck ABCD zwei gleich lange Diagonalen hat, entsteht eine Rau-
te.
Falls das Viereck ABCD zwei gleich lange Diagonalen hat, die aufeinander
senkrecht stehen, so entsteht ein Quadrat.

a) Da  das Mittendreieck bekannt ist, erhält man die Eckpunkte des gesuchten
Dreiecks als Schnittpunkte der zu den gegebenen Mittellinien parallelen Ge-
raden durch die Ecken des Mittendreiecks.



b) M sei der Mittelpunkt von [M_M_]. Die Parallele zu M,M_ durch M ,  und
die Parallele zu MM,  durch M ,  bzw. M ,  schneiden sich im  Eckpunkt B bzw.
C. A und D erhält man durch Punktspiegelung.

c) XxPVW = x VWQ = 90°
VP und WQ  liegen nach Konstruktion punktsymmetrisch bezüglich M .  Spie-
gelt man W an M,  so liegt der Bildpunkt W' auf dem Kreis k und auf VP.
Nach Thales gilt also x W’VW = x PVW = 90° (analog für x VWQ).

21/37. a) M sei der Mittelpunkt des Kreises. Dreieck AMC ist gleichschenklig, da

21/38.

AM  = MC  = rt" (XMAC = xACM = 90° —a, x CMA  = 2«). Ebenso ist
3

Dreieck ADM gleichschenklig mit x DAM  = x MDA  = „u  — 90° und

x AMD  = 360°— 3a. Da auch Dreieck MDC gleichschenklig ist, folgt
3

¥ DMC=a und ¥ CDM= £ MCD = 90° — 5. ¥ CDW = 90° = = + a

— 90° = a. Wegen der Symmetrie bezüglich WC gilt auch x WEC = a.
x AWB  = x DWE  = 180° — a. Wegen der Winkelsumme im  Viereck gilt wei-
ter: x ECD  = 360° — x — ax — (180° — a) = 180" — a. Die Gegenwinkel 1m
Viereck WDCE sind also gleich groß, deswegen ist es ein Parallelogramm.
(Der vorliegende Beweis setzt a = 60° voraus, für a < 60“ verläuft er im  Prin-
Zip genauso.)

b) Wegen ED  || AB  gilt x EDW  = : (Z-Winkel)

¢) EWDC  ist eine Raute, da  beide Diagonalen Winkelhalbierende sind.

a) Da  Dreieck EDC gleichschenklig ist (Basiswinkel: 90° — 5) gilt CE = CD.

b) EM.  ist Mittellinie im Dreieck ABF, halbiert also auch [AF].
c) [BD] liegt symmetrisch zu [EF],  also BD  = EF.  Nach b) gilt EF  = AE.

— —— 2a 2AE 1 — 1
CD =a+BD="-+=—— =>(a+a+2AE)  = 5 (a + b)

AE mn  1
AE=b-CD=b-> (a+b )=> (b -a )

d) x M.BD=180°— 8, x BDM,= 90° —7
2

x BM.D= 180° — ( 180°— ß) — (50° - 2) —B—90°  +L  =

_a+ f+y
2

1
ß +2  == .



21/39.

21/40.

Gegeben sei der Winkel ¥ ASB. Gilt SA = SB = 8, so liegen die gesuchten Paral-
lelogrammecken auf JABJ.
TB = TP

= TBP = % BPT = 90° — 5
RP= RA
> x RPA= % PAR = 90° — 5

a
Iso: PA = 2 :190°— =)  = 180°.also: ¥B  X + (90 ’ )  80 c R A

a) Der geometrische Ort für D entsteht durch Parallelverschiebung des gegebe-
nen Kreises um  4 nach links. Die Endpunkte A’  und B’  der verschobenen Sehne
[A’B’]  sind auszunehmen.

b) A AMC  ist gleichschenklig mit  der Spitze M .  Da  Z die Basis [AC] halbiert, ist
[MZ] Höhe im  Dreieck AMC.
Also gilt: x AZM  = 90°. Damit  ist der geometrische Ort  fiir Z der Thaleskreis
über [AM] ohne Punkt A und Punkt N (Mittelpunkt von [AB]).

Aufgaben zu 1.3

26/1.

26/2.

26/3.

26/4.

26/5.

27/6.

27/7.

27/8.

27/10.

10

a)WA=LD b)AL| |WD ¢) ¥xA=%xL d) xA+xW=180°
e)  XxA+ xD=180°  f)  WL = AD.

a) M(5,8|5,7), B(2,6/5.8) b) A(7.6/3,3), M(2.3/1,7) cc) U(7.8|3.1).

a) AR=AT DbRI=IT € ¥xR=«&T
d) x RAI = ¥ IAT  ee) RT LAI

a) Raute b) Quadrat.

a) T(3 |5) ,  b) T(5,9|9,2),  N(—0,3|3,2) ,
c) 1214) ,  A(5,2]|7,1). a

LS  =SA = AE  + EL  (Man beachte den
Unterschied zwischen ,,haben*‘ und ,,bestehen‘.).

Falsch sind: b), c), d), e). Gegenbeispiel:
Richtig sind alle Sätze fiir die Raute.

Quadrat. 27/9. a) Raute b) Quadrat.

Parallelogramm. 27/11. Drachen.



27/12. a) Rechteck b) Raute c) Rechteck d) Raute e) Quadrat.

27/14. Man konstruiert w,. w„,n BC = {G}.

27/15. Die Raute besteht aus 2 gleichseitigen Dreiecken. Eine Diagonale ist so lang wie
die Seiten.

28/16. a) 1(3|16), Drachenviereck, gleichschenkliges Trapez.
b) U(22|0), Windvogel, gleichschenkliges Trapez.
c) R(0[0), Windvogel, Strecke.

28/17. EB + BF = d(PI; OT)
(unabhängig von der Lage von B).

28/18. a) LB  ist parallel zu MN,  da MN Mittelparallele ist.
da—¢C — a+c  C C a—¢C

d MN = — i -=un > >Außerdem gilt: LB  =

Also ist Viereck LBNM  ein Parallelogramm.
b) Der Mittelpunkt Z von [MN] liegt auf der Symmetrieachse g des Trapezes.

Fällt man von D aus das Lot  auf a (LotfuBpunkt K) ,  so ist KLCD  ein Rechteck
mit den Symmetrieachsen g und MN,  die sich in  Z schneiden. Also liegt auch D
punktsymmetrisch zu L bezüglich Z,  und somit ist LNDM ein Parallelo-
gramm.

c) Aus b) folgt ML  || BD, also ist Viereck LBDM ein Trapez.

28/19. Da  das Lot  auf die Grundseiten auch Lot  der Mittellinie ist, stehen die Diagonalen
aufeinander senkrecht. Da  die Diagonale durch die Schenkelmitten die andere
halbiert, ist das Viereck ein Drachenviereck.

11



28/20. M.M, ist Mittellinie, also parallel zu c C
und zu M_H..
Wegen SC = SH, und x M,  SC = 90° ist
Dreieck H .M , C gleichschenklig mit der
Symmetriecachse M.S.  Also gilt:
X CM,S = x SM,H,  = ß.
Wegen der Parallelitäten gilt
auch xM.M,M, = f .  Also
ist M.H.M,M, ein gleich-
schenkliges Trapez.

My ~t S| /B\ M,

& ß ß
C He

28/22. Wegen x LBA = x ALB  ist Dreieck ABL  gleichschenklig mit  der Symmetrieach-
se w,. Also ist L symmetrischer Punkt zu B,  und Viereck ABEL ist ein Drachen.

a+
28/23. A CDF  ist gleichschenklig (Basiswinkel 7)  und 4 DBE ist gleichschenklig

(Basiswinkel % 7 2 ) .

28/24. x (BD; HF)  = 90°.

12



U
28/26. STS

a
/ \ \ /  \ / \

7 NL  A A
(geht nicht, (geht nicht, wennBasislänge
wenn w,  n c  = 0) < 2 - Schenkellinge)

13



29/28. a) W ist der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden.

b) E beliebig

~——_ /

/ —_

29/29. a) Man errichtet im Mittelpunkt der Winkelhalbierenden [VU] das Lot. Es
klappt nicht, wenn UV  Lp.

b) analog a).

29/30.

14



29/31.

29/32.

29/33.

30/34.

30/35.

a) y ı=  x (f; g). Man konstruiert w,  und fällt von P aus das Lot auf w,.
b) y :=  ¥ (f; g). Man  konstruiert w,  und die Parallele durch P (zur Geraden, die

von P den größeren Abstand hat).

o_%a) £& = 90 5 |

b) AXYZ ist gleichschenklig wegen x Y = xZ=  90° — 5°

XE  + x A = 180°. Da  4 AEB gleichschenklig ist, gilt ¥ BEA = x BAE.
E+  £A=45+  x BEA+ 90° + x BAE = 180°

= x BEA = ¥ BAE = 22,5°
x A=112 ,5 = xD ,  ¥xE=675=  «FE

Man errechnet: x = 75°, ß=  60°, y=  45°.
Also a + f +  y = 180°, d.h., E liegt auf AF.

X+y=v+w
= X—V=W~—Y.

15



2. Kapitel

Aufgaben zu 2.1

36/1.

36/2.

36/3.

36/4.

36/5.

16

a) V: Die Quersumme der Zahl ist 6.
B: Die Zahl ist durch 3 teilbar.
Wenn eine Zahl die Quersumme 6 hat, dann ist die Zahl durch3 teilbar.

b) V: Das Viereck ist ein Parallelogramm.
B: 2 Winkel des Vierecks sind gleich groß.
Wenn ein Viereck ein Parallelogramm ist, dann sind 2 Winkel gleich groß.

c) V: Das Viereck hat 3 rechte Winkel.
B: Das Viereck ist ein Rechteck.
Wenn ein Viereck 3 rechte Winkel hat, dann ist es ein Rechteck.

d) V: 2 Winkel sind Nebenwinkel.
B: Die Winkel ergänzen sich zu 180°.
Wenn 2 Winkel Nebenwinkel sind, dann ergänzen sie sich zu 180°.

a) V: Eine Gefahr liegt vor.
B: Notbremse ziehen
Wenn eine Gefahr vorliegt, dann soll man die Notbremse ziehen.

b) V :  Keine Vorsicht
B: Der Hund beißt.
Wenn du  nicht vorsichtig bist, dann beißt dich der Hund.

c) V: Das Wesen ist ein Geist.
B:  Das Wesen wirft keinen Schatten.
Wenn ein Wesen ein Geist ist,  dann wirft es keinen Schatten.

d) V: Das Wesen ist ein Känguruh.
B: Das Wesen braucht keine Handtasche.
Wenn ein Wesen ein Känguruh ist, dann braucht es keine Handtasche.

a) Wenn ein Dreieck nicht zwei gleich große Winkel hat, dann ist es nicht gleich-
schenklig.

b) Wenn eine Zahl Quadratzahl ist, dann ist ihre letzte Ziffer nicht 2.
c) Wenn sich 2 Geraden schneiden, dann haben sie kein gemeinsames Lot.
d) Wenn eine Zahl keine Primzahl ist, dann hat sie entweder weniger oder mehr

als 2 Teiler.

a) Wenn es nicht hell ist, dann scheint die Sonne nicht.
b) Wenn die Konstruktion genau sein soll, dann mußt du sorgfältig zeichnen.
c) Wenn du ım Lotto nicht gewinnst, dann hast du  höchstens 2 Richtige.
d) Wenn du  eine schlechtere Note als 2 bekommst, dann hast du wenigstens 4

Fehler.

a) Wenn ein Viereck kein Quadrat ist, dann sind seine 4 Winkel nicht gleich groß
oder seine vier Seiten nicht gleich lang.

b) Wenn eine Zahl nicht durch 12 teilbar ist, dann ist sie nicht durch 4 oder nicht
durch 6 teilbar.



36/6. a) Wenn ein Parallelogramm kein Rechteck ist,  dann hat es keinen Umkreis und
keine 2 gleich große benachbarte Winkel.

b) Wenn eine Zahl nicht durch 37 teilbar ist, dann ist sie nicht durch 111 und nicht
durch 74 teilbar.

Aufgaben zu 2.2

40/1. a) falsch, GB: Mancher Schüler. b) wahr
c) falsch, GB: Straßenreinigungsdienst besprengt die Straße.
d) wahr e) falsch, GB: Eine LP  hat 2 Rillen.

40/2. a) falsch, GB: 16 b) wahr d) falsch, GB: hh Ss A
c) wahr 9 k

40/3. B b) A B

| ©

c) d)
A

U ©

Gegenbeispiele:
a) b) c) d) | a) b) c) d)

A=B  ff ff w f 7 allg. DV  allg. Parallelogramm

A=B w ff f f  Raute Raute Rechteck
A=B ff ff f f  10 Trapez Rechteck Trapez

A=B f f w w 6 Rechteck

B=A  f f  w f 7 allg. DV allg. Parallelogramm

B=A w ff f f  Raute Raute Rechteck

B=A ff f f f  10 Trapez Rechteck Trapez

B=A ff ff ww  6 Rechteck

Da  jeder Satz mit  seiner Kontraposition gleichwertig ist, genügt es, vier dieser acht
Sätze zu überprüfen.
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41/4.

41/5.

41/6.

41/7.

18

a) notwendig b) hinreichend c) weder notwendig noch hinreichend
d) notwendig und hinreichend

a) notwendig ß) hinreichend y) notwendig und hinreichend
a) a) Das Viereck hat einen 90°-Winkel.

B) Das Viereck ist ein Rechteck, dessen Seiten jeweils die Lange 2 haben.
y) Das Viereck ist ein Rechteck mit gleich langen Seiten.

b) a) Die Differenz zweier Seiten ist kleiner als 1.
B) Das Dreieck hat zwei 45°-Winkel.
y) Das Dreieck besitzt eine Symmetrieachse.

¢) a) Die Dreiecke stimmen jeweils in  den Winkeln überein.
B) Die Dreiecke liegen symmetrisch bezüglich einer Achse.
y) Die Dreiecke stimmen jeweils in den Seitenlängen überein.

d) a) Die Zahl ist durch 2 teilbar.
ß) Die Zahl ist durch 3, 4 und 5 teilbar.
y) Die Zahl ist durch 3 und 4 teilbar.

e) a) Die Zahl heißt nicht 24.
ß) Die Zahl ist Primzahl.
y) Die Zahl ist nicht durch 2 oder 3 teilbar.

a) Satz: f, GB: Rechteck,
KS: Jede Raute hat zwei Symmetrieachsen (w).

b) Satz: w, KS: Wenn eine Zahl durch 4 teilbar ist, dann ist sie eine gerade
Quadratzahl (f), GB: 20.

¢) Satz: f, GB: Drachenviereck, KS: Wenn ein Viereck ein Rechteck ist,
dann stehen seine Diagonalen aufeinander senkrecht (f), GB: Rechteck,
das kein Quadrat ist.

d) Satz: w,  KS :  Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, dann hat es zwei 60°-
Winkel (w).

e) Satz: f, GB: gleichseitiges Dreieck, KS: Jedes rechtwinklige Dreieck hat
einen Umkreis (w).

f) Satz: w, KS: Wenn 2 Dreiecke kongruent sind, dann liegen sie
punktsymmetrisch (f), GB:  Achsensymmetrische Dreiecke.

a) KP: Wenn es nicht donnert, dann hat es nicht geblitzt.
KS: Wenn es donnert, dann hat es geblitzt.
(Beide Sätze sind wahr.)

b) KP: Wenn man sich nicht erholt hat, war man nicht im  Urlaub.
KS:  Wenn man sich erholt hat, war man im  Urlaub.
(Beide Sätze sind falsch.)

c) KP: Wenn die Wellen nicht hochgehen, dann fegt kein Sturm übers Wasser.
KS:  Wenn die Wellen hochgehen, dann fegt der Sturm übers Wasser.
(Satz wahr, KS  falsch)

d) KP: Wenn man nicht im  Lotto gewinnt, dann hat man kein Glück.
KS: Wenn man im Lotto gewinnt, dann hat man Glick.
(Satz falsch, KS  wahr)



42/8.

e)

g)

h)

J)

b)

d)

f)

KP: Wenn man  vorn  und  hinten nicht vertauscht sieht, dann schaut man  nicht
in den Spiegel.

KS: Wenn man vorn und hinten vertauscht sieht, dann schaut man in den
Spiegel. (Satz und KS  wahr)

KP: Wenn einer nichts erzihlen kann,  dann war er nicht auf Reisen.
KS:  Wenn einer was erzählen kann, dann war er auf  Reisen.
(Satz wahr, KS  falsch)
KP: Wenn sich ein Dritter nicht freut, haben zwei andere sich nicht gestritten.
KS: Wenn sich ein Dritter freut, haben zwei andere sich gestritten.
(Satz und KS  falsch)
KP: Wenn der Esel nicht aufs Eis geht, dann ist es ihm nicht zu wohl.
KS: Wenn der Esel aufs Eis geht, dann ist es ihm zu wohl.
(Satz und KS falsch)
KP: Wenn sie heute nicht mehr leben, dann sind sie gestorben.
KS: Wenn sie heute noch leben, dann sind sie nicht gestorben.
(Beide Sätze sind wahr.)
KP: Wenn Wandas Waden nicht weniger wulstig werden, dann würgt sie auch

nicht weniger Wollwürste.
KS: Wenn Wandas Waden wieder weniger wulstig werden, dann würgt sie

weniger Wollwürste. (Beide Sätze sind falsch.)

Wenn jemand dieses Kapitel studiert, dann schult er sein logisches Denken.
KP: Wenn jemand sein logisches Denken nicht schult, dann wird er dieses

Kapitel nicht studieren.
KS: Wenn jemand sein logisches Denken schult, dann studiert er dieses Kapi-
tel. (Satz: w, KS; f)
Wenn jemand weniger als 4 Fehler hat, dann bekommt er eine Eins.
KP: Wenn jemand keine Eins bekommt, dann hat er mindestens 4 Fehler.
KS: Wenn jemand eine Eins bekommt, dann hat er weniger als 4 Fehler.
(Satz: w, KS: w)
Wenn die Nacht klar ist, dann sind die Sterne sichtbar.
KP: Wenn die Sterne nicht sichtbar sind, dann ist die Nacht nicht klar.
KS: Wenn die Sterne sichtbar sind, dann ist die Nacht klar.
(Satz: w, KS: w)
Wenn Hunde bellen, dann beißen sie nicht.
KP: Wenn Hunde beißen, dann bellen sie nicht.
KS: Wenn Hunde nicht beißen, dann bellen sie.
(Satz: w, KS: f)
Wenn man sich liebt, dann neckt man sich.
KP: Wenn man sich nicht neckt, dann liebt man sich nicht.
KS: Wenn man sich neckt, dann liebt man sich.
(Satz: w,  KS: f)
Wenn irgendwo eine Lichtquelle ist, dann sieht man einen Schatten.
KP: Wenn man keinen Schatten sieht, dann ist nirgends eine Lichtquelle.
KS: Wenn man Schatten sieht, dann ist irgendwo eine Lichtquelle.
(Satz: f, KS: w)

19



g) Wenn du nicht fleißig bist, dann bekommst du  keinen Preis.

KP: Wenn du einen Preis bekommst, dann warst du fleißig.

KS: Wenn du keinen Preis bekommst, dann warst du  nicht fleißig.

(Satz: f, KS: f)

42/9. a) E, 5 b) N ,  8
c) Wenn auf  einer Kartenseite ein Vokal steht, dann steht auf der anderen Seite

eine ungerade Zahl.

42/10. a) Evas Vorwurf erfolgt zu  Unrecht; sie verwechselt „wenn-dann‘‘ mit „genau

dann-wenn‘“‘.

b) Auch Tino verwechselt „wenn-dann‘‘  mit „genau dann -wenn‘‘.

Aufgaben zu 2.3

Beweise durch Nachrechnen

je -o l=1180° -  (y- 5) —180°+(8-3)1=18-»

49/2.

t =8=90°  (Thales)
0 =79 (Scheitelwinkel)
= go = f  (Winkelsumme im  Dreieck)

20



49/3. rn NF  Aus der Gleichschenkligkeit der Dreiecke folgt:

a; =P ,  Br=79y1, 2=0 ; ,  0=0a,

(Falls M außerhalb des Sehnenvierecks liegt,
verläuft der Beweis ähnlich, Differenz bilden!)

Wegen ao, +a ,  + f ;  +ßB2+7ı +72 +Öö; +0 ,  = 360°
gilt also: a ;  +o ,  +0  +9 ,  +7 ,  +7 ,  +72 +a; = 360°

= a ;  +a,  +7 ,  +7 ,  =180°

49/4. x ACD  = 8+ z
| \ t =ß+  5 (AuBenwinkel)
| \ = AADC  ist gleichschenklig.

|
A 2

A He 0 B
\ we

49/5. Mit a = AB gilt: Aquadrat = 2°

Apreieck = } * ARechteck = 3 ‚ 3a :  5a  = 7 ,5a° .

49/6. Die Parallele zu  a durch D schneide b in E.
X CDE  = x DCB  = ß (Z-Winkel)
¥ EDA  = x CBA = f  (Stufenwinkel)

49/7. Die Ziffernfolge der Zahl sei . . .  wxyz = . . .  + 1000w + 100x + 10y  + z ,
wobei 10y + z durch 4 teilbar ist.
Da  die Stufenzahlen 100, 1000, . . .  durch 4 teilbar sind, ist auch die Zahl durch 4
teilbar.

49/8. ( n+1 )?  - n?=n?+2n+1 -n?=2n+1 ,  (On =1)

50/9. n+1 ) *—n®=n3+3n?+3n+1—-n*=3n*+3n+1=3n(n+1)+1

gerade Zahl
50/10. (2n +1)*  =4n*+4n+1=4n (n+1 )+1=28k +1

gerade Zahl
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50/11. a)

a+  ff = 90° y
=> 0 =

e+  ff  =90° ©

b)
0+  ¢e=90°  =

w + € = 90° a

Beweise durch Widerspruch

50/12. Annahme: Das Dreieck ist rechtwinklig, z.B. a = 90°
= f<90°  A y<90°
= kein Winkel mifit 120°. 4

50/13. Annahme: Das Dreieck ist gleichschenklig
—a=fvp=yvy=u
also sind mindestens 2 Winkel gleich groß. 4

50/14. Annahme: ABCD ist ein Parallelogramm
= a+  f=180°  (E-Winkel)
also kann nicht gelten: a+  pf =179°. 4

50/15. Annahme: Die beiden Teildreiecke eines Dreiecks sind spitzwinklig.
= Wenn man beide Teildreiecke zusammensetzt, so ergibt sich ein

Winkel, der kleiner als 180° ist.
Also sind die Dreiecke nicht Teildreiecke eines Dreiecks. 4

50/16. Annahme: e>1
P = e ist Hypotenuse im  Dreieck PQR,

also ist e nicht Lot auf g. 4
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50/17. Annahme: Das Viereck ist ein Rechteck.
= Der Diagonalenschnittpunkt ist Mittelpunkt des Umkreises des
Rechtecks.
= Die Diagonalen sind Durchmesser desselben Kreises, also gleich
lang. 4

50/18. Annahme: Das Viereck ist ein Parallelogramm
=> x=y  und ß=ö5ö
=> höchstens 2 Winkel sind verschieden groß. 4

50/19. Annahme: Eine Zahl ist Quadratzahl
=> die Endziffer ist 0, 1, 4, 5, 6 oder 9. 4

Beweise durch Symmetrie A pan EN 3

50/20. Wegen AM  = MB ist A AMB gleich-
schenklig mit der Basis [AB] .  Da  |
durch M läuft und senkrecht auf AB  MM
steht, liegen A und B symmetrisch be-
züglich 1.
Also gilt: AS = SB.

|
50/21. a) [AC wird bei der Spiegelung an w, C

auf [AB abgebildet, BC auf BC we-
gen w,  1 BC.
Der Schnittpunkt von [AC und BC,  Wy
also C, wird auf den Schnittpunkt
von AB  und BC, nämlich B abgebil-
det.
Also ist A ABC achsensymmetrisch
und damit gleichschenklig. A 3

C
b) Wegen s.=h_, wird [AB] von s,

senkrecht halbiert. Da  außerdem C
auf s, liegt, ist A ABC achsensym-
metrisch, also gleichschenklig.

A
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50/22.

50/23.

50/24.

24

c) Wegen m,  = h, wird [AC] von m, C
senkrecht halbiert. Da  außerdem B
auf m,  liegt, ist A ABC achsensym- My
metrisch, also gleichschenklig.

A

Bei der Spiegelung an w,  wird AC auf BC und AB
auf BA abgebildet, also A auf B.
Wegen AF  = BE (WSW-Satz fir A ABF und
A ABE) wird dabei der Kreis k um A mit r = AF
auf den Kreis k’ um B mit r' = BE abgebildet. WB We
Der Schnittpunkt F von [AC] und k wird also auf
den Schnittpunkt E von [BC] und k’ abgebildet.
Da  B symmetrisch zu A und E symmetrisch zu F
liegt, schneiden sich AE  und BF  auf der Symmetrie-
achse w,.

B

C

F

|

WY
D und C liegen symmetrisch bezüglich C
w. Da E auf w liegt, ist also ADEC W
achsensymmetrisch und somit gleich-
schenklig.

D b B

C

A

Vor: w, halbiert y
M ist Mittelpunkt vonc, Me  w,

Beh.: w ,=h ,
Bew.: Bei der Spiegelung an w, wird FE

AC  auf BC abgebildet, der Kreis

um M mit r = 3 ist Fixkrels.

Deshalb wird bei dieser Spiege- Wo
lung A auf B abgebildet. Da  A
und B also symmetrisch bezüg-
lich w, liegen, gilt AB 1 w,, d.h.
w,  = h,. Al M |B



51/25. Vor. AM = MB, CM  = MD,  Meg
g NAD  = {X} ,  gn  BC = {Y}

Beh.: AMCY  = AMDX
Bew.: ACBD ist ein Parallelogramm,

also gilt AD |BC.  [XY] ist
Querstrecke von AD und BC X Y
durch M,  also folgt: XM M
= MY.  Deshalb sind D und C
bzw. X und Y symmetrische
Punkte bezüglich M .  Die Dreiek- A C
ke MDX und MCY sind also
punktsymmetrisch und damit
kongruent.

51/26. Vor... ABCD ist ein Parallelogramm
AE  1 BD, CF  L BD

Beh.: ED  = FB
Bew.: Essel L der Mittelpunkt von [AD],  N der Mittelpunkt von [BC],  wobei M

der Diagonalenschnittpunkt ist. Da  L und N symmetrisch bezüglich M
liegen, wird der Thaleskreis über [AD] bei Spiegelung an M auf den Tha-
leskreis über [BC] abgebildet; DB  ist dabei Fixgerade. Der Schnittpunkt E
wird bei dieser Spiegelung also auf F abgebildet. E und F liegen also sym-
metrisch bezüglich M .  Da  auch B und D symmetrische Punkte bezüglich
M sind, liegen [ED] und [FB] zueinander punktsymmetrisch und sind
gleich lang.

A

Beweise durch Kongruenz C

51/27. a) Vor. AC =BC,alsoa=p8 (V1)
F halbiert b (V2)
E halbiert a (V3)

Beh.: Ss, =s, E
Bew.: AB  = AB

a=B  (V1)
BE = AF (V2, V3)  Sa Sp

= A ABE = AABF (SWS)
= S3 = Sy
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51/28.

51/29.

26

b) Vor.: AC  = BC, a l sox =ß  (V1) C
w,  halbiert x (V2)
wy halbiert ß (V3)

Beh.: Wa= We
Bew.: AB  = AB

a=  (V1) F E
x ß—== (V2,V3775  ( )

= AABE  = AABF  (WSW)
=> WW, = Wg

¢) Vor. a=  (V1)
AM  = MB (V2)
x AFM  = x MEB  =90°  (V3)

Beh.: ME  = MF
Bew.. a=  pf (V1)

AM  = MB (V2)
x AFM  = x MEB  =90°  (V3) F E

= AAMF  = AMBE (SWW)
= ME = MF A M B

Wenn in einem Dreieck die Lote von einer Seitenmitte auf die beiden anderen
Seiten gleich lang sind, dann ist das Dreieck gleichschenklig.
Vor.: M halbiert [AB] (V1) C

ME = MF (V2)
x AFM  = x MEB  =90°  (V3)

Beh.: A ABC ist gleichschenklig
Bew.: AM  = MB (V1)

ME = MF (V2)
x AFM  = x MEB  =90°  (V3)

= AAMF  =x AMBE (SsW) F E
= a = f ,  d.h.  A ABC ist gleich-
schenklig. A M B

C
Vor.: A ABC ist gleichschenklig (V1)

AE  =BF (V2)
Beh.: A EFC ist gleichschenklig
Bew.: AC = BC (V1)

AE = BF (V2)
x EAC  = x CBF (=180°—a) (V1)

= AEAC  x= ABFC (SWS)
= EC  = FC  E A B F



51/30.

51/31.

51/32.

51/33.

Vor.: A ABC ist gleichschenklig, d.h. AC = BC (V1)
L,  M,  N sind Seitenmitten (V2)

Beh.: A LMN  ist gleichschenklig
Bew.. AM  =MB (V2)

AL =BN (V2)
a= f  (V1)

= AAML = AMBN (SWS)
= LM = NM,  d.h. ALMN ist

gleichschenklig.

a) Vor: AC=BC, d.h.a=pg (V1)
AD = BE (V2)

Beh.: AE  = BD
Bew.: AD = BE (V2)

AB = AB
x DAB  = x ABE = 180° —a (V1)

= AADB =AAEB (SWS)

a a E

= AE  = BD

b) Da A DEC wegen DC  = EC  gleichschenklig ist, folgt x CDE = x CED =
=(180°—-9y):2=a. = XEDC= xBAC  = « = DE |  AB

Vor.. AABC  ist gleichseitig (V1) C
AD = BE = CF (V2)

Beh.: A DEF ist gleichseitig
Bew.. DB=EC=FA (V1, V2) F

BE = CF = AD (V2)
x EBD= x FCE= x DAF= 60° (V1) c

= ADBE  =~ AECF  =~ AFAB (SWS)
= DE = EF = FD

Es entstehen 3 Parallelogramme. C E
Die Dreiecke sind z.B. wegen des SSS-Satzes
kongruent.

A NL  B

D



51/34. a) Vor.:

51/35.

51/36.

51/37.

28

w,  halbiert y (V1)
w,  LAB  (V2)
AABC ist gleichschenklig
CE  = CE

L=2  (V1)

X CEA = XxBEC= 90°

= A AEC = AEBC (WSW)
= AC = BC

Beh.:
Bew.:

CM LAB (V1)
M halbiert [AB] (V2)

: A ABC ist gleichschenklig
: CM = CM

X CMA  = x BMC  = 90°
AM  = MB

= AAMC  = AMBC (SWS)
= AC = BC

Vor.: AD  halbiert & BAC (V1)
BC  LAD (V2)

Beh... CD  = DB
Bew.: ¥x CDA = x ADB  = 90°

x DAC  = x BAD
(V2)
(V1)

(V2)

(V1)
(V2)

C

E B

C

/
A M B

A

AD  = AD
= AABD  = AADC (WSW)

= BD = DC
A

wie 35.

51/38.
AABP = AAPC (SWW) AAEM  =~ AMBF C

(SWW)

r F

A M B
E



51/39.

52/40.

52/41.

52/42.

52/43.

AABC  =~ AABD (SWS)
AACD= ABCD (SWS)
AAED= ABCE (SWW)

AACM  = AAMB (SsW)

AEBF  = AFCG  = AGHD  = A HAE
(SWS)
Wegen EF  = FG  = GH  = HE  ist EFGH
eine Raute.
Wegen « BEF + x EFB = 90° folgt
x FEH  = 90° = Die Raute ist ein
Quadrat.

a)
b) AAPD  = AAEB (SWS)

= x PAD  = x EAB, also x PAE = 90°
¢c) o = x PAD = x EAB

= XEAW=90°—¢
x AWB  = x AWE =90°  —¢

= A AWE ist gleichschenklig =
= AE = WE

d) AP=AE=EW =EB + BW =
= PD + BW

BH  sei das Lot von B auf CG.
AAED  = ABHC (SWW)
= ED = HC
Da  FGHB ein Rechteck ist,
folgt FB  = GH.
= GC= GH + HC = BF + ED.



52/44.

52/45.

52/46.

30

a) AEBC  = AADC (SWS) E
= AD = BE

b) Bei einer Drehung um  C um 60°
geht E in A und B in  D über,
also wird EB auf AD  abgebildet
= x (EB, AD)  = 60°.
(Auch hieraus folgt: AD  = BE.)

AKLB  = AMLC (SWS)
(denn KB  = MC  als halbe Quadratdiagonale,
x KBL = X MCL = 360° — ß — 45° — 45° = M

= 360° — 180° + a — 90° = 90° + «a,
BL  = LC  als halbe Quadratdiagonale)
Also ist KLMN eine Raute.

BB [45°

A 45°

Wegen « BLK = x CLM folgt:
90°= xCLB=  «CLM + x MLB=

= ¥ BLK + x MLB K
= die Raute ist ein Quadrat.

MN  sei das Lot von M auf B'C’. AB'NM
= ANC'M (SWS-Satz) (denn MN ist
Mittelparallele von BB’ und CC’ =
BN =NC; MN=MN, &MNB =
= X C’NM’ = 90°)
= BM  = CM.
x ACE  = 90° — z (AAEC)

x FB'A = 90° — > = xDBC

(AABFF)
= AB ’DC  ist gleichschenklig
= B’D = CD.



52/47. a) R sei der Schnittpunkt von AP und BQ.
Es gilt: 1. AB  = RB  (denn A ABR  ist gleichseitig wegen seiner 60°-Winkel)

2. PR = CQ (denn PCQR ist ein Parallelogramm, da je zwei Gegen-
winkel gleich groß sind)
= PR = CQ = BQ (da auch A CBQ gleichseitig ist)

3. x ABQ = x PRB = 60°
Daraus folgt: A ABQ = ABRP (SWS-Satz)

= AQ = BP
b) xA=  xB=60°  = xR =60°
¢) AABQ  = ARCB,  denn AB  = BR, BQ =CB,  x ABQ = x ABQ = 60°

(SWS-Satz).
Deswegen gilt auch ¢ :=  ¥ CRB = x BAQ.
Mit a) folgt x PBR = ¢ .  Wegen RB||PC ist auch x CPB = ¢ (Z-Winkel).
NACE = APCK,  denn AC=PC,  AE  =PK  und EAC  =X  KPC  =¢

(SWS-Satz)
= EC = CK ,  d .h .  A ECK  ist gleichschenklig.
Mit a :=  x ACE folgt: x ECP = 60° — a.
Wegen der zuletzt bewiesenen Kongruenz gilt x PCK = a.
= X ECK = Xx ECP+ x PCK= 60°.
Damit ist das Dreieck ECK sogar gleichseitig.

Beweise durch Nachdenken

53/48.

53/49.

53/50.

53/51.

kn ]PS [  = {N}
APMN  = AMSN (SsW),
denn PM  = MS  = r ,  MN = MN,  x MNS  = x PNM  = 90° (Thales).
= PN = NS
a) a = 60°, x BAM,  = x AM,B = 30° = A ABM,  ist gleichschenklig

= AB  = BM,, also 2 -AB= BC.
b) Die Hohe im  Dreieck ABM,  durch die Spitze B halbiert [AM,] im  Punkt L .

Das Lot von B auf d trifft d in K.
AABL  = AABK (SWW) = AL  = BK  = AM, =2 -  BK.

c) Wegen AB  = AM, ist A ABM, gleichschenklig und wegen a = 60° sogar
gleichseitig.
= B liegt auf  dem Thaleskreis über [AD] ,  also x DBA  = 90°.

AAPM = ABRM (SWS) = X AMP  = £ BMR = &PMR  = 90°

G liege so auf [DC],  daB DG = AD,  GC  = BC. Wegen GE | |DA  bzw. GF| |CB
sind AEGD  und FBCG  Rauten, also halbiert AG  den Winkel a,  BG  halbiert den
Winkel ß. 0 6 C
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53/52. Durch Einzeichnen der Rauten D H F C
AEFD bzw. GBCH erkennt man:
w,Lws ,  WgLw, .

A E 6 B

53/53. a) Da  die Dreiecke ABE  und DEC kongruent sind
wegen des SWS-Satzes, folgt EB  = EC.  Da  die
Seitenhalbierende durch die Spitze des Dreiecks
aber zugleich Höhe ist, gilt also EM  L BC.

b) Mi t  ¢e= XABE gilt: xAEB=90°—& und
x DEC = £=  x CEB = 90°. Wegen der Gleich-
schenkligkeit von Dreieck BEC gilt aber nach a)
x MEC  = 45° und damit auch x ECM  = 45°,
also EM = MC.

53/54. A A'CM ist gleichschenklig A
= A'M = MC
Ebenso ist A CB’M gleichschenklig
= CM  = MB’
Insgesamt: A’M = MB’

A

53/55. a) Wegen DP  = QE  =1AB und DP|| QE ist QEPD ein Parallelogramm.
= Die Diagonalen [DE] und [PQ] halbieren sich in  M .

b) Wegen PM.  = QM,  ist A PQM_ gleichschenklig mit der Spitze M. .  Deshalb
ist die Seitenhalbierende M_M zugleich Winkelhalbierende.

54/56. a) Beide Dreiecke sind gleichschenklig: D
Winkel an der Spitze: 2a
Basiswinkel: ß ß c

b) Wegen DC  = CH.  = CE
liegen die Punkte auf dem ) A

Kreis um C mit r = CE. ei
E

o ßß
A He B
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54/57.

54/58.

54/59.

54/60.

a) H,  und H ,  liegen auf  dem Thaleskreis C
über [AB]
= M_H, = M_H,

b) Da  die Dreiecke AM_H, und BHM,
gleichschenklig sind, gilt: Hp 4

x HM  _H, = 180° — (180° — 2a) —
— (180° — 2 )  = 7

= 2a + 28 — 180° + 4
+2y—-2y=  wi

= 180° — 27. A

Wegen der Punktspiegelung von P an den C

Parallelogramm AP,P,C in der Mitte M .
Da  wegen P,B = P,C auch P,BCP; ein Pa-
rallelogramm ist, wird auch [PB] von M
halbiert, denn M ist Mittelpunkt von

Seitenmitten sind AP,BP, BP,CP und
APCP, Parallelogramme. Wegen AP, Pj P,
= CP,  halbieren sich die Diagonalen von 7

[P,C]. Also ist das Sechseck punktsym- A B
metrisch.

Py

Wegen der Achsenspiegelung von P an den Seiten P3
sind AP,BP, BP,CP, CP,DP
und DP,AP Drachenvierecke.
Wegen PB = BP, = BP, und D C
x P,BP, =2 -  x CBP+ ~~  /
+2 :  x PBP, = 180° Sw  /
ist B die Mitte von p P >
[P,P, ]  usw. 4 —T 2

A B
Pr

[CM.] wird um  CM,  über M ,  hinaus bis E verlängert. Das entstandene Viereck
AEBC ist ein Parallelogramm, da sich seine Diagonalen halbieren.
Wegen EB=HC=b, BC=CO=a und £ CBE= £ OCH= 180° —y gilt
AEBC = AHCO  (SWS) = 2 -M .C= EC = OH.
Mit y , = ¥x ACE und {S }= M.C OH folgt: x CHO =v ,  und x SCH =
90° — y , .  Wegen der Winkelsumme im  Dreieck HCS gilt: x HSC = 180° —y, —
(90° —y,) = 90° = OH LCM...
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E

a) AABC  = AUCO (SWS)
= Xx CUO =a .  ¥ CUO = x UCH  (Z-Winkel).
Mit {R} = ABN CU folgt:
X URA  = 180° — a — (180° — (90° + a)) = 90° (Winkelsumme im A ARC)
= CU  1 AB.

b) Wegen a) bildet die Rechtsdrehung um den Mittelpunkt von BLOC mit ¢
= 90° [LB] auf  [BC] und [BA] auf  [CU] ab. [LA] wird also auf  [BU] abge-
bildet.
= AL 1 BU und AL  = BU.

¢) Eine Linksdrehung um  den Mittelpunkt von ACHT  mit ¢ = 90° bildet [TA]
auf [AC] und [AB] auf [CU] ab. [TB] wird also auf [AU] abgebildet.
= BT LAU und AU = BT.
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3. Kapitel

Aufgaben zu 3.1

59/1.

59/2.

59/3.

59/4.

Man zeichnet um jede Ecke einen Kreis mit r = 5. Der geometrische Ort ist die
Schnittmenge dieser 4 Kreisflächen.

Man  zeichnet um  jede Ecke einen Kreis mit r = 5. Der geometrische Ort besteht
aus allen Punkten, die außerhalb dieser Kreise oder auf den Kreisbögen liegen, die
dieses Gebiet begrenzen.

a) Geometrischer Ort  aller Punkte, die von M mindestens die Entfernung 3 und
höchstens die Entfernung 4 haben:

{P|3 <£ PM < 4} = {P|PM= 3} n {P |PM£ 4}.
b) Geometrischer Ort  aller Punkte, deren Entfernung von M mindestens 3, aber

weniger als 4 beträgt:

{P|3<PM <4 }  = {P|PM 23} n {P |PM< 4}.
c) Geometrischer Ort aller Punkte, die von M höchstens die Entfernung 4 und

von L mindestens die Entfernung 2 haben:

{P IPM<4 APL 22} = {P|PM < 4} n {P IPL > 2}.

{P|PA > 1,5 A PB £3 A PC > 2,5}
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a) b)

{P|1,5 < PA < 3} n {P|PB > 4}

yd

Geometrischer Ort aller Punkte, die von M oder L jeweils mehr als 3 und hoch-

{P |3<PL <4} U{P|3<PM £ 4}

59/5.

60/6.

60/7.
stens 4 entfernt sind:

60/8. k (A ; r=4 )

60/9.

36

Der Kreis, in  den die Sehnen gezeichnet werden, sei k (M;  r).  Der geometrische Ort
ist ein Kreis um  M mit r = MN (Lotstreckenlidnge), wobei N der Mittelpunkt
einer beliebigen Sehne ist.



60/10.

60/11.

60/12.

60/13.

60/14.

60/15.

60/16.

60/17.

61/18.

a) Die Mittelpunkte liegen auf map.
b) k (A ; r  =2 ,5 )nk (B ; r=2 ,5 )= {M , ; ,M , }
C) Tmin = 2
d) Mas

M sei der Mittelpunkt von a.
Die Rechtecksmittelpunkte liegen auf m, \ {M}.

Der Teil der Mittelsenkrechten zu s, der innerhalb des Kreises liegt.

a) Halbebene (in der der Punkt A liegt) ohne mg.
b) Halbebene (in der der Punkt B liegt) einschließlich m,g
c) {P|PA < PB}, {P|PB < PA}

a) Halbebene rechts von mg  einschließlich mpc

yA

A c/
/ 1  /

b)

Mag

Das Parallelenpaar zu g im  Abstand 3 schneidet den Kreis um  P mit r = 6 in 4
Punkten.

d > 7: kein Punkt, d = 7: ein Punkt, 1<d<7: 2 Punkte, d=1: 3 Punkte,
d < 1: 4 Punkte.

Die beiden Parallelenpaare schneiden sich in 4 Punkten. /

Es gibt 2 Punkte, falls P und Q nicht auf + P;
einer Lotgeraden zu g liegen. Liegen P /
und Q auf einer Lotgeraden zu g, so gibt 7 g
es unendlich viele Losungen, falls p,  Po ya
= Mpq ist, sonst gibt es keine Lösung. —F p,
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61/19.

61/20. / 7 )

% L SUN X / /
A Ye /

/ / 7 SW T r  7 / / 7 / / / / Aro  l od / Fi / J f / 
/ / / f f o  // / / / / / / / / / / / / / / / / / / /

/

/

/

//
61/21. ;WE

/
ey

vd

7 7
/ /

/ ps Vy  ; 7 ,
i // L 

| geaa  \ NA— LAL  NN  So rNN
61/22. C liegt auf einer Parallelen zu AB  im  Abstand 6.

61/23. Mittelparallele

61/24. Die Mittelpunkte liegen auf einer Parallelen zu AB  im Abstand 2.
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61/25. Der Kreis um  S mit r = 2 schneidet die Winkelhalbierenden in  4 Punkten.

\ ov
\ J

61/26. Es gibt 2 Punkte. —
~~ ~~XT  \

_ N /

~~ 1
Py

= \
w, \

Wi

Aufgaben zu 3.2

66/1. a) r , = 13 oder r, = 61 b) 13< r ,<61  c) 0< r ,<13  oder r, > 61

66/2. a) Konzentrische Kreise b) Der kleinere Kreis liegt im  größeren Kreis.

¢) Berührung von innen d) Es gibt zwei Schnittpunkte.

e) Berührung von außen f) Es gibt keine Schnittpunkte.

66/3. a) B,(11|10), r = 2,5 oder B,  (3/4), r ,  = 12,5
b) B ,  (3110), r ,  = 2,5 oder B,(11|4), r, = 7,5

66/4. a) M,(8,75|10), r; = 1,25 b) M ,  (7,25]8), r, = 8,75

¢) Die Kreise um  M ,  mit r = 6,5 und um  M ,  mit r = 4 schneiden sich in den
gesuchten Mittelpunkten.

66/5. a) M ,  (13]9,5) b) ms  "MT = {M, }  = {A}
c) Wegen mq.||MT  gibt es keinen solchen Kreis. d) M,(7]6,5)

66/6. Die gesuchten Kreise haben die Radien 1,25 oder 3,75.
r ,  = 1,25: B,  (7,5|8), B ,  (9/10), bzw. B,(6,2{8,5), B,(6,4|11)
r, = 3,75: B ,  (7,54),  B,  (310),  bzw. B;(3,6/5.,4), B,(10,9]7,1)

66/7. a) Auf  [AO wird r ,  von A aus abgetragen, der Endpunkt sei H .
{M}  = OAnmye.  M(2|11), B,(7(8,5)

b) Auf  [AM © OA  wird r,  von A aus abgetragen, der Endpunkt sei H .
{M}  = OA nmyp. M(10(5), B,(12,5/0)

66/8. a) Die Mittelpunkte liegen auf konzentrischen Kreisen mit r = 4 bzw. r = 2.

b) Die Mittelpunkte liegen auf der Geraden MP.

66/9. a) Kreis um A mit r =2  b) m ,gnk (A ; r=4 )= {M ; ;M , }
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67/10.

67/11.

67/12.

67/13.

67/15.

68/17.

68/18.

68/19.

40

a) Der Kreis um  P mit r = 2 und der Kreis um  M mit r = 6 ergeben A ,  und A,
(symmetrische Punkte).
MP  schneidet die Mittelsenkrechte von [PA] im gesuchten Mittelpunkt.

b) Für PA  L MP  gibt es keine Lösung.
c) Die beiden Punkte liegen auf MP.

Kreise um  M mit r =  1 und r = 4.

a) A und B liegen auf dem Lot zu M ,P  durch M ,  im Abstand 6.
b) Der Schnittpunkt von zwei Mittelsenkrechten ergibt M, .
c) Der Kreis um  A mit Radius 3 schneidet M,A  i n  den Mittelpunkten der beiden

gesuchten Kreise.

a) T und S liegen symmetrisch bezüglich MP = SP  = PT.
b) A MSP hat bei S einen rechten Winkel (Thaleskreis) = MS = r = d(M; SP),

also gibt es nur einen Schnittpunkt.

Aus Symmetriegriinden sind die Endpunkte B ,  und B,  des zu [AB] senkrechten
Durchmessers die Beriihrpunkte auf k .  Verlangert man [MB,  bzw. [MB, um
AM
— 80  erhält man H ,  bzw. H , .  Da die Dreiecke M ;M ;H ,  bzw. M;H,M,  gleich-
schenklig sind, liegen die gesuchten Mittelpunkte M ,  bzw. M ,  auch auf der Mit-
telsenkrechten von [M ,H ,], bzw. [MH].

Die beiden gegebenen Kreise seien k ,  und k,, ihr Radius r, der Mittelpunkt von
[MM ,] sei B. Man  trägt von B aus nach beiden Seiten auf  dem Lot  zu [M;M,]
die Strecker ab, die Endpunkte seien M ,  und M,.  Die Kreise um  M ;  bzw. M ,  mit
Radius r schneiden k , ,  bzw. k,  in jeweils 4 Punkten. Aus Symmetriegriinden
schneiden sich jeweils die Verbindungsstrecken gegeniiberliegender Schnittpunkte
in den gesuchten Beriihrkreismittelpunkten.

A SBM,  ist gleichschenklig,
ebenso A BM,S,. 52
Wegen x S,BM, 

|

= x S,BM, (Scheitelwinkel)
folgt wegen der Gleichschenk-
ligkeit auch ¥M,S ,B
= x BS,M,.
Die letztgenannten Winkel
sind also Z-Winkel, d .h.
SM;  (IS; M,.

3

x PQK, = x PQK, = 90° (Thaleskreise!)
= x K,;QK, = 180° also liegt Q auf K,K,.



68/20.

68/21.

Genauso wie die Dreiecke liegen auch die Umkreise symmetrisch bezüglich M .
Gäbe es neben M einen weiteren Schnittpunkt der Kreise, so müßte wegen der
Punktsymmetrie noch ein Schnittpunkt existieren. 3 Schnittpunkte bei zwei Krei-
sen sind aber nicht möglich.

MP  schneidet k ,  in  D .  Man  betrachtet nun die Dreiecke A ABC und A ACD.
Wegen des Umfangswinkelsatzes ergeben sich gleiche Winkel (siehe Skizze), da
die Kreisradien übereinstimmen. Die 90°-Winkel bei A und C ergeben sich aus
dem Satz von Thales.
Im A ABC gilt: 2x + 2ß +27  = 180°, also y = 90° — (a + ß)
= YACB=a+y=a+90°— (a+ f)=90°— f=  x DAC.
Wegen AC  = AC  und x ABC =a+  f=  Xx ADC sind damit die Dreiecke
A ABC  und A ACD  kongruent (SWW-Satz). Kongruente Dreiecke haben den-
selben Umkreisradius.

Kiirzere Losung von 68/21.: Man zeichnet im Aufgabenbild aus dem Buch die
Rauten AM,PM, ,  BM,PM,  und CM,PM,  mit der Seitenldnge r ein. Ergänzt
man das Dreieck AM,B  durch den Punkt M zur Raute AM;BM mit der Sei-
tenldnge r, so ist auch BM,CM eine Raute mit der Seitenldnge r, denn es gilt
MB  = CM,  = M,B  = r  und aus MB | |AM,  || M ;P | |CM,  folgt MB||CM,. Also

gilt auch MC  =r.
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Aufgaben zu 3.3

72/1.

72/2.

72/3.

73/4.

73/5.

73/6.

73/7.

73/8.

74/9.

74/10.

42

Tangentenquerschnitt: (4| — 4,5)

a) ¢ = 60,3°
b) C(11]3,5), 1.Sekante: CA, 2.Sekante: CX mit X(3,5|1)
¢) D(0,5|7), 90°: MD,  0°: Tangente in  D

a) M ,  (8,4|6,8), M , (11 ]  —1) (bzw. die Spiegelpunkte bezüglich AB)

b) M, (916), M , (3 |4 )

a) ¢ = 829°
b) Die Mittelpunkte liegen auf der Tangente in  A und sind von A 2,5 entfernt;

M,(10,5]|7,5), M, (7,5111).
c) Die Tangente t ,  in  A an k ,  bildet mit der Tangente t ,  in  A einen 60°-Winkel.

Die gesuchten Mittelpunkte liegen auf dem Lot zu t ,  durch A.  Es gibt zwei
Möglichkeiten für t , ,  also vier Mittelpunkte.

d) Der Thaleskreis über [M;M,] ergibt die Schnittpunkte.

a) 50° b) 50° c) 90° d) 0°

B ,B ,  =10 ,  op = 53,1°, PB, = PB,  = 11,2.

Das Lot auf AB  durch B schneidet mgp  im Mittelpunkt M .

Viereck PMBS  ist ein Drachenviereck, deshalb halbiert SM  den Winkel x BSP.
SP ist Hohe im gleichschenkligen Dreieck RMS, deshalb gilt: ¢ = x PSM.
= ¢=  X PSM= x MSB= 410.
Der Beriihrpunkt B wird nicht konstruiert!
Winkel ¢ mit ¢ < 42,1° lassen sich nicht dritteln.

a) Das Lot auf  PQ  durch M schneidet k in  den Beriihrpunkten.
b) Man  zeichnet eine Hilfsgerade h mit x (h, PQ) = 53°. Das Lot auf h durch M

schneidet k in  den Beriihrpunkten.
c) Der gesuchte Punkt auf PQ sei R.

Da das Viereck MB, RB, ein Quadrat mit der Seitenlange 5 ist, konstruiert
man ein solches Quadrat mit  einer Ecke M .  Der Kreis um  M mit  der Diagonale
als Radius schneidet PQ in  den gesuchten Punkten R ,  (7|1) und R ,  (12,4]5).

d) Da  das Viereck MB, YB, ein Drachenviereck ist, konstruiert man ein solches
Drachenviereck mit der Ecke M und einer Diagonale der Lange 6. Der Kreis
um M mit der anderen Diagonale als Radius schneidet die y-Achse in den
gesuchten Punkten Y ,  (06,25), Y,(0]9,75).

t sei die Tangente in  P. MP  schneidet die Winkelhalbierenden von t und g in  den
gesuchten Mittelpunkten.



74/11.

74/12.

74/13.

74/14.

74/15.

75/16.

76/18..

76/19.

a) W sei der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden.
Die gesuchten Kreise sind die Inkreise der Drachenvierecke
AM_WM,, BM _WM_ und CM,WM.,.

b) Die gesuchten Kreise sind die Inkreise der Dreiecke
ABW, BCW und CAW.

a) Die von den Diagonalen verschiedenen Symmetrieachsen zerlegen das Qua-
drat in  vier kleine Quadrate. Die Inkreise dieser vier Quadrate sind die gesuch-
ten Kreise.

b) Ist M der Quadratmittelpunkt, dann sind die Inkreise der Dreiecke ABM,
BCM, CDM  und DAM  die gesuchten Kreise.

Mit  Hilfe des Thaleskreises über [MP] erhält man die Tangenten t ,  und t ,  durch
die Beriihrpunkte B ,  und B,.
MB,  schneidet die Winkelhalbierende w ,  der Tangenten in M,, MB,  schneidet w ,
in M,.
MP  schneide k in A ;  und A,,  1, und 1, seien die Lote auf MP  in  diesen Punkten.
M, liegt auf MP  und auf der Winkelhalbierenden von 1, und t , .  M ,  liegt auf MP
und auf der Winkelhalbierenden von 1, und t,.

a) Die Mittelpunkte liegen auf Parallelen zu g im  Abstand 2 und auf  dem Kreis
um  M mit r ,  =3  bzw. r,  = 7.
Es gibt also 8 solche Kreise.

b )d=1 :7 ,1<d<5 :6 ,d=5 :4 ,5<d<9 :2 ,d=9 :1 ,d>9 :0

Kreis @ schneidet den größeren Kreis in  C ,  und C,.

Dreieck MDC,  ist nach Konstruktion gleichschenklig. Wegen MB ,  = B ,C ;  = r
ist B ,D  Hohe im  Dreieck MDC, = B ,D  ist Tangente.

a) B ,  (3,5| — 1,5), B;(1,5]0,5), B,(9,5|0.,5), B5(3,5]6,5)

b) B,(12|5), Bi (14/7), B,  ( 85 ) ,  B (14 ]11)
¢) innere Tangenten:

B ,  (3,5]1,5), B'  (4,5]0,5) B ,  (6,5]0,5), B,(3,5]3,5)

äußere Tangenten:
B,  (141),  B} (18/5)
B,  (2/5), B5(14|17)

d) M ,M ,  = 11: 4 Tangenten, M ;M ,  = 8: 3 Tangenten,

M ,M,  = 4: 2 Tangenten, M ;M ,  = 2: 1 Tangente,

MM,  = 1: keine Tangenten
e) Konstruktion der äußeren (bzw. inneren) Tangenten

a) Kreis um  M mit Radius MS, wobei S Sehnenmittelpunkt ist.

b) Man  konstruiert den Kreis k ,  der Sehnenmittelpunkte und dann von P aus die
Tangenten an k,.

Man konstruiert um M ,  den Kreis k,; der Sehnenmittelpunkte fiir Sehnen der
Länge 5,5. Die gemeinsamen Tangenten an k ;  und k ,  leisten das Gewünschte.
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76/20.

76/21.

76/22.

76/23.

76/24.

76/25.

76/26.

76/217.

76/28.

44

a) cund x antragen; w,  schneidet die Parallele zu c im  Abstand 2 in W (Inkreismit-
telpunkt).
Verdoppelung von « ABW liefert a.

b) x AWB = 119° und x BWC = 128,5° bei W antragen. An  einem Hilfspunkt

C ’  auf CW wird 5 angetragen. Das Lot von W auf den Schenkel schneidet den

Inkreis im Berührpunkt P auf CB.
c) Teildreieck AH_C ist konstruierbar aus <x CAH, = 30°, h,  und x AH,C =

= 90°. w, und die Parallele zu AC im Abstand 2 schneiden sich in W. Verdop-
pelung von «x CAW liefert c.

Ein Parallelogramm mit Inkreis ist eine Raute!
a) h,  =h ,=3
b) Der Mittelpunkt von [AC] sei M .  M ist auch Inkreismittelpunkt. Der Thales-

kreis über [AM] schneidet den Inkreis im  Berithrpunkt; außerdem liegt B auf
dem Lot zu AC  durch M .

Man trägt a an a an. Die Parallele zu AB im Abstand 5 schneidet den freien
Schenkel von a in  D .  w,  und w;  schneiden sich im  Inkreismittelpunkt M .  Verdop-
pelung des Winkels x ABM  liefert C.

a) Dreieck ABC konstruieren; die Parallelen zu AB  und BC  schneiden sich im
Inkreismittelpunkt W.
Verdoppelung der Winkel x BAW und & BCW liefert D .

b) And  wird x angetragen, dann der Inkreis k konstruiert. k berührt AB  in  E. Aus
x EWB = 22,5° findet man B. Verdoppelung der Winkel <x ABW und
x ADW  liefert C.

a) Dreieck ABC konstruieren und x antragen; w,  und wg schneiden sich in W.
Verdoppelung von x BCW liefert D .

b) An  adie Winkel x und ß antragen; w,  und wg schneiden sich in  W. Der Inkreis
berührt BC in  E. Aus ¥ EWC = 40° findet man C und dann D.

¢) Dreieck ABC konstruieren; D erhält man auscundd=7+4—5=6 .
d) Dreieck ABC konstruieren; D erhält man aus c und d = 5. (Das konkave

Viereck ist keine Lösung.)

m,p schneidet die Parallele in C.
Mac schneidet mag in  M .

w, nc  = {M}

Die Tangenten sind parallel zu PQ, oder sie laufen durch den Mittelpunkt von
[PQ].
Da  es jeweils 2 solche Tangenten gibt, erhält man insgesamt 4 Lösungen.

m sei die Mittelparallele von p und q.
a) m schneidet k ,  in den gesuchten Mittelpunkten.



77/29.

77/30.

77/31.

77/32.

77/33.

77/34.

b) Der Kreis um  A mit r = 3 schneidet m in den Mittelpunkten.
c) Die Winkelhalbierenden im Schnittpunkt von p und a schneiden m in den

Mittelpunkten.
d) Der Kreis um  M ,  mit r = 6 schneidet m in  den Mittelpunkten.
e) Der Kreis um  M3 mit  r = r ;  + 3 (eventuell auch r = r3 — 3) schneidet m in  den

Mittelpunkten.

a) Die Mittelpunkte liegen auf dem Parallelenpaar zu g im  Abstand 2 und auf
dem Kreis um  P mit r = 5.

b) Die Mittelpunkte liegen auf dem Parallelenpaar zu g im Abstand 2 und auf
dem Parallelenpaar zu h im Abstand 3.

Das Lot  in  G auf g schneidet h in  H .  Die Winkelhalbierenden in  H schneiden g in
den Mittelpunkten.

a) Wegen AX  = AC  und BC  = BY  erhält man:
u=TX+TY =2 -TX  = konstant

b) ¥ AMB = 1 x XMC +1 x CMY =
= 4 x XMY  = konstant.

a) Man  zeichnet eine Tangente t und trägt vom Berithrpunkt aus auf t eine Strek-
ke der Länge 3 ab; der Endpunkt sei A .  Der geometrische Ort  ist der Kreis um
M mit r = MA.

b) X liegt auf p und auf dem in  a) konstruierten Kreis.

R liege auf [PQ] mit  PR  = 3. Die Mittelpunkte der gesuchten Kreise liegen auf
dem Lot zu PQ in R im  Abstand 1,5.

a) Die Mittelpunkte liegen auf  dem Kreis um  M mit  r = 3,5 und auf dem Paralle-
lenpaar zu p im Abstand 1,5.

b) Das Lot  zu p i n  A sei l .  Trägt man von A aus auf ] nach beiden Seiten Strecken
der Länge 2 ab, so erhält man die Punkte C und D .  Die Mittelsenkrechten my,
bzw. myp  Schneiden 1 in den gesuchten Mittelpunkten.
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77/35.

717/36.

77/317.

77/38.

78/39.

78/40.

46

a) Für einen Drachen gilt: AB  + CD  = BC+  AD
b) Es gibt unendlich viele Kreise, die

AD  und AB  beriihren. (Die Mittel-
punkte liegen auf den Winkelhal- A | B C
bierenden.) Pe \
Wählt man den Kreis, dessen Mit- r d  \
telpunkt auch auf w;  und außer- \
halb liegt, so berührt er wegen der \
Symmetrie auch die beiden Gera- \
den BC und DC. \

a) Die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden ergeben die Mittelpunkte.
b) Der Kreis berührt alle 4 Seiten, das Viereck hat also einen Inkreis und ist ein

Tangentenviereck.

Man  spiegelt z. B. ein gleichschenkliges Trapez mit  Inkreis am Mittelpunkt eines
Schenkels.

Da  die Tangentenabschnitte jeweils gleiche Linge haben, gilt:
u=y+z+z+x+x+y=2 (x+y+ 2)

Aus AG = AC und AF = AE folgt: GF = AG — AF = AC — AE = EC.
Aus BH = BC und BF = BD folgt: HF = BH — BF = BC — BD = CD.
Wegen EC=CD folgt die Behauptung.

a) AH = AT = AE  D 6 C
CF =CT  =CG |

BE  = BF
DG  = DH
=> AB  + CD = BC  +DA,
also ist ABCD ein 71  \ F
Tangentenviereck.



b) Die Inkreise der Dreiecke ABD D
und BCD  sollen BD  in M bzw. N
berühren.
Dann gilt: B I  = BM, BN  = BK,
DL  = DN,  DM  = DR.

A I B
Da  ABCD ein Tangentenviereck ist, gilt auch:
A l  +IB +CL + LD = BK + KC + DR + RA
= IB  + LD = BK  + DR
oder BM + ND =BN+MD = M=N

78/41. o + & = 180° (Stufenwinkel)

= 24% gp  = € = 90°
2 2

ß+y  = 180° (Stufenwinkel)
BY _ ano ano

= 5 +5=90  = t=90

78/42. a) a i g  ~ AP = AQ

AB  = AQ
b) B liegt auf dem Thaleskreis

über [PQ] (vgl. a))
= x PBQ = 90°.
MA bzw. M,A sind
Winkelhalbierende in den
Drachenvierecken M, BAP
bzw. M,QAB
= x M,;AM, = 90°.
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78/43. Berührung von außen:
Da  die Dreiecke BTX und BYS gleichschenklig sind und
¥ XBT = « SBY (Scheitelwinkel) gilt, folgt:
y = 8. Wegen des Z-Winkelsatzes gilt yd

78/44.

78/45.

48

also SY|| TX.

Berührung von innen:
Wie oben folgt aus der Gleichschenkligkeit:
y = 0, also SY||TX.

A MEI 2 AMNW (SsW-Satz), denn
MN = MI  (Radius des großen Kreises)
MW  = ME  (Radius des kleinen Kreises)
x MEI  = x MWN  = 90°
= EI  = WN

a) Der kleine Kreis mit  Radius r ,  sei k , ,  sein Mittelpunkt M , ,  der große Kreis sei

b)

k, ,  sein Mittelpunkt M,.
Der Kreis k ;  um  M ,  durch R hat den Radius r,, ist also kongruent zu k ,  und
berührt NR  in R .
Die Tangente durch L an k ,  berithre im  Punkt K.
Nach Aufgabe 51 gilt: LK  = RN.
Bei einer Verschiebung von k ;  wird M ,  auf M ,  abgebildet, [LK] fällt auf [RI].
Deshalb gilt: NR  = RI.
Es se1 x IBM,  = a.
= x B IM ,  = a (gleichschenkliges Dreieck BM,I )
= x BMI  = 180° — 2a, also x IM ;M,  = 2a.
Wegen x M, IR  = 90° ist ¥ M ,R I  = 90° — 2a, also x IRN = 2a.
Da  Dreieck IRN gleichschenklig ist, folgt: x N IR  = 90° — a.
= x BIN = x B IM,  + x MIR + R IN  =

=a  + 90° + 90° — a = 180°.



4. Kapitel
Aufgaben zu 4.1

87/1. a) @ = 60°, vw = 120°, n = 45°, « = 30°
b) u = 80°, yp = 140°, £ = 35°, a = 50°
c) u = 140°, ¢ = 70°, v = 110°, £ = 50°
d) op= 10°, u = 20°, x = 80°, ¢ = 5°
e) = 9°, p=  171°, u = 18°, «=  81°
f) = 30°, u = 60°, vw = 150°, a = 60°

87/3. a) o=  360° — 24° — 58° — 244° = 34°
b) o = 50°
¢) x ABM  = 35°, x AMB  = 110°, x ADB  = x ACB = yp = 55°,

w=  90° —yp = 35°
d) 0 =90°  go = 45°, t = 22,5°

88/4. XxCMA= 60° = & = 30°
x DMB = 150° = t =  75°
= o = 180°— 105° = 75°
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3. Fall:
p=n—¢
p te=n—e+n
u=2n—2¢
u=20
Wandert U auf dem größeren
Kreisbogen, so gilt also stets: 2¢
= u.  Da  u konstant ist, gilt dassel-
be für wo. Liegt V auf dem kleineren
Kreisbogen, so erhält man durch
Einzeichnen des Durchmessers
[VU]: x AVB  = 180° — 0.
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88/6.

b) 1. Fall: 2. Fall:

12

A

u = 0 | ma re
Hy= 21

U

B

U, = 2¢
Lo  f =  = HH =2 (n—¢)=2¢

Ha= 21
Weiter wie in a).

a) ¢ = 250°, n = t =35°  b) 5¢ = 180° = £=  36°
¢) XDCA  =v ,  = 40° = a = 180° — 40° = 140°

(Der Sehnentangentenwinkel bei A ist 40°.)
= ß=50°  = y=120°

d) vo = 60° e) 58 = 90° = ¢=18°  f )  w=18°

51



89/7.

89/9.

89/10.

89/11.

89/12.

89/13.

90/14.

52

a) w = ¢ (Das gezeichnete Lot durch M halbiert den Bogen BC.)
b) w ist Umfangswinkel über [BD] = x BKD  = 180° — w, ¢ ist Umfangswinkel

über [BD] im  kleinen Kreis. Der zugehörige Mittelpunktswinkel ist
u = 180° — w = 2¢
= = 180° — 2¢

c) o = 180°— (« + ß)
t =90°—ß+ax, w = 90° —- ax +ß

d) w =p  = x MBE  = ¢ (Umfangswinkel über [MA]);
x PEO = &, x BMP = pg (Symmetrie)
=> 2¢ ist Umfangswinkel über [OB] = ¢ = 2e;
x ONM  = 180°— 48, x PNO= 4 t  = 7 = 2¢;
20 ist Umfangswinkel über [OB], ebenso © + vo (als Scheitelwinkel)
= 17+0=20 = c=4c—2¢e=2¢

Die Dreiecke AM’M und M’BM müssen gleichseitig sein
= ¢ = 120°.

a) Man  faßt y als Mittelpunktswinkel auf. Der Kreis um  C mit r = AC  und Mag
schneiden sich in €*.

b) Man faßt y als Umfangswinkel auf. Der Mittelpunkt des zugehörigen Faß-
kreisbogens ist C’.

a) Der Faßkreisbogen über c zu 30° schneidet die Parallele zu c im  Abstand 6 in
C ,  und C,.

b) Der FaBkreisbogen über b zu 40° schneidet den Kreis um C mit r = 6 in B.
c) Der FaBkreisbogen über b zu 50° schneidet den Kreis um  M ,  mit r = 51n B ,

und B,.
d) Das Teildreieck HBC  ist mit  Hilfe des Thaleskreises über [BC] konstruierbar.

Der FaBkreisbogen über a zu 45° schneidet [BH, in  A.
e) Spiegelt man den Punkt C an S_, so erhält man das Parallelogramm AC'BC.

Wegen x A = £ B = 80° liegen A und B auf dem FaBkreisbogenpaar über
[CC] zum Winkel 80°. Außerdem liegt B auf dem FaBkreisbogen über [CS_]
zu 50°.

Man  konstruiert das FaBkreisbogenpaar über [AB] zu 60° und das FaBkreisbo-
genpaar über [BC] zu 30°. Die Schnittpunkte sind die Lösung.

Entfernung: 8,6 m

S(8]11)



90/15.

90/16.

90/17.

90/18.

90/19.

Man konstruiert die Faßkreisbögen über
den Seiten zum Winkel 120°. Ihr Schnitt-
punkt ist P.
Ist ein Innenwinkel mindestens 120°, so
gibt es keine Lösung.

Wegen u = 60° folgt:
y = 30° oder y = 150°.

a) Man  konstruiert zuerst A ABD. C ergibt sich als Schnittpunkt des Faßkreis-
bogens über [BD] mit dem Kreis um  B mit r = 6. (2 Lösungen)

b) Man  konstruiert zuerst A ABC. D ergibt sich als Schnittpunkt des Faßkreis-
bogens über [AC] mit dem Kreis um B mit r = 7.

c) Man  konstruiert zuerst A ABC. D ergibt sich als Schnittpunkt des Thaleskrei-
ses über [AC] und des Faßkreisbogens über [AB].

a) Der Winkel ist 90°, P ist der Diagonalenschnittpunkt; denn& APB = 90°=
= xXBPC = xXxAPC = 180°, d .h. ,  P liegt auf  [AC]; ebenso muß  P auf  [BD]
liegen.

b) Das Viereck muß konkav sein; seine Diagonalen müssen aufeinander senk-
recht stehen.

Skizze: p’) a) Es gibt vier Punkte; sie liegen auf den Ver-
längerungen der Diagonalen. Man  erhält sie

50° als Schnittpunkte der Faßkreisbögen über
den Seiten zum Winkel 20°.

b) Gäbe es einen solchen Punkt P, so müßte er
sicher außerhalb der Raute und wegen der
Symmetrie auf den Verlängerungen der Dia-
gonalen liegen:

a~~

A 50° C P

Wegen 130° + 50° = 180° bzw.
140° + 50° = 190° gibt es kein solches Dreieck
CPD bzw. DCP’, also auch keinen solchen
Punkt P.
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90/20.

90/21.

90/22.

91/23.

91/24.

54

x PAQ = x QBP (Umfangswinkelsatz)

X,  = a,  (Umfangswinkel über
[AD])
B=  ß;
= x WAU  = x W,AU,
(Winkelsumme im Dreieck)

a) x IWE = 180° _ a = %IRE  = 90° — 5 (Umfangswinkel)

x IWR = 180°—y = X REI = 90° — 7

x EWR=180° — § = XEIR =90°— ©
b) Wäre ERI  rechtwinklig, so müßte «, ß oder y 0° haben. ¢) siehe a)

t ,  schneide AR  in C und k,  in D,  t ,  schneide QR in E und k ,  in F.
x SAB = x BSC = « und
x PQS = x ESP = ß (Sehnentangentenwinkel),
x ASB = x QSP = € (Scheitelwinkel).
x QPS = 180° — ¢ — ß (Dreieck SQP)
= x SPR = ¢ +  (Nebenwinkel).
Damit gilt: £ ARP = 180° — (a + ¢ + ß), (Dreieck APR);
x CSP = ¥ ( t , t )  =180° — (x + € + B).

Man zeichnet die Thaleskreise über [BM] und [VM] und betrachtet Umfangs-
winkel über [ML].
Es sei « LVM  = ß = XLUM  = 180° — ß (Umfangswinkel) = x MUA
= ß (Nebenwinkel).
Es sei x LBM  =a  = X LAM  = a (Umfangswinkel).
= x AMU  = 180° — a — ß = y (Dreieck AUM)
X BMV  = 180° — a — ß = y (Dreieck BVM)
Mit Xx UMB  =¢  gilt also: x AMB  = y + & = x UMV.
Damit weiß man über die Dreiecke ABM und MUYV folgendes:
AM  = UM  (Radius von k), x MAB  = £ MUV  = 90°, x AMB = x UMV.
= AAMB = AUMV (WSW-Satz) = AB  = UV.



91/25. © =>  (Umfangswinkel)

y = 180° — 2 (Nebenwinkel)

p=  : (Umfangswinkel)

AABC:£ = 180° — (8 +7) =
X 4)

= 180°— (=  °c _ 2 )  =(5 +180 2)
Spezialfall 1: Eine Gerade ist Tangente.

= 0 =<

AABC: t=0+8
(Außenwinkel)

w a
gE=— — =

2 2

Spezialfall 2: Beide Geraden sind Tangenten.
¢ = 180° — a
w = 360° — «a

— 360° — 2w—a _ 0 X 180° — a
2 2 | DA

Die Aussage gilt also auch
für die Spezialfälle.

91/26. t sei die Tangente in A; t n BC = {S}.
x SAB = y (Sehnentangentenwinkel),
x ASB = ß — y (Dreieck ASB),

x BAF = (180° -ß+7) :2—-y=90° -  >= -— > = SELL

(Winkelsumme im gleichschenkligen Dreieck ASF)
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91/27. 92/28.

bh
* N

Wegen x APB = z = konstant wandert P auf

dem Faßkreisbogen über [AB] zum Winkel z

2 B_1 _92/30. &*=>  +2  =@+ß)

1 y VZE>
= - (180° — y) = 90° — = = konstant

2 2
7 A Da l  B

= £=90°+  =

2
Also wandert P auf dem FaBkreisbogen über [AB] zum Umfangswinkel

y= 90° + —.P + 5
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92/31. ¢ = 45° (Umfangswinkel über [AB])
= 7=90°+45°  = 135°

go = 45° (A  SBD)
S und T laufen also auf dem FaBkreis-
bogen uber [AB] zum Winkel 45°
bzw. 135°. Beide Faßkreisbögen erge-
ben zusammen einen Kreis.

%*

92/32. a) Wegen >=  4 = 45° sind beide

Winkel Umfangswinkel über [GB] 7s
bzw. [BG*] .  Da  B fest bleibt, muß
dies auch fiir G und G*  der Fall
sein. Da der Mittelpunktswinkel
90° sein muß,  erhält man Gund G*
als Schnittpunkte von m,z  mit  dem
Kreis.

b) M ,  ist Mittelpunkt von [AC],
M ist Mittelpunkt von
[AB] = MM ist parallel zu
BC = xAMM = 90°, d.h., My
liegt auf dem Thales(halb)kreis
über [AM]. S

\
\

¢) x APB = \
*

—1800— gq  _B  _ A
2 2

= 180° x _45  _B =
2

= 180° — (a + ß) — 45° =
= 45°
= P läuft auf  einem Teil des FaB3-
kreisbogens über [AB] zum 6 \w
Winkel 45°.



92/33.

92/34.

93/35.

58

a) x AWB = y (Umfangswinkel über [AB])
x CWA = ß (Umfangswinkel über [AC])
= xXxTWC=«
Wegen a = ß gilt also: x FWT  = x FWA.

b) Im A AWT  ist die Höhe [FW] zugleich Winkelhalbierende
= A AWT  ist gleichschenklig, also AW  = WT

= X ATW  = (180° — (x + ß)): 2 = > = konst.
Also läuft T auf dem
Faßkreisbogen über

[AB] zum Winkel : (Mit-
telpunkt C!).

a) Wegen x XOY = 90° laufen alle Thaleskreise über [XY] (um M)  durch O.
XY

Der Radius dieser Kreise ist — Also bewegt sich M auf dem Viertelkreis um

XY

b) Die Punkte X,  R,  Y und O liegen auf dem Thaleskreis über [XY]. Wegen
x XOR = a (Umfangswinkel über [RX]) läuft R auf der Geraden OR.

¥CKB=a=  xCUAwegena=>b
(Umfangswinkel über a bzw. b)
x KRU = £ ARB = 180° — « :
= x KCU = 360° — 2a — (180°
— oa) =180°  —a.
Also 1st Viereck RUCK ein Paralle- yd  NN
logramm, d.h., KC  = RU  und UC x (a CAM
= KR.
Die Dreiecke BCK und AUC sind
kongruent

aß( ab  xK=+U,5=5 )=  R

= KC=UC. ; [ >
AuRUCK hat damit 4 gleich lange

Seiten und ist eine Raute.



93/36.

93/37.

a)

b)

a)

E wandert auf dem Thaleskreis
über [AC].
Wegen A ADE  = A DFE  ([DE]
ist gemeinsame Seite, x AED
= x FED = 90°, x ADE
= ¥ EDF als Umfangswinkel

wegen a = b) gilt AE  = EF. Da
x AED  = 90° ist, wird [AF] von
CD senkrecht halbiert, d.h. ,  A
und F liegen symmetrisch beziig-
lich CD.
Nach b) gilt AC  = FC .  Da  AC
konstant ist, wandert F auf  dem

Kreis um  C mit r = CA.

BI schneidet CU  in F.
Es ist zu zeigen: BF  L CU.
x DCU  + x CUD  = 90°, da
x UDC  = 90°.
x ABC = x AUC (Umfangs-
winkel)
x ABD  = x DBI (Symmetrie)
= ¥ CBF+ ¥x BCF= x AUC
+ « BCF = 90°,
also gilt ¥ BFC = 90°.

b) x U’BU = 90° = x CGB
= U ’B IC I
x BFC = 90° = x U’CU
= U’C]|BI
also ist CIBU’ ein Parallelogramm.

c) Da  Z Diagonalenschnittpunkt ist, gilt U’Z = ZI
= [ZM] ist Mittellinie im AGUU’  = IU  =2ZM.



93/38. Zu  zeigen ist w,  = h,, d.h.,
x AXW  = 90°.

x WVB = > (Umfangswinkel über

[WB])

x BVU  = > (Umfangswinkel über

[BU])
y BVv=180°—f-Z= x BC  80 373

_v .B= KACÄ=>5 +5

> zAXC=  1800 -4  _2_B_
2 2 2

= 90°,

Analog fiir die übrigen Winkelhalbierenden.

93/39. a) x CDE = 60° (Umfangswinkel über [BC])
Wegen DE  = DC folgt:

180° — 60°
x DEC = x DCE= 3 = 60°

b) x DAC = «x EBC
X BCE= x DCA = 60° — <x ECA
DC =CE
= ADAC = AEBC (SWW)
a l so DA = EB

¢) DC = DE, DA = EB
= DA + DC = DB

Ty/2
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93/40. a) x FAC = 90° (Thaleskreis) = x FAB =90°  —«
x CKB  = a (Umfangswinkel) = x ABK = 180° — x — 90° = 90° — «
x ABH  = 180° — 90° — x = 90° — «a

b) x MCE  = x MEC, da A MEC  gleichschenklig ist.
x MEC  = X ECK (Z-Winkel, da MM_||CH,)

c) [M_H_.] ist genauso lang wie die zu [FK] parallele Mittellinie im
AFKC = FK  = 2M_H..

d) H.  ist Mittelpunkt von [HK] (Symmetrie). Wegen FK  = 2M_H, und
M_H_|| FK ist M_ die Mitte von [FH].

e) [MM_] ist Mittellinie im  AFHC = 2 -MM_=  CH.
f) Wegen AF = KB  gilt £¥ ACF = x KCB.  Wegen b) ist also w,  Halbierende von

x MCH.

Aufgaben zu 4.2

95/1. a) Im  Kreis mit  r = 5 wird b als Sehne abgetragen. Trägt man f an, so erhält man
A als Schnittpunkt eines Schenkels mit dem Kreis. Nun liefert das Antragen
von a bei A den Punkt D.

b) Man  konstruiert A BCD. Die Mittelsenkrechten m,  und m ,  schneiden sich im
Umkreismittelpunkt M.  Der Kreis um D mit r = 2 schneidet den Umkreis in
A.

¢) Man  konstruiert A ABC. Die Mittelsenkrechten m,  und m,  ergeben den Um-
kreismittelpunkt M .  Der Kreis um C mit r = b ergibt D .
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95/2.

95/3.

95/4.

95/5.

96/6.

96/7. .

96/8.

96/9.

62

a) mp  und mes schneiden sich in  M .  Der FaBkreisbogen über [AM] zum Winkel
45° schneidet den Umkreis in D (219).

b) mp  und mg.  schneiden sich in  M .  Der Umkreis schneidet den freien Schenkel
von « in  D .

c) B(9,5/1), C(13/4,5)

Ist ABCD ein Sehnenviereck, dann liegen A, B, C und D auf einem Kreis.
Deshalb sind ¥ CAD  und x CBD Umfangswinkel über der Sehne [DC],  d.h.,
sie stimmen überein.
Gilt umgekehrt x CAD  = x CBD, so liegen A und B auf dem Faßkreisbogen
über [DC],  das Viereck hat also einen Umkreis und ist ein Sehnenviereck.

Es seı ABCD ein Sehnenviereck und S der Diagonalenschnittpunkt.
Wegen x ASB = x CSD  (Scheitelwinkel) und ¥ DBA = x DCA  (Umfangswin-
kel über [AD]) stimmen A ABS und A DSC in den Winkeln überein.
Analog für die beiden anderen Dreiecke.

a +y  = 180°

a) Rechtecke b) Quadrate c) gleichschenklige Trapeze

Sınd die beiden rechten Winkel Nachbarwinkel, so ist der Drachen wegen der
Achsensymmetrie ein Quadrat, also ein Sehnenviereck.
Sind die beiden rechten Winkel Gegenwinkel, so ist der Umkreis der Thaleskreis
der beiden rechtwinkligen Teildreiecke.

Es set ABCD  ein Sehnenviereck mit  b
= d. Wegen a ,  = ß,  (Umfangswinkel
über [DC]),  b = d und 4 ,  = y ;  (Um-
fangswinkel über [AB]) folgt:
A ASD = A BCS.
Deshalb sind die Dreiecke ABS und
CDS gleichschenklig. Da die Winkel
an der Spitze als Scheitelwinkel gleich
sind, müssen auch die Basiswinkel
übereinstimmen: ß ,  = J ,  = allc.
Wegen f ,  = a,  folgt weiter: x ,  + a,
= f ,  + B,,  d.h., die Winkel an einer A a B
Basis des Trapezes sind gleich.

x H , + x Hy = 180°.



96/10.

96/11.

96/12.

96/13.

96/14.

X + 0
E ı  = 180°  —

B+Y= 180°— PF?E3 >

5
6 +8 ,  =360°— 2TPHYHO _ 489°2
d.h.,  EFGH ist ein Sehnenviereck.
Bei achsensymmetrischen Vier-
ecken ist das Sehnenviereck ein
Punkt.

Wy

x RUN = x RDN =90°  = Xx RUN + x RDN = 180°

a) Wegen ¥ ECI = x EHI  = 90° liegen C und H,  auf dem Thaleskreis über
[EI] = MC  = MH...

b) M wandert auf der Mittellinie.

«+Bx STA = 90° — a (Winkelsumme im A UAT)

X SLA = dn  (Winkelsumme im A MLU)

a+pf ß-«
27%

= 90° (Winkelsumme im  Viereck SLAT).

=> 3 TSL = 360° — (90° — +180° +a )  =

x UCA  = x ABU  (Umfangswinkel über [AU]).
Wegen x HH,C = 90° = x HH_B und x H,HC = <xH,HB (Scheitelwinkel)
folgt x ABU  = x HBH  = x HCH,  = XHCA.
= Xx UCA  = x ACH
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96/15. a) XM = 90°, xM = 120° bzw. x M = 60°.
b) 1) Wegen x CMD  = 90°

gilt a = c, deshalb folgt:
x ADB  = x ACB =
= x DAC  = «DBC  =
= &.
= d||b (Z-Winkel). We-
gen x DCA = xDBA
folgt ß=  7), also ist
BCDA ein gleichschenk-
liges Trapez.
¢ ist als Umfangswinkel
über der Quadratseite
45°, also stehen die Dia-
gonalen aufeinander
senkrecht.

2) Die Seiten des Vierecks
EFGH sind als Drei-
ecksmittellinien jeweils
parallel zu den Diagona-
len des Trapezes; daher
sind die Innenwinkel je-
weils 90°. Außerdem sind
sie jeweils halb so lang
wie eine Diagonale, also
gleich lang. Viereck
EFGH  ist damit ein Qua-
drat.

96/16. «o ist Außenwinkel von A BCP
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=> U=E+T

Wegen ı = > und & = - gilt:

oq = PtHyo

Also: ¥xAMB + x DMC =
pu; + pu, = 2a = x APB+  DPC.

C
o



96/17.

97/18.

97/19.

TA = TB  (Symmetrie)
= x BVD = x CUA (Umfangswinkel).
Wegen x UAB  = x UVB  (Umfangswinkel über [UB]) folgt:
x DCU  + x DVU  =y+  a+  f = 180° (Winkelsumme im A ACU)
= Viereck DCUYV ist ein Sehnenviereck.

1. Die Punkte F, U ,  A,  Z liegen auf  dem
Thaleskreis über [AU],  die Punkte F,
U ,  G,  C liegen auf dem Thaleskreis
uber [UC],  die Punkte Z ,  U ,  G,  B lie-
gen auf dem Thaleskreis über [BU].

2. ABCU ist ein Sehnenviercck
= x AUC+ ß = 180°
ZBGU ist ein Sehnenviereck
= x ZUG  + ß = 180°.

3. XxAUZ = XxX AFZ (Umfangs-
winkel über [AZ]);
XGUC  = XGFC (Umfangs-
winkel über [GC])
Nach 2) gilt aber x AUZ
= XGUC.

4. x GFZ =90°—-¢+90°+¢
= 180°

a) Gegenbeispiel: J
Wegen ß + 6 = 135° + 180° gibt es
keinen Umkreis. a

b) Gegenbeispiel: Rechteck
¢) In  jedem Drachen gilt: AB  + CD

= BC  + AD )

= Der Drachen hat einen Inkreis. 45
A B

d) Jeder Drachen ist ein Tangentenviereck (unabhängig davon, ob er einen Um-
kreis hat).

e) Im  Parallelogramm gilt: a = c  und b = d.
Wegen des Inkreises folgt: a + c = b + d ,  also 2a = 2b,  d .h .  a = b .  Deshalb
sind alle 4 Seiten gleich lang, und das Parallelogramm ist eine Raute.

| C

A B
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D
A

f) In  einer Raute gilt: x = y und ß = 0. D
Wegen des Umkreises folgt: « + y = 180°,
also a = y = 90°. Ebenso gilt
ß = ö = 90°, die Raute
ist also ein Quadrat.

g) Gegenbeispiel:
Gleichschenkliges Trapez
mit Inkreis



97/20. a) k ,  und k,  schneiden sich in P k C
(i.a. gilt: P + C,) .  Da  AC,PB,  °
und C,BA,P Sehnenvierecke
sind, gilt:

x C,PB, =180°  — a, x C,PA,  = 180° — ß.
= ¥ B,PA,  = 360° — ( 180— a + 180° — ß) =a  + f = 180° —y.
Deshalb ist auch das Viereck PA ‚CB, ein Sehnenviereck
( x  B,PA,  + x A,CB,  = 180°).
Der Kreis durch B , ,  P und A ,  läuft also durch C und ist k;.

b) Es sei x PBA =¢  = x AC,P = 180° — ¢ (Sehnenviereck)
= x PC,B = ¢ (Nebenwinkel)
Ebenso gilt: <x BAP =180°  — ¢ und somit ¥x PA;C  = .

Aufgaben zu 4.3

103/1. n=2k+1,(k>1)

103/2. n = 2k, (k > 2); in  M schneiden sich 3 Diagonalen.

103/3. a) (12 — 2)-180° = 1800° b) n =100,  a , , ,  = 176,4°

103/4. a) 60° b) 90° c) 108° d) 156° e) 279% x 158,8°

f) 2940° x 172,9° g) 2988° x 175,8° h) 3936 x 178,6° i) 43200 x 178,6°

103/5.

a) b)

103/6. a) a,  ="=72.180° b) (n—2)-180° cc) 360° d) l a  e) u=  29

103/7. a) d = in(n—23) b) n—2
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103/8. a) Ein regelmäßiges n-Eck hat n Symmetrieachsen. Ist n gerade, so sind die "/,
Mittelsenkrechten und die "/, Winkelhalbierenden Symmetrieachsen. Ist n
ungerade, so fallen die Mittelsenkrechten mit den Winkelhalbierenden zu-
sammen.

b) n-Ecke mit geradem n sind punktsymmetrisch.

103/9. a) GB: n=7  ¢) GB: Raute d) GB: Rechteck
f) GB: Dreieck und Quadrat

103/10. a) 3 b) 3 c) 7 d) 2 e) 19

103/11. Ein regelmäßgies p-Eck entsteht, wenn man die Ecke p mit der Ecke k verbindet,
wobei p und k teilerfremd sind. Weil es p — 1 solcher Zahlen k gibt und die Ver-
bindung von p und k zum selben p-Eck führt wie die von p und p —k, gibt es
3(p — 1) regelmäßige p-Ecke.
Bemerkung: Für jedes n existieren so viele verschiedene (einander nicht ähnliche) regelmäßige Stern-n-
Ecke, wie es ganze Zahlen k mit 1 <k  < " ,  gibt, die zu n teilerfremd sind.

103/12. a) n = 50 b) n = 200

104/14. a) 192= 2° -3 b) 512=27-4 c) 1920= 27 - 15
d) 17408 = 219.17 e) 8589934594 = 2(2?° +1 )

104/15. Zum Be isp ie l :3¥F = 6 - RE —1- 36% SE =7  EG 7.360
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5. Kapitel

Aufgaben zu 5.1

108/1. a) 16 b) 23,5 c) 27 d) 21

109/2. a) 396 b) 297 c) 306 d) 360 e) 567

109/3.

109/4.

109/5.

110/6.

110/7.

110/8.

110/9.

68

Beim Maßstab I I  sinkt der Flicheninhalt auf das 4-fache.
Beim Maßstab I I I  steigt der Flicheninhalt auf das 4-fache.

a) AACD = ABEF (SSS-Satz)
= Die Parallelogramme sind flichengleich.

b) AAFD = ABEC (SSS-Satz)
= Die Parallelogramme sind flachengleich.

c) AAFD = ABEC (SSS-Satz)
Durch Hinzufügen eines dieser Dreiecke zum Parallelogramm erhält man je-
weils das Trapez ABED, also sind die Parallelogramme flichengleich.

Die Figuren sind jeweils zerlegungsgleich (z. B. Zerlegung in „halbe Kästchen‘‘).

3 J ]
7 }  77
1 7

| | [ 72227777

N| N

“|| Ar AnZDZ
a) Man verbinde (0|3) und (9[|6).
b) Man verbinde (0|2) und (15|7).

(Da  jeweils beide Figuren punktsymmetrisch sind, werden sie von der Geraden
durch ihre Mittelpunkte halbiert.)

AUMT  = AMRT
AOTN  = ATSN
Da  auch die Dreiecke AMN  und MEN  kongruent sind, folgt aus der Ergänzungs-
gleichheit die Flächengleichheit der beiden Parallelogramme.

Ergänzt man die schwarze Figur jeweils mit 4 kongruenten rechtwinkligen Dreiek-
ken, so erhält man das äußere Quadrat.



111/10. Alle Figuren bestehen aus folgenden
3 Teilflächen © ,  @, © :

111/11. Die Verbindungslinie der Ecken im Rechteck ist
nicht die Diagonale (Steigungen: 12 bzw. £), d.h., in
Wirklichkeit überlappen sich beim Rechteck die
Dreiecke und die Trapeze.
(Inhalt der Überlappungsfläche: 169-168!)
Übertrieben gezeichnet!

111/12. Die Seiten der „Quadrate“ sind jeweils geknickt,
beim oberen nach innen, beim unteren nach außen.

Übertrieben gezeichnet!

Ben
|
| |
| |
| |
| )

1 |
| —

Aufgaben zu 5.2

115/1. a) A =13,2 b) A=4 c) A=10

116/2. a) a=9  b) hy, = 20

116/3. h,  = 3,22

116/4. h=7

116/5. Die Figuren 1, 2 und 3 sind jeweils

116/6.

paarweise kongruent.
= Ag =gh=A.,.
Der Beweis klappt z.B. nicht bei:

a) KC=2ZI =1TA, hy=2"h ,
b) wie a) c) folgt aus a) und b).
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116/77. O<A<60 (max. Parallelogrammfläche : Rechtecksfläche)

116/8. Die Grundlinie [AB] und die Höhe h,  bleiben jeweils gleich. (Scherung!)

117/9. a) Der Faßkreisbogen über [AB] zum Umfangswinkel 30° schneidet die Gerade
CD  in  D i  und Dj.

b) Der Thaleskreis über [AB] schneidet die zu AB  parallele Mittellinie in  M ,  und
M,.

¢) Der FaBkreisbogen über [AB] zum Umfangswinkel 75° schneidet die zu AB
parallele Mittellinie in  M ,  und M,.

117/10. a) 2 benachbarte Quadratecken von STUV bilden mit C als Scheitel einen 90°-
Winkel, deshalb können maximal 2 Ecken von STUV auf ABCD liegen, je-
doch nie im  Innern von ABCD. V

b) Die Diagonalen SU und VT  zer-
legen das Quadrat STUV in 4
flichengleiche Dreiecke. Liegen
2 Ecken von STUV  auf  ABCD,
SO gilt: Aschnittfiiche = 4 Aapcp-
Für die anderen Fille gilt (O.E. © F ;

d. A.): S i
AETC = AFSC,  denn SC
=TC,  «FCS=  ECT =a,
x FSC = X ETC =45° ,  also
A SCF x A TCE. E
In  jedem Fall beträgt der Inhalt 1
der Schnittfliche ein Viertel der
Quadratflache.

A B

117/11. a) Ape = Auuc + Aysc = SAH -h  + 4HB -h = AB  -
b)  Asc  = Aanc — Apne = 3AH *h—3BH -h=3

E— b) mmm :

| h
|

B A B H

117/12. a) b=  20, A =35  b) h, =27, A =216
¢) h ,=8 ,  h ,=6  d) a=16 ,  b=128

117/13. A=3a-h,, A=1b -h ,

—a-hy=b -h ,  => 1=2
b h
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117/14. a) 3mal so groß b) A = 48

118/15. a) Assc=2  4x  0+2  1y0+2 :  34z-0=

=o (x+y+2z )=¢ "s .

b) Aspcp =2 -3x0+2 -3ye+2 -3ze+2 - twe=  C
=X+y+z+wpo=

118/16. h ,  = h , ,  da  A ABD = ABCD

= App  = t h ,  DE  = +h,DE = Agcp

118 /17 .  App  + Acpr = 1AB  * h ,  + LCD : h ,  = D C

=3AB(h ;  + h; )  =3AB  -h ,  = }Apcp ha
Analog: Agar + Apa; = 1BC © hy  = 3A  asc
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118/18. a) Die Seitenhalbierende zerlegt ein Dreieck in
zwel Teildreiecke, die dieselbe Höhe und eine
Grundlinie gleicher Länge haben.

b) Nach a) gilt:
A ,  =A ,  A ;=A ,  As=A46
(z.B.: s, ist Seitenhalbierende im A ABS)
Wegen A ,  +A ,  +A ;  =3Apc=A ,  +A ;  +A ,
folgt A ,  =A , .  C
Wegen A;  + As +A ,  =3Anc=As  +A ,  +A ;
folgt A ,  =A .
= A ,  =A ,  =A ;  =A ,  =A ;  =A .

118/20. Der Flicheninhalt des neuen
Quadrats ist viermal so groß.

118/21. A ,  = A,  (denn [AB] halbiert [A’C))
A,  = A ;  (denn [A’B] halbiert [AB'])
A ,  = A ,  (denn [BC] halbiert [AB'])
A ,  = A ;  (denn [CB] halbiert [C’'B])
A ,  = Ag (denn [CA] halbiert [BC'])
As = A ,  (denn [C’A] halbiert [A'C])
= A rc  =7  Assc-

118/22.A (0[0), B(1]0), C(1|1), D(0 I1)  = A=1
A(0]0) ,  B(1|—1). CQI0), DUIN = A=2
A(0[0),  B(2]0), C(2]2), D(0 |2 )  = A=4
A(0]0),  B(1|—=2),C(3|—1),D(2|1) = A=5
A(0[0),  B(2| —2), C(4 ]0 ) ,  D(2 |2 )  = A =38
A(0]0),  B(3]0), C(@3|3), D(0 |3 )  = A=9
A(0]0), B(1] 3),  C(4] —2), D(3|1)  = A =10
A(0]0),  B(2| =3), C(5] —1), D (3 |2 )  = A = 13
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118/23.

118/24.

119/25.

119/26.

AE  = b, da A DAE  gleichschenklig ist, analog gilt GB  =b.
= EG  =a—2b
Amrnk = 2 °  Amel  + Agu  + 2°  Agpg =

=2 -1b* ‘+ (a -—2b)  b+2 -1 (a  — 2b)? =
=3b%>+ab—2b%?+4a%? —2ab+2b2 =
= ta ’  —ab+4 ib *=4 (a  — b)?

K

D L H C

|
45° |

M | N
b | b

|
|

45°  L a - 1 b

A b E 45° 6 b B

F

a) Der freie Schenkel von a ’  schneidet die Parallele zu AB  durch C in  €”.

b) Der Kreis um  B mit  r = 9 schneidet die Parallele zu AB  durch C in  C und Cj.
¢) Der Kreis um  B mit r = 4 schneidet den Thaleskreis über [AB] in  H,. .  AH,

schneidet die Parallele zu  AB  durch C in €”.

d) AB  und die Parallele g zu AB  durch C haben die Mittelparallele m. Der Kreis
um A mit  r = 7 schneidet m in  S, und S,.  BS, bzw. BS,  schneidet g in  C|  bzw.
Cs.

e) mg  schneidet die Parallele zu AB  durch C in €”.

Trägt man c’ auf [AB von A aus an, so erhält man B'.
Die Parallele zu B'C durch B schneidet AC  in C'.
Das gesuchte Dreieck ist A ABC.

a) A=068 b) A = 32 c) A=32

119/27. Der Kreis um  B mit r = 10 schneidet die Parallele zu AB  durch C in  C’ (bzw. C").

119/28.

119/29.

Der Kreis um  B mit  r = 5 schneidet die Parallele zu BC’ durch A in A’  (bzw. A").
A A'BC’ erfüllt die Bedingungen.

a) A =48  b) A=280 c) A=48  d) A=92

a) AUVW  ist gleichseitig (drei 60°-Winkel). Man zeichnet zuerst A UVW  und
errichtet in U ,  V und W die Lote auf  die Seiten. Diese Lote schneiden sich in
den Punkten A,  B und C des gleichseitigen Dreiecks ABC.
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b) Es gilt: AXBV  = ACZW  und AAUW  = AVYC (SWW-Satz).
Deshalb haben das Dreieck ABC und das Rechteck UXYZ denselben Flä-
cheninhalt.
Da  sich das Rechteck aus 6 kongruenten Dreiecken zusammensetzt, paßt das
Dreieck UVW  dreimal flächenmäßig in das A ABC.

a) Im A ABW ist [MM.] Mittellinie = BW =2 -  MM,
Im A AMC  ist [M,Z] Mittellinie = MZ  = ZC
Da der Schwerpunkt M die Strecke [CM_] im Verhältnis 2 : 1 teilt, gilt also
CZ = ZM = MM..
[ZM] und [DW] sind als parallele Querstrecken gleich lang, also gilt auch
DW  = MM..
Damit folgt: M.C = 3 -  M_M  = BD.



M.BDC  ist wegen M.C| |BD  und M.C = BD  ein Parallelogramm mit Mittel-
punkt M, .  Wegen M.B = CD  und AM_||CD ist auch AM_DC ein Parallelo-
gramm, also AC||M_D. Da  [AM,] und [M,D] parallele Querstrecken sind,
haben sie dieselbe Lange.

b) M_BDC und AM _CE sind kongruente Parallelogramme, die durch die Diago-
nalen und Muittellinien jeweils in  8 kongruente Dreiecke zerfallen (siehe schraf-
fiertes Dreieck).
Da  die Seitenhalbierenden allgemein jedes Dreieck in 6 flächengleiche Teil-
dreiecke zerlegen, gilt:
Am,BD =6 -  Am.FD = $ Ay. BDC-

Das Dreieck ABC ist offenbar flächengleich mit Parallelogramm M_BDC.
= Am.BD = 3 A anc:

120/31. a) h = 18  b) A = 403,2 c) a=5  d) c=5

120/32. A = 228

120/33. a) h=  4 = A=24  b )  h=2  = A=10  ¢c) h=2  = A=10

121/34. AAEK = ADIK  und I D C CH
| 1

AFBG = AHCG NU
m_ a te  K ;

/ N= Atrapez = m-h  RB ( ]

A E a F B
121/35. AD’A’D ist ein Parallelogramm.

Arpad  — AD ’  * h = ( a  + ¢ )  * h

a+c
= Aapcp = 2 +h

D C

h

a a l
— N

A a

121/36.b) M(5,5|4),  r =1h=3 ,  a t+c=b+d  =c=75+65 -105=3 .5
c) A=d r -u  = A=3 -3 -28=42

3,5oder: A=?* °  10,5 + |h = A=  6 = 42= 2

121 /37 .a +c  = b +d  = 16
A=1 i r - u=1 -25 -32=40

121/38. Die Mittelsenkrechte m,p  schneidet c i n  M .  M ist Mittelpunkt von c’ wobeic = ¢'.
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121/39.

121/40.

Man verwandelt das Trapez in das Parallelogramm AB’C’D.
Die Parallele zu AD  durch B schneidet DC  in  F.
AF  schneidet B’C’  in E,  D’C” ist die Parallele zu AB  durch E .  ABC”D'  ist das

gesuchte Parallelogramm (vgl. Aufgabe 5.1. Nr.  8).

D C re  F

/
D f e

/

A

a) Eine Seite des Rechtecks ist so
lang wie die Mittellinie, die ande-
re ist die Hohe des Trapezes, also
Aascp = Argh:

b) Das Rechteck aus a) wird in  das
Rechteck EILM verwandelt:
Man trägt von E aus auf EF  die
Strecke a ,  =7  ab und erhält I.
Die Parallele zu EH  durch I
schneidet HG  in  K .  EK  schneidet
FG in O. Die Parallele zu EI  ,
durch O ergibt M und L.
EILM ist das gesuchte Rechteck.

121/41. a) M(7,5|3), VM  halbiert A VIR, EM  halbiert A IER

121/42.
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= Ayn  + Agy ı  = 3Av i r .
b) Die Dreiecke MVS  und MES  haben dieselbe Grundlinie [SM] und die gleiche

Hohe. Mit  a) halbiert ES die Vierecksfliche. Die Dreiecke MTV und MTE
haben dieselbe Grundlinie [MT] und die gleiche Hohe. Mit  a) halbiert TV  die
Vierecksfliache. [

c) RI  halbiert das
Viereck; A = 42.

AM. IB  wird in AM_AB
verwandelt.
AMRE wird in AM_RC
verwandelt.
N ist der Mittelpunkt von
[AC]. h = MN.

A B  N(91) R C



121/43. a) g = DB
b) h läuft durch den Mittelpunkt M (7,5 |4,5) des Parallelogramms und schneidet

AD  in (4]6).
¢) u läuft durch den Mittelpunkt M des Parallelogramms.

121/44. a) g = s, C d
b) A APC wird in A ACD  verwan-

delt. M ist der Mittelpunkt von /
[DB] .  h = PM.

D A m B

122/45. a) p läuft durch den Mittelpunkt der Mittellinie des Trapezes.
b) q läuft durch den Mittelpunkt der Mittellinie des Trapezes.
c) Man  schert die Ecken T und  P weg und erhält ein Dreieck CBS mit  C und B auf

RA.
Die Gerade s läuft durch den Mittelpunkt M(8|6)  von [CB].

122/46. a) A =24  b) x=3 ,  A=54  c) A = 30
d) A=d (a—d)  e) A=120,a, = 15, b, = 8, a, = 10, b,  =.6, a3 = 8, bz =5
f) A=25x=10 ,A '=25  g )A=24 ,x=8  h )A=21  i) m=12 ,

A=48  ) A=21 ,  x=5  k ) x ,=3a  x ,=15a  D A=36
m) A=120  n) A=50

123/47.a=6, b=18

123/48.f=  14, e=9 ,  A =63

124/49.c=18, a=54 ,  h=9

124/50. h = 5,5, a =19,25, c=  13,75
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6. Kapitel

135/1.

\
| \
] \
| \A .

\ \
\ I n  ——

\ |

\ b)
\ |

a)

| IN  ra

T
17  To

|
~~

d)

136/2. a) Je zwei Gegenseiten sind parallel und gleich lang, Gegenwinkel sind gleich
groß. b) Regelmäßiges Sechseck c) Rechteck, Sechseck

136/3. Eine, zwei oder drei Seitenflächen.

136/4. Vier, sieben oder neun Kanten.

136/5. Vier, sechs oder sieben Ecken.

136/6. a) 3 Schnitte bzw. 6 Schnitte b) 8 bzw. 27 Teilquader.
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Sechsbein:

x N
<<

PY AP
Allesklar:

Pe

a l  =<]
138/8. Es gibt mehrere Möglichkeiten, z. B.:

A
)

138/9. E+  F—-K=2

138/10. a) Blickrichtung: Senkrecht auf
eine Seitenfliche

b) Blickrichtung: Senkrecht auf
eine Kante, wobei der Winkel
gegen die beiden Seitenflichen

gleich ist 
SS
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c) Blickrichtung: Raumdiagonale  d)

/

/ En
/ Blickrichtung| ~~

\ i e

\
\ /

X = 26 ,5 °

139/11.a)  RW: 4 ,5 ,6 ,  LW: 3, 5, 6 b) RW: ©, @ c) (1): 7, (2): 6

139/12. 7 Z|

a) b) |

/
se  / —

~~
~~

7 ZZ  /~— | Ty  X

yd
vd

Drehung um  die x-Achse mit ¢ = 90°

‘ |

A

—
Drehung um  die y-Achse mit ¢ = — 90°

Drehung um  die z-Achse mit ¢ = 180°

139/13. a) 3; 90° b) 1; 180° c) 2; 180°
d) 2; 90° e) 1; 90°



140/14.

c)

140/15. ey
( LD ,Soe 6, (—90°)

oy)
®

LA

140/16. a) Parallel zu BC sind: FG, EH,  AD.
Windschief zu BC  sind: AE,  EF, FH,  DH,  HG.

b) Parallel zu BD  ist FH.
Windschief zu  BD  sind: AE,  CG,  EF, FG, GH,  EH.

140/17. a) E(A,  B,C),  E (A,  B ,D) ,  E(B,  C,  D),  E(C,  D,  A),  E(a, b),
E(a,c), E(a,d),  E(b,c), E(b,d),  E(c,d), E(A,  b), E (A,  c) usw.

b) 6 Geraden
c) 4 Ebenen
d) Senkrecht zu E(A ,B ,C)  sind: E(A,B,F) ,  E(B,C,G),  E(C,G,D),

E(D,  A,  H),  E(B,  D,  H).
Parallel zu E (A,  B,  €)  ist E(F, G,  H).

141/18. a) BF  und HD,  bzw. AC  und EG, bzw. NC  und MK  (wobei K der Mittelpunkt
von [BC] ist) sind jeweils zwei gemeinsame Lote.

b) zB . .E ,M ,G ;  H,  N ,  G ;  H ,  M ,
F; usw. H N 6

c) AE IDH und ABI|IDC bzw. \ WS
MN|| FG und NI | |GC  (wobei I | ee
der Mittelpunkt von [DC] ist). J —

d) s=  LM; s=  AD; s=HD; 1
E (G ,F  L)JIE (A,  M ,  D)  ad  Df —F~—o————;/(

E — pay  Do7
/ a

/ x KST \a rd  \
r e

A B

83



141/19.

141/20.

141/21.

141/22.

142/23.

142/24.

84

a) GCLGH und GCLGF

b) BDHEF ist ein Rechteck, der Schnittpunkt seiner Diagonalen sei I ,  der Mittel-

punkt von [FH] sei R.  Da  BDHF  = ACGE, kann man durch eine Drehung

um RI  mit ¢ = 90° BDHF auf ACGE abbilden; I ist dabei ein Fixpunkt.

¢) LN ,  Parallele zu  LN  durch H oder D,  usw.

d) GM;  E (A ,B ,F ) | | I LM ;  H ;  E (B ;  F;  N)|| KD;  FG  < E (B ,C ,M) ;  I ;  I .

e) M liegt auf FC, also in E; G liegt auf BM, also ebenfalls in E.

f) AD; Parallele zu FG  durch I.

Es gibt 20 Ebenen.

a) gl|E, h||E b) E (A ,B ,D )nE(D ,C ,G)  = DC

c) E(g, A )nE (h , k )=h

a) Rechteck BFHD mit BF = 6 und FH ~ 8,5

b) Dreieck EFC mit EF = 6, FC ~ 8,5, x EFC = 90°

¢) Dreieck ACM  mit AC  ~ 8,5, CM  ~ 4,2, AM =~ 7,3

d) Dreieck KLM mit KM  z 5,2, ML  ~ 6,7, LK ~ 7,3

e) Dreieck DBG  ist gleichseitig, M ist Mittelpunkt von [BG] = x BMD  = 90°.

f) Viereck ACNL ist ein gleichschenkliges Trapez mit AC x 8,5,

AL = CN x 6,7, LN ~ 4,2.

a) Dreieck BCG  mit BC = 4, CG = 8 und x BCG  = 90°

b) Dreieck BFD  mit BF = 8, BD x 7,2, x FBD  = 90°

¢) Dreieck FKM  mit FK x 4,5, KM  = 4,1, MF  ~ 3,6

d) Dreieck LKM mit LK = 9, KM  x 4,1, ML  =~ 8,6



142/25.

e)
f)
g)

h)
i)

a)

b)

c)

d)

Dreieck DKM  mit DK  = 8,5, KM  x 4,1, MD  = 8,8
Dreieck HLK mit  HL  ~ 8,5, LK  = 9, HK  x 6,3
Viereck ECKM mit EC  ~ 10,8, xECK  242°, CK  =6 ,  KM  =~ 4.1,
ME =~ 3.6.
Viereck DBFM  mit DB z 7,2, x DBF  = 90°, BF = 8, FM  ~ 3,6 MD x 8,8
Viereck PCQE ist ein Parallelogramm mit  PC  x 8,2, x EPC x 29°, PE  =4.

HG| |VU  und GT | |UB  = E(A ,  B ,U ) | |E (G ,H ,S )
d (E (A ,  B,  U) ,  E (G ,  H ,  $)) x 4,5 I

Viereck ABUV ist ein Rechteck mit AB  = 10 und BU  ~ 11,2.
EB||HC||WU = BUWE ist ein Trapez.

BE ~ 14,1, BU  = EW ~ 11,2, WU  =~ 7,1
M sei der Schnittpunkt der Raumdiagonalen. [MP],  [MS],  [MQ],  [MR] ,
[MU],  [MW] sind als Flichendiagonalen eines Wiirfels mit der Kantenldnge
5 gleich lang, also hat das Sechseck einen Umkreis. Wegen

APES  =~ ASAQ =~... = AWHP  (SWS) folgt PS = SQ = ... = WP. Damit

handelt es sich um ein regelmäßiges Sechseck (mit r = PS x 7,1). Es gibt 4
solche Sechsecke.
Wegen AE||IJ und AE  =1J und vier rechter Winkel bilden die Punkte
A,  J,  I, E das Rechteck AJIE.  (Analoges gilt für die Punkte B,  F,  I ,  J.)

A ABI  ist gleichschenklig mit AB = 10, AI  = BI  x 12,2.
X und Y sind Seitenmitten in diesem Dreieck.
z.B.: Dreieck EBG ist gleichseitig, das zugehörige Dreieck des Oktaeders ist
Mittendreieck des Dreiecks EBG, also ebenfalls gleichseitig mit  a =~ 7,1.

Die Oberfläche des Stumpfs besteht aus sechs Quadraten und acht gleichseiti-
gen Dreiecken. d =~ 11,7.

Zu e) ye
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7. Kapitel

Aufgaben zu 7.1

149/1.

149/2.

149/3.

149/4.

149/5.

149/6.

149/7.

149/8.

149/9.

149/10.

150/11.

150/12.

a )e=6 ,  k=9 ,  f =5  b )e=10 ,  k=15 ,  f =7

¢c )e=2n ,  k=3n ,  f =n+2

a) falsch, denn 53 ist nicht durch 3 teilbar
b) falsch, denn 53 ist nicht gerade
c) richtig

a) 8-seitiges Prisma b) Quader c) 12-seitiges Prisma
d) 8-seitiges Prisma

x DQB = 119°

x BDC x 28°, x BQC = 35°, «BAC  x 39°

Der abgewickelte Mantel ist ein Rechteck mit den Seiten u und h
= S=2 -G+u-h

M = 38,4 cm?

S = 42 cm?

b) BC = 5

a) h = 5

b) S = 196

S = 270,4
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65,9°

150/14. Keine Reklamationen bekommt er nur bei 4, 20, 21, 23, 25, 27, 28, 32, 33, 34, 35.

151/15. Es gibt 11 nicht kongruente Würfelnetze (vgl. Aufgabe 14).

151/16. a) rechts: A ,  vorn: E (sichtbar als m)
b) rechts: A ,  vorn: D (sichtbar als D)

151/17.
a)

f)

7 b)

- ]

bs) d

151/18.2) z.B. | |v

c)

h)

¢) z.B.: R | V

d)

i)

A
-

-
b) z.B.:

d) z.B.:

Es gibt jeweils 4 Möglichkeiten.

k)
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152/19. a) H

L U R

V

U H

L 0

V

152/20. a) SO = 5,7
—

 
—

 
—

—
 

S
E

 
C

E
 

 —
—

 
—

 
S

E
E

 
E

E
E

 
—

—
—

 
S

E
 

C
E

6 0 H
N

FE

c)

C D

6 H

152/21.
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b)
H

ATS
V

ZHI
va

L,  0

N' |
b) SO =5

6 C

0=H D €

\
A B

E F

SO = 3,5



Aufgaben zu 7.2

155/1.

155/2.

155/4.

155/5.

156/17.

156/9.

156/10.

157/11.

157/12.

G u h V S

a) 2,5 12,5 8 20 105

b) 18 36 5 90 216

c) 0,24 2,4 2,3 0,552 6

d) 0,11 1,5 0,7 0,077 1,27

e) 0,3 8,1 0,7 0,21 6,27

V =48

a) V = 700000 m}

Vp = 384m},

8-17
a) V=——" 11cm’ = 748 cm’

b) V=V  -— Vi = 1500 cm? — 884 cm? = 616 cm?

b) V, = 30

155/3. V = 29440 cm’

b) V=14m?-30m =420m’

V = 1920 m}?

V,=5 -4 -7—30=110

S;  = 70 ,2

S,  = 142,2

V = 0,18 m3

b) S i  = 94,4, S,  = 112,4

d) M liegt so auf [BF],
daß BM  = 2,5.

Man muß entlang der 3 Sei-
tenhalbierenden schneiden.
Man  zerlegt dabei die Grund-
fläche in 6 inhaltsgleiche Flä-
chenstücke, und die Höhe der
Prismen bleibt gleich.

155/6. m = 2,21 — . 256 cm? = 565,76 g

156/8. V = 64 m)

a) H 6
| x
|

E | ~
Ne | [F SN

> |a Da

7 / ) K

L I  JeDa
7 :

A 5 B

a)  H 6

E F
oT  ——

7 Da

I SS

IM
7 J.J SEN

Da

r d  4
A 5 B
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8. Kapitel

Aufgaben zu 8.1, 8.2 und 8.3

174/1. Tenochtitlan: Schrägbild (Kavalierpr.)
Rathaus: Normalbild
Bauhaus: Schrägbild (Militärpr.)
Villa: Normalbild
Traumküche: Schrägbild (Militärpr.)
Residenz: Normalbild
St. Etienne: Schrägbild (Militärpr.)
Kirche: Normalbild
Kreuzgewölbe: Schrägbild (Kavalierpr.)
Zwinger: Normalbild (Aufriß)

175/2. Achtflach:
Grundriß: Aufriß:

be
 a

 
a 

—

Würfelstumpf:
Grundriß: UA a

| |

175/3.

S
S

W
N

A

7
7
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176/4. a) Türbreite: 2, Türhöhe: 4, Fensterbreite: 2, Fensterhöhe: 3
b) Höhe ohne Dach: 6, Höhe mit Dach: 12, Breite: 16, Tiefe: 12

c) d) °C  Ha

J

e) Netz des Dachs: i e L I )

v = 0,5:

N
S

N

= M
o 8 ba

]

dD
 >

7 O
N

[ 7 7  SS TDS

Anz  ($20 .5 )  42 .  ( 3 -12 -67 )  = 3014
2 2

176/S. a)  b)
®

A | 6 \
© @ ®

@ i | © A

A

; —\
© ©

Or t ,  ©
R J

6 ®
©

6

®
6 © °
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c) Militärprojektion: v = 1

X
V
DS

ao
177/6. a) b)

©
©

7

d
eVA

\\

N
N

N
N

\
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177/7.

Schnittfläche:

Schnittflächen:

Schnittfläche:

\

o
T

—
~

 
J 

IN

Schnittflichen:

heé2

b)

d)

Schnittflichen:

©
LA

Schnittflache:

/ \

Schnittflachen:
Eq

Schnittflichen:



i)

177/8. a)

Om

A

A 45°
A

b)

TT

L 77
A B

(Abweichung in der Höhe
um  etwa 0,1)

94

178/9. a)

Schnittflichen:

b) A
X

h | 9

N
A

h=25
NL



178/10. Grundriß:

>

SZ(beliebig)

178/11. a)

179/12. a) Der Aufriß erscheint in wahrer Größe, deshalb liegt ein Schrägbild vor.
b) Tiefe: z 6,6 m,  Höhe: ~ 8,6 m
c) Die eingezeichneten Höhen liegen parallel zur Projektionsebene und erschei-

nen deshalb in wahrer Größe.
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179/13.

/
/

/
ZT  /

„A EN /

N | X
N J \

NP \
\
\
\
\

a) z.B.: NL = NY = :  — ¥ NLY = 45°

LM = MX = > = XMLY= 45°
(a: Kantenlänge des Würfels)

= x YLX = 180°,
d.h. ,  die Punkte E,  Y,  F,  X liegen in  einer Ebene. Deshalb ist  [EF] keine Kante
der Zwölfflachs. Für die übrigen Kanten gibt dasselbe (Symmetrie).

b) Grundriß:

c) 14+12=24+2
d) Die Seitenflächen sind Rauten.







186/1.

186/2.

186/3.

186/4.

186/5.

186/6.

186/7.

186/8.

9. Kapitel

a) A’(512), B'(8]2), C’(715), D’(414)
A”(31—1), B”(6|—1), C” (512), D” (211), X (2 |  —2), Y(41—4)

b) A’(6|1), B’(10|0), C’(8|2),  D’ (8|5)
A"  (410), B”(8 |  — 1), C” (611), D” (6/4), X (3 |  —1), Y(6|—2)

a) V(—2|—4), W(412), X(314), Y ( -1 ]—1) ,  Z ( -115 )
b) V(0]0), W(2]—2), X(1]0), Y(113), Z ( -311 )
c) V(—31—3), W(511), X(4]3), Y(—2[0), Z(0]4)

a) AB + AC = (2), b) AB + CB = (3) c) CB+ BA = (Z))
d) BC + BA + CA = (29), e) AB + BC + CA = (9)

a) AC=4+b b)  CA = -—(ä+6)
¢) DA=- (1+5+8  d) BD="0b+¢

a) ä+b65 = AB +BC =0C b) - b—&=CB+ DC = OB —- OD =
=B-D

¢) i+b+8+d=AB+BC+CD+DE =0E =E
d) —(b+¢&+d)=-—(BC+CD+DE)=0B—-OE=B-E
e) -b—(@F+8=—-BC—-(AB+CD)=0A-0D=A-D

a) UV + VW = UW b) AB + CA =CB
¢) RS—RT =TS d) AB + TA + BT = AA
e) XY —ZY — XZ = XX

a) X = BA b) X = BC ¢) x = CB + AD

a) ED = 4 b)  DE=-—14 c) FD=4d+b
d) FC=d+b -2  e) FB=4-¢ f)  FA =-2¢
g) AD=4+b+¢.
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