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ADELBERT VON CHAMISSO
Vom Pythagordischen Lehrsatz

Die Wahrheit, sie besteht in Ewigkeit,
‘Wenn erst die bléde Welt ihr Licht erkannt;
Der Lehrsatz nach Pythagoras benannt

Gilt heute, wie er galt in seiner Zeit.

Ein Opfer hat Pythagoras geweiht

Den Géttern, die den Lichtstrahl ihm gesandt;
Es taten kund, geschlachtet und verbrannt,
Einhundert Ochsen seine Dankbarkeit.

Die Ochsen seit dem Tage, wenn sie wittern,
DaB eine neue Wahrheit sich enthiille,
Erheben ein unmenschliches Gebriille;

Pythagoras erfullt sie mit Entsetzen;
Und machtlos sich dem Licht zu widersetzen
VerschlieBen sie die Augen und erzittern.

Bildnachweis:

Alinari, Florenz (Florenz, Dom) 100; Archiv fiir Kunst und Geschichte, Berlin 134 (Athen, Akropolis), 137 (signiert
und datiert: Jac. Bar. 1945, Neapel, Gall. Naz. di capodimonte); Bavaria Verlag, Gauting 73; Bayerische Staatsge-
mildesammlungen, Miinchen 169 (Nicolaus Neufchatel, Johann Neudérfer d. A. mit seinem Sohn) Birkhiuser Ver-
lag, Basel/Stuttgart 103; Deutsches Museum, Miinchen 25, 150; Sadea/Sansoni Editori, Florenz 98, 132 (Pisa,
Dom); Sii her Verlag Bilderdi Miinchen 5, 31, 54.

4



1. Kapitel
Die Strahlensitze




1.1 Die V-Figur

Wie hoch ist ein Baum? Mit einem alten, einfachen Verfahren hat ein Forster das schnell
heraus. Er braucht nur die Sonne, einen Stab und einen SchuB Geometrie. Ein Baum der
Linge L wirft einen Schatten der Lange D. In den Schatten stellt man einen Stab der
Linge 1 so, daB beide Schattenspitzen zusammenfallen; der Schatten des Stabs hat die
Linge d. Der Forster berechnet die Baumlidnge nach der Formel

Quotienten von Streckenlingen wie L/D und 1/d (bzw. L: D und 1: d) nennt man kurz Strek-
kenverhiltnisse. Man sagt: Die Strecken L und D verhalten sich wie L zu D. Die Forsterfor-
mel behauptet die Gleichheit zweier Streckenverhéltnisse. Eine solche Gleichung heiBt Ver-
hiltnisgleichung oder Proportion. Proportionen sind Bruchgleichungen, sie lassen sich
deshalb umformen nach den {iblichen Regeln der Algebra (zum Beispiel kreuzweise multi-
plizieren).

Hat der Forster beispielsweise gemessen: D =9,6 m und d = 3,2 m bei seinem 2 m langen
Stab, dann weiB er nach kurzer Uberlegung, daB der Baum 6 m hoch ist.

Fiir senkrechte Bdume konnen wir diese Formel mit einem Trick leicht beweisen. Wir be-
rechnen den Fldcheninhalt des groBen Dreiecks MUT auf zwei Arten:

einmal direkt: Fliche (MUT) = }DL

und einmal als Summe der Flicheninhalte des kleinen Dreiecks AUS und des Trapezes
MAST

Fliche (AUS) =4d-1
Flache (MAST) =4(1+ L) (D—d) =4(ID —1d + LD — Ld)
Fliche (MUT) = Fliche (AUS) + Fliache (MAST)
iDL=4dl1+4(ID-1d+LD—-Ld) |-2
DL=dl+1D-1d+LD-Ld
=ID-1d

Ld=1ID L 1

I'sb D=4



Der Forster verwendet die Formel aber auch bei schiefen Baumen! Allerdings ist jetzt der
Beweis mit dem Flichentrick nicht moglich, weil die Hohen in den Dreiecken und im Tra-
pez unbekannt sind. Dafiir hilft der Pflastertrick weiter. Die geometrische Figur, die hinter
dem Problem steckt, besteht aus einem Winkel, der von zwei Parallelen geschnitten wird.
Wir nennen sie kurz und biindig »V-Figur«.

X V~FIGUR. /
..

In der V-Figur sollen das kleine Dreieck und das Trapez mit méoglichst groBen kongruenten
Dreiecken ausgelegt werden. Die Seite x des Pflasterdreiecks muB sowohl in r als auch in u
genau reinpassen. Damit sich das Pflasterdreieck auch noch in alle Ecken der V-Figur ein-
fligt, miissen seine Winkel genauso groB sein wie die Winkel des groBen Dreiecks. Ist
schlieBlich die V-Figur Reihe fiir Reihe ausgepflastert, so kénnen wir bequem die Forster-
formel und noch viele weitere Proportionen ablesen.
Die Seiten des Pflasterdreiecks passen in die Seiten des groBen Dreiecks k-mal hinein:
a=kx, b =ky, c=kz,
in die Seiten des kleinen Dreiecks passen sie m-mal hinein:
u =mx, v =nmy, w=mz,
und in die Schenkel des Trapezes passen sie genau n-mal:
t=nx, s =ny.
ImBildistk=5, m=3 und n=2.



Und jetzt hagelt es Proportionen:

a kx x C _ W (Forster-
w_mz_ z a u formel)
Tomx x

c_kz &k

w mz m c_a

a_ kx k Tu

T mx m

a_kx _k
?_mx_m a_b
b_dky _k [uv
v my m
s_oy_ Yy
r nx x s v
—=— usw.
v_my_ ¥y u
U omx  x

Alle diese Proportionen heiBen Strahlensétze oder auch Vierstreckensitze. Der Name Strah-
lensatz rithrt daher, daB man die Schenkel eines Winkels als Strahlen ansehen kann, die
vom Scheitel ausgehen. Vierstreckensatz sagt man, weil in jeder Proportion vier Strecken
vorkommen. Um Ordnung in diese Vielfalt zu bringen, sortieren wir die Proportionen da-
nach, ob parallele Querstrecken vorkommen oder nicht.



Kommen keine parallelen Querstrecken vor, so spricht man vom 1. Strahlensatz.

1. Strahlensatz
2 5, oder auch 2.1
u v b v
cllw= .
-2 oder auch -z
u v s v

in Worten: Schneiden zwei Parallelen die Schenkel eines Winkels, so verhalten sich die
Strecken auf dem einen Schenkel wie die entsprechenden Strecken auf dem an-
dern Schenkel. (Entsprechende Strecken werden von denselben Parallelen auf
den Schenkeln abgeschnitten.)

Kommen parallele Querstrecken vor, so spricht man vom 2. Strahlensatz.

2. Strahlensatz

oder auch
cllw=

oder auch

in Worten: Schneiden zwei Parallelen die Schenkel eines Winkels, so verhalten sich die par-
allelen Strecken wie die zugehdrigen Abschnitte auf den Schenkeln. (Ein zugeho-
riger Abschnitt reicht vom Scheitel bis zum Schnittpunkt von Schenkel und
Querstrecke.)

Die Strahlensitze lassen sich auf zwei Arten verallgemeinern:
Es kommen mehr als zwei Parallelen vor — es kommen mehr als zwei Strahlen vor.

Veraligemeinerung des 1. Strahlensatzes auf mehr als zwei Parallelen:
r

B =
P q

oder auch

o |-
e o

in Worten: Schneiden Parallelen die Schenkel eines Winkels, so verhalten sich die Strecken
auf dem einen Schenkel wie die entsprechenden Strecken auf dem andern Schen-
kel.

Zum Beweis zeichnen wir eine Hilfsgerade, die parallel ist zu einem Schenkel und den an-
dern Schenkel in A schneidet. Dabei entsteht eine neue V-Figur mit Scheitel A, aus ihr le-
sen wir die behauptete Proportion unmittelbar ab.



Verallgemeinerung des 2. Strahlensatzes auf mehr als zwei Strahlen:
L%
q

in Worten: Werden Strahlen mit gemeinsamem Anfangspunkt von zwei Parallelen geschnit-
ten, so verhalten sich die parallelen Strecken der einen V-Figur wie die parallelen
Strecken der andern V-Figur.

c
—= oder auch
w

q

b=l

e

Zum Beweis betrachten wir die beiden V-Figuren:

. b
lioks = ‘
oo T
rechts—p—=—
qa v

Wir wenden die Strahlensitze an und beweisen wichtige Sitze.

Satz iiber die Mittelparallele eines Dreiecks:

Zeichnet man durch die Mitte einer Dreieckseite die Parallele zu einer anderen Drei-
eckseite, dann halbiert diese Parallele die dritte Dreieckseite.

A _
Mittelpurallele

u pEob2_1 S
Beweis: Nach dem 1. Strahlensatz gilt s o1

also ist r=s und deshalb X = M,.

Die Gerade M,M,, heiit Mittelparallele des Dreiecks, weil sie zwei Seitenmitten im Dreieck
verbindet und zu einer Dreieckseite parallel ist. Jede Strecke, die zwei Seitenmitten im
Dreieck verbindet, heiBt Mittellinie des Dreiecks. Die V-Figur zeigt:

Jede Mittellinie ist halb so lang wie die zu ihr parallele Dreieckseite.
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Mit dem Satz iiber die Mittelparallelen und der Verallgemeinerung des 1. Strahlensatzes be-
weisen wir den

Schwerpunktsatz:

Die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in ei Punkt: er heiBt
Schwerpunkt des Dreiecks.

Die Abschnitte, in die der Schwerpunkt eine Seitenhalbierende teilt, verhalten sich
wie 2:1. Das lidngere Stiick ist immer an einer Ecke.

Beweis: Die Seitenhalbierenden s, und s, schneiden sich in S. Wir zeichnen zwei Hilfsgera-
den parallel zu s.: Die eine geht durch M,, ist Mittelparallele im Dreieck BCM, und
halbiert wegen des Mittelparallelensatzes die Strecke [BM,]; die andre Hilfsgerade
geht durch M, und halbiert als Mittelparallele im Dreieck AM.C die Strecke [AM,].
Die Seite c ist jetzt in vier gleich lange Abschnitte geteilt, drei davon gehdren zur
V-Figur PAM,; auf sie wenden wir die Verallgemeinerung des 1. Strahlensatzes an:

also ist u=v=w und deshalb AS:SM, =2:1.

Das Verhiltnis 2:1 gilt auch fiir s, und s,, weil wir beim Beweis nur die Eigenschaft der Sei-
tenhalbierung von s, verwendet haben. AuBerdem treffen sich alle Seitenhalbierenden in
einem einzigen Punkt, dem Schwerpunkt S. Sowohl s, als auch s, teilen ndmlich die Seiten-
halbierende s, so, daB sich die Teilstrecken wie 2:1 verhalten.

MaBverwandtschaften

Der Pflastertrick klappt nur, wenn wir eine Strecke x finden, die sowohl in r als auch in u ge-
nau reinpaBt. Gibt es eine solche Strecke x, dann heiBen u und r maBverwandt oder kom-
mensurabel; das Streckenverhiltnis u/r ist dann ein Verhiltnis ganzer Zahlen, also eine ra-
tionale Zahl.
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Im Kapitel 6 werden wir sehen, daB es aber auch Strecken gibt, die kein gemeinsames MaB
haben, das heiBt, es gibt keine auch noch so kleine Strecke x, die in r und u ganzzahlig ent-
halten ist. Solche Strecken heiBen maBfremd oder inkommensurabel; das Streckenverhaltnis
ist dann keine rationale Zahl. Das einfachste Beispiel dafiir sind die Seite eines Quadrats
und die Quadratdiagonale. Auch fiir maBfremde Strecken gelten die Strahlensitze. Ein Be-
weis (den wir hier nicht zeigen) beruht darauf, daB man zu jedem Paar maBfremder Strecken
ein Paar maBverwandter Strecken so finden kann, daB sich die entsprechenden Strecken be-
liebig wenig unterscheiden. Ein anderer Beweis versteckt das Problem der MaBfremdheit in
Flachenberechnungen (Aufgabe 51).

PYTHAGORAS (=570 bis =497), griechischer Philosoph, griindete um 532 in Siiditalien eine
Philosophenschule. Die Pythagorder waren seine Schiiler oder Anhinger seiner Geheim-
lehre. Nach ihrer Anschauung beruhte die Welt der Formen und Tone auf ganzen Zahlen
und die Harmonie darin auf Verhiltnissen ganzer Zahlen.

Wahrscheinlich hat Hippasos voN METAPONT (=450), selber Pythagorier, entdeckt, daB es
auch Verhiltnisse gibt, die keine rationalen Zahlen sind. Diese Erkenntnis erschiitterte die
pythagordische Lehre in ihren Grundfesten und trug wesentlich zur Auflosung jenes Ge-
heimbunds bei. Uber das weitere Schicksal von Hippasos berichten zwei Legenden: Nach
der einen Legende soll er aus dem Bund ausgestoBen und symbolisch bestattet worden sein,
indem man ihm einen Grabstein setzte; nach der andern Legende soll er von den Gottern
gestraft worden und auf einem untergehenden Schiff ertrunken sein.

Aufgaben

1. a) In einem Rechteck gilt fiir die Breite b und die Linge I: %= 3
Ist damit das Rechteck eindeutig bestimmt?

b) Bestimme in einem gleichschenkligen Dreieck mit der Basis a und dem Schen-
kel 1,5a das Verhdltnis von Basis und Schenkel. Wie verhalten sich die zugehori-
gen Hohen?

¢) Bestimme fiir ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse a das
Verhiltnis von Hypotenuse und zugehdriger Hohe.

2. Zwei Dreiecke stimmen in einer Seite iiberein.
. . R . s s i " s B _ 3
Wie verhalten sich die Flacheninhalte, wenn fiir die zugehdrigen Hohen gilt: T 7?
3. Zwei Dreiecke mit demselben Flicheninhalt stimmen in einer Hohe iiberein.
Wie verhalten sich die zugehorigen Seiten?
4. Beweise: Zwei Hohen eines Dreiecks verhalten sich umgekehrt wie die zugehdrigen
Seiten.

12



b7

5. Von zwei Rechtecken ist iiber Breite und Linge bekannt: B =—=

10.

e11.

12.

1- 1T 4
a) Berechne |, wenn b =4 ist.
b) Berechne b’, wenn I’ =9 ist.

c) Wie verhalten sich die Flicheninhalte der beiden Rechtecke, wenn b =5 und
=25 ist?

. STRECKENSALAT

enlingen |
albjcldle[f|glh
a)[3] 1 2[5 |

f)) [«]2]3] [3][?]2
gl2]?] 6|8
h7]2] 2] |10

. Zeichne einen Winkel mit Scheitel O und den Schenkeln s und s’. Zwei Parallelen

schneiden den Schenkel s in A und B, s’ in A’ und B’; AA’ liegt niher beim Scheitel
als BB'. Zeichne jeweils eine passende Figur und berechne:

a) A'B’, falls OA =3, OB =5 und OA’ =2
b) BB, falls OB=7, AB =3 und AA' =2
c) OB, falls AB =4, BB’=6 und AA’ = 4.

. Zeichne ein Dreieck ABC mit c =12, a=8 und b= 10. Teile a in vier gleich lange

Strecken und ziehe durch die Teilpunkte die Parallelen zur Seite c.

Wie lang sind die einzelnen Parallelstrecken im Dreieck und die Teilstrecken auf b?
(Konstruktion und Rechnung)

. Ein Punkt O hat von den Parallelen g und h die Abstinde 2 und 5. Eine Gerade k geht

durch O und schneidet das Parallelenpaar so, daB die Strecke (auf k) zwischen den
Parallelen die Linge 4 hat. Wie weit sind die Schnittpunkte von O entfernt?

Zeichne das Dreieck ABC mit A(1|1), B(10{1) und C(1{7).

Die Parallele zu a durch D(4|1) schneidet b in E. 8
Die Parallele zu ¢ durch E schneidet_a inF. o 0011
Bestimme die Streckenverhiltnisse CF: FB und CF: CB. 0
Zeichne die Punkte A(8,5)1) und B(3,5|9) und entscheide durch 13
Rechnung, ob S(7,5]2,5), T(6]5), U(2|11,5) und V(1|13) 0 09
auf AB liegen. 0
Zeichne das Dreieck ABC mit A(1|1), B(13|1) und C(5|9). 9
Die Parallele zu b durch D(4|1) schneidet a in E. _ 3013
Die Parallele zu AE durch C schneidet AB in F. Berechne AF. 0



*13. Roswitha (Augenhéhe 1,7 m) bestimmt die Hohe h eines Kirchturms.
Von ihrem Balkon aus peilt sie iiber einen Telefonmast die Turmspitze an.
In einer Zeichnung trigt sie die gemessenen Abstdinde und Entfernungen ein.
Zu welchem Ergebnis kommt sie?

14. In einem Trapez ABCD mit a||¢ ist a=12, b= 3, c =8 und d = 5. Berechne die Sei-
tenldngen des Dreiecks ABT, das entsteht, wenn du die Trapezschenkel bis zum
Schnittpunkt T verldngerst.

. a_d
15. Beweise: % —
v
16. MESSKEIL
&l
I 5 d=7
(die Zeich ist nicht maBstiiblich)

17. KEILAUSSCHNITT

(die Zeich ist nicht maBstiblich)

18. FLUSSBREITE

14



19. WEIHERWASSER

*20.

21.

22.

Zeichne das Parallelogramm ABCD mit den Seitenmitten U, V und W. Beweise:
a) AU und WC teilen die Diagonale [BD] in drei gleich lange Strecken.
b) AV und CW schneiden sich auf BD.

D Y C
W {
A B
EF=? D5 ¥
GF=? ? \ Sl
(!
A B

Gegeben ist ein Winkel mit Scheitel O, A und B sind zwei beliebige Punkte auf dem-
selben Schenkel. Zwei Parallelen durch A und B schneiden den andern Schenkel in Q
und R. Die Parallele zu QB durch R schneidet OA in C.

Zeige: c=b+b¥a.

15



23, Zeichne das Viereck OMAR und den Schnittpunkt S seiner Diagonalen.
Die Parallele zu AM durch S schneidet AR in P.
Die Parallele zu OM durch S schneidet OR in Q.
a) Zeige: xw=yv
b)* Welche besondere Lage hat PQ?

ok
24. Zeichne das Viereck ABCD. Fille von irgendeinem Punkt E der Diagonale [AC] die
Lote auf zwei Gegenseiten.

iser L+ X =
B‘ewexse. d+b 1.

$26. Zeichne das Viereck ABCD und seine Diagonalen. EF und GH sind parallel zu BD.

Beweise: AC, EH und FG treffen sich in einem Punkt, falls EH und FG nicht parallel
sind.

* Umkehrung des Strahlensatzes notig!
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©27. a) Wie dndert sich S, wenn sich die (parallelen) Radien drehen?
b) Wie groB ist der Winkel VBW?

0%<w<180° W,
m

$28. a) Zeige: AI=1V, LM, =CJ.
b) Berechne: ﬁ:L_Mc, ﬁ:a, ata, b=ﬁ, ¢:JK und VA: VI
c)* Zeige: JK|AB.
d) Zeige: Die Dreiecke AVC, AM.V, BCV und BM,V haben denselben Flichenin-

halt.
Wie verhalten sich die Flicheninhalte der Dreiecke VIC und ABC?

A B

*29. SEHNENDREITEILUNG
Zeichne einen Kreis und eine Sekante; die beiden schneiden sich in A und B. [UX] ist
eine besondere Sehne: sie wird von MA und MB in drei gleich lange Abschnitte ge-
teilt.

a) Zeige: UX|AB.
MU und MX schneiden AB in P und Q.

b) Vergleiche die Lingen FK, AB und ﬁ und beantworte die Frage: Wie konstruiert
man die Sehne, die von zwei gegebenen Radien in drei gleich lange Abschnitte ge-
teilt wird?

* Umkehrung des Strahlensatzes notig!

17



31,

32.

33.

18

Zeichne ein Dreieck mit seinem Schwerpunkt S. Ziehe durch S eine Parallele p zu
einer Seite; p schneidet die andern Seiten in X und Y.

a) Welches Verhiltnis bilden XY und die Linge der zu XY parallelen Seite?
b) (XY] zerlegt das Dreieck in ein Trapez und in ein Dreieck. Berechne die Flichenin-
halte der beiden Teilfiguren, wenn das Ausgangsdreieck den Flicheninhalt A hat.

Zeige: Ein Dreieck ABC und sein Seitenmitten-Dreieck M,M M, haben denselben
Schwerpunkt.

In einem Garten stehen zwei Pfdahle mit den Hohen 3 m und 2 m. Jede Pfahlspitze ist
mit dem FuB des andern Pfahls mit einer gespannten Schnur verbunden.

a) In welcher Hohe h treffen sich die Schniire?

b) Wie hingt die Hohe h vom Abstand der Pfahle ab?
¢) Berechne h'.

. Im Trapez ABCD schneiden sich die verlingerten Schenkel AD und BC in T. Die Dia-

gonalen schneiden sich in S.
Zeige: Die Gerade ST halbiert die Basen.

. a) Zeige: E=ﬁ.

b) Zeige: [PQ] und [EF] haben denselben Mittelpunkt M.

c) Zeige: Die Gerade MS halbiert a und ¢ und geht durch den Schnittpunkt T von BC
und AD.
D




36.

a+b
7

y < Yop 4 2ab

Das harmonische Mittel der Zahlen a und b ist die Zahl m, = 2+b’

a) Zeige: Der Kehrwert des harmonischen Mittels von a und b ist das arithmetische
Mittel der Kehrwerte von a und b, falls ab + 0.

al|12]|1][3]6
b 614)3]|0
¢) Zeichne ein Trapez ABCD mit AB| CD. Die Diagonalen schneiden sich in S.
Die Parallele zur Basis durch S schneidet AD in X und BC in Y.
Zeige: Ealbiert [XY].
XY ist das harmonische Mittel von a und c.

d) Deute auch das arithmetische Mittel als Linge einer Strecke im Trapez. Was ist
groBer: m, oder m,?

Das arithmetische Mittel der Zahlen a und b ist die Zahl m, =

falls a + —b.

b) Berechne beide Mittel fur

. GEOMETRISCHES MITTEL

Im Dreieck DEF ist T ein beliebiger Punkt auf der Seite [DF]. M ist Mitte von [ET].

Zeige: g? = ab. g heiBt geometrisches Mittel von a und b.

(Tip: Die Parallele zu ET durch D schneidet FM in Z. Strahlensitze zu den Schei-
teln D, Fund Y!)

b v’
=

. Zeichne ein TANGENTENTRAPEZ. Ziehe durch die Berithrpunkte (auf den Basen)

Geraden, die zu den Diagonalen parallel sind. Zwei solcher Geraden schneiden sich in

Zeige: T liegt auf einem Schenkel.

19



39, Zeige: CT=x=¢

20



43.

47.

49.

Konstruiere das Dreieck ABC aus:

a) A(0]0), B(1|-6),52|-2)

b) B(9]4), S(516), Mu(718)

©) M,(3|2.,5), My(0|3), $(212)

d) B(8|2),C(6]9),8(5|7),8. =175

. Konstruiere ein Dreieck ABC aus s, =5, s, =8 und s, = 6.

. Konstruiere und berechne »die vierte Proportionale« x in der Proportion

a) 75:25=6:x b) 68:52=>51:x (sieche Aufgabe 41).

. Konstruiere und berechne »die dritte Proportionale« x in der Proportion

a) 8:6=6:x b) 4:32=32:x.

Konstruiere und berechne die Seite x eines Rechtecks, dessen andere Seite y die
Liange 4 hat und das denselben Flicheninhalt hat wie ein Rechteck mit den Seitenldn-

gen 2,5 und 6,2.

. Konstruiere und berechne die Seite x eines Rechtecks, dessen andere Seite y die

Linge 4,5 hat und das denselben Flicheninhalt hat wie ein Quadrat mit der Seiten-

ldnge 6.
FACHWERK
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50.

51.

Im Trapez ABCD gilt a= 54, b= 36, ¢ =18 und d = 28. BC und AD schneiden sich
in T.
a) Berechne CT und DT.
b) Die Parallele zu AD durch C schneidet AB in E und BD in F.
Berechne CF: FE.
Flichenbeweis des 1. Strahl es

a) Zeige: Die Fliachen der Dreiecke ABV und CBV verhalten sich wie a:b.
Die Fliachen der Dreiecke UVB und WVB verhalten sich wie u:v.

b) Zeige: Die Dreiecke ABV und UBY sind flachengleich, ebenso die Dreiecke CBV
und WBV.

¢) Folgere aus a) und b) die Proportion a:b=u:v.

1.2 Die X-Figur

Die Strahlensitze gelten auch bei der »X-Figur« — darunter verstehen wir eine Geraden-
kreuzung, die von zwei Parallelen so geschnitten wird, daB der Kreuzpunkt dazwischen liegt.
Auch diese X-Figur pflastern wir wieder mit kongruenten Dreiecken aus. Wie bei der V-Fi-
gur lesen wir die Strahlensdtze direkt ab.
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Kommen in den Proportionen die parallelen Querstrecken nicht vor, so spricht man wieder
vom 1. Strahlensatz.

1. Strahlensatz

cllw =

Kommen in den Proportionen die parallelen Querstrecken vor, so spricht man wieder vom
2. Strahlensatz.

2. Strahlensatz

cllw=

Ein einfaches Verfahren zur Schitzung von Entfernungen be-

ruht auf dem »Daumensprung«. Die Strahlensétze an der X- L@n
Figur erklidren, wie es funktioniert. b

Schaut man abwechselnd mit dem linken und rechten Auge II\
iiber seinen ausgestreckten Daumen auf einen festen Punkt M | | |
eines Gegenstands, so deckt sich der Daumen wechselweise

mit zwei verschiedenen Punkten L und R des Gegenstands: ‘ x

der Daumen springt scheinbar zwischen L und R hin und her.
Hilt man den Daumen gerade so weit vor die Nase, daB er
eine Strecke von bekannter Linge LR iiberspringt, so ist die
Entfernung x des Gegenstands im Nu bestimmt.

Beispiel:

Schifflinge (= Daumensprung): LR =240 m
Abstand Daumen-—Stirn: d=550mm
Augenabstand: 2a= 66 mm

X _ 550 mm .
120m  33mm > 250 linkes Auge

x=%-120m=2000m Al B el

Ubern Daumen gepeilt ist das Schiff 2 km weit weg. @ 9

Proportion an der X-Figur:
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Aufgaben

1. a) b) ©)
2 s’
b be?
[ ..
Streckenldngen
2. JJLb c|d|e|f|cefibee|esfed
a)s5(75/2 7254
b) [3s[2] |28
€45 3(2] | 125 |
des[? 2622 7] 10 |
Sell3fels]2]2[2] 18 |

3. a)
4, SKe2m
3T=6m v
SOaim j I
1 As
b 7 KANAL
Ve
2 Breite ba?
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5. Der Reduktionszirkel von Jobst BUrG1 (1552 bis 1632) dient dazu, Strecken alle im
selben MaBstab zu verkleinern (reduzieren) oder zu vergroBern. Zwei gleich lange
Stangen der Linge | sind in einem Punkt Z drehbar so miteinander verbunden, daB
ZA = ZB = a ist. An einer Figur greift man mit den Spitzen A und B eine Strecke der
Linge s ab.

Bestimme x in Abhingigkeit von 1, a2 und s.

6. Schreibe Geobolds weitreichende Erkenntnis
als Proportion. Hat er recht? Warum?

G

7. LINSENFORMELN

Eine Linse L bildet einen Gegenstand der Linge G auf das Bild der Linge B ab.
Leite die Abbildungsformeln her:

B b
a) G = E
1 1.1
b) Y + E " ,
¢) Berechne G. N -
Im Bild ist B=4,b=6 und f=4. ¥ " G
Bf e e ]
/b 3 \:§
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8. a) Gegeben sind Efi Kreise m_it_den Radien r; und r, und die Zentrale z = m
Berechne x = M, T und y = M;S.
b) Was ergibt sich, wenn die Kreise gleich groB sind, wenn sie sich beriihren (von au-
Ben) und wenn sie sich schneiden.
c) Im Bild ist x =42, y = 105 und z = 60. Berechne das Verhiltnis der Radien.

10. E liegt irgendwo auf der Seite [DC] des Parallelogramms ABCD mit den Seiten a
und b.

Zeige: Das Produkt von x = DE und z = BF hiingt nicht von der Lage von E ab. Wie
groB ist es?

11. Zeige: In jedem Trapez teilt der Diagonalen-Schnittpunkt S die Diagonalen im Ver-
héltnis der Basen a und c.
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12. Ein Trapez ABCD hat die Grundseiten a = 16, ¢ = 12 und die H6he h = 9. Die verlin-
gerten Schenkel schneiden sich in T, die Diagonalen in S.

a) Berechne die Abstinde d (T, a) und d (T, ¢) des Punkts T von a bzw. c.
b) Berechne die Abstinde d (S, a) und d (S, ¢).

e13. Zeichne das Dreieck ABC mit a=7,5, b=6 und c = 10. Ergédnze die Figur wie im
Bild.

a) Berechne EC und ED.
b) Berechne das Verhiltnis TA: TD.
c) Zeige: d (T, ¢) =2 d (C, c), das heiBt, von c ist T doppelt so weit weg wie C.

$14. D liegt irgendwo auf der Seite b des Dreiecks ABC.
a) Wo muB D liegen, damit CF den Winkel y halbiert?
b) Zeige: Wenn D die Mitte von b ist, dann gilt GB =2GE.
c) Zeige: BG?=EG-AG (Tip: zuerst Proportion herstellen!)

Beweise die Strahlensitze fiir die X-Figur mit Hilfe der V-Figur.
Hinweis: Spiegle das kleine Dreieck am Scheitel.

. A

15

1.3 Umkehrung der Strahlensiitze

Bei den Strahlensitzen schlieBt man aus der Parallelitdt der Querstrecken auf bestimmte
Streckenverhaltnisse. Jetzt untersuchen wir, wann man aus der Gleichheit von Streckenver-
hiéltnissen, d. h. aus Proportionen, auf die Parallelitdt von Querstrecken schlieBen darf, ob
man also die Strahlensidtze umkehren kann. Es wird sich zeigen, daB der 1. Strahlensatz um-
kehrbar ist, nicht aber der zweite.

Umkehrung des 1. Strahlensatzes

a b a b
—_——--— c||W u v
u v
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Beweis: Angenommen UV wire nicht parallel zu AB, dann wiirde die Parallele zu AB durch
U die Gerade SB in V' schneiden. Auf die Figur SUV'AB wenden wir den

1. Strahlensatz an: L i,
b a
SV
nach Voraussetzung ist aber % = ST
Das bedeutet: SV’ = Ws also V =V'. Folglich muB von vornherein UV parallel zu

AB sein.

Die Umkehrung des 2. Strahlensatzes lautet:
Wenn % = %, dann sind ¢ und w parallel.

Dieser Satz ist falsch!

Das ist schnell gezeigt: ein Gegenbeispiel bringt den Satz zu Fall.

In der Figur SLMBA gilt % = %, aber LM ist nicht parallel zu AB.

Bei unsern Uberlegungen haben wir jeweils eine ganz bestimmte Proportion verwendet. Frei-
lich kommen noch viele andere in Frage. Wir miissen uns bloB merken, daB der SchluB auf
Parallelitéit der Querstrecken nur dann erlaubt ist, wenn diese Querstrecken in der Propor-
tion nicht vorkommen.
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Aufgaben
1. Sind p und q parallel, wenn
a) v=66, w=33
b) x=50,y=75?

2. Sind p und q parallel, wenn /
a) v=75 w=100
b) x =48, y = 64?

3. P ist irgendein Punkt im Dreieck ABC. Zeige: AB|KL.

C

4. Die Kreise k (M; r) und k (M'; r’) beriihren sich in B.
a) Bestimme das Verhiltnis BC:BC'. \
b) Zeige: CD|C'D".

5. Zeichne zwei Dreiecke ABC und ABD. E ist ein beliebiger Punkt auf [AB]. Die Paral-
lele zu AC durch E schneidet BC in F. Die Parallele zu AD durch E schneidet BD in
G.

Zeige: FG|CD.
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$o.

*10.

30

. Zeige: AC||A'C’

DESARGUES

. ABCD ist ein beheblges Viereck, in ihm gilt:

CG:GB=CF:FA=DH:HB=DE:EA=1:k
Was fiir ein besonderes Viereck ist EFGH? Warum?
im Bitd ist TE:08=12

HALBES TANGENTENTRAPEZ

Zeichne ein Trapez ABCD, von dem der eine Schenkel Durchmesser und die anderen
Seiten Tangenten eines Kreises sind.

Die Diagonalen schneiden sich in S, Kreis und Schenkel beriihren sich in T.

Zeige: ST| BC.

ABCD ist ein Trapez mit AB| CD.
a) Zeige: WX|ZY| AB.

b) Zeige: RS geht durch den Schnittpunkt von WY und XZ und halbiert die Basen.
w=7?




2. Kapitel
Teilung einer Strecke




2.1 Teilverhiiltnis

Eine der einfachsten Konstruktionen ist die Halbierung einer Strecke. Damit lassen sich
Strecken auch in 4, 8, 16 ... gleiche Teile zerlegen. Wie aber teilt man eine Strecke mit Zir-
kel und Lineal in 3 oder 5 oder gar 37 gleiche Stiicke? Die Verallgemeinerung des 1. Strah-
lensatzes hilft uns weiter.

Um die Strecke [PQ] zu dritteln, zeichnen wir von P aus einen Strahl und tragen auf ihm
eine beliebige Strecke a dreimal ab. Den Endpunkt Z der 3. Strecke verbinden wir mit Q.
Die Parallelen zu ZQ durch X und Y teilen [PQ] in drei gleich lange Strecken. Es gilt ndm-

Der Punkt T zerlegt [PQ] in zwei Teilstrecken, die sich wie 2:1 oder wie 1:2 verhalten, je
nachdem, mit welcher Teilstrecke man die Proportion anfingt:

PT:TQ=2:1, b T
aber QT:TP=1:2
Man sagt: Der Punkt T teilt die Strecke [PQ] im Verhdltnis 2:1, aber er teilt die Strecke [QP]
im Verhiltnis 1:2. Den Quotienten 2:1 bzw. 1:2 nennt man hier Teilverhiltnis. Um das Teil-
verhiltnis eindeutig anzugeben, unterscheidet man zwischen Anfangs- und Endpunkt der
Strecke. Der Anfangspunkt steht beim Streckensymbol an 1. Stelle:

[PQ] hat den Anfangspunkt P
[QP] hat den Anfangspunkt Q

Q
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Definition:

Liegt der Punkt T * Q auf der Strecke [PQ] und wihit man P als Anfangspunkt,
P T4
dann heiBt 7= PT:TQ Teilverhiiltnis von T beziiglich [PQ].

Sind Strecke und Teilverhdltnis gegeben, so findet man den Teilpunkt T mit der V-Figur
oder der X-Figur. _ o
Beispiel: Konstruiere T, falls AB =6 und 7= 0,6. Es gilt die Proportion AT:TB =3:5.

KONSTRUKTION MIT DER

X-FIGUR

Bei dieser Konstruktion haben wir eine_einfacliMﬁglichkeit, die Zeichengenauigkeit zu
iiberpriifen: wir berechnen die Langen AT und TB.

Strahlensatz: % = 3 wir nennen AT = x, dann ist TB=6~x.

5

Es ergibt sich L=% " 56-%

6—x
5x=18—3x, also 8x=18 und damit
18 _ 9
X—T—T—Z,ZS.

Also ist AT = 2,25 und TB = 3,75.

Einfacher geht’s mit folgender Uberlegung: Wir denken uns AB in 3 + 5 = 8 gleiche Teile t
geteilt. Dann ist 6 = 8t, also t = 3/4, und es gilt

AT=3t=3-{=%=225 und
TB=5t=5-3=%=3,75.
Winkel lassen sich — genau wie Strecken — in 2, 4, 8 ... gleiche Teile zerlegen. Grole Ma-
thematiker haben sich jahrhundertelang den Kopf dariiber zerbrochen, wie sie einen Winkel
allein mit Zirkel und Lineal dritteln oder fiinfteln oder ... konnten. Dank Algebra und Ana-
lytischer Geometrie wissen wir heute, daB dies unmoglich ist.

Ht———————3—}

Asr———————B
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Vielecke dagegen lassen sich von einer Ecke aus (mit Zirkel und Lineal) in beliebig viele fla-
chengleiche Teile zerlegen. Am einfachsten geht’s beim Dreieck: hier miissen wir bloB die
gegeniiberliegende Seite in gleich lange Strecken teilen. Das Bild zeigt eine Drittelung von P
aus. Die Teildreiecke haben gleich lange Grundseiten und dieselbe Hohe, also denselben
Flacheninhalt.

Dreieck PQR
von P aus dritteln

o

Etwas vertrackt ist die Drittelung eines Vierecks von einer Ecke aus: Zuerst scheren wir das
Viereck BOLD zum Dreieck BOA: (D bis ®. Dann dritteln wir das Dreieck BOA von der
Ecke B aus: (@ bis (?). SchlieBlich scheren wir Y aufs Viereck BOLD zuriick: (®).

D

Viereck BOLD
von B aus dritteln
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Aufgaben

1.

w

10.

Zeichne eine Strecke [AB] mit der Linge a =9 und konstruiere die Strecke [AC] mit
a) AC=1a b) AC=2a ¢) AC=1a
d) AC=%a e) AC=14a.

. Zeichne die Strecke [AB] mit A(1|1) und B(8|1). In welchem Verhiltnis teilt T die

Strecke [AB]?
a) TQ5|1) b T7|1) ) T(3|2)

. Zeichne die Strecke [AB] mit A(1)2) und B(10|6,5).

Konstruiere den Teilpunkt T und gib seine Koordinaten an.
a) T teilt [AB] im Verhiltnis 1:2

b) T teilt [AB] im Verhiltnis 3,5:1

c) T teilt [BA] im Verhiltnis 8:1

. Gegeben ist eine Strecke [AB]. Konstruiere jeweils den Teilpunkt T auf [AB] und be-

rechne AT und TB.
a) AB=5,7=} b) AB=57=1
¢) AB=10,7=08 d) AB=9,7=12

. Berechne AT und ﬁ, wenn T die Strecke [AB] mit AB = 11 im Verhiltnis

a) 5:7 b) 1:13 teilt.

. Zeichne das Dreieck ABC mit A(2|1), B(9,5|3,5) und C(5,5|9,5). Konstruiere Punkt T

auf dem Dreieck und gib seine Koordinaten an:
a) AT zerlegt das Dreieck ABC in zwei Teildreiecke, deren Flachen sich verhalten wie
3:1.

b) CT zerlegt das Dreieck ABC in zwei Teildreiecke, deren Flichen sich verhalten wie
3:2.

. In einem gleichschenkligen Dreieck mit dem Umfang u = 17 verhalten sich die Schen-

kel zur Basis wie 2:1.
Konstruiere das Dreieck.

. Das Dreieck ABC hat den Umfang u = 16.

Konstruiere das Dreieck, wenn a:b:c=5:6:7 ist. (Diese Schreibweise fira:b=5:6
und b:c=6:7und a:c=5:7)

. Zeichne ein Rechteck mit AB =7 und AD = 5.

a) Konstruiere das Viereck A’B'C’'D’ mit A'B’' =4 AB und A'D’ = AD.

b) Wie verhalten sich die Flicheninhalte?

Geobold schligt ein Verfahren vor, wie man Winkel halbieren, dritteln, vierteln usw.
kann. Er zeichnet um den Scheitel einen Kreis und halbiert, drittelt, viertelt usw. die
Sehne, die der Winkel aus dem Kreis ausschneidet.

Halbiere, drittle und viertle einen 120°-Winkel nach Geobolds Vorschiag und miB die
Teilwinkel.
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e11. Zeichne das Rechteck BERN mit B(3|0), E(0|0), R(0| —5) und zerlege es von R aus
in

a) drei b) vier c) finf flichengleiche Teile.

©12. Zeichne das Viereck ROMA mit R(0|11), 0(0|0), M(8,5| —1) und A(6|9) und zerlege
es von O aus in
a) drei flachengleiche Teile

b) in zwei Flichenstiicke, deren Inhalte sich verhalten wie 2:7 (zwei Moglichkeiten).

2.2 Innere und iuBere Teilung

Fiir einen Punkt T auf [PQ], der [PQ] im Verhiltnis 7 = 2:1 teilt, gilt PT: TQ =2:1.

= =
P Q

Wenn wir nur fordern, daB T auf der Gerade PQ liegt, dann gibt es noch einen zweiten
Punkt T*, der die Gleichung PT*: T*Q = 2: 1 erfuillt. Weil T* nicht auf der Strecke [PQ] liegt,
teilt er sie unserm Gefiihl nach auch nicht. Aber die Mathematiker erweitern den Begriff
»Teilung einer Strecke« so, daB er auch fiir solche Fille gilt: Man nennt T* duBeren Teil-
punkt und ordnet ihm das Teilverhdltnis 7= —2 zu. Um T und T* deutlicher zu unterschei-
den, bezeichnet man T als inneren Teilpunkt; fir T ist 7= +2.

I

Definition:

Der Punkt T; +Q auf [PQ] teilt die Strecke [PQ] innen im Verhiltnis 7= PT;: T,Q (r 2 0).
Der Punkt T, + _&auf PQ (auBerhalb [PQ] teilt die Strecke [PQ] auBen im Verhiltnis |z|
mit 7= —PT,:T,Q (r < 0).

innere Teilung von [PQ] #uBere Teilung von[PQ]
P T Q P Q T
=PI TQ =P TQ
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Den #uBeren Teilpunkt konstruiert man mit der V-Figur. Ein Beispiel mit PQ = 4 und
7= —5/3 sehen wir im Bild. Wieder iiberpriifen wir die Zeichengenauigkeit. Wir berechnen
die Streckenldngen PT, und T,Q. Nennen wir T,Q =x, dann ist PT,=x + 4.

P Q
+
Strahlensatz: X+4 % || kreuzweise multiplizieren
3x+12="5x

12=2x, also x=6.
Es ergibt sich T,—Q =6 und PT, = 10.
Einfacher geht’s wieder mit folgender Uberlegung:
Setzen wir PT, = 5t und T,Q = 3t, dann ist PQ = 2t

.. 4=2t alsot=2,
undesgilt PT,=5t=5-2=10 SE S —
T.Q=3t=3-2=6 = —

Wenn T; und T, die Strecke [PQ] innen und auBen im selben Verhiltnis teilen, sagt man: T;

PT,
und T, teilen die Strecke [PQ] harmonisch. Dann gilt —Q— = -% =|7|
l a

Durch eine einfache Umformung ergibt sich aus £= = || Q die Gleichung
— PR— Ti TIQ PT.
ﬂ beziehungsweise — & T‘Q
PT, P’T. QT,
. 19

Q und P teilen [T,T,] harmonisch

P T Q

T, und T, teilen [PQ| harmonisch

37



Die letzte Gleichung bedeutet aber: P und Q teilen die Strecke [T;T,] auBen und innen im
Verhiiltnis | 7|, also harmonisch. Dabei gilt 7 + 7.

(i)
= TeT,
@ '%—'——72 harmonische Teilung der Strecke[PQ)
T\ T.T
U}U P Q
@ T _T
\38) P Q
- T T
® — 2
N T T
G/‘ P * Q
= T T
® " ;
m -0
: D@ . @m
T T

@ P Q T e e e
® T T

3 Q
® T T

P ]

T T

® 5 Q
) 1T

P

W
P

Vier Punkte P, Q, R und S heiBen harmonische Punkte, wenn R die Strecke [PQ] innen im
selben Verhiltnis teilt wie S auBen. Die Bezeichnung »harmonisch« kommt daher, daB

PQ = m das harmonische Mittel von P, Q, R und S sind harmonische Punkte

PR=aund PS=b ist. -
1 1 g a R = s

—_— + — &
a b m ist harmonisches Mittel von a und b

1.
m 2
b e

=——— || kreuzweise multiplizieren
m—-a b-m

ab —am = bm — ab
2ab=m(a+b) || :(a+b)

Beweis:

% =m, bildet man den Kehrwert, so ergibt sich
1 1
1_a+b %'
m 2ab 2
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* Was ist eigentlich so har isch am h ischen Mittel?
Beispiel
C-Dur Dreiklang

o

P s
(Grund)Ton(b)

groBe Terz @
P Q s

Ton(§b)

Qi ®
P R s

Ton(3b)
©

Stellen wir uns unter [PS] eine gespannte Saite der Linge b vor. ReiBen wir sie an, so
schwingt sie und gibt den Grundton von sich, das ist Ton (b). Verkiirzen wir den schwingen-
den Teil auf a = %b, so horen wir einen héheren Ton, Ton (3b). Ton (b) und Ton (3b) bestim-
men eine Quint, ein angenehm klingendes Intervall, zum Beispiel die Téne C und G. Fiir
einen Dreiklang brauchen wir noch einen dritten Ton. Sehr wohlklingend (= harmonisch) ist
der Durdreiklang. Die Saitenldnge fiir diesen dritten Ton ist m = $b. Ton (b) und Ton ($b)
bestimmen eine groBe Terz, zum Beispiel C und E. Die Saitenldnge m fiir diesen mittleren
2ab _ 2-3bb 4b 4 X
a¥b . bFb ZF3 50 el
die Formel einen (musikalisch harmonischen) Mittelwert liefert, nennt man den Mittelwert
harmonisches Mittel. $ ist das harmonische Mittel von 1 und 3.

Das harmonische Mittel taucht auch bei den Oberténen auf. Die Oberténe eines Grundtons
ergeben sich durch Halbieren, Dritteln, Vierteln usw. ein und derselben Saite. Jede zu
einem Oberton gehorende Saitenldnge ist das harmonische Mittel der Saitenldngen, die zu
den beiden Nachbar-Obert6nen gehdren.

harmonischen Ton errechnet sich aus der Formel m =

Jaee BUY Ny G TR FaD X GRNES

Oktav Grundton(1)
" 1.0berto
Qi erton(})
2:0berton(})
Qulm-
3.0berton(})
groBe Terz
4.0berton(})
kleine Terz
5.0berton()
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Ein MaB fiir die Hohe eines Tons ist seine Frequenz f. Hat der Grundton die Frequenz f, das
ist Ton (f), so hat der Ton im Abstand einer Quint die Frequenz 3f, das ist Ton (3f). Das har-
monische Mittel von f und if ist $f. Ton (f) und Ton (§f) bilden das Intervall der kleinen
Terz. Ton (f), Ton (¢f) und Ton (3f) bilden wieder einen harmonischen Dreiklang, diesmal
den Molldreiklang, zum Beispiel C—Es-G.

Beispiel
c-moll Dreiklang

F ~Lf (Grund)Ton(f)

kleine Terz

® |_‘ +§f  Ton(tf)

© L--if Ton(3f)

Frequenz

Ubrigens 14Bt sich der mittlere Ton beim Molldreiklang auch noch anders erzeugen: man
wihlt fir den mittleren Ton das arithmetische Mittel der Saitenlingen, die zu den beiden
andern Tonen gehoren.

* Zwei verbliiffende Eigenschaften von Teilverhiiltnissen am Dreieck

1. Der Satz von Menelaos (Alexandria, um 100 n. Chr.)

Eine Gerade g schneide die Seiten eines Dreiecks bzw. deren Verldngerungen in den
Punkten R, S und T.
Teilt R die Seite [AB] im Verhiiltnis g,

S die Seite [BC] im Verhiltnis ¢ und

T die Seite [CA] im Verhiiltnis 7, dann gilt -0 7= —1.

MENELAOS /
g6T=-1 /T/

/ @=-AR:RB=-}
/ o
/ 6=-BS:5C=-6
7 1=-CT:TA=-§
¢ 9=-AR:RB=-3 /R
g 6=BS:5C=1 /
1=CT:TA=} /
\n o)
A R /, 4 .
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Beweis: Wir projizieren die Punkte A, B und C
parallel zur Gerade g auf eine Hilfsge-
rade h (die wir zweckmiBigerweise
durch R legen). Dann ist

o= —-AR:RB,
0=BS:5C und 7=CT:TA.
Wegen der Strahlensiitze gilt:

AR:RB=A*R:RB* BS:SC=B*R:RC* und CT:TA = C*R:RA*.
Dann ist
A*R B'R CR _

Q.J.‘r:——ﬁﬁ"ﬁ”_“* =-1 q.ed.

Von diesem Satz gilt auch die Umkehrung: Wihit man R auf AB, S auf BC und T auf CA, so
daB p- o 7= —1 ist, dann liegen R, S und T auf einer Gerade.
Beweis: RS und AC schneiden sich in T". Nach MENELAOS gilt

¢- 07" = —1, folglich ist 7’ = 7 und deshalb T'=T, q.e.d.

2. Der Satz von Ceva (Giovannt CEva, Mantua, 1647 bis 1734)

Irgendein Punkt P sei mit den Ecken A, B und C eines Dreiecks verbunden. AP
schneide BC in S, BP schneide AC in T, und CP schneide AB in R.
Teilt R die Seite [AB] im Verhiltnis o,

S die Seite [BC] im Verhiiltnis ¢ und

T die Seite [CA] im Verhéltnis 7, dann gilt p- - 7=1.

[of

60 80

60-100-52 = 805078

T 8050 -195 = 60 - 200 65
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Beweis: Wir wenden den S: Satz von Menelaos aufs Dreieck ARC mit der Schnittgerade TP an.

ibt sich =" ===
Es ergibt sic! B3R PC TA

Machen wir dasselbe beim Dreieck RBC mit der Schnittgerade SP, so ergibt sich

AB SC PR
AB RP CT RA BS CP
—_—t—t— —t— ' —— = 1
Also ISt 3 "$C TA AB SC PR
unddam\té&«is—-—c—.r—=l, also pror7r=1.
RB SC TA
c C
ky
b2

Der Satz gilt auch dann, wenn P auBerhalb des Dreiecks liegt.

B_esoﬂer_s_einp_rigsag i_st_die Deutung dieses Satzes in der Produktform:
AR-BS-CT=RB"SC-TA.

Auch hier gilt die Umkehrung: Wéhit man R auf AB, S auf BC und T auf CA, so daB
oo =1 ist, so schneiden sich die Geraden CR, AS und BT in einem Punkt oder sie sind

parallel.

Beweis: AS und BT schneiden sich in P. CP schneide AB in R'.
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Nach Ceva gilt o'+ ¢+ 7=1, das heiBit ¢’ = g,
alsoR'=R, 9.e.d.



Aufgaben

1. Gegeben ist eine Strecke [AB). Konstruiere den Teilpunkt T, auf AB und berechneAT,
und T,B.
a) AB=5,7=-15 b) AB=7,7=—%
¢) AB=2,5,7=-08 d) AB=3,51=-45.

2. Gegeben i_st_dieﬂrecke [AB]. Teile sie innen und auBen im gegebenen Verhiltnis und
berechne AT;, T;B, AT, und T,B.
a) AB=6,|r|=4 b) AB=7,|7|=} ) AB=4,|7|=}

3. Bei den Beispielen in Aufgabe 2 ist die Strecke [AB] durch T; und T, geteilt.
Umgekehrt wird die Strecke [T;T,] durch A und B geteilt.

Berechne fiir a), b) und c) jeweils das Teilverhiltnis von A und B beziiglich der
Strecke [TT,].

® 4, Zeichne ein Dreieck ABC. P teilt [AB] innen im Verhiltnis 2:1. Konstruiere Q auf AC
so, daB CB die Strecke [PQ] halbiert. In welchem Verhdltnis teilt Q die Strecke [AC]?

* 5. Die inneren und &uBeren gemeinsamen Tangenten zweier Kreise mit den Mittelpunk-
ten M, und M, schneiden M\M, in T bzw. in S.
Zeige: M,, M,, T und S sind harmonische Punkte.

6. Teile die Strecke [AB] mit AB=6 harmonisch im Verhiltnis
a) 1:3 b) 5:1 Berechne jeweils AT; und AT,.

e 7. Die Strecke [AB] wird innen von P und auBen von Q harmonisch im Verhiltnis | 7| ge-
teilt. Dann teilen A und B die Strecke [PQ] auch harmonisch, aber im Verhiltnis | 7'|.
Berechne 7 in Abhingigkeit von 7.

8. X(x|0) und T(t|0) teilen [AB] mit A(—3|0) und B(3|0) harmonisch.
a) Konstrujere T fiir x=—-2,x=-1und x=1,5.
b) Berechne t allgemein in Abhdngigkeit von x.

$ 9. PERSPEKTIVE
Das Bild zeigt, wie man ein Gleis, eine Leiter oder einen Zaun perspektivisch darstellt.
a) Zeige: A, B, X und H sind harmonische Punkte.

X, Y, B und H sind harmonische Punkte.
A, C, B und H sind harmonische Punkte. ]
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b) Zeichne das Trapez A’'B'C'D’ ab und konstruiere das perspektive Bild eines Wegs
mit mindestens vier quadratischen Platten.

HHH
5 8

¢) Zeichne das Trapez A’B'C’'D’ ab und fiille es so aus, daB das perspektive Bild des
quadratischen Gitters ABCD entsteht.

ofT l‘clﬁi{ SEEEREES
e

T
[T

10. Eine Saite ist 60 cm lang. Zupft man sie, dann hort man ihren Grundton.

Berechne und konstruiere die Saitenlidnge der Tone, die mit dem Grundton eine Quint
bzw. eine groBe Terz bilden.

11. Zeichne ein Dreieck ABC und einen Punkt T auf c. Die Parallele zu CT durch M.

schneidi eine Seite in P und die Verldngerung der andern Seite in Q.
Zeige: CT ist das harmonische Mittel von PM, und QM..

12. Uberpriife durch Messen von Streckenlingen den Satz von MENELAOS am 8
Dreieck ABC mit A(1|1), B(11|1) und C(7|7) mit der Transversale RS 00 14
durch R(3|3) und S(7|1). 4

13. Uberpriife durch Messen von Streckenlingen den Satz von CEva am Drei- 14
eck ABC mit A(1(1), B(15(1), C(10(13) fiir den Punkt P(9(7). 0016

0
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14.

15.

Beweise mit dem Satz von CEva:
Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

Zeichne ein Dreieck ABC. Wihle E auf [AC] und D auf [BC] so, da8 AE = kb und
BD = ka ist. Zeige mit dem Satz von Civa:
AD, BE und s, treffen sich in einem Punkt.

. GERGONNE-PUNKT (nach dem franzgsischen Mathematiker Joseph Diaz GEr-

GONNE 1771 bis 1859).

Der Inkreis eines Dreiecks beriihrt die Seiten in X, Y und Z.
Beweise mit dem Satz von Cgva:

AX, BY und CZ treffen sich in einem Punkt G.

G heiBt Gergonne-Punkt des Dreiecks.

(Tip: gleich lange Tangentenabschnitte!)

C

>

NAGEL-PUNKT (1836 gefunden von dem deutschen Mathematiker Heinrich von Na-
GEL)

Die Ankreise eines Dreiecks beriihren die Seiten in X, Y und Z.

Beweise mit dem Satz von CEva:

AX, BY und CZ treffen sich in einem Punkt N.

N heiBt Nagel-Punkt des Dreiecks.

(Tip: gleich lange Tangentenabschnitte!)
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