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1.Kapitel

Aufgabenzu 1.1

12/1.  a) Nein, zum Beispiel b ,  = 5, 1 ,=3 ,b ,=10 ,  1 ,=6

b2=2  lah,=1.2ah, also h :h=3 :2  © A=1

12/2. %=3 14/3. 5=1

12/4. jah,= ;bhy, also a: b= hy :ha

13/5. a ) l =2  bw b=% ©) =

13/6. a) f =3  b) d=2 ,  g=2  c) f =9 ,h=12  d)a=25

e) a=4 ,b=3  f) h=6 ,g=9  g b= :  h)  e=5

18/7. a) AB=; b) BB =] ¢) OB =12

13/8. Parallelstrecken: 3, 6,  9 Teilstrecken auf  b :  2,  5

13/9. Entfernungen: 5 , [B
B

13/10. FB  =ED,alsoCF :FB =3:1,CF :CB =2 :3

13/11. g sei die Parallele durch A zur x-Achse, hy die Parallele durch B zur y-
Achse,hr  die Paralleledurch T zur y-Achse; gn  hg = {C}, gn  hr  ={C;}
BC : CA = 8:5, SC,: C,A= 3:2, also liegt S nicht auf AB,
analog erhält man: TeAB, UAB, VeAB.

13/12. FA:AC =3:DE, also FA = 3.AC /DE;
wegen AC:DE= E gilt FA= 3.5 =4

14/13. h = 30m

14/14. AB=12, BT=9, AT=15

c+d_c
bb14/15. 2+% |

a



14/16. d=  0,38cm

14/17. d = 0,325cm

<
< oO14/18. b=72m 15/19. d = 150m D

15/20. a )  AW:WD =TS :SD =1:1, alsoTS =SD
CU  :UB = ST: TB = 1:1, a lsoST =

b) AV  und CX teilen [BD] auch in  drei
gleich lange Strecken, wenn X Sei-
tenmitte von [AB] ist (Beweis wie
in  a)  ). Aus der Eindeutigkeit
von Teilpunkt S folgt: SeAV.

15/21. EF +x=10,  y=EC A X B
AUBC: os = 5 ,  also x=2y ( * )

andrerseits g i l t im AABV: >= 7°,  also 50  -5y = 10x
mit (*): 50 — 5y =20y, also y =2, und damit x=4 ;  EF =6;  GF  =8

r _ —
15/22. va MMi S  => 5 dasheißt c = re +b

q a

16/28. a) MS:SR=w:v, SM: SR = yıx > wiv=yx=  xw=yv  b) PQIlAO

y :d =EC:vk  x AE+EC
16/24. xb = AE  : AC Addition ergibt I +  b = EC  =1

16/25. DE:s,=BD:BM, = DE  = s.-BDBD:BM,
DF:s,=AD:AM, = DF =s_-AD:AM, Addition ergibt

BD AD
BMc + AM:  = sc gg = 25

16/26. Mit FQ=x, QE=y, GP=v, PH
RB vy RB  w y w X+y V+W

DR x "™PR=Vv = xv  = x =v
GH _v+w _ x+yTQ schneide GHin Z, also ist GZ “GZ  = x

andrerseits gilt =% = ==  = —
also istGP=GZ = P=2Z das heißt AC= PQ läuft durch T.



17/27.

17/28.

17/29.

18/30.

18/31.

a) = = = = La l ,  Hs = const = S unverändert

b) XVBW = 180°- < ABV  — < CBW = 180°- — (90°— 52 )  = 90°

a) AM.  :MB=1=A I : IV  = AlI=IV __
AM.  VL = AVJC (SWW-Satz), also LM.  = CJ

b) BJ:LM.=2:1, BJ:CJ=2:1, a:CJ=3:1, c:JK=3:1, VA: VJ = 3:1
b :  CK  = 3 : 1  (analoge Rechnung wie bei Seite a)

¢) b:KC=a:CB=3:1,also JK || AB

d) Fliche(AM.V) = Flache(BVM.), [g = AM, =MB, gleiche Hohe h]
Fliche(AM.V) = Fliche(AVC), [g; =MV = VC, gleiche Höhe hy]
Flache(BVM,) = Fliche(BCV), [gs =MV = VC, gleiche Höhe hs]
Fläche(VJC) = JVC h'. Mit h'  = ho  folgt: Fläche(VJC) = ;VC- hs
also gilt Flache(VJC) : Fläche(ABC) = 1 : 12

a) AUVM = AWXM [UM = MX = r , UV = WX, XMUV = & MXW,
denn AUXM  ist gleichschenklig]

= MV = WM,  also ist AVWM ist gleichschenklig,
die Dreiecke ABM  und VWM  sind also gleichschenklig mit dem-
selben Winkel an der Spitze => <MVW= <MAB = AB || VW= UX

b) PA: VU=  AB:  VW= AM  :VM,also folgt wegen VU =VW auch
PA = AB; ebenso ergibt sich AB = BQ.
Konstruktion: Man  verlängert die durch die Radien gegebene
Sehne [AB] über A und  B hinaus um  AB  ; verbindet man  die End-
punkte mit dem Kreismittelpunkt, so ergeben die Schnittpunkte auf
dem Kreis die gesuchte Sehne — diese wird gedrittelt.

Man  zeichnet die Parallelen zu  AB  durch U beziehungsweise W.
Die vier Geraden durch C schneiden aus
der Parallele durch W drei gleich lange Strecken der Länge x aus,
der Parallele durch U dreigleich lange Streckender Länge y aus.
Wegen y = 3x folgt aus x :VW =y  :VU dann VU  =3.VW.

a) TB:SB=3:2=CB: AC
— AC :XY=CB:YB=

lg
25

2

b) Fliche(ABC)=

Fliache(XBY)=

Flache(AXPC) =



18/32. AM .M_,M, ist ein Parallelogramm. Die Diagonale [AM] halbiert die an-
dere Diagonale [MM].  Ebenso halbiert im  Parallelogramm M.BMaM}y
die Diagonale [MB] die Diagonale [MM].

18/33. a) Aus 3= % und 3 = X

A Dan  d’ ® )foleth= 5 d i e  T r  eee

die Hohe betragt 1,2m. ® @ 57

b) h hängt nicht von d ab. 3

c) Aus 3> =<  unund =-4 = de  : 2

folgt h = d-e e
die Hohe beträgt 1,2m. d

18/34. ST m DC =:  {E}, ST n AB =: {F}es seien AF=a;, FB=ay ,DE =c ı  und EC=c2;
SFI a _ C1 a ag

gilt = =e  und C=C,  = SE
a _Cı_ © .=— ===  = ¢2=¢c?= cc =C2 und damit a ;= a,

18/35. a) AB:EQ=DB:DQ, AB:PF=CA:CP

DSESD6 A l  DB:DQ=CA:CP
damit folgt AB:EQ=- AB :PF = EQ  =PF

b) Nach a) gilt EQ  =PF = EP  = QF, also ist der Mittelpunkt M von
[PQ] auch Mittelpunkt von [EF] .

c) MS schneide AB in U und DC in  V
AU:  UB = PM: MQ, also AU= UB, weil PM= MQ
DV:VC =QM : MP, also DV= VC.
Nach Aufgabe 34  halbiert T'S die Basen,
das heißt V und U liegen auf TS. Also gilt TS = VU  = MS.

ab* ab

Bb m,  | 9 2s ]  3 | as_|
ARLE |

19/36. a) — = 22 _ ER  2) = C++



XS:AB =DS:AB
19/36. c) DS:DB =CS:CA } = XS:AB=SY:AB = XS= SY

CS:CA=SY:AB
mit x := > XY gilt x : c  =AS:AC, x:a=SC:AC

x x AS+SC x(c+a) ac
= c ta®  AC Tac 51> X= 5

d) Für die Mittellinie gilt m,  = =“
a+c > 2acwegen(a  —c)“ > 0 = a®-2ac+c?20 =>(a+c)®24ac = 5°  >=

gilt ma> my,

19/37. Bs scien DF =e, TF=1 DL=b aus © = X% =o  und2 = £
e a+g’

folgt &f =  De — ag+gZ=ab+ag= gZ=ab

19/38. Die Parallele zu AC durch P
schneide BC  in  F ;  e:= BF.
Die Parallele zu  BD  durch Q
schneide BC  in  G; f:= CG.
Sh  by ¢ e+f
f:b=cy:c)] "a te  = b
wegen a j : a=c ı : c  folgt daraus
ba  ed
a ta  =~ b °

e+f
das heißt 1=  5

=e+ f=b  =» F=G=T.

20/39. AB schneidet PV in  D. PD  = 1, weil Dreieck DBP gleichschenklig ist.
s _ AB
1 ”  DB_  | Ss X-S  2 2x-s AB  [ 1551  >%-8=x -8 > 8=x
s-1 ” DB.

20/40. a) x=8  y=12  w=4  2z=12 b) x=76  y=6  2z=10

20/41. Immer gilt: x = ih

20/42. AB=a, DC= 35; .a=DS ‘SB



21/43. a) C(5|0) b) A(1|2) C(5|]12) ec) A(0|1) B(6|0) C(0|5)
d) 2 Lösungen: Si(5|4), A(1/1)  und S2(5|7), A2(1|10)

21/44. Man trägt zum Beispiel s c := [CM.] an und spiegelt Cund S an M,  .
Dreieck ASS’ ist konstruierbar aus SA= $ und SA= 2 .

21/45. a) x=2  b) x=39 (Konstruktion mit der X-Figur)

21/46. a) x=4 ,5  b) x=2 ,66  (Konstruktion mit der V-Figur)

21/47. x=3,875 20/48. x=8

71400 7140 70805 HG21/49 u = 595, V=  ET  W = 3 °  X=  169 TA  =2028, TB  =2636,4

22/50. a) CT =18 ,  DT =14  a) CF:FE=1:2

1 1 1

a Az = bh  b ’  As” vb  V

b) A j= 3 BV.d=Ag, d=d(BV,AU); Az=; BV-d'=A4, d ' =  d(CW, BV)

Ay _ As a_uc) A ,  = A ,  also b=

Aufgabenzu 1.2

24/1. a) a=10  b) b=9  c) c=8

24/2. a) c=6  d=3  b) e=84  c) e=5
0 40

d )  b=  T c=3  e=  [2  f =4

e _b
e) © | Peo   _=8  = e+ f=  13,5

d a
t =25_2  =2% >e=6  d=45 f=75

24/3. a) v=6  w=4  x=4  y=3  z=9
b ) r=48  u=8  v=25  w=3  x=  3 y=  + z= 2

24/4. b=  12m 25/5. 2 )



27/14.

27/15.

Gegenbeispiel
6 8
575

G,  _ _B ,  B _ba) 3 :g=3 :b=>g=2
G.B _ g - f  8 _ 8 _

b)  3 :3  = f b f  1
gE _8  1_1 .1  a==> =p  t l =>=5+G=8

r iz  r z
a) x=  ( r i > ry)r i + r y ’  J r ; - r ,
b) Für r; = r ,  gilt: S existiert nicht;

X=  5 (falls beide Kreise höchstens einen Schnittpunkt haben)
. , ry(r1+  rs)

Bei Be rüh rungvon außen gilt: z= r ;  + r ; ,  also x= r ;  y=  r i  — ry
r z

wenn sich die Kreise schneiden, gilt: T existiert nicht; y = " + Ty

Ce) r j : r o=7 :3

a) x=4  y=20  w=10  z=18
b) x=10,56 y=5  w=12  z=4

Wegen a l lb gilt: a:¢c=AS:SC und a:c=BS:SD.

a) d(T,c) =27  d (T ,a )=36  b) d(S,a)= = d(S,c) = 2

a) EC=2 ED= © b)  TA:TD=3:13
d(T,DE): d(DE,AB) = 1:2 = “4  = d(T,c) = 2-d(C,c)©) CDE) :  d(C,AB) = 1:3

a) DFBC muss eine Raute sein, das heißt CD  = CB.
b) AD= 2; AD:AE=b:c = AE=: =EB

DE:EF=AE:EB = DE=EF = 5 ;  GB:a=EG:EF = GB=2EG

© “CG FG AG:BG | =  0B*-TG-AG

Vergleiche Lehrbuch.



Aufgaben zu  1.3

29/1. a) p l l q  b) p und q miissen nicht parallel liegen.

29/2. a) p l l g  b) p und q miissen nicht parallel liegen.

KC: AC =- QC:PC on on wn =n

29/4. r :  I

' = r : r ,  also BC:BC'=BD:BD' =DC|  DC

AB:
29/5. AB :EB

AS — AS:AS=CS:CS =>AC| AC: = BS:  B'S SE —
30/6. BS:BS=CS: Ss}
30/7. EFGH  ist ein Parallelogramm, denn es gilt EH | |  AB | | FG und

EH:a=1:(k+1), FG:a=1:(k+1), das heißt EH= FG.

30/8. WegenDA || BC un
DS _ AS _ x _ DS_ DI
2 STIL BC

a: ZZ _ AM _2 aw wim30/9. a)  Wegen ZQ | |  WP gilt:“AW TAP = 1 = AW = WZ=ZD

ähnlich ergibt sich BX = XY= YC.

Es sei (E}= AD ~BC,  wegen AB || DC gilt: 3 =T= “CB ~
ED _EC HB _I

b) Die Gerade ES  halbiert [DC] und [AB] (vergl. Aufgabe 34, S. 18).
Ebenso halbiert SR die Strecke [PQ], was man  zum Beispiel bei
Spiegelung von S an  R erkennt (Parallelogramm!). Damit halbiert
SR auch [AB], und wegen der Eindeutigkeit gilt: ES  = ER = SR.
Die Trapeze ABCD  und WXYZ haben denselben Schnittpunkt E der

verlängerten Schenkel. Da  aber auch ihre Grundseiten parallel sind,
gilt ES = EF, das heißt, E liegt auf SR.

10



30/10. Dreieck DBC ist gleichschenklig.
> <CDB = 90° -B=a+ß-S=a+ß

= <DCH = 5 ‚also XECD = p -5=%
Es  ergibt sich: ADHC = ADCE (SWS)
= <CED  = 90° = ® = 90°.

11



2.Kapitel

Aufgabenzu 2.1

35/1. a) AC=6,75 b) AC=36 e) AC~38 d) AC=11 e) AC= 12,6

352. a) t =3  b) t =6   c) tistnicht definiert

35/3. a) T4355) b) T@B55  ¢ T225)

35/4. a) AT=35 TB =15 b) AT=15 TB =35
Am 40 mo 50 “AM 54 aD  45c) AT = = TB =>  d )  AT  = 3 TB  = 5

am _ 5 TD 7 Am 11 mh  143
35/5.  a )  T=  2 TB  = 2 b )  AT  = 1 TB  = STE

35/6. a) T1855)  T2(6,518) b) Ty(5]2) T2(6,5/2,5)

. 17 _ HA _ 40 _ 48 _ 56
35/7. Basis b=  = S=  & 39/8. a=  > b=  5 C=  7

359. W=*

35/10. 0)  =02=60° ;  a;  = a3 = 30°, ao = 60° ;  0 ,  = 04  = 19,1°, ao = a3 = 40,9°

36/11. a) T1(2]0) Ta(3]- 2) N (3 ] -5 )
b) T,(1,5/0) T ,=B  T3(3|-2,5)
c) Ti(1,2|0) T2(2,4/0) T3(3|-1) T4(3]-3)

36/12. a) Ti(=3,4|~9,9) T2(7|5) b)  T(3|10) T,'(7,5|3)

Aufgabenzu 2.2

43/1. a) AT,=15 T ,B=10  b) AT,= 3 T .B=  2
c) AT, =10 T ,B=125  d) AT.=4,5 T .B=1

43/2. a) AT; =15  T;B = 4,5 AT2=3 T.B =
b) AT; =4,9 T .B=2,1  AT,  = 12.25 T.B = 5,25
c) AT; =15  T;B = 2,5 ATa=6 T.B = 10

12



43/3.

43/4.

43/6.

43/8.

43/9

a) T;A :AT ,=1 :2  B :BT ,=1 :2

b) TA :AT,=2:5 TB  :BT.=2:5
c) TA :AT,=1:4 T .B :BT .=1 :4

Die Parallele zu  AC durch P schneidet BC  in S. PQ  läuft durch den
Mittelpunkt M von [SC] , denn PSQC ist ein Parallelogramm. Wegen
AC:PS=3:1und PS  =CQ folgt: Q teilt [AC] außen im  Verhältnis 4:1.

MT:  TMo=r , : r o=  M ;S :SMy

a) AT;=15 AT.=3 b)  AT,=5 AT,=17,5

Es giltAP:PB=AQ:QB=t (mit t >0 )

Multiplikation mit PB:AQ liefert AP: AQ = PB: QB = t.PB: AQ
PB AQ - AP - BQ 1rb  _ | _ l y  ‚ _  1> VAQ ="  = T AQ 1 => t ( l - 7  =)  T=>1  1

a) T1(-4,5]0) Ts (-9]0) T3(6]0) b)  3B = 5 t =2  x20

a) s : t =  AX: XB  =AH :HB (X- und V-Figur)
analog geht's mit den übrigen Punkten.

SC,
a)

b)

=
=

13



44/10.

44/11.

44/12.

44/13.

45/14.

45/15.

45/16.

45/17.

14

Quint: 40cm, große Terz: 48cm

Aus CT  : PM:  = ‘5 und CT  : QM. = AT ‘5 folgt durch Addition
¢ CT CT 1 1/1 1
¢ /2~PMc*  QMc ~ CT  72  far * GM

po t=5 -  - 3 )  1 = -1 ,  beziehungsweise 4‘ 108’ 28 = 1

po r=1 -2 .1  =1 ,  beziehungsweise Tas 10 =1

M., M,  und My teilen [AB] bzw. [BC] bzw. [CA] jeweils im
Verhältnis 1:1 = pot = 1. Nach der Umkehrung des Satzes von CEVA
schneiden sich also s, , s,  und sy in  einem Punkt.

Für die Teilverhiltnisse gilt TE = = — = 1. Nach der Umkehrung
des Satzes von CEVA schneiden sich AD, BE  und s, also in  einem Punkt.

AZ BX  CY  c; 3; by Ci C a
SLE = SL  Pe J =17B  ‘XC  YA  = co  ay  be  = Co 35  Cp  =

Aus der Umkehrung des Satzes von CEVA folgt die Behauptung.

Die Tangentenabschnitte von C bzw. A bzw. B aus an die Ankreise sind
jeweils gleich lang:
( 1 ) :  C1  +bs+by=co+a ;  +a ,

(2): ag+by+by= a;  + c ,  +04

(8):  bo +¢ ; + cy = by + ao +a,

(1) - (2): ¢c; =a ,  (1) —- (3): b ı=6  (2) + (3): bo =a ,
a Gab  oe byedamit gilt Co By bo  = Cp Cy be = 1.

Aus der Umkehrung des Satzes von CEVA folgt die Behauptung.



Aufgabenzu 2.3

50/1.

50/2.

51/3.

51/4.

51/5.

51/6.

51/7.

52/8.

52/9,

52/10.

a) M(10 /4 )  r=4  b)  M8254) r=125  ce) M(0 l4 )  r =4
d) M(8,75|4) r =225  e) map

Zeichnet man  durch B die Parallele g zu  HC,  so gilt: g schneidet AC  in  S,
wobei CS  = a ist (ACBS ist gleichschenklig). = a = 5 (1.Strahlensatz).
Im  zweiten Bild zeichnet man durchB die Parallele g zu CV. g
schneidet AC  in  S, wobei CS  = a ist (ABCS ist gleichschenklig).= © = °
(1.Str.satz).

Die Punkte liegen auf  dem Apollonioskreis mit dem Durchmesser |

[TT,], T,(14]|11). Die Punkte liegen auf  dem Fasskreisbogenpaar über
der Sehne [AB] zum  Umfangswinkel 45°.

Der Kreis mit dem Durchmesser [TT,] , T;(21|5), T,(28|5) schneidet
GR etwa in  Z(7,5|22).

Der Apollonioskreis schneidet [AB] in  T.
CT  halbiert vy, also ist ATC = 45° + 5 . Da  AMTC wegen MT  = MC

gleichschenklig ist, folgt < MTC  = 45° + B,

Somit gilt: XMCB = 45° + 5 +45°— 5 = 90°, das heißt MC L BC.

Zeichnet man  die Seitenmitten My und  M .  ein, so gilt: AQMM\ ist gleich-
schenklig, denn < QMpM= y + B (Außenwinkel!), IMpQM = 0/2 =
«LQMM;, = 0/2. Deshalb folgt c/2 = MyM = MyQ und damit
CQ = MC  + MpQ = b/2 +¢/2. Weil auch APM-Mgleichschenklig ist,
(Basiswinkel 0/2), folgt M.P = M.M = BP  = M.B + M.P  =¢/2 + b/2.

a) Strahlensatz:DT=5  = AT  =15; CT=  3,5 = BT  = 10,5
_ 40 _ 2 _ 120 _ &

b) x=  y=  1 u=  4 V=1

r b _ ab a __ wn.  _ac

a) a - r  "€  = r=  c+b? S=a - r=  ——
be c* be

b)  y=  c+b  Z=  50  X= Tob

Aus TD: TC=DV:VC und TD:TC = d:b folgt DV: VC = d:b.
AW:  WB =DV:  VC folgt ebenfalls aus dem Strahlensatz.

Vergleiche Umkehrung des Satzes über die Winkelhalbierenden im
Dreieck.

15



52/11.

53/12.

53/13.

53/14.

53/15.

53/16.

53/17.

16

Wegen des Strahlensatzes sind auch A,  E ,  C und F harmonische
Punkte. 22h

Es gilt BT :TC  = AE:EC = AD:CD = DE =w ;  und DF= ws.

C und D liegen symmetrisch
bezüglichAB  = CB = BD.
Wegen CB  = BD  folgt aus
dem Umfangswinkelsatz:
XCPB = <BPD  =: ©.

Nach THALES gilt:
LAPC = 90°— £ =<  RPE
(Scheitelwinkel)
<DPE = 180° - 22: —-90°+ ¢

= 90° — =.
PB  und  PE  halbieren also den
Innen- bzw. Außenwinkel im
Dreieck CDP und teilen
deshalb [CD] harmonisch. g

a) Man konstruiert T; und T,  ( AT; = . ‚ AT: = 10).  Der Thaleskreis
über [TyT,] schneidet den  Kreis um  T;  mit r = 3,5 in C.

b) Man konstruiert T; und To (AT; = 2, AT, = 10).  Der Thaleskreis
über [T;Ta] schneidet den Kreis um  My mit r = 4,5 in  B.

c) Man  konstruiert T;  und T,  ( BT; = 7, BT,  = 10,5). Der Thaleskreis
über [T,T,] schneidet die Parallele zu BC im  Abstand 2 in  A;  und As.

d) Teildreieck AH,C ist konstruierbar aus b,  ha und SAH,C = 90°. Der
Thaleskreis über [TiT.] (AT; = 3, AT, = 10) schneidet CH,  in  B .

a) Analog wie 13  ¢)  : es gibt zwei Lösungen.
b) Nur  eine Lösung ergibt sich fiir he = r ,  = 2 .

a) C(3]5) b) Angenihert C(10|3,5)

Das Entfernungsverhiltnis von A und B ist 1:3, das von B und C ist 2:1,
das von A und C ist 2:3. Die zugehörigen Apollonioskreise schneiden sich
im  Punkt fiir den Flughafen.

Das Entfernungsverhiltnis von B und  E ist2:1. Der zugehörige Apollo—
nioskreis schneidet den Kreis um  T mit r = BT  in  zwei Punkten. Der
Schatz liegt in  S(=5,3|~6,3).



3.Kapitel

Aufgabenzu 3.1

60/1 a) m= :  b) m=  3 c) m= ;

60/2. a) A'(6,52,5) B'(3,5|5,5) b) C'(8,5|4) c) D(0,5/5,5) r=1 ,5

60/3. a) A(1,5|0) B'(9]0) C'(4,5|7,5) b) A'(2,25|1) C'(3,75]4,75)
c) A(-1}0,2) B'(9]-0,2) C'(3]9,8)
d) A=125   A,=28125 Ap=2  A.=50

61/5. a) A'(2,5/4,5) b) B'4,5/4,5) C'(6]3,25)
c) A25|45) r=1 ,5

617. m ,=1 ,75  my = ~1,75 61/8. m ;=2  my= -2

61/10. a) Wegen AB  || A'B' = DC ist ABCD ein Trapez, m = —;
A'=C B=D C'(4,5|4) D'(6,5]4)

b) k= -2  A'(18|13) B'(4|9) C=A  D=B

c) = 7 2 = ! beziehungsweise = = 5 2 = a

61/11. a) u= |m lu  = m=  E oder m=-3

b) A=m?A = m= ;  oder m=-3

61/12. b )  m=2,h.=4,h,=3,Fapc=8,Fapc=45 6213F =5F,  a lsom = 5

62/14. a) m=->  b) A(6514,5) B'(5,7511,5) C'(8,7511,5)

62/15. a) m;=>  b)  BC=%2 & my=> d) Parallelogramm e) Faas =

62/16. b) m=  3, CZ=:

62/17. b) F liegt 1. auf ZF, 2. auf der Parallele zu AF  durch A". cc) d (Z ,g )=5

17



Aufgaben zu 3.2 © ,

67/1. Aus dem Satz folgt:
EF= 1AC = HC
HE = 1BD o f  =
EFGH  ist ein Parallelogramm.
(Da jeweils drei Ecken des Vierecks in einer A

Ebene liegen, gilt der Beweis auch im  Raum.) A

67/2. a)
b)

68/6. a)

Teildreieck BM,S ist konstruierbar aus 5 , : s,  und 2 Sb
im  Schwerpunkt S mit AS  =2  errichtet man das Lot auf s,;
SC=4, SM.=2
bei gleichschenkligen Dreiecken
bei rechtwinkligen und  bei gleichschenkligen Dréiecken

S(6|4) M(7,5|4,5) b) S(8l6) M(6,5|5,5) ee) S(7|4) M(7,5|0,5)
S(8[4) M(7,5/0,6) e) S(8/6) M(5,5|6) f) S86) M(7,5/2,5)
S(7|/6) M(8 |5)  h)  S(8]5) M(7,5|2,5)
rechtwinklige Dreiecke b) gleichschenklige Dreiecke
gleichschenklige Dreiecke d) gleichseitige Dreiecke
gleichseitige Dreiecke f) rechtwinklige Dreiecke
stumpfwinklige Dreiecke

F(4,5/4,5) b) F657 ce) Fas d) F565)
68/7. Der  Feuerbachkreis ist Umkreis des Mittendreiecks, also ist sein Radius

halb so groß wie der des Umkreises.

68/8. Das Lot auf  MM,  durch M ,  schneidet den Umkreis mit r =10 in  B(0|6)
und C(18|0). Der Thaleskreis um  M ,  über [BC] schneidet den Feuer-
bachkreis in  H,  ; BH,  schneidet den  Umkreis in  A(10/16).

68/10. Es  ergibt sich:
Z(0|5) R(13|0)
S(10]{12) C'(6]8)
im  Fall d || AB gilt
d=

18

AB und C'=2Z.



b) (13,5/0) und (0|10,5)

b) (0/6) und (8|3)

b) CB

D D
IN

 
pO

 p
s

SS
}

|

68/11. Die Pascalgerade geht durch

a) (0/4,5) und (14|4,5)
c) (0/5) und (17]6)

68/12. Die Pascalgerade geht durch

a) (3/0) und (9|9)

69/13. a) Schnittpunkte: (12),  (311,5), (5/1)
b) Schnittpunkte: (0|6), (5/6), (8/6)

Aufgabenzu 3.3

71/1 .  a) AD mit D(4/2)
¢) EF mit E(4,5/0), F(2|4)
d) CG mit G(6]0)

71/2. a) C= -12  b) ¢=125a -175b

724. a) 13a b) ;@+b)
1 ,2  ‚v7 17  2d) ; ( a+b )  e) ; b— 3a

72/5. a) 5 b) 3(@@-b)

72/6. a) D(1,5]1,5) b) D(3,5|3)

72/1. a) b+3:3 b) b+;3a
rT  _52 52  1%d) b - za  e) —za - ;b

72/8. a) E(-3|2) b) E zieht mit  800N

e) (7117) und (12111)

d) - 2@+b)
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4.Kapitel

Au fgabenzu 4.1 und 4.2

80/1.

80/2.

80/3.

9

Möglich ist zum Beispiel eine zentrische Streckung mit  Z(3|5) und
m = —2, dann eine Rechtsdrehung um  A'  mit  ¢ = 90°, es ergibt sich
B1'(9]9). Spiegelt man  noch an  A'C’, so ergibt sich B2'(1|9).

a) C '=A  b) A"'=C c) C '=D

a) a=45° d=e=90°  ==  45° BA=17

CD=DA=BD AC:7=7:AD = 2AD?=49= AD= 142
b)  §=120° £=60°  y=30°  BD=6 BC=6+3 C=12

u=mu=>m=15  a= 12 b '=9  c'=4,5 d'=7,5

m=04  a=16V5 c=44 F=22  F=m?F=3852

XA  ist gemeinsam <XD=<XC = 90° (1.Ähnlichkeitssatz)

Wegen des 1.Ahnlichkeitssatzes gilt:
AAFE ~ ABDF AAHE ~ ABCH AAGD ~ ABCG

a) 1.Ahnlichkeitssatz b)  1.Ahnlichkeitssatz ¢) 3.Ahnlichkeitssatz

a) 1l.Ahnlichkeitssatz b)  2.Ahnlichkeitssatz

Gegenbeispiele fiir nicht ähnliche Figuren:

a f) [/

a a a

d

h)



81/11.

81/12.

82/13.

82/14.

82/15.

82/16.

82/17.

83/18.

83/19.

a) Wegen des 1.Ähnlichkeitssatzes
gilt: AABD ~ AABC

b) a = - — c=Vad
c) ist y kleiner/gleich/größer als 60°,

so ist Flache(AABD) kleiner/
gleich/größer als Flache(AABC).

a) AAHH. ~ AAH:B ~ AHH,C
(1.Ahnlichkeitssatz)

b) AAH,C- ABCHy = ha :hy=b :a

a) XA  = XE  (Umfangswinkel) <D=<B=90° = AADC ~ ACEB

IE
AADC ~ ABDC, da <A  = <BCD,
<D  ist gemeinsam
CD:AD=BD:CD = CD= + ADBD

ACRQ~ ASBP = RQ:CQ=BP:PS
= RQPS= CQ-BP=PQ2?= CQ-BP

AAXD ~ ABXY~ ACDY
= AX:AD= BX:BY= DC:CY = AX.CY=AD-DC= const

AOSE~ AIAS = OS:SE= SA:SI = OS-SI= SE-SA

a) <ACE = <ABE (Umfangswinkel über [AE])
XECB=<EAB  (Umfangswinkel über [BE])
— AAEB ist gleichschenklig, das heißt AE= EB

b) XEAD=<4DCB, Scheitelwinkel bei D

c) ACEB ~ ADEB, da <ECB= 4<DBE und <E gemeinsam
— BE: CE= DE:BE = BE=AE = CEDE

ACDB ~ ACEB, da <DBC = < CEB (Umfangswinkel über gleich langer
Sehne s), £ DCB ist gemeinsam => s:CD= CE:s = s=+  CDCE

21



83/20. a) XPQT= XPCT = }y (Umfangswinkel)

XTCQ = 5Y = <QTB (Sehnentangentenwinkel)

= PQ || AB (Z-Winkel)
b) ¥CPQ=56=4CTQ (Umfangswinkel über [CQ])

¥QPT = <QCT = vy
= XCPT=6+ ;y=%XCTB
außerdem gilt: &PCT = 4TCQ = 37

ce) XPQC=4PTC=¢  (Umfangswinkel über [CP])
¥PQT = ;y=¥PTA (Umfangswinkel bzw. Sehnentang.winkel)

= XCQT=LCTA=c+ 57
außerdem gilt: XACT= XTCQ = 3v

d) aus b) fo lg t :CT: CP= CB: CT = CT  = CPCB

aus ¢) folgt: CT:CQ= CA:CT = CT  = \ CACQ

83/21. a) F=:a3 b) a=3V3 cc) h=45

84/22. F a b C u ha hp he
a) | 24 | 4 | 13  [15 32  12  5 | 2
b) | 36  | 9 | 10  [17 36  8 72  | Z
c) |16V3| 8 | 8 |8 24 4V3 | 4V3 [443
d (12 | 5 | 5 |8 18 = 2 | 3
e) 84  a)15 | a ) l 3  14  49  a)11,2 | a) 168/13 12

P13 | b i s  b) 168/13 | b) 11,2
42f 42  7 a) 15 20  a) 12  a) 5,6 42

b)  V673 b)  27+ V673 b) 84673

84/23. a) F=  cVa®’-c¥4 b) F=12 ¢) hy=48 h.=4

84/24. Die Kreise um  M;  mit r; = 6,5 und um  Mz mit r, = 4 schneiden sich in
den gesuchten Mittelpunkten K und L,  die symmetrisch beziiglich
M;M:; liegen. Fliche(M;M2K) = 5 \615, der Abstand d von K und16

MM; ist gleich der Dreieckhéhe: d =h  = a V615 = N 2 >T=4  ga

kleinste Entfernung zweier Kreispunkte: 2.(% V615 - 1,5) ~ 0,1
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84/25. a) 1V3135  b) 4V65 - 12

c) Fliache(ACD) = 36 = ha = 8 = Flidche(ABC) = 80
= Fläche(ABCD) = 116

@
D

84/26. A = 420m? K = 105000 DM

85/27. Eine solche Formel kann es nicht geben,
Gegenbeispiel: Die Vierecke ABCD und
AECD stimmen in  den Seitenlidngen iiber-
ein, haben aber verschiedene Flicheninhalte.

85/28. a) 3150m? b) 27 km?

85/29. a) a :b=v2 :1

b) A=625cm? a=  25 /2  cm  = 29,7cm by = Na cm  =~ 21,0 cm
2

85/30. A'Z=AY (gleich lange Tangentenabschnitte)
= <A'’ZY = XZYA' = 90°— a/2
analog: XB’ZX = 4 ZXB' = 90°— p/2, XCXY = 2 XYC' = 90°— y/2
=>AYZX= 2B  xZXY= BY  ¥XYZ = © A =0 , 4B =f, XC =v]
aus der Winkelsumme in AZBY folgt <ZBY=y/2 = <BYX = o/2,
analog: XAXY = ß/2, XAXZ = y/2, AXZC = o/2, <CZY = P/2,
A und C liegen auf dem Thaleskreis über [ZX]
= <LCAX = 4 CZX = 0/2 (Umfangswinkel)

XACZ = 4 AXZ = y/2 (Umfangswinkel)
analog liefern die Thaleskreise über [YZ] bzw. über [YX] :
XYBC = B/2, XZCB = 2 bzw. <YBA= p/2, <XAB = 0/2,
also gilt: AABC ~ AAB'C
CZ schneide ABin S =
CSB  = 180°— B—y/2 = 90°+ “ 7  _B_y/2 = 90°+ 2 — p/2 = AI CZB'
= AB||A'B’

85/31.
AABC ~ ACDE wegen <ABC = CDE = 90° ZC
und AB:BC=3:1= DC:DE = ¥CDE =« a
AFBC = AGHC => <GCH  =p  — /
insgesamt: oo + B=45°=y  A F |) ig

a
d
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87/1.

AD= 15

A=A

87/2. a) Man konstruiert ein ähnliches Dreieck AB'C' aus den Winkeln und
zeichnet wg ein. Auf wg trägt man von B' aus eine Strecke der
Länge 6 ab und zeichnet durch den Endpunkt die Parallele zu A'C'.

b) Man  konstruiert ein ähnliches Dreieck A'B'C'  aus den Winkeln
und verfährt dann wie in  Aufgabe 1.

87/3. a) Konstruktion von AAB'C' mit c=5  und b'=7,  dann Streckung mit
Zentrum B' und Faktor m =s;/s;  , sodass sp="7 ist.

b) Konstruktion von AA'B'C' aus den Winkeln, dann u' z. B .  von A aus
auf [AB abtragen und AA'B'C' zentrisch strecken mit Zentrum A'
und m = vw/u'.
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88/4. a) und  b)  analog 2.a)

So -
Sa ~

~~
~ = ba

- ~»So
~

o
f.B AA =

a) Konstruktion von AA'B'C' mit ¢ '=8,  b=5  und a = 50°,
dann zentrische Streckung mit Zentrum B' und Faktor m = s/s, .

b) Konstruktion von AA'B'C' mit ¢ '=2 ,  a '=3  und ß = 105°,
dann zentrische Streckung mit Zentrum C' und Faktor m =h./h..

a) Konstruktion von AA'B'C' mit a=4 ,  b=2und ¢ '  =5,
dann zentrische Streckung mit Zentrum C’ und Faktor m = w,/w,.

b) Konstruktion von AA'B'C' mit a=3 ,  b=4und ¢ '  =86,
dann zentrische Streckung z.B. mit  Zentrum A'  und  Faktor m = wu’.

Konstruktion von AAB'C' mit a'=4, b'=3 und c = 2, weil sich die Seiten
umgekehrt verhalten wie die zugehörigen Höhen, dann zentrische
Streckung mit Zentrum B'  und Faktor m = (a—-b)/(a'-b’).

Die  Höhen verhalten sich umgekehrt wie die zugehörigen Seiten.
Konstruktion von AA'B'C' mit a= 7,5 , b=  10 und c= 12,
dann zentrische Streckung mit Zentrum C' und Faktor m = h,./h..
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88/9. a) Konstruktion von AB'C'D' mit a=2  und b '=1 ,  dann zentrische
Streckung mit Zentrum A' und Faktor m =AC/A'C

b) Konstruktion von A'’B'C’D' aus den Winkeln,
dann zentrische Streckung mit Zentrum A' und Faktor m = u/u’.

88/10. Konstruktion von A'B'C'D’  aus den sich senkrecht halbierenden Dia-

88/11.

88/12.

88/13.

88/14.
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gonalen e '=2 und f ' =3 ,  dann zentrische Streckung mit  Zentrum A'
und Faktor m = a/a’.

Konstruktion von AA'B'C' mit a ' =6 ,  b=5und ¢ '=4  und seines Um-
kreises, dann zentrische Streckung vom Umkreismittelpunkt aus mit
Faktor m =r/r" .

W
N

!

C
60°

oder

A B

b)  D; Cs
D;  g : r a C,

R A ,  A ,  B ,  B ,  S



88/15. a)

B B
1.Möglichkeit 2.Möglichkeit

b) Es  gibt zwei Lösungen c¢)—=
ähnlich wie in  a)
(1.Möglichkeit) \
und zwei weitere %
ähnlich wie in  a) \ Ry

(2.Moglichkeit). \ oo
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88/17.

89/19. Der Umkreis von APQR muß auf den gegebenen Kreis k;  abgebildet
werden: dies leistet eine zentrische Streckung mit Z(18|3) und
m = 32  =r/r1.
P(6112), Q1(0/9), R1(7,5/1,5) sind die Ecken des gesuchten Dreiecks.

89/20. Man  wählt U'  auf  c und zeichnet V'  auf  b so, daß UV  || RS ist.
W ergibt sich aus UW’  || RT und V'W' || ST. Mit  zentrischer Streckung
von B aus findet man  dann U(5|0) ,  V(7|6) und  W(1|2).
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89/21.

b
AMBC ~ ACAB, denn die beiden gleichschenkligen Dreiecke stimmen in
einem Basiswinkel überein.
=> g :b=a :g  = g = Vab

Aufgabenzu 4.4

93/1 a) Linien zur Konstruktion
der Zentren Z ; ,  Zo  7m -

93/1 b)

Tangenten: Taleskreise über M,Z;  und MyZ,
eine Tangente ist nicht eingezeichnet,
sie wiirde sonst die Konstruktion verdecken.

93/2 a) Berührung von außen
b) Schnitt zweier Kreise
c) Berührung von innen
d) Ineinander liegend

EM, = AM,
Beweis: Z ist  Zentrum einer zentrischen

| 

Streckung, die ko auf  k ;  abbildet.
Diese Streckung bildet ab:
M,  auf  M ;  und A auf  E .
Deshalb sind AM,  und  EM,  parallel,
und a und f sind Z-Winkel, also a = ß.
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93/4

94/5

94/6.

30

Wa
J ‚ \ 2

> &
Eine zentrische Streckung mit  m = 2/3 bildet ab:
den Kreis mit  r = 3 auf den Kreis mit  r = 2,
den  Kreis mit r = 2 auf den Kreis mit r = 4/3,
den Kreis mit R auf den Kreis mit r = 3 ,  also R = 4,5

A
S

Die gemeinsamen Tangenten deri Hilfskreise |
schneiden aus den gegebenen Kreisen die
gesuchten acht Sehnen aus.

a) c=  0,5114 d=Y14  b) a=15  b=9  c=6  d=225

a) d=8,6 b a=15  b=27  c=21

a) b=8  c=10  b) a=45  b=25

a) Das Dreieck mit  den Seiten r,  a und b ist wegen seiner Winkel ein
‘halbes gleichseitiges Dreieck' = a = 2r.
Der  Strahlensatz liefert: b* = (a  +r)a/2 =>b2=3r2 = b=  rv/3.

b) Sekantensatz: c(c + r )=3 r  = c=  (v3  —1)



94/10.

94/11.

95/12.

95/13.

95/14.

95/15.

95/16.

b a+b=2r=2.GE »GE=(a+b
c) GC? = ab (Sehnensatz) = GC=+ab
d) GF-r=ab (Sehnensatz) = r = (a + bY2 => GF= 2ba+b

Sekanten-Tangenten-Satz:
AC2=AF AB ®
BC2=BF-AB

A B

Wegen BC  = CE  = a liefert der Sehnensatz: a.a = (c+bXc-b) = c2 = a2 + b2

Spiegelung von C an AB und Anwendung des Sehnensatzes ergibt:
he? = AF. FB
Sekanten-Tangenten-Satz: t 2= r -3 r  = t =  rv/3
AAPD ~ ACPD, dann <A = 4D  (Umfangswinkel = Sehnentangenten-
winkel) und <P  ist gemeinsam,
AABP ~ ABPC, dann <A  = <B  (Umfangswinkel = Sehnentangenten-
winkel) und <P  ist gemeinsam._
= d:AP=c:PD bzw. a:AP=b:PB = d:c=AP:PI)
bzw. a :b=  AP:PB => d : c=a :b  = ac= bd

Wegen des Strahlensatzes gilt 5 = +d? i =  : = 5 = yy  + d)
der Sehnen-Tangenten-Satz liefert: x* = y(y + d)

damit gilt g2: (dD)=1 = g=+dD
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95/17. a) Wenn für zwei Halbgeraden s,ı und s,  mit gemeinsamem Anfangs-
punkt P gilt: PA;-  PA,=PB;. PB,  (A, ’ As  € 84 ,  B ı  > Bo  € So) ;

dann liegen die Punkte A ; ,  Ag, B;  und Bs auf einem Kreis.
Beweis:
Wegen PA:  PB; = PB;: PA, und
des gemeinsamen Winkels a gilt:
APA>‚B; ~ APBoA = 4B,  = <A ,  =

das heißt, Bs und Az liegen nach
dem Umfangswinkelsatz
auf  dem Fasskreisbogen P
über [A{B,].

b) Wegen 6-8 = 4-12 = 48 liegen die
Punkte A, B, C und D auf einem Kreis.

96/18. PB. PA ist konstant. Wegen PB -PA = t? liegen die Punkte auf einem
Kreis k um  P mit r = t .  Die Schnittpunkte von k und PA sind auszu-
nehmen.

96/19. a) Sekanten-Tangenten-Satz: s? = h(h + 2r) = s=  \h? + 2rh
b) s2 = 5,048 km, 8100 = 35,693 km, 82000 = 159,637 km, 810000 ~ 357,071km

96/20. a) Sekanten-Tangenten-Satz: p=t2=PU. PV = (a - r )Xa+ r )=a? - r?
die Punkte gleicher Potenz p>0  liegen auf  einem Kreis um  M mit
Radius a.

b) p=—PUPV =—( r+a ) r -a )=a%- r?
die Punkte gleicher Potenz p < 0 liegen auf  einem Kreis um  M mit
Radius a. Für die Potenz gilt nach a) und  b):  — r? < p< ©
im  Fall p =0  liegt P auf  dem Kreis mit  Radius r.

96/21. a) Liegt P auf der Chordale UV, so liegen drei Fille vor:
a): Pe JUV]: = p;=-PU.PV=p,
B): P=U  oder P=V :  = p ;=0=p,
y): Pe  UV\  [UV]: = p1=  PU.PV=p,

12) Gilt umgekehrt p ;  = ps = p,  so kann man  wegen der Definition
der Potenz (Vorzeichen!) wieder drei Fille unterscheiden:
a): p <0 ,  das heißt, P muss im  Durchschnitt der beiden Kreis-

flächen liegen, jedoch nicht auf  dem Rand. Liegt P aber nicht
auf der Chordale, so ergibt das Einzeichnen von PU  zusam-
men  mit der Definition der Potenz sofort einen Widerspruch
zur Gleichheit.

B): p =0 ,  das heißt, P muss auf  beiden Kreisen liegen,
also P=U oder P=V.
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97/22.

97/23.

97/24.

97/25

yY): p>  O0, das heißt, P muss im  Äußeren der beiden Kreise liegen.
Liegt P aber nicht auf der Chordale, so ergibt das Einzeichnen
von PU  zusammen mit der Definition der Potenz wieder
einen Widerspruch.

Aus |1| und 2]  folgt die Behauptung.
b) Schneidet ein Kreis k um  Mittelpunkt M mit  Radius r die gegebenen

Kreise kj  in  Si  und ks in  Sy rechtwinklig, so gilt fiir die Potenzen von
M bezüglich k;  bzw. ko:
p ı  = MS;*  = r ?  , denn MS;  ist Tangente von k;_
pe = MSz2 = r?  , denn MS;  ist Tangente von ko .
Damit gilt p i  = ps, das heißt, M liegt auf der Chordale.

A
Mit MN=z gilt: [ON ©
ADFN ~ AMAN > *2= *
AMCE ~ AMNB = = * 3

R
= V=W

4}
M C 5

z=[MN]

a) Fir d = 0 ergibt sich die Formel von HERON.

b) F=1214

Vertauscht man im  gegebenen Sehnenviereck die Seiten c und d, so
bleibt e erhalten, die andere Diagonale sei f; . Vertauscht man  dagegen
die Seiten b und  c, so bleibt f erhalten, und e,  = f; . Nach  PTOLEMAIOS

gilt: ef=ac+bd 2] ef,  = ad + be 3] f i f=ab+cd
“ es  . e_  ad+beDivision von 2]  durch 3]: t =  r ed
_ ab+cd _. . . 9 _ (ad + bcXac+ bd) ,f =  € t o  eingesetzt in [1] ergibt e“ = b+  od ;

dividiert man 3] durch 2]  und setzt in  |1| ein,
9 _ (ac + bdXab+ cd)so folgt f *=——""—" .

4r-Fliche(ABD) = adf; Quadrieren und HERON liefern:

2 a? d f?
= a+d+ f  —-a+d+f d - f  a-d+f16 .  5 . = + ‚ 575  ‚ 8  >

5 _ a?d® f®
r=  (@+rd+D@+d-D f+a -d f -a+d

asd? f
2 = ; £2 gus Aufgabe19. einsetzen:r ( a+  d f  f o f  Ga_a?l ’ aus Aufgabe 19. einsetzen
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5.Kapitel

Beweise

113/1. AABC = ACEF (WSW) 1132. AAHC = ADCE (WSW) = CD=q
AABC = ACHG (WSW) AEDC = AFGB (SWS) = =p
= ACEF = ACHG

Hi .

N ©x

-

© G
’/

Ja,
FA

="

3’
Ck.

LY[LS
b “

¢ a/A X Fr 8 N q
Cc J IN

J 
I G

=

E 4

113/3. Umkehrung: Hat  ein Quadrat iiber einer Dreieckseite denselben Inhalt
wie das Rechteck aus der längsten Seite und dem anliegenden Seiten-
abschnitt, so ist das Dreieck rechtwinklig.
Beweis:
Es gelte a? = cp. Wegen a?=p?+h* und
b?=q?+h? gilt dann auch: n ©
b2=q2+h2=  al+al-pl=al+cp-p

= q°+pq=cq q | P
aus a = cp und b? = cq folgt durch Addition: c
a?+b?=c (p+q )=c * ,
also ist das Dreieck rechtwinklig.
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113/4.

113/5.,

113/6.

114/7.

Umkehrung: Ist in  einem Dreieck der Inhalt des Höhenquadrats gleich
dem des Rechtecks aus den beiden zugehörigen Seitenabschnitten, so ist
das Dreieck rechtwinklig.
Beweis:
aus b%=q?+ h?und a? = p* +h?
folgt a?+b?=2h?+p*+qd?, b h \@

wegen h? = pq folgt:
a?+b2=p?+2pq+q®=(p+qP=2?  q Jd Pp
also ist das Dreieck rechtwinklig. o

s(a+b)(a+b)= 3c?+2.3ab = a?+b%=c?

Dreht man  das Viereck ABLT um  90° nach rechts (um A), so kommt es
mit Viereck APRC zur Deckung. Da  ABLUFT durch Achsenspiege-
lung an  TL  und CAPRIB durch Punktspiegelung am Mittelpunkt von
[CR] ensteht, folgt die Flichengleichheit der Sechsecke. Es  gilt also:
a?+b?+2-2ab=c2+2 : > ab = a’+b%=c
Ein Umkreis existiert, wenn <ACR + <P  = 180°.
Wegen 4 ACR = <ATL = 45° ist dies nur der Fall,
wenn <ACR  + 90° + 90° — a = 180° ist, das heißt a = 45°.

a) Die Kongruenz der entsprechenden Teilfiguren liefert die
Zerlegungsgleichheit.

b) Die gleich bezeichneten Teilfiguren sind kongruent. Ist b die kleinere
Kathete und gilt h > 2q, so braucht man  mehr als vier Stiicke.

114/8. bis 12. Aus der Konstruktionsabfolge der Zerlegungen ergibt sich jeweils
die Flachengleichheit der gleich bezeichneten Teilfiguren. Durch
Addition ergibt sich jedesmal der Pythagoras.

H „716
115/13. [1] = [3], [2] = [4] > a

AEFG =AEGH = XL
[1]+ [2] + b2= [3]+ [4] + pq En  @®
= h?=pq  oeA ..-

[ 3 ]
a’ b c E 2 F115/14.  Wegen m = ST =p  = dit:

a=  2c ,  b=2 -c

36
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115/15.  Für  das Hypotenusenquadrat gilt: c* = 4. : ab + (a — b)? = 2ab + III

fiir die Summe der Kathetenquadrate gilt: a? + b* = 4. : ab+I+1I
wegen c?=a®+b? folgt: I +  II =1I1.

115/186. Ist h die zur Grundlinie c gehörige Hohe, so gilt:

+ 2]  = che = = c ,  andrerseits gilt:
1)  + 2]  = 5 b-hy, + 5 aha = sb? + 5a?

Gleichsetzen liefert a? + b2 = c2.

115/17.  Für  den Flidcheninhalt F des großen Quadrats gilt:
F = ¢? beziehungsweise F = 4. 5 ab + (a  — b)?
= € =2ab+a?-_2ab+b = C=al+Bb2

Pyi l  sische Tripel

116/1. a) (2x)? + (x? — 1)? = 4x* +x1_ 2x? +1= (x2+1 ) ‚(x >11)
b) ( 2xy )+ (x? _ y?)? = 4x2y? + x* — 2x%y2 + yt = (x2 + ¥2)?, (x>y)

c) (2x + 1)? + (2x* + 2x)? = 4x? + 4x + 1 + 4x* + 8x3 + 4x2 =
= 4x1 + 4x? + 1 + 833+ 4x2 + 4x = (2x? + 2x + 1)?

d) (x? + 2xy)? + (2y2 + 2xy)? = x* + 4x%y + 4x%y? + 4y* + 8xy3 + 4x2y? =
x? + 4y* + 4x%y? + 4x2y? + 4x3y + 8xy® = (x2 + 2y® + 2xy)?

116/2.  k2+n?= (2n+1 )+n?=n2+2n+1= (n+ 1)?

116/3. Essei aeN;  wegen a=b  gilt dann a?+a l=c  = c=a\2 ¢IN.

116/4. Es  seien a,  b und c ein Pythagoraisches Tripel. Dann gilt h = ab,
C

Wäre helN, so würde folgen: ab = kc mit keIN und daraus
a=  xe = es  mit leIN wegen ggT\(b,c) = 1, also a = lc, Widerspruch!

116/5. Wenn a, b und  c ein primitives Pythagoriisches Tripel bilden, so sind sie
paarweise teilerfremd, das heißt, a und  b können nicht beide gerade sein.
Wären a und zugleich b ungerade, so hätten sowohl a? als auch b? den
Rest 1 bei Teilung durch 4. Damit würde c* bei Teilung durch 4 den Rest
2 ergeben, was nicht möglich ist (weil dann c gerade und somit ¢2 durch
4 teilbar sein miisste).
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116/6.

116/7.

116/8.

38

Man kann also ohne Einschränkung annehmen:
a gerade, b ungerade, c ungerade.

a)  Annahme: Eine Zahl ist durch 4 teilbar.
Wegen a=2k  und b, ¢ ungerade folgt aus a?=c?-_b?:
4k? = (c — b)(c + b); weil (c — b) und (c + b) gerade sind, gilt:
4k? = 21.2m. Addition der Gleichungen c+b=2m und c-b=2l
liefert: 2c = 2(1 + m), also c= 1 + m,  wobei entweder 1 oder m gerade
sein muss, da c ungerade ist. Es sei z.B. m gerade, also m = 2n,
dann gilt 4k? = 21.2m = k?=]m = k?!=1.2n = kist gerade
a? = 4k? = 4(2k')? = 16k? > a = 4k".

B) Annahme: Keine Zahl ist durch 3 teilbar.
Dann ergiben sich bei Teilung durch 3 die Reste a = 1 oder 2,
b=1  oder 2, c = 1 oder 2. Die Quadrate a2, c* , b?hätten somit die

Reste a2=1, b?=1, c?=1. Wegen a?+ b?=2=  c?ist dies
unmöglich.

y) Annahme: Keine Zahl ist durch5 teilbar.
Dann ergäben sich bei Teilung durch 5 die Reste a = 1, 2, 3 oder 4,
ebenso b=1 ,2 ,3  oder 4 und c= 1, 2, 3 oder 4. Die Quadrate hätten
die Reste a?= 1 oder4,ebenso b2=1o0der4 und c¢2=1oder 4.
> a?2+b?=2 oder a?+b?=0 oder a?2+b?2=3

Widerspruch Widerspruch Widerspruch

a) Fläche(ABC) = p- ( a  +b  + c)
_ 99 _4Fliche(ABC) _ 4;ab 2a  _ (a+b%-_c?

P=   a+b+c “ a+b+c ”  a+zb+c " ”  a+b+c =a+b -c

b)  Man darf annehmen: a gerade, b ungerade und c ungerade
= p=  a r  DC  _ as  DL  mn  —k+ l -m  «N

ab und (a + b)Va? + b? = (a + b)c sind natürliche Zahlen.
(ab)? + [(a + b)Wa? + b? ]? = a2b? + (a? + 2ab + b?)(a? + b?) =

at + 2a°b + 3a%b? + 2ab® + b* = (a  +b)* — (2a%b + 3a%b? + 2ab®)
(a +b)! — 2ab(a +b)? + a2b? = [(a + b)2— ab}?

Nach DIOPHANTOS (Lehrbuch!) lässt sich ein Pythagoraisches Tripel a, b
und c so darstellen: a =2rs, b=r*—-s?, c=r?+s% (r,s eN )

abc   2 r s (® -s ) r?  +s? )  _ Qrs(r? — s’Xr? + s?)
a+b+c ”  Qrs+r*-_s8%4+r?*+8*? " 2 r ( r+ 8) = s(r — s)(r? + s?)



116/9. Nach Aufgabe 5.  gilt: a = 4k  und außerdem enthält das Tripel genau
eine durch 3 teilbare Zahl, diese kann nur a oder b sein. Wäre nämlich
c = 3n, so ließe a bei Teilung durch 3 den Rest a =1  oder 2 und ebenso
b = 1 oder2. Die Quadratea? , b? und c* hätten also die Reste a?=1,
b2=1und c2=0 ,  was wegen aZ+  b2=2  nicht möglich ist.

= A=20  = © =2kb=23 .1=6 l .

Konstruktionsaufgaben

116/1.  a) Konstruktion eines rechtwinkligen Dreiecks mit
c= 8,5, p=6,5 und q=2  ergibt b*=17.

b) Konstruktion eines rechtwinkligen Dreiecks mit
a=2,5 und b=4 ergibt c* = 22,25

c) Konstruktion eines rechtwinkligen Dreiecks mit
a=2,5und c=4 ergibt b* = 9,75

116/2. a) Gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit a=b=3 = c?=18
b) Rechtwinkliges Dreieck mit a=3 ,  b=6 = ¢2=45
c) Gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit c=3 = a?2=b%2=4,5

116/3. a) Rechtwinkliges Dreieck mit a=6 ,  p=4,5 = a*=cp
b) a=12  b=3  c) a=9  b=4  d a=9  b=4

117/4. a) Man  verwandelt das Dreieck in  ein Rechteck, dann das Rechteck
mithilfe des Kathetensatzes in  ein Quadrat (a = 5,3).

b) wie a) (a  = 3,95)

117/65. a) 41  2=524+42 Db) 65 2=72+42
ce) 32=1/52 +922 d) 82=+/39 +52

117/68. a) V3?=3.1 b) V6? =2.3 ce) 14 2 =2.7

117 /7 .  a )  ( 251 )  +n  ?=  n2 -2n+1  +n  = n2+2n+1  _ 21h )?
4 4

b) 92=82  +17 2

117/8. Durch Wegscheren einer Ecke entsteht ein Viereck, durch Wegscheren
einer weiteren Ecke ein Dreieck. Das Dreieck wird in ein Rechteck ver-
wandelt. Aus dem Rechteck läßt sich mithilfe des Kathetensatzes das
gesuchte Quadrat konstruieren. (a = 4/8 ~ 6,9)
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117/2.

118/3.

118/4.

118/65.

118/6.

118/8.

118/10.

a b C h q p F
a) 7 | 24 | 25 1672 123,041 1,96 | 84

a0 25 44b | 12 | 5 13 | 22230
6 4 225

d |3V5|3V5 | 75] 3 | 15 | 6 [11,25

e) |2V5| 5 5 | 2 1 4 5
f) [2V17);V17| 85 | 2 | 05 | 8 | 85
(bei f) gibt es eine zweite symmetrische Lösung)

a h F

a) 6 |3V3 [93
b) |3V15| v5 [243
ce) |2415] 3/5 1153

a C h, he F
a) [2545] 5 |2V5| 5 |12,5
b |V29| 4 B29] 5 | 10

c) 34/2 6 34/2 3 9

a) d =5V2 b) d=10  c) e=18  f=24
de= f=25  e) e=41  f=1/337

2s +5V2=30 = s=15(2-42) ,  b=30 (2 -1 )

u = 30\3

Ss =4 u=10

Fi _ a 2
a) Fo ~ a%2 ~1

b F i  _ a2+/3/4

F2 = a2/3/16
118 /11 .a )  ;ch= Zab

b) hc=ab =

40

hc? = a’h? = ha? +b?) =a%? =

100/7. b=17(\5 - 1)

13100/9. a=

u _ 4a  _
Uz 9354/2

_4 uy _ 3a 2

1 us 3a2

ab
= h=



118/13.

118/14.

118/15.

119/18.

119/17.

119/18.

119/19.

119/20.

119/21.

119/22,

120/23.

120/24.

120/25.

120/26.

120/27.

AB=V45 F=225= :V45d

a=65  b=85 c=5V5
a = 512 b = 44/2 c=  82
wegen a + b? = ¢? ist AABC rechtwinklig, F = 20.

Es  gilt: a=¢=8,5 und b = d = 6,5. Deshalb ABCD ein Parallelogramm.
AC =10V2 BD =+29

a) AM= BM =CM=5

b) Di (5+2V6[5)  Da5-2V6|5 Ei(8/0)
c) MF2=2425<25 = F liegt im  Kreis.

E2(8|8)

Auf  dem Kreis liegen A, E, Z, P, C, Y und V. Im  Kreis liegen G, H und S.
Außerhalb liegen X,  B und  D.  Der  Kreis geht durch den Ursprung.

A(21/8) D(34|0) G(0]21) R(8|16) GD  =+1597, lgrap = V89 + 2/233

Mit M(x|y) ergeben sich die Gleichungen:
I x -32+ (y -32= r2  II x2+ (y -9y= r?2
IIT (x-1,5)? +(y- 13,5) = r *  , die Lösung ergibt M(7,5|/9) und r = 7,5.

e=MB -MA= 1137-5

Aus V(x-6,5) +y? = V\ (x -2 ,5)7+(y-6)?  folgt y=2x

= d = V45

h= r—Vr2 -1%4  ~13 ,3m

Der Messwert 17 ist falsch, weil d irrational ist (Abweichung: 0,17%).

c=8  a=b=+65 2=°=0,778% a=ß>60° wegen a=b>c.

s=  1/80

a) e= \ ( r+h ) ! - r ?  ~19 ,5km

b) miteausa)gilt: e=e+x=e+ \ ( r+h )? - r?  ~355km
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120/28. 2,7 826
= ZZ  = = = 5 5%a) m= 3 =9% b) m T5000 — 826? ‚ 5%

c) 45°: m = 100% 30° m=  = „57 ,7% 60° m=\V3 ~173%

d)  aus ==0 ,2  und 5 B

s? + w? = 40002 | 25V2
folgt s = 784m o f  AD

ENE
121/29. AS=5V2-25~46<5

Al

121/30.

121/31.

121/32,

121/33.

122/34.

42

Sockel

Aus x :3  = 65 :4  (30)
folgt x =4,875
1=V6 ,5%+ 4,875? = 8,125 4

L
3

25
ED = 1b? + ¢2 EC=a?  + b% + ¢2
VM-= > Va? +b? + 2 BV=1+/(a?+ b2)/4 + ¢2 X

MC  =425 S = 5.12 + 30-42= 1320 V = 1260

a) aV5 2410  2413 245 a2  2413

b) 26  za 26  243 sa

M sei der Mittelpunkt des Quadrats und P die senkrechte Projektion
von X auf  ABCD:
BM=42 BS=3y2 XP=2 BP=\25 BX=V65 Hrrapez= 2,5
Fläche(BCYX)= 241.5. S=4+4 230 = 41  + V17)

rn
av2 .a  _ aV3.d = 2.4
2 72 > d=  3 6



122/36.

122/38.

122/39.

122/40.

123/41.

123/42.

123/43.

123/44.

123/45.

123/46.

123/47.

a) d = 2 b) e=  r \2 103/37. e = 10cm

t =25 -+25%2-242  = 18

X=  26  y=a \25  +2  z=aV1+  0,52
a _a.lg 2.5
2+*2 1442 2 v5

a) a 72  b) a 72
a als
272  1+5  a3

52+ 82 = \52 + 32 *
F=4  22  = 2400
die Gleichungen = f = 2400 und e%4 + 2/4 = 2500 ergeben:

e!—10000e%+ 48007 =0 = e;=80 e2=60 f;=60 f,=80

s = 45, PA=  Y10 ; die dritte Ecke des Dreiecks mit den Katheten 1 und 2
sei R,  der HohenfuBpunkt H.  Kathetensatz:

12-V5RH > RH=1V6 = QH=! = QA=ViO
das heißt, P und Q liegen auf einem Kreis um A.

Der Diagonalenschnittpunkt des Vierecks ABCD sei M.
Wire ao = DMA = 90°, so würde gelten
MD  =h ı= Te  und AM =hs= =
wegen hy? + hy? = 152 ist dies unmöglich = a = 90°.

Fir die Hypotenusen der gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecke
ergeben sich der Reihe nach a2, 2a, 2av/2, 4a, 4a\2, 8a, 8a\/2, 16a
aus 4a  =12 folgt a=3. vk

©aV2=82 = a=  41,2 a l  x
h=  4.6 h
y=h+ ;a=  TV2(\3 +1)  On  A 1S
x=  hV2=413 a 0607  y 45°

a) Wegen 20% =122 + 16% und [go
392 = 152+ 36? ist ABCD ein 450 x
Trapez, weil AB || CD ist.

b) d; = d2 = 45 i s  (46)
ce) x=10  z=12  b=d=+1305
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123/48.

105/49.

123/50.

124/51.

124/52.

124/53.

e=51 ,  f =  74; zeichnet man  die Höhe h des Trapezes durch C (Höhen-
fußpunkt H), so gilt: h = 24, HB  = 25
= ß<45°, weil 24 <25 und <CHB = 90° ist.

D
v=  15a w= 25a

AEFC = AEAB (SWS)
— e=8

s? = (a/2)? + (a  — a/2V3)2
> s=aV2-V3

A

h=  5 3z  x=\V3z, y=  22

> z+y=8m =

Zz = 4m, X = 43 m, h=2V3m

a) Die Kongruenzsétze
liefern (siehe Skizze!):
e=QC= CH = CP

b) Die Behauptung folgt aus
den Kongruenzsätzen.
F=ab=12

“BT

15

(t + 3)  = t? + 15
6t  + 9 = 225
= t=36cm t t +3

oder Sehnensatz:
3-(2t + 3) = 15-15
= t=36cm



Schwierigere Berechnungen

124/1.

1256/2.

1265/3.

1256/4.

125/85.

125/6.

1256/1.

V+W,

v+w=2a  = a=" ,  gg? = vw (Hohensatz)> g=\vw
gZ = ha (Kathetensatz) = vw  = h: " 5 "  — h=  Bow

V+W 2 Yy+W 2

q?  =a? +(a -v )  (Pythagoras) =>  =~ )  + ( : a ) _ vw

v2 + Ww?

W—V
Der Kreisradius sei r: a=v+ r=v+  = —

Sekantentangentensatz: g!=vw = g= \ vw
Kathetensatz: g2=ha = h=  Zw

d = DB=  25; x = = = y=12; DP=QB= 9 (Pythagoras)

PQ=25-29=7 = x=\193 (Pythagoras)
u .  z=  24193

Parallelogrammseite a = 26, x=  V312 + 122 = 1105
y = V182 + 122 = 613 ;  1222132 (3V13) = z=413

Haben die abgesägten Dreiecke die Schenkelléinge s, so gilt:

I b?=2s? = s=;V2b N b+2s=a

I i nII eingesetzt: b+b\2 =a  = b=a(V2- 1)

F=a%-4  1 8% = 2a%(2 — 1)

a) r=  >a  b) r=  1a\2



125/7. ©) I a? + (a — x)? = 4r?
II x + ja l=s?
HI  + 2a? =4r?

_ 1 = 5 _ 1= X=  za, r=  3a, s= ;aV5

d) ry2+r=a\2 —r=a (2 -2 )
Sekanten-Tangenten-Satz:
xa= (a - r )?  = x=a (8 -2V2 )
x? + (a - r )=  sg?

=> 8=  20  — 142  a
a = 90° wegen (a -  x)? = 2r*
= MeAB

e) a=R+RV2  = R=a ( \2 -1 )

a-r

—- ® © - -

rV2+r=a\J2-a => r=  a3  -2v2)

f) a=r+\fr?+ za? = r=  Ja

g) AAED = ABGF (WSW)

X=  za  5-h,
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h)  1. l s l ays=1 . l aa  |

> s= ;aVb v 5
x2 + §% = a2 = x=  :aV5
1 1 2
gdV=  > X'S =>  V=  5a  a

w=1Vx2-v2= za

t=\Vw2+(a-v) = = aV10 t %/5

a |

1) r+za=  > aV2 = r= ;a ( \ 2 -  1)

Jj v:=(a-  5 aV2)? + (a — 5 aV2)? = v=a(y2 -1) w=V

Kk) ( r +  sa )  = (  ay? + Ga - r }  = r=a/8

)) ( 2 )  + ( a - rP  = Ga+r )  = r=(2-+3)a  S=r

m)  h+ r=a ,  h>=rla+r) (Sekanten-Tangenten-Satz)
= Vr?+ar + r=a  = r=a/3 (h i s t Höhe in AABM)

n)  ist x die längere Teilstrecke von a, so gilt:
2x2=82 = x=  58 2;  8? =a?+ (a -x?  = 8=a(V6- 42)

0) a?+ (a+x)? =4a2
=x=a(y3-1)
2x2 = g2 X

= 5=  (V6 -V2)a
t?=a%2+ (a-x)?
= t=a(\6 - V2) a

a

X
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F

126/8. a) p=  irV3
b) F=6 - r ; r y2  = Var?

c)  P1=  3 :  20,

d F ;=  SF = ; V3 r2
A Le  SM D

N 9 .  Q4
ACC ©

B C

126/9. Die  kleinste Sehne ist pa  ep  - - ”  ©
das Lot zu MA; s=8  NAL
s = 24r2- d2 N
s'=2Vr’-d? =
wegend'<d gilt s<s'.

126/10. x2= t2+ u?, v?=t2+s?
v=r?+s?, wl=r2+u? V t X
durch Addition folgt: \
x4+y%= v2 + w

126/11.  y = 2aV2 Z = \G  a) + Gay  = : aV10

126/12. AC=aV\3 = X=  a3  — 1)

z2= (a-x)%+a%4 = z=  a\2—3 = 2a(\6 — V2)

ap=;aV3-;a = p=  ;a\3
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126/13.

126/14.

126/15.

126/16.

126/17.

127/18.

AMNU  ist nach Konstruktion —
gleichseitig, ebenso ist auch
AMWYV gleichseitig, weil
XM  = 60° und MW =MV ist.
Da  fiir die Höhe in AMWYV gilt
h = HV= MB, muss VW
Tangente sein.

a) h=48  x=28
b) wieina) gilt h=4 ,8

= z=2 ,8

10

Nach PTOLEMAIOSgilt: e2 = vw +82 = e = { vw + 82

fiir die Flächen des Sehnenvierecks gilt:
e(ab + cd) vw  + 82 - (WS + vs)

F="0  = 4r
_ a+c  _ V+W 2 W=V\2

F=  2 -h = 2 Vs  - (Z—

2
gleichsetzen ergibt r = \ z  VW + 8

8° — (W—-v)¢

Mit AM,=x und HM,=h gilt
x2=v:+h2=b%2+a%4,  h®=a?%4-w?
= v2+a¥a-w?l=b?+a%s = b2=v2-w?

a) x=  ;aV2 b) 2 r= 2a  = r=a/4

c) r+ r y2= ;a  = r=  z(V2- Da
d) r’=(3a/2)%+ (a2 = a=  V10r

a )  s=  2bV3  h

b)  Strahlensatz: - = a x

h=  2aV3 = y=  13x

2y+x=a  > x = a(2V3 — 3)

andrerseits aber auch
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127/18. e) 2 r= 5 aV3 > r=  A 3a

1ayB= laV31
3

2 r+3p=h -=  -aV3 > p=  + a3

127/19. a) M(He=q- ;¢ und M.H.= Ve  —r) =r?  - r
Gleichsetzen dieser Gleichungen liefert schließlich r=b -q,
wenn man cq = b* einsetzt.

b) Nacha) gilt: ry =b—-q und analog ro,=a -p  => r i + ra=a+b -c
Für die Dreieckfldche gilt: F = zab= r - zu  ( u=a+b+c )  =

2ab  _  (a+b-c*
a+b+c  a+b+c  ->

insgesamt folgt also: 2r  = r ;  +r, = M halbiert [M;M;]

tab=r-2(a+b+0c) => 2 r=  =a+b -c ,

127/20. Sekantensatz: a-a, = b-b,
=> ala — a.) =b(b-b , )
= b%2-a?=bb,—-aa, (*)
Pythagoras: ¢? —a2 =b?%- ap?

= ¢?=b?+a.2—(a—a)?
= b%-a® + 2a,

Einsetzen von (*)  ergibt:
¢? =bb,—a-a, + 2aa,

=b-b,  + a-a, ——

1277/21. Pythagoras:
a?=e?  +12 ,  ¢?  = ey? + 2 ,

b?  =e)? +12, d? =e?  + f ,2,

Addition ergibt: a? + b® = b? + a?
Vertauscht man  im  Sehnen- TA

viereck ABCD die Seiten b und c, : ID  Tol
so bekommt man  das Sehnen- | / 0 "  = _\-----0077] ;
viereck ABCD  mit demselben A
Umkreis und b'=c¢c, ¢'  =b.
Wegen ay = <DAC = <DBC
(Umfangswinkel) und
as = XDBC = € BDC' (Umfangs-
winkel über gleich langen Sehnen)
gilt <ADC'  = dq  + 0g  = 90°,

da 6;  + ao = 90° (AASD)
= AACDist rechtwinklig = AC'=2r = c¢2+d2=b2+ d2 = 4r2
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127/22.

127/23.

128/24.

a

b) r+  a\2 =2a  = r=a(2-42)

c) ( 2a - r2=a ’+ (a+ r®  => r=  za

d) x=  ( r+  za)“ — za? =r?+ ar
r+y=2a
r+\Va?+r2+ar =2a > r=  za

N
o

ra) 2 r+a=2a  => r=

a) ( r+ ;aP=  ;a%+(a—r)
= 1= r= ;a

b) x2=  (a - rP - r?=a? -2a r ,
einsetzenin
Ga- rP+x ’= ( r+ ;a )
ergibt r = :a

ee a= r+ ry2  = r=a( \2 - 1)
x=a -p - r=a l2 - v2 ) -p

( r+pP=r2+x°

= p=(3-2v2)a,

wegen x = r  ist ABCD ein

Quadrat.

a) Die  Mittelpunkte der drei großen
Kreise bilden ein gleichseitiges
Dreieck mit  h = 3 .  Der andere 0 @%)
Mittelpunkt ist zugleich Umkreis-
mittelpunkt. 7 d )

=> p=3 r  3 - r=  5 r(2V3 — 3)

b p=  2rV3+r= :r(2V3 + 3)  /
co) p= r+2 .1 r f 3=1 r3  +3 )  y

d)z=r -1rV3,  y=  31V3 o ®

p=y+z=  23 -83 )
a l



128/25. MS-  12, AS=12y2, BS=4+13, Höhensatz: MS’  =BM-x = x=18
— r=13, also ML=5 =SL=13

128/26. Aus x2 = a? + a? (gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck) und
x-2x = (r  —a)(r + a) (Sehnensatz) folgt x = 2 r\10 .

128/27. a) > = 243 b)2 =5 -1

128/28. a) a =d\2, b=224d,
c=d\10

b) 2ab=}ch
= h=2+10d
h* = alc-q)
= q=%+104 ,

p=3V10d  (g>p )

c) s ,=  ; V34d A
(Pythagoras)
sp=2d, s,=3 10d .

129/29. (R+r)2=([R - r )°  + R?
= R=4 r

129/30. 2p\3+p=r = p=r(2V3— 3)

129/31. 1.Fall: g=¢=90° 8,2 = C2 — 1
Addition liefert
28.2 =b%+ Aa?
= 8?  = ; (2b? + 2c? — a?)
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129/32.

129/33.

129/34.

129/35.

129/36.

129/317.

130/38.

2.Fall: Einer der beiden Winkel, z.B. ¢, ist spitz, also ist ¢ stumpf:
Der erweiterte Pythagoras fiir die Dreiecke ABM  bzw. AMC
ergibt: c?=s .2+ ( ;a ) * -2  Jaa ,

b?=s ,2+  ( a )  +2  J a-as,

Addition liefert wie im  1.Fall: s,? = a (2b? + 2¢2 _ a2).
Analog gilt: sy? = ; (2a? + 2c2—b?), 5,2 = 1(2a% + 2b% - ¢?),
durch Addition ergibt sich s,2 + s ,  +s.2 = : (a? + b® + €).

1.Fall: a=B=90°  = ABCD ist ein Rechteck; es gilt:
a°+b*=e? a’+b%2=f2 = 2(a%+ Db?) =e2+2

2.Fall: Ein Winkel, z.B. a, ist spitz = B ist stumpf.
Der erweiterte Pythagoras für AABC bzw. AABD ergibt:
e? =a? +b? +2ab, und f?=a?+b?-2ab, = 2(a?+b?) =e?+ 2

a) 2h,2=5® = h,= 3sV2=hy
h2+ (s—h)2=¢2  = ¢

h2=s2-¢%4 = h.= 1sV2 + V2 b) ¢ = 5V2-V2
¢) s,=h, s ,=  : V2b% + 2¢2- a2 (vergleiche Aufgabe 31.)

Sa = 15  — 22  =S%

h2=b? -q2  h l=a? -p?= B_dg=a-_p !  = a-_b l=p! -q

Die kürzere Kathete sei q, der Radius des großen Kreises sei r:
y? = q-2r, x2=qr (Kathetensatz, q ist auch Hypotenusenabschnitt der
rechtwinkligen Dreiecke in  den Thaleshalbkreisen!) = y® = 2x2

Mit d(P,c)=r, d(P,a)=s und d(P,b)=t gilt:
w+ r l=22+ t? ,  r e r ,  wi+ t?=y®+s?
Addition: v2 +r2+v2+s2+wl+t l= 22+  2+ x22 +2  + y2 +52

= w+ v2+w i=x?+y%+122

a) Für die Höhe x des Dreiecks aus den drei Mittelpunkten gilt:

x=\( r+p)2-p% = Vr2+2r > h= r+p+x= r+p+  \ r ( r + 2p)

b) Mitx — wieina) — gilt: x=  2a? -  Lal  = 2 aV2
= b=  5a+  za+  > a2 = 1(3+2V2)a = 5 = 4(3 — 2V2)

( s / 22+ (m- r2=R2  => s=VR?- (m- r )?

53



130/39. a) R *? - (m- r )>0  b) nein

ec) s' =2V r2— (m —- R)?

d) konzentrische Kreise: s = 24YR? — r?
Berührung von innen: s = 2VR? — (2r — R)?

130/40. a) 2h=m+r+R  = h=  c (m+r+  R)
fiir die Fläche des Dreiecks aus den beiden Mittelpunkten und
einem Schnittpunkt der Kreise gilt: F = Vh(h — R)(h — r)}(h — m)
(HERON)

1 .1oder auch: F = 5 mM 5 8=  ;ms,

Gleichsetzen ergibt: s = = Vh(h - R)(h  — r ) (h  — m)

b) s=2 r  = m=  VR? - r ?

130/41. Fällt man  von P aus die Lote auf  die Schenkel, so ergibt sich ein Recht-
eck mit  den Seiten > v\2 und : wy 2
Aus CP?= SVE + 5 w? folgt v2 + w?=2CP.

130/42. Dreieck VAM  ist gleichseitig wegen VM= AM und XAMV  = 60°,

= AV=r= 15V3 = VP= vz  s (Pythagoras),

Sehnensatz: CP(2r —CP) =VP  -PW = PW-= 152  ,

VW= VP+PW = > sV21 .

131/43. z=7  (Pythagoras)
y=7  (Sehnensatz) ©
r=20  (Pythagoras)

Sekantensatz: 24 :

(x — 20)(x + 20) = 18-50
= x =10V13 X

DV
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131/44.

131/45.

131/46.

131/47.

a) CLDE ist  wegen
seiner rechten
Winkel einRechteck
= EL=CD=24

b) eine Winkelbe-
trachtung zeigt:
EL L ML und
EL  L NE
= EL  ist gemein- |

same Tangente.

c) <B  = 90°- a A
<DEB = 90°
<DEL = 90°-a = 4A  + <E  =180° = ABEL ist ein Sehnenviereck.

PP+(1 -02=x®+1+x+p )? +¢*=> x +px+q=0

a) x ;=0  Xo = —3 b) x;,=-2 x=1

¢) x1= -3  XxX,=4 d)  x5=2  e) Xx,=-2,5 x ,=2

f) keine Schnittpunkte,
also keine Lösung

Wegen gleicher Grund-

linien und Höhen gilt:
F i=Fo=F i=F ;
Fy=Fg=F , ;=Fg

= [1+ [2]= [3] Y

+

<

Fo

Ist H der HohenfuBpunkt undDH=x,
so folgt aus dem erweiterten Pythagoras:
bP=q?+d2+2qx = 2x= 5 (2g? d?),
a?=p?+d?-2px  = 2x=  „p?+d? -  a?)

= 5b? q?-d?)= -(p?+d?- a?)
= a2g+b2%p= (p+q)d?+palp+q) = a%q+b%p= c (d?+ pa)

55



131/48. ADCE = ADHC (SsW) = DH=x
deshalb ist EDHC ein Drachen
und <DCH = ;
wegen <CDB  = < CDH

ist ADBC gleichschenklig,
das heißt,DB=CB = x=y  A

131/49. Umkehrung: G i l t im AABC: 1 )  c’=a?+b* = y=90°
2) c?=a?+b?-_2aay = y<  90°
3)  c?=a?+b*+2aap = y<90°

Beweis: 1 )  siehe Umkehrung des Pythagoras

D\

2)  wäre y>  90°, so ergäbe sich mit  dem erweiterten Satz
von Pythagoras ein Widerspruch

3)  analog wie 2)

131/50. 1.Fall: &£= 06 = 90°, das heißt,
AABC ist gleichschenklig
2 =b?— c%/4, s? = a? _cY4
= 8, = > V2(a? + b?) — ¢2

2.Fall: Ein  Winkel ist spitz, z.B. ¢
b? =s.2+c¥/4  +2.  > C-Cgc

a? =s2+c¥4 -2  > C-Cac

= 282= : [2(a? + b?) — 2]
= 8 . = 5 V2(a? + b?) — ¢?

132/51. a) Im  Fall a=b gilt x = 0,  das heißt, die Formel stimmt,
im Fall a>Db gilt: a?=s2+cH4+2 ex

b%=s2+ cs - 2 .  > C-X

= a%?-b%=2cx
im Fall a <b  gilt analog: b? -a? = 2cx
: : Ja? — b2|
insgesamt folgt: x = De

b) ist die Differenz der Quadrate
der Entfernungen konstant, A
so ist nach a)  auch die senk-
rechte Projektion x von [MC]
auf AB konstant = Ce g LAB.
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Liegt umgekehrt C auf  g | AB, so folgt:
b?=AH?+CH?,a?= CH? + HB?
=> b?—_a? = AH?-_HB? = const

132/51. c) hat  P gleiche Potenz bzgl. k ;  und  ky, so gilt mit PM;  =a  und PM2=b:
a?-r;?=b?-ry?2 = a?-  b?2=r,?-r,? ist konstant.
Nach  b)  liegt P deshalb auf  einem Lot zur Zentrale.

132/52. a) Pythagoras: h.2 = b? — cp? = (b + cp)(b — cp)
erweiterter Pythagoras: a? = b? + ¢ 4)  2ccp
= = 5 |b?+c?-a?

b) h=b -—c?= [b+_  (b?+c?-a?)] [ b—,  (b> +c?~a?)]
= - [ b+cP-a? ] - [ a? - (b - c ) ]
= zb+c+a )b+c -a la tb—c la -b  + c)

c) 2s=a+b+c  b+c -a=2 (s -a )
a+b -c=2 (s - c )  a -b+c=2 (s -b )

he  = 1 -25-2(s — a) -2(s — c) -2(s — b)

F=  5 Ch; = 10.2 sis — a)s — c s  — b)  = Vs(s —a)s  —c)s  — b )
2 ©

132/53. " 744 .224 =
aus h? + x? = 49 und hx = 2,4(h+ x) folgt:
h?2+2hx +x2=49+2hx = h?+2hx+x2=49+4,8(h+ x)
= (h+x )2=49+48h+x )  = (h + x)* — 4,8(h + x) + 2,4? = 54,76

(Strahlensatz, x ist 2.Kathete) = hx  =2,4(h + x)

= (h+x - 2,4) = 54,76 = h+x=98  I

weiter gilt: h? — 2hx + x2 = 49 — 4,8(h + x)
= (h — x)? = 49 — 47,04 = h - x=14  I

Addition von I und  II liefert: h = 5,6

132/54. u=2v612 ,5 -35~14 ,5  x=5u=1725 Ww =X

v =35—-612,5 ~ 10,25 y = 918,75 — V612,5 ~ 5,56
z = 35 —/918,75 = 4,69
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133/55. a) Das Lot durch M;  auf AB schneide AB in  F, z=M;F, CB=x,  und
BF  = y. Dann gilt fiir AFDM;: z? =r?-_(x+y)? und M;M%=
z2 +(R+y?=r°_(x+y)!+(R+y) =r?+R?-_x®_2xy + 2Ry

Wegen der harmonischen Teilung gilt aber AC :CB=AD: DB,
das heißt m = hs  — 2Ry-2xy-x?=0,

damit lautet 1];  MiM£=r?+R2 = XT = 90°;

schneiden sich umgekehrt die Kreise rechtwinklig, so gilt:
r’+R?2= (R -x+ r )  = x2+2rR-2rx-2Rx=0 =
2x?+ 4rR — 4rz - 4Rx=0 = 4rR -2Rx — 2rx + x? = —x% + 2Rx+ 2rx
= (2R — x)(2r — x)  = 2x(R + r) — x*
— 2R-x _ 2R+r ) - x  ‚ also AC:CB=AD:DB

X - 2 r -xX

b) Weil ein Apollonioskreis zu  [AB] einen Durchmesser eines Kreises
durch A und B immer harmonisch teilt, schneiden sich die Kreise
nach a) senkrecht.
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144/1.

144/2.

144/3.

144/4.

144/5.

144/6.

144/17.

144/8.

144/9,

6.Kapitel

a) AT=65(5 — 1) TB= 6,53 — V5)
a) AC=13+AT= 6,505 + 1) (oder AC=  6,505 + 3))

AT = 4015 — 1) AC=8+4 (V5— 1) = 4(1 + 5)
AD=TB=4(3-+5)

Eine Strecke a heißt stetig geteilt, wenn der größere Streckenabschnitt x
geometrisches Mittel von a und der Reststrecke a — x ist.

Mit ZP=x, AB  =c  undAT =z gilt:
s : x=x : (3—x)  (stetige Teilung). Wegen QT  = x liefert der Strahlen-
satz: s : x=a : z  und x:(s—-x)=z:(a—-2) => a : z=z : (a -12 )

a) vergl. Lehrtext b) 18°= = e) 24°= = + =

d) 3°=% e) 81°=2.36°+ ¥

a) Kathetensatz: b?=c,2=c(c— 6)  = C:Ca=Cal(C— Ca)

b) Man konstruiert den Teilpunkt T = H,  auf c. Die Hohe h.  schneidet
den Thaleskreis über c in  C.

f 1 -2 ,9% f2=1,1% f3= -  0,43% fs = 1,6% fs = — 0,063%

AC=  : \5¢ ,  Flache(ABC) = t 2=ps=p  (V5 +1 )  => p=  1e(V5 — 1)

= HS=2p= }c(v5-1), SC  = 1c (3 -  5 )

a) Nach Konstruktion gilt DT  || CE. Da T die Strecke [AE] stetig teilt,
folgt aus dem Strahlensatz, dass S die Strecke [AC] stetig teilt.

b) AC=6V5 AS=3BV6-5  SC=3(6-5)

D a © ,

Al  X 1 a-X B X |



145/10. a) — = —— = = = = x * - x -1=0  => x= ra l so  _=o0

b) a t ya=xa  =>y=x -1=1 -1=0¢

145/11.  Nach Aufgabe 8.  teilt der Schnittpunkt von Inkreis und  Hohe die Hohe
stetig, weil ¢ = h, ist = 0=+5— 1

145/12. QU=a, MD=MP=;V5a => PQ=MP-a= ;a(\5 - 1)

= PQ:QU= ;(\5 - 1)

145/13. s?= (1 -8 )1  = s?+s5 -1=0 ,  also s=o=  ; (V5 — 1)
Das umbeschriebene Rechteck ist deshalb ein Goldenes Rechteck.

145/14. AC=CE=2a=CF
BD=BF=d-a
AD=AE =d
AACE ist gleich-
schenklig, also ist
zu zeigen, dass gilt:

Pythagoras in ABCF:
(d — a)? = a? + 4a?
= d=a(\5 +1 )

d _ v5+1
7 2a = 2 =T  => €=  36°

146/15. a) Wegen AC=AD= 2a ist AACD
gleichschenklig. Weil  B nach
Konstruktion [AC] stetig teilt,
gilt:
BC=2(5 -1)=a(V5 -1 )=DC

AD:  DC = (2a):  (a(\/5 - 1 ) )

b) Man  konstruiert z.B. zuerst AACD
aus AC=AD=8 und XDAC = 36°,
die restlichen beiden Ecken findet
man  mithilfe der Fiinfeckseites = CD.

c) Der Mittelpunktswinkel eines Bestimmungsdreiecks ist 36°.



146/16.

146/17.

146/18.

146/19.

147/20.

d) Für das Bestimmungsdreieck AN
ABM  des Zehnecks gilt:
AABM~ ABWA
AW=MW=AB=s
=r : s=s : ( r - s )

ATh  _ Tbh;  M r A

es gilt der Strahlensatz:

h ı  CB AB  AT+TB AT
i =S8- TB- TB  = Tp t+ 1 daraus folgt:

Ah  UN SNTB” h ı  = ATTB+1 ht Tp=* giltalso

X=  => X2+X-1=0  => x=  2 (\5 -1)=o0o

Kathetensatz: b* = (x + b)x ©
b _ X A X _,> ,  =>5 +1 ,  m tg  =z

z=z+1  > z+z+1=0

= Z=  5 (V5 -1 )=0

t =v  (Mittelparallele), h=  28  =v3 ,  r=  23 ,
ist M Kreismittelpunkt, N Mittelpunkt von t und R Endpunkt von s auf
dem Kreis, so gilt wegenMN = v3  nach Pythagoras in AMNR:

( s+3vV2+(CwV3)=CwW3)

= s?+vs—v2=0 => s=  > (\5 Dv  => s : t =  : (\5 ~-1)=0c

Das Fiinfeck von Dürer ist nicht regelmäßig. Nachrechnen (mit
Trigonometrie) zeigt: o = ß ~ 108,4°, y=¢  = 107°, d = 109,2°

Mit a =2 r  und TP = x gilt nach dem Sekanten-Tangenten-Satz:
a’=(a+x)x, also == = 2 = QP: QT= 105  +1 )=1
Da  die Endpunkte der beiden eingezeichneten Durchmesser ein
Rechteck bilden (Halbierung der Diagonalen und Thales), gilt:
QB||TS =BP:BS=QP:QT=1 (Strahlensatz)
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147/21.

147/22.

147/23.

147/24.

147/25.

147/26.

148/27.

148/28.

62

ANund AB, AB und AI, AT  und AI  und ebenso bei den übrigen
Diagonalen und Seiten.

a) Der  Radius des ersten Kreises ist NE = AB=  \5  - 1
= AD:AB= 1 (\5 - 1 )=0

b) AT=+v5 - 1 ,  TB=3-V5 = AT:TB=;(\5 +)  =r

AB=45, AT = AM + MT= > 5 + > = 35  +1 ) = 1

TB=V5 - ;(V56 + = 305 - 1 )=6

r=\5, AD=V10-2V5, AB= V10+ 2V5 =
DL  os .  30 -103; _ f ez  (5;1p  = 105 -D=o

Das Trapez ist Teilfigur eines regelmäßigen Fünfecks = ! =T .

Rechteckdiagonale d = NE15  +5) . Mithilfe der Flächenberechnung

= = = ergibtsich z=  NE  (10 + 2V5). Aus Symmetriegründen folgt:
X=Z  und W1=Wo=W (äußere Diagonalenabschnitte):

w=vV l -22  = 10246

y=d -2w= /1 ( \ 5  +5 )  —2 1025

_ 1 10 +26 V5-1\“ 10+2V6_ 14 [10+2V516  AO EB 10 =Z

t +1  72n T=  sind ACNL, BDEM, BCNM, usw.

Goldene Rechtecke.

Die kürzere Parallelogrammseite sei s, die längere s + x.
Dann gilt wegen der Ahnlichkeit:
( s+Xx ) :8=8 :X  => (S+x ) :S=1=  2(\5 +1 )



> nn  — T .

Si

148/29. Die Figur entsteht durch zentrische Streckungen am  Zentrum Z.
Es  ergeben sich die Beziehungen:
d
5 = und di  = 8 25  @9)

2

148/30. a) h = ob z 14,5m

b) Pythagoras in  AABE:
(h+R) !=  b?+R?

wegen h = ob und 2 =oc+1

wegen : x=h -  zb  = 5 b(2c — 1) ist E also Mittelpunkt von [FG].

63



7.Kapitel

Aufgaben zu  7.1

156/1. Dreiseitige Pyramiden

156/2. Dies ist immer möglich. Der abgeschnittene Eckpunkt muss von den
Punkten, in denen die Kanten durchgeschnitten werden, gleiche
Entfernung haben.

156/3. a) Die  Ebene enthält den Höhenfußpunkt und die Spitze, aber keine
Kante.

b) Die Ebene enthält den Höhenfußpunkt und eine einzige Kante.

156/4. n k e f
3 6 4 4
5 10 6 6

16 32 17 17
100 200 101 101
m 2m m+1 / |m+1

156/5. a) 8 Seitenflächen b) 31  Seitenflächen c) 96 Kanten

156/6. a) Hat die Grundfläche n Seiten, so kommen noch SZ Seitenkanten
dazu, also hat die Pyramide insgesamt 2n  Kanten.

b) Ist die Grundfläche ein n-Eck, so hat die Pyramide n+1  Ecken. Weil
zur Grundfläche noch n Seitenflächen-Dreiecke dazukommen, hat
die Pyramide n+1  Flächen.

156/7.

a) b) c)



156/8. a) z.B. in  Richtung der Höhe S

b) z.B. in  Richtung eines
Lots der Ebene E(A,D,S)

156/9.

a) b) c)

157/10. a) Die Dreiecke ASF, BSF, CSF usw.
sind kongruent nach dem SsW-Satz,
— FA  =FB  =FC-=...
= F ist Umkreismittelpunkt.

b) Aus SM=+81  + 25 = 106
und SU= 81  + 16 = \/97 folgt:
Die Pyramide ist nicht gerade.

c) Weil der Höhenfußpunkt außerhalb der Grundfläche liegt,
sieht die gerade Pyramide MIES nicht gerade gerade aus.
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157/11.

158/12.

8 g h M
a)| 3 4 1 8/5
b | 2v5 6 v2 [12411
c)| 8 2 V62 | 127
| vio | 2 24/2 12
e | 2v2 | v2 | V7 |2v15
| 3 | 2v3 | v3 |12v2

S g h M
a) 10  6 8 18491
b| 6 3,6 48  | = 91

c) | ;V1049 5 16 240

158/18. a) Umkugel
AAFM:
r* — (10  — r)?

= (3V2)?
= 20r = 2°
=r  = 5,625
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b) ähnlich wie in  a)  ergibt sich: 11
17 \Umkugel r =  Ja  pd AN

Inkugel: r = 201 — 3)a 7 T AN

ATTEN
158/14. a) Oktaeder NG / A .

N\ ——
b) S=50V3 N, /

_ NEP 4
c) SiS =512 N/

159/15. a) h*  sei Höhe im  gleichseitigen Dreieck mit  Seitenlänge 6r: h*  = 3V3r
h=h*+2 r=  (34/3 +2)r

b) h*  sei Hohe im  regelmäßigen Tetraeder mit Seitenléinge 6r: h*  = 26 r
h = h*  + 2r = (2V6 +2)r

Aufgabenzu 7.2

163/1. SD LDA, SD LDC,

SC L CB, SA  LAB

E(AD,S) L E(A,B,C)
E(D,C,S) L E(A,B,C)

E(A,D,S) L E(D,C,S)
E(B,C,S) L E(C,S,D)

E(A,B,S) L E(A,D,S)

1683/2. a) Kantenwinkel: XUFS =~ 76,7° <LUSF =~ 26,7°
CUS =72,1° «USC =35,8° (im Rechteck: 90°)

b) ¢=674°
ce) X[E,.c,s), E(F,U,C)] = 76° <X[E(F,U,S), E(F,U,C)] = 71,6°

163/3. a) @»54,7° b)  ¢=45° c) ¢o=317°

163/4. a) ¢ =~ 70,5° b) ¢=1095° €) ¢=1382°

164/5. a)  AS=BS=CS=DS=;aV6  ¢=~547°

b) AS=BS=a\5 ¢;  = 63,4°
CS=DS=a or = 41,8°
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164/6.

164/7.

164/8.

164/9.

68

CS= a3 0; = 35,3°

a) h=  343 b) h=  26  c) h=3

d) h= 313 e) h= 43 f) h=3

a) S=  1 .6 .33+3- 3 6:V67 = 9V3 + 9V67 = UV3+ V67)
b) © =77,8° c) ¢=~578°

a) EF= 10, EF=LF=El- Fl=- 11-52
b) ALMI ist gleichschenklig-rechtwinklig; d(M;LI) = 32
c) <(EI,  FI) = <(EL,  LF) =90° (EL, EF) = <(EF,  FL) = 45°

X(LF, FI) = (FI, IL) = (IL, LF) =
= <X(EI, EL) = <(EL,  LD) = <(LI, IE) = 60°

d) X[EL, EEF] =<[LF, EEF]D] = < [IL, EEF] = 45°
[EI  E(E,F,L)] = [FI EEF.L)] = <[IL,  E(EF,L)] = 45°
X[LF, E(E,LL)] = <[FI, EF,LL)] = 54,7°
X[EF, E(E,LL)] = 35,3° [EF, E(F,LL)] = 85,3°
[EL  E(F1L)] = <[LE,  E(F,LL)] = 54,7°

e) X[EEF,L), EEF] = 90°
X [E(E,F,L), EF,.LD] = 2[EEF,L), EEL]  = 54,7°
[EEL], EF,LD] = 70,6°
[EE,.LD, EEF]  = <[E(F,1LL), EEF]  = 54,7°

a) Die Grundfläche der Pyramide ist das Quadrat EFGH,
die Hohe ist [FB] .

b) <(FB, FG) = <(FB,  FE) = 90° X(FG, GB) = 45°
< (GH, GB) = 90° (HG, HB)  ~ 54,7° (HE, HB) ~ 54,7°
(EH, EB) = 90° <(FE, EB) = 45°

d) <[E(F,G,E),  E(FG,B)] = 2[E(F,G,E),  E(FE,B)]  = 90°
X[E(F,G.E), E(H,E,B)] = <[E(F,G,E), E(GHB)] = 45°

e) X[E(F  BG),  E(FBE)] = <[E(F,E,B),  E(H,EB)] = 90°
X[E(H,E,B), E(H,G,B)] = 60°
X[E(H,G,B), E(GF,B)] = 90°
X [E(G,F,B), EHE,B)] = 2[E(F,E,B), E(GH,B)] = 45°



Aufgabenzu 7.3

167/1.

167/2.

168/3.

Netze liegen vor in  b), e), g)  und h).

a) Es  ergeben sich nidherungsweise die Punkte:
S2(19|7), S3(11]|24), S4(1|21)

b) h=6 ,3

a) Wegen BD=6 gilt: «DAB = <BCD = 60°
=> XABC = <CDA = 120°

b) AS=CS=6 = XMAS = <MCS = 30° (denn AMAS ist die Hälfte
eines gleichseitigen Dreiecks)

BS=DS=3V2 = MBS = {MDS  = 45° (denn AMBS ist gleich-
schenklig-rechtwinklig)

c) S=  SB  +4 .  3V2.3V14
= 18 /3+ 187 = 18(V3+ V7)

d)

S

Se FN  f e  ee  mm om meee  S;

D ©

A 2

BS=94

Si
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B;B;168/5.

S ı

a)

b)

C2

B,>
c)

B;Ss

S,

S;

Bs

d)
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168/5.

S3

S;

B,

A;

Si

Sy

Ci

e)
A;B

DCi

f)
CD

BA

C, a )

D

S

Aj Bs
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Aufgabenzu 7.4

177/1.

177/2.

Tetraeder | Würfel | Oktaeder | Dodekaeder | Ikosaeder
minimal 3 4 4 6 6
maximal 4 6 6 10  10

a) In  einer Ecke treffen sich drei Kanten.
b) Die Begrenzungsflächen sind gleichseitige Dreiecke.

177/3. Regelmäßige, fünfseitige Pyramide, Oktaeder

177/4. a) Würfel | Tetraeder | Oktaeder
Symmetrieebenen 9 6 5
Symmetrieachsen 3 0 5

b) Bis aufs Tetraeder sind alle Platonischen Körper punktsymmetrisch.

177/5. Flächenanzahl 6 10 12 14  16
Symmetrieebenen 4 6 2 4 4
Symmetrieachsen 0 5 0 3 1
punktsymmetrisch| nein nein nein nein | nein

(vergl.Lehrbuch 5.140)

177/6. Auf  die mit a bezeichneten Kanten blickt man  senkrecht,
die mit einem Bogen versehenen Winkel sieht man in wahrer Größe.
PR  bedeutet Projektionsrichtung.

DAN N
© a

a a a

; GL: a M
a

a) Würfel

72

PR: Flächendiagonle
der Deckfläche

b) Dodekaeder
PR: Gerade durch Mittelpunkt M von a und

Mittelpunkt der zu a parallelen Kante



a
c) Oktaeder e) Oktaeder

PR: Gerade durch Mittelpunkt M PR: Höhe eines Seitenflächendreiecks
von a und Mittelpunkt der zu
a parallelen Kante

a

a a

d) Tetraeder
PR: Tetraederhöhe

a a
i) Tetraeder ° A

PR: Gerade durch die Mittelpunkte a a
gegenüberliegender Kanten X G

Oktaeder a
PR: Gerade durch die Spitzen

g) Oktaeder
PR: Lot einer Dreieckebene
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177/6.

j) Würfel
PR: Raumdiagonale

oDI EN
h)  Ikosaeder <T /-

PR: Parallel zur Grundfläche,
sodass insgesamt 4 Drei- a
ecke in der Projektion
als Strecke erscheinen a

a

a

IN  S
\ A

NE
k)  Ikosaeder

PR: Gerade durch gegen-
iiberliegende Ecken

a

m)  Lkosaeder
PR: Gerade durch Mittelpunkt M von a 1) Tetraeder

und Mittelpunkt der a gegeniiber- PR: Kante
liegenden Kante
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178/7. Die Flächenmittelpunkte des einen Körpers sind jeweils die Ecken des
anderen Körpers. Es  tauschen sich jeweils die Anzahlen der Flächen
und  Ecken aus, während die Kantenanzahl gleich bleibt.

178/8. s=a  178/9.

s=ay3

178/10. HB  = a\/3, : a-a\2 = 1aV3 .h  (Fläche von AABH)

= h=12 a6 A av? H
Hohensatz h? = oe  p) p
= 32 a? =play3 - h \

we t c  a

= P11= ENE N h
= 2aV3) (p<al) L P

178/11.  a) N ist Mitte von [DC]
MN=a, h=EN= > a\/3

>
I

b) Strahlensatzin  AHNE: XR:HE  =NR:NE = XF  = 3 V2

Strahlensatz in AMXR: HK: MH=XR :

= HK = ;ay2 => KL=;EF
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179/12. a) S = a3  b) h=  a6  c) r= ;aV6

d r=  + ave e) r=  2a\2 f) d=  zav2

Aufgabenzu 7.5

185/1.

185/2,

185/3.

185/4.

185/5.

1865/6.

1865/7.

185/8.

185/9.

185/10. a)

76

a) V=288  b) V =4320 © V=18Y3 d) V=1243
S~132777m? V ~2363535m3

S=a%1+V2)  V= :a ’

a = 2m he = 3 13 m M = 2413m? ~ 7,2m?

h=  282m V=  3 v82 m? = 13,58m3

BN 107g
51,62. V3 (4,2 + 2. 217,68) cm?

a )  V r=  + a2  ©

b) Vo=zjaV2 = Vr :Vo=1 :4

p = 2,7 g/cm?

a) Es  gibt zwei solcher Tetraeder.
b) V=:a®>  Vy:Vy=1:8



186/11. a) 87,5%
b) hoben? = 3 h? => hoben = 0,794h = Runen = 20,6%-h = 30,3m

186/12. a) Es ist zu zeigen: FSGR ist eine Raute.Es gilt: FS  =SG =GR =RF
Weil die Dreiecke MLR und NSL gleichschenklig-rechtwinklig sind,
folgt:< RSL = 180°. Deshalb liegen R,  F,  S und G in  einer Ebene, und
FSGR ist somit eine Raute.

186/13. a)

-

--

186/14. b) Vo= za?
Vo:Vw=1:6

b) V= (1+v2 )a
S = 6 /3a?

c) die Pyramidenspitzen sind
die Ecken eines regel-
mäßigen Oktaeders
Vo=;V2(GV2 +1)%°

= 2 (7 + 5v2)a®
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187/15.

187/16.

187/17.

187/18.

187/19.

188/20.

188/21.

188/22.

188/23.

189/24.

189/25.

189/26.

189/27.

78

a) Vo: V r=1 :2  b)  So:Sr=1:2

b) Sk:S:=1:9

a) Wiirfelstumpf b)  Vo :Vws=8 :5

¢) So :Sws=4V3 : (3+V3)=2 (3 -1 ) : 1

a) Vk: Vg=1 :27

a) Wiirfel b) Vo :Vw=9 :2  c) So:Sw=3v3:2

a) V=288m?  b) V=224m3 c) V=256m® d) V=192m?3

a) X; = ;aV2 xp = a(V2 — 1 )

b) S ;=a%3+V3)  Sy=12a%\2 -1 )+  2V3 a2 (3— 2V2)
c) d i= 2aV3 do = 1aV3 (1++2)

d V ,=  2a’  Vo = 5 a2  — 1)

a) S'=4S b) S '=kS

a) V=2V  b) V=4V  c) V=8V

a) h=a  b)  V=  3a? c) S=a%1+5)

d) 5 ~659°  e) t =  547° f) 9~634°

g) y~48,2° h)  n=  70,5° 1) 1~101,5°

Kk) x =53,1°

a) S=3a21+V3)  V=  3a?
b) Vo :Vw=4 :3  c) So:Sw=2V3:3

d) Die 14 Spitzen sind Ecken des Zwélfrautenflachs.

Vw:  Vo :  V r=  VV3:42:1

K und  L sind gegeniiberliegende
Kantenmitten der Pyramide
ABCDS. Strahlensatz in  AKMS:

) ) !

J 
E

R
,

)

28  _ h | X > IX

j v  Bo  a
Lye  ah K xl |

Tas  hv2 | as  IM

Dodekaeder, Würfelstumpf 3 (Lehrbuch S.138)



191/1.  G D h V
22,5 2,5 24 260
16 9 6 74
12 3 7 49
27 3 10 130

191/2. V=37916  : cm? ~ 38 dm3; die Seitenflichen sind gleichschenklige

Trapeze mit  der Schenkelldinge s = 2,5V402 cm ~ 50 cm.

191/38. a) Prisma (zum Beispiel: ¢c=2a, d = 0):

192/4.

192/5.

V=  : (2ab + 2a-0 + a-0 + ba)h = L -3abh = 5 h-b-a = Ga
Pyramide (zum Beispiel: c=  d = 0):

V = £(2ab + 2-0-0 + a-0 + b-0)h = £abh= Gh
cbPyramidenstumpf ( d :b=c :a  => d=  =) :a

V=  1(2ab + 2cd+ a: © + bo)h

= 3(ab+ cd + boh  = 3 (ab + cd + Vbe-be dh,
weil Grund- und Deckfläche ähnliche Rechtecke sind,
gilt: c : a=d :b ,  also cb=ad =

V = 5 (ab + cd + vad-be )h = = (G+  D+  A DG)h

b) Keil (zum Beispiel d =0) :  V = z(2ab +bc)h = ; (2a + c)hb

c) Die Körper mit  den Grundflichen [1],[2],(3] und [4] ergeben zusam-
men eine Pyramide, [5] und [6] ergeben ein Prisma, ebenso [7] und [8],
[9] ist ein Quader:
V=  3(a-c)(b-d)h + 5(a-c)hd+ 3 ( b -dhe+cdh

V=  + (2ab + 2cd + ad  + be)h

V = 83,6m?
m =~ 224t

a) V '=130
V=1262

b) G:D=1 :1

79



Lösungen zum  Addıtum
Darstellende Geometrie



10/1.

10/2,

82

HT IC

t e
1

i
1

oC
B

=
xy Al

ZA 
|

AEran +
y

1 5 7 °

1

ho C,

a l =
xy D| FY



10/3.

[1 /
FF"  G"  I "

G nm
NN

xY 0 Ns
B In der ersten Auflage ist ein Druckfehler:

Statt A(111111) muss es heißen A(11111).

EN
S \

A /

3 = RS
A(21012) „=“ Pa@- — ;B(41313) | pg

E(11611)

LS  va J y
pa  / D(41511) / /  C(11410) na

J SL LL  SLx J NS  JV  SS
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11/4. b) z4

27 F31713) |
¢

A21012) +
® BBBLEi l  =

Lo Zn
XL A Ga a E3171)

/ Ss  / va J
Dd /

X  [AB]ist parallel [CD] ist parallel [EF] ist parallel
zur y-Achse. zur X-Achse. zur z-Achse.

11/4. c) HOI713)

E(41613),-“

ACI-113)

N Dos |
| a V4

2 Z Z ZZ r e  ALL
J NSS SSS

x )  J / / / / / G41710)
[AB] ist parallel [CD] ist parallel [EF] und [GH] sind
zur xy-Ebene. zur yz-Ebene. parallel zur xz-Ebene.

| Fle6l0)
y
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11/5. a)

12/5. b)

C(3I1513)
Dreieck ABC

ist parallel zur
z-Achse.

B(21310)



z4  A "

12/5. ¢) 
|

ABI214)

Dreieck ABC 1 ia

ist parallel zur :C(114,511,5
x-Achse. 2 y

/ >

J 7 7Bu)

SEExo  JL NSLS
B '

12/6. ZA L"(01314) V"'(01413)

C"(01013)

K"(01712

NT U"(01811
1 J'0I31D) | T(OI51D) ( IST

A"(01010) B"(01310N\ V'(01410) . y
C'(01010) B'(01310) \ NN.

1 ~~

| La \ xA'21010) L810 ,  — puso
De

x

J(41810 TAB I )   K@AITIO
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12/7. a)

y A

D"  Cc"

SO ed
A ~~  B" |

AN -
1 Ny

N

D' S' B'
N

Ny

xy  C
AC  und  BD  schneiden

sich in  S(2,51311),
also ist das Viereck eben.

12/7. ©)

24

Q
e

AB  und CD  sind windschief,
also ist ABCD ein Tetraeder.

12/7. b)
Zz

A -

B'S : D

GC"

ART TT
1 SN

B '

N
N„4 o

AC  und  BD  sind windschief,
also ist ABCD  ein Tetraeder.

12/7. d)
z } D"

A"
<<]  -

1

BY Cc"
1 Cc y

1 3

4

A
x !

AC  und BD  schneiden
sich in  S(21311),

also ist das Viereck eben.
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12/8. a) D(3,51013,5)

EYg
Sh

N\
A

RB"

 EE—
1 y

/ o
9 —a

18/1 K1—G4—A3 K2—G3—A2

12/8.b)  D(0I512)

Z
A c "

SH B"

1

A" y
NE Pan

1

B '

S '

X
C'

K3—G3—Ad
K4—G1—A3 K5—G5—A1 K6—G2—Al1l K7—G4—A3

18/2. a)

88

18/2. b
Za



18/3. a) 18/3. b) 18/3. c)
o l  Zz zd

1 2 2

1 Ty 2 y
1 2 va  AN  2

[=—

2 Bi
N. = a

x xv  —

19/4
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20/5

90



26/1.
a) G.11410) G.(013,510,5) b  Gi(414100) G„(01614) © G,gibt es nicht

1% 1 *  &/  1z Gao  | Q
Q /

P"  j

_ pP.
N/: Gi :

i X 4

Q"
: Gil

Q : P PQ
P

vx ; x
Gi

bx Q

d G.21410 G012120 © G,(0!112) G,  gibt es nicht. f) G,=G,(01410)

Az  $= 1% »
GE G; : Q

: : Q "

i pP" — 
"

y y Sy ly
N > — p>

P '  Q"  ’ G ,

| P

G, Q
Q vx vx

+x

26/2. a) a ist parallel zur y-Achse
b) b liegt in der Aufrissebene und ist parallel zur y-Achse.
ec) c liegt in der Grundrissebene und  ist senkrecht zur y-Achse.
d) d liegt in  der Aufrissebene und ist senkrecht zur y-Achse.
e) Die Gerade e gibt es nicht.
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26/3.

(=11510) G,(11210) G,(31310)
a)  G,(01411) b )  G,(0111-2) 9 G,(01013)

" 4z  2

5 " A p '  A "  Zz A "

y g'=p g'=g'=p"
G;':

> N > G Gy  —
4 A y a r  y A y

Gy |

P
U G ;  |)

IM  A vX  A vx  G;

a )  12  g b )  12  C )  4z

A B
g g"

B

26/4. — re -
g

ANNE
G;

B
I x  1x  B I x  5

AZ AZ  \ Za) \ b) 1 ce) /

NE c
BC KEE ;

27/5. |—— > + > >| 3 y . y A y

a Lo l  5 k Ne
I P'  A

Ix  : > 1 2.4 i * x C lg

27/6. a) Schnittpunkt (-11113) d) Schnittpunkt (1121-1)
b) Parallelenpaar e) g liegt vor  k,  k liegt über g.
¢) k liegt vor g, k liegt über g. f) Schnittpunkt (11211)
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7 V010110,5)
38/1.

97

) b)  4 ) Z  4 C
‚ 2  101017)

V "
S2 " Nw"  WwW V W

4 V gl

S,

y (017105 (01710)\
4 : 1 3 Aa Y/ /

Sy WwW

Z < S ,  gS!

JS vV' JS 0 ' !w/  V
Die Ebene : \ 4  Ww

| geht durch
den Ursprung.

x N
771010 )  (71010)
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t W

S;

vX  x
4

Weil v Hohenlinie ist, Weil v Hohenlinie ist,
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a) b)  c) d)
4Z  " g l iegt od  g "  12

So nicht drin. g
P"

g "  L '  S ,

y
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8 ,

g liegt drin.
x l x  | | g ist Frontlinie,

v = g liegt drin. liegt also drin.
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. CL Die Gerade liegt in d
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x P liegt drunter.

P liegt drin,
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Aufrissebene.
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c)
P liegt driiber.

d)
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a) a=7,  b=9, c=10, 46/2. b) a=10,b=7,c=9
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Die Seitenlédngen a, b und c sind
mit Stiitzdreiecken konstruiert.
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mit den Seiten a,  b und c.
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47/3.
c) a=b=c=7V2 =9,9,0=p=y=60"
Konstruktion mit Schwenk von ABC  um  Héhenlinie h .  Für  h wählt man  im
Aufriss nach Möglichkeit eine Waagrechte, die Dreieckseiten oder deren
Verldngerungen in Gitterpunkten schneidet.
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47/3.

d) a=b=7 ,c=7V2=9 ,9 ,  a=ß=45 ' , y  = 90°

Konstruktion mit Schwenk von ABC um  Höhenlinie h.  Für  h wählt man im
Aufriss nach Möglichkeit eine Waagrechte, die Dreieckseiten oder deren
Verlängerungen in Gitterpunkten schneidet.
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a) R(11219), S(31411),d=1,5

\ \ Radius e = 4,5
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Schnittstrecke [(21612)  (11713)]

52/8.

IN
 

x
h

R
N

 
3

d
S

 
X

 
/ 

\.
' S

JAN
ES 

SAN

A»

-
®

’

o
o

’
La

fds 
2¥

/
(31919'7)D wi 3 Joprouyas s=Hd (£1.19)H

“EYIUS 3 pun J Sp ‘SUSqY I9p HW
 Y SPIO

U
YD

S

115



aN
jy
pd

x
N

m &©

°

ol
N >

53/10. 47

d=6

° IL

gq

=
L(11514)

S)

116



oA
4dn
e

l
W

a

uS

w
ll 

P
a

 ;

h
e

)  
|

u
£

L
 

re

o
H

 
w

ll 
zZ \ 

4
w

i)
w

d
Zz \ 4 

W
e

)
w

l
W

H
R

C
H

BI191G
°9)L

55/1

(§719212)S 
©

P
a©

(81919)L

nN
) G

E
9)S

A
 

(21819)L
~

~«

@
1€19)S

(e

117



a) S(612515) 
T(61514) 

b
) S(71313,5) 

T(51515) 
c) 

S(2,51112) 
T(61512)

Az 
E" 

a 
E

' 
AZ 

E)
P

d
7

.
\ 

\ 
AE 

\
: 

7 
\

se.) 
M

C
 

\
q

T
N

r 
/ 

A
N

 
L

L
Y

 
N

D

\ 
R

D
 

s | \ 
S

T
E

N
T

g' 
f 

\
A=D

" 
B" 

c'| 
[A"=D

" 
B" 

C
c" |A"=D

" 
B"

> 
—

 
>

D
' 

"I'D
 

Y| lpr 
7

—
 

—
 

a
~

~
 

~
~

 
g, 

S
0

-\ 
~

~

E
'  

O
O

 
C

'  
E

 
cll 

| 
I f  

S
N

E
 | ]

A
 

N
 

f 
’ 

/ 
D

S
x 

/ 
S

 
\ 

T 
F

a
 

x 
/ 

u 
-

7

V 
AN

d
A 

B' 
A 

B' 
A 

B'

56/2.

a)

b)

c)

118



56/3.

c)

b)

a)

119



a)

b)

120

56/4.

z
y

o
d

<y



56/5. [ g
o

 
a

ye
s]4g

%

|og

u 
=

.4
9

=
V

Ae

: IS
Y

P
IU

P
S

 |
i J

301%
) JO

IYEM
ur [O

U
I

:: IIG
ITU

YO
S

T
T

Y
 X

T
] A

 
e

-

4

ORTE TU The
\

—on

\ }

a

vs-
3

> A

A
57/6.

s'A
se

ssse
se

ssn
ssssscn

e
n

2 J

121



57/7.

Az  CR

FF"

B"



61/1.
x

h

123



61/1.
+ >

M c) N

3

+
Dd,  M y

124



62/2.
x

A

w
db)

125



62/2.

126



62/2.
x

h
A

T
E

x
4

S

O
w

d)

A

„SSzy
€

)
w

D
)

„Sz
y

e)

127



63/3.

a)

gnsueana®t t t

(q

F
e

)

n
e

128



64
/6

.
64/6. A»

E
" [ A
l

E
'

3 << >
r y  ]

S
63/4. &

3
B

3
©

N [7>
129



63/5.

E
 

n
=

H
"

S
s

"

—
~A

"=D
"K

"

B
'=

F

e
n

8
2

2
0

8
8

 
H

o
o

s
 

u
a

B
E

S
S

 
F

=
G

 
\

\
\\ 

"

A
 

N
2

0
5

5
8

0
5

8
8

0
8

5
8

 
»

0
0

0
0

5
2

0
5

0
0

5
6

0
0

0
8

0
0

0
2

8
 

B
'=

C
" 

N

1) 
" 

" 
B

A
 

2
N

" +41 
M

 
y 

id
 

Y

A
G

C
'=

G
' 

R
e

7 hy

or 
: S

chnittflichen

130






