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I. Was ist Analytische Geometrie ?

Zeichne die Figuren, deren
Punkte die Koordinaten-
gleichungen erfiillen:
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1. Was ist Analytische Geometrie ?

¢) y<-x2+2x+3

b) x<2y

X+3

4, Zeichne die Figuren, deren Punkte die Koordinatenungleichungen erfiillen:
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Koordinatengleichungen:

5. Beschreibe die Punktmengen mit
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I. Was ist Analytische Geometrie ?
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6. Beschreibe die Punktmengen mit Koordinatengleichungen

r-- R e i i xS

(x—2)(z— 6) = ;X2 —4x + 6
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b) y

- (x+1)(x+5)
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a) y
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Besc}}r_eibe die Punktmengen durch Koordinatengleichungen
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I. Was ist Analytische Geometrie ? 5
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Berechne die Schnittpunkte der Geraden: 2l b el
a) gy=2x b) g:3x-2y=5 ¢ g y-2=0

h: y=—7x+ 2 h: x=3 h: x=-2y+4|9 012 @ «l-n)

g x-n=0 e g 2x—6y=0 f g':y=§x—2 e) keinerda: g Ilh

h: y+n=0 h:y= %x+% h: x= gy+3 f)(xl-gx—2),xelR

10. DELISCHES PROBLEM

Die Bewohner der griechischen Insel Delos sollten zur Abwendung der Pest nach einem Orakel-
spruch Apollon einen wiirfelfsrmigen Altar bauen, dessen Volumen doppelt so gro8 werden sollte
wie das des vorhandenen Altarwiirfels. Weil sie die Kante des neuen Wiirfels nicht konstruieren
konnten, fragten sie PLATON um Rat, und er antwortete ihnen: Apollon braucht einen so groBSen
Altar gar nicht, er wollte euch nur zeigen, daB ihr euch zu wenig um Mathematik kimmert und
nichts von Geometrie haltet!

Wir wissen heute, daB diese Aufgabe mit Zirkel und Lineal nicht 13sbar ist. Die neye!
Kante miiBte némlich V2 mal so lang sein wie die alte, aber eine Strecke der L#nge ‘?E
ist nicht konstruierbar. Der griechische Mathematiker MENAICHMOS (4.Jh.v.Chr.)
fand zwar eine Konstruktion mithilfe von Parabeln, doch als exakte Ldsung im Sinn
der klassischen Geometrie wurde sie natiirlich nicht anerkannt.

Zeichne die Parabeln p: x = 0,5y und q: y = x> und berechne ihre Schnittpunkte.

Wieso ist damit das Delische Problem erledigt ?

-
1
]
[]
]
)
1
1
|
)
[
[]
1
]
'
'
[
)

n
M
[ 5]

p: X= %y":a y2=2x;setzl:many=x2
ein, ergibt sich: x*=2x = x*-2x=0

=>xx3-2)=0=>x=0 oder x= %

e ee=——

Die Strecke der Linge % ergibt sich als
x-Wert des Schnittpunkts von p und q.
Wenn jene Geometriemuffel von Delos
im KOSY die Einheit so lang machen
wie die Kante ihres alten Altarwiirfels,
dann ist der Abstand des Schnittpunkts
von der y-Achse gleich der gesuchten —
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Kantenléinge des neuen Altarwiirfels.




6 II. Lineare Gleichungssysteme

1. Bestimme die Lésungen und zeichne die zugehﬁrigen Geraden:

a) I x+x,=1 b) I —4x, + 2x, =-6 c) I x,-%,=0
II 2x,—x,=8 I 6x;— 3x = 9 II x; +x,=0
d I 6x,-9x,=6|le) I 3x,-0,5x,=0 ) I x,=1
II 4x%,-6x,=0 II -6x, + x=0 II x,=2

a) genau eine Losung (3|-2)

b) unendlich viele Losungen
(al2a—3)bzw. (1b+2|b)

¢) genau eine Losung (0] 0)
d) keine Losung (Parallelitét)

e) unendlich viele Lésungen
(al 6a) bzw. (1b|b)

f) genau eine Losung (1] 2)

2. Gib ein 2,2-System an, das die Losung (_24) hat und
a) keine weitere Losung hat
b) auch noch die Losung G) hat ¢) homogen ist.

a)zB. I2x+x= 0 b) I 5x,+x,=6 e) I 2x,+x=0
II X1— X9 = -6 II 5xl+X2=6 II 2x1+X2=0

3. Ein m,2-System hat die Losung (§) Gib ein Beispiel an fiir m=1, 2, 3.
Kann man es so einrichten, daB 3 )jeweils die einzige Losung ist ?

fir m=1,2,3 istjeweils ein Beispiel angegeben

m=1: I3x,-2x,= 0 es gibt immer unendlich viele Losungen
m=2: I3x,-2x,= 0
II 3%, -2x,= 0 unendlich viele Losungen
oder
I3x,-2x,= 0
II x, + %= 5 genau eine Lésung (2] 3)
m=3 I3x,-2x= 0
III 3x;-2x,= 0 unendlich viele Losungen




II. 1. Bezeichungen

oder
I 3x1 - 2XZ =0
II 3x;, - 2x,= O
III x, + X,= 5 genau eine Losung (2] 3)
oder
I3x,-2%,= 0
II x;, + X= 5
Il x, - x,=—1 genau eine Lésung (2] 3)
4 1 3x; — x+2x3=1
II 2x, +2x, =0 Gib die Koeffizienten an: a,,, a5, 89;, 833 und b, .
au=3 0= -1 b1= 1

ag =2 ag3=0

5. Gib ein 3,2-System an, fiir das gilt:
a) a;;=a5 =1, b,=-by=2 a,,=by=0, ag =2agp=—2ayk=6
b) a;=1, ap=-1  b=j (ijk=123)
c) g, =i+k, b;=0 (1j=1,2,3; k=1,2)

Al

a) I x 2 b)) I x;-x=1 ¢ I 2x+3x,=0
II x,-6x,=-2 II x,-x,=2 II 3x,+4x,=0
IIT 6x, +3x,= O IIT x,-x,=3 IIT 4%, +5x,=0

6. In einem homogenen 3,3-System gilt a, =—1, a;3=a53=2
und ay =-—ay; (, k=1, 2, 3). Schreib das Gleichungssystem hin.

I Xo + 2X3 =0
I -x + 2%=0
I -2x,-2x, =0
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II. Lineare Gleichungssysteme

[1. Lése die Gleichungssysteme |

a) 10x1 + X9 — 2X3 =2 b) —X; — X + X3 = 0
xl+ZXQ+2X3=3 3X1+X2+2x3=11
4%, + 4%, + 3x3 = 5 — X, — Xo+ 4x3= 9

1 1

-2 2

3 3
¢) 4x; + 5x3 + 2x3 =3 d -x + X% +x=0
-19%; - X;— 3%x3 =2 -X; + 4%+ 2x3 = 0
7x; + 4%; + X3 =1 2%, + 2%+ 3x3 = 0

-0,25 0

0,5 0

(&) 4

e) le—3XQ—X3=4 f) —x1+X2+x8=0
3x1—x2+2x3=5 x1—3x2+2x3=0
3x1—BXQ—5X3=5 2X1—4X2 + X3 = 0

5
$ keine Losung A [3)

g 4% + X + X =1 h) -1z + 2%+ ix. = 0
X, + 4%, + 4%, = 1 )= 5%+ 5Xet 5%
X+t xm= ] 31, ~ 6xp- 3x; = 0

3%1 — 3X— 3X3= 0

g) ¢ keine Losung

1 0
h) a(?]ﬂi(_é} oder 'y(

i) X, + 5X2 - 2X3 =0
—2x1 ad XZ - 3x3 = 0
4%, + 3x — X3 =0

y

(4

oder £ (

j) X; + 2X2— 3X3
2Xl - Xot 4XS
4%, + 3xy— 2x3

(3)

[2. Lse die Gleichungssysteme und die zugehérigen homogenen Systeme J

a) 2x, + X, —3x3= 5 b) 2x, + 3x,— 2x3 = 5
3X1 - 2X2 + 2X3 = 5 X; — 2X2 + 3X3 = 2
5x1— 3X2 — X3 = 16 4x1 — Xgo+ 4X3 =1

o

1 0
[—3 ) , hom.Sys.: [0 )
-2 0

$ ,hom.Sys.: p,(-;? }



I1. 2. Das Einsetzverfahren

- 6x; + 3x, — 9x3 =-12

i

0
0

1,5
-1

0

c) X + 2%, + 3x3 = 3
2x; + 3%, + 8x3 =4
3x1 + ZX2+ 17X3 =1
-1 -7 6 -3
(2]+l[2) oder [0J+u( 1
0 1 -1 0,
-7 -3,5
hom.Sys.: A| 2 | ode | 1
Sy ( 2 ] r u( 05
d) 2X; — X+ 3x3= 4
4x1 - 2X2 + GXS = 8

Joo(3z)oaer () (3]

J oder Vv [—2/ 7]
-1/,

-1,6
0

1,5 0
hom.Sys.: 0 1,5
om.Sys a(—1]+ﬁ(0,5

] oder'y[ J +5

|

D
J oder [ J +V (-2/ 7
5 -1/, -1/,

-1,6
0
-1

oder [-4]+e[

0

12/,

1

|

1

0,5

IR
) oter o)

|8. Einfach — aber nicht leicht (jedes System ist ein 3,3-System!) |

0

|

0
1,5
0,5

a) X; + X =—2 b) 2x;, + 3x, =5
Xg + Xg =—2 Xg = 2
X, + Xg =—2 4x, - x, =3
-1 1
-1 1
) H
8xg = 4 4%, + 6x3 = 8
2X2 =1 - 6x1 - 9x$ = =12
3 2-1,5p
(0,5) c
0,5 P
e) X, + 2xg =3 ) x=x,
—X3 + 8X3 =17 Xo= Xg
X3 =1 X3=X)

1
1
1

()

1,5
0,5

|

|



10 II. Lineare Gleichungssysteme
[4. Kleine Ursache — groBe Wirkung |

a) 2,01x; + X, + xg3 =201 b)1,99x;, + x, + xg = 201
X, + X3 =200 X, + x3 =200
- X + X3 =200 - X + X3 = 200
100 -100
-100 100
) ()
c) 2x; + X + xg =201 d) 2,01x; + x; + X3 = 200
X1 + X3 =200 Xy + X3 =200
— X, + Xg =200 - X, + X3 = 200
0
keine Losun 0
$ ung [200)
e) 2x, + X, + X3 =200 f) 1,99, + X, + X3 = 200
X, + x3 =200 X; + X3 =200
- X, + Xg =200 - X + Xg = 200

0]

0
0
200
5. Bestimme die Parameter a, b und ¢ so,
daB das System die angegebene Losung hat (A ist ein freier Parameter):

a) 2%, + aX, + X3 =-4 | X=-1,X,=2 und x3=2 eingesetzt fiihrt zu
bx; — 8%, + x3 = —5 | einem neuen System:
6X1 ‘—X2+ CXg = 3a -2 +2a+2=—4
X, —1 -b -6 +2 =-5
Lésung: [x2]=[2) —-6—-2 +2c =3a
Xg 2 es hat die Losungen a=-2, b=1 und ¢c=1
b) 2%, + % - x3=1
2x, + 3x, =0 die Losung eingesetzt fiihrt zur
6x, + ax, — X3 =1 Gleichung M7 -2a)=0
1 0 3 Liosung:a=17
Lésung: x2]=(o ]+ l[—2] AelR
X3 - 4
c) 2x, + ax, +x3= 0
X, + Xg= 0 die Losung eingesetzt fiihrt zur Gleichung
— Xg + axg = 0 K(a —'1)= 0

1 -1 Losung:a=1
Losung: Xz):k( IJ AelR
Xg 1




II. 2. Das Einsetzverfahren 1

d -3x, +2x,+ax3 =0 Wegen des homogenen Systems setzt man die
X, + ax, + 2x3 = 0 A
— X +%X =0 Losung ohne Konstantenteil an [u],
|Das System hat ! Losungen. v

0

eingesetzt fithrt das zur speziellerenLosung | # |und die wiederum zu p(a+2)=0.

mn
Der Fall p=0 fillt flach, weils dann nur die Losung (0] 0| 0) gibt — verlangt sind
ja oo! Losungen. p muB beliebig sein, also mu8 a = -2 sein.

6.

Parabeln durch gegebene Punkte
Bestimme die Koeffizienten von y = ax? + bx + ¢ so, daB die zugehérige
Parabel durch die angegebenen Punkte geht.

a) P1l1) Q-2/-2) RBI-7 b) S(0|-3) T |-1) U@l 3)
¢) I(1l1) J-1]-1) K2|14) d E1ll Fel3) G(-1-3)
e) Ulo) V©I|1) H wWal2)

Man setzt die gegebenen Koordinatenpaare ein in y = ax? + bx + ¢ und steht
dann vor einem Gleichungssystem mit den Unbekannten a, b und c.

a) y=-x2+2 b) y=x2+x-3 ¢) y=4x2+x-4
d y=2x-1 e) y=ax’—(a+l)x+1 d y=ax’+bx+2-a-b

|7. Bestimme die Losungen der 4,4-Systeme |
a) 2x; + 2xp— 2x3 + 2x, = 8 b) x, — 2x; + 3xg = 6
X; — Xp+ Xg+ 2% = 10 2x, + X3 - x= 1
2x, — 3%y + 4x3— 3x, = —4 3x; + 5% = 21
-2X; + 4x— 3x3 + 3x, = 9 3x, - 4%, =-13
1 1
2 2]
3 3
4 4
c) x + 23+ %, =0 d X - X+2x3-x, = 1
Xo+ X3 — X, =0 3x; — 3x,+ 6x3—3x, = 3
-X; + X =0 -2x; + 2%,— 4% + 2x, = -2
—3%; + 3%, — X3— 2%, =0 4%, — 4%, + 8x3 — 4x . = 4
3w 1+A-2u+v
3w A
20 1}

w v
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12 II. Lineare Gleichungssysteme
[8. Uberbestimmte Systeme |
a) x; +2x,= 0| |b) 2x; + %= -5 C) X;— 2%, + 2%x3 = 4
2x; + 5% = 2 -3x; + 2% = 11 2x, - 3x3 =-2
X; — X3 =—5 4x, — x, =-13 -X; + 2%,— 3x3 =—-6
X9 + Xg= 3
keine Lésun (—3) %
g 1 9
d x,-2% +2x3= 4 e) X;— 2%, + 2x3 = 4
2X1 - 3X3 = =2 Xg + X3 = 3
-X; + 2X3— 3%3 = -6 X — Xpg+3xg = T
> + Xg = 3 X, — 4%, = -2

keine Losung

Unterbestimmte Systeme |

a) X + X—-3% = 3

> )

c) 6x; — 2%, + 3xg
2x1— 2/3X2 + X3

o
o

keine Liosung

aus IV folgt x, = 4x, - 2, eingesetzt in I, IT
und ITI ergibt das jedesmal die Gleichung
X + Xg =3, das heiflit x,=—x3+3

freier Parameter x3 =2

10 -4
Losung (3 J +X[—1]
0 1

b) 6x,- 2x, + 3x3
—2x1+2/3x2 — Xg

x ()i f)

nn
w

e 2x;, + X — Xg +3x, =0
X1—3X2 - X4=3

=

g RHEY

=
+
nn



II. 3. Mathematischer Hintergrund

1. a) x +x =1 3 1 '
X; + 3% + X3 =-2 Jemand behauptet, {‘12]*' 7{“21] , AR liefere

3x;, + X — Xg 6

Losungen des Gleichungssystems.
Wie ist eine Probe moglich?

3 3 -2 =
r—12] eingesetzt muf} das inhomogene System erfiillen: 3 — 6+ 1 =
\ 9-2-1-=

1 1-1
—21] eingesetzt muf3 das homogene System erfiillen: 1 -3+
\ 3 -1-

oder

3+A
(—2 - l) eingesetzt muBl das inhomogene System erfiillen:
1+20
B+A) + (-2-1)
B+A)+3=2-2) + (1+20
3B+A) + (-2-A) - (1+220)

-2
6

b) Begriinde den Satz:
Sind [X;] = {r,] +A [u,] +U [V;] mit A, pelR Losungen des Gleichung-
systen;; mi’;‘;ier i-t,;r; Zeile“;anx1 + 8;0X9 + ... +8;, X, = by,
dann erfiillt (1',] das Gleichungssystem und [111] beziehungsweise [V,J

das zugehorige homogene Gleichungssystem.

b; a; X, + .t a;, X,
a;,(ry+Au; +pvy)  + ..+ a8, + Au, + pHv,)

(ajyry+ ... +8;,1) + Majuy +... +a,u,) + W@, vy + ... +a,v,)

A=p=0 = a;r +...+a,r,=b

Damit gilt: 0 = A(a;u; + ... +a,u,) + W@, vy +... +a;,vy)

A=1, p=0 = a,u;+..+8,u,=0
A=0,u=1 = a;v;+..+3,v, =0 qed.
2. X, — 2X2+ 3X3=0
3; — X3 — x3=0
2%; + Xp—4x3 = 0 a) Losedas Gleichungssystem.




14 II. Lineare Gleichungssysteme

Ix,— 2%+ 3%5 = 0 [x; = 2x, — 3%y
I 3%, — X, — X3 =0
IIT 2%, + Xy —4%3 =0

II' 5X2— ].OXS =0 Xo = 2X3
Ir 5%, — 10%, = 0 ) 1
I 0=0 Xg = A Losung: A ?

Zeige: b) ist {aiJ eine Losung, dann ist es auch \{ai]

1 1
Eine Losung fir A=A, ist 7&0(%] , also ist auch fiir A=kA, eine Losung: ki, [%)

Zeige: c¢) sind [ai] und [biJ Losungen, dann ist es auch (ai + bi].

1 1
2 Losungen: A, [%] und }2(?} also ist auch A = A, + A, eine Losung: (A; + AQ)[

3. Zeige allgemein:
a) Hat man eine Losung eines homogenen Systems, dann ist auch jedes
Vielfache eine Losung.

Allgemeines homogenes System: a;;X; + 85X + ... + 8, X, =0
Ist (vy| vyl..lv,) eine Losung, das heiBt a,,v, + aivy + ... + a,,v, = 0,
dann gilt Aa;v; + agvy + ... + a;,v,) = A0,

das heiBit a,(Av, + Avy + ... +Av,) = 0,

also ist auch das Vielfache (lvllnka ..d Av,) Lésung.

1
2
1

b) Hat man zwei Losungen eines homogenen Systems, dann ist auch ihre

Summe eine Losung.

Zwei Losungen: (v vyl ...l v,) und (wy wq ...| w,),

also a;, vy + 8;3Vp + ... +8;,v, =0 und a;,w; + a;,Wo + ... + 8, W, = 0,
dann gilt (a;,v; + a;gvy + ... + 8,V,) + (8, W, + 8,Wy + ... + 8, W,) =0,
das heiit, a;;(vi+w;) + a;5(Vo+Ws) + ... + 8, (v+w,) = 0,

also ist auch die Summe (v,+w,| vo+wy ...fv,,+wn) Losung.

| ©) a)undb) sind falsch fiir echte inhomogene Systeme. |
Allgemeines inhomogenes System ( b; # 0): a;;%; + ... + @iz X, = b;
a) Beispiel A=3,b, =7
Ist (v ../ v,) eine Losung, gilt also a,v, + ... + 8V, =17,

dann ist (3v)...| 3v,) eine Losung von a,3v, + ... + 8;,3v, = 3-7,
aber nicht von a;,3v, + ... + a;,3v, = 7 (Widerspruch).

|



II. 3. Mathematischer Hintergrund 15

b) Beispiel b; =2
Ist (vy..|v,) eine Losung, gilt also a;,v; + ... + 8;,v, = 7 und
ist (wy ...| w,) eine Lisung, gilt also a;,w, + ... + 8,,W, = 7, dann ist
(v1+wj ...l va+w,) eine Losung von a;,(vi+w;) + ... + 85, (Vo+w,) = T+7,
aber nicht von a;,(v,+w,) + ... + a;,(v,+w,) = 7 (Widerspruch).

4. Zeige: Hat ein homogenes System mehr als eine Losung,
dann hat es gleich unendlich viele.

Eine (die triviale) Losung sei (0] ... | 0), die andere Losung sei (v{ ..] v,),
dann ist nach 3a) auch das Vielfache (Avy ...| Av,) Losung. Weils unendlich
viele A-Werte gibt, gibts auch unendlich viele Losungen.

$. Unendlich viel oder nichts X, + Xp— Xg=0
2%, + X + X3 =0
a) Bestimme die Lésung. 3x, - 2x3=0
I % +%-x=0

II -2x;, + % + x3=0
IIT  3x, - 2% =0
I 3X2 ~ Xg= 0
IIT —3%, + xX3=0 2
" 0=0 Xp = A Lésung: 7»[;]

@ Gib ein zugehoriges inhomogenes System an, das keine Losung hatﬂ

IT' und IIT' sind bis aufs Vorzeichen gleich. Ersetzt man bei III' die rechte
Seite zum Beispiel durch 13, dann ergibt sich ein Widerspruch zu II'. Weil
III' aus III entstanden ist, wird dieser Widerspruch im Gleichungssystem
erzeugt, wenn man bei III ebenfalls die rechte Seite durch 13 ersetzt.
X; + X — x3= 0
II -2X; + Xo + Xg= 0
II1 3x, - 2x3 =13

le) Gib ein zugehiriges inhomogenes System an, das ! Lésungen hat. |
Ansatz  x, + X, — X

= a 1 2 1+2p
—2X, + X + X3 = b Losung,zB.: (0J+p(l]=( " ]
8x, - 2x=c¢ 0 3 3u
Losung eingesetzt ergibt: 1+2u+p-3u=a = a=1
—2-4p+p+3u=b = b=-2
3+6u—-6u=c = ¢=3

d) Warum gibt es kein zugehoriges inhomogenes System, das genau eine
Losung oder «? Losungen hat ?
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Die allgemeine Losung eines inhomogenen Systems LBt sich darstellen ’

als Summe einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und der
allgemeinen Losung des homogenen Systems.

Weil das homogene System o' Losungen hat, kann das zugehorige inh
mogene System weder bestehen aus nur genau einer Losung (Losunge
kimen abhanden) noch aus «? Lésungen (Lisungen kimen dazu).

6. Zeige:

Kommt eine Unbekannte x; , 1 <£i<n, in einem homogenen System
nicht vor, dann gibt es unendlich viele Losungen.

Annahme: x; kommt nicht vor (weil sein Koeffizient gleich null ist).

Dann erfiillt n
jedes der unend- | x, |= A
lich vielen Tupel

das Gleichungssystem,
weil 0-x; = 0-A keinen Einfluf}
aufs Gleichungssystem hat.

CO~HOO

X

Dieser Satz ist falsch fiir inhomogene Systeme!
Zeige dies durch ein Gegenbeispiel.

X;+%X3 =0 (Obwohl x, nicht vorkommt, hat das System keine
X;+Xg =1 Loésungen.)

7. Zeige:

Ein homogenes System mit weniger Gleichungen als Unbekannten
hat unendlich viele Losungen.

Unser Losungsverfahren fithrt zu hochstens m (eingerahmten) Gleichun
gen der Form . Mindestens n-m der Unbekannten kommen alse

links nicht mehr vor und sind demnach freie Parameter (— unendlich viele
Lésungen). Ein Widerspruch kann nicht auftreten, weil ein homogenes
System zumindest die triviale Losung hat.

Dieser Satz ist falsch fiir inhomogene Systeme !
Zeige dies durch ein Gegenbeispiel.

X; +Xo +X3 = 0
X; + Xy +Xg = 1 (2 Gleichungen, 3 Unbekannte, keine Lésung)
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.a) 10x; + X— 2x3 =2 b) -x - X +x=0
X; + 2%X; + 2x3 = 3 3x; + X+ 2x3 = 11
4%, + 4%, + 3x3 =5 -X; — Xo+4x3= 9
1 1
-2 2
3 3
c) 4x, + 5%, + 2x3 = 3 d -x, + X+ x=0
-19%;, — xp— 3x3 =2 —x1+4x2+ ZX3= 0
7X1+4X2+2X3=1 2X1+2X2+ 3X3=0
-1 0
-1 0
6 0
e) 2%, — 3xy — x3 =4 ) —-x + X +2x3=0
3%, - X+ 2x3 =5 X;— 3% + 4%3 = 0
3X1—SX2—5X3=5 2X1—4X2+2X3= 0
5
keine Losung A («'Io]
g 4% + X + x3=1 h) - ix + 2%+ 2%, = 0
x1+4x2+4x3=1 571 572 678
X + X 4+ Xy =1 3x;, — 6x,— 3x3 = 0
2 4y — 2x. =0
3X1 ~ 3%~ 3X3 =
1 0 2 1 2 0
keine Los h) a[0}+B| 1 |oder y[|1|+3|{0|oder |1 1
R A DR B HEE BN
i) X, + 5%y — 2x3 = 0 b)) X, + 2%, — 33 =0
—ZXI—X2—3X3=0 2X1—X2+4X3=0
4X1+3X2—X3=0 4.X1+3X2—2X3=0

) A (2)

Lose die Gleichungssysteme mit dem GauB-Verfahren:

a) X + 2X2+ 4X3

b) X + 2X2 + 12x$ =1
2x; + 4%, + 8x4 =

1
3 3%, + 2%, + 16xg

1 -2
keine Losung (8) +A (_ISJ
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c) X+ 2% + 2x3 = 2 d X;— 2%, + 53 =0
3X;—- 2xp — X3 = 5 2X; + X - 5x3 =0
2x,— 5% + 3x3 =—4 3x;, + 4x, —15%3 = 0
X+ 4%, + 6x3 = 0 3x;— 11x, +30x3 = 0
2 1
) )
-1 1
[8. Lose die Gleichungssysteme mit dem GauB-Verfahren: |
a) X; + 2%, — 2x3+ 3x, = 2 b %, - 3x+4x3—-2x, = 1
2xl + 4X2 - 3X3 + 4X4 =5 2X2 + 5X3+ ].IX4 =-11
5X1+ IOX2 - SX3 +11X4 = 12 X2 - 3X3 = 11
4 -2 1 129 -g
0 1 0 -
1)”» 0 |[+K| 2 (—3 +7‘-(—1
0 0 1 0 1
|4. Lése die Gleichungssysteme mit dem GauB-Verfahren: |
a) 2x;, — 3%, + 6%; + 2%, — 5x5 = 3 (—2 3\ -5
Xo — 4%3 + X =1 —01 A ‘11 +u-03
X4 — 3% = 2 2 0 3
\ 0 0) 1
b) X; + X + X3 + X4 +X5=15 {: 3\
X} — Xg + Xg — X4 + X5 = 3 5| +2|-2
X; + 2%, + 3x3 + 4%, + 5%5; = 35 9 0
X; — 2% + 3x3— 4%, + 5x; = 3 \ 0 1)

Seltsame Gleichungssysteme fiirs GauB-Verfahren
(jedes System hat die vier Unbekannten x, bis x,):

a) X - X + X3 - %=1 b) x;, — X% + X3 — x,= 1
X; — X9 + X3 =1 Xg — X4 = 0
X; — Xg =1
X, =1
1 1 1
0 0 1 0
0 0 0 1
C) X, + X3 =0 d) X; — 2X2 =-3
X9 + Xy = 1 Xy = 1

(6)(1)

o
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e) X; — Xp + Xg — Xg= 1 f) — Xy + Xg

- %

e

OMHMO

X; — X9 + Xg— X =1 X
1
0
0
0

ROEHEY Ry

Seltsame Gleichungssysteme fiirs Gaul-Verfahren
(jedes System hat die vier Unbekannten x, bis x,):
a) X +X=X+X3=Xg+X,=1 b) x,-X=%X-X3=X3—X4=1
1 -1 3 1
0 1 0 1
7. Entscheide mit dem GauB-Verfahren, fiir welche Werte von a, b und ¢
es keine, genau eine oder unendlich viele Losungen gibt.
a) ZXI - 4X2 =a _ . ool . 2
x - 2% =b a=2b: .Losungen (3)+ 1(1)
a#2b: keine Losung
b — X+ 3% = b-2a
) 32_ 2::+ 9:: =g c+2a=0: co! Lésungen [b—oaa)dt(
=2%, + 2% - 6% =C | ., 0a40: keine Losung
€) X +2x, + X3=a .. 2 1
X; + 3% + axg =2 a=2: oolLosungen [g]"';"['il]
X + 8% + X =2 a=1: keine Losung

a#2und a#1 genau eine Losung

d) X, + axg
X9 — X3
ax; + X,

P ON

a=-1: keine Losung

a# t1l: genau eine Losung

2
a=1: o!Ldsungen (8J+ 2.[ 1

-1
1

|

-3
0
1

|
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Berechne
12 0 2 05 -5 18 - 9
a) 3 4 b)|_34 C)‘14 d)' 1 | e)l
=-2 =2 = -2 =19 =0
Berechne
k 0 r ‘a+b a—bl ’sina cos o \
a) o k 2r [©| a=b a+b | P| coso —sin o
=k2 = —2r? = 4ab = —(sin a)® — (cos a0)® = -1

Fiir welche Werte von a wird die Determinante null ?

a a a —a a+l a-1 sina cosa
a) 1a| b)|4—2 a-1 a+1| d)l—cosa sin a

c)

a) D=a?-a=a(a~1); D=0 & a=0 oder a=1
b) D=-2a+4a=2a; D=0 a=0 ¢) D=4a; D=0 o a=0
d) D= (sina)’+ (cosa)’=1 es gibt keine a-Werte

Lose mit der Cramer-Regel (falls méglich!)|

a) x;, +x =1 | D=-38;
le—X2 =8

D D
D,=-9, D,=6; X =7 =8, Xp=7F =-2
b) —4x,+ 2%, =— 6 20 ool 0
6%,— 3%, = 9 D=0; o Losungen: ( 3)+7L( )
) X,-X%X=0 triviale Losung: x;, =x,=0;
X +X=0 oder mit Cramer: D=2,D, =D, =0, also x, =X,=0
d 4x, -56x, =12 | D=-9
—5x1 +4X2 = 12 D1=108=D2; x1=X2=‘—12
e —ix +ix,= 1
371 T g2 =0 ool &
9%, - %, =~ 6 D=0; Lésungen
D 6x1—3X2 =-9

2%, — X, =—3 D=0; o! Losungen
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[5. Lése mit der Cramer-Regel (Fallunterscheidungen!) |
a) ax; +x, =1 D=-3a, D;=-9, D,=6a
2ax; —X, = 8 az0: genaueineLﬁsung(g-|—2)
a=0: Widerspruch: keine Losung
b x, + 2%, =a D=-4-2a=-22+a), D,=—4a, D, =-a?
2
ax, — 4x, =0 a#-2: genau eine Losung (2‘% | %8 = )
a=-2: Widerspruch: keine Lisung
ax, + X, =0 wegen D21 genau eine Losung (0| 0)
d) 4ax, — 5ax, = -9 D =28% D, = 24a, D, =21a
ax, — ax; = 3 az0: genaueineLﬁsung(%ﬂ%)
a=0: Widerspruch: keine Liosung
e) ax; + X=Db D=a-b,D,=b-a, D2=82—b2
bx, + x,= a a#b: genau eine Lisung (-1|a+b)
a=b: oo Losungen (A|a(1-}A)) = (2) +A (_la)
f) 6ax, + 3bx, =—9| D =—2(a®+b?)
2bx, — ax, =—3| D;=3(a+b), D, = —6(a-b)

. . .. __ _S(a+h) 6(a-b)
a#0oderb+0 : genau eine Losung ( 26255 | 2ZnD
a=b=0: Widerspruch: keine Lisung

6. Berechne
1 2 3 2 5 -4 -3 5§ 4 -1 1 1
a)456‘ b)’1—32 c)1—32‘ d)1—11|
789 4 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
=0 =-5 =0 =4
20 1 1 00 1 0 O 011
e)03—2' f)—320| g)'0—3 O’ h)lOll
00 5 4 1 3 0 0 -5 110
=30 =6 =15 =2
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7. Berechne und vereinfache
1 1 0 1 a -b 1 1 1
a)|1l 1+4a O b)|-a 1 ¢ c)la b ¢
1 1 1+b b -¢ 1 a2 b® ¢?
a) a(l+b) b) 1+a?+b2+c2 ¢) be2-b2% -ac? + a% + ab%> a%d
a b a+b sina cosatanf cosa
d)| b atb a e)| cosa sinctanf sina
atb a b 0 -1 tan f§

d) —2(a®+b®) e) (cos )+ (sin &) + (cos @)? (tan B)? +(sin ) (tan ) =
1
=1+ (tan P = {cos PR

8. Fiir welche Werte von a ist die Determinante null ?

2 1 -2 a -2 b

a)[4 a 1 b)|4 1 2
0 -6 5 3 3 9

det=10a+40, a=-4 det =60 +3a +9b, a=-20-3b
a b -4 l1+4a 1 1

c)| 1 a 2 d| 1 1+a 1
-1 1 -1 1 1 1l+a

det=-a®’-6a-9=-(a+3?  det=3a’+a’=a¥X3+a)
a=-3 a=0odera=-3

[9. IﬁsedieGleichnngssystememitder(h'amer-Regel:]

a) 2x; + X+ 5xg=1 D=]§1D‘=-9’ D, =4, D;=3 By
2x, + 43, + X3=1 . S D _ .
! x1+xg‘l"2x;= Xy D 9! x!—])-4n X3 D-3
b)) 3x, +65x,+3x3= 1 | D=-1, D,=5, Dy=-20, Dy=
26, - x, —x3=-2 | -5/201-28)
X; + 3% + 2x3 = -1
€) 2x; + 3%, — x3= 1 D=-2, D,=-6,Dy;=2, Dy=—4
3%, + 9%, + 25, = 4 | (31-112)
—x1+222+3x =1
d) Xl— 3X2—xa = 4 D 2 Dl——30 Dz—‘—26 D3 40
X; — X =-2 (-15[-13120)
421 + 3XS= 0
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{10. Lése mit der Cramer-Regel (Fallunterscheidungen!) |

D=2(1-a), D1= 1, D2=-11, D3=a—8
a=1: keine Losung

n a-8
axl: genauemelmung(zu_,, 2a1) Izu_.)

+ X3= a D=82, D1=83, D2=82, D3=—82

a) ax; + 2x, -3x3 = 1
3x1 - X2+ZX3 =-1
5x; + 3x, — 4x3 = 2

b) x, + X,

x, + (1+a)x, + X3

X + X, + (1+a)x,

=2a

-1 -1
o0 | a=0: «?Lssungen l((lj]«ru((l)]
a#0: genau eine Losung (al1]|-1)

c) x; + X, +ax;
X; + X, + bxg
ax; + bx, +

X3

(=N No)

D=—'(a b)2 Dl-—Dz—Ds—o
a#b: genauemeLosung(OlOlO)
a=b: x; + x, +ax3=0

d cx, + bxg
CcX, + aXg
bx; + ax,

o P

X, + Xp +ax3=0
ax;+ax, + x3 =0

1 71
a=b und a=%1: «?Lisungen l{—ol]ﬂx(‘l))
1
a=b und a#+l: «' Lisungen 7«.(—01]

D = 2abc, D, = a(c? + b% - a?)
D, =b(c? + a2-b?), D3 = c(a? + b%—-c?)
alle Parameter # 0 : genau eine Losung

(5 (24 b2- a?) 35 (2+ a%- b?) | 52 (a%+ b%= c2))
o\

et e}

genau 1 Parameter =0 :
genau 2 Parameter = 0 : keine Losung

11. Nimm x, als freien Parameter A und lose mit der Cramer-Regel |

a) 2x+ x;, — 2x4
5x;, + 3x, + x4

2 b) —2x, + 3x, + 2Ix, = 3
3 5z, + 3x, — 21Ix; = 3

KRS

-

e¢) 7x, - 5x, +21x3 =0
5xl—3XQ+1h3=0 Xy + X+ X3

d 2x, + X+ x3=1
1

d

HEEY
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12. Lose mit der Cramer-Regel x; + X, + Xxg= 7
3x; + 2%, + 2x3 =3

und nimm a) X, als freien Parameter A

b) x, als freien Parameter p

¢) x, alsfreien Parameterv

-11 0 -11 0
a) ( 1(2)3 J+ x[—ll] b) ( 1% ]+ u( 11] ¢) geht nicht wegen D=0

|13. Lése mit der Cramer-Regel |

a) X; + X+ Xg=0 b) -2x; — 3x; + x3 = 3
X; + Xp— Xg =2 4x;, + 6%, + X3 = 3

1 -1 0 -1,6

zB. |0 |+p| 1 B.|0 1
[3)+(3) = (o) 1)
¢) X + X + 3% = 2 d x,+6x +9x;= 6
3%; + 2%, + 9%3 = 3 Ox; + 4%, + 6x3 = 4

({3 ({3
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Berechne ohne zu rechnen

21 -2 2 0 -2 2 5 -2 6 -1 —4
a)|4 a 3 b)|4 0 3 c)|41 d)]|-3 1 2
00 O 50 9 2 6 -2 2 5 -8

a) det =0, denn die letzte Zeile ist eine Nullzeile (Satz @)

b) det =0, denn die 2. Spalte ist eine Nullspalte (Satz [3])

c) det=0,denn 1. und 3. Zeile sind gleich (Satz [5])

d) det =0, denn die 3. Spalte ist das — 2 fache der 1. Spalte (Satz [5])

Berechne ohne zu rechnen

00 a x> x 0 b+c c+a b+a
a)|211 b2 11 c) a b c
00D x 10 1 1 1

a) det =0, denn die 1. Spalte ist das Doppelte der 2. Spalte (Satz @)
b) det =0, denn die 1. Zeile ist das x-fache der 3. Zeile (Satz @)

a+b+c a+b+c a+b+c
c¢) det = (2. Zeile zur 1. Zeile addiern) = a li ‘i

=0, denn die 1. Zeile ist das (a+b+c)-fache der 3. Zeile (Satz @)

Begriinde mit den Determinantensétzen

a b a+b+c ab c a+b a-b ¢ ab c
a)lu v u+viw |=|u v w b)|u+v u-v w | = -2|u v w
X y X+y+z Xy z X+y X-y 2 Xy z

a) Subtrahiere die 1. und 2. Spalte von der 3. Spalte (Satz[7])

a+b a-b ¢ 2a a-b ¢
b) |[u+v u-v w | = (2.Spalte zur 1. addiern) = | 2u u-v w | =
X+y X-y 2 2x x-y z
a a-b c¢
= (Faktor 2 raus!) = 2| u u-v w | = (1.Spalte von der 2. subtrahiern) =
X x-y z
a -b ¢ ab c
=2|u -v w | = (Faktor (-1) raus) =-2(u v w
X -y z Xy 2
a+tb ta+b ¢ ab c
c) |u+stvl@tu+v w | = (1-t?)|u v w
x+ty tx+y 2z Xy z
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a+tb ta+b ¢
u+tv tu+v w

= (das t-fache der 2.Spalte von der 1. subtrahiern) =
x+ty tx+y z

a—t’a ta+b ¢

(1-t>a ta+b ¢
u—t’u tu+v w | = (ausklammern) = | (1-t}u tu+v w | =
x—t’x tx+y z (1-t)x tx+y z
a ta+b ¢
= [(1-t2) raus] = (1-t?)| u tu+v w | =
X tx+y =z
ab c
= (das t-fache der 1.Spalte von der 2. subtrahiern) = (1-t?)| u v w
Xy z

4. Schreibe als Summe von Determinanten, die keine Summen enthalten

0 0 1+a b+c c+a b+a a+b b+c 1
al21 1 b)| a c c)|la+bh 1 1
00 b 1 1 1 1 1 1
001 00a
a) det=(211|+/211|=0+0=0 (Satz[6]und 5]
00b 00b
becb c a a
b) det =labec|+|abe
111 111
a b0 b ¢ 1
¢) det =|a+b 1 1|+|a+h 1 1| =
1 11 1 11
0b O abo b ¢ 1
=|b11(+|al l|+(a+h 1 1| =
011 111 1 11
0OboO ab 0 0cl bel
=|b11l|+|al1|+|al11|+(b 11
011 111 011 111

Addiere ein Vielfaches einer Reihe zu einer andern parallelen Reihe

und zeige (rechtzeitig ausklammern!):

l1xx
a)|1ly y|=x-yXy-zXz-x)
1 z 22
1 x x2 0 x~y x%y?
1y y2| =(1. Zeile minus 2. Zeile)=| 1 y ¥ | = ((x-y) raus) =
1 z 22 1 z 22
0 1 x+y 0 1 x+y
=x-y)| 1y ¥ |=(2 Zeile minus 3. Zeile) = (x~y)| 0 y-z y>-z?
1 z 22 1 2z
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0 1 x+y
= ((y—z) raus) = (x - yXy — z) (1) 1 y+z = (2. Zeile minus 1. Zeile)
z 2
0 1 x+y
1
=(x-yNy-2)[00 z;zx =(x-yXy-2)| g :ii’: (x - yXy —zXz - x)
Z
1111
a b c d

b)

(-]
w

o
»
o o
()
a0
©
A Q.
)

[Vandermonde-Determinante, nach Alexandre
Théophile VANDERMONDE (1735 BIS 1796)]

= (a—b)Xb-clc-d)d -a)

1 1 11 0 0 0 1
a b c d a-b b-c e¢-d d
a2 b2 ¢2 d2 | =| a%-b? b2—c? c2-q2 42 | =

a® bd ¢ d3 ad—b% b3—c3 -4 d°

0 0 0 1

1 1 1 d

=@=-b)b-cle-d)f 4,5 b+c c+d @2

a?+ab+b? b2+be+c? c2+cd+d? dd

1 1 1

=—(a-bXb-c)c-d) a+b b+c c+d

=~—(a—-Db)b -c)c-d)

=—(a-bXb-c)c-d)

=—(a—-bXb-cXc-d)

=—(a—-b)Xb-c)c-4d)

=—(a—-bXb-cXc—-4d)

aZ+ab+b? b2+bc+c? c2+cd+d?

1 1 0
a+b b+c¢ d-b
a%+ab+b? b2+bc+c? cd+d2-b2-be
1 0 0
a+b c-a d-b
a?+ab+b? bc+c2-a?—ab cd+d2-b2-be
c-a d-b
be+c?-a2—ab cd+d2-b2-bc
c—a d-b
c2—a2+b(c-a) d2-b2+c(d-b)
c—a d-b
(c—a)(c+a+b) (d-b)d+b+c)

1 1 l

=—(a—-b)Xb-cXc—dXc—aXd —b)| croih debec

=—(a—bXb —c)c—dXec—-a)Xd -b)Xd - a)
=(a—-bXa-c)Xa—-d)Xb —-c)Xb—-dXc—-d)
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6. Addiere ein Vielfaches einer Reihe zu einer andern parallelen Reihe
und zeige (rechtzeitig ausklammern!):
x a a X a a a
a) |a x a| = (x+2a)x—a) b |55 23|=&x+3ax-a)
aax a a a x
X a a x+2a a a
a) |[a x a|=(2.und3. Spalte zur 1. addiern)=| x+2a x a | =
a ax x+2a a x
1l aa
= (x + 2a) i x a | = (das a-fache der 1. Spalte von den andern abziehn)
a x
10 0
=(x + 2a) i x—-a 0 | = (Produkt der Hauptdiagonale der Dreieckform)
x-a
= (x + 2a)(x — a)?
X a a a x+3a a a a 1l aaa
a x a a x+3a x a a 1 x aa
b) aaxa|=|xt3aaxal|=(%+38)| 7,35 ,|=
a a a x x+3a a a x 1 aax
1 0 0 0
= x+3)| 1 0% 0 O | =x+3axx-a)
1 0 0 x-a
x2-w?  xy Xz
1. Zeige: xy y>-w? yz = wE+y?+22-w?)
Xz yz  z2-w?
x2-w? xy Xz
Xy y-w? yz |=
Xz yz  z2-w?
x2  xy Xz -w?  xy Xz
xy y-w® yz |4+ 0 y*-w? yz |=A+B
xz yz z%-w? 0 yz  z2-w?
x2  xy Xz x2 xy =xz x2 0 XZ
A=|xy y*-w® yz |=|xy ¥* yz |+|xy -w? yz
Xz yz z2-w? xz yz z2-w? xz 0 z%-w?
X X Xz 9 9 9
X X* xz x* 0
=xy|Y Yy Yz |[-w? 2_ 2 =xy-0—w2( 2 2
z z 22-w? XZ z-w XZ Z XZ —-W
X 2
= w2 —x?w2| =
=—W (xz x z|—XW ) = x>wt
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-w? xy  x 2_gy?
=—w2( z: zz{ivz + —3,2 z22—w? )
=—w2( ;’: zzzzwz —w"’(zz—w"’)J
=_w2( z: Y|+ ;’: W )+w‘(z2—w2)
= - wz(yz z : - yzwz) + WA(z2-w?) = wiy? + wi(z2—w?)

= wi(y? + z2-w?)

A + B = xX®w! + wi(y?

+ 22-w?) = wh(x? + y2 + z%-w?)
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»Bestimme diePunkte ...«, »Lies die Punkte ... ab« steht kurz und biindig fiir:
»Bestimme die Koordinaten der Punkte...«, » Lies die Koordinaten der Punkte ... ab«.

1. Zeichne ein Koordinatensystem a) im Schrigbild b) im Normalbild
und trage die Punkte ein:
A0|-2]0) B012]3) C51013) D@2l4!4)
E(-4]/2]3) F(-2|-415) GGl1-2]1) H(4|-6]-5)
I-4-6|-1) J@3|6[-3) K(-3141-6)

F
X; ¢

4///// | 4 7807 |7 7 7 7 7
i A4
/] -

N7 /7 7 / / a4

yaye) 7 a4

s A /N~ 7 4

S S S A / 1 X

/Sl S S S /1 / / ?
y A /S S/ /S 7/

K
§i F X,
H
7> &
o Vay,
<7 AL
L
T e e, 7~
AL HK > O AT AT
e e
LA LA AT A4
CAZAZ AT TS
LA A2 AR
L L AT HK T X
LA AL AL AL 2
f —~=Z \
J
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?2. Auf welcher Koordinatenachse, in welcher Koordinatenebene oder in
welchem Oktanten liegen die Punkte:

A|-2]2) B0|0I3) C(=2|—J21-2)  D(1989 |4711|-x)
E(-3/33/33) F(0|0/0) G(sin2|sin4|sin6) H,(ala?|a®)

A liegt im IV. Oktanten

B liegt auf der x3-Achse, in der x,x3-Ebene und in der x,x3-Ebene

C liegt im VII. Oktanten, D liegtim V. Oktanten, E liegt im II. Oktanten
F liegt auf allen Koordinatenachsen und -Ebenen

sin 2 > 0, sin 4 < 0, sin 6 < 0, also liegt G im VIII. Oktanten,

a=0: H,liegt auf allen Koordinatenachsen und -ebenen

a>0: H, liegtim I. Oktanten
a<0: H, liegt im VI. Oktanten

[8.  Von welchem Oktanten schaut man auf den Ursprung ? |

a g IV b x VI 9 X

VI o



32 III. Punkte und Vektoren im Raum

li Lies die Punkte A bis O aus dem Bild ab. Die Punkte liegen auf Gitterlinien

Al-41015)

B(0/0]5)
- c:o:-su).)
C DI0}4I5
| E(-41-310)
— F(-3/010)
G(0l-5/0)
H(-5/710)
1(0100)
3(0Is0)
K(010I-2)
L(71-410)

M(0I-2}-4)
N(0I2|-4)
ol(8lol-4)

5. Bestimme in jedem der gezeichneten Koordinatensysteme einen Punkt, der
den Ursprung verdeckt und méglichst kleine ganzzahlige Koordinaten hat.

a) 2[1T1D) b) (8T4[5) c) a1l
d 1/2]1) e) (8l4]-5) Hh @al-1l1)
X
3 X3 X
a) b) c) !
Isometrie
X, t

d) ﬁ: e) X3

X <

XT Isometrie
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6. Bestimme in jedem Koordinatensystem von Aufgabe 5. einen Punkt mit
ganzzahligen Koordinaten, der moglichst nah am Ursprung liegt und vom
Ursprung verdeckt wird.

Man spiegle jeden Verdeckungspunkt von Aufgabe 5. am Ursprung !
Die Richtung Ursprung—Verdeckungspunkt ist ja die Blickrichtung,
und in ihr liegen die Spiegelpunkte:

a) (-2/-1]-1) b) (-8|-4[|-5) X3
c) (-1]-1]-1) @& @l=2]-1) A
e (-8|-4l5 H (-1]1]-1) (0l-213) »
7. Bestimme im Schrigbild von Aufgabe ya b/
5. a) einen Punkt mit méglichst klei- L A

nen ganzzahligen Koordinaten, der den /%%74%)( 2

Punkt A(-2|-3]2) verdeckt.

8. Beschreibe die Menge aller Punkte X(x, | x,| x,) , fiir die gilt
a) x,=0 b) x, = -2 C) Xp=%X3=0 d) x3=0Ax,=1
e) X,=1Xg ) x; =—x3 g) X;=X3=X3 h) Xp=-2Ax3=1
i) x,<0 J) x,2-2 k) x20Ax3201) x,<0Ax3=3

m) x;=—%X, AX3<0 n) x>0 Ax,>0 Ax3<0

0) x,20 AX,20 Ax3=0

a) x,;xs-Ebene ¢) x;-Achse
b) Ebene, die parallel ist zur x,xs-Ebene und die x,-Achse bei —2 schneidet
d) Parallele zur x,-Achse in der x;x,-Ebene, schneidet die x,-Achse bei 1

b) %

A
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e)

g

h)

Ebene durch die x,-Achse
halbiert den Winkel von positiver x,- und x3-Achse

Ebene durch die x,-Achse
halbiert den Winkel von negativer x,- und positiver xg-Achse

Gerade durch den Ursprung, die mit jeder der drei positiven
Koordinatenachsen denselben Winkel einschliet

Parallele zur x,-Achse durch (0|-2]1)
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k)

i)

Die x;xs-Ebene halbiert den Raum; die Punkte liegen in dem Halb-
raum, der die negative x,-Achse enthiilt.

j) Die Ebene, die parallel ist zur x,x;-Ebene und die x,-Achse bei —2
schneidet, halbiert den Raum; die Punkte liegen in dieser Ebene oder
in dem Halbraum, der den Ursprung enthiilt. (Siehe Bild zu b).)

k) Die Punkte liegen im I. oder II. Oktanten, in der Halb-x,x,-Ebene,
die die positive x,-Achse enthélt, oder in der Halb-x,x;-Ebene, die die
positive xz-Achse enthilt, oder auf der x,-Achse.

1) Halbebene im III. und IV. Oktanten, die parallel ist zur x,x,-Ebene und
die x5-Achse bei 1 schneidet, mit Rand in der x,xs;-Ebene.

m) Halbebene im I. und II. Oktanten, die den Winkel der x;x3- und x,x,-
Ebene halbiert und die positive x;-Achse enthilt.

n) V. Oktant

0) Ursprung, Punkte auf der positiven x,-Achse oder pos. x;-Achse und
Punkte in dem Teil der x,x,-Ebene, der den I. und V. Oktanten trennt.

1 X,
. A
Halbebene mit Rand A //
A q //
T
X %
;o A
A - ]
P 1 1
A1 d
// - L
d P P
LT LA
e //
// - 1
L d //
vd /A Xi
Pg
L1
X,
0) Xs
%
iertelebene mit Rand (Achsen) —
Viertelebene "Halbebene ———L
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Beschreibe die Menge aller Punkte X(x, | x, | x3) , fiir die gilt

a)
b)
c)
d)

f)

0<x,51 A0<Sx,51A0<x351

-1<x%;,51 A-15x%<1 A-1<x3%51

0<x,<1 A-1<x,<1 A-2<%x3<2

0<x,€1 A0<SX,51 Ax3=0 e) 0<x,51 A0<x,<1
0<x,<1

a)

b)

c)

d)

e)

Die Punkte liegen in der Oberfléiche oder im Innern eines Wiirfels mit
den Ecken (0] 0] 0) und (1] 1] 1), von dem drei Kanten in den Koordi-
natenachsen liegen.

Die Punkte liegen in der Oberfldche oder im Innern eines Wiirfels der
Kantenldnge 2, der symmetrisch beziiglich aller Koordinatenebenen ist.

Die Punkte liegen in der Oberflidche oder im Innern eines Quaders.
A(1]-1]-2),B@1l1]-2),C0]1]-2)und D(0|-1]-2) sind die Grund
flichen-Ecken. Der Quader ist symmetrisch beziiglich der der x,x5-und
x,X,-Ebene.

Die Punkte liegen auf den Seiten oder im Innern eines Quadrats mit den
Ecken A (0/0/0),B(1/0/0),C(1]11|0) und D(0] 1| 0).

Die Punkte liegen in der Oberfliche oder im Innern eines unendlich
ausgedehnten Korpers: die Kanten sind parallel zur x4- Achse und gehen
durch A (0/0/0),B(1/0/0),C(1/1]0)und D(0|1]0).

Die Punkte liegen in der x,x;-Ebene, in der Ebene, die parallel ist zur

X,Xg-Ebene und die x,-Achse bei 1 schneidet, oder zwischen diesen beiden
Ebenen.




III. 1. Rédumliche Koordinatensysteme

X,

%i 1

e) )
A
X ]
&Xz { ( :

10. Beschreibe die Punktmenge im Bild oder Text mit
Koordinaten(un)gleichungen

a) Ebene b) Halbebene mit Rand c) Halbebene mit Rand

d) Gerade e) Ebene f) Quaderinneres

g) Die Halbebene, die den III. vom IV. Oktanten und den VII. vom VIIIL.
Oktanten trennt.

h) Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in d) beziiglich der
X,Xo-Ebene ist.

i) Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in d) beziiglich des

Ursprungs ist.

J) Die Ebene im Abstand 3 von der x,x,-Ebene, die die positive xg-Achse
schneidet.

k) Der Halbraum, der von der Ebene in j) erzeugt wird und den
Ursprung enthilt.

1) Die Ebene, die die x,-Achse enthilt und den VII. Oktanten halbiert.

g X=0A%<0 h) x,=-2A%=2 1 x=2 Axy=-2

j) X3 = 3 k) X3 <3 l) X9 = X3




III. Punkte und Vektoren im Raum

_i-'-‘-'-n-
) N

X ==X A X, $

SRR WA
WS WS
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f) X3

Quaderinneres

-4<x,<0 A -6<x<8A0<x<2

11. Zeichne den Punkt A(2| 4| 6) und seine Spiegelbilder beziiglich der Koordi-
natenachsen, der Koordinatenebenen und des Ursprungs. Verbinde alle
Punkte so, daBl ein Quaderbild entsteht. Markiere und bestimme die Punkte,
in denen die Koordinatenachsen die Quaderflichen durchstofen.

X,

—4
4%,4\

2t
0]-410) {-21010)

(21010) (01410)

\X

—_]

e

4 400161 /
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12. AB|213),B(-3l6]|1)
a) Zeichne die Strecke [AB] und ihre Spiegelbilder beziiglich der
Koordinatenebenen.
b) Zeichne die Geraden, in denen die vier Strecken aus a) liegen.
Warum schneidet die Gerade AB jedes ihrer Spiegelbilder ?
Gib die drei Schnittpunkte an. (Aus der Zeichnung ablesen!)

b) Die Geraden und ihre Spiegelbilder sind nicht parallel zu den Koording
tenebenen. Deshalb schneidet eine Gerade ihr Spiegelbild in einem
Punkt, der zu sich selber symmetrisch ist beziiglich einer Koordinaten
ebene, also in dieser Ebene liegt.

13. A613/0),B(31610),C(0]613),D©0|3]6),EB]0I6),F6]0]3)
sind die Ecken eines ebenen regelmifigen Sechsecks.
Zeichne das Sechseck und seine senkrechte Projektion in die
a) x;X,-Ebene b) x;x5-Ebene ¢) x,xs-Ebene.
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14. A6|0]0),B(0]6]0),C(0]0]6) sind die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks.
Zeichne es und seine Spiegelbilder beziiglich der drei Koordinatenebenen,
der drei Koordinatenachsen und des Ursprungs.

Was fiir einen Korper begrenzen die acht Dreiecke ?

Die acht gleichseitigen Dreiecke begrenzen ein regelméfiges Oktaeder.
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15. A61310),B(31610),C(0l6]3),D(0l316),E@B3|0l6),F6]0]3)
sind die Ecken eines ebenen regelmifligen Sechsecks. Zeichne es und seine
Spiegelbilder beziiglich der drei Koordinatenebenen, der drei Koordinaten-
achsen und des Ursprungs. Die Seiten der acht Sechsecke sind die Kanten
eines Archimedischen Korpers: Er ist ein Oktaederstumpf, er entsteht, wen
man von einem regelmifigen Oktaeder passende Pyramiden abschneidet.

16. A8|2/0),B@!510),c@317/0),D2l4]0)
ABCD ist die Grundfliche eines Quaders der Hohe 1.
a) Zeichne den Quader.
b) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,x,-Ebene.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x;Xg-Ebene.
d) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der XoX3-Ebene.
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17 A@l2]0),B@I5/0),C@31710),D2l4l0),
ABCD ist die Grundfliche eines Quaders der
Hohe 1.

a) Zeichne den Quader.
Zeichne sein Spiegelbild

b) Dbeziiglich der xg-Achse.
¢) beziiglich der x,-Achse.
d) Dbeziiglich der x;-Achse.
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18. A6/4/1),B41610),C(5|8/2),D(7]6]3)
E4|313),F2|5(2),G@3|7]4), H(5|5|5)
ABCD ist die Grundfléche, EFGH die Deckflidche eines Wiirfels.
a) Zeichne den Wiirfel.
Zeichne sein Spiegelbild beziiglich der
b) x,x,-Ebene ¢) x;xs-Ebene d) x,x3-Ebene.

19. A-4/210),B2!5/0),C(0l615), D(-2|8]5)
a) Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken.
Welcher Korper entsteht? Hebe die sichtbaren Kanten hervor.
Es entsteht ein Tetraeder (dreiseitige Pyramide).
b) Zeichne das Spiegelbild des Kérpers beziiglich der x;Xg-Ebene.
c¢) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der xg-Achse.
d) Zeichne das Spiegelbild des Kérpers beziiglich des Ursprungs.
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‘a) b) X
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20. A(4/13/0),B(5|-4/0),C@8l0|5),D|-1]5)
a) Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken.
Hebe die sichtbaren Kanten hervor.
b) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der x,x3-Ebene.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der xg-Achse.

a) b)
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21. A6l411),B2|8|1),C0|-2]1),D614|-3)

[AB], [AC] und [AD] sind die Kanten eines Quaders.

a) Zeichne den Quader und bestimme die restlichen Eckpunkte.

b) Bestimme die Punkte, in denen die Quaderkanten die x;x,-Ebene
durchstoflen.

¢) Bestimme die Punkte, in denen die Koordinatenachsen die Quader
ebenen durchstoflen.

d) Zeichne den Quader, wie man ihn aus dem 5. Oktanten sieht.

a) b) ¢)

(01-21-3 A ."B
folol-3~S~ >
g~ XA 7L 75
LA AL
L
(2|a|-
D

3)
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[22. Welche Koordinatensysteme sind Rechtssysteme ? |

Ig& Ersetze a und b so durch x; , daB ein Rechtssystem entsteht.

a) Xa b) b © a
2 %
a b b
£s

" b s
a b
b)) b k)
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»Bestimme diePunkte ...« steht kurz und biindig fiir:
»Bestimme die Koordinaten der Punkte...«

1. Zeichne in ein Koordinatensystem die
Punkte A(-1|-2), B(3|0), C(2|2),
D( 0| 1) und E(-2| 3). Bestimme die
Punkte V, W, X, Y und Z so, daB gilt:

V=AV=WB=CX=DY = ZE
a) —V‘=—O_A\ b) 7:16‘

¢ v=CD

Z(-115) YA —

Co, W412)

1D
A ,
Y(—ll—l)/

V(-21-4)
y

X(314)
Y(113)

- —
Y210 7 1 x ¢y o b) v=A(
A TVO10) 4B
/ [ ¢) v=CD
V(-31-3) . Af |wei-2)
AX2 A
2. Zeichne in ein Koor- 10 @’/
dinatensystem c %Y 1%
A2|0), B8 4) und . \ L
C(4|8). Zeichne den T“ v
Summenvektor. BV
a) AB+AC B A
— R +
b) AB+CB ' B / B
c) ﬁ;ﬁ g / /’
R . R : Y D4 3]
d BC+BA+CA AR 1%
e) AB+BC+CA " LY Zd b) AB+CB ‘-
CA: f . 5 0 [
3 s
/c‘.@ s ————
)y 6\0 e) AB+BC+CA:!
Il [ 1)
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Zeichne in ein Koordinatensystem A(1]1), B4/ 1), C(613) und D(3| 4).

Die Vektoren a, b und ¢ sind definiert durch Q= -A_lf b= —BE
T= CD Driicke folgende Vektoren mlt a, D und © aus:

a) AC b) CA ¢ DA d BD

a) AC=a+b b) CA =—(a+b)
c) ﬁ:—(?+f+?) d) BD=b+C

Zeichne das Fiinfeck ABCDE mit A(010), B(3|0), C4 | 1), D4 |4) und _
E(1|3) b < unddsmdfestgelegtdurcha AB b= BC <=CD
und d DE Driicke folgende Vekboren mitA,B,C,D und E aus:

a) a+b b) —b—c c) a+b+c+d
d) -(b+'€+d) e —-b-(a+¢c)
a) a+b = AC b) -b-¢=—(b+¢)=-BD = DB

¢©) B+b+c+d=AE d —(b+c+d)= _BE = EB

e -b—(2+C)=—(3+b+T)=-AD = DA

Vereinfache

a) UV+VW b) AB+CA ¢ RS-RT

d AB+TA+BT e XY-ZY-XZ

a) UV+VW = UW b) AB+CA = CA+AB = CB

¢ RS—-RT = RS+TR = TR+RS = ﬁ

d AB+TA+BT = AB+BT+TA AA
e) XY—ZY—XZ:XY+YZ+ZX=X

Bestimme X
a— atmm— ——
X

a) AB+x=0 b) AB+%=AC ¢ AB-TX=AC-AD

—

°L

a) E+’x’=o, _AB = BA

b) AB+X = AC,
c) AB AC-AD, AB-% =-CA - AD,

-x
AB - =-(a+ﬁ), AB+CD =%

NL 0

_AC_AB =—-CA-AB =-(CA+AB)= BC
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7. ABCDEF istein regelmaBIges Sechseck mit @ = AB,b=BC,¢c=CD.
Driicke mit a, b und T aus:

a) ED b DE c)
e) FB ) FA g

8. Durch Antragen von a, b und © in
einem Punkt O entsteht ein rdum-
liches Dreibein. Ergénze die Figur zu
einem Spat. Welche Vektoren, ausge-
driickt mit a, D und T, werden
repriasentiert
a) durch die Flichendiagonalen,

die von O ausgehen
b) durch die Raumdiagonale, die
von O ausgeht.

9. a, b und © spannen ein Tetraeder
SABC auf. Driicke BC, AB und AC
mit a, b und ¢ aus.

10. a ? und ? setzen im Ursprung an und bestimmen das Dreieck ABC mit
OA = a, OB =D und OC =, D, EundFsmd die M1ttelpunkte der
Seiten [BC], [CA] und [AB]. Driicke DE EF und FD mit a, D und T aus.
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11. AB = b und AD = ?f spannen das Parallelogramm ABCD auf.
NlmmdlePunkteE u.ndFso an, daB gilt: DE =—DC und AF-gAB
Driicke EF mit 'd und b aus.

a

EF =ED + DA + AF =—1b -d +

=

b=3b-4d

@I
«w

a

12. AB =&, AD = b und AE = ¢ spannen das Spat ABCDEFGH auf.
Driicke EG, HF , EC, DF und HB mit &, b und ¢ aus.

EG=3+b AF=-b+a

13. AE = ABvundADw

spannen das Spat ABCDEFGH

punkte der Seitenflidchen, X

und Y sind Kantenmitten. / T

Driicke folgende Vektoren mit

—_— A

Y
auf. R, S und T sind die Mittel- | | |H f S
u, v und W aus. ’

<|

a) AT,HT,AX,HX,YD /

b RS,YX,YT,XT,ST
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14. AB=8,AD = b
und AE -'é" span- G

nen das Spat C N

ABCDEFGH auf.

a) Sund T sind festgelegt

durch E: %ﬁ und
?IT = % AD . Driicke

—S_G‘,ﬁ“ und

ST mit &, b und © N

aus.

b) M ist Mittelpunkt von 1 —+—TT |E

[EC]. L liegt auf [EG] A
mit LE=2GE.
Driicke ML mit a,

- —
b und ¢ aus.

a) SG=a+b+¢C TF =
b) ML =MG+GL=3(3+D+

1 —
=3(8+b+Cl+s(-a —

c
N
15. Zeige: AT\
In jedem Dreieck ist die Sum- E 1
me der drei Vektoren von den S T
Ecken zum Schwerpunkt L] S A il
gleich dem Nullvektor. /,/ I o il I O
A F

der Schwerpunkt teilt jede Seitenhalbierende im Verhsltnis 2:1
=3[ +;BC]= 2B+i(-a+b)= 3(@+b)

_‘__; —_— —_ —_— 1—> 2__s
BS =-a + AS = b——a CS =-b+ AS=3a-3b
3 1 _1—x ;—‘ 1757 2= 1= 273
AS+BS+CS-3a+3b+3b—8a+3a—§b-o
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16. Eine Pyramide mit der Spitze S hat als Grundﬂache das Rechteck ABCD.
Die Pyramide ist festgelegt durch die Vektoren AB = a, AD = D und

E = ¢ . M ist der Mittelpunkt der Grundfliche, K ist der Schwerpunkt
des Dreiecks BCS. Driicke MX mit &, b und © aus.

MK = MA + & + BK
MA =—l(_£+-f;)

BK = g(ﬁf+§§)=§(?-3‘+?)
ME=-13-10+3+1bp-13+1C=2a-2p+1¢
s
A/ E N
/// | \\
}‘//
D §
/ T N
d \ W N
/ /h K —T—N\JC
/ - /7'L T |
y
\ i//’ ’,w
/ ]
// 1
A T AL
a — 'B
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17. DA=3, DB=b und DC=¢

a)

b)

c)

spannen das Tetraeder ABCD auf.
U, V, W und X sind Kantenmitten
des Tetraeders.

Driicke VX und UW mit &, b
und ¢ aus.

L ist Mittelpunkt von [VX], M ist
Mittelpunkt von [UW]. Berechne
DL und DM in Abhingigkeit
von &, b und T,

Was folgt aus dem Ergebnis ?
Berechne UV: und X V\f in
Abhéngigkeit von &, b und © .

Was folgt aus dem Ergebnis ?

a) VX=—§a+_c"+§(-—c+b)=—§_‘+%c +3b=3(-a+b+7¢)
ETT T 1 1, - T 1= 1= 17 1 g
UW =-3Cc+a+3(-a+b)=-3C+ia +2b=2(a+Db -7)
T 1 15w 11— 1 — T 1, T

b) DL=3a+;VX=3a+5(C—-a+b)=2(a+b+7)

s 1= 13T 1. 1 - T 1 T =
DM =3¢ +;UW=3c+;(@a-Cc+b)=z(a+b+7c)

DL = DM, also ist L = M, das heift, [VX] und [UW] halbiern sich in M

1 1 1
e) UV=-3c+3a=3(a-1)
. N .

a
XW =3CB +}BA=2(-T+b +(D)+ )= (T -7

UV = X W, also ist UVWX ein Parallelogramm.
(Beim regelmiligen Tetraeder wirs sogar ein Quadrat.)
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M =[0 J v =( ] w =[-46] Berechne

-2 -1
a) u+7V, u-v, T+V+wW
b) 2% -3V, ;0 +(v-2w), [T +5w)-3V]:
. . (10-3y 7y __ __ lo+8y (By __
a) u+v=(0+5}=[5} u—v=(0—5 ]:(—5) u+v+w=[—1)
2-1) (-3 2+1) (-1 1
R . 2 -9 29
b) 2u—3v={0)-(15)= —15)
-4} (-3} |1
By (-3 8y (-6
X +(v_2w)=(o]+(5J_(-12)= 17
-1 -1 8 -10

2 6 1 N
X =(‘3),? = [— ], z =[2). Berechne den Vektor T ,der X+ y + 2 zur
geschlossenen Vektorkette ergéinzt.

Berechne den Vektor X aus den Vektorgleichungen:

soffferd) w el

Vereinfache durch Abspalten
geeigneter Faktoren: 9

212 300 -9/4 4 5 3
-18 / —6(3| b 75[ 1J ¢) —-(—IJ
» [-42} i { ggs) © [{; ] » (7) -3 "4
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5. Gegeben: a) A2[2[1),B@[2[-1),C1l2(3)
b) A(0|2]4),B1/8]0),C@2l1]4)
c) A0|24),B(18|0),C(21]4)
Berechne AB, AC, BC, AB + AC,2BC + AC - BA
— 1 — _1 — '-2 —— —_— 0
a) AB=(0) AC =(0) BC =[o) AB + AC =(0}
- 2 4 0
a R . -4
2BC + AC —BA-_-(g)
—_ 1 2 N 1 s s 3
b) AB=[6} AC = (—) BC =(—7] AB + AC =(5}
-4 0 4 -4
R . . 5
2BC + AC - BA =(_49}
¢ AB =() AC = (2 ) BC =(i) AB + AC =(_44)
2BC + AC ~ BA = ( )
6. A@lolo),B(-11410),C0]-210)und D(0]0]3,5) sind die Ecken eines

Tetraeders.

a) Berechne die Mittelpunkte U von [AC], V von [BC], W von [BD] und
X von [AD].

b) Zeige, daB UVWX ein Parallelogramm ist und berechne den Mittel-
punkt M des Parallelogramms.
10

¢) Fertige eine saubere Zeichnung an. 5 2 10

a) U=3i(A+C)=}- = 4(B+C)=}

f‘ﬁ
owmn
N—_—

0
U@,sl-110) V(-0,5/1]0)
— —_— ‘1 —_— —_—
W=3(B+D)=1 L] X=3(A+D)=
W(-0,5|2]1,75) X@1,5/0(1,75) '

—_— . _'2 _— -2 — ——
b) W:V—U:(g] XW:W—X:[(Z)} wegen UV=XW ist

1
1
1,75

UVWX ein Parallelogramm: M = %( U+W)=
M(0,5] 0,5 0,875)

o=
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]
TIT N
N :
jammmRS
) o
/ N
/
i L
/ 4% I
= ]
4 4 _F“‘ ' : \\
,,v’ M / \
c '\\:/' - .-"_.,.- _...'.‘\ . // \\\
\ 7,/’ / : = - . \‘
‘ . Lot ‘.} S 7 in
!,',’: - -{._...,. L \%‘xz = \\\:
U i _4:—,..___%
\t/ EmmEsm
—‘-—‘

7. Ein Reprisentant AB eines Vektors wird senkrecht in zwei Koordinaten-

ebenen projiziert. Rekonstruiere "AB aus den Projektionen A;B; und gib die
Projektion in die dritte Koordinatenebene an.

1 . 1 . 0 . (-2
a) A2B2=(_02} A3B3=(g) b) A1B1=[g} ey
. . 0
¢ AB, = AB, =(Qz]
_ 1 . 0 N -2 . -2
a) AB=(3] A131=(32] b) AB=(<{] AaBa:[gJ

) AB N = -(s
o m{)

l&\mesuecke [AB] mit A(1] 21 3), B3 2] 1) wird ber B hinaus
um sich selber verlédngert. Berechne den Endpunkt C.

C=B+AB=2B—A=(4]-(2J=[2] cGl2]-1)
2

3 -1
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9. R(4|5|6)und S(7/8/9) teilen die Strecke [AB] in drei gleiche Teile. :
Berechne A und B.
B=S+RS=2S-R =[16]—[5)=(11} B(10[11/12)
18 6 12
A=R+SR=2R—S=[10J—[8]=(2} A1l2(3)
12 9 3
10. A(0|45),0(3]0|5)und U(3]4]0) sind die Ecken eines Parallelogramms.
Bestimme die vierte Ecke E (drei Losungen!).
—~ (3) (3\ (0 (6
E, =U+A0=07+0 —A=(4]+(0]—[4J=(0] E,6/0]0)
0 5 5 0
E,=U+O0A=0 +A -—6‘=(4]+(4]-[0]=(8] E,(08]0)
0 5 5 0
e 0\ 3\ (3\ /(0
E;= A+ UO=K+_6——'I’IA=[4]+[0)—[4]=(°J E;(0/0]10)
5 5 0 10
11. Vom Parallelogramm ABCD kennt man B(2|4|3) und C(3|0|-5) und
den Schnittpunkt der Diagonalen M(-2| 4| 15). Berechne A und D.
_s —_ _7 —_—t — —6
=C+2CM = [%J A(-7/8/85) D=B+2BM =[;7],D(—6|4|27);
12. Vom Spat ABCDEFGH mit A9|7]5), B(-1|-1|-1), F(0| 2| 3)
und G(1/ 3| 5) berechne man die restlichen Ecken.
— & x —x s _a -1 1 0 0
C-B+FG-B+G_F =[_1] +[3J_[2] =[o] colol1)
-1 5 3 1
— s — s s s _a 9 1 0 10
D-A+F =A+G—F=(7)+(3]—[2]=(8) DA0|8|7)
5 5 3 7
—_ s s s s 0 9 -1 10
E=F +B =F+A—B=[2]+{7]—[—1]=[10] E(10/10(9)
3 5 -1 9
H=G+BA=G+A-B =(3]+[7]—(—1J =(u] H(11 |11 ]11)
5 5 - 11
13. A(1|-315),B(-7]9(-11), cas|-15]17)

M;, M, und Ma sind d1e Mitten der Seiten a, b und ¢ des Dreiecks ABC.
Berechne AMI , BM2 und CM3
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—_— 1 —_— (3 - s —_— —-a f3 1 2
Ml = E(B+ C): —3], AMI = Ml -— A = —3)— —3]:[0
3 (3) |s) -2
RN 1= — r 7 Y 4 -7 14
M2=§(C+A)=—9), BM2=M2—B=‘9]—[9]=['18
(11 (1) \-11) (=
—_— 1 —_— D (_3 — —_— —_— (—'3 13 —16
M3=§(A+B)= 3], CM3=M3 —C: 3)—(-15]:[18}
- -3) (17) (20
14. Berechne Y in Abhéngigkeit von X, —E und -6 S0,
daBgilt: AX + BX + CT =o.
X-A+X-B+X-C=9,3X=A+B+C X=i(A+B+C)
15. A2l0l0),Z,112|1),2,11313)

A’ ist das Bild von A bei Spiegelung an Z,,
A" ist das Bild von A’ bei Spiegelung an Z,.

16. A2l0l0),B4]2/0),C(213]10),D3I212),A0/6/2)

a) Bestimme A" und ein Zentrum Z, so da8 A an Z gespiegelt A" ergibt.
b) Zeige: Z,Z, = 3 AA"
a) A =27 -A [A'0l4]2)]
F: 2_2?—K"= 272‘— 2E:+X= 2AZ,-2,)+ A=2Z7Z, + A
— . [0y __. 0\ (2
7,2, =(1) A =2(1J+(o] A"2(2]4)
2 2) (o0
— — — 4
Z=§(A+A")=§(Z] Z2|1]2)
b) aus A" = 2Z,Z, + A (vona))folgt Z,Z, = { A" — A)= 7AA"

— (0 — (0
oder: Z,Z, =[;] AA" =[2}

4

Das Tetraeder A'B'C'D' entsteht beim Spiegeln von ABCD am Zentrum Z.
a) Bestimme Z und die restlichen Ecken des Spiegelbilds.
5

3013

b) Fertige eine saubere Zeichnung an. 0

—_ —_— 2 —_ — — -2
a) Z=%(A+A')=%(g],Z(1|3|1) B'=2Z—B=(g]B'(-2|4|2>
C'=2z-c:(g],c'(olslz) D'=2Z-D=[3]g’(-1|4|o)
~A\
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B'(-21412)
X, AL
cos2_ | | 17 //
1 \‘ T _ )
. \ i e \
H \\\ / _ .,A
S i o H |
A2(010) 7 LK TN ~|D"-1410)
pNE 7 ]
rai ; = 5 N
X ;
,/>LC(2I3IOI
A
Bl4210)
a) X;
17. Alle sechs Bilder zeigen ?
verschiedene Spate mit E H
jeweils demselben Umri83.
Jedes Spat steht mit einer |
Seitenfléche auf der x,x,-
Ebene. Benachbarte Git- XS
terlinien der x;x,-Ebene a
haben den Abstand 1. Die > .AV 2
punktierte Strecke kenn- ..
zeichnet die dritte Koordi- AV
nate. Bestimme die Spat- N .A N\
ecken und die von A aus- a4
gehenden Kantenvektoren. .A ...A
a) A-1/0l0)  B@l5|0) C@|710) D(-2|2]0)

E(0[3]3,75) F(51813,75) G4l1013,75) H(-15|3,75)

) = =)
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b) A6|-4[0)
B(7]3]0)
F@lolo)
E2|-710)
D(6|1]2,5)
C(718]2,5)
G@31512,5)
H2|-2]2,5)
— 1
AB=[7]

0
N 0
AD=| 5

)
— —3
AE =| 4

&)

e) B(713|0),C514]0)
Gliloy,F@3lolo)
A(10/4]5),D@815(5)
H4|2]5)

(—4 : X

d A-1]0l0),Bil5/0)

F(-1|5]0)
E-6l0]0)
D(0]3]1,25)
C518]1,25)
G(0|8]1,25)
H(-5|3]1,25)
— (5
AB = 5J
\0
—_ (1
AD=| 3
i)
— (-5
AE=]| 0
3
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e) Bl|5]0)
Cc@3l1710)
G(-217]0)
F(-11510)
AB|2]2,5)
D(2|4]2,5)
H(-3|4]2,5)
E(-2|2]2,5)

r 1
=] 3
\-2,5

AB
AD - 2)
AE

\ 0

—5
- o]
\ 0

E(5|-113,75)
F@6l6|3,75)
G(4|7]8,75)
H(@3|0]|3,75)

— (1
AB=|"7
\0]
—_ (-2
AD = 1)
L 0
AE

(—1
=| 3 )
\3,75
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18. Wo liegen die Punkte Xmit X =AA +uB (O ¢ AB)

a) A+p=1 b) A+p=1, A,u20
¢ A+p21 d A+p<1, A,u20 e A+p21 Au20

a) 7»_-tp.=hu=i—l einsetzen in
- S
X =2A +(1-A)B=B+AA-AB =
0 B+MA-B)= B+ kﬁ;
die Punkte X liegen auf der Gerade AB.

A

b) Atps= 1undu>0 also A<1, allesmallem 0< A<1

X = B+lBA(vona)) A= Odaan jA= ldannX
die Punkte X liegen auf der Strecke [AB]

Atu=1

¢) Halbebene, die den Ursprung
O nicht enthilt und begrenzt
b ist von AB.
- Tip: Betrachte O, A und B als
? ebenes KOSY mit A und p als
Koordinaten.

d) Dreieckfliche OAB mit Rand.
Tip: Betrachte O, A und B als
ebenes KOSY mit A und p als
Koordinaten.

e) Teil der Ebene OAB, begrenzt von
[AB] und den Halbgeraden von B

und A aus in Richtung B
beziehungsweise 7‘:
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19. Wo liegen die Punkte X mit X =)\A + p.TB‘ +vC

a)

A+p+v=1 b) A+p+v=1 A,uv 20

a)

b)

A =1-pu—-v einsetzenin X =AA +u§ +vC ergibt

Y‘ = K + uﬁ + VKE

die Punkte liegen in der Ebene ABC oder, falls C auf AB liegt,
auf der Gerade AB.

Die Punkte liegen im Dreieck ABC mit Rand.
WegenA =1-p—v und A 20 muB gelten: p < 1, v < 1. Damit ergibt sit
dieselbe Situation wie bei 18. d) mit A statt O und C statt A.
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1. Aelol-1),B@8|-3]11)
S und T teilen [AB] in drei gleiche Teile. Berechne S und T.

1 $ "F 1
] 1 | !
A B

AS =0 SB (die Strecke [AS] ist halb so lang wie [SB]), ¢ =1

=2

81—2 8—51 231—4=8—Sl 3Sl=12 S
[82—0 =1l-3-5s 28, =—-3-8, 388;=—-3 s
11 — g4 283 +2=11-8;3 3s,=9 S1

4
1
3

AT =1 TB (die Strecke [AT] ist doppelt so lang wie [TB]), T =2
t1—2 8—t1 t1—2=16—2t1 3t1=18 t1=6
[t2—0]= —3—t2] ta=—6-2t, 3t,=-6 t,=-2
t3+1 ll—ts

2, In welchem Verhiltnis teilt T die Strecke [AB] ?
a) T(10|5/7),A3|-2/0),B(14[9]/11)
b) T4|2]3), A(16]17]112),B1|-3]2)
¢ T6ltylts), A(13|1014),B(3| 0] - 6); berechne t, und tg
d) T(8|-12|-8),A-113/4),B2|-2/0)

10-3 14-10 7 4 7
o (B3)(5) ()l =
7-0 11-7 7 4
4-16 1-4 ~12 -3 kein Wert flll‘ T
by (2-17|=x[-3-2 T15 |=1 -5) erfiillt die Gleichung:
3-12 2-3 -9 -1 T liegt nicht auf AB
7
(6-13 3-6 1.Gleichung: -7=-31, T=3
) [t-10 =T[°-*a ] 3t,—30=—"Tty, t;=3
\t:s —4 ) -6-t, 3t§-—12——42 Ttg, tg=-8
841 2-8 9 -6 8
d) |-12-3|=7|-2+12 -15 =:[1o] T=—3
(-8-4) (0+8 -12 8

,3» A(0|5]3), B(2|-518). Berechne die Teilpunkte T;, .
die [AB] im Verhaltnis 7, teilen: 7, = 3; B=1 Ta=-2; T =—3.

S4|-1]8)

ta+1=22-2t; 3,=21 t,=7 TE®6|-2|7
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- _ — —A\+Ti§‘

ATi=vTB, Ti="7,7"

_. A+IB 2A+B  roy 2y (2

Ty 1+3 3 8[(6)*’(8] 3(14] W("lg 1Pl 17578
_. A+B 2

Te = 131 =l(lol) T,(11015,5) = My
7. A2 %423 =[5 10 Ty(41-15113)

Ts = 1-2 =-A+2B =[—__3]+(—]ﬁ] g(4 -

. A-IB 3A-B [0y 2y (=2

Ta= 1-1 7 2 =§[’95]—(-85) =§[2§’J T.(-1110/0,5)

4. T@al-1l-6), B(—6|2|O)Tteilt[BA]imVerhéiltnisr: 2 Berechne A.

_A_\A

BT=4TA,3BT TA,aBT A-T
A=T+ BT =1@BT+4T-B)=L@T-4B)

G- (3] 4

(A

A= A(15 |- 5]-14)

5. Zwischen welchen Grenzen mul}l das Teilverhiltnis
a) P zwischen A und B liegt ?
c) B zwischen A und P liegt ?
d) P zwischen A und dem Mittelpunkt von [AB] liegt ?

M, liegen, damit
b) A zwischen B und P liegt ?

P P
a) F 5 —1 b | 1 i
A O<u<+~ B A -1<p<0
P P M
c | i i ad F — —
A B —0 < L < -1 A O<uc<l B
6. A(1/2/9),B(-51513),C(-3/4]5) Inwelchem Verhaltnis teilt
a) C die Strecke [AB]? b) B die Strecke [AC] ?
c¢) Adie Strecke [BC]?
- - (—4 -2
a) AC =ucCB: 2]:;\[1W p=2
\—4 -2)
—_ —_ (—6 2
b) AB =pn BC: 3]=u[—1 p=-3
\—6 2
_];ﬁ: E (63 —24\
° " . \6] 9{'4/ H=
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7. T teilt [AB] im Verhiltnis 1. In welchem Verhiéltnis p (abhingig von 1) teilt
a) T die Strecke [BA]? b) Bdie Strecke [AT]? ¢) A die Strecke [BT]?

I L i AT =t TB (v)

A B

a) BT=pTA, TA=-AT =[aus(v)] =—1TB =t BT
ﬁ:mﬁ“,also ut=1, p=1i

b) AB=pBT, AB=AT +TB =[aus(v)] =t TB + TB = (1+1) TB
(t=+1)TB=pu BT, (=+1) TB=—-u TB, also p=-(t+1)

C) ﬁ:uﬁ
BA =BT +TA = —TB - AT = [aus (v)] = -1 AT - AT =-(} +1) AT
~(i+1)ﬁ“=uﬁ, also u:—(i+1)

’& A(1319|-3),B@4]01-6),P(7| p;| ps)
P teilt die Strecke [AB] im Verhaltnis p. Berechne p, p, und p;.

—

AP=, PB: | ps-9 -P2 3p;-9=0, p=3

-6 -3 1.Gleichung: —-6=-3p,u=2
=u
[Pa +3] (—6—1)3] 3p;+3=-12, pg=-5

!TP(O 11,5/4), Q3| 0] 4). Berechne die Punkte S und T,
die [PQ] harmonisch im Verhiltnis| ¢ | = 2 teilen.

—_ 8 3-8 8,+28,=6
PS:G%,O’:Z: [52—1,5J=2[—32] 32+282=1

83—4 4-g4 8y + 285 = 12 S@lo,514)
PT= tﬁ, wegen der harmonischen Teilung ist T=—0=-2
. .t -t t1—2t,=1—56
PT =—28Q: [t,-1,6|=-2| -t tp—2tp=1,
R [1;23—4] 4-53] tg—2g=—-8+4 T(6]|-1,5/4)

10. A(2]1015), B(23]1-4133), S(1114]17)
a) Sund T teilen [AB] harmonisch. Berechne T.
b) A und B teilen [ST] im Verhéltnis o und B. Berechne o und .
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L[]

a) AS=GSB:(—9]=0[—8] o=
12 16
AT =1 TB, wegen der harmonischen Teilungist t=-0= —%

-2 23-t,
AT=-3TB: [tz—10}=—§[—4-t2J

tg—5 33—tg
4t, -8 = — 69 + 3t t,=—69 +8=—61
4t,— 40 = 12 + 3t, t, = 12 + 40 = 52

4ty — 20 = — 99 + 3t, t,=20-99=—61 T(-61|52|-79)

—_— —_— _9 —63
b) SA=0.AT:[6]=0.(42] o=

-3

-12 -84
oo (B8] gt
SB=BBT-(-16]=13[_112] p=-1

B = — 0. muB ja rauskommen, denn A und B teilen [ST] harmonisch!

11. A(-4|12]-9),B(14(3]6). C(c,|6lc;) liegt auf der Gerade AB.
Bestimme das Teilverhéltnis v, in dem C die Strecke [AB] teilt.
Berechne den vierten harmonischen Punkt D von A, B und C.

. . (c+4 14—c,
AC=vCB: (6—12]=y[ 3-6 ] 2 Koordinatengleichung: y=2
c3+9 6—03
c,+4=28-2c¢,,3c,=24,c,=8
c3+9=12-2c;,3¢c3=3,c3=1 c@8lel1)

AD=-2DB, AD=-2(B-D)

— —_— — —_— — — % _4
D-A=2D-2B, D=2B-A={s]_[12] D(32|-6]21)

12. Zeige: A(1/2/1),B6121-4),C4|2|-2) und D(16| 2| -14) sind
harmonische Punkte.

—_— 3 2 3 —_—— — 15 -10
AC=ycB:(0]='y(0),'y=§ AD=8DB:(0 ):6(0}

-3 -2 10
o= -% = — v, also stimmt die Behauptung.
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13. Satz von MENELAOS
Teilt R die Strecke [AB] im Verhéltnis p und S die Strecke [BC] im

Verhéltnis 6 und T die Strecke [CA] im Verhdltnis t, dann gilt

Uberpriife den Satz am Beispiel
A(0]0),B(1210), C(919),R(20|0), S(11]3), T(5|5)

AR-pRE:(0)=p() p=-f BS=05C:(3F)-0(F).0=1
CT=1TA: (::)rc(:g) t=3 p-oT=—3-3 5 =—1 (stimmt!)
irgendeine Gerade C g CEVA

R P ist irgendein Punkt

A

T3. Satz von CEVA
Teilt R die Strecke [AB] im Verhiltnis p und S die Strecke [BC] im
Verhiltnis ¢ und T die Strecke [CA] im Verhiltnis 7, dann gilt )

Uberpriife den Satz am Beispiel
A(0]0),B(204),C(5110),R(5/1),5(1018), T2|4)  [PGI4)

— —_ 5 15 — ———-\. _10 _ _.5 _
AR=pRB:(1)=p(3) p=§:l BS:O'SC.(4)—O’(2),G—2
CT=1TA: (:g)rr(:i) 1= 3 p-C-T= %-2-%: 1 (recht hat er!)
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Berechne den Mittelpunkt der Strecken

a)

A1l712),B@3I5/0) b) R2|1),S(1|-5)

a)

1

M=1A+B) Meleln b M=iR

a)

b)

Ein Kreis um (-2 | 5) geht durch A(-5/2).

Berechne den Endpunkt E des Kreisdurchmessers [AE].
Eine Kugel um (1|2|3) geht durch den Ursprung.
Berechne den Endpunkt E des Kugeldurchmessers [OE].

g &

|

E),E=2M-A E(1]127

+E), E=
+ = E(2|4]6)

=| =

NI D=

—_

),
E), E

~~ o~

Berechne den Schwerpunkt des Dreiecks

a) A2l113),B@3|5/0),C4l-4]9)
b) R2I1),S3|-2), T(-2|4)
a)

S=1A+B+C) S@8|%l4 b S=1R+S+T)

Berechne den Schwerpunkt des Tetraeders

a)
b)

ololoy, A2l1]1),B(-12]13), C2|6|-8)
R(2(111),8(-913(2),T1]0!8),Uw]|-4]1)

a)
b)

6+X+—§+E) S(-2/2]-1)
+S4+T

+T+U) S(-1,5/013)

+8) M5!

a)

b)

Im Dreieck ABC mit Schwerpunkt Sist A(1]1]2), B(3|2]4)
und S(0] 1| 3). Berechne C.

Im Tetrader ABCD mit Schwerpunkt S ist A(2|1/1), B30/ 1),
C2|-1/0)und S(2| 2| 1). Berechne D.

a)
b)

B+C) C=3S5-A-B, C(-4]0]3)

B+C+D) D=4S-A-B-C D@l8|2
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6. Die Schwerpunkte der Dreiecke, die ein Tetraeder begrenzen,
sind: Sp(3| 3| 0), S,(31316), Sx(-1 3| 6) und Sc(4016).
Berechne die Ecken A, B, C und D.

§= %(K+—§+—6) §;= %(§+6+6)
?;: %(A+6+3) §§= %(X+§+_ﬁ)

I A+ B+ C =35, A=3S,-B-C

II B+ C+ D =385,

m A+ T+ D =35

v X + i‘ + 3 = 3‘§c;

T B+ C+ D =88,

r -B o+ D =38-3S, |B=D-35+35
v —6 + Tj = 3?;— 3_5—;

I T + 2D =35, + S5-Sp)

v -C + D = 3§§- 3'S, CT=D-3S¢+ 35y
I+ v 3D = 3(S,+ Sp+ Sc—-2Sp)
D= 5+ S5+ So sc-zsD D(0|0]18)
B= SD+§:+§; 2sB B(12/0/0)
C= Sp+ 8o+ S5-25 C-3/9/0®

= Sp+ Sp+ S.-25,  Acwlolo

7. Das Mittendreieck eines Dreiecks ABC ist das Dreieck der Seitenmitten.
Zeige: Ein Dreieck ABC und sein Mittendreieck haben denselben
Schwerpunkt.

8 ALA, ..., A, sindn Punkte im Raum, S ist der Eckenschwerpunkt.
Zeige: Die Summe SA1 + SAQ +.. SA,, ist gleich dem Nullvektor.
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B (A1+Ae+ +A,), A +A+..+A, =18
SA,+ SA,+..SA, = A,-S+A,-S+..+ A -8
=X;+E+...+K: —(S+S+...+8)
= n§ - n§ =0 (stimmt!)
9. a) Zeige: Der Schwerpunkt eines Tetraeders ABCD stimmt iiberein mit

dem Schwerpunkt des Schwerpunkt-Tetraeders SpS,SgS¢ .
b) Zeige: Die Kanten eines Tetraeders sind parallel zu den Kanten
seines Schwerpunkt-Tetraeders und jeweils dreimal so lang.

a) Schwerpunkt des Schwerpunkt-Tetraeders: Sy

48y = Sp+Sp+Sc+Sp
=3(B +C+D) +§(K+6+f) +%(K+§+T5} + %(TA:+ B+C)

=A+B+C+D (stimmt!)
b) Kanten des Schwerpunkt-Tetraeders:

Si85=5-5,=(A+C+D)-§(B+C+D)= j(A-B)= i BA
5,85c=8c-5,= 3(A+B+D)-}(B+C+D)= H(A-C)=1CA
SaSp=Sp-S,=3A+B+C)-2(B+C+D)=A-D)=1DA
538c=Sc-Sp=3(A+B+D)-3(A+C+D)=3(B-C)=1TB
m=§—§= %(K+§+6)—%(X+6+B)= %(f—_‘)= é—ﬁf
S_CS—I—)‘:E_D\_EC‘: %(X+§+6)—%(X+§+3)= %(6—6)= -;—T)—C\

10. Zeige: Die Verbindungsstrecken der Mitten von je zwei Gegenkanten

treffen sich im Schwerpunkt des Tetraeders.

Kantenmittelpunkte M—A;= %(X-rT?:), M—c:l;: %(6+3)
mit Kennerblick: Mittelpunkt von [MABMCD]: Mascep

Magcp = 3 [;(K'*f) + §(6+—6)] = %(X+§ +C+D)=8
ohne Kennerbhck

MABS Ll SMCD

4(A+B +C+D)—2(A+B) u[z(C+D)—4(A+B +C+D)]"4

A+B+C+D -2A 2B =p[2C+2D -A-B —-C-D ]

C+D-A-B = wWC+D -A-B]
i = 1, das heiBt, S halbiert [MABMCD]

Fir die beiden andern Kanten klappts nach Umbenennung genau so
(aus AB mach AD, aus CD mach CB).
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11. Flichenschwerpunkt im ebenen konvexen Viereck

a)
b)
c)

A(1,5|-3),B(610),C@3|6),D(-4,5/0)
A(-1]-2,5),B(6,5|-1),C(-113,5),D(-5,5|-1)
AB3l-4,5),B9|-6),C(1214,5), D] 7,5)

Die Diagonale AC zerlegt das Viereck in die Teildreiecke ABC mit Schwer-
punkt S; und ACD mit Schwerpunkt S, .
Die Diagonale BD zerlegt das Viereck in die Teildreiecke BCD mit Schwer-
punkt T; und ABD mit Schwerpunkt T, .

I

=k3

Zeichne das Viereck ABCD, berechne die Schwerpunkte S,, T,, S, und T,

und zeige: Das Schwerpunktviereck S,T, S, T, ist dem Viereck ABCD
dhnlich. (Tip: Seitenvektoren vergleichen!)

Wie verhalten sich die Lingen entsprechender Seiten ?

Das Ganze 188t sich auch r&umlich deuten: Zeichne A(313/0), B(316/0), C(~6/310) und

D(01013,75) in unser rdumliches Standard-KOSY in Normalprojektion:

x1-Achse mit Steigung 1, xg-Achse mit Steigung -1/4.

Welcher Zusammenhang besteht mit Aufgabe 9.b ?

Zeige: Der Satz von I gilt fiir jedes konvexe Viereck.

Der Flichenschwerpunkt von ABCD teilt eine Diagonale des Schwer-

punktvierecks im umgekehrten Verhiltnis der Inhalte der Teildrei-

ecke, deren Schwerpunkte sie verbindet (Hebelgesetz!).

Berechne den Flichenschwerpunkt S und zum Vergleich dazu auch den

Eckenschwerpunkt U.

m

Wenn man zuerst II macht, muB man nicht so viel rechnen.
§:= %(X+§+_6) T:: §(§+6+—5)
S;=3A+C+D)  T,=%A+B+D)

T132=§2‘—?:= %(X+6+6—§—C—D)= %(A_B)= %BA
ST,=T,-S=4(A+B+D - A-C-D)=3(B-C)=3CB

TyS, =8, - T,= 3(A+B+C - A-B-D)= 3(C-D)=3DC

Die Vierecke ABCD und S,T, S, T, sind sich dhnlich, die Seiten von ABCD
sind dreimal so lang wie die entsprechenden von ST, S; T; . Das (zweidi-
mensionale) Viereck von ¢) ist die senkrechte No:-malprojgkhon eines (dreidi-
mensionalen) Tetraeders. Beim Parallelprojiziern bleibt die Parallelitéit erhalten.
a) Dreieck BCD hat die doppelte Hohe vom Dreieck ABD und deshalb

den doppelten Flicheninhalt




IV. Elementare Vektorrechnung

b) Dreieck BCD hat die dreifache Hohe vom Dreieck ABD und deshab
den dreifachen Flidcheninhalt
JEEN Tl + %Tz —_—

T,S= ;ST,, S= =3(8T,+Ty)

]
-l
~—
o0
~—

1+ %
S©0|0) u,1-,)

¢) Viereck ABCD ist ein Trapez: DC = 2 AB , deshalb haben alle Teil

dreiecke jeweils eine gemeinsame Hohe.
Das Flichenverhiltnis (gro8 : klein) ist gleich dem Verhéltnis
(lange Basis) : (kurze Basis) = 2

T,S=3ST,, S= T1el =3QT; +Ty)= %(3)
S| 1) uU(6!%,)
[a o\
// /
A [
U151075) /
) /
///
r/ I
Ti1512) |
) X2A P
/ SAOMA Ts] 1] sl
N IR
3 e :
[ LA™ p
- [ 4
T | ] P
l 4
[ 1)
A Y
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b) O\ HEEE
N U(=0,25|-0,25)
N
N
1 N
T4010,5) h
Sz(-znslo) // N [~~~ 51(105'0) N 5 X1
_ Sl N
\\\ \
N N I NB
NS TA0I-25) —
A |
D~ c) | [ ]
) ~— U(6]0.375)
M~
e
\ S~
~~+~lC
\\
\ S:S12.5)
\ b T T{712) Il
[T L
¥ [ sl [\
) UL \
P BRI :
. I\ ;{
N \ [ | e T 1\
\ -
N\ | [Sd8l-2)
\ /
\ N /
A
s f
~ \ I
™~ B
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12. Raumschwerpunkt im Doppeltetraeder
A(0|-310),B0l4]0),C0l0l4),D4|-110),E-8|-1]0)
Zeichne das Doppeltetraeder, die Teiltetraeder sind ABCD und ABCE.
Berechne den Schwerpunkt S von ABCD und T von ABCE.

Der Raumschwerpunkt R von ABCDE teilt die Strecke [ST]im

umgekehrten Verhiltnis der Inhalte der entsprechenden Teiltetraeder.
Berechne R und zum Vergleich dazu auch den Eckenschwerpunkt U.

N s s s _a 4
S=i(A+B+C+D)=%[g) S(1lol1)
. s s s -8
T=%(A+B+C+E)=%(g] T(-2/0/1)
c Xy ]7 A FE B N
AT 10
A d \ |
/ \ P \ |
/ N\ |
A i
/ / ///
/ Z ‘
)4 / A T \\ \\ |
)4 Vd N - i
1/ //J, ," ||
; ,,/ ,/ f
N .
4l \ ﬂ
Al | A sl \ ,
/ J
/ _— N\ 3
/ B N
~J_ N\ |
/ ~ [\
_ = k
.‘D ‘,
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Die Strecke [ED], die die Spitzen E und D verbindet, hat die Lénge 12 und ist
senkrecht zur x,xs-Ebene, in der auch das Dreieck ABC liegt. Der Abstand (4)
von D und der x,x3-Ebene ist halb so grof8 wie der von E und der x,x;-Ebene.
Die Pyramide ABCD ist also halb so »hoch« und damit halb so voluminés wie
ihr liebes Gegenstiick ABCE. Folglich gilt fiirn Raumschwerpunkt R

—_ —_— _S‘+2? 1_03 I I
SR=2RT, R= - =§[3] R(-1/0]1)

— —_—

— —n -_ —4
U=5(A+B+C+D+E)= é[‘:] U114

13. A(3/0]0), B(0]6]0), C(— 831610) und G(- 4,51 6]2,25) sind Ecken
eines Spats, ABCD ist eine Seitenfliiche.

a) Bestimme die restlichen Ecken D, E, F und H. Zeichne das Spat, das
Dreieck AFH mit Schwerpunkt S und die Raumdiagonale [CE].

b) Zeige: CE schneidet das Dreieck AFH im Schwerpun{tt S des: Dreiecks.
(Tip: entweder mit Ansatz CS =¢ SE oder ES=AEC)

a) D©|o]0)
EQ1,5/0]2,25)
F(-1,5|6]2,25)
H(-1,5]0]2,25)

S=YA+F+H) sol211,5)
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b) Wenn S auf [CE] liegt, dann muB es ein Tellverhaltms o geben.

—_— A

Lbsungsweg mit Ansatz: CS = cﬁ, S= $(A+F+H)

S-C=o(E-S)
HA+F+H)- C=o(E-§(A+F+H)) |3
A+F+H -3C=0@BE-A-F-H)

e . V. "SI U W — —_— —_—

A-C+F-C+H-C=o(E-A+E-F+E-H)
CA +CF + CH=o(AE + FE + HE )

AE +FE + HE = CE,denn AE = CG, FE = GH
CA+CF+CH =2CE,

denn CA=CD +CB, CF =CG + CB und CH=CD +CG

CA+CF+CH =CD+CB+CG+CB+CD+CG=2CD +CB +C
also ¢ =2, das heifit, S teilt [CE] im Verhiltnis 2 :1.

Wenn S auf [CE] liegt, dann miissen E_S‘ und E_C; parallel sein,
dann muf gelten

ES=AEC, S-3(A+F+H)
ES =S-E=}A+F+H-3E)
:‘:-E+f“—_ﬁ\+ﬁ-f)
EA+EF+EH)

"EC, also liegt S auf [CE].

i
~~ ~

COrs O COjpt
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. Stelle € als Linearkombination von & und b dar:
R 3 - -1 R -11
a) a=[1J b=(2] c=[1J
-2 1 8
Ansatz: ¢ =xa +yT;; im 3,2-System -11 =3x — ¥y
1= x+2
8 =—2x+y, istx=-3,y=2
11 3 -1 L
Ergebnis: ( 1 ):—3(1]+2(2J, kurz ¢ =-32a +2b
8 —2 1
. (2) - (5Y . (-1 Widerspruch im Gleichungssystem:
b) a-= (‘1} b = [‘42], c = ( (1’} ¢ ist nicht als Linearkombination
von & und b moglich
B N . /2 8 = _0m +4B
e) 3‘:(2}b=[-3}—c‘=[-12J ¢=0a+4b
1 4 16
3 R -6 2 . '__\ - . . .
d = =(—2}b =[ ’ J’_é. =(1J Wldirspruch. a undj sind kollinear
-1 2 3 b=-2a, a und ¢ aber nicht,
deshalb gibts keine Linearkombination.
-4y . (38 -8 = _ 3= 23
e) '5‘:(2],1,:[-3}?:(5] ¢=32a-3b
0 -9 6
. (2) —~ (-3 13
Hh a-= (-6], b =(9 ],?:(-39}
4 -6 %

2, und ¢ sind kollinear. Deshalb gibts unenendlich viele Losungen

zum Beispiel € = 2% +0b oder ¢ = 0@ — 5 b oder ¢ = 23 — 3b

allgemein: 2x — 3y =13, x =5 (13 + 3y)

T = %(13+3y)?f+yf

2 Stelle d als Linearkombination von a und D und © dar:

a) a= (—1

2
3

)

—_

b

1
3
0

—

d

= -

) (i) G





































































































































































































































































































































