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Ein Wort voraus

Die Anschauliche Analytische Geometrie ist eine Einfiihrung in die
mathematische Behandlung des dreidimensionalen Raums. Schon die
Algebra der Mittelstufe reicht, um Punkte, Geraden und Ebenen im
raumlichen Koordinatensystem zu beschreiben, um Schnittpunkte,
Schnittgeraden und Schnittwinkel sowie die Lage von Figuren exakt
anzugeben. Derlei ist sonst nur konstruktiv in der Darstellenden Geome-
trie moglich. Doch der Vorteil einfacher Mathematik verleitet auch zu
fliichtigem Kopfrechnen, Vorzeichenfehler sind so die schlimmste Fehler-
quelle - fiur Schiiler genau so wie fiir Lehrer!

Zum Rechnen kommt noch die Uberlegung an rdaumlichen Figuren. Viele
Aufgaben lassen sich zwar in sturer Rezeptanwendung losen, doch sollte
man sich auf jede Gegebenheit neu einstellen, sie sich raumlich vorstellen,
am besten mit Skizzen — und bei den herausfordernden Aufgaben wird
man sowieso nicht drum herumkommen, die Losungsidee im Raumbild
zu suchen. Unser Rat: moglichst oft zum Stift greifen und skizzieren, am
Bild den Losungsweg herausknobeln oder einen vermeintlichen verwer-
fen (was genau so wertvoll ist). Nur so entwickeln sich zeichnerische Fer-
tigkeiten Hand in Hand mit fundierter Raumanschauung, und verbliif-
fende, ansprechende Bilder sind die Folge.

Die Raumgeometrie lebt durchs Bild. Das macht ihren Reiz, das zeichnet
sie vor andern mathematischen Disziplinen aus und das macht sie heute
so unentbehrlich. Heute, wo Unmengen von Daten anfallen, ist Sichten,
Wichten und Richten nur noch mit Elektronenrechnern zu bewdltigen.
Aber erst das Bild macht den Datenwust iiber- und durchschaubar. Ver-
antwortungsbewufte raumliche Deutung von Rontgenbildern, zuverlds-
sige Gelenkdiagnose, priazise Anfertigung von Prothesen, Analyse von Kri-
stall- und Molekiilstrukturen und vieles mehr verlangen vom Arzt, Biolo-
gen und Chemiker eine ebenso souveridne Raumorientierung, wie sie bet
Seglern, Piloten und Raumfahrern erste Voraussetzung ist. Doch damit
nicht genug. In der heute so spektakulir auftretenden Konstruktions-
Software geht es knallhart raumgeometrisch zu: Nur in der rdaumlichen
Koordinaten-Geometrie erfahrene Architekten, Bauingenieure und Ma-
schinenbauer sind imstande, ihre Ideen am Bildschirm zu konstruieren
und zu testen.

Wir haben uns zu einem moglichst anschaulichen Weg entschlossen:
Vorrang hat die Geometrie, die lineare Algebra ist wichtiges Hilfsmittel.
Die lineare Algebra ist heute wesentlicher Bestandteil in vielen Studien-
gangen. Sie wurzelt in der Euklidischen Geometrie, der Analytischen
Geometrie und der Theorie der Systeme linearer Gleichungen. So ist um-
gekehrt die Geometrie eine grofie Hilfe zur Bildung abstrakter Begriffe
der linearen Algebra. Hier und in der iibrigen Mathematik beruhen ja
viele Begriffe und Sitze auf geometrischen Vorstellungen. Man denke
nur an Vektor, Linearitit, Schnittgebilde, Parallelitat und Symmetrie.



Das Buch ist fiir Grund- und Leistungskurs gedacht.

Ein Stern * kennzeichnet Stoff, der nicht im Grundkurs-Lehrplan steht.
Zwet Sterne ** stehen fiir Zusatzstoff. Auch Lehrer eines Grundkurses
sollen die Moglichkeit haben, Hilfsmittel wie Determinanten oder Vektor-
produkt einzusetzen, wenn sie der (berechtigten) Meinung sind, daf da-
durch auch Grundkursler gewisse Aufgaben leichter erledigen. Die Theo-
rie der Systeme linearer Gleichungen bildet einen eigenstindigen Block.
Man wird sie nach eigenem Gutdiinken angemessenen dosiert da anwen-
den, wo man sie braucht.

Die reichhaltige Aufgabensammlung, von der Fingeriibung bis zur Pro-
blemaufgabe, soll die Kraft der Analytischen Geometrie vor Augen fiihren
und die Raumvorstellung fordern. Viele formale Aufgaben dienen zum
Uben des mathematischen Kalkiils. Um die Auswahl zu erleichtern, sind
die Aufgaben gekennzeichnet:

empfohlene Aufgaben haben eingerahmte ,

Knodel » warnen vor schwierigen oder zeitaufwendigen Aufgaben.

Koordinatenebenen sind als Quadratgitter veranschaulicht, ihre
Gitterlinien haben den Abstand 1. Wenn in Bildern an den
Koordinatenachsen keine Zahlen stehen, dann lassen sich Punkt-
koordinaten am Quadratgitter abzdhlen.

Elisabeth & Friedrich BARTH Gert KRUMBACHER



I. Was ist Analytische Geometrie ?

René Descartes (1596 bis 1650)



In der Geometrie der Unter- und Mittelstufe 16st man geometrische Aufgaben im wesentlichen
durch Konstruktion, begriindet man Zusammenhinge durch Beweise. Diese Art der Geometrie
heifit auch Synthetische Geometrie (‘ganzheitliche Geometrie'). Altmeister dieser Geometrie ist
EUKLID (um 300 v.Chr. in Alexandrien). Schon im Altertum beginnt man, in der Geometrie auch
zu rechnen — zum Beispiel mit den Strahlenséitzen, mit dem Satz von PYTHAGORAS und in der Tri-
gonometrie.

Im Barock, Anfang des 17. Jahrhunderts, finden der franzosische Mathematiker Pierre de
FERMAT (Beaumont de Lomagne 17(?).8.1601 bis 12.1.1665 Castres) und der franzisische Philosoph
und Mathematiker René DESCARTES (La Haye 31.3.1596 bis 11.2.1650 Stockholm) eine neuartige
Methode, geometrische Probleme zu lésen. Die beiden gehen in entgegengesetzter Richtung vor:
FERMAT setzt bei einer Koordinatengleichung an und sucht die zugehérige Kurve, wihrend
DESCARTES bei der Kurve ansetzt und die zugehorige Koordinatengleichung sucht.

FERMAT legt seine Ideen um 1635 dar in seiner Schrift »Ad locos planos et solidos isagoge« ('Ein-
filhrung in die ebenen und rdumlichen Figuren'). Aber erst 44 Jahre spiter, also 1679, wird sie von
seinem Sohn Clément-Samuel veréffentlicht.

1637 erscheint DESCARTES' beriihmter »Discours de la Méthode« mit der Erlduterung »pour bien
conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences« ('Abhandlung iiber die Methode, seine
Vernunft gut zu leiten und die Wahrheit in den Wissenschaften zu suchen’). Im Anhang »La
géométrie« fiihrt er die neue mathematische Methode vor. DESCARTES gilt als der Vater der
Analytischen Geometrie, denn schon am 26. Médrz 1619 schreibt er in einem Brief an den nieder-
landischen Mathematiker Isaac BEECKMAN sinngemif, er habe eine villig neue Wissenschaft
entdeckt, mit der er alle Probleme der Geometrie losen kénne. DESCARTES lost sich von der
konstruktiven Synthetischen Geometrie der Griechen und algebraisiert die Geometrie jetzt kon-
sequent: Er filhrt einen Bezugpunkt O (Ursprung) und zwei Koordinatenachsen ein. Indem er
jedem Punkt der Ebene zwei Zahlen, die Koordinaten, zuordnet, kann DESCARTES geometrische
Figuren wie Geraden und Kreise als Losungsmengen von Gleichungen algebraisch darstellen und
zum Beispiel Schnittpunkte iiber die Lésung von Gleichungssystemen berechnen. Damit ist die
Analytische Geometrie geboren! (analytisch: auf einem zergliedernden Verfahren beruhend.)

Unter Analytischer Geometrie versteht man heute die Verwendung der Koordinatenrechnung in
der Geometrie. Sie hat sich weiterentwickelt in der reinen Mathematik zur Algebraischen
Geometrie, in der es um Gleichungen héheren Grades geht, und zur Differentialgeometrie, in der
man auch die Analysis (Differenzieren, Integrieren) mit einbezieht. Dabei wagt man sich auch in
Réaume hoherer Dimension vor. In der angewandten Mathematik ist die Analytische Geometrie ein
unentbehrliches Hilfsmittel fiir die Darstellung rdumlicher Sachverhalte in Physik, Chemie und
Technik. Einen neuen Aufschwung erlebt sie in unseren Tagen bei der elektronischen Verar-
beitung grafischer Daten. Konstruktionsbiiros, vor allem die der Automobilindustrie, kommen

heute gll':x'\e Computergrafik nicht mehr aus. Und ohne Analytische Geometrie gibs keine Compu-
tergrafik!

In der Algebra der Mittelstufe haben wir schon erste Bekanntschaft mit der Analyti-
schen Geometrie gemacht — dazu nun zwei Beispiele:

Schnitt von Gerade und Parabel
Gerade g: y=%x+3 I
Parabel p: y=- % X+Tx-12 1I

I-1L: 0= 3x- 2x+15

2
0= x2-13x+30
0=(x-3)Xx-10) = x;=3 x2 =10

=45 Y2 = 8
S:(314,5) S.(10]8)



¥ p: y=-3x?+7x-12
| N
A +
% 4
E*
- ‘ ’l‘*. b
yi 5:- S1 g. ¥
/ -S4
| J
& e yd
Y+ & ¢ .
Schnitt zweier Geraden
Geradef: 2x-3y=21 1 (implizite Geradengleichungen)

Geradeg: 3x+4y=6 1II
31 6x — 9y = 63
- 2.01 -6x—8y=-12
3I-2I -17y=51
y=-3 eingesetztinIl: 3x-12=6 = x=6 S(6|-3)

In der klassischen Analytischen Geometrie kommen nur lineare und quadratische Glei-
chungen vor. In diesem Buch werden wir uns sogar nur mit linearen Gleichungen be-
fassen. Weil man in der Analytischen Geometrie auf Schritt und Tritt linearen Glei-
chungssystemen begegnet, fangen wir nicht gleich mit der Geometrie an, sondern
beschéftigen uns zunéchst mit dem nétigen Handwerkszeug. Die Lineare Algebra lehrt
den Umgang mit linearen Gleichungssystemen. Davon handelt das niichste Kapitel.

Aufgaben
@ Zeichne die Figuren, deren Punkte die Koordinatengleichungen erfiillen:
a) y=2x-1 b) 2x+3y=6 ¢) x=5 d y=-2
2. Zeichne die Figuren, deren Punkte die Koordinatengleichungen erfiillen:
a) y=x b y*=x ¢) y=—(x=12+2 d y=-x%+4x

* 3. Zeichne die Figuren, deren Punkte die Koordinatengleichungen erfiillen:
a) y=Ixl b lyl=x o lyl=lxl & lyl=x-1
e lyl==Ixl B ly-1l=x-1 @ lyl=Ix-1] b |y-1]=]x|



(1]
>

Zeichne die Figuren, deren Punkte die Koordinatenungleichungen erfiillen:

a) ys—%x+3 b) x<2 ¢) y<-x2+2x+3

d y?<x® e lyl+lxl<1 N y2-x220
Beschreibe die Punktmengen v

durch Koordinatengleichungen: 1 /

/
a)
bl | £
c) ’
1 /
d) €
/

6. Beschreibe die Punktmengen

durch Koordinatengleichungen: ' b)

a) \ /

P e
\v5

Xy

¢ 7. Beschreibe die Punktmengen durch Koordinatengleichungen:

v y

xY
Fan
3V

$°3 2

a) b)
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s 8.

e lo.

Beschreibe die Punktmengen durch Koordinatenungleichungen:
l AY | ] b) 1y
T M(h il il
i Il ‘ I ; i h
| i

I I | 1
g : 1
\
“ u'u !- A |
i Afetets
p

-

a) | E& | il : | I

:.:

1 1e)

"ﬂr “ | ij ’ ‘ | I

(A il 1 ‘ it E

M'! 1 § —%L}‘ “ il m l 6 :
L | ! ‘ J' : ‘r‘l | [ I

Berechne die Schnittpunkte der Geraden:

f———

a) gy=2x b g 3x-2y=5 c) gy-2=0
h: y=—%x+g h: x=3 h: x=-2y+4

d gx-n=0 e g 2x—-6y=0 f) g‘.y:%x—z
h:y+n=0 h:y:%x+% h:x=gy+3

DELISCHES PROBLEM

Die Bewohner der griechischen Insel Delos sollten zur Abwendung der Pest nach
einem Orakelspruch Apollon einen wiirfelformigen Altar bauen, dessen Volumen
doppelt so groB werden sollte wie das des vorhandenen Altarwiirfels. Weil sie die
Kante des neuen Wiirfels nicht konstruieren konnten, fragten sie PLATON um Rat,
und er antwortete ihnen: Apollon braucht einen so grofien Altar gar nicht, er wollte

euch nur zeigen, daB ihr euch zu wenig um Mathematik kiimmert und nichts von
Geometrie haltet!

Wir wissen heute, dafl diese Aufgabe mit Zirkel und Lineal nicht lésbar ist.

Die neue Kante miiite nédmlich \SJE mal so lang sein wie die alte, aber eine Strecke
der Liange %[_2- ist nicht konstruierbar. Der griechische Mathematiker MENAICH-
MOS (4.Jh.v.Chr.) fand zwar eine Konstruktion mithilfe von Parabeln, doch als

exakte Losung im Sinn der klassischen Geometrie wurde sie natiirlich nicht
anerkannt.

Zeichne die Parabeln p: x = %yz und q: y = x> und berechne ihre Schnittpunkte.
Wieso ist damit das Delische Problem erledigt ?

11



I1. Lineare Gleichungssysteme

Karl Friedrich Gauf3 (1777 bis 1855)



1. Bezeichnungen

Ein einfacher Fall eines linearen Gleichungssystems sind zwei lineare Gleichungen mit
zwei Unbekannten

I 2x-3y=21
II  3x+4y= 6

Linear heifit ein Gleichungssystem, wenn in allen Gleichungen die Unbekannten héch-
stens in der ersten Potenz vorkommen. Weil wir kiinftig auch mit mehr als zwei Unbe-
kannten arbeiten werden, numerieren wir sie und schreiben statt x, y, z, (?)... nun
X, , Xa, X3, X4, ... . Das Gleichungssystem schaut dann so aus

I 2x, — 3x, = 21
I1 3x, +4x,= 6

Eine Losung ist ein Zahlenpaar; man schreibt x, = 6, x, = —3 oder kiirzer (6 | -3) oder

das ganze untereinander (_63).

Ein allgemeines lineares Gleichungssystem besteht aus m Gleichungen mit n Unbe-
kannten. Man bezeichnet es auch als m, n-System.

Xy
Eine Losung ist ein n-Tupel von Zahlen (x, | x, | ... | x,) beziehungsweise 2 |

Xn
Beispiel fiir ein 2,3-System: I x+2x, + x3=3
II X, — X2—ZX3=0
3 2
Eine Lésung ist das 3-Tupel (—21] , eine andere (?J . Statt 3-Tupel sagt man auch Tripel.

Normalerweise schreibt man die Gleichungen so, dafl alle Unbekannten auf der linken
Seite und die konstanten Summanden auf der rechten Seite stehen. Haben alle Konstan-
ten den Wert null, dann nennt man das Gleichungssystem homogen, sonst heiflit das
Gleichungssystem inhomogen.

Beispiel fiir ein homogenes 3, 3-System: I X, +2%x,—3x3 =0
II x,+ x— x3=0
IIT  4x;,+ 3x,— 2x3 =0
Die Faktoren bei den Unbekannten und die Konstanten heilen Koeffizienten des Sy-
stems. Dank einer raffinierten Kennzeichnung sieht man sofort, an welche Stelle im
System der Koeffizient hingehért:
I anxl + alzxz +...+ alnx.n = bl
II anX; + agXy +...+ anX, =

--------------------------------------------------------------

a3, ist zum Beispiel der Koeffizient in der 3.Gleichung bei der Unbekannten x,.
b ist die Konstante der 3.Gleichung.

13



Ziel unsrer Untersuchungen wird es sein, bei einem m,n-System herauszufinden:
— wann ist das System iiberhaupt losbar ?
— wann hat das System genau eine Losung ?
— wie findet man die Losung(en) ?
— wie stellt man die Losungsmenge iibersichtlich dar ?

Erstaunlicherweise treten alle moglichen Félle von Losungsmengen schon bei 2,2-
Systemen auf und sind durch geometrische Uberlegungen sogar leicht verstédndlich.
Man deutet die beiden Zeilen des Systems als Gleichungen von Geraden:

genaueinelosungg I x, + 2x, =8 . 2
II 3%, + X, =9 Losung (3)

Deutung: Die beiden Geraden schneiden sich im Punkt (2] 3).

I x,+2x,=8
u 3X|+ X;=9

genau eine Losung:

(23)

—
o
3

4

X,

keine Lisung: I x + 2x,
II x; + 2x,

8
12

Deutung: Die beiden Geraden sind parallel, fallen aber nicht zusammen.

X,
~J I x,+2x,=8
H X, + 2)(1 = '2 X, l X + zxt = 8
. . ~ Il -2x, - 4x,=-16
keine Losung unendlich viele L ,
(a]-1a+4)
bzw.
%, " (-2b+81b)
Vs i 1 >
T~ Yo s 'Nb R

unendlich viele Losungen: I X; + 2x,= 8 . —2b+8
II —2x, — 4%, = 16 Losung (~4"")

Die Losungsmenge kann man mit einem Parameter b darstellen. Fiir jeden Wert be R
ergibt sich eine andre Losung. Deutung: Die beiden Geraden sind identisch. Die Losun-
gen sind die Punkte der Gerade. Der Parameter numeriert sie durch.

14



Aufgaben

[T.l Bestimme die Liésiaen und zeichne die zugehérigen Geraden:

—

a) I x+xy= b) I —-4x,+ 2x, =-6 c) I x-x,=0
II 2x,-x,=8 II 6x,- 3x, = 9 II x,+x,=0

d I 6x,-9x,
11 4x1— GX2

1 e I 3x,-05x,=0 il I x =1
0 II —-6x;, + x =0 II x,=2

2. Gib ein 2,2-System an, das die Losung (_24) hat und

a) keine weitere Losung hat
b) auch noch die Lésung G) hat ¢) homogen ist.

3. Ein m,2-System hat die Losung (;2,) . Gib ein Beispiel an fiir m=1, 2, 3.
Kann man es so einrichten, da3 (g) jeweils die einzige Losung ist ?

¢ I 3x1—- X2+2X3=1
II 2x, +2x, =0 Gib die Koeffizienten an: a,;, a;5, a5,, a3 und b, .

5. Gib ein 3,2-System an, fiir das gilt:

a) all=821=1, b1=—b2=2 a12=b3=0, asl=2a32=—aﬂ=6
b) a,=1, ap=-1, b=j (ij,k=1,2,3)
c) ax=i+k, bj=0 (1,j=1,2,3; k=1,2)

6. In einem homogenen 3,3-System gilt a;) =—1, a;3=a,53=2 und a; =—ay
(i,k = 1, 2, 3). Schreib das Gleichungssystem hin.

15



2. Das Einsetzverfahren

ist der naheliegendste Weg, ein Gleichungssystem zu lésen: Man lost eine Gleichung
nach einer Unbekannten auf und ersetzt diese Unbekannte in allen andern Gleichun-
gen durch den gefundenen Term. Das wiederholt man immer wieder. Wir fithren das
Einsetzverfahren zunichst an einigen 3,3-Systemen vor; wir haben sie so ausgewihlt,
daB die wichtigsten Fille vorkommen.

Inhomogene Gleichungssysteme
Genau eine Losung
I 2x, -3x; + x3=-1

II  x, + X + 5xg 0 = [x,=—%;—5%3/inTund III
I —x;, + 2x; — xg = 2

Il

in] 2(— xy—5x3) — 3%, + X3 = -1
inIH—(—x2—5x3)+2x2—x3 = 2
I' =5, —9%3 = -1
III'  3x, + 4x3 = 2 = x2=—%x3+§ inI
inl' —5(- —x3+~) 9x3 = -1
20x; - 10 - 27x; =-3
I" -Tx3 = 7T = |x3=—1| in III' und II
=-1 X, 3
in IIT' x2 =2 Losung: Xg =[2 ]
inII Xl = 3 xs _l

Beim Einsetzverfahren geht es nur darum, Gleichungen umzuformen und Terme ein-
zusetzen. Es kommen keine gefihrlichen Umformungen vor wie Quadrieren und Mul-
tiplizieren beziehungsweise Dividieren durch Terme, die null werden kénnten. So ist si-
chergestellt, daB weder Losungen verloren gehen noch sich Scheinlésungen einschlei-
chen. Allerdings mufl man darauf achten, daB die Anzahl der aktuellen Gleichungen
nach jedem Rechenschritt dieselbe ist. In unserm Schema heben wir die zum Einsetzen
reife Gleichung mit einem Rahmen hervor. Aktuell sind dann jeweils die Gleichungen
unterm Strich und die eingerahmten.

Keine Losung
I 2x;, -3x, - x3= 4
II  x+2%+3x =1 = [x=1-2x,-3%]inIund III
III 3%, — 8% — 5x3 = 5
I -Txeg —T%3 = 2 = x2=—?—7—x3 in IIT'
I1r -14x,- 14x3 = 2 o
I 0 =-2 ¢ keine Losung!

III" ist eine widerspriichliche Gleichung. Wenn ein Widerspruch auftaucht, dann muf
irgendwo eine Annahme stecken. Tatsdchlich beruht das Lésungsverfahren auf der

16



Annahme, daB das Gleichungssystem mindestens eine Losung (x, | x,| x;) hat, die alle
Gleichungen erfiillt. St68t man beim Rechnen irgendwo auf einen Widerspruch, dann
erweist sich die Annahme als falsch, das Gleichungssystem hat keine Losung.

Unendlich viele Losungen

I Xy + 2X2 - 3X3 6 = E=6—ZXZ+3X3J

II  2x; — Xp + 4%x3 = 2
IIT 4x, + 3x, — 2x3 = 14

I -5x,+ 10x3 =-10 = Ix2 =2+ 2x4
IIT’ -5x,+ 10x; =-10
III" -10 - 10x; +10xg =-10
0= 0

Die aktuellen Gleichungen reichen nicht aus, um die Unbekannten eindeutig zu bestim-
men. Wenn x, bekannt wire, dann lieBen sich die dazu passenden Werte fiir x, und x,
berechnen. So findet man zum Beispiel fiir x;=-1 die Losung (3| 0] -1) und fiir x;=0
die Losung (2| 2] 0). Weil x, frei wihlbar ist, gibt es unendlich viele Losungen (abhingig
von x3). Eine frei wéihlbare Gréfle heifit auch freier Parameter. Man bezeichnet Para-
meter mit einem kleinen griechischen, manchmal auch lateinischen Buchstaben. Setzt
man X3 = A, dann bekommt man durch Einsetzen in die eingerahmten Gleichungen

X3

X, 2-A
Xo=2+ 2\ und x,=2-X oder | Xz |= [2+27t], AeR.
A

Weil die Lésungsmenge genau einen treien Parameter enthilt, sagt man, da8 das Sy-
stem o! Losungen hat (sprich: unendlich hoch eins). Zur besseren Ubersicht trennt man
in der Losung den konstanten Teil vom parameterabhéngigen Teil und schreibt

X, 2-A 2 - A 2 -A
Xo [=[2 + 2A =[2 + 21]:[2]+ 2A (zeilenweise Addition)
X3 A 0+ A 0 A

X, 2 -1
X |=|2 +l{ 2 } (Parameter abspalten)
X3 0 1

Leung: (,,] 2] 7). e

X, 0 1

Die Darstellung der Losungsmenge ist nicht eindeutig, sie hingt ab vom Losungsweg.
Das letzte Gleichungssystem jetzt anders gelost:

I X; + 2X2 - 3XS = 6
II 2x1 - X2 + 4x$ 2 = [X2 = 2x1 + 4X3 - 2I

III  4x; + 3x, — 2x3 = 14

I' 5%, + 533 = 10 = |x3 =2 —xll
IIT" 10x, + 10x3 = 20
I 0= 0
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Nun ist x, die einzige Unbekannte, die nicht links vorkommt; deshalb ernennen wir sie
zum freien Parameter p. Wir setzen x, = p und bekommen durch Einsetzen in die ein-
gerahmten Gleichungen

X, v 0 1
X3=2-p und x,=6—2y oder | Xz |=|6—-21 = 6].,.“ -2
X3 2—”. 2 -1

x;) (0 1
Losung: (xz = [6]*41[-2], peR 2]

Bei Wahl von x, als freien Parameter hitte sich ergeben

Lisung: [ZL { 0 ]w['ilz], o R B

xs) -1 1/2

Ein Vergleich von m, @ und E] zeigt, daf} sich die Anteile beim Parameter nur in einem

Faktor unterscheiden
1 -1 -1/, -1
2|z 2 |und]| 1 |=1p 2 ]
-1 1 1/y 1

Die konstanten Anteile — das sind die Losungen, die jeweils zum Parameterwert 0 geho-
ren — zeigen keinerlei Ahnlichkeit. Trotzdem sind die drei Darstellungen gleichwertig,

denn jedes Losungstripel ist in jeder Darstellung enthalten: In @ liefert =4 das Tripel
(1141 1), dasselbe Tripel ergibt sich fir p=1in [2] beziehungsweise fiir A=11n [1].

Es gibt auch Gleichungssysteme, deren Losungsmengen mehr als einen Parameter ent-
halten. Dazu ein Beispiel:

I 05x,-4x, + 05x3 = 3

II  -x+8% - X=-6 = [x,=8x-X+6
I 0.25x,— 2x, + 0,25%, = 1,5

I 0= 0
IIr 0= 0

%, und x5 sind frei wiahlbar und werden deshalb zu Parametern ernannt.:

Xp=A undxg =
inll x,=6+8\-p

X, 6 8 -1
Lésung : (ij=[0]+k[l]+u[0],huem
X4 0 0 1

Weil hier zwei freie Parameter vorkommen, spricht man von «? Lésungen. Auch hier
sind andere Darstellungen der Losungsmenge moglich. Hitte man zum Beispiel Glei-
chung II nach x, aufgelést, dann wiiren x, und x, die freien Parameter:
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II = X3=6-X1+8X2
I 0=0
IIr 0=0

;=0 undx, =1
in II X3=6-0+87

[xl 0 1 0
Losung: xzj=[0]+0[0 ]-i-‘t[l],G,TEIR
X3 6 -1 8

Homogene Gleichungssysteme

Wie veridndern sich die Losungen, wenn man die rechten Seiten der Gleichungen null
setzt, das heiit, zu homogenen Systemen iibergeht ? Wir rollen die Sache von hinten auf
und untersuchen zuerst inhomogene Systeme mit unendlich vielen Losungen. Das ho-
;nogene System, das zum inhomogenen System mit ! Losungen (Seite 17) gehort
autet:

?

I X+ 2 - 3x3 = 0 = [xl=—2x2+3x3\
II 2%, — X, +4x3 =0

III' 4x, + 3x, - 2x3 = O

IT' — 5%+ 10x3 = 0 = [x5=2x,4

T — 5xy+ 10x; = O

T 0=20

x5 = A (freier Parameter, es gibt ! Lésungen) = x, = 2A und x, = A,

X; -1
zusammengefafit zur Lidsung: [xnj =7~[ f J, AelR  oder
X3

X, 1
(andrer Losungsweg): Losung: (XQJ = p[-2J, peR
X3

Auch das homogene System hat «! Lésungen.

Nun zum System mit den ? Loésungen. Das zugehorige homogene System ist:

1 0,5X1 - 4X2 + 0,5X3 =0

II -x; + 8x, - x3=0=
IIT  0,25x, — 2x,+ 0,25x; = 0

I 0=0
IIr 0=0

Xz =A und x3 = (zwei freie Parameter, also «? Losungen)
in H Xl = 81. - “‘

X, 8 -1
Losung : [xz]zl(l]d-u[o],k,pem
X, 0 1
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Es fallt auf:
0
— der konstante Anteil ist 8] (wird deshalb meistens weggelassen)

- die Lésung des homogenen Systems ist gerade der parameterabhéngige Anteil der
Lésung des inhomogenen Systems.

Diese Ubereinstimmung verwundert nicht: An der Variablenrechnung hat sich nichts
geindert, und die Konstanten der rechten Seite sind alle gleich null. Der Parameteran-
teil wird allein von der Variablenrechnung festgelegt.

Jetzt behandeln wir das Beispiel, das im inhomogenen Fall keine Losung hat.

I 2x1 - SX2 - X3 = 0

I X +2%+3% = 0 = [x=-2x—3x,
IIT 3x;,— 8x, - 53 = O

I —TXy —=Txg = 0 = |x9=-x3
I —14x,- 14, = 0 |
I 0= 0

X, -1
xazl,xzz—k,xlz—l Lﬁsung: (h]:l[—ll)’ AelR
X3

Obwohl das inhomogene System keine Losung hat, gibt es beim homogenen System
Losungen (sogar unendlich viele!). Das sollte uns eigentlich nicht iiberraschen, denn je-
des homogene System hat zumindest die Lisung, bei der alle Unbekannten gleich null
sind. Diese Losung heifit auch triviale Losung *. Ein homogenes System kann also nie
unlosbar sein, die triviale Losung gibts garantiert.

Zum Schluf} rechnen wir das Beispiel, das im inhomogenen Fall genau eine Losung hat.

I 2%, -3% + X = 0= [xg=23x, - 2x,]|

I1 X, + Xp+56x3 =0

III —x; + 2x — X3 =0

IT -9x, +16x, = 0

Ir X, - X = 0= [x=x]

g %, = 0

x =0 X, 0

inIll' x=0 Losung: (Xz] = [0] (triviale Losung)
inl x;=0 X3 0

Auch das homogene System hat genau eine Lésung, und die muBl dann die triviale sein.

® trivial = selbatverstandlich

Als Trivium (=Dreiweg) bezeichnete man die ersten drei Facher der sieben Artes Liberales, die in den Klosterschulen des Mittelalters als
elementare Vorstufe des Studiums gelehrt wurden: Grammatik, Dialektik und Rhetorik. Danach folgte das anspruchsvollere Quadrivium
(=Vierweg) mit: Arithmetik, Geometrie Astronomie und Musik. Deswegen nennt man besonders einfache Dinge auch trivial.
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Das Einsetzverfahren funktioniert freilich auch bei 4,4-Systemen, 5,5-Systemen usw.
Auch hier sind genau eine, keine oder unendlich viele Lésungen moglich. Die Anzahl
der freien Parameter kann entsprechend der Anzahl der Unbekannten steigen. Das
Einsetzverfahren fiihrt auch dann zum Ziel, wenn die Anzahl der Gleichungen nicht
iibereinstimmt mit der Anzahl der Unbekannten. Dazu zwei Beispiele:

4,2-System I 2x; — x,= 6

II  -3x; + 2x,= -8

III X; + 3x,= -1

IV 4x; + 3x,= 4

I X, = 2 X, =2

Ir 7x, = 14

V' 10x, = 19
I 14 =14
A 20 =19 { Das System hat keine Losung.

Wie das Beispiel zeigt, geniigt es nicht, aus dem System einige Gleichungen
herauszupicken und daraus »Losungen« zu produzieren (die ersten beiden
Gleichungen wiirden zur »Losung« (2 | 1) fithren). Weil alle Gleichungen
erfiillt sein miissen, muf man die »Lésung« an den restlichen Gleichungen
tiberpriifen ( (2 | -1) 16st zwar noch die dritte, aber nicht mehr die vierte

Gleichung).
2,4-System I x; + 3% + x3 + xq= 4
II X3 + X3 — 2x,=-5 X;=2X,—-X3—-5

Weil x, und x;3 nicht links vorkommen, wihlen wir sie als freie Parameter
X, = A, X3 = . Einsetzen in die eingerahmten Gleichungen liefert x, =3 -2
und x; =1-2A—-p.

X, 1 -2 -1

) Xy 0 1 0
Losung: x, =] 0 +A o |+ B[ 1 AuelR

x,] \3 -1 0

Systeme mit mehr Gleichungen als Unbekannten heiBlen auch
iiberbestimmte Systeme. Normalerweise haben sie keine Losung.

Systeme mit weniger Gleichungen als Unbekannten heiflen

unterbestimmte Systeme. Normalerweise haben sie unendlich viele Losungen.

Man kann zeigen: Enthiélt das System keinen Widerspruch, dann gilt:
Anzahl der Anzahl der < Anzahl der

Unbekannten Gleichungen| — |freien Parameter
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Aufgaben

m Lose die Gleichungssysteme:

22

a) 10x,
X
4x1

c) 4x,
-19x,
7x,

e) 2x,
3x,
3X1

g 4x,
X3
X,

i) Xy
-2x,
4x,

+ Xp-— ZX3 =2
+ 2X2 + 2x3 = 3
+ 4XZ + 3X3 =5

+ 5%y + 2x5
- X9 — 3X3
+ 4%, + X3

3
2
1
- 3Xy — X3

- Xo + 2x4
- SX2— 5X3

oo
3 S N

+ X + X3
+4X2+4X3

1
1
+ Xo + X3=1

+ 5X2 - 2X3 =0
- X9 — 3X3 =0
+ 3XZ - X3 = 0

b)

d

)

h) - ix + §x2+

—X; — Xp + X3
3x; + Xp+ 2x3
—X; — X+ 4x3

—-X; + X + X3
—Xl+4X2+ ZXS
2x; + 2%5 + 3xg

—X; + Xo + X3
X; — 3%, + 2x3
2%, — 4%, + Xg

5
3x, — 6x,— 3x3
2 4

3%1 ~ 3%~ 3%

X; + 2Xp— 3x3
2%, — Xot+ 4x4
4%, + 3x5— 2xq

(=K==

Lose die Gleichungssysteme und die zugehorigen homogenen Systeme:

a) 2x,
3x,
5x,

c) X,
2x,
3x,

+XZ—3X3= 5
- 2X; + 2xg = 5
- 3%, — X3 =16

+ 2XZ + 3x$ =3
+ 3%y + 8x3 = 4
+ 2%+ 17x3 = 1

b)

d)

2X; + 3x9— 2x3
X; — 2%, + 3x3
4%, — Xy + 4x3

2x1 - X9 + 3X3
4x, — 2x5 + 6x3
- 6x; + 3%, — 9x3

Einfach — aber nicht leicht (jedes System ist ein 3,3-System!)

a) X, + Xp =-2
Xg + X3 =—2

X, + X3 =—2

SX3 = 4

2X2 =1

e) X; + 2xq =3
-X, + 8x3 =7

X3 = 1

b)

d)

2x; + 3x,
X3
4x1 - X5
2x1 + 3X3 =
4X1 + GX3 =
- 6X1 - 9)(3 =
X) = Xg
X3 = Xl

- D N



4. Kleine Ursache — grofe Wirkung

a) 2,01x; + x, + x3 =201 b) 1,99x;, + x; + x3 = 201
X, + X3 = 200 Xy + X3 = 200

- X, + X3 =200 - X + X3 =200

c) 2%, + X, + x3 =201 d) 2,01x;, + x; + X3 = 200
X, + x3 =200 X, + x3 =200

- Xo + X3 =200 — Xy + Xz = 200

e) 2%, + Xp + x3 =200 ) 1,99, + x, + x3 = 200
X, + x3 =200 X, + Xy =200

- Xy, + X3 =200 - X + X3 = 200

¢ 5. Bestimme die Parameter so, dafl das System die angegebene Losung hat:

a) 2%, + ax, + X3 =-4 b 2x;, + x5 - x3=1
bx, — 3x, + x3=-5 2x, + 3x, =0
6x; - X+ cx3 = 3a 6x; + ax, — x3 = 1
X, -1 X, 0 3
Losung: (’QJ:[ 2} Losung: (&j:[ 0]+X[—2]
X3 2 X3 -1 4
c) 2x, + ax, + X3 = 0 d) -3x;,+ 2x, + ax3 = 0
X, + x3=0 X, + axp, + 2x3 = 0
- Xp+ax3= 0 - X +X=0
X, ~1 Das System hat ! Losungen.
Lésung: (X2]=l[ 1]
X3 1

6. Parabeln durch gegebene Punkte
Bestimme die Koeffizienten von y = ax® + bx + ¢ so, daB} die zugehérige Parabel
durch die angegebenen Punkte geht.

a) P1l1) Q-21-2) R@I-7) b S(0|-3) T(]-1) U2I3)
o I1]1) J-=11-1) K@2l14) d) E1|1) F2l3) G-1]-3)
e) U1lo) vol|1) ) Wal2)

7. Bestimme die Losungen der 4,4-Systeme

a) 2x; + 2x,— 2x3 + 2x, = 8 b) x; — 2x; + 3x3 = 6
Xp — Xo+ Xg+ 2x, = 10 2x, + Xg — X4 = 1

2x; — 3x, + 4x3—- 3x4 = -4 3x; + 5xg = 21
—-2Xx; + 4%x,— 3x3+ 3x4, = 9 3x, -  4x,=-13
c) Xy + 2X3 + Xy = 0 d) X; — Xy + 2X3 - Xy = 1
Xo + X3 — X4 = 0 3x1 - 3X2 + GX:,— 3)(4 = 3

-X; + Xo =0 —2x, + 2X2— 4X3 + 2X4 = -2
-3x; + 3x, — x3—-2x, =0 4%, — 4%, + 8x3 — 4x, = 4
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Uberbestimmte Systeme

a) X+2% = 0 b 2x, + x=-5 € X —2x+ 2x3= 4
2xl+ 5)(2 = 2 —3x1 + 2X2 = 11 2x1 - 3X3 =-2
X) = Xg =— 5 4x1 - X9 =-13 -X; + 2XZ"‘ 3X3 =—6
Xo + X3= 3
d x, -2x+2x3= 4 *e X; — 2X,+ 2x3 = 4
2x, - 3X3 =-2 Xg + X3 = 3
-X; + 2Xp— 3X3 = -6 X, — X+ 3x3= 17
X, + Xg = 3 X, — 4x, =-2
Unterbestimmte Systeme
a) X; + X—-3x3= 3 b) 6x;— 2x,+ 3xg= 9
X} - X + X3= 1 -2x, +§x2—x3=—3
c) 6x; — 2x, + 3x3 = 9 d 2x, - x+2x3= 6
2x; — %xz + xg= 0
e 2x; + Xp — X3 + 3x, =0 f) X + Xp =1
X; — 3x, - X, =3 Xg + X4 =1

** 3 . Mathematischer Hintergrund

Zwischen den Losungen eines inhomogenen und des zugehérigen homogenen Systems
besteht ein einfacher Zusammenhang. Sind (u;| u,l ...l u,) und (v,| vyl ...| v,) zwei

Lésungen eines inhomogenen m,n-Systems, dann ist (u;-v,|us-v,| ...l u —v,) eine
Losung des zugehorigen homogenen Systems. Das sieht man sofort ein, wenn man die

i-ten Gleichungen des inhomogenen Systems nach dem Einsetzen voneinander
subtrahiert

8 U; + Uz + ... + B U,y = by
43V +ai‘2v2 +... +ainvn=bi
= a;u;-v)) +a,(u—-vy)+... +a,(u,-v,)=0

Das ist die i-te Gleichung des zugehorigen homogenen Systems. Die Differenz zweier
Losungen des inhomogenen Systems ist also eine Losung des zugehorigen homogenen
Systems. Folglich ist jede Losung des inhomogenen Systems darstellbar als Summe
einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und einer Losung des homogenen
Systems. Es kommen sogar alle Losungen des homogenen Systems vor, es gilt ndmlich:

Alle Loésungen des homogenen Systems ergeben sich als Differenz zweier Losungen
des inhomogenen Systems.
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Begriindung: Ist (h,|h,l...|h,) irgendeine Losung des homogenen Systems und
(vi| vl ...l v,) irgendeine Losung des inhomogenen Systems, dann ist
(h, + v, hy+ vyl ...l h, + v,) eine Losung des inhomogenen Systems: Setzt
man (h, + v;| hy+ v,| ...l h, + v,) in die linke Seite der i-ten Gleichung des
inhomogenen Systems ein, dann ergibt sich:
a;(h; + vy) + ajplhg + vo) + ... + a;(h, +v,) =
(aj1h; + aphy + ... + a;hy) + (8, vy + ave + ... + 8;,v,) = by
. J J

0 b; qed.
Das alles faf3t man zusammen in dem Satz:

Die allgemeine Losung eines inhomogenen Systems Lift sich darstellen
als Summe einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und der
allgemeinen Lésung des homogenen Systems.

Unter allgemeiner Losung versteht man eine Losung, die mindestens einen Parameter
enthilt. Eine allgemeine Losung beschreibt eine Lésungsmenge. Ersetzt man in einer
allgemeinen Losung alle Parameter durch Zahlen, dann bekommt man eine spezielle
Losung. Genau das haben unsere Beispiele ergeben:

inhomogenes System zugehoriges homogenes System
Xl + 2X2“' 3x3= 6 x1+ 2XQ—3X3= 0

2x] - X9 + 4X3= 2 2x1— X2+4X3=0

4x, + 3x,— 2x3=14 4%+ 3x, — 2x3= 0
allgemeine Losung : allgemeine Losung :

R 4 (4

Allgemeine Lésung des inhomogenen Systems
A

- 1
2 + Al 2
0 1
spezielle Losung des allgemeine Losung des
inhomogenen Systems zugehorigen homogenen Systems

Jedes homogene System hat mindestens eine Losung, ndmlich die triviale. Gibt es eine
weitere Losung, dann gibt es gleich unendlich viele. (Nr. 4 der folgenden Aufgaben)

Ein homogenes System kann nur genau eine oder unendlich viele Lésungen haben.
Ein inhomogenes System kann keine, genau eine oder unendlich viele Lésungen haben.

Ferner gilt: Wenn ein homogenes System genau eine, also nur die triviale Lésung hat,
dann hat auch jedes zugehorige inhomogene System genau eine Losung.

Den Beweis bringen wir spiiter.
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Ubersicht iiber die Anzahlen von Lisungen

das inhomogene System hat

das zugehéorige homogene System hat

keine Losung

oo! oder < oder ... Losungen

genau eine Losung

genau eine Losung (die triviale)

! Losungen eo! Losungen
? Lésungen «? Losungen
usw. usw.
das homogene System hat jedes zugehorige inhomogene System hat

genau eine Losung

genau eine Losung

0! Lisungen

keine oder «! Losungen

oo? Lisungen

keine oder «? Lisungen

Uusw.

Usw.

Aufgaben

E’a) X, + Xp =1
X, + 3Xp + X3 =—2
3xl + x2— X3 = 6

b) Begriinde den Satz:

2
Losungen des Gleichungssystems.
Wie ist eine Probe moglich?

3 1
Jemand behauptet, [—2 ] +A (— 1 ] ,AeR liefere
1

Sind [&]: (!‘i) + k[ua) + \{WJ mit A, pelR Losungen des Gleichungssystems

mit der i-ten Zeile a;x; + ajoX3 + ... +a;, X, = b; , dann erfiillt | 1; |das

Gleichungssystem und [111) bzw. [Vinas zugehorige homogene

Gleichungssystem.

2. X; — 2%+ 3x3 = 0
3x1 — X9 — X3 = 0

2%, + Xp—4x;, =0
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oo

Zeige: b) Ist (&Jeine Losung, dann ist es auch k{a;].

¢) Sind (a,] und (bs]Ltisungen, dann ist es auch [ai +b; J

Zeige allgemein:

a) Hat man eine Losung eines homogenen Systems,
dann ist auch jedes Vielfache eine Losung.

b) Hat man zwei Losungen eines homogenen Systems,
dann ist auch ihre Summe eine Losung.

¢) a) und b) sind falsch fiir echte inhomogene Systeme.

Zeige: Hat ein homogenes System mehr als eine Losung,
dann hat es gleich unendlich viele.

Unendlich viel oder nichts X, + X9 — X3
-2X; + X5 + X3
3X1 - 2X3

nnwon
o OO

a) Bestimme die Liosung.
b) Gib ein zugehoriges inhomogenes System an, das keine Losung hat.
¢) Gib ein zugehoriges inhomogenes System an, das «! Losungen hat.

d) Warum gibt es kein zugehoriges inhomogenes System,
das genau eine Losung oder «? Losungen hat ?

Zeige: Kommt eine Unbekannte x;, 1 <1< n, in einem homogenen System nicht
vor, dann gibt es unendlich viele Losungen.

Dieser Satz ist falsch fiir inhomogene Systeme!

Zeige dies durch ein Gegenbeispiel.

Zeige: Ein homogenes System mit weniger Gleichungen als Unbekannten hat
unendlich viele Losungen.

Dieser Satz ist falsch fiir inhomogene Systeme!

Zeige dies durch ein Gegenbeispiel.
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4. Der Gaufl-Algorithmus

Besonders schnell lassen sich lineare Gleichungssysteme l6sen,
wenn sie in »Dreieckform« vorliegen:

X+ 3% + X3= 5 %, = 5 — 3%, — x|

Jede Gleichung kann man unabhéngig von den andern nach einer Unbekannten aufl6-
sen (hier sogar ohne ldstige Divisionen): Man setzt wieder von unten nach oben in die
eingerahmten Gleichungen ein

X, 1
Xg=-2, X=2, x=1 Losung: | X |= | 2
X, -2
Fiir Gleichungssysteme in dieser praktischen Form hat man eigene Bezeichnungen

eingefiihrt. Ein System hat Dreieckform, wenn jede Gleichung genau eine Unbekannte
weniger enthilt als die vorhergehende. Noch ein Beispiel:

1
4

3x; — Xg + 5Xg
Xo + 2X3

o

Die Dreieckform ist ein Sonderfall der Stufenform. Ein System hat Stufenform, wenn
jede Gleichung mindestens eine Unbekannte weniger enthilt als die vorhergehende.
Beispiel:

1

4

Der bcdeutendste deutsche Mathematiker Carl Friedrich GAUBS (Braunschweig 1777
bis 1855 Gottingen) hat 1810 ein Verfahren angegeben, mit dem sich lineare Glei-
chungssysteme auf Stufenform bringen und dann bequem lésen lassen. Es war ein Ne-
benprodukt seiner mathematischen Untersuchungen des Planetoiden Pallas. Das Ver-
fahren verallgemeinert das von den 2,2-Systemen her bekannte Additionsverfahren.
GAUS zu Ehren bezeichnet man es als Gaul-Verfahren oder Gauf-Algorithmus.

3x; — Xy + 5x3
2X3

Der GauB-Algorithmus beruht auf zwei elementaren Umformungen, die die Losungs-
menge des Gleichungssystems nicht verdndern (Aquivalenzumformungen):

e Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl (20)
¢ Ersetzen einer Gleichung durch die Summe aus ihr und dem Vielfachen einer andern

Man iiberlegt sich leicht, da8 dies Aquivalenzumformungen sind:
Wir bringen die Konstanten auf die linken Seiten und kiirzen die Gleichungen ab mit T=0 bezie-
hungsweise S=0. Mit X als Abkiirzung fiir ein Lésungstupel gilt dann

TX)=0 o kTX)=0 falls k20

T(X)=0 T(X)=0
und s<x>=o} ot { SX) + k-T(X) = 0
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Wir fiilhren das GauB-Verfahren an Beispielen vor.

X, + 4x; + X3 = 7 Die 1.Gleichung schreiben wir ab. In der 2. und 3. Glei-
3%, + 2x, + 4% = -1 chung beseitigen wir x,, indem wir geeignete Vielfache
2x) + 5%, + 4x3 = 4 der 1. Gleichung addieren:

X, + 4% + X3 = 7 (=3)74 - (=2)

3%, + 2X, + 4x3 = -1 ] —"l'
2x, + 5%+ 4x3 = 4 =~
X, + 4x; + X3 = 7 Jetzt beseitigen wir x; in der 3.Gleichung. Wir addieren
-10x; + x3 =—22 ein geeignetes Vielfaches der 2.Gleichung zur dritten, die
— 3%, + 2x3 =—10 1. und 2. Gleichung schreiben wir ab:
X; + 4X2 + X3 = 7

—IOX2 + X3 =—‘22 '(—%)
+
- 3%y + 2x3 =—10 “ <—j
X; + 4%; + X3 = 7 Das Gleichungssystem hat jetzt Dreieckform.
-10x, + x3 =—22 Wir besorgen uns die iiblichen Rahmengleichungen und

. - _17 setzen von unten nach oben ein:
107875
X +4xp + x3= 7 |x1=7—4x2—x3]
22 1
-10x, + x3 =—22 Xp=75 + 5 Xs

% = =5 (% =-2]
10X =3 m

e

Bei der praktischen Durchfiihrung 148t man der Einfachheit halber die Variablen weg
und schreibt nur die Koeffizienten und die rechten Seiten hin. Zur besseren Ubersicht
trennt ein senkrechter Strich rechte und linke Seiten:

1 4 1 7 (=34 (-2
3 2 4 |-1 <——J A‘ +
2 5 ¢4 4 -
1 4 1 7
3
0-10 1 |-22 “ 9,
0 -3 2 |[-10 -
1 4 1 7 Das ist die Dreieckform. Jetzt schreibt man die Variablen
0-10 1 |-22  am besten wieder hin und 16st das System wie oben:
o o X |_u
10 5
x1+4XQ+ X3 = 7 x1=7—4X2—)ﬂ
2 1 x 1
-10x; + x5 =-22 Xp=7 + %3 . (x;i):[ 0 )
17 -
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Manchmal gehts sogar noch schneller, wenn man nicht stur die Unbekannten von
links nach rechts beseitigt. Das Beispiel zeigt, was gemeint ist:

1 4 1 7
3 2 4 |-1
2 5 4 4
1 4 1

0-10 1 —22
0-3 2 |-10
1 4 1

0-10 1 —22
0 17 0 34

-(-3) -(-2)
<—~J + _] + (wie gehabt)

¢

4(_'25 + (in der 3. Gleichung x,beseitigen)

Dreieckform (leicht vernebelt)

Das Ganze wieder mit Variablen:

X, + 4% + X3

- 10x, + X3
17XZ

7
-22
34

Ixﬁ: 7 —4x2—x3]
%3 = =22 + 10x,)

=

Rdumt man auch noch nach oben aus (GauB-Jordan-Algorithmus), dann ergibt sich die
Diagonalform: in jeder Gleichung gibt es eine Unbekannte, die nur in dieser Gleichung
vorkommt. Aus der Diagonalform liest man die Losung unmittelbar ab. Wieder unser

Beispiel:
1 4 1 7
3 2 4 |-1
2 5 4 4
1 4 1 7
0-10 1 |-22
0 -3 2 |-10
1 14 0 29
0-10 1 |-22
0 17 0 34
1 0 O 1
0 0 1 -2
0 1 0 2

-(-3) (-2)
Pl —l + (wie gehabt)

-—

(-1 )J+

-+,

17

( 1+

A+
17 17

x1 = 1
X3 = -2
Diagonalform (leicht vernebelt) x,=2

Nach Vertauschung der 2. und 3. Zeile (Gleichungen) ist die Diagonalform deutlicher
und die Lésung augenfillig (rechte Spalte!):

1 0 O 1
0 1 0 2
0 0 1 -2

30
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Das GauB-Verfahren funktioniert auch bei Gleichungssystemen, die keine oder unend-
lich viele Lésungen haben. Wir greifen die Beispiele von Seite 16 auf:

Keine Losung
2x; —3x, - x3= 4
X, + 2x, + 3x3 = 1  Aus naheliegenden Griinden vertauschen wir die

3x, — 8x, — 5x; = 5  ersten beiden Zeilen:

1 2 3 1 (=2) T4 (-3) =
2 -3 -1 4 - - L+
3 -8 -5 5 - ‘
1 2 3 1

0 -7 -7 2 " (=2) 4

0-14-14 2

1 2 3 1
0 -7 -7 2
0 0 0| -2 ¢ Widerspruch in 0 = -2, keine Losung!

Allgemein gilt: Hat eine Zeile links vom Strich lauter Nullen und rechts keine,
dann hat das Gleichungssystem keine Lisung.

Unendlich viele Losungen

X) + 2Xp— 3X3
2X; — Xo + 4x4
4x;, + 3xy;— 2x4

N D

14 Variablen weg:

1 2-3| 6 (=24 4
2 -1 4| 2 DA 1+
4 3-2 |14 ~

1 2-3| 6
0 -5 10 |-10 (D4
0-510 |-10 || <——

1 2 -3 6
0 -5 10 [-10 || (-=Vs)

0O 0 0 0 »Nullzeile« , 148t man weg
1 2 -3 6
0 1-2 2 jetzt miissen die Variablen wieder her:

X, + 2%,— 3% = 6 (%, = 6 — 2%, + 3%y
XZ— 2)(3 = 2 x2=2+2£]
freier Parameter x3 =}, Xo=2+2y, x,=2-}
X, 2 -1
Losung: | X =[2]+u[2],uelR
Xg 0 1
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Zum SchluB ein homogenes 4,6-System, das nicht auf eine Dreieckform fiihrt:
X; + X+ 2X3 + X, + 3% + x=0
X, + Xo+ 3%X3 + 5% + Bx5 + 3x5 =0
2%, + 2%y + 6X3+ 16x,+ 10x5 + 10x5 = 0
Xy + Xo+ 2X3 + 4%, + 3x5 + 3%, =0 Variahlen weg!

1 1 2 1 3 110 -(-1) - (-2 - (-1

1 1 3 5 5 3|of~—>2* 7—|+ >_l .
2 2 6 16 10 10 |O || =

1 1 2 4 3 3 |10 | =

1 1 2 1 3 1 0

0 0 1 4 2 2 0 “ (=2) 14

0 0 2 14 4 8 0

0 0 0 3 0 2 0

1 1 2 1 3 1 0

0 0 1 4 2 2 0

0 0 0 6 0 4 0 " (=D

o o o0 3 0 2| 0 2 |+

1 1 2 1 3 1 0

0 0 1 4 2 2 0

0 0 0 6 0 4 0 | -v

0 0 0 0 0 0 0 Nullzeile weglassen
1 1 2 1 3 1 0

0 0 1 4 2 2 0

0 0 0 1 0 2/, 0 Variablen her!

X; + Xp+ 2X3 + X+ 3X5 + Xg
X3 + 4x, + 2x5 + 2xg
Xy + %gxg

X4 = —%TBJ
X3 = — 4X4 - 2X5 - 2x6l

1x1 =—Xqg — 2X3W— X4 — 3X5 - XGJ

i nn
o OO

Die drei Variablen x, , x5 und xs kommen links nicht vor, sind also freie Parame-
ter. Das System hat c*-Lésungen. Um Briiche zu vermeiden, setzen wir: x = 3\,
x5 =H und X, =v und bekommen x,=-2\, x3=2A-2p und x, =-5A+p—v,

X, -5 1 -1

Xz 0 0 1

. X3 2 -2 0
Lésung: X, =M _o |*1| o |*V o Ap veR

Xg 0 1 0

Xq 3 0 0

Wegen des stiandigen Abschreibens der Zahlentafeln braucht man beim GauB-Algorith-
mus viel Zeit und Platz. Weil er so schematisch ablauft, 1at er sich gut im Computer
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programmieren und steht deshalb heute hoch im Kurs. Fiir den Handbetrieb aber eig-
net sich das Einsetzverfahren besser.

Das Additionsverfahren, auf dem der GauB-Algorithmus beruht, wird gefihrlich, wenn
man sich nicht an die erlaubten Umformungen hilt und kreuz und quer drauf los-
addiert. Dazu ein Warnungsbeispiel:

I-x,+ % + x3=1 Durch I+II beseitigen wir x;: 2%, =2
II x4 X - x3=1 durch 21+2II+III beseitigen wir x,: 5x3=5
III —4%, +6%3 =1 III schreiben wir ab: —4x9 + 5x3 =1

Das neue System hat die Losung: (Xz

X

X3

A

0
1

Rt

1
0] peR,

Von diesen ! Losungen ist nur eine einzige, nimlich die fiir 0 = 1 auch Losung des
gegebenen Systems. Die verwegenen Umformungen haben uns ein System beschert,
das zum urspriinglichen nicht dquivalent ist.

Aufgaben

@ Lose die Gleichungssysteme mit dem Gaufl-Verfahren:

a) 10x; + x,— 2x3 =2
X; + 2%y + 2x3 = 3

4X1 + 4X2 + 3X3 = 5

) 4%, + 5%y + 2x3 = 3
-19x;, - xp— 3x3
7x1 + 4x2 + ZX3

(3

e) 2x1 - 3X2 — X3
3x; — Xp + 2x3
3x; — 8xy — 5x3

nounon

g  4x, + X, + X5
X; + 4%y + 4%3

=t U O B

i) X; + 5%y — 2x,
=2x; — Xp-— 3x3
4x; + 3xy; — X3

nounu
[= NN

b) - xl - X2 + xS =
3x1 + XQ + ZX3 = 11
-X; — Xo+ 4x3 =

d) - Xl + XQ + X3 =
-X + 4X2 + 2X3 =
2%, + 2%+ 3x3 =

f) -X; + X2+2XQ=
x1—3X2+4X3=
2x1_ 4X2 + 2XS =

h)—§x1+ §x2+
3x, — 6% — 3x3 =
2%, — 3%, 2x%3=0
3717 3 3

b)) X, + 2% — 3%3 =0
2%; — Xp +4x3 =0
4%, + 3x3 — 2x3 =0

2. Lése die Gleichungssysteme mit dem GauB3-Verfahren:

|
P

a) X, + 2%, + 4x3 =
2%, + 4%y + 8x3 =

|
w

c) X, + 2x, + 2%5
3x1 ol 2X2 - X3
2x, — 5%, + 3x3

X; + 4x, + 6x3

|
O N

b) X; + 2X2 + 12X3
3x1 + 2XZ+ 1GX3

nwonn
COOO Wr=

d) X; - 2%, + 5xg
2x, + X, — 5x,
3x; + 4x, — 15x,
3x,—- 11x, + 30x;
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8. Lése die Gleichungssysteme mit dem GauB-Verfahren:

a) X; + 2%, — 2x3 + 3x, = 2 b) x; - 3xp+ 4x3— 2x, = 1
2%, + 4%y — 3x3 + 4xy = 5 2xy + 5xg+ 11x, =-11
5x1+ ].OXQ - 8x3+ 11X4 =12 Xo — 3X3 = 11

4, Lose die Gleichungssysteme mit dem Gauf}-Verfahren:

a) 2X1 - 3X2 + GX3 + 2X4 - 5X5 = 3
Xo — 4%X3 + X4 =1
X4—3X5=2

b) X, + Xp + X3 + X4 — X5 =15

X; — Xp + Xg —I%X + Xs = 3

X; + 2% + 3x3 + 4% + 5x5 = 35

X;— 2X, + 3x3— 4%, + 5%5 = 3

e 5. Seltsame Gleichungssysteme fiirs Gaufl-Verfahren
(jedes System hat die vier Unbekannten x, bis x,):

a) X, — X + X3 — x4=1 b x; - X + x3 - x= 1
X — Xgo + X3 =1 xS—X4=o
X, — X =1
Xl = 1
c) X, + Xg =0 d x, - 2x, ==3
Xg + x=1 = 1
e) X, — Xp + X3 — X=1 D - X9 + X3 = 1
X, — Xp + X3 — X, =1 X, = 1
- X4 = 1
® 6. Seltsame Gleichungssysteme fiirs Gauf3-Verfahren
(jedes System hat die vier Unbekannten x, bis x,):
a) X;+Xp=Xp+Xz=Xg+X=1 b) X —Xp=Xp—Xg=Xg—X,=1

e 7. Entscheide mit dem GauB-Verfahren, fiir welche Werte von a, b und ¢ es keine,
genau eine oder unendlich viele Losungen gibt.

a) 2x;, —4x, =a b) X; — Xo+ 3%X3 = a
X, — 2x, =b 3x) - 2%+ 9x3 = b
-2x, - 2x,— 6x3 = ¢

c) X, + 2X, + x3=a d) X, + axg = 2

X, + 3Xy + axg = 2 Xy — X3 = 0

X, + axy + X3 = 2 ax; + X, =3-a
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5. Das Determinantenverfahren

Fiir quadratische Gleichungen haben wir eine Formel, mit der wir entscheiden, wieviel
Losungen es gibt, und mit der wir die Losungen gegebenenfalls auch bestimmen. Wenn
bei einem linearen Gleichungssystem die Anzahl der Gleichungen iibereinstimmt mit
der Anzahl der Unbekannten (n,n-System), dann gibts auch hier eine Formel, die fast
dasselbe kann.

Fangen wir mit einem 2,2-System an. Um die Formel zu finden, losen wir das Glei-
chungssystem allgemein mit dem Additionsverfahren:

ax; + bx,=u d (-c)
cxX; + dx, = v -(=b) I -a
(ad —cb)x; = ud-vb (ad —cb)x, = av—cu (**)

Es fillt auf, daB lauter Terme der Form »Produkt minus Produkt« auftreten. Seit GAUB
nennt man solche Ausdriicke Determinanten. Fiir die Determinante hat der britische
Mathematiker Arthur CAYLEY (Richmond 1821 bis 1895 Cambridge) eine einfache
Schreibweise eingefiihrt, die sich gut einprigen 14ft, weil sie an die Form des Glei-
chungssystems erinnert:

Definition: l 2 3 ‘ :=ad —cb heiflt zweireihige Determinante.

+. 4Cb
a b

Grafische Eselsbriicke =ad-cb
c d
- “ad
. ] ab
Mit den Determinanten D= cdl= ad—cb
ub die 1. Spalte von D ist ersetzt
D, = =ud-vb [worden durch die rechte Seite
vd des Gleichungssystems.
au die 2. Spalte von D ist ersetzt
D, = I | = av-cu {worden durch die rechte Seite
cv des Gleichungssystems.

lauten die beiden Gleichungen (**): Dx, =D, und Dx,=D,. Sie haben fiir D#0 die eindeu-
tigen Losungen x, = % und x, = % . Wie man sich (durch Einsetzen) leicht iiberzeugt,
ist (% | %) auch Losung des urspriinglichen Systems.

Ist D=0, aber D, #0 oder D,# 0, dann liegt ein Widerspruch vor: Das System hat keine
Lésung. Sind alle drei Determinanten gleich null, dann hat das System sicher keine ein-
deutige Losung, also unendlich viele oder keine Losung.
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Fiir Gleichungssysteme mit genau einer Losung haben wir die Formel gefunden. Sie
heilt zu Ehren des schweizer Mathematikers Gabriel CRAMER (Genf 1704 bis 1752
Bagnole-sur-Ceze), weil er sie als erster versffentlicht hat.

Cramer-Regel

Das Gleichungssystem ax; + bx, = u
cx; + dxg = v

: ab . . .. . D, D,

hatfirD= | . 4| #0 die eindeutige Losung mit x, = DrX=]p

au
cvVv

dabei ist D, = ‘33‘ und D, =

Auch fiir 3,3-Systeme gibt es eine Losungsformel mit Determinanten.

I ax, +bxy +cx3=r
II dx;, + ex; + fxg = s Gleichungssystem
III gx; + hxy + ixg =t

Wie bei 2,2-Systemen isolieren wir durch geschickte Multiplikation und Addition der
Gleichungen die Variable x,. Dabei verwenden wir die zweireihigen Determinanten:

t|pf|- | g 5| + 1| o §| ergibt
(alnil-alnsl+eletm=rlail-o|nt|+e25 (v)

Diese Formel kann sich kein Mensch merken! CAYLEY hat auch dafiir eine prignante
Abkiirzung eingefiihrt. Es ist die dreireihige Determinante:

Definition: D = =alpf|-d|p ] +elbs

abec
de f
ghi

Eine dreireihige Determinante berechnet man schematisch so: Man nimmt das 1. Ele-
ment der 1. Spalte (in unserm Fall ist es a) und streicht die Zeile und Spalte, in der es

steht’ief
hi

. . f .
rige Unterdeterminante U, = I ﬁ i ’ Genauso verfahrt man mit den anderen Elementen
der 1. Spalte:

5

Nun bildet man die drei Produkte der Elemente und ihrer Unterdeterminanten und
addiert beziehungsweise subtrahiert sie abwechselnd. Damit 148t sich die linke Seite der
Gleichung (v) abkiirzen mit D-x,. Auch die rechte Seite entpuppt sich als dreireihige

. Die iibrigen 4 Elemente bilden eine zweireihige Determinante, die zugeho-

be

= U= 55| ef| = U= |2%]
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Determinante, wir nennen sie D, . Sie entsteht aus D, wenn man die 1. Spalte durch die

r
rechte Seite [:] des urspriinglichen Gleichungssystems ersetzt:

rbe ef b ¢ bec . . .
D,=[sefl=r}] |=s|p§|+t|2 %] Jetat heibt die Gleichung (v) kurz Dx, = D,.
1
Dxl = Dl
Analoge Rechnung ergibt: Dx,= D, Gleichungssystem @
DX3 = D3

Man bekommt D;, indem man die i-te Spalte von D durch die

rechte Seite des urspriinglichen Gleichungssystems ersetzt.
Wir haben das System @ aus dem System |1/ abgeleitet; also ist jede Losung von |1| auch
Losung von @ Weil wir aber nicht nur Aquivalenzumformungen verwendet haben,
konnen Scheinlésungen dazugekommen sein. Die Anzahl der Lésungen von @ ist des-
halb gréBer oder gleich der Anzahl der Lésungen von . Ist D#0, dann hat @ als einzige

D.
Losung das Tripel (x, | x,|x3) mit ;= 3 . Zum Gliick ist es auch immer Lésung von ,
wie man durch Einsetzen miihsam bestitigt. Das ist die Cramer-Regel fiir 3,3-Systeme.

Cramer-Regel
Das Gleichungssystem ax, + bx, + ¢x3 =1
dxl +ex2+fX3 =S
gx; + hxy + ix; = t
abe o D, D, D,
hat fiir D = dﬁf #0 die eindeutige Lésung x,= ), = und X3=
ghi
rbec arc abr
dabeiist D,=|se f|, D,=|ds f| und Dy=|des]|.
thi gti ght

Ist D=0 und mindestens ein D;#0 (i=1,2,3), dann enthilt @ einen Widerspruch und
auch (1| hat keine Lésung. Ist aber D=D,=D,=D;3=0, so hat das System @ o Losun-
gen. Das System [1] hat dann entweder auch unendlich viele Losungen oder gar keine.

Man kann beweisen — und wir werden das spiter auch tun —, daf8 in diesem Fall
sicher keine eindeutige Losung hat.

Zusammenfassung
D=0 & hat genau eine Losung.
D =0, mindestens ein D, 20 = hat keine Losung.
D=D;=D,=D3=0 = hat unendlich viele oder keine Losung.
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Hier noch ein Beispiel fiir den letzten Fall: x;, — x, + 2x3=1
—2x, + 2%, — 4%X;= 2
2%, — 2%, + 4x3= 2

1 -1 2
D=|-2 2 -41=0
2 -2 4
1 -1 2 1 1 2 1 -1 1
D,=|2 2 -4|=0, D,=|-2 2 -4|=0, Dy=|-2 2 2|=0
2 -2 4 2 2 4 2 -2 2
0x,=0 Das System @ hat «* Lésungen.
0x,=0 @ (X;=A, Xg=}, Xg=V)
0x;=0 Das System |1| ist dagegen unlésbar!

Man kénnte meinen, die Cramer-Regel sei fiir Gleichungssysteme reserviert, die ge-
nausoviel Gleichungen wie Unbekannte haben. Mit einem kleinen Trick klappt die
Cramer-Regel aber auch bei andern Systemen. Bei einem 2,3-System zum Beispiel geht
das so:

I 2% + % —-3x3=2

II  3x, + 4x, + x3=0

Wir ernennen die »iiberzdhlige« Unbekannte x; zum freien Parameter A und bringen
alle Terme mit x; auf die rechte Seite

I 2%, + %=2+3A
II  3x,+ 4%, = -A

Jetzt kann Cramer ran:

2430 1 2 2437
D=|§i|=5, Di=| _, 4|=8+137&, D, = 3 - ‘:—6—111,
D 8+13A D -6-11
X = ﬁl' =—+5— =1,6+2,6)\, X = ‘5'2 _—_——S—l- =—1,2°'2,2l
b3 1,6 0,6
Lésung: X |=|-1,2 |+2|-2,2
Xg 0 1

Die Cramer-Regel 148t sich auch auf n,n-Gleichungssysteme mit mehr als drei Unbe-
kannten anwenden. Wie in den Fillen n=2, n=3 gibt es fiir D+ 0 eine eindeutige Lo-

D,
sung in der Form x; = 3 . Doch muB man wissen, wie man n-reihige Determinanten be-

rechnet. Es geht dhnlich wie bei den 3-reihigen Determinanten. Man nimmt der Reihe
nach die n Elemente der 1. Spalte, multipliziert sie mit den zugehérigen (n—1)-reihigen
Unterdeterminanten und addiert beziehungsweise subtrahiert diese Produkte abwech-
selnd. Bei einer 4-reihigen Determinante sieht das so aus:

2 1 5 4

_1372=2372_3372+(_1)203_(_2)’203
5 4 a1 4 -3 1 4 -3 1 4 -3 1 372

Jede Unterdeterminante mufl nach demselben Schema reduziert werden, bis schie8llich
eine zweireihige (oder einreihige) Determinante iibrig bleibt. Das Prinzip ist zwar recht
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einfach, aber die Rechnung geht schnell ins Uferlose: Bei einer 10-reihigen Determi-
nante braucht man zehn 9reihige Determinanten, das heit, man mufl 10-9 8reihige,
also 10-9-8 7reihige, also ..., also 10-9-8.7-6.5-4-3 = 1814400 zweireihige Determinanten
berechnen! Will man ein 10,10-System mit der Cramer-Regel bewiltigen, dann fallen
bei den 11 10-reihigen Determinanten D, D,, D,, ... , D, 11-1814400-2 = 39916800 Mul-
tiplikationen an. Mit der Abkiirzung n! := n.(n-1)-(n-2)- ... -3-2.1 (lies n-Fakultét) sind
somit zur Lésung eines n,n-Systems (n+1)-n! = (n+1)! Multiplikationen nétig. Der
GauB-Algorithmus dagegen kommt mit % (2n® + 3n? + n) Multiplikationen aus, er ist

fiir n>23 dem Determinantenverfahren haushoch iiberlegen. Zum Vergleich sind in
einer Tabelle die Anzahlen der Multiplikationen bei beiden Methoden aufgefiihrt.

n,n-Gleichungssystemn= | 2 |3 | 4 | 5 6 7 8 9 10
Anzahl der Cramer [ 6 |24 120 | 720 | 5040 | 40320 | 362880 | 3628800 | 39916 800
Multiplikationen|Gauf} 5 |43 | 5 91 140 204 285 385

Ein Personal-Computer, der heute (1989) 20us fiir eine Multiplikation braucht, schafft in einer 10tel
Sekunde die 4900 Multiplikationen fiir ein 24,24-System beim GauB-Algorithmus. Dasselbe Glei-

chungssystem wird denselben Computer beim Determinantenverfahren ungefihr 10!2 Jahre be-
schiftigen — das ist etwa 500mal so lang, wie unser Weltall besteht.

Man konnte nun meinen, dafl Determinanten nur von theoretischem Belang, praktisch
aber véllig nutzlos wiren. Dem ist aber nicht so! In einigen Gebieten der Mathematik
sind sie ein hilfreiches Werkzeug, und auch wir werden 2- und 3-reihige Determinan-
ten vorteilhaft verwenden, zum Beispiel zur Berechnung von Flichen- und Raum-
inhalten.

Aufgaben
E.] Berechne

o311 w1 0]22] w[%58] o]B
2. Berechne

o5 o] wlis] ofih ik ofGee %

Fiir welche Werte von a wird die Determinante null ?

a+l a-1 sina cosa
” |

0)1 a-1 a+l d)’ —cos a sina

Iaa a —a
a1, 4 -2

Lose mit der Cramer-Regel (falls moglich!)

a) X1 +Xy =1 b) —4x,+ 2x, =—6 c) x,-%;, =0
2x1—x2 = 8 6x1— 3X2 = 9 xl +X2 =0

d) 4x1—5x2= 12 e) —%xl+éx2 = 1 f’ gxl:3X2 i:g
- 5x; +4x, = 12 9%, — Xp = -6 X, — Xp =
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@ Lése mit der Cramer-Regel (Fallunterscheidungen!)

a) ax, +x,=1 b) X, + 2x, = a ¢) x,— ax, =0
2ax,— x, = 8 ax, — 4x, = 0 ax; +%, =0
d) 4ax,-5ax;, = -9 e) ax, + x, = b f) 6ax,+3bx,=-9
ax, —ax, = 3 bx, + x, = a 2bx, - ax, =-3
@ Berechne
123 2 5 -4 -3 5§ -4 -1 1
a)|4 5 6 bl(l-3 2|¢e|1 -3 2 d| 1 -1
789 4 1 -1 -1 1 -1 1 1
20 1 1 00 1 0 O 011
e)|0 3 -2 Hn{-320 g|[0-30 h)y[101
00 4 13 0 0 -5 110
7. Berechne und vereinfache
11 0 1 a -b 1 11
a)|{l 1+a 0 b)|-a 1 ¢ c)|la b ¢
1 1 1+b b —c 1 a? b? ¢?
a b a+b sina cosatanf cosa
d)| b a+b a e)| —cosa sinatanff sina
atb a b 0 -1 tan 8
Fiir welche Werte von a ist die Determinante null ?
2 1 -2 a-2b a 5 -4 l4a 1 1
a)|4 a 1 b4 1 2 c)| 1 a 2 d| 1 1l+4a 1
0 -6 5 3 3 9 -11 -1 1 1 1l+a
Lose die Gleichungssysteme mit der Cramer-Regel
a) 2x;, + X+ 5x3 =1 b) 3x; + 5x,+ 3x3 = 1
le + 4X2 + X3 = 1 2x1 - X2 - X3 =—2
X; + Xg+ 2x3 =1 X; + 3%y + 2%x3 = -1
c) 2x;+ 3%y — x5 =1 d) X, — 3%y — X3 = 4
3x; + 9% + 2x3 = 4 X; — X ==2
-X3 + 2X2 + 3X3 =1 4x1 + 3X3 = 0
10. Lose mit der Cramer-Regel (Fallunterscheidungen!)
a) ax; + 2x,— 3x3 = 1 b x, + X, +X3= a
3X; — X9 + 2x;3 =-1 X+ (1+a)x, + X3 = 2a
5%y + 33X, — 4x3 = 2 X, + Xo+(l+a)xs = O
c) X; + Xp + ax3=0 d) CXp + bx; = a
X; + Xp + bxg=10 X, +axg=Db
ax; + bx, + x3=0 bx, + ax, =c
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11. Nimm x; als freien Parameter A und lése mit der Cramer-Regel

a) 2x; + X —2x3 = 2 b) —2x, + 3x, + 21x, = 3
5%, + 3%X, + X3 = 3 5X; + 3%, — 21x3 = 3
¢) Tx; — 5%, +21x3 = 0 d) 2x; + X +x3=1
5x; — 3%+ 11x3 = 0 X, + Xp +X3=1
12, Lose mit der Cramer-Regel x, + x, + x5 =7
3%, + 2%y + 2%3 =3
und nimm a) x; als freien Parameter A
b) x, alsfreien Parameter p
c) x, alsfreien Parameter v
13. Lose mit der Cramer-Regel
a) X; + Xp + X3=0 b) —2x; — 3%y + x3 = 3
X; + Xp— X3 =2 4%, + 6%y + X3 = 3
€ X; + X + 3%x3 = 2 d x;+6x,+9%x;= 6
3x; + 2%y + 9x3 = 3 9x; + 4%, + 6x3 = 4

**6. Eigenschaften von Determinanten

Von den Determinanten brauchen wir spiter hauptséchlich die 3-reihigen. Deshalb
abe
def
ghi
allgemein, so ergibt sich ein Aggregat von sechs Produkten: D=aei+bfg+cdh—-gec—
hfa—idb. Der deutsche Philosoph und Mathematiker Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (Leip-
zig 1.7.1646 bis 14.11.1716 Hannover) hat n-reihige Determinanten als Aggregate von
n-fachen Produkten definiert. Ihm zu Ehren nennen wir ein solches Aggregat die Leib-
niz-Form der Determinante. aei + bfg + cdh — gec — hfa — idb ist also die Leibniz-Form
der 3-reihigen Determinante.

Fiir 3-reihige Determinanten hat der franzésische Mathematiker Pierre F. SARRUS
eine Merkregel formuliert, sie heit Sarrus-Regel oder auch Jigerzaunregel. Mit ihr
findet man schnell die sechs Produkte und ihre Vorzeichen: Man schreibt die ersten
beiden Spalten als 4. und 5. Spalte nochmal und multipliziert lings der Pfeile. Die
»Abwirtsprodukte« zihlen positiv, die »Aufwirtsprodukte« negativ:

stellen wir einige Sétze fiir sie vor. Berechnet man die 3-reihige Determinante

+ 4+ <+ gec hfa idb
a b clab
d e f d e =aei + bfg + cdh - gec — hfa - idb
| 8 h 1* "g\ h,_‘
- - - aei bfg cdh
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123] |123]12
Beispiel: {231 =(231[23 =132+ 213+321-333-111-222=-18
312 (31231

(Die Sarrus-Regel gilt nur fiir dreireihige Determinanten!)

Aus der Leibniz-Form kann man einige Determinantensitze leicht ableiten:

[1] Vertauscht man in einer Determinante die Zeilen mit den Spalten,
so dndert die Determinante ihren Wert nicht.

abec adg
Beispiel: def|{=|beh
ghi cfi

Zum Beweis berechnen wir die Leibniz-Form der rechten Determinante:

aei + dhc + gbf — ceg — fha — ibd.

Sie stimmt mit der Leibniz-Form der linken Determinante iiberein.

Nach diesem Satz sind in allen Determinanten Spalten und Zeilen gleichberechtigt.
Deshalb verwenden wir von jetzt an den Oberbegriff Reihe.

@ Ersetzt man eine Reihe durch ihr k-faches, so ist der Wert der neuen
Determinante k-mal so grof} wie der Wert der alten Determinante.

ka kb kc abec
Beispiel: d e f|=zk|def
g hi ghi

Zum Beweis iiberlegt man sich mit der Sarrus-Regel, da8 der Faktor k in jedem
Produkt genau einmal vorkommt (und deswegen ausgeklammert werden kann).

(3] Eine Nullreihe macht die Determinante zu null.

000
def
ghi

Beispiel: =0 Zum Beweis setze man in Satz @ k=0.

E Vertauscht man zwei parallele Reihen,
so sindert sich das Vorzeichen der Determinante.

def abec
Beispiel: abc|=—-|(def
ghi ghi

Zum Beweis berechnet man die linke Seite:
dbi + ecg + fah — gbf — hcd —iae = - (aei + bfg + cdh — gec — hfa — idb)

@ Sind zwei parallele Reihen zueinander proportional,
so hat die Determinante den Wert null
a b c

abe abec
Beispiel: D=|kakbke|=0 Beweis: D=k |abec|=-k|labe|=—D
g h i ghi ghi

(Vertauschen von 1. und 2. Zeile)

Aus D=-D folgt D=0.
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@ Besteht eine Reihe aus Summen, so LiBt sich die Determinante als
Summe zweier Determinanten schreiben.

a+x b+y c+z abec Xyz
Beispiel: d e f |=|def|4+|def
g h i ghi ghi

Zum Beweis iiberlegt man sich mit der Sarrus-Regel, daf} in jedem Produkt genau
eine Summe vorkommt. Das Distributivgesetz bestiitigt die Behauptung.

E] Addiert man zu einer Reihe ein Vielfaches einer andern parallelen Reihe,
so dndert die Determinante ihren Wert nicht.

a+kb b ¢ abec
Beispiel: | d+ke e f|=|d e f
g+kh h i g hi
a+kb b ¢ abec kb b ¢ abe
Beweis: | d+ke e f =(Satz@)= de flt|ke e f|=|d e ,
g+kh h i g hi kh h i g hi
kb b ¢
denn nach Satz@ist ke e f|=0.
kh h 1

Mit Satz lassen sich Determinanten wesentlich einfacher berechnen als mit dem

Unterdeterminanten-Verfahren. Wie beim GauB-Algorithmus bringt man durch Addi-
tion geeigneter Reihen-Vielfacher die Determinante auf Dreieckform.

123 1 2 3 1 2 3
Beispiel: |2 3 1|=|0 -1 -5 |={0 -1 -5|=-18
312 |o-5 -7 0 0 18

Der Wert einer Determinante ergibt sich aus der Dreieckform, wenn man alle Zahlen
der Hauptdiagonale (von links oben nach rechts unten) multipliziert. Das gilt auch fiir
n-reihige Determinanten.

-2 3

g 1
_ol0 3
0 0

3 -1
Beispiel: = 2.1.\ 0 —4 ’= 2.1.3.(-4) = —24

|
OODN’-Q

-1
-4

ococoOoN
SO =M

-1
-4

Auch die Sitze [ﬂ bis |7| gelten fiir n-reihige Determinanten.
Wir verzichten auf die Beweise, weil wir die Sétze fiir n> 3 nicht brauchen.

Zum AbschluB verallgemeinern wir das Verfahren der Entwick- + - <+
lung einer Determinante. Wie man leicht nachrechnet, 148t sich

eine Determinante nach jeder Reihe entwickeln, wenn man die -t -
Unterdeterminante nach dem Verfahren von Seite 36 durch + - +

Streichen der jeweiligen Zeilen und Spalten erzeugt und mit dem
Vorzeichen versieht, das sich aus dem Schema (rechts) ergibt:
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Beliebt sind Reihen mit méglichst vielen Nullen.
So wird man die folgende Determinante nach der 2. Zeile entwickeln:

1 17 1 7
0 40 =+4‘_3 5|=4(5+21)=104
-3 35
Entwickeln nach der 3. Zeile dauert etwas ldnger:
1 17
0 40| =-3 1.7 -3 7 +5 11 =-3.(-28)+0+5-4=104
4 0 00 0 4
-3 35
Aufgaben
1. Berechne ohne zu , rechnen”
21 -2 2 0 -2 2 5 -2 6 -1 -4
a)|4 a 3 b)|4 0 3 e)|4 1 e)[-3 1 2
00 O 50 9 25 -2 12 5 -8
2. Berechne ohne zu ,rechnen”
00 a x2x 0 b+c c+a b+a
a)|l211 b2 11 c)l a b ¢
00D x 10 1 1 1
3. Begriinde mit den Determinantensitzen
a b a+b+c abec a+b a-b ¢ abec
a)|lu vutviw |[=|u v w b){utv u-v wl= 9/lu v w
X Y X+y+z XYy z X+y X-y z Xy 2z
a+tb ta+b ¢ abc
c)| u+ttv tu+v w | = (1-t?)|u v w
x+ty tx+y z Xy z
¢ 4. Schreibe als Summe von Determinanten, die keine Summen enthalten
0 0 1+a b+c c+a b+a a+b b+c 1
al21 1 b)| a b ¢ c)la+bh 1 1
00 b 1 1 1 1 1 1
e 5.
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Addiere ein Vielfaches einer Reihe zu einer andern parallelen Reihe und zeige
(rechtzeitig ausklammern!):

1 x x2
a)|lyy*| = (x —yNy — z)z — x)
1 z z2
1 111
a b c d _ [Vandermonde-Determinante,
b)[ a2 12 ¢2 g2 | = (a-bXb-cle—dXd—a) | 4 Al EXANDRE THEOPHILE
a’ b? ¢ d? VANDERMONDE (1735 bis 1796)]



III. Punkte und Vektoren im Raum




1. Riiumliche Koordinatensysteme

In der Ebene beschreibt man die Lage von Punkten in einem Koordinatensystem mit
zwei Zahlen, den Koordinaten. Fiir Punkte im Raum brauchen wir eine dritte Zahl, also
ein Koordinatensystem mit drei Achsen. Ublicherweise legt man die drei Achsen so, daf8
sie paarweise aufeinander senkrecht stehen. Verwendet man auf allen Achsen auch
noch dieselbe Einheit, dann spricht man von einem ridumlichen kartesischen Koordina-
tensystem oder auch orthonormierten (= rechtwinklig mit gleich langen Einheiten) Ko-
ordinatensystem. Kiinftig verwenden wir bis auf Ausnahmen nur kartesische Systeme.
Die Achsen nennt man x;-Achse, x,-Achse und xg-Achse, manchmal auch x-, y- und z-
Achse oder i-, j- und k-Achse.

M

+

+

Eine wirklichkeitsgetreue Darstellung verlangt ein dreidimensionales Modell. Doch da-
fiir ist kein Platz, weder im Heft noch im Buch - ganz zu schweigen von der zeitrau-
benden Anfertigung! Deswegen begniigen wir uns mit zweidimensionalen Bildern
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rdumlicher Figuren. Am anschaulichsten sind Normalbilder. Sie zeigen Figuren so, wie
man sie aus groBer Entfernung wirklich sieht. Wie Koordinatensysteme ausschauen,
hingt von der Blickrichtung ab. Es gibt unendlich viele Ansichten. Beim Zeichnen
allerdings verwendet man nur einige, ndmlich:

Normalbild in Isometrie

In der Zeichnung sind alle drei Einheiten gleich lang und die Winkel zwischen den
Achsen 120°. Papier mit aufgedrucktem Isometrienetz und passende Schablonen er-
leichtern das Zeichnen betrichtlich.

Normalbild in Isometrie

b

Wiirfel & Kugel
im Normalbild:
Isometrie

Normalbild in Dimetrie

In der Zeichnung sind zwei Einheiten gleich lang und die dritte halb so lang. Auch dieses
System ist genormt: die x,-Achse geht senkrecht nach oben, die x,-Achse ist 7°, die x;-
Achse 42° gegen die Waagrechte geneigt. Und auch hier gibt es passende Schablonen
und Papier mit Dimetrienetz. Diese Darstellungsart ist in der Technik gebréuchlich.
Man nennt sie deshalb Ingenieur-Axonometrie.

Normalbild in Dimetrie

==

X ',\l'lzl"‘f‘

Wiirfel & Kugel
im Normalbild:
Dimetrie
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Normalbild in Trimetrie

In der Zeichnung sind alle drei Einheiten verschieden lang. Fiirs Zeichnen auf Karopa-
pier eignen sich besonders solche Systeme, bei denen die Einheitsmarken auf Gitter-
punkten liegen. Hier ein bewiéhrtes, leicht zeichenbares Koordinatensystem:

Normalbild in Trimetrie

Wiirfel & Kugel
T T im Normalbild:
~A X, { Trimetrie

£

!
T
N,

i " | |
t l

Daneben gibt es noch ein Verfahren, das wegen seiner Einfachheit zwar recht beliebt ist
(man bringt es schnell aufs Karopapier), aber auch nur verzerrte Bilder liefert, wenn
man — wie lblich — senkrecht aufs Papier schaut: Schriigbild.

Die x;-Achse geht senkrecht nach oben, die x,-Achse waagrecht nach rechts und die x,-
Achse unter 45° gegen die Waagrechte nach vorn. Die Einheiten wihlt man so, da8 die
Einheitsmarken auf Gitterpunkten liegen.

Schrigbild

I AXs \ ] Wiirfel & Kugel
! _ im Schragbild

T

1 N ——

1

5 !

A

Die drei Koordinaten legen die Lage eines Punkts im Koordinatensystem eindeutig fest.
So bedeutet C(-112,512): der Punkt C hat die x,-Koordinate —1, die x,-Koordinate 2,5
und die x;-Koordinate 2. Am besten zeichnet man C so ein: Starte im Ursprung, gehe 1
Einheit entgegen der x;-Richtung, dann 2,5 Einheiten in x,-Richtung und schlieBlich 2
Einheiten in x;-Richtung.
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® [T+ | | ] T S 1C-112,512)]
- ___X ‘\W \3 5 T
A(3,51-113); N | ~]
| I ) 1 L J []
! [ ~2
B(-31-31-1,5) 3
2] e - L '2-'3
B <1 e ~2Z7 [ °
3 7] o
L T T—_l2
£ \*X,
- 1/e ~
ST T
L ® ] = \ﬁ\
\1\&\<{\. °
i § ~
B HENETIDEN

Die drei Koordinatenachsen legen die drei Koordinatenebenen fest:
die x,x,-Ebene (sie enthilt die x,-Achse und die x,-Achse),
die x,xs-Ebene und die x,x;-Ebene.

Die drei Koordinatenebenen zerlegen den Raum in acht Teile, die Oktanten, gehéren
aber nicht zu den Oktanten. Die Vorzeichen der Koordinaten geben an, in welchem
Oktanten der Punkt liegt:

X, X, x;  Oktant Die acht Oktanten
+ + + I X
- + + I 3
- - + I 4
+ - + v
+ + - \ Il
- + - VI
- - - VI IV
- - Vi
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so liegt der Punkt in der x,x,;-Ebene.

0, so liegt der Punkt in der x,x;-Ebene.

0

Ist x3 = 0, so liegt der Punkt in der x,x,-Ebene.

Ist x,

Ist eine Koordinate null, dann liegt der Punkt in einer Koordinatenebene:
Ist Xo

\ /

[T 777 sl
g 1] ks
(181777
el T 11 1T s

AV AN SN
I NAVANAVAVANAYS
A\
NS\ VANANR
NAVANANA VAR \
AN VAR
ANV,
AN N VA

Y
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Sind zwei Koordinaten null, dann liegt der Punkt auf einer Koordinatenachse:
Ist x, = xg = 0, so liegt der Punkt auf der x,-Achse.
Ist x; = x4 = 0, so liegt der Punkt auf der x,-Achse.
Ist x, = x, = 0, so liegt der Punkt auf der x3-Achse.

]

M\\
x,-Achse: x,=x, =0
Kol

—_
(=]
(=
1/
-~
N

Ein gutes Training der Raumvorstellung ist das Zeichnen und Beschreibgn von Punktj
mengen, die durch einfache Gleichungen oder Ungleichungen definiert sind. Dazu drei
Beispiele.

Diese Menge enthlt zum Beispiel die Punkte A(3|-513), B(-2[-514), C(4]-5/-3)
und D(0 | - 5] 0). x, ist immer gleich -5, wihrend x, und x; beliebige Werte annchmen
kénnen. Die Punktmenge ist also eine Ebene E durch (0|-510), die parallel zur x,xs-
Ebene ist.
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Diese Menge enthilt die gerade besprochene Ebene E. E zerlegt den Raum in zwei Teile,
diese nennt man Halbriume. E gehort zu keinem der beiden Halbridume. Die gesuchte
Punktmenge ist derjenige Halbraum einschlielich E, der den Ursprung nicht enthilt.

Die Punkte mit x, = — x;3 und x, = 0 bilden die Winkelhalbierende der positiven X,- und
der negativen x;-Achse. Ist nun x, beliebig, dann entsteht eine Ebene, die senkrecht zur
Xgx3-Ebene ist und die x,-Achse sowie die gerade beschriebene Winkelhalbierende ent-
hélt. Die x,x3-Ebene teilt diese Ebene in zwei Halbebenen. Die Punkte der XoXg-Ebene

gehdren zu keiner der beiden Halbebenen. Wegen x, < 0 ist die gesuchte Punktmenge
diejenige Halbebene, die die negative x,-Achse enthilt.
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Senkrechte Projektionen und Spiegelungen an Koordinatenebenen

Der Punkt P*(3| 4| 0) liegt in der x,x,-Ebene, der Punkt P(3 | 4| 5) liegt senkrecht iiber
P* und zwar 5 Einheiten. Hat man also einen beliebigen Punkt Q(q, | g2/ q3), dann ist
Q*(q, | q,| 0) seine senkrechte Projektion in die x,x,-Ebene.

Der Punkt P'(3 14| -5) liegt senkrecht unter P*(3|4/0), und zwar 5 Einheiten; P’ ist
also der Spiegelpunkt von P beziiglich der x,x,-Ebene. Hat man einen beliebigen Punkt
Q(q, ] 921 q3) , dann sind Q'(q, | g2 | —q3) und Q(q; | g, | q5) Spiegelpunkte beziiglich der
x,xo-Ebene.

Bei den andern Koordinatenebenen ist es entsprechend.

;’ P(31415)

l [ "';,'(3 141-5)

Senkrechte Projektionen und Spiegelungen an Koordinatenachsen
Der Punkt P*(0| 0| 5) liegt auf der x,-Achse, der Punkt P(3|4|5) liegt in gleicher Hohe

wie P*. Hat man also einen beliebigen Punkt Q(q; | g2/ q3) , dann ist Q*(0| 0| g3) seine
senkrechte Projektion in die x3-Achse.

% p@31415)  Der Punkt P'(-3|-415) ist der
A ................... - Spiegelpunkt von P beziiglich der
p'(-3 1-415), o p+(01015) xs-Achse. Hat man also einen belie-
\- bigen Punkt Q(q; | g;1qs), so sind

Q(-q;|-a;| q5) und Qla; | a2 qa)
Spiegelpunkte beziiglich der xs-

Achse.
Bei den andern Koordinatenachsen

ist es entsprechend.
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Spiegelung am Koordinatenursprung

Andert man bei allen Koordinaten eines Punkts die Vorzeichen, dann bekommt man

den Spiegelpunkt beziiglich des Ursprungs. So sind also die Punkte Q(q, | g2 | q3) und
Q'(-q, | —q5 | — q3) Spiegelpunkte beziiglich des Ursprungs.

p-3i-41-9

Orientierung

Je nach Lage der Achsen unterscheidet man in der Ebene zwei verschieden orientierte
Koordinatensysteme. Wenn man die x,-Achse durch eine mathematisch positive Dre-
hung (linksrum, entgegen dem Uhrzeigersinn) auf kiirzestem Weg in die x,-Achse
iiberfithren kann, dann heifit das Koordinatensystem positiv orientiert oder kurz
Rechtssystem. Vertauscht man die beiden Achsen, so ergibt sich ein negativ orientiertes
Koordinatensystem, kurz ein Linkssystem.

Ebenes Linkssystem Ebenes Rechtssystem

AXy AX:

N . ﬁm
'
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Im Raum ist es komplizierter. Ebene Koordinatensysteme lassen sich hier nicht mehr in
Links- und Rechtssysteme einteilen, weil man sie von zwei Seiten betrachten kann. Was
man von der einen Seite als Rechtssystem sieht, ist von der andern Seite aus gesehen ein
Linkssystem und umgekehrt. Rdumliche Koordinatensysteme aber lassen sich wieder
in zwei Gruppen einteilen: Schaut man so auf die x,x,-Ebene, daB ihre Achsen ein ebenes
Rechtssystem bilden, und kommt die x3;-Achse auf einen zu, dann hat man ein
riumliches Rechtssystem vor sich. Zeigt dagegen die x3-Achse von einem weg, so ist das
Koordinatensystem ein ridumliches Linkssystem.

Riaumliches Linkssystem Riaumliches Rechtssystem
3

%

_Achse) und Mittelfinger (xz-Achse) der rechten

- igefi (x ' rec
B e e hteasstor, die & Finger der linken Hand bilden ein Links-

Hand bilden ein Rechtssystem, die gleichen
system.

Bei einem Rechtssystem bewegt si
Richtung, wenn man sie so dreht, daB die x,
tibergeht.

ch eine normale Schraube (Rechtsschraube) in xa-
-Achse auf kiirzestem Weg in die x,-Achse

Spiegelt man ein Rechtssystem an einer Ebene, so entsteht ein Linkssystem und umge-
kehrt. Wir verwenden kiinftig nur Rechtssysteme.
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a)

Aufgaben

»Bestimme die Punkte ...«, »Lies die Punkte ... ab« steht kurz und biindig fiir:
Bestimme die Koordinaten der Punkte..., Lies die Koordinaten der Punkte ... ab.

B

3.

y.&

56

Zeichne ein Koordinatensystem

a) im Schrigbild

b) im Normalbild und trage die Punkte ein:
A(0|-2]0),

B(0|213), C(-5]013), D(2l4]|4),
E(-4]2]3), F(-2|-415), GGl-2]1), H4 |-6]-5),

I-6/-61-1), J@3l6l 3), K- 3l4|-6).

X

3

X,
[~ X2
X,

4 #i

Auf welcher Koordinatenachse, in welcher Koordinatenebene oder in welchem
Oktanten liegen die Punkte:

Al-2]2),  Bolol3), ©2l-y2|-2), D198914711|-m),
E(-3133133), F0|0/0), G(sin2|sin4|sin6), H,(ala?|ad)
Von welchem Oktanten schaut man auf den Ursprung ?
b) 23 c) XQ d) zs
y.&. 3(2
X # #i X, # X,
nooX, 9 X h £
X, #1 ¢ ) S ¥
X, ¥Fi



Lies die Punkte A bis O aus dem Bild ab. Die Punkte liegen auf Gitterlinien.
Benachbarte parallele Gitterlinien in den Koordinatenebenen haben den Abstand 1.

5. Bestimme in jedem der gezeichneten Koordinatensysteme einen Punkt,

der den Ursprung verdeckt und moglichst kleine ganzzahlige Koordinaten hat.
(Das Quadratnetz ist nur als Hilfe zum Zeichnen des Koordinatensystems gedacht;
wo sein UmriB die Achsen schneidet, setze man die Einheit oder ein Vielfaches davon.)

a) b) Aa

d) A e §3 £

X

ﬂl Isometrie X1

6. Bestimme in jedem Koordinatensystem von Aufgabg 5. einen Punkt mitganzzahli-
gen Koordinaten, der moglichst nah am Ursprung liegt und vom Ursprung
verdeckt wird.
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10.

Bestimme im Schrégbild von Aufgabe 5. a) einen Punkt mit moglichst kleinen
ganzzahligen Koordinaten, der den Punkt A(-2 | -3]2) verdeckt.

Beschreibe die Menge aller Punkte X(x, | x,| x,) , fiir die gilt
(Skizzen erleichtern das Leben!)

a)
e)
i)
m)

0)

a)
b)
c)
d)
e)

x;=0 b) x, =-2 C) X=x3=0 d) x3=0Ax,=1
Xp = X3 f) x,=—x3 g X;=Xp=X3 h) x,=-2aAx3=1
X< 0 ) x2-2 k) x20A%320 D x<0Ax3=3
X =—X3 AX3<0 n) x50Ax>0Ax3<0

X;20 AX20A%3=0

. Beschreibe die Menge aller Punkte X(x, | x,| x,) , fiir die gilt

0<x,£1A0Sx,S1A0<x3<1
—1<x,S1A-1$x,S1A-1Sx,<1
0<x,S1TA-1<x,S1A-25x352
0<x,S1A0Sx<1Ax3=0

0<x;21A05x,€1 ) 0<x,<1

Beschreibe die Punktmenge im Bild oder Text mit Koordinaten(un)gleichungen




g) Die Halbebene, die den III. vom IV. Oktanten und den VII. vom VIII. Oktanten
trennt.

h) Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in d) beziiglich der
x,Xo-Ebene ist.
i) Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in d) beziiglich des
Ursprungs ist.
J) Die Ebene im Abstand 3 von der x,x,-Ebene, die die positive x;-Achse schneidet.

k) Der Halbraum, der von der Ebene in j) erzeugt wird und den Ursprung
enthilt.

1) Die Ebene, die die x,-Achse enthélt und den VII. Oktanten halbiert.

@ Zeichne den Punkt A(2| 4| 6) und seine Spiegelbilder beziiglich der Koordinaten-

achsen, der Koordinatenebenen und des Ursprungs. Verbinde alle Punkte so,
daB ein Quaderbild entsteht. Markiere und bestimme die Punkte,
in denen die Koordinatenachsen die Quaderflachen durchstofen.
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12.

e 13.

* 14.

16.

e 17
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15.

A3|213),B(-31611)

a) Zeichne die Strecke [AB] und ihre Spiegelbilder beziiglich
der Koordinatenebenen.

b) Zeichne die Geraden, in denen die vier Strecken aus a) liegen.
Warum schneidet die Gerade AB jedes ihrer Spiegelbilder ?
Gib die drei Schnittpunkte an.

A®1310),B31610),C0l613),D01316),E@BI0l6),F(6]0]3)
sind die Ecken eines ebenen regelméBigen Sechsecks.

Zeichne das Sechseck und seine senkrechte Projektion in die

a) x;x,-Ebene b) x;x;-Ebene ¢) X,xs;-Ebene.

A610]0),B016]0), C0|0|6)sind die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks.
Zeichne es und seine Spiegelbilder beziiglich der drei Koordinatenebenen,
der drei Koordinatenachsen und des Ursprungs.

Was fiir einen Korper begrenzen die acht Dreiecke ?

A®l!310),B@3l610),C01613),D0I316),EB|0]6),F6|0]3)

sind die Ecken eines ebenen regelméfigen Sechsecks. Zeichne es und seine
Spiegelbilder beziiglich der drei Koordinatenebenen, der drei Koordinatenachsen
und des Ursprungs. Die Seiten der acht Sechsecke sind die Kanten eines
Archimedischen Korpers: Er ist ein Oktaederstumpf, er entsteht, wenn man von
einem regelmifigen Oktaeder passende Pyramiden abschneidet.

A@B1210),B(91510),C317/0),D(21410)

ABCD ist die Grundflidche eines Quaders der Héhe 1.

a) Zeichne den Quader

b) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,x,-Ebene.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,x,-Ebene.
d) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,x,-Ebene.

A@l210),B9l510),c@31710),D2l4]0)

ABCD ist die Grundfliche eines Quaders der Hohe 1.

a) Zeichne den Quader

b) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,;-Achse.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,-Achse.
d) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,-Achse.

. A6l4]1),B4l6]0),C518/2),D(71613),

E413]3),F2|5|2),G31714),H(5|5]5)

ABCD ist die Grundfliche, EFGH die Deckflidche eines Wiirfels.
a) Zeichne den Wiirfel

b) Zeichne das Spiegelbild des Wiirfels beziiglich der x,x,-Ebene.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Wiirfels beziiglich der x,x;-Ebene.
d) Zeichne das Spiegelbild des Wiirfels beziiglich der x,x,-Ebene.



' 19.

* 20.

A-4/2/0),B2l510),C0l6]5),D(-2]|8]5)

a)

b)
c)
d)

Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken.

Welcher Korper entsteht? Hebe die sichtbaren Kanten hervor.
Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der x,x;-Ebene.
Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der x;-Achse.
Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich des Ursprungs.

A4|3l0),B(51-4]0),C@810!5),D(1]1-115)
a) Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken.

b)
c)

Hebe die sichtbaren Kanten hervor.
Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der x,x5-Ebene.
Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der x;-Achse.

. A6l411),B2!I8]1),C00]|-2]1),D(614|-3)

[AB], [AC] und [AD] sind die Kanten eines Quaders.

a)
b)

c)

d)

Zeichne den Quader und bestimme die restlichen Eckpunkte.

Bestimme die Punkte, in denen die Quaderkanten die x,x;-Ebene
durchstofen.

Bestimme die Punkte, in denen die Koordinatenachsen die Quaderebenen
durchstoflen.

Zeichne den Quader, wie man ihn aus dem 5. Oktanten sieht.

. Welche Koordinatensysteme sind Rechtssysteme ?

































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































