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Stochastik
Leistungskurs

Friedrich Barth - Rudolf  Haller

Facile videbis hunc calculum esse saepe non
minus nodosum quam iucundum.

Unschwer wirst Du  sehen, daß dieser Zweig
der Mathematik oft nicht weniger verzwickt
als ergötzlich ist.

DANIEL BERNOULLI

Oldenbourg
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Vorwort

Die früheste uns überkommene Belegstelle des Wortes Stochastik findet sich in
Platons Werk Philebos. Dort läßt er an der Stelle 55e Sokrates sprechen:

»Wenn jemand von allen Fertigkeiten und Künsten die Rechenkunst, die Meßkunst und die
Kunst des Wägens wegnimmt, so bleibt, um es offen zu sagen, nur etwas übrig, was fast
minderwertig ist [...]. Es bleibt nichts anderes übrig als ein Erraten, ein Schließen durch Ver-
gleichen und ein Schärfen der Sinneswahrnehmung durch Erfahrung und durch eine gewisse
Übung, wobei man die — von vielen als Künste titulierten — Fähigkeiten des geschickten Ver-
mutens (gtoyaotiky sc. tEyvn) benützt, die durch stete Handhabung und mühevolle Arbeit
herangebildet werden.«

Die damals als minderwertig empfundene Technik des geschickten Vermutens
hat sich jedoch in  einem weiten Bereich in  den letzten 300 Jahren zu einer wissen-
schaftlichen Methode gewandelt, die heute den Namen Stochastik trägt. In ihr
sind die Wahrscheinlichkeitstheorie und die Statistik zusammengefaßt.
Jakob Bernoulli erkannte, daß sich die Fähigkeiten des Vermutens mit  der Rechen-
kunst und der Meßkunst verbinden müssen, d.h., daß das Vermuten mathemati-
siert werden muß. Er  definierte
»die Vermutkunst — ars conjectandi sive stochastice — als die Kunst, so genau wie möglich
die Wahrscheinlichkeit der Dinge zu messen«,

Dabei ist für ihn
»Wahrscheinlichkeit ein Grad der Gewißheit«.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie stellt also der Vermutkunst die allgemeinen Denk-
und Arbeitsmethoden zur Verfügung und liefert ein Maß für den Gewißheitsgrad
einer Vermutung. Vermuten bleibt es jedoch insofern, als man aus gewissen — oft
mühevoll — empirisch gewonnenen Daten Rückschlüsse auf das Verhalten einer
der Untersuchung unzugänglichen Gesamtheit zieht. Die Methoden, die diese
Rückschlüsse ermöglichen, bilden die Statistik.
Wozu treibt man nun diese stochastische Kunst? Auch hierauf gab Jakob Ber-
noulli bereits die Antwort. Die Stochastik soll uns in  die Lage versetzen,

»bei unseren Urteilen und Handlungen stets das auswählen und befolgen zu können, was uns
besser, trefflicher, sicherer oder ratsamer erscheint«,

Wie hoch er diese stochastische Kunst einschätzte, offenbart sich darin, daß er
fortfährt, daß
»darin allein die ganze Weisheit des Philosophen und die ganze Klugheit des Staatsmannes
besteht.«

Stochastik ist also die Wissenschaft, die uns in den Stand versetzt, vernünftige
Entscheidungen trotz einer bestimmten UngewiBheit fällen zu können. Platons
Feststellung, daß nur stete Handhabung und mühevolle Arbeit zur Beherrschung
ihrer Möglichkeiten führen, gilt auch heute noch für die Stochastik — so wie eigent-
lich für jede Wissenschaft.
Eine Hilfe auf dem Weg dazu soll das vorliegende Buch sein.

Die Verfasser





1. Zufallsexperimente

»lacta est alea - Gefallen ist der Würfel«
Ulrich von Huttens (1488-1523) Wahlspruch enthält keine Spur des Zufalls: denn das Ergeb-
nis liegt ju auf dem Tisch. Er geht zurück auf Sweron (70--140), der Caesar (100/102-44 v.Chr.)
anläßlich der Überschreitung des Rubikon (49 v. Chr.) sagen läßt »iacta alea est« (Caes. 32).
Der Ausgang dieses Unternehmens war völlig offen, das Ergebnis also nicht bekannt, aber es
gab auch kein Zurück. Wir dürfen daher Plutarch (um 46—um 125) glauben, der i n  Pompeius
(60) berichtet. Caesar habe damals den sprichwértlich gewordenen Vers des Komödien-
dichters Menander (342-291) auf griechisch zitiert

» Aveppipdw xpos - Hochgeworfen ist der Würfel«
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In den Naturwissenschaften werden Erkenntnisse durch Experimente gewonnen
und daraus gezogene Schlufifolgerungen durch Experimente überprüft. Dieses

dingungen festlegt, unter denen das Experiment durchgeführt werden soll. Bei
einem echten Experiment steht das Ergebnis nicht schon vorher fest. Trotzdem
muß man sich vor der Durchführung einen Überblick über die möglichen Ergeb-

Wissenschaften wie etwa der Medizin, der Psychologie, der Soziologie und den

Verniinftige Experimente sind dadurch gekennzeichnet, daß man präzise die Be-

Verfahren ist kennzeichnend für das empirische Vorgehen, das auch in anderen

Wirtschaftswissenschaften verwendet wird.

1. Zufallsexpe

Le}
©E

N

Tab. 10.1 1200 Würfelwürfe. Die 1. Zeile enthält die ersten 30 Würfe, usw.



1. Zufallsexperimente 11

nisse verschafft haben. Nur so kann ein Experiment gezielt eingesetzt werden.
Man kann sich in einer derartigen Situation auf den Standpunkt stellen, daß das
auftretende Ergebnis vom »Zufall« ausgewählt wird. Dabei wollen wir die Frage
nicht diskutieren, ob es wirklichen Zufall gibt (was das auch immer sein soll), oder
ob der Zufall nur deshalb als Lückenbüßer eintreten muß, weil wir die Situation
nicht völlig durchschauen. In  diesem Sinne nennen wir Experimente auch Zufalls-
experimente.
Besonders deutlich tritt  der Zufallscharakter eines Experiments bei den sogenann-
ten Glücksspielen hervor. Bekannte Beispiele dafür sind:
1. Der Würfelwurf. Üblicherweise läßt man als Ergebnisse nur die Augenzahlen 1,
2,3, 4, 5 und 6 zu und verzichtet darauf, Situationen wie »Der Würfel steht auf
einer Kante« oder »Der Würfel steht auf einer Ecke« als Ergebnisse zu berück-
sichtigen. Führt man das Experiment mehrfach nacheinander durch, so sieht man
das Wirken des Zufalls besonders eindrucksvoll. I n  Tabelle 10.1 sind die Ergeb-
nisse von 1200 Würfelwürfen zeilenweise aufgezeichnet.
2. Der Münzenwurf. Hier betrachtet man meist nur zwei Ergebnisse, nämlich
Adler und Zahl bzw. Kopf  und Wappen je nach der Gestaltung der Münze. Neu-
tral kann man die Ergebnisse z. B. auch durch 0 und 1 kennzeichnen.
In  Tabelle 11.1 sind die Ergebnisse von 800 Münzenwürfen aufgezeichnet.

10001  10010  0100001011  "01110
010001 10010  11001  10011  10100
10011  |011111 10100 :01000  | 11101
01000101000  00100  | 10111  11100
00110  00010101011  [ 00010  (JO100

11100  (1000s 110011 11110  (11000
1o1oo0  (1011 111010700017 "1011
t ro t  to r i  O1)10  00101  00100
01000  10000  . 00110 ,0 )11118  [11010
11000  01110  |O0OII1O [10110 |00000

01001  [01011 |01110]/00100 {10011 |
01010 /00111  [00101 113010  4111400
T IEF  1100  [10111 00111  [10100
01101  01011  ' 00001  111011017114
01100 |01111  01000 |00001  [007101

O1 l0OPE111E1E ]00110 (01100  111101,
00100  | 01000  10110  | 10001  10100
11010  "00100 (00000410011 10011
190110  01110  00V I I  {O1100 1100 ] !
10110  { 10000  | 0001 )  |O0O00CO 110710

1701  11100101000  01100  00100
00100  | 110111710110  |11110 [O11]
11011  10010  10110 /0101  [00011
10100  '01001 1010011011  {01011
I11 { t y  00000  : 00101  (171110101001

00101  010111  [ 11111  /0011) (11010
10000  (0011000101 i 1100  (00110
ooo to | (o0 l l l o j o0 i lO  01100  00011 ,
00111 /00010  |11001|11001 (10000:
90000100010  /01011/|/01010/|/01100

10011  101111101001 01000 /10010
10110 /01110  01011 | 10111 |10001

Bild 11.1 Zufallsexperiment: Tab.11.1 800 Münzenwürfe, zeilenweise notiert

Werfen einer Münze



12 Aufgaben

3. Das Ziehen aus einer Urne. Eine Urne enthalte rote und schwarze Kugeln, von
denen eine gezogen wird. Als Ergebnisse kommen dann in Frage »rot« und
»schwarz«. Urnen sind besonders beim Losziehen beliebt.
4. Das Drehen eines Glücksrads. Auf  einem Glücksrad sind
Sektoren etwa durch Zahlen gekennzeichnet. Ergebnisse sind
dann diese Zahlen, in unserem Beispiel der Figur 12.1 die
Zahlen 1, 2 und 3.
Das Roulett verwendet eine Art Glücksrad mit den Zahlen
0, 1,2,...,  36, für dieje gleich große Sektoren vorgesehen sind.

Der Einfluß des Zufalls ist aber nicht nur bei Gliicksspielen, Fig 12.1 Gliicksrad
sondern auch bei »ernsthaften« Experimenten spürbar:
1. Bestimmung der Fallbeschleunigung. Die  möglichen Ergebnisse sind (benannte)
Dezimalzahlen, deren Stellenzahl von der Meßgenauigkeit abhängt.
2. Bestimmung der Anzahl der Atome eines radioaktiven Präparats, die in einer
Sekunde zerfallen. Die möglichen Ergebnisse sind die ganzen Zahlen von 0 bis zur
Anzahl N der Atome des Priparats.
3. Umfrage zum Bekanntheitsgrad eines Politikers. Fragt man 1000 Personen, so
sind die möglichen Ergebnisse für den in Prozenten angegebenen Bekanntheits-
grad 0%, 0,1%, 0,2%, . . . ,  99,9%, 100%
4. Qualitätskontrolle der Industrie. Die  möglichen Ergebnisse einer Einzelprüfung
sind z. B. »brauchbar« oder »unbrauchbar«. Man  kann aber auch die gesamte Prü-
fung von z.B. 1000 Stück als Experiment auffassen; mögliche Ergebnisse für den
Anteil der unbrauchbaren Stücke sind 0, 755,17660...) 1.

»

Aufgaben

1. Leibniz (1646-1716)* dachte, daß sich beim Werfen mit 2 Wiirfeln genausooft die Augen-
summe 11 wie die Augensumme 12 ergibt. Fiihre folgendes Experiment durch: Wirf 2
Wiirfel 100mal und notiere eine 0, wenn die Augensumme 2 bis 10 ist, eine 1, wenn sie 11
ist, und eine 2,  wenn sie 12 ist.

2. Galilei (1564-1642)* wurde das Problem vorgelegt**, wieso beim Werfen mit 3 Wiirfeln
die Augensumme 10 leichter zu erreichen sei als die Augensumme 9. Fiihre dazu folgendes
Experiment durch: Wirf  mit  3 Wiirfeln 100mal und notiere eine 0,  wenn die Augensumme
nicht 10 oder 9 ist, eine 1 bei Augensumme 10 und eine 2 bei Augensumme 9.

e3. Bis ins 17.Jh. glaubten Gliicksspieler, es sei ebenso leicht, bei 4maligem Werfen eines
Wiirfels mindestens einmal eine Sechs zuerhalten wie bei 24maligem Werfen von 2 Wiir-
feln einen Sechser-Pasch (d.h. eine Doppelsechs). Untersuche das Problem anhand von
Tabelle 10.1 folgendermaBen:
a) Teile die ersten 100 angegebenen Augenzahlen in Vierergruppen ein. Notiere eine 0,

wenn die Vierergruppe keine Sechs enthilt, andernfalls eine 1.
b) Fasse zwei untereinanderstehende Zahlen der Zeilen 1 und 2, 3 und 4 usw. als Ergebnis

eines Doppelwurfs auf. Teile diese Doppelwiirfe in 24er-Gruppen ein; es ergeben sich
25 Gruppen. Notiere eine 0, wenn eine solche Gruppe keinen Sechser-Pasch enthilt,
andernfalls eine 1.

Beachte, daß die Ergebnisse nur fiir den Würfel gelten, mit dem Tabelle 10.1 erstellt wurde!

* Siehe Seite 394ff.
** Vermutlich von Cosimo IT. de’ Medici (1590-1621), dem Großherzog von Toskana (1609-1621)



2. Ergebnisräume
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Drei Dinge gibt es, die ich nicht unter Kontrolle habe: den Fall der Würfel, den Lauf des
Kamo-Flusses und die aufriihrerischen Mönche vom Berge Hiei.

Go-Shirakawa, 77. Kaiser von Japan (1156-1158)



2. Ergebnisräume

2.1. Grundbegriffe

Um  Vorgänge und Situationen der wirklichen Welt mathematisch beschreiben
zu können, muß man durch Abstraktion mathematische Modelle konstruieren,

die die wesentlichen Eigenschaften der Wirklichkeit wiedergeben. Es ist dabei
durchaus möglich, zu ein und derselben Realität verschiedene mathematische
Modelle zu konstruieren. So können z. B. mechanische Vorgänge durch die klassi-
sche Mechanik Newtons oder durch die Relativitätstheorie Einsteins beschrieben
werden. Je nach Fragestellung ist das eine oder das andere Modell zweckmäßig.
Die Bewegung eines Kraftfahrzeugs wird man mit Hilfe der Newton-Mechanik be-
schreiben, während man  die Bewegung eines Elektrons mit  Hilfe der Relativitäts-
theorie untersuchen wird.
Das Zufallsgeschehen wird durch das mathematische Modell der Wahrschein-
lichkeitsrechnung und Statistik, kurz der Stochastik, beschrieben. Dazu müssen
zunächst Modelle für das jeweilige reale Zufallsexperiment entwickelt werden.
Ein erster Schritt bei der Modellbildung besteht darin, die zu betrachtenden Er-
gebnisse eines Zufallsexperiments zu einer mathematischen Menge zusammen-
zufassen. Es ist üblich, diese Menge als »Ergebnisraum« zu  bezeichnen und durch
Q zu symbolisieren.
Beim Werfen mit einem Würfel können wir beispielsweise folgende Ergebnis-
räume betrachten:

Q,:={1,  2, 3, 4, 5, 6, Kante, Ecke}
Q,:=1{1,2,3,4,5, 6}
( 0  = { 6 ,  keine 6 }

Q,:= {gerade Augenzahl, ungerade Augenzahl} =:{g, u}
Q5:={1,2,3,4,5}
Auch Qs kann als Ergebnisraum verwendet werden; man interessiert sich hier
eben fiir die 6 genauso wenig wie bei 2 ,  fiir die Fille »Kante« und »Ecke« aus
€2,. Andererseits kann auch Q4:={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} durchaus als Ergebnisraum
verwendet werden, obwohl die Augenzahl 7 bei handelsiiblichen Wiirfeln nie auf-
treten wird.
Man wird natiirlich bei der Konstruktion eines Ergebnisraums darauf achten,
daß er keine unnötigen Elemente enthält, das Zufallsexperiment der Fragestellung
entsprechend aber hinreichend beschreibt. So kann man beispielsweise 2 ,  nicht
verwenden, wenn es darauf ankommt, ob eine 6 gefallen ist oder nicht.
Eine Bedingung wird man an den Ergebnisraum aber auf alle Fille stellen müssen:
Jedem Ausgang des Zufallsexperiments darf nicht mehr als ein Element von Q
zugeordnet werden. So ist z.B. die Menge {gerade Augenzahl, Prim-Augenzahl}
kein Ergebnisraum, da dem Versuchsausgang »2« beide Elemente dieser Menge
zugeordnet wiren.
Bei manchen Experimenten ist es naheliegend, Ergebnisriume mit unendlich
vielen Elementen zu betrachten. Eine exakte Behandlung solcher Ergebnisriume
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ist mathematisch aufwendig. Wir verzichten daher im folgenden auf sie und be-
schränken uns auf Ergebnisräume mit endlich vielen Elementen.

Definition 15.1: Eine Menge Q : =  {@,, w2, . . . ,  »,} heißt Ergebnisraum eines
Zufallsexperiments, wenn jedem Versuchsausgang höchstens ein Element
a;  aus 2 zugeordnet ist. Die w, heißen dann die Ergebnisse des Zufallsex-
periments.

Wir haben gesehen, daß zu einem realen Zufallsexperiment verschiedene Ergeb-
nisräume konstruiert werden können. Gewisse dieser Ergebnisräume hängen
dabei auf einfache Weise voneinander ab. So sind z.B. die Ergebnisse von Q,
denen von Q,  auf folgende Art zugeordnet:

Q, = {1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 }

Q = {g ,u }

0,  nennt man eine Vergröberung von 2 ,  und umgekehrt £2, eine Verfeinerung von
24. Offensichtlich bedeutet eine Vergroberung einen Verlust an Information. Das
Ergebnis »gerade« läßt nicht mehr erkennen, welche der Augenzahlen 2, 4 oder
6 gefallen ist. Diesen Informationsverlust nimmt man jedoch oft bewuBt in  Kauf,
wenn die Fragestellung dies gestattet.
Da jeder Ergebnisraum durch einen AbstraktionsprozeB aus dem realen Zu-
fallsexperiment gewonnen wird, ist es verständlich, daß umgekehrt zu einem ma-
thematischen Ergebnisraum Q durchaus verschiedene reale Zufallsexperimente
gehören können. So kann Q = {0; 1} aufgefaßt werden als Ergebnisraum folgender
realer Zufallsexperimente:
a) Münzenwurf mit den Ergebnissen 0:=»Wappen« und 1:=»Zahl«
b) Würfelwurf mit den Ergebnissen 0:=»gerade Augenzahl«, 1:=»ungerade Au-

genzahl«
c) Ziehen aus einer Urne mit roten und schwarzen Kugeln mit den Ergebnissen

O:=»rot« und 1:=»schwarz«
d) Qualitätskontrolle mit den Ergebnissen 0:=»unbrauchbar« und 1:=»brauch-

bar«
e) Ziehen eines Loses mit den Ergebnissen 0:=»Niete« und 1:=»Treffer«

2.2. Mehrstufige Zufallsexperimente
2.2.1. Ziehen ohne Zurücklegen

Wir denken uns eine Urne mit 8 Kugeln, von denen 4
rot, 3 schwarz und 1 grün sind (Figur 15.1). Wir ent-
nehmen der Urne eine Kugel und notieren ihre Farbe.
Dann entnehmen wir eine weitere Kugel und notieren
ebenfalls ihre Farbe. Da die jeweils entnommene
Kugel nicht in die Urne zurückgelegt wurde, nennt — 15.1 Ume
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man diesen Vorgang Ziehen ohne
Zurücklegen. In einem Baumdia-
gramm können wir die Ergebnisse
dieses zweistufigen Experiments ab-
Jesen und zugleich sehen, wie sie zu-
standekommenkönnen. Zum Zeich-
nen desBaumdiagramms(Figur16.1)
zerlegt man das Zufallsexperiment
in  seine Stufen und notiert die mög-
lichen Teilergebnisse jeder Stufe.
Dabei ist zu beachten, daß die Teil-
ergebnisse einer Stufe vom Teiler-
gebnis der vorhergehenden Stufe
abhängig sind. So kann z.B. beim
2.Zug keine grüne Kugel mehr ge-
zogen werden, wenn beim 1.Zug
bereits die grüne Kugel gezogen
wurde, Als zusätzliche Information
kann man jeweils den Urneninhalt,
hier als Zahlentripel, angeben.
Eine andere Möglichkeit, einen Er-
gebnisraum für dieses Zufallsexperi-
ment zu gewinnen,ist dieMehrfelder-
tafel(Figur 16.2). 2 , enthältaufgrund
seiner systematischen Konstruktion
auch das Ergebnis gg, das jedoch
ebenso wie die 7 beim Würfeln nicht
auftreten kann. Dennoch ist 2,  ein
zulässiger Ergebnisraum.

2.2.2. Ziehen mit Zurücklegen

Aus der Urne von Figur 15.1 sollen
w iede r2 Kugeln entnommen werden.
Diesmal jedoch wird nach jedem
Zug die Kugel wieder in die Urne
zurückgelegt, der Urneninhalt gut
durchgemischt und anschließend
eine Kugel entnommen. Ein solches
Vorgehen nennt man Ziehen mit
Zurücklegen. Figur 16.3 zeigt ein zu
disem Versuch passendes Baumdia-
gramm. Der Vergleich mit Fig. 16.1
zeigt, daß jetzt die Teilergebnisse
einer Stufe nicht mehr vom Teil-
ergebnis der vorhergehenden Stufe

(41311)

Q
Fig. 16.1 Baumdiagramm fiir das 2ma-
lige Zichen ohne Zuriicklegen aus der
Urne von Figur 15.1
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Fig 16.3 Baumdiagramm fiir das 2ma-
lige Ziehenmit Zuriickiegen aus der Urne
von Figur 15.1
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abhängen. Die Angabe des Urneninhalts erübrigt sich in  diesem Baumdiagramm,
da er sich ja  während des Experiments nicht ändert.
Die Konstruktion einer Mehrfeldertafel für diesen Versuch führt wiederum zu
Figur 16.2, wobei jetzt das Feld gg einem möglichen Ergebnis entspricht.

2.2.3. n-Tupel als Ergebnisse

Manche Zufallsexperimente sind aus einfacheren Zufallsexperimenten zusam-
mengesetzt, die in einer bestimmten Reihenfolge ablaufen. Solche Zufallsexperi-
mente heißen mehrstufig. Unsere obigen Beispiele zeigten 2stufige Zufallsexperi-
mente.
Andererseits lassen sich oft komplizierte Zufallsexperimente dadurch übersicht-
licher darstellen, daß man sie durch ein mehrstufiges Zufallsexperiment ersetzt.
Zieht man etwa aus der Urne von Figur 15.1 die beiden Kugeln nicht nacheinander,
sondern gleichzeitig, so ist das ein anderes reales Zufallsexperiment. Dieses läßt
sich jedoch durch das Hintereinanderziehen ohne Zuriicklegen ersetzen.”
Wir wollen diesen Ersetzungsvorgang am Experiment »Gleichzeitiges Werfen
von 2 Würfeln« nochmals verdeutlichen. Man findet einen Ergebnisraum für
dieses Experiment leicht dadurch, daß man es durch das 2stufige Experiment
»Werfen des 1. Würfels, anschließend Werfen des 2. Würfels« ersetzt. Alle Er-
gebnisse notiert man als Paare (a|b), kurz auch ab, wobei a die Augenzahl des
1. Würfels und b die Augenzahl des 2. Würfels ist. Allgemein können wir folgende
Regel formulieren:

Regel:
Die Ergebnisse eines n-stufigen Experiments sind n-Tupel (a,|a,| . . . |a,),
kurz auch a ,a , . . .  a,, wobei a; irgendein Ergebnis des i-ten Teilexperi-
ments ist. Q ist dann die Menge aller dieser n-Tupel. Jedes der n-Tupel
stellt genau einen Pfad durch den Baum vom Start bis zu einem Endpunkt
dar.

Aufgaben

Zu  2.1.

1. In  einer Klinik wird eine Statistik iiber das Geschlecht von Neugeborenen gefiihrt. Wie
heißt ein Ergebnisraum bei
a) Einzelkindern;
b) Zwillingen (eineiig);
c) Zwillingen (zweieiig), wenn das erstgeborene Kind zuerst notiert wird;
d) Drillingen?
Gib jeweils die Michtigkeit des Ergebnisraums an.

2. Miinze und Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Wie lautet ein Ergebnisraum? Wie
viele Elemente enthilt er?

* Eine solche Ersetzung ist zwar plausibel, aber nicht selbstverstindlich. Wir werden später auf Seite 106 noch dar-
auf zurickkommen.
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3. Der Gewinner bei einer Lotterie darf aus 5 Schallplatten (p, q,  r, s, t) 3 auswählen. Gib

einen Ergebnisraum und seine Mächtigkeit an, wenn
a) beliebig ausgewählt werden darf;
b) grundsätzlich s gewählt werden muß;
c) bei Wahl von p stets auch q gewählt werden muß.

4. In  einer Urne liegen vier mit 1 bis 4 numerierte Kugeln. Man zieht zwei Kugeln auf ein-

mal. Gib einen Ergebnisraum an.
5, Wie lautet beim Zahlenlotto »6 aus 49« ein Ergebnisraum zum Zufallsexperiment

a) Ziehen der 6 Lottozahlen,
b) Ziehen der 6 Lottozahlen mit Zusatzzahl?
Die Urne enthält hier 49 Kugeln, die von 1 bis 49 numeriert sind,

6. Beim Werfen zweier Würfel bietet jemand folgende Mengen als Ergebnisräume an, wo-
bei A die Augensumme der beiden Würfel bedeutet. Entscheide jeweils, ob wirklich ein
Ergebnisraum vorliegt, und gib seine Mächtigkeit an.

a) Q = {(1|1); (112); (113); . . . ;  (615); (616)} = { (a lb ) | 1= a,b<6 }
b) @ = {(1]1); (112); (113); - . .  ; (516); (616)} = { ( a l b ) |1 Sa <b <6)
c) Q = {A ist prim; A =9 ;  A ist gerade, aber nicht 2}
d) Q = {A ist prim; Aist durch 3 teilbar}
e) 2 = {A ist durch 2 teilbar; A ist durch 3 teilbar; A ist durch 5 teilbar}
f) Q = {A ist kleiner als 7; A ist größer als 7}

Zu  2.2.
7. In einer Urne befinden sich 1 goldene, 2 rote und 3 schwarze Kugeln. Man zieht nach-

einander 2 Kugeln
a) ohne Zuriicklegen,  b) mit Zuriicklegen der Kugel nach jedem Zug.
Zeichne jeweils ein Baumdiagramm, gib einen Ergebnisraum und seine Michtigkeit an.

8. Eine Miinze (A = Adler; Z = Zahl) wird dreimal geworfen. Zeichne ein Baumdiagramm.
9. 3 Miinzen werden gleichzeitig geworfen. Wie kann dieses Experiment als mehrstufiges

Experiment gedeutet werden? (Vgl. Aufgabe 8)
10. Der italienische Mathematiker Luca Pacioli (um 1445-1517)* behandelte 1494 in  seiner

Summa de Arithmetica Geometria Proportioni et Proportionalita (fol. 197r) die Aufgabe,
den Einsatz bei vorzeitigem Spielabbruch ngerecht« aufzuteilen, die unter den Namen
probleme des partis oder auch problem ofpoints berühmt wurde**:

»Eine Brigade spielt Ball. Eine Partie ist 10 Punkte wert; Sieger ist diejenige Mann-
schaft, die zuerst 60 Punkte erreicht. Jede Mannschaft setzt 5 Dukaten ein. Durch
unvorhergesehene Umstände kann das Spiel nicht zu Ende gebracht werden. Die eine
Seite hat 50 Punkte, die andere 20 erzielt. Man  möchte wissen, welcher Teil des Ein-
satzes jeder Seite zufällt.«

Sei nun A bzw. B der Anteil des gesamten Einsatzes, der Mannschaft A bzw. B zugespro-
chen werden soll. Beide Seiten — so wird stillschweigend angenommen — seien gleich
geschickt.
a) Pacioli sagt, er habe viele falsche Meinungen gefunden. Nach langer Rechnung be-

hauptet er, die richtige Lösung sei, den Einsatz im  Verhältnis des Spielstandes bei Ab-
bruch aufzuteilen, also A:B=5:2.

b) Gerolamo Cardano (1501-1576) bemerkte 1539, daß, wie selbst ein Knabe leicht ein-
sehen könne, nicht der Spielstand bei Abbruch entscheidend sei für die gerechte
Verteilung, sondern daß es auf die Anzahlen a bzw. b der den Seiten A bzw. B noch

* Siehe Seite 394ff.
* *  Das Problem findet sich bereits in  italienischen mathematischen Manuskripten, das älteste aus dem Jahre 1380und ist vermutlich arabischen Ursprungs. — le  parti = der Anteil. '
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fehlende Siege bis zum Erreichen der n Siege ankomme*. Dann überlegt er, daß
eine zweite Partie nur gewonnen werden kann, wenn die vorausgehende erste ge-
wonnen wurde, eine 3. Partie nur, wenn die vorausgehende 1. und 2. Partie gewonnen
wurden. Also ist zum Gewinn der a-ten Partie nötig, die 1.,2,,..., (@ — 1)-te und schließ-
lich die a-te Partie zu gewinnen. Der Einsatz ist somit im  Verhältnis

A:B=(1+2+ . . .  +5 ) :(1+2 +... +a )

aufzuteilen. Welche Aufteilung ergibt sich damit für die Aufgabe von Pacioli?
c) Niccolo Tartaglia (1499-1557) kritisierte 1556** die Lösung von Pacioli: Hätte Mann-

schaft B nämlich noch keine Partie gewonnen, so würde sie gar nichts erhalten,

»was zutiefst ungerecht sei. Deshalb sage ich, daß es sich eher um ein juristisches als
um ein mathematisches Problem handelt. [ . . . ]  Am wenigsten wird es Streit geben,
so scheint mir,«

wenn man den Einsatz im Verhältnis A:B=n+b—a):(n+a—b)

aufteilt. Sei nämlich a <b .  Dann liegt A um b — a vor B. Der Seite A gebührt also

b—a des Einsatzes von B und N des eigenen Einsatzes, d.h. kl tho  2 des gesamten

Einsatzes. B hingegen verbleibt 2— © — 0) Ges eigenen Einsatzes.

Welches Verhältnis schlägt Tartaglia also für Paciolis Problem vor?
d) Zeichne ein Baumdiagramm, das die noch fehlenden möglichen Partien darstellt. Wie

würdest du das Geld aufteilen?
e) Dem französischen Mathematiker Pierre de Fermat (1601-1665) gelang 1654 die

Lösung des Problems sinngemäß durch Betrachten eines Baums, der alle denkbaren
Verläufe bei weiteren 4 Partien darstellt. Warum nahm er gerade 4 Partien? Welchen
Vorschlag zur Aufteilung des Geldes hat Fermat wohl gemacht?
Auf ganz andere Art gelangte Blaise Pascal (1623-1662) im selben Jahre zur gleichen
Lösung. (Siehe Aufgabe 269/66).

Pabrigata apalla.a.co.el @uoco e.10.D caccia.¢ fino pofta vuc „10.  ac
Al  dep centi nd cbenonpoffono formirce A prea.so.claltra.20.fe dimanda

A l  | doc toccap parte dela pofta.In  Gfto calo o trouato dinerfe opiniont fii vnlato
£3] cömoinlal troc eurte mi pars fraiche certiloro argumenti ma laucrirae quefta

biodiro¢la rettauia. Dico dhepoifequire in.3. modiprima die cöfiderare quante cacac
elpiu fra luna clalmapte fi fare.cbe firan.11.cdoc quando fonnog.1®So.p yno.£:a
wediquellida.so.che parte bano de tutte quefte cacce dhe nanno li 2.e qudli da.zo.nanno
li.2.oonca di doc luna predene tirar p.;2.e laltra parte p;3. fümati fino.7. pof of.;7.guada
gna.10.cbetocca a.5.e cbea,;2.cbea quelda.so.nimd.75. 9.20.2 $.fatta.Tnaltro mo ficfi
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ll.20.fira.;}.cfequl ut fapra.£1 terco baenifl imofia che fim i fiemi quello cb bano fra tutte
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dadifoprain quello deta palla dbe tu non dicefle poi doe luna parse ali.;£.di docbe

Bild 19.1 Ausschnitt aus folio 197" der Summa de Arithmetica Geometria Proportioni et
Proportionalita des Luca Pacioli mit  dem probleme des partis

* Practica Arithmetice, Cap. LXI, 13, 14 und Cap. ult., 5.
** General Trattato di  numeri. et misure, | ,  folium 265r.
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On fait trop d’honneur a la roulette: elle n’a ni  conscience n i  mémoire.
Man tut dem Roulett zu  viel Ehre an: Es hat weder Gewissen noch Gedächtnis.

Joseph Bertrand
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3.1. Definition

Vielfach interessiert man sich bei Zufallsexperimenten nur für eine gewisse Frage-
stellung. Es genügt dann, einen Ergebnisraum zu betrachten, der auf diese Frage-
stellung zugeschnitten ist. Beim »Mensch ärgere dich nicht«-Spiel z. B. interessiert
bei Spielbeginn nur der Ergebnisraum Q, = {Sechs, Nicht-Sechs}, später viel-
leicht Q,  = {Vier, Nicht-Vier}, wenn man eine bestimmte Figur eines Gegners
schlagen will. Möchte man aber mehrere Fragestellungen mit demselben Ergeb-
nisraum behandeln, so muß man ihn fein genug konstruieren. Beim »Mensch-
argere-dich-nicht«-Spiel wählt man Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6};  damit können alle Situa-
tionen dieses Spiels beschrieben werden. Das Ergebnis »Nicht-Sechs« aus ©,
stellt sich jetzt allerdings als die Teilmenge {1, 2, 3, 4, 5} von Q dar, ebenso das
Ergebnis »Nicht-Vier« aus Q,  als eine andere Teilmenge von €,  nämlich {1, 2, 3,
5, 6}. Um  diese Teilmengen von Q von den Elementen von Q, den Ergebnissen,
abzuheben, führt man fiir sie eine eigene Bezeichnung ein. Man nennt sie Ereig-
nisse. Ereignisse sind also Mengen, die als Elemente gerade die Ergebnisse ent-
halten, bei deren Erscheinen das Ereignis eintritt. So tritt z. B. das Ereignis »Nicht-
Sechs« ein, wenn als Ergebnis die Augenzahl 1 erscheint. Dasselbe gilt fiir die
Augenzahlen 2, 3, 4 oder 5. Wir  formulieren nun allgemein:

Definition 21.1:
1. Jede Teilmenge A des endlichen Ergebnisraums  heiB3t Ereignis.
2. A tritt genau dann ein, wenn sich ein Versuchsergebnis w einstellt, das in

A enthalten ist.
3. Die Menge aller Ereignisse heißt Ereignisraum.

Durch diese Definition wurde der umgangssprachliche Begriff »Ereignis« mathe-
matisch präzisiert. Damit können wir unser mathematisches Modell des Zufalls-
geschehens weiter entwickeln. Der mathematische Begriff Ereignis umfaßt auch
Sonderfille, an die man vielleicht zunächst nicht gedacht hat. Besonders ausge-
zeichnete Teilmengen sind bekanntlich die leere Menge @ und die ganze Menge Q.
Da die leere Menge @ kein Element enthält, kann das Ereignis @ nicht eintreten;
man nennt @ daher unmögliches Ereignis. Im  Gegensatz dazu enthält Q alle Ver-
suchsergebnisse, tritt also immer ein. Man  nennt Q daher auch sicheres Ereignis.
Eine Sonderstellung nehmen bei den von uns betrachteten endlichen Ergebnis-
räumen die einelementigen Ereignisse ein. Ein solches E = {w} tritt genau dann
ein, wenn das betreffende Versuchsergebnis @ erscheint. Wir nennen solche ein-
elementigen Ereignisse auch Elementarereignisse. Dieser Name wird verständlich,
wenn man bedenkt, daß jedes Ereignis A + eines endlichen Ergebnisraums Q
eindeutig als Vereinigung von Elementarereignissen darstellbar ist, d.h.

A=  |(@)
wed

Beispiel: A = {2,4, 6} = {2} u {4} vu {6}.
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Man beachte im übrigen, daß man zwischen dem Ergebnis @ und dem Elemen-
tarereignis {qm} unterscheidet.
Da bei endlichen Ergebnisräumen © jede Teilmenge von © ein Ereignis ist, gilt
dort auch, daß der Ereignisraum die Potenzmenge (22) des Ergebnisraums £ ist.
(Bei unendlichen Ergebnisräumen ist es leider viel komplizierter.)
Eine aus n Elementen bestehende Menge hat 2” Teilmengen. Aus |[Q| = n ergibt
sich damit für die Mächtigkeit des Ereignisraums der Wert |$(Q)] = 2!? = 2"

Ein Beweis der oben aufgeführten Behauptung kann folgendermaßen geführt werden. Es sei
Q={a,,42,...,  a„}. Jede Teilmenge A von 2 läßt sich eineindeutig durch eine n-stellige Dual-
zahl beschreiben. Dabei bedeute 1 an der i-ten Stelle, daß das Element a, in der Teilmenge A
enthalten ist; 0 an der i-ten Stelle heißt dann natürlich, daß a; ¢ A ist. So wird z.B. die Teil-
menge {a,,a3,as} durch die Dualzahl 011010... 0 beschrieben.
Diese Dualzahlen sind die ganzen Zahlen von 0 bis zu einer größten Zahl N,  die als Dual-
zahl an jeder der » Stellen eine 1 stehen hat, also N = 111... 1. Da sich die natürlichen Zahlen
selber abzählen, sind dies N +1  Zahlen. N + 1 schreibt sich als Dualzahl als 1, gefolgt von
n Nullen, also N + 1= 1000...0. Das ist aber die natürliche Zahl 2". Somit gibt es 2” Teil-
mengen von £2, was zu zeigen war.

3.2. Ereignisalgebra

Ein Ereignis kommt selten allein! Umgangssprachlich werden Ereignisse durch
die Wörter »und« und »oder« zu neuen Ereignissen zusammengesetzt. So lassen
sich die Ereignisse »Es schneit« bzw. »Es stiirmt« zum Ereignis »Schneesturmg,
d.h. zu »Es schneit und es stiirmt« zusammensetzen. Wie wirkt sich eine solche
Zusammensetzung von Ereignissen im  mathematischen Modell aus?
Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir das in  den Spielkasinos verbreitete
GlücksspielRoulett.* Eine Kugel fällt in  eines der Fächer einer drehbaren Scheibe,
die von 0 bis 36 numeriert sind; 18 der Zahlen von 1 bis 36 sind rot, die anderen
18 schwarz, die 0 ist andersfarbig (siche Figur 22.1). Man setzt auf dem Spielbrett
(=  tableau) Chips bestimmten Werts auf eine Zahl oder eine Zahlenkombination,

0
1 ]2  >

? 45  16 2
% 7 1819 S

Toh f i z  =
13114115

> feh le  5
5 19120121 E

222324

25[26]27

28129120

31132133

127 34135136 712

Fig. 22.1 Rad und Spielbrett des Rouletts 241125 Sra  12

* Das Roulett ist wohl chinesischen Ursprungs. Die Idee, in eine sich drehende Zahlenscheibe eine Kugel zu wer-
fen, scheint Anfang des 18. Jahrhunderts aufgekommen zu sein. 1734 veröffentlichte M. Giradier 6 neu erfundene
Spiele, die alle auf diesem Prinzip beruhten. Zu Beginn des 19.Jahrhunderts entstand i n  Paris d i

Form des Roulettspiels. P Begin en in  Paris die noch heute gültige
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d.h. in  unserer Sprechweise auf das Eintreten eines Ereignisses. Umalle wichtigen
Ereignisse dieses Spiels beschreiben zu können, wählen wir als Ergebnisraum Q
die Menge {0, 1,2,...,  36}. Wie bei jedem Glücksspiel unterscheidet man zwischen
Auszahlung und Gewinn. Auszahlung ist der Betrag, den der Spieler nach ge-
wonnenem Spiel erhält, und es gilt:

Gewinn = Auszahlung minus Einsatz

Einen Überblick über die möglichen Ereignisse beim Roulettspiel gibt die folgende
Aufstellung. Dabei ist noch zu beachten: Fällt die Kugel auf die 0, so wird die 0
bei plein, carre und a cheval wie eine normale Zahl behandelt; alle anderen Ein-
sätze verfallen der Bank, in  manchen Spielkasinos jedoch nur zur Hälfte.

Auszah- | Gewinn
oy  . . lungSetzméglichkeiten Teilmenge von Q als Vielfaches

Name | Beschreibung des Einsatzes

plein eine Zahl z.B. {7} 36 35
a cheval 2 angrenzende Zahlen z.B. {13,16} 18 17
transversale pleine | Querreihe von 3 Zahlen z.B. {25, 26, 27} 12 11
transversale simple | 2 benachbarte Querreihen | z.B. {4,5, 6, 7, 8, 9} 6 5
carré 4 Zahlen, deren Felder in z.B. {14, 15, 17, 18} 9 8

einem Punkt zusammen- bzw. {0, 1,2, 3}
stoBen, bzw. die ersten
4 Zahlen

colonne Langsreihe von 12Zahlen z.B. {1,4,7,...,34} 3 2
douze premier das erste Dutzend {1,2,...,12} 3 2
douze milieu das mittlere Dutzend {13, 14, ..., 24} 3 2
douze dernier das letzte Dutzend {25,26,...,36} 3 2
pair alle geraden Zahlen außer 0 | {2,4,..., 36} 2 1
impair alle ungeraden Zahlen {1,3,..., 35} 2 1
rouge alle roten Zahlen {1,3,..., 36} 2 1
noir alle schwarzen Zahlen {2,4,...,35} 2 1
manque die 1. Hälfte {1,2,...,18} 2 1
passe die 2. Hälfte (19, 20,..., 36} 2 1

Fiir einen Spieler, der 2 Chips verschieden gesetzt hat, sind zwei Ereignisse in-
teressant. Nehmen wir an, er setzt auf die carrés {4, 5, 7, 8} und {5, 6, 8, 9}. Dann
können fiir ihn folgende Möglichkeiten eintreten:
a) Er  gewinnt mit  beiden Chips. Das zugehörige Ereignis ist die Teilmenge {5, 8} ,

die man offenbar als Schnittmenge der beiden carre-Mengen erhält. (Sein Ge-
winn ist der 8fache Einsatz.)

b) Er  gewinnt überhaupt etwas, d.h., Chip 1 oder Chip 2 gewinnt. Das zuge-
hörige Ereignis ist die Teilmenge {4, 5, 6, 7, 8, 9}, die man offenbar als Ver-
einigungsmenge der beiden carre-Mengen erhält. (Sein Gewinn ist der 3,5fache
Einsatz, wenn genau einer der Chips gewinnt, oder der 8fache Einsatz, wenn
beide Chips gewinnen.)
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¢) Er gewinnt nicht. Das zugehörige Ereignis ist die Teilmenge {0, 1, 2, 3, 10,
11,..., 36}, die man offenbar als Komplementmenge zur Menge{4, 5, 6, 7, 8, 9}
erhält. (Sein Gewinn ist der [— 1]fache Einsatz. Negativer Gewinn = Verlust!)

Unser Beispiel zeigt, daß sich umgangssprachliche Verknüpfungen von Ereig-
nissen im mathematischen Modell ebenfalls ausdrücken lassen.
Die folgende Übersicht gibt uns für zwei Ereignisse A und B einige solche Mög-
lichkeiten zusammenfassend an.

Sprechweisen Term im Veranschaulichung
mathematischen Modell

Gegenereignis zu A;  A A
Nicht das Ereignis 4 i 0

Ereignis 4 und Ereignis B; An  B B
Beide Ereignisse; 4
Sowohl A als auch B Q

BEreignis 4 oder Ereignis B;  AuB  4
Mindestens eines der Ereignisse 7

Q

Keines der Ereignisse; AnB=AuUB A
Weder 4 noch B

2

Höchstens eines der Ereignisse; | AnB=AuB  A
Nicht beide Ereignisse a 0

Genau eines der Ereignisse; BB
Entweder 4 oder B (An  B)u(A4n B) a

Q

Durch die Mengenoperationen Schnitt (n), Vereinigung (u)  und Komplement (7)
lassen sich alle aufgeführten Verknüpfungen von Ereignissen darstellen. Jede
solche Verknüpfung liefert wieder eine Teilmenge von ©, also ein Ereignis. Man
sagt deshalb auch, der Ereignisraum P(Q) ist bezüglich der Operationen m, U
und 7 abgeschlossen.
Da  die Ereignisse im  mathematischen Modell Mengen sind, gehorchen sie auch
den Gesetzen der Mengenalgebra, die man in  diesem Zusammenhang auch Ereig-
nisalgebra nennt.
Wir erinnern in  der folgenden Übersicht an einige wichtige Gesetze der Mengen-
algebra.
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Für alle A,  B,  Ce  B(Q) gilt:

Kommutativgesetze AnB=Bn  A AuB=BuA

Assoziativgesetze
(An  BN  C= An  (BN O)=ANn BNC (AuB)UC=AUBUC)=AUBUC

Distributivgesetze
An  (BUC)=(An B)u(4n C) AUBN CO) =(AUBN (AUC)

Idempotenzgesetze AnA=4  AuA=A4
Absorptionsgesetze An{(AuB)=A4 AUu(An B )=A
Gesetze von De Morgan* An  B=AuB AuB=AnB
Neutrale Elemente An  Q =A  Aud=A
Dominante Elemente An  @=0 AuQ=Q
Komplement AnA=0  AuvAd=2Q A=A

A und A können nicht gleichzeitig eintreten, weil An 4 = 0, also das unmögliche
Ereignis ist. Es gibt aber neben A auch noch weitere Ereignisse (nämlich alle Teil-
mengen von A),  die nicht gleichzeitigmit A eintreten können. Man  sagt allgemein:

Definition 25.1:
a) Die Ereignisse A und B heißen unvereinbar oder disjunkt genau dann,

wenn ANB = 0.
b)  Die Ereignisse 4 , ,  4 , , . . . ,  A ,  heißen unvereinbar oder disjunkt, wenn ihr

Durchschnitt leer ist, d.h., wenn 4 ,  4 ,0 . . .  4 ,  = 0 gilt. Sie heißen
paarweise unvereinbar oder paarweise disjunkt, wenn die Schnittmenge
aus je  zwei von ihnen leer ist, d.h., wenn fiir alle i +) gilt: 4 , 1 A; = 0.

Die Ereignisse A und A zerlegen gewissermaßen Q in 2 disjunkte Mengen. Diese
Vorstellung läßt sich verallgemeinern zu

Definition 25.2: Eine Menge von Ereignissen 4 , ,  A4,,..., 4 ,  heißt Zerlegung
des Ergebnisraums £2, wenn die Ereignisse A ;  paarweise unvereinbar sind
und wenn ihre Vereinigung £2 ergibt, d.h.

AA;  = 6 für i $ ]  und  AVAL . . .  U A r  = QQ.

Aufgaben

Zu  3.2.

1. Jemand hat drei Lose gekauft. Wir unterscheiden Niete (0) und Treffer (1).
a) Wie heißt ein Ergebnisraum Q,,  wenn die Lose unterschieden (z.B. numeriert) werden?
b) Wie heißt ein Ergebnisraum Q,, wenn die Lose nicht unterschieden werden?

* Siehe Seite 403.
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c) Gib für die Ereignisse A, B, C, D und E die Ergebnismengen aus 2,  bzw. 2 ,  an
A =»Mindestens ein Los ist ein Treffer«,
B:=»Hochstens ein Los ist ein Treffer,
C:=»Jedes Los ist ein Treffer,
D:=»Das 1. und das 3. Los sind Trefler«,
E:=»Das 1. und das 3. Los sind Treffer, und das 2. Los ist eine Niete«.

d) Beschreibe umgangssprachlich in  jedem der beiden Fille, soweit möglich, das Gegen-
ereignis zu den Ereignissen aus ¢) und gib die Ergebnismengen an.

2. Eine Miinze wird dreimal geworfen. Man  unterschei-
det Wappen (w) und Zahl (z). Wir betrachten fol-
gende Ereignisse:
A=  »Beim ersten Wurf erscheint Wappen«
B : =  »Beim dritten Wurf erscheint Zahl«
a) Gib die Ergebnismengen zu 4 und B an.
b) Beschreibe folgende Ereignisse in Worten und gib

die zugehörigen Ergebnismengen an:
ANB; AUB, A; AnB ;  AnB.

¢) Welcher Zusammenhang besteht zwischen 4 UB
und An 8?

d) Gib das Gegenereignis zu {www} in Worten und
als Ergebnismenge an.

3. Bei einem Wurf mit zwei Wiirfeln werde die Augen-
summe als Ergebnis notiert.
a) Gib einen Ergebnisraum Q und seine Michtigkeit

an.
b) Beschreibe die folgenden Ereignisse durch Teil-

mengen von £2:
A=  »Die Augensumme ist prim.«
B �Õ=  »Die Augensumme ist 1.«
C=  »Die Augensumme ist gerade.«
D:=»Die Augensumme ist nicht 6.«
E �Õ= »Die Augensumme ist 7.«
F=»Die  Augensumme liegt zwischen 0 und 7.« - -

Bild 26.1 Ergebnisse beim
3fachen Miinzenwurf
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4. Aus einer Lieferung werden 4 Stücke zur Prüfung entnommen. Sie werden auf brauchbar
(1) bzw. unbrauchbar (0) hin untersucht.
a) Gib einen Ergebnisraum und seine Mächtigkeit an.
b) Beschreibe folgende Ereignisse durch Ergebnismengen:

A :=  »Das dritte Stück ist unbrauchbar.«
B =»Genau das dritte Stück ist unbrauchbar.«
C:=»Mindestens zwei Stücke sind brauchbar.«
D:=»Genau drei Stücke sind brauchbar.«
E :=»Kein Stück ist brauchbar.«

5. Zu  einer Party erwartet Susanne 2 Mädchen und 3 Jungen. Die 5 Gäste treffen nachein-
ander ein. Beschreibe folgende Ereignisse durch Ergebnismengen:
A :=»Der erste Gast ist ein Madchen.«
B :=»Unter den ersten drei Gästen sind die zwei Midchen.«
C:=»Der letzte Gast ist kein Junge.«

6. A, B, C seien drei beliebige Ereignisse. Beschreibe durch Terme der Ereignisalgebra
a) A und B, aber nicht C b) Alle drei ¢) Nur  4

ed) Höchstens eines e) Mindestens eines f) Höchstens zwei
g) Mindestens zwei h) Genau eines i) Genau zwei
j) Keines k)  Nur  4 und 8 I) Nur  C nicht

7. Fiir eine Lieferung von 4 Motoren definiert man folgende Ereignisse:
A = »Mindestens ein Motor ist defekt« B : =  »Hochstens ein Motor ist defekt«
a) Interpretiere folgende Ereignisse:

1) 4 2) B 3)AnB 4 AUB SH A\B 6 B\A TAUB
8 AUB 9 AnB 10) AUB

b) Zeichne ein Mengendiagramm und verwende dabei als Elemente von 2 Quadrupel
aus 0 und 1, wobei 0 bedeute, daß der entsprechende Motor defekt ist. 1011 heißt
dann etwa »Der zweite Motor ist defekt; die anderen sind in Ordnungc.

c) Stelle die Mengen aus a) durch die Elemente von £2 nach b) dar.

8. Die Herren Huber (H), Meier (M) und Schmid (S) kandidieren fiir den Posten des Be-
triebsratsvorsitzenden. Die Ereignisse A, B, C werden definiert gemäß
A : =  »Herr Huber wird ersterg,
B : =  »Herr Meier wird nicht letzter« und
C : =  »Herr Schmid wird letzter«.
a) Zeichne ein Diagramm von 2. Stelle dabei die Wahlergebnisse als Tripel aus H,  M

und S dar.
eb) Schreibe mit Hilfe von A ,  B und C die Ereignisse E:=»Huber wird letzter« und

F = »Huber wird zweiter«.
c) Interpretiere die folgenden Ereignisse: I N

1) ANBNC;  2) AuBUC;  YAUBAO;  H(AUBINC.

9. Drei Briefe werden in drei Umschläge gesteckt. A,  sei das Ereignis »Brief i steckt im  Um-
schlag i«.
Interpretiere folgende Ereignisse
a) A,NnA,NA, b )  A ,uA ,  UA; c) Ay  And ;  d )  AvA ,uA ,

e) (A, nA, nA)u(A,NnA;nA3) vA, nA, A4,)
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11.

12.

013.

14.

3. Ereignisräume

Untersuche auf Unvereinbarkeit alle Paare von Ereignissen aus
a) Aufgabe 1. ¢), b) Aufgabe 3. b), c) Aufgabe 4. b).

Untersuche, ob folgende Ereignisse unvereinbar sind: _
a ) A und AUB;  b )Aund  AnB ;  c )Aund  AnB ;  d)AuBund AnB.

Prüfe die Gültigkeit folgender Behauptungen:
a) A,  B unvereinbar = A, B unvereinbar
b) A, B unvereinbar = A, B unvereinbar
¢) A, B unvereinbar = A, B nicht unvereinbar
d) A, B unvereinbar = A, B nicht unvereinbar.
Gib gegebenenfalls Gegenbeispiele an.

a) Zeige: Die Ereignisse 4 ,  Au B, AnB bilden eine Zerlegung von Q. Fertige dazu eine
Skizze an.

b) Die Fußballmannschaften I und I I  spielen gegeneinander. A bedeute » I  siegt«; B be-
deute »I I  siegt«. Interpretiere die Ereignisse aus a).

An  einem Wettbewerb nehmen n Sportler teil. A; sei das Ereignis »Der Sportler mit der
Startnummer7 erreicht den i-ten Platz«.
Interpretiere folgende Ereignisse:

a )  N Ap=A ,NnA ;N . . .NA ,

{=1

b) 0) Ay=AL UA2U... VA ,
i = ]

0 () 4, do UA e) U (A in )  4).
k%i

Bild 28.1 Antike Spielmarke ( =  Chip) mit den Inschriften Casus Sortis = Wechselfille des
Glücks und Wer spielt möge genügendeinsetzen. Außerdem zeigt die Spielmarke die 4 astragali
des Venuswurfes.
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Altersaufbau der Wohnbevölkerung der Bundesrepublik Deutschland am 1. 1. 1967
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4.1. Einführung

Gewinnt jemand beim Roulett mit  einer transversale pleine, so erhält er mehr aus-

bezahlt als ein anderer, der bei gleichem Einsatz mit einem carré gewonnen hat.
Die Spielbanken geben als Grund dafür an, daß ein carre »häufiger« auftritt als

eine transversale pleine. Um  diese Behauptung überprüfen zu können, braucht

man ein Maß für die Häufigkeit eines Ereignisses. Dazu beobachtet man über

einen längeren Zeitraum hinweg viele Wiederholungen desselben Zufallsexperi-
ments und zählt, wie oft das interessierende Ereignis dabei eingetreten ist. Diese
Zahl, die man absolute Häufigkeit des Ereignisses bei der betrachteten Versuchs-
folge nennt, wird im  allgemeinen mit der Anzahl der Versuche steigen. Die abso-
lute Häufigkeit ist daher als Maß nicht geeignet. Ein brauchbares Maß ergibt sich
jedoch, wenn man die absolute Häufigkeit relativiert, d.h., sie auf die Anzahl der

Versuche bezieht. Dies geschieht, indem man die absolute Häufigkeit durch die
Versuchsanzahl dividiert.

Definition 30.1: Tritt ein Ereignis 4 bei » Versuchen k-mal ein, so heißt

h,(A)  = die relative Häufigkeit des Ereignisses A in dieser Versuchsfolge.

Relative Hiufigkeiten werden üblicherweise in Prozenten angegeben. Wer die
Behauptung der Spielbanken nun mit Hilfe dieser Definition überprüfen möchte,
kann sich z.B. anhand der von den Spielbanken veröffentlichten Ergebnislisten,
den sog. Authentischen Roulette-Permanenzen, die relativen Haufigkeiten fiir
ein carré und eine transversale pleine berechnen. So ergaben sich am Sonntag,
dem 4.November 1962, am Tisch Nr. 1 des Spielcasinos Baden-Baden bei 346
Spielen 31mal die transversale pleine {16, 17, 18} und 37mal das carré {4, 5, 7, 8}.
Die relative Häufigkeit der besagten transversale pleine war also an diesem Tage
az  = 8,96%, die relative Häufigkeit des besagten carrés jedoch 5% = 10,69%.
Zur weiteren Veranschaulichungdes Begriffs der relativenHaufigkeit greifen wir auf
die Tabellen 10.1 und 11.1 zurück. So sind gemäß Tabelle 11.1 die relative Haufig-
keit 4,5 (»Adler«) = 33 = 449, hs, (»Adler«) = 4¢ = 44% und h,s (»Adler«) =
= 3% = 48% usw. Einen Überblick über die Abhängigkeit der relativen Haufig-
keit h,  (»Adler«) von n bei  dieser Versuchsfolge zeigt Figur 31.1. Dabei wurden nur
die Werte der relativen Häufigkeit fiir Vielfache von 25 eingezeichnet und durch
einen Streckenzug verbunden. Dieser Streckenzug soll lediglich die Entwicklung
veranschaulichen, hat  aber selbst keine Bedeutung fiir das Zufallsexperiment.

Obwohl in  Tabelle 11.1 die Aufeinanderfolge von »Adler« und »Zahl« regellos ist,
erwartet man naiverweise aus Symmetriegriinden, daß Zahl und Adler etwa
gleich häufig auftreten, die relative Häufigkeit von »Adler« also etwa 50%, sein
müßte.
Figur 31.1 zeigt, daß die relative Häufigkeit für »Adler« tatsächlich um den Wert
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50%

45% [

Fig. 31.1 Relative Häufigkeit 4 ,  (»Adler«) bei den 800 Münzenwürfen aus Tabelle 11.1

50% schwankt. Mit zunehmendem n scheinen die Schwankungen kleiner zu wer-
den, wenngleich immer wieder »Ausbrecher« auftreten. Trotzdem glaubt man
daran, daß bei einer symmetrischen Münze die relative Häufigkeit für »Adler«
sich immer weniger von dem Idealwert 50%, unterscheidet, je größer die Anzahl
der Versuche ist. So erhielt Buffon* (1707-1788) für k4o40 (»Adler«) den Wert
50,69%, K.  Pearson** (1857-1936) erzielte mit viel Geduld h ;2000  (»Adler«)=
50,16%, und h,  400  (»Adler«) = 50,05%.
Für dieses Verhalten der relativen Häufigkeit sagt man auch:
»Die relative Häufigkeit eines Ereignisses stabilisiert sich mit zunehmender Ver-
suchsanzahl um einenfesten Wert.«
Man kann vermuten, daß sich die relative Häufigkeit 4 , (4)  eines bestimmten
Ereignisses A bei einem beliebig wiederholbaren Versuch mit zunehmender Ver-
suchsanzahl n immer um  einen festen Wert stabilisiert. Im  Laufe der Jahrhunderte
haben die Erfahrungen gezeigt, daß diese Vermutung nicht zu Unrecht besteht.
Sie ist also eine Erfahrungstatsache, die manchmal auchDas empirische Gesetz der
großen Zahlen genannt wird. Die an sich überraschende Tatsache, daß auch das
Zufallsgeschehen erkennbaren Gesetzen gehorcht***, ist die Grundlage der
Stochastik, die diese Gesetzmäßigkeiten systematisch erforscht.
Ein weiteres Beispiel für die Stabilisierung der relativen Häufigkeiten liefert uns
die Serie von Würfelwürfen aus Tabelle 10.1. Wir berechnen dazu die absoluten und
relativen Häufigkeiten der Augenzahlen nach 30, 60, ...,  1200 Würfen und geben
sie in Tabelle 32.1 an; die relativen Häufigkeiten der Augenzahlen werden durch
Figur 33.1 veranschaulicht. Auch hier stellen wie in  Figur 31.1 die Streckenzüge nur
eine grobe Veranschaulichung der Entwicklung der relativen Häufigkeiten dar.

* Genaueres in Aufgabe 226/22 und Aufgabe 369/30. — Siehe auch Seite 401.
** gesprochen: piasn. Siche Seite 420. |

* * *  „Le hazard a des regles qui  peuvent étre connues«,schreibt Montmort (1678-1719) im  Vorwort zu seinem Essay
d’Analyse sur les Jeux de Hazard (1708).
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absolute Häufigkeiten relative Häufigkeiten in  %

OO 0 8 Wu  0 CG
6 6 4 i 8 5 200 200 13,3 3,3 26,7 16,7

10 11 7 4 16 12 16,7 18,3 11,7 6,7 26,8 20,0

12 19 13 7 21 18 13,3 21,1 14,5 7.8 23,3 20,0

15 25 19 11 30 20 12,5 20,8 15,8 9,2 250 16,7

26 27 25 15 34 23 173  180 16,7 10,0 227 153

28 33 29 20 41 29 15,6 18,3 16,1 11.1 22,8 16,1

33 37 33 25 48 34 15,7 17.6 157 119 228 16,2

36 46 41 29 50 38 15,0 19,2 171 121 20,8 15,8

38 56 46 31 56 43 14,1 20,8 17,0 11,5 20,8 15,9

45 64 49 32 61 49 150 21,3 163 10,7 20,3 16,3

50 69 56 35 63 57 152 209 169 106 191 173

52 N 69 37 67 64 145 19,7 189 10,3 186 17,8

55 79 74 42 72 68 141 20,2 190 10,8 18,5 174

61 82 79 49 77 72 145 195 188 11,7 183 171

65 88 84 55 81 77 144 196 18,7 122 180 171

70 92 87 60 90 81 146 19,2 181 12,5 18,7 16,9
75 97 92 63 99 84 14,7 19,0 180 123 194 16,5
80 104 98 68 102 88 14,8 19,3 181 124 189 16,3
87 110 103 74 103 93 150 193 181 13,0 181 16,3
92 121 109 76 107 95 153 20,2 18,2 12,7 178 158

103 125 111 78 113 100 16,3 19,9 17,6 124 17,9 15,9
110 131 114 84 116 105 16,7 199 17,3 127 17.6 159
113 139 117 87 120 114 164 20,1 17,0 126 174 16,5
118 145 118 89 129 121 16,4 20,1 164 124 17,9 16,8
121 150 121 95 134 129 16,1 20,0 161 127 17,9 172

130 157 126 96 137 134 16,7 20,1 16,2 123 17,6 17,2
134 162 136 100 142 136 16,6 20,0 168 123 17,5 16,8
142 170 139 101 149 139 16,9 20,2 166 120 17,77 16,6
146 175 141 104 157 147 16,8 20,1 16,2 11,9 181 16,9
152 182 143 110 161 152 169 20,2 15,9 12,2 17,9 169

156 186 153 115 163 157 16,8 20,0 16,5 124 17,5 169
161 190 159 120 169 161 16,8 19,8 166 12,5 17,6 16,8
166 194 167 124 172 167 168 196 169 12,5 17,4 16,9
168 203 176 129 175 169 16,5 199 173 12,6 17,2 16,6
171 208 180 132 181 178 16,3 198 171 126 172 16,9

173 215 183 138 189 182 160 199 169 128 175 16,8
176 223 189 142 195 185 159 20,1 170 128 17,6 16,7
180 232 194 146 198 190 158 20,3 170 128 174 16,7
185 236 201 148 204 196 158 202 173 126 174 16,7
187 244 204 155 210 200 156 203 170 129 175 16,7

Tab. 32.1 Auswertung von Tabelle 10.1

Die Schreibweise h,(A4) legt die falsche Vermutung nahe, daß der Wert h,(A4) nur
von der Versuchsanzahl » abhängt, sonst aber fiir das Ereignis 4 kennzeichnend
ist. In Wirklichkeit hängt diese Zahl 4,(4)  auch noch von der konkret durchge-
{führten Versuchsfolge ab. So kann z.B. der Wert A ,, (»Adler«) je nach Versuchs-
folge jeden der 11 Werte 0, 75, 3%, . . . ,  1 annehmen. Zur Veranschaulichung dieses
Sachverhalts fassen wir die 800 Miinzenwiirfe aus Tabelle 11.1 als 8 Versuchsfolgen
zu je 100 Wiirfen auf. Im  Bild ergeben sich damit 8 Streckenziige für die relative
Häufigkeit h,(»Adler«). Vergrobert sind sie in  Figur 34.1dargestellt, wo jeweils nur
die Werte fiir die Vielfachen von 5 eingezeichnet sind, die in  Tabelle 33.1 zusam-
mengestellt wurden.
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Fig. 33.1 Relative Häufigkeiten der Augenzahlen bei den 1200 Wiirlelwiirfen von Tabelle 10.1

Anzahl der .
Versuche Nummer der Versuchsserie

in der Serie 1 2 3 4 5 6 7 8

5 40,0 40,0 20,0 100,0 20,0 100,0 100,0 60,0
10 40,0 30,0 20,0 80,0 20,0 80,0 50,0 40,0
15 33,3 40,0 26,7 80,0 33,3 60,0 46,7 46,7
20 40,0 35,0 40,0 75,0 35,0 55,0 55,0 50,0

25 440 36,0 440 68,0 36,0 48,0 52,0 44.0
30 40,0 40,0 43,3 66,7 43,3 43,3 50,0 36,7
35 40,0 40,0 45,7 65,7 40,0 48,6 54,3 34,3
40 42,5 42,5 45,0 60,0 35,0 50,0 60,0 37,5

45 44,4 46,7 46,7 62,2 37,8 53,3 60,0 37,8
50 440 46,0 42,0 64,0 40,0 56,0 60,0 38,0
55 45,5 45,5 43,6 61,8 41,8 58,2 56,4 40,0
60 48.3 48.3 45,0 63,3 433 56,7 55.0 43.3

65 47,7 49,2 46,2 60,0 44,6 56,9 53,8 43,1
70 45,7 48.6 44.3 57,1 443 57.1 54.3 414

75 48,0 52,0 45,3 56,0 45,3 56,0 53,3 41,3
80 46,3 53,8 45,0 56,3 46,3 55,0 51,3 42.5

85 44.7 55,3 459 58.8 44,7 54,1 51,8 43,5
90 43,3 55,5 45,6 57,8 44,4 53,3 51,1 44,4
95 45,3 54,8 47,4 56,8 42,1 54,8 50,5 46,3

100 46,0 53,0 49,0 58,0 43,0 55,0 50,0 46,0

Tab. 33.1 Entwicklung der relativen Hiufigkeiten (in 9 )  bei je  100 Miinzenwiirfen in 8 Ver-
suchsfolgen
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Fig. 34.1 Relative Häufigkeit von »Adler« bei je 100 Miinzenwiirfen in Abhängigkeit von der
Versuchsfolge

4.2. Eigenschaften der relativen Haufigkeit

Wir  betrachten die erste Zeile von Tabelle 10.1. Sie stellt die Ergebnisse einer Folge
von 30 Versuchen (Wiirfelwurf) dar. Die relativen Héufigkeiten der Ereignisse
{1}, {2}, {3}, {4}, {5} und {6} sind in folgender Tabelle zusammengestellt:

Ereignis | 23 0) @ 5 {6}
relative Häufigkeit | 5 5 ry A £ ry
Diese relativen Haufigkeiten sind positive rationale Zahlen unter 1.
Allgemein kann man sagen: Tritt das Ereignis 4 bei n Versuchen k-mal ein, so gilt

offenbar 0 £ k <n  und damit 0 < . < 1. Also:

Die relative Häufigkeit eines Ereignisses A in einer Versuchsfolge der Lingen ist
eine rationale Zahl aus dem Intervall [0; 1],  d.h.

(1) | oh  us t  |
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Daß die  Grenzfälle 0 und 1 auch wirklich auftreten, erkennt man sofort, wenn man
den trivialen Fall  n = 1 betrachtet. Der erste Wurf  hatte das Ergebnis 4, die relative
Häufigkeit h,({4}) hat somit den Wert 1, die relative Häufigkeit aller anderen
Ereignisse jedoch den Wert 0. Die ersten 3 Versuche aus Zeile 10 zeigen, daß diese
Werte auch fiir » > 1 auftreten können.
Wir wollen uns nun überlegen, wie man die relative Häufigkeit eines Ereignisses A
berechnen kann, wenn man die relativen Häufigkeiten der Elementarereignisse
bei dieser Versuchsfolge kennt. Dazu betrachten wir als Beispiel das Ereignis
A:=»Augenzahl ist gerade« bei der oben betrachteten Versuchsfolge der Länge 30.
Wir  müssen in  der ersten Zeile von Tabelle 10.1zählen, wie oft eines der Ergebnisse 2,
4 oder 6 sich eingestellt hat. Wir erhalten h3g(4)= 32 = 40%, Diese Zahl hätten
wir aber auch aus der obigen Aufstellung der relativen Häufigkeiten der Elemen-
tarereignisse erhalten können. Wir  müssen nämlich nur die relativen Häufigkeiten
derjenigen Elementarereignisse addieren, deren Vereinigung das Ereignis A er-
gibt, also h39(4) = h3o({2}) + A30({4}) + h30({6}) = 35 + 30 + 36 = 36 = 40.
Die eben durchgeführten Überlegungen lassen sich leicht verallgemeinern. Man
erhält dann in  endlichen Ergebnisräumenfür relative Häufigkeiten bei einer festen
Versuchsfolge von n Versuchen:
Die relative Häufigkeit eines Ereignisses A (+)  ist gleich der Summe der relativen
Häufigkeiten derjenigen Elementarereignisse, deren Vereinigung A ist; in  Zeichen

(2) ho(A)= X h,({w})

Wir wenden uns nun den Ereignissen @ und Q zu.
Das unmégliche Ereignis @ tritt nie ein; in  Definition 30.1 ist also k = 0, woraus
folgt

Für das sichere Ereignis Q gilt andererseits k = n, weil es bei jedem Versuch ein-
tritt. Somit gilt

4) h , (Q)=1

A und B seien nun 2 Ereignisse bei derselben Versuchsfolge, deren relative Haufig-
keiten 4,(4)  und A, (B) bekannt sind. Kann  man damit die relative Häufigkeit des
Ereignisses »4  oder B«  = Au  B bei dieser Versuchsfolge berechnen? Zur Beant-
wortung dieser Frage betrachten wir bei den obigen 30 Wiirfelwiirfen die Ereig-
nisse 4:=»Augenzahl ist gerade« und B:=»Augenzahl ist von 1 und 6 verschie-
den. h,4(A4) war 40%. Aufgrund von Eigenschaft (2) errechnen wir fiir

h3o(B) = h3o({2}) + h3o({3}) + hao ({4}) + h3o({5}) =

= 36 + 36 + 30 + 36 =
= BB = 634%.

Der naive Vorschlag, die relative Häufigkeit von Au B als Summe der relativen
Häufigkeiten von A bzw. B zu berechnen, schlägt fehl, da sich hier für die Summe
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der Wert 3}  = 1034%, ergibt. Man sieht aber auch sofort, woran das liegt: Die

Ergebnisse 2 und 4 treten sowohl in 4 als auch in  B auf, die relativen Häufigkeiten

der zugehörigen Elementarereignisse {2} bzw. {4} wurden also bei der Summen-

bildung doppelt gezählt. Um  diesen Fehler zu korrigieren, müssen wir diese rela-

tiven Häufigkeiten vom Summenwert 35 subtrahieren; wir erhalten also

hig(AuB)=  3}  — ($  + %) = 4 = 80%. Dieser Wert ist richtig, wie wir durch

direkte Berechnung von A , (A u B)  überprüfen können:

hzg(4 U B)  = h3g({2,  3, 4, 5, 6 )  = % +36 + 36  + 3% + 55  = 45 = 80%.

Was wir am Beispiel gesehen haben, gilt aber sogar allgemein:

In  einer festen Versuchsfolge ist die relative Häufigkeit des Ereignisses »A oder B«
gleich der Summe der relativen Haufigkeiten der beiden Ereignisse abzüglich der

relativen Häufigkeit des Ereignisses »4  und B«, kurz

(5) h.(4 B)=h,(A) + h,(B)— h„(An  B)
B B

Beweis: Bezeichnen wir mit k(4 u B) die abso-
lute Häufigkeit des Ereignisses Au  B in der
Serie von n Versuchen, so erkennt man  an  Hand A k (ANB)  | k(A B)  | k(4)

von  Figur 36.1leicht, daß fiir die absoluten Häu-

figkeiten k(A4 vB),  k(A), k(B) und k(A NB)  gilt:

k(AUB) = k (A )+ k(B) — k(An B) A k(AnB) | k(AnB) |k(A)

Dividiert man diese Gleichung durch n,  so erhält
man die Behauptung. k(B) k(B)

Fig. 36.1 Mehrfeldertafe] der absolutenHiufigkeiten. k(M)  bedeutet
die absolute Häufigkeit des Ereignisses M in  der Versuchsserie.

Sind 4 und B unvereinbare Ereignisse, d.h.,ist An  B = @, so wird aus (5)

6) ANB=9  = h,(AUB)=h(A) + h,(B)

Ist im besonderen B=  A, B also das Gegenereignis zu A, so ergibt (6) wegen
An  A=0:

h , (Au  A)  = h,(A) + h,(A). Andererseits ist nach (4)

h.(4 U A) = h,(Q) = 1. Somit gilt

(7) h.(4)=1 — h„(A)

Die relative Häufigkeit eines Ereignisses und die seines Gegenereignisses ergeben
�Õn einer festen Versuchsfolge stets 100%.
An  einem Beispiel wollen wir zeigen, wie man mit  Hilfe der Eigenschaften der rela-
tiven Häufigkeiten eine Mehrfeldertafel erstellen und damit zusammenhängende
Aufgaben lösen kann.
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Am  31.12. 1973 hatte die Bundesrepublik Deutschland n = 62101400 Einwohner.
Davon waren 29713800 männlich und davon wieder 20002000 volljährig. Insge-
samt waren 43 151600 Einwohner volljährig.
Aus diesen Daten können wir die relativen Haufigkeiten fiir die Ereignisse
3 = »Ein beliebig herausgegriffener Einwohner ist médnnlich« und
V = »Ein beliebig herausgegriffener Einwohner ist volljahrig« berechnen:

h(3)=  141388 = 47.8%, A.(V)= 2101460 = 69.5%.

Für das Ereignis, daß ein beliebig herausgegriffener Einwohner männlich und
volljährig ist, erhalten wir h„(3nV)= 289005008 — 32,2%.

Diese gegebenen Zahlen sind in  der Mehrfelder- V V
tafel (Figur 37.1) schwarz eingetragen. Die rest-
lichen Zahlen berechnen wir unter Verwendung 3 | 322  156% | 47.8°
der Eigenschaften der relativen Häufigkeit. ‚2% 076 87%

h (V )=1 -h ,V )=

= 1 — 0,695 = 30,5% Q| 373% | 14,9% | 52,2%

h,Q)=1-h, (3)=
= 1—0,478 = 52,2% 69,5% 30,5%

Fig. 37.1 Mehrfeldertafel der relativen Häufigkeiten

Weil V die Vereinigung der unvereinbaren Ereignisse Vn  gg und VnQ ist, gilt
nach (6):

h ,V)=h ,Vn3)  +h, VQ) ;  also ist
h,VAQ)=h,V)—h,Vn3)=69,5%— 322% =373%.

Analog erhalten wir

h ,(Vn  3 )=h , (3 )—-h ,V~3)=478%  — 32,2% = 15,67,

und

h, (VAQ)=h,Q)—h,VnQ)="522%—  37,3% = 149%.

Damit ist die Vierfeldertafel gefüllt. |

Jede weitere einschlägige Fragestellung läßt sich nun direkt aus der Vierfelder-
tafel beantworten; zum Beispiel:

h,VuQ)=h,V)+  h,(VnQ)=69,5% + 14,9% = 84,4%

oder auch

h ,VuQ)=h ,  Q )+h ,Vn3 )=522%  + 32,2% = 84,4%

oder umständlicher mit  Eigenschaft (5)

RV O=h  V )+h ,Q)—h,VnQR)=6957  + 52,2% — 37,3% = 84,4%.
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Aufgaben

Zu  4.1.

1. Bei einer Mathematikschulaufgabe ergab sich für die Noten folgende Verteilung:

Note | 1 2 3 45  6

Anzah l| 2 4 5 8 7 1
2. Im amtlichen Fernsprechbuch 25 (Ausgabe 1971/72) findet man auf S.776 in der 3.Spalte

bei den Telefonnummern folgende Ziffernverteilung:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Berechne die relative Häufigkeit der

25 32 25 34 35 24 35 36 35 16 einzelnen Ziffern.

Berechne die relative Häufigkeit der einzelnen Noten.

3. Berechne die relative Häufigkeit der Substantive unter den Wörtern der Gedichte:
»An den Mond« von J.  W.v. Goethe, wDer Herbst des Einsamen« von G.  Trakl.

4. Bestimme die relative Häufigkeit der Primzahlen
a) zwischen 1 und 100, 101 und 200, . . . ,  901 und 1000,
b) zwischen 1 und 100, 1 und 200, . . . ,  1 und 1000.

5. Wiirfle 100mal mit einem Würfel und bestimme die relative Häufigkeit der Augenzahl 6
a) fiir die ersten 20 Würfe; fiir die zweiten 20 Würfe; ...;  fiir die fünften 20 Würfe.
b) fiir die ersten 20 Würfe; fiir die ersten 40 Würfe; ...; für die 100 Würfe.

6. Werte Tabelle 10.1 folgendermaßen aus: Bestimme die relative Häufigkeit der Augenzahl 6
a) fiir die ersten 150 Würfe; fiir die zweiten 150 Würfe; ...; für die achten 150 Würfe.
b) für die ersten 150 Würfe; fiir die ersten 300 Würfe; . . . ;  fiir die 1200 Würfe.

7. Im Zahlenlotto* »6 aus 49« ergab 31 2 4 7
sich nach 1225 Veranstaltungen ne-
benstehende Tabelle der absoluten 1511158115611421140{151]139

Haufigkeiten der gezogenen Zahlen | 143]165/137]139[144[121145
ohne Berücksichtigung der Zusatz- || 15 16  7 8 9 20

zahl. 136|144|154|147|155|145|164
Berechne die relati Häufig- | 22__ [23 4 [125 6 7 28

Be  oem rena, | 155[150[141|160[164/[144[131
Tabelle. 20 30  [31 [32 3 [34 [38

b) Nimman, jede der Zahlen 1 bis 15011461163 175[1  53  139 )  147
na r  36 37 39 0 41 42

49 sei gleich oft gezogen worden. | 163|1391163[163  [15911471146
Berechne dann die relative Häu- 43 44  46  7 48 49
figkeit für jede Zahl. 15311451152| 155/139] 159{ 171

* Sowohl das aus demNiederländischenstammende Lo//serie wie auch das italienische Lotto werden vom germanischen
lot = Los abgeleitet. Ursprünglich bezeichneten beide Wörter dasselbe, wohingegen heute unter Lotto das Lotto di
Genova, das Genueser Zahlenlotto verstanden wird. Bei einer Lotterie werden vor der Ausspielung die zu verteilende
Waren- oder Geldmenge, die Anzahl der zu verkaufenden Lose und deren Preise festgesetzt. Beim Lotto hingegen
bestimmen Anzahl und Art der Wetten erst den Gewinn.
Die frühesten Warenlotterien wurden in den Niederlanden abgehalten; erstmals nachweisbar ist die vom Rat der
Stadt Sluis (Flandern) am 9. 4. 1445 veranstaltete Ziehung. In  Deutschland liefen diese Verlosungen unter dem Namen
(Glücks-)Hafen. Der frühest belegte ist der anläßlich des Tiburtius-Schießens 1467 vom Rat der Stadt München
eingerichtete Hafen. Die erste Lotterie, in  der nur Geldpreise ausgesetzt waren, veranstaltete 1504 der Rat der Stadt
Zürich zur Deckung der Unkosten des »Freischießens« (Schützenfest vom 12.8.- 16.9.1504).
Über die Entstehung des Zahlenlottos gibt es keine gesicherten Quellen. In Rom war es üblich, so lesen wir bei
Andrea Alciati (1492-1550), daß auf die Wahl eines Papstes oder die von Kardinälen Wetten abgeschlossen wurden;
ersteres verbot 1562 Pius IV.durch eine Bulle. In  Genua kam es nach dem Staatsstreich des Fiesco (1547) schließlich
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8. In den Aufgaben zum 1. Kapitel hast du selbst Zufallsexperimente durchgeführt. Be-
stimme nun die relativen Häufigkeiten der dort angesprochenen Ereignisse
a) bei Aufgabe 1: hoo  (»Augensumme 2 bis 10«)

hoo  (PAugensumme 11«)
h;oo (»Augensumme 12«)

b) bei Aufgabe 2: 4,4, ("PAugensumme nicht [9  oder 10]«)
h;vo (PAugensumme 9«)
h i00  (PAugensumme 10«)

c) bei Aufgabe 3: h, ;  ("Mindestens eine 6«)
h,s (»Mindestens ein Sechser-Pasche)

Zu 4.2.
9. In  einem Studentenheim wohnen 200 Studenten. 165 von ihnen sprechen Englisch,

73 Französisch, 49 sprechen beide Sprachen. Wie groß ist die relative Häufigkeit der
Studenten, die a) mindestens eine, b) keine der beiden Sprachen sprechen?

10. Bestimme die relative Häufigkeit der natürlichen Zahlen von 1 bis 100, die
a)durch2, b)durch3, ¢)durch2und3, d) durch 2 oder 3 teilbar sind.

52% aller Deutschen sind Frauen. 67% aller deutschen Männer schnarchen.* Wie groß
ist die relative Häufigkeit der schnarchenden Männer unter den Deutschen?

el2. In 38%, aller deutschen Haushalte leben Kinder. 13% aller deutschen Haushalte haben
einen Kanarienvogel.* Zwischen welchen Grenzen liegt die relative Häufigkeit der Haus-
halte, die weder Kinder noch einen Kanarienvogel haben?

11

13. Bei einer GroBuntersuchung an 27392 Personen ergab sich folgende Verteilung der
Blutgruppenzugehorigkeit**: 

|

Träger des Antigens A :  13915 Träger des Antigens B: 2849
Personen, die weder Antigen A noch Antigen B besitzen: 11724 (Blutgruppe 0,
Mit A bzw. B bezeichnen wir das Ereignis »Die untersuchte Person ist Trager des Anti-
gens A (bzw. Bl. O bedeute das Ereignis, daß die Person weder Träger des Antigens A
noch Träger des Antigens B ist.
a) Zeichne eine Mehrfeldertafel fiir die relativen Hiufigkeiten bei der GroBuntersuchung.
b) Bestimme die relativen Häufigkeiten der Ereignisse _ oo

DA,  Bund  0 2 )AnBund AuB 3)HAVO HA  8S AnB  6)AnNnB

zur endgültigen Verfassung von 1576: Halbjahrlich mußten jeweils fünf der auf zwei Jahre gewählten 20 Ratgeber
des Dogen durch Losentscheid - Namenszettel im Gliicksrad — aus den mindestens 40jahrigen Mitgliedern des120kop-
figen Kleinen Rats ersetzt werden. Dabei soll angeblich dem Ratsherrn Benedetto Gentile 1620 die Idee gekommen
sein, daß jedermann bei ihm auf einen oder gar zwei Namen der (etwa 110 bis 120) Wahlfdhigen Geld setzen konnte.
Belegt hingegen ist, daß in Genua am 22.9. 1643 ein solches Wettspiel unter dem Namen Seminario erstmalig offiziell
erlaubt wurde. Da  sich dieses wesentlich schneller abwickeln ließ als eine Lotterie — die Ziehung der 400000 Lose
der ersten englischen Lotterie unter ElisabethI. beispielsweise dauerte vom 11. Januar bis zum 6. Mai 1569, wobei
Tag und Nacht gezogen wurde —, verbreitete es sich rasch in Italien, wobei man irgendwann dazu überging, statt der
Namen nur Zahlen zu ziehen, die einer Namensliste zugeordnet waren: 1665 Mailand (5 von 100 Aktionären der
Ambrosiusbank), 1670 Rom, 1674 Turin (5 aus 100 Mädchennamen, die dann eine Aussteuer gewannen), 1682 Neapel,
WO zum erstenmal eine Liste mit 90 Mädchennamen verwandt wird. Genua stellte erst 1735 auf »S aus 90« um, und
in dieser Form verbreitete sich das Spiel unter dem Namen Lorto di  Genova in Europa: Bayern machte 1735 den
Anfang, 1751 folgte Osterreich, 1757 Frankreich und 1763 PreuBen, wo es bereits 1810 wieder verboten wurde. Mit
seinem Ende in  Bayern 1861 war es aus allen deutschen Ländern verschwunden, nur Osterreich konnte sich nie zu
einem Verbot durchringen. 1953 führte man in Berlin ein Lotto »5 aus 90« ein, 1955 hingegen das Spiel »6 aus 49«
in  Nordrhein-Westfalen, Bayern, Schleswig-Holstein und Hamburg. 1959 schlossen sich alle damaligen Bundesländer
und Berlin zum Deutschen Lottoblock »6 aus 49« zusammen. Das am 28. 4. 1982 eingeführte »7 aus 38« wurde wegen
nachlassenden Interesses zum letzten Mal  am 28. 5.1986 gezogen. In  den neuen Bundesländern lief das alte DDR-
System am 30.9. 1992 aus.

* Deutschland in Zahlen 1972/73, heyne-Kompaktwissen 10. N |

** Karl Landsteiner (14.5.1868 Wien - 26.6.1943 New York) erhielt 1930 den Nobelpreis für Medizin für sein 1901
entdecktes ABO-System der Blutgruppen.
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Drei Spielwürfel aus Mohenjo-Daro
2100 v.Chr., weißer Kalkstein, Kantenlänge 2,55 -2,66 cm.
Anordnung: 1-3, 2: 5, 4-leer

Mitte: 2000-1800 v.  Chr.,  Keramik, Kantenlänge 3,1-3,2 cm.
Anordnung: 1-2, 3-4, 5-6 (siehe Figur 47.2)

Rechts: 2250 v.Chr., der am genauesten gearbeitete Spielwiirfel aus Mohenjo-Daro, grauer
Stein, Kantenlänge 2,9 cm.
Anordnung: 1-2, 3-5, 4-6

Links:
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5.1. Definition der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

Bei zufallsbedingten Ereignissen hat man normalerweise ein subjektives Empfin-
den dafür, mit welchem Grad von Sicherheit, d.h. mit welcher »Wahrscheinlich-
keit«, ein solches Ereignis eintreten wird. Als Beispiel für eine derartige subjektive
Wahrscheinlichkeit diene der Satz »Morgen wird es wahrscheinlich regnen«.
Den Grad der Sicherheit entnimmt man der eigenen oder fremden Erfahrung.
Dabei meint man, sich seines Urteils um  so sicherer zu  sein, je öfter man Erfah-
rungen in dieser Hinsicht gemacht hat. Dieser umgangssprachliche Wahrschein-
lichkeitsbegriff beruht also auf Beobachtungen, wie oft ein Ereignis unter be-
stimmten Bedingungen eingetreten ist, d.h. also auf Beobachtungen der relativen
Häufigkeit des Ereignisses. Jakob Bernoulli (1655-1705) schreibt im  4. Kapitel des
4. Teils seiner Ars conjectandi, einem der grundlegenden Werke der Wahrschein-
lichkeitstheorie:
»Auch leuchtet es jedem Menschen ein, daß es nicht genügt, nur ein oder zwei Versuche an-
gestellt zu haben, um auf diese Weise irgendein Ereignis beurteilen zu können, sondern daß
dazu eine große Anzahl von Versuchen nötig ist; weiß doch selbst der beschränkteste Mensch
aus irgendeinem natürlichen Instinkt heraus von selbst und ohne jede vorherige Belehrung
(was fürwahr erstaunlich ist), daß um so geringer die Gefahr ist, vom wahren Sachverhalt ab-
zuweichen, je mehr diesbezügliche Beobachtungen gemacht worden sind.«*

In  einem mathematischen Modell des Zufallsgeschehens muß man den Ereignissen
Zahlen als Wahrscheinlichkeiten zuordnen. Man ist auf Grund der obigen Über-
legungen geneigt, die relative Häufigkeit eines Ereignisses als Wahrscheinlichkeit
dieses Ereignisses in  die Theorie einzuführen. Wir  haben aber in  4.1. gesehen, daß
die relative Häufigkeit eines Ereignisses zunächst von der Anzahl der Versuche ab-
hängt; bei gleicher Versuchsanzahl hängt der Wert der relativen Häufigkeit dann
noch von der konkreten Versuchsfolge ab. Die Entscheidung, welchen der durch
Versuche erhaltenen oder welchen der grundsätzlich möglichen Werte der relati-
ven Häufigkeit eines Ereignisses man nun als Wahrscheinlichkeit dieses Ereig-
nisses nehmen soll, nimmt uns niemand ab. Die Mathematiker durchschlagen
diesen gordischen Knoten dadurch, daß sie als Wahrscheinlichkeit eines Ereig-
nisses alles akzeptieren, was nur bestimmten Bedingungen genügt. Selbstverständ-
lich wird man sich bei der Aufstellung dieser Bedingungen leiten lassen von den
Eigenschaften, die die relative Häufigkeit besitzt.
Zunächst erinnern wir an Eigenschaft (2) von Seite 35. Sie besagt, daß die rela-
tive Häufigkeit eines Ereignisses 4 die Summe der relativen Häufigkeiten der-
Jenigen Elementarereignisse ist, deren Vereinigung das Ereignis A ergibt. Es ge-
nügt demnach, Wahrscheinlichkeitswerte für alle Elementarereignisse festzu-
legen. Dies kann aber wiederum nicht ganz willkürlich geschehen. Wegen Eigen-
schaft (1) müssen diese Wahrscheinlichkeitswerte Zahlen aus dem Intervall [0; 1]
sein, deren Summe wegen (4) den Wert 1 ergeben muß. Schließlich wollen wir
* Deinde nec illud quenquam latere potest, quod ad judicandum hoc modo de quopiam eventu non sufficiat sumsisse
unum alterumque experimentum, sed quod magna experimentorum requiratur copia; quando et stupidissimus
quisque nescio quo naturae instinctu per se et nulla praevia institutione (quod sane mirabile est) compertum habet,
quo plures ejusmodi captae fuerint observationes, eo minus a scopo aberrandi periculum fore.



42 5. Wahrscheinlichkeitsverteilungen

dem unmöglichen Ereignis wegen (3) die Wahrscheinlichkeit 0 zuschreiben. Zu-
sammenfassend können wir sagen: Wir verteilen die Wahrscheinlichkeit 1 auf die
Elementarereignisse; dadurch ist aber wegen (2) automatisch allen Ereignissen
des Ereignisraums eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet.
Im  mathematischen Modell des Zufallsgeschehens definiert man also die Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses als den Wert einer reellwertigen Funktion P,  die
Wahrscheinlichkeitsverteilung* heißt und die durch folgende Eigenschaften axio-
matisch festgelegt wird.

Definition 42.1: Eine auf dem Ereignisraum %(Q) definierte Funktion
P:  Aw  P(A), Dp = B(Q)

heißt Wahrscheinlichkeitsverteilung über dem Ergebnisraum 2,  wenn sie
folgende Eigenschaften hat:
1. Die Wahrscheinlichkeit jedes Elementarereignisses ist eine Zahl aus dem

Intervall [0;  1],d.h., für alle we  2 gilt: 0 < P({w}) = 1.
2. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse ist 1,d.h.,

X Pl({op= 1.
wen

3. Die Wahrscheinlichkeit des unmöglichen Ereignisses ist 0, d.h.,P(@):=0.
4. Die Wahrscheinlichkeit eines möglichen Ereignisses A ist die Summe der

Wahrscheinlichkeiten seiner Elementarereignisse, d.h., P(4):= X P({w}).
WEA

Beispiel: Für den Würfel von Tabelle 10.1bietet sich aufGrund der letzten Zeile von
Tabelle 32.1 folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung an, wenn man als Ergebnis-
raum £2 die Menge der Augenzahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6 nimmt:

© 1 2 3 4 5 6

Pw)  | 0,156 0203 0,170 0,129 0,175 0,167

1 und 2 von Definition 42.1 sind offensichtlich erfüllt. Mit 3 und 4 liegen dann
fiir alle 2° Ereignisse des Ereignisraums %B(Q) die Wahrscheinlichkeiten fest. So
hat z.B. das Ereignis »gerade Augenzahl« die Wahrscheinlichkeit

P({2,4,6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) =
= 0,203 + 0,129 + 0,167 =
= 0,499.

Die Festlegung der Funktionswerte P({w}), d.h. der Wahrscheinlichkeiten der
Elementarereignisse, ist im  Rahmen dieser Definition willkiirlich. Man wird je-
doch die Werte so festlegen, daß sie den jeweiligen Verhältnissen angepaßt sind.

* Das Funktionssymbol P kommt von probabilitas, dem lateinischen Wort fiir Wahrscheinlichkeitfranzösischeprobabilite und das englische probability wurde, Es ist zum ersten Mal  bei Cicero (106.43) belegt. voidem älteren Adjektiv probabilis bezeichnete man etwas, was Beifall und Anerkennung gefunden hatte, was sich alstichtig herausgestellt hatte, und schließlich, was durch gute Gründe glaubhaft zu sein schien. — Das deutsche WortWahrscheinlichkeit ( =  es scheint wahr zu sein) entspricht jedoch genau dem lateinischen Begriff verisimilitudo, dererstmals bei Apuleius (um 125 - um 180) in den Metamorphosen (2, 27, 6) nachzuweisen ist.
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So wird man bei einem idealen Würfel auf Grund der Symmetrie für jede Augen-
zahl die Wahrscheinlichkeit } festlegen. Bei einem realen Würfel hingegen emp-
fiehlt es sich, wie im  obigen Beispiel durchgeführt, die relativen Häufigkeiten der
Augenzahlen in einer möglichst langen Versuchsserie zu bestimmen und diese
relativen Häufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten der Augenzahlen zu verwenden.
Mit der axiomatischen Festlegung der Wahrscheinlichkeit durch Definition 42.1
sind nun alle Begriffe vorhanden, die zur Konstruktion eines mathematischen
Modells für ein reales Zufallsexperiment benötigt werden. Dieses stochastische
Modell besteht aus der Menge 2 aller betrachteten Ergebnisse w und aus der auf
dem Ereignisraum BP(Q) definierten Wahrscheinlichkeitsverteilung P. Aus die-
sem Grunde nennen wir das Paar (Q, P )  Wahrscheinlichkeitsraum des Zufalls-
experiments.

5.2. Interpretationsregel für Wahrscheinlichkeiten

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gelernt, wie man, von einem
realen Zufallsexperiment ausgehend, ein stochastisches Modell für dieses Experi-
ment konstruieren kann. Die Brauchbarkeit eines solchen Modells zeigt sich erst
dann, wenn im Modell erarbeitete Erkenntnisse Erklärungen für eine reale Situa-
tion bieten oder Vorhersagen für reale Geschehnisse gestatten. Diesen Zusammen-
hang zwischen Realität und Modell wollen wir kurz nochmals zusammenfassen.

REALITÄT MODELL

/ reale Situation h Wahrscheinlichkeits-

reales Ereignis A,  Konstruktion des raum (2, P)
Fragestellung: Mit welcher a - a > Modellereignis 4
Wahrscheinlichkeit tritt | Stochastischen
A. ein? Modells

\__T } py,

* Überprüfung mathematische

mittels h,(A,) Rechnung

Übertragung des . |

(P(A) als Wahrschein-| ~ mathematischen Mey  Resultat:
l ichkeit des realen Resultats in die

1)  Fragestellung: Man  möchte wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein reales

Ereignis A ,  in  einer realen Situation eintritt.
2) Man konstruiert zu dieser realen Situation ein stochastisches Modell, d.h.

einen Wahrscheinlichkeitsraum, indem man einen passenden Ergebnisraum
Q und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P angibt. Dem realen Ereignis A,
entspricht ein Modellereignis A, das eine Teilmenge von (2  ist.

3)  Man  berechnet im  Modell die Wahrscheinlichkeit P(A4) des Modellereignisses.

4) Man nimmt nun diese Wahrscheinlichkeit P(A4) als »Wahrscheinlichkeit des
realen Ereignisses A ,«.
































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































