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Übersetzungen der Originalzitate des Lehrbuchs

Seite 31, Fußnote ***
»Der Zufall hat Gesetze, die erkannt werden können.«

Seite 75!
»Die Wahrscheinlichkeitstheorie besteht darin, alle Ereignisse, die unter gegebenen
Verhältnissen eintreten können, auf eine gewisse Anzahl von gleich möglichen Fällen
zu reduzieren, d.h. auf solche, daß wir gleich unentschieden über ihr Vorhandensein
sind, und dann unter diesen Fällen die Anzahl derjenigen zu bestimmen, die günstig
sind für das Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit man sucht. Das Verhältnis dieser
Anzahl zu der aller möglichen Fälle ist das Maß dieser Wahrscheinlichkeit, das also
lediglich ein Bruch ist, dessen Zähler die Anzahl der günstigen Fälle und dessen
Nenner diejenige aller möglichen Fälle ist.«

Seite 76, Fußnote *
»Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist das Verhältnis der Anzahl der Fälle,
die ihm günstig sind, zur Anzahl aller möglichen Fälle, sofern uns nichts veranlaßt
zu glauben, daß einer dieser Fälle leichter eintreten muß als die anderen, was sie für
uns gleich möglich macht. Die richtige Einschätzung dieser verschiedenen Fälle ist
einer der heikelsten Punkte �Õn der Analyse des Zufallsgeschehen.«

Seite 78, Zeile 14-16
Der vollständige Text lautet:

»Si plures sunt eventus aeque faciles, et aliquot eventibus rem habiturus sum,
aliquot aliis re cariturus, spei aestimatio erit portio rei quae ita sit ad  rem totam,
ut  numerus eventuum qui  favere possunt ad  numerum omnium eventuum. Nempe

> aequ. L i  seu S aequ. L i  R.«
R n n

»Wenn mehrere Ergebnisse gleich leicht sind, und ich durch etliche Ergebnisse eine
Sache erhalten werde, durch etliche andere die Sache nicht erhalten werde, so ist die
Schätzung der Hoffnung derjenige Anteil an der Sache, der sich zur ganzen Sache so
verhält wie die Anzahl der Ergebnisse, die günstig sind, zur Anzahl aller Ergebnisse.

Also > = F oder S = F R.«
R n n

Zur Erläuterung geben wir die von Leibniz vorangestellten Definitionen wieder:
Probabilitas est gradus possibilitatis. — Wahrscheinlichkeit ist der Grad an Moglich-
keit.
Spes est probabilitas habendi. — Hoffnung ist die Wahrscheinlichkeit, etwas zu er-
halten.
Metus est probabilitas amittendi. — Furcht ist die Wahrscheinlichkeit, etwas zu ver-
lieren.
Aestimatio rei tanta est, quantum est jus cujusque in  rem. — Die Schätzung einer Sache
ist so groß, wie das Recht jedes einzelnen an der Sache ist.

Seite 78, Fußnote
Sein »Wahrscheinlichkeit ist der Grad an Méglichkeit« liest man bei Jakob Bernoulli
als »Wahrscheinlichkeit nämlich ist der Grad an GewiBheit«.

Seite 79, Zeile 5-9
»Wenn p die Anzahl der Fille ist, bei denen ein Ereignis einzutreten vermag und q

! Der französische Text ist in der Orthographie von 1812 wiedergegeben.



die Anzahl der Fälle, bei denen es nicht eintreten kann, dann haben sowohl Eintreten

wie Nichteintreten des Ereignisses ihren Wahrscheinlichkeitsgrad: Wenn nun alle
Fälle, bei denen das Ereignis eintreten oder auch nicht eintreten kann, gleich leicht

sind, dann verhält sich die Wahrscheinlichkeit des Eintretens zur Wahrscheinlichkeit

des Nichteintretens wie p zu ¢ .«

Seite 79, Zeile 11-13
»Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist größer oder kleiner entsprechend der
Anzahl der Fille, bei denen es eintreten kann, verglichen mit der Anzahl aller Fille,

bei denen es eintritt oder nicht eintritt.«

Seite 79, Zeile 15-18
»Und deshalb ist, wenn wir einen Bruch bilden, dessen Zähler die Anzahl der Fille

ist,  bei denen ein Ereignis eintreten kann, und dessen Nenner die Anzahl aller Fille

ist, bei denen es eintreten oder nicht eintreten kann, dieser Bruch eine geeignete Be-
stimmung der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses.«

Seite 79, Zeile 20-22
»[...] daß es das Verhältnis der Anzahl der Fille des Eintretens zur gesamten Anzahl
der Fille des Eintretens oder Ausbleibens ist,  was das wahre Maß der Wahrschein-

lichkeit 1st.«

Seite 79, Fußnote *
»Mehrere Spieler, deren Anzahl n + 1 ist,  spielen um  den Gesamteinsatz; man fragt,

was ist die Wahrscheinlichkeit. die jeder hat, den gesamten Einsatz zu gewinnen.«>

2 Im  Band XIII der Encyclopédie (1765) findet man u.a. folgende Erklärung:
Poule, en terme de jeu du  Reversis, c'est jetons que chaque joueur a mis dans un corbillon ou sur le tapis dans un ou
plusiers tours.
Poule, als Ausdruck beim Reversinospiel, bezeichnet die Spielmarken, die jeder Spieler in  ein Körbchen oder auf
den Spieltisch gelegt hat jedesmal, wenn er an die Reihe kam.
Zur Geschichte des »Probléme de la  Poule«:
Montmort schreibt am 10.4.1711 an Nikolaus Bernoulli, daB der englische Adelige und Mathematiker [James]
Waldegrave [(1685-1741)] ihm ein lustiges Problem gestellt und auch selbt gelöst habe, nämlich:

Peter, Paul und Jakob spielen irgendein Spiel um den Gesamteinsatz. Durch Los werden die ersten beiden be-
stimmt, dic gegeneinander spielen. Der  Verlierer wird durch den dritten Spieler ersetzt, der nun denselben Einsatz
leistet wie die beiden ersten. Usw. Sieger und Gewinner des Gesamteinsatzes ( =  la  poule) ist derjenige, der zwei
aufeinanderfolgende Partien gewonnen hat.

Montmort fragt — in unserer Sprechweise — nach der Wahrscheinlichkeit, mit der der 3. Spieler den Gesamteinsatz
gewinnt, nach dem Einsatz fiir eine faire Wette, daB der 1. bzw. 2. Spieler vor dem 3. gewinnt, und nach der Wahr-
scheinlichkeit, daß daas Spiel nach n Partien zu Ende ist. Er  gibt die richtige Lösung ohne Beweis an, hat aber
Schwierigkeiten, auf 4 Spieler zu verallgemeinern.
Die erste Veröffentlichung des Problems samt Lösung mit Beweis erfolgt 1711 durch de Moivre als Problema XV
in seiner De  Mensura Sortis, jedoch mit einer gewissen Abwandlung: Jeder hat zuerst den gleichen Einsatz zu leisten:
der Verlierer einer Partie hat eine weitere Summe in den Topf zu legen. Eine Verallgemeinerung seiner Lösung auf
n > 3 hilt er filschlicherweise fiir leicht.
Im Brief vom 30.12.1712 an Montmort gelingt Nikolaus Bernoulli die Lösung des Problems fiir n + 1 Spieler, worauf
er sehr stolz ist; er schreibt nämlich:
»C’est cette solution des trois Problémes que vous m’avés proposés sur la poulle que je préfere a tout ce que j'ai
trouvé jusqu’ici dans ces maticres.«
»Gerade diese Lösung der drei Probleme, die Sie mir über das Spiel um den gesamten Einsatz gestellt haben, ziche
ich allem vor, was ich bis heute auf diesem Gebiet gefunden habe.«
Nikolaus besuchte de Moivre im Herbst 1712 in London. Im Winter 1712/13 findet de Moivre cine allgemeine
Lösung des »Probléme de la  Poule« mit  Hilfe unendlicher rekurrenter Reihen. Am  30.12.1713 schickt ihm Nikolaus
seine Lösung, die ganz ohne unendliche Reihen auskommt. Die Royal Society beschließt, beide Lösungen gemein-
sam in den Philosophical Transactions zu veröffentlichen (Okt.-Dez. 1714) und Nikolaus Bernoulli in die Gesell-
schaft aufzunehmen.
De Moivre führt übrigens in  seiner Arbeit Striche im  Sinne von Indizes in  die Mathematik cin.
Roger Cotes (1682-1716) beniitzte sie zwar schon 1707 in seiner Arbeit De  Methodo Differentiali Newtonia; diese
erschien aber erst 1722 zusammen mit seiner Harmonia mensurarum — »Harmonie der MaBe« — postum.



Seite 135, Fußnote *
»Die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten zweier abhängiger Ereignisse ist das Pro-
dukt aus der Wahrscheinlichkeit für das Eintreten eines von ihnen und der Wahr-
scheinlichkeit, die das andere für sein Eintreten hat, wenn das erste als bereits einge-
treten betrachtet wird.«

Seite 137, Fußnote **
PRINZIP. — Wenn ein Ereignis durch »n verschiedene Ursachen hervorgerufen wer-
den kann,  dann verhalten sich die Wahrscheinlichkeiten für das Vorhandensein dieser
Ursachen auf Grund des Ereignisses zueinander wie die Wahrscheinlichkeiten des
Ereignisses auf Grund dieser Ursachen, und die Wahrscheinlichkeit für das Vor-
handensein jeder einzelnen von ihnen ist gleich der Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nisses auf Grund dieser Ursache, dividiert durch die Summe aller Wahrscheinlich-
keiten des Ereignisses auf Grund jeder dieser Ursachen.*

Seite 252, Fußnote *
»Man erweist dem Roulett zu viel Ehre: es hat weder Gewissen noch Gedächtnis.«

Seite 270, B.  II.
1) »Fall IX. A und B spielen miteinander, dem A fehlt 1 Spiel zum Sieg, dem B 2;

aber die Chance von B,  ein Spiel zu gewinnen, ist doppelt so groß wie die fiir A,
dasselbe Spiel zu gewinnen: Es ist verlangt, die jeweiligen Gewinnwahrscheinlich-
keiten zu bestimmen.«

2) »Fall X .  Unter der Annahme, A fehlen 3 Spiele und B 7 bis zum Sieg, aber daß
das Verhiltnis der Chancen, die A bzw. B zum Gewinnen eines Spiels haben, 3
zu 5 beträgt, sind die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten, das gesamte Spiel zu ge-
winnen, zu finden.«

Seite 318
»Warum scheinen uns bei einem Platzregen die Regentropfen zufällig verteilt?«
»Um zu erfahren, um welche Verteilung dieser Regentropfen es sich handelt und
wieviel von ihnen auf jeden Pflasterstein fallen werden, genügte es nicht, die Aus-
gangssituation der Ionen zu kennen; man müßte vielmehr die Wirkung von aber-
tausend winzigen und launischen Luftstromungen berechnen.«

Seite 333, Fußnote *
»[. . . ]  'homme moyen, d.h. die Menschen im allgemeinen, gesund oder krank,
wohlauf oder krankelnd, kräftig oder schwach«.

Seite 347
»[. . . ]  es sollte beachtet werden, daß die Nullhypothese niemals bewiesen oder als
gültig festgestellt wird, sondern daß sie möglicherweise im Verlauf der Untersuchung
widerlegt wird. Jedes Experiment — so kann man sagen — existiert lediglich zu dem
Zweck, den Tatsachen eine Chance zu geben, die Nullhypothese zu widerlegen.«

Seite 350
»Die Tests selbst liefern kein endgiiltiges Urteil, aber sie helfen als Werkzeug dem
Arbeiter, der sie benützt, seine endgültige Entscheidung zu treffen; [ . . . ] .  Von höchster
Bedeutung fiir die Bildung eines gesunden Urteils ist es jedoch, daß die gewählte
Methode, ihr Anwendungsbereich und ihre Grenzen klar erfaßt werden.«

Seite 370, Zeile 3
»daß es die Kunst ist und nicht der Zufall, was regiert«.

Seite 403, Wahlspruch
Die Zeit ist mein Besitz, die Zeit ist mein Acker.

* Der französische Text ist in der Orthographie von 1774 wiedergegeben.



Seite 403, Fußnote *
»Es scheint, daß das Wissen Reize hat, die nicht von denen empfunden werden kön-
nen, die sie nicht gekostet haben. Ich meine damit nicht ein simples Kennen von Tat-
sachen, ohne das ihrer Gründe, sondern ein Wissen der Art wie das des Cardano, der
wirklich ein großer Mensch war, mit all seinen Fehlern, und der unvergleichlich ge-
wesen wäre ohne diese Fehler.«

Seite 415, Schluß von MOIVRE
»[. . . ]  wenn wir uns nicht selbst durch metaphysischen Staub blind machen, werden
wir auf einem kurzen und klaren Weg zur Anerkennung des großen SCHOPFERs
und LENKERS aller Dinge geführt, der selbst allweise, allmächtig und gut ist.«

Seite 422, Schluß von POISSON
»Nur für zwei Dinge lohnt sich zu leben: Mathematik zu treiben und sie zu lehren.«



Lösungen

Aufgaben zu 1.

121 . -  12 . -

12/3. a) 11011.00001.11110.11011.11000
b) 10001.11001.01101.10110.01000

Aufgaben zu 2.1.

17/1. a) Q = {m, w} mit m :=  Das Kind ist männlich; w :=  Das Kind ist weiblich;
[Q |=2 .

b) Mit  m : =  Die Zwillinge sind männlich; w :=  Die Zwillinge sind weiblich:
Q,  = {m ,  w}; 12, | = 2 .

Mit m : =  Ein Neugeborenes ist männlich; etc.: 2 ,  = {(m|m), (w|w)}; |Q,]| = 2.

¢) Q = {(m|m),  (m|w), (w/m),  (w |w) } ;  |Q|=4.
d) Notiert man als Ergebnisse die Anzahl der männlichen Neugeborenen unter den

Drillingen, dann 2 ,  = {0, 1, 2, 3}; |Q,| = 4.
Notiert man hingegen nach der Reihenfolge der Geburt, dann
Q,  = {(m|m|m), (m|m|w), (m|w|m),...,  (w|w|w)}; | 2 , | =  38.

17/2. Q@={(1|W), (112), 2 |W) ,  (212), ..., (6|W), (6 |2) } ;  [ 2 |=12 .

18/3. a) @={{p ,q ,1} ,  {p.q.s}, { p .a: t}, . . . ,  {r,s t } } ;  IQ] =10.
b) Q = {{s,p,q}, {s,p. 1}, {s,P. t } ,  {s,q. 1}, {s,q,t}, {s, 1, t } } ;  [ 2 ]  =6.
¢) 2={{q,r.s}, {as t } ,  { a r t } ,  { r s t } ,  {p,q  1}, {p.q,8}, {p,q t } } ;  IQ] =7.

18/4. Q={{1,2},  {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}}.

18/5. a) Q= { {a ,b , c ,d ,e , f } | 1Sa<b<c<d<e< f<49 ]
b) Q = { ( { a ,b , c ,d ,e , f } | g ) [ ISa<b<c<d<e< f=49A

Agefl,2,...,49}\{a,b,c,d,e,f}}.

18/6. a) ja b) ja c) ja
d) nein, weil 3 nicht zu einem eindeutigen Ergebnis fiihrt.
e) nein, weil z.B. 6 nicht zu einem eindeutigen Ergebnis führt.

f) ja

Aufgaben zu 2.2.
88

18/7. gr gr

gs gs

rg rg

mr |Q |  = 8 .  f r  |Q2] = 9 .

rs rs

5g SR

ST Sr

ss | Q | Ss | Q



18/8.

18/9. Eine Münze wird dreimal nacheinander geworfen.

18/10. b) A: B= (1+2+3+4 ) :1=10 :1 .

c) A :B= (6+4 -1 ) : ( 6+1 -4 )=9 :3=23 :1

e) Weil A noch 1 Sieg bzw. B noch 4 Siege benötigt, ist das Spiel sicher nach
4 Partien entschieden.
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Bei 16 gleichwertigen Wegen gewinnt A 15mal, B nur einmal.
Gerechte Verteilung 4 :  B =15 :1 .

Aufgaben zu 3.2.

25/1. a) Q ,  = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}.

b) Q,  =1{0, 1, 2, 3}. Nach Anzahl der Treffer geordnet.)



in Q, in Q,

A {001, 010, 011, 100, 101, 110, 111} {1, 2, 3}
B {000, 001, 010, 100} {0, 1}
C {111} {3}
D {101, 111} nicht bildbar
E {101}. nicht bildbar

d) | |

i n  Q,  in  Q,

i »Kein Los ist ein Treffer.«
{000} {0} .

B »2 oder 3 Lose sind Treffer.«
{011, 101, 110, 111} {2, 3}

€ »Mindestens ein Los ist kein Treffer.«
{000, 001, . . . ,  110} {0, 1, 2}

D »Das 1. oder 3. Los sind keine Treffer.« nicht bildbar
{000, 001, 010, 011, 110, 100}

E »Das 1. oder 3. Los sind Nieten oder nicht bildbar
das 2. Los ist ein Treffer.«

{000, 001, 010, 011, 100, 110, 111}

26/2. a) A = (www, Wwz, WZW, Wzz};
B = {wwz, WZZ, zwz, zzz}.

b) An B = »Beim ersten Wurf erscheint Wappen und beim 3. Wurf erscheint
Zahl« = {wwz, wzz}.

Au B = »Beim 1.Wurf erscheint Wappen oder beim 3. Wurf erscheint Zahl« =
= {Www, wwz, wzw, wzz, ZWZ, zzz}.

A = »Beim 1. Wurf erscheint kein Wappen« = {zzz, zzw, zwz, ZWW}.

ANB = »Beim 1. Wurf  erscheint Wappen und beim 3. Wurf  keine Zahl« =
= »Beim 1. Wurf und beim 3. Wurf erscheint Wappen« =
= {www, wzw}.

An  B = »Beim 1. Wurf erscheint kein Wappen und beim 3. Wurf erscheint keine
Zahl« =
= »Beim 1. Wurf erscheint Zahl und beim 3. Wurf  erscheint Wappen« =
= {zww, zzw}.

c) Au B und An B sind Gegenereignisse voneinander (vgl. De Morgan).
d) »Es erscheint nicht 3mal Wappen« = {wwz, wzw, ZWW, WZZ, ZWZ, ZZW, ZZZ}.

26/3. a) Q=1{2,3 ,4 , . . . ,11 ,12} ;  |Q | = 11.
b) A =1{23,5,7, 11 B= 0

C={24 ,6 ,8 ,10 ,  12} D = {2, 3, 4, 5, 7,8, 9, 10, 11, 12}
E=  {1} F=1{2 ,3 ,4 ,56



27/4. a) Q = {0000, 0001, ..., 1111}; |Q |=2* = 16.

b) 4 = {0000, 0001, 0100, 1000, 0101, 1001, 1100, 1101};
B = {1101};
C = {0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100, 0111, 1011, 1101, 1110, 1111};
D = {0111, 1011, 1101, 1110};
E = {0000}.

27/5. A = {mmjjj, mjmjj, mjjmj, mjjjm};
B = {mmijj, mjmjj, jmmyj};C = {mjjjm, jmjjm, jjmjm, jjjmm}.

27/6. a) AnBNC

ce) AnBnC
d) ANBNCO)V(ANBAO)V(ANBAC)U(ANBNC)

kürzer: ANB)U(BNC)u  (ANC)
e) AUBUC
N AnNBNC=AuBuC
g) (AnB)U(BAC)U(ANC)
hy ANBNOUV(ANBNCO)U(ANBNO)
i) (AnBAO U(AMNBACOC)U(ANBAC)

D AnBNC=AuBuUC

k) AnBnC
I) AnBAC

27/7. a)1l) Kein Motor ist defekt.
2) Mindestens 2 Motoren sind defekt.
3) Genau 1 Motor ist defekt.
4) Es können 0, 1, 2, 3 oder 4 Motoren defekt sein.
5) Mindestens 2 Motoren sind defekt. ( =  B)
6) Alle 4 Motoren sind in  Ordnung.
7) A
8) B
9) unmögliches Ereignis

10) Kein Motor oder 2 oder 3 oder 4 Motoren sind defekt.

b) B B

1110 1100 1000 0000
4 1101 1010 0100

1011 1001 0010
0111 0110 0001

0101
0011

A| 1111 Q

c) 1) {1111}
2) {0000, 0001, ..., 1000, 0011, ...,  1100}
3) {0111, 1011, 1101, 1110}

10



27/8.

27/9.

28/10.

28/11.

28/12.

4) Q 5) siehe 2) 6) {1111} 7) siehe unter b) fiir A
8) siehe unter b) fiir B 90
10) {1111, 0011, 0101, . . . ,  0001, 0010, . . . ,  0000}

a) B B

A HMS HSM

_ SMH
A MSH MHS SHM

Q
C C C

b) Ab  3. Auflage:

E=AnBnC

F=(ANnBnC)u(AnBnC)  =
= An((BnC)U(BnC))  =
=An(BNCuBnCO)

c) 1) »Huber wird erster und Meier zweiter und Schmid dritter« = {HMS}.
2) = An Bn  C = »Schmid wird erster und Huber wird zweiter und Meier wird

dritter« = {SHM}.
3) »Huber wird erster oder letzter« = {HSM, HMS,  MSH,  SMH}.
4) »Huber wird letzter oder Schmid wird zweiter« = {MSH, SMH, HSM}.

a) Jeder Brief steckt richtig. b) Mindestens ein Brief steckt richtig.
c) Kein Brief steckt richtig. d) Mindestens ein Brief steckt nicht richtig.
e) Genau ein Brief steckt richtig.

a) Unvereinbar sind (B, €), (B, D), (B, E), (C,  E).

b) Unvereinbar sind
— alle Paare, die B enthalten
— Cund  E
— FE und F.

¢) Unvereinbar sind (B, E), (C, E)  und (D, E).

a) ANAUB=ANnANB = 0 = unvereinbar
b) AnANB =An (AuB)  = AnAUuANnB = An B. Nicht entscheidbar
ce) An(AnB) = 0 = unvereinbar
d) (AUB)A(ANB) = (AnBn(4nB)=  An (BaB)=  And  =0  = unvereinbar

Alle 4 Behauptungen sind falsch, wie folgende Gegenbeispiele mit  Q = {1, 2, 3} zeigen.
a) A :=  {1 } ,  B :=  {2 } ,  AnB=  {3 }  + 0 .

b) A := {1 } ,  B := {2 } ,  AnB=1 {2 }  +0 .
¢) A:={1}, B:={2,3}, AnB=BnA =0.
d )  A= ,  B :=0 ,AnB=0 .

11



Die Behauptung ist jeweils richtig mit folgender Zusatzannahme:
a) AUuB=Q
b) B=0
cc) AUB+Q
d) B+0

28/13. b) A = »l siegt«.
AUB  = »Unentschieden oder Spielabbruch«.
ANB  = »II siegt«.
Beachte ANB =0.

28/14. a) Jeder Sportler erreicht den Platz, den seine Startnummer angibt.

b) Mindestens ein Sportler erreicht den Platz, den seine Startnummer angibt.

c) Kein Sportler erreicht den Platz, den seine Startnummer angibt.
d) Mindestens ein Sportler erreicht den Platz, den seine Startnummer angibt, nicht.
e) Genau ein Sportler erreicht den Platz, den seine Startnummer angibt.

Aufgaben zu 4.1.

38/1. Note 1 2 3 4 5 6

Häufigkeit in% | 7,4 148 18,5 29,6 259 3,7

38/2. Ziffern 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Häufigkeitin  9; | 8,42 10,77 8,42 11,45 11,78 8,08 11,78 12,12 11,78 5,39

38/3. hy, =F  =11,6%, h,=75% = 30,5%.

38/4. a) Bereich | 1-100 | 101-200{201-300] 301-400 401-500] 501-600] 601-700] 701-800] 801-900/901-1000
Haufig- | 25% | 21% | 16% | 16% | 17% | 14% | 16% | 14% | 15% | 14%
keit
der Prim-
zahlen

b) Bereich
1 bis 100 | 200 | 300 ww | sw 600 | 700 | 800 sw | 1000
Häufig- | 25% | 23% | 20,7% | 19.5% | 19% | 18,2% | 17,9% | 17.4% | 17.1% | 16,8%
keit
der Prim-
zahlen

38/5. —
38/6. a) hyso({6}) ist jeweils

1 .3 = 15,3% 3. 78 ~ 18,7% 5. fh x 22,7% 1 = 173%
2. #6 ~ 17,3% 4. 48 ~ 12,0% 6. 4 ~ 15,3% 8. #4 14,7%
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38/7.

39/8.

b) A150  ( {6} )  = 5 ~ 15,3% A750  ( {6})  = 155 ~ 17,2%

hoo  ( {6} )  = 300 = 16,3% hgoo (16}) = 335 = 16,9%

heso ( {6} )  = Ho  =~ 17,1% hios0(16}) = 1036 ~ 16,9%

hoo (16}) = goo ~ 15,8% hy200 (16}) = 1500 = 16,7%

a) h�Õiz250013«) = zz 9,9%

A�Õiz3235(»29«) = 55% x 12,2%
A�Õz250049«) = x 14,0%

b) Bei den 1225 Ziehungen wurden insgesamt 1225-6 Kugeln gezogen. Wenn jede
der 49 Zahlen dabei gleich oft, etwa k-mal, ausgespielt worden ist,  dann sind also
49k Kugeln gezogen worden. Somit gilt 49k = 1225: 6 = k = 12436 Die relative
Häufigkeit jeder Lottozahl m ist dann Ah,,25 (»M«) = 355 = 5 = 12,2%.

Über einen interessanten Nebeneffekt der Zahlenlotterie in Preußen berichtet Dr. Otto War-
schauer \n Die Zahlenlotterie in Preußen, Berlin 1885, auf S. 116ff.:
»Die Zahlenlotterie in  Preußen hat jedoch nicht nur in  ihrem finanziellen Resultate militärischen
Zwecken gedient, nicht nur Wohltatigkeitsanstalten gefördert, sondern sie war auch, dem Plane
Friedrichs des Großen gemäß, dazu bestimmt, indirekt die  Bevölkerung des Landes zu  mehren.
Als Schriftsteller ist Friedrich der Große häufig fiir den Gedanken eingetreten, daß durch eine
dichtgedringte und sich schnell fortpflanzende Bevölkerung die Macht des Staates gehoben,
der nationale Reichtum begründet werde, und daß es demgemäß im  Interesse eines jeden Fürsten
läge, durch Erleichterung der Lebensbedingungen fiir den einzelnen zum vermehrten Abschluß
der Ehen im  Inlande beizutragen. Bei Errichtung der Zahlenlotterie in  PreuBen suchte er diesem
Gedanken konkrete Fassung zu geben.
In dem Patent vom 8. Februar 1763 bestimmte der Konig, daB bei jeder Ziehung der Zahlen-
lotterie fünf armen, im  Lande geborenen Mädchen zum Zweck ihrer Verheiratung eine bare Aus-
steuer von 50 Talern ausgezahlt werden solle.*
Die Ausführung des königlichen Befehls geschah derartig, daß die Namen je 90 armer, in den
Waisenhausern Berlins zu erziehender Mädchen mit  je einer Nummer der Zahlenlotterie ver-
bunden wurden. Nach der Eigenart des Spieles gewannen von den 90 auszuspielenden Num-
mern je fünf; denjenigen Madchen, deren Namen die Gewinnummern enthielten, wurde von
der General-Lotterie-Administration sofort ein sogenannter »Annexenschein« übergeben und
später unter Rückgabe desselben und unter Beibringung des Trauzeugnisses eine Aussteuer
von 50 Talern ausgezahlt.
Die mit Annexenscheinen ausgestatteten Bräute bezeichnete der Volksmund als »annectirte
Midchen«, weil vorschriftsmaBig jeder Nummer der Zahlenlotterie »der Name einer Jungfer
beigesetzt« (annexé le nom d’une fille) werden mußte. Auf diesem Wege wurden durch die Zah-
lenlotterie in Preußen jährlich 80-85 arme Mädchen ausgestattet, [ . . . ] «

Diese soziale Idee wurde aus Italien übernommen, so auch in Bayern (1. Ziehung 18.5.1735), wo
jedes Mädchen, dessen Name gezogen worden war, 20 Gulden erhielt.

a ) -  b -
c) h,s (»Mindestens eine 6«) = 42 = 60%

h,s (>Mindestens ein Sechser-Pasch«) = 3% = 48%.

* Vgl. Patent vom 8.2. 1763: »Bei dem festen EntschiuB, den Ertrag der Lotterie zum Besten Unserer Unterthanen
zu verwenden, haben Wir die Beförderung der Bevölkerung zuerst Unserer Aufmerksamkeit gewürdigt. Demzu-
folge wollen Wir, daß die Lotterie aus ihrem Ertrage die nöthigen Fonds verschaffe, um  alle Jahre eine gewisse An-
zahl Mägdgen, die in Unserem Lande gebohren sind, zu verheurathen, und zwar bei jeder Ziehung fünfe; und daß,
wenn im Falle die Ziehungen kein Beneficium abwürffen oder wohl gar Verlust brächten, diese Mittel aus dem
Deposito (der Landschaft) zu jenem Behufe entlehnt werden sollten.«
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Aufgaben zu 4.2.

39/9.
b) h(EUF) =1—h(EUF)  =

39/10.

a) h (EUF)= 183 + 200 — 200

a) hoo (»teilbar durch 2«) = i =

= it  = 945%
185

— 200

50%,
b) A,00 teilbar durch 3«)= 7% = 33%

c) hyo  teilbar durch 2 und 3«) = { 5  = 16%

d) h , ,  (»teilbar durch 2 oder 3«) =p l  = 679%.

39/11. 67% von  48% = 32,2%

39/12. Ka Ka

Ki |(x—49)% | 87T—x%

Ki |(62—x)% xY

13% 87%,

39/13. a) B B

A 4,0% 46,8%

A 6,4% 42,8%

10,4% 89,6%

b) 1) A (A )= 50,8%
h (B )= 10,4%
h (0 ) = 42,8%

2) h(A4nB)= 4,0%
h(AUB)=57 ,2%

Aufgaben zu 5.1.

57/1.

62%

50,8%

49,2%

49<x<  62, da  negative relative
Häufigkeiten unzulässig sind.

Q ist die Menge aller untersuchten
Personen.

A ist die Menge aller Personen
aus 9 mit Antigen A.

Beachte: Träger des Antigens A
können zur Blutgruppe A oder zur
Blutgruppe AB  gehören.

3) h(AUO0) = 93,6%
4) h(A)  = 49,2%,
5) h(A~B) = 96%
6) h (AnB)=428%

a) Wahrscheinlichkeit dafür, daß E,  oder E,  eintritt.
b) Wahrscheinlichkeit dafür, daß mindestens eines der Ereignisse E,  eintritt.
c) Wahrscheinlichkeit dafür, daß alle Ereignisse E;  zugleich eintreten.
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57/2.

57/3.

58/4.

P({w3}) =1—-0,2—0,7 = 0,1

E | { }  {w,}  | {w, ]  | {ws} | {w ,  w2} | {mw 1 ,  03 }  | {w2, w3} | Q
PE) | o | 02 ] 07  | 01]  o9 | 03 | o8 | i

4

a) 1=  3 Po)  = P loy ,  wz}) + P({w3})  + P(e) = 0,2 +0 ,5+0 ,5  =1 ,2 ;

Widerspruch!
b) P(E3):=0,3.

c) P (E ) = P({w,}) + P({w,}) = 0,2 ( _  aA

P( (w , } )  = Joh )  ©) } P ( {w , } )  — 2 0 ,2  = 0 ,15 .

a) P({w,)}) = 4-08 = 0,08.
P({w;}) = 0,16.
P({wa}) = 0,56.

b) P(E,)  = 0,84; P(E) = 0,36. \

¢) P(E,  VE,;) = P({wy, w; ,w3,04})  = X P({w})  = 1.
i =1

d) P(E,nE,)=P({w,} )=0,2.
e) P(E,) = P({w,, w,}) = 0,08 + 0,56 = 0,64.

Aufgaben zu 5.2.

58/5.

58/6.

a) h,o0({1})) = 13% A100 ({4)) = 7%
M100 ( {2 } )  =21% A100 ( 5 )  = 25%
h 100 ( { 3 } )  = 167, R100 {6 } )  = 18%

b) 4=1{2,46} P(A) =46%
B={2 ,35  P (B )=  62%
C=1{3 ,4 ,56 }  P(C)= 66%

c) h ,00(4)  = 46%
A,90(B) = 52%
h100  (C) = 667,
Bei A und C bewährt sich das Modell (überraschend) gut; bei B nicht.

a) P( {2 ,4 ,6 ) )  = P( {2 ,3 ,5 } )
Auf lange Sicht ist die relative Häufigkeit fiir eine gerade Augenzahl gleich der
relativen Häufigkeit für eine Primzahl.

b) P (A )>  P(A) bzw. P (A )>  50%
Auf lange Sicht tritt 4 öfter ein als A.

c) P(»Wirbelwind gewinnt«) > P(»X gewinnt«) für alle X + Wirbelwind.
Bei vielen Rennen gleicher Besetzung wird Wirbelwind öfter siegen als jeder Kon-
kurrent.
Zusatz: P(»Wirbelwind gewinnt«) > 35 x 4,3%.

Aufgaben zu 5.3.

58/7. a) P(A) = 45,2%, P(E) = 20,3%
P(B) = 52,9% P(F) = 84,4%
P(C) = 83,3% P(G)=641%
P(D) = 50,1%,
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b) Das unmögliche Ereignis, alle Elementarereignisse und
{1,3}, {1, 4}, {1,5}, {1, 6}, {2,4}, {3,4}, {3,5}, {3, 6}, {4, 5}, {4, 6}, {5,6}.

58/8. a) 1=P(Q)=P({1,2,3,56}u{4})  =
= P({1, 6} u {2, 3, 5 )  + P({4}) =
= P({1, 6%) + P({2, 3, 5}) + P({4});

<> P({4})=  15%.

{1,6} {2, 3, 4, 5}

{2, 3, 5} 0 {2,3,5} | 55%
0% 55%

{1,4,6} | {1,6} {4} 45%
30% 15%

30% 70%

b) P((6}) =1—  P ( {8 } )=  20%
P({1,6})  = P({1})  + P({6}) = P({1}) = 10%.
P({6})  = P({2, 4}  U {1 ,  3 ,  5 }  =

= PohBa “ws PD ;y= + + 1 ,  3, 5%).
=> P ( {2 )=  40% } ‘

{1,6} 30% {2,3,4,5} 70%

0 0 0 9

{2, 3, 5}
55% °

6 9 | Bs  | @ 2
15% 40% | 55% | = {6}

«20%

0 {1} 0 {4}
10% 15% | 25% | ~

{1, 4, 6} & a
45%

{6} Ö 9 g
20% 20%

20% 10% 15% 55%

i (1,3, 5) 25%
{2,4,6} 75%
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59/9. a) w , :=  Verein A gewinnt. b) P({w;}) = 75.
w,  : =  Verein A verliert. ¢) Pw,}) = 124  = .
ws : =  Das Spiel endet unentschieden. 9 _ 11Q = {,, 0g ,  3 ) .  d) P({o, }  u {m3}) = 55  +15

59/10. a) Q = {A,B,C}

P(A} + P({B}) + PCC) =1
P( {A } )=2 -  P({B})  = P({B})  = }
PC}  =1%- P({B})

b) P({A}) =5. c) P({C})  =4. d) P( {A ,B} )  =5$.

59/11. a) Q = {H,  M,  S}
b) Ereignis l o  {H}  {M}  {S} {HM}  {HS}  {MS}  {H ,M ,S ]

Wahrscheinlichkeit [0 % % 14 3 13 3 1

59/12. Fahrer: 4 DM, Beifahrer: 1 DM.

59/13. A :=»Morgen regnet es«.

P(A) P44) _
P(A) 1 -P (A )  >

59/14. A : =  »Alpha siegt«; B :=  »Beta siegt«
1. Fall: P(A) = * ;  P(B) = 3;  P(AUB) = 13520 — 3%. Wette: (34:1)
2. Fall: P(A) = 4;  P(B) = 3 ;  P(AUB) = 213  = 3851.

Die beiden angebotenen Wetten können nicht beide zugleich fair sein.

; & P(A)=  7%.= 2.
= %$;<

Aufgaben zu 5.4.

IS .  a) x | 1 2 3 4 5 6 7 .  8 9 0

hyooo (x) | 10,4% 9,6% 10,4% 10,6% 10,4% 10,5% 9,7% 8,9% 10,7% 8,8%

b)  0 1 2 3 4 5 6 71 8 9

o f  6 /12 ]  8 6 |  8 |  214 ]  4110 |  12

111414  | 16 | O | 14 | 2 | 4 | 8 | 12 | 4

relative Haufigkeiten in Promille. Idealwert 10%,
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59/16. N = 85 Avienelkreis = 0,85 n = 3,40

59/17. N = 81 Avientelkreis = 0,81 x = 3,24

59/18. Paare (x|y) mit x > y werden als innere Punkte gezählt.
Paare (x |  y) mit x = y werden zur Hälfte als innere Punkte gezählt.
35 liegen im Dreieck ABC,
15 auf der Seite [AC],
50 liegen außerhalb des Dreiecks ABC.
Für die Fläche zählen wir also 35 + 3-15 = 42,5 Punkte.
Das ergibt für die Fläche Apc  = 0,425 im Vergleich zu Aasc = 0,5.

59/19. h�Õvo (»Adler«) = 57%
h;vo »Zahl«) = 43%

59/20. ho  (1 )  = 10% h100 ( {2} )  = 14%
R100 ( {3})  = 25%, hy00 ( {4})  = 177,
hoo  { sh  = 19% h i00  ( {6})  = 15%,

Aufgaben zu 5.5.

60/21. a) w m IS rg sr SS sg gr gs gg

64- P({w}) 16 12 4 12 9 3 4 3 1

b) mw I T  IIS rrg Isr ISS rsg rgr rgs SIT SIS Ssrg

336-P({w}) [24 36 12 36 24 12 12 12 36 24 12

0 SST SSS SSg Sgr SgS gIrT grs gsr  gss

336- P({w}) [24 6 6 12 6 12 12 12 6

60/22. w ITIT ISSS TISEr grsr grtrs grsg

1680- P({w}) | 24 24 36 36 36 0

60/23. Vgl. den Baum aus Aufgabe 18/8.
P({w}) = + fiir alle we  Q.

60/24. P({111}) = P({666}) = 7}

60/25. a) P({1111}) = 107* = 0,01%

18

P({6666}) = 2,401 - 107> = 0,002401°%,
b) P({6314}) = 1,176 - 107? = 0,1176%,
c) »Aphrodite« = {1346, 1364, 1436, 1463, . . . } ,

d.h.,  »Aphrodite« besteht aus allen 24 Permutationen der Ziffern 1, 3, 4,  6.
Jeder Pfad besteht aus 4 Strecken, auf denen nur  dann in  irgendeiner Reihenfolge
die Wahrscheinlichkeiten 0,1; 0,35; 0,48 und 0,07 stehen, falls die 4 Astragali die
gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung besitzen.
P(»Aphrodite«) = 24 -1,176 107° = 2,8224%.

d) »Stesichoros« = {1133, 1313, 1331, 3113, 3131, 3311}
P (»Stesichoros«) = 6 - 0,1? - 0,35? = 7,35%,,.



0 ,2  . 0 ,6  . 0 ,8  .

60/26. a) 1) ( Start Niete Niete Niete 0,096

P (»Flonan trifft mindestens einmal«) = 1 — 0,096 = 90,4%.

2 ; 0,6 0,8 0,8 0,8
2) ( Start 0, N 0.6 N N N N N 0,036864

P (»Florian trifft mindestens einmal«) x 1— 0,037 = 96,3%

b) 1) 1— 0,2" = 0,99 2) 1— 0,6" > 0,99
0,2" < 0,01 1g 0,01<> a 120,01 = n=2 od  = 9,015...

>27  =1286...= nZ ig02  06 > on. =10.
= n. =3 ,

3) 1-—0,8"> 0,99
|

o n> 8901  _ „96
1g 0,8

=>  M in  = 21  .

1 1 i i

61/27. (Start) 28528 7.260% 0% 96 c r  Be;
P (»Stochastik«) = (#)'° = 7,08 - 107 5

61/28. a) Die gesuchten Jahreszahlen stehen im  Anhang I I I .

Urne 1: P({1629}) = 4-3-4 = =;
P({1662}) = 0.

Urne 2: P({1629}) = %-%4-4-% = rts;
P({1662}) = a ¢ f =

Urnen: P({1629}) 5 AnddZ nn  ; 3 )

n n -1  n
P({1662}) = 3 dn—-1 4n -2  dn -3

b) Je 24 (=  4!) Quadrupel ergeben bei Huygens die gleiche Menge.
Urne 1: P(»1629«) = 4!  +4 = 1;
Urne 2: P(»1629«) = ==;

6n>Urne n:  P(»1629«) = an  = an  = dn  = 3

Bei Pascal ergeben jeweils 12 Quadrupel die gleiche Menge.
Urne 1: P(»1662«) = 0
Urne 2: P(»1662«) = + ;

Urne n :  P(»1662«) =
3n%(n — 1)

(4n — 1)(4n — 2)(4n — 3)

c) Ergebnis wie bei Ziehen mit Zuriicklegen bzw. als lim ..
n— ao

Fall a) P({1629}) = ()’ = ze; Fall b) P(»1629%) = +%;
P({1662}) = (4) = z5- P(»1662«) = &&
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61/29. a) P(»2. Kugel ist rot«) = 4;
b) P({rs,  rg, sr, sg, gr, gs}) = 1};
c) P({rrr, sr, 1gr, srs, sgs}) = 1 ;
d) P(»1. Kugel grün oder 3. Kugel griin«) =

= P(»1. Kugel griin«) + P(»3. Kugel griin«) =
=§+8=1 .

e) P(»2. Kugel griin oder 3. Kugel rot«) =
= P(»2. Kugel griin«) + P(»3. Kugel  rot«) — P(»2. Kugel griin und  3. Kugel  rot«) =
= }  +4 — P({rer, sgr}) =
= +1-15 - 10 =

15.
61/30. a) Der Baum hat 27 Pfade.

An  jeder Verzweigung gibt es
die drei Möglichkeiten:

b) P(4)  =1%;
P(B) =};
P(C) = 3;

P(D) = 13;
P(E) = 15;
P(F )= P(»1. Kugel griin«) + P(»3. Kugel grün«) — P(»1. und 3. Kugel griin«) =

=s+ t - [ e -33+s8cs+ tsec l=
—4— k=

rot«) =

61/31. a) vgl. Aufgabe 18/8.

b) SummeS | 0 1 2 3

PS) 14 3 3 4

61/32. a) Baum mit 16 Enden

b) S | 0 1 2 3 4

PS) | & & © FH 1s

61/33. A :=»Theodor zieht mindestens ein Gewinnlos«

15

(San JE Niete 4 Niete ) P(A) = %  1 -

b) 1) Bei 3 gezogenen Losenst

P(A)= 18-13-1§ = Dr < 4.13%
also P(A)> $087%.
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2) Zieht Theodor mindestens 17 Lose, so zieht er mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 100%, mindestens 1 Gewinnlos.

61/34. a) 4

P(»Theodor beiBt in  einen Senfkrapfen«) =
b) (Start hdd ded d=  ih) =4

c) Auf Teller 1 und Teller 2 nur jeweils einen Senfkrapfen anbieten; auf Teller 3 be-
finden sich die restlichen 4 Senfkrapfen und alle 12 guten Krapfen.

62/35. Wir zeichnen nur die Pfade, die zum Gewinn führen.

p, sei die Wahrscheinlichkeit fiir einen Gewinn, wenn man zuerst auf einen großen
Eimer wirft. Analog p ,.

py = ab+(1  —a)ba = ab(2 — a)

py = ba+ (1 — bab = ab(2 — b)

(Start 4 -2 -2  py = ab

(Start ( 02 -2  pe= ab?

Pr — Px = ab(a — b) > 0. Es ist günstiger, zuerst auf einen großen Eimer zu werfen.
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62/36. a) P (»Anton wird entdeckt«) =
= 7% +206° 15 + 26°19° 18 +26 15 +

+8  + Hk  =D)
b) P(»Mindestens ein Schmuggler wird .

entdeckt«) =
= 1 — P(»Kein Schmuggler wird

entdeckt«) =

=1 - 5:1 =3%0

Start

O

©
©

(8

©
1

© 5 (Ss)
©
(a)
©
©

18

(D—
% i

1
” 5 - 18

17
c) P(»Beide Schmuggler werden entdeckt«) = 1

~h  h th  Bh rh  h th  Bohr 8 N
+ 35 (15° 18 + 15° 18) = 180- m (5 )

6TCKiirzere Lösung:
a) In  5.5. wurde gezeigt, daß auch beim Ziehen ohne Zuriicklegen die Wahrscheinlich-

keit dafür, daß die 3. gezogene Kugel rot ist, genauso groß ist wie die Wahrschein-
lichkeit dafür, daß die 1. gezogene Kugel rot ist. Damit erhält man  mit  A;  : =  »Anton
wird bei der i-ten Kontrolle entdeckt«

P(»Anton wird entdeckt«) =
= PA,  VA ,  A3) =

= P(4,)  + P(4,)  + P(43) =
= 6 + 26 + 206 =
= 5%, da die A; paarweise unvereinbar sind.

c) kann mit Hilfe eines einfacheren
Baumdiagramms gelöst werden.

P(»Beide Schmuggler werden entdeckt«) == + Bi184201518 = 15 18
= ds
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62/37. P(»Genau ein Brite wird 62/38. P(»Ein Brite«) =
ausgelost«) =
— 10-5410:6+5-10+6-10 _ =ä+2 +2  18=44.= 10:5+10:645-10+6-10 _ 220 |

10
21

10
5 20 4

Start 1p  0

NG
71

5
D 2

20 D

F
62/39. P({rr, bb, gg} )= 4

Zwei Sektoren messen je 60°, der dritte 240°.

62/40. P(»Mindestens 2 Wiirfel zeigen gleiche Augenzahl«) =
= 1 — P(»Alle Wiirfel zeigen verschiedene Augenzahlen«) =
>11 = 1 =H ~ 722%

A; + | Ay A ;GO Ha HAT) Oh r
NAa  + 4

wobei A ; :=  Augenzahl beim i-ten Wurf

(Einsatz von Theodor): (Einsatz von Dorothea) = 13:5, damit die Wette fair ist.

62/41. a) D .  gewinnt T.  gewinnt unentschieden

P 5 § 8
b) D .  gewinnt T.  gewinnt unentschieden

P 16 16 16
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Aufgaben zu 6.

66/1.

66/2.

66/3.

66/4.

67/5.

67/6.

a) P(E, =0 ,6 ;  P(E,) = 0,3.
b) P(E,  VE-,) = 0,4 + 0,7 — 0,3 = 0,8.
c) P(E,  NE,) + P(E, nE ; )  = P(E)).

P(E ,nE , )=04 -0 ,3=0 ,1 .
d) P (E ,vE , )  = 0,4 + 0,3 — 0,1 = 0,6.

P(»Entweder A oder B«) = P[(AnB)u(AnB)] = P(A nB )  + P(AnB).
Wegen (4  n B) u (4  NB)  = A gilt auch (wegen (4  mn B) (A nm B) =0 )
P(A B) + P(A nB )  = P(A) und somit
P(»Entweder A oder B«) = P(A) + P(B) — 2 :  P(An B) .

P (AuB)  = P(A) + P(B)— P(AnB) = 0,75
P(»Entweder A oder B«) = P(AuB)— P (AnB)  = 0,5.

a) P(ANB)= P(A) + P(B)— P(AuB) =3+3—-%=1.
b) P(»Entweder A oder B«) = P(AUB)— P(AnB)=%—§=34%.

a) P(AuB) = P(A) + P(B) — P(AnB)
<> P(B) = P(AuB)— P(A) + P(ANnB) =

= 3 -4$+P(AnB)=
= i + P(AnB).

Also: <= P (B )s i
b) P(AnB)  = P(B) — +5. Unter Verwendung des Ergebnisses von a) erhält man

0s  P(AnB)sSs i - 15 =$
a) vg : =  Verbindung kommt zustande und Apparat wirft 20 Pf  aus.

Damit-Q = {vg, vg, vg, Vg}
V:=»Verbindung kommt zustande«
G : =  »Apparat wirft 20 Pf aus«
V={vg ,  vg}, G = {vg, Vg}
P(V)=13, P (G)=1 ,  P(VnG)=%

1. Möglichkeit:Mit Hilfe einer Mehrfeldertafel

G G Aus der Mehrfeldertafel erkennt man
v i t  3105  b) P(VnG)=1
_ ¢) P(WnG)=4%
V is  |3|03 d) P(VnG) = }

1 3 e) VG)  U(PnG)=1+?1=3

2. Möglichkeit: Ohne Mehrfeldertafel
Man erstellt die Wahrscheinlichkeitsverteilung für die Elementarereignisse.

} = P (V )  = P({vg, vg)) = P({vg})  + P({v&}) = ¢ + P({vg))
<= P({vg}) =3.
4 = P(G) = P({vg, vg}) = P({vg}) + }
<> P({vg} )  =%.
} = P (V )  = P({vg,  vg}) =¢  + P({vg})
<> P({vg}) =3 .  Damit lassen sich die obigen Werte errechnen.
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67/7.
67/8.

67/9.

67/10.

3. Möglichkeit: Baumdiagramm

P(G) = P({vg,  vg}) = P({vg})  + P({vg});

= }3= P({vg}) +3 ;
<> P({vg}) =%

Das ist die Wahrscheinlichkeit des 1. Pfades. Also
muß auf dem Ast zwischen V und G der Wert 1
stehen. Damit können dann alle anderen Äste be-
schriftet werden.

P(AnB)  = P(A) + P(B)— P (AUB)>1—  P(AUB)ZO.

B B

Al 5 | 36 |3 a) P(AUB)= +1  =10;
gl 1] 2a  b) P(AnB) =+5%;

2 | © |5 c) A J 3 .
£4

a) POVEUF)=PD)+ P(E) + P(F)— P(DnE) —
—P(DnF)— P(EnF)+P(DNnENF)=

= 40% + 60% + 55%— 30%— 20%— 35% + 20% = 90%.
b) E E

10% | 10%

207607) 0%

35% F559, F45%,

15% | 20%

D 160%

15% | 10%

60% 40%

P(DUEUF)=P(DnNnENF)=90%.

A : =  »Anton siegt«; B, C analog. Urneninhalt (schwarz | nicht schwarz)

(2144 ° 13)  ° 22  t om 3 (210)
a) P (B )=2 .24+4 -3 :2 -4 -1=4 +5  = 1;
b PO  = 1 -PO)  = 1 -83  4=1; ]

¢) P(BuC)= P(B) + P (C ) -  P (Bn  C ) = P (B )+  P (C ) -  P(B)= P(C) = %;
kiirzer: P(Bu  C) = P(C) von der Bedeutung her!
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d) PBuC)=1 -PBuC)=1 -P (BnC)=1 -P (B )=%.
Auch hier wieder kürzer:
P(BUuC) = P(B)

e) PBuC)=1 -P (BuUC)=1 -PBAC)=1 -P@)  =1.
anders: B=  AUC;  C = AUB

BuC=(AuC)u (AuB)=AuBUC= Q.

67/11. A :=»Anton scheidet aus.
B, C analog

(019
1 (NE

(1/4) (0/3)

4 1 ;
x (13)  (02)  ,

> XB) } OD...
\ (112) 0]1)
4 NC) A 1

& (111)

NB
(214) ) ©

2

(013) :

(012) ,

) Y ©.
6 o r )  ,

3 )  a2/ an )  LO
, IB CO AX Wo)
5 4 3

} 1
(213)

(4 012)

1 fSD)—B

(X  (011)

; (a1) > (B)—
3 : 3 (110)

(212) DB
& (011)

ny 3 B—
ACI  $AAX (110)

NB
210) (119)

NE) —B—
26
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...Cäsar

.Berta

‚Cäsar

‚Berta

...Casar

+++ Anton

. César

... Anton

...Casar

. . .Ber ta

... Anton

Berta

. . .Casar

...Berta

... Anton



67/12.

67/13.

a) P(»Berta bleibt übrig«) =

K
M

 
W

M
a 

a 
3

+
 w

s 3

S = 0 C &
N

—
 

th
w

 
=

+
 

;
>

. |

a) a : =  L-Münze zeigt Adler
d : =  Dorothea trifft
t : =  Theodor trifft

= {ad, adt, ad, at, afd, atd}
P(»Dorothea gewinnt«) =
= P({ad, atd}) =
=0 ,5 -06+05 -03 -0 ,6  =
= 0,39 = 39%

b) P(»Unentschieden«) =
= P({adf, atd}) =
=4-04-03+4-03-04 =
= 12%

¢) P(»Dorothea gewinnt«) =

= P(fad, adtd, adidid,
= 4 +41 76°70 5+

+1 16'106 +2  15
=3  o l l  + 7 + (6)

= (5  + 180) —

= 33 x 44,3%.

P(»Unentschieden«) = 0

+Gh)  + .- )=

A
lt

0,7

0,3

0,6

0,4 E
Y

E
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i = »Der Lehrer gibt die Note i« ( i= 1, . . . ,6)
P(1) = 1 — P(1) = 1 — P(»Es erscheint keine Eins«) =

=1-4 = 6 2 42,1%

P( lu2 )=1 -P (1u2 )=
= 1 — P(»Es erscheint keine Eins und keine Zwei«) =
= 1 — P(»Es erscheint Drei, Vier, Fünf oder Sechs«) =

=1- (8) = $i;
P(1u2 )  = P(1) + P(2) —P(1n2 )  = P(1) + P(2)— 0
also P(2)= P (1u2 )—P(1 )= BR — 3%= A ~ 28,2%.

Nach Sylvester:
P(1u2ul3)=P(1)+PQR)+P3)—P(1n2)—P(1n3)—P2N3)+P(1N2N3I)=

= P (1 )+  P(2) + PO),

oder
P(1u2u3 )=P( (1u2 )u l )  = P(1u2) + P(3)—- P((1u2)n3);

=0
also PQ3)=P(1u2u l3 )—P( lu2 )=

=1 -@)— 4%= #12 - MR= die ~ 17.1%.

AA = PAU2U34+ Fm Py ro )

=0
P@)=P(1u2u3ud4)—P(1u2u3 l )=

=1 - (0 )- 388 = 308 — 332 = 216 ~ 8.8%.

Analog

PS)=1— (3) — 338 = 312 — 38 = le ~ 3.2%.

P(6)= (3) = zt = 0,5%.

Kiirzer mit Baum:

Note6: _&_6_8 6_% 6 rhe

Note 5: _&

€

8

Note 4: _ t
2
6

1

Note 3: 6

[P
O3

S_4v5v6  ; 3 _% 3vavsve  216

5 4v5v6

N
l

=
)

4v5v6  3
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Note 2:  $ 25 § 2v3v4v5v6 2v3vav5ve

§ 3vavsve_ t 2% 2v3vavsve  [Fs

4 „ |

Note1:  _&_1_%

8 2v3v4v5v6  5 1 G 1v2v3v4v5v6  i x
&_ 2v3v4v5v6  _& _2v3v4v5v6_&_ 1 |

68/14. 2

H
w

2)
 

©
 

(0
) 

©
tf

H
w

D
E

) 
O

E
) 

O
E

) 
@

6

N
O 1

4 5
3

Do  Fr  Sa So

a) 121+1413=80 = 38,75%
b) +4 :  33 = 135 2 45,9%

oder:
P(»Sa gut« m »So gut«) = P(»Sa gut«) + P(»So gut«) — P(»Sa gut«u»So gut«) =

“B+  @ +11  444  ba i t )
[AF +E 44  +4 4 +4 = 18

¢) P(»Fr gut«u»Sa gut«) =

= P(»Fr gut«) + P(»Sa gut«) — P(»Fr gut«n»Sa gut«) =

=3+8— 16 =3=280%
d) P(»Fr gut« u»Sa gut« u»So gut) =

= P(»Fr gut«) + P(»Sa gut«) + P(»So gut«) — P(»Fr gut«n»Sa gut«) —

— P(»Fr gut« m »So gut«) — P(»Sa gut m So gut«) +
+ P(»Fr gut« m »Sa gut« n»So gut) =

= i+8  t io 167 (4'244 +44  3) — 320 + & = 1600 = 84%

kürzer:
P(»Frgut« u »Sa gut«u»So gut«) =
= 1 — P(»Fr schlecht« m »Sa schlecht« m »So schlecht«) =

=1-—-414:24-24= 847%
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68/15. a) Bob schießt auf Dick; denn Ted kann ihn nur mit 50% töten. Dick schießt auf Bob,
den er mit 80% Sicherheit töten kann. Würde er auf Ted schießen, so tötete �Õhn
Bob mit Sicherheit. Ted schießt in  die Luft, solange die beiden anderen am  Leben
sind. Würde er nämlich auf  Bob schießen und diesen töten, so tötete ihn Dick mit
80% Sicherheit. Träfe er hingegen Dick, so tötete ihn Bob. Schießt er aber erst dann
auf einen Gegner, wenn einer der beiden anderen ausgefallen ist, so hat er die
Chance, mit 50% bei diesem Schuß Sieger zu sein.

b) Auf Grund der Strategien geht das Triell in zwei Duelle über:
I Bob- Dick, II Uberlebender— Ted.
Im  folgenden bedeute X : =  »X wird getétet«. Das endgültige Überleben der Person
X sei mit [X] gekennzeichnet.

4. Schuß

a) P(»Bob überlebt«) = 4-4 + 4 -1 -4  = 0,3 = 30%
P(»Dick überlebt«) =A 3 .  3:3+43: 3443-44-44... =

= ( 1+75 +100 +-..) =
NT
= ~ 17.8%

P(»Ted iiberlebt«) = 4-4 + 4-4-4+
+43  44-3 4 EEE

= i  + +40 + +70 +...
= f+ i -%=

B) P(»Bob stirbt«) = 1 — P(»Bob iiberlebt«) = 0,7 = 70%
P(»Dick stirbt«) = 1 — P(»Dick überlebt«) = 3 x 82,2%
P(»Ted stirbt«) = 1 — P(»Ted iiberlebt«) = 83 x 47,8%

c) Die 3 Ereignisse »Bob iiberlebt« etc. stellen eine Zerlegung des Ergebnisraumes
dar, die Gegenereignisse jedoch nicht.
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68/16. a) A
0 (2) (3) 4

} EO a OF
1

Start 3 Oo  OL

( 1 )  —
1 P=
3 © (1) 1 (2) 1 <

( 10 )
E ® 8 9 E ®
a3 % 3 3 2 %
0 g m £E M@ EF
— | ~ — em

b) Lösung mit Hilfe der Formel von Sylvester:
A :=»Kein Brief steckt im richtigen Umschlag«
A; sei das Ereignis »Der Brief i steckt im  richtigen Umschlag«. Aus der Symmetrie
des Problems bezüglich i können wir P(A;) = 4 annehmen. Die Wahrscheinlichkeit
P(A ,  nn A ,  Az3) dafür, daß jeder Brief im  richtigen Umschlag steckt, ist g, weil bei
den 6 gleichwertigen Möglichkeiten der Vertauschungen dieser Fall nur einmal
eintritt. Damit gilt auch P(A; n A;) = g fiir i + j,  da immer, wenn 2 Briefe im  richti-
gen Umschlag sich befinden, auch der 3. in seinem Umschlag steckt.
Das Ereignis A bedeutet, daß weder der 1. noch der 2. noch der 3. Brief sich in  den
richtigen Umschligen befinden. Man erhält also nach der Formel von De Morgan
A=A NnA,Nn Ay =A ,  A,uU Az. Damit gilt wegen Satz 45.1 und Satz 65.1

P(A) =PA,  VA,  UA)  =1—-PA,  VA , U A;3) =

=1—[P(4 ; )  + P(4, )  + P(45)  — P(A," A )  — P(A ;  0 A3) — P(d, 0 A3)+
+ P(AL nm A ,  A j )  =

=1 -B+4+4 -473 -448
¢) In der Urne sind 3 mit 1, 2, 3 numerierte Kugeln. Man zieht ohne Zuriicklegen.

Kugel k beim i-ten Zug bedeutet i-ter Brief im Umschlag k.

Aufgaben zu 7.

82/1. AnA=0¢  = P (4ud )= P(4)+ P(A)
AVA=Q = P(AUA)= P(Q) 4 �Õ | = P(A)+  P(4) = 1

82/2. Unter Verwendung von Aufgabel: = ,  also P@)=1 -PQ)=1 -1=0

82/3. Unter Verwendung von Aufgabe 1:
1 =P(A )+  P(A) = P(A), da P(A) = 0 nach Axiom 1.

82/4. B läßt sich als Vereinigung der disjunkten Teilmengen An B und 4A NB  darstellen.
Unter Verwendung von Axiom I I I  erhält man
P(A)  + P(B) = P(A)  + P (AnB)U(ANB) )  =

= P(A)  + [P(AnB) + P(AnB)] =
= [P (A )+  P(AnB)]  + P(ANB) =

31



82/3.

82/6.

82/7.

32

2 P(Au(AnB))+ P(AnB) =

2 P((4v A)n(4 u B)) + P(ANnB) =

8 P(Qn(4uB) )+ P(AnB) =

@ p(4UB)+ P(ANB).

(1) Verwendung von I I I ,  da A und 4 n B disjunkt sind.
(2) Distributivgesetz
(3) Eigenschaft des Komplements
(4) Q ist neutrales Element fiir Nn.

Auf Grund der Voraussetzung gelten u.a. folgende n — 1 Gleichungen:

00 ,0  00 ,200 .  090,253, 0 :  5 ,  0 ,  8 2

Ap- �Õ NA,  = 0
also auch

(A,  NA)  ( 420 A) U. . .  UlAp1NA) =0  > (4 ,04 ,U . . .UA4 ,_ , )n4 ,=0

Somit kann man Axiom I I I  anwenden auf

PU) 4 )  = PU  ayo )  = PCU  4)  + P(A),

In  U A; kann man den Summanden 4 , _, analog wie oben A,  abspalten. Man er-

hält ‘dann

P(0) 4 )  = P(U 40+  Pl4u-1) + P (A ) .

Fährt man so fort, so erhält man die Behauptung.

PB) = P((ANnB)u(ANnB))=

= P(ANB)+ P(ANnB) =

YX P(A)+ P(AnB) = P(4), dawegenl P (ANB)=0

a) I ist erfüllt, da es nur 2 Wahrscheinlichkeitswerte gibt, und diese sind beide = 0.
I I  auf Grund der Angabe im Modell erfüllt
I I I :  Es gibt 2 Paare von disjunkten Ereignissen:
1) 9 ,2 :  POU)  = P (Q)=1=0+1  = P (0 + PQ).

2) 0,0: P@U0) = P(0) = 0=0+0  = P(@)+ P@®.
Damit ist auch I I I  erfüllt.

b) Wähle Q, : =  {w,, w,} mit

A | 0 {w , }  {w , }  QQ,

0P(A) | 3 4 1



I und I I  sind offensichtlich erfüllt. Für  I I I  sind jetzt 5 Paare von disjunkten Ereig-
nissen zu überprüfen.
1) A:=0, B :=0  (siehe a) 2))
2) A:= 0, B :=Q  (siehe a) 1))
3) und 4) A : =  0, B; :=  {w,;} ( i=1;2)

PyOuUB) =P  (B )=%=0+3=P(0 )+  P(B)
5) P {m}  u{w})) =P (Q)=1=4%+%+=P( {w , } )+ P,({w,})
Q, und © aus a) sind nicht gleich mächtig, also sind die Modelle (£2, P) und
(2 , ,  P;) nicht isomorph.

Aufgaben zu 8.1.

111/1.

111/2.

111/3.

111/4.

111/5.

111/6.

111/7.

111/8.

111/9.

111/10.

111/11.

E
I .  0< |E |<n  = 0<  2 _ pp).

n

Q
nl: 2@ = 2 1 .

| £2]
L I :  |E, VE, = |E \ |  + |E;|  — |EynE,|.

Für E,~nE, =0  und |Q| = n erhält man

|E \VE , |  |E,] EZ  |

n n n

<> P (E ,VE , )  = P(E,)  + P(E,).

a) 0,1 b) 0,2 c) 0,7 d) 0,4

a) 11 Möglichkeiten. Falls man die beiden S unterscheidet, 15 Möglichkeiten.
b) 1) + 2) 0,6 3) 0,4

a) 0,5 b) 0,4 c) 0,3 d) 0

a) 0,2 b) 0,1 c) 0

Q = {ZZ,  ZW,  WZ,  WW}, |Q |=4

P(A)=1=3  P(B) = }  P(C)=3%

ZQ = {ZZZ, ZZW, . . . ,  WWW}, |Q|= 8
1

P(A)=3  P (B )=  "+ =3 PO  ="  =.
P({110,011, 111}) = 3

P(3|4)  =1 P(5|A) = 3% P(6 ]4) =}

P({11}) =H;  P({12}) =36. oo

Es ist also doppelt so schwer, eine 12 zu wiirfeln, wie eine 11.

Q = {(alble)|1 Lab ,  cL  6};|Q| = 6° =216.
»10« = {(a|blc)la+b+c=10A1=Z a,b,c <6}.
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zur Abzählung:

Tripel bestehend aus |1 ,3 ,6  1,4,5 2 ,26  235  244  33 .4

Anzahl der Permutationen | 6 6 3 6 3 3

also |»10«| = 27.

Für »9« gilt entsprechend

Tripel bestehend aus | 1,2,6 1 ,35  1 ,44  225  234  333

Anzahl der Permutationen | 6 6 3 3 6 1

also |»9«| = 25.

P(»10«) — P(»9«) = 5 — &% = Az  < 9,3%0-

112/12. a) Augensumme 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 I

34

Paare 11 12 13 14 15 16 26 36 46 56 ¢

21 22 23 24 25 35 45 55 65
31 32 33 34 4 54 64

41 42 43 53 63

Wahrscheinlich- + is  is  4 + z 4 + + *
keit

N

b) 1)  p ,  : =  P(»Augensumme = 6«) = =

py : =  P(»Augensumme = 7«) = +x

D�Õ:P2 = 5:6. Ich würde auf die 7 setzen.

2) py : =  P(»Augensumme = 8«) = %

P3:D2 = 5 :6 .  Ich wiirde auf die 7 setzen.
3) pa : =  P(»Augensumme 6 und 8 vor 2mal der 7«)

Ps = P(»2mal die Augensumme 7 vor 6 und 8«)

Man vergrébert den Ergebnisraum zu Q ' :=  {6,7,8} mit P'({6}) = P'({8}) = 1%.
P'({7}) = .  Für den darauf folgenden Wurf vergrébert man erneut, nämlich
z.B. zu Q":={7,8} mit P"({7})=+% und P”( {8} )= +,  da nur mehr diese
Ergebnisse interessieren. Alle anderen Resultate werden nicht beachtet. Man
erhält somit folgenden Baum: (Siehe Seite 35).

Ps = P(»2mal die Augensumme 7 vor 6 und 8«) =

A fe f t  A f r  =
— 14076_ 14918 ~
~ 45,4%.

Daher ist p,  = 1 — ps 54,6%.
Ich wiirde nicht auf die Doppelsieben setzen!



Start

112/13. a) I .  Lösung mit Hilfe einer geometrischen Reihe

a EE  NE REE EE EE NE
= 7g (1(14  G+)

P(»Der andere gewinnt«) = 1 — 3} = 3%.
Also verhalten sich die Chancen wie 31: 30 fiir mich.

II. Lösung ohne einen unendlichen Prozeß in Anlehnung an die SchluBweise
von Huygens.
a; sei die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ich gewinne unter der Bedingung, daß
das Spiel im Zustand 7 ist.

2a  <> 61a ,  = 31  <>  a ,  =H ,

Der andere gewinnt also mit der Wahrscheinlichkeit 2$



III. Die Aufgabe kann später mit Hilfe des Erwartungswertes ganz im  Sinne von
Huygens gelöst werden:
Sei der gesamte Einsatz a und bedeute a; den Erwartungswert meines Ge-
winns im  Zustand i, dann ist offensichtlich

a, =+50+%a,  A az= }a+23a ,  => a = Ha.
Somit hat der andere 3a  zu erwarten, also verhalten sich die Gewinn-
chancen wie 31:30 zu meinen Gunsten.

b) I .  Lösung mit einer geometrischen Reihe

112/14. P(A) =

P(B) =

PO)  =
P(D) =

i % %
as 5 Qa 3 a,
3 \L/ FY) AN  31

A B A B A ist Sieger

P»A siegt) = +4  -@' [FH + HF ]  +

RC ROE +2  +... =
= +307  RE (1+@ GY +...) = 1857.

P(Bsiegt) = 3 [3 +33 ]  +38 @ GO [HR] + . . .  =

= (+E  +E  +.) = BH
P(»A siegt«): P(»B siegt«) = 10355:12276.

. Losung nach Huygens.
a; sei die Wahrscheinlichkeit fiir A,  im  Stadium i zu gewinnen.

a ;  = 5 1+3%a,
a;  =%-0+%  a ;  a, = $9353. Somit verbleibt fiir die Wahrschein-
a3=%-0+%a,  | ”  '" lichkeit, daß B siegt, der Wert 4331$.
ag = 951+  3a

4 P(E)=K Der Name Bridge soll angeblich daher
5 PP) = kommen, daß zwei einander gegenüber-
+ P (G)=  sitaende Spieler eine Briicke (engl. bridge)

# P(H)= 5 r ee

112/15. 2 Jungen: a) 0,1 b)  0,3 3Jungen: a) 0,1 b)  0,2

112/16. 0,4

112/17. 3) 4

112/18.34 = 4

b) B=%

(&)

113/19. Q = {ggff, gfgf, gffg, ffgg, fafe, fgef}
P(genau 2 Prüfungen nötig) = ;
P(genau 3 Prüfungen nötig) = +
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Aufgaben zu 8.2.

113/20. a) 7 -4  =28

113/21. a) 3stellig: 9 -8 -7  = 504
4stellig: 9 -8 -7 -6  = 3024

113/22. a) 5 !  = 120; (5! — 41 = 120 — 24 = 96)

b) 7 -4 -9  =252

b) 3stellig: 9 -9-8  = 648
4stellig: 9 -9 -8  -7  = 4536

b) 5° = 3125; (4-5*  = 2500)

113/23. a) ABC ACB BAC BCA CAB CBA
b) ROMA ORMA MORA AMOR

ROAM ORAM MOAR AMRO
RMOA OMRA MROA AOMR
RMAO OMAR MRAO AORM
RAMO OARM MAOR ARMO
RAOM OAMR MARO AROM

Zur Fußnote:
ROMA Die Stadt Rom
RAMO dat./abl. sing. von ramus = Ast; Zweig
ORAM 1) acc. sing. von ora = a) Das Auflerste jeder Sache; Rand; Grenze;

Küste.
b) Tau; Schiffsseil

2) con). 1. Pers. sing. von orare: daß ich bete/rede.
MORA nom. sing.

1) Verzögerung; Rast; Pause; Länge der Zeit
2) eine Abteilung des spartanischen Heeres (400 bis 900 Mann)

MARO 1) nom. sing.
a) Familienname des Dichters Publius Vergilius Maro (70-19 v. Chr.)
b) Begleiter und Erzieher des jungen Bacchus (=  Dionysos)

2) dat. sing. von Marus, Fluß in Dazien
AMOR 1) nom. sing. Der Gott der Liebe

2) 1. Person Pris. Passiv von amare: ich werde geliebt
ARMO 1) 1. Person Pras. Aktiv von armare: ich riiste aus

2) dat. sing. von armus = das Schulterblatt; der Oberarm

113/24. a) AAS b) OTTO c) OOPPP POOPP
ASA OTOT OPOPP POPOP
SAA TOTO OPPOP POPPO

TOOT OPPPO PPOOP
TTOO PPOPO
OOTT PPPOO

113/28. a) ohne: AB BA  CA mit: AA  BA  CA
AC BC CB AB BB CB

AC BC CC

b) ohne: AM MA OA RA  mit:  AA  MA OA RA
AO MO OM RM AM MM OM RM
AR MR OR RO AO MO OO RO

AR MR OR RR
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113/26. a) Lösung von Wallis:
Dies 5040; Hoc est, Annos 14, demptis diebus 73, aut 74, prout incidere contin-
gerit annos Bissextiles. (Lateinische Ausgabe des Tractatus de Algebra, 1693)
7! = 5040.
14 Jahre zu 365 Tagen ergeben 5110 Tage, also 70 Tage zuviel. Nun können aber
während dieser 14 Jahre 3 oder 4 Schaltjahre stattgefunden haben, so daß die
Antwort von Wallis lautet: 14 Jahre weniger 73 oder 74 Tage, je nach der Anzahl
der Schaltjahre.*

. | — * Gib t  es unter den 14 Jahren ein
Fußnote: 10! = 3628800 nicht-schaltendes Säkularjahr,

11 !  = 39916800  dann sogar »14 Jahre weniger 72
T «. Wallis leh bek l ich

b) 24! = 620448401733239439360000 x 6,204 - 1023 den Gregorianischen Kalender ab
a) 1) Lösung von Voss;

3654 < 240  60 = = 525960 "1.

Das ergibtin  den 6000 Jahren 525960 -5-  6000 = 15778800000 < 1,6 - 10'°
Permutationen, also rund 25 Billiardstel aller Permutationen.

2) Lösung der Änderung von Wallis:
(525960 - 6000) - (107 - 525960) - 5 = 82990 176480000000000000 <
< 8,3 - 10%? Permutationen, also rund + aller Permutationen.

p) 1) nach Voss:

525960-5-2,1-10'° = 55225800000000000 < 5,53 - 10'S,

also rund 89 Milliardstel aller Permutationen.
2) Anderung von Wallis:

(525960 - 2,1 - 10!°) - (107 - 525960) - 5 =
= 290465617680000000000000000000 > 2,9 - 102°,

Man hätte 468 154mal alle 24! Permutationen hinschreiben können!

113/27. a) 91 d) 10737573
b) 8855 e) 2250829575120
c) 969 f) 17310309456440

113/28.a) 7 -6  = 42 b) 7° = 49

114/29.a) 7 -6 -5 -4 -3 -2=71=5040  b) 7° =117649 c) 7 -6 -5=210

114/30. a) (8) = 28 b) (3) = 10 c) ( 3 )=3  d) (3)-(3) =

114/31.aa) (3) +3=9  ab )(3) =3 ac) 0 ad) 3-1=23
ba) ( ; ) =55  bb) (3) =21 be) (3) =6  bd) (7) - (7) = 28

7-6-5 = 210 b) 7 -6 = 42
2) 1 :6 -5=  30
3) 3-30 = 90

114/33.D@) + 2- 6 )  = 2 (9) — (006) = 120



114/34. [((%) - 5 ' ]  - [©  - 4!]- 3!  = (6)?  -3 = 1555200

114/35. 2° = 32; (2% = 256)

114/36. | Zeichenvorrat| = 63
2* 2 63; xeNg
Die kleinste Zahl aus No,  die diese Aufgabe löst, ist 6.

114/37. 11'° = 45949729863 572161

114/38. a) a) (20? — 9)(4999 — 99) = 1915900.
ß) 3870900

b) (20% —9)- 99 + 20: (9999 — 99) = 236709
c) B und F können leicht miteinander und mit E verwechselt werden. Dasselbe gilt

115/39.

fiir die Buchstaben G,  O, Q .  Auflerdem besteht bei O die Verwechslung mit der
Null ,  ebenso wie bei I mit der 1.
Durch ein Schreiben des Bayerischen Staatsministeriums fiir Wirtschaft und Ver-
kehr vom 20.8.81 (Nr.  7320 a 23 - VII/5¢c — 42546) sind die Kennzeichen KZ, SA,
HJ  und SS der Ausgabe entzogen worden. Sie sind Abkürzungen aus dem 3. Reich
für
KZ = Konzentrationslager, SA = Sturmabteilung, HJ  = Hitlerjugend,
SS = Schutzstaffel.
Im  selben Schreiben werden CD  und CC diesen Diensten vorbehalten:
CD  = corps diplomatique, CC = corps consulaire.
München verzichtet überdies auf die Ausgabe von
NS = Nationalsozialismus,
KP  = Kommunistische Partei und auf das international verständliche
WC  = watercloset.

n ) -  n! 3 n! - ( } )
n—k) (n -k ) ! (n - (n -k ) ) !  n - k ' k !  \k/
n n n !  n !usa.) + ( 17 )  "Km k t  DI (—k—1D!

kD) + (=k)
(k +1 )  (n—k)!

n ! (n  +1)

Tk+  Dn  +1)  = (k+1))

(3 )

“ \ k+1 / )

115/41. Das Glied a" *b* kommt genau (X)  mal VOT.

115/42. 2) 2" = ( 1+  1)" = X (+) { nk ik
k=0

b) Aus einer 2n-Menge lassen (7)  n-Mengen auswählen. Geschieht diese Auswahl

stufenweise, so erhält man die Summe ) (+) (»  " ) was wegen des Symme-
= \ kk=0

triegesetzes auf  d ie  Behauptung fiihrt.
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co) 0= (1 -1 )=  y HERG
k=0

115/43. 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

115/44. a) Nehmen wir zunächst an, die n Elemente seien alle unterscheidbar, dann gibt es
n !  Permutationen. Seien nun n ,  dieser Elemente nicht mehr unterscheidbar, dann
sind n , !  der obigen Permutationen gleich. Die Anzahl der verschiedenen Permu-
tationen ist also der n,!-te Teil von n!. Und so weiter.

3! 4!  5!

117/45. Zunächst 6 - 5 = 30 Wörterbücher,
dann 9 -8  — 6 - 5 = 42 zusätzliche Wörterbücher.

117/46. a) (3)($) = 8 -20= 160 b) (3)-(3) =8 -10=80

c) (3) (3) =8 -4=32 .

117/47. a) 1) 4 Personen können auf (3) Arten ausgewählt werden.
Das ergibt 70 Möglichkeiten.

2) (4) (0) = 1 4) (3) (3) = 36

3) (3)(1) = 16 5) (2) (4) = 16

6) (0) ( s )= 1
b) 1+16+36+16+1="70

117/48. a) (13) = 192928249296 d) (13) + (3) (13) = 471602387168
b) (3) (33) = 278674137872 e) (3) (13) = 135571202208
c) (32) — (48) = 442085310304 f) (£)(%) = 1677106640

— 1)! 5!  )
117/49. a) (n—1) ;5 n=6 :  > = 60; n=17: 2 = 360

n—2)121
b) ( 2 =n -2 ) ! ;  n=6 :  4 ! '=24 :  n=7 :  5!'=120

(n—3)!3!
c) > =3 (n—3) ! ;  n=6 :  3 :3 !=18 ;  n=7 :  3 :41=72

— 3)!2
a RK =(n—-3)!'; n=6: 3 ' =6 ;  n=7 :  41 =24

5+2  n+k -—1 n+k -1117/50. a) = 21 b) =
2 k n—1
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117/51. a) (**37') = (4) = 35 b) (**371) = (5) = 56 c) ( * *57") = (7)  = 120

d) Bei 4 Astragali: 4* = 256.
Bei 5 Astragali: 4° = 1024.
Bei 7 Astragali: 4’ = 16384.

e) Anzahl ohne | mit
der Würfel Reihenfolge

4 (S+4-1) = 126 6* = 1296
5 (6*+371) = 252 6° = 7776
7 ($*7-1) =792  | 6 = 9936

6+3—
ugisz. ( + 3 ' )  = 3 )  = 56

Aufgaben zu 8.3.

(4)119/53. a) P(A) = = )  = 15% 59%
2

(3) 0)
P(B)  = (zy  = 21  ~ 045 o

2

1
PC) = (2) = 1375 = 0,075

2

4

b) (32) = 138753585500 X 6,3:1071°%
13

101 /101 /101 /10
DOGGY)  _ 1000

2 )  i

Einsatz von A :  Einsatz von B = 1000: 8139.

.

,
c) P(»verschiedene Farben«) = (

19/54. k | 1 2 3 k 10

p l  + 4} 41 (4) i r

119/55. a) WG = 1 b) r e
H ©)

9 0<nxgABCNFOCT)
(2)

= 0<n<8A i (5=V113 )<n< { (15+ /113 )

n = 3 ist die kleinste natiirliche Zahl, die diese Aufgabe 16st.

- 4 wy Wg 0 Bl 3119/56. a) 1 — (56)
(3)

119/57. a) = b) Hd = ¢) = 13
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Gewinnklasse I I :
Das Ereignis »5 Richtige mit Zusatzzahl« besteht aus den Paaren
{21,5 Ziz> Zig» Zia> Zig» X} 121); dabei sind die z;;€ Z und Zu  zy,

Für die gezogene Zahl x gilt: xe  {1,2,...,  49)\Z.
Zur Berechnung der Mächtigkeit dieses Ereignisses überlegen wir:

1) Von den zunächst gezogenen 6 Zahlen stimmen 5 mit den 6 angekreuzten Zahlen
überein. Dafür gibt es ($) - (4) Möglichkeiten.

2) Die als Zusatzzahl gezogene Zahl stimmt mit der noch verbliebenen angekreuzten
Zahl überein. Dafür gibt es (1) - (6) Möglichkeiten.

Somit gilt:
6 ) .  /43\. / 1 . / 42

P(»5 Richtige mit Zusatzzahl«) = (5) ( 7 )  (1) ( 6 )  _ 6 1

(49) - (43) 13983816  2330636

x 4,29 - 107%.

Die Wahrscheinlichkeit für einen Treffer in der Gewinnklasse I I  ist also 6mal so groß
wie die für einen Treffer in der Gewinnklasse I.

Gewinnklasse 111:
Das Ereignis »5 Richtige« besteht aus den Paaren, die folgendes leisten:

1) Von den zunächst gezogenen 6 Zahlen stimmen 5 mit den 6 angekreuzten Zahlen
überein. Dafür gibt es ($) - (*°) Möglichkeiten.

2) Die als Zusatzzahl gezogene Zahl stimmt mit der noch verbliebenen angekreuzten
Zahl nicht überein. Dafür gibt es (**) - (3) Möglichkeiten.

omit gil © ©) 42 3
P(»5 Richtigeq) = LAOS = =

(>> Richtige«) *Y- (3) 2330636 166474

Bemerkung; Die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden Gewinnklassen I I
und I I I  ergibt die Wahrscheinlichkeit P(»5 Richtige«) beim Lotto »6 aus 49«, wenn
ohne Zusatzzahl gespielt wird.

~ 1,80 -1073%.

120/63. a) Es gibt 13 Viererpasche und 4-10 = 40 Farbfolgen.
13-48  1

b) P(»Vi h«) = = ~24 -107%%) P(»Viererpasch«) (3  "4163 Ve

40 1_  X15 -1073Y .P(»Farbfolge«) (3) ~ 64974 /o

52—k 52—k

(2) 26 -51
120/64. a) P(»1. schwarzer Konig ist an k-ter Stelle«) =

b) P(»2.schwarzer Konig ist an i-ter Stelle«) = P(»1. schwarzer Konig ist an

(53 — i)-ter Stelle bei umgekehrtem Stapel«) = Th  z :

120/65. a) Q = Menge aller Quadrupel aus der Menge {1,2,...,6} = |Q| = 6
A = Menge aller Quadrupel aus der Menge {1,2,...,5} = |4]| = 5%

4 _ 64 _ 16 —5* 1296 -625 _ 671 051751
P(A) = = =

4 )  6* 1296 1296 2
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b) Q = Menge aller 24-Tupel aus der Menge aller Paare, die aus der Menge
{1,2,..., 6} gebildet werden können. |Q| = (6?)?* = 36**
B = Menge aller 24-Tupel aus Q, die das Paar (6/6) nicht als Komponente ent-
halten. Für jede Komponente dieser Tupel stehen also 35 Paare zur Verfügung.
= |B| = 35**.

3624 — 3524 35 \2+ 1— = ]  —(— 0,492 < —.P(B) 3678 1 (3)  <0 ,  < 5

(2) ~ 121° 2167.2. 7)  x 21,05°120/66. ( 3 )  = 248 = 1 ,  1%.  / ® (39 )  * 9 %.

121/68. E : =  »bei n Wiirfen mindestens einmal 1 und mindestens einmal 6«
E : =  »bei n Wiirfen keine 1 oder keine 6« = A UB.
P(E)=1— P(E)=1— P(AUB) =

=1-—[P(4) + P(B)— P(ANnB)] =
=1 - [@"  +"  ( 1  =
=1 - [2 -3 f — (31.

n=10 :  P(E) ~ 0,6943 n=20 :  P(E) ~ 0,9481

12! 52 -7 -11  1925
1212 127 35831808

121/69. ~ 0,00005372. 121/70. t +  = 7

121/71. Anzahl der 9-Tupel aus {Do, Fr, So}, in  denen jedes Element aus {Do, Fr,  So} minde-
stens einmal vorkommt = 3 ° — 3 -2 °+3 -1 °
3°—3:2°+3  _ _ 18150

7° 40353607
Aus der geringen Wahrscheinlichkeit darf geschlossen werden, daß die Polizei bevor-
zugt an den genannten Tagen kontrolliert.

211  2048
121/72. a) = = i a

(0) (4) 43-42-41-40-39-38 435461
(4) 49-48-47-46-45-44 998844

121/73. p = 1 — (384)";
Wetten lohnt sich, falls 4 <p  «= (384) <1 ;

<> n(lg364 —1g365) < — 1g2;

<0,000450.

~ 0,0116.

b) = 0,4360.

<> n>  252,65

= n=  253.

1 1 9 15 () 20 5121/74. 2) — = — b) 2 — = Wo
A 5a Prag  9%" mg DO

21/75 +B )  + ( )  6+15+1  1 (Da es 3 Farben sind, geniigt es, 4 Socken
121/75. (*2) a 66 3 zu entnehmen, um mit Wahrscheinlich-

keit 1 ein passendes Paar zu erhalten.)

121/76. a) 1) 2 Handschuhe: p = {34% = 18 = 94,74%,
4 Handschuhe: p = 43-18-1614 _ 224 _ 69,35%
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2) 2 Handschuhe: p = {5 x 5,26%

4 Handschuhe: p = 3% = 30,65%

b) 2m Handschuhe werden den n Paaren entnommen.
1) Für die Auswahl des 1. Handschuhs bestehen 22 Möglichkeiten. Damit beim

nächsten Zug kein passendes Paar entsteht, bestehen für den 2. Handschuh
nur mehr 2» — 2 Möglichkeiten. Dieses Verfahren wird fortgesetzt bis zum
2m-ten Handschuh, fiir den noch 27 —2-(2m — 1) Möglichkeiten bestehen,
wenn er nicht zu einem der schon gezogenen passen soll. Man erhält also
2n-2n—2)-...-[2n—-2-(2m—1)] Möglichkeiten, nicht-passehde Hand-
schuhe in einer bestimmten Reihenfolge (z. B. Farbe) zu ziehen.
Mögliche Zugfolgen gibt es jedoch 2n-(2n—1)-...-[2n— (2m — 1)]. Somit
gilt für die gesuchte Wahrscheinlichkeit

2n-2n—2) - . . . - [ 2n=22m-1 ]  _ 2”  -n(n— 1)... [n—(2m— 1)] _
2n-(2n—1)-...-[2n-2m-1)] ~ (2n)!

( 2n— 2m)!

2m,  nm! 2m.( 3 \.om�Õ 22m.(

Pam _ (2m) emt  (2m)
( 20  n r  (20) Da 2n \

(3m) (2m)! (3m) (2m)! ( im)

2) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist die Gegenwahrscheinlichkeit zu 1); also

2m,  n

> (an)1— :

2n

(20)
121/77.|Q| = 6"

n 2 3 4 5 6

Anzahl 6-5  6 -5 -4  6-5-4-3  6 -5 -4 -3 :2  6!
der

günstigen

Fälle

P 6 3 18 34 333 0

Wette giinstig günstig ungünstig ungünstig ungünstig ungünstig

121/78. E : =  »Bei n Wiirfen tritt mindestens einmal 1 und mindestens einmal 2 und . . .  und
mindestens einmal 6 auf«
E, = »Bei n Würfen tritt die Augenzahl 7 nicht auf«
Dann ist
_ 6

E=E VUE, VE,;UE,UEsUEs = VE,
i =1

P(E)=1—PE)=1—P(  0) E).
i =1
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Berechnung nach der Formel von Sylvester:

P(E)= @Y';
P(E,NE) = Gy; (i<J)
P(ENEnE)=@" ;  ( i < j<k
P(EENE,NENE)=@) ;  (i<j<k<l])
P(EENENnENENE) = ) ;  ( i < j<k< l<m)

6

i=1

also P(E) = 1 — [6@" - ÖICEY + ISO - DOC + Or]  =
= 1—67"[6-5"—15-4"+20-3"—15-2"'+6J.

Für n = 10 erhält man P(E) ~ 0,2719.

121/79. a) Nach Tabelle 103.1 gilt: p x 1 — 0,3679 = 0,6321
b) n=1und ab  n = 3.

Für n = 2 ist die Gewinnwahrscheinlichkeit genau 3. (Siehe Tabelle 103.1.)

121/80. a) k der n Briefe sollen richtig stecken. Diese k Briefe können auf (J) Arten aus den
n Briefen ausgewählt werden. Von den restlichen n — k ey  darf keiner richtig

=Dstecken. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist X . (Beispiel 7,

Seite 102). Wir benötigen aber die Mächtigkeit dieses  reisnisses.
Wegen |A |  = |2|- P(A) schließen wir:

Da  es (n — k)! mögliche gleichwahrscheinliche Anordnungen für diese n — k Briefe

gibt, gibt es also (n — k ) !- 5 (=d l  Anordnungen dieser n — k Briefe, bei denen

jeder dieser Briefe falsch steckt. Damit erhalten wir

i

(i) opr, GEd
P(»Genau k der n Briefe stecken richtig) = | {=0  =

n !

_ 1 .5  (=TE
b) 1) P(»Genau 5 der 10 Sportler erreichen die Startnummer«) =

1 5 — 1 ) ‘
= 57 l l  1+  4 — 4 + 4 - rho) = 3hbo ~ 0,00306.i !

2) PO Mehr als die Hälfte der 10 Sportler erreichen ihre Startnummer«) =

a X (7  XA)  -

1Term —=(1-1+4-  h t  g r -1+4+

1 3 11.  1 1 11 -1  po  4 .3  1 t o 11ar‘ )+  Tor 687  mn 3°  ar 27m
1AR SAL
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122/81. a) Im  günstigsten Fall erfolgt nur genau eine deutsch-deutsche Paarung. Dieser tritt
ein, wenn keiner der drei nicht-deutschen Vereine gegen einen nicht-deutschen Ver-
ein spielt. Wir stellen uns vor, daß das Ergebnis der Auslosung in  einer 4 x 2-
Tabelle, bestehend aus 4 Zeilen und 2 Spalten, festgehalten wird. Der erste aus-
landische Verein kann jedes der 8 Felder besetzen. Für den zweiten stehen 7 Felder
zur Verfügung. Damit er nicht gegen den ersten ausländischen Verein spielen muß,
muß er fur eine neue Zeile ausgelost werden. Die Wahrscheinlichkeit hierfür ist
¢. Für den dritten ausländischen Verein stehen 6 Felder zur Verfügung. Damit er
nicht gegen einen der beiden bereits ausgelosten ausländischen Vereine spielen
kann, muß er wieder fiir eine neue Zeile ausgelost werden. Das geschieht mit der
Wahrscheinlichkeit 2. Somit tritt der fiir die deutschen Vereine günstigste Fall  mit
der Wahrscheinlichkeit §-%-£ = 3 ein.

b) Man unterscheidet zwei Fille:
1) Is tk  <2 "  1 ,  dann besteht der günstigste Fall  darin, daß keine deutsch-deutsche

Paarung auftritt. Die Auslosung wird in einer 2 " !  x 2-Tabelle festgehalten.
Kein deutscher Verein darf fiir die Zeile ausgelost werden, i n  der bereits ein
ausgeloster deutscher Verein steht. Dies geschieht mit der Wahrscheinlichkeit

m 22  M_2.2 2"_3.2 2"—(k—1)-2_
7 7 -1  2-2 2 -3  7 k l

PET DET  = =)  ( 2  = k= )  _
Tro  N@@ 3 .  @-k-D)

= 2k

Fortsetzung siche Seite 270

122/82. a) Jedes der n Teilchen kann in  jeder der z Zellen liegen. Das ergibt |Q2| = z". Es gibt
n !  Möglichkeiten, die n Teilchen anzuordnen, wobei n ,  Teilchen in der Zelle 1,
die folgenden n ,  Teilchen �Õn der Zelle 2 liegen usw.
Eine Permutation der Teilchen einer Zelle ändert die Verteilung nicht. Somit ist

n !
En  , BY THERES

die gesuchte Wahrscheinlichkeit zn

b) Wahrscheinlichkeit Anzahl dieser Wahrscheinlich-
Anordnung dieser Anordnung Anordnungen keit des Typs

40000 A (D=5  5

31000 at (36) = 20 20
22000 aß (GO:Ar = 10 3
21100 i (D-G)-G)-2 = 30 360
11110 A (D=5  625

c) Anordnun Wahrscheinlichkeit | Anzahl dieser Wahrscheinlich-
une dieser Anordnung Anordnungen keit des Typs

5000 = 4 1077
4100 1053 12 89

3200 7023 12 en
3110 88x 12 24
2210 73% 12 360.

2111 89  4 1524

47



d) z” = 3*=9.

Wahrscheinlichkeit Anzahl dieser Wahrscheinlich-
Anordnung | giecer Anordnung Anordnungen keit des Typs

200 1 (D=3  3
110 2 (3) =3  $

1 x ® © X X
®

2 X
2 2 o X ® °® X

3 X X ° X ®
°

Die Maxwell-Boltzmann-Statistik ist gültig fiir Würfel.
Interpretation von d): 2 Wiirfel. Die Zellen sind die Augenzahlen mod 3.

122/83. Gültig fiir Bosonen, also fiir Photonen, n-Mesonen, a-Teilchen, Atome mit einer
geraden Anzahl von Nukleonen.

1 1
a)  r e+7 ) 1 CF)

1

FEE SE  =
Es gibt dieselben Anordnungen mit derselben absoluten Häufigkeit wie in 82. b)

1

9 ) =m =
Es gibt dieselben Anordnungen mit derselben absoluten Häufigkeit wie in 82. 0).

1 1
d = =

) ZF  é 1 . ° ® PY

2 ©

SHC ° °
3 o ° © ®

122/84. Gültig für Fermionen, also für Elektronen, Nukleonen, u-Mesonen.
1a) —
n)

1
b) = =1% —a

1| eo ®

82.¢) ist in diesem Fall nicht möglich! © a

Fir n = 2 und z = 3 hat‚Jede Anordnung 3 2| © °

die Wahrscheinlichkeit——5 = 1. 3 o o
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Aufgaben zu 8.4.
111 /15

122/85. P (Z = 5) = (s ) (()05) 0.261
10

4\ (28 28

122/86. a) P (Z= 3)  = GB)  ) + 0,073 b) P (Z= 3) = 6 )  ) x 0,018
{ i o  ( 13

28  + (4  28

10
( 0 )  . 199207 )  90

122/87. P (Z= 0)  = on"  = 0 =
( 16 )  ( 16 )

_ 90!-10!-90!
 10 ! -80 ! -100 !

_ 81-82-83-84-85-86-87-88  -89- 90

~91-92-93-94-95-96-97-98-99- 100
~ 0,330.

k\ (n—k

122/88. a) 1) P(Z = 0) = (5)ie  )

%0) _G9 (0) __ 7 _ 7— — uo )  14 )  _ — x 0,00541 x 5 ,4 .
DPE=0="m =m = 77 -9  1% ©

b) 1) P (Z=1 )  =1 -0 ,00541= 99,46%.
( 9 )  20 -6  6 - (s )  6 - ( ' s )  _

2) P (Z = 1) = HART = = = A ~ 0,0650= 6,5%.
10 )  ( 10 )  ( 15

3 P (Z<3 )=  5 P(Z=1)= 153 + 2%+55 + 4% ~ 0,6858 ~ 68,6%.
i {=0

20 -6  4

4) P (Z = 6) = da  5A
10  10

123/89. Urneninhalt: 2» (4n) Kugeln davon sind 2 schwarz.

2 2 .  pz=  = 0672 ) n ta )  N p=  ( - ) = (27) CC 2In-—1

4- (3 )  72 )  — n—1

zua) f i r n=4 :p=3  zu b) fürn=4:p=3%
f i i rn=8:p=1% f i r n=28 :p  = .

123/90. Ziehen mit Zuriicklegen

a) P(Zw =5)=(Y)(3%)°(33)° = 23.1%.
b) P (Zs=6 )  = P(Zw =)5).
c )  P (Zy=0 )= ( ) (3 1 °  (32 11  = (43)!  =0 ,2%.
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d) P(Zwz 3 )=1 -P(Zws=2)=
SI  P=  07  Pw  =)  PC 2 )  =

—(38)—11- (RB) (3)"'° — 55 DE)  =
"509%,

e) P(Zy  <3)=P(Zw = 3) +(1— P(Zw 2 3)) =
= 15,3% +9,1% = 24,4%.

Ziehen ohne Zurücklegen

a) P (Zw= 5) = TU  = 3312310 _ 20,9%

b) P(Zs = 6 ) = P(Zw=  5)

c) P(Zw — 0) = A — AST  — 0 ,018

d) P(Zw= 3 ) = 1 — P(Zw£<= 2) =

_ (GD + (Ga ) + (9) _
(i$)

=1 -13  + 33+275275 __
SE 513 [i

= 1— 88528 =
= 74 8160 = 96,0%

e) P(Zw=3) = M(Zw=3) + (1-P(Zw=3)) =
11

= CD  | po =
= 10617754309673 _
= 160  =

= Hrittes = 17.8%.
Günstiger ist Ziehen ohne Zuriicklegen bei a), b) und d).

123/91. Z : =  Anzahl der Mädchen
a) P (Z=2 )= (3 )  (3)? -(4)°= 33 = 0,3125 = 31,25%

b) P (Z=5 )= ( )  (3) (3)° “ i  0,03125= 3,125%,
c) 3 = 50%.
d) a) P(Z =2 )= (5 ) -  0,486? - 0,5143 = 32,07%

b) P(Z  = 5) =(3)- 0,4865 - 0,514° = 2,71%
c) 0,514 = 51,4%.

123/92.a) Urneninhalt: 1 schwarze und 5 weiße Kugeln.
P(Z  =0) = (3°  - ( 310  ="  x 16,15%.

b) P (Z21 )=1 -P (Z=0 )=

=1-(0)@)°@)° ~
~1—0,5787 =
= 42,139.

¢) Bedingung: P (Z=1 )=0 ,5

= 1- ( )F° -@r  205;
l g2<n  > 3,80. Das kleinste 7 ist 4.

l g6 — 1g5



123/93. a) P(Z  = 0) =(3)*° =~ 0,0115

P(Z  = 0) = (89)*°% x 4,2 -10720,

b) P (Z=4 )= (%)  (1)*(3)'° = 0,2182
p=  P (Z  — 40) — 20)  (3)%° (%)16°.

entweder: lgp = 1g200! — 1g40! — 1g160! + 401g0,2 + 160 - 120,8 =
= 374,8969 — 47,9116 — 284,6735 + 12,040 — 40 + 144,496 — 160=
= 0,8478 — 2 ;

p = 0,0704.

200 !  40  , (4\160 _

= 7011601 O78 =

= 
7 ,886579  . 103  74  | aye  | aps

8,159153- 10%7 - 4,714724- 10284

~ 0,07037

oder: P

123/94.2) 3. b) L id l — 4

123/95. Urneninhalt: 1 schwarze, 5 weiße Kugeln.
12 Ziige mit Zuriicklegen.
Wahrscheinlichkeit fiir einen »guten Wiirfel«:
PA=Z<3)=  (*) (3)? (3)! +( !2)  (4)? (310 +(%2)  (3)? . (3? _

12-511 466  5'9 +220 -5°
= 612 =

59 (12 -5% 4 66- 5 + 220)
= 612  =

_ 1953125 (300 + 330 +220) _

a 10077696 - 216 a

_ 1953125-850 _
= 10077696 - 216

_ 830078125 _
"1088391168
x 0,7626.

Der Vorwurf  des Betrugs kann nicht aufrechterhalten werden, da  unter Verwendung
von Laplace-Würfeln bei diesem Verfahren 24%, »schlechte« Würfel auftreten.

123/96. Urneninhalt: 1 schwarze und 1 weiße Kugel.
10 Züge mit Zurücklegen.

P(Z  < 3)  — (2) 0 ,519  + (2°) 0 ,510  + (3 )  0 ,510  + ( )  0 ,510  —

_1+10+45+120  176

a 1024 1024

In  17% aller Fille liefert das alte Verfahren denselben Ausschuß. Man kann daher das
neue Verfahren noch nicht als besser bezeichnen.

x 0,1719.

123/97.2) § -4 -4 -4= = 7,9% b) (3° $ = 2% = 7.6%.
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124/98. X : =  »X erhält einen Preis«

I .  Ziehen ohne Zurücklegen

N
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tn
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S
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 io

n

= P(C) < P(B) < P(A)
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v
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II. Ziehen mit Zurücklegen
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P(A) = $46) 1+6° -  a
=3 (1+  (&)* +S°  + =

1
= 4 "  1 — @°

_ 23
PB)=33+3Y  4 +3  Y°  3 + . . .  =

z101+G@*+Y°  +...)=
29

PO) =@*  1+  @ 1+  D t  + . . .  =

=> ( 1+6°+6 ) ° +...) =
= 4%.

124/99. X : =  »X  siegt«

a)

(Star

AAA
PB =3 + +1 @0  d+. = gy  =
PC)= BF 4+  G7 G4 +6 )  ea  =
Also P(A): P (B) :P(C)=9 :6 :4 .

b)

Start

C) = 139776 + a r

Also P(A): P(B): P(C) = 77:53:35.
Hudde hatte sich anfänglich verrechnet. Die oben angegebenen Werte stehen erst
im  Brief vom 29.6.1665 an  Huygens.
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A

ist
Sieger

B nach
dem
2. Zug

C

A i

Zur praktischen Berechnung kiirzt man erst in den jeweiligen Summanden und
erhält

_ 1 2 4 (14 72-22
PAO =3+11 (3)  + 5 (Gr1)  + 5 (55) t og  t

4-77 2 f(1\ 4 (1 1 \? _ 58288932
Ter  t y  (3) *5  (55) + (z5) = 121287375

3 . 3m Sh  (3) Toda  8 :7  ) 6 .4 ,
10 10

_4 .v  _8-k [GT _ 38082330
So  (12-6)? | (3D 121287375°

8\2 4 (8) (7) 4 8 : -7 - . . . 2 \  1 4 _
PO) = (%) u +(©) (3) 11+ + (B r )  255"



4 :5  BK  [BT -
«So  (12—k)* | (1)

Lo 1 [DT 24916113= 4 -3 )?  | =
& 2 5% | i l  121287375°

Da  alle Zähler durch 9 teilbar sind, erhält man

P(A ) :  P(B): P(C) =6476548:4231370:2768457.

124/100. a) Urneninhalt: 1 schwarze und 1 weiße Kugel
2 Zige mit Zuriicklegen

P(Z=2 )= ( ) ( ) ?=1=25%.
b) Urneninhalt: 1 schwarze und 2 weiße Kugeln

3 Züge mit Zurücklegen

P(Z=3 )= (3 )  3)  ==  3,7%.

c) PZ=n=( )p "  =p"
d) 3)" 5%

< J <n .

I DGS)_124/101. a) P(Z  =1 )  = (on) = 0,4201.
20

b) P(Z=1)=(%)" (730)! (35)'° = 0,3774.

c) a) P (Z > 1) = 1—(P(Z= 0) + P (Z =1)) =
— 1 — (0,3193 + 0,4201) =
— 0,2606.

b) P(Z>1 )  =1—(F)(:30)° (1606) —(1)(100) (166)7 =
= 1— 0,3585 — 0,3774 =
— 0,2641.

125/102. a) Für den Doppelzug gibt es N(N — 1) Möglichkeiten. Günstige Ergebnisse sind die
Fille »Weiß-Schwarz« und »Schwarz-Schwarz«.
Damit gilt:

p=  (N -8 )S+SE-1 )  _ §
N(N  — 1) A

Die Wahrscheinlichkeit, beim 2. Zug eine schwarze Kugel zu  ziehen, ist dieselbe
wie die, beim 1. Zug eine schwarze Kugel zu ziehen, obwohl der Urneninhalt ver-
ändert wurde.

b) Man  denke sich die N Kugeln von 1 bis N numeriert, wobei die schwarzen Kugeln
die Nummern 1 bis S tragen. Als Q wählen wir die Menge aller n-Permutationen

N !
(N  —n)

»Die Kugel des k-ten Zugs ist schwarz« besteht aus all den n-Permutationen, die
an der k-ten Stelle eine der Nummern 1 bis S tragen; das sind nach dem Zähl-

aus der N-Menge, die alle gleichwahrscheinlich sind; |Q|  = +. Das Ereignis

os  N-1 ) !  S (N — 1)! . N

prinzip S -  m t  e -  0)? = AR  . Damit erhält man

(N  —1YN —n) !

P(»Beim k-ten Zug wird eine schwarze Kugel gezogen«) = 5 N — CA —

= = P(»Beim 1. Zug wird eine schwarze Kugel gezogen«).
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S _S-1 ,
N°’  b )  po  = NT) ’

S S—-1 NS-S—-NS+N _ N-S
N N-1 I  NN-1 )   NN-1

S=~

S|
N

N 1% 5% 50% 95%
100 1% 0,96% 0,51% 0,05%
500 0,20% 0,19% 0,10% 0,01%

1000 0,099% 0,095% 0,050% 0,005%

125/104. 1. Schritt: Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Teilnehmer bei einem Ratevorgang min-
destens 9 Richtige hat:

p= )  + ( ° °  = bk.
2. Schritt: Wahrscheinlichkeit dafür, daß keiner der 500 Teilnehmer mindestens 9
Richtige hat:
Dy  = (59%) 9 ( 1  —p)3%°  — (1  _ 1533 )  — (4833)°°° ~ 0 ,00452 .

3. Schritt: Wahrscheinlichkeit dafür, daß mindestens einer der Teilnehmer mindestens
9 Richtige hat:
p=1—(1—1413)°%" ~ 0,99548 =~ 99,5%.

Aufgaben zu 8.5.

125/105.

125/106.

125/107.
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Menge zu w3 : =  {PxyzwQ, QPxyzw, xQPyzw, xyQPzw, xyzQPw, xyzwQP|xyzw ist
eine Permutation der anderen 4 Personen}
Maichtigkeit = 6 - 4!
Menge zu  w ,  : =  {PQxyzw, QPxyzw|xyzw ist eine Permutation der anderen 4 Personen}
Michtigkeit = 2 - 4!
Menge zu  ws : =  Menge zu  wy,

Menge zu wg : =  {PxyQzw, xPyzQw, xyPzwQ, QxyPzw, xQyzPw, xyQzwP|xyzw ist
eine Permutation der anderen 4 Personen}
Maichtigkeit = 6 - 4!

Wi
1 2

WwW Die drei Fille von d'Alembert:
7 sind nicht gleichwahrscheinlich.1

2 a
Nehmen wir an, zwei der drei Münzen zeigen Z .
Das gibt folgende Muster: ZZe ZeZ  eZZ



Zeigt die fehlende Münze W,  so gibt es 3 verschiedene Fälle; zeigt sie Z ,  so gibt es nur
1 Fall:  ZZZ.
Die günstigen Fälle verhalten sich also zu den möglichen wie 1 :4.

126/108. Jeder der drei vorhandenen Einser kann oben liegen. In zweien dieser Fälle ist die
Rückseite auch eine Eins. Also ist die Wahrscheinlichkeit für eine Eins auf der Rück-
seite gleich $.

126/109. Lösung 1:  falsch! /

Die Fälle sind nicht gleich wahrscheinlich, vgl. Baum von Lösung 7.
Lösung 2 :  falsch! siehe oben.
Lösung 3 :  Q stimmt, P ist falsch! siehe oben.
Lösung 4: richtig!
Lösung 5:  Bei der 2. gezogenen Kugel ist die Wahrscheinlichkeit dafür, die Farbe

der 1. Kugel zu haben,nur noch 3.
Lösung 6:  richtig!
Lösung 7: richtig!

126/110. 2 gleichwertige Möglichkeiten für den Urneninhalt: ww, ws.
3 gleichwertige Möglichkeiten, eine weiße Kugel zu ziehen; davon sind 2 günstig für
ww. Also p = 3.

126/111. a) Verfahren A :

Lage von Länge von Möglichkeit, ein Dreieck
T, T, a, a, as zu bilden

1 2 1 1 3 nein
1 3 1 2 2 ja
1 4 I 3 1 nein
2 3 2 1 2 ja
2 4 2 2 1 ja
3 4 3 1 1 nein

P(»Es läßt sich ein Dreieck bilden«) = 3
Verfahren B :  Möglichkeit, ein Dreieck

Lage Lage von T, ZU bilden

von T, 2 nein

— Eg  ja

G 4 nein

B
l=

 
fa

 
N

E
 

N

: nein
4 .

2 Ja
; G 3 nem

keine weitere Teilung

P(»Es läßt sich ein Dreieck bilden«) = 2+3+3f3+3%2 — 18 — o
fa
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b) P(»Es läßt sich ein Dreieck bilden«)
nach

a Verfahren A Verfahren B

3 1 :
4 0 0
6 10 13
7 $ &

Aufgaben zu 9.1.

138/1. a) 1) B,(S) 2 P(MnS) 3) B(M)

b) Mit den Daten aus 9.1. ergibt sich

Pets) = 200M) = 3 = ~ 58%

PMNS)  = 5 x 28%

PMaS)  _ da  _ 1 0

PE) EHE
138/2. A :=»Der Schwarze schlägt den WeiBen«

B : =  »Der Schwarze kommt heraus«

P(B) = § + 5 + 716 = 216

P(AnB)=4 41+373 11  +R 36  = 7356

P(M) =

„ 6 -4

Pod) = e s } .
138/3. a) P(A) = 4 = 50% P(C) = 25%

P(B) = 33% P(D) = 8%

b) 1) P,(B) = Wahrscheinlichkeit fiir eine durch 3 teilbare Zahl unter der Bedingung,
daß sie durch 2 teilbar ist =

_PANB)  _ 016 _ 8 _ no

> PA) 7 05  7 B=-3%
Pg(A) = Wahrscheinlichkeit fiir eine gerade Zahl unter der Bedingung, daß

sie durch 3 teilbar ist =

_PANB)  0,16 _ 16 — 48680

~ PB) 0,33 = 13 = 485%

_P(AnC) _ PC) _ 025 no2) P,(C)= PA) =P )  = 05 = 0%

P(C) inno |PC) = 10%P(A)  =
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P(AnD)  _ 0,08
3) BD) = = GE = 16%

Pd)  = PU = 100%

4 PO = = aM
PB) = pia) = 5 = 32%

5) BD) = LEED = 2 ) = x 202%

Fo(B) = BD} = 100%

P(CnD)  _ PD)  _ s
6)  F-(D) — P(C)  PC)  25 — 32%

P,(C)= 100%.

138/4. a) P(»Beim 2. Mal fällt Adler«)
P({110,011,111}) _ # _ P({110,011)} _ $ _

DD  Fi to,  101, 01%, 111) _ i ? F({u10, 101,017) ~ 3 °
3) P({010, 110, 011%)

P({000, 100, 010, 001, 110, 101 ,011 } )

P({010,110,011}) _ 3Lo  3 ,

kürzer: 1 -  Pd  01 -4 )

4y P10,  11 ) _ 4 _ ,  P({111}) . PO) _
1 Vy  © Foon “©

7 P{o11,110})  _ } _ ,
P({001,011,100,110}) &  *

P({011, 110, 010}) 3
%) P({011, 101, 110, 100, 010, 001}) —¢=1
P(»1. Würfel zeigt 6 und Augensumme mindestens 10«) 15  __ 1

139/5. a) P (»Augensumme mindestens 10«) az?

b) P(»Augensumme mindestens 10 und 1. Würfel zeigt 6«) _ 3% _ }
P(»1. Würfel zeigt 6«) i

_P(AnB)nB)  _P(An(BnB))  PANB)  _139/6. a) Py(ANB) = 7 = 555 = pm = h i )

[Verwendung des Assoziativ- und des Idempotenzgesetzes]

_ P (AnA)_ ALP(A) _ _ P(AnQ) _ Pld) _

PAN A) 70) P(Q nA) _ P(A)P;(A) = = = = = ——==1
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139/7.

139/8.

1399.

139/10.

139/11.

60

(4A; 0 B)n(A ,nm B) =
=(BNnA)N(A;NnB) = Kommutativgesetz
= Bn [A ,n (4 ,nB ) ]  = Assoziativgesetz
= Bn [ (4 ,nA ; )nB ]  = Assoziativgesetz
= Bn [0nB ]  = Voraussetzung
= Bn) = Dominanz
= Dominanz

a) Py({a)) = ©ly  PP ten) > P({w}) ,  da 0<P(B)£1 .

b) Für alle A mit AnB  = 0 und P(A) > 0 ist Pgz(A) = 0 < P(A).

P(AnB) _ P (AnB)

P(A) P(B)
Man  erkennt: Sind 4 und B unvereinbar, dann ist der erste Faktor 0 ,  die Aussage
also wahr.

d) Gemäß c) ist P,(B) = Py(A) <= P(A B)(P(A) — P(B)) = 0. Sind A und B gleich-
wahrscheinlich, so ist der 2. Faktor 0. Wegen P(A): P(B) > 0 ist dann die Be-
hauptung wahr.

c) P,(B) = Py(4) «= <> P(A B)(P(4) — P(B)) = 0

A : =  »Augensumme ist 7« PA)  =3
B:=  »Augensumme ist ungerade« P(B) = 4

C : =  »Augensumme ist prim« P (C)=  KR

D : =  »Augensumme ist geradex ~~ P(D) = 4

1

a) ANB =A PA) =%=1%
2

1
b) ANC = 4 PA)= {5 =%3%

A : =  »Augensumme ist ungerade«
B : =  »Augensumme ist prim«
An  B : =  »Augensumme ist eine ungerade Primzahl«

PA) =3 a

PB) =33 = PB) =F  =3
P(AnB) = 15

R : =  »Die 5 Karten sind rot« H : =  »Die 5 Karten sind Herzen

_ COS) — _ 253 9&0
P(R) = 2 )  = 2858560 = 3585 ~ 2.5%

( 303 )

P(RaA) = P(H) = ( 5  = 6 X 5 :1072%

Pr(H) = 38840-233 = 360 ~ 1,96%



139/12.

139/13.

139/14.

139/15.

a) P(»Produkt gerade und Summe gerade«) = 25%
P (»Summe gerade«) = 50%
Prsumme gerage« @ Produkt gerade«) = 4

b) P(»Produkt gerade und Summe = 7«) = 8%
P(»Summe = 7«) = 8%
P, cumme = 7 (»Produkt gerade«) = 1

c) P(»Produkt gerade und Summe prim«) = 36%
P(»Summe prim«) = 37%
P,summe prime (?Produkt gerade«) = 3%

d) P(»Produkt gerade und Summe durch 3 teilbar«) = 26%
P(»Summe durch 3 teilbar«) = 34%
F»Summe durch 3 teilbar«(”Produkt gerade«) = k i

e) P(»Produkt gerade und Summe > 5«) =7%
P(»Summe >5«)  = 79%
Py,summe > s«(»Produkt gerade«)= 53

l t

3

a) A :=»10  Wappen oben; P(A)=

B : =  »1. Münze zeigt Wappen; 2a  = 3 .
ANB = A ,  also

b) C:=»Mindestens eine Münze zeigt Wappen«; P(C) =
AnC = A ;

F(A) = 1033.
c) D :=  PME als 4 Wappen

P(D) = 515y i N t  (D+  (D+  +03)+19)  =

= 575 (252+ 210 + 120 +45 + 10 + 1) =

= 7024;
AnD = 4;

P(A) = 533
a) A :=»Mindestens ein Junge; P(A) = 3

B : =  »Beides Jungen; PB) = 4

BnA=8B

P.(B) = 3
b) C:=»Das ältere Kind ist ein Junge«; P(C)=  #4

BnC=BH

FB) = 4

a) A : =  »Mindestens 1 As«
B : =  »Mindestens 2 Asse«

Fy(B) = P(A) ~~ PA )  = 7)
b) C :=»Pik-As«

P(CnB 12  0

rey = BED = Gad)» 56%

P(A0B) _ PB) _ GD-GD-460 370,

1852.



139/16. a) B:=»Mindestens 4 Richtige«

P(B) = 73083816
A = »Genau 6 Richtige«

P(A) = 757585878;
AnB  =A ,  also

Py(A) = 73607 © 72 -1073
b) C:=»Genau 5 Richtige«

P(C) = 3516; CnB=C

Py(C) = 15867 ~~ 1 ,9%
2

c) 1) P(»2 weitere Richtige«)= Se  = 555 = 0,1%
2

43

2) P(»1 weitere richtige Zahl«)= 6I i  ) — 235 ~ 87Y

140/17. a) A : =  »Augensumme ist 9, 10 oder 11«
B; : =  »Der 1. Würfel zeigt i Augen«
P(B) = ¢.

i | ANB, P(ANB) | Pa(A)

110  0 0
2 0 0 0
3 | {GI6)} 36 $
4 | {415.614} 18 3
5 | 1619, 615), (516)} 12 3
6 | {(613), (614), (615)} Tz 3

b) C,:=»Mindestens ein Würfel zeigt i Augen« P(C;) = 4}

i ANC;  P(ANC)) Pc(A)

1 Ö 0 0
2 Ö 0 0
3 | {16) ,  (613)} % Tr
4 | {(415), (514), (416), (614)} 36 Tr
5 | {S14), (415), (S15), (516), (615)} % TT
6 | 10613), (316), (614), (416), (516), (6|5)} 3% Tr

140/18. a) Py. w(T) = 367817 = 1,79%0

62

Py w(T) = sibs = 1,62%p0

Py w(T)= sits = 5.59%
Pynw(T) = zB  = 3.32%

Py(T) = 3766883 = 1,86%00

Py(T) = 737075 = 2.24%
Also Py w(T)> Py. w(T) Es EF
und Py. 5(T) > Py w(T), N =
aber Py(T) < Py(T). W =

el <en die Entsprechungen

O
b

a



b) Pyc(A) = 2 — 5 = f
5 = Py c(A) > Py c(A)

Bg cA)  = + = 3 = 3%

| = Panz(A)> Panc(A)

Pod) = 32 -
© | = Bild) = B4 )

P(A) = 3 = 4 |
52

Die letzte Gleichung bedeutet:
Die Uberlebenswahrscheinlichkeit ist unabhängig davon, ob das neue Medika-
ment verwendet wird oder nicht.
Die erste Ungleichung besagt:
Verwendet man das neue Medikament bei Männern, so ist die Uberlebenswahr-
scheinlichkeit größer als bei Nichtanwendung.
Die zweite Ungleichung besagt dasselbe fiir Frauen.
Soll man das Medikament verwenden?

140/19. V : =  »Die beiden Augenzahlen sind verschieden«. P(V) = 32

a) Py(d) = 3 =}  BRB =P)  © PC) =7F=1

d) P/(D) = %5 = f5 e) P (E )=1 -P , (E )=1 -%= 1

141/20. A : =  »Die 1. Karte ist ein As«
B : =  »Die 2. Karte ist ein As«
C : =  »Die 3. Karte ist ein As«

P(A) = P(B) = P(C) = 15

a) 1s b) +5
¢) P (ANB)= i y  PB)  = 75
d) P(ANC)= 7k PC) = 75
e) P(BNC) = zh Py(C) = 75
f) P(ANBNC)= 5333 P,5 (C )= 35
g) P(ANBNC)= 3335 P,5 (C )= 55

P(ANnB) = 3%
h) D :=»D ie  1. Karte ist das Herz-As«

P(D) = 45
PDC)  = giz Py(C) = +

i) H :=»D ie  1. Karte ist eine Herz-Karte«

PH) =
PHNC)  = 5 (=  LA )
Py(C) = 15

63



j) K :=»D ie  2. Karte ist keine Herz-Karte«

PHNAK)= HB =
PHAKAC) = 12-36:4+1:36.34412.3-341:3:2 _ 4

P(HAKANC AePy. (CC) = A ) _ 28 _ 4PHNK)  N

141/21. a) A : =»A  hat 3 Asse«
C :=»C  hat 1 As«

P(A)  = B i

+ P,(C) = 1 ,  wie ohne Rechnung leicht einzusehen ist.13

PAC)  = BGIG)GE
= 5

13 ) \13

b) A :=»A  hat 10 Herzkarten«
B:=»B  oder D hat 3 Herzkarten«

P(A)  — (10 ) (%)

13)
13) (39 \ (3 \ (36

P(AnB)=2 -  (10 (3)G)G6
13 ) (G3

2:(10 44

F4(B) = 3 )  =703 ~ 6,37,
13

141/22. H :=  »10 Herz-Karten unter den 13 Karten
B : =  »Unter den ersten 6 Karten sind 5 Herz-Karten«

p(B) = DO.
(%)

Betrachtet man als Ergebnisse alle möglichen 13-Permutationen aus {1, 2 , . . . ,  52}, s0

erhält man
. 12 .17 :11 -10 -0 -WQ- (7 } -R .7 .6£ -5 .4 . - °R .P(HAB)  = (1)-13-12-11-10-9 BL  8: -7-6-5-4-38-37

32!
39!

Somit Py(H) = zu r  =~ 7,36 - 107%.

[ z i  (9): C2). QC)Mit dem Zahlprinzip erhält man P(BnH) = 2 cy  . (4) .
6 7

81 /38

Somit Py(H) = Giz) = A921 x 736-1074,

141/23. a) B :=  »Florian erhält genau 2 Buben«
44,28

P( B )  — Zn  )

S : =  »Im Skat liegt genau 1 Bube«

PS B )  — (2(%) ; (DA)

10  (7 )

_ OC)_ 20 1720Py(S) = IA  = x 17,3%
( 7 )
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b) 1) 4 : =  »Florians Buben sind der Herz- und der Karobube«
2

28\(2\/20

P(Sn  A )  =aao 1)

PAS) = Br ~ 173%
2) K :=» Im  Skat liegt nur der Kreuzbube«

284,20

PKA)  = hy
(2)PK)= (22) = #5 ~ 87%

141/24. B : =  »Genau ein Brite
V : =  »Verschiedene Nationalit i t«
PV)  = 10 -1145  -40+6-15 _ 2

3

P(BAV) =10-410 = 4 )

RB) = = 4 .
3

Aufgaben zu 9.2.

141/25. a) 99%, (gegeben!)
b) P(BNK) = P(B): Pg(K) = 0,01-0,99 = 0,0099 = 9,9%, ~ 1%

141/26. Inhalt: . o f  Weg nach oben= Zug einer roten Kugel

=H
3

|
~~

Kr
2 4.

Sk
5

2

a) P({m}) =%-3=4%= 207%.
b) P({rrr}) = #% 3 : 3  = +5 = 11,4%,
¢) P({www}) = 3 4 .  3 = %$ = 28,6%.

Bei a) und erst recht bei b) breitet sich die Krankheit am stärksten aus; die An-
steckungsgefahr wächst extrem. Bei c) gilt dasselbe für die Immunität.

u
l W

w
 W

o

W
w

S
N
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142/27. 7 ©)
16  9

4 7

13-9
4

765 9

E
9 9

10

1
12 > 1

1 15 )

18 ol
P({rr}) = =&  = 31%,
P({rrr}) = 25 = 1 ,3%,

Der www-Pfa

142/28. a) P(ANBNC) = P((AnB)AC) =
= P(ANnB)- F,4(C) =
= P(A) By(B)- £4 5(C)

b) P(A,nA,n...0A,_,) +0  =>
= P(A NA ;n . . . nA , )=  PA)  BA) . . .  By nasn . . . 0a ,_  (An)
Beweis: Es gilt folgende Identität:

P(Ayn . . .  NA)  =

= P(A) ) :  P(4,n4, ; )  P (4 ,0  42043 ) .   PUA;n . . . nA4 ,_ ,n4 , )  _
! P(4,) P (A ,nA ; )  7 PAn . .nA ,_ , )

= P (A , ) -  P ,  ( 45 ) :  Py  4,(A3): . .. Fyn .  dy  (An)

Aufgaben zu 9.3.

142/29. a) P(FnM) = P(M)- By(F) = 473 0,08 = 3,8%

b) P(FAM) = P(M)- Pa(F) = $3%-0,006 = 0,3%

¢) P(F)= P(FAnM)+ P(FNnM) =38%+03%  = 4,1%.

142/30. P(»blau«)= 5-0 +43 4 +43 4 = }  2 16,7%,
P(»rot«) = ~ 30,5o
P(»griin«) =fos ~ 52,9%.



142/31. A; : =  »Betriebssprecher stammt aus Abteilung i« ( i  = 1; 2)
F : =  »Betriebssprecher ist eine Frau«

2 2

P(F)= X PAinF)= ) P(A) Pa(F) = 3 26 +7 17 = 2a = 29.2%
i =1  i =1

142/32. P(A) = 3 ;  P(B)=1%; P(C)=1¢
D : =  »Schalter defekt« E : =  »Schalter wird als defekt erkannt«

P,(D) = 55  Fy(D) = 29; P-(D) =
Pp(E) = 0,95 = P,(E) = 0,05

P(D) = P(A): P,(D) + P(B)- Pg(D) + P(C)  Pc(D) =
PDNE)=  P(D)- Py(E) = PD)  Py (E)= 56620 = T2000"
P(DNE)  = P (D) -  P(E) == 250 ‘ 1=  256
P(E) = P(DNE)+ P (DNE)= 600  + 85  = 13650

P(DNE
Pg(D) = a T1331 = 3,7%0

142/33. Gegeben: P(R) = 0,2 = P(R) = 0,8,
PG) = 0,6 <> P(G) = 04,
Pr(G) = 0,1.

Daraus erhält man
P(GN  R) = Pr(G) P(R) = 0,1-0,2 = 0,02.
a) P(RnG)  = Wahrscheinlichkeit, daß eine Tulpe rote Farbe und glatte Blätter

haben wird =
= P(G) — P(GN  R) = 0,6 — 0,02 = 0,58.

P.(R) = Wahrscheinlichkeit, daß eine Tulpe rot wird, falls sie glatte Blatter haben
wird =
P(RNG) _ 058 _ 29  .

- PG) 06 30 96,77
Pr  (G ) = Wahrscheinlichkeit, da

_P(GNAR) 058 _ 29 _
PR)  08 ©

Pz(R) = Wahrscheinlichkeit, daß eine spitzblättrige Tulpe rot wird =

_ P(RnG) _ P(R)—P(RnG)_ 08 -058  _ 11 _ 55%
P(G) P(G) 0,4 20 ©

b) P.c(RuUG) = Wahrscheinlichkeit, daß eine Tulpe rot oder glattblittrig wird,
falls sie rot und glattblattrig wird =

_ P(RUG)N(RNG))_ PRO)  _ |

= eine rote Tulpe glatte Blätter haben wird =

= 72,5%.

P(RNG) P(RNG)
da (RUGNA(RNG)=[RNA(RNG)]U[GN(RNG)] =

= [RNG]JU[RNG] =
= RNG.

Pp (Ru G) = Wahrscheinlichkeit, daß eine Tulpe gelb oder glattblittrig wird,
falls sie rot und spitzblittrig wird =

= Pp. c(RNG)=0 [nach Aufgabe 139/6. b)]
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Oder:

(RUG)N(RNG) = [RN(RNG)JU[GN(RNG)] =
= [RNRNGJU[(GNG)NR] =

(dm G)U@NR)=
Aud=

Peng ®UG) = 20  _ _o.

Pg ..z(R UG) = Wahrscheinlichkeit, daß eine Tulpe rot oder glattblittrig wird.
falls sie rot und spitzblittrig wird =

_ P(RnG) _
P(RNG)

da (RUGIN(RNG)= [RARNGJU[GN(RNG) ]  =
= (RNG)ud = RNG.

c) Pr (RNG) = Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine Tulpe rot und glattblittrig
wird, falls man weiß, daß sie rot oder glattblattrig sein wird =
P(RNG)N(RUG)) _ P(RNG) _

P(RuUG) = P(RuUG)
a P(RaG)
~ PR + PG) —PRAG)

0,58 0,58 29— — _ £7  x o

0,8 + 0,6 — 0,58 82 41 70.7%

Pr  (RG) = Wahrscheinlichkeit, daß eine Tulpe nicht rot, aber glattblittrig
wird, falls man weiß, daß sie rot oder spitzblittrig wird =

= Pr g (RUG)=0  [Aufgabe 139/6.b)]

Pg z (Rn G) = Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine Tulpe rot und glattblättrig
wird, falls man weiß, daß sie rot oder spitzblittrig wird =

P(RNG)n (RUG) )  _
PROG) 2 ”

_ P(RAGARU(RNGNG)) _
P(RNG)

P(RNG) _
1 -P (RNG)

_ 058 _ 29 x co»

= 1 -002  "39 992%:

Losung mittels Vierfeldertafel: R R

Q
Q

)

S J
a [9
.9

]

S (5
)

N 0,4



JA m
n

NEIN <> 2ap—a=——-1+p

JA > a l l p -1 )=  "77

_ m-n(1-pP)
NEIN p i  =a=—05"

b) Sehen wir von Schaltjahren ab, so ist die Wahrscheinlichkeit, am 7. eines Monats
geboren zu sein, +4.
Damit

ar JA P(»JA«) =

NEIN =pa+ (1 -p )d&  ="
(start m 12 1—p

oS  d=  -— — . .
JA  np 365 p

NEIN

Aufgaben zu 9.4.

143/35. Lösung mit  einem Baumdiagramm: Lösung mit einer Vierfeldertafel:

G G

M | 0,24 | 0,36 | 0,6

M | 0,02 | 0,38 | 0,4

0,26 0,74

0 0,38 _ 19  o
Pp(M) = 074 ~ 37°  51,4%

038 _ 19  _ o
P„(M) = 0.74 37 °  51,4%.

Lösung mit der Bayes-Formel:

— P(M)- Py(G) —- 0,4 - 0,95 ~ 51.4°

Pa(M) = P(M)- Pa(G) + P(M)-B,(G)  04 :095+06 -0 ,6  ~ 147%.

143/36. a) By(F) = az =3= 333%

0,48 o
b) Fy(F) = oop === 75%

‚1
¢) Py(D) = wh  A
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143/37. B B
a) Fy(F) =

D x |15 15 3 b )  P , (F )  _

2

F |} | c) PD)  =

I | | 18

8 &

143/38. DPD)  003

0,6

0,02 D) 0,006

0.01 D) 0,001

143/39. $ 3/3 Ag )  3

© (1 )15
3

®t
(Start )=—(2—4—()#

A

le

D
O

 
©

c
o

e

P(FNBY) _

P(F)

P(BY) -Py (F) _
P(F)

_ 0 ,198-0,085
0,12

143/40. P.(BY) =

~ 14,09.

70

003 _ 30 _ of 10

Py(A) = 0037 737 ”  81,1%.

B : =  »Die gezogene Kugel ist blau«
R, G analog.



143/41.

143/42.

144/43,

N40% N 60%
N : =  »Freund ist langnasig«

K|10%| 0 |10% | 10% | 30% K : =  »Freund ist kurzbeinig«
L :=»Freund ist Lügner«

A
l

20% | 10% | 10% | 30% | 70%

30%
L
L

Offensichtlich ist P(L) = 30%.

a) P(K)  = 30% 1 b)  P (N  — 40%

P(KNnL) = my  = PL)  = 3 PN  AD) Zoo, | = Py(L) = 4

¢) P(K nN)  = 20%
P(KANAL) = 10% | = Prop) = 3

R R

M | 10% | 50%| 60% R : =  »Raucher«
M : =  »Mann«

M |20% | 20% | 40%

30% 70%

a) 20%

D500  PP 30% 3
c) Es sei x der Anteil der weiblichen Raucher, der sich das Rauchen abgewöhnen soll,

damit

B,(R) > Pg(R), d.h.,

}>4 (1 -—x)
>41>1 -x
> x>%=663%

Anders: vorher: Pg(R) = 3
nachher: Pg(R)<3

APgR) | .  2 -3also: M 2 —2
IsM (R)yvorher 4 >

FF
so | 10° D : =  »Der Schüler ist durchgefallen«
7 /6 M = »Wegen Mathematik durchgefallen«

N F : =  »Wegen einer Fremdsprache durchgefallen«
M | 15% | 70%
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a) BMF)  = 10% 1 By PMR)  = }  © P(MAF)

144/44. PR) = 12%

Pg (9a) = 13  = 125%

Pr(9b) = 5 = 583%

Pg(9c) = 77 = 294%
Start

144/45. G : =  »In der gezogenen Schublade liegt eine Goldmiinze«
GG : =  »Die gezogene Schublade gehört zum Gold-Gold-Kasten«
S, GS, SS analog.

1
3

1
6

1
6

1
3

_ Pac (6 ) :  P(GC) 13  __2

( 00  = Pae(6 ) :P(GG) + Pas(G): P(GS) 14  +33  7%

P.(GS) = FPss(G)-P(GS) 5_ 3 _ 1

Pas (GG) P(GS)+P. (G)-P(GG) LT-1+1-%  %

72



144/47. a) Thc : =  »Patient an Tbc erkrankt«.
D Thc : =  »Diagnose lautet: Tbc-krank«.
D Thc : =  »Diagnose lautet: Nicht Tbc-krank«.
Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art = Pp,  (D Thc) = 10%
Wabhrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art = Py:  (D Thc) = 1%

0,99

Poroc(Tbc) = 001445 = as  = 31,1%

c) Por (Tbc) = 38355 = 99,95%

Poroc(Tbc) = 0010445 = 43%

Pors:(Tbc) = 5383353 = 99,995%

144/48, a) K : =  »Patientin ist an Brustkrebs erkrankt«
DK  : =  »Sonographie-Diagnose lautet: Brustkrebs«
DK : =  »Sonographie-Diagnose lautet: kein Brustkrebs«
85,0% = P(DK)
83,0% = Pr(DK)

b) DK  DK DK DK

K |1003 | 177 | 1180 K|474| 84] 558

K | 159 | 779 | 938 K| 7,5 | 36,8 | 44,3

1162 956 2118 54,9 45,2 100,1
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c) DK DK

K | 0,0425 | 0,0075 | 0,05

0,1615 | 0,7885 | 0,95 Pox (K) = 3645 = 20,8%

Ppr(K) = 7580 = 0,9%

A

0,204 0,796

145/49. A : =  »Alarm«
F : =  »Feuer«

0.95) 0 ,  o

A)  00095 P,(F) = 7094 = 8,7%

P,(F) = 164 = 91 ,3%

QL)  0,009

145/50. G : =  »Morgen ist das Wetter gut.«
S :=»Morgen ist das Wetter schlecht.«

: =  »Für morgen wird gutes Wetter angesagt.«
W : =  »Für morgen wird wechselhaftes Wetter angesagt.«
S' : =  »Fiir morgen wird schlechtes Wetter angesagt.«

P;(G) = 0,7; P(G) = 0,1;
P;(W) = 0,2; P(W) = 0,3;

PS) = 0,1; PS) = 0,6;

P(G) = 0,8-0,7+0,2-0,1 = 0,58;
PS) =02-0,6+08-0,1  = 0,20;

PS) = = 3;

Pz(G) = 35.

145/81. G : =  »Theodor wählt Goldtruhe.«
T : =  »Dorothea öffnet Todestruhe.«

P.r(G) = 3 = 3

Theodor irrt s ich!
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1

PO =3=3

Theodor hat recht!

D
p+(1 -p )

ton mit n ;  Grenzwert fiir n — oo gleich 1.

145/52. Prrichtig angekreune (gut vorbereitet«) = ; .  Dieser Ausdruck wächst mono-

145/53. a) F :=  »f  weiße Kugeln werden gezogen«.

GN) A)

EC)  (GA)f N\n—f n f N\n—-f n

P-(2) = 1 — P.(1).

(DEE) _ 70 - 21 - 38760 _
GCE)  + (ACS) T70-21-38760 + 5-105 - 5005 a

= a = 133% = 95,6%.

Pr(2) = es  = 4,47; .

b) Pr(1) =

75



146/54. a) U;  : =  »Die Urne enthält i weiße Kugeln«
W = »Es werden m weiße Kugeln gezogen« |

Mit p:= 4 erhält man nach Satz 107.1 Fy(W) = (Od  — H°  = Gyr.

0

rake
PW)  = 4(1 +4"+ 6Y')

1 2\m
73)

1
4

Py (Uo) = pa, = 0

_ 4-4" _ 1
WS TEE)  FH

_ 1.0)" _ am
Pu  (U) = z01+0 +3)  +2"  +1

[A  = ——1 >IN+d r  +3")  +2 "  +1
b) P , (U )=1 ;  Py (U )=  0 für i=0,1,2.

146/55. U;  : =  »Die Urne enthält i weiße Kugeln«.
a) W : =  {www}. Mit Satz 107.1 erhält man:

2 mM o
1

/ @): Lay
1 U; -W) 5° (4)

Start X © m)  +a
5
) GY 1. (23
5 —W) 3:3

4\3() —@) 1

3

Allgemein gilt P(U,nW) = 5 ; ER  Damit erhält man nach Satz 134.1:

i d

5 -43  i 3  i 3
P U = = A

w(U)  0° +134+23433443  13423433443 100 °
5-4 }

76



also Py(Uo) = 0;

Py (Uy) = 64%;
Py (Uy) = 1%); Py (Uy) = 8%);

b) SA OO
/ } 3 3 32
3 Uy  (w)  (s)  (s)  5 -43

1 2 2 2

a Pa  Oma On Ola
5

3 1
N 3 } 7

> —(w)- (s)  + (6) A

‘OO o
: _ 2 : _ 2

P(U ;n  {wss}) = A Pipes (U)) = 7 BES

Pps  (Up) = 0;  Pons (Uy )  = = = 45%;

Fiwsst(Us) = 76 = 15%; Piwss (Ua) = 0.

146/56. Lösung analog zu Aufgabe 55.

Py (Uj) = 27%);

_ i -@-»
20

Poss (U2) = 76 = 40%;

Beim 2. Schritt sind die a-priori-Wahrscheinlichkeiten + durch die a-posteriori-
Wabhrscheinlichkeiten F,,,(U;) zu  ersetzen, usw.

Fall 55. a) U, U, U, U, Us

P(U) 4 3 3 3 3
Fo  ( U )  0 Ts  ‘ i  y i

Prww) ( U; )  0 3 15  50  1

Prwww) ( U; )  0 1 780  Too  5

Fall 55. b) Us U, U, U, U,

PU) 3 4 H 3 3
F w)  ( U j )  0 5 TO To  16

P {ws} ( Uy  0 To  : 16  5 0

Ps  (U) | 0 7D 26 6 0

146/57. a) Schritt Mischungsverhiltnisse tatsächliche Sicherheit

Fall 55. a) W {100%, 75%} 70%
WW {100%, 75%} 83,3%

WWW {100%} 64%

Fall 55. b) W {100%, 75%} 70%
ws {50%, 75%} oder 70%

{25% 50%)
WSS {25%, 50%} 85%
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b) Schritt Mischungsverhältnisse tatsächliche Sicherheit

Fall 55. a) Ww {100%, 75%, 50%} 90%
WW {100%, 75%, 50%} 96,7%

WWW {100%, 75%} 91%

Fall 55. b) W {100%, 75%, 50%} 90%
ws {75%  50%, 25%} 100%

WSS {25%, 50%} 85%

146/58. a) Zugfolge: www
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Start
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l 
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n
j

Uy

Prwww) (Up) = P �Õwww(U j) = Prem (U3) =0
Pw)  (Us)  = 3

P�Õwwwy (Us) = 3 .

Zugfolge: wss
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Puss (Uo) = Puss (Us) = Piss) (Us) =0
Pussy (Uy) = 3

Poss) (U2) = £ .
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b) Zugfolge: www

U, U, U, U, U,

P(U) 3 5 5 3 5
P. , (U )  0 Ts  % 5 10

Paww(U) | 0 0 0 5 3

Zugfolge: wss

Up U ,  U ,  U ,  U ,

P(U)  3 3 3 3 5
Pr (U) 0 10 1 16 76
Fug (U)) 0 70 1% TO 0
Poss (UD) 0 2 $ 0 0

Aufgaben zu 10.1.

156/1. a) P (A )=  18 | P(AnB)  = & + P(4) -  P(B)

PB)=f=> P(BNC)=+  + P(B)- P(C)

Es liegt jedesmals Abhängigkeit vor.

b) P(4) = 4 P(AnB)  = }  = P(A) :  P(B)
PB) =4i!'=  PBAC)=1=P®B) PO)

P(C)=43 ]   P(CnA)=} + P(C)-P(4) .
A und B sowie B und C sind stochastisch unabhängig, 4 und C dagegen abhängig.

156/2. SS  S S

V | 471 151 | 622 V | 47,1% | 15,1% | 62,2%

7 | 148 230 | 378 V | 14.8% | 23,0% | 37.8%

619 381 | 1000 61,9% 38,1%

PWV nS)  = 471%
P l ) .  P(S) = 0,622-0,619 =~ 0,385

Man wird daher auch fiir die Realität mit großer Sicherheit auf eine Abhängigkeit
der Augenfarben schließen. Und da P(V nS) > P(V)- P(S), spricht dies fiir eine Uber-
einstimmung der Augenfarben von Vater und Sohn.

| = V und S stochastisch abhängig

156/3. a) Wir numerieren die Kugeln jeder Urne, wobei die weißen Kugeln die niedrigsten
Nummern erhalten. Dann ist ein möglicher Ergebnisraum

Q={@a|b ) | 1Sa<8A1<b<  10} ,  19 ]= 80
W, = {@ lb ) | 1Sa<3A15b210 ) ,  |W ]  =30
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= { (a l b l l sa<811£b£2 ) ,  IM = 16
W, AW, = { ( a |b ) | 1<a<3A1SbZ2} ,  IM WM |=6

= BE} > pov) pw  — 3
p i v = 43 {= POV) PO) =

© = W, und W, sind stochastisch
PW,nWy)=8  = unabhängig.

b) Wir  numerieren die 18 Kugeln der Urne so, daß die weißen Kugeln die Nummern
1 bis 5 tragen. Dann gilt mit

Q = { xx  p<  18}, |Q|  = 18? = 324

W, = { ( x | ) I 1SxSSA1Sy<18 ) ,  [M l=  518

= { x I IEx£18A1£y£S5}  [Wy ]= 18-5

W, NW, = {X I I I = x,y SS}, IF, mW, | = 25

PW)  = % as
= PW): PW)  = 35  = W, und W,  sind stochastisch

PW) = 78 2 unabhängig.
PW, \W,) = 45% |

157/4. Die Kugeln seien numeriert, und zwar schwarz mit 1 bis 10, rot mit 11 bis 13 und
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grün mit 14 und 15.
a) Q ist die Menge aller Quintupel aus {1,2,...,15 } ,  |Q|  = 15°.

A ist die Menge aller Quintupel aus Q, die :an der 1. Stelle die Zahlen 1 bis 10 auf-
weisen; also | 4 | = 10-15%.
B ist die Menge aller Quintupel aus Q, die an der 5. Stelle die Zahlen 1 bis 13 aul
weisen; also |B| = 15*-13.
AN  B ist die Menge aller Quintupel aus €,  die an der 1. Stelle die Zahlen 1 bis 10
und an der 5. Stelle die Zahlen 1 bis 13 aufweisen; also | 4  nN B| = 10-15-13.

Da ein Laplace-Experiment vorliegt, erhält man P(A Nn B) = i 0 -  13 _ P(A):  P(B),
d.h. stochastische Unabhängigkeit von 4 und B. 15

b) Q ist die Menge aller 5-Permutationen aus {1,2,..., 15 } ,  also |Q | = -
A ist die Menge aller 5-Permutationen aus £2, diean der 1. Stelle eine der Zahlen
von 1 bis 10 aufweisen; die restlichen 4 Stellen sind eine der möglichen 4-Permuta-
tionen aus noch übrigen 14 Zahlen. Somit ist [A | = 10-4 .
B ist die Menge aller 5-Permutationen aus Q, die an der 5. Stelle eine der Zahlen
von 1 vg  13 aufweisen; die ersten 4 Stellen erhält man wie bei A. Damit ist
|B |= 1% - 13.
AnB  besteht dann aus all den 5-Permutationen aus Q, die an der 1. Stelle eine
der Zahlen von 1 bis 10 und an der 5. Stelle eine der Zahlen von 1 bis 13 aufweisen,
ausgenommen diejenige, die schon an der 1. Stelle steht; ferner gilt, daß die 3 mitt-
leren Stellen eine der möglichen 3-Permutationen aus den noch übrigen 13 Zahlen
sind. Damit erhält man |[ANB| = 10-12-43.
Da alle 5-Permutationen gleichwahrscheinlich sind, gewinnt man

P id )  = 107  14 !  =

P(A AB) =LE  = 4 =>  A und B sind stochastisch
abhängig.



1575. By  rg gr gg

Plo)  | 4 3 3 43
|1B(Q2)] = 2* = 16. In P(Q) gibt es die folgenden 6 zweielementigen Ereignisse:

R;  = »1. Kugel rot«, R,  = »1. Kugel griin«
R,  = »2. Kugel rot«, R,  = »2. Kugel griin«
A = »gleichfarbige Kugeln,
A = »verschiedenfarbige Kugeln«.

E | Rf, R,  A RNR,  RNA Rand
PE) | 3 3 § & 4 3

Unabhängig: R,  und R,, R ,  und R,,  R, und R,, R, und R,.
Alle anderen Paare sind abhängig.

157/6. a) P(»Durch 2 teilbar«) = 3 ;  P(»Durch 3 teilbar«) = 4;
P(»Durch 2 und 3 teilbar«) = } .  Unabhängigkeit!
(Beruht darauf, daß 2 und 3 teilerfremd sind.)

b) Teilbarkeit durch 10 = Teilbarkeit durch 5 — Abhängigkeit!
¢) Teilbar durch [ 2  3 6 5 10

Wahrscheinlichkeit | 4 5 2% % %
Gleiche Resultate wie in a) und b)!

157/7. a) P(Verdienst = 3000 Dollar) = #5  = 5,0%
b) P(10 bis 20 Zigaretten täglich) = 14,3%
¢) P(Verdienst = 3000 Dollar und 10 bis 20 Zigaretten täglich geraucht) =

_375-27,6%,

7460
d) Abhängigkeit, da 5,0% - 14,3% + 1,399,  oder einfacher wegen 27,6 + 14,3.

=1,39%

157/8. P(T gesund) = 3, P(D gesund) = 3, P(Beide gesund) = £ + £ - >, also Abhingig-
keit wegen Satz 151.1.

157/9. Kundenanruf und Anwesenheit im  Büro haben keinen erkennbaren Einfluß aufeinan-
der.
P(Kunde verärgert) = P(Kunde ruft an) - P(Angestellter nicht mehr da) = 0,033.

157/10. F : =  »Herr A besitzt eine Fahrkarte«, P(F) = 0,97
K:= »Herr A wird kontrolliert, P(K) = %.

F F

K | 0,048 | 0,002 | 0,050

K | 0922 | 0,028 | 0,950

0,970 0,030

Fund  KX sind abhängig wegen 0,05 - 0,97 = 0,0485 + 0,048.
Da  es sich aber bei den Zahlenwerten im  Grunde um relative Haufigkeiten handelt,
1aBt die geringe Abweichung eher Unabhängigkeit vermuten.
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157/11. Sechsfeldertafel:

a) Anteil der Damen insgesamt: #4.
G,  G,  Gs Dies stimmt nur mit dem Anteil in G, über-

D| 2 4 7 | 13 ein. Daher D und G; unabhängig fiir i =|,
_ abhängig fiir i = 2 und 3.

Dl 6 20 3]  3 b) Die Ereignisse schließen einander aus, daher
24 20 Abhängigkeit.

c) Bei G ,  UG ,  Abhängigkeit, vgl. a); in  G,  UG ;  ist der Damenanteil gleich 4, daher
hier Unabhängigkeit.

158/12. Es bedeute 1 :=  Schalter 1 oben, 2 : =  Schalter 2 oben. P(1) = P(2)=3.
a) P(Lichtbrennt)= P (1n2 )+PUdn2=1+41=3 .

b) P(1n  Licht brennt) = P(1n2) = .  Unabhängigkeit!

158/13. Ergebnistabelle:

Augenzahl beim 2. Wurf
1 2 3 4 5 6

BE 1 |146  209 152 12,7 17,3 144 95
Su .  2117,22 246 17,9 149 203 17,0 112
= 33 |166  23,8 173 144 196 16,4 108
N 411,5 165 120 10,0 13,6 11,4 75
8 5|155 222 162 13,5 183 15,3 101
zZ 6 ]167  240 174 145 19,8 16,5 109

92 132. 96 80 109 91 600

a) Gesamtzahl von Einsen usw. beim 1. Wurf: Rechter Rand der Tabelle.
Gesamtzahl von Einsen usw. beim 2. Wurf: Unterer Rand der Tabelle.

b) »Idealwerte«: Feld der Tabelle.

_ . 92-95
Beispiel: Doppel-Eins: 6007 5 14,6.

158/14. 9 9

7 10,92% | 12%

7 80,089 | 88%

9% 91%

158/15. a) Pkw Lkw b) Pkw Lkw

1| 4 To |3 1 13(1-p) | Top

22| © | % |% 22 [4(1-—p) | for
3 3 1 -p  p

b ib  (F f )  =
<> pp—-1 )=0
<> p=0vp=

d.h.  keine Lkw oder nur Lkw.
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158/16. P,(A) = P(A)

P(AnB)  _ P(A)
P(B)

> P(ANB) = P (4 ) -  P(B) > © JA  = P(B)

<> F,(B) = P(B)

158/17. a) Der Satz ist falsch, wie die Ergebnisse von 156/1. b) zeigen.
b) 2:={1,2,3, . . . ,36}.

A = »douze premier«
B=  {1}
C : =  »pair«.

PA) = 4 P(ANB)  = }  + P(A):  P(B)
PB)=% \ =  PBNC)=0+P(B ) -  PC)
P(C)=  4 | P (CnA)  = 4 = P(C)  P(A).

A und B bzw. B und C sind abhängig, A und C jedoch unabhängig.

159/18. a) B B b) B B

A| 04  01  | 0,5 A| 012 | 0,08 | 0,2

A| 0,4 0,1 | 0,5 A| 0,48 | 0,32 | 0,8

0,8 0,2 0,6 0,4

Mi tx :=  P(AnB):
0.12 = (x  +0,12) - (1 — x — 0,32)
<> x=0 ,08  vx = 0,48

159/19. B B

A ab a ( l  —b) a

A (1 — g)b ( 1 -a )1=b ) | 1 -a

b 1 -5

a) PANB)= (1—a) (1 -b )  b) PAuB)—  P (AnB)=a+b—2ab

¢) PAuUB)=a+b—ab  d) P(ANnB)=1—-ab

159/20. a) 1)

Px  x+1 )  Px+1  x +2 )  Px  +2  oo  Gn — D f  ——((x  +7 )

Oder:
Px  = P(»(x) wird ( x+1 )  A (x+1) wird (x +2 )  A. . .  A ( x+n -— 1) wird (x + n)«) =

= P(»(x) wird (x + 1)«)- P(»(x +1) wird (x +2)«):...  P (»(x +n  — 1) wird (x + n)«)=

= Px  "Px +1  Tee r  "Px+n -1  :
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2)

0

ly = poly

f a  =P :  . e . . . .  = I .  = P r—1Px-2 " - -  "Polo <=  l = Po  l o

l y  =Px_1 l x -  J

3 )  Le t  = Pxly

2 = Patien r=  le tn  = Px+n -1 "  * Dxly had l i ta = nDx 1,

L in  = Px+n -1  l e tn—1 )

b) 1) gq, = Ls AH  , also

qo = 1224885002= 700000 = 2,00%
q�Õ = T7854 = 5700 = 0,155%
Die Wahrscheinlichkeit, im 1. Lebensjahr zu sterben, ist fast 17mal so groß
wie diejenige, im  2. Lebensjahr zu sterben!

2) p,  = bes, also

P20 = 32333 ~ 99,8% Peo = 28953 ~ 98,07,

Pap = 34083 ~ 99,6% Pso = ART: ~ 87,7%

3) P(»(20) wird (40)« A »(20) wird (50)«) =

= 1 — P(20) wird (40) A »(20) wird (50%) =

= 1— P(»(20) wird (40)« v »(20) wird (50)«) =

= 1— [P(»(20) wird (40)«) + P(»(20) wird (50)«)—
— P(»(20) wird (40)« A »(20) wird (50)«)] =

= 1 - (1 -  220) - Pu  + 0 =
200207 3020

c) Wir bezeichnen die Wahrscheinlichkeiten für Frauen mit einem Strich, also p’
bzw. q'.

1) go = 60000 > = 1700000 ~ 1,99%
gy = 2205510= 8616 ~ 0.13%
Die Wahrscheinlichkeit, im 1. Jahr zu sterben, ist rund 15,2mal so groß wie
die Wahrscheinlichkeit. im  2. Jahr zu sterben.

2) pao = 33538 = 99,9% Dio = 38844 ~ 99,0%

Pio = FM  ~ 99,8% Pao = 15048 = 90,6%



3) =PP  =
_— 95161- 3 _
= 25161-92083 _

= #5 ~= 59  ~

x 2,6%

d) Die Indizes m bzw. w bezeichnen den Mann bzw. die Frau. Es bedeuten
M :=»(35),, — (5S5S)m“
F =»(25),  — (49),«
1) P(MAF) =

=20P3s * 20P2s =

= $3733 - 35925 = 89,86% - 97.47% x 87,6%,

2) F F Oder:
M | 87,59% | 227% | 89,86% P(MnF) = = ey  oh  =
—_— = - U =
M | 9,88% | 0,26% | 10,14% = 1-P(M)-  P(F)+P(MaF) =

97,47% 2,53% = 1 = P35  7 2025 + zP3s Pas =
0,26%X

3) P(»Genau 1 Partner am Leben«) =
=P(MnF)u(MnF)  =
=PMnF)+ PMnF)—PMnFAMANF) =
= P35"  (1  =P )  + (1-2P3s)* Ps —0 =
= 0,8986 - (1 — 0,9747) + (1  — 0,8986) - 0,9747 =
X 12,2%.

Oder aus 4-Felder-Tafel: 2,27% + 9,88% = 12,15%
4) P (M  nF) = 9,88%

5) P(MnF) = 227%
6) P(»Höchstens 1 Partner lebt noch«) =

= 1 — P(»Beide leben noch«) x
~ 1—87,59% =
= 12,41%.

160/21. Vorbemerkung: Aus der Giiltigkeit der Ungleichungen folgt sofort, daB keine der
Wahrscheinlichkeiten P(K) und P(L) null sein kann.
Grund: KNnLcK  = P (KnL )<  P(K)

AKNnL<cL = P (KnL )<  P(L)
Wären P(K)  oder P(L) nul l ,  so hätten wir 0 <0  bzw. 0 > 0.

1) P(KNL)< P(K) -P(L)  > LRe < P(L) <> P (L )<PL)  (a)

P (KAaL)<P(K) -PL) > as  <P(K )  < P . (K )<P(K )  (b)

(a) besagt: Der Anteil der Linkshänder unter den Knaben ist kleiner als der An-
teil der Linkshänder in der Gesamtpopulation.
(b) besagt: Der Anteil der Knaben unter den Linkshindern ist kleiner als der An-
teil der Knaben in der Gesamtpopulation.
Würde man die Wahrscheinlichkeiten als Flicheninhalte in einem Quadrat der
Seitenlange 1 deuten, so erhielte man folgende Darstellungsmoglichkeiten:
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(a) (5)

Lu
nd

)

r-

2) P(K  mL) > P(K)-  P(L). Man ersetze in  1) »kleiner« durch »größer«.

160/22. P (LnD)>  P(L)- P(D).
Bei Auffassung als Inklusion (L <= D) sogar die Gleichung P(LnD)  = P(L).

160/23.a) P (QNA) = P(A); P(Q)  P(A) = P(A)

b) P@nA)=0 ;  P@)  P(4)=0.

160/24. a) A und B unvereinbar = P(A B)  = 0.
Stochastische Abhängigkeit von 4 und B bedeutet P(A4)- P(B) + P(A n B). Soll
aus der Unvereinbarkeit die stochastische Abhängigkeit folgen, so muß
P(A):  P(B) + 0 sein, d.h., der Satz ist richtig unter der Zusatzvoraussetzung, daß
weder P(A4) noch P(B) gleich null sind.

b) »Wenn A und B abhängig sind, dann sind sie unvereinbar«.
Gegenbeispiel: Q = {a, b, c} mit gleichmaBiger Wahrscheinlichkeitsverteilung,
A = {a}, B=  {a,b}.

A und B sind abhängig: P(AnB)=14, P(A)  P(B)=4%.

A und B sind vereinbar: An B=  {a}.

160/25. P(A) - P(A) = P(An A) <= P(A) =0  oder 1.

160/26. Es bedeute | »siegt iiber«.

PM)  =

d
j W
ife

+ W
op

[S
S Il w
in “v

P
a

)
a

]
[a = D

u
d

[= “S
r I

X
X

}

—
_

ll w
iv P(III|IV) = %

Würfel I ist scheinbar der beste, Würfel IV  scheinbar der schlechteste.
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