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VORWORT

Die mit NEwTONS ,,Philosophiae naturalis principia mathematica“ (1687) be-
ginnende klassische Epoche der modernen Astronomie ist etwa mit der letzten
Jahrhundertwende zu Ende gegangen. Viele Versuche sind in jenem Zeitraum
unternommen worden, die Ergebnisse der Himmelsmechanik zu einem Lehr-
gebidude zusammenzufassen. Besonders die Franzosen haben es verstanden, in
ihrer schénen und exakten Sprache die Lehren dieser schonen und exakten
Wissenschaft meisterhaft zu vermitteln. Ich darf nur an das fiinfbindige Werk
von LapLACE, den , Traité de mécanique céleste” (1799-1825) erinnern, ferner
an das gleichnamige vierbindige Werk von F. T1ssERAND (1889-1896), das den
Astronomengenerationen der letzten siebzig Jahre durch seine kristallene Klar-
heit und formvollendete Darstellungsweise den Zugang zu diesem erhabenen
Gegenstand er6ffnet und erleichtert hat. Am Ende dieser klassischen Epoche
stehen die beiden dreibidndigen Werke ,, Méthodes nouvelles de la mécanique
céleste” (1892-1899) und ,Legons de mécanique céleste” (19o5-1910) von
H.PoINCARE, die nicht nur das Vorhandene noch einmal zusammenfaBten,
sondern aus tiefen mathematischen Einsichten heraus neue Wege fiir die zu-
kiinftige Forschung erdffneten.

Das zwanzigste Jahrhundert hat diesen Meisterwerken nur wenig Ebenbiir-
tiges an die Seite zu stellen. In deutscher Sprache erschien 1902 die , Mecha-
nik des Himmels“ des schwedischen Astronomen C.V.L.CHARLIER, ein aus-
gezeichnetes Buch, das auch die damals neuesten Ergebnisse beriicksichtigte, so
die Arbeiten von G.W. HiLL und G. H. DARWIN iiber die Mondbewegung und iiber
die Bahnen von Planetoiden in der Nihe der LAGRANGEschen Librationszen-
tren sowie die PoincarEsche Theorie der periodischen Losungen des Drei-
koérperproblems. Im Jahre 1912 veréffentlichte F. R. MouLton das kleine Buch
»An Introduction to Celestial Mechanics”, das als erste Einfithrung in diese
Wissenschaft bleibenden Wert besitzt und das seit 1927 auch in deutscher
Ubersetzung vorliegt. In Frankreich trat (1923-1926) H. ANDOYER mit seinem
zweibdndigen ,,Cours de mécanique céleste” hervor, der das Gebiet besonders
hinsichtlich der allgemeinen Stérungstheorie bereicherte, aber die ungemein
fruchtbaren PoincarEschen Ideen unberiicksichtigt lieB. In Deutschland er-
schien 1941 ,Das Dreikorperproblem von H. HaPPEL, das fiir den Kenner der
Probleme ein duBerst wertvolles Nachschlagewerk iiber viele in den élteren
Werken noch nicht enthaltenen Methoden darstellt und insbesondere die wich-
tigen Ergebnisse neuerer Forscher wie GYLOEN, SUNDMAN, BRENDEL u.a.
bringt, aber als Lehrbuch fiir Studierende weit weniger geeignet ist, als es die
obengenannten Werke der klassischen Fachliteratur gewesen sind. Von den
Erscheinungen der letzten Jahre verdienen noch die ,,Celestial Mechanics” von
W.M.SMmART (1953) und die ,Vorlesungen iiber Himmelsmechanik” von
C.L.SIEGEL (1956)genannt zu werden. Dasletztere nur wenig umfangreiche Buch
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betrachtet die Probleme der Himmelsmechanik (insbesondere das Dreikdrper-
problem) vom Standpunkt des reinen Mathematikers aus und beschiftigt sich
daher vorwiegend mit Konvergenz- und Stabilititsfragen und mit Betrach-
tungen iiber die mathematische Behandlung von allgemeinen kanonischen
Differentialgleichungssystemen, also mit Dingen, die fiir den Theoretiker auBer-
ordentlich bedeutsam, fiir den Anfinger aber zu schwierig und fiir den prak-
tischen Astronomen weniger wichtig sind. Der letztere wird die Grundlagen fiir
seine Tatigkeit nicht so sehr aus den Werken iiber die allgemeine Himmels-
mechanik erarbeiten als aus der Spezialliteratur iiber die Bahnbestimmung der
Himmelskérper und die Methoden der speziellen Stérungsrechnung. Hier sei
besonders auf zwei Biicher verwiesen: die , Bahnbestimmung der Himmels-
kérper von J.BAUSCHINGER (1906, letzte Auflage 1928) und die ,Bahn-
bestimmung der Planeten und Kometen“ von G.STRACKE (1929).

Inzwischen ist die in Zeitschriften und Publikationen weit verstreute Lite-
ratur ungeheuer stark angewachsen. Das Bediirfnis nach einer auf den modern-
sten Stand gebrachten Darstellung der Himmelsmechanik in deutscher
Sprache, die sich als Einfiihrung in das Studium eignet und die auch dem
Astronomen zur Vervollstindigung seines Wissens dienen kann, ist unzweifel-
haft heute gréBer als noch vor wenigen Jahren. Wihrend die moderne Astro-
physik, die der Forschung in den letzten fiinfzig Jahren eine ungeheure Fiille
neuer Aufgaben erdfinet hat, das Interesse der jungen Astronomengeneration
beinahe ausschlieBlich in Anspruch genommen hat, sind die Probleme der
Himmelsmechanik, die noch im vorigen Jahrhundert im Vordergrund gestan-
den haben, stark beiseite gedrangt worden. Das wird sich aber bald wieder
indern: Das Zeitalter der kiinstlichen Erdsatelliten und der ersten Vorsto8e in
den Weltenraum wird mit zwingender Notwendigkeit das Augenmerk auf eine
Wissenschaft lenken, von der noch vor kurzem mit Unrecht vermutet wurde,
daB ihre Probleme, soweit unsere mathematischen Hilfsmittel es erlauben, ge-
16st seien, und die man daher als abgeschlossenes und der Forschung wenig An-
reiz bietendes Lehrfach ansah.

Der Plan, ein Lehrbuch der Himmelsmechanik zu schreiben, entstand bei mir
schon 1944, muBte aber damals, nachdem einige Kapitel des ersten Bandes zu
Papier gebracht worden waren, infolge der Ungunst der Zeitverhiltnisse unter-
brochen und auf lingere Zeit verschoben werden. Ich bin auch heute noch,
nachdem der ,,Deutsche Verlag der Wissenschaften®, der erst kiirzlich mein
Lehrbuch ,,Geographische Ortsbestimmungen® herausgebracht hat, mich zur
Vollendung dieses alten Vorhabens ermutigt hatte, sehr im Zweifel gewesen,
ob ich es wagen sollte, eine so groBe und verantwortungsvolle Aufgabe auf mich
zu nehmen, deren Erledigung jahrelange Arbeit erfordern wird, und die mir
dadurch erschwert erscheint, daB in der Vergangenheit so groBe Vorbilder auf-
gerichtet sind, die auch nur annihernd zu erreichen ich nicht hoffen darf. Wenn
ich mich trotzdem entschlossen habe, diesen Versuch zu unternehmen, so vor
allem, weil ich von seiner Notwendigkeit tiberzeugt bin und weil ich vielleicht,
wenn auch sicher nicht die Meisterschaft jener Vorbilder, so doch die beschei-
dene Fihigkeit mitbringe, die dem Anfinger schwer verstindlichen Dinge klar
und leicht faBlich darzustellen. Was den Stoff anbetrifft, so kann ich wenig-
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stens auf einigen Gebieten, wie in der Theorie der Zweik6rperbewegung und der
Methodik der Bahnbestimmung der Himmelskorper, auf eigene Ideen ver-
weisen. So darf ich hoffen, daB zumindest der Band I, der jetzt vollendet vor-
liegt und der sich hauptsichlich mit diesen Dingen beschiftigen soll, in einigen
seiner Abschnitte sein eigenes Gesicht tragen wird.

Im ganzen sind drei Binde geplant. Der erste umfaBt, wie gesagt, die Ana-
lyse des Zweikorperproblems und die Bahnbestimmung der Planeten und Ko-
meten. Der Band II wird sich mit dem Dreikorperproblem und den Methoden
der numerischen Integration und der Berechnung spezieller Stérungen be-
fassen, Band III mit den allgemeinen Stérungen und allen damit zusammen-
hingenden Fragen (Stabilitit des Planetensystems, Bewegung der Satelliten,
einschlieBlich der kiinstlichen Erdsatelliten, kosmogonische Probleme). Ob es
notig (und moglich) sein wird, noch einen weiteren Band iiber Rotationsprobleme
hinzuzufiigen, wird die Zukunft lehren.

Ich lasse den Band I mit einem Kapitel iiber das ptolemiische Weltsystem
beginnen. Die Kenntnis der antiken Vorstellungen von der Mechanik und Kine-
matik des Planetensystems ist heute weitgehend verlorengegangen, und wenn
ich von einem kurzgefaBten Anhang in Friscuaurs , GrundriB der Theore-
tischen Astronomie” und einem Abschnitt in VALENTINERs ,,Handwérterbuch
der Astronomie® absehe, so ist mir kein modernes Lehrbuch bekannt, in dem
die Bemithungen der Alten um die Erforschung des Weltmechanismus die ihnen
gebiihrende Wiirdigung erfahren haben. Das mag daran liegen, daB die griechi-
schen und lateinischen Texte des ,, Almagest” (von dem arabischen ganz zu
schweigen) der neuen Generation kaum noch zuginglich sind. Seitdem aber
K.Man1rius (1912) uns die schone und sorgfiltige (leider lingst vergriffene)
Ubersetzung dieses antiken Werkes ins Deutsche geschenkt hat, 148t sich die
vollige Vernachlissigung des geschichtlich Gewordenen im Studium der Astro-
nomie kaum noch entschuldigen. In meiner Darstellung habe ich nur das be-
riicksichtigt, was auch fiir die moderne Himmelsmechanik interessant und
wesentlich ist. Ich weil3 wohl, daB die Ansicht weit verbreitet ist, die Beschif-
tigung mit diesen Dingen sei iiberfliissig und eine unnétige Belastung fiir Geist
und Gedichtnis. Ich hoffe trotzdem, daB dieser Versuch bei den Jiingern der
astronomischen Wissenschaft Anklang finden und ihnen den Anreiz geben wird,
sich ein wenig in dieses anziehende Thema zu versenken, das so viele Jahr-
hunderte lang das Thema der astronomischen Vorlesungen an allen Universi-
titen des Abend- und Morgenlandes gewesen ist. Die Ubertragung der schwer-
filligen geometrischen Ausdrucksweise des ProLEMAUS in die elegantere Form
der modernen mathematischen Symbolik verhilft dazu, auf die Denkart
und den Scharfsinn des groBen Agypters iiberraschende Lichter zu werfen,
und die Erkenntnis, daB viele moderne Gedankenginge und Methoden in
ihrem Ursprung schon auf ihn und seine Zeit zuriickgehen, sollte in dem
Schatz der allgemeinen Bildung auch des modernen Wissenschaftlers nicht
fehlen.

In den nachfolgenden Kapiteln wird die Theorie der Zweikérperbewegung mit
der ihr gebiihrenden Griindlichkeit behandelt. In der Tat ist ja die Bewegung
in Kegelschnittsbahnen nach den KEpLERschen Gesetzen als erste Niherung
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fiir die Bewegungen der Planeten, Kometen und Satelliten unseres Sonnen-
systems der Ausgangspunkt fiir die meisten himmelsmechanischen Unter-
suchungen, und es wire durchaus falsch, in Unterschitzung dieses Umstandes
sich damit zufrieden zu geben, dieses Problem (was an sich moglich wire) mit
wenigen Federstrichen zu 16sen, um dann sogleich auf das wesentlich schwie-
rigere Dreikorperproblem iiberzugehen oder gar mit diesem zu beginnen und
jenes dann als besonders einfachen Spezialfall nur am Rande zu behandeln.
Vielmehr zeigt sich, daBB das Zweikérperproblem trotz seiner relativen Einfach-
heit erstaunlich vielseitig ist und daB fast jeder der zahlreichen Gesichtspunkte,
von denen aus man es betrachten und analysieren kann, Wege erkennen 14d8t,
die in die noch recht unerschlossenen Tiefen des Dreikérperproblems und in die
schwierigen Entwicklungen der Stérungstheorie hineinfiihren.

Um dem Studierenden das Hineinlesen in den Gegenstand zu erleichtern,
habe ich es bewuBt vermieden, die allgemeinen mechanischen Prinzipe, wie sie
von LAGRANGE, d’ ALEMBERT, HAMILTON, JACOBI usw. entwickelt worden
sind und die haufig (so bei TisSERAND, PoINCARE, HaPPEL) an den Beginn
der himmelsmechanischen Deduktionen gestellt worden sind, auch hier an
den Anfang zu setzen. Die Erfahrung lehrt, daB der Anfinger dadurch leicht
entmutigt wird. Vom Standpunkt des Lehrers aus scheint es mir ratsam, das
Verstindnis des Schiilers nicht von vornherein mit diesen schénen, aber tief
liegenden und sehr abstrakten Gedankengingen zu belasten, sondern ihn all-
mahlich iiber konkrete und der Anschauung zugingliche Zwischenstufen auf sie
vorzubereiten. So soll auch die HamiLToN- JacoBische Theorie erst im Band IT
Platz finden, damit der Leser, der den ersten aufmerksam studiert hat, ihre
Giiltigkeit sogleich an den noch einfachen und durchsichtigen Zusammenhangen
in der Zweikorperbewegung zu verifizieren imstande ist.

Die Kapitel VIII und IX behandeln Probleme und Methoden der Bahn-
bestimmung von Planeten und Kometen. Uber diesen Gegenstand ist in den
letzten Jahrzehnten viel geschrieben worden, und es miiBte einem besonderen
Werk iiber Bahnbestimmung vorbehalten werden, die Vielzahl der vorgeschla-
genen Methoden darzustellen und kritisch miteinander zu vergleichen. Das ist
z.T. schon in dem obenerwihnten Lehrbuch von G. STRACKE geschehen, in dem
natiirlich die seit 1930 hinzugekommene Literatur noch nicht beriicksichtigt
werden konnte. Teilweise ist dies in der Abhandlung von P.HERGET: ,The
Computation of Orbits (1948)“ nachgeholt worden. Ich selbst habe versucht,
aus der Vielzahl der dargebotenen Methoden diejenigen herauszuheben, deren
Gedankenfiihrung besonders charakteristische Merkmale zeigt. Dagegen habe
ich es vermieden, allzusehr ins Einzelne gehende praktische Anweisungen,
Rechenschemata und Rechenbeispiele zu geben. Diese Dinge gehéren in ein
Rezeptbuch fiir den Rechner, wie es (im besten Sinne) das Buch von STRACKE
darstellt, aber nicht in ein allgemeines Lehrbuch der Himmelsmechanik, in dem
es mehr auf die Herausarbeitung der Ideen als auf Anleitungen fiir deren prak-
tische Anwendung ankommt. _

Das letzte Kapitel behandelt schlieBlich einige Probleme, die iiber die Zwei-
korperbewegung nach dem NEwroNschen Gesetz hinausgehen: die Zentral-
bewegungen auf Grund verschiedener Beschleunigungsgesetze — als besonders
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wichtiger Spezialfall erscheint hier die Bewegung sonnennaher Planeten nach
der allgemeinen Relativitidtstheorie.

Urspriinglich bestand die Absicht, noch ein Kapitel iiber die Methoden der
Berechnung spezieller Stérungen hinzuzufiigen. Ich habe mich aber wihrend
der Arbeit an diesem Band I entschlossen, die Behandlung dieses Gegenstandes
auf den Band II zu verschieben, da die Methoden der numerischen Integration
ja nicht nur im Zusammenhang mit der Bahnbestimmung und Ephemeriden-
rechnung, sondern in weit gréBerem Umfang bei der numerischen Lésung all-
gemeinerer himmelsmechanischer Aufgaben angewandt werden. Ich erinnere
nur an die Kopenhagener Arbeiten iiber die periodischen Bahnen im ein-
geschriankten Dreikorperproblem. So habe ich mich damit begniigt, in den
Kapiteln iiber Bahnbestimmung einiges iiber die Beriicksichtigung von Sto-
rungseinfliissen bei der Bahnberechnung der Planetoiden zu sagen.

Im Anhang habe ich eine Reihe von Tabellen und Tafeln zusammengestellt,
die fiir die Ephemeridenrechnung und Bahnbestimmung niitzlich sind. Teil A
des Anhangs bringt eine Anzahl kleinerer Tabellen, wiahrend Teil B eine um-
fangreichere sechsstellige Tafel der von mir eingefithrten ¢-Funktionen ent-
hilt, wie sie — abgesehen von einer weitmaschigen Tabelle in den Astrono-
mischen Nachrichten (Band 275, 108) — noch nirgends existiert. Bei der Be-
rechnung dieser Tafel stand mir, dank dem Entgegenkommen von Prof. L. BIER-
MANN, die elektronische Rechenanlage G I des Max-PLANCK-INSTITUTS FUR
Puysik in Gottingen zur Verfiigung. Fiir die Ausfithrung dieser Rechnung danke
ich Dipl.-Phys. PETER STuMPFF, der mir auch wertvolle Hilfe bei der Korrek-
tur dieses Bandes geleistet hat.

Moge dieses Buch, fiir dessen Gestaltung dem Verlag mein besonderer Dank
gebiihrt, dazu dienen, dem Studierenden der Himmelskunde die Probleme der
Himmelsmechanik wieder niher zu bringen, die zweifellos in der zukiinftigen
Entwicklung der astronomischen Wissenschaft sehr bald den Platz zuriick-
gewinnen werden, der ihnen von alters her und von Rechts wegen zukommt.

Gottingen, im April 1958 KARL STUMPFF
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KAPITEL I

DIE HIMMELSMECHANIK DER ANTIKE

1. Das geozentrische und das heliozentrische Prinzip

Die Anschauungen der Alten iiber den Aufbau des Weltalls und die Bewegungen
der Himmelskérper waren sehr verschiedenartig und haben sich im Laufe der
Zeit oft gewandelt. Vorherrschend ist aber in ihnen die Vorstellung von der im
Weltmittelpunkt ruhenden Erde (geozentrisches Weltbild) und von der gleich-
formigen Kreisbewegung der Himmelskorper. Die Kugelgestalt der Erde wurde
schon sehr frithzeitig erkannt ; der Erdumfang wurde bereits von ERATOSTHENES
(276-195 v.Chr.) durch ein Verfahren, das im Prinzip der modernen Grad-
messung vollig entspricht, groBenordnungsméBig richtig bestimmt. Auch die
Rotation der Erde wurde im Altertum mehrfach behauptet und zur Erklirung
des téglichen Umschwungs der Fixsternsphire benutzt. Ein Ansatz dazu findet
sich schon in der merkwiirdigen Theorie der Pythagorder (PHiLorAvuS): Die
Erde und eine Gegenerde bewegen sich mit 24-stiindiger Umlaufszeit gemein-
sam um ein (von den bewohnten Erdgegenden aus nicht sichtbares) Zentral-
feuer. Auch ARISTARCH vON Samos (3. Jh. v.Chr.) lehrte die Erdrotation und
erstmalig auch die Bewegung der Erde um die Sonne, doch konnten beide An-
schauungen sich nicht durchsetzen, sondern blieben lediglich als Kuriosititen
im Gedéchtnis der Zeiten haften.

Die endgiiltige Gestalt des geozentrischen Weltbildes der Antike hat uns (um
150 n.Chr.) der alexandrinische Gelehrte Craupius PToLEMAUS iiberliefert.
Sein 13 Biicher umfassendes Werk ist uns unter dem Titel ueydin ovvratic oder
besser noch unter dem der spiteren arabischen Ubersetzung »Almagest“!) er-
halten geblieben und vermittelt uns eine Gesamtdarstellung des astronomischen
Wissens der damaligen Zeit sowie den Versuch einer geometrisch-mechanischen
Theorie der Bewegungen aller bekannten Himmelskorper mit AusschluB der
Kometen, die von den Alten meist als ,sublunare” Erscheinungen, d.h. als
irdischen Ursprungs, gedeutet wurden. Die im Almagest vorgetragene Theorie
der Bewegung von Sonne, Mond und Planeten ist in ihrer Endform das eigene
Gedankengut des ProLEMAUS, doch stammen ihre Grundlagen aus &lteren
Quellen. Die astronomischen Beobachtungsdaten, auf die sich diese Theorie
stiitzt, hat sich ProLEMAUS z.T. selbst verschafft, z. T. sind sie ihm aus ilterer
Zeit iiberliefert worden. Vor allem bedient er sich der Aufzeichnungen des
HipparcH voN NicAa (19o-125 v.Chr.), der ein ausgezeichneter Beobachter
war. Auch im Aufbau der Theorien selbst folgt PToLEMAUS, wo es nur angeht,
den Spuren des HipPARCH, den er mit Recht als den gr6Bten unter den 4lteren
Astronomen ansieht und dessen Ergebnisse er daher nur selten, und auch dann

1) Das Beiwort ueydAn (die groBe) im Titel des Werkes wurde spiter durch den
Superlativ ueyiorn (die groBte) ersetzt. Durch Verschmelzung mit dem arabischen
Artikel al entstand so das Wort Almagest.
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nur widerstrebend, abindert. Von HirpaRcH iibernimmt er die Kenntnis der
Prizession der Tag- und Nachtgleichen, ferner die Verwendung des exzen-
trischen Kreises zur Erklirung der ungleichférmigen Geschwindigkeit der
Sonnenbewegung lings der Ekliptik. Die Idee der Epizykelbewegung, des be-
kanntesten Bestandteiles der ptolemiischen Theorien, ist ebenfalls schon von
HrirrarcH verwendet worden, 1aBt sich aber bis auf den Mathematiker AroL-
LONIUS VON PERGE zuriickfiihren, der etwas vor HippaRcH, um 200 v.Chr.,
gelebt hat. Alleiniges Verdienst des PTOLEMAUS bleibt es, diese verschiedenen
Elemente zu einem Ganzen verwebt zu haben, das den vorliegenden Erfah-
rungstatsachen innerhalb der damals noch sehr geriumigen Grenzen der
Beobachtungsgenauigkeit gerecht wurde. .

Das Studium des Almagest, d&r bis zu den Zeiten von KOPERNIKUS und
KEPLER, also rund anderthalb ]Kﬂaﬁdg} als Standardwerk der gesamten Astro-
nomie galt und dem in diesem langen Zeitraum nur wenig Erginzendes hin-
zugefiigt werden konnte, sollte auch heute nicht ganz vernachldssigt werden.
Wenn wir auch jetzt in der Lage sind, das Problem der Himmelsmechanik von
einem hoheren Standpunkt aus zu iiberblicken, so wollen wir doch nicht ver-
gessen, daB der iiberwundene geozentrische Standpunkt eigentlich der natiir-
lichere ist, weil von ihm aus alle theoretischen Erérterungen unmittelbar an die
durch die sinnliche Wahrnehmung gegebenen Erfahrungstatsachen angeschlos-
sen werden. Die Elemente der Erfahrung — das sind hier insbesondere die
periodischen ,,Ungleichheiten oder ,,Anomalien” in der scheinbaren Bewegung
der Sonne, des Mondes und der Planeten — lassen sich im Prinzip ebensogut durch
eine geozentrische wie durch eine heliozentrische Theorie darstellen ; nur erlaubt
die letztere — und das ist natiirlich entscheidend — alle Erscheinungen physika-
lisch zu deuten und unter ein einziges Gesetz von groBer Einfachheit, das
NewroNsche Gravitationsgesetz, einzuordnen, wihrend der antiken Astro-
nomie jede Moglichkeit fehlte, die Vielheit der Erscheinungen deduktiv aus
einem universellen Grundprinzip abzuleiten. Die Bewegungstheorien der Sonne,
des Mondes und jedes der fiinf im Altertum bekannten Planeten standen einzeln
zur Diskussion und erforderten zur Erklirung der beobachteten Erscheinungen
besondere Mechanismen. Je gro8er die Anzahl der Einzelelemente wurde, d.h.
also hier der periodischen Schwankungen im Lauf der Wandelsterne, desto ver-
wickelter und uniibersichtlicher gestaltete sich der Aufbau des Weltsystems.
Das Gemeinsame an beiden Auffassungen, der antiken und der modernen, ist
die Feststellung der Existenz dieser Anomalien selbst. Die antike Himmels-
mechanik beschritt den mithsamen und zu keinem klar erkennbaren Ziel fijhren-
den Weg der Synthese der beobachteten Himmelsbewegungen aus diesen Ele-
menten. Die moderne Astronomie hingegen leitet diese selben Anomalien analy-
tisch als periodische Glieder von Reihenentwicklungen ab, die sich ihrerseits
als Folgerungen aus einem mathematisch formulierbaren Grundgesetz ergeben.
Was dort, dem auf das Sinnféllige gerichteten Geist der Antike entsprechend,
als ein System von einander iiberlagernden Kreisbewegungen (etwa als eine
aus Hebeln und Rddern zusammengesetzte Maschinerie) erscheint, dessen Struk-
tur keinen einheitlichen Bauplan verrit, wird in der modernen Himmels-
mechanik zu einer formal-mathematischen, aber dafiir auch eindeutigen und
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zwangsldufigen Folgerung aus einem einfachen und allgemeingiiltigen Kraft-
gesetz.

Aus dieser Gegeniiberstellung ergibt sich unschwer einer der Griinde dafiir,
daB die antike Weltmaschinerie nur ein unvollstindiges Abbild der Wirklichkeit
bleiben muBte. Die Anzahl der Glieder einer Reihenentwicklung 148t sich
theoretisch bis ins Unendliche steigern, ohne daB neue Gesichtspunkte ins Feld
gefiihrt werden miiBten, d.h. praktisch bis an die Grenze, die durch die Ge-
nauigkeit der durch die Theorie rechnerisch darzustellenden Beobachtungs-
groBen vorgeschrieben ist. Die antiken Konstruktionen werden sich dagegen
mit endlich vielen, d.h. praktisch mit moglichst wenigen Elementarmechanis-
men (Anomalien) begniigen miissen, da jedes neue Zusatzglied, das keinen sicht-
baren logischen Zusammenhang mit den schon vorhandenen besitzt, die Theorie
komplizierter macht. So finden wir denn auch bei PToLEMAUS, daB er sich beim
Aufbau seiner Planetentheorien mit ganz wenigen Anomalien, meist mit einer
oder zwei, zufrieden gibt. Der andere Grund fiir das Steckenbleiben in diesen
verhiltnismiBig primitiven Anniherungen ist das sture Festhalten an dem
Prinzip der gleichférmigen Kreisbewegung der Himmelskorper. Die spitere
Geschichte hat tatsichlich gezeigt, daB der eigentliche AnstoB zu der Weiter-
entwicklung der Himmelsmechanik nach langer Stagnation nicht so sehr durch
KopERNIKUS erfolgte, als er das schon von ARISTARCH vertretene heliozen-
trische Prinzip aufs neue in die Diskussion warf, sondern durch KEPLER, der
an die Stelle der gleichférmigen Bewegung in Kreisen die ungleichméBig schnelle
Bewegung in elliptischen Bahnen einfiihrte. '

Die Abschnitte dieses Kapitels werden uns zeigen, wie nahe der Wahrheit der
scharfsinnige Denker ProLEMAUS in manchen Einzelheiten seines Systems
gekommen ist. An anderen Stellen wird eine Kritik seiner Gedankenginge
zeigen, daB vermeidbare Fehler ihn ebenso wie die obengenannten Vorurteile
daran gehindert haben, den letzten Schritt in das schon so nahe Ziel zu tun.
Besonders interessant und aufschluBreich wird aber das Studium der Methoden
sein, die ProLEMAUS bei der Ableitung der Elemente seiner Himmelskorper-
bahnen aus den Beobachtungen benutzte. In ihnen wird die Urform der mo-
dernen Bahnbestimmungsmethoden sichtbar werden, deren Darstellung einen
angemessenen Raum in den nachfolgenden Kapiteln dieses Buches einnehmen
wird.

2. Die Bewegung der Fixsternsphdre und der Sonne

Die scheinbare, d.h. vom irdischen Beobachtungsstandpunkt aus gesehene, Be-
wegung der Gestirne setzt sich aus zwei wesentlich verschiedenen Komponenten
zusammen: dem in einem Sterntage (= rund 23" 56™ mittlere Sonnenzeit) er-
folgenden Umschwung der gesamten Himmelskugel (Sphire) in ost-westlicher
Richtung um die durch die Pole des Himmelsidquators gehende Weltachse, an
dem Fixsterne, Sonne, Mond und Planeten gemeinsam teilnehmen, und der
weit langsamer vor sich gehenden eigenen Bewegung der Wandelsterne in der
Zone des ,, Tierkreises“, deren vorwiegende Richtung die west-6stliche ist. Die
Alten wuBten diese beiden Komponenten sehr wohl zu trennen, so daB wir hier
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von der ersteren, der durch die Rotation der Erde verursachten scheinbaren
gleichférmigen Drehung der Sphire, im allgemeinen absehen diirfen.

Die iibrigbleibenden Eigenbewegungen betreffen die Sonne, den Mond und
die Planeten — von den letzteren waren den Alten fiinf bekannt ; Merkur, Venus,
Mars, Jupiter und Saturn. DaB unter diesen sieben beweglichen Gestirnen die
Sonne einen besonders erhthten Rang einnimmt, wird auch von PToLEMAUS
anerkannt. Zwar ist er noch weit davon entfernt, ihr den Platz in der Mitte des
Weltalls zuzubilligen, er weiB aber bereits, daB ihre GréBe die der Erde iiber-
trifft!), und er erkennt, daB die Bahnbewegungen der tibrigen sechs Gestirne
mit der Bahn der Sonne deutlich gekoppelt sind, wihrend sie untereinander
(abgesehen von gewissen iibereinstimmenden Merkmalen in der Art der Be-
wegungen) keinerlei Bindungen aufzuweisen scheinen. Dariiber hinaus ist die
Sonnenbahn im Gegensatz zu denen des Mondes und der Planeten auBerordent-
lich einfach: Sie erfolgt auf einem gréBten Kugelkreis der Sphire, der seine
Lage unter den Fixsternen nicht dndert. Dieser groB3te Kreis der Himmelskugel,
die ERliptik, bildet die Mittellinie der Tierkreiszone, eines etwa 20° breiten
Giirtels, innerhalb dessen die Bewegungen aller iibrigen Wandelsterne sich ab-
spielen. Die Ebene der Ekliptik, die durch den Erdmittelpunkt geht und in der
sich die Bahnbewegung der Sonne vollzieht, bietet sich somit von selbst als
Hauptkoordinatenebene dar, nicht nur fiir die Bewegung der Sonne, sondern
auch fiir die der Planeten und des Mondes, deren Bahnen gegen die Ekliptik
nur wenig geneigt sind und die sich daher fast verzerrungsfrei auf die Ekliptik-
ebene projizieren lassen.

ProLEMAUS benutzt schon, wie wir, die Koordinatendarstellung der sphi-
rischen Gestirnsorter in diesem Ekliptiksystem nach Ldnge und Breite, doch
sieht er sich noch vor-die Alternative gestellt, ob er den Anfangspunkt der
Lingenzihlung auf der Ekliptik durch die Fixsterne festlegen soll oder durch
die dem jahreszeitlichen Lauf der Sonne entstammenden Punkte der Sonnen-
wenden (Solstitien) und Tag- und Nachtgleichen (Aquinoktien). Infolge der
schon von HipparcH entdeckten Prdizession verindern nimlich die Aquinok-
tien und Solstitien und damit die durch sie bestimmten zwolf ,Zeichen des
Tierkreises ihre Lage gegen das System der Fixsterne langsam, aber bestindig.
ProLEMAUS entscheidet sich dafiir, die Aquinoktien als feste und unverdnder-
liche Richtungen anzusehen, auf die sich alle Vorginge am Himmel zu be-
ziehen haben. Die geozentrischen Polarkoordinaten der Gestirne an der Sphire
sind demnach Linge und Breite, wobei die Breite den Winkelabstand von der
Ekliptik bedeutet, wahrend die Lange in der Ekliptik selbst, und zwar im Sinne
der Sonnenbewegung, vom Frihlingspunkt aus zu zihlen ist.

Nach dieser Festsetzung ergibt sich, daB die Fixsterne infolge der Prizession
eine langsame Ortsveranderung zeigen: Wihrend ihre Breiten konstant bleiben,
nehmen die Lingen im Laufe der Zeit gleichmiBig zu. Der Name ,,Prizession
ist durch diese Definition als Vorwirtsbewegung der Fixsterne historisch ge-
rechtfertigt — nach unserer heutigen Auffassung, die das System der Fixsterne

1) Er unterschitzt die GréBe der Sonne, der er fiinffache ErdgréBe zubilligt,
allerdings noch bedeutend.
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(von deren individuellen Eigenbewegungen abgesehen) als riumlich fest an-
sieht, besteht die Prézession ja in einem Riickwdrisschreiten der Aquinoktien.
HiprarcH war noch der Meinung, daB von dieser Bewegung in Linge nur die
Fixsterne der Tierkreiszone betroffen seien. PToLEMAUS weist dagegen nach,
daB die Konstellationen der Fixsterne an der gesamten Sphire sich seit den
iltesten Zeiten nicht gedndert hitten, was nur moglich ist, wenn die Fixstern-
sphire als Ganzes die Prazessionsbewegung als eine Drehung ihrer Rotations-
achseum die Pole der Ekliptik mitmacht. Zur Ableitung der Prizessionskonstan-
ten benutzt er die Beobachtungen des HipparcH und die Sternbedeckungen
durch den Mond, die um 390 v.Chr.von TiMocHARIS in Alexandrien beobachtet
wurden. Sein Ergebnis ist, daB die Lingen der Fixsterne um rund 1°in 100 Jah-
ren zunehmen. Die Prizessionskonstante betrigt daher nach ProLEMAUS 36"
im_Jahr, wihrend der moderne Wert (rund 50") nicht unbetrichtlich gréBer ist.
Diese Diskrepanz ist z.T. auf die Ungenauigkeit der benutzten Unterlagen zu-
riickzufithren, z.T. aber auch auf mangelnde Sorgfalt bei der Reduktion und
auf das unseren heutigen Begriffen von wissenschaftlicher Sauberkeit wider-
sprechende Bestreben des PToLEMAUS, seine Ergebnisse untereinander und mit
den von HipparcH iiberlieferten durch willkiirliche Abrundungen in Uber-
einstimmung zu bringen. ‘

Die Bewegung der Sonne lings der Ekliptik erfolgt von Friihlingspunkt zu
Friihlingspunkt in einem tropischen Jahre und mit ungleichférmiger Geschwin-
digkeit. Um diese Ungleichférmigkeit mit dem antiken Grundsatz von den
gleichformigen Kreisbewegungen der Himmelskorper in Einklang zu bringen,
stellte schon HipparRcH die rdumliche Sonnenbahn als einen exzentrischen
Krers dar. Dieser wird von der Sonne mit gleichférmiger Geschwindigkeit
durchlaufen; von der auBerhalb seines Mittelpunktes stehenden Erde aus er-
scheint diese Bewegung im Apogdum (Erdferne) langsamer, im Perigdum (Erd-
nihe) schneller als im Mittel. ProLEMAUS iibernimmt diese Theorie ohne Ande-
rung.

Zur vollstandigen Beschreibung der Sonnenbewegung auf der Ekliptik sind
vier Angaben erforderlich: Die Dauer des tropischen Jahres, die Linge des
Apogiums, die Exzentrizitit der Bahn und die mittlere Linge der Sonne zu
einem vorgeschriebenen Zeitpunkt, der ,,Epoche”.

Die Linge des tropischen Jahres leitet ProLEMAUS aus den Zeitpunkten der
Aquinoktien ab, wie sie einerseits von HipparcH, andererseits — 285 Jahre
spiter — von ihm selbst bestimmt worden waren. Die Beobachtungsmethode
war ziemlich ungenau: Ein Metallring von quadratischem Querschnitt wurde
so an der Siiddwand eines Hauses befestigt, daB seine Ebene mit der des Himmels-
dquators iibereinstimmte. Zur Zeit der Aquinoktien, d. h., wenn die Sonne genau
im Himmelsdquatorstand, fiel der Schatten der vorderen Ringhélfte genauaufdie
hintere Innenfliche. ProLEMAUS gelangt zu dem Ergebnis, da8 das tropische
Jahr etwas kiirzer als das julianische von 365!/, Tagen sei, und zwar um soviel,
daB sich die Differenz in 300 Jahren zu einem vollen Tag aufsummiert. Das er-
gibt 365324667, wihrend der moderne Wert mit 365%24220 merklich kleiner ist.
Auch aus den dlteren Beobachtungen der Solstitien durch die Schule des
MeroN und des EUKLEMON (432 v.Chr.) leitet er den gleichen fehlerhaften

2 Stumpff, Himmelsmechanik
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Wert ab, was wahrscheinlich wieder seiner schon erwihnten Manier zuzuschrei-
ben ist, die Beobachtungsdaten so auszuwihlen oder gar abzuédndern, daB die
innere Ubereinstimmung nicht leidet.

Aus der Jahresperiode T folgt unmittelbar die maitlere tigliche Bewegung der
Sonne in Linge:

y =

360°  [0°59 873304 (moderner Wert)
T o 59 8.2870 (PTOLEMAUS)

Um diesen Betrag wichst tdglich und gleichformig der Winkel ¢, unter dem
(Abb. 1) der Abstand 4 S (Apogium-Sonne) vom Mittelpunkt M des Exzen-
ters A SII aus erscheint. Man be-
S A zeichnet pals diemittlere Anomalie
der Sonne, wihrend der ungleich-
formig wachsende Winkel p, unter
dem sich die Apogiumsdistanz
der Sonne von der Erde E aus
% darbietet, ihre wakre Anomalie ge-
¥V nannt wird. Die Differenz beider
Anomalien ist der Winkel £, unter
dem die lineare Exzentrizitit M E
der Bahn von der Sonne aus er-
scheint. PTOLEMAUS gebraucht sie
im Sinne { =y — ¢, d.h. als
Korrektion, die dermittleren Ano-
malie hinzuzufiigen ist, um die
wahre zu erhalten; wir werden
T sie dagegen im umgekehrten Sinne
verwenden und ¢ = y -+ ¢ schrei-
Abb. 1. ben. Der Winkel ¢ ist dann posi-
Bewegung der Sonne nach Hipparch. tiv, wenn sich die Sonne auf dem
Wege vom Apogdum 4 zum Peri-
gium [T befindet, negativ auf der anderen Bahnhilfte. PToLEMAUS bezeichnet
diese Groe, die bald als additive, bald als subtraktive Korrektion auftritt, als
Prosthaphiresis (Zusammensetzung aus mpdodeots = Addition und dpaigeoic
= Subtraktion). Man beweist leicht, daB die Prosthaphdresis ihren Maximal-
betrag erreicht, wenn die wahre Anomalie go°® bzw. 270° betrigt. Im Dreieck
MES ist ndmlich
I- . . ME . .
(I; 1) smé'—msmtp—e:.mtp,
wobei das Verhiltnis e der linearen Exzentrizitit M E zum Exzenterradius M' S
eine Bahnkonstante, die numerische E xzentrizitit, bedeutet.

Die Linge des Apogiums ist der geozentrisch gemessene Winkel w zwischen
den Richtungen nach dem Friihlingspunkt 7\" und dem Apogidum. PToLEMAUS
hilt sie fir konstant, obwohl eine genaue Analyse des ihm zur Verfiigung
stehenden Beobachtungsmaterials das langsame Fortschreiten des Apogidums

g
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im Sinne der Sonnenbewegung hitte zutagefordern miissen. Diese Bewegung
der Apsidenlinie, d.h. der Verbindungslinie Perigdum-Erde-Apogdum, wurde
erst um goo n.Chr. von dem arabischen Astronomen ALBATEGNIUS entdeckt.
Die Summe der Winkel w und ¢, d.h. der geozentrisch gesehene Abstand der
Sonne vom Friihlingspunkt, heiBt ihre wahre Linge, die Summe w + ¢ ihre
mittlere Linge, und es gilt die Beziehung

mittlere Linge = wahre Linge + Prosthaphiresis.

Wahre und mittlere Linge, ebenso natiirlich auch wahre und mittlere Ano-
malie, stimmen miteinander iiberein, wenn die Prosthaphiresis verschwindet,
d.h. im Apogdum und Perigdum. Zur Berechnung des wahren Sonnenortes fiir
eine beliebige Zeit ¢ geniigt es also, wenn man auBer der mittleren téglichen
Bewegung » der Sonne, der Exzentrizitit ¢ und der Apogiumslinge w den
Zeitpunkt eines beliebigen Apogdumsdurchgangs kennt. Sei dieser 6, so ist

¢=‘V(t—6),

vermindert um ganze Vielfache von 360°, die mittlere Anomalie zur Zeit .
Setzen wir in (I; 1) 9y = ¢ — £, so erhalten wir

sin { = e(sin ¢ cos { — cos ¢ sin )
und hieraus zur Bestimmung der Prosthaphiresis als Funktion von ¢ die Formel

. _ esing
(;2) tgc_l—l—ecosqo'

ProLEMAUS gibt an Stelle der Apogiumsdurchgangszeit @ die mittlere Linge
der Sonne fiir eine Epoche an, die vor den Daten der 4ltesten von ihm benutz-
ten Beobachtungen liegt. Er wihlt dazu den mittleren Mittag des 1. dgyp-
tischen Thot der Regierung desNaBONASSAR in Babylon (26. Februar 747 v. Chr.).
Sei dieser Zeitpunkt E und die mittlere Linge der Sonne fiir diese Epoche 4,
so ist die mittlere Linge der Sonne zur Zeit ¢

A=14+v(t—E)
und ihre mittlere Anomalie
p=1—ow.

3. Bestimmung der Elemente der Sonnenbahn

Die Aufgabe, Exzentrizitit und Apogiumslinge der Sonnenbahn auf Grund
der Hypothese des exzentrischen Kreises zu bestimmen, ist bereits von Hipp-
ARCH vollstindig gelost worden. Es handelt sich hier um die erste Methode der
Bahnbestimmung eines Himmelskorpers, die wir in der Geschichte der Astro-
nomie antreffen. ProLEMAUs hat die gleiche Methode auf eigene Beobachtun-
gen angewandt; daB er nicht nur denselben Wert fiir die Liange des Apogidums

2%
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findet wie HipPARCH (obwohl diese in den seitdem verflossenen 285 Jahren
infolge des Vorriickens der Apsiden um fast 5° angewachsen sein muBte), son-
dern daB er auch den gleichen fehlerhaften Wert fiir die numerische Exzentrizi-
tit erhilt, auf den HipparcH infolge der Ungenauigkeit seiner Sonnen-
beobachtungen gestoBen
war, zwingt uns zuder An-

Fon, - .
\./ . = " nahme, daB PTOLEMAUS

die Ausgangsdaten seiner

Rechnung nicht aus un-
voreingenommenen Beob-

5 achtungen abgeleitet, son-
dern diese der Uberein-

stimmung mit HipparcH

X zuliebe zurechtgemacht

v hat.

Die Methode selbst be-
ruht auf der Beobachtung
der Linge der Jahreszei-
ten, die infolge der Exzen-
.§' trizitdit der Sonnenbahn
verschiedeneDauer haben.
HipparcH findet fiir die
Dauer des Friihlings, also

3,

r fiir die Zeit zwischen Friih-
S0 \ iir die W,
4 lingsdquinoktium (") und
Abb. 2. Bestimmung der Elemente Sommersolstitium  (69)
der Sonnenbahn. 04.5 mittlere Sonnentage

und fiir die Dauerdes Som-
mers, die Zeit zwischen Sommersolstitium und Herbstiquinoktium (), 92.5
Tage. Friihling und Sommer zusammen dauern demnach 187 Tage, also mehr
als die Hilfte des tropischen Jahres. Das Apogium der Sonnenbahn muf dem-
nach (Abb. 2) auf dem Sommerbogen der Ekliptik, also zwischen Y" und L
liegen, da diejenige Halfte der Ekliptik,in der das Apogdum liegt, notwendig in
der lingeren Zeit durchlaufen wird. Da auBerdem der Friihling linger als der
Sommer war, muBte (zur Zeit des HipparcH!) das Apogdum irgendwo im Friih-
lingsquadranten liegen (Punkt A4 in Abb. 2).
Der Halbmesser des Exzenters sei gleich eins gesetzt. Dann ist die lineare
Exzentrizitit M E der numerischen Exzentrizitit gleich. Man findet ¢ und w,
wenn es gelingt, die rechtwinkligen Koordinaten

X=ecosw, y=esinw

des Exzentermittelpunktes in bezug auf das durch die Geraden LuY" und ;69
gebildete Achsenkreuz zu bestimmen. Da x = sin £, ¥ = sin y, so kommt diese
Aufgabe auf die Messung der beiden Winkel { und y hinaus. Nun sind die
Lingen der Jahreszeiten und die mittlere tigliche Bewegung der Sonne be-
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kannt, also auch die beiden Winkel
a=094.57=93° 85 (nach ProLEMAUS 93° ¢')
B =0925v=091°10.1 (nach ProLEMAUS 91° 11')

bekannt. In den beiden gleichschenkligen Dreiecken M " 69 und M Y L mit
den Winkeln an der Spitze « bzw. 360° — (¢ + f) sind damit auch die Basis-
winkel 6 bzw. y gegeben. Im rechtwinkligen Dreieck V"E69 ist dann 6 + ¢

= g0° — (0 + »); setzt man hierin § = go° — %und

_etB_ ..
Y= 2 90’

so erhilt man

und es ist dann
tgw=l= s?ny; e=—Sin€.
x sin cos W

Fithren wir diese einfache Rechnung mit den von ProLEMAUS aufgerundeten
Werten fiir « und f§ durch, so ergibt sich
I
= ° / = ° ! = 6 ° ’ = —_—
y=2710, £=0"59" @=05°35, ¢=—

ProLEMAUS erhilt w = 65° 30" und e = 21—4; die kleinen Abweichungen liegen

innerhalb der Genauigkeitsgrenzen seiner Rechnung.

Es ist niitzlich, diese Ergebnisse mit denjenigen zu vergleichen, die man auf
Grund moderner Daten erhalten wiirde. Das Berliner Astronomische Jahrbuch
fiir 1950 gibt fiir den Eintritt

des Friihlingsdquinoktiums den 21.Mirz, 4 36™ Weltzeit,
des Sommersolstitiums den 21. Juni, 23P 37 Weltzeit,
des Herbstaquinoktiums den 23.Sept., 142 44™ Weltzeit

an. Daraus folgt fiir die Dauer des Friihlings 9297923, fiir die des Sommers
93%6299. Verwenden wir den modernen Wert der mittleren tiglichen Bewegung
der Sonne, v = 098565, so folgt '

a = 91°4598; f = 92°2864.
Die weitere Rechnung fithrt sodann auf

y=1%873, {= —0°413; w=7102°20, e=——.
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Der exakte Wert fiir die Linge des Sonnenapogiums (dle gleich der Linge
des Perihels der Erdbahn ist) betrigt fiir 1950.0 @ = 102° 4.8. Die geringe Ab-
weichung des obigen Ergebnisses von diesem Wert beruht natiirlich darauf, daB
die Hypothese des exzentrischen Kreises zur Darstellung der Sonnenbewegung
nicht exakt ist. Zur Beurteilung der Zuverlissigkeit des von PToLEMAUS mit-
geteilten Wertes beriicksichtigen wir, daB (nach NEwcouMs) die Apsiden der
Erdbahn jahrlich um 6179 fortschreiten. Die Differenz von 36°5 zwischen un-
serem und dem antiken Ergebnis fiir o fithrt demnach auf eine Zeitspanne von
2123 Jahren, also auf das Jahr — 173 = 174 v.Chr. Wenn wir die Ungenauig-
keit der antiken Beobachtungen in Rechnung stellen, so lassen sich die rund
25 Jahre spiter erfolgten Beobachtungen des HipPARCH mit diesem Befund
einigermaBen in Einklang bringen, nicht aber die des ProLEMAUS, die noch
etwa 300 Jahre spéter durchgefiihrt wurden.

. .. . 1
Was die Exzentrizitit e anbelangt, so ist der von uns errechnete Betrag 299

genau doppelt so groB wie die Exzentrizitit der elliptischen Erdbahn (e = 5_91—8)

DaB dies so sein muB, werden wir spiter (Abschn. g) einsehen lernen. Der Wert

I o . e, I
e = 2—4 von HipPARCH-PTOLEMAUS, der also einer Erdbahnexzentrizitit 4_8

entsprechen wiirde, erweist sich deshalb als bei weitem zu groB. Das wird auch
‘nicht viel anders, wenn wir die sikulare Anderung der Erdbahnexzentrizitit

beriicksichtigen, die fiir die Zeit des HipparcH auf rund 0.0176 = % fithrt.

4. Die Perioden der Mondbewegung

Von den sieben Wandelsternen ist neben der Sonne nur noch der Mond nie-
mals riickldufig, sondern wandert stindig in gleicher Richtung durch den Tier-
kreis. Im Gegensatz zur Sonnenbahn ist aber der Weg des Mondes so kompli-
ziert, daB seine genaue Beschreibung nicht nur den Astronomen der Antike,
sondern auch der modernen Himmelsmechanik erhebliche Schwierigkeiten be-
reitet hat.

Die Ebene der Mondbahn ist gegen die Ekliptik um 5° 9’ geneigt. Dieser
Winkel ist nur kleinen periodischen Anderungen unterworfen, die den Alten
nicht bekannt waren. Es gentigt also hier, die Neigung der Mondbahn als kon-
stant anzusehen. Anders ist es mit der durch den Erdmittelpunkt gehenden
Knotenlinie, in der sich die Ebenen der Mondbahn und der Ekliptik schneiden.
Durch sie werden auf der Ekliptik zwei Punkte ausgezeichnet: der aufsteigende
Knoten, in dem der Mond von der Siidseite der Ekliptik auf die Nordseite iiber-
tritt, und der ihm gegeniiberliegende absteigende Knoten. Die Lingen der Knoten
sind aber nicht konstant, sondern (wiederum abgesehen von kleinen periodi-
schen Schwankungen) in einer stindigen Abnahme begriffen: Die Knoten
wandern in riickldufigem Sinn um die Ekliptik. Die etwa 18.6 Jahre betragende
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Umlaufsperiode der Mondbahnknoten war den Alten wohlbekannt und fand in
den Mondtheorien von HippArcH und ProLEMAUs volle Beriicksichtigung.
Von HipparcH itbernahm ProLEMAUS auch die Kenntnis einer periodischen
Ungleichférmigkeit der scheinbaren Bahngeschwindigkeit des Mondes. Das Prin-
zip der gleichférmigen Kreisbewegung fithrte auch hier zu der Annahme,
daB die ungleichmiBig schnelle Bewegung des Mondes durch seine verschiedene
Entfernung in verschiedenen Bahnteilen vorgetiuscht wird. Diese Annahme
lieBe sich wieder, wie bei der Sonne, durch einen exzentrischen Kreis realisieren
oder aber durch das im nichsten Abschnitt zu beschreibende Hilfsmittel des
Epizykels. Jedenfalls findet man auch hier ein Apogdum, in dem die schein-
bare Mondgeschwindigkeit ihr Minimum, und ein Perigium, in dem sie ihr
Maximum erreicht. Da diese Ungleichformigkeit der Mondbewegung sehr aus-
geprigt ist — die Abweichungen des wahren Mondorts vom mittleren erreichen
nach jeder Seite hin rund 6° -, lieB sich auch mit den primitiven Beobach-
tungsgeriten der Alten die Lage der Apsiden der Mondbahn unschwer be-
stimmen, und so konnte auch nicht verborgen bleiben, daB Perigium und
Apogium in raschem Vorwirtsschreiten auf der Mondbahn begriffen sind; in
nicht ganz neun Jahren vollenden sie einen vollen Umlauf im rechtldufigen
Sinne.

Diese besonderen Bewegungsverhiltnisse geben AnlaB zu einer Reihe von
Periodizititen des Mondlaufs, auf deren genaue Bestimmung die Alten grofe
und nicht vergebliche Mithe verwendet haben. Ihre Beobachtungen fiihrten
zunichst auf drei voneinander unabhingige Grundperioden, nimlich

1. den synodischen Monat oder die mittlere Dauer der Zeitspanne zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Konjunktionen des Mondes mit der Sonne, d.h. die
Periode des Mondphasenwechsels;

2. den drakonitischen Monat oder die mittlere Dauer der Zwischenzeit
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Monddurchgingen durch den aufsteigen-
den Knoten, d.h. die Periode, in der sich die Schwankungen der Mondbreite
wiederholen;

3. den anomalistischen Monat oder die mittlere Dauer der Zeitspanne zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Apogien des Mondes, d.h. die Periode der Schwan-
kung der scheinbaren Bahngeschwindigkeit des Mondes.

Zwei weitere Perioden lassen sich ableiten, wenn man die Periode des syno-
dischen Umlaufs in geeigneter Weise mit denen der jihrlichen Sonnenbewegung
und der Prizession kombiniert. Es sind dies

4. der ¢ropische Monat oder die mittlere Dauer eines Mondumlaufs durch den
Tierkreis, d.h. die Periode der Wiederkehr gleicher Langen des Mondes;

5. der siderische Monat oder die mittlere Dauer der Zwischenzeit zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Konjunktionen des Mondes mit dem gleichen Punkt
der Fixsternsphire.

Die Beziehungen zwischen dem tropischen und dem siderischen Monat einer-
seits und dem synodischen Monat, dem tropischen Jahr und der Prizessions-
periode andererseits ergeben sich leicht durch folgende Uberlegung: Es seien
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zur Zeit £, immer in bezug auf den Friihlingspunkt als Koordinatenanfang, die
mittleren Langen des Mondes und der Sonne L und 4; die Linge eines belie-
bigen Punktes der Fixsternsphire sei /. Zur Epoche #, seien die entsprechenden
Lingen L, 4y und J,. Bezeichnen wir ferner die Dauer des tropischen Monats
mit U, die des tropischen Jahres mit T, die Prizessionsperiode (rund 26000
Jahre, nach ProLEMAUS 36000 Jahre) mit P, so ist offenbar

27 2m 27
L-Li=—F(—t), A=dy=—p(t—t), I=hh=—5(—1).

Subtrahiert man nun die zweite und die dritte Gleichung von der ersten, so
erhilt man

L—1=Lo—-lo+2n(%—%)(t—to);

I I
L—1 =L0_IO +Zﬂ(’ﬁ'—"-1—)') (t—to).
Sei nun S die Dauer des synodischen und S’ die des siderischen Monats, so ist
1 I 1 I I I 1 I 1
G =T T FTTP-STT B

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich U und S’ berechnen, wenn S, T und P
gegeben sind.

Um die Grundperioden méglichst genau zu bestimmen, suchten die Alten
nach lingeren Zeitintervallen, in denen diese Perioden moglichst ganzzahlig
enthalten sind. Nach Ablauf solcher Zeitrdume oder Zyklen miissen sich alle
Erscheinungen des Mondlaufs, die durch das Zusammenwirken der elementaren
periodischen Vorginge entstehen, genau wiederholen. Das gilt besonders fiir
die mit dem Mondlauf eng zusammenhingenden Finsternisse, die im Altertum
besonders eifrig beobachtet wurden. Man kann also auch umgekehrt die Peri-
oden der Mondbewegung ermitteln, wenn es gelingt, in der Folge der beobach-
teten Sonnen- und Mondfinsternisse genaue Zyklen festzustellen.

Ein solcher Finsterniszyklus, in dem sich alle Finsternisse in der gleichen
Reihenfolge, mit den gleichen zeitlichen Abstinden und den gleichen charak-
teristischen Merkmalen wiederholen, war schon den dlteren Astronomie treiben-
den Kulturvélkern (den Chinesen, Chalddern usw.) bekannt; er wurde von den
Griechen als Saroszyklus bezeichnet. Der Saros umfaf3t 6585/, mittlere Sonnen-
tage oder 18 julianische Jahre (zu je 365!/, Tagen) und 10%/; Tage. In ihm sind
enthalten: 223 synodische, 239 anomalistische und 242z drakonitische Umliufe
des Mondes; d.h., zwei durch eine Sarosperiode getrennte Finsternisse finden
nicht nur bei der gleichen Konstellation Sonne-Mond statt, sondern auch in der
gleichen (bei Finsternissen notwendig kleinen) Distanz des Mondes vom
gleichen Knoten und schlieBlich auch im gleichen Abstand vom Apogium, d.h.
in der gleichen Phase der groBen periodischen Ungleichheit der Mondbewegung.
Dagegen treten diese beiden Finsternisse nicht genau an der gleichen Stelle der
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Ekliptik ein, da der Saroszyklus einen UberschuB von rund 11 Tagen iiber eine
volle Anzahl von Sonnenumliufen aufweist. Infolge der allerdings nur geringen
Ungleichformigkeit der Sonnenbewegung wird die Genauigkeit des Zyklus
durch diesen Umstand ein wenig beeintrachtigt.

'Die Werte, die man aus dem Saroszyklus fiir die Grundperioden der Mond-
bewegung ableitet, sind bemerkenswert genau, wie man an der folgenden
Gegeniiberstellung dieser Zahlen mit den strengen Werten der modernen Mond-
theorie erkennt:

Saroszyklus: S = 6585933

synodischer Monat:  S: 223 = 29%5306 (genau 29¥53050)
anomalistischer M.:  S: 239 = 27.5537 (genau 27.55455)
drakonitischer M.: S: 242 = 27,2121 (genau 27.21222)
tropischer M. (nach I; 3) = 27.3216 (genau 27.32158)

Der siderische Monat ist um rund 8 Einheiten der 5.Dezimale linger als der
tropische.

Trotz dieser beachtlichen Genauigkeit — die weitaus groBte Abweichung
findet sich beim anomalistischen Monat mit 1.3 Zeitminuten — war schon
HipparRcH mit diesen Werten nicht zufrieden. Durch sorgfiltige Analyse
ilterer und neuerer Finsternisse wurde er zu einem neuen Zyklus von 12600741?
gefiihrt, der 4267 synodische Monate zu je 29953059 und 4573 anomalistische
Monate zu je 27955457 umfaBt. Der synodische Monat (und damit auch der
tropische) war jetzt auf die 5. Dezimale genau, wihrend der anomalistische nur
noch eine Abweichung von knapp 2 Zeitsekunden gegeniiber dem modernen
Wert zeigte. Auch war die Forderung, daB der Zyklus eine volle Anzahl von
Sonnenjahren enthalten sollte, wesentlich besser als beim Saros erfiillt: An 345
vollen ptolemiischen Jahren fehlten nur etwa 3 Tage (die Angabe von 8 Tagen
im Almagest beruht offensichtlich auf einem Rechenfehler). Legen wir den
modernen Wert fiir die Linge des tropischen Jahres zugrunde, so reduziert sich
diese Abweichung sogar auf etwa 1!/, Tage.

Der drakonitische Monat 148t sich durch den hipparchischen Zyklus nicht so
genau festlegen, da die beiden durch dieses Zeitintervall getrennten Finster-
nisse im entgegengesetzten Knoten stattfinden. Wenn wir die Zahl der im
Zyklus enthaltenen drakonitischen Umliufe mit 46301/2 ansetzen, kommen wir
zu dem etwas zu groBen Wert von 27%2124. Durch eine parallele Untersuchung
stellt HipPARCH aber fest, daB 5458 synodische Monate genau gleich 5923 dra-
konitischen Monaten sind. Mit Hilfe des schon gesicherten Wertes fiir die
synodlsche Umlaufszeit erhilt er so die Linge des drakonitischen Monats zu
27921222 in genauer Ubereinstimmung mit dem modernen Befund.

AuBerst merkwiirdig ist, daB ProLEMAUS, der sonst geneigt ist, mangelhaft
begriindete Ergebnisse des HipPARCH sogar dann zu iibernehmen, wenn sie
mit dem eigenen Befund in Widerspruch stehen, sich mit diesen mit groBem
Scharfsinn und vorbildlicher Griindlichkeit abgeleiteten Resultaten seines
groBen Vorgingers nicht zufrieden gibt. Nur die synodische und die tropische
Umlaufszeit des Mondes hilt er fiir gentigend gesichert, wihrend er die iibrigen
Perioden noch zu verbessern sucht. Zweifellos leitet ihn hierbei die Erkenntnis
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der ungeheuren Bedeutung genauer Zahlenwerte fiir die fundamentalen astro-
nomischen Konstanten, zu einem anderen Teile auch wohl das Bediirfnis, die
von ihm zum Zwecke der Verbesserung dieser Konstanten erfundenen neuen
Reduktionsmethoden ins rechte Licht zu riicken. Diese Methoden, die wir in
den nichsten Abschnitten kennenlernen werden, verdienen dies auch wirklich:
Sie entsprechen im Prinzip vollig den modernen Verfahren bei der Trennung
und Bestimmung von einander iiberlagernden Periodizititen. Die Ergebnisse,
die ProLEMAUs im Falle der Perioden der Mondbewegung mit ihnen erzielt
hat, sind allerdings vollig illusorisch: Die von ihm gefundenen Korrektionen
der Perioden des HipPARCH betragen nicht mehr als 1-2 Einheiten der sechsten
Dezimale und sind reine Zufallsergebnisse ohne reale Bedeutung.

5. Die grofe Ungleichheit der Mondbewegung. Einfiihrung des Epizykels

Die erwihnte Methode des ProLEMAUS zur Verbesserung der Mondperioden
setzt nicht nur die Kenntnis gendherter Werte dieser Konstanten voraus, die
ja von HipPARCH iiberliefert waren, sondern auch bereits eine formale Theorie
der Mondbewegung selbst. Ferner wird, da es sich hier um die Verwertung von
Finsternissen handelt, auch die vollstindige Theorie der Sonnenbewegung vor-
ausgesetzt. Bei diesen Analysen bevorzugt ProLEMAUS mit Recht die Mond-
finsternisse, deren Eintrittszeiten unabhingig vom Standpunkt des Beobach-
ters sind, wihrend der Verlauf der Sommenfinsternisse wesentlich durch die
Parallaxe des Mondes mitbestimmt wird. Das hitte die rechnerische Verwer-
tung der Sonnenfinsternisse nicht unbetrichtlich erschwert, wenn auch die
Mondparallaxe den Alten schon recht genau bekannt war. Zur Festlegung der

-
ahn— Q
Abb. 3. Mondbahn und Ekliptik.

Mandb.

Mondorter zur Zeit der verwendeten Finsternisse benutzt ProLEMAUS die nach
der weiter oben beschriebenen Theorie der Sonnenbewegung konstruierten
Sonnentafeln: Die Lange des Mondes z.Z. der Mitte einer Mondfinsternis er-
gibt sich aus der gleichzeitigen Linge der Sonne durch Hinzufiigen von 180°.

Zwecks Vereinfachung der mathematischen Uberlegungen denkt sich PToLE-
MAUS die Ebene der Mondbahn in die Ekliptik verlegt, d.h., er identifiziert die
ekliptikalen Lingen des Mondes mit den in der Mondbahn gezihlten. Den
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Unterschied hilt er wegen der geringen Neigung der Mondbahn fiir unerheb-
lich. In Wirklichkeit kann der dadurch begangene Fehler bis auf rund %’ an-
wachsen. Sei (Abb. 3) K der aufsteigende (oder absteigende) Knoten der Mond-
bahn, V'K = ) seine Linge, I = V"Q die ekliptikale Linge des Mondes M,
1 die Bahnneigung, K M = u der Abstand des Mondes vom Knoten (das , Argu-
ment der Breite“) und {) + # die Linge des Mondes in der Bahmn, so gilt im
rechtwinkligen spharischen Dreieck K MQ

tg(l — ) =tgucosi.
Firr die Differenz zwischen Linge in der Bahn und ekliptikaler Linge erhilt

man dann

tg(Q+u—l)=tglu—(— Q)=

tgu (T — cos i)
14 tg2ucoss

Zur Feststellung der Extrema differenzieren wir nach # und erhalten nach ein-
facher Rechnung

(1 — cos7) (1 — tg%u cos 1)
cos? (1 + tg%u cos 1)?

S gm— - Q=

Die Extrema treten also bei tg? % = sec ¢ auf, d.h. fiir » = +45° 3'5 bzw.
% = +134° 56.5, wenn wir fiir # den modernen mittleren Wert 5° ¢’ einsetzen.
Der Extremwert selbst ergibt sich dann aus

tg [ — (0 — §Q)lextr. = =+ Vsecd sinzg zu [ — (I — §)lextr. = +0°69.

Auf die nachfolgenden Uberlegungen hat die Vernachlissigung dieser Differenz
keinen EinfluB, da ja die verwendeten Orter des Mondes alle in unmittelbarer
Nihe der Knoten liegen, wo # — (I — {3) = o ist.

Wenn wir also von den mit der Neigung der Mondbahn gegen die Ekliptik
zusammenhingenden Besonderheiten der Mondbewegung absehen diirfen,
bleiben von den bisher genannten Eigenschaften der Mondbahn nur noch die
groBe Ungleichheit in Linge bestehen, die auch als , Mittelpunkisgleichung*
bekannt ist, auBerdem die rechtldufige Bewegung der Apsiden. Eine zweite
kleinere Ungleichférmigkeit der Mondbewegung, die , Evektion”, geht in die
Finsternisbeobachtungen ebensowenig ein wie die soeben beschriebene ,,Re-
duktion auf die ERliptik“. Diese zuerst von HIPPARCH bemerkte und von
ProLEMAUS griindlich untersuchte Periodizitit bewirkt lediglich,wie im ndchsten
Abschnitt gezeigt werden soll, eine Schwankung der Konstanten der Mittel-
punktsgleichung im Rhythmus eines halben synodischen Monats. Aus den
Finsternissen allein, die ja in bezug auf einen solchen Rhythmus stets diegleiche
Phase zeigen, lieBe sich also eine Trennung der Evektion von der Mittelpunkts-
gleichung nicht erzielen. Man miiBte dazu Beobachtungen der Mondlinge in
den Quadraturen (im ersten und letzten Viertel) zu Hilfe nehmen. Auf diese
Weise hat ProLEMAUs die Evektion abgeleitet.
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Bei Beschrinkung auf Mondorter wihrend der Finsternisse (oder ganz all-
gemein in den Syzygien, d.h., bei Voll- und Neumond) kommt PTOLEMAUS
also mit einer provisorischen Mondtheorie aus, die nur eine einzige periodische
Ungleichheit zeigt. Diese hitte er wieder, wie in der Theorie der Sonnenbahn,
durch Emfuhrung eines exzentrischen Kreises beschreiben kénnen; nur hitte er

dann den Mlttelpunkt (und damit

auch die Apsidenlinie) des Ex-
zenters eine langsame Kreisbe-
wegung um die Erde ausfithren
lassen miissen, um das Vorriicken
der Apsiden darzustellen. Er zieht
es aber vor, den exzentrischen
v Kreis als mathematisches Hilfs-
mittel fiir die spitere Vervoll-
stindigung der Theorie durch die

Evektion aufzusparen und fiir die

provisorische Theorie den Epi-

zykelalsgleichwertiges Hilfsmittel
zu verwenden.

Die einfachste Form der Dar-
stellung der Bahn eines Himmels-
kérpers durch Einfithrung des
Epizykels ist folgende: Auf einem
um die Erde E als Mittelpunkt
konstruierten Kreis, dem Deferen-

Epizyse,
,A‘
(57

I ten, bewegt sich (Abb. 4) ein

Abb. 4. Punkt Z mit gleichférmiger Ge-

GroBe Ungleichheit der Mondbewegung. schwindigkeit. Diesen Punkt, den
Ersatz des exzentrischen Kreises Epizykelmittelpunkt, umkreist
durch den Epizykel. wieder, ebenfalls gleichmiBig

schnell, der Himmelskorper M auf
einem kleineren Kreise, dem Epizykel. Umlaufssinn und Winkelgeschwindig-
keit beider Bewegungen sowie das Verhiltnis der Halbmesser der beiden
Kreise kénnen zur Darstellung verschiedener Bewegungen beliebig variiert
werden.

Der Ortsvektor EM des Himmelskérpers erscheint als Summe von zwei
Vektoren EZ und ZM, deren Linge konstant bleibt. Da diese beiden
Vektoren in ihrer Reihenfolge vertauschbar sind (kommutatives Gesetz der
Vektorenaddition), so 1aBt sich die Bewegung von M auch als Kreisbewegung
um den Punkt Z’ darstellen, der seinerseits auf einem kleineren Kreise um die
Erde liuft. Eine spezielle Anwendung dieser Vertauschungsregel ergibt, da3
man die Bewegung auf einem exzentrischen Kreis mit festem Mittelpunkt auch
als Epizykelbewegung darstellen kann. Ist also Z’ der Mittelpunkt eines exzen-
trischen Kreises mit der festen Apogdumsrichtung EZ’A’, so ergibt sich die
Bewegung von M auf diesem Kreise ebenfalls, wenn man den Epizykelmittel-
punkt Z auf dem Deferenten um E kreisen 16t und den Fithrungsvektor Z M
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des Himmelskoérpers im Epizykel stets der konstanten Richtung EZ’ parallel
bleiben 148t.

ProLEmAUS bezeichnet den erdfernsten Punkt A4 des Epizykels als dessen
Apogdum und beschreibt die jeweilige Stellung von M im Epizykel durch den
Winkel AZM = ¢. Im Falle der exzentrischen Kreisbewegung ist, wie Abb. 4
unmittelbar erkennen 148t, dieser Winkel stindig gleich der mittleren Anoma-
lie MZ'A’; nur wird ¢ im exzentrischen Kreise vom Apogium E A’ des Exzen-
ters aus im rechtldufigen, im Epizykel dagegen vom Apogium Z 4 aus im riick-
liufigen Sinne gezihlt. Es ist ferner klar, daB der Winkel EMZ gleich der
wahren Anomalie g und der stets spitze Winkel ZE M gleich der Prosthaphi-
resis ¢ ist.

Von diesem Schema unterscheidet sich die provisorische Mondtheorie des
ProLemAus nur dadurch, daB die Apsidenlinie E A’ nicht festliegt, sondern
sich mit einer Umlaufszeit von 8.85 Jahren in rechtliufigem Sinne dreht; d.h.,
die Apogiumslinge w ist nicht konstant, sondern nimmt langsam zu. Im
Sinne der Epizykelbewegung bedeutet das, daB der zu EZ’ parallele Vektor ZM
zu einem vollen Umlauf im Epizykel (von Apogium zu Apogium) etwas mehr
Zeit benotigt als der Epizykelmittelpunkt zu einem vollen Umlauf im Deferen-
ten (von Friihlingspunkt zu Frithlingspunkt). Die mittlere Anomalie ¢ des
Mondes nimmt in einem anomalistischen Monat gleichmiBig um 2z zu. Als
mittlere Linge, die, ebenfalls gleichférmig, in einem tropischen Monat um 2x
wichst, bezeichnen wir den Abstand 4 = w + ¢ des Epizykelapogiums vom
Frithlingspunkt. Der Winkel ! = Y'EM ist die direkt beobachtbare wakre
Linge, die Differenz ¢y =1 — w die wahre Anomalie des Mondes, wihrend
¢ = 2 — I, wie schon erwihnt, der Prosthaphiresis des exzentrischen Kreises
entspricht.

Die Bestimmung der Bahnkonstanten (Exzentrizitit, d.h. hier das Verhilt-
nis zwischen den Halbmessern des Epizykels und des Deferenten, und Linge des
Apogiums des Epizykels zu einer gegebenen Epoche) ist wieder eine dhnliche
Aufgabe wie die in Abschn. 3 geloste. Ein prinzipieller Unterschied zwischen
beiden Problemen besteht nicht; nur lagen im Fall der Sonne die Verhiltnisse
etwas einfacher: In der Sonnentheorie war die Apsidenlinie (nach der Annahme
des ProLEMAUS) unbeweglich, ferner waren die Differenzen der drei benutzten
wahren Lingen der Sonne (zweier Aquinoktien und des dazwischenliegenden
Solstitiums) je 9o°, was die rechnerische Durchfithrung der Aufgabe wesent-
lich erleichterte.

Auch die vorliegende Aufgabe erfordert wieder die Kenntnis dreier Orter —
hier der wahren Lingen des Mondes wihrend dreier Mondfinsternisse, die zeit-
lich méglichst dicht aufeinanderfolgen —, ferner der genauen Eintrittszeiten die-
ser Ereignisse. Die letzteren waren unmittelbar gegeben und wurden von
ProLEMAUS, sofern es sich um Finsternisse handelte, die nicht in Alexandrien
beobachtet worden waren, auf die Ortszeit von Alexandrien reduziert. Diese
Zeiten bezogen sich auf die Mitte der Finsternisse, die geniigend genau mit der
Opposition Mond-Sonne in Linge zusammenfillt. Die wahren Lingen des
Mondes konnten dann, wie erwidhnt, aus den Sonnentafeln entnommen
werden.
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Seien ¢, %,, !, die drei Finsterniszeiten und /,, I,, /, die zugehérigen wahren
Lingen des Mondes, ferner

360°
27.32158

360°
n, = = 13°1764; #n,= —————— = 13°00
¢ 3-1704; #, 27.55457 3-0050
die mittlere tigliche tropische und anomalistische Bewegung des Mondes. Da
die obigen Zahlen, die ProLEMAUS von HIPPARCH iibernommen hatte und
um deren Verbesserung er sich bemiihte, aus Zeitintervallen von mehreren
‘ Jahrhunderten  abgeleitet
worden waren, durften sie fiir
die sehr viel kiirzeren Zwi-
schenzeiten zwischen den drei
Finsternisterminen als streng
richtig angesehen werden. Mit
ihnen ergeben sich
1. die Differenzen der mitt-
leren Lingen des Mondes in
denbeiden Intervallen?, — ¢,
und ¢, — f,:

Ay — Iy = my(ty — 1);
Ag — Ay = my(ty — 1);

2. die Differenzen der mitt-
leren Anomalien:

=@y — @y =n,(ty — ty);
B=gs— gp=mn,(ts — b);
3. dieUherschiisse der mitt-

leren Lingendifferenzen iiber
die wahren:

y=U—4) -5k

=6z~ 615
0= —4) — (b — 1)
Abb. 5. Bestimmung der Mondbahnelemente =4 — G,
aus drei Mondfinsternissen. die gleich den Differenzen der

Prosthaphiresen sind.

In Abb. 5 sind die drei Stellungen des Mondes (M,, M,, M) auf dem Epi-
zykel, bezogen auf den beweglichen Leitstrahl EZ des Epizykelmittelpunkts,
angedeutet. Die Differenzen « und f der mittleren Anomalien sind offenbar
durch die Winkel M,Z M, und M,Z M, gegeben, die Uberschiisse y und  durch
die Winkel M, E M, und M, E M,. Die Aufgabe lautet dann, aus den bekannten
GroBen «, B, y, 6 die wahre Anomalie y = @ — { und die mittlere Anomalie ¢
des zweiten Mondortes zu finden, womit dann eo ipso auch die der beiden an-
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deren Orter bekannt sein werden, ferner das Verhiltnis des Epizykelhalbmessers
Z A zu dem Deferentenhalbmesser EZ. Setzt man den ersteren gleich eins, so
geniigt es, die Lange R der Strecke EZ zu finden.

Im Dreieck EZ M, ist nach dem Sinussatz
Rsin { =sinyp.
Ebenso ist in den Dreiecken EZM, und EZ M,
Rsin(§ —y)=sinf(p —a) = (=] =sin(y —a+7),
Rsin ({4 0) =sin[(p+ ) — ((+ 0)] =sin(y + f — 9).

Setzt man zur Abkiirzung

(I;4)

%#=Rcos{; y=Rsin{=siny; z=cosy,

so ergeben die Gleichungen (I; 4) nach Auflésung der Sinusausdriicke

(1) (I1)
ycosy —xsiny = ycos (@ —y) —zsin (@ — p) | sin (f — d) | sind
ycosd+ xsind = ycos(f — 08)+ zsin (f — 0) | sin (@ — ) | siny.

Multipliziert man diese Gleichungen mit den Faktoren (I) und (II) und addiert,
so findet man

y [cosysin (B — ) + cosdsin (@ — )] — x4 =ysin(@+ f—y — 9),
ysin (y 4+ 8) = y [siny cos (f — d) + sin d cos (@ — »)] + z4,
mit A4 = sinysin (8 — 6) — sin d sin (@ — p),
und daraus sogleich
y 4

tgc:?=cosysin(ﬂ—ﬁ)-i-cosésin(a—}')A—Sin(“‘l‘ﬁ_?'“6),
I;5) A
tey = y _

z sin(y+4 8) —sinycos (B — 0) —sindcos (@ — )
Die beiden Hauptunbekannten des Problems, ¢ und R, sind dann durch
sin p

(I;6) ¢=C+w;R=SmC

gegeben, und es ist schlieBlich auch, fiir den Termin der zweiten Finsternis,
wo=1I—1y.

Die in Abschn. 3 geléste Aufgabe der Bestimmung der Elemente der
Sonnenbahn ist in der obigen als Spezialfall enthalten. Dort ist #, = #1,, da
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nach Meinung des PToLEMAUS eine Apsidenbewegung nicht stattfindet. Dem-
nach wird 4, — 4, = a, 4, — 1, = f. Ferner hat man/, = o, [, = %, ly=m,

alsoy=a—£, 6=ﬂ—§-undsomit
2 2
n
a—y=ﬂ—6=—2—; a+pf—y—0=m.

Die Losung (I; 5) lautet demnach im Falle der Sonnenbahnbestimmung nach
Abschn. 3:

_siny—sind _ y—906 ., y—0_ a—§
tgc—cosy—}-cosé_t 2 ' &= 2 2
. . siny——a sina_ﬁ
tngsmy—smb___ 2 _ 2

sin (v + 9) sin y—-: 4 cos> 42- B

Dafernerw =1, —p = 1:— — p, so ist tg w = ctg p, schlieBlich auch, iiberein-
stimmend mit den Ergebnissen von Abschn. 3,

1 sin .o —
e=— = — ¢ = sin ﬁsecw.
R sin 2

Die nun folgenden numerischen Beispiele beziehen sich auf die beiden Bahn-
bestimmungen, die ProLEMAUS aus je drei Mondfinsternisértern vorgenommen
hat. Diese beiden Beobachtungsgruppen liegen zeitlich weit auseinander und
eignen sich daher gut zur genauen Bestimmung der Periode des anomalistischen
Monats. Die erste Gruppe stammt aus alten babylonischen Finsternisbeobach-
tungen um %20 v.Chr., die andere ist von ProLEMAUS selbst beobachtet wor-
den.

Nachstehende Ubersicht gibt Ausgangsdaten und Ergebnisse der leichten
Rechnung. Alle Zeiten beziehen sich auf die Mitte der Finsternisse und sind in
wahrer Sonnenzeit fiir Alexandria gegeben; die Zwischenzeiten enthalten be-
reits die von ProLEMAUS berechnete Reduktion auf mittlere Ortszeit, d.h. die
Beriicksichtigung der Zeitgleichung.

A. Alte Finsternisse (beobachtet in Babylon):

1. totale Mondfinsternis, 19.3.721 v.Chr., 8" 40™ abds. J, = 174° 30’
2. partielle Mondfinsternis, 8.3.720 v.Chr., 11 10 abds. /, = 163 45
3. partielle Mondfinsternis, 1.9.720v.Chr., 7 40 abds.l; =333 15
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ty— t,=354%11 ¢t — 1, = 176984
lp— h=349°15" Iy — b= 169° 30’
Ag — A =345°51" 43— A =170° 8
o = 306° 25 B = 150° 26’
= =3°24 o= o°37
Daraus nach (I; 5, 6)

t{=0°59"; p=11°25"; @=12°24"; R =11.50

in Ubereinstimmung mit den von PToLEMAUS nach einer sehr umsténdlichen
geometrischen Rechnung gefundenen Werten.

B. Neuere Finsternisse (beobachtet in Alexandrien):

1. totale Mondfinsternis, 6. 5.133 n.Chr., 11® 15™ abds. I; = 223° 15
2. partielle Mondfinsternis, 20.10.134 n.Chr., 11 0 abds.l; = 25 10
3. partielle Mondfinsternis, 6. 3.136 n.Chr.,, 4 o0 morg.l; =164 35

ty — t; = 5319084 t; — t; = 5029229
ly — Iy =161°55" I, — l; =138°55
A — A3 =169° 38" 13 — A5 = 137° 34’
« = 110° 22 "= 81°37
v'= 7°43 ' =—1°2r
Daraus nach (I; 5, 6)
U'=4°21"; 9’ =60°15"; ¢ =064°36"; R =1154.
ProLEMAUS findet
'=4°20"; y =60°18; @ =64°38"; R =1146.

Die Abweichungen liegen im Bereich der Abrundungsfehler der Rechnung und
weit innerhalb der durch die Ungenauigkeit der Beobachtungen bedingten
Grenzen, die man wohl kaum kleiner als 410" anzunehmen berechtigt ist. Als
endgiiltigen Wert fiir R nimmt PTOLEMAUS 11.5 an.

Die beiden mittleren Anomalien ¢, ¢’ liefern die Phasen der auf das jeweilige
Apogium bezogenen mittleren (anomalistischen) Bewegung des Mondes fiir die
Zeiten der zweiten Finsternis jeder Gruppe. Fiir die Zeiten der vorhergehenden
Durchginge durch das Apogium erhilt man daher

T=t2—;l=t2—o995; T’=t§—£ =1y — 4%4.

a nﬂ

Diese Zeiten sind auch mit einem roh genéherten #, geniigend sicher. Nun be-
trigt die zwischen den beiden Finsternissen verflossene Zeit t; — ¢, = 311783.97
mittlere Sonnentage, die Zeit zwischen den beiden Apogien also

T — T =1ty — &, — 3%09 = 311779%8.

3 Stumpff, Himmelsmechanik
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Dividiert man diese Zeit durch die Anzahl 11315 der in ihr zuriickgelegten
vollen anomalistischen Monate, so erhilt man fiir die Periode der anomali-
stischen Bewegung den Wert 27955457, der mit dem von HipparRcH gefun-
denen genau -iibereinstimmt und von dem modernen Wert um zwei Ein-
heiten der letzten Dezimalstelle abweicht. Wenn PToLEMAUS diese Periode
noch auf einige Dezimalstellen mehr angibt (die von ihm gefundene Abweichung
wird erst in der sechsten Dezimale merklich), so ist dies ein reines Rechenergeb-
nis ohne reale Bedeutung.

6. Die Evektion

ProrLeEmAus hatte bemerkt, daB die aus der provisorischen Theorie folgenden
wahren Lingen des Mondes nicht immer mit den beobachteten tibereinstimmen.
Nur in der Umgebung der Syzygien (Voll- und Neumond) lieBen sich, innerhalb
der zu erwartenden Genauigkeits-
grenzen, die Abweichungen des wah-
ren vom mittleren Mondlauf durch
den Epizykel mit dem Halbmesser-
verhiltnis 1 : 11.5 darstellen. AuBer-
halb der Syzygien, am fiihlbarstenin
den Quadraturen (erstes und letztes
Viertel), erscheint die Amplitude der
periodischen Schwankung der Diffe-
renz ,,wahre minus mittlere Lange”
groBer, so daB es den Anschein hatte,
als sei an diesen Stellen der Mond-
bahn der Epizykel des Mondes in
groBere Erdnihe geriickt. Auch
HirparcH hat diese Erscheinung, die
spiter als Evektion bezeichnet wurde,
schon bemerkt, aber erst PTOLEMAUS
hat versucht, sie in eine Theorie der
Mondbewegung einzubauen. Er er-
reichte das, indem er den Mittelpunkt
des Mondepizykels, wie in der provi-
sorischen Theorie, durch einen von der Erde ausgehenden, sich gleichmiBig
drehenden Leitstrahl herumfiihren lieB, nun aber auf einem exzentrischen Kreis,
dessen Mittelpunkt zudem nicht festliegt, sondern sich seinerseits gleichmaBig
auf einem Kreis um die Erde bewegt. Diese Bewegung mu8 mit der des Mondes
und der Sonne so abgestimmt sein, daB die beobachtete Erscheinung auftritt,
daB also der Epizykelmittelpunkt in den Syzygien im Apogium, in den Qua-
draturen im Perigium des Exzenters steht.

Abb. 6 moge dies veranschaulichen. Wieder sei die Mondbewegung in die
Ebene der Ekliptik verlegt. EY" sei die feste Richtung nach dem Friihlings-

punkt, ES die Richtung nach der die Ekliptik gleichmiBig umkreisenden mitt-

Abb. 6. Die Evektion.
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leren Sonne, EZ ;le die nach dem Mittelpunkt des Mondepizykels und dem
mittleren Mond M, der, ebenfalls mit konstanter Winkelgescllwindigkeit, die
EXkliptik in einem tropischen Monat umliuft. Es ist dann V"EM = 1 die mitt-

lere Linge des Mondes, " ES = 4’ die mittlere Linge der Sonneund SEM =D
der Abstand des mittleren Mondes von
der mittleren Sonne, also ein Winkel,
der in einem synodischen Monat um
2n wichst und z.Z. des mittleren Neu-
monds null ist. Der Epizykelmittel- z
punkt Z moge auf einem Exzenter mit 2
dem Mittelpunkt C liegen und durch r
den Leitstrahl EM auf ihm herum-

gefiihrt werden. Dabei soll C die Erde

mit gleichfsrmigerWinkelgeschwindig-

keit umkreisen, und zwar so, daB3 Z ins

Apogdum des Exzenters gelangt, wenn Ta
M und S in Konjunktion oder Opposi- c
tion stehen, ins Perigdum aber in den °
Quadraturen. Das ist offensichtlich er- bE
fiillt, wenn M und das Apogidum A des
Exzenters immer genau symmetrisch

zur Richtung E S liegen. Es mu dem-

nachderWinkelA EM = 2D sein,also r
durch die Richtung nach der mittleren
Sonne halbiert werden. Die Linge des A
Apogdums des Exzenters ist demnach
o =1 —2D,und A bewegt sich von
S aus riickliufig. bid
Die wichtigsten Konstanten dieser Abb. 7. Schwankung
Bewegung sind die Exzentrizitit des der Mittelpunktsgleichung
Exzentersunddas Verhiltnis der Halb- infolge der Evektion.
messer von Epizykel und Exzenter.
ProLeEMAUSs leitet diese GréBen aus der Beobachtung ab, daB in den Syzygien
der Betrag der Differenz zwischen wahrer und mittlerer Lange des Mondes bis
auf 5°, in den Quadraturen aber bis auf 7° 40’ anwachsen kann, In Abb. 7 ist
der Mondepizykel zweimal gezeichnet, im Apogdum und im Perigdum des
Exzenters. Die maximalen Betrige der Elongationen des Mondes vom Epi-
zykelmittelpunkt, also die Amplituden der Mittelpunktsgleichung, sind durch
die Winkel 7, = 5°0’ bzw. n, = 7° 40’ gegeben. Setzen wir den Halbmesser des
Exzenters gleich eins, soist E C = e die numerische Exzentrizitat des Exzenters.
Zwischen ihr und dem Halbmesser » des Epizykels bestehen dann die Be-
ziehungen

Y]

7
I+ e

= sin 5, = 0.0872; -I,Te = sin7, = 0.1334,

3‘
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aus denen leicht

7 = 0.1055; € = 0.20094
folgt. In den Syzygien ist cosec 7, = 11.47; dieser Wert stimmt innerhalb der
Genauigkeitsgrenzen mit dem von R der provisorischen Theorie iiberein.

Die Bewegung des Epizykels ist damit vollstindig beschrieben. Es fehlt jetzt
noch eine Angabe dariiber, wie die Bewegung des Mondes im Epizykel erfolgen
soll, d.h., von welchem Punkt
des Epizykels aus die anomalisti-
sche Bewegung des Mondes zu
zéhlen ist. Nennen wir diesen
Punkt das wahre Apogium des
Epizykels, so ergeben sich fiir
seine Orientierung tatsichlich
verschiedeneMoglichkeiten,iiber
die nur weitere Beobachtungen
entscheidenkonnen. Esldgenahe
zuvermuten, daB daswahre Apo-
gium entweder durch den Leit-
strahl EZ (Abb. 8) von der Erde
aus oder durch CZ vom Mittel-
punkt des Exzenters aus auf den
Epizykel projiziert wird, also
entweder in F oder D liegt. Eine
Entscheidung dariiber gelingt
am besten, wenn sich der Epi-

Abb. 8. Drehpunkt der Apsidenlinie zykel moglichst in der Mitte

des Mondbahnepizykels. zwischen dem Apogium 4 (Sy-

zygien) und dem Perigium [T

(Quadraturen) des Exzenters befindet, also, wenn die Phasengestalt des Mondes

entweder die Sichelform oder die bikonvexe Form zeigt. Bestimmt man in solcher

Lage des Epizykels die wahre Linge des Mondes, wenn die mittlere Anomalie

gerade null ist, so ist durch den Mondort das wahre Apogdum des Epizykels

gegeben. PToLEMAUS findet aus einer Reihe von Beobachtungen, da8 das wahre

Apogium weder in F noch in D liegt, sondern in dem Punkte G, in den von

einem festen Punkt Q der Apsidenlinie des Exzenters aus der Punkt Z auf den

Epizykel projiziert wird. Dieser Punkt Q hat vom Exzentermittelpunkt C aus

die Entfernung 2e¢ in Richtung auf das Perigium des Exzenters, so daB die
Strecke CQ durch den Erdort E halbiert wird.

Durch diese Festlegung des Punktes Q, den man auch als den ,,Drehpunkt
der Apsidenlinie des Epizykels“ bezeichnen kann, ist nun auch der theoretische
Mondort fiir beliebige Zeiten bekannt. Die der Zeit proportional wachsende
mittlere Lange des Mondes

T

A=ly+ m(t —4)

(4 = mittlere Linge zur Epoche #) liefert die Richtung EZ vom Erdmittel-
punkt nach dem Mittelpunkt des Epizykels. Die Richtung E A nach dem Apo-
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gium des Exzenters wird erhalten, indem man den ebenfalls mit der Zeit
gleichmiBig wachsenden Winkel

@ =2n—1t)= o+ 21, (¢ — to)

(n, = mittlere tédgliche synodische Bewegung des Mondes, ¢, = Zeit der letzten
Konjunktion in Linge zwischen der mittleren Sonne und dem mittleren Mond)
in riickliufigem Sinne von EZ aus abtrigt. Mit der Exzentrizitit e lassen sich
dann die Punkte C und Q auf dieser Richtung abtragen. C ist der Mittelpunkt
des Exzenters, dessen Halbmesser gleich der Einheit gesetzt werde; der Leit-
strahl QZ definiert auf dem &uBeren Bogen des um Z mit 7 als Halbmesser be-
schriebenen Epizykels das wahre Apogidum G. Von ZG aus wird dann, wiederum
in riickldufigem Sinn, die mittlere Anomalie

= m,(t —t;) = pig + n,(t — 1)

(¢, = Zeit des letzten wahren Apogdums) auf dem Epizykel abgetragen. Damit
ist der Mondort gefunden. Die Differenz zwischen der wahren und der mittleren
Linge,des Mondes ist der Winkel ZE M -= {, ihn gilt es aus den unmittelbar
gegebenen GréBen (e, 7, @, u), von denen er offenbar allein abhingt, abzuleiten,
was folgendermaBen geschieht:

Die Entfernung p des Epizykelmittelpunkts von der Erde ist eine Funktion
von ¢ allein. Im Dreieck ECZ ist ndmlich

(I; %) pg=-¢ecosp -+ cosy; siny = esing.
Auch der Winkel EZQ = % hangt nur von ¢ ab, denn es gilt im Dreieck EZQ
psiny = esin (p — %) = ¢ (sin p cos n — cos @ sin y),
also
e .
—sin g
(I;8) tgn = p :
I+ —cos
0 @
Die gesuchte GroBe ¢ (Elongation vom Epizykelmittelpunkt) berechnet. man

dann leicht aus dem Dreieck ZE M, in dem der Winkel ZME =6 =p+ n —¢
ist. Nach dem Sinussatz ergibt sich

gsin{ =7sind =7 [sin (u + %) cos { — cos (4 + #) sin ],

woraus

r .
2 (e +n)
I;9) tgl =

I+ %COS(qun)

folgt. Die wahre Linge des Mondes in der Bahn ist dann
(I; 10) L=1-¢.
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7. Vergleich der Mondtheorie des PTOLEMAUS mit der modernen

Esist recht aufschluBreich und trigt viel zum Verstdndnis dieser auf den ersten
Blick recht kiinstlich anmutenden Konstruktion bei, wenn man ihre Ergebnisse
denjenigen der modernen Himmelsmechanik gegeniiberstellt. Insbesondere
wird es auf diese Weise gelingen zu zeigen, daB die Einfithrung des Drehpunktes
der Epizykelapsiden gerade an der Stelle Q notwendig war, wenn man der be-
sonderen Erscheinungsform der Evektion gerecht werden will.

In der modernen Theorie der Mondbewegung wird die wahre Linge des
Mondes durch eine Reihe mit sehr vielen periodischen Gliedern dargestellt. Hier
diirfen wir uns auf diejenigen beschridnken, deren Amplituden besonders groB
sind. Diese Glieder sind daher auch schon lange bekannt und fithren meist
besondere Bezeichnungen, die sie aus der Menge der iibrigen hervorheben.
Wenn wir nur diese Glieder beriicksichtigen, so lautet die Formel fiir die wahre
Mondlinge

=4+ 377'3sing + 12'8sin 2g + --- (Mittelpunktsgleichung)

+ #6'4sin (2D — g) (Evektion)

— 2osinD (parallaktische Gleichung)
(L; 11) + 139'5sin2D (Variation)

+ 1r'2sing’ (jahrliche Gleichung)

— (Reduktion auf die Ekliptik)

6'gsinz(l — §))
Hierbei bedeutet, wie schon in Abschn. 6 (Abb. 6), D das Argument des syno-
dischen Mondumlaufs (das mittlere Mondalter), g die in der modernen Astro-
nomie vom Perigdum aus gerechnete mittlere Anomalie des Mondes, g’ die der
Sonne, 4 wie bisher die mittlere Linge, ! die wahre Linge des Mondes und §)
die Linge des aufsteigenden Knotens der Mondbahn. Die Reduktion auf die
EFRliptik haben wir bereits in Abschn. 5 abgeleitet. Die Variation und die jihr-
liche Gleichung, die an Amplitudenbetrag gleich hinter den beiden groBen
schon den Alten bekannten periodischen Ungleichheiten, der Mittelpunkis-
gleichung und der Evektion, rangieren, sind von TycHo BRAHE entdeckt worden.

Setzen wir anstatt der Lange in der Bahn (L), deren Berechnung in der alten
Theorie nach den Formeln (I; 7-10) vor sich ging, die Linge in der Ekliptik,
so ist, bis auf zu vernachlissigende Glieder hoherer Ordnung,

l=1—¢—6gsinz(l— ).

Da wir das 1. und 3. Glied der rechten Seite auch in der modernen Theorie an-
treffen, so kommt es nur noch darauf an, die GroBe £ in eine trigonometrische
Reihe zu entwickeln und die Amplituden ihrer Glieder mit denen von (I; 11)
zu vergleichen. { ist eine periodische Funktion der beiden gleichmiBig mit der
Zeit fortschreitenden Winkelargumente y und ¢. Diese Argumente kommen
nach (I; 9) nur in den beiden Kombinationen

%cos (v+7n) und %—sin (&4 7)
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vor, wobei p und % Funktionen von g allein sind. Setzt man fiir den Augenblick

r
+n=yp; ==k,
l"?)’g

so erscheint (I; g) in der Form

ksiny
tgt=——-1__,
g¢ I+ kcosy
Setzt man hierin
. ey — v e+ et 1 et — it
siny=——7 5 csy=——— Wl=F g

so erhilt man, wenn man links mit e¢¢ erweitert,
2t — 1 &Y — ey

L1 T2t RETLe)
Aus dieser Gleichung folgt

pic = T H ke
I— ket
Durch Logarithmieren ergibt sich dann
21 =In(1 4 kef?) — In(x — ke~i7).
Aus der Funktionentheorie ist bekannt, daB die Reihe
1 1 I
In (1 + 2) =z—;zz+ 323—2244—

konvergiert, wenn die komplexe Zahl z innerhalb des Einheitskreises der kom-
plexen Ebene liegt. Das trifft fiir z = ket zu, da » = 0.1055, p =1 — ¢
= 0.7906, mithin

|zl = & < 0.1334.
Wir diirfen also setzen

. I . I )
v = ity . . p2g2%y P33y — ...
21 = ke zke +3ke3

—heir 4 Lpetiv — L psgsiv 4o
2 3
oder
(I; 12) C=ksiny—,%kzsin2y+%k“sin3y—o--.
Von dieser Entwicklung darf man unbedenklich alle Glieder von der 3.0rd-

nung an vernachlissigen. Da k& = 7/g von der GréBenordnung o.1 ist, wird die
Amplitude des Gliedes 3.Ordnung im Mittel etwa 1/3q9, d.h. im WinkelmaB8
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rund 1 Bogenminute betragen, also um eine GroBenordnung kleiner sein als die
mutmaBliche Ausdehnung des Unsicherheitsbereichs der antiken Beobachtun-
gen. Man erhilt somit

r . I /7\2,
= —SIn _——— 2 ese ==
b=gsin+n 2(9)8111 (w+n) +
(I; 13) =%(sinycosn+ cos y sin7) —

2
- %(%) [sin 2 cos 297 + coszpsin27] + -+,

und es handelt sich jetzt nur noch darum, die Abhingigkeit der GréBen g und %
von ¢ zum Ausdruck zu bringen. Ein Vergleich der Formeln (I; 8, 9) zeigt,
daB # mit ¢/p und ¢ in gleicher Weise zusammenhingt wie £ mit#/p und u + 7.
Die Entwicklung von #(g) 148t sich daher ebenfalls nach dem Muster (I; 12)
durchfithren, und man erhilt

e 1[e\?
I;x = —sin ——(—) sinzg + ---,
(I;14) n=5sme =2y P
ferner aus (I; %)

2 2
(I;15) po=ecosp+ Y1 —e?sinp =1 ——i—-l—ecosq;+%cosz<p+

bis zu Gliedern 2. Ordnung in ¢. Wegen der verhiltnismaBig groBen Exzentrizi-
tit des Exzenters (¢ ist ja von der GréBenordnung o.2) wiirde eine auf vier
Stellen genaue Entwicklung der von ¢ abhingigen Terme

” cos ” sin (L)2 cos 27 (—7—)2 sin 29
Q 77: e 17: e ’ Q ]

in (I; 13) die Mitnahme ziemlich vieler Glieder erfordern. Um einen ersten
Uberblick zu gewinnen, geniigt es aber, wenn wir diese Entwicklung nur bis
zur 2.0rdnung in 7 und e durchfiithren. Es wird dann

7 7 1 /[7\2
I;16 = —sin —ncospy — —|—) sinzauy — ---,
( ) ¢ o u+ en u 2(9) u

und es ist
%: I—ecosQp—+ --»; n=esing+ :--
zu setzen. Man erhilt dann
2
{=r7(1—ecosq)sinu + resinpcosy — %sin2y+ e =

(I; 17)

2
=rsinp —-%sinz,u-l— resin (¢ — p) + ---.
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Nun ist ¢ die doppelte Differenz der mittleren Lingen von Mond und Sonne,
die wir mit 2D bezeichnet hatten. Ferner bedeutet y die mittlere Anomalie
des Mondes vom Apogdum aus, wihrend das in (I; 11) benutzte Argument g
dieselbe, aber vom Perigium aus gezdhlte GréBe bedeutet, so daB also
u = g + 180° ist. (I; 17) 14Bt sich daher auch in der Form

.92
{= —rsing — %sinzg—resin (zD—g)— -

schreiben, und es ist daher

2
L=1+rsing+ %sinzg—l— resin (2D — g) 4 ---.

Als Hauptglieder der Entwicklung der Mondlidnge in der Theorie des PToLE-
MAUS erscheinen daher die Mittelpunktsgleichung und ihre erste Oberschwin-
gung sowie die Evektion. Die geniherten, bis zur 2.Ordnung in e genauen
Werte der Amplituden dieser Terme sind dann

7 = 0.1055 = 3627 (moderner Wert 377'3),
%72 = 0.00556 = 191 (moderner Wert 128),
re = 0.02209 = 759 (moderner Wert 76’5),

geben also die Erscheinung gréBenordnungsmiBig richtig wieder. Die verhilt-
nismdBig groBe Diskrepanz zwischen den Amplituden der Mittelpunktsglei-
chung liegt natiirlich zum gréBten Teil an der Vernachlissigung der hoheren
Entwicklungsglieder — tatsichlich verbessert sich dieser Wert schon bei Be-
riicksichtigung des ndchst hoheren, sin g enthaltenden Gliedes um 3% auf
rund 374’

Bemerkenswert ist, wie schon angedeutet, daB das Evektionsglied gerade
durch die besondere Wahl des Apsidendrehpunktes @ in der richtigen Form
erhalten wird. Lige ndmlich Q nicht in der Entfernung ¢ vom Erdmittelpunkt,
sondern in einer anderen Entfernung f, so hitte man, in der gleichen Ndherung
wie oben,

n=/fsing

zu setzen. Die Vereinigung der Glieder 7 sin ¢ cos  und —re cos ¢ sin u, die
dann in (I; 17) auftreten wiirden, ergibe den Ausdruck

e+ f e—f
2 2

4

sin (p —p) —7 sin (¢ + p),

d.h., auBer dem Evektionsglied mit dem Argument ¢ — u wiirde noch ein
weiteres Glied mit dem Argument ¢ + w bzw. 2D + g auftreten, dessen Ampli-
tude nur verschwindet, wenn f = e ist. Nun gibt es in der modernen Mond-
theorie tatsichlich einen periodischen Term dieser Art, dessen Amplitude mit
3'2 aber so klein ist, daB sein Fehlen in der antiken Theorie nicht verwundern
darf.
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Die Theorie der Evektion ist zweifellos eine der groBten Leistungen des
ProLEMAUS, die um so mehr hervorgehoben werden muB, als der Weg, der zu
ibr fiihrte, nicht von gesichertem Standpunkt aus klar vor ihm gelegen hat,
sondern durch Irrtiimer und vorgefaBte Meinungen verschleiert war. Es darf
nicht iibersehen werden, daB die Mondtheorie des PTOLEMAUS, wenn man sie
konsequent zu Ende denkt, zu Folgerungen fiihrt, die sich mit den Beobachtun-
gen keineswegs decken. Wihrend die Darstellung der Mondlidngen durch die
Theorie einigermaBen gelungen ist, erweisen sich alle Schliisse, die man aus
dieser Theorie auf die Entfernung des Mondes ziehen kdnnte, als unvertriglich
mit den beobachtbaren Tatsachen. Aus Abb. 7 erkennt man, da8 —in Einheiten
des Exzenterhalbmessers — die maximale Mondentfernung (in den Syzygien,
wenn gleichzeitig der Mond im Apogdum steht) 1 4+ e + 7 = 1.3149, die mini-
male dagegen (in den Quadraturen, wenn gleichzeitig der Mond im Perigdum
steht) 1 — ¢ — 7 = 0.6851 betragen miiBte. Beide Entfernungen verhalten sich
demnach wie 1.92 : 1. Der Mond wiirde also in der groSten Erdnihe auch einen
fast doppelt so groBen scheinbaren Durchmesser zeigen als in der groBten Erd-
ferne; ein Umstand, der dem PToLEMAUS keineswegs hitte entgehen kénnen,
wenn er ihn in Erwigung gezogen hitte, und der ihm gezeigt haben wiirde, daB
seine Theorie keine andere Realitdt in Anspruch nehmen kann, als die eines
Rechenschemas zur Berechnung der Bewegung des Mondes in seiner scheinbaren
Bahn.

8. Allgemeines diber die Theorie der Planetenbewegung

Der Theorie der fiinf eigentlichen Planeten hat ProLEMAUS die letzten fiinf
Biicher des ,;Almagest” gewidmet. Sie ist, wie die des Mondes, im wesentlichen
sein eigenes Werk, und zwar trotz mancher Irrtiimer, die ihm den Weg zur
Vertiefung seiner Erkenntnisse verbauten, sicherlich sein bestes. Denn nirgends
ist er, wie hier, jener grundsitzlichen Losung des Problems der Himmels-
bewegungen so nahe gekommen, die fast anderthalb Jahrtausende nach ihm
von KEPLER gefunden wurde. Damit ist nicht das heliozentrische System ge-
meint, das (wie schon in Abschn. 1 erwédhnt) fiir den Aufbau eines geometrisch-
kinematischen Modells der Planetenbahnen nicht von ausschlaggebender Be-
deutung ist, sondern vielmehr der Ubergang von den gleichmiBig-kreisférmigen
Bewegungen der antiken Astronomie zu den ungleichférmig durchlaufenen
Ellipsen der KEpLERschen Gesetze. Nicht daB ProLEMAus, der noch grund-
sédtzlich an dem Prinzip der gleichmiBigen Kreisbewegungen festhielt, diesen
Ubergang bereits gesehen oder auch nur geahnt hitte; aber seine theoretische
Geschicklichkeit, die mitunter vom Hauch des Genialen gestreift wird, fiihrte
ihn doch bis an jenen Punkt, von dem aus nur ein kleiner Schritt gentigt hitte,
um ihm den Ausblick auf die richtige Lsung zu eréffnen. Schon der nichste
Abschnitt wird das zeigen.

Wie die Mondbahn, so lassen sich auch die Bahnen der Planeten durch zwei
Ungleichheiten beschreiben, von denen die eine wieder durch einen exzen-
trischen Kreis, die andere durch einen Epizykel dargestellt wird. Anders als
beim Mond bietet sich die Entscheidung dariiber, welche der beiden perio-



Allgemeines iiber die Theorie der Planetenbewegung 43

dischen Bewegungen durch das eine oder das andere dieser mathematischen
Hilfsmittel beschrieben werden soll, durch die Form der scheinbaren Planeten-
bahnen von selbst dar. Die Planetenbewegung erfolgt im allgemeinen recht-
liufig, d.h. im gleichen Sinne wie die Bewegung von Sonne und Mond; sie wird
aber in periodisch wiederkehrenden zeitlichen Abstinden fiir eine Weile rsick-
ldufig. DaslaBt die Annahme
gerechtfertigt erscheinen, da3
der Planet sich rechtldufig
auf einem Epizykel bewegt,
dessen Mittelpunkt ebenfalls
rechtliufig auf einem Kreis,
dem Deferenten, um die Erde
herumgefiihrt wird. Die Mog-
lichkeit der mathematischen
Beschreibung der Planeten-
bewegung in Linge auf diese
Art hatte schon APOLLONIUS
fast 400 Jahre vor PTOLEMAUS
gelehrt. PTOLEMAUS zeigte,
daB die scheinbare, d.h. von
der Erde aus gesehene, Be-
wegung des Epizykelmittel-
punktsnicht gleichférigist,
sondern, &dhnlich wie die
Bahngeschwindigkeit der Abb. 9. Bewegung der inneren Planeten.
Sonne, von der Linge ab-

hingt. Diese zweite Ungleichférmigkeit kann dadurch erklirt werden, daB der
Deferent ein exzentrischer Kreisist, sein Mittelpunkt also nicht mit dem Mittel-
punkt der Erde zusammenfillt. Diese Hypothese wird dadurch bestitigt, daB
die scheinbare Groée des Epizykels schwankt und ein Maximum im Perigium,
ein Minimum im Apogium des Exzenters annimmt.

Die Bewegung des Planeten im Epizykel erfolgt, vom Epizykelmittelpunkt
aus gesehen, gleichférmig. Die Bewegung des Epizykelmittelpunktes dagegen
erweist sich, den Beobachtungen zufolge, als ungleichformig, sowohl von der
Erde aus gesehen als auch vom Mittelpunkt des Deferenten aus. Sie erscheint
aber gleichmiBig, wenn man sie von einem noch zu bestimmenden Punkte der
Apsidenlinie des Deferenten, dem punctum aequans,aus betrachtet. Das punctum
aequans (F in Abb. g und 10) kann also als Drehpunkt eines Leitstrahls an-
gesehen werden, der sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit dreht und da-
bei den Epizykelmittelpunkt auf dem Exzenter herumfiihrt. Die Bewegung des
Planeten 148t sich daher auf Grundlage dieses Mechanismus durch zwei sich
iiberlagernde gleichférmig-periodische Bewegungen darstellen: Die mittlere Be-
wegung tn Linge, die durch die Drehung des Leitstrahls um das punctum
aequans erzeugt wird, und die Bewegung in Anomalie, die dem Umlauf des Pla-
netén auf dem Epizykel entspricht.

Die Perioden dieser beiden gleichférmigen Kreisbewegungen leitete ProLE-
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MAvs direkt aus' den Daten ab, die ihm aus geniigend weit zuriickliegenden
Beobachtungen zur Verfiigung standen. Die Periode der mittleren Bewegung
in Linge, also die Umdrehungszeit des Leitstrahls in bezug auf den Friihlings-
punkt, ist gleich der mittleren tropischen Umlaufszeit des Planeten durch die
Tierkreiszone. ProLEMAUS findet hierfiir bei Merkur und Venus genau ein
tropisches Jahr, was schon aus
der Tatsache folgt, daB diese
beiden Planeten sich stindig
in der niheren Umgebung der
Sonne aufhalten; sie miissen
daher auch die gleiche mittlere
Geschwindigkeit haben wie
diese. Fiir Mars und Jupiter
errechnet er die Perioden
12322% bzw. 113134, die mit
den modernen Werten bis auf
Tagesbruchteile iibereinstim-
men. Fir Saturn erhdlt er
29*1584, einen Wert, der gegen
den modernen um rund 3¢ zu
groB ist.

Die Periode der Bewegung
in Anomalie, also die Umlaufs-
zeit im Epizykel in bezug auf

Abb. 10. Bewegung der duBeren Planeten. dessen Apogium, ist offenbar

identisch mit dem mittleren

Zeitraum, in dem die Erscheinung der Riicklaufigkeit wiederkehrt. DaB diese

Periode bei allen Planeten aufs engste mit dem Lauf der Sonne gekoppelt ist,

war den Alten wohlbekannt, ebenfalls, daB diese Koppelung bei Merkur und

Venus eine andere Form hat als bei den drei ,,4uBeren” Planeten. Im Almagest
finden wir diese Zusammenhinge durch folgende Sitze festgelegt:

1. Bei den inneren Planeten (Merkur und Venus) ist die mittlere Linge des
Epizykelmittelpunkts stets gleich der mittleren Linge der Sonne. Das bedeutet
also, daB die Leitstrahlen, die die Epizykelmittelpunkte dieser beiden Planeten
auf ihren Exzentern herumfiihren, stets dem Leitstrahl der mittleren Sonne
parallel sind (Abb. g).

2. Bei den duperen Planeten (Mars, Jupiter, Saturn) ist der Leitstrahl, der
den Planeten auf dem Epizykel herumfiihrt, dem Leitstrahl der mittleren
Sonne stets parallel. Wenn also (Abb. 10) E die Erde, Z den Epizykelmittel-
punkt und P den Ort des Planeten bedeutet, und wenn ferner ES gje Richtung
nach der mittleren Sonne angibt, so ist ZP immer parallel ES und daher
a = f. Hieraus aber folgt weiter:

a) Der Planet erreicht das Apogéum H des Epizykels, wenn « = f = o ist,
der Planet also mit der mittleren Sonne in Konjunktion steht.
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b) Der Planet erreicht das Perigdum G des Epizykels, wenn ¢ = f§ = 180°
ist; er steht dann zur mittleren Sonne in Opposition und befindet sich gleich-
zeitig in der Mitte seiner Riickldufigkeitsstrecke.

c) Ist die Umlaufszeit von Z auf dem Exzenter gegeben, so ist damit auch die
Umlaufszeit des Planeten auf dem Epizykel bekannt. Diese ist offenbar mit
der synodischen Umlaufszest des Planeten, d.h. also mit der mittleren Dauer
der Zwischenzeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Konjunktionen (oder
Oppositionen) des Planeten in bezug auf die Sonne identisch.

. Zwischen der synodischen Umlaufszeit S, der tropischen Umlaufszeit U des
Planeten und dem tropischen Sonnenjahr T gilt die Beziehung

T
(I; 18) S_IU—TI’
die der fiir die entsprechenden Perioden des Mondes giiltigen Formel (I; 3)
dquivalent ist. Ptolemius findet fiir die Perioden in Anomalie, also die syno-
dischen Umlaufszeiten der fiinf Planeten folgende Werte, die, von hier nicht
wiedergegebenen Tagesbruchteilen abgesehen, mit den modernen iiberein-
stimmen:
Merkur 1164  Mars 2% 504
Venus 5844 Jupiter 12349
Saturn 1® 134

Aus den Perioden folgen die mittleren féig]ichen Bewegungen in Linge (#,)
und in Anomalie (%,), die nach ProLEMAUS und nach modernen Bestimmungen
(NEwcoMB 1900) die nachfolgenden Zahlenwerte ergeben:

Planet n, (ProLEMAvs) | n, (NEwcoMB) |n, (ProLEMAUS) | , (NEWCOMB)
Merkur 3548729 3548733 11184% 12 11184723
Venus 3548.29 3548.33 2219. 43 2219.48
Mars 1886761 1886766 1661767 1661767
Jupiter 209.24 229.27 3249.05 3249.06
Saturn 120.56 120.60 3427.73 3427.73

Bei den mittleren Bewegungen in Linge fillt auf, daB die antiken Werte
systematisch um 0?03 bis 0?05 (im Mittel 0704) unter den modernen liegen. Das
rithrt davon her, daB ProLEMAUs bei der Reduktion der Beobachtungen, die
sich tiber mehrere Jahrhunderte erstreckten, einen falschen Wert der Prizession
benutzt und daher den Anfangspunkt der Lingenzdhlung, den Friihlingspunkt,
falsch angesetzt hat. Seine Prizession (36" jahrlich) betrigt tiglich 0”10, wih-
rend der richtige Wert (50" jahrlich) 0?14 ergibt, so daB also alle seine mitt-
leren tiglichen Bewegungen in Linge um 0?04 zu klein ausfallen. Von diesem
systematischen Fehler abgesehen, sind also simtliche #,-Werte bis auf eine
Hundertstel-Bogensekunde genau. Die #, fiir die inneren Planeten entsprechen
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natiirlich der mittleren tiglichen Bewegung der Sonne (np); fiir die ZuBeren
Planeten besteht die Beziehung

4+ 1, = 0o,
die aus (I; 18) hervorgeht, wenn man

2, _2m, _ 2 e 8"

M= =g "0= 3 =354829 (3548°33)
setzt. Die von PTOLEMAUS abgeleiteten Perioden sind erstaunlich genau, wenn
man bedenkt, daB ein Fehler von oo1 tiglich in hundert Jahren auf nur etwa
6 Bogenminuten anwichst, einen Betrag, der sicher noch innerhalb der Ge-
nauigkeitsgrenzen der primitiven antiken Beobachtungsmethoden liegt. Nur in
den anomalistischen Bewegungen des Planeten Merkur ist der Fehler etwas
groBer, entsprechend den groBen Schwierigkeiten, die bei der Beobachtung
dieses sonnennahen Planeten obwalten.

Die Theorie der Planetenbewegung ist von PTOLEMAUS zunichst, ebenso wie
die des Mondes, unter der vereinfachenden Annahme durchgefiihrt worden, daf3
die Bahnebenen in der Ekliptik liegen. Zur Erklirung der scheinbaren Bewe-
gung der Planeten in Breite, d.h. der noérdlichen und siidlichen Abweichungen
der Planetenorter von der Ekliptik, nimmt ProLEMAUS Neigungen der Ebenen
des Exzenters bzw. des Epizykels gegen die Ekliptik an. Den EinfluB dieser Bahn-
neigungen auf die Bewegungen in Linge hilt er durchweg fiir unmerklich. Wir
wissen von der Mondtheorie her, daB dies streng genommen nicht der Fall ist;
da die Neigungen der Planetenbahnebenen aber (abgesehen von der des Mer-
kur) kleiner sind als die der Mondbahn, ist die Vernachlissigung der ,,Reduk-
tion auf die Ekliptik™ hier noch weniger fithlbar als dort. Auf die Wiedergabe
der Methoden der Neigungsbestimmung, die im letzten Buch des Almagest
beschrieben werden, kann hier verzichtet werden, da sie von sekundirem
Interesse sind.

9. Theorie und Bahnbestimmung der Venus

ProLEMAUS beginnt seine Darlegungen iiber die Bewegung der einzelnen Pla-
neten mit der Theorie des Merkur. Wir wollen, abweichend von dieser Reihen-
folge, den Vorrang der Venus geben, deren Bahnform auch fiir die drei dueren
Planeten als Vorbild gedient hat, wihrend Merkur infolge besonderer Um-
stinde eine abweichende Behandlung erforderte.

Bei der Bahnbestimmung der Venus konnte sich ProLEMAUS auf Beobach-
tungen des Planeten in seinen groBten Elongationen von der Sonne stiitzen.
In Abb. g sei AII die Apsidenlinie des Exzenters. Auf ihr liegen das Apogium 4,
das Perigdum I1, der Exzentermittelpunkt M, die Erde E und an noch genauer
zu bestimmender Stelle das punctum aequans F. Zu einer bestimmten Zeit
moge der Mittelpunkt des Epizykels den Ort Z einnehmen und damit den geo-
zentrischen Winkelabstand y ostlich vom Apogdum haben. Die entsprechende
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vom punctum aequans aus gesehene Distanz wird durch den Winkel ¢ dar-
gestellt, der — entsprechend der Definition des punctum aequans — der Zeit
proportional wichst. Ist w die Linge des Apogiums des E xzenters, so ist w + ¢
die muttlere Linge des Epizykelmittelpunktes, die nach Satz 1 des vorigen Ab-

b/

Abb. 11. Bestimmung der Elemente der Venusbahn
aus groSten Elongationen.

schnitts gleich der mittleren Linge der Sonne ist. Zieht man also durch E eine
Parallele zu dem Leitstrahl FZ, so zeigt dieser nach dem Ort der mittleren
Sonne (S) in der Ekliptik.

Die Aufgabe, Lage des Apogdums, Exzentrizitit des Exzenters und Halb-
messer des Epizykels (ausgedriickt in Einheiten des Exzenterhalbmessers) zu
bestimmen, kann gelost werden, wenn es gelingt, in verschiedenen Positionen
des Epizykels seine scheinbare (d.h. von der Erde aus gesehene) GréBe zu
messen. Ist (Abb. 11) V, der Ort des Planeten in einer seiner groBten dstlichen
Elongationen vom Epizykelmittelpunkt, so ist EV, die von der Erde aus an
den Epizykel gelegte Tangente und der Winkel ZE V, = ¢ der scheinbare Halb-
messer des Epizykels. Dieser Winkel ist nicht direkt meBbar. Dagegen ist die
Richtung E S nach der mittleren Sonne aus der Sonnentheorie bekannt. Dieser
Strahl bildet mit EV, den Winkel 5, und mit der anderen Tangente EV,,
(Venus in der groBten westlichen Elongation bei gleicher Position des Epizykels)
den Winkel 7,,, und es ist dann

Mo + My = 26.
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ProLeMAUs bezeichnet die Winkel 7, und 7, als gréBte Gstliche und west-
liche Elongation des Planeten von der mittleren Sonne und bestimmt sie, indem
er, den Lauf des Planeten verfolgend, das Maximum der scheinbaren Lingen-
differenz zwischen Planet und mittlerer Sonne feststellt. Die Ermittlung der
Lage der Apsidenlinie, d.h. die Linge des Apogiums des Exzenters, beruht
dann auf folgender Uberlegung: Es sei festgestellt worden, daB bei der Stellung

S der mittleren Sonne der Planet seine groBte 6stliche Elongation mit dem Be-

trage 7, erreichte und daB bei einer anderen Stellung S’ der mittleren Sonne
der Planet in V, eine groBte westliche Elongation von gleichem Betrage
(nw = o) zeige. Das ist aus Symmetriegriinden nur méglich, wenn die Apsiden-
linie AIT den Winkel zwischen EV, und EV,, halbiert. ProLEMAUS findet
unter seinen Beobachtungen folgendes Paar derartiger Elongationen:

132 Marz 7, 7®  abends: Linge der Venus 31° 30
Linge der mittleren Sonne 344 15
somit: gr. ostliche Elongation 47 15

140 Juli 30, 4P 30 frith:  Linge der Venus 78° 30’
Linge der mittleren Sonne 125 45
somit: gr. westliche Elongation 47 15

Die Linge der Apsiden liegt demnach bei—;— (31°5 + #8%5) = 55° bzw. 235°.

Die Entscheidung dariiber, welcher der beiden einander gegeniiberliegenden
Ekliptikpunkte (55° und 235°) als Apogdum und welcher als Perigdum anzu-
sehen ist, ferner die Berechnung der Exzentrizitit ¢ des Exzenters und des
Halbmessers 7 des Epizykels in Einheiten des Exzenterhalbmessers, folgen dann
aus der Analyse solcher Elongationen, bei welchen die mittlere Sonne und
damit auch der Epizykelmittelpunkt in den Apsiden oder wenigstens in deren
unmittelbarer Nihe stehen. Diese Bedingungen erfiillt folgendes Paar von
Elongationen:

129 Mai 20, sbfriih: Linge der Venus 10° 36
Linge der mittleren Sonne 55 24
somit: gr. westliche Elongation 44 48

136 Nov. 18  abends: Linge der Venus 282° 50’
Linge der mittleren Sonne 235 30
somit: gr. ostliche Elongation 47 20

Der Epizykelhalbmesser erscheint also in der letzteren Position um 2° 32°
groBer als in der ersteren; mithin liegt das Apogdum des Exzenters in 55°, das
Perigidum in 235° Linge.

Exzentrizitit und Epizykelhalbmesser bestimmen sich dann nach der
gleichen Methode wie beim Mond (Abb. 7), wobei

e =44°48"; n, = 47°20'
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zu setzen ist. Die einfache Rechnung ergibt dann
7 = 0.7196; e = 0.02I3I.

ProLEMAUS erhilt bei geringerer Rechengenauigkeit die hiermit nahe iiber-
einstimmenden Werte » = 0.719 und e = 0.0208 bzw., wenn man eine letzte
Abrundung vermeidet, die er vor Errechnung des Endresultats noch vor-
genommen hat, ¢ = 0.0211.

Nachdem diese Konstanten festliegen, kann auch die wichtige Frage nach
der Lage des punctum aequans auf der Apsidenlinie beantwortet werden, und
zwar mit Hilfe von Elongationspaaren, bei welchen der Fahrstrahl des Epi-
zykelmittelpunktes mit der Apsidenlinie einen rechten Winkel bildet. Abb. 12
stellt einen solchen Fall dar, und ProLEMAUS beobachtete folgende Elonga-
tionen, die ihm entsprechen:

134 Febr. 18, 60 frith:  Linge der Venus 281° 55’
Liange der mittleren Sonne 325 30
somit: gr. westliche Elongation 43 35

140 Febr. 18, 5P30m abends: Linge der Venus 13° 50
Linge der mittleren Sonne 325 30
somit: gr. 6stliche Elongation 48 20

Der Ort der mittleren Sonne ist beide Male der gleiche und vom Apogdum des
Exzenters (55°) um ¢ = 89° 30" nach Westen entfernt. Dieser Winkel gibt
gleichzeitig die Richtung des Fahrstrahls FZ in bezug auf die Richtung nach
dem Apogium an. Die geozentrische Linge des Epizykelmittelpunktes ist
gleich dem anthmetlschen Mittel der beiden beobachteten Planetenlingen,
also 327° 52'5. Der geozentrische Winkelabstand des Eplzykelmlttelpunktes
vom Apogium nach Westen ist demnach p = 87° 7'5.

In Anbetracht der Kleinheit der Exzentrizitit begehen wir keinen merk-
lichen Fehler, wenn wir ¢ auf volle go° abrunden, dafiir aber auch dem Win-
kel y eine Korrektion von 30" hinzufiigen. Wir setzen also

‘ @ =90°; y=287°37s.
Im Dreieck E M Z ist dann nach dem Sinussatz, wenn wir M Z = 1 setzen,
sin { = esinyp.

Mit dem frither gefundenen e = 0.02131 erhalten wir dann { = 1° 13'2 und
somit fiir den Kathetenwinkel y = y + { des rechtwinkligen Dreiecks FMZ
88° 507. Der Abstand FM = f des punctum aequans vom Exzentermittel-
punkt ist dann

f = cos x = 0.02013.

Es ist also, weit innerhalb der durch die Unsicherheit der Beobachtungsdaten
gewihrleisteten Grenzen, f = e. ProLEMAUS faBt dieses wichtige Ergebnis in
den Satz zusammen: Der Mittelpunkt des exzentrischen Kreises halbiert die
Strecke zwischen der Evde und dem punctum aequans. Dieser Satz gewinnt an

4 Stumpfi, Himmelsmechanik
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Gewicht dadurch, daB ProLEMAUS ihn auch fiir die drei duBeren Planeten un-
verindert iibernehmen konnte, ohne damit in Widerspruch mit der Erfahrung
zu geraten. Nur beim Planeten Merkur gelangte er zu abweichenden Ergebnissen.

Fiir uns, die wir iiber die Vorginge im Planetensystem eine exaktere Vor-
stellung haben, kann Deutung und Rechtfertigung dieses Satzes nicht zweifel-
haft sein: An Stelle des exzen-
trischen Kreises, auf dem sich
der Epizykelmittelpunkt be-
wegt, tritt in der modernen
Theorie eine Ellipse, und zwar
im Falle der inneren Planeten
die Sonnenbahn (Erdbahn), im
Falle der duleren Planeten die
Planetenbahn selbst. Die bei-
den Punkte E und F, die auf
der Apsidenlinie symmetrisch
zum Mittelpunkt der Ellipse
M liegen,sind dieBrennpunkte.
Hierzu mégen noch zwei Er-
lduterungen eingeschaltet wer-

mi\;ﬂ

£

T den:
Abb. 12. Bestimmung 1. Ellipsen mit sehr kleinen
der Lage des punctum aequans. Exzentrizititen sind von Krei-

sen nur schwer zu unterschei-
den. Setzen wir die gro8e Halbachse einer Ellipse gleich eins, so ist die kleine

Halbachse .
b=VI—82=I—-;82—-'-.

Im Falle des Venusbahnexzenters, wo e =~ 0.02 ist, wiirde also die kleine Halb-
achse von der groBen nur um den 5000ten Teil ihres Betrages abweichen. Bei
der hier angestrebten geringen Genauigkeit ist also die geometrische Form des
Exzenters mit geniigender Anniherung die eines Kreises.

2. Wir werden im nichsten Kapitel bei der Untersuchung der Planeten-
bewegung nach den KepLERschen Gesetzen bestitigt finden, daB der zweite
Brennpunkt der Bahnellipse tatsichlich die Eigenschaften eines punctum
aequans besitzt, wenn wir Abweichungen von der 2. und den héheren Ordnungen
in der Exzentrizitdt vernachldssigen. Tatsichlich wird sich zeigen, daB sich der
vom zweiten Brennpunkt der KEpLERschen Ellipse aus gezogene Fahrstrahl
nahezu gleichformig dreht, wenn die Exzentrizitit klein ist. Dies bestitigt uns,
daB ProLEMAUS bei der Formulierung seiner Planetentheorien eine iiberaus
gliickliche Hand gehabt hat. Vorausgesetzt, daB man auf dem Standpunkt der
antiken Astronomie beharrt, die das geozentrische System und die gleichfor-
mige Kreisbewegung der Himmelskorper zum Prinzip erhoben hatte, 18t sich
kaum eine Losung denken, die so tief in das Wesen der Dinge eindringt wie
gerade diese.



Theorie und Bahnbestimmung der Venus 51

Es bleibt nun noch iibrig, die numerischen Ergebnisse der Analyse der Venus-
bewegung durch ProLEMAUS einer kritischen Priifung zu unterwerfen, indem
man sie mit den modernen Daten vergleicht. Dem Epizykel der Venusbahn ent-
spricht in der modernen Theorie die Bahn des Planeten um die Sonne. Da die
Exzentrizitit dieser Bahn sehr klein ist (etwa 1/147), so darf man den Epizykel
ohne wesentlichen Fehler als Kreis ansehen, in dessen Mittelpunkt die Sonne
steht. Der Exzenter wire dann also mit der Sonnenbahn, der Epizykelmittel-
punkt mit dem wahren Ort der Sonne zu identifizieren.

Die Linge des Epizykelhalbmessers (nach PToLEMAUS rund o.72) stimmt
mit dem modernen Wert fiir die groBe Halbachse der Venusbahn (0.7233 Astro-
nomische Einheiten) ausgezeichnet iiberein. Weniger gut ist die Ubereinstim-
mung zwischen den Elementen des Exzenters und denen der Sonnenbahn (der
Erdbahn im heliozentrischen System). Die Exzentrizitit der Erdbahn, heute
0.0167, betrug z.Z. des ProLEMAUS 0.0176 und war daher merklich kleiner als
die von ihm gemessene Exzentrizitit des Venusexzenters. Auch die Linge der
Apsiden ist etwas verschieden: Wihrend ProLEMAus fiir die Linge des Apo-
giums des Venusexzenters 55° ermittelt, liefert die moderne Theorie fiir die
ihm entsprechende Perihellinge der Erdbahn rund 71°, wenn wir von dem heu-
tigen Wert (102°) mit der sikularen Anderung der Perihellinge (62"’ jahrlich)
um 1800 Jahre zuriickgehen. Die von PTOLEMAUS bestimmte Apogiumslinge
der Sonnenbahn liegt mit 65°5 dazwischen.

Alles in allem sind diese Unterschiede verhiltnismiBig klein. Besonders kann
bei der Bestimmung der Apsidenlage, die bei so kleiner Exzentrizitit recht
schwierig und ungenau ist, ein Fehler von 16° kaum als ungewohnlich groB
angesehen werden, wenn wir die primitiven Beobachtungsmethoden jener Zeit
beriicksichtigen. Eher konnte man sich wundern, warum PToLEMAUS auf
Grund dieser groBenordnungsmiBigen Ubereinstimmung den naheliegenden
Gedanken nicht aufgegriffen hat, daBB die Sonne wirklich im Mittelpunkt des
Venusepizykels steht und Venus somit als Trabant die Sonne umkreist. Wir
diirfen aber nicht iibersehen, daB ProLEMAUs ja die Sonnentheorie von
HiprarcH iibernommen hat, die — abgesehen von der nahen Ubereinstimmung
in der Lange der Apsiden - in dieses Bild nicht hineinpaBt. Denn das punctum
aequans der Sonnenbahn liegt ja nach dieser Theorie im Exzentermittelpunkt,
und es ergeben sich dadurch grundsitzliche Unterschiede zwischen den Me-
chanismen beider Bahnen. Ware ProLemAus auf den Gedanken gekommen,
auch die Sonnenbahn auf ihrem Exzenter durch einen Leitstrahl herumzufiih-
ren, dessen Drehpunkt im symmetrischen Gegenpunkt der Erde in bezug auf
den Exzentermittelpunkt lige, so hitte ihm die Identitit der Sonnenbahn mit
dem Venusexzenter kaum entgehen koénnen, zumal die von ihm errechnete
Exzentrizitit der Sonnenbahn (1/24 = 0.0417) genau gleich der doppelten
Exzentrizitit des Venusexzenters ist, so daf3 in beiden Bahnen der Abstand der
Erde vom punctum aequans denselben Betrag hat. Zu einer derartigen An-
gleichung der Sonnentheorie an die Theorie der Planeten lag aber wohl fiir
ProLEMAUS kein hinreichender Grund vor, da sie keine fithlbare Verbesserung
in der Darstellung der Sonnenlingen mit sich gebracht hitte. Lediglich die
Schwankung der Sonnenentfernung, die in der von ihm bevorzugten Theorie

4*



52 Die Himmelsmechanik der Antike

um das Doppelte zu groB war, wire dadurch auf das richtige MaB reduziert
worden. Ahnlich wie in der Mondtheorie, hitte eine genaue Messung des schein-
baren Sonnendurchmessers ihn zu einer kritischen Uberpriifung seiner Hypo-
thesen veranlassen kénnen. Im Gegensatz zu dort sind allerdings hier diese
Schwankungen so geringfiigig, daB sie seiner Beobachtungskunst wohl kaum zu-
ginglich gewesen wiren.

Ein weiterer Punkt, auf den wir hier noch kurz eingehen miissen, betrifft die
Bewegung der Apsiden des Exzenters. Im Falle der Sonnenbahn war diese dem
ProLEMAUS entgangen, so daB er den Abstand des Sonnenapogiums vom
Friihlingspunkt fiir konstant hielt, obwohl ihm alte Beobachtungen zur Ver-
fiigung standen, aus denen er das Vorriicken der Apsiden hitte ableiten kénnen.
Bei der Venus fehlten ihm solche Vergleichsmoglichkeiten. Er nahm daher fiir
diesen wie auch fiir die iibrigen Planeten ohne weitere Priifung jenen Befund
an, den ihm die Analyse der Bahnbewegung des Merkur geliefert hatte. Hier
fanden sich alte Angaben, die zum Teil 400 Jahre zuriickreichten und aus denen
er ableitete, daB das Apogium des Merkurexzenters in bezug auf die Fixsterne
ruhe, sich also in bezug auf den Friihlingspunkt mit derjenigen Geschwindig-
keit rechtliufig bewege, die durch die Konstante der Prizession gegeben ist. In
Wirklichkeit gibt es auch eine Verlagerung der Apsiden in bezug auf das Fix-
sternsystem, aber diese ist betrachtlich kleiner als die Prazessionsbewegung und
bei der Venus fast verschwindend klein. Jedenfalls ist der Ansatz, die Lange des
Apogdums der Planetenexzenter ebenso wie die der Fixsterne um die Prizession
wachsen zu lassen, bedeutend besser als derjenige, den er in der Sonnentheorie
versucht hat.

10. Theorie und Bahnbestimmung der duferen Planeten

Wie schon weiter oben ausgefiihrt wurde, ist die Theorie der drei duBeren Pla-
neten bei ProLEMAUS formal die gleiche wie bei der Venus, abgesehen von der
abweichenden Koppelung der Bahnbewegung mit der Bewegung der Sonne.
Insbesondere wird das punctum aequans auf der Apsidenlinie des Exzenters
genauso definiert wie bei Venus: Auch hier wird die Strecke zwischen diesem aus-
gezeichneten Punkt und der Erde durch den Mittelpunkt des Exzenters halbiert.

Zur Bestimmung der Bahnelemente 148t sich die bei Venus befolgte Methode
nicht anwenden, da die Beobachtung der Planeten in ihren gréBten Elonga-
tionen vom Epizykelmittelpunkt auf Schwierigkeiten stoSen wiirde. Dafiir er-
weisen sich hier die Oppositionen zur mittleren Somme als bequem und genau
beobachtbare Stellungen, die sich gut zur Ableitung der Exzenterkonstanten
eignen. Da nédmlich (siehe Abschn. 8, Satz zb) der Planet wihrend der Oppo-
sition zur mittleren Sonne stets den erdnichsten Punkt des Epizykels durch-
lauft, ist in diesem Zeitpunkt die Richtung von der Erde nach dem Planeten
gleichzeitig auch die nach dem Epizykelmittelpunkt. Durch Messung der Pla-
netenldngen bei verschiedenen Oppositionen gewinnt man also sichere Lingen
des Epizykelmittelpunktes, mit deren Hilfe man Apogiumslinge und Exzen-
trizitit des Exzenters ableiten kann.
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ProLEMAUS zeigt, daB diese Aufgabe 13sbar ist, wenn drei beliebige Oppo-
sitionsérter nach Linge und Zeit gegeben sind. Dieses Bahnbestimmungs-
problem entspricht im wesentlichen dem, das wir im Zusammenhang mit der
Mondtheorie gelost haben. Auch dort waren drei Oppositionsorter (Mondfinster-
nisse!) notig, um diese beiden Bestim-
mungsstiicke des Exzenters zu berech-
nen. Der hier vorliegende Fall ist aber
in einem entscheidenden Punkt schwie-
riger. In der provisorischen Mondtheo-
rie wurde angenommen, daB das punc-
tum aequans im Mittelpunkt des Ex-
zenters liege, der Epizykelmittelpunkt
also mit gleichférmiger Geschwindig-
keit den Exzenter umlaufe. Hier
dagegen bewegt sich dieser Punkt un-
gleichférmig schnell, da der Drehpunkt
des Leitstrahls, der ihn mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit auf dem Ex-
zenter herumfiihrt, auBerhalb des Ex-
zentermittelpunktes liegt. Die hier-
durch bedingte Komplikation bringt
es mit sich, daB man eine strenge
Losung des Problems nicht direkt an-
geben kann. Die Art und Weise, in
der ProLEMAUS diese neu auftretende

Schwierigkeit durch eine Ndherungs- Abb. 13. Bahnbestimmung
und Hypothesenrechnung umgeht, eines duleren Planeten
wiirde einem modernen Mathematiker aus drei Oppositionen.

alle Ehre gemacht haben. Sein Ver-

fahren kann als das ilteste Vorbild der Bahnbestimmungsmethoden unserer
Zeit (siehe Kapitel VIII und IX) angesehen werden, die ebenfalls auf dem
Wege sukzessiver Niherungen zum Ziele fiihren.

Es sei (Abb. 10) G der Oppositionsort eines der duBeren Planeten und EK
die gleichzeitige (EG entgegengesetzte) Richtung nach der mittleren Sonne. Die
beobachtete Linge ! von G, gleich der Linge w + 9 des Epizykelmittelpunktes
Z, ist dann gleich der um 180° vermehrten oder verminderten Linge der mitt-
leren Sonne. Die geozentrisch gesehene Apogidumsdistanz von Z ist durch den
Winkel y gegeben, die vom punctum aequans aus gesehene aber durch den
mit der Zeit proportional wachsenden Winkel ¢. Sind drei Oppositionsérter G,
bzw. Z, (i = 1, 2, 3) vorgelegt und bezeichnen wir auch bei den iibrigen Gré8en
die Zugehérigkeit zu diesen Ortern mit den gleichen Indizes, so sind bekannt:

1. die Differenzen
n=wp—pi=h—hL; n=yy—p=L-15L
aus den beobachteten Planetenldngen;
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2. die Differenzen

=@ —Pr=mly— 1), Oy=q@3— @=1m(ty — 1),

die den Zwischenzeiten proportional sind, wobei #,, die mittlere tropische Be-
wegung des Planeten in der Zeiteinheit, auf Grund der Tabelle S. 45 als bekannt
vorausgesetzt werden darf.

In Abb. 13 sei nun A1 die Apsidenlinie, auf der die Punkte E und F mit dem
noch unbekannten Abstand e beiderseits des Exzentermittelpunktes M auf-
getragen sind. Um F als Mittelpunkt sei ein Hilfskreis geschlagen, dessen Halb-
messer, ebenso wie der des Exzenters, gleich der Lingeneinheit sei. Die Leit-
strahlen FZ,, die vom punctum aequans zu den auf dem Exzenter liegenden
Epizykelmittelpunkten Z, fithren und miteinander die bekannten Winkel d, und
0, bilden, treffen den Hilfskreis in den Punkten Q,. Wiren diese Punkte von der
Erde E aus anvisierbar, somit die von den drei Richtungen EQ, gebildeten
Winkel y; und y; durch Beobachtung bekannt, so wire die Aufgabe der Bahn-
bestimmung, wie ein Vergleich mit Abb. 5 lehrt, auf die der Bestimmung der
provisorischen Mondbahn zuriickgefiihrt. Das gleiche Formelsystem, das dort
aus den gegebenen Winkeln «, f§, , 6 die unbekannten Winkel {, y und
@ = { + y sowie die Strecke R zu berechnen gestattete, kénnte hier benutzt
werden, um aus d;, 0,, ¥, y5 die Winkel g, £; und @, = y; + {3 sowie die
(R entsprechende) Strecke EF = ze¢ zu bestimmen. GemidB den Formeln
(I; 5, 6) in Abschnitt 5 wéire dann

(L; 19)
tgy) = ' sin 7 sin (8, — 7.14) — sin y; sin {61 —71)
cos py sin (35 — p5) + cos yz sin (0, — p1) — sin (0, + 5 — 1 — 3)
tg £ = — sin y] sin. (0, — y3) — sin yg s;in'(él — 1)
sin (y; + p3) — sin p{ cos (65 — p3) — sin y; cos (6, — 77)
(I; 20) p=y;+ {3 ze= :i:i:

Nun sind die beiden Winkel y; und y; nicht bekannt, wohl aber die von den
Richtungen EZ, gebildeten Winkel y; und y;. Sofern die Exzentrizitit e klein
von der 1.0Ordnung ist, kann man aber die Differenzen y; — p, und y; — y, als
klein von der 2.0Ordnung ansehen. Man erhilt daher eine brauchbare Nihe-
rungslésung, wenn man in den Formeln (I; 19, 20) in erster Hypothese y; = ,
und y; = p, setzt.

Mit den auf diese Weise erhaltenen Naherungen fiir y;, {3, @,, ¢ wird mandann
imstande sein, die an y, und y, noch anzubringenden Verbesserungen y; — 7,
bzw. 5 — y, zu errechnen. Man erhilt so neue Ausgangswerte fiir eine aber-
malige Durchrechnung der Formeln (I; 19, 20) und somit verbesserte Werte
¥3, L2, @, €. Dieses Verfahren ist so oft zu wiederholen, bis sich die Ergebnisse
nicht mehr dndern und daher als die endgiiltige Losung des Problems an-
gesehen werden diirfen.
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Das Verfahren zur Berechnung der Korrekturen y; — p; und y3 — y, lehrt
Abb. 14, in der wieder die beiden Kreise und die Apsidenlinie A /I mit den
Punkten E, M und F gezeichnet sind. Ferner sind fiir eine beliebige der drei
Oppositionen die (nun ohne Index bezeichneten) Punkte Z und Q sowie die
Winkel y, ¢, ¢ eingetragen. Als
weitere Hilfswinkel dienen ZMF =
undQEZ =y’ — yp = &.Die Strecken
FQ und MZ haben die Linge eins.
Dann ist nach dem Sinussatz

(I;21) sin(p — ) =esing,

sin (y —y) =sin (y — ¢’ + ¢)
(I; 22) =esin (p' — &).
Nimmt man ¢ und o’ sowie e auf
Grund der bereits durchgefiihrten
Hypothesenrechnung als gegeben an,
so berechnet man y aus (I; 21). Um

¢ zu finden, l6st man in (I; 22) die
Sinusausdriicke auf:

sin(y — y') cose + cos (y — y')sine

= ¢ (siny’ cos& — cosyp’sin¢)

und dividiert durch cose. Das ergibt

(I; 23) Abb. 14. Bahnbestimmung
e sin ’P' — sin (x — 2/") eines duferen Planeten
tge = . (Hypothesenrechnung).

ecosy’ + cos (y — ')

Hat man die Rechnung nach (I; 21, 23) fiir alle drei Orter ausgefiihrt (was
méglich ist, da mit ¢ = ¢,, ' = 3 auch ¢, @,; p1, s bekannt sind), und
unterscheidet man wieder, wie friiher, die Ergebnisse durch Indices, so folgt aus

Vi—hi=68, Yi—h=6&, Yi—Vi=&
durch Subtrahieren
(1; 24) {}’t—71=(’P?—'I”1)"'('Pz""l’l)=52"€1
s~V =(Ws —¥a) — (s —y) =& — &
Damit sind die gesuchten Korrektionen gefunden, und das Verbesserungsver-
fahren kann den oben beschriebenen weiteren Verlauf nehmen.
Als Anwendungsbeispiel moge die Bestimmung der Exzenterelemente des
Planeten Mars dienen, wie sie ProLEMAUs durchgefiihrt hat. Als Ausgangs-

daten benutzte er folgende von ihm selbst beobachtete Oppositionen der Pla-
neten:
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’

130 Dez. 15, 1P nachts: Linge des Mars 81° o
135 Febr. 21, g? abends: Linge des Mars 148° 50’
139 Mai 27, 10" abends: Linge des Mars 242° 34’

Die Lingen der mittleren Sonne fiir diese Zeiten stimmten mit den um 180°
vermehrten bzw. verminderten Lingen des Planeten bis auf Abweichungen
von héchstens 2’ iiberein.
Aus diesen Daten folgen die Zwischenzeiten und die Differenzen der wahren

Lingen des Mars:

t, — t, = 15299 20, y, =1, — I, = 67° 50,

ty —f, = 15561 1%, yy3 =1l — L, =93° 44,
wihrend die Differenzen der mittleren Lingen, berechnet mit #, = 18867615,
die Werte

0 = m,(ty — b)) = 81°44', 0y =m(ty — 1) = 95° 28’

ergeben. Die Hypothesenrechnung gestaltet sich dann folgendermaBen:

I.Hypothese II. Hypothese II1.Hypothese
7 67° 50’ 68° 55’ 68° 44
73 93 44 92 21 92 38
'g:z 37° 4313 3; ° 548 32 ° 5257
h(I: 2 7 3%°4 9.3 26.0
nach (I319,20) o, 45 22 39 4 40 24
€ 0.10866 0.09867 0.10028
Y1=vz— N — 30° 7 — 36° o — 34°46
vz 37 43 32 55 33 58
i = v + ¥3 131 27 125 16 126 36
¢,=¢,;61 — 36°22/ — 42 40 — 41°20
(23 45 22 39 4 40 24
P =@, + 04 140 50 134 32 135 52
& — 0°32’ — o°27 — 0°28
& 4+ o 33 + o 27 4+ o 28
nach (I; 21-24) & — o0 50 — o0 39 — o0 41
Nn—n + 1 5 + o 54 + o 56
V3 — Vs — 1 23 - 1 6 — 1 9

Nachdem sich die Korrektionen nach der 3.Iteration nicht mehr wesentlich
gedndert haben, erhilt man mit den endgiiltigen Werten

y1=68°46, y5=092°35’
nach einer abschlieBenden Rechnung

Y =33°46'6, @, =+ {3 = 40°96,

s = 6°230, e=0.09997,
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was mit den von PToLEMAUS angegebenen Endwerten

@ = 40° IT, &= =z
10
bestens iibereinstimmt.
Die Linge des Apogiums selbst ergibt sich zu

o =1, — (p; — &) = 115° 31’ (nach PTOLEMAUS w = 115° 30’).

Zur Bestimmung des Epizykelhalbmessers ist noch eine weitere Beobachtung
des Planeten auBerhalb der Opposition erforderlich. Es sei (Abb. 15) P die
Stellung des Planeten auf dem Epi-
zykel zur Zeit ¢ und der Winkel
JZ P = § seine mittlere Anomalie,
die nach der Theorie vom mittleren
Apogium J des Epizykels aus im
rechtldufigen Sinne gezihlt wird. Die
scheinbare Anomalie, die durch den
vom scheinbaren Apogdum aus ge-
zihlten Winkel HZ P definiert ist,
hat dann den Betrag ¢ + {. Es werde
nun angenommen, dafB die Zeit ¢, der
letzten Opposition des Planeten zur
mittleren Sonne gegeben sei, ebenso
die zugehérige Distanz @, des Epi-
zykelmittelpunktes vom Apogdum
des Exzenters. Da nun wihrend der
Oppositionder Planetim erdnichsten
Punkt des Epizykels steht, so ist fiir

ty der scheinbare Abstand y, vom Abb. 15.
Apogium des Exzenters fiirden Pla-  Bestimmung des Epizykelhalbmessers
neten und den Epizykelmittelpunkt eines duBeren Planeten.

derselbe und hat, wenn /, die Oppo-
sitionslidnge des Planeten und w die Linge des Apogidums des Exzenters ist,
den Wert y, = [, — w. Ferner ist fiir diesen Zeitpunkt die mittlere Anomalie
des Planeten im Epizykel #, = 180° — {,, wo {y = @y — ¥,-

Fiir den Zeitpunkt ¢ der Beobachtung lassen sich dann die mit der Zeit linear
fortschreitenden Winkel ¢ und 4 nach den Formeln

(I; 25) Q=@+ m(t—1t); ¢=>30+ n,(t—1%)

berechnen. Aus @ ergeben sich g und { nach dem aus den Dreiecken E M Z und
FMZ folgenden Formelsystem

sin(p —y) =esing, sin(y —y) =esiny,

(I; 26) sin y

hieraus: x und tgzp:m, (=9 —vp.
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Fiir die Elongation # des Planeten vom Epizykelmittelpunkt erhilt man, wenn
I die zur Zeit ¢ gemessene Planetenldnge ist,

(I; 27) n=1-(0+79).
SchlieBlich ergibt sich aus dem Dreieck EZ P nach dem Sinussatz

esiny

2 Y e

wobei der geozentrische Abstand ¢ des Epizykelmittelpunktes aus dem Drei-
eck EMZ nach dem Cosinussatz berechnet werden kann, der

(I; 29) =1+ 2ecosy + €

liefert.

Es leuchtet ein, daB die Bestimmung von » um so genauer wird, je weniger
sich der Winkel ZPE = & + { — # von go°® bzw. 270° unterscheidet, d.h. je
niher der Planet einer seiner groBten Elongationen vom Epizykelmittelpunkt
steht. ProLEMAUS hat diese Regel bei der Bestimmung des Halbmessers des
Marsepizykels nicht beachtet und eine Beobachtung gewihlt, die nur wenige
Tage auf eine Opposition des Planeten folgte, und zwar auf die letzte der drei
Oppositionen, die er zur Bestimmung der Exzenterkonstanten benutzt hatte.
Fiir diese Opposition galt

ty = 139 Mai 27, 10P abends; [y =234°34"; yy=1 — 0 =127°4".

Ferner war aus der Bahnbestimmung des Exzenters bekannt, wenn wir die
endgiiltigen Werte des ProLEMAUS zugrunde legen,

) Po= @3 = @+ 03 = 135° 39’
und somit
o= — o=28°35"; &, =180° — {,=171° 25",
Die zusitzliche Beobachtung ergab dann folgende Daten:
¢t = 139 Mai 30, gt abends; ! = 241°36’; ¢ — f, = 23 23" = 299583,
und mit #, = 186676 und #n, = 166177 nach (I; 25)
p=137°12', ¥ =172°47"
Nach Durchrechnung der Formeln (I; 26 bis 29) findet man sodann mit ¢ = o.1
x=133°18, = —2°4¢4,
py=128°50", o= 0.9342,
(= 8°22, r= 0.6578.
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ProLEMAUS erhilt » = 0.6583, was in Anbetracht der unzweckmiBigen Wahl
des Beobachtungstermins befriedigend mit unserem Ergebnis iibereinstimmt.

Nach dem gleichen Verfahren hat ProLEMAUs auch die Elemente der Bah-
nen von Jupiter und Saturn bestimmt. Wir stellen in der folgenden Tabelle fiir
die drei duBeren Planeten die Bahnelemente nach ProLemAus den ihnen
addquaten Elementen der modernen Theorie gegeniiber:

A. nach ProLEMAUS

Linge des Apogiums . Epizykel- 1

Planet des Exzenters () Exzentrizitdt | 1, )bmesser r
Mars 115° 30 0.1000 0.6583 1.519
Jupiter 161 o 0.0458 0.1917 5.217
Saturn 233 O 0.0569 0.1083 9.231

B. moderne Werte
Linge des Aphels Exzentrizitat GroBe Halb-
Planet achse der Bahn
fiir 1950 fiir 135 1950 135

Mars 155°1 12107 0.0934 0.0917 1.524
Jupiter 193.5 164 .2 0.0484 0.0455 5.203
Saturn 272.1 236.5 0.0557 0.0620 9.539

Die Apogdumslingen stimmen mit den wegen Prizession und Apsidenbewegung
auf die Epoche 135 n.Chr. umgerechneten NEwcoMBschen Werten fiir die
Aphellingen der Planetenbahnen bis auf einen geringen systematischen Unter-
schied von durchschnittlich 4° iiberein. Die Exzentrizititen sind gréBenord-
nungsmaBig gut bestimmt, die des Jupiter ist sogar ganz genau. Die Epizykel-
halbmesser entsprechen in der modernen Theorie dem Halbmesser der Erd-
bahn, ausgedriickt in Einheiten des Planetenbahnhalbmessers. Die in astro-
nomischen Einheiten ausgedriickte groBe Halbachse der Planetenbahnen findet
sich also in der antiken Theorie als Reziproke des Epizykelhalbmessers wieder.
Auch hier ist die Ubereinstimmung befriedigend.

11. Theorie der Bewegung des Merkur

Wihrend es ProLEMAUS gelungen war, im Falle der Venus und der drei duBe-
ren Planeten Bewegungstheorien nach gemeinsamem Muster zu schaffen, die
den tatsichlichen Bewegungen innerhalb der Grenzen der damaligen Beob-
achtungsgenauigkeit gerecht wurden, stie er bei der Bearbeitung des Planeten
Merkur auf Schwierigkeiten besonderer Art, die eine Anwendung des bei den
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iibrigen Planeten benutzten Schemas unmdoglich machten. Er hat versucht,
diese Schwierigkeiten zu meistern, indem er — dhnlich wie in der Mondtheorie —
eine Bewegung des Exzenters einfithrte. Wihrend diese MaBnahme aber dort
mit der Darstellung der Evektion zu einem klaren Erfolge fiihrte, entstand
hier ein Mechanismus, den man nur als eine Fehlkonstruktion bezeichnen kann.
Wir diirfen uns damit begniigen, diese Theorie kurz zu skizzieren und mit
einigen Erliduterungen zu versehen.

Der eigentliche Grund, weshalb der theoretische Ansatz, der bei den anderen
Planeten zum Ziele fiihrte, bei Merkur versagen muBte, ist folgender: PTroLE-
MAUS hat immer an dem Grundsatz festgehalten, daB der auf dem Exzenter
herumgefiihrte fingierte Punkt Z der Mittelpunkt des Epizykels sei. Sowohl bei
Venus als auch bei den duBeren Planeten konnte er diesen Satz anwenden, ohne
in merkliche Widerspriiche mit der Erfahrung zu geraten. Der Venusepizykel
entspricht ja der sehr schwach exzentrischen Venusbahn um die Sonne, wih-
rend die Epizykel der duBeren Planeten durch die ebenfalls recht schwach
exzentrische Erdbahn dargestellt werden. Nur die Bahn des Merkur ist mit
e ~ 0.2 so stark exzentrisch, daB ihre Beschreibung durch den zentrischen
Epizykel nicht mehr moglich war.

Dazu kam als weiterer erschwerender Umstand die Schwierigkeit der Beob-
achtung dieses sonnennahen, nur in der hellen Dimmerung sichtbaren Pla-
neten, dessen Positionen durch Anschlu3 an helle Fixsterne zu bestimmen eine
fiir die damalige Beobachtungskunst schwierige und nur selten und ungenau zu
erfiillende Aufgabe gewesen sein muf. Wenn man versucht, die Beobachtungs-
ergebnisse, die PToLEMAUS im neunten Buch des Almagest wiedergibt, an
Hand der modernen Theorie zu priifen, so stoBt man in der Tat auf Wider-
spriiche, die nur auf grobe Beobachtungsfehler (wenn nicht gar auf — der inne-
ren Ubereinstimmung zuliebe — gefilschte Daten) zuriickgefithrt werden kon-
nen.

MaBgebend fiir die Begriindung der Theorie ist wieder der scheinbare
Durchmesser des Epizykels, d.h. also die Lingendifferenz zwischen den Posi-
tionen des Planeten in der &stlichen und der westlichen groBten Elongation,
wihrend die Sonne eine bestimmte mittlere Linge hat. Wenn man die Léinge
des Epizykelmittelpunkts und den scheinbaren Epizykeldurchmesser als Funk-
tion der mittleren Linge der Sonne auftrigt, gewinnt man die Grundlagen, die
zur Aufstellung einer Bewegungstheorie des Planeten nétig sind. Der Befund
des ProLEmMAUS auf Grund von Untersuchungen dieser Art ist in folgenden
Sétzen enthalten:

1. Die Apsidenlinie des festen exzentrischen Kreises, die eine Symmetrie-
linie fiir alle Bewegungen des Planeten darstellt und die mit den Fixsternen die
Prizessionsbewegung mitmacht (sich also, wenn wir die Prizessionskonstante
der antiken Astronomen zugrunde legen, in bezug auf den Frithlingspunkt um 1°
in 100 Jahren in rechtldufigem Sinne bewegt), zeigt in die Richtungen 10° bzw.
190° Linge.

2. Wenn die mittlere Sonne eine Linge von 19o° hat, erscheint der Epizykel
unter einem Durchmesser von 38° 6’. Dies ist das absolute Minimum, so daB
also das Apogdum des Exzenters in 1go° Linge liegt. Bei einer Lange der mitt-
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leren Sonne von 10°, also im gegeniiberliegenden Punkte der Ekliptik, betrigt
die scheinbare GréBe des Epizykels 46° 30’. Das ist aber nicht das absolute
Maximum, sondern in den Lingen 70° und 310°, d.h. also um 120° stlich und
westlich vom Apogium, erreicht der scheinbare Durchmesser des Epizykels den
absolut groBten Wert mit 47° 45’. Es gibt also zwei zur Apsidenlinie symme-
trisch liegende Perigden.

ProLEMAUS gelingt es, durch eine sinnvolle Konstruktion die Theorie der
Merkurbewegung so zu gestalten, daB diese merkwiirdige Erscheinung durch
sie dargestellt wird. Es lohnt sich aber kaum, diese Theorie hier im einzelnen
wiederzugeben, da die Beobachtungen selbst, auf denen sie aufgebaut ist, mit
den uns heute bekannten tatsichlichen Verhiltnissen im Widerspruch stehen.
Der einzige Zahlenwert der ptolemiischen Theorie, der mit den modernen ver-
traglich ist, betrifft den Halbmesser des Epizykels, den PToLEMAUS mit 0.375
angibt, und der von dem modernen (0.387) nur geringfiigig abweicht. Auch die
Annahme einer Symmetrie der geézentrischen Bewegung des Planeten in bezug
auf eine Apsidenlinie ist wenigstens nahezu erfiillt: Zur Zeit des ProLEMAUS
betrug die Linge des Perihels der Merkurbahn rund 50°, die des Perihels der
Erdbahn rund 70°; der Unterschied ist gering, wenn wir beriicksichtigen, daB
das Perihel der Erdbahn wegen der kleinen Exzentrizitit nur schwach aus-
gepragt ist. Das groBte Gewicht liegt also auf der Apsidenlage der Merkurbahn,
die wegen der starken Exzentrizitit dieser Bahn entsprechend scharf definiert
sein miiBte. Es ist also vollig unverstindlich, wenn im Almagest die Linge des
Apogdums mit 10° um 40° zu klein angegeben wird. Es fillt dabei auf, da8
ProLEmAUs zum Vergleich alte Beobachtungsdaten aus dem Jahre 262 v.Chr.
heranzieht, aus denen er die Lange des Apogdums zu 6° bestimmt — sein um 4°
groBerer Wert ist genau derjenige, den er erhalten wiirde, wenn er die Verlage-
rung der Apsidenlinie wegen der Prizession (4° in 400 Jahren) beriicksichtigen
wiirde, unter der Voraussetzung, da8 die alten Beobachtungen fehlerfrei waren.
Man kann sich hier kaum des Verdachtes erwehren, daB ProLEmMAUS (wie auch
an anderer Stelle) seine eigenen Ergebnisse denen seiner Vorfahren angeglichen
hat, vielleicht, weil er seiner eigenen Beobachtungskunst allzu kritisch gegen-
iiberstand.

Auch die Beobachtung von zwei Perigden beiderseits der Apsidenlinie ist
sicher falsch. Man kénnte eine derartige Erscheinung nur auf folgende Weise
erkliren: daB beim Betrachten der stark elliptischen Merkurbahn von ver-
schiedenen Seiten bald ihre groBe, bald ihre kleine Achse im rechten Winkel
zur Visierlinie steht. Das wiirde dazu fiihren, daB der Winkel zwischen den
beiden von der Erde an die Bahnellipse des Planeten gelegten Tangenten zwei
verschiedene periodische Schwankungen ausfiihrt: eine Schwankung von ein-
jahriger Periode, die davon herriihrt, daB der Mittelpunkt der Bahnellipse im
Laufe eines Jahres einmal in Erdnihe, einmal in Erdferne gelangt, und eine
Schwankung von halbjihriger Periode, deren Maxima eintreten, wenn sich die
Erde in Richtung der kleinen Achse der Merkurbahn befindet, und deren
Minima stattfinden, wenn sie die groBe Achse kreuzt. Wenn man aber diese
Verhiltnisse an Hand der bekannten Daten iiber die Bahnelemente von
Erde und Merkur durchrechnet, so findet man, daB die halbjdhrige Schwan-
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kung sehr viel kleiner ist als die groBe einjihrige') und daB sie nicht imstande
ist, die beiden von PTOLEMAUS vermuteten Maxima der Lingendifferenz
zwischen den Elongationen zu erkliren. Es ist zwar richtig, daB zur Zeit des
ProLEMAUS der scheinbare Epizykeldurchmesser in 70° Linge merklich
groBer gewesen ist als in 10° Lange, und auch die angegebenen Zahlen stimmen
groBenordnungsmiBig einigermaBen. Von einem zweiten Maximum bei 310°
kann aber keine Rede sein. Auch der scheinbare Epizykeldurchmesser im
Apogium, den PToLEMAUS mit 38° 6’ angibt, ist sicher falsch — in Wirklich-
keit liegt das Minimum etwa bei 42°. Es kann sich also hier nur um grobe
Fehler handeln.

Wir haben am SchluB des Abschn. g die Frage aufgeworfen, warum ProLE-
MAUs den naheliegenden Gedanken nicht aufgegriffen hat, daB die Venus die
Sonne umkreise und daB daher der Mittelpunkt des Epizykels dieses Planeten
gleichzeitig der wahre Ort der Sonne sei. Wir kénnen unseren Uberlegungen zu
diesem Punkte noch hinzufiigen, daB er dann konsequenterweise auch fiir Mer-
kur das gleiche hitte annehmen miissen. Apogdum und Exzentrizitit des Ex-
zenters der Venusbahn hitte er, wie wir an jener Stelle bemerkt haben, bei
einer geringfiigigen Abdnderung seiner Theorie der Sonnenbahn mit dieser in
Ubereinstimmung bringen kénnen. Bei der Bahn des Merkur, wie sie ihm er-
schien, wire das ganz unmoglich gewesen. Vielleicht ist diese ungliickliche
Fehlkonstruktion die eigentliche Ursache dafiir, daB ProLEMAUS hier den Zu-
gang zu den groBen Zusammenhingen im Planetensystem verfehlen mubBte,
an deren Pforte er bei anderer Gelegenheit schon gestanden hat, ohne es zu
wissen. Denn nur demjenigen hitte dieser Zugang zu hoheren Einsichten offen
gestanden, der das gemeinsame Bindeglied zwischen den einzelnen, nur schein-
bar voneinander unabhingigen Erscheinungen erkannte. Dem ProLEMAUS
blieb er verborgen, weil sein Weltbild esn widerspenstiges Glied in der Kette
der Zusammenhinge enthielt, das sich den Regeln nicht fiigen wollte, von
denen die iibrigen beherrscht wurden.

12. Von ProLEMAUS 2u KEPLER

Der groBte Mangel der antiken Planetentheorien war ihre Uneinheitlichkeit.
Selbst wenn wir Sonne und Mond auBer acht lassen, waren fiir die fiinf
eigentlichen Planeten nicht weniger als drei verschiedene Bewegungstheorien
erforderlich, eine fiir Merkur, eine fiir Venus und eine fiir die drei duBeren
Planeten. Dennoch war jenes gemeinsame Bindeglied zwischen diesen ver-
schiedenen Bahntypen, von dem weiter oben die Rede war, schon in den ein-
zelnen Theorien vorhanden, wenn auch unter fehlerhaftem Beiwerk versteckt.
Dieses gemeinsame Element war die merkwiirdige Koppelung der Planeten-

1) Die Amplitude der Jahresperiode ist ungefihr der Exzentrizitit [ ~ i), die
der halbjahrigen dem Achsenverhiltnis (~ L) der Bahnellipse proportioﬂal.
50
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bewegung an die Bahn der Sonne. Es tritt auch in der geozentrischen Fassung
der Planetentheorien zutage, wenn wir von den sekundiren Erscheinungen —den
durch die Exzentrizitit des Exzenters bedingten Ungleichheiten der Bewegung
in Linge - abstrahieren. Es bleiben dann nur noch die mittleren Bewegungen
auf dem Exzenter und auf dem Epizykel iibrig, und die Bindung der Planeten-
bewegungen an die der Sonne dufBert sich dann in den folgenden beiden Regeln:

1. Bei den inneren Planeten entspricht die mittlere Bewegung des Epizykel-
mittelpunktes auf dem Deferenten nach Periode und Phase genau der mittleren
Bewegung der Sonne.

2. Bei den duferen Planeten entspricht die Bewegung des Planeten auf dem
Epizykel nach Periode und Phase genau der mittleren Bewegung der Sonne.

Diese beiden Regeln lassen sich, auch wenn man den geozentrischen Stand-
punkt nicht verldBt, in eine einzige und fiir alle Planeten giiltige vereinigen.
Man braucht nur folgende Anderungen vorzunehmen, die weder mit den an-
tiken Bewegungsprinzipien noch mit der Erfahrung in Widerspruch stehen:

a) Man darf offenbar, ohne daB die Bahn des Planeten sich dndert, die beiden
Vektoren (Erde-Epizykelmittelpunkt und Epizykelmittelpunkt-Planet), aus
denen sich der ,,Ortsvektor des Planeten (Erde-Planet) zusammensetzt, in
ihrer Reihenfolge vertauschen, gemdB dem kommutativen Gesetz der Vek-
torenaddition. Nimmt man diese Vertauschung bei den duBeren Planeten vor,
so entspricht bei simtlichen Planeten die mittlere Bewegung des Epizykel-
mittelpunktes auf dem Deferenten nach Periode und Phase der mittleren Be-
wegung der Sonne.

b) Beobachtbar ist unmittelbar nur die Richtung, in der, vom Beobachtungs-
ort aus gesehen, die Planeten stehen, d.h., wenn wir die Neigung der Kreise
gegen die Ekliptik vernachlissigen, ihre ekliptikale Linge, nicht dagegen ihre
Entfernung. Wir diirfen daher die Halbmesser der Bahnkreise, ohne mit den
Beobachtungen in Widerspruch zu geraten, in beliebigen Lingeneinheiten
messen, und es ist zur Darstellung der scheinbaren Bewegungen nicht notwen-
dig, die gewahlte Lingeneinheit mit irdischen zu vergleichen; d.h., es ist aus-
reichend, die Verhdlinisse zwischen den vorkommenden Strecken, z. B. zwischen
dem Halbmesser des Epizykels und dem des Deferenten einer Planetenbahn zu
kennen. Setzen wir nun, nach der unter (a) beschriebenen Vertauschung, simt-
liche Deferentenhalbmesser gleich dem Halbmesser der Sonnenbahn, der als
Lingeneinheit dienen moge: so gelangen wir zu folgendem allgemeinen Gesetz:
Die Planeten bewegen sich in verschiedenen Kreisen um die Sonne, die sich threy-
seits auf einem Kreise mit dem Halbmesser eins um die Evde bewegt.

Dies ist der Grundgedanke einer Theorie des Planetensystems, die der letzte
prominente Anhinger des geozentrischen Prinzips, der Didne TycHo BRAHE
(1546-1601) noch ein halbes Jahrhundert nach dem Tode des Nikoraus Ko-
PERNIKUS (I473-1543) aufgestellt hat. KorERNIKUS hingegen hatte die an-
dere noch mégliche Folgerung aus den obengenannten Regeln gezogen: Die
Sonne als Mittelpunkt des Weltalls steht fest. Um sie kreisen die Planeten, unter
thnen auch die Evde, deren Bahn (Halbmesser 1) zwischen denen des Mars
(Halbmesser 1.52) und der Venus (Halbmesser 0.72) eingeschlossen ist.

Von diesen beiden an sich gleichwertigen Entwiirfen hatte der letztere vor
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dem anderen den Vorteil groBerer Einheitlichkeit voraus. Warum Tycro, ob-
wohl er das kopernikanische System genau kannte, es doch fiir nétig hielt,
einen Schritt riickwirts zu gehen und zugunsten des antiken geozentrischen
Prinzips ein KompromiB zu schlieBen, steht auf einem anderen Blatt. Der
Hauptgrund mag das Fehlen einer meBbaren jihrlichen Parallaxe der Fix-
sterne gewesen sein. Die Giite der Beobachtungen TycHos, der noch ohne
Fernrohr arbeitete, war zu seiner Zeit uniibertroffen: Die von ihm gemessenen
Gestirnsorter waren auf 1-2 Bogenminuten genau. Eine jahrliche Parallaxe von
1’ hitte auf eine Fixsternentfernung von rund 3500 Sonnenabstinden (Astro-
nomischen Einheiten) gefiihrt. Das ist etwa 1/, Lichtjahr. Mit einer so hohen
unteren Schranke fiir die Abstdnde der Fixsterne zu rechnen, mag den Astro-
nomen zu TycCHOs Zeiten noch schwer gefallen sein.

Eine endgiiltige Losung dieses himmelsmechanischen Hauptproblems brachte
weder das heliozentrische Schema des KoPERNIKUS noch der KompromiBvor-
schlag des Tycuo BraHE, da beide Hypothesen noch das antike Prinzip der
gleichformigen Kreisbewegung enthielten. Beide Forscher muBten also, um die
Ungleichférmigkeiten der Planetenbewegung darzustellen, doch wieder zu den
Hilfsmitteln der Alten, den exzentrischen Kreisen und den Epizykeln, Zuflucht
nehmen. Nur die groBte, primidre Ungleichheit, die den Wechsel zwischen
Recht- und Riickliufigkeit der scheinbaren Planetenbewegung hervorruft,
brauchte nun nicht mehr erklirt zu werden, da sie (bei KOPERNIKUS) als
parallaktischer Effekt der Erdbewegung bzw. (bei BraHE) als Mitfithrungs-
effekt der Sonnenbewegung gedeutet wurde. Die kleineren Ungleichheiten blie-
ben aber bestehen und wurden sogar vermehrt, da die glinzende Beobachtungs-
kunst TycHOs zu den schon bekannten noch weitere periodische Schwankungen
der Planetenérter enthiillte, die neue Anforderungen an den Theoretiker stellte.
Das gleiche gilt in besonderem MaBe fiir die Theorie des Mondes, die ja durch
die obigen Uberlegungen gar nicht beriihrt wird.

Tycuo BrauEs Nachfolger an der kaiserlichen Sternwarte zu Prag, an der
dieser bedeutende Astronom wahrend der letzten Jahre seines Lebens wirkte,
war JoHANN KEPLER (1571-1630), der das Gliick hatte, das in mehr als zwan-
zig Jahren gesammelte Beobachtungsmaterial seines Vorgingers auswerten zu
diirfen. Nach langen, vergeblichen Versuchen, die Bahn des Planeten Mars
durch Kreisbewegungen darzustellen, kam er auf den gliicklichen Gedanken,
auch dieses letzte Prinzip der antiken Astronomie fallen zu lassen, nachdem er
schon das geozentrische System zugunsten des kopernikanischen aufgegeben
hatte, und die wirkliche Form der Planetenbahnen sowie das Geschwindigkeits-
gesetz ohne Vorurteil allein aus den Beobachtungsdaten abzuleiten. Die Frucht
dieser Bemiihungen, die ersten beiden seiner beriihmten drei Gesetze der Pla-
netenbewegung, hat er in seiner 1609 in Prag erschienenen Schrift ,,Astronomia
nova seu physica coelestis tradita commentariis de motibus stellae Martis ex
observationibus G.V.TycHoNIS BRAHE” niedergelegt. Das dritte Gesetz, das
eine Abhingigkeit zwischen den Umlaufszeiten der Planeten und ihren mitt-
leren Entfernungen von der Sonne ausdriickt, ist als das wertvollste Ergebnis
seiner spiteren, im iibrigen mit vielen mystischen Spekulationen angefiillten
Arbeit ,Harmonices mundi libri V“ (Linz 1619) zu verzeichnen.
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Diese drei Gesetze haben den folgenden Wortlaut:

I. Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen um die Sonne. Die Sonne befindet sich
in einem gemeinsamen Bremmpunkt dieser Ellipsen.

II. Der von der Sonne zum Planeten fiihrende Leststrahl vberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Flichen (Flichensatz).

III. Die Quadrate der Umlaufszeiten der Planeten verhalten sich wie die dritten
Potenzen ihrer groPen Bahnhalbachsen.

Die hier gewihlte Numerierung der KEpLERschen Gesetze, die wir in der
Folge mit , KEPLER I-III“ bezeichnen wollen, ist nicht die historische, denn
KEPLER hat als ersten den Flichensatz gefunden. Alle drei Gesetze stellen nach
unseren heutigen Kenntnissen nur Niherungen an die wirklichen Bewegungs-
verhiltnisse dar. Sie gelten streng nur dann, wenn man die Massen der Planeten
gegen die des Zentralkdrpers, der Sonne, vernachlissigen kann — eine Voraus-
setzung, die im Planetensystem mit groBer Anndherung, aber keineswegs exakt
erfillt ist.

5 Stumpff, Himmelsmechanik



KAPITEL I1

DIE KEPLERSCHEN GESETZE UND DIE GRAVITATION
13. Die Bahnbewegung in dev KEPLERschen Ellipse

Durch die ersten beiden KEPLERschen Gesetze wird die Bewegung eines Pla-
neten um die Sonne vollstindig beschrieben, wenn wir die am SchluB des
vorigen Abschnitts genannten Vorbehalte machen. Wir werden dabei vorerst
die Himmelskérper stets als punktformige Gebilde ansehen. In Wirklichkeit
sind sie endlich ausgedehnte Kugeln oder kugelidhnliche Rotationskorper. Wir
meinen dann immer ihre Mit-
telpunkte,wenn wirihre Orter
im Raum (oder ihre Bahnen
alsebene oder rdumliche Kur-
ven) beschreiben. Die Frage,
ob dieser Standpunkt berech-
tigt ist, wird spdter (Ab-
schn. 27 und 28) beantwortet
% werden. In diesem Sinn wird
also nach KEePLER I der ge-
meinsame Brennpunkt der
Planetenbahnellipsen durch
den Mittelpunkt der Sonne
belegt, und es sind die Mit-
telpunkte der Planeten —oder
] auch gewisse mit besonderen
Abb. 16. Bahnellipse eines Planeten. Eigenschaften ausgestattete
fingierte Punkte (Schwer-
punkte) innerhalb der von den Planeten mit ihrem Satellitengefolge gebildeten
Systeme —, die auf Ellipsen um die Sonne laufen.

Solange wir uns mit der Bewegung eines einzelnen Planeten um die Sonne
befassen, haben wir ein ebenes Problem vor uns. Wir wihlen dann zweckmiBig
die Bahnebene als Koordinatenebene, den einen Brennpunkt der Bahnellipse,
in dem die Sonne steht, als Koordinatenursprung und die Richtung von der
Sonne nach dem Perihel IT der Bahnellipse (Abb. 16) als Hauptkoordinaten-
richtung. Ist P der Ort des Planeten zu einer bestimmten Zeit ¢, und sind seine
Polarkoordinaten 7 (Radiusvektor) und v (wahre Anomalie), so lautet die
Gleichung der Bahnkurve

"o

) _ p
(IL; 1) r= T ecoso (KepLERI)

Form und GréB8e der Bahn sind dann durch die beiden Konstanten p (Para-
meter) und e (numerische Exzentrizitit) bestimmt. Sind & und & die gro8e und
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die kleine Halbachse der Ellipse, so bestehen zwischen , ¢ einerseits und a, b
andererseits die aus der Geometrie der Ellipse bekannten Beziehungen

P b

1—¢’ _]/1—52’

a=
(IT; 2)

in denen &, b und $ als Lingen geometrischer Strecken (p ist die positive Ordi-
nate im Brennpunkt) stets positiv sind, wihrend fiir die reine Zahl ¢ die Un-
gleichung o0 < e < 1 gilt. Der Abstand der Brennpunkte vom Mittelpunkt der
Ellipse ist gleich ae und heiBt , lineare Exzentrizitit“. Fiire = owirda = b = $:
Die Ellipse geht dann in den Kreis r = a iiber. Strebt ¢ gegen 1, so nidhert sich
die Bahnform dem Grenzfall der Parabel.

An Stelle von e wird hiufig der ,,Exzentrizititswinkel” ¢ benutzt, jener Win-
kel, unter dem von den Endpunkten der kleinen Achse aus die lineare Exzen-
trizitit erscheint. Es ist dann

(IL; 3) e=singp, J1—e =cosq,
und die Gleichungen (II; 2) lassen sich in der Form
(IT; 4) p=acos’p, b=acosp=gpsece

schreiben.

Waihrend das erste KEPLERsche Gesetz die Form der Bahn festlegt, regelt
das zweite, der sogenannte Flichensatz, die Geschwindigkeit des Planeten in
den verschiedenen Phasen seines Umlaufs. Mit Hilfe des Flichensatzes gelingt
es, den Ort (7, v) des Planeten als Funktion der Zeit zu bestimmen. Das laft
sich auch ohne Rechnung leicht einsehen: Man denke sich die von der Bahn
umschlossene Ellipsenfliche durch N verschiedene Leitstrahlen in N flichen-
gleiche Sektoren zerlegt, deren Spitzen im Brennpunkt S zusammenlaufen.
Durch diese Leitstrahlen werden N Bahnpunkte und zwischen ihnen N Bégen
der Ellipse bestimmt, die nach Aussage des Flichensatzes in gleichen Zeiten,
d.h. also in je U/N Zeiteinheiten durchlaufen werden, wenn U die Umlaufszeit
bedeutet. Wihlt man die ganze Zahl N belie-
big groB, so ist damit die Aufgabe, den Pla-
netenort fiir gleichabstindige, beliebig dicht
aufeinanderfolgende Zeitpunkte anzugeben,
auf eine geometrische Teilungsaufgabe zuriick-
gefiihrt.

In Abb. 17 sei SP P’ ein solcher Ellipsen-
sektor, dessen Inhalt dem N-ten Teil des ge-
samten Flicheninhalts der Ellipse gleich sei,
also abz/N betrage. Wichst N iiber alle Gren-
zen, riicken also die Endpunkte des Ellipsen-
bogens P P’ immer dichter zusammen, so darf Abb. 17. Flichensatz.

s.
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der Bogen P P’ der Sehne gleichgesetzt werden, der Inhalt des Sektors also dem
des Dreiecks SPP'. Ist  die Linge des Leitstrahls (Radiusvektors) S P und
7" = v + Avr die desbenachbarten Leitstrahls S P/, 4v = v’ — v der sehr kleine
Winkel PS P’, so ist der Inhalt des Dreiecks S P P’

x inAdv ~ =72
2 r{r + A7) sindv =~ 57 Av,

wenn wir uns auf Glieder 1.0rdnung in 47 und 4v beschrinken. Nach dem
Flichensatz ist der Inhalt dieser kleinen Fliche dem Zeitintervall 4¢, in dem
der Planet von P nach P’ gelangt, proportional. Wir konnen also setzen

2 Adv=~c At

wo ¢ einen konstanten Proportionalititsfaktor bedeutet. Nach vollzogenem
Grenziibergang erhalten wir dann streng

(IT; 5) 72% =c¢ (KeprLErII)

als mathematischen Ausdruck fiir den Flichensatz.
Fiihren wir rechtwinklige Koordinaten

x=7rcosv, y=rsinv; r=Yxt+f 32, tgv=—3:-

ein, so ist, wenn wir die letzte dieser Gleichungen nach der Zeit differenzieren
und Ableitungen nach der Zeit durch Punkte kennzeichnen,
v xy —yE

cos v %2

Setzen wir hierin wieder cos v = % und beriicksichtigen (II; 5), so ergibt sich
der Flichensatz in rechtwinkligen Koordinaten:
(IT; 6) zy —yE =c.

Uber den Zusammenhang zwischen der , Flichengeschwindigkeitskonstante*
(kurz: Flichenkonstante) ¢ und den Bestimmungsstiicken der Ellipse 148t sich
vorldufig folgendes aussagen: Ist U die Umlaufszeit des Planeten, so ist nach
dem obigen Teilungsprinzip

At:ﬁ.

Andererseits ist der Flicheninhalt des in dieser Zeit vom Radiusvektor des
Planeten iiberstrichenen Sektors
abn I

1 U
Af——ﬁ——?CAt——z—CN'.
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Daraus ergibt sich

I1;7) 0=2—Jab=nab,

wenn wir mit # = 2z/U die mittlere Bewegung des Planeten in der Zeiteinheit
bezeichnen, d.h. den in BogenmaB ausgedriickten Winkel, um den sich in der
Zeiteinheit ein Leitstrahl drehen wiirde, der in der Zeit U eine gleichférmige
Drehung um 27z = 360° ausfiihrt. Benutzen wir die Beziehungen (II; 3, 4), so
konnen wir statt (II; 7) auch schreiben

nap

(IT; 8) c=n}pa® =na’)r —e* =

I — e

Der Flichensatz bildet die Grundlage fiir eine analytische Behandlung der
KEepLERschen Bewegung. Driickt man 7 durch (II; 1) aus, so erhdlt man

3

dv c a\z
e )

als Differentialgleichung fiir die wahre Anomalie als Funktion der Zeit. Ihr
Integral

. I (p\2 [ dv .
(IL; o) ;(7) /(I-i—ecosv)2 =t=h

liefert die Zeit ¢, zu der sich der Planet in der wahren Anomalie v befindet. Die
Integrationskonstante £, gibt den Zeitpunkt an, an dem der Planet im Perihel
v = o steht (,Periheldurchgangszeit” oder kiirzer , Perihelzeit®).

14. Die KEPLERsche Gleichung

~ Zu den rein geometrischen Uberlegungen, die wir ohne Zuhilfenahme physi-

kalischer Interpretationen durchfiithren kénnen, gehért auch die Ausfithrung
der in (II; 9) angedeuteten Integration. Diese gelingt leicht, wenn man anstatt
der wahren Anomalie eine andere Variable E einfiihrt. Da der Radiusvektor #
wihrend der elliptischen Bewegung des Planeten zwischen dem Minimum
a(x — ¢) im Perihel und im Maximum & (1 + ¢) im Aphel der Bahn periodisch
schwankt, und da, wie aus KEPLER I und II unmittelbar eingesehen werden
kann, die Bewegung symmetrisch zu den Apsiden erfolgt, so liegt es nahe, die
neue Variable so zu definieren, daB

(II; xo0) 7 =a(1 —ecos E).
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Im Perihel (E = o) und im Aphel (E = =) stimmt E mit v iiberein. Fir E = 1;—

und %n wird 7 = a; der Planet befindet sich dann in einem der beiden End-

punkte der kleinen Achse.
Aus (IT; 1 und 10) folgt

recosv =p —r=a(l —e?) —a(x —ecos E),
also

(IT; 11) rcosv =a(cos E —¢),
ferner aus (II; 10, 11)

(rsinv)? =72 — (r cos v)? = a?(1 — €% sin®E,
also

(IL; 12) rsinv=a}1 — e*sinE,

wobei der Quadratwurzel das positive Zeichen zukommt, wenn man festsetzt,
daB E im gleichen Sinne wie v mit der Zeit wachsen soll. Durch Subtraktion
und Addition erhilt man aus (II; 10, 11)

7(I —cosv) =a(1+ ¢)(x —%cosE),
7(I+ cosv) =a(r —e) (1 +¥\cosE)

und, wenn man die erste dieser Gleichungen durch die zweite dividiert und die
Identitit

(IT; 13)

I—cCcosa

a
= P g2
I+ cosa gz

auf beide Seiten anwendet, die zur Umwandlung von v in E und umgekehrt
verwendbare Formel

1 E
(IT; 14) tg% = Viﬂ tg

I—e ~ 2

oder, wenn nach (IT; 3)

= gi N = = 2= _
e=sing; ——— I._Cos(f__q)) tg(4+2)
2

gesetzt wird,

(IT; 15)
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Differenziert man (II; 10) und (II; 1) in bezug auf die variablen GréB8en, so
erhilt man
dr = aesin E dE,

esinv e .
P v=1r—sinvdv

dr = (1 + ecosv)z

napdt

— e

oder, wenn man in der zweiten Beziehungr? dv = cdt = nach (II; 5, 8)

:

setzt,

dr = sin v d¢.

I — ¢?

Vergleicht man beide Ausdriicke miteinander, so folgt

yr— ezs:.—nE—dE =ndl

in v
oder, wegen (II; 12 und 10),

(I1; 16) —;—dE= (1 — e cos E) dE = n dt.

Die Integration dieser Gleichung ergibt

(IT; 17) E—esinE=n(t—1t)]|.

Das ist die KEPLERsche Gleichung, die man umstindlicher auch aus (II; g)
ableiten kann, wenn man v durch E mittels der Substitution (II; 14) ausdriickt.

Die transzendente KEpPLERsche Gleichung, deren Losung im Kapitel IV
(Abschn. 35) behandelt werden soll, gibt die Hilfsvariable E, die ,,exzentrische
Anomalie”, als Funktion der seit dem Zeitpunkt #, des letzten Periheldurch-
gangs verflossenen Zeit bzw. des Winkels

(IT; 18) M=n(t—to)=%“(t-to),

den man auch als die ,mittlere Anomalie” des Planeten bezeichnet, da er wih-
rend eines Umlaufs gleichférmig von o bis 2z zunimmt. Ist E durch Aufldsung
der KepLERschen Gleichung gefunden, so kann man die zu einem beliebigen
Zeitpunkt ¢ gehorigen rechtwinkligen Koordinaten des Planeten, £ = 7 cos v
und y = 7 sin v, aus (II; 11, 12) oder die Polarkoordinaten » und » aus (II; 10,
14) bestimmen.

KEPLER hat die Gleichung (II; 17) auf geometrischem Wege gefunden. Kon-
struiert man (Abb. 18) um die Ellipse den Hauptkreis, d.h. den Kreis um den
Ellipsenmittelpunkt M mit 4 als Halbmesser, der die Ellipse in den Endpunk-
ten der groBen Achse beriihrt, und verlingert man die Ordinate PQ des Pla-
netenorts P bis zum Schnitt K mit dem Hauptkreis, so ist der Winkel K M1]
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gleich der exzentrischen Anomalie E. Man liest nidmlich die Giiltigkeit der
Formeln (IT; 11, 12) direkt aus der Figur ab - die letztere, wenn man bedenkt,
daB wegen des Affinititsgesetzes der Ellipse die Proportion

KQ:PQ=a:b=1:]1 — ¢

besteht.

A 2 Mo $

Abb. 18. Exzentrische Anomalie. Ableitung der KerLErschen Gleichung.

Nun ist der Flicheninhalt des Kreissektors (I1M K)

(IT; 19) . v

(IMK) = Pyl acw = %— E = Dreieck KM'S + Kreisausschnitt (IISK).
Der Inhalt des Kreisausschnitts (I71S K) ist, wiederum auf Grund des Affinitits-
i multiplizierten Inhalt des Ellipsensektors (I1S P).

b
Dieser ist aber wegen KEPLER 11

gesetzes, gleich dem mit

2
1sP) =L abn— O M, s0da8 (ISK)=2(1SP) =L M.
2n 2 b 2

Da nun der Inhalt des Dreiecks KM S
2
iMS-KQ =L ac.asinE = g—esinE,
2 2 2
so ergibt die Beziehung (II; 19)
2 2
%E = %(M+ esinE) oder E —esinE =M.

15. Die antifokale Anomalie und das punctum aequans

Betrachten wir die Bewegung des Planeten P von dem zweiten Brennpunkt F
der Bahnellipse (dem ,leeren Brennpunkt oder , Antifocus”) aus, so sind
(Abb. 19) seine Polarkoordinaten
s =2a —r (antifokale Distanz),
w (antifokale Anomalie).
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Im Kapitel I haben wir gesehen, daB in der antiken Planetentheorie die Be-
wegung des Epizykelmittelpunkts vom punctum aequans aus mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit vor sich ging. Die Kreisbahn des Epizykelmittelpunkts
(Deferent) entspricht in der modernen Theorie bei den inneren Planeten der
Sonnenbahn (Erdbahn), bei den duBeren der Planetenbahn selbst. Die festen
Punkte E (Erde) und F (punctum
aequans) entsprechen also den bei-
den Brennpunkten einer KEPLER-
schen Bahnellipse, deren Gestalt
wegen der kleinen Exzentrizitit nur
wenig von der Kreisform abweicht.
Wennalso das Ergebnis der Analyse y
des PToLEMAUS richtig ist, so darf 4 F M ae S
man erwarten, daB der Antifokus Aph, 19. Wahre und antifokale Anomalie.
der elliptischen Bahn die Eigen-

schaften eines punctum aequans wenigstens annihernd aufweist. Der Beweis
fiir die Berechtigung dieser Annahme 148t sich leicht erbringen.

Fiir die Polarkoordinaten s, w gelten die Beziehungen

s=2a—7%=a(1+4 ecos E),
(II;zo) scosw = 2ae+ rcosv = a(cos E 4 ¢),
ssinw =rsinv=a})1 — e?sinkE,

die aus den Gleichungen (II; 10-12) folgen und ihnen entsprechen. Alle Be-
ziehungen zwischen 7, v und E gehen also in die zwischen s, w und E {iber, wenn
man e mit — e vertauscht. Wegen (II; 13) gilt daher auch

. w 1/1—e E T @ E 1—¢ v
(II,21)tg2—V tg —tg(4 )tg—z——l_}_e’cg2

und

v w
. — 2
(IT; 22) tg—2 tg 5 = tg

Differenziert man (II; 21) nach v und w, so ergibt sich

w
tg —
dw  1—e dv €2 dw dv
= = . oder — = — s
2 @ I+ e 2 ¥ v 2 U sin w sin v
cos% — cos® — tg— cos*—
2 2 2 2

d.h., wenn man die dritte Gleichung (II; 20) und den Flichensatz berticksich-

tigt,
dw dv dw
(II; 23) Sor =T oder TS =c.
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Driickt man nun 7 und s nach (II; 10,20) durch die exzentrische Anomalie aus,
so erhilt man

dw c c
at a*(1 — e? cos? E) - ?(I + et cos’ B+ efcostE + --1).

wihrend nach KEPLER 11

dv c

c
ws m =?(I+ 2¢cos E 4 362 cos’E + --+).

Hierbei ist ;cz_ =n 1 — ¢ nach (II; 8). Die zeitliche Anderung der antifokalen

Anomalie weicht also nur um Glieder 2. Ordnung in der Exzentrizitit von einer
Konstanten ab, wihrend die der wahren Anomalie auch Glieder 1.Ordnung
enthilt. Wegen der Kleinheit der Bahnexzentrizitit aller alten Planeten (mit
Ausnahme des Merkur) ist es daher verstindlich, wenn die Astronomen der
alten Schule die antifokale Winkelgeschwindigkeit dw/d¢ streng fiir konstant
ansahen.

16. Zentralbewegung und Gravitationskraft

KEPLER hat seine Gesetze der Planetenbewegung auf empirischem Wege ab-
geleitet — ihre Einordnung in ein physikalisches Weltbild war zu seiner Zeit noch
nicht méglich, doch wurden die Vorbedingungen dazu von seinem Zeitgenossen
GALILEO GALILEI (1564-1642), dem Begriinder einer neuen, auf Beobachtung,
Experiment und exakter Messung fuBenden Mechanik, geschaffen. Die Bestre-
bungen GaLiLEIs fanden gegen Ende des 17. Jhs. ihre Fortsetzung und Voll-
endung durch Isaac NEWTON (1643-1727), der in seiner berithmten, 1687 er-
schienenen Schrift ,, Philosophiae naturalis principia mathematica“ die mathe-
matischen Grundlagen der modernen Himmelsmechanik entwickelt hat.

Wihrend KEPLER sich noch damit begniigen mubBte, einen Bewegungsvor-
gang wie den Lauf der Planeten um die Sonne beschreibend darzustellen,
suchte NEwToN ihn durch Zuriickfithrung auf das Wirken von Kriften ver-
stindlich zu machen. Dazu war natiirlich nétig, den bis dahin verschwommenen
Begriff der Kraft als mathematisch-physikalische GroBe exakt zu definieren
und damit der Messung und der Rechnung zuginglich zu machen.

In der NEwtoNschen Mechanik sind die Begriffe Kraft, Trigheit und Be-
wegungsgrofe (Impuls) eng miteinander verkniipft. Unter BewegungsgréBe ver-
steht man das Produkt aus Masse und Geschwindigkeit eines bewegten Kor-
pers, wobei die Geschwindigkeit als Vekfor aufzufassen ist. Das Geselz der
Traghest, das in seinem Wesen bereits von GALILEI klar erkannt, von NEwTON
aber streng formuliert wurde, besagt, daB die BewegungsgréBe eines Korpers
unverinderlich, d.h., als Funktion der Zeit betrachtet, eine Konstante ist,
solange keine Krifte auf ihn wirken. In dieser Formulierung ist die Definition
der Kraft enthalten. Jede zeitliche Verinderung der BewegungsgréBe wird
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durch eine auf den bewegten (oder ruhenden) Kérper wirkende Kraft verur-
sacht. Damit ist das MaB der Kraft durch die zeitliche Anderung der Bewe-
gungsgroBe, mit anderen Worten als deren Differentialquotienten nach der Zeit
gegeben.

Der Ort P eines Korpers, den wir auch jetzt als punktformig ansehen wollen,
sei durch den Vektor p symbolisiert, der vom Anfangspunkt eines Koordinaten-
systems nach P fiihrt. Bewegt sich der Koérper auf einer Kurve, so wird dieser
,,Ortsvektor eine Funktion der Zeit

(IT; 24) p=7(@).

Ebenso wie die Bahnkurve, die durch sie mathematisch dargestellt wird, ist

diese Funktion notwendig stefig (natura non facit saltus). Dariiber hinaus sind

die Bewegungen, mit denen wir es zu tun haben, stets so geartet, daB die Funk-

tion (II; 24) beliebig oft nach der Zeit differenzierbar ist. Die erste Ableitung

nach der Zeit

b=p=2
Tt

liefert den Vektor der Geschwindigkeit. Der obigen Definition zufolge wird dann

die auf den Massenpunkt P wirkende Kraft durch den Vektor

d

nach GroBe und Richtung gemessen, wobei m die in P vereinigte Masse be-

deutet. Im Rahmen der Probleme, mit denen wir es vorerst zu tun haben,
diirfen wir die Masse # als unverdnderlich betrachten. Es wird dann

dzp

f=md=mp = mg
d.h., die Kraft ist proportional der Masse und der Beschleunigung des bewegten
Korpers.

Um die Eigenschaften einer Kraft kennenzulernen, die Bewegungen nach
den KepLERschen Gesetzen hervorruft, diirfen wir uns auf ein zweidimensionales
Koordinatensystem beschrinken, da eine derartige Bewegung ja in einer Ebene
vor sich geht. Es sei also P (Abb. 20) der Ort des Planeten zu irgendeiner Zeit ¢,
seine Polarkoordinaten seien 7 und @. Der Ortsvektor des Planeten ist dann

(IT; 25) p=rrt,

wenn t den Einheitsvektor in der Richtung vom Koordinatenursprung S nach P
bedeutet. Geschwindigkeit und Beschleunigung von P ergeben sich dann durch
zweimaliges Differenzieren von (II; 25) nach der Zeit:

(IT; 26) P =t -+ ri,
(IT; 27) p =it + 27t 4 ri.
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Sind ferner die Achsenrichtungen eines rechtwinkligen Koordinatensystems
durch die konstanten Einheitsvektoren i(p = 0°) und j(¢ = 90°) gegeben, so
lassen sich der radiale Einheitsvektor t (@) und der auf ihm senkrecht stehende
zirkulare Einheitsvektor m = t(p 4 9o°) in der Form

(IT; 28) t= icosg+ jsing,
(IT; 29) m= —ising + jcosg
darstellen. Differenziert man (II; 28) zweimal nach der Zeit, so ergibt sich
t= (—ising + jcosg) ¢ = ¢m,
f=(—1ising+ jcos @) p — (icos @ + jsin @) ¢* = gm — ¢r.
Setzt man dies in (II; 26, 27) ein, so erhilt man schlieBlich
p=fr+ rom,
(11; 30 .. N
b= (F—re®)r+ (279 + r@)m.

Diese beiden Gleichungen bedeuten eine Zerlegung des Geschwindigkeits- und
des Beschleunigungsvektors in zwei Komponenten, eine in Richtung des Orts-
vektors zeigende radiale und eine im positiven Sinne um go° gegen diese Rich-
tung gedrehte zirkulare Komponente.

Ky z 7

Abb. 20. Ebene Bewegung eines Punktes.

Erfolgt die Bewegung, tiber die bislang nichts vorausgesetzt wurde, nach den
KEePLERschen Gesetzen, so gestatten die mathematischen Ausdriicke (II; 1, 5),
diese Komponenten durch die gegebenen Bahnkonstanten auszudriicken. Neh-
men wir an, daB die Sonne im Koordinatenanfang stehe und die Hauptkoordi-
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natenrichtung die nach dem Perihel einer Planetenbahn sei, so ist ¢ mit der
wahren Anomalie v identisch. Die Formeln (II; 1, 5) liefern dann

P

(IL; 31) "= I} ecosv’

. ¢
(IT; 32) v=-
Durch Differenzieren von (II; 31) erhilt man

esinv . 2 e . )
F = P -v=( p )-—smv-v

(x + ecosv)? I1+ecosv) p

oder, nach Einsetzen von (II; 31, 32),

(IT; 33) F=c2sinv.
p
Nochmaliges Differenzieren von (II; 32, 33) ergibt
z‘i——ci~—— ¢ esinv
=TT b ,
(I; 34) . .
f=c—cosv-0= 7 }—cosv.

Setzt man die so erhaltenen speziellen Werte fiir die Ableitungen von 7 und
@ = v in (II; 30) ein, so folgt fiir die GroBe der beiden Komponenten des Be-
schleunigungsvektors

cz(ecosqy I)__ c?

. . i pep_ G [(ecOSp T K
(I1; 35) radiale Komponente: i — r¢ o 5 ; et

(IT; 36) zirkulare Komponente: 2'1"¢ + rp =o.
Damit folgt fiir den Beschleunigungsvektor nach (II; 30) der Ausdruck

I - c?
(IL; 37) b= gat
bzw. fiir die auf den bewegten Massenpunkt wirkende Kraft
mc?

Da der Faktor mc?/p7? eine wesentlich positive GroBe ist, besagt (II; 38), daB
die auf einen nach den KEpLERschen Gesetzen um die Sonne laufenden Planeten
wirkende Kraft stets die Richtung — t hat, d.h. vom Planeten zur Sonne ge-
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richtet ist. AuBerdem gilt der Satz: Der Betrag der Kraft ist der Masse des
Planeten proportional und dem Quadrat seines Abstandes von der Somne um-
gekehrt proportional. NEWTON bezeichnete diese Kraft als Gravitation und deu-
tete sie als eine allgemeine Anziehung, die von der Sonne auf alle Massen aus-
geiibt wird, die sich in ihrer Umgebung befinden. '

Die Formel (II; 36) sagt aus, daB die zirkulare Komponente der Kraft ver-
schwindet, daB also die radiale Komponente allein wirksam ist. Krafte mit
dieser Eigenschaft haben stets die Richtung des Radiusvektors oder die ent-
gegengesetzte, je nachdem die radiale Komponente eine positive oder negative
MaBzahl besitzt. Krifte dieser Art heiBen allgemein Zentralkrifte, da sie als von
einem Zentrum ausgehend angesehen werden konnen. Die durch sie bedingten
Bewegungen werden dementsprechend Zentralbewegungen genannt. Die radiale
Komponente, iiber die (II; 36) nichts aussagt, kann immer noch eine beliebige
Funktion der Zeit und der Koordinaten 7, ¢ sein. Ist insbesondere der Zahlen-
faktor der radialen Komponente negativ, wie bei der KErPLERschen Bewegung,
so nennt man die Zentralkraft affrakiiv, im anderen Falle repulsiv. In der
KErLERschen Bewegung ist die Kraft von der Zeit und der Richtung ¢ unab-
hingig, also eine Funktion des Abstandes 7 allein; sie bildet also ein stationdres
Kraftfeld, das zum Kraftzentrum radialsymmetrisch angeordnet ist.

Fiir das Zustandekommen einer Zentralbewegung. ist die Giiltigkeit des
Flichensatzes eine hinreichende Bedingung, denn aus

. ¢, . 2cF
P P=

folgt unmittelbar (II; 36). Diese Bedingung ist aber auch nofwendsg, d.h., der
Flichensatz gilt fiir alle Zentralbewegungen. Schreibt man ndmlich die Diffe-
rentialgleichung (II; 36) in der Form

2

+Z =0,

| =
<.

so folgt durch Integration
2log7 4 logp =loge,

wo log ¢ eine Integrationskonstante bedeutet. Diese Gleichung ist aber mit
dem Flichensatz r2¢p = ¢ gleichbedeutend.

Sei nun R = R(r, ¢) der Betrag einer Zentralkraft, so 4Bt sich aus den bei-
den Bedingungen
R=m|i —rg?|, rP¢p=c
eine Differentialgleichung herleiten, der die Bahnkurve 7 = 7 (p) geniigen muB.

Fiihrt man statt 7 die neue Variable # = ;—ein, und kennzeichnet man Ablei-
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tungen nach ¢ durch Striche, Ableitungen nach der Zeit, wie immer, durch
Punkte, so ergibt sich durch zweimaliges Differenzieren nach ¢:

, % I 7
Y= T TR T G
¢ r c
" 1§ 2§ ¥
U =———=——=="57
c c 2y
Es ist also
f=—culu"; r¢?=ctud
und somit

R =mc?u?(u' 4 u)

oder, wenn wieder % durch 7 ersetzt wird,

R

Fiir das NEwToNsche Gravitationsgesetz ist speziell

mc? ¢, " I
R—W—mr—z(u + u) oder u +u—$.

Diese Differentialgleichung 2.Ordnung hat die allgemeine Lésung

u=§+Acos<<p—«po)

oder
_ ?
I+ Apcos(p— @)’

d.h. also, die Bahn ist ein Kegelschnitt. Das Kraftzentrum (Koordinatenan-
fang) befindet sich in einem der Brennpunkte. Die Integrationskonstanten 4

und @, haben folgende Bedeutung: Es ist 4 = %, und ¢, ist der Richtungs-

winkel nach dem Perizentrum.

17. Das dritte KEPLERSche Gesetz und die allgemeine Gravitation

~ Die Formel (II; 37) fiir die Beschleunigung, die einem Planeten durch die
Gravitationskraft der Sonne erteilt wird,
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besagt zunichst nur, daB fir einen und denselben Planeten, fiir dessen Bahn-
bewegung die Konstanten ¢ und  bestimmte Zahlenwerte annehmen, der Be-
trag dieses Vektors nur von der Entfernung » des Planeten von der Sonne ab-
hingt, und zwar dem Quadrat dieser Gré8e umgekehrt proportional ist. Neh-
men wir nun mit NEWTON an, daB diese GesetzmiBigkeit auf das Bestehen
einer der Sonne innewohnenden und von ihr ausgeiibten Kraft zuriickzufiihren
ist, so folgt daraus, daB die Beschleunigungen, die irgendwelche beliebige
Massenpunkte durch diese Kraft erleiden, der gleichen GesetzméiBigkeit unter-
worfen sein miissen. In dem Ausdruck fiir dieses Beschleunigungsgesetz diir-
fen also nicht mehr diejenigen GroBen vorkommen, die von der Gestalt einer
bestimmten Bahn abhingen, auf der sich ein bestimmter Kérper bewegt. Die
einem beliebigen Planeten, der sich in der Entfernung 7 von der Sonne befindet,
erteilte Beschleunigung wird also durch die Formel

o T
(I1; 40) b=-C—3

dargestellt werden miissen, in der C? eine positive Konstante bedeutet, die fiir
das System Sonne-Planet maBgebend ist und nur von den individuellen Eigen-
schaften (den Massen) dieser beiden Himmelskérper abhangen darf, nicht aber
von den Elementen der von ihnen beschriebenen Bahnen. Der Vergleich beider
Ausdriicke zieht nach sich, da8

2

(IL; 41) =25 e=Cp,

d.h. also, daB die Flachenkonstante einer Planetenbahn der Quadratwurzel aus
dem Bahnparameter proportional ist.

NewToN hat ferner gezeigt, daB die Anziehungskraft, die von der Erde auf
den sie umkreisenden Mond ausgeiibt wird, ihrem Wesen und ihrer Gré8e nach
mit der Schwerkraft identisch ist, die den freien Fall der Kérper auf der Erd-
oberfliche verursacht. Aus den schon von GALILEI empirisch abgeleiteten Fall-
gesetzen war bekannt, daB3 die Beschleunigung der Korper durch die Schwer-
kraft von deren Masse unabhingig ist. Es lag also nahe anzunehmen, daB die
GroBe C wohl von der Masse des anziehenden, nicht aber von der des angezo-
genen Korpers abhingt und daher fiir ein und dasselbe System, etwa das
Planetensystem der Sonne oder das Satellitensystem eines Planeten, konstant
ist. Um diesen Sachverhalt zu priifen, fithren wir in (II; 41) fiir die Flichen-
konstante ¢ den Ausdruck (II; 8) ein und erhalten

I1; 42 ¢t =n%adp; C?=n’ds
4 2

Ist also C eine fiir das ganze Planetensystem giiltige Konstante, so wird fiir
verschiedene Planeten P; (s =1, 2, ...) mit den mittleren Bewegungen n, =2x/U;
und den groBen Bahnhalbachsen a; das Verhiltnis

ai  C?

(IT; 43) T
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konstant sein. Das ist aber nichts anderes als der mathematische Ausdruck fiir
das dritte KEPLERsche Gesetz, das von KEPLER empirisch gefunden wurde und
daher wenigstens mit groBer Annidherung im Planetensystem erfiillt sein muB8.

Um einen Uberblick zu gewinnen, mit welcher Genauigkeit dieses Gesetz
tatsichlich gilt, stellen wir in der folgenden Tabelle die gro8en Bahnhalbachsen
(in astronomischen Einheiten), die siderischen Umlaufszeiten (in mittleren
Tagen) und die nach (II; 43) berechneten Werte C? zusammen, und zwar links
fiir die vier sonnennichsten Planeten, rechts fiir die vier groBen Jupiter-
monde in der Bewegung um ihren Zentralkérper.

Planet a U 10* C? | Trabant a U 107 C?
Merkur 0.38710 | 87.969 | 2.9591 I 0.002819 | ‘1.7601 | 2.826
Venus 0.72333 | 224.70 2.9501 II 0.004486 | 3.5512 | 2.826
Erde 1.00000 | 365.26 | 2.9591 III 0.007155 | 7.1546 | 2.825
Mars 1.52369 | 686.98 2.9591 v 0.012585 | 16.6890 | 2.825

Innerhalb der hier benutzten Stellenzahl erweist sich die GroBe C2 also fiir
jedes der beiden Systeme tatsdchlich als konstant, wihrend sie fiir verschie-
dene Systeme betrichtlich verschieden ausfillt. Fiir das Jupitersystem ist C2
rund 1047mal so klein wie fiir das Sonnensystem. Noch andere Werte wiirden
wir erhalten, wenn wir die gleiche Rechnung fiir die Trabantensysteme anderer
Planeten durchfiihrten. Es wird daher zweckmiBig sein,

(IL; 44) cr= M2

zu setzen, wobei nun k2 eine universelle Konstante und M einen Faktor bedeutet,
der fiir jedes System verschieden ist und offensichtlich ein MaB fiir die vom
Zentralkorper ausgehende attraktive Kraft ist, und die man daher als MaBzahl
fiir die gravitierende Masse des Zentralkérpers einfithren kann. Wihlt man,
wie es in der Astronomie iiblich ist, als Masseneinheit die Sonnenmasse, so be-
tragt dieser Festsetzung zufolge die Masse des Jupiter 1/1047.

Definiert man nun, wie oben, die vom Zentralkérper auf den Begleiter aus-
geiibte Kraft als das Produkt aus Masse und Beschleunigung des letzteren, so
wird nach (IT; 40)

m
= — C27t
oder, wenn man (II; 44) substituiert,
Mm
(IT; 45) t=—p =t

der allgemeine Ausdruck fiir die Gravitationskraft. Diese Kraft ist demmach dem
Produkt der beiden beteiliglen Massen divekt und dem Quadrat thres Abstandes
umgekehrt proportional! '

6 Stumpff, Himmelsmechanik



82 Die KepLerschen Gesetze und die Gravitation

In dieser endgiiltigen Gestalt, die sich auch in allen ihren Konsequenzen als
mit der Erfahrung vertriglich erwiesen hat, gibt das NEwroNsche Gravitations-
gesetz zu folgenden grundsitzlichen Uberlegungen AnlaB: Nachdem festgestellt
worden ist, daB die einem Kérper innewohnende Attraktionskraft der Masse

dieses Korpers proportional ist, wird es nur
P folgerichtig sein, wenn man die Eigenschaft,

Anziehungskrifte auf andere Kérper auszu-

iiben, jeder Masse zubilligt. Wenn also die

Sonneaufirgendeinen Planeten eine Kraft von

der Form (II; 45) ausiibt, so wird auch um-

gekehrt der Planet auf die Sonne eine solche

Kraft ausiiben. Da nun aber (II; 45) in bezug

auf die beiden beteiligten Massen symmetrisch

ist, werden diese beiden Krifte dem Betrage
nach gleich groB sein. Ihre Richtung ist aber
entgegengesetzt, da die eine vom Planeten zur

Sonne (in der Richtung — r), die andere aber

von der Sonne zum Planeten (in der Rich-

tung t) wirkt. Im mechanischen System
: Sonne-Planet gibt es daher die beiden ent-
2 gegengesetzt gleichen Krifte

1 Ab'b:. 21. Zweikérperproblem:
Ortsvektoren. (I1; 46) £ = —&2 Afzm 6oV =4R? Aimt

Das entspricht einem allgemeinen Grundsatz der NEwToNschen Mechanik: In
einem geschlossenen System, auf das keine duBeren Krifte wirken, ist die
Summe aller (inneren) Krifte null, d.h., jede auftretende Kraft (actio) wird
durch eine gleich groBe Gegenkraft (reactio) kompensiert: Actio ef reactio sunt
aequales.

Diese endgiiltige Fassung des Gravitationsgesetzes zwingt uns, die obigen
Uberlegungen, die zum dritten KEPLERschen Gesetz gefiihrt haben, etwas zu
modifizieren. Sei (Abb. 21) von einem ruhenden (d.h. von Kriften nicht be-
einfluBten) Anfangspunkt O des Raumes aus 8 der Ortsvektor der Sonne (S), q
der Ortsvektor des Planeten (P) und p der von der Sonne zum Planeten fith-
rende Vektor, so ist nach dem Gesetz der Vektorenaddition

8+p=gq, also p=gq—38.
Die Beschleunigung des Planeten in bezug auf die Sonne ist demnach
F=§-38.
GemiB (IT; 46) sind die auf Planet bzw. Sonne wirkenden Krifte

M bow. M3 = +k2]‘f2’”

5 _ 2
mg k e

L,
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woraus fiir die Beschleunigungen

. M m
(IL; 47) q=—k2—7r bzw. 3=-§-kzﬁt

folgt. Die Relativbeschleunigung des Planeten zur Sonne ist also

2M+mt.
72

(I1; 48) p=—h

Vergleicht man (IT; 48) mit (II; 37), so findet man fiir die Flichenkonstante der
Planetenbahn den neuen Ausdruck

(IT; 49) c=kYp VM + m.

Setzt man dies mit (II; 8) gleich und bedenkt, daB » = 2x/U, so ergibt sich das
dritte KEPLERsche Gesetz in der genaueren Form

a® k2 '
M + m) (KepLER III)

(IT; 50) ﬁ=jﬁ§(

Das Verhiltnis zwischen den Kuben der groBen Halbachsen der Bahnen und
den Quadraten der Umlaufszeiten ist also innerhalb eines Systems nicht, wie
die urspriingliche Fassung (II; 43) dieses Gesetzes vermuten lieB, eine fiir das
ganze System giiltige Konstante. Wird, wie oben, die Sonnenmasse M = 1
gesetzt, so hat der Ausdruck auf der rechten Seite von (II; 50) infolge des
Faktors 1 + m fiir jeden Planeten einen individuellen Wert. Diese Unter-
schiede fallen aber im Planetensystem nicht sehr ins Gewicht, da die Massen
aller Planeten gegen die Sonnenmasse sehr klein sind. Von den vier Planeten
der obigen Tabelle besitzt die groBte Masse die Erde mit m = 1/329000 (ein-
schlieBlich Mond). Dieser Betrag ist so geringfiigig, daB der Faktor 1 + # bei
fiinfstelliger Rechnung nicht merklich von der Einheit abweicht. Wiirde man
aber die Tabelle durch die Daten des Jupiter vervollstindigen, dessen Masse
von der GréBenordnung 1073, also bei gleicher Rechengenauigkeit nicht mehr
zu vernachlissigen ist, so wiirde man finden:

a = 5.2028, U = 4332.6, C? = 2.9617--10"*

und in Ubereinstimmung mit (II; 50)

m 1
1I: 2. B2 4 —) = 2. - 1074
(IT; 51) C kM(1+M) 29591(1+ 1047) 10
Die Diskrepanz zwischen den Formeln (II; 44) und (II; 51) beruht darauf, daB
in der ersteren die der Sonne vom Planeten erteilte Beschleunigung auBer acht
gelassen wurde. Nur wenn diese verschwindend klein ist, gehen beide Formeln
ineinander iiber.

6*
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Aus (IT; 8) und (II; 49) leitet man fiir die mittlere Bewegung eines Planeten
in der Zeiteinheit den neuen Ausdruck

3
(IT; 52) n=kYM+ma 2

ab.
18. Gravitationskonstante und Sonnenparallaxe

Den numerischen Wert der Gravitationskonstante % leitet man am besten aus
den Elementen der Erdbahn ab, wobei zur Bestimmung der Erdmasse die
Bahnbewegung des Mondes um die Erde herangezogen werden kann. Setzen
wir Masse, groBe Bahnhalbachse und Umlaufszeit der Erde gleich m, a, U, die
entsprechenden Daten fiir den Mond gleich m,, a,, U, so gilt fiir die Bewegung
des Systems Erde-Mond um die Sonne gemiB (II; 50)

as 2

(IT; 53) —UE' e 2(I+m+m1)
und fiir die Bewegung des Mondes um die Erde entsprechend

a3 k2

'U_:ln\_ 47‘2 (m + ml)
Eliminiert man aus beiden Gleichungen die Massensumme  + m,, so ergibt
sich

ad at

B = qmt (ﬁ Ulz)

oder

.
2% 31/ _ (UV (2
k‘U“V‘ (U)(a)

Driickt man nun die groBen Halbachsen in astronomischen Einheiten (¢ = 1)
und die siderischen Umlaufszeiten in mittleren Sonnentagen aus, so wird

27 1(U\,
b= -3 -]

mit a; = 1: 389.3; U = 365.25636; U, = 27.32166.
Das Hauptglied 27/U hefert

(IT; 54) k= \1720210 log & = 8.2355814 — 10.

Das 1.Korrektionsglied in der Klammer betrigt 1.52 10~% und wiirde den
oben angegebenen Wert von £ nur um 2-3 Einheiten der 8.Dezimalstelle 4n-
dern. Bei siebenstelliger Rechnung, die fiir fast alle Anwendungen der theore-
tischen Formeln, mit denen wir es hier zu tun haben werden, vollig ausreicht,
kommt man also mit dem Wert (II; 54) aus.
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C.F.Gauss hat in seiner , Theoria motus corporum coelestium“ (1809) die
Gravitationskonstante nach (II; 53) mit @ = 1 und

U = 365%2563835; 7+ my = 1:354710
zu
k = 0.01720209895

berechnet. Dieser Zahlenwert ist als ,,Gausssche Konstante” seither in allen
himmelsmechanischen Rechnungen benutzt worden, obwohl inzwischen fiir U
und m + m, genauere Werte bekannt geworden sind. Heute gelten die von
NEwcoMB (um 1900) abgeleiteten Zahlenwerte

(IT; 55) U = 365%25636042; m + m, = 1: 329390

als die besten. Mit ihnen wiirde sich % geringfiigig, aber doch fiir genaue Rech-
nung merklich dndern. Um nun zu vermeiden, daB die zahlreichen mit dem
obigen Zahlenwert der Gaussschen Konstante durchgefithrten Rechnungen
ihre Giiltigkeit verlieren, ist man iibereingekommen, statt fiir # mit der fort-
schreitenden Verbesserung unserer Kenntnis der astronomischen Konstanten
stdndig neue Werte einzufiihren, die Gleichsetzung der astronomischen Lingen-
einheit mit der mittleren Entfernung der Erde von der Sonne aufzugeben. Be-
rechnet man unter Beibehaltung der Gaussschen Konstanten die Gréfe a aus
(IT; 53) und den Daten (II; 55), so findet man

(II; 56) log @ = 0.000000013,

d.h. also fiir die groBe Halbachse der Erdbahn einen Wert, der etwas groBer als
die astronomische Lingeneinheit ist.

Um die ,,Astronomische Einheit“ (A.E.) in irdischem LingenmaB ausdriicken
zu konnen, ist es notwendig, die mittlere tdgliche Parallaxe der Sonne (7()
durch Messung so genau wie méglich zu bestimmen. Sie hingt mit « und dem
Aquatorhalbmesser der Erde g, durch die Gleichung

: _ %
SN o = 2R
zusammen, wo R die, ebenso wie g,, in km ausgedriickte Linge der A.E. und 4
die durch (II; 56) definierte Zahl bedeutet.

Die genaue Bestimmung der Sonnenparallaxe ist eine der schwierigsten Auf-
gaben der messenden Astronomie; ihre fundamentale Bedeutung leuchtet ein,
da auf ihrer exakten Losung letzten Endes die Moglichkeit beruht, alle Ab-
standsmessungen im Universum auf jenes einheitliche Ma8system zuriickzu-
fithren, das in der gesamten Physik benutzt wird. Die Beschreibung der Metho-
den der Bestimmung der Sonnenparallaxe gehért in den Bereich der Sphdrischen
Astronomie. Hier soll nur dasjenige Verfahren kurz skizziert werden, das sich in
der modernen Astronomie als das genaueste bewihrt hat: Die Bestimmung
dieser fundamentalen Konstanten durch Beobachtung von Planetoiden, die der
Erde besonders nahe kommen, wie z.B. die kleinen Planeten Eros und Amor.
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Durch genaue Messung der tiglichen Parallaxe dieser Korper in ihrer groBten
Erdnidhe (die bei Eros 0.16 A.E., bei Amor noch etwas weniger betragen kann)
gelingt es, in dem zu einer bestimmten Zeit von Erde, Sonne und Planetoid
gebildeten Dreieck, dessen Seitenverhiltnisse aus der Himmelsmechanik be-
kannt sind, die eine Seite, nimlich den Abstand Erde-Planetoid, auch in ir-
dischem MaB auszudriicken. Dadurch werden dann die anderen beiden Seiten
des Dreiecks, also auch der Abstand Erde-Sonne, ebenfalls in km ausdriickbar.

Die besonderen Schwierigkeiten, die sich bei der Anwendung dieses Ver-
fahrens ergeben, kénnen an dieser Stelle nur gestreift werden. Zunichst ist klar,
daB die einfachen Formeln von der Art (II; 50) fiir den Zusammenhang zwischen
den Umlaufszeiten und den groBen Bahnhalbachsen der Planeten streng nur
fiir den Fall giiltig sind, daB keiner der Planeten in seiner Bewegung um die
Sonne durch die iibrigen gestért wird. In Wirklichkeit diirfen diese stéren-
den Krifte nicht auBer acht gelassen werden. Um sie beriicksichtigen zu kon-
nen, ist aber eine genaue Kenntnis der Bahnelemente und der Massen der
stérenden Planeten, einschlieBlich derjenigen des Systems Erde-Mond, erfor-
derlich. Es ist klar, daB die Bewegung des Planetoiden, die zur Ermittlung der
Sonnenparallaxe dienen soll, wihrend der Opposition lange genug verfolgt
werden muB und daB nach Moglichkeit auch mehrere aufeinanderfolgende
Oppositionen beobachtet werden sollten, damit nicht nur die Elemente seiner
eigenen Bewegung so genau wie moglich abgeleitet werden konnen, sondern
auch geniigend Material vorhanden ist, um die Massen der stérenden Planeten,
wenn noétig, zu korrigieren.

Die durch die Theorien der Himmelsmechanik gegebenen Zusammenhinge
(iber die an dieser Stelle noch nichts ausgefiihrt werden kann) fithren fiir jede
Beobachtung des scheinbaren Planetenorts auf Gleichungen, die neben den Ver-
besserungen der Bahnelemente des Planeten und der Sonnenparallaxe noch eine
Anzahl weiterer Unbekannter enthalten, unter denen die Korrektionen der an-
genommenen Werte fiir die Massen der stérenden Planeten die wichtigsten sind.

Eine weitere Schwierigkeit bietet die in Geschwindigkeit und Beschleunigung
der Planetendrter enthaltene Zeiteinheit, als die normalerweise der mittlere
Sonnentag oder der Sterntag gilt. Dabei wird stillschweigend vorausgesetzt,
daB diese aus der Rotationszeit des Erdkorpers abgeleitete Einheit unverdnder-
lich ist. Untersuchungen, die erst in den letzten Jahrzehnten zu greifbaren Er-
gebnissen gefiihrt haben, zeigen jedoch, daB die Rotationsdauer der Erde nicht
konstant ist, sondern sehr langsam und unter Schwankungen zunimmt. So ge-
ringfiigig diese Verdnderlichkeit unserer naturgegebenen Zeiteinheit auch sein
mag (sie ist, obwohl man sie schon lange vermutet hat, erst durch moderne
Zeitmessungsgerite, die Quarzuhren, meBbar geworden), so spielt sie doch bei
den duBerst subtilen Untersuchungen dieser Art eine bedeutsame Rolle. So
haben die jiingsten Arbeiten iiber die Neubestimmung der Sonnenparallaxe
und der Planetenmassen aus den Beobachtungen der Erosoppositionen von
1931 und 1938 gezeigt. daBl man eine von diesen UnregelmaBigkeiten der Erd-
drehung befreite Zeitskala (NEwTONsche Zeit, Inertialzeit) benutzen muB, wenn
es gelingen soll, gewisse systematische Abweichungen zwischen Beobachtung
und Theorie zum Verschwinden zu bringen.
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Der numerische Wert der Gravitationskonstanten hingt von der Wahl der
Lingen-, Zeit- und Masseneinheit ab. Formel (II; 50) zeigt, daB sie die Dimen-
sion

3 1
[ﬁ tim _2-]

besitzt. Driickt man den Faktor 27 statt im BogenmaB in Bogensekunden
aus, so ergibt sich statt (II; 54)

k = 3548"1876.

In der Folge werden wir oft von der Moglichkeit Gebrauch machen, durch
passende Wahl der Einheiten dafiir zu sorgen, daBB 2 = 1 wird und somit als
lastiger Faktor in den Formeln der Himmelsmechanik verschwindet. Man er-
reicht das beispielsweise, wenn man als Zeiteinheit

(I1; 57) % = 58.13244 mittlere Tage

einfithrt, d.h, an Stelle der gewdhnlichen, in mittleren Tagen ausgedriickten
Zeit ¢ die neue Variable
T=Fkt

benutzt. Wir werden dieses ZeitmaB8 in den folgenden Kapiteln fast ausschlieB-
lich gebrauchen, zumal bei den Bewegungsproblemen der Planetoiden und der
Kometen unseres Sonnensystems auch die Massen dieser kleinen Korper gegen
die Sonnenmasse unbedenklich vernachldssigt werden konnen und somit auch

der sonst mit 2 immer verbundene Faktor }1 + m gleich eins gesetzt werden
darf.



KAPITEL III

ANALYSIS DER ZWEIKORPERBEWEGUNG
19. Die Differentialgleichungen der Zweskiorperbewegung und ihre Lisungen

Es ist bisher gezeigt worden, wie das NEwToNsche Gravitationsgesetz nach
und nach aus den KEPLERschen Regeln gewonnen wurde. Zur volligen Klirung
der Zusammenhinge wird es aber auch notwendig sein, die Umkehrung zu
behandeln, d.h. zu zeigen, wie die KEPLERschen Regeln deduktiv aus der For-
mulierung des Gravitationsgesetzes folgen. Eine Losung dieses Problems — die
einfachste, die es wahrscheinlich gibt — haben wir bereits in Abschn. 16 kennen-
gelernt, als wir zeigten, wie sich die Gleichung der Bahn als allgemeine Losung
der Differentialgleichung (II; 39) der ebenen Zentralbewegung ergab, wenn wir
der Zentralkraft die Form des NEwToNschen Attraktionsgesetzes gaben.

Die Gleichungen (II; 47) stellen zwei vektorielle Differentialgleichungen
zweiter Ordnung fiir die Bewegung der beiden beteiligten Kérper in einem
»Inertialsystem” dar, d.h. in einem Koordinatensystem, dessen Ursprung und
dessen Achsenrichtungen unbeeinfluBt von Kriften, also nur der , Trigheit”
(inertia) unterworfen sind. Bedenken wir noch, daB (vgl. Abb. 21 und II; 25)

p=q— 8= 1T,
so kénnen wir (II; 47) auch in der Form
w M
= —kzr—s(q —8),

(I1I; 1)
m
8 = -|-/122—-r3 (a—3)

schreiben. Wir erinnern uns, daB g, # Ortsvektor und Masse des Planeten, 8, M
Ortsvektor und Masse der Sonne bedeuten. Geben wir den Ortsvektoren qund 3
die rechtwinkligen Koordinaten z,, y,, z, (Planet) und #,, ¥,, 2, (Sonne), soist
(III; 1) einem System von sechs skalaren Differentialgleichungen 2. Ordnung

. M " m
"’1=_k2ﬁ(z1_%): “’o=_k27(“o“1’1):
" M " m

(IL2) =R —%), H=—F_5%—u),

4y = —kzr—a(zl —2z), %= _kz,—a(zo-zx)

dquivalent, dessen Losung zwolf Integrale erfordert.
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Die Lsung dieses Problems der ungestirten Zweikirperbewegung gelingt sehr
einfach, wenn man die vektorielle Form (III; 1) der Differentialgleichungen bei-
behilt. Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit m, die zweite mit M,
so erhdlt man
(I11; 3) mi+ M8 =o

als mathematischen Ausdruck fiir die Giiltigkeit des Prinzips von der Gleich-

heit von Wirkung und Gegenwirkung (dem Verschwinden der Resultante aller

inneren Krifte). S
Zweimalige Integration von (III; 3) ergibt

(III; 4) mq+ M3 = a + b'¢,

wobei a’ und b’ zwei konstante Vektoren sind. Setzt man
a'=m+ Ma; b= @m+ MDb,

so erhilt (IIT; 4) die Gestalt

(I1I; 5) G = %—ﬁ—g = a+ bt (Schwerpunktssatz)
|

© ist der Ortsvektor des Schwerpunkts der beiden Massen M und m. Dieser
Punkt liegt auf der Verbindungsstrecke der beiden Himmelskérper und teilt
sie im Verhiltnis der Massen so, daB er der groBeren Masse am néchsten liegt.
Aus (IIT; 5) folgt nimlich

M m
e O PmC= oy

Der Schwerpunktssatz sagt aus, daB der Schwerpunkt der beiden Massen,
die sich wechselseitig nach dem NEwToNschen Gesetz anziehen, linear
(d.h. geradlinig und gleichférmig) im Raume fortschreitet. Die Bewegung des
Schwerpunkts ist daher nach dem Trigheitsgesetz Ariftefrei; er teilt diese
Eigenschaft mit dem Anfangspunkt des Koordinatensystems, von dem wir
vorausgesetzt hatten, daB es ein Inertialsystem sei. Auch der Koordinaten-
anfang darf also, ohne daB sich an dieser Eigenschaft, unbeschleunigt zu sein,
etwas dndert, irgendeine geradlinig-gleichférmige Bewegung ausfiihren, statt
zu ruhen, denn ein solches Zugestidndnis wiirde ja lediglich bewirken, daB die
Integrationskonstanten des Schwerpunktssatzes, die ihrer Natur nach will-
kiirlich sind, sich entsprechend dndern. Es ist somit erlaubt, dem Koordinaten-
anfang die gleiche kriftefreie Bewegung wie dem Schwerpunkt zuzuschreiben
und ihn dann durch eine einfache Parallelverschiebung des Koordinatensystems
in den Schwerpunkt selbst zu verlegen.

Man gelangt so zu zwei neuen Differentialgleichungen fiir die Bewegung der
beiden Massen in bezug auf ihren Schwerpunkt. Subtrahiert man von den
Gleichungen (I1I; 1)

&=o

(II;6) q—© (@— 3.



90 Analysis der Zweikérperbewegung

und eliminiert auf den rechten Seiten 8 bzw. q durch (III; 5):
M + m M

a="T"@g_ 2T 2
3 i c 573 q bzw. q c 6
so erhilt man leicht
i-6=-p"t"4-0),
(I11; 7)
6= —pMtme_g),

also fiir die beiden auf den Schwerpunkt als Koordinatenanfang bezogenen
Ortsvektoren q — & (Planet) und 8 — & (Sonne) je eine Differentialgleichung
von derselben Form, der gleichen iibrigens, die man fiir den Vektor Sonne-Pla-
net (q — 3) erhilt, wenn man die zweite der Gleichungen (III; 1 oder 7) von der
ersten subtrahiert:

(IIT; 8) ﬁ-é:-yM+m

(4 —9).

Die drei Gleichungen (III; 7, 8) unterscheiden sich in einem allerdings sehr
wesentlichen Punkt voneinander: Nur in (III; 8), also fiir die Bewegurig des
Planeten um die Sonne, stimmt die GréB8e » im Nenner der rechten Seite der
‘Differentialgleichung mit dem Betrag der betreffenden Vektorfunktion iiberein,
denn esist jar = |q — 3|. Man kann aber auch die beiden Gleichungen (III; 7)
auf eine Form bringen, fiir die dasselbe gilt. Sei ¢ der Betrag des Vektors ¢ — &,
also der Abstand Schwerpunkt-Planet, und s der Betrag von 3 — &, also der
Abstand Sonne-Schwerpunkt, so gilt offenbar
M

—y 1_4
g+s=r S=-

also
M+m_sM+m
M m

vr=4q

Setzt man dies in (III; 7) ein, so ergibt sich
R M3

ﬁ—@=—F(M—_I_m);(q—@),
(II; g)
. k2 m3

Alle drei Gleichungen besitzen also die gemeinsame Form

(I1T; 10) . x?
; 10 b= ——5p
s i P
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wobei der konstante Faktor % in den drei Fillen verschiedenen Funktionen der
beiden Massen gleich ist. Es ist ndmlich

M3
Hr D — g — _ 2 _ p2
1. fiirp, = q — & (Schwerpunkt-Planet) x»% =% o 7
ms
. fHirp. = 8 — _ 2 _ B2
(I1I; 11) § 2. fiir p, = 8 — & (Schwerpunkt-Sonne) x% =% ot 7
3. firp =q—8 (Sonne-Planet) x2 =Rk (M + m).

In allen drei Fillen wird die Bahnbewegung von der gleichen Form sein, ndm-
lich derjenigen, die durch die Lésung der Differentialgleichung (III; 10) gegeben
ist. Nach (III; 6) ist namlich ’

=P RS TP PR TR

d.h., die drei Vektoren sind jederzeit gleich- bzw. entgegengesetzt gerichtet,
wihrend ihre Betrige in konstanten Verhiltnissen zueinander stehen. Die drei
Bahnen sind daher dhnlich: Jede von ihnen 148t sich aus jeder der beiden an-
deren durch eine affine Transformation (durch eine isotrope, d.h. nach allen
Richtungen gleichmiBige, Dehnung) herstellen.

Es geniigt also, wenn wir uns in der Folge mit der Gleichung (III; 10) be-
schiftigen, der wir die allgemeine Form

2
(II1; 12) p=—25p 0 =1p)

geben. Dabei werden wir von den drei Fillen (III; 11) durchweg den dritten
bevorzugen, der die Bewegung in bezug auf den Zentralkérper als Koordinaten-
anfang betrifft. Nur in besonderen Fillen, z.B. bei der Bahnbewegung von
Doppelsternen, wiirden auch die beiden anderen zur Geltung kommen.

(III; 12) ist eine vektorielle Differentialgleichung 2.Ordnung, die drei ska-
laren Differentialgleichungen derselben Art fiir die drei Koordinaten von p
dquivalent ist. Sie besitzt infolgedessen sechs Integrale; ihre Losungen sind
durch sechs willkiirliche Integrationskonstanten (Bahnelemente) bestimmt.
Multipliziert man (III; 12) vektoriell mit p, so ergibt sich

2
§) = —%[vp] =o,

da ja das Vektorprodukt eines Vektors mit sich selbst verschwindet. Diese
Gleichung 148t sich sofort integrieren: Es ist

(ITT; 13) [pp] =g (Flachensatz)

-
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wobei ¢ einen konstanten Vektor darstellt, der in Gestalt seiner Koordinaten
drei der gesuchten sechs Integrationskonstanten in sich vereinigt. Das Inte-
gral (I1I; 13) ist mit dem uns bereits bekannten Flichenintegral identisch. Aus
der Definition des Vektorprodukts folgt, daB ¢ ein auf der durch p und p be-
stimmten Ebene normaler Vektor ist. Das bedeutet aber, daB die Bahnbewe-
gung des Himmelskérpers in einer festen Ebene vor sich geht, die auch den
Koordinatenanfang (Zentralkorper bzw. Schwerpunkt) enthilt. Man darf also
auf p und seine Ableitungen nach der Zeit die fiir jede ebene Bewegung giiltigen
Formeln (II; 25, 30) anwenden und findet dann

(I1T; 14) g=rf[tt] + P tm] = r’pn=cn,

da [rr] = o und da [tm] = n ein auf der Bahnebene senkrecht stehender Ein-
heitsvektor ist. Der Betrag des Vektors g, den man deshalb auch als den Vektor
der Flichengeschwindighent (Drehzmpulsvektor) bezeichnen kann, ist also gleich
der Flachenkonstanten.

Ein weiteres Vektorintegral erhilt man, wenn man (III; 13) mit (III; 12)
vektoriell multipliziert. Es ergibt sich zunichst

ligl = -—[P[W]] =——= (DP)P — (pp)¥)

wenn man einen Satz der Vektoralgebra iiber die vektorielle Multiplikation
eines Vektors mit einem Vektorprodukt anwendet. Da nun aber

(pp) =12
und, wie man durch Differenzieren dieser Identitit beweist,
(I1I; 15) (b9) = r#,

so kann man auch schreiben:
. _2r¥1—ip_2d P
[he) = ' —— =»"— ||

Diese Gleichung ist integrabel und ergibt

2
(ITI; 16) [bg) = ﬁr—p +§ (LapLacesches Integral)

Das ist das L4 PLACEsche Integral mit der neuen vektoriellen Integrationskon-
stanten f, die wiederum drei skalaren Konstanten dquivalent ist. Diese sind
allerdmgs von den Flichenkonstanten nicht unabhingig. Schreibt man (III; 16)
in der Form

. %2
f=[bg] — - P
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so bemerkt man, daB f in der Bahnebene liegt, da sowohl [$g] als auch p der
Bahnebene angehoren. Es gilt also die Beziehung

(fg) = o,

da f und g aufeinander senkrecht stehen. Zwischen den Koordinaten ¢;, ¢,, ¢
von g und den Koordinaten d,, d,, d; von f besteht demnach die identische
Beziehung

(II1; 17) 6,dy + ¢ydy + c3dg =0,

so daB also nur fiinf der sechs Konstanten ¢; und 4, voneinander unabhingig
sind, wihrend die sechste aus (III; 17) folgt. Mit anderen Worten: Wiahrend g
ein willkiirlich im Raum gegebener Vektor ist, bleibt f auf die durch g be-
stimmte Ebene beschrinkt und ist daher als ebener Vektor aufzufassen, zu
dessen Festlegung zwei Koordinaten notwendig und hinreichend sind, etwa
sein Betrag 4 und seine von irgendeiner festen Anfangsrichtung in der Bahn-
ebene gezihlte Richtung ¢,.
Multipliziert man schlieBlich (III; 16) skalar mit p, so erhdlt man

i) = = (p) + (D).

Da nach dem Satz von der zyklischen Vertauschbarkeit der Faktoren gemisch-
ter Produkte

(pDhg)) = (8[p¥)) = (88) =¢*
und ferner (pp) = 72 ist, so folgt hieraus unmittelbar, wenn wir mit ¢ — g, den
von p und f gebildeten Winkel bezeichnen,

¢ = x2r + rd cos (p — @)
oder
02
« _ p
I+ ecos(p— @)’

(II;18) 7=
d
I+ acos(e — )

d.h. die Gleichung der Bahn, die sich als ein Kegelschnitt erweist, dessen einer
Brennpunkt im Koordinatenursprung liegt. Die Exzentrizitit ¢ = d/x? kann
jeden beliebigen Wert zwischen o und « annehmen, wihrend negative Werte
ausgeschlossen sind, da 4 als Betrag eines Vektors wesentlich positiv ist. Uber
das erste KEPLERsche Gesetz hinaus, das nur von Ellipsen (0 < e < 1) spricht,
sind demnach auch Parabeln (e = 1) und Hyperbeln (e > 1) als Bahnformen
zuldssig. Tatsichlich kommen alle diese Bewegungsarten unter den Himmels-
korpern vor. Elliptisch sind die Bahnen der Planeten und ihrer Trabanten, der
periodischen Kometen und der Doppelsterne, parabolisch viele Kometenbahnen,
wihrend alle drei Bahnformen bei den Meteoren beobachtet werden. Gelegent-
lich sind auch hyperbolische Kometenbahnen berechnet worden, doch waren
deren Exzentrizititen stets nur geringfiigig groBer als eins.
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Von den sechs Integralen der Differentia;lgleichung (IIT; 12) fehlt jetzt nur
noch eines. Wir erhalten es aus dem Flichensatz

r*dy = cdt,

indem wir 7 mittels (III; 18) durch ¢ ausdriicken und integrieren:

¢
(I1I; 19) =cfdt=c(t——to).
&

[[1+ec05(¢—%

Die neue Integrationskonstante?, ist der Zeitpunkt, fiir den ¢ = ¢, wird, also
gemiB (III; 18) der Radiusvektor 7 sein Minimum erreicht (Periheldurchgangs-
zeit). Wie schon gezeigt wurde, fiihrt die Auswertung des Integrals auf der
linken Seite von (III; 19) im Falle der Ellipse auf die K&PLERsche Gleichung.
In den anderen Fillen ergeben sich dhnliche Beziehungen (siehe Abschn. 22).

Der Larracesche Vektor f hat, wie oben bemerkt, in der Bahnebene die
Richtung ¢ = ¢,, zeigt also nach dem Perihel der Bahn; sein Betrag d = x2%e
ist der Exzentrizitit des Kegelschnitts proportional. Fiir ¢ = o (Kreisbahn)
verschwindet f, tibereinstimmend mit der Tatsache, daB kreisformige Bahnen
ein Perizentrum nicht besitzen, da alle jhre Punkte vom Attraktionszentrum
‘gleich weit entfernt sind.

Ist die Bahnebene einmal festgelegt, so sind fiir die Definition der Bahn nach
Form, GroBe und Lage drei Konstanten notwendig und hinreichend, etwa ¢,, e
und p. Jede der Variablen, durch die der Ort des Himmelskorpers in der Bahn
bestimmt wird, muB also einer Differentialgleichung 3.0Ordnung geniigen, die
sie als Funktion der Zeit bestimmt. So findet man aus (II; 32-34)

. e . . c
f=c—sinv; 9= —;
7

und durch nochmaliges Differenzieren nach der Zeit

- 202 e v ¢ e .
F=—2—4Ff—COSV — —0—sInv =
r P P

F7 f
=—2— —c*—
A

Andererseits folgt aus der Formel fiir #

2 2
G X
7' =7
=t p +5.
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wenn man ¢ = % |/p setzt. Benutzt man diese Beziehung zur Elimination vonc,
so erhdlt man schlieBSlich

. Faaft et
(I1I; 20) r+3r + % Z =0

als Differentialgleichung 3.Ordnung fiir den Radiusvektor, in deren Koeffizien-
ten die Bahnkonstanten nicht mehr vorkommen. Wir werden spiter auf diese
bemerkenswerte Gleichung noch zuritickkommen.

20. Der Energiesatz und die Geschwindigkeitsbeziehung

Im vorigen Abschnitt haben wir die Integration des Problems der Zweikorper-
bewegung nach dem NEwToNschen Gesetz vollstindig durchgefiihrt. Die zwolf
Integrale wurden dabei durch vier ,,S4tze” geliefert: Den Schwerpunkissatz mit
sechs unabhingigen Integrationskonstanten (den Koordinaten des Ortes und
der Geschwindigkeit des Schwerpunktes in einem beliebigen Inertialsystem),
den Flachensatz mit drei Konstanten (den Koordinaten des Flichengeschwindig-
keitsvektors bzw. der Flichenkonstante ¢ und den Richtungskonstanten der
Bahnnormale), das L4 PLACEsche Integral mit zwei Konstanten (den Koordi-
naten des LarLaceschen Vektors in der Bahnebene bzw. der Exzentrizitit der
Bahn und dem Richtungswinkel nach dem Perizentrum) und schlieBlich die
KEPLERsche Gleichung in ihrer allgemeinsten Form (III; 19) mit einer Kon-
stanten (der Perihelzeit).

Wenn wir dariiber hinaus noch weitere Integrale finden sollten, so kann es
sich nur noch um Funktionen der bereits bekannten handeln. Eines der wich-
tigsten dieser Integrale, das Energieintegral, erhalten wir, wenn wir (III; 12)
skalar mit  multiplizieren:

- x
o) = - % 9.
Diese Gleichung ist integrabel da

- . ot _df1
o8 = 3509 b9 =ri = (%),
Wir erhalten also durch Integration

v oY Tiopy =Ly *
(IIT; 21) Sen=2vr=2 4,

wo V den Betrag der Geschwindigkeit und % eine skalare Integrationskonstante
bedeutet.

Eine andere Art, diese Beziehung abzuleiten, ist folgende: Bezeichnet man
die drei rechtwinkligen Ortskoordinaten des Planeten mit ¢, (s = 1, 2, 3)
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und die Geschwindigkeitskoordinaten mit p; = ¢,, so kann man (III; 12) durch
folgende sechs skalaren Differentialgleichungen 1.0Ordnung ersetzen:

q.‘i = pt:
L %? L
h=64=—7% (72 =2 q.-)-
i=1
Setzt man nun
2

(I11; 22) H(q1, 95, 955 b1s bar o) = Z?t V—Z.—z

so nehmen diese sechs Differentialgleichungen die ,,kanonische” Form

i = 0H
§ E‘u
III; 2 : i =1,2,
(I11; 23) p—_ﬁ’_ ( 3)
! 0g

an. Multipliziert man diese Gleichungen mit p; bzw. —¢; und summiert iiber
alle 7, so ergibt sich

3 oH | dH
d.h., es ist
H=const=15%
das Energieintegral.

Wir wenden nun diesen Satz auf die drei Bewegungsfille (III; 10) an. Fiir
diese Fille sei:

1. (Bewegung des Planeten um den Schwerpunkt des Systems): Geschwindig-
keit V;, Radiusvektor g, Integrationskonstante 4, ;

2. (Bewegung der Sonne um den Schwerpunkt des Systems): Geschwindig-
keit V,, Radiusvektor s, Integrationskonstante 4,;

3. (Bewegung des Planeten um die Sonne): Geschwindigkeit V, Radius-
vektor 7, Integrationskonstante 4.

Multiplizieren wir in den ersten beiden Fillen die Gleichung (III; 21) mit
der jeweiligen Masse des bewegten Korpers, so ergibt sich, wenn wir noch fiir
den Massenfaktor #? die entsprechenden Werte aus (III; 10) einsetzen,

1 k2 mM?3
= A O
R Mmd

I
Mhy = MVE =5 Gry mp
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oder, da (siehe S.qo)

M _om
q—M-{—m ’ s'—M+m ’
_ I e g Mm M
mhy = 2mVl k Mim
_I _ 2Mm. m
Mh, 2MV% k Mim
Die Summe dieser beiden Gleichungen ergibt
E=T—-U=mh+ Mh,=
(ITIT; 24) I Mm
= —2—(me + MV3) — k2 ” (Energiesatz)

Die neue Konstante E, die auf den Schwerpunkt des Systems bezogen ist
und in bezug auf die Massen, Koordinaten und Geschwindigkeiten der beiden
Korper vollig symmetrisch gebaut ist, bezeichnet man als die Gesamtenergie des
Systems, die Gleichung (III; 24) als den Emnergiesatz. E setzt sich zusammen
aus der kinetischen Energie

T=—(mVi+ MV}

und der potentiellen Energie
Mm

—U=—#&

des Systems. Der Energiesatz besagt also, daB die Gesamtenergie des Systems
konstant ist (Satz von der Erhaltung der Energie). Er gilt natiirlich auch, wenn
wir, wie im dritten Fall (III; 10), den Koordinatenanfangspunkt in die Sonne
legen. Es ist dann entsprechend

(IIT; 25) E=mh=%mw—ﬁfQ%Uﬂ.

Hier bedeutet V' die Relativgeschwindigkeit des Planeten zur Sonne. Die
GroBe U, eine skalare Funktion des Abstandes beider Korper, heiBt das Poten-
tral des Systems und hat im Falle (III; 25) die Form
U= k2 _M-l_—'n) .
r

Sie besitzt folgende merkwiirdige Eigenschaft: Schreibt man die Differential-
gleichung (III; 12) in rechtwinkligen Koordinaten mit dem Ursprung in der

7 Stumpff, Himmelsmechanik
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Sonne (%% = k2 (M + m)), so erhilt man als Koordinaten der auf den Planeten
wirkenden Kraft

mi = — k2m (M + m),%=3—f.
(I11; 26) mij = —km (M + 'm)‘Ty3 =%£y]—,
mi = —k*m (M + m)%:%—ij,

wie man leicht bestitigt, wenn man bei der partiellen Differentiation von U
beriicksichtigt, daB
or

x
72 = 42 2L 22 also — = — usw.
+ y* 4+ 23 9% "

ist. Sind {, i, f die Einheitsvektoren in Richtung der drei Koordinatenachsen,
so 148t sich wegen (III; 26) die Bewegungsgleichung (III; 12) auch in der Form

. o0U, oU, oU

schreiben, d. h., die Kraft, die auf den Planeten wirkt, ist gleich dem Gradienten dey
Potentialfunktion!

Aus (IIT; 21) 14Bt sich der Zusammenhang zwischen der Energiekonstanten 4
und den im vorigen Abschnitt definierten Integrationskonstanten der Bahn-
bewegung herleiten. Multiplizieren wir die erste Gleichung (II; 30) mit sich
selbst skalar, so erhalten wir fiir das Quadrat der Geschwindigkeit

Vi = (bp) = i2(vr) 4 2r7 (tm) + r2¢? (mm)
oder, da (rr) = (mm) = 1, (tm) = o,
(I11; 28) V2 =% 4 12¢%

Ersetzt man nun r, #, ¢ = 9 durch (II; 31-33), so ergibt sich

2 ¢? 2 qin2 02 02
V2= Fe sin v+?(1+ecosv)2=;§(1+zecosv+~ et) =
¢ 14 ecosv I—é? c2f2 1—¢
=¥—(2 p; - S )=$(7——p'e—), also wegen c=z}’;
. 2,22 _I—¢
(III; 29) Vi=x (f 5 )

Andererseits ist nach (III; zi)
VE=x? (i + ﬁ) .

r x?
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Dabher ist
(I11; 30) h= —ux?

Nun ist nach (II; 2) fiir die Ellipse p = a(x — ¢°); fiir die Hyperbel aber, wie
aus der Geometrie bekannt, p = a(¢? — 1) der Ausdruck fiir den Parameter
der Bahn, der seiner geometrischen Bedeutung nach eine wesentlich positive
GroBe darstellt. Wir kénnen dieser Formel einheitlich die Gestalt

p=alr -

geben, wenn wir die Verabredung treffen, die GroBe @ im Falle der Hyperbel als
negativ anzusehen. Unter dieser Voraussetzung diirfen wir statt (III; 30) ein-
heitlich
2
= -2

2a

und fiir das Quadrat der Geschwindigkeit

(LIL; 31) V2 — 2 (3 _ l)
4 a

schreiben. Diese Formel ist auch fiir die Parabe!l richtig, fiir die 4 = o wird,
denn es ist ja dann ¢ = 1 und, da $ stets endlich ist, nach (III; 30) # = o.

Die Geschwindigkeitsrelation (I11; 31), die nur eine andere Form des Energie-
satzes darstellt, lehrt, daB die Geschwindigkeit eines Himmelskérpers im Gravi-
tationsfeld der Sonne, abgesehen von 7, nur noch von der gro8en Halbachse der
Bahn, nicht aber von deren Exzentrizitit abhingt. Ferner folgt aus ihr, da
beide Seiten von (III; 31) stets > o sein miissen'), daB fiir elliptische Bahnen
(@ > o) stets r < 2a ist, wihrend fiir 2 = e (Parabel) und a < o (Hyperbel)
der Abstand des Himmelskérpers von der Sonne auch unendlich groB werden
kann. Fiir die Parabel lautet die Geschwindigkeitsbeziehung

. ._ 22 o 1/2
(I11; 32) =2ty er.

Die Geschwindigkeit eines die Sonne in einer Parabelbahn umlaufenden Ko-
meten oder Meteors ist demnach der Quadratwurzel aus dem Abstand von der
Sonne umgekehrt proportional, wird im Unendlichen null und hingt im iibri-
gen von den Bahnelementen nicht ab, wohl aber von der Masse,da x = k)14 m,
wenn die Sonnenmasse gleich eins gesetzt wird. Wegen der Geringfiigigkeit der

1) ¥ = o ist fiir endliches # nur bei den geradlinigen Bahnen moglich, die einen
singuliren Fall der Zweikorperbewegung darstellen (sieche Abschn. 26).

7
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Masse der Kometen (und erst recht der Meteore) darf aber stets m = o gesetzt
werden, so daB sich (III; 32) praktisch auf

v=#)/2
r

reduziert. So haben also alle auf Parabeln um die Sonne laufenden Kometen
und Meteore in der gleichen Sonnenentfernung auch die gleiche Geschwindig-
keit. Insbesondere ist die Geschwindigkeit aller Meteore, die aus parabolischen
Bahnen auf die Erde stiirzen, in bezug auf die als ruhend angenommene Sonne
stets die gleiche, nimlich, wenn wir den Sonnenabstand der Erde im Zeitpunkt
des Einfangens (d.h., wenn die hier vernachldssigte Anziehungskraft der Erde
sich bemerkbar zu machen beginnt) und damit auch den des Meteors gleich
cins setzen,

AE. km
=kYz 2= = -
V==Fry2 Tag 421,

wie man leicht berechnet, wenn man fiir # den Wert (II; 54) setzt.

Bei nichtparabolischen Bahnen ist der zweite Summand in (III; 31) von
null verschieden; er bewirkt im Fall der Ellipse eine Verminderung, im Falle
der Hyperbel eine VergréBerung der Geschwindigkeit gegen die parabolische.
Kennt man also Radiusvektor und Relativgeschwindigkeit in bezug auf die
Sonne fiir irgendeinen Zeitpunkt, so gentigen diese Daten zur Bestimmung der

Bahnform. Das Kriterium lautet:
V% (Ellipse)
2

V: (Parabel)

V>u V% (Hyperbel)

Fiir Kreisbahnen (7 = a) ergibt sich aus (III; 31) insbesondere

V<=x
V=x«

(II1; 33)

V= * - const.
Va
Die Formel (III; 31) 1Bt sich noch weiter vereinfachen, wenn man nach
(II; 20) den ,antifokalen Abstand“

. s=2a—vr
einfiihrt. Es wird dann

(I11; 34) vE=

2

%%
ar ’

Diese Formel gilt zunéchst nur fiir die Ellipse, 148t sich aber ohne Schwierigkeit
auch auf die Hyperbel iibertragen, wenn man neben & auch s negativ sein 1aBt.



Der Hodograph der Zweikdrperbewegung 10X

Fiir die Parabel wird (III; 34) allerdings unbestimmt, da sowohl s als auch a
unendlich groB werden. Aus (II; 20) folgt aber, daB der Quotient s/a dem Grenz-
wert 2 zustrebt, so daB (III; 34) in die mittlere Formel (III; 33) iibergeht, wie
es sein muB.

21. Der Hodograph der Zweikirperbewegung

Trigt man Orts- und Geschwindigkeitsvektor eines bewegten Punktes im
Koordinatenanfangspunkt an, so beschreibt die Spitze des Ortsvektors die
Bahnkurve der Bewegung, die des Geschwindigkeitsvektors eine andere Kurve,
die ebenfalls fiir die Bewegung charakteristisch ist und die man als Hodograph
bezeichnet. Allgemein ist nach (II; 26)

p=r+r+ rgm.

Fiir die Zweikdrperbewegung ergibt sich nach (II; 31-33), wenn wir ¢ = v und
¢ = % |p setzen, der spezielle Ausdruck

T +ecosv)

.¥3=x]/1—>(t%sinv-|-m 5

xe , . %
= —(tsinv 4 mcosv) + —m.

1] 1]

Dabei ist | = tsin v 4 m cos v, wie man der Abb. 20 unmittelbar entnimmt,
ein Einheitsvektor, der mit der Richtung r den Winkel % — v einschlieBt, d.h.

gegen die Perihelrichtung um go° im Sinne der Bahnbewegung verschoben ist.
Er steht demnach auf der groBen Bahnachse senkrecht. Der Hodograph der
Zweikorperbewegung wird also durch

xe, %
(I1L; 35) p=—i+=m

Ve Ve
dargestellt, d.h. durch einen konstanten Vektor, dessen Spitze M (Abb. 22)
auf der positiven Brennpunktsordinate im Abstand xe/}’p vom Brennpunkt

liegt, und einen beweglichen Vektor von der konstanten Linge x/}/p, der sich
um M so dreht, daB seine Richtung der des Ortsvektors stets um go° im Sinne
der Bewegung vorauseilt. Der Hodograph ist demnach ein Kreis mit dem

Mittelpunkt M (& = 0; § = %2) und dem Halbmesser #/Yp. Seine Gleichung

lautet, wenn wir die rechtwinkligen Koordinaten von § mit #, § bezeichnen,

(I11; 36) z2+('—1‘3)2="7f.





































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































