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Aus dem Vorwort
der bisherigen Auflagen

Die Fächer Mathematik, Physik und Chemie gewinnen auf allen Stufen
unseres modernen Bildungswesens, in der allgemein- und berufs-
bildenden Schule, der Fach- und Ingenieurschule ebenso wie in jeder
Form der Erwachsenenqualifizierung, wachsende Bedeutung. Ohne ent-
sprechende Kenntnisse in diesen Fächern gibt es im Zeichen des wissen-
schaftlich-technischen Fortschritts kein Vorwärtskommen. Keiner, der
in der Technik tätig ist, kann sich dieser Tatsache verschließen. Die
Kenntnisse dürfen jedoch nicht formal erworben sein, um dann in Ver-
gessenheit zu geraten, sie müssen jederzeit griffbereit und anwendbar
sein.
Hierfür sollen die Nachschlagebücher für Grundlagenfächer zuverlässige
Helfer sein. Sie sollen den Benutzer schnell und gründlich informieren.
Deshalb stellen sie einerseits keine Lehrbücher dar, gehen aber anderer-
seits über den Rahmen der Formelsammlungen hinaus. So werden z.B.
in den Nachschlagebüchern die wichtigsten Gesetzmäßigkeiten und
Beziehungen hergeleitet und ihre Anwendungen erläutert. Sie sind also
praktische Ratgeber bei der Arbeit auf den betreffenden Gebieten.
Darüber hinaus werden sie an vielen Schulen an Stelle einer Nachschrift
benutzt werden können.
Im Band Mathematik wurde die Untergliederung weitgehend der in der
Wissenschaft üblichen Systematik angepaßt, so daß es öfters vorkommt,
daß Begriffe und Gesetze in einem Abschnitt verwendet werden, die erst
in einem späteren erläutert und systematisch abgehandelt werden. Der
Leser muß dann gegebenenfalls dort nachschlagen.
Besonderer Wert wird auf eine genaue Erklärung und Benutzung aller
Begriffe, Gesetze, Symbole usw. gelegt. Hinweise auf besonders häufig
vorkommende Fehler und zahlreiche Beispiele sollen der heute noch
immer vorhandenen Laxheit in Ausdruck und Form mathematischer
Schülerarbeiten steuern helfen.
Die Abgrenzung des dargestellten Stoffes war nicht leicht. Da  die
Mathematik mehr als jedes andere Wissensgebiet einen lückenlosen
Aufbau erfordert, waren Stoffgebiete, die Grundlagen für andere dar-
stellen, nicht zu entbehren. Es galt demnach, eine obere Grenze fest-
zulegen, die sicher manchem zu eng erscheinen muß. Um aber den Cha-
rakter eines übersichtlichen Ratgebers zu wahren und den Rahmen nicht
zu sprengen, konnte der Bogen nicht zu weit gespannt werden, ohne daß
die Gründlichkeit der Darstellung gelitten hätte. Das aber sollte unter
allen Umständen vermieden werden. So wurde im wesentlichen der Stoff
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aufgenommen, der auf jeder schulischen Institution, die zum Abitur
führt, vermittelt wird und auf dem dann die weiterführenden Fach- und
Hochschulen aufbauen können. Möge das Buch diesem Zwecke gerecht
werden!
Es war ein Hauptanliegen der Autoren, das besondere Augenmerk auf
eine faßliche Darstellung des Stoffes zu richten. Dadurch sind, auch im
Hinblick auf den Leserkreis, mitunter manchen in der Wissenschaft
üblichen Formulierungen gewisse Grenzen gesetzt. Die Verfasser waren
aber bemüht, bei der Darstellung des Stoffes und bei den verwendeten
Formulierungen stets Faßlichkeit und Wissenschaftlichkeit in optimaler
Weise zu verbinden.



Vorwort zur 13. Auflage

Seit dem Erscheinen der 1. Auflage dieses Nachschlagewerkes fanden
zahlreiche moderne Begriffsbildungen der Mathematik, die früher der
Lehre an Hochschulen und Universitäten vorbehalten waren, Eingang
in den Mathematikunterricht an den allgemeinbildenden polytechnischen
Oberschulen und erweiterten Oberschulen. Es ist das Anliegen der vor-
liegenden, völlig neubearbeiteten Auflage, diesen Veränderungen Rech-
nung zu tragen.
Dabei fanden zahlreiche Verbesserungsvorschläge, die dem Verlag und
den Autoren von interessierten Lesern zugingen, Berücksichtigung.
Allen, die auf diese Weise zur Verbesserung dieses Buches beitrugen, sei
hiermit sehr herzlich gedankt. Besonderer Dank gebührt Herrn
Dr. Steffen Koch, der das Manuskript begutachtete und der in vielen
Gesprächen mit den Autoren Einfluß auf die nun vorliegende Fassung
nahm.
Verlag und Autoren hoffen, mit dieser Neubearbeitung Wiederum einem
breiten Leserkreis ein wirksames Hilfsmittel beim Erarbeiten, Festigen
und Auffrischen mathematischer Kenntnisse in die Hand zu geben.

« Verlag und Autoren
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LOGIK  - MENGENLEHRE

1. Einiges aus der Logik

1.1. Vorbemerkungen

Die Mathematik wird zu den exakten Wissenschaften gezählt. Was aber
soll damit gesagt sein, da es sich doch keine Wissenschaft leisten kann,
unexakt zu sein? Zur Klärung seien einige Sätze (Sätze im Sinn der
Sprachlehre, nicht als Abkürzung für Lehrsätze) angeführt:

1. Für jedes Dreieck gilt  : Wenn es rechtwinklig ist, so ist es nicht gleich-
seitig.

2. Die Zahl n ist sowohl irrational als auch transzendent.
3. Es gibt höchstens eine Primzahl zwischen 3 und 5.
4. Sind u und v beliebige reelle Zahlen, so gilt:

u • v = 0 dann und nur dann, wenn u = 0 oder v = 0 .
5. Es gibt eine gerade Primzahl.
6. Wenn die Zahl 1 gerade ist, so ist die Zahl 2 ungerade.
7. Zu jeder natürlichen Zahl gibt es genau eine unmittelbar folgende.
8. Das Produkt der Zahl 2 mit sich selbst ist gleich 4 („Ist gleich“ im

Sinn der Identität).
Symbolisch: 2 -2  = 4; gelesen: zwei mal zwei gleich vier.

9. Aus x 3 folgt x2 9 (x reell).
10. Aus 2 teilt 12 und 3 teilt 12 folgt 2 • 3 teilt 12.
Diese Sätze sind charakteristisch für die Mathematik wegen der auf-
tretenden Begriffe wie Dreieck, Primzahl usw., besonders aber wegen der
Wörter

nicht; sowohl als auch; oder; wenn, so; dann und nur dann, wenn;
es gibt ein; es gibt höchstens ein; es gibt genau ein; für jedes; aus . . .
folgt; gleich.

Die moderne Logik (mathematische Logik) ist die Theorie dieser Rede-
wendungen, wobei der Folgerungsbegriff der zentrale Begriff der Logik
ist.
Im  Zusammenhang mit dem Gewinnen von Folgerungen läßt sich auch
die Rede von der Mathematik als einer exakten Wissenschaft erklären.
Bemerkungen zu den zehn Beispielsätzen:

a) Das Gemeinsame der Sätze 1. bis 8. besteht darin, daß irgendwelche
Sachverhalte beschrieben (behauptet, ausgesagt) werden. Man nennt

3 Simon/Stahl/Grabowski, Mathematik 13
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solche .Sätze Aussagesätze im Gegensatz zu Befehlssätzen, Frage-
sätzen, Wunschsätzen.

b) Beschreibungen von Sachverhalten werden Aussagen genannt. Liegt
der von einer Aussage widergespiegelte Sachverhalt tatsächlich vor,
so heißt die betreffende Aussage wahr; liegt der Sachverhalt dagegen
nicht vor, so heißt die betreffende Aussage falsch (unwahr) (vgl. 1.2.).

c) Die Ausdrucksweise des Mathematikers weicht teilweise von der Um-
gangssprache ab. So wird z. B. das Wort „oder“  (Beispiel 4) im nicht-
ausschließenden Sinn gebraucht, im Gegensatz zur Redeweise „ent-
weder - oder“ (ausschließendes Oder).

d) Die Gleichung u • v = 0 (Beispiel 4) und die Ungleichungen x 3
bzw. x2 9 (Beispiel 9) sind keine Aussagen, also weder wahr noch
falsch. Es sind sogenannte Aussageformen (vgl. 1.4.3.).

e) Im Beispiel 2 wird etwas über die Zahl ft (also über ein einzelnes
mathematisches Objekt) ausgesagt. 2. ist ein Beispiel für eine Einzel-
aussage (Individualaussage). Im  Beispiel 5 wird ausgesagt, daß es eine
gerade Primzahl gibt. 5. ist ein Beispiel für eine Existenzaussage. Im
Beispiel 1 wird etwas über alle rechtwinkligen Dreiecke ausgesagt.
1. ist ein Beispiel für eine Allaussage (Universalaussage).

f)  5. besagt, daß es eine gerade Primzahl gibt. Da es aber auch nur eine
gerade Primzahl gibt, ist man berechtigt zu sagen: Es gibt genau eine
gerade Primzahl. Dann darf aber der bestimmte Artikel verwendet
und von der geraden Primzahl gesprochen werden.
Allgemein gilt:  Der bestimmte Artikel (der, die, das bzw. derjenige,
diejenige, dasjenige) darf nur dann verwendet werden, wenn es genau
ein Objekt mit einer vorgegebenen Eigenschaft gibt.

g) Durch 9. wird eine Beziehung (und zwar die Folgerungsrelation)
zwischen zwei Aussageformen dargestellt, während 10. ein Beispiel
für die Anwendung von aus . . . folgt auf Aussagen ist.

h) In der Mathematik gilt für alle natürlichen Zahlen n\ „Wenn n eine
gerade Zahl ist, so ist n + 1 eine ungerade Zahl.“
Dann muß gelten (z. B. n = 2): „Wenn 2 gerade ist, so ist 3 unge-
gerade. Es muß aber auch gelten (z.B. n = 1):
a) „Wenn 1 gerade ist; so ist 2 ungerade“ (vgL Beispiel 6).

Obwohl die Teilaussagen („1 ist gerade“; „2  ist ungerade“) falsch
sind, ist die Gesamtaussage (Aussagenverbmduug; vgl. 1.3.) wahr.

Mit  tx) sind gleichwertig die beiden Aussagen
ß) „Wenn 2 gerade ist, so ist 1 ungerade“. [Kontraposition  von a)J.
y) „1 ist ungerade, oder 2 ist ungerade“ (vgl. 1.3.2.).
ß) und y) sind wahre Aussagen. Dagegen ist
d) „1  ist gerade, und 2 ist gerade“ als Negation (vgl. 1.3.2.) vony) und

damit auch von <x) und ß) eine falsche Aussage.
Diese Beispiele machen besonders deutlich, daß man ohne gewisse
Kenntnisse der Logik schwerlich Mathematik treiben kann.

i) 7. ist eines der fünf PEANOschen Axiome (Grundvoraussetzungen) zur
axiomatischen Definition der natürlichen Zahlen (vgl. 4.2.2.) Die



1.3. Aussagenfunktionen 35

Arbeitsweise der Mathematik ist dadurch gekennzeichnet, daß man,
ausgehend von gewissen Grundbegriffen (vgl. 1.8.) und- Grundaus-
sagen (Axiomen), lediglich durch logisches Schließen zu neuen
wesentlichen Sätzen gelangt, die sich in der Praxis bewährt haben.
Allgemein wird jede Wissenschaft, die sich der axiomatischen Me-
thode bedient (z. B. die Theoretische Physik), als exakte Wissenschaft
bezeichnet.

1.2. Aussagen

Der Begriff der Aussage gehört zu den fundamentalen Begriffen der
modernen Logik. Es sollen nur solche Aussagen betrachtet werden, die
wahr oder falsch sind; eine dritte Möglichkeit soll nicht zugelassen wer-
den. Es sollen auch Aussagen ausgeschlossen sein, die sowohl wahr als
auch falsch sind, also einander widersprechen. Das ist der Inhalt des

Satzes der Zweiwertigkeit

| Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Der Satz der Zweiwertigkeit besagt nicht, daß von jeder vorgelegten
Aussage entschieden werden kann, ob sie wahr oder falsch ist. Auch in
der Mathematik gibt es gegenwärtig noch unbewiesene Aussagen. Im
folgenden sollen große lateinische Buchstaben, auch solche mit einem
Zahlenindex, stellvertretend irgendwelche konkreten Aussagen be-
zeichnen.
Ist die Aussage A wahr, so sagt man auch, daß A gilt oder daß A den
Wahrheitswert W (das Wahre) hat. Ist die Aussage B falsch, so sagt man
auch, daß B nicht gilt oder den Wahrheitswert F (das Falsche) hat.

1.3. Aussagehfunktionen

1.3.1. Verknüpfungen von Aussagen

Aus gegebenen Aussagen kann man mit Hilfe von gewissen Binde-
wörtern neue Aussagen erzeugen. So entsteht z. B. aus den beiden Aus-
sagen „Die Zahl iz ist irrational“ (AJ und „Die Zahl 7z ist transzendent“
(A2 ) durch das Wort „und“ (im Sinn von sowohl als auch) die neue
(zusammengesetzte) Aussage ,)A1 und 2“ (vgl. Beispiel 2 in 1.1.).
Andere Aussagenverbindungen, die man aus gegebenen Aussagen Aj,
und 2I2 gewinnen kann, sind :

„Wenn A19 so y42“ ;  ,,/li genau dann, wenn 42“ j  „ 1 oder 2“-

Das Gemeinsame dieser Beispiele besteht darin, daß, ausgehend von
zwei Aussagen, durch Anwendung gewisser Bindewörter eine neue Aus-
sage erzeugt wird.
Man kann aber auch dadurch zu einer neuen Aussage gelangen, daß
man von einer einzigen Aussage ausgeht. So erhält man durch Ver-
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neinung (Negation) der Aussage „Die Sonne scheint“ die neue Aussage
„Die Sonne scheint nicht“.
Allgemein kann man zu jeder Aussage A (auch zu zusammengesetzten
Aussagen!) ihre Verneinung „nicht A“  bilden („nicht A“  heißt das Negat
von A \ vgl. h) in 1.1.).
Auf die angegebenen Aussagenverbindungen kann man den Begriff der
Funktion (vgl. 3.3.1.) anwenden. Man spricht dann von Aussagen-
funktionen.
In der Logik ist eine Aussagenfunktion eine Funktion im üblichen
mathematischen Sinn. Die Argumente einer Aussagenfunktion sind
Aussagen, die Werte einer Aussagenfunktion sind ebenfalls Aussagen.
Aussagenfunktionen können eine verschiedene Anzahl von Argumen-
ten haben. Die Negation ist eine einstellige Funktion. Bei den anderen
Aussagenfunktionen handelt es sich um zweistellige Funktionen, d.h.,
je zwei Aussagen wird durch die angegebenen Bindewörter eindeutig eine
neue Aussage zugeordnet.
Man kann kompliziertere AussagenVerbindungen erzeugen, indem man
so wie im folgenden Beispiel vorgeht (g.d.w. als Abkürzung für „genau
dann, wenn“).

Aussagen :
A i ' ,A2

Ai
|

.<4 2 A j A2 A 2 Ai
__I 1 1 1 i

Anwendung von
„g.d.w.“ und
von „wenn, so“

A i  g.<i .w.\4 2 wenn A i ,  so A2 wenn A 2, so A L

Anwendung von
„und“

(wenn .
1
4'i, so A2 ) und (wenn A2 , so Ai)
|_______ _______ i
____ _____L_  ______ ________________ __

Anwendung von
„g.d.w.“

1
(Ai  g.d.w. J 2) g.d.w. [(wenn A t , so /12) und

(wenn A 2 , so /f,)]

Solche komplizierteren Aussagenverbindungen kann man wiederum als
Aussagenfunktionen auffassen. Die Klammern (sogenannte technische
Zeichen) zeigen die Reihenfolge an, in der die einzelnen Bestandteile zu
verbinden sind.

Beachte:

Man unterscheide sorgfältig
„(nicht A oder 42“ und „nicht (Ai oder A2 )t t.

1.3.2. Die klassischen zweiwertigen Aussagenfunktionen

Die klassische Aussagenlogik kann als die Theorie der klassischen Aus-
sagenfunktionen (Negation, Konjunktion, Alternative, Disjunktion,
Implikation, Äquivalenz) angesehen werden. Es ist bemerkenswert, daß
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sich alle Aussagenfunktionen durch die klassischen Aussagenfunktionen
ausdrücken lassen.

Die einstellige Aussagenfunktion Negation

Mit -i  A (auch Ä, A', ~ A\ .Sprechweise : Nicht A) wird das logische
Gegenteil (die Negation) von A bezeichnet.
Definitionsbereich der Negation : D — { W, F}
Wertebereich der Negation : V = {  W, F}

Beachte:

Nicht jede negierte Aussage muß falsch sein. Das Negat der fal-
schen Aussage „4 ist eine Primzahl“ ist wahr.

Allgemein gilt:

| Ist A wahr, so ist —i A falsch. Ist A falsch, so ist —i A wahr.

Dies drückt man in Form einer Wahrheitswerttafel wie folgt aus:

A - iA

W F
F W

Die zweistelligen klassischen Aussagenfunktionen

Sie haben sämtlich

den Definitionsbereich D = {[PF; PF], [PF; F], [F; PF], [F; F]}
den Wertebereich V = {  PF, F}

Die Konjunktion

Mit  A A B (auch : A • B, AB, A&B;  Sprechweise : A und B, auch : A et B,
sowohl A als auch B) wird das Zusammenbestehen von Sachverhalten
zum Ausdruck gebracht, sofern A A B wahr ist.

| A A B ist genau dann wahr, wenn A und B beide wahr sind.

Diese Festlegung unterscheidet sich nicht vom Gebrauch des Wortes
„und“ in der Umgangssprache.

Die Alternative

Mit A v B (Sprechweise: A oder B;  auch A vel B) wird ausgedrückt,
daß von zwei Sachverhalten mindestens einer zutrifft, sofern A v B
wahr ist.

| A v B ist genau dann wahr, wenn A und B nicht beide falsch sind.
I (Nichtausschließendes Oder) ,

Man beachte den Unterschied zur Disjunktion.
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Die Disjunktion  (auch Antivalenz)

Mit A v B (Sprechweise: entweder A oder B;  auch A aut B) wird aus-
gedrückt, daß von zwei Sachverhalten genau einer zutrifft, sofern A v B
wahr ist.

I A v B ist genau dann wahr, wenn von A und B genau eines wahr
| und eines falsch ist. (Ausschließendes Oder)

Die Implikation  (auch Subjunktion)

Mit A =>  B (auch: A ->B, A 3 B; Sprechweise: wenn A9 soB) wird
ausgedrückt, daß von zwei Sachverhalten A und B nicht gleichzeitig der
erste zutrifft und der zweite nicht, sofern A =>  B wahr ist.

| A =>  B ist genau dann wahr, wenn A falsch oder B wahr ist.

Beachte:

1. Ein kausaler Zusammenhang zwischen A und B wird durch die
Implikation A =>  B nicht zum Ausdruck gebracht.

2. Wegen des Zusammenhanges von „wenn A, so B“  mit „aus A folgt B“
vgl. 1.7.

3. „Wenn A, so B“ ist gleichwertig mit „(nicht A) oder B“ und mit
„wenn (nicht B), so (nicht A)“ (vgl. 1.6.).

Die Äquivalenz (auch Koimplikation)

Mit  A o B (Sprechweise: A äquivalent B; auch: A genau dann, wenn B)
wird ausgedrückt, daß zwei Sachverhalte beide zutreffen oder beide
nicht zutreffen, sofern A B wahr ist.

�v A <=>  B ist genau dann wahr, wenn A und B denselben Wahrheits-
| wert haben, also beide wahr oder beide falsch sind.

Das Zeichen o ist als Zusammenfassung der Zeichen => und <= aufzu-
fassen (daher Koimplikation).

Wahrheitswerttafeln der zweistelligen Aussagenfunktionen

A B
Konj.
A A B

Altern.
A v B

Disj.
A v B

Implik.
A=>  B

Äquiv.
AoB

W W W W F W w
W F F W W F F
F W F w W W F
F F F F F W W
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1.3.3. Extensionale Aussagenfunktionen
und Wahrheitsfunktionen

Die klassischen Aussagenfunktionen wie überhaupt alle in der modernen
Logik verwendeten Aussagenfunktionen sind extensional, d.h., der
Wahrheitswert einer zusammengesetzten Aussage hängt nur von den
Wahrheitswerten der Einzelaussagen, nicht aber von deren speziellen
Inhalten ab.

BEISPIEL

Extensionalität von „und“:  Sind und A2 wahre Aussagen, so ist
auch „A r und A2“ wahr. Dieser Wahrheitswert ändert sich auch
dann nicht, wenn für Ar und A2 irgendwelche anderen Aussagen ein-
gesetzt werden, vorausgesetzt, daß diese wahr sind.

Bisher war von Aussagen, Aussagenverknüpfungen, Aussagenfunktio-
nen und Wahrheitswerten die Rede.
In den Wahrheitswerttafeln (vgl. 1.3.2.) handelt es sich aber eigentlich
nur um die Zuordnung von Wahrheitswerten. Man spricht daher von
Wahrheitsfunktionen.
Der Übergang von Aussagen und Aussagenfunktionen zu Wahrheits-
werten und Wahrheitsfunktionen, der nur auf Grund der Extensionalität
möglich ist, ist ein für die Mathematik typischer Abstraktionsprozeß.

1.4. Variablen, Terme, Aussageformen

1.4.1. Variablen

Definition

B Eine Variable ist ein Zeichen für ein beliebiges Element aus einem
�v vorgegebenen Bereich (Grundbereich, Variabienbereich, Variabili-
I tätsbereich, Individuenbereich).

BEISPIEL

Der Variabilitätsbereich X soll aus den natürlichen Zahlen be-
stehen, die kleiner als 10 sind, also X = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.
Die Variable x mit X als Grundbereich ist hier ein Zeichen für eine
der natürlichen Zahlen 0, 1, . . . , 9. Man sagt auch, daß x mit einer
dieser Zahlen belegt werden kann.

Beachte:

Für das Rechnen mit Variablen gibt es nicht etwa besondere Regeln
oder Gesetze. Zu jeder Variablen gehört ein Grundbereich, dessen
Gesetze für das Arbeiten mit der jeweiligen Variablen maßgebend
sind.
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1.4.2. Terme

Unter Termen versteht man sowohl Bezeichnungen von mathematischen
Objekten (z.B. + | ;  rc; — >/2) als auch gewisse Aneinanderreihungen
von Konstanten, Variablen, Zeichen für Rechenoperationen und techni-
schen Zeichen (verschiedenartige Klammern).

BEISPIELE

5 (x2 — 1); x reell

sin2 x (x reell)

a + — (a rational, a 4= 0)
a

Durch Belegung der auftretenden Variablen mit Namen für Objekte des
Grundbereiches erhält man Bezeichnungen für mathematische Objekte.
So ergibt z.B. der Term 5 (x2 — 1) für x = — 1 die Zahl Null.
Es ist üblich, Terme mit großen lateinischen Buchstaben zu bezeichnen.
Ein Term ist einstellig, wenn er genau eine Variable enthält. T(a) (ge-
lesen: T von a) bedeutet, daß dieser Term die Variable <2, aber auch
keine weiteren Variablen enthält, z. B. a2 — 4.
Ein n-stelliger Term enthält n Variablen. Schreibweise: T{a1 ,
oder T(xi  , . . . , xn) usw. Auf eine Präzisierung des Termbegriffs muß in
diesem Buch verzichtet werden.

Beachte:

1. In Termen kommt kein Relationszeichen (vgl. 3.5.1.) vor.
2. Terme sind weder wahr noch falsch. Es ist abwegig, Terme beweisen

zu wollen.

1.4.3. Aussageformen

Die Gleichung u - v = 0 sowie die Ungleichungen x 3 und x2 9
(vgl. 1.1.) haben zwar die Form von Aussagen (nämlich von Gleich-
heitsaussagen bzw. von Ungleichheitsaussagen), sind aber keine Aus-
sagen, da ihnen ein Wahrheitswert nicht zugeordnet werden kann; Das
gilt auch von Formulierungen wie „x  ist eine Primzahl“, „x  ist Student“,
„a  teilt Z>“ usw.
u • v = 0, x 3 usw. sind Beispiele für Aussageformen. Zu jeder Varia-
blen, die in einer Aussageform auftritt, gehört ein Variabienbereich.
Unter einer Aussageform versteht man ein sprachliches Gebilde, das
mindestens eine freie Variable enthält und das zu einer Aussage wird,
wenn für alle auftretenden freien Variablen Bezeichnungen für bestimmte
Objekte aus den entsprechenden Variabienbereicheneingesetzt werden.
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BEISPIEL

Aussageform: 5x + 3 = 13 (mit der Menge der natürlichen Zahlen
als Variabienbereich). Für x — 1 erhält man die falsche Aussage
8 = 13, für x = 2 erhält man 13 = 13 (wahre Aussage).

Stellenzahl einer Aussageform

Eine einstellige Aussageform mit der freien Variablen x und dem
Grundbereich Xsoll durch H(x) (gelesen: # von x) bezeichnet werden.

BEISPIEL

H(x) sei die Aussageform „x  ist eine Quadratzahl“ ; X sei die Menge
der natürlichen Zahlen; x sei ein Zeichen für eine natürliche Zahl.
Belegt man x in H(x) mit 16, so erhält man eine wahre Aussage.

Mit  H (Xi  , . . . , x„) soll eine w-stellige Aussageform bezeichnet werden.
Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen werden Aussagen als null-
stellige Aussageformen betrachtet.

Beachte:

Aussagen und Aussageformen bezeichnet man als Ausdrücke. Diese
sind von den Termen (vgl. 1.4.2.) sorgfältig zu unterscheiden.

Verknüpfung  von Aussageformen

In 1.3.1. wurde gezeigt, wie aus gegebenen Aussagen durch Anwen-
dung von nicht, und, oder usw. neue Aussagen gebildet werden können.
Man kann aber auch aus gegebenen Aussageformen neue Aussage-
formen gewinnen mit Hilfe der aussagenlogischen Verknüpfungen
nicht, und, oder usw.

BEISPIEL

Gegebene Aussageformen :
a) „x teilt y“ ß) „y teilt z“ y) „x teilt z“
Konjunktion von x) und ß): d) „x teilt y und y teilt z“
Implikation mit <5) als Vorderglied und y) als Hinterglied:
e) „Wenn x teilt y und y teilt z, so x teilt z.“
Wie alle Aussageförmen sind auch a), ß), y), b), e) weder wahr noch
falsch (vgl. aber 1.5.).

Erfüllbare  und nichterfüllbare  Aussageformen

Von großer Tragweite ist die Klassifikation der Aussageformen im Hin-
blick auf die erfüllenden Belegungen.
Sei H(x) eine Aussageform über dem Grundbereich X.
Genau dann, wenn jedes x aus X die Aussageform H(x) erfüllt (veri-
fiziert; zu einer wahren Aussage macht), ist/f(x) eine Identität  (allge-
meingültig', stets erfüllt) bezüglich X,
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Genau dann, wenn es mindestens eine erfüllende Belegung gibt, ist H(x)
erfüllbar bezüglich X (H  ist dann eine Neutralität).  '
Genau dann, wenn jede Belegung von x mit Objekten aus X die Aus-
sageform zu einer falschen Aussage macht, ist H(x) unerfüllbar bezüglich
X (H  ist dann eine Kontradiktion).

1.5. „Für  alle“ und „Es gibt“

Durch Belegung der Variablen können Aussageformen zu Aussagen
werden. Es gibt aber noch eine weitere Möglichkeit, aus Aussageformen
Aussagen zu bilden. Man spricht in diesem Zusammenhang von Quanti-
fizierungen (Variabienbindungen).
Es sei H(x) eine einstellige Aussageform mit der freien Variablen x und
dem Variabilitätsbereich X (z.B. H(x) sei die Aussageform „x  ist eine
Primzahl“ ; X sei die Menge der natürlichen Zahlen). Durch gewisse
Redewendungen (z.B. „für alle“; „es gibt ein“; „es gibt genau ein“)
wird die Variable x gebunden.

Redewendung Beispiel
Aussage Wahr-

heits-
wert

Art  der
Aussage

Für jedes;
für alle

Für jedes x gilt:
x ist eine Primzahl

F Universal-
aussage
(Allaussage)

Es gibt ein
(im Sinn von
es gibt wenigstens
ein)

Es gibt ein x,
so daß gilt:
x ist eine Primzahl

W Existential-
aussage
(partikuläre
Aussage)
(Existenz-
aussage)

Es gibt höchstens
ein, d.h., entweder
gibt es kein x, oder
es gibt genau ein x

Es gibt höchstens
ein x, so daß gilt  :
x ist eine Primzahl

F weder AU-
aussage noch
Existential-
aussage \

Es gibt genau ein,
d.h., es gibt höch-
stens ein und es
gibt wenigstens ein

Es gibt genau ein x,
so daß gilt:
x ist eine Primzahl

F Existential-
aussage
(partikuläre
Aussage)

Beachte:

1. „Für alle x gilt H(x)i( ist eine wahre Aussage genau dann, wenn für
jedes x aus X die Aussageform H(x) eine wahre Aussage wird (in
Übereinstimmung mit dem Gebrauch von „für alle“ in der Um-
gangssprache).
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2. „Es gibt ein x, so daß gilt H(x)“ ist eine wahre Aussage genau dann,
wenn für mindestens ein x aus X die Aussageform H(x) eine wahre
Aussage wird (im Gegensatz zur Umgangssprache, wo „es gibt ein
Ding“ oft im Sinn von „es gibt ein einziges derartiges Ding“ ge-
braucht wird).

Dasjenige Gebiet der Logik, das sich mit den Aussagenverknüpfungen
„nicht“, „und“, „oder“ usw. beschäftigt, heißt Aussagenlogik. Diese be-
trachtet die Aussagen als unzerlegte Einheiten. Damit hängt zusammen,
daß die Aussagenlogik für logische Untersuchungen nicht ausreichen
kann. So ist z. B. der folgende, unmittelbar einleuchtende Satz „Wenn
alle Schüler einer Klasse Schwimmer sind, genau dann gibt es keinen
Schüler dieser Klasse, der nicht schwimmen kann“ mit aussagen-
logischen Mitteln weder zu formulieren noch zu bestätigen (vgl. 1.6.).
Dasjenige Gebiet der Logik, das die Aussagen weiter zerlegt und damit
eine Analyse der logischen Feinstruktur von Aussagen ermöglicht, wird
Prädikatenlogik genannt. Sie ist die Theorie von „für  alle“ und „es gibt“
(Theorie der Quantifizierung).

Individuen, Prädikate, Attribute
Im einfachsten Fall besteht eine Aussage aus einem einzigen Prädikat
und einem einzigen Individuum, z.B. „3 ist eine ungerade Zahl“. Der
Satzteil Jst eine ungerade Zahl“ ist ein einstelliges Prädikat, weil zu
ihm nur ein einziges Individuum (im Beispiel drei) gehört. Der Zahl drei
wird durch „ist eine ungerade Zahl“ der Wahrheitswert W zugeordnet.
Man sagt auch: Das sprachliche Gebilde „ist eine ungerade Zahl“ trifft
auf die Zahl drei zu.
Allgemein: Gegeben sei eine Aussageform H(x) in einem Bereich X von
Individuen. Eine Funktion, die jedem Individuum aus X eindeutig einen
der beiden Wahrheitswerte W oder F zuordnet, nennt man ein einstelli-
ges Attribut  (Eigenschaft) in X.
Eine Funktion, die jedem w-Tupel (vgl. 3.3.1.) von Individuen aus X ein-
deutig einen der beiden Wahrheitswerte W oder F zuordnet, nennt man
ein w-stelliges Attribut  (Relation) in X.

BEISPIEL

„x < y“ als zweistellige Aussageform; x, y natürliche Zahlen. Der
Aussageform „x < y“ entspricht dann das zweistellige Attribut im
Bereich der natürlichen Zahlen, das auf Paare wie [0; 1]  [0; 2], . . . ,
[1 ; 2], [1 ; 3], . . . zutrifft. (Es ist 0 < 1 ; 0 < 2; 1 <2  usw.)

Beachte:
Ein Prädikat ist ein sprachliches Gebilde; ein Attribut ist eine Funk-
tion. Die Prädikatenlogik, zu deren Aufgaben die Untersuchung der
Attribute gehört, müßte also eigentlich Attributenlogik heißen.

Eine große Rplle spielt diejenige binäre Relation, die Identität (vgl. 1.1.,
Beispiels) genannt wird. Unter der Identität in einem Bereich X von
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Individuen versteht man dasjenige Attribut in X, für das bei beliebigen u,
v aus X gilt:

Dem Paar [w; r]  wird der Wahrheitswert W zugeordnet genau dann,
wenn u = v.

Quantoren
Zur Überwindung der Unzulänglichkeiten der Aussagenlogik führt man
zwei prädikatenlogische Operatoren ein, nämlich
a) den Generalisator, der sprachlich in den Formen „für alle x“, „für

jedes x“ und in anderen Formen auftritt und für den das Zeichen V
(auch A ist üblich) verwendet werden soll; *

b) den Partikularisator,  der sprachlich in den Formen „es gibt ein x“,
„es existiert ein x“ und in anderen Formen auftritt und für den das
Zeichen 3 (auch v ist üblich) verwendet werden soll.

BEISPIELE

1. Aussageform: a 4- 5 = 5 4- a \ a reell
Variabienbindung: Für jede reelle Zahl a gilt: a + 5 = 5 4- a

(wahre Aussage).
Symbolisch: V« [a 4- 5 = 5 4- a] mit aeP.
In der so entstandenen generalisierenden Aussage ist die ursprünglich
freie Variable a gebunden,. d.h., daß sie für Einsetzungen gesperrt ist.
Vx P(x) wird gelesen : Für alle x gilt P(x).

2. Aussageform: x < 20; x eine natürliche Zahl
Variabienbindung : Es gibt ein x, so daß gilt x < 20 (wahre Aussage).
Symbolisch: 3x [x < 20] mit x e N v
3x E[(x) wird gelesen : Es gibt ein x, so daß gilt H(x).

3. Aussageform: a — b + d\ a9 b9 d reell
3d [a = b 4- d} ist keine Aussage, sondern eine Aussageform (a und b
sind freie Variablen)
Wz VZ> 3d [a = b 4- d} bedeutet die Aussage:
Für jedes aeP und für jedes b e P existiert ein d e P mit a — b + d.
In einem Ausdruck mit mehreren freien Variablen kann jede von
ihnen durch V bzw. 3 gebunden werden.

Ausdrucksmöglichkeiten mit zweistelligen Prädikaten:

Symbolik Bedeutung

1. VxVy H (x9 y) Für alle x und für alle y gilt H (x, y).
2. Vx3yH(x,y) Für jedes x gibt es ein y, so daß H (x, y)

gilt.
3. 3x VyH(x,y) Es gibt ein x, so daß für alle y gilt

P (x, j).
4. 3x 3j/ H (x, y) Es gibt ein x und es gibt ein y, so daß

P (x, y) gilt.
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BEISPIELE  (x und y reelle Zahlen)

1. VxVy  [(x + y)2 = x2 + 2xy + y2 ]
2. Vx 3y [x2 — y + 1 = 0]
3. 3x Vy [xy = 1]
4. 3x 3y [xy = yx]

Ausdrucksmöglichkeiten mit einstelligem Prädikat und Negation:

Symbolik Bedeutung

1. -H Vx H(x) Nicht alle x haben die Eigenschaft H.
2. Vx -n H(x) Alle x haben die Eigenschaft H nicht.
3. -1 3x /T(x) Es gibt kein x mit der Eigenschaft H.
4. 3x —1 H(x) Es gibt ein x, das die Eigenschaft H

nicht hat.

BEISPIELE  (x und y reelle Zahlen)

1. -i  Vx [x + 3,1 = 4,9]
2. Vx —i [x2 + 1 = 0]
3. 3x [x2 + 1 = 0]
4. 3x -i  [x + 3,1 = 4,9]

Beachte:
Zwischen „nicht alle . . .“ und „alle . . . nicht“ ist sorgfältig zu unter-
scheiden.

1.6. Logische Identitäten; Wertverlaufsgleichheit

- Aussagenlogische Ausdrücke
Im folgenden bezeichnen kleine lateinische Buchstaben (p, q, r, ...),
evtl, mit Indizes (p0 , P i , P2, —) Variablen für Wahrheitswerte. Für
diese ist (nicht ganz treffend) die Bezeichnung Aussagenvariable ge-
bräuchlich.
Aussagenlogische Ausdrücke sind Zeichenreihen wie

pv( - i  ) ,  - ) (pv  ) ,  PA( - I t f ) ,  (p=><7)<M(-ip) V 4].

Aussagenlogische Identität

Ein aussagenlogischer Ausdruck nimmt bei Belegung der darin vor-
kommenden Aussagenvariablen mit Wahrheitswerten selbst einen
Wahrheitswert an.

I Ein aussagenlogischer Ausdruck, der bei jeder Belegung den Wahr-
I heitswert W annimmt, heißt eine aussagenlogische Identität, eine
| Tautologie oder allgemeingültig.
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BEISPIELE

1. P v ( - ip)

2. [p A (p =>?)]=> ?
3. (p => q) <=> [(-i  q) => (~ip)]
4. (p=> q )o  [(-ip) v q\

Der Nachweis für das Bestehen einer aussagenlogischen Identität kann
durch Aufstellen der vollständigen Wahrheitswerttafel geführt werden.

BEISPIEL

Für (p => q) <=> [(-i  p) v q\ erhält man

p <1 p=>q -iP (-ip) v <1 (p >?)<s>[(-ip) v q]

w W W F w w
w F F F F w
F W W W W w
F F W W W w

Also ist(p => q) [(—i.p) v q] allgemeingültig (eine aussagenlogische
Identität).

Wertverlaufsgleichheit

Zwei aussagenlogische Ausdrücke A± und A2 heißen wertverlaufs-
gleich oder äquivalent, wenn bei jeder Belegung jeweils beide Aus-
drücke denselben Wahrheitswert annehmen.
In Zeichen: Ar äq A2 (auch: A± = A2 oder A± = A2 )

BEISPIEL

p => q äq -i  [p A (-i  g)]

Beachte:
1. Ai_ äq A2 ist nicht ein neuer, aus A und A2 gebildeter Ausdruck, son-

dern eine Aussage über A± und A2 (nämlich die, daß sie wertverlaufs-
gleich sind).

2. Die Aussage A± äq ist genau dann wahr, wenn der Ausdruck
Ax o A2 allgemeingültig (eine aussagenlogische Identität) ist.

Prädikatenlogische Identitäten '
Prädikatenlogische Ausdrücke, die unabhängig von den darin auf-
tretenden Aussageformen stets wahr sind, heißen prädikatenlogische Iden-
titäten.

BEISPIELE

1. Vx [#(%) v H(x)]
2. VxH(x)=>3xH(x)
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3. Vx => 2f2(*)l  => [Vx  /fi(x)  => Vx H2(x)]
4. Vx H(x) o 3x 1 H(x)
5. -1 3x H(x) o Vx -1 H(x)
6. Vx [#i(x) A H2(x)]  o [Vx  Hfx) A Vx H2(x)]
7. Vx [ (x) v H2(x)] <= [Vx  Hfx) v Vx H2(x)]
8. 3x [J7i(x) A tf2(x)] => [3x Hi(x) A 3x H2(x)]
9. 3x [ (x) v H2(x)] <=> [3x Hfx) v 3x H2(x)]

1.7. Folgerimgsrelation

Definition der Folgerungsrelation

In 1.3. wurde den Aussagen A± und A2 die extensionale Aussagenver-
bindung „wenn /4i, so A2“ zugeordnet. Ferner wurde gezeigt, daß auch
Aussageformen durch „wenn, so“ verknüpft werden können.
Ist #i(x) die Aussageform „x  ist eine positive Zahl“ und ist H2(x) die
Aussageform „2x ist eine positive Zahl“, so gilt für alle x des Grund-
bereichs „Wenn x eine positive Zahl ist, so ist 2x eine positive Zahl“.
Es kann bei diesem Beispiel für kein x der Fall eintreten, daß /?i(x)
wahr und H2(x) falsch wird. Dann sagt man auch:

Aus Hr(x) folgt H2(x).

Entsprechendes gilt für mehrstellige Aussageformen.

Definition

I Aus Hr folgt H2 gilt genau dann, wenn jede Interpretation der
| Variablen, die Ä i  erfüllt, zugleich auch H2 erfüllt.

Ht wird Voraussetzung (Prämisse), H2 wird Behauptung (Konklusion)
genannt. Man sagt auch:

H i  impliziert H2 .

Beachte:

„Aus Hi  folgt H2“ und „Wenn Hr , so H2“ kann man nicht ohne
weiteres als gleichbedeutend verwenden. Die erste Formulierung
(als Beziehung zwischen Aussageformen) deckt sich inhaltlich nicht
mit der zweiten (als Verbindung von Aussageformen).

Der Zusammenhang zwischen beiden Formulierungen ergibt sich aus
dem Satz (vgl. 1.9.):

„Aus Hi  folgt H2“ gilt genau dann, wenn „wenn Hi, so H2“
allgemeingültig ist.

BEISPIELE

1. „Aus a | b und b | c folgt a | c“, denn: „Für alle natürlichen Zahlen
gilt:  wenn a | b und b | c, so a | c“ (vgl. 4.6.1.).
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2. „Aus x 4= x folgt x > T \  Begründung: Für kein x gilt x 4= x. Es
kann also nicht der Fall eintreten, daß x 4= x wahr und x > 7 falsch
wird.

Für Aussagen (also nullstellige Aussageformen) gilt:

Wenn gilt „Aus A± folgt ?12“,  so ist „Wenn so A2“ wahr.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht.

Notwendige und hinreichende Bedingungen

Gilt „Aus folgt H 2
ti , so wird eine in bezug auf H2 hinreichende

Bedingung und H 2 eine in bezug auf notwendige Bedingung ge-
nannt.

BEISPIELE

1. Damit ein bestimmtes Dreieck gleichseitig ist, ist hinreichend (aber
nicht notwendig), daß die Länge aller Seiten 3 cm beträgt.

2. Damit ein Dreieck gleichseitig ist, ist notwendig (aber nicht hin-
reichend), daß das Dreieck gleichschenklig ist.

Gilt „Aus Hi folgt tt2“ und gilt außerdem „Aus H 2 folgt H i \  so wird
Hi eine in bezug auf H 2 (bzw. H 2 eine in bezug auf H r ) notwendige und
hinreichende Bedingung genannt. In diesem Fall heißen H t und H 2

äquivalent.

BEISPIEL

Damit ein Dreieck gleichseitig ist, ist notwendig und hinreichend,
daß alle Winkel gleiche Größe haben.

Umkehrbarkeit der Folgerungsbeziehung

Mit „Aus Hi folgt H 2“ gilt im allgemeinen nicht die Umkehrung „Aus
Zf 2 folgt ZG“.
Hat man einen Satz bewiesen, so ist für die Umkehrung ebenfalls ein
Beweis erforderlich (bzw. eine Widerlegung, falls die Umkehrung nicht
gilt).

Theoreme und Definitionen

Beim Aufbau einer mathematischen Theorie werden Theoreme (oder
Lehrsätze, auch kurz Sätze genannt) formuliert und bewiesen. Beim
Beweis eines Satzes hat man zu zeigen, daß er aus bereits bewiesenen
Sätzen folgt.
Es werden aber auch Definitionen gegeben. Ohne diese wären viele
Theoreme zu umfangreich und damit schwer faßlich. In der Mathe-
matik spielen die expliziten Definitionen eine entscheidende-Rolle. Durch
eine explizite Definition wird eine Abkürzung (das Definiendum, das zu
Definierende) für eine wenig handliche Formulierung eines Sachverhaltes
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(das Definiens, das Definierende) eingeführt. Definitionen sind weder
wahr noch falsch. Sie haben eine erhebliche praktische Bedeutung.
Als Definitionszeichen für Terme verwendet man das Zeichen : = , ge-
lesen: „ist nach Definition gleich“.

BEISPIEL

n M2 :  = {x;  x e Mi  und x e M2 } (vgl. 2.4.)

Als Definitionszeichen für Eigenschaften und Relationen wird das Zeichen
:o verwendet, das „gilt  nach Definition genau dann, wenn“ gelesen wird.

BEISPIEL

„x  ist eine Primzahl“ :o  x ist eine von 0 und 1 verschiedene natür-
liche Zahl, die außer 1 und sich selbst keinen Teiler hat.

Eine explizite Definition muß so abgefaßt sein, daß der definierte Be-
griff aus der betreffenden Theorie wieder entfernt (eliminiert) werden
kann durch Ersetzen durch das Definiens.
Außer den expliziten Definitionen spielen in der Mathematik noch die
induktiven Definitionen eine bedeutende Rolle (vgl. 4.3.1.). Schließlich
verwendet der Mathematiker noch die sogenannten Definitionen durch
Klassenbildung oder durch Abstraktion (vgl. 3.5.4.). Für induktive Defi-
nitionen und für Definitionen durch Abstraktion ist charakteristisch,
daß sie in explizite Definitionen umgewandelt werden können.
Fehler, die beim Definieren auftreten können, sind:
a) Es fehlen wesentliche Merkmale (dann ist die Definition zu weit).
b) Die Definition enthält zu viele Merkmale (damit ist sie zu eng).
c) Der zu definierende Begriff kommt im Definiens vor (Zirkelschluß-

artige Definition).
d) Als Abkürzung werden bereits mit einer anderen Bedeutung belegte

Bezeichnungen verwendet.

1.8. Schlußregeln

Um Aussagen zu gewinnen, kann man Sachverhalte direkt unter-
suchen. Eine andere Möglichkeit besteht darin, von bekannten Sätzen
ausgehend, durch logische Schlußfolgerungen neue Sätze zu erhalten.
In diesem Zusammenhang spielt der Begriff der Schlußregel eine ent-
scheidende Rolle. Schlußregeln sind formale Regeln für das Um-
formen von Ausdrücken. Eine Schlußregel muß von allgemeingültigen
Ausdrücken stets zu allgemeingültigen Ausdrücken führen. (Man sagt
auch, sie muß gültigkeitserblich sein.) Schlußregeln beruhen auf aus-
sagenlogischen bzw. prädikatenlogischen Identitäten.

Beachte:
1. Das Übergehen von Ausdrücken zu anderen Ausdrücken unter Ver-

wendung von Schlußregeln wird Schließen genannt.

4 Simon/Stahl/Grabowski, Mathematik 13
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2. Vom Führen eines Beweises, kurz vom Beweisen, spricht man, wenn
durch einzelne logische Schlüsse ein ganz bestimmter Satz gewonnen
werden soll.

BEISPIEL

Zu beweisen: Für alle reellen x und y gilt:

Beweis : Für alle reellen x und y gilt
1 ,  0 (x - y)2

2. Wenn 0 (x — y)2, so x • y § X '

(Zwischenschritte vgl. 11.5.2.)
Damit ist der geforderte Beweis erbracht.

Dieser Beweis ist stichhaltig, da eine gültigkeitserbliche Schlußregel ver-
wendet wurde. Ist nämlich Hr allgemeingültig und ist „Wenn Ht , so H2‘
allgemeingültig, so ist es auch H2 .
Schlußregeln werden vielfach in der Form von Schlußfiguren darge-
stellt (Schlußschemata mit einer oder mehreren Oberformeln; Schluß-
strich, der „folglich“ zu lesen ist; Unterformel). Für das Beispiel erhält
man:

Wenn Hr , so H2

Diese Regel wird Abtrennungsregel (der modus ponens der traditionellen
Logik; Schluß aus einer Implikation; Beseitigung von „wenn, so“) ge-
nannt. Es darf H i  von Hi  =>  H2 abgetrennt werden; H2 ist dann
gültig.
Die Abtrennungsregel beruht darauf, daß der aussagenlogische Aus-
druck [#i A {Hi => #2)] => H2 allgemeingültig ist (vgl. 1.6.).

Einige aussagenlogische Schlußregeln

1. Schluß aus einer Konjunktion (Beseitigung von A)
{Hi A H2 ) =>  H i  bzw. {Hi A J72) => H2

Man kann aus einer Konjunktion auf deren Glieder schließen.
2. Schluß aus einer Alternative (Beseitigung von v )

Gilt  H i  v H2 und gelten H± =>  H3 und H2 -> H3 , so gilt H3 (Prinzip
der Fallunterscheidung).
Gilt Hi v H2 , so sind zwei Fälle zu unterscheiden:
Fall 1 : Es gilt Hr . Dann beweist man ZG => H3 . Wegen der Ab-

trennungsregel gilt dann H3 .
Fall 2 : Es gilt H2 . Dann beweist man H2 =>  H3 . Wegen der Ab-

trennungsregel gilt dann H3 .
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Da nun mindestens einer dieser Fälle vorliegen muß, ist H3 bewiesen.
Das Prinzip der Fallunterscheidung ist auch anwendbar, wenn die
Alternative mehr als zwei Glieder hat.

3. Schluß auf eine Alternative (Einführung von v )
Aus einem Alternativglied kann man auf die Alternative schließen.

=>  (Hi v H2 ) bzw. H2 =>  (Hi v H2 ) sind allgemeingültig.
4. Schluß aus einer Implikation (Beseitigung von =>)

[#i A (Hi  =>  H2 )]  =>  H2 ist allgemeingültig (Abtrennungsregel).
5. Schluß auf eine Implikation (Einführung von =>)

Wenn aus den gegebenen Voraussetzungen und Hr beweisbar ist H2,
so ist aus den gegebenen Voraussetzungen beweisbar Hi  =>  H2 . Man
beweist also „Wenn H r , so H2“,  indem H t zu den Voraussetzungen
genommen wird. Daraus beweist man dann H2 .

6. Schluß auf eine Äquivalenz (Einführung von <=>)
Schlußfigur: H± =>  H2

H2 =>Hj
Hi<>H 2

7. Schluß aus einer Negation (Beseitigung von -i  )
-i  (~i H)  =>  H ist allgemeingültig.

8. Schluß aw/eine Negation (Einführung von —i )
Wenn aus den gegebenen Voraussetzungen und einem gegebenen
Ausdruck H ein Widerspruch folgt, so ist aus den gegebenen Vor-
aussetzungen beweisbar -> H (Anwendung beim indirekten Bewei-
sen).

Einige prädikatenlogische Schlußregeln

a) Schluß auf „Für alle . . . gilt“  (Einführung von „für  alle“ : Beweis einer
Allaussage)
Wenn für ein beliebiges Individuum a beweisbar ist H(d), so ist be-
weisbar „Für alle x gilt #(x)“.

Beachte:

1. Zum Nachweis der Wahrheit einer Universalaussage genügt die
Angabe von Beispielen nicht.

2. Eine Allaussage ist durch die Angabe eines einzigen Gegen-
beispiels widerlegt.

b) Schluß auf „Es gibt ein . . .“ (Einführung von „Es gibt ein . . .“)
„Es gibt ein x, für das H(x) gilt“ ist gültig, wenn für irgendein Indi-
viduum a gültig ist H(a) .
Andere Möglichkeit: Man geht von der Annahme aus „Es gibt kein x
mit H(x}“ und führt diese Annahme zu einem Widerspruch.

Beachte:

1. Zum Nachweis der Wahrheit einer Existenzaussage genügt die An-
gabe eines Beispiels.
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2. Zum Nachweis der Falschheit einer Existenzaussage ist ein Beweis
nötig.

Die Frage, ob alle angegebenen Regeln wirklich gebraucht werden
bzw. ob man mit ihnen auch auskommt (d.h. die Frage nach Systemen
von Schlußregeln), kann hier nicht beantwortet werden. Dagegen soll
kurz auf die Bildung von Theorien in der Mathematik eingegangen wer-
den.
Beim Beweis eines Satzes ist zu zeigen, daß er aus bereits bewiesenen
Sätzen folgt. Zur Festlegung eines Begriffes verwendet man andere,
bereits erklärte Begriffe. Beides kann aber nicht ins Unendliche fortge-
setzt werden. Die Mathematik bedient sich beim Auf bau ihrer Theorien der
axiomatischen Methode. An  die Spitze einer axiomatisch (deduktiv)
aufgebauten Theorie werden Grundbegriffe (nichtdefinierte Begriffe)
und nichtdefinierte Relationen gestellt. Über Grundbegriffe und Grund-
relationen werden in Ausgangssätzen (Axiomen) Aussagen .. gemacht.
Mit Hilfe einzelner logischer Schlüsse werden aus den Axiomen Aus-
sagen über die Grundbegriffe und die Grundrelationen gefolgert. Diese
Aussagen heißen Sätze der betreffenden Theorie. Damit diese Sätze
in der Formulierung nicht zu schwerfällig werden, führt man durch De-
finitionen neue Begriffe ein. An ein Axiomensystem (Gesamtheit der
Axiome) sind gewisse Grundforderungen zu stellen. Vor allem darf es
nicht möglich sein, aus den Axiomen sowohl einen Satz als auch sein
Gegenteil herzuleiten. Für ein und dasselbe mathematische Teilgebiet
lassen sich mitunter mehrere Axiomensysteme angeben. Dabei ist es
keineswegs so, daß es Aussagen gibt, die ihrem Wesen nach Axiome
sind, während andere Aussagen von Natur aus Theoreme darstellen. Ein
und dieselbe Aussage kann in einem Aufbau Axiom, in einem anderen
Aufbau dagegen Theorem sein. Deshalb ist auch die Auffassung völlig
unhaltbar, derzufolge ein Axiom ein Satz ist, der eines Beweises weder
fähig noch bedürftig ist.

1.9. Direkte und indirekte Beweise

Bei direkten Beweisen folgert man, ausgehend von gültigen Voraus-
setzungen, unter Verwendung von zulässigen Schlußregeln nach endlich
vielen Schritten die Behauptung.
Im  Gegensatz dazu stehen indirekte  Beweise, bei denen die Negation der
Behauptung noch zu den Voraussetzungen hinzugenommen wird:

�v Sei B eine wahre Aussage. Dann ist eine Aussage A wahr, falls aus
�v der angenommenen Richtigkeit ihrer Negation -i A die Richtigkeit
| von —i B folgen würde.

Begründung: Der Ausdruck [q A (~i p =>  -i q) =>  p ist allgemein-
gültig. Mitunter kann ein indirekter Beweis in einen direkten umgewan-
delt werden. Es gibt aber auch Sätze, die bisher nur indirekt bewiesen
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werden konnten, und solche, bei denen ein direkter Beweis grundsätzlich
nicht geführt werden kann.
Die indirekte Beweisführung wird u. a. bei der Umkehrung von bereits
bewiesenen Sätzen angewandt, bei negierten Existenzaussagen (vgl. 1.5.
und 1.6.), bei Aussagen der Form „Es gibt genau ein . . .“  (vgl. 1.5.).
Die Kenntnis von Beweisverfahren sichert noch nicht das Auffinden eines
Beweises im Einzelfall. Diese Fähigkeit ist nur in einem langwierigen
Prozeß zu erwerben.
Für das Verständnis der folgenden Beispiele kann diese Übersicht von
Nutzen sein:

Implika-
tion

Konver-
sion
(Umkeh-
rung)
von
P=> Q

Konträrer
Satz
zu

P=>  Q

Kontra-
position
von

P=>

Negation
von

P=>  q

p Q p => q= p p =>  —i q -i - ip -1 (p=>?)

W W W W W W F

w F F W W F W .

F W W F F w • F

F F w W W w . F

Gleichwertig sind

1. die gegebene Implikation mit ihrer Kontraposition;
2. die Konversion von p => q mit dem zu p =>  q konträren Satz.

BEISPIELE

1. Für Beweiszwecke spielt das Formulieren und Umformulieren von
Sätzen eine wesentliche Rolle.
a) Satz: Die quadratische Gleichung x2 + px + q = 0 mit

p2 — 4# 0 hat mindestens eine reelle Lösung.
b) „Wenn, so“ -Form von a): Wenn p 2 - 4# 0, so hat die quadra-

tische Gleichung x2 + px + q = 0 mindestens eine reelle Lösung.
c) Umkehrung von b): Wenn die quadratische Gleichung x2 4- px + q

= 0 mindestens eine reelle Lösung hat, so ist p 2 — 4q 0.
d) Konträrer Satz zu b): Wenn p2 - 4# < 0, so hat die quadratische

Gleichung x2 + px + q = 0 keine reelle Lösung.
e) Kontraposition von b): Wenn die quadratische Gleichung

x2 + px + q = 0 keine reelle Lösung hat, so ist p2 — 4# < 0.
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f)  Negation von b): Es gilt sowohl, daß p 2 — 4q 0, als auch, daß
die quadratische Gleichung x2 + px + q = 0 keine reelle Lösung
hat.
[-i  (r => 5) ist gleichwertig mit r A (-1 5)]

Die Sätze a) bis e) sind bei diesem Beispiel wahr, weil Voraussetzung
und Behauptung von b) äquivalent sind. Satz f)  als Negation von b)
ist falsch, weil b) wahr ist. Da mit b) auch c) wahr ist, darf man for-
mulieren (verschärfen): Die quadratische Gleichung x2 + px + q = 0
hat mindestens eine reelle Lösung genau dann, wenn p 2 — 4q 0
ist (p, q reell beliebig).

2. Umkehren von Sätzen mit mehreren Voraussetzungen
Satz: Wenn p± und p2 , so p3

Umkehrungen :
a) „Wenn p3 , so p± und p2“
b) „Wenn p± und p3 , so p2“
c) „Wenn p2 und p3 , so pf‘
Diese Umkehrungen sind neue Aussagen, die eines Beweises be-
dürfen.
Hat ein Satz mehrere Behauptungen, so ist zu beachten, daß
Po => (pi A p2 ) und (p0 => Pi) A (p0 =>  P2) gleichwertig sind.

3. Beweis einer „Genau dann, wenn“-Aussage
Bewiesen werden soll der Satz aus 1.7. : „Aus folgt H2“  genau dann,
wenn „Wenn ZG, so ZG“ allgemeingültig ist.
Es ist also auf eine Äquivalenz (vgl. 1.8.) zu schließen. Man hat zu
zeigen :
a) Wenn gilt:  Hr impliziert H2 , so ist „Wenn , so H2“ allgemein-

gültig.
ß) Wenn „Wenn , so H2“ allgemeingültig ist, so folgt H2 aus ZG .
Zu a) Annahme: impliziert H2. Nach Definition der Folgerungs-
relation gilt, daß jede Variabieninterpretation, die Hv erfüllt, auch H2

erfüllt. Der Fall, daß Hr gilt, H2 aber nicht gilt, kann nicht ein-
treten. „Wenn H r , so ZG“ ist also allgemeingültig (vgl. die Wahr-
heitswertmatrix von wenn, so in 1.3.2.).
Zu ß) Annahme: „Wenn ZG, so ZG“ ist allgemeingültig. Dann muß
aber jede Variabieninterpretation, die ZG erfüllt, auch ZG erfüllen.

4. Satz: Für alle natürlichen Zahlen n 0 gilt 2" > n.
Zu beurteilen sind die folgenden „Beweisführungen“ :
a) Die Funktionen ffx) — 2X und f 2(x) — x werden in einem kartesi-

schen x, -Koordinatensystem grafisch dargestellt. Man entnimmt
dieser Darstellung, daß für alle x gilt /i(x) > f2(x).

ß) Indirekte Beweisführung : Annahme : 2" n. Man weist nach, daß
die Annahme falsch ist (z. B. 23 > 3).

Zu a) : Mit Hilfe einer Veranschaulichung kann kein Beweis ge-
führt werden.
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Zu ß): Die Negation von „Für alle n gilt 2" > ri‘  heißt „Es gibt ein
n mit 2" w“  (vgl. 1.6.).
Diese Existenzaussage müßte zum Widerspruch geführt werden,
was nicht geschehen ist.
Wegen des Beweises des Satzes durch vollständige Induktion vgl. 4.3.2.
und 1.10.

5. Beweis durch Fallunterscheidung
Wenn ein Lehrsatz nicht für alle Individuen nach demselben Vor-
gehen bewiesen werden kann, so teilt man die Individuen erschöpfend
in Klassen ein und führt den Beweis jeweils für die entsprechenden
Klassen (vollständige Fallunterscheidung).
a) Satz: Wenn ein Dreieck nicht rechtwinklig ist, so ist die Summe der

Quadrate der Längen zweier Seiten verschieden von dem Quadrat
der Länge der dritten Seite.
Die Voraussetzung „Dreieck ABC ist nicht rechtwinklig“ ist
gleichwertig mit der Alternative „Dreieck ÄBC ist spitzwinklig
oder stumpfwinklig“. Eine Fallunterscheidung ist bei diesem
Beweis erforderlich.

b) Zu beweisen sei der Sinussatz. Dann wird man die Dreiecke ein-
teilen in spitzwinklige, rechtwinklige und stumpfwinklige und den
Beweis für diese drei Fälle führen.

6. Satz: Die natürliche Zahl n ist eine gerade Zahl, wenn n2 eine gerade
Zahl ist.
„Wenn, so“-Form: Wenn n2 gerade ist, so ist n gerade.
Kontraposition: Wenn n ungerade ist, so ist n2 ungerade (indirekte
Beweisführung).
Voraussetzung: n ist ungerade, also n = 2nt + 1 («i ä 0, natürliche
Zahl).
Dann ist n2 = (2«i + l )2 = 4w2 + 4«i + 1=2-  (Zn2 + Znß) + 1.
In der Klammer steht eine natürliche Zahl. 2 • (Zn2 4- 2«i) ist eine
gerade Zahl, 2 • (Zn2 + 2»i) + 1 ist eine ungerade natürliche Zahl.

7. Abschließend ein Beispiel dafür, daß eine unzulässige Schlußweise
zu einer gültigen Aussage führen kann :
A :  Es gibt Parallelogramme, die keine Rechtecke sind.
B: Es gibt Parallelogramme, deren Diagonalen nicht gleiche Länge

haben.
C: Parallelogramme, deren Diagonalen nicht gleiche Länge haben,

sind keine Rechtecke.
Diese drei Aussagen sind wahr. Die Schlußweise Aus A und B folgt C
ist nicht zulässig.

1.10. Beweisverfahren der vollständigen Induktion

Das Beweisverfahren der vollständigen Induktion (vgl. 4.3.2.) gehört zu
den direkten Beweisen.
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Bei diesem Beweisverfahren werden u.a. gebraucht:
- der Schluß auf eine Implikation beim Induktionsschritt,
- die Abtrennungsregel, nachdem H(0) als wahre Aussage nachge-

wiesen und der Induktionsschritt vollzogen wurden (vgl. 1.8.).

Logische Struktur des Beweisverfahrens der vollständigen Induktion:

[H(0) A VA:  (H(k) =>H(k  + .1))] =» Vn H(n)

Induktions- Induktionsschritt
anfang

Hr (Voraussetzung; Konjunktion) H2 (Behauptung) ,

Beachte:

1. Das Beweisverfahren der vollständigen Induktion wird oft kurz als
Induktion oder Induktionsverfahren bezeichnet. Tatsächlich ist es
aber ein deduktives Verfahren, da es auf logischem Schließen be-
ruht.

2. Der Induktionsschritt ist gleichsam ein „Beweis im Beweis“, da die
vollständige Induktion im Nachweis der Gültigkeit von H(0) [all-
gemein: H(a)] und im Beweis von VA:  (H(k) =>  H(k + 1)) besteht.

3. Der Induktionsschritt heißt nicht: VA:  H(k) =>  H(k + 1), denn dann
würde man beim Beweis die zu beweisende Behauptung verwenden.



Mengen2.

2.1. Allgemeines

Die Mengenlehre (Theorie der Mengen von Objekten), die heute von den
meisten Mathematikern als Fundament der Mathematik betrachtet wird,
wurde von dem Hallenser Professor der Mathematik GEORG CANTOR
(1845 bis 1918) begründet. Sie zählt zu den bedeutendsten Leistungen des
menschlichen Denkens. Von seinen Zeitgenossen wurde CANTOR teils
nicht verstanden, teils abgelehnt und teilweise heftig bekämpft. Durch
CANTORS Ideen und Erkenntnisse entstanden neue Gebiete der Mathe-
matik. Bestehende mathematische Disziplinen erfuhren eine lebhafte
Weiterentwicklung. Besonders hervorzuheben ist jedoch, daß durch
die Mengenlehre, die auch als Theorie der Eigenschaften bzw. der
Relationen aufgefaßt werden kann, eine weitere Präzisierung und Ver-
einheitlichung des Systems der mathematischen Begriffe erreicht werden
konnte.

2.2. Mengen; Elementbeziehung

Gegenstand der Mengenlehre sind die Mengen. Andere Bezeichnungen
für eine Menge sind: Gesamtheit; charakteristisches Gemeinsames; ge-
dankliche Zusammenfassung zu einer Einheit. Mengen werden gebildet,
indem man aus einem Grundbereich (einem zugrunde gelegten Bereich
von Objekten) Objekte mit einer ganz bestimmten Eigenschaft heraus-
greift und zu einer Gesamtheit zusammenfaßt.

BEISPIELE

1. Grundbereich G: alle Schüler einer Schule;
Menge: eine bestimmte Klasse dieser Schule;
Mengenbildung durch Zusammenfassung von Objekten des zugrunde
gelegten Grundbereichs (hier Schüler), die eine bestimmte Eigen-
schaft gemeinsam haben (nämlich Schüler einer bestimmten Schul-
klasse zu sein). \

2. Grundbereich: alle Schulklassen einer Schule;
als Menge soll die Gesamtheit aller Schulklassen einer Klassenstufe
dieser Schule betrachtet werden. (Diese Menge besteht aus Mengen,
nämlich Schulklassen.)

3. Grundbereich G: alle natürlichen Zahlen;
Menge: Lösungsmenge der quadratischen Gleichung (x - 3) (x — 4) = 0;
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Mengenbildung durch Zusammenfassung derjenigen natürlichen
Zahlen (hier Zahlen 3 und 4), die die Eigenschaft haben, die Aus-
sageform (Gleichung) zu erfüllen.

4. Grundbereich wie bei 3.;
Menge: Lösungsmenge der Ungleichung 3 < x < 7;,
die Menge enthält die Zahlen 4, 5, 6.

5. Grundbereich wie bei 3. ;
Menge: Lösungsmenge der Ungleichung 8 < x < 9 ;
diese Menge enthält keine Zahl; sie ist, wie man sagt, leer.

6. Grundbereich wie bei 3. ;
zu bilden ist die Menge der Zahlen, die sowohl Lösungen der Glei-
chung von 3. als auch der Ungleichung von 4. sind;
diese Menge enthält genau eine Zahl, nämlich die 4.

7. Grundbereich: alle Primzahlen;
zu bildende Menge: Menge der Primzahlen;
Grundbereich und gebildete Menge stimmen hier überein.

Die zu einer Menge gehörenden Objekte nennt man Elemente. Als
Variablen für Mengen (bzw. Elemente) werden große (bzw. kleine)
lateinische Buchstaben verwendet. Um auszudrücken, daß a ein Element
der Menge M ist (zur Menge M gehört, aus der Menge M ist), benutzt
man das Zeichen e (ein stilisiertes e).

ae M (gelesen: a Element M;  a aus M)

bedeutet also, daß die Menge M das Element a enthält.
Durch b wird dargestellt, daß b nicht zu M gehört.
Die durch G ausgedrückte Relation heißt Elementbeziehung (G-Bezie-
hung, Elementrelation). Sie ist die grundlegende Begriffsbildung der
Mengenlehre.
M = {a, b, c} bezeichnet eine Menge, die aus deii Elementen a, b9 c
und nur aus diesen besteht.
N = {u,v,w, . . . }  bezeichnet eine Menge, die u.a. die Elemente u, v, w
enthält.
In  der Umgangssprache verwendet man das Wort Menge in einem wenig
bestimmten Sinn („Menge Wasser“, „Menge Zeit“, „Menge Menschen“);
„Eine Menge Menschen war anwesend“ soll besagen, daß es unüber-
schaubar viele Menschen waren.
Die in der Mathematik zugelassenen Mengen sind nicht an eine be-
stimmte Anzahl von Elementen gebunden. (Der Mengenbegriff darf
nicht mit dem Anzahlbegriff verwechselt werden !)
Beispiel 4 : Dreiermenge {4;  5; 6};
Beispiel 3 : Zweiermenge {3  ; 4};
Beispiel 6 : Einermenge {4}; die Zahl 4 ist begrifflich etwas anderes als
die Einermenge {4} ;
Beispiel 5 : diese Menge enthält überhaupt kein Element; sie wird leere
Menge genannt (Zeichen: 0). Von der leeren Menge 0 ist die Einer-
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menge {0}  mit dem einzigen Element Null und die Zahl Null  zu unter-
scheiden.
Die Menge aus Beispiel 7 ist eine Allmenge, da sie alle Objekte des an-
gegebenen Grundbereichs enthält.
Von einer endlichen Menge spricht man, wenn endlich viele Objekte
zusammengefaßt werden (Beispielei bis 6). Im Beispiel 7 liegt eine un-
endliche Menge vor.
Man kann die Frage aufwerfen, weshalb in den bisherigen Ausführun-
gen noch keine Definition des Mengenbegriffs gegeben wurde. CANTORS
Definition einer Menge lautet:

�v Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunter-
I schiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens,
| welche die Elemente der Menge genannt werden, zu einem Ganzen.

Beachte:

1. Um eine strenge Definition handelt es sich bei CANTORS bekanntem
Satz nicht, da die Forderungen an eine Definition (vgl. 1.7.) nicht
erfüllt sind. Er kann lediglich dazu dienen, gewisse inhaltliche Vor-
stellungen von einer Menge zu gewinnen.

2. Der Begriff der Menge ist so allgemein, daß er nicht auf andere Be-
griffe zurückgeführt werden kann, d.h. aber, er entzieht sich einer
Definition. Er zählt zu den Grundbegriffen (nichtdefinierbaren Be-
griffen, vgl. 1.8.) der Mathematik. Aus diesem Grunde wurde auch
von Beispielen für Mengen ausgegangen.

3. Von CANTORS „Definition“ ausgehend, lassen sich antinomische
Mengen bilden, also solche, die zu logischen Widersprüchen führen.
Beispiele hierfür sind:
1. die Gesamtheit aller Mengen
2. die Gesamtheit aller Kardinalzahlen
3. Am bekanntesten ist die RussELSche antinomische Menge. Das ist

die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element ent-
halten.

Ein theoretischer Ansatz, der zu Widersprüchen führt, ist aber un-
brauchbar. Zumindest bedarf er einer Korrektur bzw. einer Präzi-
sierung (vgl. 2.3.).

4. Die fundamentale Begriffsbildung der Mengenlehre ist gar nicht der
Begriff der Menge, sondern grundlegend ist die e-Relation.

5. Nachdem den Mathematikern antinomische Mengen bekannt wurden,
gelang es, die Mengenlehre axiomatisch (und zwar auf mehrere Arten)
zu begründen. Dabei geht man nicht vom Begriff der Menge aus,
sondern stellt gewisse Prinzipien (Axiome, Grundgesetze, Postulate,
Forderungen) an den Anfang.
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2.3. Mengenbildungsprinzip und Extensionalitätsprinzip

Vorgegeben sei

a) ein Grundbereich G (vgl. Beispiele in 2.2.); x sei die Variable für die
Objekte von G, die man Urelemente nennt;

b) eine Aussageform H(x) über G (vgl. 1.4.3.).

Dann gibt es für ein beliebiges x = x'i e G genau zwei Möglichkeiten:
H(xi) trifft zu (ist eine wahre Aussage) oder H(Xi) trifft nicht zu (ist
eine falsche Aussage).
Man faßt nun diejenigen x, für die H(x) zutrifft, zu einer Menge M zu-
sammen. Das Mengenbildungsprinzip fordert (postuliert) nun gerade
die Existenz von M. Andererseits verhindert es eine uneingeschränkte
(man sagt auch „uferlose“) Mengenbildung.

Mengenbildungsprinzip (für Mengen erster Stufe):

�v Es sei H(x) eine Aussageform über die Individuen (Objekte) eines
I gegebenen Grundbereiches G.
I Dann gibt es eine Menge M,  so daß für alle x gilt :
�v x e M genau dann,wenn H(x) zutrifft (wahr ist).
| Symbolisch : 3M ¥x [x E M<&  H(x)]

H(x) wird eine die Menge M erzeugende Aussageform genannt. Für die
durch H(x) erzeugte Menge schreibt man {x;  H(x)} oder {x|Ä(x)}.

BEISPIEL

G sei der Bereich der natürlichen Zahlen.
M = {x;  (x - 3) (x - 4) = 0}  = {3;  4}
Begründung: Die Aussageform (x — 3) (x — 4) = 0 trifft nur zu
für x = Xi = 3 und x = x2 = 4 (vgl. 10.3.2.).

Derartig gebildete Mengen nennt man Mengen erster Stufe. Die Ur-
elemente werden auch als Mengen nullter Stufe betrachtet. Man kann
Mengen erster Stufe erneut zu Mengen zusammenfassen und erhält so
Mengen zweiter Stufe (vgl. Bsp. 2 aus 2.2.) usw.
Die Gleichheit von Mengen wird erklärt durch das Extensionalitäts-
prinzip  (für Mengen erster Stufe) :

I Zwei Mengen Mi  und M2 sind gleich (identisch) genau dann, wenn
I sie dieselben Elemente enthalten, d. h., wenn für alle x gilt  :
I XE Mi  O XE M2 .
| In Zeichen : Mt = M2 :<=> Vx [x  6 Mr o x e M2\

Folgerungen

1. Die Gleichheit von Mengen ist eine Äquivalenzrelation (vgl. 3.5.4.).
2. Eine Menge ist durch die in ihr enthaltenen Elemente eindeutig
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bestimmt, unabhängig davon, durch welche Aussageform, Eigenschaft
oder Beschreibungsart sie gegeben ist.

3. Die Reihenfolge der Niederschrift der Elemente einer Menge ist
beliebig.

4. Es sind nur voneinander verschiedene Elemente anzugeben. Statt
{a, b ,b ,c } wird {a, b ,c } geschrieben.

Aus dem Extensionalitätsprinzip folgt der wichtige

Satz .

I Es gibt genau eine Menge, die kein Element enthält:
| die leere Menge. Sie wird mit 0 bezeichnet.

Beachte:

1. Die leere Menge ist unabhängig vom verwendeten Grundbereich G.
2. Es ist 0 = {  }.
3. Man kann die leere Menge beispielsweise durch die Aussageform

x =1= x beschreiben: 0 = {x;  x 4= x}.
4. 0 ist nicht zu verwechseln mit der einelementigen Menge {0}  und mit

der Zahl 0.

2.4. Operationen mit  Mengen

Alle in diesem Abschnitt auftretenden Mengen sind über ein und dem-
selben Grundbereich G gebildet.

Durchschnitt

In Verallgemeinerung des Beispiels 6 aus 2.2. kann von zwei beliebigen
Mengen und M2 ausgegangen werden.
H(x) sei die Aussageform „x  e und x e M2“ („und“ im Sinn von
„sowohl als auch“). Dann gibt es nach dem Mengenbildungs- und
Extensionalitätsprinzip genau eine Menge D, die genau diejenigen Ur-
elemente enthält, für die H(x) wahr ist, die also sowohl in als auch
in M2 liegen :

x E D genau dann, wenn x e und x E M2 .

Die Menge D wird der Durchschnitt der Mengen und M2 genannt.
Bezeichnung: D = Mx n M2 : = {x ;  x e und x E M2 }.
Andere, heute seltener verwendete Bezeichnungen sind • M2 ; M±M2 ,

Beachte:

In der Mengenlehre hat das Wort „Durchschnitt“ nicht die Bedeu-
tung einer Mittelbildung (arithmetisches Mittel). Durchschnitt
kommt von „schneiden“; man sagt auch, und M2 werden
„geschnitten“.



62 2. Mengen

Zur Veranschaulichung mengentheoretischer Zusammenhänge ist zu
empfehlen, Punktmengen der Ebene zu verwenden [z.B. Kreise; man

spricht von EuLER-Diagram-
men oder VENN-Diagram-
men (JOHN VENN, gest.
1923).J

Mj n M2

BEISPIELE

1. {2, 4 ,6 ,8} n {2, 4,6,10} = {2,4,6}
2. M i  : Menge aller Rechtecke; M2‘ Menge aller Rhomben;

Mi  n M2 : Menge aller Quadrate
3. [a, b) r\  (a, b\ = (a, b); a < b; a, b reelle Zahlen;

zum Intervallbegriff vgl. 11.3.
4. M n M = M;  der Durchschnitt ist, wie man sagt, eine idempotente

Operation [idem (lat,) derselbe]

Vereinigung
Es sei H(x): „xeMi oder xeM2“ („oder<6imnichtausschließendenSinn,
vgl. 1.3.). Dann gibt es genau eine Menge V, die alle und nur diejenigen
Urelemente enthält, die in mindestens einer der Mengen , M2 liegen:

x 6 V genau dann, wenn x G Mx oder x G M2 .

V heißt Vereinigungsmenge (kurz: Vereinigung) der Mengen M1} M2 .
Bezeichnung: V = u M2 : = {x;  x e Mt oder x G M2}.
M i  u M2 wird gelesen: M t vereinigt mit M2 . Das Symbol u ähnelt
dem Buchstaben U (Union).
VENN-Diagramm :

schraffiert; M jV  M2

BEISPIELE

1. {9,  11, 14} u {3, 9, 10} = {3, 9, 10, 11, 14}
2. Es sei A die Menge aller Parallelogramme, B die Menge aller Recht-

ecke und C die Menge aller Quadrate. Dann ist
Au  B = A, AuC= A, B ,uC=B.

3. M u M = M;  die Vereinigung ist eine idempotente Operation.
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Überschuß (symmetrische Differenz)

H(x) sei die Aussageform „Entweder x e oder x e M2“ (ausschlie-
ßendes oder; vgl. 1.3.). Die durch H(x) eindeutig bestimmte Menge wird
als symmetrische Differenz (Überschuß) bezeichnet.
Symbolisch : d M2 (gelesen : delta M2 ).

xeMiA M2 genau dann, wenn x in genau einer der Mengen ,M2

liegt.

VENN-Diagramm : '

M } -M2

schraffiert : Mj A M2

BEISPIEL

{1, 2, 3, 4, 5}  d {4, 5, 6, 7} = {1, 2, 3, 6, 7}

Differenzmenge

H(x) sei die Aussageform „x  e Mi  und x$M 2“ .
Die durch H(x) eindeutig bestimmte Menge wird Differenzmenge oder
auch Mengendifferenz genannt und mit

M1 \M 2 (gelesen: Differenzmenge aus M x und M2 ; auch
minus M2 )

bezeichnet.

x e Mi  \ M? genau dann, wenn x zwar aus M x , aber nicht aus M2

ist.

VENN-Diagramm:

•Äf2

schraffiert : Mj \ M2
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BEISPIELE

1. {5, 6, 7, 8}  \ {4, 6 ,7 ,8 }= {5}
2. {2, 3, 4}  \ {8, 9, 10, 11} = {2, 3, 4}
3. A : die Menge aller Fünfecke;

B: die Menge aller regelmäßigen Vielecke;
A \ B: die Menge aller unregelmäßigen Fünfecke

Komplement

Das Komplement ist ein Spezialfall der Mengendifferenz.
Grundbereich: G; H(x): x M.
Dann gibt es genau eine Menge, deren Elemente nicht zu M gehören.
Diese Menge wird mit

CGM (gelesen : Komplement von M bezüglich G)

bezeichnet. Man nennt diese Menge auch Komplementärmenge von M
(kurze Bezeichnung: Af*). Es ist also

CGM = M* = ,G\M.

VENN-Diagramm :

schraffiert: C6 M

BEISPIEL

G sei die Menge der ganzen Zahlen, M die Menge der geraden
Zahlen. Dann ist

= CGM = G \ M die Menge der ungeraden Zahlen.

Rechengesetze für Operationen mit Mengen

Für die Operationen Durchschnitt, Vereinigung und symmetrische
Differenz gelten einige algebraische Rechengesetze, die vom Rechnen
mit Zahlen her bekannt sind.

Kommutativgesetz

Für beliebige Mengen Mr und M2 gilt

| Mr c \M2 -M 2 c \M1

I M x u M2 — M2 u
I Mr AM2 = M2 AM r .
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Assoziativgesetz

Für beliebige Mengen Mr , M2 , M3 gilt

�v (Afi n M2 ) n M3 = n (M2 n M3)
I (M r u M2 ) u M3 — Mt u (M2 u M3 )
I (Mi A M2 ) AM3 = Mt A (M2 A M3 )

Da die Reihenfolge der Zusammenfassung beliebig ist, kann man auf
Klammern verzichten. Für Mengen Mi  , M2 , . . .  definiert man suk-
zessiv mehrgliedrige Durchschnitte und Vereinigungen, z.B.

(Mi u M2 u M3 ) u M4 = Mi  u M2 u M3 u M .

Es ist zu empfehlen, sich diese und die noch folgenden Gesetze an
VENN-Diagrammen zu veranschaulichen. Dabei ist zu beachten, daß
Veranschaulichungen noch keine Beweise sind. Die Behauptungen
folgen vielmehr unmittelbar aus den jeweiligen Definitionen.

Distributivgesetze für Durchschnitt und Vereinigung

Für das Rechnen mit Zahlen gilt  : Für alle a, b, c ist a (b + c) = a• b 4- a• c.
Die Multiplikation ist distributiv bezüglich der Addition, aber die Addi-
tion ist nicht distributiv bezüglich der Multiplikation. Abweichend hier-
von gelten für Durchschnitt und Vereinigung folgende Gesetze:

I (Mi u M2 ) nM 3 = (Mi n M3 ) u (M2 n M3 ) rechtsseitige Distri-
I butivität von n bzgl. u

�v M3 n (Mi U M2 ) = (M3 n Mf)  u (M3 n M2 ) linksseitige Distri-
I butivität von n bzgl. u

0 (Mi n M2 ) u M3 = (Mi u M3 ) n (M2 u M3 ) rechtsseitige Distri-
I butivität von u bzgl. n

�v M3 u (Mi n M2 ) = (M3 u Mf) n (M3 o M2 ) linksseitige Distri-
| butivität von u bzgl. n

Die letzten vier Gesetze gelten für alle Mengen, also darf z.B. für
M3 = Af 4 n M5 gesetzt werden.
Man erkennt, daß sich die Distributivgesetze verallgemeinern lassen
(entsprechend beim Rechnen mit Zahlen: (a + b) • (c + d + e)
= ac + ad 4- ae 4- bc + bd + be).
Durchschnitt und Vereinigung sind idempotente Operationen:

a) M n M = M für alle M
b) Mu M = M für alle M

Verschmelzungsgesetze

Für beliebige Mengen und M2 gilt:

I (Mi u M2 ) n Mi  = Mi
I (Mi n Mf)  u Mi  = Mi  .

5 Simon/Stahl/Grabowski, Mathematik 13
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Ferner gilt für alle M:

�v M n 0 = 0
I M u 0 = M.

Diese Formeln haben ein Analogon beim Zahlenrechnen:
a • 0 = 0 für alle a; a .+  0 = a für alle a.

Während man aber bei Zahlen aus a• b = 0schließen kann, daß mindestens
ein Faktor gleich Null ist, ist die Gleichung n M2 = 0 so zu
deuten, daß Mi  und M2 keine gemeinsamen Elemente haben. Solche
Mengen heißen disjunkt  (elementefremd). Notwendige und hinreichende
Bedingung (vgl. 1.7.) dafür, daß zwei Mengen disjunkt sind, ist

Mv n M2 = 0.

Einige Gesetze für die Differenzbildung

M\0  = M
M\M=ty
M M2 = Mi \  (Mi  \ M2 )
M iU  M2 = Mi  u (M2 \ Mi)
Mi  \ (M2 \ Mi)  = Mi
Mi  AM2 = (Mi  \M 2 ) u (M2 \Mi )

Durch die letzte Gleichung wird der Name „Symmetrische Differenz“
verständlich.

�v Mi  \ (M2 \ M3 ) = (Mi  \ M2 ) u (Mi n M3 )
I (Mi M2 ) \M 3 = (Mi \M 3 )n (M 2 \M 3 )
| (Mi uM 2 ) \M 3 = (Mi  \M 3 )u (M 2 \M 3 )

Einige Gesetze für die Komplementbildung

�v MnM* = 0 MvM* = G
I (Mi n M2 )*  = M*vM* \  „ .
�v 1 x z Gesetze von DE MORGAN
| (Mi u M2 )*  = M*nM* f

Wegen Operationen für Mengen höherer Stufe muß auf Spezialliteratur
verwiesen werden.

2.5. Beziehung des Enthaltenseins

Von der Elementbeziehung x e A (Relation zwischen einem Element
und einer Menge) ist die Enthaltenseinsbeziehung (Inklusion) zu unter-
scheiden (Relation zwischen Mengen).

�v Mi  und M2 seien beliebige Mengen über einem Grundbereich G.
B Eine Menge Mt heißt Teilmenge (Untermenge) einer Menge M2 , in
I Zeichen : Mt M2 oder M i  M2 , genau dann, wenn für alle x gilt  :

| Wenn x E M i  , so x E M2 .
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Man sagt auch: „Mi ist in M2 enthalten“; „M 2 umfaßt M“ .  Ist MY

eine Teilmenge von M2 , so wird M2 eine Obermenge von Mr genannt
(in Zeichen : M2 M x). Jede Menge ist nach der Definition der In-
klusion eine Teilmenge von sich selbst. Diese Auffassung widerspricht
zwar der üblichen Vorstellung von einem Ganzen und seinen Teilen,
sie hat sich aber in der Mathematik bewährt.

�v Eine Menge Mi  heißt echte Teilmenge von M2 (echte Inklusion; in
I Zeichen: M2 ) genau dann, wenn M x M2 und 4= M2

I ist.

M2 heißt dann echte Obermenge von Mi  . Es gibt dann wenigstens ein x,
das zu M2 , aber nicht zu M r gehört.

Beachte: s

Mitunter wird auch für die Inklusion das Zeichen <= verwendet.
VENN-Diagramm für die Inklusion:

M,1 Mj <M 2

BEISPIELE

1. {1,2,3, 4 }g  {1,2, 3 ,4}
Zwei Mengen Mi  und M2 sind gleich genau dann, wenn Af x £ M2

und M2 £ Mi  (ein für Beweisführungen wichtiger Satz).
2. Mi'.  Menge aller gleichseitigen Dreiecke;

M2\ Menge aller Dreiecke;
Mi  c M2 .

3. Die Menge aller geraden Zahlen ist eine echte Teilmenge der Menge
aller ganzen Zahlen :
{0, +2 ,  —2, +4,  -4 , . . . }  c {0, +1 , -1 ,  +2,  —2,...}.

4. M i  = {3, 4, 5}; M2 = {2, 6, 7, 8}. Diese Mengen sind unvergleich-
bar, da weder M i  £ M2 noch M2 £ Mi  gilt. Reelle Zahlen sind
dagegen stets vergleichbar, denn für alle a und b gilt stets a b oder
b a.

Bemerkenswert ist der wichtige Satz, daß die leere Menge Teilmenge
jeder änderen Menge ist:

| 0 £ M gilt für alle M.

Zum Beweis ist zu zeigen, daß für alle x gilt:
Wenn x e 0, so x e.-M.
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Diese Aussage ist aber wahr (vgl. 1.3.2.), da das Vorderglied der Wenn-
so-Verbindung falsch ist. (Für kein x gilt x e 0.)

Eigenschaften der Inklusion
(Zu Eigenschaften von Relationen vgl. 3.5.2.)
1. Reflexivität: M £ M für alle M
2. Transitivität: Wenn £ M2 und M2 M3 , so M i  £ M3

für alle Mengen , M2 , M3 .
3. Antisymmetrie: Wenn £ M2 und M2 £ MY , so = M2

für alle Mengen , M2 .

Eigenschaften der echten Inklusion
1. Irreflexivität: M <= Mfür  kein M
2. Transitivität : Wenn £ M2 und M2 <= M3 , so £ M3

für alle Mengen Mi  , M2 , M3 .
3. Asymmetrie: Wenn M2 , so nicht M2 £

für alle Mengen , M2 .

Zum Beweis der Irreflexivität der echten Inklusion ist zu zeigen, daß
M £ M für kein M gilt. M £ M genau dann, wenn M £ M und
M 4= M (nach Definition). M 4= M gilt aber für kein M.  Dann gilt
auch „M  £ M und M 4= M“  für kein M. Somit gilt auch M £ M für
kein M,  was zu beweisen war.
Der Durchschnitt M2 ist die größte in und M2 enthaltene
Menge.
Die Vereinigungsmenge u M2 ist die kleinste und M2 um-
fassende Menge.
Durchschnitt und Vereinigung sind bezüglich der Inklusion monoton:

Wenn £ M2 , so n M3 £ M2 u M3 .
Wenn M r £ M2 , so u M3 £ M2 u M3 .

Die Inklusion läßt sich ausdrücken durch
den Durchschnitt: £ M2 o n M2 = oder
die Vereinigung: £ M2 o u M2 = M2 .

2.6. Potenzmengen

Gegeben sei die Menge M = {7;  8}. Dann sind die folgenden Mengen
Teilmengen von M:

X r = 0 ; X2 = {7}; X3 = {8}; X± = {7;  8}.
Diese vier Mengen können zu einer Menge zusammengefaßt werden,
die wir Potenzmenge von M nennen und mit P{M) bezeichnen:

P(M) = {0,{7},  {8},  {7;  8}}
Allgemein :
Gegeben sei eine Menge erster Stufe : M.  0

Für die Teilmengen von M verwenden wir die Variable X,
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H(X) sei die Aussageform X £ M.
Dann ist P(M) eine Menge zweiter Stufe, deren Elemente Teilmengen
von M,  also Mengen erster Stufe, sind. Es ist zu beachten, daß 0 e
und M e.P(M) ist.

Definition

�v Wenn Meine beliebige Menge ist, so gibt es genau eine Menge P(M),
I die Potenzmenge von M, derart, daß

| P(M):= {X ;X  M} .

Wenn M eine Menge Zr-ter Stufe ist, so ist P(M) eine Menge der Stufe
(k + 1). Von P(M) läßt sich erneut die Potenzmenge bilden usw.
Die Potenzmengenbildung erweist sich als eine Möglichkeit zur Bildung
neuer Mengen. Potenzmengen sind für theoretische Untersuchungen,
aber auch für Anwendungen (z.B. auf dem Gebiet der Optimierung)
von Bedeutung.
Die Existenz von Potenzmengen wird gesichert durch das Mengen-
bildungsprinzip für Mengen zweiter Stufe, die Eindeutigkeit ergibt sich
aus dem Extensionalitätsprinzip für Mengen zweiter Stufe.

BEISPIELE

1. M = {«}; P(M) = {0;  {u}}
2. M = 0 ;  P(M) = P(0) = {0}. Das ist eine Einermenge mit genau

einem Element, nämlich der leeren Menge erster Stufe.
3. M = {«}; P(M) = P({u}) = {0, {«}}

Wir bilden von P(M) erneut die Potenzmenge und erhalten die
Mengenfamilie (Menge dritter Stufe)

P(P(M)) = {0, {0},  {{tf}},  {{0,  {«}}}}.

In den bisherigen Darlegungen wurden Mengen betrachtet, deren Exi-
stenz durch Mengenbildungsprinzipien gesichert war und deren Ein-
deutigkeit aus den Extensionalitätsprinzipien folgte. Es ergeben sich
nun zwei Fragen:

a) Kommt man beim Aufbau der Mengenlehre mit diesen beiden Prin-
zipien aus?

b) Gibt es noch andere Möglichkeiten der Mengenbildung?

Vor Jahrzehnten war man der Ansicht, daß man mit den zwei Prinzipien
auskommen müßte. Heute verwendet man noch weitere Axiome, z.B.
das Unendlichkeitsprinzip, das besagt, daß es wenigstens eine unendliche
Menge gibt, und ein Auswahlprinzip, das die Bildung von Mengen
unabhängig von den Mengenbildungsprinzipien gestattet. Auf Einzel-
heiten kann hier nicht eingegangen werden.



Abbildungen3

3.1. Begriff  der Abbildung

3.1.1. Geordnetes Paar ; geordnetes w-Tupel

Von entscheidender Bedeutung für viele mathematische Betrachtungen
ist der Begriff des geordneten Paares [x;y]  aus gegebenen Individuen
(Objekten) x und y. Dabei heißt x die erste Komponente und y die
zweite Komponente des geordneten Paares. Statt [x;y]  schreibt man
auch (x;  y) oder auch (x, y).
Vom geordneten Paar [x;  j ] ist die Zweiermenge {x,  y} wohl zu unter-
scheiden. In der letzteren sind beide Elemente gleichberechtigt zu einer
Gesamtheit zusammengefaßt. Dabei gilt

{*,  y}  = {y, x}.

Zwei geordnete Paare [xi  ; y j  und [x2 ; y2 ]  sind genau dann gleich, wenn
Xi = x2 und j i  = y2 ist. Symbolisch:

| [* i ;  n l  = [x2 ; y2] :  fri = x2 ) A (h  = y2 ).

Gleiche geordnete Paare stimmen also komponentenweise überein.
Geordnete Paare können durchaus gleiche Komponenten haben, z.B.
[4; 4].
Das geordnete Tripel (3-Tupel) aus den Individuen x, y, z läßt sich
unter Verwendung des geordneten Paares erklären:

ix;  y ;  z]:  = [[x;  y];  z].

Die geordneten Tripel [X i j j i j z i ]  und [x2 ; y2 ; z2 ]  sind gleich genau
dann, wenn

[[*i  ; n ] ;  z x\ — [[*2  ; 2]; *2], also genau dann, wenn
[xi  ; j>i]  = [x2 ; y2 ]  und zt = z2 , also genau dann, wenn

Xi = x2 und y! = y2 und zt z2 .

Ist n 2, so definiert man allgemein für Individuen xx , . . . , x„ das
geordnete w-Tupel [Xi  ; . . . ; xZI] induktiv durch

[x i ;  . . . ; xn] :  = [[x!  ; x ] ;  xj.

Dabei ist unter dem 1-Tupel [xj das Individuum xx zu verstehen. Dann
läßt sich zeigen, daß «-Tupel gleich sind dann und nur dann, wenn sie
in den entsprechenden Komponenten übereinstimmen.



3.1. Begriff der Abbildung 71

Für n = 2 spricht man vom 2-Tupel (Dupel, Paar);

n = 3 : 3-Tupel (Tripel);

n = 4: 4-Tupel (Quadrupel);

n = 5 : 5-Tupel (Quintupel);

n = 6 : 6-Tupel (Sextupel) usw.

3.1.2. Produktmenge (kartesisches Produkt)

Definition

fl Es sei x e M und yeN.  Die Menge aller geordneten Paare [x;
I mit x e M und yeN wird Produktmenge (auch kartesisches Produkt,
I Kreuzprodukt, Kreuzmenge) aus den Mengen M und N genannt,
I im Zeichen : MxN (gelesen : M Kreuz N).
I Symbolisch: Mx  N: = {[x,  y];  x G M A y e N}.

Unter dem Produkt x M2 x . . . x Mn der Mengen Mi  , . . . , Mn mit
n 2 versteht man die Menge aller w-Tupel [x  t ; . . . ; xn] von Objekten
Xi  G M i  , x2 e M2 , . .. , xn G Mn.
Im allgemeinen ist Mx  N verschieden von NxM.

BEISPIEL

Es sei Af  = {2,4};2V  = {1,3,5}.
Dann ist

MxN = {[2;  1], [2; 3], [2; 5], [4; 1], [4; 3], [4; 5]}.

Nx M = {[1  ; 2], [1 ; 4], [3; 2], [3; 4], [5; 2], [5; 4]} rj

MxM = {[2;  2], [2; 4], [4; 2], [4; 4]}

NxN = {[1;  1], [1; 3], [1; 5], [3; 1], [3; 3], [3; 5], [5; 1], [5; 3],

Die Elemente dieser vier Produktmengen lassen sich als Punkte eines
ebenen Koordinatensystems darstellen. Für Mx N erhält man bei-
spielsweise:

* S1' ßtSjo 9 [4,5]

3- [2,3]»

1- [2;1]o »[i;!]
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Es sei P die Menge der reellen Zahlen. Dann läßt sich PxP (bzw.
PxPxP)  als Menge aller Punkte in einem ebenen (bzw. räumlichen)
kartesischen Koordinatensystem deuten.
Der Name „Produkt“ für M x TV ist u.a. insofern gerechtfertigt, als z.B.
das kartesische Produkt distributiv (und zwar rechtsseitig und links-
seitig) in bezug auf die Operationen Durchschnitt und Vereinigung ist.
Es gelten nämlich die Relationen

(M  n TV) x A = (Mx A) n (Nx A)

Ax(MnN)= (AxM)n(AxN)

(Mu N)xA = (MxA)u(NxA)

Ax(MuN)  = (AxM)u(AxN)

3.1.3. Abbildungen

Die Erläuterungen unter 3.1.1. und 3.1.2. sind nötig zur Definition des
Abbildungsbegriffs, der einer der wichtigsten Begriffe der Mathematik
überhaupt ist.

Definition

�v Unter einer Abbildung  aus einer Menge A in eine Menge B versteht
I man irgendeine Teilmenge F der Produktmenge A x B.
| Symbolisch: F ist eine Abbildung aus A in B*. &FQ AxB.

F ist demnach eine Menge geordneter Paare [x  ; y]  mit x e A und yeB.
Die Mengen A und B können auch gleich sein.
Ist [x;  y| e F, so ist es üblich zu sagen, daß durch Fdem Element x das
Element y zu eordnet wird.
Als Bezeichnungen für Abbildungen verwendet man die Zeichen
F, G, . . . , / , g, . . . , gegebenenfalls mit Indizes.

BEISPIELE

1. A sei die Menge aller Männer, B die Menge aller Frauen. Durch F
soll jedem Mann seine Ehefrau zugeordnet werden. Offensichtlich
ist F <= A x B.

2. Es sei A = B die Menge der reellen Zahlen. Durch F soll jedem x e A
das um 2 verminderte Dreifache von x zugeordnet werden. Dann gilt
[x;  3x - 2] e F <= A x B, da jeder reellen Zahl genau der Wert zu-
geordnet ist, den der Term 3x — 2 bei Belegung von x mit der
betreffenden reellen Zahl annimmt.

3. Es sei A die Menge der sporttreibenden Menschen, B die Menge der
Sportarten. Durch F sollen jedem Menschen die von ihm betriebenen
Sportarten zugeordnet werden.

4. Es sei A• = B die Menge der reellen Zahlen und [x;  x2] e F. Dann ist
F c: A x B,
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Ist Feine Abbildung aus A in B und [x;  j>]  e F, so wird y ein Bild von x
und x ein Urbild von y genannt.
Die Menge aller x e A, für die ein y e B existiert derart, daß [x;  j ]  G F,
heißt Definitionsbereich (Argumentbereich, Urbildbereich, Vorbereich)
von F; in Zeichen: Db(F).
In Beispiel 1. ist Db(F) die Menge aller verheirateten Männer;
bei 2. ist Db(F) die Menge der reellen Zahlen;
bei 3. ist Db(F) = A \
bei 4. ist Db(F) = A.
Die Menge aller y e F, für die ein x e A existiert derart, daß [x;  j ]  e F,
heißt Wertebereich (Bildbereich, Nachbereich, Wertevorrat) von F; in
Zeichen: Wb(F).
In Beispiel 1. ist Wb(F) die Menge der verheirateten Frauen ;
bei 2. ist Wb(F) die Menge der reellen Zahlen;
bei 3. ist Wb(F) = F ;
bei 4. ist Wt)(F) die Menge aller nichtnegativeh reellen Zahlen, weil
x2 0 für alle x.
Die Menge aller Bilder y eines Elementes x G A heißt das volle Bild
von x bei F(vgl. Beispiel 3., denn ein Mensch kann mehrere Sportarten
betreiben).
Die Menge aller Urbilder x von y e B heißt das volle Urbild von y bei F
(in Beispiel 3. gibt es nicht nur einen Menschen, der Schwimmsport
betreibt).
Abbildungen Fx und F2 sind gleich genau dann, wenn für jedes x das
volle Bild von x bei Fi  dem vollen Bild von x bei F2 gleich ist.
Der Begriff der Abbildung stellt an das Abstraktionsvermögen wegen
seiner Allgemeinheit hohe Anforderungen. Die nachstehende Zeich-
nung erleichtert das Verständnis der eingeführteri Begriffe.

X
u

DbfFJ

Rechteck (Seiten A und F) als Veranschaulichung von A x B
Schraffierte Fläche soll F darstellen
xeA;yeB
b ist das volle Bild von x ; u ist das volle Urbild von y
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Der Definitionsbereich (bzw. Wertebereich) einer Abbildung F aus A
in B ist eine Teilmenge von A (bzw. von B). Es gibt aber auch Ab-
bildungen, bei denen Db(F) = A bzw. Wb(F) = B gilt. Die möglichen
Fälle und ihre Bezeichnungen sind in der folgenden Übersicht zusam-
mengestellt.

B

A in auf

aus Db(F) A
Wb(F) B

Db(F) £ A
NWJF) = B

von Db(F) = A
Wb(F) B

Db(70 = A
= B

Ist z. B. F eine Abbildung von A in B, so ist
Db(F) = A und Wb(F) E B. Die Veran-
schaulichung kann durch ein Pfeildiagramm
erfolgen.

'U
>v

X

A <

b*
. c-

3.2. Inverse Abbildungen

Unter der zu F inversen Abbildung (Umkehrabbildung) F“1 versteht
man die Menge aller geordneten Paare fr;  x] mit [x; j ] 'eF. (F-1 ist
nicht etwa als Potenz aufzufassen !)
Wenn Feine Abbildung aus A in B ist, so ist die inverse Abbildung F"1

eine Abbildung aus B in A.
Es gilt:  Db(F-1 ) = Wb(F), Wb(F"1) = Db(F)
Die inverse Abbildung der inversen Abbildung ist die ursprüngliche
Abbildung: (F-1 ) “ 1 = F.

BEISPIELE

1. ,4=  {5,6,8}; B = {5, 2, 9}
Essei F=  {[5;  2], [5; 9], [8; 2]} <= AxB
Dann ist F“1 = {[2;  5], [9; 5], [2; 8]}

Db(F) = Wb(F“1) = .{5, 8}
Wb(F) = Db(F-1 ) = {2, 9}

2. A = {a,b9 c}; B = {d9 e9 f }
Essei F=  {[a;e] 9 [b;  e], [c;d]}
Dann ist F “1 = {[e;  a], [e; b]9 [d;  c]}
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3. = {4,7,8}; B={a ,b ,c }
Es sei F = {[4;  a], [7; c], (8; £>]}
Dann ist F~* = {[«;  4], [c; 7], [Z>; 8]}

3.3. Funktionell

3.3.1. Begriff  der Funktion

Eine Abbildung Faus A in B heißt eindeutig, wenn durch F jedem x e A
höchstens ein Bild y E B zugeordnet wird.
Fist eindeutig also genau dann, wenn gilt:

Wenn [x; ] cF  und [x ;y2] e so j i=y 2 .

Ist x E Db(F), so wird bei einer eindeutigen Abbildung F jedem x genau
ein y zugeordnet, das Wert von x bei F genannt wird. Seit EULER
bezeichnet man es mit F(x).

| Jede eindeutige Abbildung wird Funktion genannt.

Funktionen bezeichnet man im allgemeinen mit kleinen lateinischen
Buchstaben.
Es ist üblich, eine Funktion f auch als Menge geordneter Paare [x ;y |
zu erklären, wobei jedem x e Db(f) genau ein y E Wb(f) zugeordnet
ist.
Eine Abbildung, die nicht eindeutig ist, wird mehrdeutig genannt.

*  .
BEISPIELE

Sind die folgenden Mengen geordneter Paare Funktionen?

1. {[4;  2], [6; 3], [8; 4], [10; 5]}
2. {[4;  2], [6; 2], [6; 1]}

Die Menge 1. ist eine Funktion, weil den Elementen des Definitions-
bereichs {4, 6, 8, 10} jeweils genau eine Zahl zugeordnet ist.
Dagegen ist die unter 2. genannte Menge keine Funktion, da der Zahl 6
sowohl die Zahl 2 als auch die Zahl 1 zugeordnet ist.

Ist [x ;y]  Ef, so schreibt man auch [x;/(x)] oder y = /(x) (gelesen:
y gleich f von x;  f(x) wird der Funktionswert von f an der Stelle x
genannt; x heißt Argument der Funktion f). In älteren Darstellungen
wird x vielfach unabhängige Veränderliche genannt, während y als
abhängige Veränderliche bezeichnet wird.

BEISPIEL

Es sei die Funktion f durch die Gleichung y = f(x) = 1 - x2

gegeben. Zu berechnen sind die Funktionswerte /(— 2), /(0),/(2).
/(— 2) = 1 - (— 2)2 = 1 - 4 = -3
/(0) = 1 - 02 = 1
/(2) = 1 - 22 = -3
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Beachte:
Die verwendete Schreibweise hat den Vorteil, daß sofort ersichtlich
ist, für welches Argument der Funktionswert angegeben wird.

Der Einteilung der Abbildungen in 3.1.3. entsprechend, unterscheidet
man Funktionen

aus A in B;  von A in B\ aus ?! auf B und von Ä auf B.

Für Funktionen /von A in B hat sich die Schreibweise
/: A -> B

eingebürgert,

| Zwei Funktionen A und / 2 von A in B sind gleich genau dann, wenn
I für alle x gilt  :
| Wenn x e A, So / x(x) = / 2(x).

BEISPIELE
x

Es sind weder die Funktionen yr = /i(x) = - und y2 = AM — 1
x

noch die Funktionen y3 = AM = x° und y4 = / 4(x) = 1 gleich,
da yi und y3 für x = 0 nicht erklärt sind.

Beachte:
1. Bei der Formulierung eines funktionalen Zusammenhangs ist auf

sprachliche Korrektheit zu achten. „Dem Argument x x ist der
. Funktionswert /(x x) zugeordnet.“ und „Durch eindeutige Zuordnung

der Funktionswerte fix) zu den Argumenten x entstehen,geordnete
Paare [x;  /(%)].“ sind mögliche Redeweisen.

2. Indem Funktionen als spezielle Abbildungen definiert werden, ordnet
man den Funktionsbegriff in größere Zusammenhänge ein.

3. Es ist zweckmäßig, für Funktionen die Eindeutigkeit der Zuordnung
zu fordern mit Rücksicht auf gewisse Begriffe, die mit dem Funk-
tionsbegriff in Zusammenhang stehen [z. B. Grenzwert einer Funktion
(vgl. 17,2. und 17.3.), Ableitung einer Funktion (vgl. 18.1.)].

4. Der Sprachgebrauch ist in der Mathematik nicht einheitlich. Mit-
unter werden in der Literatur Abbildungen als Korrespondenzen
bezeichnet. Die eindeutigen Korrespondenzen werden dann Ab-
bildungen (Funktionen) genannt.
Oder es wird „Abbildung“ im Sinn von „Funktion“ gebraucht und
von mehrdeutigen Funktionen gesprochen, wenn es sich um Ab-
bildungen im oben dargelegten Sinne handelt.

3.3.2. Eineindeutige Funktionen

Definition

�v Eine Funktion / aus A in B heißt eindeutig"  umkehrbare Funktion
I (eineindeutige Funktion) genau dann, wenn gilt:
| / ist Teilmenge von A x B, und sowohl / als auch / “ 1 sind eindeutig.
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BEISPIELE

1. y• = x2 (x 0) ist eine eineindeutige Funktion, da jedem x 0
genau ein y und jedem y 0 genau ein x zugeordnet ist.

2. Im 3. Beispiel aus 3.2. liegt eine eineindeutige Funktion vor, denn
F = f ist Teilmenge von A x B und f und / -1 sind eindeutig.

3. Es sei A = B = {«, v, w}  und f = {[«;  v\, [i>;  w], [w;  w]}.  Es ist /eine
eineindeutige Funktion von A auf sich.

3.3.3. Zueinander inverse Funktionen

I Ist / eine eineindeutige Funktion mit Db(/) = A und Wb(/) = B,
I so versteht man unter der Umkehrfunktion  (inverse Funktion)
�v / -1 von / die Menge der geordneten Paare [j>;  x], für die [x;  j ]  e f
| güt.

Es ist Db(/-1 ) = B und WbC/"1) = A.
[yj  *]  e / -1 also genau dann, wenn [x;  j ]  e f.
Wie jede Abbildung, so hat auch jede Funktion (eindeutige Abbildung)
eine inverse Abbildung, die aber nicht wieder eine Funktion sein muß.
s
BEISPIELE

1. Die Funktion mit der Gleichung y = x2 (x reell) ist eindeutig, aber
nicht eineindeutig. Deswegen ist die inverse Abbildung zu y = x2

keine Funktion. Die geordneten Paare [ -2 ;  4] und [+2 ;  4] sind z.B.
Elemente von f. Dann sind [4; -2 ]  und [4; +2 ]  Elemente von / -1 .
Da 4 sowohl +2 als auch —2 zugeordnet werden kann, ist / -1 keine
eindeutige Abbildung.

2. Die Funktion y = x2 (x 0) aus 3.3.2. dagegen ist eine eindeutig
umkehrbare Funktion.

3. Es sind alle linearen Funktionen anzugeben, die die Bedingung
f = / -1 erfüllen.
Offensichtlich gilt / = f '  1

a) für die Identitätsfunktion y — x (vgl. Abschn. 14.),
b) für die Funktionen y = — x + n.
Die Punkte [x;y] und [y;  x] liegen nämlich axialsymmetrisch zur
Geraden mit der Gleichung y = x (vgl. 15.2.2.3.). Das aber trifft
für alle geordneten Paare [x;  x]  bzw. [x; — x + ri\ zu.

3.4. Verkettung von Abbildungen

�v Es sei F eine Abbildung aus A in B und G eine Abbildung aus B in C.
I Dann ist unter der Verkettung (Hintereinanderausführung) G o F
I (gelesen : G verkettet mit F) die Abbildung aus A in C zu verstehen,
�v die alle geordneten Paare [x;  z] enthält, für die gilt:
| Es existiert ein y e B derart, daß [x;  j ]  G F und [y;z]e  G.
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