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Geleitwort

Die Lehrprogramme fiir das Lehrgebiet Physik an den Ingenieurschulen der Deutschen
Demokratischen Repubhk sehen als unerlaBlichen Bestandteil des Physikunterrichts
die Durchfiihrung eines physikalischen Praktikums vor.

Im Praktikum lernen die Studenten, das im Unterricht erworbene Wissen komplex
anzuwenden und die Erkenntnisse der verschiedenen Teilgebiete der Physik zu ver-
binden. Hier wird ihr physikalisches Verstdndnis vertieft und gefestigt. Die selb-
standige Arbeit im Praktikum verlangt vom Studenten griindliches Durcharbeiten
und Aneignen des Stoffes. Der Student gewinnt dariiber hinaus Einblick in physi-
kalische Untersuchungsmethoden und meftechnische Verfahren; er erwirbt experi-
mentelles Geschick und bereitet sich auf die nachfolgenden Praktika in den tech-
nischen Lehrgebieten sowie auf seine Té#tigkeit in der beruflichen Praxis vor.

Die vorliegende Auflage des seit Jahren bewidhrten Lehrbuchs zeichnet sich durch
konsequente Verwendung der SI-Einheiten aus. Es wird den Studenten der In-
genieurschulen eine gute Hilfe beim Studium sein. Doch kann das Buch auch
Studenten anderer Blldungsemrlchtungen sowie Lehrern an den allgemeinbildenden
Schulen niitzlich sein.

Wir wiinschen den Benutzern des Buches viel Erfolg bei der Durchfiithrung ihres
Praktikums.

Institut fiir Fachschulwesen
der Deutschen Demokratischen Republik
Karl-Marx-Stadt
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Das Buch enthilt neben einer allgemeinen Aufgabenstellung eine Einfiihrung in die
Fehlerrechnung und 62 Versuchsanleitungen mit zahlreichen Abbildungen der Ver-
suchsanordnungen. Auf die in fritheren Auflagen im Anhang beigefiigten Tabellen
wurde verzichtet, da diese auch in zahlreichen anderen Werken enthalten sind.
{Wir empfehlen das im gleichen Verlag erschienene Buch ,,Physik - Gleichungen und
Tabellen von D. MENDE und G. SimMoN.) Die Auswahl der Versuche wurde er-
weitert ; verschiedene Versuche zum gleichen Problemkreis wurden zu jeweils einem
Versuch mit mehreren meftechnischen Varianten zusammengefa8t. Dadurch konnten
zahlreiche Versuche hauptsichlich zur Halbleitertechnik und Optik neu aufge-
nommen werden. Damit wird dem unterschiedlichen Umfang Rechnung getragen,
den das physikalische Praktikum in den einzelnen Grundstudienrichtungen an den
Ingenieur- und Fachschulen einnimmt, und dariiber hinaus die Verwendung an
weiterfithrenden Bildungseinrichtungen erméglicht.

Fiir die kritische Durchsicht des Manuskripts und ihre konstruktiven Hinweise
danken wir den Herren Dipl.-Phys. PerErR LEIssNER, Leipzig, und Dipl.-Phys.
GoNTER S1MON, Apolda. Den Betrieben VEB Carl Zeiss Jena, VEB Polytechnik Karl-
Marx-Stadt, MLW Priifgerdtewerk Medingen VEB, Sitz Freital, und VEB Waagen-
fabrik Oschatz sei fiir die Uberlassung von Bildern gedankt.

Verfasser und Verlag
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l. Aufgaben des physikalischen Praktikums

Das physikalische Praktikum ist an allen Lehranstalten untrennbarer Bestandteil der
Ausbildiing im Fach Physik geworden. Hier erhilt der Studierende die Méglichkeit,
das im Unterricht oder in der Vorlesung Gelernte anzuwenden und sein Wissen zu
festigen und zu vertiefen. Das physikalische Praktikum ist gleichzeitig eine gute
Vorbereitung auf die Praktika in technischen Fachern und auf die Titigkeit in
Labors, in Betrieben oder Instituten; denn allen naturwissenschaftlich-technischen
Messungen liegen physikalische MeBverfahren zugrunde.

Die Losung der Praktikumsaufgaben erfordert vielfach das gleichzeitige Beachten
von GesetzmaiBigkeiten aus verschiedenen Teilgebieten der Physik. Der Student er-
arbeitet sich dadurch. einen besseren Uberblick und erkennt die dialektischen Zu-
sammenhéinge der physikalischen Erscheinungen. Er gewinnt so dauerhaftere Kennt-
nisse von den Vorgingen, als das bei der vorwiegend theoretischen Aneignung des
Wissens der Fall sein kann. Das physikalische Praktikum trigt in hohem MaBe dazn
bei, daB die Studierenden gut fundierte, anwendungsbereite Kenntnisse erlangen
und dafl ihr materialistisches Weltbild gefestigt wird.

Die physikalischen Ubungen wecken in vielen Fillen das Interesse an einem einge-
henderen Studium physikalischer Zusammenhénge. Sie férdern die Fihigkeiten der
Studenten bzw. der Schiiler im Umgang mit empfindlichen Apparaturen und elek-
trischen Mefigerdten.

Indem der Student dazu angehalten wird, alle Messungen mit der erforderlichen
Sorgfalt auszufiihren und die MeBergebnisse mit Hilfe der Fehlerrechnung kritisch
auszuwerten, lernt er die Methoden der experimentellen Forschung kennen. Gleich-
zeitig wird er sowohl vor einer Uberschitzung als auch einer Unterbewertung der
Genauigkeit seiner Messungen bewahrt.

Es kommt im physikalischen Praktikum nicht darauf an, moglichst viele verschiedene
Versuche durchfiithren zu lassen. Es soll vielmehr erreicht werden, daB der Studierende
anhand einer sorgfiltigen Auswahl von Versuchen die Methoden der experimentellen
Untersuchung physikalischer Zusammenhinge so kennenlernt, dall er spiter selb-
stindig Untersuchungen auf dhnlichen Gebeiten anstellen kann.
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So wie bei jeder wissenschaftlichen Untersuchung miissen auch im physikalischen
Praktikum die gemessenen Werte sorgfaltig registriert werden. Das iiber jeden Ver-
such anzufertigende Protokoll soll alle MeBwerte und Rechnungen in iibersichtlicher
Form enthalten. Die grafische Darstellung der MeBergebnisse erleichtert in vielen
Fillen ihre Auswertung, d. h. das Erkennen der funktionalen Zusammenhinge. Im
Protokoll sind die verwendeten Geriite und die besonderen Versuchshedingungen so
zu beschreiben, dai auch noch zu einem spateren Zeitpunkt eine Auswertung der
Messungen moghch ist.

Fiir den Erfolg des Praktikums ist die Vorbercitung des Studierenden auf die Losung
der ihm gestellten Aufgaben von entscheidender Bedeutung. Bevor mit der experi-
mentellen Arbeit begonnen werden darf, miissen die theoretischen Grundlagen und
das Ziel des Versuches bekannt sein. Der Student soll sich selbstandig diese Voraus-
setzungen schaffen. Das vorliegende Buch enthalt zu den einzelnen Versuchen die
wichtigsten Grundlagen. Zur Beantwortung zusitzlich gestellter Fragen werden diese
Angaben jedoch vielfach nicht ausreichen, so dafl der Studierende noch andere Lehr-
biicher bzw. seine Aufzeichnungen verwenden muB. Nur wenn der Student sich
sorgfiltig auf jeden Versuch vorbereitet, kann das physikalische Praktikum so wert-
voll fiir die Ausbildung unserer Jugend sein, wie es hier geschildert wurde.

12



2 e Einfiithrung in die Fehlerrechnung

2.1. Definition des Fehlers

MiBt man eine physikalische Griofle, so stimmt aus verschiedenen Griinden der MeB-
wert nicht vollkommen mit dem wahren Wert der GroBe iiberein. Obwohl der wahre
Wert in den meisten Fillen unbekannt ist, soll zundchst angenommen werden, daf
dieser Sollwert bekannt sei. Die einzelnen MefBwerte weichen von diesem Sollwert ab;
sie sind mit einem Fehler behaftet. Dieser wird wie folgt definiert:

Fehler = Istanzeige minus Sollanzeige

oder auch Fehler = MeBwert minus wahrer Wert der MeBgrsfe
dx =z — Trs (])
Der Fehler ist also positiv, wenn der MeBwert zu grof} ausgefallen ist (x > g); er ist

negativ, wenn der MeBwert zu klein ist (z < xg).

2.2, Arten der Fehler

Es ist zwischen systematischen und zufilligen Fehlern zu unterscheiden.
Wihrend systematische Fehler ihre Ursache meist in Unvollkommenheiten der MeB-
gerite haben, werden zufillige Fehler hidufig vom Beobachter verursacht.

2.2.1.  Systematische Fehler

Systematische Fehler treten bei gleichen MeBbedingungen immer in gleicher GréBe
und mit gleichem Vorzeichen auf. Sie haben ihre Ursache in der Unvollkommenheit
der Melgeriite, der MeBverfahren oder derMafverkérperungen (z. B. der Wagestiicke).
Systematische Fehler ergeben sich, wenn Lingen mit einem zu kurzen MaBstah

13



gemessen werden, wenn Wigestiicke zu leicht sind oder Stromstérkemesser eine un-
genau geeichte Skale haben. Jedem Meligerit ist ein gewisser systematischer Fehler
eigen, der bei Prizisionsinstrumenten sehr klein gehalten wird. Die obere Grenze des
systematischen Fehlers (Fehlergrenze) wird auf MeBgeriten zuweilen vermerkt, z. B.
bei Thermometern (0,1 K, 0,5 K usw.).

Auf den elektrischen MeBinstrumenten ist das Klassenzeichen angegeben (0,2; 0,5;
1,0; 1,5 oder 2,5). Daraus kann die Fehlergrenze berechnet werden. So bedeutet z. B.
1,5: Die Fehlergrenze betrigt 1,5%, vom Endausschlag des Instrumentes. Handelt es
sich in unserem Beispiel um einen Spannungsmesser mit einem Endausschlag von
250 V, ist die Fehlergrenze mit 3,75 V anzusetzen.

Sind iiber die Fehlergrenzen keine Angaben gemacht, dann kann im allgemeinen
1 Skalenteil als MeBunsicherheit angesehen werden. \_
Vor Beginn eines Versuches sollte man sich iiber die Betrige der zu erwartenden
systematischen Fehler der einzelnen Gréfien klar werden, die von verschiedener
GréBenordnung sein kénnen. Es hat aber keinen Zweck, die relativen Fehler (vgl. 2.4.)
der ungenauesten meBbaren GréBe bei den anderen MeBgroBen wesentlich zu unter-
schreiten. Wenn etwa eine Temperaturdifferenz mit einem Fehler von 29, meBbar ist,
80 ware es unniitzer Aufwand, wollte man eine gleichzeitig erforderliche Langen-
messung mit einer MeBunsicherheit von vielleicht nur 0,001%, durchfiihren.

Durch Uberpriifung des MeBverfahrens bzw. Einsatz genauerer MeBinstrumente
kann der systematische Fehler klein gehalten werden.

2.2.2.  Znufillige Fehler

Fiihrt man eine Messung (Liingen- oder Zeitmessung, Wigung usw.) unter gleichen
Bedingungen mehrmals durch, so wird man selten immer das gleiche Ergebnis er-
halten. Die Resultate werden voneinander abweichen. Sie strenen um den wahren
Wert der gemessenen GréBe. Zufillige Fehler werden hervorgerufen von meBtechnisch
nicht zu erfassenden und nicht zu beeinflussenden Anderungen der MaBverkorpe-
rungen, der MeBgeriite, des MeSgegenstandes und der Umwelt sowie durch den
Beobachter.

2.3. . Rechnerisehe )Erfassu:ng“der zufiilligen Fehler

Um den Einfluf} zéff&l};éef‘{-]‘?‘e&qu;‘négﬁchst gering zu halten, nimmt man eine Mef-
rethe auf m%dbifdet: aus-den einzelnen MeBwerten z; das arithmetische Mittel. Sind

z (21,23 ..,

die eiﬂzelnépq--MeBwérte, so gilt fiir den Mittelwert %

( Ag

; 1 '
Cx y (x1+ Ty _+ Z3 + e 4 3,)
1 x

T =

14



Da der wahre Wert der MefBgréfe nur in den seltensten Fallen bekannt ist, setzt man
an seiner Stelle den so gewonnenen Mittelwert Z in (1) ein. Damit erhdlt man als
absoluten Fehler Ax;

Ax,-:a:;—?c' (?:21, 2, 3,...,7@) (1&)

Bildet man die Summe aller Fehler

so folgt, da nach (2)

nxT = 3, i,
o (3)

Z Ax,- =0

i=1
Die Summe aller absoluten Fehler vst Null. Dabei sind selbstverstandlich die Vorzei-
chen bei der Summenbildung zu beriicksichtigen. Die Erfiillung der Gleichung (3)
kann als Rechenkontrolle sowohl fiir die Richtigkeit des Mittelwertes als auch der
berechneten Fehler dienen.
Als Standardabweichung s definiert man

3 (e
s= ) St )

Fiir eine sehr grofle Anzahl von Messungen liegt ein einzelner MeBwert z; der MeBreihe
mit einer Wahrscheinlichkeit

P =683% zwischen ZT— s und %+ s,
P =954%, zwischen T — 2s und % + 2s,
P =99,7% azwischen T — 3s und Z + 3s.

Als Vertrauensbereich § des Muttelwertes (auch .als.nittlerer Fehler des. Mittelwertes
bezeichnet) gilt A i on et ’

_ 8 iél (Axi)2
R Ty 5)
xT=F+F (6)

heillen obere bzw. untere Vertrauensgrenze. e .

(6) und (6) gelten wieder fiir eine statistische Sicherheit von 68,39, Mit dieser Sicher-
heit ist der wahre Wert der MeBgroBe zwischen den beiden Vertrauensgrenzen zu
erwarten. ‘
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Uberlegen Sie sich, wie (5) und (6) verindert werden miissen, wenn eine hohere
statistische Sicherheit gefordert wird!
Die Auswertung der MeBreihe nimmt man zweckmiflig in Form einer Tabelle vor:

1 2 3 4
Ax,»
v ; (da;)?
+ —_
1 10,2 0,06 0,0036
2 10,3 0,04 0,001 6
3 10,3 0,04 0,0016
4 10,4 0,14 0,0196
5 10,1 0,16 0,0256
6 10,2 0,06 0,003 6
7 10,3 0,04 0,001 6
§ 10,1 0,16 0,0256
9 104 | 0,14 0,0196
10 10,3 0,04 0,0016
10,26 044 | 0,44 0,1040
10 10
—F | SAg=0 | ¥ (dup
i=1 i=1

Nach (4) ist

8§ = 1/0’1840 = }0,0116
s = 0,108

Aus (5) ergibt sich

= 0’183‘ 0 = 10,0012

3 = 0,035

Das Ergebnis dieser Mefireihe wire also nach (6)
x = 10,26 4 0,04

Es wurde 0,0;35 auf 0,04 aufgerundet. Der Fehler wird in der Regel mit einer zéhlenden Stelle
angegeben. Falls  mit groBerer Stellenzahl als § vorliegt, so ist auf die Stellenzahl von 3 zu
runden. '

Ein Ergebnis ist um so zuverlissiger, je mehr Einzelmessungen dem Mittelwert zu-
grunde liegen. Eine sehr hohe Anzahl von Messungen ist jedoch auch nicht sinnvoll,
da 5 nur sehr langsam kleiner wird. Es ist immer zweckméBiger, eine geringere An-
zahl Messungen sorgfiltig als eine grofie Zahl oberflichlich auszufiihren.
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2.4, Absoluter und relativer Fehler

Der absolute Fehler, von dem bisher gesprochen wurde, gibt noch keinen Aufschluf}
iiber die Giite einer Messung. Diese kann erst beurteilt werden, wenn man die Grée
des Fehlers in Beziehung zur Grélle des Meliwertes setzt. Man fiihrt deshalb den
relativen Fehler f ein. Es wird der Absolutfehler auf den wahren Wert der zu messenden
Grofle bezogen. Da dieser aber in den seltensten Fillen bekannt ist, kann man an
seiner Stelle auch den Mittelwert T oder auch einen MeBwert nehmen, da diese
drei Werte nicht wesentlich voneinander abweichen sollten. Man definiert als relativen
Fehler f den Quotienten

Az
I= < (7)

Der relative Fehler ist eine reine Zahl, die auch in Prozenten angegeben werden
kann.
Fir das Beispiel erhalt man als relativen Fehler nach (7) mit Ax — §

0,04

Auch dieses Ergebnis wird man zweckmiBig auf 0,004 aufrunden:

f = 0,004 = 0,49,

2.5. Fehlerahschitzung

Oft kann die gesuchte physikalsche GréBe nicht unmittelbar gemessen werden,
sondern ist aus anderen, unmittelbar meBbaren GréBen zu berechnen. Die MeBfehler
der EingangsgroBen beeinflussen das Ergebnis. Es soll nun untersucht werden, wie
sich die MeBfehler der EingangsgriBen auf das Ergebnis auswirken. Dabei ist noch
zu bedenken, daB nicht fiir alle MeBgrofen MeBreihen aufgenommen werden kénnen.
Man muB sich dann mit einem MeBwert begniigen und den Fehler anhand des ver-
wendeten Mellgerdtes (z. B. Amperemeter, Thermometer) abschdtzen.

Im folgenden sollen die MeBwerte mit z, ¥, 4, v, w und die zugehdrigen MeBfehler
(gleichgiiltig, ob geschitzt oder aus Fehlerrechnung) mit Az, Ay, ... bezeichnet
werden. Die zu errechnende GréBe wird mit z, ihr Fehler mit Az bezeichnet.

Es ist denkbar, daB die Fehler sich gegenseitig z.T. ausgleichen. Wird z. B. eine
Durchschnittsgeschwindigkeit nach der Gleichung » = s/t berechnet, wobei sowohl s
als auch ¢ zu groB gemessen wurden, dann gleichen sich die MeBfehler z.T. gegen-
seitig aus, da ein zu grol gemessener Weg s die Geschwindigkeit » zu groB, eine zu
grol} gemessene Zeit ¢ die Geschwindigkeit v zu klein erscheinen 1aBt. Die Fehler
wirken auch gegeneinander, wenn s und ¢ zu klein gemessen werden. v wird mit dem
grolten Fehler behaftet sein, wenn eine der beiden EingangsgroBen zu grof, die
andere zu klein ausgefallen ist. Bei den folgenden Fehlerabschatzungen fiir einige
hiufig vorkommende Funktionen interessiert der GroBtfehler, mit dem das Ergebnis
(im ungiinstigsten Falle) behaftet sein kann infolge der fehlerbehafteten Eingangs-
werte.

2 Kretschmar, Physikalisches Praktikum 17



2.0.1.  Fehlerabhschiitzung ohne Differentialrechnung
Folgende Funktionen sollen untersucht werden:

2.6.1.1. Die Summez =x + y

Die Eingangswerte z und ¥ sind mit den Fehlern Adx und Ay behaftet. Es interessiert
die Auswirkung auf das Ergebnis 2, also der Fehler Az. Man erhilt

24+ Az=x+ Ar +y+ Ay
Subtrahiert man die Gleichung z = x -+ y, so bleibt
+A4z = Az + Ay

Es ist leicht zu erkennen, dall Az den groBten Wert annimmt, wenn Az und Ay
gleiche Vorzeichen haben, wenn sich die Betriige der beiden Fehler also addieren.
Fiir den mdéglichen Griftfehler ergibt sich daher

42| = |dz| + |4y (8)

Der Absolutfehier einer Summe ist gleich der Summe der Betriige der Abso-
lutfehler der einzelnen Summanden.

2.5.1.2. Die Differenzz =2 — y

Fiihrt man die entsprechende Rechnung wie fiir eine Summe durch, so erhilt man
+A4z = + Az T Ay

Der GroBtfehler tritt hier auf, wenn Ax und Ay verschiedene Vorzeichen haben. Dann

gilt :
42| = |da] + 4y} ®)

wie fiir eilne Summe.
Der obige Satz fiir eine Summe kann daher erweitert werden:

Der Absolutfehler einer algebraischen Summe ist gleich der Summe der
Betriige der Absolutfehler der einzelnen Summanden.

2.5.1.3. Das Produkt z = xy

Die MeBergebnisse 2 + 4z und y -+ Ay werden eingesetzt:

2 Az = (x £ 42) (y & dy)
2 4 dz = xy + xdy + yAx 4 AxAy

Beachtet man, daBl z = zy und daB das Produkt Ax4y so Kklein ist, daB es vernach-
lassigt werden kann, so bleibt

+ 4z = dxdy 4 ydx
18



i a5 L e et s,

Dividiert man die linke Seite der Gleichung durch z und die rechte Seite durch
2y (z = xy!), so erhilt man

4 4 A
z x Yy

Der GroGtfehler des Produktes tritt auf, wenn A und dy gleiche Vorzeichen haben.
Daher gilt

Az
z

Ax

x

+ |2 - )
Y

Der Relativiehler eines Produktes ist gleich der Summe der Betrige der
Relativiehler der einzelnen Faktoren,

2.6.14. Die Potenz z = x*
Setzt man in (9) x = y, so erhalt man

Az Az

b4 €T

=9 (10)

Der Relativiehler eines Quadrates ist gleich dem doppelten Relativiehler der
Basis.

Uberlegen Sie sich selbst, wie gro8 der Relativiehler einer 3., 4., ..., n-ten Potenz ist!

2.5.1.5. Der Quotient z = x/y
Setzt man die MeBwerte ein, so erhilt man

x4 Az
y+4dy

Erweitert man diesen Bruch mit y F Ay, so folgt

2o A &L ) (y F Ay)
- (y + 4dy) (y F 4y)

xy + yAx F ady — AzxAy
24 Az =
y* — (dyy?

Vernachlissigt man wieder die Quadrate und Produkte kleiner GroBen, so bleibt

24 4z =

zi_Az___xy:l:yAx$xAy

Y2

x Az _xdy
zj:Az:-—i—_— —
Yy y_Tryz

2% 19




Beachtet man z = zfy und dividiert dann die linke Seite der Gleichung durch z,
die rechte durch z/y, dann erhilt man

Az dx _ 4
+= =3 F
Z x Y

Der Relativiehler erhilt hier offenbar seinen gréfiten Wert, wenn Ax und Ay ent-
gegengesetzte Vorzeichen haben. Dann ist

Az
z

Ax Ay
_ 11
” (11)

+

r

Der Relativiehler eines Quotienten ist gleich der Summe der Betrige der
Relativiehler von Dividend und Divisor.

Uberlegen Sie sich, wie grof der Relativfehler fiir die Funktion

ist !

2.8.1.6. Die Funktion z = sin «

Mit den MeBwerten ist
2z + Az == sin (z 4 Ax)

Fiir die rechte Seite der Gleichung wird ein Additionstheorem verwendet. Dann ist
z + dz = sin x cos Az {- cos x sin Ax

Da Ax klein ist, unterscheidet sich cos Ax nicht wesentlich von 1, und sin 4z kann
durch Adx ersetzt werden. Dann wird

24+ Az =sinx + Ax cosx
Da z = sin z ist, folgt

+4z = JAxcosx
oder _
[dz| = {4z cos 2| (12)

2.5.1.7. Die Funktion z = cos x
Die entsprechende Rechnung liefert
2 4 Az = cos (x £ Ax)
z 4 Az = cos x cos Ax T sin x sin Ax
24 Az =cosx F Axsinx
+ 4z = FAxsinx
[dz] = |Ax sin x| - (13)
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2.6.1.8. Die Funktion z = tan z

Es ist
z + 4z = tan (x 4 Ax)

Nach dem Additionstheorem fiir die Tangensfunktion erhdlt man

tan x 4- tan Ax

w4z = 1 *F tan x tan Ax

Fiir kleine Werte Ax kann tan A4x durch Ax ersetzt werden:

tan x + Ax

ziAz:liFAxtanx

Erweitert man den Ausdruck auf der rechten Seite mit 1 4 Ax tan z, so folgt

tan x + Az + Az tan? x + (dz)? tan x

Pk = 1 — {(4x)? tan? x

Die Quadrate kleiner Gréfien werden vernachlissigt :
z 4 dz = tanx + dw 4 Ax tan®x
+ dz = +Az(1 + tan? z)
Beachtet man schlielich
1 4 tan?zx = 1/cos? z,
so erhilt man

Ax
cos® x

|dz| = (14)

2.6.1.9. Die Funktion z = cot x
Die Rechnung verliuft analog der in 2.5.1.8.:
z 4+ Az = cot (x + Ax)

Additionstheorem:

cot x cot Ax F 1

24 Az =
+ Az cot Ax - cot &

Fiir kleine Werte Az wird cot Ax ersetzt durch i

Az’
cot x
Ax T cot z F Ax
z:!:Az= E
—l—:j:cot 1 + Ax cot
Ax ¥
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Erweitern mit 1 F Ax cot x:

cot x F Adx + Az cot? x +- (dx)* cot x
1 — (Ax)? cot? z

2+ Az =

Vernachlissigen der Quadrate kleiner Gréflen:

2 4+ Az = cot x T Axw & Adx cot? x
+ Az = FAx(l + cot?z)
+ Az = FAx/sin?z

Ax

gin? gz

(15)

Az} =

2.5.2.  Fehlerabschitzung mit Differentialrechnung

Wie schon im vorigen Abschnitt mehrfach erwiahnt wurde, sind die MefBfehler all-
gemein klein gegeniiber den gemessenen Gréflen. Man kann daher in der Fehler-
abschitzung die Fehler nidherungsweise durch Differentiale ersetzen. (Uber das
Differential vgl. die Lehrbiicher der Héheren Mathematik.)

2.6.2.1. Funktionen mit evner unabhingigen Verdnderlichen: z = f{x)
Ist z = f(x), so ist nach den Regeln der Differentialrechnung

dz = f'(x) dx (16)
Damit lassen sich die Gleichungen (12) bis (15) leicht herleiten: Fiir die Funktion

z=2s8ngx
ist
dz = cos x dx (12a)
Aus
Z = co8x
folgt
dz = —sin z dx
und
idz| == |sin = dx] : (13a)

Fiir die Funktion

z=+tanzx
ist
dz = d:: (14a)
cos® x
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SchlieBlich ist fiir die Funktion

z=cotzx
d
dz = —— ::
sin?zx
und
1dz| = dz (15a)
sin 2 .

2.6.2.2. Funktionen mit mehreren unabhingigen Verdinderlichen: z = f(x; y)

Totales Differential

Dieser Fall liegt in der Fehlerrechnung meist vor; denn die gesuchte Gré8e ist im all-
gemeinen aus mehreren EinfluBgroBen, von denen MeBwerte vorliegen, zu berechnen.
Wir beschrinken uns zunichst auf zwei unabhingige Verinderliche z und ¥, werden
- aber sehen, dal sich die fiir diesen Fall gefundenen Ergebnisse leicht auf mehrere
unabhéngige Verinderliche erweitern lassen. Ist also z = f(; y), so kann die Funk-
tion (Differenzierbarkeit vorausgesetzt) nach den beiden unabhingigen Verinder-
lichen x und y differenziert werden:

0z oz
oz’ oy

Diese partiellen Ableitungen werden nach den bekannten Regeln der Differential-.
rechnung gebildet, wobei man y bei der Ableitung ;E als Konstante zu betrachten

hat. Entsprechend ist bei der partiellen Differentiation nach y die Versinderliche
als Konstante anzusehen.
Das totale Differential dz hingt von z, y, dx und dy ab:

0z oz
dz=adx +5§dy (17a)

In der Fehlerrechnung stellen dx und dy wie im vorigen Abschnitt die MeBfehler
der EinfluBgréBen = und y dar. dz ist der Fehler der errechneten GriéBe. Die Er-
weiterung auf beliebig viele unabhingige Verinderliche liegt auf der Hand:

0z oz 0z oz
- Als einfache Beispiele sollen zunédchst die Gleichungen (8), (9) und (11) hergeleitet
werden:
Fiir die Funktion z = x -} y ist
oz { oz

.__-_—_-1

E oy
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Setzt man diese Werte in (17a) ein, so folgt
dz = dz + dy (8a) .

Fir das Produkt z = ay ist |
0z oz

—_— = _——=
ox y

In (17a) eingesetzt:
dz = yde + zdy

Das ist der Absolutfehler des Produktes. Fﬁrlden Relativiehler ist die linke Seite der
Gleichung durch z, die rechte durch zy (z = xy) zu dividieren:

Fiir den groBtmoglichen Fehler gilt
dz dx dy
z x Y

——

+

(9a)

Fiir den Quotienten z = — ergibt sich

oz 1 oz

— I — ——

X
Z oy y®

In (17a) eingesetzt:
1 x
dz = — dz — — dy
y 7

Zur Bildung des Relativiehlers ist die linke Seite der Gleichung durch z, die rechte
durch z/y zu dividieren:

z x Y

Da, wie bereits frither ausgefithrt, der Relativfehler seinen gréfiten Wert annimmt,
wenn dax und dy ungleiche Vorzeichen haben, wird

dz dx

dy (11a)
F4 x

Y

Das Verfahren sei noch an einer etwas umfangreicheren Funktion vorgefiihrt:
In Versuch 6 tritt die Gleichung

—
—

_|_

T2
J = m'rzm : (18)
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auf. In ihr sollen die Grofien

m mit der MeBunsicherheit Am

r s 2 L} Ar

T 2 2 22 AT
4

i » ] 2 AT

behaftet sein. Es ist gemidB (17), wenn die Differentiale durch die entsprechenden
MeBunsicherheiten ersetzt werden:

oJ
om

Am+glAr+?if-AT+-aiAT' (19)

AJ = r o7 &

Es sind zunéchst die'partie]len Ableitungen zu bilden:

Yo T
om e — 7
-&—I = 2mr —~—£—
or - IVt 177
of ., 27T
oT — " @ — 1R
oJ , 27
o = —mr T = T
Die partiellen Ableitungen werden in (19) eingesetzt:
4J = a,—,z—_l_w [T2(T72 — T%) r*Am + 2merT¥T'2 — T?) Ar

+ 2mr2TT 24T — 2mr2T2T AT
Der groBite Fehler tritt auf, wenn A7 und A7" ungleiche Vorzeichen haben. Dann ist

14| = ——':1_—51-2—)5 [TT"2 — T?) 12 |Am| + 2mrTT"? — T2) |Ar|

(2
+ 2mr2T T2 [AT] + 2me?T2T" |AT|] (20

Der Relativiehler wird gebildet, indem die linke Seite von (20) durch J, die rechte
Seite durch die rechte Seite von (18) dividiert wird:
a4J Am

Ar rar

77T
vl el - el e |T(T-’2 5| T2 T 21

Logarithmische Differentiation

Vielfach erreicht man eine Vereinfachung der Rechnung dadurch, daB man die
Funktion logarithmiert und anschlieBend differenziert. Aus

z2=Inz

25
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folgt

d2 dlnz 1
dz~ dz =z
und
d
dlnz = — (22)
x

Das Verfahren liefert daher sofort den relativen Fehler. Bei umfangreicheren Aus-
driicken muf} die Kettenregel angewendet werden.
Die Gleichungen (9a) und (11a) sollen auf diese Weise hergeleitet werden:

z=zy .
wird logarithmiert:

Inz=Inz-+1Iny
Ditferentiation ergibt

dinz=dlna+dlny

Wendet man (22) an, so erhilt man
dz dx  dy

7 =z Ty
und fiir den groBtmoglichen Fehler
| _ |da

z X

* |dy
Y

Entsprechend ergibt sich fiir die Funktion

(9a)

x
2= —
y
Inz=Ihx—Iny
und
dz dx dy
z x oy

Fiir ungleiche Vorzeichen von dz und dy hat der Relativfehler seinen griften Wert.
Dann ist:

dz

-4

dz

x

dy
Y
An dem Beispiel aus Versuch 6 wird der Vorteil des Verfahrens besonders deutlich:

+

(11a)

2
J=mrt
wird logarithmiert:
InJ=Inm+42Inr +2In7 — In ("2 — T2
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Differentiation:
dJ dm dT 27 471" — 27 4T

J T m +2‘_+27"— T2 _ T2

Durch elementare Umformungen 16t sich dieser Ausdruck auf die Form (21) bringen:

dJ dm dr d7 27 dr’ 27 4T
AR i = R oy

Zusammenfassung der Glieder mit d7':

dJ  dm 2 27" — T2y dT + 27247 27" 4T

T wm T T(T"? — T T2 _T®
"2 T a1’

ﬂzi’f+2if+2 14z,

J  m r ST =T T

Haben dT und d7” ungleiche Vorzeichen, ergibt sich nach Ubergang auf endliche
Differenzen wieder (21).

2.5.3.  Beispiel fiir die Auswertung

Im Versuch 6 seien folgende Melwerte festgestellt worden :

m = 500 g Am = +1g
r == 30,0 ecm Ar = 40,1 em _
T=1,82s AT = 40,005 s 20 Schwi
T’ — 5,85 8 ATI — i0,005 s aus Cc Wlngungen
Aus der in Versuch 6 abgeleiteten Gleichung (7) folgt zunichst
3,312 82
= . 2, - 2
J =500g - 900 cm 30910 & 48,2 kg cm
Aus (21) ergibt sich
1 34,22 . 0,005 5,85 - 0,005
‘ + 2 1,82 - 30,91 +2 30,91

J = 0,002 + 0,007 + 0,006 + 0,002

An dieser Stelle lassen sich die Fehler der einzelnen EinfluBgroSen vergleichen. Wir stellen hier
z. B. fest, da3 die Masse am genauesten, 7’ aber am unsichersten bestimm¢t wurde.

f'-Jl = 0,017 = 1,79,

Daraus folgt der Absolutfehler
|4J} = 0,017J = 0,017 - 48,2 kg cm? = 0,8 kg cm?
Das Endergebnis lautet dann nach (6)
= (48,2 + 0,8) kg cm?®
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3 e Versuchsanleitungen

Mechanik

1. Flichenmessung mit dem Polarplanimeter

L& Grundlagen

Zur Ermittlung des Flicheninhaltes besonders solcher Flichen, deren Begrenzungs-
funktion nicht analytisch bestimmbar ist, wird ein Planimeter verwendet. Das
gebriuchlichste Planimeter ist das von AMSELER 1854 angegebene Polarplanimeter.
Man bestimmt eine Fliche, indem man sie mit dem Planimeter umfihrt,

Gerdtebeschreibung \

Der Polarm (4) trigt an einem Ende den Polkérper (6) mit der Nadel (3). Die Nadel
soll ein unbeabsichtigtes Verriicken des Poles auf der MeBfliche verhindern. Am
anderen Ende des Polarmes befindet sich ein Kugelzapfen (1), der in eine Bohrung des
MeBkopfes (9) eingesetzt wird und damit den MeBkopf, der Triger des MeBwerkes ist,
mit dem Polarm gelenkig verbindet. Die Laufrolle (2) stiitzt den MeBkopf.

Im MeBkopf steckt der Fahrarm (I16), dessen Lingenteilung am Glasnonius (10) in
!/1o-Intervallen abgelesen wird. Der Fahrarm wird mit der Feinstellschraube (15) ein-
gestellt und mit Klemmschrauben festgestellt, ¢
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Das Umfahren der zu planimetrierenden Fliche erfolgt mit dem Fahrstift (8), der am
Ende des Fahrarmes sitzt. Die Bedienung erfolgt durch ein Griffchen. Die Stiitz-
schraube (7) verhindert, dafy die Spitze des Fahrstiftes auf der Unterlage entlang-
gleitet und diese verletzt. Der gesamte Fahrstifthalter kann gegen eine Planglas-
platte (8) mit Ringmarke ausgewechselt werden.

= ettt bttt i |

~.15 16

" 12 i3 17 Bild 1

Im Mebkopf befindet sich das MeBwerk, bestehend aus der in Spitzen gelagerten
Spindel (74) und Mefirolle (13) mit MeBtrommel (12). Die Melitrommel trigt auf
ithrem Umfang 100 Teilstriche und ist von 0--.9 heziffert. Sie bewegt sich beim
Drehen der MeBrolle an dem am MeBkopf befestigten Nonius (71) vorbei. Die Um-
drehungen der MefBrolle werden durch eine von 0---9 bezifferte Zihlscheibe (I7)
angezeigt, die sich bei 10 Umdrehungen der MeBrolle einmal dreht.

Hinweis : Die Mefrolle ist der empfindlichste Teil des Planimeters! Sie soll grundsiitzlich nicht ange-
tallt werden! Hartes Aufsetzen ist zu vermeiden! Das Planimetrieren ist auf einer ebenen Unter-

lage (Reilbrett) durchzufiithren.
Aufstellung des Planimeters

Der Fahrstift wird in die Mitte der zu planimetrierenden Fliche gestellt und der Pol
nach Augenmal} in die verlingerte MelBrollenebene gelegt (Bild 2). Als Anfangspunkt

Fol

Fahrarm

Melrolle  Kugei-
gelenk

Bild 2




zum Umiahren wihlt man einen beliebigen Punkt auf der Begrenzungslinie der
Flache. AnschlieBend ist die Fliche grob zu umfahren, um festzustellen, ob die MeB-
rolle dabei auf der Papierunterlage bleibt.

A\ % Versuchsdurchfiihrung

Der Fahrstift wird auf einen beliebigen Anfangspunkt eingestellt und die dazugehérige
MeBrollenstellung «, an Zéhlscheibe und Trommel vierstellig abgelesen. Das vor-
liegende Klachenstiick wird nun im Uhrzeigersinn umfahren, bis man wieder auf den
Ausgangspunkt kommt; die neue MeBrollenstellung w, wird abgelesen. Beim Um-
fahren verfolgt man die Fahrstiftspitze moglichst in der Bewegungsrichtung, um
einen durch Parallaxe auftretenden Fehler auszuschalten. Aus diesem Grunde ist
auch das Entlangfahren an einem Lineal bei geradliniger Begrenzung nicht zu
empfeblen. Die durch das Hin- und Herschwanken bei freiem Entlangfahren ent-
stehenden Fehler gleichen sich mit groBer Wahrscheinlichkeit aus. Mit Hilfe der
Integralrechnung a6t sich die Planimetergleichung aufstellen:

A = 2rol(u, — uy)

Dabei bedeutet:

A GroBe des umfahrenen Flichenstiickes
0 Radius der MeBrolle

l Linge des Fahrarmes

Uy — u; Zahl der Mefrollenumdrehungen
Fiir eine bestimmte Fahrarmlinge erhilt man mit k& = 2mpl
A = kiuy — Uy)

k wird als Planimeterkonstante bezeichnet. Diese muB durch einen Vorversuch er-
mittelt werden. Sie hat die Dimension einer Fliche.

Drie Ermiitlung der Planimeterkonstante k = 2mnpl kapn immer nur fiir eine be-
stimmte Fahrarmeinstellung erfolgen. Dazu umfihrt man eine Fliche von bekannter
GroBe, etwa einen Kreis, weil hier gewisse bevorzugte Stellungen der MeBrollenachse
zur MeBrollenfortbewegungsrichtung im Durchschnitt am besten kompensiert
werden. Will man die vom Hersteller beigelegte Planimeterkonstante benutzen, dann
empfiehlt sich deren Nachpriifung mit dem beiliegenden Kontroll-Lineal.
Kompensationsmessung'). Das vorliegende Planimeter ist ein Kompensationsplani-
meter. Die Verbindung zwischen Pol- und Fahrarm wird hier durch ein auseinander-
nehmbares Kugelgelenk hergestellt. Bei dieser Verbindung vermeidet man einen
Fehler, der dadurch in die Messung kommen kann, daB das Scharnier zwischen beiden
Planimeterarmen nicht senkrecht zur Zeichenebene steht. AuBerdem kann und soll
man nach einem Umfahren unter Festhalten des Poles und des Fahrstiftes das
Instrument im Kugelgelenk auseinandernehmen, beide Arme nach der Seite hin

1) F. A. WnLERS, Methoden der Praktischen Analysis, Berlin 1950
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durchschlagen und in dieser neuen Lage des Planimeters ein zweites Umfahren im
gleichen Umlaufsinn vornehmen (Bild 3). Bildet man aus den beiden so gefundenen
MafBzahlen das Mittel, so eliminiert man dadurch den EinfluB eines zweiten Plani-
meterfehlers, der darin zu sehen ist, dall die Achse der Mefrolle nicht parallel zum
Fahrarm sein konnte,

. Kompensations-

Normalstellung stellung

Fohrstift Bild 3

A Aufgaben

1. Das Planimeter wird entsprechend der Anleitung zusammengesetzt und auf-
gestellt. Durch mehrfaches Umfahren der auszumessenden Fliche macht man
sich mit der Funktion der MeBrolle und des MeBwerkes vertraut und tibt sich im
Umfahren von Fléchen.

2. Es ist die Planimeterkonstante % durch 10maliges Umfahren der Eichfliche
(Kreig!) in Normal- und Kompensationsstellung zu ermitteln. Die Planimeter-
konstante ergibt sich als Mittelwert

_ ky kg
k—T

Die Fahrarmeinstellung wird vom Praktikumsleiter angegeben.
. Fehlerrechnung fiir

4. Die Flicheninhalte der auf der Vorlage dargestellten Flichen sind zu bestimmen
(je 5 Messungen).

5. Fehlerabschitzung fiir alle gemessenen Flicheninhalte.

6. Durch Integration sind die Flicheninhalte der Flichen zu kontrollieren, deren
Begrenzungskurven analytisch bekannt sind.

7. Es ist der relative Fehler
A4
A

)

APlanlmeter - Alnt.egral

A Integral
. Zu ermitteln.

Versuchsgerite: Polarimeter, Vorlage, Reiflbrett
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2z, Waage

Beschreibung der Waage

Die Waage ist eines der wichtigsten FeinmeBinstrumente. Sie dient zur Bestimmung
der Masse eines Korpers. Bei der Wigung wird die Masse des Korpers mit der Masse
von Wdgestiicken verglichen.

Die Kenntnis der Wirkungsweise der Waage und ihrer Bedienung wird bei jeder
experimentellen Arbeit vorausgesetzt. In Bild 4 ist eine Analysenwaage dargestelit.
Diese ist in einem Glasgehiiuse untergebracht und wird so gegen iiberméllige Ver-
schmutzung, Luftbewegung und mechanische Beschidigung geschiitzt. Wichtigster
Teil der Waage ist der Waagebalken (7). Sein Auflager wird aus einer Schneide (2)
gebildet, die in der Mitte des Waagebalkens eingesetzt ist. Die Schneide liegt auf

Bild 4

einem polierten Achatplittchen auf, welches am oberen Ende der Siule (3) angebracht
ist. An den beiden Enden des Waagebalkens befinden sich die Vorrichtungen zum
Aufhiingen der Waagschalen (4). Im allgemeinen sind diese Vorrichtungen ebenfalls
Schneidenlager. Zur Ermittlung der Stellung des Waagebalkens dient der Zeiger ().
Das Ende des Zeigers bewegt sich beim Wigen vor einer Skale (6), die an der Siule
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befestigt ist. In Ruhestellung der Waage mull der Zeiger nicht unbedingt auf die
Mitte der Skale zeigen. Um die Benutzung sehr kleiner Wigestiicke zu vermeiden,
werden sogenannte Reiter verwendet. Dies sind Drahthikchen von bekannter Masse.
Diese Reiter werden mittels eines verschiebbaren Auflegers (7) auf den Waagebalken
aufgesetzt. Der Waagebalken ist durch eine Skale () gleichméBig unterteilt, im all-
gemeinen in 10 Teile auf jeder Seite. Jedem Teilstrich entspricht dann beim Auflegen
des Reiters ein Wigestiick Am = nm/[10, wenn m die Masse des Reiters ist und
n=1,2,3,...,10.

Die Arretierung der Waage geschieht durch eine spezielle Einrichtung, die durch
Drehen des Knopfes (9) betitigt wird. Dadurch werden die Schneiden der Waag-
schalen und des Waagebalkens von den Kissen abgehoben und gleichzeitig der Waage-
balken entlastet.

Jede Waage ist fiir eine bestimmte Héchstbelastung konstruiert. Diese ist angegeben
und darf nicht tiberschritten werden. Jeder Waage ist ein Satz Wigestiicke bei-
gegeben. Die Gesamtmasse der Wigestiicke entspricht der Hochstbelastung.

Aufstellung der Waage

Die Séule der Waage muf} vertikal und erschiitterungsfrei stehen. Dies wird mittels
eines an der Siule angebrachten Lotes oder einer Dosenlibelle iiberpriift. Die Justie-
rung erfolgt durch die an der Grundplatte befindlichen Standschrauben (10). Bei
richtiger Justierung der Waage im unbelasteten Zustand soll das Ende des Zeigers
ungefahr auf die Mitte der Skale zeigen. Ist eine Abweichung von mehr als 3 Skalen-
teilen vorhanden, so wird durch Verdrehen der Justierschrauben (11) an den Enden
des Waagebalkens ausgeglichen.

Regeln fiir die Benutzung von Waagen

1. Zum Auflegen des Wiigeguts und der Wigestiicke sind nur die Seitentiiren des
Gehéuses zu 6ffnen. . ‘

2. Wigestiicke diirfen auf die Waagschalen nur aufgelegt oder entfernt werden,
wenn die Waage arretiert ist. Die Wiigestiicke sollen so auf der Waagschale liegen,
dafl der gemeinsame Schwerpunkt unter der Aufhingung liegt.

3. Wigestiicke diirfen nicht mit der Hand angefafit werden. Pinzette benutzen!
Nach der Benutzung gehiren die Waigestiicke in das Aufbewahrungskdsichen.

4. Der Waagebalken darf nicht vollstindig entarretiert werden, solange die Waag-
schalen noch wenig abgeglichen sind. Die Arretierung wird nur so weit gelost, daB
man beurteilen kann, nach welcher Seite der Zeiger ausschligt, d. h., welche der

- Waagschalen noch leichter ist. Dann wird sofort wieder arretiert, und die Wige-
stiicke werden vermehrt oder vermindert. Bei geringem Unterschied zwischen der
Masse des zu wigenden Kérpers und der Masse der Wigestiicke fingt der Waage-
balken nach Entarretierung an zu schwingen. :

5. Nach jeder Wiigung ist die Waage zu arretieren, und das Wigegut und die Wiige-
stiicke sind von den Waagschalen zu entfernen. Die Tiiren des Glasgehiuses sind
zu schlieflen.
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L Grundlagen

Zu den wichtigsten KenngréBen einer Waage gehdren

die Ruhestellung und
die Empfindlichkeit der unbelasteten Waage.

Diese Gréflen sind durch die physikalischen Eigenschaften der Waage als schwin-
gungsféahiges System miteinander verkniipft und sollen nachfolgend erldutert werden.

Die Bestimmung der Ruhestellung

Wird die Arretierung der Waage vorsichtig gelost, so pendelt der Zeiger vor der Skale
hin und her. Um die Ruhestellung der Waage zu bestimmen, wartet man nicht, bis
der Zeiger zur Ruhe kommt, sondern ermittelt die Ruhestellung aus den Umkehr-
punkten der Schwingungen, wobei Zehntel-Skalenteile geschitzt werden konnen.

Das Unterbrechen der Schwingungen durch Anhalten des Zeigers fiihrt zu
Beschiidigungen der Waage und muB auf jeden Fall unterbleiben!

Die Waage fiihrt geddmpfte Schwingungen aus, deren Amplituden (Ausschlagweiten
des Zeigers) also abnehmen. Bei der geringen Dimpfung der Analysenwaagen (sofern
die Waage keine zusétzliche Dampfungseinrichtung hat) nehmen die Amplituden
praktisch bei jeder Schwingung um den gleichen Betrag ab. In Bild 5 ist der zeitliche
Ablauf einiger aufeinanderfolgender Schwingungen dargestelit. Durch die Bestim-
mung der Umkehrpunkte U,, U,, Uy, ... ist es méglich, die Ruhestellung der Waage

Amplitude

d v,

A Bild 5

aus dem Schwingungszustand heraus zu bestimmen. Die Umkehrpunkte werden in
Skalenteilen angegeben. Wiirden zur Bestimmung der Ruhestellung die Ausschlige a,
und a, benutzt, so lige die Ruhestellung, gebildet aus dem Mittelwert von Ausschlag
a, und a,, zu weit nach U, zu, der Mittelwert von a, und a, dagegen zu weit nach U,
zu. Mittelt man die beiden Werte nochmals, so ergibt sich mit hinreichender Genauig-
keit die wirkliche Ruhestellung der Waage. Wird die Ruhestellung mit a, bezeichnet,
so ist:

Q-+ Qg ; Ay + 0y

2 2 1
Ay = B =I(“1+2a2+a3) (1)
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Der Versuch ist mehrmals zu wiederholen.

Die Bestimmung der Ruhestellung ist also nur aus einer ungeraden Anzahl auf-
einanderfolgender Umkehrpunkte méglich.

Das Verfahren lafit sich auf eine grofiere Anzahl von Umkehrpunkten erweitern.
Die Ruhestellung der Waage ist nach jeder Wagung zu kontrollieren bzw. neu zu
bestimmen.

Die Empfindlichkeit der Waage

Die Waage stellt prinzipiell einen zweiseitigen Hebel dar, fiir dessen Gleichgewicht
2 M; = 0 gilt. Der Schwerpunkt S des Waagebalkens und der Waagschalen liegt
im belasteten Zustand unter dem Drehpunkt D (Bild 6). Legt man auf die eine
Schale der im Gleichgewicht befindlichen Waage ein Zusatzwigestiick mit der Masse
Am (dm < m,), so kommt der Waagebalken nach Drehung um den Winkel & zur
Ruhe. Es tritt auBer den beiden Drehmomenten der an den Enden 4 und B des
Waagebalkens wirkenden Kriifte G, und G, (es wird vorausgesetzt, dal 4, B und D
in einer Geraden liegen) noch ein drittes Drehmoment auf, welches den Schwer-
punkt in die Ruhelage zuriickzudrehen versucht. Im Schwerpunkt greift das Ge-

66,44

6 Bild 6

wicht (y des Waagebalkens an und wirkt am Hebelarm a'. Entsprechend der Gleich-
gewichtsbedingung gilt: M, + My — M, =0 mit M, = Ga, M, = Gya und
M, = Gya'. Setzt man voraus, daB AD = BD =1 ist, so erhilt man a = [ cos .

Fiihrt man fiir §D = s ein, so ist a’ = s sin «. Beachtet man weiterhin, dafl ganz
allgemein @ = myg gilt, so erhilt die Momentengleichung die Form

magl cos o« + mygs sin o — mygl cos & = 0
Nach der Division durch g cos « und Elimination m, — m; = Am ergibt gich

tan « I

Am M8 @)

Da, sich bei einem Massenunterschied dm die Waage nur sehr wenig aus der Ruhe-
stellung dreht, kann tan x ~ & gesetzt werden. Fiihrt man noch die Zeigerlinge 2
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ein, so gilt « = Ada/z. Setzt man diese Beziehung in Gleichung (2) ein und 16st nach
4da/Am auf, so erhilt man

da & (3)

Am  mgs

E

Der Quotient E = AdajAm wird als die Empfindlichkeit einer Waage bezeichnet.
Die Ausschlagsinderung Aa ist die Differenz aus der Ruhestellung a,” des Zeigers bei
Belastung der Waage mit einem kleinen Zusatzmassestiick 4m und der Ruhe-
stellung e, ohne Belastung.

Die Gréblen z, I, my und s in Gleichung (3) sind der Messung im allgemeinen nicht
zuginglich. Infolgedessen bestimmt inan die Empfindlichkeit einer Waage durch Fest-
stellung des Ausschlagsunterschiedes Aa des Zeigers beziiglich der Skale bei einem
Belastungsunterschied durch die Massendifferenz Am. ‘

\ Y% Versuchsdurchfiihrung

Nach sorgfiltiger Durcharbeitung der Regeln fir die Benutzung von Waagen wird
die Ruhestellung der zu untersuchenden Waage im unbelasteten Zustand ermittelt.
Diese Bestimmung ist mehrmals mit unterschiedlicher Anzahl von Umkehrpunkten
durchzufiihren und der Mittelwert zu bilden.

Ermittlung der Empfindlichkeit der Waage im unbelasteten Zustand mit dem Reiter
(oder einem Wigestiick) der Masse Am.

Die Ermittlung der Empfindlichkeit im belasteten Zustand ist mit den standardi-
sierten Wagestiicken durchzufiihren. Zu verwenden sind Wigestiicke mit den Ge-
samtmassen b5 g, 10 g, 20 g, 30 g, 50 g und 100 g. Bei jeder Belastung ist die Ruhelage
zu bestimmen und der Ausschlag durch Verschieben des Reiters herbeizufiihren.

A Aufgaben

1. Erldutern Sie, weshalb bei der Bestimmung der Ruhestellung der Waage die
Mittelwertbildung erlaubt ist! Wenden Sie hierzu Ihre Kenntnisse aus der Mathe-
matik und der Schwingungslehre an'!

2. Entwickeln Sie eine der Gleichung (1) entsprechende Form aus 5, 7 und 2n -- 1
aufeinanderfolgenden Umkehrpunkten fiir a,!

3. Berechnen Sie a4 aus 3, 5, 7 und 9 Umkehrpunkten!

4. Berechnen Sie die Empfindlichkeit der untersuchten Waage im unbelasteten Zu-
stand nach Gleichung (3)!

5. Berechnen Sie die Empfindlichkeit der untersuchten Waage im belasteten Zu-
stand fiir die einzelnen Belastungsfille!

6. Erliutern Sie, welche GroBen auf die Empfindlichkeitsbestimmung nach Auf-
gabe & wesentlichen Einflul haben!

7. Stellen Sie die ermittelten Empfindlichkeitswerte iiber der Belastung grafisch dar!
8. Diskutieren Sie die grafische Darstellung der Empfindlichkeit !

Versuchsgerdte: Analysenwaage, Wiigestiicke mit Pinzette im Behilter, Reiter
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3. Dichtebestimmung mit dem Pyknometer

G Grundlagen

Die Dichte ist der Quotient aus der Masse und dem Volumen eines Korpers:
n = — (]}

Sie kann daher aus Masse und Volumen des Korpers berechnet werden. Die Be-
stimmung der Masse ist durch Wiigung sehr genau maglich. Schwierigkeiten bereitet
hingegen die Bestimmung des Volumens, besondus bei unregelmalliig geformten
1\01 pern.

Die bekannte Volumenbestimmung mit dem Uberlaufgefils liefert ungenaue Werte
und kann daher nur fiir Uberschlagsrechnungen verw cndet werden. Man ist bestrebt,
auch die Volumenbestimmung auf Wigungen zuriickzufiithren. Dies wird z. B.
erreicht, wenn man ein Pyknometer verwendet.

Das Pyknometer ist ein Glasflischchen mit einem eingeschliffenen Glasstopfen, der
kapillar durchbohrt ist (Bild 7). Das Pyknometer (Masse m,) wird mit Wasser gefullt

Bild 7

(Masse des mit Wasser gefiillten Pyknometers m,). Dann bringt man den Probe-
korper (Masse m) in das Pyknometer und fiillt wieder mit Wasser auf (Masse des
Pyknometers mit Probekorper und verringerter Wassermenge m,).

Es 1Bt sich nun das Volumen des l’rohekorperq wie folgt bestimmen:

Die Masse des urspriinglich im Pyknometer enthaltenen Wassers ist

my; — My
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Die Masse der verringerten Wassermenge ist
My — My — M

Die Masse my des vom Probekérper verdringten Wassers ist daher gleich der Diffe-
renz

My = (Mg — Mg) — (My — My — m) = m, + m — my

Das Ergebnis ist also unabhingig von m,, der Masse des Pyknometers. m, braucht
daher auch nicht bestimmt zu werden.
Nach (1) 1aBt sich nun das Volumen des verdringten Wassers berechnen:

o= mw _ "t m —m, (2)
ow ew

Dabei ist ow die Dichte des Wassers. Es ist zu beachten, daf} gy temperaturabhéngig
ist.

Das Volumen des Probekérpers ist gleich dem Volumen des verdringten Wassers.
Es ist daher (2) in (1) einzusetzen, und es folgt

m
m 4+ m; — My

g = ew (3)

Damit ist die Dichtebestimmung auf drei Wégungen zuriickgefiihrt :

m Masse des Probekérpers
m; Masse des Pyknometers mit Wasser
m, Masse des Pyknometers mit Probekérper und Wasser

vV Versnchsdurchtiihrung

Zunéchst ist der Probekdrper zu wagen (Masse m). Dann wird die Tem peratur ¢ des
destillierten Wassers festgestellt. Das Pyknometer wird mit dem destillierten Wasser,
das Raumtemperatur haben soll, gefiillt. Man benutzt dazu zweckmiiflig eine Pipette
oder Spritzflasche. Es ist darauf zu achten, daB sich keine Luftblasen im Pyknometer
befinden, wenn der Glasstopfen aufgesetzt ist. Das Wasser steigt in der Kapillare
auf und quillt heraus. Das Pyknometer ist mit FlieBpapier gut abzutrocknen. Das
Wasser soll die Kapillare bis oben hin fiillen, aber auf dem Glasstopfen keine Kuppe
bilden. Damit sich die Temperatur des eingefiillten Wassers durch die Handwirme
nicht dndert, darf das Pyknometer nur am Hals angefallt werden. ZweckmiBig ist
es, einen Reagenzglashalter zu verwenden. Das Pyknometer ist mit Wasser zu wigen
(my). Dann bringt man den Probekérper in das Pyknometer und fiillt wie beschrieben
mit destilliertem Wasser auf. Die anschlieBende Wiigung ergibt m,.

Die Regeln fiir die Benutzung von Waagen (8. 33) sind genan zu beachten!
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A Aufgaben

1. Berechnen Sie nach (3) die Dichte der vorgelegten Probekorper!
2. Fehlerabschitzung

Versuchsgerdte: Pyknometer, Thermometer, Spritzflasche oder Pipette, Reagenzglashalter, Waage,
Versuchskérper (Stahlkugeln, Schrot, Kupferdrahtstiicke, Glasperlen, Quarzsand o. &.)

4. Reversionspendel

G Grundlagen

Zur Bestimmung der Fallbeschleunigung dient ein physisches Pendel. Dies kann ein
beliebig gestalteter Korper sein, der um die Achse 4 drehbar angeordnet ist (Bild 8).

Bild 8

Hat der Schwerpunkt S den Abstand s von der Drehachse, so wirkt bei einer Aus-
lenkung um den Winkel ¢ aus der Ruhelage das riicktreibende Drehmoment

M= —mgssing
Fiir kleine Auslenkungswinkel gilt sin ¢ ~ ¢ und damit
= —mgsyp

Das riicktreibende Drehmoment ist Ursache einer beschleunigten Drehbewegung
fiir diese gilt
de
M=J, —(.it_‘: = J

(NEwToNsche Bewegungsgleichung fiir Drehung um die Achse 4).



Durch Gleichsetzen der beidenn Drehmomente erhilt man

J 0 + mgsp = 0

Dies stellt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung dar, die den Schwingungs-
vorgang des physischen Pendels beschreibt. Da es sich unter der Voraussetzung
kleiner Auslenkungswinkel um eine harmonische Schwingung handelt, muf} der
Lésungsansatz

@ = @g cos (wt 4 f)

die Differentialgleichung identisch erfiillen. Durch zweimaliges Differenzieren nach
der Zeit und Einsetzen wird dies bestatigt.

7

I sBigo

Die Periodendauer des physischen Pendels érgibt sich aus

ﬂznﬁf
w 7,
mit o = — zZu
T —o- 1/
mgs

Verwendet man als physisches Pendel jedoch einen Stab und legt die Drehachse A
durch den Endpunkt der Linge ! (Bild 9), so kann man das Massentriagheitsmoment
J 4 leicht bestimmen. Unter Anwendung des STEINERschen Satzes ergibt sich

1

J, = —
473

mi?
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Damit erhilt man fiir die Periodendauer

nl/‘

Das Stabpendel hat demnach die gleiche Periodendauer wie ein mathematisches
Pendel von ?/; seiner Lange.

Die Pendellinge I’ des mathematischen Ersatzpendels gleicher Periodendauer nennt
man reduzierte Pendellidnge. Tragt man die reduzierte Pendellinge I" auf dem physi-
schen Pendel der Linge I vom Drehpunkt 4 aus ab, so erhilt man einen zweiten

|l‘.v

T =

&)

l
q

o

Bild 10

Drehpunkt A’, in bezug auf den das Pendel die gleiche Periodendauer 7' haben mul}
(Bild 10). Der neue Drehpunkt 4’ wird als Schwingungsmittelpunkt bezeichnet.
Wird bei einem physischen Pendel der Drehpunkt 4 mit dem Schwingungsmittel-
punkt 4’ vertauscht, so bleibt die reduzierte Pendellange " unverdndert.

Diese Erkenntnis hat zur Konstruktion des Reversionspendels gefiihrt.
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Mit Hilfe des Reversionspendels ist man in der Lage, die Fallbeschleunigung an jedem
beliebigen Ort zu bestimmen. Aus der Gleichung
I3
T =2z |/—
g

g=r (—21—?) (1)

Da es Schwierigkeiten bereitet, den Drehpunkt A genau am Stabende anzubringen,
legt man eine Lénge I’ zwischen zwei beliebigen Drehpunkten 4 und A’ fest. Es ge-
lingt dann immer, durch Verschieben zweier Zusatzmassenstiicke m und m’ (Bild 10)
fiir 4 und A4’ als Drehpunkte die gleiche Periodendauer zu ermitteln. Wird I’ be-
stimmt (dies kann genau genug durchgefiihrt werden), so lifit sich g unschwer er-
mitteln.

folgt

V Versuchsdurchfiihrung

Mit einer Dosenlibelle ist die Pendelaufhiingung zu loten. Durch Lésen der Auf-
lagerschraube entnimmt man den Pendelstab der Haltevorrichtung. Mit einem Ma 3-
stab wird der Abstand der beiden Schneiden festgestellt. Damit ist I’ bestimmt.
Nun sind die beiden Massenstiicke so einzustellen, dall die Periodendauer 7', die
sich bei Schwingungen um Punkt A4 ergibt, gleich der Periodendauer 7" bei Schwin-
gung um 4’ ist. Um ein langwieriges planloses Probieren zu vermeiden, wird das

24

» Bild 11
aq

Massenstiick m’ fest eingestellt und nur die Strecke a, der Abstand des Massenstiicks
m vom Drehpunkt 4 (Bild 10), verindert. Fiir etwa 8 verschiedene Werte @ wird T
(aus 20 Schwingungen) bestimmt. AnschlieBend wird der Pendelstab umgehingt;
fiir die gleichen Entfernungen a (ebenfalls von Schneide 4 aus gemessen, die sich jetzt
unten befindet) wird 7" ermittelt. Die Werte sind in ein Diagramm (Bild 11) einzu-
tragen. Die Schnittpunkte der beiden Kurven geben die Werte a an, fiir die 7' und 7"
einander gleich sind. Nun ist die aus dem Diagramm gefundene Entfernung a am
Reversionspendel einzustellen. 7' und 7" werden aus 50 (besser 100) Schwingungen
bestimmt. Sollten die Werte 7' und 7" voneinander abweichen, so ist der Mittelwert
zu bilden. '

Mit &, I’ und T' errechnet man aus (1) die Fallbeschleunigung g.
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A Aufgaben

1. Bestimmen Sie die Fallbeschleunigung mit dem Reversionspendel!

2. Fehlerabschiatzung

3. Es ist die Abweichung des Ergebnisses vom Normwert der Fallbeschleunigung
des Ortes, an dem die Messung stattfand, zu begriinden.

4. Mit welcher Stellenzahl ist = mindestens einzusetzen, damit der Fehler von = das
Ergebnis nicht beeinflufit?

Fertigen Sie ein mathematisches Pendel mit der Pendellinge I’ an und kontrollie-
ren Sie, ob die Aussage iiber die Periodendauer stimmt!

w1}

6. Wovon hingt der Unterschied zwischen 7' und 7" im wesentlichen ab, und unter
welchen Voraussetzungen ist 7' = 7"'?

7. Weisen Sie nach, daB fiir ein beliebiges physisches Pendel die Gleichung I’ = s | &’
(Bild 9) gilt!

Versuchsgerdte: Reversionspendel komplett, Dosenlibelle, Stahlma8 100 cm, Stoppuhr

. Federkonstante einer Schraubenfeder

& Grundlagen

Die Lingenénderung einer Schraubenfeder ist proportional der einwirkenden Kraft
(HookEsches Gesetz). Die von einer bestimmten Kraft hervorgerufene Lingenénderung
ist abhiingig vom Material und den Abmessungen der Feder. Materialeigenschaften
und Federabmessungen bestimmen das Verhéltnis von wirkender Kraft und erzielter
Lingeniinderung; es wird als Federkonstante oder Richtgrifie bezeichnet.

F

l

Wird ein an einer Schraubenfeder hangender Kérper in der Lingsrichtung der Feder
angestofen, so fiihrt er Schwingungen aus. Die auf den senkrecht schwingenden Kér-
per wirkende resultierende Kraft ist der Entfernung des Korpers von der Mittellage
(der Elongation y) proportional und immer zur Mittellage gerichtet:

F = —Ly '
Mit ¥ = mgj erhilt man die Differentialgleichung mj = —ky oder

.k

g+—y=0 (2)
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Das ist die Diffefentialgleichung der ungedampften harmonischen Schwingung.

k
~ ist das Quadrat der Kreisfrequenz w:

o = l/E (3)
m

Daraus folgt die Periodendauer der Schwingung

T =2= V% (4)

Bei der Lingendnderung der Schraubenfeder wird das Material vorwiegend auf Tor-
sion beansprucht. Die elastischen Eigenschaften einer solchen Feder werden deshalb
auller von den duBeren Abmessungen vom Torsionsmodul des Federwerkstoffs be-
stimmt. Dabei besteht zwischen der Federkonstanten %, dem Drahtdurchmesser d,
dem mittleren Windungsdurchmesser D, der Anzahl der federnden Windungen N
und dem Torsionsmodul & die Beziehung

Gd*

k=gNp (5)

\ Y Versuehsdurehfiihrung

1. Bestimmung der Federkonstanten aus dem Verhiltnis von Kraft- und Lingendinderung

Auf eine an die Federwaage gehingte Waagschale werden nacheinander solche Wige-
stiicke gelegt, dal} jeweils eine Dehnung der Feder um einige Zentimeter eintritt. Die
Langenénderung der Feder 1aBt sich am besten mit einer Spiegelskale feststellen (Ver-
fahren nach JorLry). Die Proportionalitatsgrenze der Feder darf nicht iiberschritten
werden.

2. Bestimmung der Federkonstanten aus Periodendauer und Masse des angehingten
Korpers

Die Masse des anzuhidngenden Kérpers soll moglichst grofl sein gegeniiber der Masse
der Feder und mindestens eine Periodendauer von 0,5 s ergeben. Der Korper muf3
frei schwingen kénnen. Es ist jeweils die Dauer von 10 oder 20 Schwingungen zu mes-
sen, um den Fehler bei der Bestimmung von T méglichst klein zu halten.

A Aufgaben

1. Von drei Schraubenfedern ist die Federkonstante zu bestimmen,
1.1. ausdem Verhéltnis /4], indem F = F(Al) in ein Diagramm eingetragen wird,
1.2. aus Periodendauer und Masse des angehéngten Kéorpers.
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Fehlerabschéatzung
Untersuchen Sie den Einflufl der Masse der Feder auf die Periodendauer!

Berechnen Sie den Torsionsmodul des Federmaterials!

S e

Ein Kérper soll an zwei gleichen Schraubenfedern der Federkonstante £ aufgehéingt
sein; die Federn seien einmal ,,parallelgeschaltet®, zum andern ..in Reihe®. Uber-
legen Sie sich, welchen Wert dann jeweils die Federkonstante des Systems annimmt!

Versuchsgerdite: Spiegelskale mit Millimeterteilung, Schraubenfedern, Wiigestiicke und Waag-
schale, Stoppuhr, MeBlehre, MeBschraube

6. Trigheitsmoment

G Grundlagen

Das NEwroxsche Grundgesetz der Dynamik F = ma nimmt fiir die Rotation die Form
M =Ja (1)

an, Darin ist M das Drehmoment, ./ das Triagheitsmoment und ~ die Winkelbeschleu-
nigung. Das Tragheitsmoment ist definiert als

J = fr‘*" dm (2)

Mit ihm wird die Massenverteilung des Korpers um die Drehachse erfafit. Fiir unregel-
mébige Korper mull das Trigheitsmoment experimentell — meistaus Schwingungen —
bestimmt werden. Der Probekorper hédngt an einem Draht (Bild 12) oder wird auf

Bild 12
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eine Drillachse montiert (Bild 13). Bringt man den Kérper aus seiner Ruhelage, indem
man den Draht verdrillt bzw. die Spiralfeder spannt, so entsteht ein riicktreibendes
Moment

M= _Fkg (3)

Bild 13

Dabei ist &" die Winkelrichtgréfe und ¢ der Auslenkwinkel. Gibt man den Kérper frei,
so fiihrt er am Draht Torsionsschwingungen bzw. auf der Drillachse Drehschwin-
gungen mit der Periodendauer

T = 2= k—J, (4)

aus.

Vv Versuchsdurchfiihrung

Torsionsschwingungen

Die WinkelrichtgréBe braucht nicht bekannt zu sein, wenn man das folgende Ver-
fahren anwendet :

Am Probekérper werden 2 Zusatzkérper (Masse je m/2) angebracht (Bild 14). Damit
wird das Trigheitsmoment um

J' = mr? (5)

Bild 14
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(r Abstand der Zusatzmassenstiicke von der Drehachse) gréfier. Das Gesamtrigheits-
moment betrigt nun J + J'. Die Periodendauer wird jetzt gréfer und betrigt

Dividiert man (6) durch (4), so folgt

T T £
T J

Diese Gleichung wird nach J aufgelsst, und man erhilt mit (5)

T2
J = mr2 W (7)

Es wird zunéchst die Periodendauer 7' gemessen, mit der der Probekdrper am Draht
schwingt. Zur Bestimmung von 7T sollen mindestens 20 Schwingungen beobachtet
werden.

Zwei Zusatzmassenstiicke (je m/2) werden am Probekérper im Abstand r von der Dreh-
achse angebracht. Infolge des vergriBerten Trigheitsmoments schwingt das System
aus Probekorper und Zusatzmassenstiicken jetzt mit der groBeren Periodendauer 7.
Diese Periodendauer wird ebenfalls aus mindestens 20 Schwingungen bestimmt. Das
Trégheitsmoment J des Probekérpers wird nach (7) berechnet.

Drehschwingungen

Der zu untersuchende Kérper wird auf eine diinne Achse montiert. An der Achse ist
eine Spiralfeder befestigt, die am anderen Ende an einem Rahmen angeschraubt ist
(Bild 13). Der Korper wird in Schwingungen versetzt und die Periodendauer gemessen.
Je nach der Démpfung des Schwingungsvorganges konnen etwas mehr oder weniger
als 5 Schwingungen beobachtet werden. Die Messung ist mehrfach zu wiederholen.
Zur Bestimmung der WinkelrichtgrsBe der Spiralfeder wird diese um einen bestimm-
ten Winkel (z. B. x/2, =) verdreht. Die Federwaage wird dabei in einen Haken einge-
héingt, der an dem zu untersuchenden Kérper angebracht ist. Sie muB senkrecht zum
Radius der vom Haken beschriebenen Kreisbahn gehalten werden. Die Winkelricht-
grofie k¥’ kann dann aus der Federkraft F, dem Abstand 7 des Hakens von der Dreh-
achse und dem Drehwinkel ¢ nach (3) berechnet werden:

\F|r
= — 8
p (8)
Auch die Bestimmung von %’ sollte mehrfach und bei verschiedenen Auslenkwinkeln

erfolgen. Der Mittelwert kann fiir die weitere Auswertung verwendet werden. J wird
aus (4) berechnet.

47




A Aufgaben

1. Bestimmen Sie das Trigheitsmoment eines Probekérpers aus Torsionsschwingun-
gen! Verwenden Sie 2 Paar verschiedene Massenstiicke in je 3 verschiedenen Ab- E
stinden von der Drehachse!

2. Bestimmen Sie die WinkelrichtgréBe der Spiralfeder!
3. Ermitteln Sie das Trigheitsmoment verschiedener Kérper aus Drehschwingungen!!
4. I'ehlerabschitzung

5. Uberlegen Sie, welchen Einflul das Figentrigheitsmoment von Spiralfeder und
Achse auf die Messung hat!

Versuchsgerdte: Stativ mit Torsionsdraht und Probekorper, 2 Paar Massenstiicke, Mastab, Waage;
Aufspannvorrichtung mit Spiralfedern, MeBlehre, Federwage, Winkelmesser, Probekérper, Stopp-
uhr '

7. Gekoppelte Pendel i

& Grundlagen

Zwei Stangenpendel sind durch eine Koppelfeder miteinander verbunden (Bild 15).
Das Trigheitsmoment J des Stangenpendels (Bild 16) 1a8t sich als Summe ans dem
Tragheitsmoment J,; der Stange

1

Jy = £} Myl l (1
PP IP PPN IPPIIPI I PY, ,
)
3 -~
A LI LLER «
_ - SN ""7771
Ry
-
e g Bild 15 M2 Bild 16
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und dem Tragheitsmoment J, der Kugel, die wir als Massenpunkt ansehen wollen,

J2 = m2122 (2)
berechnen :-
J = J]_ + J2 (3)

Die Gesamtmasse des Pendels ist m = m, -} m,, sein Schwerpunkt S hat den Abstand
s vom Aufhingepunkt (Bild 16).
Aus der Periodendauer

791/ ()
mgs

des Pendels 148t sich s errechnen.

Durch die Kopplung werden Krifte von einem Pendel auf das andere iibertragen und
damit die Bewegungen (Amplituden und Frequenzen) verandert. Die Reibung soll ver-
nachlissigt werden, es sollen also ungedimpfte Schwingungen mit kleiner Amplitude
(tan ¢ &~ @ ~ sin ¢) vorausgesetzt werden. Das Problem soll weiter dadurch verein-
facht werden, daB die Koppelfeder bei gleichem Ausschlag der Pendel keine Kraft

libertragt. Im Ruhezustand hingen die beiden Pendel also senkrecht; die Feder ist

entspannt. Die Feder soll an beiden Pendeln im Abstand r von der Drehachse angrei-
fen.-

Wir betrachten nun einen beliebigen Bewegungszustand der Pendel: Pendel I sei
um den Winkel ¢, Pendel 2 um den Winkel ¢, aus der Ruhelage ausgelenkt (Bild 17).
Die Feder iibt dann auf Pendel I die Kraft

F = k(x, — %), (5)
auf Pendel 2 nach dem Gegenwirkungsprinzip die Kraft

aus. (Winkel, Strecken und Krifte sollen nach rechts positiv, nach links negativ
gezahlt werden.) '
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Fiir die ungedampfte Schwingung des physischen Pendels gilt fiir kleine Amplituden
(sin @ A« @) nach Versuch 4 die Differentialgleichung

J§ + mgsp =0 (7)

Diese Differentialgleichung ist noch um das Moment zu erweitern, das die Feder auf
die Pendel ausiibt:

J¢y + mgsp, = M, )
J @y + mygsep, = M,
Aus M = Fr folgt mit (5) fiir Pendel 1
M, =k(x, —ax)r
und fiir Pendel 2
M, =kix, —a,) r
Fiihren wir noch ein
Xy = r¢,
Xy = TP
so erhalten wir
M, = kip, — ¢1) r? (10)
M, = kipy — @) r*

Aus (8) folgt mit (10)

, J ¢ + mygsp, = kg, — ¢q) r* (1
J @y + mgsp, = k(p, — @,) 1*
Mit den Abkiirzungen
mgs = D (12)
und
krt =C" . (13)
wird
Jgy 4+ Do, = Clg, — ¢1)

J@p + Doy, = Clg, — @)

Dies ist ein System gekoppelter Differentialgleichungen. Es kann entkoppelt werden,
wenn wir die neuen Variablen

U=¢1+ @ (15)
V=9 — ¢ . (16)

(14)
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einfithren. Durch Addition der beiden Gleichungen (14) folgt mit der Substitution (15)
Jii + Du =0 (17)

Subtraktion der beiden Gleichungen (14) ergibt mit der Substitution (16)
J?’);}—(D+2C’)v-—_0 (18)

(17) stimmt mit der bekannten Differentiaigleichung (7) iiberein und stellt die Bewe-
gungsgleichung fiir einen harmonischen Oszillator dar. Seine Kreisfrequenz ist (vgl.
Versuch 4) .

D
W = ]/'j‘ (19)

Daraus ergibt sich die Periodendauer zu

j’ B
(18) ist die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators mit der Kreisfrequenz
D 2C
Wy = ]/7 -+ 7 (21)

und der Periodendauer

(22)

Bild 18

Zwei Bewegungsformen sind besonders einfach zu iibersehen. Ist ndmlich v = 0, so
ist nach (16) zu jeder Zeit

P1= P2
(Bild 18), und das System schwingt mit der Kreisfrequenz w,. Es gilt dann

1) = @o(t) == @y cos w;t (23)
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Ist andererseits v = 0, so ist nach (15) zu jeder Zeit

1= —¢2
(Bild 19), und das Sysfem schwingt mit der Kreisfrequenz w,. Dann gilt

P1(t) = —@a(t) = @o COS Wyt (24)

Die in Bild 18 und 19 dargestellten Schwingungen werden als Eigenschwingungen
oder Normalschwingungen bezeichnet, die zugehérigen Frequenzen heiBen Eigenfre-
quenzen oder Normalfrequenzen.

An gekoppelten Pendeln lassen sich auch Schwebungen beobachten. Hélt man Pendel
2 in der Ruhelage fest, lenkt Pendel 7 aus und gibt dann beide Pendel gleichzeitig frei,

YL A

@1 ¥2

Bild 19

80 beobachtet man, da die Amplituden von Pendel Irasch abnehmen und Pendel 2
zu schwingen beginnt. Die Energie wandert zwischen den beiden Pendeln hin und her.
Diese Bewegungsform entsteht durch Uberlagerung der beiden oben beschriebenen
Eigenschwingungen.

Aus der Addition von (15) und (16) folgt u + » = 2¢, oder

u + v
¢t} = 7 = %‘3 cos wit + % COS Wyl

Nach einem Additionstheorem kann dafiir geschrieben werden

(pl(t) = @ COS8 u t cos m

5 5 (25)

Fiir Pendel 2 gilt wegen der anderen Anfangsbedingungen und der sich daraus erge-
benden Phasenverschiebung

W, — Wy

2

©1 — s { sin

Pa(t) = @, sin t (26)

Im Falle schwacher Kopplung ist w, ~ w,, also w, — o, < w; + w,.
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Man kann cos ————2 ¢ bzw. sin -0-)%& t als zeitliche Anderung der Amplitude

auffassen: 2

1 — @ (27

g = 2

ist dann die Kreisfrequenz der Schwebung, wahrend

= 4 w, ) (28)

>

dnd

die Kreisfrequenz der Schwingung ist. Aus (27) lait sich die Periodendauer 75 der
Schwebung berechnen:

1 1

T, =2 (_ _ _)" (29)
2 .

Die Schwebungsdauer ist damit doppelt so grof8 wie die Zeitdauer von einem Still-

stand zum andern. In Bild 20 ist der zeitliche Verlauf der Schwingungen der beiden

Pendel dargestellt.

28

Bild 20

Als Kopplungsgrad » wird definiert
¢

" =0T t
1
Aus (19) folgt D = Jw,?, aus (21) C = 5 (Jw,2 — D). Damit wird (rechnen Sie nach!)
mit o = %t-
v — T2 —1T,2
T TR TR (31)
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V Versuchsdurehfithrung

Zunichst werden die in Bild 16 eingetragenen Werte ermittelt: {,, l,, r, m;, m,. Der
Schwerpunktabstand s wird aus /,, {,, m, und m, berechnet, das Tragheitsmoment
aus (1), (2) und (3). Die Federkonstante der Koppelfeder ist entweder gegeben oder
mub nach einem der in Versuch 5 beschriebenen Verfahren bestimmt werden. Aus
mindestens 20 Schwingungen kleiner Amplitude wird die Periodendauer 7', gemessen.
Der Schwerpunktabstand ist daraus nach (4) zu berechnen und mit dem oben bestimm-
ten Wert zu vergleichen. Dann wird die Koppelfeder eingehéingt. Man iiberzeugt sich,
dal} bei gleichsinnigen Eigenschwingungen die gleiche Periodendauer auftritt wie bei
der Schwingung des einzelnen Pendels. Dann werden die Pendel zu gegensinnigen
Eigenschwingungen angeregt; aus mindestens 20 Schwingungen wird die Perioden-
dauer T, bestimmt. Schlielich sind die Pendel zu Schwebungen anzuregen und die
Schwebungsdauer zu messen.

A Aufgaben

1. Berechnen Sie die Trigheitsmomente der beiden Stangenpendel, den Schwerpunkt-
abstand und die Konstanten D und ('

2. Messen Sie die Periodendauer des ungekoppelten Pendels!

3. Messen Sie die Periodendauer der gekoppelten Pendel bei gegensinnigen Eigen-
schwingungen ! '

4. Messen Sie die Schwebungsdauer!

5. Berechnen Sie die Periodendauer-Werte 7', und T, nach (20) und (22), vergleichen
Sie mit den MeBwerten und diskutieren Sie Abweichungen!

6. Berechnen Sie die Schwebungsdauer nach (29) und vergleichen Sie mit dem MeB-
wert!

7. Berechnen Sie den Kopplungsfaktor aus (30) und (31) und vergleichen Sie diese
Werte! :

8. Fehlerabschitzung zum Kopplungsfaktor
Versuchsgerdte: Stativ, 2 Stangenpendel, Koppelfeder, MaBstab, Waage, Stoppuhr

s, Gedimpfte Pendelsechwingungen

L & Grundlagen

Fir die ungedimpfte Schwingung des physischen Pendels gilt bei kleinen Amplitu-
den (sin ¢ ~ ¢) die Differentialgleichung

Jp + ke =10
(J Trigheitsmoment, &' WinkelrichtgrsBe)
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Fiir die geddmpfte Schwingung mull diese Gleichung um das riicktreibende Moment
erweitert werden, das durch die Reibung verursacht wird. Dieses Moment ist der
Winkelgeschwindigkeit ¢ proportional. Damit lautet die Differentialgleichung der
freien geddmpiten Schwingung

J§+ By + ko= 0
f st die Dampfungskonstante oder der Dampfungskoeffizient. Division durch J

ergibt

!

k
P+ tg =0 (1)

k!
Wir setzen % == 24 (4 Abklingkonstante) und 5 = we? (wy ist die Kreisfrequenz der
ungedimpften Schwingung [Versuch 71). Damit wird

b+ 205 + wip =0 (2)
Das ist eine homogene Differentialgleichung 2. Ordnung, die durch den Ansatz
g =Ce" ' (3)

geldst wird:
Aus (3) folgt

¢ = AC e
und (4)
‘ ¢ — 120 eilt
(3) und (4) in (2):
220 e + 282C et 4 w2C e = 0
Division durch C et liefert die (quadratische) charakieristische Gleichung
A2+ 200 + w2 =0

mit den Wurzeln

;A= =84 )8 = ug (5)

Fiir die Losung der charakteristischen Gleichung sind drei Fille zu unterscheiden:

1. 8 < wy: Schwingfall
2. 8 > wqy: Kriechfall
3. 0 = w,y: aperiodischer Grenzfall
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1. Der Schwingfall

Fiir 6 << w, wird die L6ésung der charakteristischen Gleichung komplex. Fiithrt man
die Kreisfrequenz der gedampften Schwingung

o = Yoi — & (6)
ein, so folgt

/= —0 4 jo?
Die Losung der Differentialgleichung lautet

T = 01 ellt + 02 el't
also

g = et (C, e + C, ei)
Mit der EuLkrschen Gleichung e+i*f = cos wt 4- j sin wt ergibt sich

¢ = e [(C) + C,) cos wt + j (Cy, — C,) sin wt]

@

%

z7 Bild 21

.—/ o
~
7
8
o
) &

-

Mit den neuen Konstanten 4 = C, + C, und B = j(C, — C,) folgt schlieBlich
¢ = e~%(4 cos wt + B sin wt) (7)

A und B lassen sich aus den Anfangsbedingungen (¢ und ¢ fiir § = 0) berechnen.
Ist z. B. zu Beginn das Pendel maximal ausgelenkt, dann gilt

- P =@
S

Durch Einsetzen findet man 4 = ¢, und B = ik @o- (7) lautet dann
w© .
J .
@ = g e (cos wt + —~ 8in cut) (8)

Diese Gleichung ist eine Losung der Differentialgleichung (2). e~ beschreibt die
exponentielle Abnahme der Amplituden (Bild 21). ’
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Zur Bestimmung von é betrachten wir zwei Umkehrpunkte auf derselben Seite, zwi-
schen denen das Pendel z Vollschwingungen ausfiihrt. Es ergibt sich aus (8)

@ = gge (cos wl -+ —6— sin cot) - (Ya)
w
Prazr = o €-00HD) [cos w(t + 2T) + % sin w(t 4 zT)} (9b)

Der Ausschlag geht wihrend dieser Zeit 27" auf den n-ten Teil zuriick. Es gilt also

Py (10)
DPt4T

Dividiert man andererseits die linken und rechten Seiten von (9a) und (9b) durchein-
ander, so erhalt man

P+
PttzT

Vergleich von (10) und (11) liefert

= e¥T (11)

el — ¢
oder
62T =Inn
Inn

Als logarithmisches Dekrement A definiert man
A =6T (13)

Aus (6) 1aBt sich die Kreisfrequenz w, der zugehérigen ungediémpften Schwingung
berechnen:

we = Vw? + 62

Mit & = f;,—n und (12) ergibt sich

2m\2 Inn\* 2¢ In n\?
Do = V(T) + ('7) =7t (z—m) (19
Fiir die Periodendauer T, der ungedimpften Schwingung (To = gE) folgt daraus
We
T

In n\2
l/‘ +(52)
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2. Der Kriechfall

Fiir 6 > ), ist die Losung der charakteristischen Gleichung reell. Mit der Abkiirzung
y = }/62 — wy? kommt man auf dhnlichem Wege zu der Losung

@ = pg e (cosh yt + % sinh yt) (16)

Bei groler Diampfung kriecht das Pendel auf die Ruhelage zu; es fiihrt eine aperi-
odische Bewegung aus.

3. Der Grenzfall

Man kann vom Schwingfall ausgehen. Fiir 6 = w, ist nach (6) w = 0. Mit

. sin wt
Im =t
w—>0 w

ergibt sich aus (8)
¢ =@ e (1 + ot) (17)

Diese Gleichung beschreibt ebenfalls eine aperiodische Bewegung; das Pendel kehrt
in kiirzester Zeit in die Ruhelage zuriick, ohne aber diese zu iberschreiten.

V Yersuchsdurchfiihrung

Wir verwenden ein Stangenpendel, an das Platten verschiedener GriBe angeklemmt
werden kdnnen, um verschiedene Dimpfungen zu erzielen. GroBe Dampfungen wer-
den erreicht, wenn man die Platten in Fliissigkeit eintauchen 1iBt. An einer Skale
kénnen die Amplituden abgelesen werden (Bild 22). Zunéchst wird das Stangenpendel
ohne Platte verwendet. Es wird die Periodendauer der gedimpften Schwingung ge-

YA IS SIS SIS SIS I

- |
| I AN AN A S R . W N

— ] Bild 22
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A : .
messen. Dann stellt man fest, auf welchen Bruchteil — die Amplitude nach z Schwin-

gungen abfallt. Dabei soll z so grol} wie méglich gewidhlt werden.
An das Stangenpendel werden dann nacheinander die verschiedenen Platten ange-
klemmt und die genannten Gréen bestimmt.

A Aufgaben

1. Weisen Sie nach, daB die Gleichungen (8), (16) und (17) die Differentialgleichung
(2) erfiillen!

2. Der Schwingfall ist bei drei verschiedenen Dampfungen zu untersuchen.
2.1. Berechnen Sie Abklingkonstante und logarithmisches Dekrement !
2.2. Berechnen Sie Kreisfrequenz und Periodendauer der zugehorigen ungedidmpi-
ten Schwingung!

3. Fir den Kriechfall ist bei verschiedenen Dampfungen der Ausschlag des Pendels in
Abhiingigkeit von der Zeit aufzunehmen und grafisch darzustellen.

4. Es ist der Grenzfall zu suchen und wie in Aufgabe 3 das ¢,i-Diagramm aufzu-
nehmen.

Versuchsgerdte: Stativ mit Pendel und verschiedenen Platten, Schalen mit Fliissigkeiten verschie-
dener Viskositit, MaB8stab, Stoppuhr

9. Oberflichenspannung von Fliissigkeiten

LB Grundlagen

Die Oberfliche einer Fliissigkeit wirkt wie eine gespannte diinne Haut, denn es ist
eine Kraft erforderlich, um die Oberfliche einer Fliissigkeit zu deformieren oder zu
durchstoflen. Die Spannung der Fliissigkeitsoberfliche hat ihre Ursache in den

N

Oberfliche
Wirkungssphdre
Molekil

Bild 23

Kriften, die zwischen den Fliissigkeitsmolekiilen wirken. Diese Kriifte werden als
Kohisionskrifte bezeichnet. Sie haben einen Wirkungsbereich, der auch Wirkungs-
sphire genannt wird.

Befindet sich ein Fliissigkeitsmolekiil im Inneren der Fliissigkeit (Bild 23), so heben

59




sich diese Krifte auf, da allseitig gleich grolle Gegenkrifte, die von den Molekiilen
in der Umgebung herriihren, wirksam werden. Befindet sich jedoch ein Molekiil in
der Oberfliche oder in einem Abstand darunter, der kleiner ist als die Wirkungs-
sphiire, so resultiert eine in das Innere der Fliissigkeit gerichtete Kraft (Bild 24);
denn die in der Oberfliche befindlichen Molekiile sind nur zum Teil von anderen

! \ Oberfldche

Fo Bild 24

Molekiilen umgeben. Da die Fliissigkeitsmolekiile relativ leicht verschiebbar sind,
werden die Molekiile der nach innen gerichteten Kraft so lange nachgeben, bis die
Oberfldche den kleinstméglichen Wert annimmt.

Sollen Molekiile aus dem Inneren der Fliissigkeit in die Oberfliche gebracht werden,
d. h., soll die Oberfliche der Fliissigkeit vergrofert werden, so ist eine Arbeit zu ver-
richten. Dieser Arbeitsanfwand ist spezifisch fiir jede Fliissigkeit und kann zur Be-
stimmung der Oberflichenspannung der Fliissigkeit benutzt werden. -

Legt man auf die Oberfliche der zu untersuchenden Flissigkeit einen véllig benetzten,
sehr diinnen Draht der Linge I, so bildet sich um den Draht eine Fliussigkeitshaut
(Bild 25). Hebt man den Draht um die Strecke As hoch, so haftet die Fliissigkeit an

Cberfidche

Bild 25

dem Draht, und die Oberfliche der Fliissigkeit wird um den Betrag 44 = 2iAs ver-
groBert. Um diese OberflichenvergréBerung durchzufiibren, ist eine Arbeit AW er-
forderlich:

AW = ¢AA
AW = ¢2l4s

Die zur Oberflichenvergroerung erforderliche Arbeit hingt auBler von der Ober-
flichenvergréBerung noch von einer fiir die Flitssigkeit charakteristischen Gréfe
ab. Diese GréfBe nennt man die Oberflichenspannung (auch spezifische Oberflachen-
energie oder Grenzflichenenergie). Sie hat die Dimensjon Arbeit/Fliche oder Kraft/

Linge. Thre Einheit ist [¢] = I% = % Die Arbeit AW ist genausogroll wie die
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mechanische Arbeit, die erforderlich ist, um die Flissigkeitsschicht zu heben. Diese
betrigt

AW = FAs

Durch Gleichsetzen erhilt man eine Bestimmungsgleichung fiir die Oberflichen-
spannung

6 =5 (1)

V YVersuchsdurchfiihrung

Zur Messung der Oberflichenspannung wird ein in einem Biigel ausgespannter diinner
Draht der Lénge I, der an einer Waage hingt, dicht unter die Oberfliche der zu unter-
suchenden Fliissigkeit getaucht. Der Drahtbiigel ist vorher einige Minuten in Alko-
hol zu tauchen und anschliefend durch Schwenken zu trocknen, so daB er in kurzer
Zeit von der Fliissigkeit benetzt wird. Nach dem Eintauchen des Drahtes wird die
Waage in den Gleichgewichtszustand gebracht. Vor dem Versuchsbeginn ist die
Ruhestellung der Waage zu bestimmen. Durch weiteres Auflegen von Wigestiicken
bildet sich eine Fliissigkeitslamelle aus, die am Draht haftet und mit zunehmender
Belastung linger wird. Bei einer bestimmten Belastung reifit die Lamelle ab. Durch
mehrfache Wiederholung ist diese Kraft # moglichst genau zu bestimmen. Dabei ist
zu beachten, daB die GroBe der Kraft F abhingig ist vom Auftrieb, den der in die
Fliissigkeit eintauchende Teil des Drahtbiigels erfahrt.

A Aufgahen

1. Die Ruhestellung der Waage ist zu bestimmen. Wird eine Torsionswaage benutzt,
so ist diese nach besonderer Vorschrift zu eichen.

2. Durch mehrmalige Versuchsdurchfithrung ist ein Mittelwert von ¥ zu bilden.

3. Berechnen Sie den relativen Fehler, der entsteht, wenn der Auftrieb des emt.auchen-
den Teiles des Drahtbiigels nicht berucksmhtlgt wird !

4. Nach (1) ist die Oberflichenspannung zu berechnen.

5. Vergleichen Sie mit den in Tabellen angefiihrten Werten und erldutern’Sie auf-
tretende Abweichungen!

Versuchsgerdte: Waage, Wigestiicke, PETrI-Schale, MeBlehre, Drahtbiigel
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10. Bestimmung der Dichte von festen Korpern aus dem Auftrieb
in Fliissigkeiten

G Grundlagen

Um die als Quotient aus Masse und Volumen definierte Dichte eines Korpers zu
bestimmen, mufl man die Grofen Masse und Volumen ermitteln kénnen.

Die Masse it sich mit den iiblichen Waagen bis auf 10 mg genau messen. Zum Fest-
stellen des Volumens kdnnen verschiedene Verfahren angewandt werden. Hier soll
beschrieben werden, wie das Volumen mit Hilfe des Auftriebes, den der Kérper in
einer Fliissigkeit erfahrt, gefunden wird.

Das Prinzip von ARCHIMEDES besagt:

Auf einen in eine Fliissigkeit getauchten Korper wirkt eine Auftriebskraft, die gleich
dem Gewicht der verdringten Fliissigkeit ist.

Das bedeutet, dafi der zum Erdmittelpunkt gerichteten Schwerkraft, die zwischen
der Masse des Kérpers und der Masse der Erde wirksam ist, eine Kraft entgegen-
wirkt, die als Auftriebskraft F, bezeichnet wird. Sie ist eine F olge des Druckunter-
schiedes zwischen Ober- und Unterseite des in die Fliissigkeit getauchten Kérpers:

Fy = Veiomg (1)

In Gleichung (1) ist Vg, das Volumen, gp, die Dichte der verdringten Flissigkeit und
g die Fallbeschleunigung.

Da das Volumen des eingetauchten Kérpers gleich dem Volumen der verdringten
Fliissigkeitsmenge ist, gilt nach (1)

oerng

\

Wegen V = iz- ist auch
m . FA .
e org’
somit kann die gesuchte Dichte nach der Gleichung

¢ =z ¢n ‘ (2)
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berechnet werden. Das Produkt mg ist das Gewicht des Korpers in Luft (). Die
Auftriebskraft F, wird aus der Differenz der Gewichte in Luft und in der Fliissigkeit
bestimmt:

Gy
0

n = _— OfF1
4 v Aj -
Gy, — Gp

Somit wird die Volumenbestimmung eines Kdorpers auf zwei Gewichtsbestimmungen
bzw. Wigungen zuriickgefiihrt. Da die MelB{fehler beim Wigen gewdhnlich sehr klein
sind, handelt es sich hier um ein recht genaues Verfahren.

V Versuchsdurchfiihrung

1. Mit Hilfe einer hydrostatischen Waage (Bild 26) wird das Gewicht des Probe-
kérpers in Luft bestimmt. Darauf wird er in Wasser eingetaucht und die Gewichts-
verminderung, d. h. der Auftrieb, festgestellt.

Bild 26

2. Steht keine hydrostatische Waage zur Verfiigung, so kann auch eine normale
Feinwaage (Bild 27) verwendet werden. Der Probekérper wird auf eine Waagschale
gelegt und sein Gewicht in Luft festgestellt. Nunmehr wird auf eine Waagschale
ein Becherglas mit Wasser gestellt und die Waage ins Gleichgewicht gebracht. Das
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Gewicht des gefiillten Becherglases braucht nicht bestimmt zu werden, das Aus-
tarieren kann mit Schrotkugeln erfolgen. Der inzwischen an einem diinnen Faden
an einem Stativ befestigte Korper wird in das Wasser getaucht. Dabei senkt sich
die Waagschale mit dem Becherglas. Nachdem die Waage wieder austariert wurde,
kann aus der scheinbaren Gewichtszunahme des gefiillten Becherglases die Auf-
triebskraft bestimmt werden.

Bei beiden Methoden ist sorgfiltig darauf zu achten, dall beim Eintauchen der Probe-
korper keine Luftbldschen an ihnen haften.

Bild 27

A Aufgaben

1. Bestimmen Sie nach Verfahren 1 oder 2 die Dichte verschiedener Probekorper!

2. Entscheiden Sie, ob fiir die Dichte des Wassers 1,000 g cm~3 eingesetzt werden kann!
Priifen Sie auch, ob die Vernachlissigung des Auftriebes in Luft zulissig ist!

3. Weshalb sinkt bei Verfahren 2 die Waagschale mit dem gefiillten Becherglas,
wenn der Probekdérper eingetaucht wird?

4. Erliutern Sie, wieso mit Hilfe der vorgeschlagenen Balkenwaagen die Gewichte G|,
und Gy, der Probekorper gefunden werden kénnen, obwohl mit diesen Waagen im
Grunde nur ein Massenvergleich erfolgt!

Versuchsgerdite: Hydrostatische Waage oder Feinwaage, Becherglas, Stativmaterial, verschiedene
Probekérper
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11. Bestimmung der Dichte von Fliissigkeiten mit der
Mohr-Westphalschen Waage

G Grundlagen

Das Prinzip der Mour-WEsTPHALSchen Waage besteht darin, dall der Auftrieb, den
ein MeBkorper in einer zu untersuchenden Fliissigkeit erfihrt, verglichen wird mit
dem Auftrieb im Wasser.

Die Mour-WestpHALSche Waage (Bild 28) besteht aus einem Sta,tivktirper mit einem
Waagebalken, der auf einer Schneide ruht. Wihrend die eine Seite des Balkens
durch Kerben in 10 gleiche Teile geteilt ist und am Ende einen Haken triagt, an dem
ein MeBkorper aus Glas mit einem eingebauten Thermometer hingt, liuft die andere

Bild 28

Seite des Waagebalkens in einen spitzen Dorn aus. Dieser Teil des Waagebalkens stellt
das Gleichgewicht her, wenn der Me3korper von Luft umgeben ist. Die Dornspitze und
die am Stativ angebrachte Spitze stehen sich dann gegeniiber.

1 1 '
Zur Waage gehoren noch Reiter, deren Massen sich wie 1 : 5 ° 100 verhalten. Sie

werden im folgendenText als Reiter 1, Zehntelreiter und Hundertstelreiter bezeichnet.
Reiter 1 ist doppelt vorhanden. Das Gewicht von Reiter 1 ist so gewahlt, dal} es am
oben erwihnten Haken hangend ungefihr Gleichgewicht hervorruft, wenn der MeB-
kérper in eine Fliissigkeit mit der Dichte 1,000 g em=2 getaucht wird.

Angenommen, die Dornspitzen stehen sich geaenuber wenn der MeBkorper in eine
Fliissigkeit mit der Dichte von 1,000 g cm=2 eintaucht und ein Reiter 1 am Haken (im
folgenden mit Kerbe 10 bezeichnet) hingt. Die Auftriebskraft ist in diesem Fall
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gleich dem Gewicht von Reiter 1. Die Auftriebskraft erzeugt dasselbe Drehmoment
wie der Reiter 1. Gleichgewicht wiirde an dem Hebel auch herrschen, wenn zwei
Reiter 1 auf Kerbe 5 hingen. Ist die Dichte der zu untersuchenden Fliissigkeit nun
z. B. 1,547mal so groB wiedie der Vergleichsfliissigkeit, so erfahrt der Mellkorper auch
einen um den Faktor 1,547 groBeren Auftrieb.

Im angenommenen Fall mufl mit Hilfe der Reiter das Gegendrehmoment auf den
1,547fachen Wert gebracht werden, um wieder Gleichgewicht herzustellen. Das ist
der Fall, wenn ein Reiter 1 auf Kerbe 10, ein Reiter 1 auf Kerbe 5, der Zehntelreiter
auf Kerbe 4 und der Hundertstelreiter auf Kerbe 7 hingt.

Wenn die Dichte der Vergleichsfliissigkeit 1,000 g cm~3 betrug und die Dornspitzen sich
nach dem Eintauchen des MeBkérpers in die zu untersuchende Fliissigkeit gegeniiber-
stehen, wenn ein Reiter 1 auf Kerbe 8, der Zehntelreiter auf Kerbe 1 und der Hun-
dertstelreiter auf Kerbe 5 hiingt, so ist das durch den Auftrieb verursachte Dreh-
moment nur das 0,815fache des Auftriebes in der Vergleichsfliissigkeit. Das bedeutet
aber, dal} die gesuchte Dichte 0,815 g em~3 betrigt.

Nun ist aber die Dichte z. B. von Wasser bei Zimmertemperatur nicht 1,000 g cm=3,
wie bisher angenommen wurde. AuBerdem erfihrt der Aufhingedraht des MeBkorpers
einen Auftrieb, der von der Eintauchtiefe abhéingig ist.

Wir nehmen an, daB als Vergleichsfliissigkeit Wasser mit einer Temperatur von 18 °C
verwendet wird und die Waage einspielt, wenn ein Reiter 1 und der Zehntelreiter
auf Kerbe 9 und der Hundertstelreiter auf Kerbe 7 sitzen. Die Dichte pw von Wasser
hat bei 18°C den Wert 0,9986 g cm=3. Das bedeutet nun, dall 0,997 Reitergewicht
einer Dichte von 0,9986 g cm~2 entsprechen.

Reiter 1 wird mit 1,0, der Zehntelreiter mit 0,1 und der Hundertstelreiter mit 0,01 bewertet,
wenn sie auf Kerbe 10 (Haken) hidngen.

Stehen sich die Dornspitzen gegeniiber, wenn die zu untersuchende Fliissigkeit mit
der Dichte gp; einen Auftrieb verursacht, der durch ap, Reitergewichte ausgeglichen
wird, wihrend der Auftrieb im Wasser durch aw Reitergewichte kompensiert wurde,
so ist die gesuchte Dichte

ewarl

Om =~ - (1)
Die hohe Genauigkeit des Verfahrens ausniitzend, verwendet man die MoarR-WEST-
pHALsche Waage auch zur Bestimmung der Dichte fester Korper (o =0,9---2,5 g cm=3).
Es wird davon ausgegangen, daB ein fester Korper in einer Fliissigkeit schwebt. Der
Auftrieb und das Gewicht des Kdérpers sind an jeder Stelle der Fliissigkeit gleich
groB, wenn die Dichte des Kérpers und der Fliissigkeit tibereinstimmen. Gelingt es
nun, diesen Schwebezustand zu erreichen, dann kann mit der MorrRschen Waage die
Dichte des festen Korpers bestimmt werden.

A% Versuchsdurehfiihrung

Nachdem die Waage so eingestellt wurde, daB sich die Dornspitzen gegeniiberstehen,
wird der Mefkorper in Wasser getaucht, dessen Temperatur gemessen wird. Die
Eintauchtiefe ist zu beachten und bei den folgenden Messungen einzuhalten. Mit
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Hilfe der Reiter wird der Auftrieb kompensiert und die Reiterstellung notiert. Nach-
dem der Glaskorper von anhaftendem Wasser befreit wurde, wird er in die zu unter-
suchende Fliissigkeit getaucht. Aus der nunmehr zum Ausgleich des Auftriebes er-
forderlichen Reiterstellung, der fiir das Wasser zutreffenden Stellung und dem aus,
der Tabelle entnommenen Wert fiir die Dichte des Wassers wird die Dichte der

Fliissigkeit errechnet.

A Aufgaben

I. Ermitteln Sie die Dichte von drei verschiedenen Fliissigkeiten !
2. Bestimmen Sie die Dichte eines festen Korpers nach der Schwebemethode!

3. Wie weit taucht ein schwimmender Korper in eine Fliissigkeit ein?

Versuchsgerite: Moar-WESTPHALSche Waage, verschiedene Flissigkeiten (z. B. Toluol, Benzol,
Tetrachlormethan, Petroleum, Xylol, Salzwasser), Korper aus Hartgummi oder Dederon,
Thermometer

12.  Viskositit von Fliissigkeiten

G Grundlagen

Bewegt man einen Kérper durch eine Fliissigkeit, so muB man eine Kraft aufwenden
Bei kleinen Geschwindigkeiten herrscht laminare Strémung: Dem Kérper haftet eine
Fliissigkeitsschicht an, die sich gegeniiber der nichsten Schicht verschiebt. Die dazu
erforderliche Kraft ist proportional dem Geschwindigkeitsgefille dv/ds und der
Beriihrungsfliche 4. Der Proportionalititsfaktor # ist ein Materialwert und heiBt
dynamische Viskosilit:
dv
=nd —
F=nd— (1)
Die dynamische Viskositét ist stark temperaturabhingig.
Die kohirente Einheit der dynamischen Viskositdt ergibt sich aus (1) zu

[W]=F=P&S

Gebrauchlich war friiher die Einheit Poise: 1 P = 0,1 Pa s bzw. 1 ¢cP = mPas.
Der Quotient aus der dynamischen Viskositdt » und der Dichte ¢ der Fliissigkeit
" heiBt kinematische Viskositit:

_— | (2)
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Aus (2) folgt die SI-Einheit der kinematischen Viskositét:

2
fv]=?

Als SI-fremde Einheit wurde frither das Stokes verwendet: 1 St = 164 m?/s und
1St = 10-¢m?/s.

Um die dynamische Viskositit einer Fliissigkeit zu bestimmen, 1i8t man Kugeln in
dieser Fliissigkeit sinken. Fiir die laminare Umstromung einer Kugel gilt das StoxEs-
sche Gesetz:

Fy = 6mpre (3)

Auf die Kugel, die in der Flissigkeit sinkt, wirken drei Kriifte: die Gewichtskraft &
nach unten, die Auftriebskraft F, und die Reibungskraft Fx nach oben. Die Kugel
fithrt zunichst eine beschleunigte Bewegung aus, dann fillt sie mit konstanter Ge-
schwindigkeit; zwischen den drei Kriaften muBl also dann Gleichgewicht bestehen:

Dabei ist
4 .
G = 5 73 ox (, (8)
4 )
P, =3 =ré og (6)

Setzt man (3), (5) und (6) in (4) ein und 16st nach n auf, so erhilt man

— 2r% (ox — 0)
= Yv

Bei gleichférmiger Bewegung ist die Geschwindigkeit » der Quotient aus dem zuriick-
gelegten Weg s und der Zeit ¢:

__2r% (ox — o)t

Kennzeichnend fiir das Verhalten einer Stromung ist die REY~NoLDssche Zahl
Re = — : (8)

Hier bedeutet ! eine Vergleichslinge; bei der umstrémten Kugel kann ! = 2r (r Kugel-
radius) gesetzt werden. Laminare Umstrémung der Kugel liegt vor, wenn Re < 1 ist.
Oberhalb einer kritischen REYNoLDSschen Zahl wird die Strémung turbulent, d. h.,
es bilden sich Wirbel.
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A\ Y Versuchsdurchfiihrung

Mit der MeBschraube werden zuniichst die Durchmesser der verschiedenen Kugeln
gemessen. Die Kugeldichten oy lassen sich aus den Massen und den Volumina der
Kugeln berechnen. Mit der Mour-WesreHALschen Waage (V ersuch 11) kann die
Dichte der Versuchsfliissigkeit gemessen werden. o -

Ein hoher Standzylinder, dessen Radius grofl gegen den K uge}rad.ms ist, enthilt die
Versuchsfliissigkeit. Am Zylinder sind zwei Marken angebracht, die \io“ne;_nanfler den
Abstand s haben (Bild 29). Die obere Marke mul} so weit von der Fliissigkeitsober-

L

Bild 29 Bild 30

fliche entfernt sein, dal sich die Kugel an dieser Stelle bereits in gleichformiger
Bewegung befindet. Es wird die Zeit ¢ gemessen, in der die Kugel von einer Marke zur
andern gelangt.

Technisch wird die dynamische Viskositdt von Fliissigkeiten und Gasen mit dem
Hoprrer-Viskosimeter bestimmt. Hier befindet sich die Versuchsfliissigkeit in einem
Rohr, das etwa 5° gegen die Vertikale geneigt ist (Bild 30). In dem Robr fillt eine
Kugel, deren Durchmesser nur wenig kleiner als der Rohrdurchmesser ist. Das
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StorEssche Reibungsgesetz 1aBt sich auf die Bewegung der Kugel nicht anwenden,
sondern es gilt die Beziehung

n = K(og — o}t (9)

Darin ist K der ,,Kugelfaktor”, der der Bedienungsanleitung des Gerites zu ent-
nehmen ist.

A Aufgaben

1. Bestimmen Sie die dynamische Viskositat der Versuchsfliissigkeit! Messen Sie
dazu fiir jede Kugel zehnmal die Fallzeit!

2. Fehlerabschétzung fiir 7
3. Berechnen Sie die kinematische Viskositit der Versuchsfliissigkeit |

4. Berechnen Sie fiir die Bewegung aller Kugeln die REy~oLDssche Zahl! Ist in allen
Fillen die Voraussetzung laminarer Umstrémung der Kugel erfiillt?

5. Skizzieren Sie das v,i-Diagramm fiir die Bewegung der Kugel und erliutern Sie
diese Bewegung!

Versuchsgerate: Standzylinder mit Versuchsfliissigkeit, Kugeln mit verschiedenem Durchmesser
und verschiedener Dichte, MorR-WESTPHALsche Waage, MeBschraube, Waage, Vertikalmafstab,
Stoppuhr, Thermometer, Phosphorléffel, HorpLER-Viskosimeter

13. Strémungsgeschwindigkeit und Widerstandszaht

G Grundlagen

Stromt Luft mit einer Geschwindigkeit, die klein gegeniiber der Schallgeschwindigkeit
ist, so kann man die Luft als inkompressibel bezeichnen. Das ist fiir Strémungsge-
schwindigkeiten bis etwa 70 m s~ der Fall. Wird weiterhin die innere Reibung ver-
nachléssigt, so spricht man von einer tdealen Stromung. -

Betrachtet man in dieser strémenden’ Luft einen Ausschnitt, der als Stromréhre be-
zeichnet werden soll (Bild 31), so ist Arbeit zu verrichten, wenn die Luft von Niveau I
nach dem Niveau 2 strémen soll. Stromt die Luft mit der Geschwindigkeit »; durch
den Querschnitt 4,, so hat die Luft vom Volumen dV in der Zeit dt den Weg v,dt
zuriickgelegt. Da aus der Stromrdhre die Luft nur aus dem Querschnitt 4, austreten
kann, gilt fiir das Luftvolamen dV = 4,v,dt = 4,v,dt, d. h.,

Al'vl. = szz .
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Diesen Ausdruck bezeichnet man als Kontinustdtsgleichung. Damit die_Luf_t vom Niveau
1 nach dem Niveau 2 strémt, ist eine Arbeit zu verrichten, die die kinetische und po-
tentielle Energie der stromenden Luft verdndert:

dW = dem + dH"pot (1)

Die an der Luft zu verrichtende Arbeit ergibt sich aus folgender Uberlegung : die Luft
vom Volumen d ¥ wird quasistatisch vom Niveau I nach dem Niveau 2 gebracht. Dazu
ist die Arbeit dW erforderlich. Diese Arbeit wird durch eine Kraft F lings des Weges

Stromréhre A

i

a3

A ] =
N

1 3 Bild 31

dsausgefiihrt, so daB dW = F ds gilt. Mit F = p4 wird dW = pd ds = p dV. Diese
Arbeit ist aufzubringen, um die kinetische Energie AWy, = —;— dmv? und die poten-

tielle Energie dWpo, = dmgh zu dndern. Wendet man (1) auf die beiden Niveaus an,
s0 wird '

1
(P — p) dV = 5} dm(v,? — %) + dmg(h, — h,)
Beachtet man, daB dm = p d¥ ist, und ordnet die vorstehende Gleichung, so ist

1
P dV + 5 0 AVl + 0 dVgh = py dV 4 - 0 dVo2 + o dTgh,

und man erhilt nach Division durch dV
1 e 1
Pt 5 o0t + egh =y + 5 ov)® + oghy (2)

Wird der Versuch so durchgefiihrt, daB die Luft waagerecht strémt, dann ist hy =h,,
und (2) erhilt die Form

1 - 1
-+ 6} ov,? = pe + 5 ov,? (3)

d. h., in einer horizontal strémenden Luftmenge ist die Summe aus statischem und
Staudruck konstant. (3) wird auch als BERNODLLIsche Gleichung bezeichnet.
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Bringt man die stromende Luft eine Drucksonde (Bild 32), so kann man den stati-
schen Druck p, im Inneren der mit der Geschwindigkeit v, strémenden Luft messen.
Wird in die stromende Luft ein Piror-Rohr gebracht (Bild 33), so wird in diesem die
stromende Luft gestaut. Die Geschwindigkeit v, wird Null. Der statische Druck p,

’://—‘——‘E Stromung
ﬁ/ L —_?_—I. Strismung
\ ARSI S f__:
—u——p [ AP IITI LI
\ %—:
+ '
zum 2am
. Mancmeter Manometer
Bild 32 Bild 33
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f———“ -~
V=== =

v e e
g 7 -
e
| e a—a—a VA e

1

I

um
Manomerer Bild 34

ist gleich dem Gesamtdruck p, = p,. Kombiniert man Drucksonde und Piror-Rohr
zum Staurohr nach PraxpTL (Bild 34), so ist es maglich, den Staudruck als Differenz
von Gesamtdruck p, und statischem Druck p, zu messen. Nach (3) ist

1
n + ) 0¥, = P,

und daraus die Stromungsgeschwindigkeit v, der Luft

]/2 | .
vy = ry (Do — 1) (4)

berechenba,r:
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Wird in die stromende Luft ein Kérper gebracht, so wird die Stromung in Abhéngig-
keit von der Form des Korpers gestaut. Der Korper bietet der stromenden Luft
einen Widerstand. Fiir diese Widerstandskraft F gilt

F=c % v,24 (3)

In (5) bedeuten: ¢ Widerstandszahl, ¢ Dichte der Luft, 4 Querschnittsfliche des
Korpers, v, Stromungsgeschwindigkeit der Luft.

Bild 35

Die Abhingigkeit der Widerstandskraft von der Korperform ist nachweisbar, wenn
Korper verschiedener Form mit gleichem Querschnitt in die mit der Geschwindigkeit
v, strémende Luft gebracht werden und mit einem Winddruckmefgerit die Wider-
standskraft F' gemessen wird (Bild 35).

Vv Versuchsdurehfiihrung

Zur Bestimmung der Geschwindigkeit der stromenden Luft wird der Luftstrom-
erzeuger so aufgestellt, dal} die stromende Luft in axialer Richtung waagerecht aus-
treten kann. Der Motor wird iiber einen Einstellwiderstand an die Spannung ange-
schlossen. Durch Einstellung der Spannung (z. B. 0, 20, 40, 60, ... V) wird die Stro-
mungsgeschwindigkeit erhoht. Vor die Ausstromdiise des Luftstromerzeugers wird
das Staurohr angeordnet und mit dem Druckmefgerit (Mikromanometer, Ringwaage)
verbunden. Zu jeder Spannungs- (Drehfrequenz-) Stufe wird am Druckmesser die
Druckdifferenz abgelesen und nach (4) die zugehérige Stromungsgeschwindigkeit
errechnet.

Zur Ermittlung der Widerstandszahlen wird vor dem Luftstromerzeuger das Wind-
druckmelBgerit, eine Einkomponentenwaage, angebracht (Bild 35). Das Gewicht des
jeweils zu untersuchenden Probekérpers ist durch eine Ausgleichsmasse vor dem
Einsetzen des Luftstromes auszugleichen. Besonders zu beachten ist, dall der Hebel,
an dem sich der zu untersuchende Probekérper befindet, vor dem Anblasen senk-
recht steht. Die beim Anblasen des Probekérpers auftretende Widerstandskraft ist
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mit der Federwaage auszugleichen und die Grofle der Kraft abzulesen. Beim Aus-
gleichen mull der Zeiger des Winddruckmefigerdtes in die Nullage einspielen. Die
Messungen sind mit den vorgegebenen Probekorpern bei jeweils zwei Geschwindig-
keiten durchzufithren. Nach (5} ist die Widerstandszahl zu errechnen.

A Aufgaben

1. Messen Sie mit dem Staurohr die Druckdifferenz im gesamten Drehfrequenz-
bereich des Luftstromerzeugers!

2. Stellen Sie v = f(p, — p,) grafisch dar!

3. Bestimmen Sie die Widerstandszahlen der vorgelegten Probekérper bei zwei ver-
schiedenen Geschwindigkeiten !

4. Begriinden Sie eventuelle Abweichungen!

5. Beziehen Sie die gefundenen Widerstandszahlen auf den Wert, der fiir die Kreis-
scheibe ermittelt wurde!

6. Welche Bedeutung kommt der Widerstandszahl bei der Entwicklung von Fahr-
zeugen (z. B. PKW, Lokomotiven) zu?

Versuchsgerdte: Windstromerzeuger, Einstellwiderstand, Spannungsmesser, Staurohr, Druck-
messer, WinddruckmefBgeriit, Verbindungsschliuche, Stativmaterial

14. Schallgeschwindigkeit und Elastizititsmodul

& Grundlagen

Wird mit einer Schallquelle ein Ton erzeugt, so breitet er sich mit der Geschwindig-
keit ¢ = 2f aus, wobei f die Frequenz des Tones und 2 die Wellenlinge im be-
treffenden Medium ist. Tritt die Schallwelle in ein anderes Medium iiber, so #ndern
sich Schallgeschwindigkeit und Wellenlinge, wihrend die Frequenz f unverindert
bleibt. Fiir die beiden Medien gelten die Gleichungen '

¢ = if und ¢ =1f

Durch Division beider Gleichungen ergibt sich

c_}. _ q
cl—ll’ ) ()

d. h., in zwei verschiedenen Medien verhalten sich die Ausbreitungsgeschwindigkeiten
einer Welle wie ihre Wellenlingen. Wird die Wellenlinge in beiden Medien gemessen
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