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Ïðåäèñëîâèå

Â ýòîé êíèãå ñîáðàíû óñëîâèÿ çàäà÷, äàâàâøèõñÿ íà
Ìîñêîâñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ, íà÷èíàÿ ñ ïåð-
âîé, ïðîõîäèâøåé âåñíîé 1935 ãîäà, è êîí÷àÿ äâàäöàòîé,
ñîñòîÿâøåéñÿ â 1957 ãîäó. Â êíèãå ïðèâîäÿòñÿ îòâåòû,
äàþòñÿ óêàçàíèÿ, à â çàêëþ÷åíèå ïðèâîäÿòñÿ ïîëíûå è
ïîäðîáíûå ðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷.

Ìîñêîâñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèàäû ÿâëÿþòñÿ ÷à-
ñòüþ íàøåé îòå÷åñòâåííîé êóëüòóðû, êîòîðîé âñå ìû âïðà-
âå ãîðäèòüñÿ. Íà ïðîòÿæåíèè ñåìèäåñÿòè ïÿòè ëåò ýíòóçè-
àñòû, âäîõíîâëåííûå ñòðåìëåíèåì íàéòè ñðåäè øêîëüíè-
êîâ òåõ, êòî ïðåäðàñïîëîæåí ê èíòåëëåêòóàëüíîìó òâîð-
÷åñòâó, è æåëàíèåì óâëå÷ü èõ êðàñîòîé íàøåé íàóêè,
îðãàíèçóþò êðóæêè, öèêëû ëåêöèé, èçäàþò ïîäãîòîâè-
òåëüíûå ñáîðíèêè çàäà÷, íàêîíåö, ïðîâîäÿò ñàìè îëèì-
ïèàäû, êîòîðûå âîèñòèíó ñòàíîâÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè
ïðàçäíèêàìè.

Ìîñêîâñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îëèìïèàäàì ïîñâÿùåíà
çíà÷èòåëüíàÿ ëèòåðàòóðà. Ïåðâàÿ êíèãà: ¾Ìîñêîâñêèå ìà-
òåìàòè÷åñêèå îëèìïèàäû 1935 è 1936 ãã.¿ áûëà íàïèñàíà
Ð. Í. Áîí÷êîâñêèì (1905��1942), òàëàíòëèâûì ìàòåìàòè-
êîì è ïîïóëÿðèçàòîðîì íàóêè, îñíîâàâøèì ïåðâóþ ñåðèþ
ñáîðíèêîâ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå¿. Ð. Í. Áîí÷êîâ-
ñêèé ïîãèá ïîä Ñòàëèíãðàäîì. Â ñåðåäèíå øåñòèäåñÿòûõ,
â ïåðèîä ðàñöâåòà ìîñêîâñêîé ìàòåìàòèêè è èíòåðåñà ê
íàóêå ñðåäè øêîëüíèêîâ, âûøëà òèðàæîì 122 òûñ. ýê-
çåìïëÿðîâ êíèãà ¾Ñáîðíèê çàäà÷ ìîñêîâñêèõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ îëèìïèàä¿ (ñîñòàâèòåëü, àâòîð óêàçàíèé è ðåøå-
íèé À. À. Ëåìàí, ïîä ðåäàêöèåé Â. Ã. Áîëòÿíñêîãî. Ì. :
Ïðîñâåùåíèå, 1965). Â ýòîé êíèãå åñòü ðàçäåë, ïîñâÿùåí-
íûé çàäà÷àì, âçÿòûì èç ïîäãîòîâèòåëüíûõ ñáîðíèêîâ ê
îëèìïèàäàì; ïðèâåäåíû óñëîâèÿ çàäà÷ ïåðâûõ äâàäöà-
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4 Ïðåäèñëîâèå

òè ñåìè îëèìïèàä è äàíû óêàçàíèÿ è ðåøåíèÿ íåêîòî-
ðûõ çàäà÷ îëèìïèàä, íà÷èíàÿ 1952 ãîäà ïî 1964. ×åðåç
äâà ñ ëèøêîì äåñÿòêà ëåò âûøëà êíèãà Ã. À. Ãàëüïåðèíà
è À. Ê. Òîëïûãî ¾Ìîñêîâñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèà-
äû¿ (ïîä ðåäàêöèåé À. Í. Êîëìîãîðîâà, Ì. : Ïðîñâåùåíèå,
1986). Â íåé ïðèâåäåíû óñëîâèÿ çàäà÷, îòâåòû, óêàçàíèÿ è
ðåøåíèÿ âñåõ îëèìïèàä, âïëîòü äî 1985 ãîäà. Êíèãà áûëà
èçäàíà íåñëûõàííûì òèðàæîì 680 000 ýêçåìïëÿðîâ. Îá
èñòîðèè çàðîæäåíèÿ îëèìïèàä, èõ ðàçâèòèè, îðãàíèçàöèè
è òåõ, êòî ñòîÿë ó èñòîêîâ îëèìïèàäíîãî äâèæåíèÿ, ÷èòà-
òåëü ìîæåò óçíàòü èç çàìå÷àòåëüíîãî î÷åðêà Â. Ã. Áîëòÿí-
ñêîãî è È. Ì. ßãëîìà ¾Øêîëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé êðó-
æîê ïðè ÌÃÓ è ìîñêîâñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèà-
äû¿, îòêðûâàþùåãî ñáîðíèê À. À. Ëåìàíà, èç ïðåäèñëî-
âèÿ àâòîðîâ ê êíèãå Ãàëüïåðèíà è Òîëïûãî, èç ñòàòüè
àâòîðà íàñòîÿùåãî ïðåäèñëîâèÿ ¾Ðàçìûøëåíèÿ î ïåðâûõ
ìîñêîâñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ¿, ïîìåùåííîé
âî âòîðîì âûïóñêå òðåòüåé ñåðèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðî-
ñâåùåíèÿ¿ (Ì. : ÌÖÍÌÎ, 1998). Ñáîðíèê çàäà÷ Ëåìàíà,
êíèãà Ãàëüïåðèíà è Òîëïûãî è âñå âûïóñêè òðåòüåé ñåðèè
¾Ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîñâåùåíèÿ¿ ñîäåðæàòñÿ â Èíòåðíå-
òå. Â áèáëèîãðàôèè êíèãè Ãàëüïåðèíà è Òîëïûãî ÷èòà-
òåëü íàéäåò ìíîæåñòâî êíèã è ñòàòåé, òàê èëè èíà÷å ñâÿ-
çàííûõ ñ Ìîñêîâñêèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îëèìïèàäàìè.

Õî÷ó ñêàçàòü îòäåëüíî î ïðåäèñëîâèè À. Í. Êîëìîãîðî-
âà ê êíèãå Ãàëüïåðèíà è Òîëïûãî, âûøåäøåé â ñâåò â 1986
ãîäó. Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ ñêîí÷àëñÿ 20 îêòÿáðÿ 1987 ãî-
äà. Â ìîìåíò, êîãäà åìó íàäî áûëî ïèñàòü ïðåäèñëîâèå, îí
áûë ñìåðòåëüíî áîëåí. Â òó ïîðó îí ôàêòè÷åñêè ëèøèëñÿ
çðåíèÿ è âîçìîæíîñòè ãîâîðèòü. Ñâîè òåêñòû Àíäðåé Íè-
êîëàåâè÷ äèêòîâàë, è íà ïðîèçíåñåíèå îäíîãî ñëîâà ó íåãî
óõîäèëî íåñêîëüêî ìó÷èòåëüíûõ ñåêóíä. Ïðî÷òèòå åãî ïî-
ðàçèòåëüíîå ïðåäèñëîâèå, â êîòîðîì âåëèêèé ó÷åíûé áëà-
ãîñëîâëÿåò ñâîèõ ÷èòàòåëåé ê òâîð÷åñêèì ñâåðøåíèÿì.

Ïðåäñòàâëÿÿ êíèãó, ïîñâÿùåííóþ ïåðâûì äâàäöàòè
îëèìïèàäàì, ìíå õî÷åòñÿ âñïîìíèòü âñåõ ïðåäñåäàòåëåé
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Ïðåäèñëîâèå 5

îðãêîìèòåòîâ ýòèõ òâîð÷åñêèõ ñîñòÿçàíèé. Êàæäûé èç
íèõ ñûãðàë âûäàþùóþñÿ ðîëü è â îëèìïèàäíîì äâèæå-
íèè, è â ñàìîì ôîðìèðîâàíèè ìîñêîâñêîé ìàòåìàòèêè, è
â æèçíè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâ-
ñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ïðåäñåäàòåëÿìè îðãêîìèòåòîâ ïåð-
âûõ äâàäöàòè Ìîñêîâñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä áû-
ëè: Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâ (îëèìïèàäà 1935 ã.), Í. À. Ãëàãî-
ëåâ (1936), À. Í. Êîëìîãîðîâ (1937), À. Ã. Êóðîø (1938),
Ë. À. Ëþñòåðíèê (1939), Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèí (1940), À. Î. Ãåëü-
ôîíä (1941), È. Ì. Ãåëüôàíä (1945), Ñ. À. Ãàëüïåðí (1946),
È. Ã. Ïåòðîâñêèé (1947), Â. Â. Íåìûöêèé (1948), À. È. Ìàð-
êóøåâè÷ (1949), Ì. À. Êðåéíåñ (1950), Á. Í. Äåëîíå (1951),
Ï. Ê. Ðàøåâñêèé (1952), Ä. Å. Ìåíüøîâ (1953), Ñ. Â. Áà-
õâàëîâ (1954), Â. Â. Íåìûöêèé (1955), Å. Á. Äûíêèí (1956),
Î. À. Îëåéíèê (1957).

Íåñêîëüêî ëåò òîìó íàçàä â ÌÖÍÌÎ (Ìîñêîâñêîì öåí-
òðå íåïðåðûâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ) ðîäèëàñü
èäåÿ ïðèâåñòè óñëîâèÿ çàäà÷, ñîïðîâîäèòü îòâåòàìè, óêà-
çàíèÿìè è ïîäðîáíûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è âñåõ Ìîñêîâ-
ñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä îò ñàìîé ïåðâîé è äî íà-
øèõ äíåé. Â îñóùåñòâëåíèå ýòîé èäåè ñäåëàíû ïåðâûå äâà
øàãà: âûøëà êíèãà ¾Ìîñêîâñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå îëèì-
ïèàäû 1993��2005¿ (àâòîðû Ð. Ì. Ôåäîðîâ, À. ß. Êàíåëü-
Áåëîâ, À. Ê. Êîâàëüäæè, È. Â. ßùåíêî, ïîä ðåäàêöèåé
Â. Ì. Òèõîìèðîâà. Ì. : ÌÖÍÌÎ, 2006) è êíèãà, êîòîðàÿ
ñåé÷àñ íàõîäèòñÿ â ðóêàõ ÷èòàòåëÿ. Îñòàåòñÿ ñäåëàòü äâà
øàãà, ÷òîáû ïîêðûòü ðàññòîÿíèå îò 1958 äî 1992 ãã. Â
çàêëþ÷åíèå õî÷ó ïîæåëàòü íîâîìó ïîêîëåíèþ ãîòîâèòüñÿ
ê âñòðå÷å ñòîëåòíåãî þáèëåÿ Ìîñêîâñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îëèìïèàä. À òàì, êàê ãîâîðèòñÿ, ïîñìîòðèì.

Â. Ì. Òèõîìèðîâ



i

i

i

i

i

i

i

i



i

i

i

i

i

i

i

i

Óñëîâèÿ çàäà÷



i

i

i

i

i

i

i

i



i

i

i

i

i

i

i

i

1935 ãîä (I îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
1-é âàðèàíò

1. Îïðåäåëèòü îòíîøåíèå äâóõ ÷èñåë, åñëè îòíîøåíèå
èõ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ê ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêî-
ìó ðàâíî 25 : 24.

2. Ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ïî äàííûì äâóì ñòîðîíàì a
è b è áèññåêòðèñå m óãëà ìåæäó íèìè.

3. Ïèðàìèäà, âñå áîêîâûå ð¼áðà êîòîðîé íàêëîíåíû ê
ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì f , èìååò â îñíîâàíèè ðàâ-
íîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ óãëîì a , çàêëþ÷¼ííûì ìåæ-
äó ðàâíûìè ñòîðîíàìè. Îïðåäåëèòü äâóãðàííûé óãîë ïðè
ðåáðå, ñîåäèíÿþùåì âåðøèíó ïèðàìèäû ñ âåðøèíîé óã-
ëà a .

2-é âàðèàíò
1. Æåëåçíîäîðîæíûé ïîåçä ïðîõîäèò ìèìî íàáëþäàòå-

ëÿ â òå÷åíèå t 1 ñåêóíä, ïðè òîé æå ñêîðîñòè îí ïðîõîäèò
÷åðåç ìîñò äëèíîé â a ìåòðîâ â òå÷åíèå t 2 ñåêóíä. Íàéòè
äëèíó è ñêîðîñòü ïîåçäà.

2. Ïîñòðîèòü êâàäðàò, òðè âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàëè
áû íà òð¼õ äàííûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

3. Íàéòè îáú¼ì ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìè-
äû, ñòîðîíû îñíîâàíèÿ êîòîðîé ðàâíû a, à ïëîñêèå óãëû
ïðè âåðøèíå ðàâíû óãëàì íàêëîíà áîêîâûõ ð¼áåð ê ïëîñ-
êîñòè îñíîâàíèÿ.

3-é âàðèàíò
1. Ñîñòàâèòü äâå ïðîãðåññèè: àðèôìåòè÷åñêóþ è ãåî-

ìåòðè÷åñêóþ, êàæäóþ èç ÷åòûð¼õ ÷ëåíîâ; ïðè ýòîì åñëè
ñëîæèòü îäíîèì¼ííûå ÷ëåíû îáåèõ ïðîãðåññèé, òî äîëæ-
íû ïîëó÷èòüñÿ ñëåäóþùèå ÷èñëà: 27, 27, 39, 87.
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10 Óñëîâèÿ çàäà÷. 1935 ãîä

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà îáðàçóþò
àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, òî ðàäèóñ âïèñàííîãî êðóãà
ðàâåí

1
3

îäíîé èç âûñîò.
3. Âûñîòà óñå÷¼ííîãî êîíóñà ðàâíà ðàäèóñó åãî áîëü-

øåãî îñíîâàíèÿ; ïåðèìåòð ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà,
îïèñàííîãî îêîëî ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ, ðàâåí ïåðèìåòðó
ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â áîëüøåå îñ-
íîâàíèå. Îïðåäåëèòü óãîë íàêëîíà îáðàçóþùåé êîíóñà ê
ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ.

4-é âàðèàíò
1. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

8
><

>:

x2 + y2 � 2z2 = 2a2,
x + y + 2z = 4(a 2 + 1) ,

z2 � xy = a2.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè D íà
ñòîðîíå AB ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðî-
íàì AC è BC, ïåðåñåêàþùèå BC è AC ñîîòâåòñòâåííî â
òî÷êàõ F è G. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà äëèí îêðóæíîñòåé,
îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ADG è BDF , ðàâíà äëèíå
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC.

3. Ðàçâ¼ðòêà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñåêòîð ñ óãëîì â 120 � ; â êîíóñ âïèñàíà òðåóãîëü-
íàÿ ïèðàìèäà, óãëû îñíîâàíèÿ êîòîðîé ñîñòàâëÿþò àðèô-
ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ 15 � . Îïðåäåëèòü óãîë
íàêëîíà ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ íàèìåíüøåé èç áîêîâûõ
ãðàíåé.

Âòîðîé òóð
Ñåðèÿ A

1. Äàíà îêðóæíîñòü è íà íåé òðè òî÷êè M , N, P, â
êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñ îêðóæíîñòüþ (ïðè ïðîäîëæåíèè)
âûñîòà, áèññåêòðèñà è ìåäèàíà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåð-
øèíû âïèñàííîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîñòðîèòü ýòîò òðåóãîëü-
íèê.
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2. Íà ïîâåðõíîñòè êóáà íàéòè òî÷êè, èç êîòîðûõ äèà-
ãîíàëü âèäíà ïîä íàèìåíüøèì óãëîì. Äîêàçàòü, ÷òî èç
îñòàëüíûõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè êóáà äèàãîíàëü âèäíà ïîä
á�îëüøèì óãëîì, ÷åì èç íàéäåííûõ.

3. Â äâóõ ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòÿõ ëåæàò äâà òðåóãîëü-
íèêà: ABC è A1B1C1. Ïðÿìàÿ AB ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé
A1B1, ïðÿìàÿ BC �� ñ ïðÿìîé B1C1, ïðÿìàÿ CA �� ñ ïðÿìîé
C1A1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå AA 1, BB 1 è CC1 èëè âñå òðè
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, èëè ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó.

Ñåðèÿ B
1. Ñêîëüêî äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà äâóõ

óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè:
�

x + y = 2,
xy � z2 = 1?

2. Ðåøèòü 1 ñèñòåìó óðàâíåíèé:
�

x3 � y3 = 26,
x2y � xy 2 = 6.

3. Íàéòè ñóììó

13 + 33 + 53 + ... + (2n � 1) 3.

Ñåðèÿ C
1. Âûáðàíû 6 ðàçëè÷íûõ öâåòîâ; òðåáóåòñÿ ðàñêðàñèòü

6 ãðàíåé êóáà, êàæäóþ â îñîáûé öâåò èç ÷èñëà èçáðàííûõ.
Ñêîëüêèìè ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî
ýòî ñäåëàòü? Ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè íàçûâàþòñÿ äâå
òàêèå ðàñöâåòêè, êîòîðûå íåëüçÿ ñîâìåñòèòü îäíó ñ äðó-
ãîé ïðè ïîìîùè âðàùåíèé êóáà âîêðóã åãî öåíòðà.

Ðåøèòü òó æå çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àÿ ðàñêðàñêè ãðàíåé ïðà-
âèëüíîãî äâåíàäöàòèãðàííèêà â 12 ðàçëè÷íûõ öâåòîâ.

1 Íàéòè âñå ðåøåíèÿ, âêëþ÷àÿ êîìïëåêñíûå. �� Ïðèì. ðåä.
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2. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü
öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî n íà ñóììó òð¼õ ïîëîæèòåëü-
íûõ öåëûõ ñëàãàåìûõ? Ïðè ýòîì äâà ðàçëîæåíèÿ, îòëè-
÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ çà ðàç-
ëè÷íûå.

3. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M(a , b) �� îáùåå íàèìåíüøåå
êðàòíîå äâóõ ÷èñåë a è b, D(a , b) �� îáùèé íàèáîëüøèé äå-
ëèòåëü äâóõ ÷èñåë a è b.

Äîêàçàòü ôîðìóëó M(a , b) � D(a , b) = ab.
Äëÿ òð¼õ ÷èñåë äîêàçàòü ôîðìóëó

M(a , b, c) �D(a , b) � D(b , c) � D(c , a)
D(a , b, c)

= abc.

1936 ãîä (II îëèìïèàäà )

Âòîðîé òóð

1. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:
�

x + y = a,
x5 + y5 = b5.

2. Íà ïëîñêîñòè äàí óãîë, îáðàçîâàííûé äâóìÿ ëó÷àìè
a è b, è íåêîòîðàÿ òî÷êà M . Ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó M ïðÿ-
ìóþ c òàê, ÷òîáû òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ïðÿìûìè a,
b è c, èìåë ïåðèìåòð äàííîé âåëè÷èíû.

3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëèíû ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà âûðàæàþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, òî ïðîèçâå-
äåíèå ÷èñåë, âûðàæàþùèõ äëèíû êàòåòîâ, äåëèòñÿ íà 12.

4. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü 1 000 000 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ íàòóðàëüíûõ 1

÷èñåë? Ïðîèçâåäåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ñî-
ìíîæèòåëåé, ñ÷èòàþòñÿ òîæäåñòâåííûìè.

5. Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òðè ïëîñêîñòè è øàð.
Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîìåñòèòü â

1 Â îðèãèíàëüíîé ôîðìóëèðîâêå âìåñòî íàòóðàëüíûõ ãîâîðèëîñü
öåëûõ , íî èìåëèñü â âèäó èìåííî íàòóðàëüíûå ÷èñëà �� Ïðèì. ðåä .
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ïðîñòðàíñòâå âòîðîé øàð òàê, ÷òîáû îí êàñàëñÿ òð¼õ äàí-
íûõ ïëîñêîñòåé è ïåðâîãî øàðà? 1

1937 ãîä (III îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

1. Ðåøèòü ñèñòåìó:
8
><

>:

x + y + z = a,
x2 + y2 + z2 = a2,
x3 + y3 + z3 = a3.

2. Äàíû ïðÿìàÿ è äâå òî÷êè A è B ïî îäíó ñòîðîíó
îò íå¼. Íàéòè íà ïðÿìîé òàêóþ òî÷êó M , ÷òîáû ñóììà
MA + MB ðàâíÿëàñü çàäàííîìó îòðåçêó.

3. Ïî äâóì ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì ñêîëüçÿò äâà îò-
ðåçêà 2. Äîêàçàòü, ÷òî îáú¼ì òåòðàýäðà ñ âåðøèíàìè â êîí-
öàõ ýòèõ îòðåçêîâ íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ïîñëåäíèõ.

Âòîðîé òóð

1. Äàíû òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. ×å-
ðåç êàæäûå äâå èç íèõ ïðîâåñòè îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû
òðè ïðîâåäåííûå îêðóæíîñòè èìåëè â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå êàñàòåëüíûå.

2. Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåí ïðàâèëüíûé äîäåêàýäð.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü òàê, ÷òî-
áû îíà âûñåêëà íà äîäåêàýäðå ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëü-
íèê?

3. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé ðàçäåëÿþò n-óãîëüíèê 3 åãî äèà-
ãîíàëè, åñëè íèêàêèå òðè äèàãîíàëè íå ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå?

1 Â ýòîé çàäà÷å ðå÷ü ôàêòè÷åñêè èä¼ò î êàñàíèè ñôåð, ò. å. íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî øàðû ìîãóò êàñàòüñÿ òîëüêî âíåøíèì îáðàçîì. � �
Ïðèì. ðåä.

2 Íà êàæäîé ïðÿìîé ïî îòðåçêó. �� Ïðèì. ðåä.
3 Âûïóêëûé. �� Ïðèì. ðåä.
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1938 ãîä (IV îëèìïèàäà )

Âòîðîé òóð

1. Â ïðîñòðàíñòâå äàíû òî÷êè O1, O2, O3 è òî÷êà A. Òî÷-
êà A ñèììåòðè÷íî îòðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè O1, ïî-
ëó÷åííàÿ òî÷êà A1 �� îòíîñèòåëüíî O2, ïîëó÷åííàÿ òî÷êà
A2 �� îòíîñèòåëüíî O3. Ïîëó÷àåì íåêîòîðóþ òî÷êó A3, êî-
òîðóþ òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíî îòðàæàåì îòíîñèòåëüíî O1,
O2, O3. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò ñ A.

2. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé ìîãóò 1 ðàçäåëèòü ïðîñòðàíñòâî n
ïëîñêîñòåé?

3. Ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ïî îñíîâàíèþ, âûñîòå è ðàç-
íîñòè óãëîâ ïðè îñíîâàíèè.

4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ 2 ÷èñåë, ìåíüøèõ
òûñÿ÷è, êîòîðûå íå äåëÿòñÿ íè íà 5, íè íà 7?

1939 ãîä (V îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

1. Ðåøèòü 3 ñèñòåìó óðàâíåíèé:
8
<

:

3xyz � x3 � y3 � z3 = b3,
x + y + z = 2b,

x2 + y2 � z2 = b2.

1 Ïî-âèäèìîìó, â çàäà÷å òðåáîâàëîñü íàéòè íàèáîëüøåå ÷èñëî ÷à-
ñòåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàáîð ïëîñêîñòåé íåâûð îæ-
äåííûé â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáûå òðè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â îä íîé
òî÷êå è íèêàêèå ÷åòûðå ïëîñêîñòè íå èìåþò îáùåé òî÷êè (à ïðè n = 2
íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïëîñêîñòè íå áûëè ïàðàëëåëüíû). Åñëè æå
ðàññìàòðèâàòü âûðîæäåííûå íàáîðû ïëîñêîñòåé, òî âîçíèêàåò ìíîã î
âàðèàíòîâ. Îïèñàòü âñå âîçìîæíûå îòâåòû â ýòîì ñëó÷àå î÷åíü òðóä -
íî. �� Ïðèì. ðåä .

2 Â îðèãèíàëüíîé ôîðìóëèðîâêå âìåñòî íàòóðàëüíûõ ãîâîðèëîñü
öåëûõ , íî èìåëèñü â âèäó èìåííî íàòóðàëüíûå ÷èñëà. �� Ïðèì. ðåä .

3 Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå ðåøåíèÿ, â òîì ÷èñëå è êîìïëåêñíûå. ��
Ïðèì. ðåä.
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2. Äîêàçàòü, ÷òî cos
2 p

5
+ cos

4 p

5
= �

1
2

.
3. Äàíû òðè òî÷êè A, B, C. ×åðåç òî÷êó A ïðîâåñòè ïðÿ-

ìóþ òàê, ÷òîáû ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷åê B è C äî ýòîé
ïðÿìîé áûëà ðàâíà çàäàííîìó îòðåçêó.

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå
p

a �
p

a + x = x.
5. Äîêàçàòü, ÷òî âî âñÿêîì òðåóãîëüíèêå áèññåêòðèñà

ëåæèò ìåæäó ìåäèàíîé è âûñîòîé, ïðîâåä¼ííûìè èç òîé
æå âåðøèíû.

Âòîðîé òóð

1. Ðàçëîæèòü íà öåëûå ðàöèîíàëüíûå ìíîæèòåëè âû-
ðàæåíèå a10 + a5 + 1.

2. Äàíû äâà ìíîãî÷ëåíà îò ïåðåìåííîé x ñ öåëûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Ïðîèçâåäåíèå èõ åñòü ìíîãî÷ëåí îò ïåðå-
ìåííîé x ñ ÷¼òíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå âñå èç êîòîðûõ
äåëÿòñÿ íà 4. Äîêàçàòü, ÷òî â îäíîì èç ìíîãî÷ëåíîâ âñå
êîýôôèöèåíòû ÷¼òíûå, à â äðóãîì �� õîòü îäèí íå÷¼òíûé.

3. Äàíû äâå òî÷êè A è B è îêðóæíîñòü. Íàéòè íà îêðóæ-
íîñòè òî÷êó X òàê, ÷òîáû ïðÿìûå AX è BX îòñåêëè íà
îêðóæíîñòè õîðäó CD, ïàðàëëåëüíóþ äàííîé ïðÿìîé MN .

4. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 7 ÷èñëà

1010 + 10(102) + 10(103) + ... + 10(1010) .

5. Äàíà ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà. Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷-
êè P å¼ îñíîâàíèÿ âîññòàâëåí ïåðïåíäèêóëÿð ê ïëîñêîñòè
îñíîâàíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà îòðåçêîâ îò òî÷êè P äî
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà ñ ïëîñêîñòÿìè ãðàíåé
ïèðàìèäû íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè P íà îñíîâàíèè.

6. Íà êàêîå ñàìîå áîëüøåå ÷èñëî ÷àñòåé ìîæíî ðàçáèòü
ïðîñòðàíñòâî ïÿòüþ ñôåðàìè?

1940 ãîä (VI îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7�8 êëàññ

1. Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè: (b � c)3 + (c � a) 3 + (a � b)3.
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2. Ïàðîõîä îò Ãîðüêîãî äî Àñòðàõàíè èä¼ò 5 ñóòîê, à îò
Àñòðàõàíè äî Ãîðüêîãî 7 ñóòîê. Ñêîëüêî äíåé áóäóò ïëûòü
ïî òå÷åíèþ ïëîòû îò Ãîðüêîãî äî Àñòðàõàíè?

3. Ñêîëüêèìè íóëÿìè îêàí÷èâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âñåõ
öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 100 âêëþ÷èòåëüíî?

4. Ïðîâåñòè äàííûì ðàäèóñîì îêðóæíîñòü, êàñàþùó-
þñÿ äàííîé ïðÿìîé è äàííîé îêðóæíîñòè. Ñêîëüêî ðåøå-
íèé èìååò ýòà çàäà÷à?

9�10 êëàññ
1. Ðåøèòü 1 ñèñòåìó óðàâíåíèé:

�
(x 3 + y3)(x 2 + y2) = 2b5,

x + y = b.

2. Âñå öåëûå ÷èñëà âûïèñàíû ïîäðÿä, íà÷èíàÿ îò åäè-
íèöû. Îïðåäåëèòü, êàêàÿ öèôðà ñòîèò íà 206 788-ì ìåñòå.

3. Ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü, ðàâíîóäàë¼ííóþ îò ÷åòûð¼õ
òî÷åê ïëîñêîñòè. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò çàäà÷à?

4. Â ïëîñêîñòè äàíû äâå ïðÿìûå. Íàéòè ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàçíîñòü ðàññòîÿíèé êîòîðûõ îò ýòèõ
ïðÿìûõ ðàâíà çàäàííîìó îòðåçêó.

5. Ôàêòîðèàëîì ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âñåõ
öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî n âêëþ÷èòåëüíî. Íàéòè âñå òð¼õçíà÷-
íûå ÷èñëà, ðàâíûå ñóììå ôàêòîðèàëîâ ñâîèõ öèôð.

Âòîðîé òóð
7�8 êëàññ

1. Íàéòè ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ òî÷íûì
êâàäðàòîì è òàêîå, ÷òî äâå ïåðâûå öèôðû îäèíàêîâû ìåæ-
äó ñîáîé è äâå ïîñëåäíèå òàêæå.

2. Òî÷êè A, B, C �� âåðøèíû âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü
ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà. Òî÷êà D ëåæèò íà ìåíü-
øåé äóãå AB . Äîêàçàòü, ÷òî DC = AD + BD.

1 Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå ðåøåíèÿ, â òîì ÷èñëå è êîìïëåêñíûå. ��
Ïðèì. ðåä.
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3. Äàííûì ÷åòûð¼õóãîëüíèêîì íåïðàâèëüíîé ôîðìû
íàñòëàòü ïàðêåò, ò. å. ïîêðûòü âñþ ïëîñêîñòü ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèêàìè, ðàâíûìè äàííîìó, áåç ïðîìåæóòêîâ è ïåðå-
êðûòèé.

4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïàð öåëûõ ÷èñåë x, y, çàêëþ-
÷¼ííûõ ìåæäó 1 è 1000, òàêèõ, ÷òî x2 + y2 äåëèòñÿ íà 7?

9�10 êëàññ
1. Íà áåñêîíå÷íîì êîíóñå, óãîë ðàçâ¼ðòêè êîòîðîãî ðà-

âåí a , âçÿòà òî÷êà. Èç ýòîé òî÷êè â îáå ñòîðîíû ïðîâî-
äèòñÿ ëèíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî îáðàçóþùåé òàê, ÷òî ïîñëå
ðàçâ¼ðòêè îíà ïðåâðàùàåòñÿ â îòðåçêè ïðÿìûõ. Îïðåäå-
ëèòü ÷èñëî å¼ ñàìîïåðåñå÷åíèé.

2. ×òî áîëüøå: 300! èëè 100 300?
3. Öåíòð O îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæ-

íîñòè îòðàæàåòñÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç
ñòîðîí. Ïî òð¼ì ïîëó÷åííûì òî÷êàì O1, O2, O3 âîññòàíî-
âèòü òðåóãîëüíèê ABC, åñëè âñå îñòàëüíîå ñò¼ðòî.

4. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî:
a1

a2
+

a2

a3
+

a3

a4
+ ... +

an� 1

an
+

an

a1
> n

(a1, a2, ... , an �� ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà).
5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë x,

ìåíüøèõ 10 000, äëÿ êîòîðûõ 2 x � x2 äåëèòñÿ íà 7?

1941 ãîä (VII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7�8 êëàññ

1. Ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ïî âûñîòå è ìåäèàíå, âûõî-
äÿùèì èç îäíîé âåðøèíû, è ðàäèóñó îïèñàííîãî êðóãà.

2. Äîïèñàòü ê 523... òðè öèôðû òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå
øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî äåëèëîñü íà 7, 8 è 9.

3. Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê; A, B, C, D �� ïîñëåäîâàòåëü-
íûå ñåðåäèíû åãî ñòîðîí, P, Q �� ñåðåäèíû äèàãîíàëåé.
Äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê BCP ðàâåí òðåóãîëüíèêó ADQ.
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4. ×åðåç òî÷êó P, ëåæàùóþ âíå îêðóæíîñòè, ïðîâîäÿò-
ñÿ âñåâîçìîæíûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå ýòó îêðóæíîñòü.
Íàéòè ìíîæåñòâî ñåðåäèí õîðä, îòñåêàåìûõ îêðóæíîñòüþ
íà ýòèõ ïðÿìûõ.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ öåëûõ ÷èñåë â ñóììå ñ åäèíèöåé äà¼ò ïîëíûé êâàä-
ðàò.

9�10 êëàññ
1. Ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 7�8 êëàññîâ.
2. Íà ñòîðîíàõ ïàðàëëåëîãðàììà âíå åãî ïîñòðîåíû êâàä-

ðàòû. Äîêàçàòü, ÷òî èõ öåíòðû ëåæàò â âåðøèíàõ íåêîòî-
ðîãî êâàäðàòà.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè

a0xn + a1xn� 1 + ... + an� 1x + an ,

ïðèíèìàþùèé ïðè x = 0 è x = 1 íå÷¼òíûå çíà÷åíèÿ, íå
èìååò öåëûõ êîðíåé.

4. Ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ABC ïî òî÷êàì M è N �� îñ-
íîâàíèÿì âûñîò AM è BN �� è ïðÿìîé, íà êîòîðîé ëåæèò
ñòîðîíà AB .

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå:

j x + 1 j � j x j + 3 j x � 1 j � 2 j x � 2 j = x + 2.

6. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå

sin x =
x

100
?

Âòîðîé òóð
7�8 êëàññ

1. Äîêàçàòü, ÷òî èç 5 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïî âåëè÷èíå
êâàäðàòîâ íåëüçÿ ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê.

2. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Òðåáóåòñÿ ðàçðåçàòü åãî íà
íàèìåíüøåå ÷èñëî ÷àñòåé òàê, ÷òîáû, ïåðåâåðíóâ ýòè ÷à-
ñòè íà äðóãóþ ñòîðîíó, èç íèõ ìîæíî áûëî ñëîæèòü òîò
æå òðåóãîëüíèê ABC.
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3. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êà M , ëåæàùàÿ âíóòðè
íåãî, äâèæåòñÿ ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå BC äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî
ñòîðîíîé CA, çàòåì ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå AB äî ïåðåñå÷å-
íèÿ ñî ñòîðîíîé BC, çàòåì ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå CA è ò. ä.
Äîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå ÷èñëî òàêèõ øàãîâ òî÷êà
âåðí¼òñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå, è íàéòè ýòî ÷èñëî.

4. Íàéòè öåëîå ÷èñëî a, ïðè êîòîðîì

(x � a)(x � 10) + 1

ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå (x + b)(x + c) äâóõ ìíîæèòåëåé
ñ öåëûìè b è c.

5. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàò ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p > 3
ïðè äåëåíèè íà 12 äà¼ò â îñòàòêå 1.

6. Ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ABC ïî òð¼ì òî÷êàì H 1, H 2

è H 3, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòðàæåíèÿìè
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà îòíîñè-
òåëüíî åãî ñòîðîí.

9�10 êëàññ
1. Äîêàçàòü, ÷òî èç øåñòè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïî âåëè-

÷èíå êâàäðàòîâ íåëüçÿ ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê.
2. Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ðàñïîëîæåíî íà ïëîñ-

êîñòè òàê, ÷òî êàæäûå 3 èç íèõ ìîæíî çàêëþ÷èòü â êðóã
ðàäèóñà r = 1. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà è âñå òî÷êè ìîæíî çà-
êëþ÷èòü â êðóã ðàäèóñà 1.

3. Íàéòè òàêèå îòëè÷íûå îò íóëÿ íå ðàâíûå ìåæäó ñî-
áîé öåëûå ÷èñëà a, b, c, ÷òîáû âûðàæåíèå

x(x � a)(x � b)(x � c) + 1

ðàçëàãàëîñü â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

4. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

x + y = x2 � xy + y2.

5. Â ïðîñòðàíñòâå äàíû äâå ñêðåùèâàþùèåñÿ ïåðïåí-
äèêóëÿðíûå ïðÿìûå. Íàéòè ìíîæåñòâî ñåðåäèí âñåõ îò-
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ðåçêîâ äàííîé äëèíû, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà ýòèõ ïðÿ-
ìûõ.

6. Ïîñòðîèòü ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ïî äâóì ìå-
äèàíàì, ïðîâåä¼ííûì ê êàòåòàì.

1945 ãîä (VIII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Ðàçäåëèòü a128 � b128 íà

(a + b)(a 2 + b2)(a 4 + b4)(a 8 + b8)(a 16 + b16)(a 32 + b32)(a 64 + b64) .

2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì n > 2 ñóììà

1
n + 1

+
1

n + 2
+ ... +

1
2n

áîëüøå 1
2

.
3. Äâóçíà÷íîå ÷èñëî â ñóììå ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì

òåìè æå öèôðàìè, íî â îáðàòíîì ïîðÿäêå, äà¼ò ïîëíûé
êâàäðàò. Íàéòè âñå òàêèå ÷èñëà.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê íåëüçÿ
ðàçðåçàòü íà äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà.

5. Ê äâóì îêðóæíîñòÿì, êàñàþùèìñÿ èçâíå, ïðîâåäå-
íû îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå, è òî÷êè êàñàíèÿ ñîåäè-
íåíû ìåæäó ñîáîé. Äîêàçàòü, ÷òî â ïîëó÷åííîì ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèêå ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû.

9�10 êëàññ
1. Ðàçäåëèòü a2k

� b2k
íà

(a + b)(a 2 + b2)(a 4 + b4) � ... � (a 2k� 1

+ b2k� 1

) .

2. Íàéòè òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, âñÿêàÿ öåëàÿ ñòåïåíü êî-
òîðîãî îêàí÷èâàåòñÿ íà òðè öèôðû, ñîñòàâëÿþùèå èñõîä-
íîå ÷èñëî (â òîì æå ïîðÿäêå).
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3. Ñèñòåìà óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

�
x2 � y2 = 0,

(x � a) 2 + y2 = 1

èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷åòûðå ðåøåíèÿ. Ïðè êàêèõ çíà÷å-
íèÿõ a ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû óìåíüøàåòñÿ äî òð¼õ èëè
äî äâóõ?

4. Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC äâèæåòñÿ ïî ïëîñ-
êîñòè òàê, ÷òî êîíöû åãî ãèïîòåíóçû BC ñêîëüçÿò ïî ñòî-
ðîíàì äàííîãî ïðÿìîãî óãëà. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâîì
òî÷åê A ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê, è íàéòè åãî äëèíó.

Âòîðîé òóð
7�8 êëàññ

1. Äàíû 6 öèôð: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Íàéòè ñóììó âñåõ ÷åòû-
ð¼õçíà÷íûõ ÷¼òíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî íàïèñàòü ýòè-
ìè öèôðàìè (îäíà è òà æå öèôðà â ÷èñëå ìîæåò ïîâòî-
ðÿòüñÿ).

2. Èç êàðòîíà âûðåçàëè äâà îäèíàêîâûõ ìíîãîóãîëüíè-
êà, ñîâìåñòèëè èõ è ïðîòêíóëè â íåêîòîðîé òî÷êå áóëàâ-
êîé. Ïðè ïîâîðîòå îäíîãî èç ìíîãîóãîëüíèêîâ îêîëî ýòîé
¾îñè¿ íà 25 � 300 îí ñíîâà ñîâìåñòèëñÿ ñî âòîðûì ìíîãî-
óãîëüíèêîì. Êàêîâî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ñòîðîí
ó òàêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ?

3. Ñòîðîíà AD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàçäåëåíà íà n
ðàâíûõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ òî÷êà äåëåíèÿ P ñîåäèíåíà ñ âåð-
øèíîé B. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ BP îòñåêàåò íà äèàãîíàëè
AC ÷àñòü AQ, êîòîðàÿ ðàâíà

1
n + 1

÷àñòè äèàãîíàëè ( AQ =

=
AC

n + 1
).

4. Âåðøèíû A, B, C òðåóãîëüíèêà ABC ñîåäèíåíû îò-
ðåçêàìè ñ òî÷êàìè A1, B1, C1, ëåæàùèìè íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà. Äîêàçàòü, ÷òî ñåðåäèíû
îòðåçêîâ AA 1, BB 1, CC1 íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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9�10 êëàññ
1. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

xy + 3x � 5y = � 3.

2. Íåêîòîðûå èç ÷èñåë a1, a2, ... , an ðàâíû + 1, îñòàëü-
íûå ðàâíû � 1. Äîêàçàòü, ÷òî

2 sin
�

a1 +
a1a2

2
+

a1a2a3

4
+ ... +

a1a2 � ... � an

2n� 1

�
p

4
=

= a1

r

2 + a2

q
2 + a3

p
2 + ... + an

p
2.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè a1 = a2 = ... = an = 1 èìååì

2 sin
�

1 +
1
2

+
1
4

+ ... +
1

2n� 1

�
p

4
= 2 cos

p

2n+ 1 =

=
q

2 +
p

2 + ... +
p

2.

3. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà, ðàâíîãî âûñîòå íåêîòîðîãî ïðà-
âèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, êàòèòñÿ ïî ñòîðîíå ýòîãî òðåóãîëü-
íèêà. Äîêàçàòü, ÷òî äóãà, âûñåêàåìàÿ ñòîðîíàìè òðåóãîëü-
íèêà íà îêðóæíîñòè, âñ¼ âðåìÿ ðàâíà 60 � .

1946 ãîä (IX îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7�8 êëàññ

1. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî îñòðûõ óãëîâ ìîæåò âñòðå-
òèòüñÿ â âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå?

2. Íà ïðÿìîé äàíû 3 òî÷êè A, B, C. Íà îòðåçêå AB ïî-
ñòðîåí ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC 1, íà îòðåçêå BC
ïîñòðîåí ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê BCA 1. Òî÷êà M ��
ñåðåäèíà îòðåçêà AA 1, òî÷êà N �� ñåðåäèíà îòðåçêà CC1.
Äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê BMN �� ðàâíîñòîðîííèé. (Òî÷-
êà B ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè A è C; òî÷êè A1 è C1 ðàñïîëî-
æåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé AB .)
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3. Íàéòè ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå ïðè äåëåíèè
íà 131 äà¼ò â îñòàòêå 112, à ïðè äåëåíèè íà 132 äà¼ò â
îñòàòêå 98.

4. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:
8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

x1 + x2 + x3 = 6,
x2 + x3 + x4 = 9,
x3 + x4 + x5 = 3,
x4 + x5 + x6 = � 3,
x5 + x6 + x7 = � 9,
x6 + x7 + x8 = � 6,
x7 + x8 + x1 = � 2,
x8 + x1 + x2 = 2.

5. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîèçâåäåíèè

(1 � x + x2 � x3 + ... � x99 + x100)( 1+ x + x2 + x3 + ... + x99 + x100)

ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ
íå îñòà¼òñÿ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ x â íå÷¼òíîé ñòåïåíè.

9�10 êëàññ
1. Â ïðîñòðàíñòâå äàíû äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè

a è b . Íà ëèíèè èõ ïåðåñå÷åíèÿ äàíà òî÷êà A. Äîêàçàòü,
÷òî èç âñåõ ïðÿìûõ, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè a è ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç òî÷êó A, íàèáîëüøèé óãîë ñ ïëîñêîñòüþ b îá-
ðàçóåò òà, êîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ
ïëîñêîñòåé a è b .

2. ×åðåç òî÷êó A, ëåæàùóþ âíóòðè óãëà, ïðîâåäåíà
ïðÿìàÿ, îòñåêàþùàÿ îò ýòîãî óãëà íàèìåíüøèé ïî ïëî-
ùàäè òðåóãîëüíèê. Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê ýòîé ïðÿìîé,
çàêëþ÷¼ííûé ìåæäó ñòîðîíàìè óãëà, äåëèòñÿ â òî÷êå A
ïîïîëàì.

3. Äîêàçàòü, ÷òî n2 + 3n + 5 íè ïðè êàêîì öåëîì n íå
äåëèòñÿ íà 121.
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4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëè-
âî ñîîòíîøåíèå:

(2n) !
n!

= 2n � (2n � 1) !! .

5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a è b �� îñòðûå óãëû è a < b , òî

tg a

a

<
tg b

b

.

Âòîðîé òóð
7�8 êëàññ

1. Â øàõìàòíîì òóðíèðå 1 ó÷àñòâîâàëè äâà ó÷åíèêà VII
êëàññà è íåêîòîðîå ÷èñëî ó÷åíèêîâ VIII êëàññà. Äâà ñå-
ìèêëàññíèêà íàáðàëè âìåñòå 8 î÷êîâ, à êàæäûé èç âîñü-
ìèêëàññíèêîâ íàáðàë îäíî è òî æå ÷èñëî î÷êîâ. Ñêîëüêî
âîñüìèêëàññíèêîâ ó÷àñòâîâàëî â òóðíèðå? Íàéòè âñå ðå-
øåíèÿ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî âûðàæåíèå

x5 + 3x4y � 5x3y2 � 15x2y3 + 4xy 4 + 12y5

íå ðàâíî 33 íè ïðè êàêèõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ x è y.
3. Íà ñòîðîíàõ óãëà AOB îò âåðøèíû O îòëîæåíû îò-

ðåçêè OA è OB, ïðè÷åì OA > OB. Íà îòðåçêå OA âçÿòà òî÷-
êà M , íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà OB çà òî÷êó B �� òî÷êà N
òàê, ÷òî AM = BN = x. Íàéòè çíà÷åíèå x, ïðè êîòîðîì îò-
ðåçîê MN èìååò íàèìåíüøóþ äëèíó.

4. Èç òðèäöàòè ïóíêòîâ A1, A2, ..., A30, ðàñïîëîæåííûõ
íà ïðÿìîé MN íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà, âû-
õîäÿò òðèäöàòü ïðÿìûõ äîðîã. Ýòè äîðîãè ðàñïîëàãàþòñÿ
ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé MN è îáðàçóþò ñ MN ñëåäóþ-
ùèå óãëû 2:

1 Ïî ïðàâèëàì øàõìàòíîãî òóðíèðà êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ òóðíè-
ðà èãðàåò ñ êàæäûì ïî îäíîé ïàðòèè. Åñëè îäèí èç èãðàþùèõ âûèãðû-
âàåò ïàðòèþ, òî îí ïîëó÷àåò îäíî î÷êî, à åãî ïðîòèâíèê ïîëó÷àåò íó ëü
î÷êîâ. Â ñëó÷àå íè÷üåé èãðàþùèå ïîëó÷àþò ïî 1/2 î÷êà.

2 Èìåþòñÿ â âèäó óãëû, îòñ÷èòûâàåìûå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò
ïðÿìîé MN äî ñîîòâåòñòâóþùåé äîðîãè. �� Ïðèì. ðåä.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a 60� 30� 15� 20� 155 � 45� 10� 35� 140 � 50�

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

a 125 � 65� 85� 86� 80� 75� 78� 115 � 95� 25�

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

a 28� 158 � 30� 25� 5� 15� 160 � 170 � 20� 158 �

Èç âñåõ òðèäöàòè ïóíêòîâ âûåçæàþò îäíîâðåìåííî òðèä-
öàòü àâòîìîáèëåé, åäóùèõ, íèêóäà íå ñâîðà÷èâàÿ, ïî ýòèì
äîðîãàì ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ. Íà êàæäîì èç ïåðå-
êð¼ñòêîâ óñòàíîâëåíî ïî øëàãáàóìó. Êàê òîëüêî ïåðâàÿ
ïî âðåìåíè ìàøèíà ïðîåçæàåò ïåðåêð¼ñòîê, øëàãáàóì çà-
êðûâàåòñÿ è ïðåãðàæäàåò ïóòü âñåì ñëåäóþùèì ìàøèíàì,
ïîïàäàþùèì íà ýòîò ïåðåêð¼ñòîê. Êàêèå èç ìàøèí ïðî-
åäóò âñå ïåðåêð¼ñòêè íà ñâî¼ì ïóòè, à êàêèå çàñòðÿíóò?

5. Àâòîáóñíàÿ ñåòü ãîðîäà óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

1� ) ñ ëþáîé îñòàíîâêè íà ëþáóþ äðóãóþ îñòàíîâêó ìîæ-
íî ïîïàñòü áåç ïåðåñàäêè;

2) äëÿ ëþáîé ïàðû 1 ìàðøðóòîâ íàéä¼òñÿ, è ïðèòîì
åäèíñòâåííàÿ, îñòàíîâêà, íà êîòîðîé ìîæíî ïåðåñåñòü ñ
îäíîãî èç ýòèõ ìàðøðóòîâ íà äðóãîé;

3) íà êàæäîì ìàðøðóòå ðîâíî òðè îñòàíîâêè.
Ñêîëüêî àâòîáóñíûõ ìàðøðóòîâ â ãîðîäå?

9�10 êëàññ
1. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëè ó÷åíèêè IX è X

êëàññîâ. Äåñÿòèêëàññíèêîâ áûëî â 10 ðàç áîëüøå, ÷åì äå-
âÿòèêëàññíèêîâ, è îíè íàáðàëè âìåñòå â 4,5 ðàçà áîëüøå
î÷êîâ, ÷åì âñå äåâÿòèêëàññíèêè. Ñêîëüêî î÷êîâ íàáðàëè
äåâÿòèêëàññíèêè? Íàéòè âñå ðåøåíèÿ.

2. Äàí ðÿä ÷èñåë: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89, ..., â êîòîðîì êàæäîå ÷èñëî, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî, ðàâ-

1 Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñòü õîòÿ áû äâà ìàðøðóòà. �� Ïðèì. ðåä.
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íî ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ. Íàéä¼òñÿ ëè ñðåäè ïåðâûõ
ñòà ìèëëèîíîâ îäíîãî (108 + 1) ÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà ÷èñëî,
îêàí÷èâàþùååñÿ ÷åòûðüìÿ íóëÿìè?

3. Íà ñòîðîíàõ PQ, QR, RP òðåóãîëüíèêà PQR îòëî-
æåíû îòðåçêè AB , CD, EF . Âíóòðè òðåóãîëüíèêà çàäàíà
òî÷êà S0. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê S, ëåæàùèõ
âíóòðè òðåóãîëüíèêà PQR, äëÿ êîòîðûõ ñóììà ïëîùàäåé
òðåóãîëüíèêîâ SAB , SCD, SEF ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé òðå-
óãîëüíèêîâ S0AB , S0CD, S0EF. Ðàññìîòðåòü îñîáûé ñëó-
÷àé, êîãäà

AB
PQ

=
CD
QR

=
EF
RP

.

4. Â ãîðîäå 57 àâòîáóñíûõ ìàðøðóòîâ. Èçâåñòíî, ÷òî:
1) ñ ëþáîé îñòàíîâêè íà ëþáóþ äðóãóþ îñòàíîâêó ìîæ-

íî ïîïàñòü áåç ïåðåñàäêè;
2) äëÿ ëþáîé ïàðû ìàðøðóòîâ íàéä¼òñÿ, è ïðèòîì òîëü-

êî îäíà, îñòàíîâêà, íà êîòîðîé ìîæíî ïåðåñåñòü ñ îäíîãî
èç ýòèõ ìàðøðóòîâ íà äðóãîé;

3) íà êàæäîì ìàðøðóòå íå ìåíåå òð¼õ îñòàíîâîê.
Ñêîëüêî îñòàíîâîê èìååò êàæäûé èç 57 ìàðøðóòîâ?
5. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 7�8 êëàññîâ.

1947 ãîä (X îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7�8 êëàññ

1. Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå áóäóò ñòîÿòü
ïðè x17 è x18 ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïî-
äîáíûõ ÷ëåíîâ â âûðàæåíèè

(1 + x5 + x7) 20.

2. Êàêîé îñòàòîê äà¼ò x + x3 + x9 + x27 + x81 + x243 ïðè äå-
ëåíèè íà (x � 1)?

3. Äîêàæèòå, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî öåëîå ÷èñëî n,
ñðåäè ÷èñåë n, n + 1, n + 2, n + 3, n + 4 åñòü õîòÿ áû îäíî
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÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ îñòàëüíûìè ÷åòûðüìÿ èç ýòèõ
÷èñåë.

4. Äàí âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE . Ñòîðîíàìè,
ïðîòèâîïîëîæíûìè âåðøèíàì A, B, C, D, E, ìû íàçûâàåì
ñîîòâåòñòâåííî îòðåçêè CD, DE , EA , AB , BC. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè ïðîèçâîëüíóþ 1 òî÷êó M , ëåæàùóþ âíóòðè ïÿòè-
óãîëüíèêà, ñîåäèíèòü ïðÿìûìè ñî âñåìè åãî âåðøèíàìè,
òî èç ýòèõ ïðÿìûõ ëèáî ðîâíî îäíà, ëèáî ðîâíî òðè, ëèáî
ðîâíî ïÿòü ïåðåñåêàþò ñòîðîíû ïÿòèóãîëüíèêà, ïðîòèâî-
ïîëîæíûå âåðøèíàì, ÷åðåç êîòîðûå îíè ïðîõîäÿò.

5. Òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò îñòðî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî òðè îêðóæ-
íîñòè, ïðîõîäÿùèå: ïåðâàÿ �� ÷åðåç òî÷êè O, A, B, âòî-
ðàÿ �� ÷åðåç òî÷êè O, B, C è òðåòüÿ �� ÷åðåç òî÷êè O, C,
A, ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

9�10 êëàññ
1. Â êàêîì èç âûðàæåíèé:

(1 � x2 + x3) 1000 , (1 + x2 � x3) 1000

ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ
áîëüøèé êîýôôèöèåíò ïðè x20?

2. Âû÷èñëèòü ñ ïÿòüþ äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè (ò. å. ñ
òî÷íîñòüþ äî 0,00001) ïðîèçâåäåíèå:

�
1 � 1

10

��
1 � 1

102

��
1 � 1

103

�
...

�
1 � 1

1099

�
.

Äîêàæèòå òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ çíàêîâ.
3. Äîêàæèòå, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî öåëîå ÷èñëî n,

ñðåäè ÷èñåë n, n + 1, n + 2, ..., n + 9 åñòü ÷èñëî, õîòÿ áû îä-
íî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ îñòàëüíûìè äåâÿòüþ èç ýòèõ ÷èñåë.

4. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 7�8 êëàññîâ.

1 Â äåéñòâèòåëüíîñòè íóæíî èñêëþ÷èòü òî÷êè äèàãîíàëåé, ïîòîìó
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðîâåä¼ííûå ïðÿìûå ìîãóò ïðîõîäèòü íå ÷åðåç âíóò-
ðåííèå òî÷êè ñòîðîí, à ÷åðåç âåðøèíû. Íî åñëè ïðîâåä¼ííûå äè àãîíà-
ëè íå ðàññìàòðèâàòü èëè ñ÷èòàòü èõ äâàæäû (ïîòîìó ÷òî îíè ïðîâîäÿò -
ñÿ èç äâóõ âåðøèí), òî óòâåðæäåíèå îñòà¼òñÿ âåðíûì. �� Ïðèì. ðåä.
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5. Íàéòè âñå ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå, ïðîõîäÿùèå ÷å-
ðåç äàííóþ òî÷êó M íà äàííîì ðàññòîÿíèè d îò äàííîé
ïðÿìîé AB .

Âòîðîé òóð
7�8 êëàññ

1. Íåêîòîðûå èç 20 ìåòàëëè÷åñêèõ êóáèêîâ, îäèíàêî-
âûõ ïî ðàçìåðàì è âíåøíåìó âèäó, àëþìèíèåâûå, îñòàëü-
íûå 1 äþðàëåâûå (áîëåå òÿæ¼ëûå). Êàê ïðè ïîìîùè 11
âçâåøèâàíèé íà âåñàõ ñ äâóìÿ ÷àøå÷êàìè áåç ãèðü îïðå-
äåëèòü ÷èñëî äþðàëåâûõ êóáèêîâ?

2. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûé 13-óãîëüíèê íåëüçÿ ðàçðå-
çàòü íà ïàðàëëåëîãðàììû.

3. Èç äâóõñîò ÷èñåë: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ..., 199, 200
ïðîèçâîëüíî âûáðàëè ñòî îäíî ÷èñëî. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè
âûáðàííûõ ÷èñåë íàéäóòñÿ äâà, èç êîòîðûõ îäíî äåëèòñÿ
íà äðóãîå.

4. Ðàñïîëîæèòå 2 4 òî÷êè òàê, ÷òîáû ïðè èçìåðåíèè
âñåõ ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè ïîëó÷àëîñü òîëüêî
äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Îòûùèòå âñå òàêèå ðàñïîëîæåíèÿ.

9�10 êëàññ
1. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå âñå 4 ãðàíè èìåþò îäèíàêî-

âóþ ïëîùàäü. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ðàâíû.
2. k ïðîâîëî÷íûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàñïîëîæåíû â ïðî-

ñòðàíñòâå òàê, ÷òî:
1) êàæäûå 2 èç íèõ èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ âåðøèíó,
2) â êàæäîé âåðøèíå ñõîäèòñÿ îäíî è òî æå ÷èñëî p

òðåóãîëüíèêîâ.
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ k è p, ïðè êîòîðûõ óêàçàííîå

ðàñïîëîæåíèå âîçìîæíî.

1 Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå êóáèêè ìîãóò áûòü àëþìèíèåâûìè, íî
îíè íå ìîãóò áûòü âñå äþðàëåâûìè (åñëè âñå êóáèêè îêàæóòñÿ îäíî ãî
âåñà, òî íåëüçÿ âûÿñíèòü, àëþìèíèåâûå îíè èëè äþðàëåâûå). �� Ïðèì.
ðåä.

2 Íà ïëîñêîñòè. �� Ïðèì. ðåä .
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3. Â ÷èñëîâîì òðåóãîëüíèêå

1
1 1 1

1 2 3 2 1
1 3 6 7 6 3 1

1 4 10 16 19 16 10 4 1
êàæäîå ÷èñëî ðàâíî ñóììå ÷èñåë, ðàñïîëîæåííûõ â ïðåäû-
äóùåé ñòðîêå íàä ýòèì ÷èñëîì è íàä åãî ñîñåäÿìè ñïðàâà
è ñëåâà (åñëè íå âñå òàêèå ÷èñëà ïðèñóòñòâóþò, òî îíè ñ÷è-
òàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ). Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå,
íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé, íàéäóòñÿ ÷¼òíûå ÷èñëà.

4. Èç äâóõñîò ÷èñåë: 1, 2, 3, ..., 199, 200 âûáðàëè îäíî
÷èñëî, ìåíüøåå 16, è åù¼ 99 ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè
âûáðàííûõ ÷èñåë íàéä¼òñÿ õîòÿ áû 2 òàêèõ, ÷òî îäíî èç
íèõ äåëèòñÿ íà äðóãîå.

5. Âíóòðè êâàäðàòà A1A2A3A4 ëåæèò âûïóêëûé ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèê A5A6A7A8. Âíóòðè A5A6A7A8 âûáðàíà òî÷êà
A9. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòèõ äåâÿòè òî÷åê ìîæíî âûáðàòü 5
òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ âûïóêëîãî ïÿòèóãîëü-
íèêà. 1

1948 ãîä (XI îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7�8 êëàññ

1. Ñóììà îáðàòíûõ âåëè÷èí òð¼õ öåëûõ ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñåë ðàâíà 1. Êàêîâû ýòè ÷èñëà? Íàéòè âñå ðåøå-
íèÿ.

2. Ñêîëüêî öèôð èìååò ÷èñëî 2 100?
3. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî n ïðÿìûõ ëèíèé. Äîêàçàòü,

÷òî îáëàñòè, íà êîòîðûå ýòè ïðÿìûå ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü,
ìîæíî òàê çàêðàñèòü äâóìÿ êðàñêàìè (êàæäàÿ îáëàñòü çàêðà-
øèâàåòñÿ òîëüêî îäíîé êðàñêîé), ÷òî íèêàêèå äâå ñîñåäíèå

1 Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íèêàêèå òðè èç äåâÿòè òî÷åê íå ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. �� Ïðèì. ðåä.
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îáëàñòè (ò. å. îáëàñòè, ñîïðèêàñàþùèåñÿ òîëüêî ïî îòðåç-
êó ïðÿìîé) íå áóäóò çàêðàøåíû îäíîé è òîé æå êðàñêîé.

9�10 êëàññ
1. Åñëè ÷èñëî

2n � 2
n

�� öåëîå, òî è ÷èñëî
22n � 1 � 2

2n � 1
�� öå-

ëîå. Äîêàçàòü.
2. Äîêàçàòü áåç ïîìîùè òàáëèö, ÷òî

1
log2 p

+
1

log5 p

> 2.

3. Äàíû äâå òðåóãîëüíûå ïèðàìèäû ABCD è A0BCD ñ
îáùèì îñíîâàíèåì BCD, ïðè÷¼ì òî÷êà A0 ëåæèò âíóòðè
ïèðàìèäû ABCD . Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ïëîñêèõ óãëîâ ïðè
âåðøèíå A0 ïèðàìèäû A0BCD áîëüøå ñóììû ïëîñêèõ óã-
ëîâ ïðè âåðøèíå A ïèðàìèäû ABCD .

Âòîðîé òóð
7�8 êëàññ

1. Ðåøèòü â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x y = yx (x 6=
6= y). Íàéòè âñå ðåøåíèÿ.

2. Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì òðåóãîëüíèêå èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî: R > 2r (R è r �� ðàäèóñû îïèñàííîãî è âïè-
ñàííîãî êðóãîâ ñîîòâåòñòâåííî), ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî R = 2r
èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

3. Ìîæåò ëè ôèãóðà èìåòü áîëåå îäíîãî, íî êîíå÷íîå
÷èñëî öåíòðîâ ñèììåòðèè?

9�10 êëàññ
1. Íàéòè âñå ðàöèîíàëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ x y = yx (x 6= y).
2. Ïîìåñòèòü â êóá îêðóæíîñòü íàèáîëüøåãî âîçìîæ-

íîãî ðàäèóñà.
3. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé èìååò

íåðàâåíñòâî j x j + j y j < 100?
4. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ëó÷åé â ïðî-

ñòðàíñòâå, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè è îáðàçóþùèõ ïî-
ïàðíî òóïûå óãëû?
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1949 ãîä (XII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7�8 êëàññ

1. Ïîêàçàòü, ÷òî

27195 8 � 10887 8 + 10152 8

äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà 26460.
2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîãîóãîëüíèê èìååò íåñêîëüêî

îñåé ñèììåòðèè, òî âñå îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
3. Äîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî

x2 + y2 + z2 = 2xyz

äëÿ öåëûõ x, y è z âîçìîæíî òîëüêî ïðè x = y = z = 0.
4. Äàíà ïëîñêàÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ ïåðèìåòðà 1. Äî-

êàçàòü, ÷òî ìîæíî íà÷åðòèòü êðóã ðàäèóñîì 1
4

, ïîêðûâà-
þùèé âñþ ëîìàíóþ.

5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà îòðåçîê, ñî-
åäèíÿþùèé öåíòðû âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíî-
ñòåé, äåëèòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ ïîïîëàì.

9�10 êëàññ
1. Íàéòè öåëûå ÷èñëà x, y, z è v, òàêèå, ÷òî

x2 + y2 + z2 + v2 = 2xyzv .

2. Êàê ðàñïîëîæåíû ïëîñêîñòè ñèììåòðèè îãðàíè÷åí-
íîãî òåëà, åñëè îíî èìååò äâå ðàçëè÷íûå îñè âðàùåíèÿ?
(Îñüþ âðàùåíèÿ òåëà íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïîñëå ïîâîðîòà
âîêðóã êîòîðîé íà ëþáîé óãîë òåëî ñîâìåùàåòñÿ ñàìî ñ ñî-
áîé.)

3. Íàéòè äåéñòâèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ:

x2 + 2ax +
1

16
= � a +

q
a2 + x �

1
16

�
0 < a <

1
4

�
.

4. Èìååòñÿ 4 n ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî èç
ëþáûõ ÷åòûð¼õ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ìîæíî ñîñòàâèòü ãåî-
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ìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ýòèõ ÷èñåë
íàéä¼òñÿ n îäèíàêîâûõ.

5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ó øåñòèóãîëüíèêà ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû è äèàãîíàëè, ñîåäèíÿþùèå
ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû, ðàâíû, òî âîêðóã íåãî ìîæíî
îïèñàòü îêðóæíîñòü.

Âòîðîé òóð
7�8 êëàññ

1. 12 ïîëåé ðàñïîëîæåíû ïî êðóãó: íà ÷åòûð¼õ ñîñåä-
íèõ ïîëÿõ ñòîÿò ÷åòûðå ðàçíîöâåòíûõ ôèøêè: êðàñíàÿ,
æ¼ëòàÿ, çåë¼íàÿ è ñèíÿÿ.

Îäíèì õîäîì ìîæíî ïåðåäâèíóòü ëþáóþ ôèøêó ñ ïîëÿ,
íà êîòîðîì îíà ñòîèò, ÷åðåç ÷åòûðå ïîëÿ íà ïÿòîå (åñëè
îíî ñâîáîäíî) â ëþáîì èç äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé.
Ïîñëå íåñêîëüêèõ õîäîâ ôèøêè ñòàëè îïÿòü íà òå æå ÷å-
òûðå ïîëÿ. Êàê îíè ìîãóò ïðè ýòîì ïåðåñòàâèòüñÿ?

2. Äàíû òðåóãîëüíèêè ABC è DEF è òî÷êà O. Áåðåò-
ñÿ ëþáàÿ òî÷êà X â òðåóãîëüíèêå ABC è ëþáàÿ òî÷êà Y
â òðåóãîëüíèêå DEF ; òðåóãîëüíèê OXY äîñòðàèâàåòñÿ äî
ïàðàëëåëîãðàììà OXZY .

à) Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì òî÷êè
îáðàçóþò ìíîãîóãîëüíèê.

á) Ñêîëüêî ñòîðîí îí ìîæåò èìåòü?
â) Äîêàæèòå, ÷òî åãî ïåðèìåòð ðàâåí ñóììå ïåðèìåòðîâ

èñõîäíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
3. Èìååòñÿ 13 ãèðü, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âåñèò öåëîå

÷èñëî ãðàììîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå 12 èç íèõ ìîæíî òàê
ðàçëîæèòü íà 2 ÷àøêè âåñîâ, ïî 6 ãèðü íà êàæäîé, ÷òî íà-
ñòóïèò ðàâíîâåñèå. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ãèðè èìåþò îäèí è
òîò æå âåñ.

4. Â ïðîèçâîëüíîì 1 øåñòèóãîëüíèêå ñîåäèíåíû ÷åðåç
îäíó ñåðåäèíû ñòîðîí. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ìåäèàí äâóõ îáðàçîâàâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ ñîâïàäàþò.

1 Âûïóêëîì. �� Ïðèì. ðåä.
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A B

C

�

+
�

+

Ðèñ. 1

a

a

a

45� 45�

Ðèñ. 2

5. Åñëè èìååòñÿ 100 ëþáûõ 1 ÷èñåë, òî ñðåäè íèõ âñåãäà
ìîæíî âçÿòü íåñêîëüêî (èëè ìîæåò áûòü îäíî) òàê, ÷òî â
ñóììå îíè äàäóò ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 100. Äîêàçàòü.

6. Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êà âíå å¼; èç ýòîé òî÷êè ìû
ñîâåðøàåì ïóòü ïî çàìêíóòîé ëîìàíîé, ñîñòîÿùåé èç îò-
ðåçêîâ ïðÿìûõ, êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè, è çàêàí÷è-
âàåì ïóòü â íà÷àëüíîé òî÷êå. Ó÷àñòêè ïóòè, ïî êîòîðûì
ìû ïðèáëèæàëèñü ê öåíòðó îêðóæíîñòè, áåð¼ì ñî çíàêîì
¾ïëþñ¿, à ó÷àñòêè ïóòè, ïî êîòîðûì ìû óäàëÿëèñü îò öåí-
òðà, �� ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿ (ðèñ. 1). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî òàêîãî ïóòè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà äëèí ó÷àñòêîâ ïó-
òè, âçÿòûõ ñ óêàçàííûìè çíàêàìè, ðàâíà íóëþ.

9�10 êëàññ
1. Ñì. çàäà÷ó 1 äëÿ 7�8 êëàññîâ.
2. Ñëîæèòü èç îäèíàêîâûõ êèðïè÷èêîâ (ðèñ. 2) âûïóê-

ëûé ìíîãîãðàííèê.
3. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 7�8 êëàññîâ.
4. Â äàííûé òðåóãîëüíèê ïîìåñòèòü öåíòðàëüíî-ñèììå-

òðè÷íûé ìíîãîóãîëüíèê íàèáîëüøåé ïëîùàäè.
5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà âèäà 2 n ïðè ðàçëè÷íûõ öåëûõ

ïîëîæèòåëüíûõ n ìîãóò íà÷èíàòüñÿ íà ëþáóþ íàïåð¼ä çà-
äàííóþ êîìáèíàöèþ öèôð.

1 Öåëûõ. �� Ïðèì. ðåä.
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6. Äîêàæèòå, ÷òî ê êâàäðàòó íåëüçÿ ïðèëîæèòü áîëåå
8 íå íàëåãàþùèõ äðóã íà äðóãà êâàäðàòîâ òàêîãî æå ðàç-
ìåðà.

1950 ãîä (XIII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7�8 êëàññ

1. Èìååòñÿ øàõìàòíàÿ äîñêà ñ îáû÷íîé ðàñêðàñêîé (ãðà-
íèöû êâàäðàòîâ ñ÷èòàþòñÿ îêðàøåííûìè â ÷¼ðíûé öâåò).
Íà÷åðòèòü íà íåé îêðóæíîñòü íàèáîëüøåãî ðàäèóñà, öå-
ëèêîì ëåæàùóþ íà ÷¼ðíîì, è äîêàçàòü, ÷òî áîëüøåé íà-
÷åðòèòü íåëüçÿ.

2. Èìååòñÿ 555 ãèðü âåñîì: 1 ã, 2 ã, 3 ã, 4 ã, ..., 555 ã.
Ðàçëîæèòü èõ íà òðè ðàâíûå ïî âåñó êó÷è.

3. Äàíû òðè îêðóæíîñòè O1, O2, O3, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
îäíó òî÷êó O. Âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ O1 ñ O2, O2 ñ O3 è
O3 ñ O1 îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç A1, A2 è A3. Íà O1

áåð¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó B1. Åñëè B1 íå ñîâïàäàåò ñ A1,
òî ïðîâîäèì ÷åðåç B1 è A1 ïðÿìóþ äî âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ
ñ O2 â òî÷êå B2. Åñëè B2 íå ñîâïàäåò ñ A2, òî ïðîâîäèì
÷åðåçB2 è A2 ïðÿìóþ äî âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ O3 â òî÷êå
B3. Åñëè B3 íå ñîâïàäåò ñ A3, òî ïðîâîäèì ÷åðåç B3 è A3

ïðÿìóþ äî âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ O1 â òî÷êå B4. Äîêàæèòå,
÷òî B4 ñîâïàäàåò ñ B1.

4. Ïóñòü a, b, c �� äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà; A, B,
C �� âåëè÷èíû ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî

Aa + Bb + Cc >
1
2

(Ab + Ba + Ac + Ca+ Bc + Cb).

5. Èç ïóíêòà A â äðóãèå ìîæíî ïîïàñòü äâóìÿ ñïîñîáà-
ìè:

1. Âûéòè ñðàçó è èäòè ïåøêîì.
2. Âûçâàâ ìàøèíó è, ïîäîæäàâ åå îïðåäåë¼ííîå âðåìÿ,

åõàòü íà íåé.
Â êàæäîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ñïîñîá ïåðåäâèæåíèÿ,

òðåáóþùèé ìåíüøåãî âðåìåíè. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
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åñëè êîíå÷íûé ïóíêò îòñòîèò íà òî ïîíàäîáèòñÿ íà äîðîãó

1 êì 10 ìèí

2 êì 15 ìèí

3 êì 17
1
2

ìèí

Ñêîðîñòè ïåøåõîäà è ìàøèíû, à òàêæå âðåìÿ îæèäà-
íèÿ ìàøèíû ïðèíèìàþòñÿ íåèçìåííûìè.

Ñêîëüêî ïîíàäîáèòñÿ âðåìåíè äëÿ äîñòèæåíèÿ ïóíêòà,
îòñòîÿùåãî îò A íà 6 êì?

9�10 êëàññ
1. Ïóñòü A �� ïðîèçâîëüíûé óãîë, B è C �� îñòðûå óãëû.

Âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò òàêîé óãîë X , ÷òî

sin X =
sin B sin C

1 � cos A cos B cos C
?

(Èç ¾Âîîáðàæàåìîé ãåîìåòðèè¿ Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî.)
2. Èç äâóõ òðåóãîëüíûõ ïèðàìèä ñ îáùèì îñíîâàíèåì

îäíà ëåæèò âíóòðè äðóãîé. Ìîæåò ëè áûòü ñóììà ð¼áåð
âíóòðåííåé ïèðàìèäû áîëüøå ñóììû ð¼áåð âíåøíåé?

3. Èìååòñÿ 81 ãèðÿ âåñîì 1 2 ã, 22 ã, 32 ã, ..., 81 2 ã. Ðàç-
ëîæèòü èõ íà òðè ðàâíûå ïî âåñó êó÷è.

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå:
p

x + 3 � 4
p

x � 1 +
p

x + 8 � 6
p

x � 1 = 1.

5. Äàíî n îêðóæíîñòåé: O1, O2, ..., On, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
îäíó òî÷êó O. Âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ O1 ñ O2, O2 ñ O3,
..., On ñ O1 îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç A1, A2, ..., An .
Íà O1 áåð¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó B1. Åñëè B1 íå ñîâïà-
äàåò ñ A1, òî ïðîâîäèì ÷åðåç B1 è A1 ïðÿìóþ äî âòîðîãî
ïåðåñå÷åíèÿ ñ O2 â òî÷êå B2. Åñëè B2 íå ñîâïàäàåò ñ A2,
òî ïðîâîäèì ÷åðåç B2 è A2 ïðÿìóþ äî âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ
ñ O3 â òî÷êå B3. Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì
òî÷êó Bn íà îêðóæíîñòè On . Åñëè On íå ñîâïàäàåò ñ An , òî
ïðîâîäèì ÷åðåç Bn è An ïðÿìóþ äî âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ
O1 â òî÷êå Bn+ 1. Äîêàæèòå, ÷òî Bn+ 1 ñîâïàäàåò ñ B1.
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Âòîðîé òóð
7�8 êëàññ

1. Â âûïóêëîì 13-óãîëüíèêå ïðîâåäåíû âñå äèàãîíàëè.
Îíè ðàçáèâàþò åãî íà ìíîãîóãîëüíèêè. Âîçüì¼ì ñðåäè íèõ
ìíîãîóãîëüíèê ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì ñòîðîí. Êàêîå ñàìîå
áîëüøåå ÷èñëî ñòîðîí ìîæåò îí èìåòü?

2. Äîêàæèòå, ÷òî

1
2

�
3
4

�
5
6

�
7
8

...
99

100
<

1
10

.

3. Â òðåóãîëüíèê âïèñàíà îêðóæíîñòü. Îêîëî íå¼ îïè-
ñàí êâàäðàò. Äîêàæèòå, ÷òî âíå òðåóãîëüíèêà ëåæèò ìåíü-
øå ïîëîâèíû ïåðèìåòðà êâàäðàòà.

4. Íà îêðóæíîñòè ðàñïîëîæåíû 20 òî÷åê. Ýòè 20 òî÷åê
ïîïàðíî ñîåäèíÿþòñÿ 10 õîðäàìè 1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

9�10 êëàññ
1. Â âûïóêëîì 1950-óãîëüíèêå ïðîâåäåíû âñå äèàãîíà-

ëè. Îíè ðàçáèâàþò åãî íà ìíîãîóãîëüíèêè. Âîçüì¼ì ñðåäè
íèõ ìíîãîóãîëüíèê ñ ñàìûì áîëüøèì ÷èñëîì ñòîðîí. Êà-
êîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ñòîðîí îí ìîæåò èìåòü?

2. ×èñëà 1, 2, 3, ... , 101 íàïèñàíû â ðÿä â êàêîì-òî ïî-
ðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âû÷åðêíóòü 90 òàê,
÷òî îñòàâøèåñÿ 11 áóäóò ðàñïîëîæåíû ïî èõ âåëè÷èíå
(ëèáî âîçðàñòàÿ, ëèáî óáûâàÿ).

3. Îêîëî ñôåðû îïèñàí ïðîñòðàíñòâåííûé ÷åòûð¼õóãîëü-
íèê. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðå òî÷êè êàñàíèÿ ëåæàò â îäíîé
ïëîñêîñòè.

4. Ìîæíî ëè ïðîâåñòè â ãîðîäå 10 àâòîáóñíûõ ìàðø-
ðóòîâ è óñòàíîâèòü íà íèõ îñòàíîâêè òàê, ÷òî êàêèå áû 8
ìàðøðóòîâ íè áûëè âçÿòû, íàéä¼òñÿ îñòàíîâêà, íå ëåæà-
ùàÿ íè íà îäíîì èç íèõ, à ëþáûå 9 ìàðøðóòîâ ïðîõîäÿò
÷åðåç âñå îñòàíîâêè.

1 Íåïåðåñåêàþùèìèñÿ. �� Ïðèì. ðåä.
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1951 ãîä (XIV îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7�8 êëàññ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí

x12 � x9 + x4 � x + 1

ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x ïîëîæèòåëåí.
2. Ó âûïóêëûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ ABCD è A0B0C0D0

ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû ðàâíû. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè \ A >
> \ A0, òî \ B < \ B0, \ C> \ C0 è \ D < \ D0.

3. ×òî áîëüøå:
2,00000000004

(1,00000000004 ) 2 + 2,00000000004

èëè
2,00000000002

(1,00000000002 ) 2 + 2,00000000002
?

4. Òî÷êà âíóòðè ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè ñîåäèíÿåòñÿ ñî
âñåìè âåðøèíàìè. Äîêàçàòü, ÷òî èç ÷åòûð¼õ ïîëó÷åííûõ
îòðåçêîâ ìîæíî ñëîæèòü ÷åòûð¼õóãîëüíèê, âïèñàííûé 1 â
ýòó òðàïåöèþ.

5. Èìååòñÿ êóñîê öåïè èç 60 çâåíüåâ, êàæäîå èç êîòî-
ðûõ âåñèò 1 ã. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî çâåíüåâ íàäî ðàñ-
êîâàòü, ÷òîáû èç îáðàçîâàâøèõñÿ ÷àñòåé ìîæíî áûëî ñî-
ñòàâèòü âñå âåñà â 1 ã, 2 ã, 3 ã, ..., 60 ã (ðàñêîâàííîå çâåíî
âåñèò òîæå 1 ã)?

9�10 êëàññ
1. Èç âñåõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ îä-

íà ñòîðîíà ðàâíà a è ñóììà âíåøíèõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ,
íå ïðèëåãàþùèõ ê ýòîé ñòîðîíå, ðàâíà 120 � , âûáðàòü ìíî-
ãîóãîëüíèê íàèáîëüøåé ïëîùàäè.

1 Ðàçðåøàåòñÿ, ÷òîáû âåðøèíû ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ëåæàëè íå òîëü-
êî íà ñòîðîíàõ òðàïåöèè, íî è íà èõ ïðîäîëæåíèÿõ. �� Ïðèì. ðåä .
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2. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâûå òðè öèôðû ÷àñòíîãî 1

0,1234567891011...4748495051
0,51504948...4321

ñóòü 0,239.
3. Èìåþòñÿ äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè. Âîêðóã

ìåíüøåé èç íèõ îïèñàí ìíîãîóãîëüíèê, öåëèêîì íàõîäÿ-
ùèéñÿ âíóòðè áîëüøåé îêðóæíîñòè. Èç îáùåãî öåíòðà íà
ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû, êî-
òîðûå ïðîäîëæåíû äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ áîëüøåé îêðóæíî-
ñòüþ; êàæäàÿ èç ïîëó÷åííûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñîåäèíå-
íà ñ êîíöàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà.
Ïðè êàêîì óñëîâèè ïîñòðîåííûé òàê çâ¼çä÷àòûé ìíîãî-
óãîëüíèê áóäåò ðàçâ¼ðòêîé ïèðàìèäû?

4. Èìååòñÿ êóñîê öåïè èç 150 çâåíüåâ, êàæäîå èç êî-
òîðûõ âåñèò 1 ã. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî çâåíüåâ íàäî
ðàñêîâàòü, ÷òîáû èç îáðàçîâàâøèõñÿ ÷àñòåé ìîæíî áûëî
ñîñòàâèòü âñå âåñà â 1 ã, 2 ã, 3 ã, ..., 150 ã (ðàñêîâàííîå
çâåíî âåñèò òîæå 1 ã)?

5. Äàíû òðè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå íà ðàâíûõ ðàññòîÿ-
íèÿõ äðóã îò äðóãà. Êàê íàäî èçîáðàæàòü òî÷êàìè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïðÿìûõ âåëè÷èíû ñîïðîòèâëåíèÿ, íàïðÿæåíèÿ
è ñèëû òîêà â ïðîâîäíèêå, ÷òîáû, ïðèêëàäûâàÿ ëèíåéêó ê
òî÷êàì, èçîáðàæàþùèì çíà÷åíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ R è çíà-
÷åíèÿ ñèëû òîêà I , ïîëó÷èòü íà øêàëå íàïðÿæåíèÿ òî÷-
êó, èçîáðàæàþùóþ âåëè÷èíó íàïðÿæåíèÿ V = I � R (òî÷êà
êàæäîé øêàëû èçîáðàæàåò îäíî è òîëüêî îäíî ÷èñëî).

Âòîðîé òóð
7�8 êëàññ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

100...0| {z }
49

500...0| {z }
99

1

íå ÿâëÿåòñÿ êóáîì íèêàêîãî öåëîãî ÷èñëà.

1 Ïîñëå çàïÿòîé. �� Ïðèì. ðåä.
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2. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè òî÷êè A, B, C è òðè óãëà
\ D, \ E, \ F, ìåíüøèå 180 � è â ñóììå ñîñòàâëÿþùèå 360 � .
Ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè è òðàíñïîðòèðà òî÷êó O
ïëîñêîñòè òàêóþ, ÷òî \ AOB = \ D, \ BOC= \ E, \ COA = \ F
(ñ ïîìîùüþ òðàíñïîðòèðà ìîæíî èçìåðÿòü è îòêëàäûâàòü
óãëû).

3. Íà êîíñóëüòàöèè áûëî 20 øêîëüíèêîâ è ðàçáèðà-
ëîñü 20 çàäà÷. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäûé èç øêîëüíèêîâ ðå-
øèë äâå çàäà÷è è êàæäóþ çàäà÷ó ðåøèëè äâà øêîëüíè-
êà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî òàê îðãàíèçîâàòü ðàçáîð çàäà÷,
÷òîáû êàæäûé øêîëüíèê ðàññêàçàë îäíó èç ðåø¼ííûõ èì
çàäà÷ è âñå çàäà÷è áûëè ðàçîáðàíû.

4. Ïðîåêöèåé òî÷êè A èç òî÷êè O íà ïëîñêîñòü P íà-
çûâàåòñÿ òî÷êà A0, â êîòîðîé ïðÿìàÿ OA ïåðåñåêàåò ïëîñ-
êîñòü P. Ïðîåêöèåé òðåóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, ñî-
ñòîÿùàÿ èç âñåõ ïðîåêöèé åãî òî÷åê. Êàêèìè ôèãóðàìè
ìîæåò áûòü ïðîåêöèÿ òðåóãîëüíèêà, åñëè òî÷êà O íå ëå-
æèò â åãî ïëîñêîñòè?

5. Ïðè äåëåíèè ìíîãî÷ëåíà x1951 � 1 íà x4+ x3+ 2x2+ x+ 1
ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòíîå è îñòàòîê. Íàéòè â ÷àñòíîì êîýôôèöè-
åíò ïðè x14.

9�10 êëàññ
1. Âñå ð¼áðà òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíû a. Íàéòè íàè-

áîëüøóþ ïëîùàäü, êîòîðóþ ìîæåò èìåòü îðòîãîíàëüíàÿ
ïðîåêöèÿ ýòîé ïèðàìèäû íà ïëîñêîñòü.

2. Èìååòñÿ íåñêîëüêî ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ìåíü-
øå ÷åì 1951. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ëþáûõ äâóõ èç
íèõ áîëüøå ÷åì 1951. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà îáðàòíûõ âå-
ëè÷èí ýòèõ ÷èñåë ìåíüøå 2.

3. Àâòîáóñíûé ìàðøðóò ñîäåðæèò 14 îñòàíîâîê (ñ÷è-
òàÿ äâå êîíå÷íûå). Â àâòîáóñå îäíîâðåìåííî ìîãóò åõàòü
íå áîëåå 25 ïàññàæèðîâ. Äîêàçàòü, ÷òî âî âðåìÿ ïîåçäêè
àâòîáóñà èç îäíîãî êîíöà â äðóãîé:

a) íàéäóòñÿ âîñåìü ðàçëè÷íûõ îñòàíîâîê A1, B1, A2, B2,
A3, B3, A4, B4, òàêèõ, ÷òî íè îäèí ïàññàæèð íå åäåò îò
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A1 äî B1, íè îäèí ïàññàæèð íå åäåò îò A2 äî B2, íè îäèí
ïàññàæèð íå åäåò îò A3 äî B3 è íè îäèí ïàññàæèð íå åäåò
îò A4 äî B4;

á) ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ïàññàæèðû åäóò òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò 10 ðàçëè÷íûõ îñòàíîâîê A1, B1,
A2, B2, A3, B3, A4, B4, A5, B5, êîòîðûå îáëàäàëè áû àíàëî-
ãè÷íûìè ñâîéñòâàìè.

4. Îêðóæíîñòü îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âíóòðè íå¼
ìîæíî äâèãàòü ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê òàê, ÷òîáû êàæ-
äàÿ âåðøèíà òðåóãîëüíèêà îïèñûâàëà ýòó îêðóæíîñòü.
Íàéòè çàìêíóòóþ íåñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ êðèâóþ, îòëè÷-
íóþ îò îêðóæíîñòè, âíóòðè êîòîðîé òàêæå ìîæíî äâèãàòü
ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê òàê, ÷òîáû êàæäàÿ åãî âåðøèíà
îïèñûâàëà ýòó êðèâóþ.

1952 ãîä (XV îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7 êëàññ

1. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ
êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí â òî÷êàõ L, M è N. Äîêàæèòå, ÷òî
òðåóãîëüíèê LMN âñåãäà îñòðîóãîëüíûé (íåçàâèñèìî îò
âèäà òðåóãîëüíèêà ABC).

2. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

(ax + by + cz)2 + (bx + cy + az) 2 + (cx + ay + bz)2 =
= (cx + by + az) 2 + (bx + ay + cz)2 + (ax + cy + bz)2.

3. Åñëè âñå 6 ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà �� ðàâíûå ìåæäó
ñîáîé ïàðàëëåëîãðàììû, òî îíè ñóòü ðîìáû. Äîêàæèòå.

4. Äâà ÷åëîâåêà A è B äîëæíû ïîïàñòü èç ïóíêòà M â
ïóíêò N, ðàñïîëîæåííûé â 15 êì îò M . Ïåøêîì îíè ìî-
ãóò ïåðåäâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ 6 êì/÷. Êðîìå òîãî, â èõ
ðàñïîðÿæåíèè åñòü âåëîñèïåä, íà êîòîðîì ìîæíî åõàòü ñî
ñêîðîñòüþ 15 êì/÷. A îòïðàâëÿåòñÿ â ïóòü ïåøêîì, à B



i

i

i

i

i

i

i

i

Óñëîâèÿ çàäà÷. 1952 ãîä 41

âûåçæàåò îäíîâðåìåííî ñ A è åäåò íà âåëîñèïåäå äî âñòðå-
÷è ñ ïåøåõîäîì C, èäóùèì èç N â M . Äàëüøå B èä¼ò ïåø-
êîì, à C åäåò íà âåëîñèïåäå äî âñòðå÷è ñ A è ïåðåäà¼ò åìó
âåëîñèïåä, íà êîòîðîì òîò è ïðèåçæàåò â N.

Êîãäà äîëæåí âûéòè èç N ïåøåõîä C, ÷òîáû A è B ïðè-
áûëè â ïóíêò N îäíîâðåìåííî (åñëè îí èä¼ò ïåøêîì ñ òîé
æå ñêîðîñòüþ, ÷òî A è B)?

8 êëàññ
1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îðòîöåíòð äåëèò âûñîòû òðåóãîëü-

íèêà â îäíîì è òîì æå îòíîøåíèè, òî ýòîò òðåóãîëüíèê ��
ïðàâèëüíûé.

2. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

(ax + by + cz + du) 2 + (bx + cy + dz + au) 2 +
+ (cx + dy + az + bu) 2 + (dx + ay + bz+ cu) 2 =

= (dx + cy + bz+ au) 2 + (cx + by + az + du) 2 +
+ (bx + ay + dz + cu) 2 + (ax + dy + cz + bu) 2.

3. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 7 êëàññà.
4. Äâà ÷åëîâåêà A è B äîëæíû ïîïàñòü êàê ìîæíî ñêî-

ðåå èç ïóíêòà M â ïóíêò N, ðàñïîëîæåííûé â 15 êì îò M .
Ïåøêîì îíè ìîãóò ïåðåäâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ 6 êì/÷.
Êðîìå òîãî, â èõ ðàñïîðÿæåíèè åñòü âåëîñèïåä, íà êîòî-
ðîì ìîæíî åõàòü ñî ñêîðîñòüþ 15 êì/÷. A è B îòïðàâëÿ-
þòñÿ â ïóòü îäíîâðåìåííî: A èä¼ò ïåøêîì, à B åäåò íà
âåëîñèïåäå äî âñòðå÷è ñ ïåøåõîäîì C, èäóùèì èç N è M .
Äàëüøå B èä¼ò ïåøêîì, à C åäåò íà âåëîñèïåäå äî âñòðå÷è
ñ A è ïåðåäà¼ò åìó âåëîñèïåä, íà êîòîðîì òîò è ïðèåçæàåò
â N.

Êîãäà äîëæåí âûéòè èç N ïåøåõîä C, ÷òîáû âðåìÿ, çà-
òðà÷åííîå A è B íà äîðîãó â N, áûëî íàèìåíüøèì ( C èä¼ò
ïåøêîì ñ òîé æå ñêîðîñòüþ, ÷òî A è B; âðåìÿ, çàòðà÷åí-
íîå íà äîðîãó, ñ÷èòàåòñÿ îò ìîìåíòà âûõîäà A è B èç M
äî ìîìåíòà ïðèáûòèÿ ïîñëåäíåãî èç íèõ â N).
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9 êëàññ
1. Äàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, çíàìåíàòåëü êîòî-

ðîé �� öåëîå ÷èñëî (íå ðàâíîå 0 è � 1). Äîêàæèòå, ÷òî ñóì-
ìà ëþáîãî ÷èñëà ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ å¼ ÷ëåíîâ íå ìî-
æåò ðàâíÿòüñÿ íèêàêîìó ÷ëåíó ýòîé ïðîãðåññèè.

2. Äàíû òðè ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå. Äîêàæèòå, ÷òî
îíè áóäóò îáùèìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê ñâîèì îáùèì ïåð-
ïåíäèêóëÿðàì.

3. Äîêàæèòå, ÷òî
�
�
�

x � y
1 � xy

�
�
� < 1, åñëè j x j < 1 è j y j < 1.

4. Òðåóãîëüíèê ABC ðàçáèò ïðÿìîé BD íà äâà òðå-
óãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé,
âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABD è DBC, áîëüøå ðàäèóñà
îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC.

5. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, ïîñòðîåííàÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: a1 �� ïðîèçâîëüíîå òð¼õçíà÷íîå ÷èñ-
ëî, a2 �� ñóììà êâàäðàòîâ åãî öèôð, a3 �� ñóììà êâàäðàòîâ
öèôð ÷èñëà a2 è ò. ä. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
a1, a2, a3, ... îáÿçàòåëüíî âñòðåòèòñÿ ëèáî 1, ëèáî 4.

10 êëàññ
1. Íàéäèòå ñîîòíîøåíèå ìåæäó

arcsin cos arcsin x è arccos sin arccos x.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè öåëîì n > 2 è j x j < 1

2n > (1 � x) n + (1 + x) n .

3. Â òð¼õãðàííûé óãîë ñ âåðøèíîé S âïèñàíà ñôåðà ñ
öåíòðîì â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òðè òî÷êè êàñàíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïðÿìîé SO.

4. Åñëè ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì p âñå êîðíè óðàâíå-
íèÿ

ax 2 + bx + c+ p = 0

äåéñòâèòåëüíû è ïîëîæèòåëüíû, òî êîýôôèöèåíò a ðàâåí
íóëþ. Äîêàæèòå.
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Âòîðîé òóð
7 êëàññ

1. Ðåøèòü ñèñòåìó ïÿòíàäöàòè óðàâíåíèé ñ ïÿòíàäöà-
òüþ íåèçâåñòíûìè:

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

1 � x1x2 = 0,
1 � x2x3 = 0,
1 � x3x4 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . .
1 � x14x15 = 0,
1 � x15x1 = 0.

2. Äëÿ âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ñîáëþäåíî
óñëîâèå: AB + CD = BC + DA . Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü,
âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, âïè-
ñàííîé â òðåóãîëüíèê ACD.

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êâàäðàò íåêîòîðîãî ÷èñëà íà÷è-
íàåòñÿ ñ 0,999...9 (100 äåâÿòîê), òî è ñàìî ÷èñëî íà÷èíà-
åòñÿ ñ 0,999...9 (100 äåâÿòîê).

4. Äàí îòðåçîê AB . Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âåð-
øèí C îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ABC.

8 êëàññ
1. Âû÷èñëèòü ñ øåñòüþäåñÿòüþ äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè

p
0,999...9| {z }

60

.

2. Èç òî÷êè C ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå CA è CB ê îêðóæ-
íîñòè O. Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè N îêðóæíîñòè îïóùåíû
ïåðïåíäèêóëÿðû ND , NE , NF ñîîòâåòñòâåííî íà ïðÿìûå
AB , CA è CB. Äîêàæèòå, ÷òî ND åñòü ñðåäíåå ïðîïîðöèî-
íàëüíîå ìåæäó NE è NF .

3. Èìåþòñÿ ñåìü æåòîíîâ ñ öèôðàìè 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
Äîêàæèòå, ÷òî íè îäíî ñåìèçíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå
ïîñðåäñòâîì ýòèõ æåòîíîâ, íå äåëèòñÿ íà äðóãîå.

4. 99 ïðÿìûõ ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà n ÷àñòåé. Íàéäè-
òå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ n, ìåíüøèå 199.
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9 êëàññ
1. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

1 � x1x2 = 0,
1 � x2x3 = 0,
1 � x3x4 = 0,
.. . . . . . . . . . . . . .
1 � xn� 1xn = 0,
1 � xnx1 = 0.

2. Ïîìåñòèòü â ïîëûé êóá ñ ðåáðîì a òðè öèëèíäðà äèà-
ìåòðà

a
2

è âûñîòû a òàê, ÷òîáû îíè íå ìîãëè ìåíÿòü ñâîåãî
ïîëîæåíèÿ âíóòðè êóáà.

3. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 8 êëàññà.
4. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC óãîë \ ABC ðà-

âåí 20 � . Íà ðàâíûõ ñòîðîíàõ CB è AB âçÿòû ñîîòâåòñòâåí-
íî òî÷êè P è Q òàêèå, ÷òî \ PAC = 50 � è \ QCA = 60 � . Äî-
êàæèòå, ÷òî \ PQC= 30 � .

5. 200 ó÷åíèêîâ âûñòðîåíû ïðÿìîóãîëüíèêîì ïî 10 ÷å-
ëîâåê â êàæäîì ïîïåðå÷íîì ðÿäó è ïî 20 ÷åëîâåê â êàæ-
äîì ïðîäîëüíîì ðÿäó. Â êàæäîì ïðîäîëüíîì ðÿäó âûáðàí
ñàìûé âûñîêèé ó÷åíèê, à çàòåì èç îòîáðàííûõ 10 ÷åëîâåê
âûáðàí ñàìûé íèçêèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êàæäîì ïîïå-
ðå÷íîì ðÿäó âûáðàí ñàìûé íèçêèé ó÷åíèê, à çàòåì ñðåäè
îòîáðàííûõ 20 âûáðàí ñàìûé âûñîêèé. Êòî èç äâîèõ îêà-
æåòñÿ âûøå?

10 êëàññ
1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà

cos 32x + a31 cos 31x + a30 cos 30x + ... + a1 cos x

ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ.

2. Ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 9 êëàññà.
3. Äîêàæèòå, ÷òî íè ïðè êàêîì öåëîì A ìíîãî÷ëåí

3x2n + Ax n + 2 íå äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí 2 x2m + Ax m + 3.
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4. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 9 êëàññà.
5. Ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 9 êëàññà.

1953 ãîä (XVI îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7 êëàññ

1. Äîêàçàòü, ÷òî â òðàïåöèè ñóììà óãëîâ ïðè ìåíüøåì
îñíîâàíèè áîëüøå, ÷åì ïðè áîëüøåì.

2. Íàéòè íàèìåíüøåå ÷èñëî, çàïèñûâàåìîå îäíèìè åäè-
íèöàìè, êîòîðîå áû äåëèëîñü íà ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç
ñòà òðîåê (333...33 ) .

3. Ðàçäåëèòü îòðåçîê ïîïîëàì ñ ïîìîùüþ óãîëüíèêà.
(Ñ ïîìîùüþ óãîëüíèêà ìîæíî ïðîâîäèòü ïðÿìûå è âîññòàâ-
ëÿòü ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóñêàòü ïåðïåíäèêóëÿðû íåëüçÿ.)

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì ïîëîæèòåëüíîì n
÷èñëî n2 + 8n + 15 íå äåëèòñÿ íà n + 4.

8 êëàññ
1. Òðè îêðóæíîñòè ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. ×å-

ðåç òðè òî÷êè êàñàíèÿ ïðîâîäèì îêðóæíîñòü. Äîêàçàòü,
÷òî ýòà îêðóæíîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà ê êàæäîé èç òð¼õ
èñõîäíûõ. (Óãëîì ìåæäó äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè â òî÷êå èõ
ïåðåñå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ óãîë, îáðàçîâàííûé èõ êàñàòåëü-
íûìè â ýòîé òî÷êå.)

2. Ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 7 êëàññà.
3. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 7 êëàññà.
4. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

2 �

n ðàç
z }| {q

2 +
p

2 + ... +
p

2

2 �
q

2 +
p

2 + ... +
p

2
| {z }

n� 1 ðàç

>
1
4

.
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9 êëàññ
1. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, êîîðäèíàòû êî-

òîðûõ (x , y) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ sin (x + y) = 0.
2. AB è A1B1 �� äâà ñêðåùèâàþùèõñÿ îòðåçêà. O è O1 ��

ñîîòâåòñòâåííî èõ ñåðåäèíû. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê OO1

ìåíüøå ïîëóñóììû îòðåçêîâ AA 1 è BB 1.
3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí âèäà x200y200 + 1 íåëüçÿ

ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîãî
òîëüêî x è îäíîãî òîëüêî y.

4. A �� âåðøèíà ïðàâèëüíîãî çâ¼çä÷àòîãî ïÿòèóãîëüíè-
êà 1. Ëîìàíàÿ AA 1BB 1CC1DD 1EE 1 ÿâëÿåòñÿ åãî âíåøíèì
êîíòóðîì. Ïðÿìûå AB è DE ïðîäîëæåíû äî ïåðåñå÷åíèÿ
â òî÷êå F. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê ABB 1CC1DED 1

ðàâíîâåëèê ÷åòûð¼õóãîëüíèêó AD 1EF.
5. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 8 êëàññà.

10 êëàññ
1. Ñì. çàäà÷ó 1 äëÿ 9 êëàññà.
2. Äàí ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ 2 è òî÷êà O. Íàéòè ãåî-

ìåòðè÷åñêîå ìåñòî âåðøèí êîíóñîâ, ðàâíûõ äàííîìó, ñ
îñÿìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè äàííîãî êîíóñà, è ñîäåðæàùèõ
âíóòðè äàííóþ òî÷êó O.

3. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 9 êëàññà.
4. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 9 êëàññà.
5. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 8 êëàññà.

Âòîðîé òóð
7 êëàññ

1. Äîêàçàòü, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñóììû
äâóõ ÷èñåë è èõ íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî ðàâåí íàè-
áîëüøåìó îáùåìó äåëèòåëþ ñàìèõ ÷èñåë.

1 Ïðàâèëüíûé çâ¼çä÷àòûé ïÿòèóãîëüíèê �� ýòî ôèãóðà, îáðàçîâàí-
íàÿ äèàãîíàëÿìè ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà. �� Ïðèì. ðåä.

2 Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíóñ áåñêîíå÷åí â îäí ó
ñòîðîíó. �� Ïðèì. ðåä.
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2. Îêîëî îêðóæíîñòè îïèñàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê. Åãî äèà-
ãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå ýòîé îêðóæíîñòè. Äîêàæè-
òå, ÷òî ýòîò ÷åòûð¼õóãîëüíèê �� ðîìá.

3. Â ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî 11 çóá÷àòûõ êîë¼ñ òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ïåðâîå êîëåñî ñöåïëåíî ñâîèìè çóáöàìè ñî
âòîðûì, âòîðîå �� ñ òðåòüèì è ò. ä. Íàêîíåö, ïîñëåäíåå,
îäèííàäöàòîå, êîëåñî ñöåïëåíî ñ ïåðâûì. Ìîãóò ëè âðà-
ùàòüñÿ êîë¼ñà òàêîé ñèñòåìû?

4. Òûñÿ÷à òî÷åê ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âûïóêëîãî òû-
ñÿ÷åóãîëüíèêà, âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî åù¼ ïÿòü-
ñîò òî÷åê òàê, ÷òî íèêàêèå òðè èç ýòèõ 1500 òî÷åê íå ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äàííûé òûñÿ÷åóãîëüíèê ðàçðåçàí
íà òðåóãîëüíèêè òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå óêàçàííûå 1500
òî÷åê ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêîâ è ýòè òðåóãîëü-
íèêè íå èìåþò íèêàêèõ äðóãèõ âåðøèí. Ñêîëüêî ïîëó-
÷èòñÿ òðåóãîëüíèêîâ ïðè òàêîì ðàçðåçàíèè?

5. Ðåøèòü ñèñòåìó
8
>>>>><

>>>>>:

x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 + 2x5 = 1,
x1 + 3x2 + 4x3 + 4x4 + 4x5 = 2,
x1 + 3x2 + 5x3 + 6x4 + 6x5 = 3,
x1 + 3x2 + 5x3 + 7x4 + 8x5 = 4,
x1 + 3x2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 5.

8 êëàññ
1. a, b, c è d �� äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòîðîí ÷åòû-

ð¼õóãîëüíèêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S åãî ïëîùàäü. Äîêàçàòü,
÷òî

S 6 1
4

(a + b)(c + d) .

2. 1953 öèôðû âûïèñàíû ïî êðóãó. Èçâåñòíî, ÷òî åñ-
ëè ÷èòàòü ýòè öèôðû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî îïðåäåë¼ííîãî ìåñòà, òî ïîëó÷åííîå 1953-çíà÷íîå
÷èñëî äåëèòñÿ íà 27. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà÷àòü ÷èòàòü
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñ ëþáîãî äðóãîãî ìåñòà, òî ïîëó÷åííîå
÷èñëî òàêæå áóäåò äåëèòüñÿ íà 27.
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3. Íà îêðóæíîñòè äàíû òî÷êè A1, A2, ... , A16. Ïîñòðî-
èì âñå âîçìîæíûå âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè, âåðøèíû
êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ñðåäè òî÷åê A1, A2, ... , A16. Ðàçîáü¼ì
ýòè ìíîãîóãîëüíèêè íà äâå ãðóïïû. Â ïåðâóþ ãðóïïó áó-
äóò âõîäèòü âñå ìíîãîóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ A1 ÿâëÿåòñÿ
âåðøèíîé. Âî âòîðóþ ãðóïïó âõîäÿò âñå ìíîãîóãîëüíèêè,
ó êîòîðûõ A1 â ÷èñëî âåðøèí íå âõîäèò. Â êàêîé ãðóïïå
áîëüøå ìíîãîóãîëüíèêîâ?

4. Â ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî n çóá÷àòûõ êîë¼ñ òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ïåðâîå êîëåñî ñöåïëåíî ñâîèìè çóáöàìè ñî
âòîðûì, âòîðîå �� ñ òðåòüèì è ò. ä. Íàêîíåö, ïîñëåäíåå êî-
ëåñî ñöåïëåíî ñ ïåðâûì. Ìîãóò ëè âðàùàòüñÿ êîë¼ñà òàêîé
ñèñòåìû?

5. Ðåøèòü ñèñòåìó
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 + 2x5 + ... + 2x100 = 1,
x1 + 3x2 + 4x3 + 4x4 + 4x5 + ... + 4x100 = 2,
x1 + 3x2 + 5x3 + 6x4 + 6x5 + ... + 6x100 = 3,
x1 + 3x2 + 5x3 + 7x4 + 8x5 + ... + 8x100 = 4,
.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1 + 3x2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 + ... + 199x100 = 100.

9 êëàññ
1. Ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 8 êëàññà.
2. Â ïëîñêîñòè äàí òðåóãîëüíèê A1A2A3 è ïðÿìàÿ l âíå

åãî, îáðàçóþùàÿ ñ ïðîäîëæåíèåì ñòîðîí òðåóãîëüíèêà
A1A2, A2A3, A3A1 ñîîòâåòñòâåííî óãëû a 3, a 1, a 2. ×åðåç
òî÷êè A1, A2, A3 ïðîâîäÿòñÿ ïðÿìûå, îáðàçóþùèå ñ l ñî-
îòâåòñòâåííî óãëû 180 � � a 1, 180 � � a 2, 180 � � a 3. Äîêàçàòü,
÷òî ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Âñå óãëû îò-
ñ÷èòûâàþòñÿ îò ïðÿìîé l â îäíîì íàïðàâëåíèè.

3. Äàíû óðàâíåíèÿ

ax 2 + bx + c = 0 (1) è � ax 2 + bx + c (2) .

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x1 è x2 �� ñîîòâåòñòâåííî êàêèå-ëèáî
êîðíè óðàâíåíèé (1) è (2) , òî íàéä¼òñÿ òàêîé êîðåíü x3
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óðàâíåíèÿ
a
2

x2 + bx + c= 0, ÷òî ëèáî x1 6 x3 6 x2, ëèáî x1 >
> x3 > x2.

Ðèñ. 3

4. Äàí ëèñò êëåò÷àòîé áóìàãè
ðàçìåðîì 101 � 200 êëåòîê. Íà÷è-
íàÿ îò êàêîé-ëèáî óãëîâîé êëåòêè,
èä¼ì ïî äèàãîíàëè è êàæäûé ðàç,
äîõîäÿ äî ãðàíèöû, ìåíÿåì íà-
ïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî ïðàâèëó,
óêàçàííîìó íà ÷åðòåæå (ðèñ. 3).
Ïîïàä¼ì ëè ìû êîãäà-íèáóäü â îäíó èç óãëîâûõ êëåòîê?

5. Ðàçðåçàòü êóá íà òðè ðàâíûå ïèðàìèäû.

10 êëàññ
1. Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ

1 �
x
1

+
x(x � 1)

2!
� ... + ( � 1) n x(x � 1) ... (x � n + 1)

n!
= 0.

2. Ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 9 êëàññà.

3. Ïóñòü x0 = 109, xn =
x2

n� 1 + 2
2xn� 1

. Äîêàçàòü, ÷òî 0 < x36 �
�

p
2 < 10 � 9.

4. Ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 9 êëàññà.
5. Íà áåñêîíå÷íîé øàõìàòíîé äîñêå ñòîèò êîíü. Íàéòè

âñå êëåòêè, êóäà îí ìîæåò ïîïàñòü çà 2 n õîäîâ.

1954 ãîä (XVII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7 êëàññ

1. Ïðàâèëüíóþ øåñòèêîíå÷íóþ çâåçäó 1 ðàçðåçàòü íà 4
÷àñòè òàê, ÷òîáû èç íèõ ìîæíî áûëî ñëîæèòü âûïóêëûé
ìíîãîóãîëüíèê.

2. Äàíû äâà âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêà A1A2A3A4 ... An

è B1B2B3B4 ... Bn . Èçâåñòíî, ÷òî A1A2 = B1B2, A2A3 = B2B3,

1 Ïðàâèëüíàÿ øåñòèêîíå÷íàÿ çâåçäà �� ýòî ôèãóðà, êîòîðàÿ ïîëó÷à-
åòñÿ â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà è òðå óãîëü-
íèêà, ñèììåòðè÷íîãî åìó îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà. �� Ïðèì. ðåä .
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..., AnA1 = BnB1 è n � 3 óãëà îäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíû
ñîîòâåòñòâåííûì óãëàì äðóãîãî. Áóäóò ëè ìíîãîóãîëüíè-
êè ðàâíû?

3. Îïðåäåëèòü ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, åñëè äåëåíèå ýòîãî
÷èñëà íà îäíîçíà÷íîå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

�
���� j �
�� ���

�
��
��

0

à äåëåíèå ýòîãî æå ÷èñëà íà äðóãîå îäíîçíà÷íîå ïðîèçâî-
äèòñÿ ïî òàêîé ñõåìå:

�
���� j �

� ���

�
��

�

�
��
��

0

4. Ñóùåñòâóþò ëè öåëûå ÷èñëà m è n, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óðàâíåíèþ m2 + 1954 = n2?

5. Îïðåäåëèòü íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ òð¼õ-
çíà÷íîãî ÷èñëà ê ÷èñëó, ðàâíîìó ñóììå öèôð ýòîãî ÷èñëà.

8 êëàññ
1. Èç êâàäðàòà ðàçìåðîì 3 íà 3 âûðåçàòü îäíó ôèãóðó,

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ðàçâ¼ðòêó ïîëíîé ïîâåðõíîñòè êó-
áà, äëèíà ðåáðà êîòîðîãî ðàâíà 1.

2. Èç ïðîèçâîëüíîé âíóòðåííåé òî÷êè O âûïóêëîãî n-
óãîëüíèêà îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû íà ñòîðîíû (èëè èõ
ïðîäîëæåíèÿ). Íà êàæäîì ïåðïåíäèêóëÿðå îò òî÷êè O ïî
íàïðàâëåíèþ ê ñòîðîíå ïîñòðîåí âåêòîð, äëèíà êîòîðîãî
ðàâíà ïîëîâèíå äëèíû òîé ñòîðîíû, íà êîòîðóþ îïóùåí
ïåðïåíäèêóëÿð. Îïðåäåëèòü ñóììó ïîñòðîåííûõ âåêòîðîâ.
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3. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 7 êëàññà.
4. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 7 êëàññà.
5. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà óðàâ-

íåíèé

x
�

1 �
1
2n

�
+ y

�
1 �

1
2n+ 1

�
+ z

�
1 �

1
2n+ 2

�
= 0,

ãäå n = 1, 2, 3, 4, ...

9 êëàññ
1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè

x4
0 + a1x3

0 + a2x2
0 + a3x0 + a4 = 0,

4x3
0 + 3a1x2

0 + 2a2x0 + a3 = 0,

òî x4 + a1x3 + a2x2 + a3x + a4 äåëèòñÿ íà (x � x0) 2.
2. Äàíî ÷èñëî

123456789101112131415...99100.

Âû÷åðêíóòü 100 öèôð òàê, ÷òîáû îñòàâøååñÿ ÷èñëî áûëî
íàèáîëüøèì.

3. Äàíî 100 ÷èñåë a1, a2, a3, ..., a100 , óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì:

a1 � 3a2 + 2a3 > 0,
a2 � 3a3 + 2a4 > 0,
a3 � 3a4 + 2a5 > 0,

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a99 � 3a100 + 2a1 > 0,
a100 � 3a1 + 2a2 > 0.

Äîêàçàòü, ÷òî âñå ÷èñëà ai ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
4. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Ïóñòü A1, B1, C1 �� òî÷êè ïåðå-

ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AS, BS, CS ñîîòâåòñòâåííî ñî ñòîðîíàìè
BC, CA, AB òðåóãîëüíèêà, ãäå S �� ïðîèçâîëüíàÿ âíóòðåí-
íÿÿ òî÷êà òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàçàòü, ÷òî ïî êðàéíåé
ìåðå â îäíîì èç ïîëó÷åííûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ AB 1SC1,
C1SA1B, A1SB1C óãëû ïðè âåðøèíàõ C1, B1, èëè C1, A1,
èëè A1, B1 �� îäíîâðåìåííî îáà íåîñòðûå.
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5. Ñóùåñòâóþò ëè â ïðîñòðàíñòâå ÷åòûðå òî÷êè A, B, C,
D òàêèå, ÷òî AB = CD = 8 ñì, AC = BD = 10 ñì, AD = BC =
= 13 ñì?

10 êëàññ
1. Íàéòè âñå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x2 + 2x sin (xy) + 1 = 0.

2. Ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 9 êëàññà.
3. Äàíî 100 ÷èñåë a1, a2, a3, ..., a100 , óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì
a1 � 4a2 + 3a3 > 0,
a2 � 4a3 + 3a4 > 0,
a3 � 4a4 + 3a5 > 0,

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a99 � 4a100 + 3a1 > 0,
a100 � 4a1 + 3a2 > 0.

Èçâåñòíî, ÷òî a1 = 1, îïðåäåëèòü a2, a3, ..., a100 .
4. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 9 êëàññà.
5. Ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 9 êëàññà.

Âòîðîé òóð
7 êëàññ

1. Äàí ëèñò êëåò÷àòîé áóìàãè. Êàæäûé óçåë ñåòêè îáî-
çíà÷àåòñÿ íåêîòîðîé áóêâîé. Êàêèì íàèìåíüøèì ÷èñëîì
ðàçëè÷íûõ áóêâ íóæíî îáîçíà÷èòü ýòè óçëû, ÷òîáû íà îò-
ðåçêå1, ñîåäèíÿþùåì äâà óçëà, îáîçíà÷åííûõ îäèíàêîâû-
ìè áóêâàìè, íàõîäèëñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí óçåë, îáî-
çíà÷åííûé îäíîé èç äðóãèõ áóêâ?

2. Ãîðîä óñòðîåí ïî ïëàíó, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 4.
Èç òî÷åê A è B îäíîâðåìåííî âûåçæàþò â îäíîì íàïðàâ-
ëåíèè äâå ìàøèíû, êîòîðûå äâèãàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêî-
ðîñòüþ. Äîåõàâ äî ïåðåêð¼ñòêà, êàæäàÿ ìàøèíà èëè ïðî-

1 Èäóùåì ïî ñòîðîíàì êëåòîê. �� Ïðèì. ðåä.
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60�A
B

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

äîëæàåò äâèæåíèå â òîì æå íàïðàâëåíèè, èëè ïîâîðà÷è-
âàåò íà 120 � âïðàâî èëè âëåâî îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ
(ñì. ðèñ. 5). Ìîãóò ëè ìàøèíû âñòðåòèòüñÿ?

3. Ðåøèòü ñèñòåìó:

10x1 + 3x2 + 4x3 + x4 + x5 = 0,
11x2 + 2x3 + 2x4 + 3x5 + x6 = 0,

15x3 + 4x4 + 5x5 + 4x6 + x7 = 0,
2x1 + x2 � 3x3 + 12x4 � 3x5 + x6 + x7 = 0,
6x1 � 5x2 + 3x3 � x4 + 17x5 + x6 = 0,
3x1 + 2x2 � 3x3 + 4x4 + x5 � 16x6 + 2x7 = 0,
4x1 � 8x2 + x3 + x4 � 3x5 + 19x7 = 0.

8 êëàññ
1. Èç êëåò÷àòîé áóìàãè âûðåçàí êâàäðàò 17 � 17. Â

êëåòêàõ êâàäðàòà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íàïèñàíû ÷èñëà
1, 2, 3, ..., 70 ïî îäíîìó è òîëüêî îäíîìó ÷èñëó â êàæäîé
êëåòêå.

Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷åòûðå ðàçëè÷íûå êëåòêè ñ
öåíòðàìè â òî÷êàõ A, B, C, D òàêèå, ÷òî AB = CD, AD = BC
è ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â êëåòêàõ ñ öåíòðàìè â A è C,
ðàâíà ñóììå ÷èñåë â êëåòêàõ ñ öåíòðàìè B è D.

2. Äàíû ÷åòûðå ïðÿìûå m1, m2, m3, m4, ïåðåñåêàþùèå-
ñÿ â îäíîé òî÷êå O. ×åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A1 ïðÿìîé
m1 ïðîâîäèì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ m4, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ
ïðÿìîé m2 â òî÷êå A2, ÷åðåç òî÷êó A2 ïðîâîäèì ïðÿìóþ,
ïàðàëëåëüíóþ m1, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ m3 â òî÷êå A3, ÷åðåç
A3 ïðîâîäèì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ m2, äî ïåðåñå÷åíèÿ
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ñ ïðÿìîé m4 â òî÷êå A4, è ÷åðåç òî÷êó A4 ïðîâîäèì ïðÿ-
ìóþ, ïàðàëëåëüíóþ m3, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ m1 â òî÷êå B.
Äîêàçàòü, ÷òî OB <

OA1

2
(ñì. ðèñ. 6).

BO

A2 A3

A4

A1

m1

m2 m3

m4

Ðèñ. 6

3. Äàíî ÷èñëî

H = 2 � 3 � 5 � 7 � 11 � 13 � 17 � 19 � 23 � 29 � 31 � 37

(ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë). Ïóñòü 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10,
11, 13, 14, ..., H �� âñå åãî äåëèòåëè, âûïèñàííûå â ïî-
ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ïîä ðÿäîì äåëèòåëåé âûïèøåì ðÿä
èç + 1 è � 1 ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ïîä åäèíèöåé + 1,
ïîä ÷èñëîì, êîòîðîå ðàçëàãàåòñÿ íà ÷¼òíîå ÷èñëî ïðîñòûõ
ñîìíîæèòåëåé, + 1, è ïîä ÷èñëîì, êîòîðîå ðàçëàãàåòñÿ íà
íå÷¼òíîå ÷èñëî ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé, � 1. Äîêàçàòü, ÷òî
ñóììà ÷èñåë ïîëó÷åííîãî ðÿäà ðàâíà 0.

4. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 7 êëàññà.
5. Ñêîëüêî îñåé ñèììåòðèè ìîæåò èìåòü ñåìèóãîëüíèê?

9 êëàññ
1. Íà äâóõ ëó÷àõ l 1 è l 2, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè O, îòëî-

æåíû îòðåçêè OA1 è OB1 íà ëó÷å l 1 è OA2 è OB2 íà ëó÷å
l 2; ïðè ýòîì

OA1

OA2
6=

OB1

OB2
. Îïðåäåëèòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî

òî÷åê S ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1A2 è B1B2 ïðè âðàùåíèè
ëó÷à l 2 îêîëî òî÷êè O (ëó÷ l 1 íåïîäâèæåí).

2. Äàíû ÷åòûðå ïðÿìûå m1, m2, m3, m4, ïåðåñåêàþùèå-
ñÿ â îäíîé òî÷êå O. ×åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A1 ïðÿìîé
m1 ïðîâîäèì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé m4, äî ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé m2 â òî÷êå A2, ÷åðåç A2 ïðîâîäèì ïðÿ-
ìóþ, ïàðàëëåëüíóþ m1, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ m3 â òî÷êå A3,
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÷åðåç A3 ïðîâîäèì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ m2, äî ïåðåñå-
÷åíèÿ ñ m4 â òî÷êå A4 è ÷åðåç òî÷êó A4 ïðîâîäèì ïðÿìóþ,
ïàðàëëåëüíóþ m3, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ m1 â òî÷êå B. Äîêà-
çàòü, ÷òî OB 6

OA1

4
(ñì. ðèñ. 6).

3. Ñòî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë C1, C2, ..., C100 óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì

C2
1 + C2

2 + ... + C2
100 > 10000,

C1 + C2 + ... + C100 < 300.

Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè íèõ ìîæíî íàéòè òðè ÷èñëà, ñóììà
êîòîðûõ áîëüøå 100.

4. Åñëè äàí ðÿä èç 15 ÷èñåë

a1, a2, ... , a15, (1)

òî ìîæíî íàïèñàòü âòîðîé ðÿä

b1, b2, ... , b15, (2)

ãäå bi (i = 1, 2, 3, ... , 15 ) ðàâíî ÷èñëó ÷èñåë ðÿäà (1), ìåíü-
øèõ ai . Ñóùåñòâóåò ëè ðÿä ÷èñåë ai , åñëè äàí ðÿä ÷èñåë bi :

1, 0, 3, 6, 9, 4, 7, 2, 5, 8, 8, 5, 10, 13, 13?

5. Äàí îòðåçîê OA. Èç êîíöà îòðåçêà A âûõîäèò 5
îòðåçêîâ AB 1, AB 2, AB 3, AB 4, AB 5. Èç êàæäîé òî÷êè B i

ìîãóò âûõîäèòü åù¼ ïÿòü íîâûõ îòðåçêîâ èëè íè îäíîãî
íîâîãî îòðåçêà è ò. ä., ïðè÷¼ì êîíöû íèêàêèõ äâóõ îòðåç-
êîâ ïîñòðîåííîé ñèñòåìû íå ñîâïàäàþò. Ìîæåò ëè ÷èñëî
ñâîáîäíûõ êîíöîâ ïîñòðîåííûõ îòðåçêîâ ðàâíÿòüñÿ 1001?
Ïîä ñâîáîäíûì êîíöîì îòðåçêà ïîíèìàåì òî÷êó, ïðèíàä-
ëåæàùóþ òîëüêî îäíîìó îòðåçêó (êðîìå òî÷êè O).

10 êëàññ
1. Ñêîëüêî ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè ìîæåò èìåòü òðå-

óãîëüíàÿ ïèðàìèäà?
2. Ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 9 êëàññà.
3. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 9 êëàññà.
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4. Èçâåñòíî, ÷òî ìîäóëè âñåõ êîðíåé óðàâíåíèé

x2 + Ax + B = 0,
x2 + Cx + D = 0

ìåíüøå åäèíèöû.
Äîêàçàòü, ÷òî ìîäóëè êîðíåé 1 óðàâíåíèÿ

x2 +
A + C

2
x +

B + D
2

= 0

òàêæå ìåíüøå åäèíèöû. A, B, C, D �� äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-
ëà.

5. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå äåñÿòèçíà÷íûå ÷èñ-
ëà, çàïèñûâàåìûå ïðè ïîìîùè 2 è 1. Ðàçáèòü èõ íà äâà
êëàññà òàê, ÷òîáû ïðè ñëîæåíèè ëþáûõ äâóõ ÷èñåë êàæ-
äîãî êëàññà ïîëó÷èëîñü ÷èñëî, â íàïèñàíèè êîòîðîãî ñî-
äåðæèòñÿ íå ìåíåå äâóõ òðîåê.

1955 ãîä (XVIII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7 êëàññ

1. ×èñëà 1, 2, ... , 49 ðàñïîëîæåíû â êâàäðàòíóþ òàáëè-
öó

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
8, 9, 10, 11, 12, 13, 14

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
43, 44, 45, 46, 47, 48, 49.

Ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç òàáëèöû âûïèñûâàåòñÿ, ïîñëå
÷åãî èç òàáëèöû âû÷¼ðêèâàåòñÿ ñòðîêà è ñòîëáåö, ñîäåð-
æàùèå ýòî ÷èñëî. Òî æå ñàìîå ïðîäåëûâàåòñÿ ñ îñòàâøåé-
ñÿ òàáëèöåé è ò. ä., âñåãî 7 ðàç. Íàéòè ñóììó âûïèñàííûõ
÷èñåë.

2. Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Èç âåðøèíû
B ïðÿìîãî óãëà ïðîâåäåíà ìåäèàíà BD. Ïóñòü K �� òî÷êà

1 Äåéñòâèòåëüíûõ. �� Ïðèì. ðåä.
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êàñàíèÿ ñòîðîíû AD òðåóãîëüíèêà ABD ñ îêðóæíîñòüþ,
âïèñàííîé â ýòîò òðåóãîëüíèê. Íàéòè óãëû òðåóãîëüíèêà
ABC, åñëè K äåëèò AD ïîïîëàì.

3. Äàí ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC. Íà ñòîðîíàõ
AB è BC âçÿòû òî÷êè D è E ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AE =
= CD. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îò-
ðåçêîâ AE è CD.

4. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå n, ÷òî n2 + n + 1 äåëèòñÿ íà 1955?
5. Íàéòè âñå ïðÿìîóãîëüíèêè, êîòîðûå ìîæíî ðàçðå-

çàòü íà 13 ðàâíûõ êâàäðàòîâ.

8 êëàññ
1. Ïóñòü 2 n = 10a + b. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè n > 3, òî ab äå-

ëèòñÿ íà 6. Çäåñü n, a è b �� íàòóðàëüíûå ÷èñëà, b< 10.
2. Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD . Íà ñòîðîíå AB âçÿòà

òî÷êà K , íà ñòîðîíå BC �� òî÷êà L, íà ñòîðîíå CD �� òî÷-
êà M è íà ñòîðîíå AD �� òî÷êà N òàê, ÷òî KB = BL = a,
MD = DN = b. Ïóñòü KL , MN . Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìå-
ñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ KL è MN ïðè èçìåíåíèè a
è b.

3. Êâàäðàòíàÿ òàáëèöà èç 49 êëåòîê çàïîëíåíà ÷èñëà-
ìè îò 1 äî 7 òàê, ÷òî â êàæäîì ñòîëáöå è â êàæäîé ñòðîêå
âñòðå÷àþòñÿ âñå ýòè ÷èñëà. Åñëè òàáëèöà ñèììåòðè÷íà îò-
íîñèòåëüíî äèàãîíàëè, èäóùåé èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà â
ïðàâûé íèæíèé, òî íà ýòîé äèàãîíàëè âñòðå÷àþòñÿ âñå ýòè
÷èñëà. Äîêàçàòü.

4. Êàêèå âûïóêëûå ôèãóðû 1 ìîãóò ñîäåðæàòü ïðÿìóþ?
5. Íà îêðóæíîñòè äàíû ÷åòûðå òî÷êè A, B, C, D. ×åðåç

êàæäóþ ïàðó ñîñåäíèõ òî÷åê ïðîâåäåíà îêðóæíîñòü. Âòî-
ðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîñåäíèõ îêðóæíîñòåé îáîçíà÷èì
÷åðåç A1, B1, C1, D1. (Íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò ñîâïàäàòü ñ
ïðåæíèìè.) Äîêàçàòü, ÷òî A1, B1, C1, D1 ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

1 Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôèãóðà ïëîñêàÿ, íå âûðîæäàåòñÿ â ïðÿìóþ
è çàìêíóòà , ò. å. ñîäåðæèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè. �� Ïðèì. ðåä.
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9 êëàññ
1. ×èñëà 1, 2, ..., k2 ðàñïîëîæåíû â êâàäðàòíóþ òàáëèöó

1, 2, ... , k,
k + 1, k + 2, ... , 2 k,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(k � 1)k + 1, (k � 1)k + 2, ... , k2.

Ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî âûïèñûâàåòñÿ, ïîñëå ÷åãî èç òàáëè-
öû âû÷¼ðêèâàåòñÿ ñòðîêà è ñòîëáåö, ñîäåðæàùèå ýòî ÷èñ-
ëî. Òî æå ñàìîå ïðîäåëûâàåòñÿ ñ îñòàâøåéñÿ òàáëèöåé èç
(k � 1) 2 ÷èñåë è ò. ä. k ðàç. Íàéòè ñóììó âûïèñàííûõ ÷è-
ñåë.

2. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí îòðåçêîâ ñ êîí-
öàìè íà äâóõ ðàçëè÷íûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíî-
ñòÿõ, ëåæàùèõ îäíà âíå äðóãîé.

3. Íàéòè âñå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû:
�

x3 + y3 = 1,
x4 + y4 = 1.

4. Èçâåñòíî, ÷òî p ïðîñòûõ ÷èñåë a1, a2, ..., ap îáðà-
çóþò âîçðàñòàþùóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ è a1 > p.
Äîêàçàòü, ÷òî åñëè p �� ïðîñòîå ÷èñëî, òî ðàçíîñòü ïðîãðåñ-
ñèè äåëèòñÿ íà p.

5. Äàí òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êà D âíóòðè íåãî, ïðè-
÷¼ì AC � DA > 1 è BC � BD > 1. Áåð¼òñÿ ïðîèçâîëüíàÿ òî÷-
êà E âíóòðè îòðåçêà AB . Äîêàçàòü, ÷òî EC � ED > 1.

10 êëàññ
1. Êâàäðàòíàÿ òàáëèöà â n2 êëåòîê çàïîëíåíà ÷èñëàìè

îò 1 äî n òàê, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå âñòðå-
÷àþòñÿ âñå ýòè ÷èñëà. Åñëè n íå÷¼òíîå è òàáëèöà ñèììåò-
ðè÷íà îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè, èäóùåé èç ëåâîãî âåðõíå-
ãî óãëà â ïðàâûé íèæíèé, òî íà ýòîé äèàãîíàëè âñòðåòÿòñÿ
âñå ýòè ÷èñëà 1, 2, 3, ..., n. Äîêàçàòü.

2. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 9 êëàññà.
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3. Íà ïëîñêîñòè äàíû äâå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîä îñòðûì óãëîì. Â íàïðàâëåíèè îäíîé èç ïðÿìûõ ïðî-
èçâîäèòñÿ ñæàòèå 1 ñ êîýôôèöèåíòîì 1 / 2. Äîêàçàòü, ÷òî
íàéäåòñÿ òî÷êà, ðàññòîÿíèå îò êîòîðîé äî òî÷êè ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìûõ óâåëè÷èòñÿ.

4. Ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 9 êëàññà.
5. Äàí òð¼õãðàííûé óãîë ñ âåðøèíîé O. Ìîæíî ëè íàé-

òè òàêîå ïëîñêîå ñå÷åíèå ABC, ÷òîáû óãëû OAB, OBA,
OBC, OCB, OAC, OCA áûëè îñòðûìè?

Âòîðîé òóð
7 êëàññ

1. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

x3 � 2y3 � 4z3 = 0.

2. Òð¼õ÷ëåí ax 2 + bx + c ïðè âñåõ öåëûõ x ÿâëÿåòñÿ òî÷-
íîé ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíüþ. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà a = b= 0.

3. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé O1, O2 è O3 ñîåäèíåíû ïðÿìûìè. Äîêàçàòü, ÷òî òðå-
óãîëüíèê O1O2O3 �� îñòðîóãîëüíûé.

4. Â òóðíèðå ñîáèðàþòñÿ ïðèíÿòü ó÷àñòèå 25 øàõìàòè-
ñòîâ. Âñå îíè èãðàþò â ðàçíóþ ñèëó, è ïðè âñòðå÷å âñåãäà
ïîáåæäàåò ñèëüíåéøèé. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ïàðòèé
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îïðåäåëèòü äâóõ ñèëüíåéøèõ èãðîêîâ?

5. Ðàçðåçàòü ïðÿìîóãîëüíèê íà 18 ïðÿìîóãîëüíèêîâ
òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà ñîñåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêà íå îá-
ðàçîâûâàëè ïðÿìîóãîëüíèêà.

8 êëàññ
1. Òð¼õ÷ëåí ax 2 + bx + c ïðè âñåõ öåëûõ x ÿâëÿåòñÿ òî÷-

íûì êâàäðàòîì. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà ax 2 + bx + c= (dx + e)2.
2. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðà-

çîì è òðåòüåé èçíóòðè. Ïðîâîäÿòñÿ âíåøíÿÿ è âíóòðåí-

1 Çäåñü èìååòñÿ â âèäó ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ òî÷êà
ïåðåìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî îäíîé ïðÿìîé òàê, ÷òî å¼ ðàññòîÿíèå äî â òî-
ðîé ïðÿìîé óìåíüøàåòñÿ âäâîå, ïðè÷¼ì îíà îñòà¼òñÿ ïî òó æå ñàìóþ
ñòîðîíó îò âòîðîé ïðÿìîé. �� Ïðèì. ðåä.
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íÿÿ îáùèå êàñàòåëüíûå ê ïåðâûì äâóì îêðóæíîñòÿì. Äî-
êàçàòü, ÷òî âíóòðåííÿÿ êàñàòåëüíàÿ äåëèò ïîïîëàì äóãó,
îòñåêàåìóþ âíåøíåé êàñàòåëüíîé íà òðåòüåé îêðóæíîñòè.

3. Òî÷êà O ëåæèò âíóòðè âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà A1... An

è ñîåäèíåíà îòðåçêàìè ñ âåðøèíàìè. Ñòîðîíû n-óãîëüíè-
êà íóìåðóþòñÿ ÷èñëàìè îò 1 äî n, ðàçíûå ñòîðîíû íóìåðó-
þòñÿ ðàçíûìè ÷èñëàìè. Òî æå ñàìîå äåëàåòñÿ ñ îòðåçêàìè
OA1, ..., OAn .

à) Ïðè n = 9 íàéòè íóìåðàöèþ, ïðè êîòîðîé ñóììà íî-
ìåðîâ ñòîðîí äëÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ A1OA2, ..., AnOA1

îäèíàêîâà.
á) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n = 10 òàêîé íóìåðàöèè îñóùå-

ñòâèòü íåëüçÿ.
4. Íåðàâåíñòâî

Aa(Bb + Cc) + Bb(Cc + Aa) + Cc(Aa + Bb) >

>
1
2

(ABc 2 + BCa2 + CAb2) ,

ãäå a > 0, b> 0, c> 0 �� äàííûå ÷èñëà, âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
âñåõ A > 0, B > 0, C> 0. Ìîæíî ëè èç îòðåçêîâ a, b, c ñî-
ñòàâèòü òðåóãîëüíèê?

5. ×èñëà [a] , [2a] , ... , [Na] ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé, è

÷èñëà
h

1
a

i
,

h
2
a

i
, ...,

h
M
a

i
òîæå ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé. Íàé-

òè âñå òàêèåa.

9 êëàññ
1. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà ñòîðîíàõ AB , BC, CA âçÿ-

òû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè C1, A1, B1 òàê, ÷òî
AC1

C1B
=

BA 1

A1C
=

CB1

B1A
=

1
n

.

Íà ñòîðîíàõ A1B1, B1C1, C1A1 òðåóãîëüíèêà A1B1C1 âçÿòû
ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè C2, A2, B2 òàê, ÷òî

A1C2

C2B1
=

B1A2

A2C1
=

C1B2

B2A1
= n.

Äîêàçàòü, ÷òî A2C2 k AC, C2B2 k CB, B2A2 k BA .
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2. Ðàñïîëîæèòü íà ïðÿìîé ñèñòåìó îòðåçêîâ äëèíû 1,
íå èìåþùèõ îáùèõ êîíöîâ è îáùèõ òî÷åê òàê, ÷òîáû áåñ-
êîíå÷íàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ ëþáîé 1 ðàçíîñòüþ
è ëþáûì íà÷àëüíûì ÷ëåíîì èìåëà îáùóþ òî÷êó ñ íåêîòî-
ðûì îòðåçêîì ñèñòåìû.

3. Äàíî óðàâíåíèå

xn � a1xn� 1 � a2xn� 2 � ... � an� 1x � an = 0,

ãäå a1 > 0, a2 > 0, an > 0. Äîêàçàòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íå
ìîæåò èìåòü äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé.

4. Ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 8 êëàññà.
5. Ïÿòü ÷åëîâåê èãðàþò íåñêîëüêî ïàðòèé â äîìèíî

(äâà íà äâà) òàê, ÷òî êàæäûé èãðàþùèé èìååò êàæäîãî
îäèí ðàç ïàðòí¼ðîì è äâà ðàçà ïðîòèâíèêîì. Íàéòè êî-
ëè÷åñòâî ñûãðàííûõ ïàðòèé è âñå ñïîñîáû ðàñïðåäåëåíèÿ
èãðàþùèõ.

10 êëàññ
1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè

p
q

�� íåñîêðàòèìàÿ ðàöèîíàëüíàÿ

äðîáü, ÿâëÿþùàÿñÿ êîðíåì ïîëèíîìà

f(x) = a0xn + a1xn� 1 + ... + an

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî p � kq åñòü äåëèòåëü ÷èñëà
f(k) ïðè ëþáîì öåëîì k.

2. Ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 9 êëàññà.
3. Íà ïëîñêîñòè P ñòîèò ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ. Ðàäè-

óñ îñíîâàíèÿ r , âûñîòà �� h. Íà ðàññòîÿíèè H îò ïëîñêî-
ñòè è 1 îò âûñîòû êîíóñà íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê ñâåòà. Êà-
êóþ ÷àñòü îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè P
è êîíöåíòðè÷åñêîé ñ îêðóæíîñòüþ, ëåæàùåé â îñíîâàíèè
êîíóñà, îñâåòèò ýòîò èñòî÷íèê?

4. Èìååòñÿ 1955 òî÷åê. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òðî-
åê ìîæíî èç íèõ âûáðàòü òàê, ÷òîáû êàæäûå äâå òðîéêè
èìåëè îäíó îáùóþ òî÷êó?

1 Íåíóëåâîé. �� Ïðèì. ðåä.
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5. Äàí òðåóãîëüíèê A0B0C0. Íà åãî ñòîðîíàõ A0B0, B0C0,
C0A0 âçÿòû òî÷êè C1, A1, B1 ñîîòâåòñòâåííî. Íà ñòîðîíàõ
A1B1, B1C1, C1A1 òðåóãîëüíèêà A1B1C1 âçÿòû ñîîòâåòñòâåí-
íî òî÷êè C2, A2, B2, è âîîáùå, íà ñòîðîíàõ AnBn , BnCn ,
CnAn , òðåóãîëüíèêà AnBnCn âçÿòû òî÷êè Cn+ 1, An+ 1, Bn+ 1.
Èçâåñòíî, ÷òî

A0B1

B1C0
=

B0C1

C1A0
=

C0A1

A1B0
= k,

A1B2

B2C1
=

B1C2

C2A1
=

C1A2

A2B1
=

1
k2

è, âîîáùå,

AnBn+ 1

Bn+ 1Cn
=

BnCn+ 1

Cn+ 1An
=

CnAn+ 1

An+ 1Bn
=

(
k2n

ïðè ÷¼òíîì n;
1

k2n ïðè íå÷¼òíîì n.

Äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC, îáðàçîâàííûé ïåðåñå÷å-
íèåì ïðÿìûõ A0A1, B0B1, C0C1, ñîäåðæèòñÿ â òðåóãîëüíè-
êå AnBnCn ïðè ëþáîì n.

1956 ãîä (XIX îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7 êëàññ

1. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íà ïëîñêîñòè ÷åòûð¼õ
òî÷åê A, B, C è D òàêèõ, ÷òî âñå òðåóãîëüíèêè ABC, BCD,
CDA, DAB îñòðîóãîëüíûå.

2. Íàéòè âñå äâóçíà÷íûå ÷èñëà, ñóììà öèôð êîòîðûõ
íå ìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè ÷èñëà íà 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 è 9.

3. Èìååòñÿ çàìêíóòàÿ ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ.
Èçâåñòíî, ÷òî îíà ïåðåñåêàåò êàæäîå ñâî¼ çâåíî ðîâíî
îäèí ðàç. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî çâåíüåâ ÷¼òíî.

4. Íàéòè âñå ÷èñëà, íà êîòîðûå ìîæåò áûòü ñîêðàòèìà
ïðè öåëîì çíà÷åíèè l äðîáü

5l + 6
8l + 7

.
5. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òî÷åê ìîæíî âûáðàòü íà

îêðóæíîñòè äëèíû 1956 òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîé èç ýòèõ
òî÷åê íàøëàñü ðîâíî îäíà âûáðàííàÿ òî÷êà íà ðàññòîÿ-
íèè 1 è ðîâíî îäíà íà ðàññòîÿíèè 2 (ðàññòîÿíèÿ èçìåðÿ-
þòñÿ ïî îêðóæíîñòè)?
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8 êëàññ
1. Íà ñòîðîíàõ AB è CB òðåóãîëüíèêà ABC îòêëàäûâà-

þòñÿ ðàâíûå îòðåçêè ïðîèçâîëüíîé äëèíû AD è CE. Íàé-
òè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí îòðåçêîâ DE .

2. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a îò-
áðîøåíû âñå äåñÿòè÷íûå çíàêè, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî çíàêà
ïîñëå çàïÿòîé (ò. å. âçÿòî ïðèáëèæåíèå a ñ íåäîñòàòêîì
ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01). Ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà a , è
÷àñòíîå ñíîâà îêðóãëÿåòñÿ ñ íåäîñòàòêîì ñ òîé æå òî÷íî-
ñòüþ. Êàêèå ÷èñëà ïðè ýòîì ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ (óêàçàòü
âñå çíà÷åíèÿ)?

3. Íà îêðóæíîñòè äëèíû 15 âûáðàíî n òî÷åê, òàê ÷òî
äëÿ êàæäîé èìååòñÿ ðîâíî îäíà âûáðàííàÿ òî÷êà íà ðàñ-
ñòîÿíèè 1 è ðîâíî îäíà íà ðàññòîÿíèè 2 (ðàññòîÿíèå èçìå-
ðÿåòñÿ ïî îêðóæíîñòè). Äîêàæèòå, ÷òî n äåëèòñÿ íà 10.

4. Ïóñòü a, b, c, d, l �� öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
äðîáü

al + b
cl + d

ñîêðàòèìà íà ÷èñëî k, òî ad � bc äåëèòñÿ íà k.
5. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàïèñàíà òàáëèöà, ïðè÷¼ì â êàæ-

äîé êëåòêå ñòîèò ÷èñëî, ðàâíîå ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêî-
ìó ÷åòûð¼õ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ñîñåäíèõ êëåòêàõ. Èç òàáëèöû
âûáðàí êóñîê. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåêîòîðîå ÷èñëî áîëü-
øå âñåõ îñòàëüíûõ íà ýòîì êóñêå, òî îíî ñòîèò ñ êðàÿ (ò. å.
ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ñîñåäíèõ êëåòîê îòñóòñòâóåò).

9 êëàññ
1. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD âçÿò ÷åòûðåõ-

óãîëüíèê KLMN , îáðàçîâàííûé öåíòðàìè òÿæåñòè òðå-
óãîëüíèêîâ ABC, BCD, DBA è CDA. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿ-
ìûå, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí
÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD , ïåðåñåêàþòñÿ â òîé æå òî÷êå,
÷òî è ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà KLMN .

2. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a îòáðî-
øåíû âñå äåñÿòè÷íûå çíàêè, íà÷èíàÿ ñ ÷åòâåðòîãî çíàêà
ïîñëå çàïÿòîé (ò. å. âçÿòî ïðèáëèæåíèå a ñ íåäîñòàòêîì
ñ òî÷íîñòüþ äî 0,001). Ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà a , è
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÷àñòíîå ñíîâà îêðóãëÿåòñÿ ñ íåäîñòàòêîì ñ òîé æå òî÷íî-
ñòüþ. Êàêèå ÷èñëà ïðè ýòîì ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ (óêàçàòü âñå
çíà÷åíèÿ)?

3. Ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 8 êëàññà.
4. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà h, s1, s2 è ðàñïîëîæåí-

íûé â ïðîñòðàíñòâå òðåóãîëüíèê ABC. Ñêîëüêèìè ñïîñî-
áàìè ìîæíî âûáðàòü òî÷êó D òàê, ÷òîáû â òåòðàýäðå ABCD
âûñîòà, îïóùåííàÿ èç âåðøèíû D, áûëà ðàâíà h, à ïëîùà-
äè ãðàíåé ACD è BCD ñîîòâåòñòâåííî s1 è s2 (èññëåäîâàòü
âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè)?

5. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 8 êëàññà.

10 êëàññ
1. Â òðåóãîëüíèê âïèñàí êâàäðàò òàê, ÷òî äâå åãî âåð-

øèíû ëåæàò íà îñíîâàíèè, à äâå äðóãèå âåðøèíû �� íà áî-
êîâûõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà. Äîêàçàòü, ÷òî ñòîðîíà êâàä-
ðàòà ìåíüøå 2 r , íî áîëüøå

p
2r , ãäå r �� ðàäèóñ îêðóæíî-

ñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê.
2. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a îòáðî-

øåíû âñå äåñÿòè÷íûå çíàêè, íà÷èíàÿ ñ ïÿòîãî çíàêà ïîñëå
çàïÿòîé (ò. å. âçÿòî ïðèáëèæåíèå a ñ íåäîñòàòêîì ñ òî÷íî-
ñòüþ äî 0,0001). Ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà a , è ÷àñò-
íîå ñíîâà îêðóãëÿåòñÿ ñ íåäîñòàòêîì ñ òîé æå òî÷íîñòüþ.
Êàêèå ÷èñëà ïðè ýòîì ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ (óêàçàòü âñå çíà-
÷åíèÿ)?

3. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 8 êëàññà.
4. Äàíà çàìêíóòàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ëîìàíàÿ. Íåêîòî-

ðàÿ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò âñå å¼ çâåíüÿ: A1A2 â òî÷êå B1,
A2A3 �� â òî÷êå B2, ... , AnA1 �� â òî÷êå Bn . Äîêàæèòå, ÷òî

A1B1

B1A2
�

A2B2

B2A3
...

AnBn

BnA1
= 1.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

x1 � x2 = a,
x3 � x4 = b,

x1 + x2 + x3 + x4 = 1
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èìååò õîòÿ áû îäíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå x1 > 0, x2 > 0,
x3 > 0, x4 > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j a j + j bj < 1.

Âòîðîé òóð
7 êëàññ

1. Òî÷êà O �� öåíòð êðóãà, îïèñàííîãî îêîëî òðåóãîëü-
íèêà ABC. Òî÷êè A1, B1 è C1 ñèììåòðè÷íû òî÷êå O îò-
íîñèòåëüíî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî âñå
âûñîòû 1 òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó O, à
âñå âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð êðó-
ãà, îïèñàííîãî îêîëî òðåóãîëüíèêà A1B1C1.

2. Òî÷êè A1, A2, A3, A4, A5, A6 äåëÿò îêðóæíîñòü ðà-
äèóñà 1 íà øåñòü ðàâíûõ ÷àñòåé. Èç A1 ïðîâåäåí ëó÷ l 1 â
íàïðàâëåíèè A2, èç A2 �� ëó÷ l 2 â íàïðàâëåíèè A3, ... , èç
A6 �� ëó÷ l 6 â íàïðàâëåíèè A1. Èç òî÷êè B1, âçÿòîé íà ëó÷å
l 1, îïóñêàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð íà ëó÷ l 6, èç îñíîâàíèÿ ýòî-
ãî ïåðïåíäèêóëÿðà îïóñêàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð íà l 5 è ò. ä.
Îñíîâàíèå øåñòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ñîâïàëî ñ B1. Íàéòè
îòðåçîê B1A1.

3. 100 ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ åñòü ïîëîæèòåëüíûå è îò-
ðèöàòåëüíûå, âûïèñàíû â ðÿä. Ïîä÷¼ðêíóòî, âî-ïåðâûõ,
êàæäîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à âî-âòîðûõ, êàæäîå ÷èñ-
ëî, ñóììà êîòîðîãî ñî ñëåäóþùèì ïîëîæèòåëüíà. Ìîæåò
ëè ñóììà âñåõ ïîä÷¼ðêíóòûõ ÷èñåë îêàçàòüñÿ îòðèöàòåëü-
íîé? Ðàâíîé íóëþ?

4. 64 íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà
1956, ðàñïîëîæåíû â ôîðìå êâàäðàòíîé òàáëèöû: ïî âî-
ñåìü ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå. Ñóì-
ìà ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà îäíîé èç äèàãîíàëåé, ðàâíà 112.
×èñëà, ðàñïîëîæåííûå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ýòîé
äèàãîíàëè, ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ÷èñåë â ëþáîì
ñòîëáöå ìåíüøå 1035.

5. Íà ñòîëå ëåæàò 15 æóðíàëîâ, çàêðûâàþùèõ åãî öå-
ëèêîì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî çàáðàòü ñåìü æóðíàëîâ òàê,

1 Èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ. �� Ïðèì. ðåä.
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÷òîáû îñòàâøèåñÿ æóðíàëû çàêðûâàëè íå ìåíüøå 8 / 15
ïëîùàäè ñòîëà.

8 êëàññ
1. Ãðóç âåñîì 13,5 ò óïàêîâàí â ÿùèêè òàê, ÷òî âåñ êàæ-

äîãî ÿùèêà íå ïðåâîñõîäèò 350 êã. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò
ãðóç ìîæíî ïåðåâåçòè íà 11 ïîëóòîðàòîíêàõ. (Âåñîì ïó-
ñòîãî ÿùèêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.)

2. 64 íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà
1956, ðàñïîëîæåíû â ôîðìå êâàäðàòíîé òàáëèöû ïî âî-
ñåìü ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå. Ñóììà
÷èñåë, ñòîÿùèõ íà äâóõ äèàãîíàëÿõ, ðàâíà 112. ×èñëà,
ðàñïîëîæåííûå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ëþáîé äèàãî-
íàëè, ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ÷èñåë â ëþáîé ñòðîêå
ìåíüøå 518.

3. Âñå òî÷êè äàííîãî îòðåçêà AB ïðîåêòèðóþòñÿ íà âñå-
âîçìîæíûå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äàííóþ òî÷êó O.
Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ýòèõ ïðîåêöèé.

4. 100 ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ åñòü ïîëîæèòåëüíûå è îò-
ðèöàòåëüíûå, âûïèñàíû â ðÿä. Ïîä÷¼ðêíóòî, âî-ïåðâûõ,
êàæäîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, âî-âòîðûõ, êàæäîå ÷èñëî,
ñóììà êîòîðîãî ñî ñëåäóþùèì ïîëîæèòåëüíà, è, â-òðåòüèõ,
êàæäîå ÷èñëî, ñóììà êîòîðîãî ñ äâóìÿ ñëåäóþùèìè ïî-
ëîæèòåëüíà. Ìîæåò ëè ñóììà âñåõ ïîä÷¼ðêíóòûõ ÷èñåë
îêàçàòüñÿ îòðèöàòåëüíîé? Ðàâíîé íóëþ?

5. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ïëîùàäüþ 5 êâ. åäèíèö ðàñïîëî-
æåíû äåâÿòü ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïëîùàäü êàæäîãî èç êîòî-
ðûõ ðàâíà åäèíèöå. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè
íåêîòîðûõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ áîëüøå èëè ðàâíà 1 / 9.

9 êëàññ
1. Ñì. çàäà÷ó 1 äëÿ 8 êëàññà.
2. Â êóáå, ðåáðî êîòîðîãî ðàâíî 13, âûáðàíî 1956 òî-

÷åê. Âñåãäà ëè ìîæíî â ýòîò êóá ïîìåñòèòü êóáèê ñ ðåá-
ðîì 1 òàê, ÷òîáû âíóòðè íåãî íå áûëî íè îäíîé âûáðàííîé
òî÷êè?
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3. Âçÿëè òðè ÷èñëà x, y, z. Âû÷èñëèëè àáñîëþòíûå âå-
ëè÷èíû ïîïàðíûõ ðàçíîñòåé x1 = j x � y j, y1 = j y � z j, z1 =
= j z � x j. Òåì æå ñïîñîáîì ïî ÷èñëàì x1, y1, z1 ïîñòðîè-
ëè ÷èñëà x2, y2, z2 è ò. ä. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì n
xn = x, yn = y, zn = z. Çíàÿ, ÷òî x = 1, íàéòè y è z.

4. ×åòûð¼õóãîëüíèê îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ñîñåäíèå òî÷êè êàñàíèÿ
è íå ïåðåñåêàþùèåñÿ â îäíîé èç ýòèõ òî÷åê, ïåðåñåêàþòñÿ
íà ïðîäîëæåíèè äèàãîíàëè èëè ïàðàëëåëüíû åé.

5. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå âûáðàíû òðè òî÷êè A, B, C, íà-
õîäÿùèåñÿ â âåðøèíàõ êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òðå-
óãîëüíèê ABC îñòðîóãîëüíûé, òî âíóòðè èëè íà ñòîðîíàõ
åãî åñòü ïî êðàéíåé ìåðå åùå îäíà âåðøèíà êëåòêè.

10 êëàññ
1. Ïîäðÿä âûïèñàíû n ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ åñòü ïîëî-

æèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå. Ïîä÷¼ðêèâàåòñÿ êàæäîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à òàêæå êàæäîå ÷èñëî, ñóììà êîòî-
ðîãî ñ íåñêîëüêèìè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèìè çà íèì
÷èñëàìè ïîëîæèòåëüíà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âñåõ ïîä-
÷¼ðêíóòûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíà.

2. Äåâÿòü ìíîãîóãîëüíèêîâ ïëîùàäè 1 ðàñïîëîæåíû
âíóòðè êâàäðàòà ïëîùàäè 5. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòîðûå äâà
èç íèõ èìåþò îáùóþ ÷àñòü ïëîùàäè, íå ìåíüøóþ ÷åì 1 / 9.

3. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 9 êëàññà.
4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ëþáûå

äâà òð¼õãðàííûõ óãëà ðàâíû, òî âñå ãðàíè ýòîé ïèðàìèäû
ðàâíû.

5. Íà ïðîäîëæåíèÿõ ñòîðîí A1A2, A2A3, ..., AnA1 ïðà-
âèëüíîãî n-óãîëüíèêà 1 A1A2 ... An ïîñòðîèòü òî÷êè B1, B2,
..., Bn òàê, ÷òîáû B1B2 áûëî ïåðïåíäèêóëÿðíî ê A1A2,
B2B3 ïåðïåíäèêóëÿðíî ê A2A3, ..., BnB1 ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ê AnA1.

1 n > 5. �� Ïðèì. ðåä.
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1957 ãîä (XX îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7 êëàññ

1. Íàéòè âñå ðàâíîáî÷íûå òðàïåöèè, êîòîðûå ðàçáèâà-
þòñÿ äèàãîíàëüþ íà äâà ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà.

2. Èçâåñòíî, ÷òî ax 3 + bx2 + cx + d, ãäå a, b, c, d �� äàí-
íûå öåëûå ÷èñëà, ïðè ëþáîì öåëîì x äåëèòñÿ íà 5. Äîêà-
çàòü, ÷òî âñå ÷èñëà a, b, c, d äåëÿòñÿ íà 5.

3. Óëèòêà ïîëç¼ò ïî ñòîëó ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. ×å-
ðåç êàæäûå 15 ìèíóò îíà ïîâîðà÷èâàåò íà 90 � íàëåâî èëè
íàïðàâî, à â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ïîâîðîòàìè ïîëç¼ò ïî
ïðÿìîé. Äîêàçàòü, ÷òî îíà ìîæåò âåðíóòüñÿ â èñõîäíûé
ïóíêò òîëüêî ÷åðåç öåëîå ÷èñëî ÷àñîâ.

4. Â ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöå, ñîñòàâëåííîé èç ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå ñóììû ÷èñåë ëþáîãî ñòîëá-
öà íà ñóììó ÷èñåë ëþáîé ñòðîêè ðàâíî ÷èñëó, ñòîÿùåìó
íà èõ ïåðåñå÷åíèè. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë â òàá-
ëèöå ðàâíà åäèíèöå.

5. Îò A äî B 999 êì. Âäîëü äîðîãè ñòîÿò êèëîìåòðîâûå
ñòîëáû, íà êîòîðûõ íàïèñàíû ðàññòîÿíèÿ äî A è äî B:

999 0 998 1 ... 0 999

Ñêîëüêî ñðåäè íèõ òàêèõ, íà êîòîðûõ èìåþòñÿ òîëüêî äâå
ðàçëè÷íûå öèôðû?

8 êëàññ
1. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ÷åòâ¼ðòûõ âåðøèí ïðÿ-

ìîóãîëüíèêîâ, òðè âåðøèíû êîòîðûõ ëåæàò íà äâóõ äàí-
íûõ êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ, à ñòîðîíû ïàðàëëåëü-
íû äâóì äàííûì ïðÿìûì.

2. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 7 êëàññà.
3. Èç âñåõ ïàðàëëåëîãðàììîâ äàííîé ïëîùàäè íàéòè

òîò, ó êîòîðîãî íàèáîëüøàÿ äèàãîíàëü ìèíèìàëüíà.
4. Â ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöå ïðîèçâåäåíèå ñóììû ÷è-

ñåë ëþáîãî ñòîëáöà íà ñóììó ÷èñåë ëþáîé ñòðîêè ðàâíî
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÷èñëó, ñòîÿùåìó íà èõ ïåðåñå÷åíèè. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà
âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå ðàâíà åäèíèöå èëè âñå ÷èñëà ðàâíû
íóëþ.

5. Èçâåñòíî, ÷òî ax 4 + bx3 + cx2 + dx + e, ãäå a, b, c, d,
e �� äàííûå öåëûå ÷èñëà, ïðè ëþáîì öåëîì x äåëèòñÿ íà 7.
Äîêàçàòü, ÷òî âñå öåëûå ÷èñëà a, b, c, d, e äåëÿòñÿ íà 7.

9 êëàññ
1. Ñì. çàäà÷ó 1 äëÿ 8 êëàññà.
2. Ðåøèòü óðàâíåíèå x3 � [x] = 3, ãäå [x] îçíà÷àåò íàè-

áîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.
3. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD òî÷êà M �� ñå-

ðåäèíà äèàãîíàëè AC, òî÷êà N �� ñåðåäèíà äèàãîíàëè BD.
Ïðÿìàÿ MN ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è CD â òî÷êàõ M 0 è
N 0. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè MM 0= NN 0, òî BC k AD .

4. Øêîëüíèê åäåò íà îëèìïèàäó íà ìåòðî, ïëàòèò ðóáëü
è ïîëó÷àåò ñäà÷ó. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îí îáðàòíî ïîåäåò íà
òðàìâàå, òî ñìîæåò óïëàòèòü çà ïðîåçä áåç ñäà÷è. 1

5. Ïëîñêèé ìíîãîóãîëüíèê A1A2 ... An ñîñòàâëåí èç n
òâ¼ðäûõ ñòåðæíåé, ñîåäèí¼ííûõ øàðíèðàìè. Äîêàçàòü,
÷òî åñëè n > 4, òî åãî ìîæíî äåôîðìèðîâàòü â òðåóãîëü-
íèê.

10 êëàññ
1. Ïðè êàêèõ öåëûõ n ÷èñëî 20 n + 16n � 3n � 1 äåëèòñÿ

íà 323?
2. Â ïðîñòðàíñòâå ïîñòðîåíà çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ òàê,

÷òî âñå çâåíüÿ èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó è êàæäûå òðè
ïîñëåäîâàòåëüíûõ çâåíà ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äî-
êàçàòü, ÷òî ÷èñëî çâåíüåâ äåëèòñÿ íà 6.

3. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 9 êëàññà.
4. Øêîëüíèê åäåò íà êðóæîê íà òðàìâàå, ïëàòèò ðóáëü

è ïîëó÷àåò ñäà÷ó. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îí îáðàòíî òàêæå

1 Ïðîåçä â ìåòðî ñòîèë 50 êîï., â òðàìâàå �� 30 êîï. Â îáðàùåíèè
íàõîäèëèñü ìîíåòû äîñòîèíñòâîì â 1, 2, 3, 5, 10, 15 è 20 êîï. �� Ïðèì.
ðåä.
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ïîåäåò â òðàìâàå, òî ñìîæåò óïëàòèòü çà ïðîåçä áåç ñäà-
÷è. 1

5. Ïëîñêèé ìíîãîóãîëüíèê A1A2 ... An ñîñòàâëåí èç n
òâ¼ðäûõ ñòåðæíåé, ñîåäèí¼ííûõ øàðíèðàìè. Ìîæíî ëè
åãî äåôîðìèðîâàòü â òðåóãîëüíèê?

Âòîðîé òóð
7 êëàññ

1. Ïðÿìûå OA è OB ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéòè ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ìåñòî êîíöîâ M òàêèõ ëîìàíûõ OM äëèíû 1,
êîòîðûå êàæäàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ OA èëè OB, ïåðå-
ñåêàåò íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå.

2. Ðàäèîëàìïà èìååò ñåìü êîíòàêòîâ, ðàñïîëîæåííûõ
ïî êðóãó è âêëþ÷àåìûõ â øòåïñåëü, èìåþùèé ñåìü îò-
âåðñòèé. Ìîæíî ëè òàê çàíóìåðîâàòü êîíòàêòû ëàìïû è
îòâåðñòèÿ øòåïñåëÿ, ÷òîáû ïðè ëþáîì âêëþ÷åíèè ëàìïû
õîòÿ áû îäèí êîíòàêò ïîïàë íà ñâîå ìåñòî (ò. å. â îòâåð-
ñòèå ñ òåì æå íîìåðîì)?

3. Â òðåóãîëüíèêå èçâåñòíû äâå ñòîðîíû a è b. Êàêîé
äîëæíà áûòü òðåòüÿ ñòîðîíà, ÷òîáû íàèáîëüøèé óãîë òðå-
óãîëüíèêà èìåë íàèìåíüøóþ âåëè÷èíó?

4. Â òðåóãîëüíèê âïèñàíà îêðóæíîñòü, è òî÷êè êàñà-
íèÿ å¼ ñî ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà ñîåäèíåíû ìåæäó ñî-
áîé. Â ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì òðåóãîëüíèê âïèñàíà
íîâàÿ îêðóæíîñòü, òî÷êè êàñàíèÿ êîòîðîé ñî ñòîðîíàìè
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðåòüåãî òðåóãîëüíèêà, èìåþùåãî
òå æå óãëû, ÷òî è ïåðâîíà÷àëüíûé òðåóãîëüíèê. Íàéòè
ýòè óãëû.

5. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...,
â êîòîðîé êàæäîå ÷èñëî íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî ðàâíî ñóììå
äâóõ ïðåäûäóùèõ. Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûáðàíî âî-
ñåìü ÷èñåë ïîäðÿä. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ñóììà íå ðàâíà íè-
êàêîìó ÷èñëó ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

1 Ïðîåçä â òðàìâàå ñòîèë 30 êîï. Â îáðàùåíèè íàõîäèëèñü ìîíåòû
äîñòîèíñòâîì â 1, 2, 3, 5, 10, 15 è 20 êîï. �� Ïðèì. ðåä.
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8 êëàññ
1. Â òðåóãîëüíèêå èçâåñòíû äâå ñòîðîíû a è b. Êàêîé

äîëæíà áûòü òðåòüÿ ñòîðîíà, ÷òîáû íàèìåíüøèé óãîë òðå-
óãîëüíèêà èìåë íàèáîëüøóþ âåëè÷èíó?

2. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî âñåõ öèôð â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
1, 2, 3, ... , 10 8 ðàâíî ÷èñëó âñåõ íóëåé â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè 1, 2, 3, ... , 10 9.

3. Âíóòðè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC íàõîäèò-
ñÿ òî÷êà O. Ïðÿìàÿ OG, ñîåäèíÿþùàÿ O ñ öåíòðîì òÿæå-
ñòè (òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí) G òðåóãîëüíèêà, ïåðåñå-
êàåò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà (èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ) â òî÷-
êàõ A0, B0, C0. Äîêàçàòü, ÷òî

OA0

GA0 +
OB0

GB0 +
OC0

GC0 = 3.

4. Íàéòè âñå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé

2x2
1

1 + x2
1

= x2,
2x2

2

1 + x2
2

= x3,
2x2

3

1 + x2
3

= x1.

5. Â íåðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê âïèñàíà îêðóæíîñòü,
òî÷êè êàñàíèÿ êîòîðîé ñî ñòîðîíàìè ïðèíÿòû çà âåðøè-
íû âòîðîãî òðåóãîëüíèêà. Â ýòîò âòîðîé òðåóãîëüíèê ñíî-
âà âïèñàíà îêðóæíîñòü, òî÷êè êàñàíèÿ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
âåðøèíàìè òðåòüåãî òðåóãîëüíèêà; â íåãî âïèñàíà òðåòüÿ
îêðóæíîñòü è ò. ä. Äîêàæèòå, ÷òî â îáðàçîâàâøåéñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè òðåóãîëüíèêîâ íåò äâóõ ïîäîáíûõ.

9 êëàññ
1. Äâà ïðÿìîóãîëüíèêà ïîëîæåíû íà ïëîñêîñòü òàê, ÷òî

èõ ãðàíèöû èìåþò âîñåìü òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Ýòè òî÷êè
ñîåäèíåíû ÷åðåç îäíó. Äîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäü ïîëó÷åí-
íîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà íå èçìåíèòñÿ ïðè ïîñòóïàòåëüíîì
ïåðåìåùåíèè îäíîãî èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

2. Íàéòè âñå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

1 � x2
1 = x2, 1 � x2

2 = x3, ... , 1 � x2
98 = x99, 1 � x2

99 = x1.



i

i

i

i

i

i

i

i

72 Óñëîâèÿ çàäà÷. 1957 ãîä

3. Äâà ðàâíûõ äèñêà íàñàæåíû íà îäíó îñü. Íà îêðóæ-
íîñòè êàæäîãî èç íèõ ïî êðóãó íà îäèíàêîâûõ ðàññòîÿ-
íèÿõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ðàññòàâëåíû ÷èñëà 1, 2, 3,
..., 20. Âñåãäà ëè ìîæíî ïîâåðíóòü îäèí äèñê îòíîñèòåëü-
íî äðóãîãî òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà îäèíàêîâûõ ÷èñëà íå
ñòîÿëè äðóã ïðîòèâ äðóãà?

4. Ðàçáèòü ÷èñëî 1957 íà 12 öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ
ñëàãàåìûõ a1, a2, a3, ... , a12 òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå a1! �
� a2! � a3! � ... � a12! áûëî ìèíèìàëüíî.

5. Òðè ðàâíûå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. Èç ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ âíåøíèì îá-
ðàçîì ýòèõ îêðóæíîñòåé, ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ê íèì.
Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà äëèí äâóõ êàñàòåëüíûõ ðàâíà äëèíå
òðåòüåé.

10 êëàññ
1. Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD . Âïèñàòü â íåãî ïðÿìî-

óãîëüíèê ñ çàäàííûìè íàïðàâëåíèÿìè ñòîðîí.
2. Íàéòè âñå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

1 � x2
1 = x2, 1 � x2

2 = x3, ... , 1 � x2
n� 1 = xn , 1 � x2

n = x1.

3. Òî÷êà G�� öåíòð øàðà, âïèñàííîãî â ïðàâèëüíûé òå-
òðàýäð ABCD . Ïðÿìàÿ OG, ñîåäèíÿþùàÿ G ñ òî÷êîé O,
ëåæàùåé âíóòðè òåòðàýäðà, ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòè ãðàíåé
â òî÷êàõ A0, B0, C0, D0. Äîêàçàòü, ÷òî

OA0

GA0 +
OB0

GB0 +
OC0

GC0 +
OD0

GD0 = 4.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî âñåõ öèôð â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
1, 2, 3, ..., 10 k ðàâíî ÷èñëó âñåõ íóëåé â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè 1, 2, 3, ..., 10 k+ 1.

5. Äàíî n öåëûõ ÷èñåë a1 = 1, a2, a3, ... , an , ïðè÷¼ì ai 6
6 ai+ 1 6 2ai (i = 1, 2, ..., n � 1) è ñóììà âñåõ ÷èñåë ÷¼òíà.
Ìîæíî ëè ýòè ÷èñëà ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òîáû
ñóììû ÷èñåë â ýòèõ ãðóïïàõ áûëè ðàâíû?



i

i

i

i

i

i

i

i

Îòâåòû



i

i

i

i

i

i

i

i



i

i

i

i

i

i

i

i

1935 ãîä (I îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

2-é âàðèàíò. 1. Äëèíà ïîåçäà ðàâíà l =
t 1a

t 2 � t 1
ì, à åãî

ñêîðîñòü ðàâíà v =
a

t 2 � t 1
ì/ñ. 3.

a3

6

p
1 +

p
5.

3-é âàðèàíò. 1. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ: 24, 18,
12, 6; ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ: 3, 9, 27, 81. 3. arctg 4.

4-é âàðèàíò. 1. (x , y, z) = (a 2 � a + 1, a2 � a + 1, a2 + 1) .

3. arccos
1

p
17

.
Âòîðîé òóð

Ñåðèÿ A. 2. Âåðøèíû êóáà, îòëè÷íûå îò êîíöîâ äàííîé
äèàãîíàëè.

Ñåðèÿ B. 1. Îäíî. 2. (x , y) =
�

1
2

(1 � i
p

3) ,
3
2

(1 � i
p

3)
�

,

( � 1, � 3) , (3, 1 ) ,
�

3
2

( � 1 � i
p

3) ,
1
2

( � 1 � i
p

3)
�

. 3. n2(2n2 � 1) .

Ñåðèÿ C.1. 30 ðàñêðàñîê êóáà è 7 983 360 ðàñêðàñîê ïðà-

âèëüíîãî äâåíàäöàòèãðàííèêà. 2.
(n � 1)(n � 2)

2
.

1936 ãîä (II îëèìïèàäà )

Âòîðîé òóð

1. Åñëè a = b= 0, òî x = c, y = � c, ãäå c �� ëþáîå ÷èñëî; åñ-
ëè a = 0, b6= 0 èëè a 6= 0, b= 0, òî ðåøåíèé íåò; åñëè a 6= 0 è

b6= 0, òî x =
a �

r

� a2 + 2
q

a5+ 4b5

5a

2
, y =

a �

r

� a2 + 2
q

a5+ 4b5

5a

2
, à åñëè

äîïóñêàþòñÿ è êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ, òî ïîëó÷àåì òàêæå

ðåøåíèÿ x =
a �

r

� a2 � 2
q

a5+ 4b5

5a

2
, y =

a �

r

� a2 � 2
q

a5+ 4b5

5a

2
. 5. Îò

0 äî 16 (â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ äàííûõ ïëîñêî-
ñòåé è øàðà).
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1937 ãîä (III îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

1. (0, 0, a) , (0, a, 0) è (a , 0, 0 ) .

Âòîðîé òóð

2. 30 ñïîñîáàìè. 3. ×èñëî ÷àñòåé ðàâíî

n(n � 1)(n � 2)(n � 3)
24

+
n(n � 3)

2
+ 1 =

n4

24
�

n3

4
+

23n2

24
�

7n
4

+ 1.

1938 ãîä (IV îëèìïèàäà )

Âòîðîé òóð

2. Íà (n 3 + 5n + 6)/ 6 ÷àñòåé. 4. 686 ÷èñåë.

1939 ãîä (V îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

1. Åñëè b= 0, òî (x , y, z) = (0, a, � a) èëè (a , 0, � a) , ãäå
a �� ëþáîå ÷èñëî; åñëè b6= 0, òî

(x , y, z) =
��

1 �
q

� 1
2

�
b,

�
1 �

q
� 1
2

�
b, 0

�
.

4. x = 0 ïðè a = 0; x = �
1
2

+
q

a �
3
4

ïðè a > 1; íåò ðåøåíèé
ïðè âñåõ äðóãèõ çíà÷åíèÿõ a.

Âòîðîé òóð

1. (a 2 + a + 1)(a 8 � a7 + a5 � a4 + a3 � a + 1) . 4. 5. 6. Íà 30
÷àñòåé.

1940 ãîä (VI îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7��8 êëàññ. 1. 3(b � c)(c � a)(a � b). 2. 35. 3. 24. 4. îò 0
äî 8 ðåøåíèé, çà èñêëþ÷åíèåì 5 ðåøåíèé.
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9��10 êëàññ. 1. x =
1 � i

p
3

2
b, y =

1 � i
p

3
2

b èëè x =
1 �

p
5/ 3

2
b,

y = 1 �
p

5/ 3
2

b; åñëè b= 0, òî x = � y. 2. Öèôðà 7. 3. 7 ðåøå-
íèé (â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå). 5. 145.

Âòîðîé òóð

7��8 êëàññ. 1. 7744. 4. 1422 = 20164.
9��10 êëàññ. 1. ×èñëî ñàìîïåðåñå÷åíèé ðàâíî n, ãäå n ��

íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî n a < 180 �

(åñëè a > 180 � , òî ñàìîïåðåñå÷åíèé íåò). 2. 300! > 100300.
5. 2857.

1941 ãîä (VII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7��8 êëàññ. 2. 523 152 èëè 523 656.
9��10 êëàññ. 5. x = � 2 èëè x > 2. 6. 63.

Âòîðîé òóð

7��8 êëàññ. 4. a = 8 èëè a = 12.
9��10 êëàññ. 3. Íàáîð (a , b, c) ðàâåí îäíîìó èç íàáîðîâ

(1, 2, 3 ) , ( � 1, � 2, � 3) , (1, � 2, � 1) , (2, � 1, 1) èëè ïîëó÷åí
èç íèõ ïåðåñòàíîâêîé. 4. (0, 0 ) , (0, 1 ) , (1, 0 ) , (1, 2 ) , (2, 1 ) ,
(2, 2 ) .

1945 ãîä (VIII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7��8 êëàññ. 1. a � b. 3. 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92.
9��10 êëàññ. 1. a � b. 2. 376 è 625. 3. ×èñëî ðåøåíèé

óìåíüøàåòñÿ äî òð¼õ ïðè a = � 1, ÷èñëî ðåøåíèé óìåíüøà-
åòñÿ äî äâóõ ïðè a= �

p
2. 4. Äëèíà îòðåçêà ðàâíà ðàçíîñòè

ìåæäó äëèíîé ãèïîòåíóçû è äëèíîé íàèìåíüøåãî êàòåòà
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC.

Âòîðîé òóð

7��8 êëàññ. 1. 1 769 580. 2. 240.
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9��10 êëàññ. 1. (x , y) = ( � 13, � 2) , ( � 4, � 1) , ( � 1, 0) ,
(2, 3 ) , (3, 6 ) , (4, 15 ) , (6, � 21) , (7, � 12) , (8, � 9) , (11, � 6) ,
(14, � 5) , (23, � 4) .

1946 ãîä (IX îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7��8 êëàññ. 1. 3. 3. 1946. 4. x1 = � x8 = 1, x2 = � x7 = 2,
x3 = � x6 = 3, x4 = � x5 = 4.

Âòîðîé òóð

7��8 êëàññ. 1. 7 èëè 14. 3. x =
OA � OB

2
. 4. Íèãäå íå áóäóò

çàäåðæàíû ìàøèíû ñ íîìåðàìè 14, 23 è 24. 5. 7.
9��10 êëàññ. 1. 10 î÷êîâ. 2. Äà, íàéä¼òñÿ. 4. 8.

1947 ãîä (X îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7��8 êëàññ. 1. Êîýôôèöèåíò ïðè x17 ðàâåí 3420, à êîýô-
ôèöèåíò ïðè x18 ðàâåí 0. 2. 6.

9��10 êëàññ. 1. Â âûðàæåíèè (1 + x2 � x3) 1000 . 2. 0,89001.
5. Ïðÿìûå, ëåæàùèå â äâóõ ïëîñêîñòÿõ, êàñàþùèõñÿ öè-
ëèíäðà ðàäèóñà d ñ îñüþ AB è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó
M , çà èñêëþ÷åíèåì ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé AB (åñëè òî÷-
êà M ðàñïîëîæåíà íà ðàññòîÿíèè d îò ïðÿìîé AB , òî êà-
ñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü áóäåò îäíà è ïðÿìóþ èñêëþ÷àòü ïðè
ýòîì íå íóæíî; åñëè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ïðÿìîé AB
ìåíüøå d, òî èñêîìûõ ïðÿìûõ íåò).

Âòîðîé òóð

9��10 êëàññ. 2. (k , p) = (1, 1 ) , (4, 2 ) èëè (7, 3 ) .

1948 ãîä (XI îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7��8 êëàññ. 1. (2, 4, 4 ), (2, 3, 6 ) èëè (3, 3, 3 ). 2. 31 öèôðó.
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Âòîðîé òóð

7��8 êëàññ. 1. x = 2, y = 4 èëè x = 4, y = 2. 3. Íåò, íå ìî-
æåò.

9��10 êëàññ. 1. x =
�

p + 1
p

� p
è y =

�
p + 1

p

� p+ 1
, ãäå p �� ïðî-

èçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 0 è � 1. 3. 19 801. 4. 4.

1949 ãîä (XII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

9��10 êëàññ. 1. x = y = z = v = 0. 2. Îñè âðàùåíèÿ ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå O, è ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó O, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè (äðóãèõ

ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè íåò). 3. x1,2 =
1� 2a

2
�

r �
1� 2a

2

� 2
�

1
16

.

Âòîðîé òóð

7��8 êëàññ. 1. ÊÆÇÑ, ÑÇÊÆ, ÆÊÑÇ, ÇÑÆÊ. 2. Ïîëó-
÷åííûé ìíîãîóãîëüíèê ìîæåò èìåòü îò 3 äî 6 ñòîðîí.

9��10 êëàññ. 4. Èñêîìûé ìíîãîóãîëüíèê �� âûïóêëûé
øåñòèóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ, äåëÿùèõ ñòîðîíû
òðåóãîëüíèêà íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.

1950 ãîä (XIII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7��8 êëàññ. 5. 25 ìèí.
9��10 êëàññ. 1. Äà, âñåãäà. 2. Äà, ìîæåò. 4. 5 6 x 6 10.

Âòîðîé òóð

7��8 êëàññ. 1. 13. 4. 16796.
9��10 êëàññ. 1. 1949. 4. Äà, ìîæíî.

1951 ãîä (XIV îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7��8 êëàññ. 3. Âòîðîå âûðàæåíèå áîëüøå. 5. 3 çâåíà.
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9��10 êëàññ. 1. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðî-
íîé a. 3. Ïðè óñëîâèè, ÷òî R> 2r , ãäå R �� ðàäèóñ áîëüøåé
îêðóæíîñòè, r �� ðàäèóñ ìåíüøåé îêðóæíîñòè. 4. 4 çâåíà.

Âòîðîé òóð

7��8 êëàññ. 5. � 1.
9��10 êëàññ. 1. a2/ 2.

1952 ãîä (XV îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7 êëàññ. 4. Çà
3

11
÷ äî òîãî, êàê A è B îòïðàâÿòñÿ â ïóòü

èç M .
10 êëàññ. 1. arcsin cos arcsin x + arccos sin arccos x =

p

2
.

Âòîðîé òóð

7 êëàññ. 1. x1 = x2 = ... = x15 = � 1.
8 êëàññ. 4. 100 è 198.
9 êëàññ. 1. x1 = x2 = ... = xn = � 1 ïðè íå÷¼òíîì n, x1 = x3 =

= ... = xn� 1 = a è x2 = x4 = ... = xn =
1
a

(a 6= 0) ïðè ÷¼òíîì n.
5. Ñàìûé íèçêèé ñðåäè âûñîêèõ âûøå (òî÷íåå ãîâîðÿ, íå
íèæå) ñàìîãî âûñîêîãî ñðåäè íèçêèõ.

1953 ãîä (XVI îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7 êëàññ. 2. 11...1| {z }
300

.

9 êëàññ. 1. Ñåìåéñòâî ïðÿìûõ, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè
âèäà x + y = k p , ãäå k �� ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.

10 êëàññ. 2. Îáúåäèíåíèå äâóõ êîíóñîâ (ñ îáùåé âåð-
øèíîé O), îäèí èç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èç äàííîãî êîíóñà
ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà OS, ãäå S ��
âåðøèíà äàííîãî êîíóñà, à äðóãîé �� ïàðàëëåëüíûì ïåðå-
íîñîì íà âåêòîð

#   �
SO.
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Âòîðîé òóð

7 êëàññ. 3. Íåò. 4. 1998. 5. x1 = x3 = x5 = 1, x2 = x4 = � 1.
8 êëàññ. 3. Â ïåðâîé. 4. Ïðè ÷¼òíîì n ìîãóò, ïðè íå÷¼ò-

íîì n 6= 1 íå ìîãóò. 5. x1 = x3 = ... = x99 = � 1, x2 = x4 = ... =
= x100 = 1.

9 êëàññ. 4. Äà, ïîïàä¼ì.
10 êëàññ. 1. 1, 2, ..., n.

1954 ãîä (XVII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7 êëàññ. 2. Äà, áóäóò. 3. 1014 (ïðè äåëåíèè íà 2 è íà 3)
èëè 1035 (ïðè äåëåíèè íà 5 è íà 9). 4. Íåò, íå ñóùåñòâóþò.
5. 100.

8 êëàññ. 5. y = � 3x, z = 2x (x �� ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî).
9 êëàññ. 2. 9999978596061...99100. 5. Íåò, íå ñóùå-

ñòâóþò.
10 êëàññ. 1. x = � 1, y = �

p

2
+ 2k p . 3. a1 = a2 = ... = a100 = 1.

Âòîðîé òóð

7 êëàññ. 1. Äâóìÿ áóêâàìè. 2. Íåò, íå ìîãóò. 3. x1 = x2 =
= ... = x7 = 0.

8 êëàññ. 5. 0, 1 èëè 7.
9 êëàññ. 1. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì íà íåïîäâèæíîì ëó÷å

(çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê, ëåæàùèõ íà ýòîì ëó÷å). 4. Íåò, íå
ñóùåñòâóåò. 5. Äà, ìîæåò.

10 êëàññ. 1. 0, 1, 2, 3 èëè 6.

1955 ãîä (XVIII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7 êëàññ. 1. 175. 2. \ BAC = 60 � è \ BCA = 30 � . 3. Âûñîòà
(áåç êîíöîâ îòðåçêà), ïðîâåä¼ííàÿ èç âåðøèíû B, è äóãà
(òîæå áåç êîíöîâ) îêðóæíîñòè, èç êîòîðîé ñòîðîíà AC âèä-
íà ïîä óãëîì 120 � , ëåæàùàÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà. 4. Íåò,
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íå ñóùåñòâóåò. 5. Ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí
13 : 1.

8 êëàññ. 2. Âíóòðåííîñòü ïàðàëëåëîãðàììà (ñì. ðèñ. 7).

A

B

C

D
N

M

A0

K L

Ðèñ. 7

4. Ïëîñêîñòü, ïîëóïëîñêîñòü è ïîëîñà, çàêëþ÷¼ííàÿ
ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

9 êëàññ. 1.
k(k 2 + 1)

2
. 3. (x , y) = (1, 0 ) èëè (0, 1 ) .

10 êëàññ. 5. Äà, ìîæíî.

Âòîðîé òóð

1
2

3
4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

Ðèñ. 8

7 êëàññ. 1. x = y = z = 0. 4. 28.
5. Ñì. ðèñ. 8.

8 êëàññ. 4. Íå âñåãäà. 5.
N � 1

N
6

6 j a j 6
M

M � 1
.

9 êëàññ. 5. 5 ïàðòèé; ðàñïðåäå-
ëåíèå èãðàþùèõ åäèíñòâåííî (ñ
òî÷íîñòüþ äî èõ íóìåðàöèè).

10 êëàññ. 4. 1954/ 2 = 977 òðî-
åê; íóæíî âûáðàòü îäíó òî÷êó,
îñòàâøèåñÿ òî÷êè ðàçáèòü íà ïà-
ðû è ñîñòàâëÿòü òðîéêè èç âû-
áðàííîé òî÷êè è ýòèõ ïàð.
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1956 ãîä (XIX îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7 êëàññ. 2. 18, 45, 90 è 99. 4. 13. 5. 1304.
8 êëàññ. 2. 0,

50
100

,
51

100
, ...,

99
100

, 1.

9 êëàññ. 2. 0,
500

1000
,

501
1000

, ...,
999

1000
, 1. 4. 0, 2, 4 èëè 8.

10 êëàññ. 2. 0,
5000

10000
,

5001
10000

, ...,
9999

10000
, 1.

Âòîðîé òóð

7 êëàññ. 2. B1A1 = 2. 3. Íåò, íå ìîæåò.
8 êëàññ. 4. Íåò, íå ìîæåò.
9 êëàññ. 2. Äà, ìîæíî. 3. y = 1, z = 0 èëè y = 0, z = 1.

1957 ãîä (XX îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

7 êëàññ. 1. Òðàïåöèÿ ñ óãëàìè 2 p / 5 ïðè áîëüøåì îñíî-
âàíèè. 5. 40.

Ðèñ. 9

8 êëàññ. 1. Ïóñòü R > r �� ðàäèóñû
èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé. Åñëè 2 r 2 6
6 R2, òî èñêîìîå ÃÌÒ ñîñòîèò èç
äâóõ èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé è ÷àñòè
êîíöåíòðè÷íîé ñ íèìè îêðóæíîñòè
ðàäèóñà

p
2R2 � r 2, âûäåëåííîé íà

ðèñ. 9 (ïðÿìûå íà ýòîì ðèñóíêå ïà-
ðàëëåëüíû äàííûì ïðÿìûì; îäèí èç
ïðÿìîóãîëüíèêîâ èçîáðàæ¼í ïóíê-
òèðîì). Åñëè æå 2 r 2 > R2, òî äîáàâëÿ-
åòñÿ åù¼ ÷àñòü îêðóæíîñòè ðàäèóñàp

2r 2 � R2. 3. Êâàäðàò.
9 êëàññ. 2. x = 3p 4.
10 êëàññ. 1. Ïðè ÷¼òíûõ n. 5. Åñëè n > 4, òî ìîæíî

âñåãäà, à ïðè n = 4 ìîæíî äåôîðìèðîâàòü ëþáîé ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèê, êðîìå ïàðàëëåëîãðàììà.
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Âòîðîé òóð

7 êëàññ. 1. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îñÿìè OA è OB èñêî-
ìîå ÃÌÒ çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâàìè j x j + j y j > 1 è x2 + y2 6 1.
2. Äà, ìîæíî. 3. Òðåòüÿ ñòîðîíà äîëæíà áûòü ðàâíà íàè-
áîëüøåé èç ñòîðîí a è b. 4. Âñå óãëû ðàâíû 60 � .

8 êëàññ. 1. Åñëè a >
p

2b, òî òðåòüÿ ñòîðîíà äîëæíà áûòü
ðàâíà

p
a2 � b2, à åñëè b6 a <

p
2b, òî òðåòüÿ ñòîðîíà äîëæ-

íà áûòü ðàâíà b (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
a > b). 4. (0, 0, 0 ) è (1, 1, 1 ) .

9 êëàññ. 2. x1 = x2 = ... = x99 =
� 1 �

p
5

2
. 3. Âñåãäà.4. 1957 =

= 163 + ... + 163| {z }
11 ñëàãàåìûõ

+ 164.

10 êëàññ. 2. Åñëè n íå÷¼òíî, òî x1 = x2 = ... = xn =
� 1 �

p
5

2
.

Åñëè n ÷¼òíî, òî ëèáî x1 = x2 = ... = xn = � 1 �
p

5
2

, ëèáî x1 =
= x3 = ... = xn� 1 = 0 è x2 = x4 = ... = xn = 1, ëèáî x1 = x3 = ... =
= xn� 1 = 1 è x2 = x4 = ... = xn = 0. 5. Ìîæíî.
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1935 ãîä (I îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
1-é âàðèàíò

1. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå äëÿ q=
p

x/y , ãäå x è y �� äàí-
íûå ÷èñëà.

2. Äîñòðîéòå èñõîäíûé òðåóãîëüíèê, ïðîâåäÿ ÷åðåç îä-
íó èç åãî âåðøèí ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ äàííîé áèññåê-
òðèñå.

3. Ïóñòü â îñíîâàíèè ëåæèò ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëü-
íèê ABC, ïðè÷¼ì AB = AC. Îïóñòèòå èç âåðøèí B è C ïåð-
ïåíäèêóëÿðû íà ðåáðî ïèðàìèäû, ïðîòèâîëåæàùåå ðåáðó
BC.

2-é âàðèàíò
1. Âûÿñíèòå, êàêîå ðàññòîÿíèå ïðîåäåò ïîåçä ñ òîãî ìî-

ìåíòà, êîãäà ïåðâûé âàãîí âúåäåò íà ìîñò, äî òîãî ìîìåí-
òà, êîãäà ïîñëåäíèé âàãîí ïîêèíåò ìîñò.

2. Ðàññìîòðèòå ïîâîðîò äàííûõ ïðÿìûõ íà 90 � ñ öåí-
òðîì â îäíîé èç âåðøèí èñêîìîãî êâàäðàòà.

3. Âûðàçèòå âûñîòó ïèðàìèäû ÷åðåç áîêîâîå ðåáðî è
óãîë íàêëîíà áîêîâûõ ð¼áåð, à ðåáðî îñíîâàíèÿ �� ñíà÷à-
ëà ÷åðåç áîêîâîå ðåáðî è óãîë íàêëîíà áîêîâûõ ð¼áåð, à
çàòåì ÷åðåç áîêîâîå ðåáðî è ïëîñêèé óãîë ïðè âåðøèíå.

3-é âàðèàíò
1. Çàïèøèòå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ äëÿ ñóìì îäíîèì¼ííûõ

÷ëåíîâ è âû÷òèòå èç êàæäîãî óðàâíåíèÿ (êðîìå ïåðâîãî)
ïðåäûäóùåå.

2. Âûðàçèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÷åðåç ñðåäíþþ ïî
âåëè÷èíå ñòîðîíó è îïóùåííóþ íà íå¼ âûñîòó è ÷åðåç ðà-
äèóñ âïèñàííîãî êðóãà è ïîëóïåðèìåòð.

3. Ïîëó÷èòå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàäèóñàìè îñíîâàíèé
êîíóñà.
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4-é âàðèàíò
1. Äîêàæèòå, ÷òî z = a2 + 1.
2. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ðàäèóñû îïèñàííûõ îêðóæ-

íîñòåé ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïðîïîðöèîíàëüíû ñîîò-
âåòñòâåííûì ñòîðîíàì.

3. Ïóñòü ABC �� òðåóãîëüíèê, ëåæàùèé â îñíîâàíèè
ïèðàìèäû, ïðè÷¼ì ñòîðîíà BC íàèìåíüøàÿ; O �� öåíòð
åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Òîãäà BOC �� ðàâíîáåäðåííûé
ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.

Âòîðîé òóð
Ñåðèÿ A

1. Ïóñòü âûñîòà, áèññåêòðèñà è ìåäèàíà ïðîâåäåíû èç
âåðøèíû A è O �� öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Òîãäà
ïðÿìûå ON è AM ïàðàëëåëüíû.

2. Ðàññìîòðèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, èç êîòîðûõ äèàãî-
íàëü êóáà âèäíà ïîä óãëîì 90 � .

3. Ðàññìîòðèòå ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ
ïàðû ïðÿìûõ AB è A1B1, BC è B1C1, AC è A1C1.

Ñåðèÿ B
1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî xy > 1 è âîñïîëüçóéòåñü íåðà-

âåíñòâîì x + y > 2
p

xy .
2. Ñäåëàéòå çàìåíó y = kx è ðåøèòå ñèñòåìó îòíîñè-

òåëüíî x è k.
3. Íàéäèòå ñíà÷àëà ñóììó 1 3 + 23 + 33 + ... + m3.

Ñåðèÿ C
1. ×èñëî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê ðàâíî ÷èñ-

ëó âñåõ ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê êóáà (äîäåêàýäðà), äåë¼ííî-
ìó íà ÷èñëî åãî ñàìîñîâìåùåíèé.

2. Èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ âûáðàòü
äâà ïëþñà â ñóììå n = 1 + 1 + ... + 1.

3. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ñòåïåíè, â êîòîðûõ îíî
âõîäèò â ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë M(a , b) è D(a , b), çàâèñÿò òîëü-
êî îò ñòåïåíåé, â êîòîðûõ îíî âõîäèò â ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë
a è b.
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1936 ãîä (II îëèìïèàäà )

Âòîðîé òóð

1. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äëÿ t = xy è ðåøèòå åãî.
2. Âñå ïðÿìûå, îòñåêàþùèå îò äàííîãî óãëà òðåóãîëü-

íèê äàííîãî ïåðèìåòðà, êàñàþòñÿ ôèêñèðîâàííîé îêðóæ-
íîñòè.

3. Åñëè ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ ÷èñåë �� ïîëíûé êâàä-
ðàò, òî îäíî èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 3. Ýòî âåðíî è äëÿ
äåëèìîñòè íà 4.

4. Ñíà÷àëà íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèé, êîãäà
ïðîèçâåäåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì ìíîæèòåëåé, ñ÷è-
òàþòñÿ ðàçíûìè, à çàòåì ó÷òèòå òå ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòî-
ðûå ìû ïðè ýòîì ïîñ÷èòàëè íåñêîëüêî ðàç.

5. Çàìåíèòå øàð, êàñàþùèéñÿ òð¼õ äàííûõ ïëîñêîñòåé
è äàííîãî øàðà, íà øàð ñ òåì æå öåíòðîì, ïðîõîäÿùèé
÷åðåç öåíòð äàííîãî øàðà.

1937 ãîä (III îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

1. Äîêàæèòå, ÷òî xyz = 0.
2. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì B, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí çà-

äàííîìó îòðåçêó, êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì M è ðà-
äèóñîì MA , êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A è òî÷êó A0,
ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå A îòíîñèòåëüíî äàííîé ïðÿìîé.

3. Ðàññìîòðèòå ïàðàëëåëåïèïåä, îáðàçîâàííûé ïëîñêî-
ñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ð¼áðà òåòðàýäðà ïàðàëëåëüíî
ïðîòèâîïîëîæíûì ð¼áðàì.

Âòîðîé òóð

1. Ïóñòü A, B, C �� äàííûå òî÷êè, A0, B0, C0 �� öåíòðû
òðåáóåìûõ îêðóæíîñòåé ( A0 �� öåíòð îêðóæíîñòè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êè B è C, è ò. ä.). Íàéäèòå óðàâíåíèÿ
äëÿ óãëîâ ïðè îñíîâàíèÿõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ
BA 0C, AB 0C è AC0B.
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2. Èñêîìûå ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíû áîëüøèì äèà-
ãîíàëÿì äîäåêàýäðà.

3. Âûÿñíèòå, ñêîëüêî ÷àñòåé äîáàâëÿåòñÿ ïðè ïðîâåäå-
íèè îäíîé äèàãîíàëè.

1938 ãîä (IV îëèìïèàäà )

Âòîðîé òóð

1. Ïðåäñòàâüòå ðàññìàòðèâàåìóþ êîìïîçèöèþ øåñòè ïðå-
îáðàçîâàíèé êàê êîìïîçèöèþ òð¼õ ïðåîáðàçîâàíèé, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ �� êîìïîçèöèÿ äâóõ èñõîäíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé.

2. Ïðèìåíèòå èíäóêöèþ, âûÿñíèâ ïðåäâàðèòåëüíî, íà
ñêîëüêî ÷àñòåé ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü n ïðÿìûõ (òîæå ñ ïî-
ìîùüþ èíäóêöèè).

3. Ðàññìîòðèòå òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ îäíîé èç âåðøèí
îñíîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåð-
øèíó ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèþ.

4. Åñëè ïîä÷åðêíóòü âñå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 5, è âñå
÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 7, òî ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 35, áóäóò
ïîä÷¼ðêíóòû äâàæäû.

1939 ãîä (V îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè b6= 0, òî z = 0.
2. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ñóììà âåêòîðîâ, èäóùèõ èç

öåíòðà ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà â åãî âåðøèíû, ðàâíà
íóëþ.

3. Ðàçáåðèòå îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ: êîãäà èñêîìàÿ ïðÿ-
ìàÿ ïåðåñåêàåò îòðåçîê BC è êîãäà îíà åãî íå ïåðåñåêàåò.

4. Âûðàçèòå a ÷åðåç x.
5. Ðàññìîòðèòå òî÷êó, â êîòîðîé ïðîäîëæåíèå áèññåê-

òðèñû ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü.
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Âòîðîé òóð

1. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî

a10 + a5 + 1 =
(a 5) 3 � 1

a5 � 1
è a15 � 1 = (a 3) 5 � 1.

2. Åñëè â îáîèõ ìíîãî÷ëåíàõ åñòü íå÷¼òíûå êîýôôèöè-
åíòû, òî âûáåðèòå ÷ëåíû ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè ñ íå÷¼òíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè è ðàññìîòðèòå â ïðîèçâåäåíèè ýòèõ
ìíîãî÷ëåíîâ êîýôôèöèåíò ïðè ÷ëåíå, ñòåïåíü êîòîðîãî
ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé äâóõ âûáðàííûõ ÷ëåíîâ.

3. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî òî÷êà X íàéäåíà, ðàññìîòðèòå
òî÷êó K , â êîòîðîé ïåðåñåêàåò äàííóþ îêðóæíîñòü ïðÿ-
ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó D ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé AB ,
è òî÷êó P, â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìûå KC è AB .

4. Ïðîâåðüòå, ÷òî 10 10k
� 104 (mod 7) ïðè k > 1.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè P, ëåæàùåé âíóòðè
ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ñóììà ðàññòîÿíèé îò P äî
ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà îäíà è òà æå.

6. Ïóñòü an �� íàèáîëüøåå ÷èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå
ðàçáèâàþò ñôåðó n îêðóæíîñòåé, bn �� íàèáîëüøåå ÷èñëî
÷àñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâàþò ïðîñòðàíñòâî n ñôåð. Ïîêà-
æèòå, ÷òî an 6 an� 1 + 2(n � 1) è bn 6 bn� 1 + an� 1.

1940 ãîä (VI îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Äàííîå âûðàæåíèå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè b= c, ïðè
c= a è ïðè a = b, ïîýòîìó îíî äîëæíî äåëèòüñÿ íà ïðîèç-
âåäåíèå ìíîæèòåëåé b � c, c � a è a � b.

2. Ïðè äâèæåíèè âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè ñêîðîñòü ïàðî-
õîäà ñêëàäûâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ òå÷åíèÿ ðåêè, à ïðè äâè-
æåíèè ââåðõ ïî òå÷åíèþ èç ñêîðîñòè ïàðîõîäà âû÷èòàåòñÿ
ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè.

3. Âûÿñíèòå, ñêîëüêî åñòü ÷èñåë îò 1 äî 100, äåëÿùèõ-
ñÿ íà 5, è ñêîëüêî �� äåëÿùèõñÿ íà 25.
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4. Öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè óäàë¼í íà äàííîå ðàññòî-
ÿíèå îò äàííîé ïðÿìîé è îò äàííîé îêðóæíîñòè.

9��10 êëàññ
1. Íàéäèòå óðàâíåíèå äëÿ t = xy .
2. Èíòåðåñóþùàÿ íàñ öèôðà ïðèíàäëåæèò ïÿòèçíà÷íî-

ìó ÷èñëó.
3. Ðàññìîòðèòå îòäåëüíî ñëó÷àè, êîãäà ïî îäíó ñòîðî-

íó îò èñêîìîé îêðóæíîñòè ëåæàò: äâå äàííûå òî÷êè; òðè
äàííûå òî÷êè.

4. Ðàññìîòðèòå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïðÿìûõ ñ
ïðÿìûìè, îòñòîÿùèìè îò äàííûõ ïðÿìûõ íà ðàññòîÿíèå,
ðàâíîå çàäàííîìó îòðåçêó.

5. Ñíà÷àëà äîêàæèòå, ÷òî íè îäíà öèôðà èñêîìîãî ÷èñ-
ëà íå ïðåâîñõîäèò 5, à çàòåì äîêàæèòå, ÷òî ó èñêîìîãî
÷èñëà åñòü ðîâíî îäíà öèôðà 5 è ÷òî åãî ïåðâàÿ öèôðà
ðàâíà 1.

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Èñêîìîå ÷èñëî èìååò âèä (11x) 2, ãäå x �� íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, çàêëþ÷¼ííîå ìåæäó 4 è 9.

2. Åñëè íà îòðåçêå DC âûáðàòü òàêóþ òî÷êó L, ÷òî DL =
= DA , òî òðåóãîëüíèêè DAB è LAC áóäóò ðàâíû.

3. Ñîñòàâüòå èç ÷åòûð¼õ ýêçåìïëÿðîâ äàííîãî ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèêà ôèãóðó òàê, ÷òîáû ïàðàëëåëüíûìè ñäâèãàìè
ýòîé ôèãóðû ìîæíî áûëî çàìîñòèòü ïëîñêîñòü.

4. ×èñëî x2 + y2 äåëèòñÿ íà 7 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà îáà ÷èñëà x è y äåëÿòñÿ íà 7.

9��10 êëàññ
1. Ðàññìîòðèòå ðàçâ¼ðòêó êîíóñà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ

ïðè ðàçðåçàíèè ïî îáðàçóþùåé, ïðîòèâîïîëîæíîé òîé, íà
êîòîðîé ëåæèò âûáðàííàÿ òî÷êà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî
�

1 +
1
n

� n
< 3 äëÿ âñåõ n.

3. Òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëü-
íèêà O1O2O3.
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4. Ïðîèçâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ äðîáåé ðàâíî 1.
5. Îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 7 ÷èñåë 2 x è x2 ïîâòîðÿþòñÿ

ñ ïåðèîäàìè 3 è 7 ñîîòâåòñòâåííî.

1941 ãîä (VII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Ïîñòðîéòå ñíà÷àëà òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ìå-
äèàíîé è âûñîòîé.

2. Ïîäåëèòå 523 000 íà 7 � 8 � 9 = 504 ñ îñòàòêîì.
3. Âîñïîëüçóéòåñü ñâîéñòâîì ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëü-

íèêà.
4. Èç èñêîìûõ òî÷åê îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó P ñ

öåíòðîì äàííîé îêðóæíîñòè, âèäåí ïîä ïðÿìûì óãëîì.
5. Ïðåäñòàâüòå ìíîãî÷ëåí x(x + 1)(x + 2)(x + 3) + 1 â âè-

äå êâàäðàòà ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

9��10 êëàññ
2. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâíû ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà, îäíà èç

âåðøèí êàæäîãî èç êîòîðûõ �� âåðøèíà ïàðàëëåëîãðàì-
ìà, à äâå äðóãèå âåðøèíû �� öåíòðû êâàäðàòîâ, ïîñòðî-
åííûõ íà ñòîðîíàõ ïàðàëëåëîãðàììà, âûõîäÿùèõ èç ýòîé
âåðøèíû.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ öåëûõ x ÷èñëî P(x) íå÷¼òíî.
4. Òî÷êè M è N ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AB ,

ïîýòîìó ìîæíî ïîñòðîèòü öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè.
5. Âîñïîëüçóéòåñü ìåòîäîì èíòåðâàëîâ.
6. Íàéäèòå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíê-

öèé y = x/ 100 è y = sin x.

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êâàäðà-
òîâ ñëîæåí ïðÿìîóãîëüíèê, òî ñàìûé ìàëåíüêèé êâàäðàò
ñî âñåõ ñòîðîí îêðóæ¼í äðóãèìè êâàäðàòàìè.
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2. Îïóñòèòå ïåðïåíäèêóëÿðû íà ñòîðîíû èç öåíòðà âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè.

3. Òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå òðàåêòîðèÿ òî÷êè îòñåêàåò
îò óãëîâ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðó-
ãà ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì.

4. Ïîëîæèòå x = � b.
5. Ïðîñòîå ÷èñëî p > 3 èìååò âèä 6 n � 1.
6. Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïå-

ðåñå÷åíèÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà H 1H 2H 3 ñ
ïðîäîëæåíèÿìè åãî áèññåêòðèñ èëè áèññåêòðèñ âíåøíèõ
óãëîâ.

9��10 êëàññ
1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êâàäðà-

òîâ ñëîæåí ïðÿìîóãîëüíèê, òî ñàìûé ìàëåíüêèé êâàä-
ðàò ñî âñåõ ñòîðîí îêðóæ¼í ÷åòûðüìÿ êâàäðàòàìè. Çàòåì
ïîñìîòðèòå, êàê ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåí ïîñëåäíèé (øå-
ñòîé) êâàäðàò.

2. Ðàññìîòðèòå êðóã íàèìåíüøåãî ðàäèóñà, ñîäåðæàùèé
âñå äàííûå òî÷êè.

3. Äîêàæèòå, ÷òî â èñêîìîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ìíîãî-
÷ëåíîâ ýòè ìíîãî÷ëåíû ðàâíû.

4. Ðàññìîòðèòå äàííîå óðàâíåíèå êàê êâàäðàòíîå óðàâ-
íåíèå îòíîñèòåëüíî x è âûÿñíèòå, äëÿ êàêèõ y äèñêðèìè-
íàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëåí.

5. Âîñïîëüçóéòåñü ìåòîäîì êîîðäèíàò, óäîáíî ðàñïîëî-
æèâ îñè.

6. Âûðàçèòå äëèíû êàòåòîâ ÷åðåç äëèíû ìåäèàí.

1945 ãîä (VIII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Óìíîæüòå ðàññìàòðèâàåìîå ïðîèçâåäåíèå íà a � b.
2. Êàæäîå èç n ñëàãàåìûõ íå ìåíüøå

1
2n

.
3. Ñóììà öèôð èñêîìîãî ÷èñëà äåëèòñÿ íà 11.
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4. Îòðåçîê, ðàçðåçàþùèé òðåóãîëüíèê íà äâà òðåóãîëü-
íèêà ðàâíîé ïëîùàäè, ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé.

5. Ïðîâåäèòå êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòÿì ÷åðåç òî÷êó
èõ êàñàíèÿ.

9��10 êëàññ
1. Óìíîæüòå ðàññìàòðèâàåìîå ïðîèçâåäåíèå íà a � b.
2. Åñëè N �� èñêîìîå ÷èñëî, òî N 2 � N = N(N � 1) äåëèò-

ñÿ íà 1000.
3. Âûðàçèâ y èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ïîäñòàâüòå âî âòîðîå.
4. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC ïðîõîäèò

÷åðåç âåðøèíó äàííîãî ïðÿìîãî óãëà.

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Âû÷èñëèòå îòäåëüíî ñóììó òûñÿ÷, ñîòåí, äåñÿòêîâ è
åäèíèö.

2. Ïðåäñòàâüòå âåëè÷èíó óãëà ïîâîðîòà â âèäå íåñîêðà-
òèìîé äðîáè, óìíîæåííîé íà 360 � .

3. Âîñïîëüçóéòåñü ïîäîáèåì òðåóãîëüíèêîâ AQP è CQB.
4. Ðàññìîòðèòå òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â ñåðåäèíàõ

ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC.

9��10 êëàññ
1. Ïðåäñòàâüòå äàííîå óðàâíåíèå â âèäå (x � 5)(y + 3) =

= c, ãäå c �� íåêîòîðîå ÷èñëî.
2. Ïðèìåíèòå èíäóêöèþ ïî n è âîñïîëüçóéòåñü ôîðìó-

ëîé 2 sin
a

2
= �

p
2 � 2 cos a .

3. Ðàññìîòðèòå òàêæå äóãó, âûñåêàåìóþ íà îêðóæíî-
ñòè ïðîäîëæåíèÿìè ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

1946 ãîä (IX îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Êàæäîìó îñòðîìó óãëó ìíîãîóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâó-
åò òóïîé âíåøíèé óãîë, à ñóììà âíåøíèõ óãëîâ ðàâíà 360 � .
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2. Ðàññìîòðèòå ïîâîðîò íà óãîë 60 � âîêðóã òî÷êè B.
3. Èç ðàâåíñòâà 131 k + 112 = 132l + 98 âûòåêàåò ðàâåí-

ñòâî 131 (k � l) = l � 14. Ïîýòîìó åñëè k 6= l , òî l äîëæíî áûòü
äîñòàòî÷íî âåëèêî, à äëÿ ÷åòûð¼õçíà÷íîãî ÷èñëà îíî íå
ìîæåò áûòü âåëèêî.

4. Ñëîæèòå ñíà÷àëà âñå óðàâíåíèÿ, à çàòåì ñëîæèòå
ïåðâîå, ÷åòâ¼ðòîå è ñåäüìîå óðàâíåíèÿ.

5. Ðàññìàòðèâàåìîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëå-
íîì P(x) , îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì P( � x) = P(x) .

9��10 êëàññ
1. Ñèíóñ óãëà ìåæäó ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîé l è ïëîñ-

êîñòüþ b ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñèíóñà óãëà ìåæäó ïðÿìîé
l è ïðÿìîé, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïëîñêîñòè a è b , íà
ñèíóñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè a è b .

2. Ðàçðåæåì äàííûé óãîë ïî ïðÿìîé, îòðåçîê êîòîðîé
äåëèòñÿ â òî÷êå A ïîïîëàì, è ëþáîé äðóãîé ïðÿìîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A (è ïåðåñåêàþùåé îáå ñòîðîíû óã-
ëà). Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè A îäèí èç äâóõ
òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå ïðè ýòîì îáðàçóþòñÿ, ïîïàäàåò
âíóòðü äðóãîãî òðåóãîëüíèêà.

3. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî

n2 + 3n + 5 = (n + 7)(n � 4) + 33.

4. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî n! 2n = (2n) !!.
5. Äîêàæèòå ãåîìåòðè÷åñêè, ñðàâíèâàÿ ïëîùàäè ôè-

ãóð, ÷òî b � a < cos a ( tg b � tg a ) è a > cos a � tg a .

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå äëÿ ÷èñëà âîñüìèêëàññíèêîâ è
÷èñëà íàáðàííûõ èìè î÷êîâ, âû÷èñëèâ äâóìÿ ñïîñîáàìè
ñóììó î÷êîâ, íàáðàííûõ âñåìè ó÷àñòíèêàìè òóðíèðà.

2. Ïðåäñòàâüòå äàííîå âûðàæåíèå â âèäå

(x + 2y)(x � y)(x + y)(x � 2y)(x + 3y) .
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3. Îòðåçîê MN èìååò íàèìåíüøóþ äëèíó, êîãäà îí
ïåðïåíäèêóëÿðåí áèññåêòðèñå äàííîãî óãëà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ìàøèíà an ïðîõîäèò ÷åðåç âñå ïåðå-
êð¼ñòêè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äîðîãè, ïåðåñåêà-
þùèå an , ìåíåå êðóòû, ÷åì äîðîãà an , ò. å. ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì óãëû áîëüøå îòêëîíÿþòñÿ îò 90 � . (Ìû îáîçíà÷àåì
îäíîé áóêâîé ìàøèíó è äîðîãó, ïî êîòîðîé îíà åäåò.)

5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ îñòàíîâêó ïðîõîäÿò
ðîâíî òðè ìàðøðóòà.

9��10 êëàññ
1. Êàæäûé äåâÿòèêëàññíèê äîëæåí áûë âûèãðàòü âñå

ïàðòèè, êîòîðûå îí ñûãðàë.
2. Çàìåíèòå ÷èñëà îñòàòêàìè îò äåëåíèÿ íà 10000 è äî-

êàæèòå, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ 10 8 + 1 ïàð ñîñåäíèõ îñòàòêîâ
íàéäóòñÿ äâå îäèíàêîâûå ïàðû.

3. Óâåëè÷üòå ïðîïîðöèîíàëüíî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ
SAB , SCD, SEF, ëåæàùèå íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà PQR,
òàê, ÷òîáû îäíà èç óâåëè÷åííûõ ñòîðîí ñîâïàëà ñî ñòîðî-
íîé òðåóãîëüíèêà PQR, à äâå äðóãèå ëåæàëè íà åãî ñòîðî-
íàõ. Çàòåì ñäâèíüòå ýòè äâå óâåëè÷åííûå ñòîðîíû ê ïåð-
âîé èç óâåëè÷åííûõ ñòîðîí.

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà êàêîì-òî ìàðøðóòå n îñòà-
íîâîê, òî íà ëþáîì äðóãîì ìàðøðóòå òîæå n îñòàíîâîê è
÷åðåç êàæäóþ îñòàíîâêó ïðîõîäèò n ìàðøðóòîâ.

1947 ãîä (X îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê ïîëó÷àåòñÿ ñóììà îäíî÷ëå-
íîâ âèäà x5m+ 7n .

2. Îñòàòîê ðàâåí çíà÷åíèþ ìíîãî÷ëåíà x + x3 + x9 + x27 +
+ x81 + x243 ïðè x = 1.
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3. Âûáåðèòå ñðåäè äàííûõ ÷èñåë íå÷¼òíîå ÷èñëî, íå äå-
ëÿùååñÿ íà 3.

4. Ðàññìîòðèòå îáëàñòè, íà êîòîðûå ðàçáèâàþò ïÿòè-
óãîëüíèê åãî äèàãîíàëè.

5. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî \ AOB = 180 � � \ C.

9��10 êëàññ
1. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è f( � x)

êîýôôèöèåíò ïðè x20 îäèí è òîò æå.
2. Îöåíèòå îòäåëüíî ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ ïÿòè ìíî-

æèòåëåé è ïðîèçâåäåíèå âñåõ îñòàëüíûõ ìíîæèòåëåé.
3. Ñíà÷àëà âûáåðèòå ñðåäè äàííûõ ÷èñåë 5 íå÷¼òíûõ

÷èñåë, çàòåì ñðåäè íèõ âûáåðèòå òðè ÷èñëà, íå äåëÿùèõñÿ
íà 3, à ïîòîì âûáåðèòå ñðåäè ýòèõ òð¼õ ÷èñåë ÷èñëî, íå
äåëÿùååñÿ íè íà 5, íè íà 7.

5. Íàéäèòå ñíà÷àëà ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå, óäàë¼ííûå
íà ðàññòîÿíèå d îò äàííîé ïðÿìîé AB .

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Ñíà÷àëà ïîëîæèì íà êàæäóþ ÷àøå÷êó âåñîâ ïî îä-
íîìó êóáèêó. Åñëè ýòè êóáèêè ðàçíîãî âåñà, òî ìû ïîëó-
÷àåì ýòàëîííóþ ïàðó, ñ êîòîðîé ñðàâíèâàåì îñòàâøèåñÿ 9
ïàð. Åñëè ýòè êóáèêè îäíîãî âåñà, òî ìû ïîñëåäîâàòåëüíî
ñðàâíèâàåì ñ íèìè îñòàëüíûå ïàðû. Êàê òîëüêî êàêàÿ-òî
ïàðà îêàæåòñÿ äðóãîãî âåñà, ìû ñìîæåì ñîñòàâèòü ýòàëîí-
íóþ ïàðó è äàëüøå ñðàâíèâàòü ñ íåé.

2. Åñëè ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïàðàëëåëî-
ãðàììû, òî äëÿ êàæäîé åãî ñòîðîíû íàéä¼òñÿ ñòîðîíà, åé
ïàðàëëåëüíàÿ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äâà èç âûáðàííûõ ÷èñåë èìåþò îäè-
íàêîâûå íàèáîëüøèå íå÷¼òíûå äåëèòåëè.

4. Ðàçáåðèòå ïîî÷åð¼äíî ñëó÷àè, êîãäà åñòü 1 îòðåçîê
îäíîé äëèíû è 5 îòðåçêîâ äðóãîé äëèíû, 2 îòðåçêà îäíîé
äëèíû è 4 îòðåçêà äðóãîé äëèíû, 3 îòðåçêà îäíîé äëèíû
è 3 îòðåçêà äðóãîé äëèíû.
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9��10 êëàññ
1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ ýòîé ïèðàìèäû íà ïëîñ-

êîñòü, ïàðàëëåëüíóþ ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëîãðàìì.

2. Äîêàæèòå, ÷òî p 6 3.
3. Âûïèøèòå â êàæäîé ñòðîêå, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé, îñòàò-

êè îò äåëåíèÿ íà 2 ïåðâûõ ÷åòûð¼õ ÷èñåë è ñðàâíèòå ïåð-
âóþ âûïèñàííóþ ñòðîêó ñ ïÿòîé.

4. Ðàññìîòðèòå íàèáîëüøèå íå÷¼òíûå äåëèòåëè âñåõ
âûáðàííûõ ÷èñåë.

5. Ïðîâåäèòå ëó÷è èç òî÷êè A9 â âåðøèíû ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèêà A5A6A7A8.

1948 ãîä (XI îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Ðàñïîëîæèòå èñêîìûå ÷èñëà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
è ïîêàæèòå, ÷òî íàèìåíüøåå èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò 3.

2. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî 2 10 = 1024.
3. Ïðèìåíèòå èíäóêöèþ ïî n.

9��10 êëàññ

1. Åñëè 2n � 2 = nm, òî
22n � 1 � 2

2n � 1
= 2

2nm � 1
2n � 1

.

2. Åñëè x =
1

log2 p

+
1

log5 p

, òî p

x = 10 > p

2.

3. Ðàññìîòðèòå ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà A0 ëåæèò
íà ðåáðå AB .

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, äî-
êàæèòå, ÷òî åñëè x < y, òî y äåëèòñÿ íà x.

2. Ðàññìîòðèòå ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå ïåðåñå÷å-
íèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà è êîýôôèöèåíòîì ãîìîòåòèè �

1
2

.
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3. Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îäíîãî öåíòðà ñèììåò-
ðèè ôèãóðû å¼ äðóãîé öåíòð ñèììåòðèè ïåðåõîäèò â òðå-
òèé öåíòð ñèììåòðèè.

9��10 êëàññ
1. Äîêàæèòå, ÷òî x =

�
p + q

p

� p/q
è y =

�
p + q

p

� (p+ q)/q
, ãäå p

è q �� âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà.
2. Ðàññìîòðèòå ñå÷åíèå êóáà ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç åãî öåíòð ïåðïåíäèêóëÿðíî îäíîé èç äèàãîíàëåé.
3. Íàéäèòå ÷èñëî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

j x j + j y j = n äëÿ n = 0, 1, ..., 99.
4. Âîñïîëüçóéòåñü ìåòîäîì êîîðäèíàò, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïåð-

âûé ëó÷ çàäà¼òñÿ âåêòîðîì (1,0,0 ) .

1949 ãîä (XII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. ×èñëî 27195 8 � (10887 8� 10152 8) = (27195 8 � 10887 8) +
+ 10152 8 äåëèòñÿ íà 5 � 72 è íà 2 2 � 33.

2. Âñå îñè ñèììåòðèè ìíîãîóãîëüíèêà ïðîõîäÿò ÷åðåç
åãî öåíòð ìàññ.

3. Ïîäåëèòå îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà 2 a òàê, ÷òîáû îäíî
èç ÷èñåë x2/ 2a, y2/ 2a, z2/ 2a ñòàëî íå÷¼òíûì.

4. Âîçüìèòå îòðåçîê, êîíöû êîòîðîãî äåëÿò ïîïîëàì
ïåðèìåòð ëîìàíîé, è ðàññìîòðèòå êðóã ñ öåíòðîì â ñåðå-
äèíå ýòîãî îòðåçêà.

5. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû âïèñàííîé è âíåâïè-
ñàííîé îêðóæíîñòåé, âèäåí èç äâóõ âåðøèí ïîä ïðÿìûì
óãëîì.

9��10 êëàññ
2. Îñè âðàùåíèÿ îãðàíè÷åííîãî òåëà ïåðåñåêàþòñÿ â

åãî öåíòðå ìàññ. Ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð
ìàññ ýòîãî òåëà, ÿâëÿåòñÿ åãî îñüþ âðàùåíèÿ.

3. Äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå f(x) = f � 1(x) .
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4. Ñðåäè äàííûõ ÷èñåë íå ìîæåò áûòü áîëüøå ÷åòûð¼õ
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.

5. Ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí äàííîãî øåñòèóãîëüíèêà, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå .

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Ñîåäèíèòå êàæäîå ïîëå ñ òåìè äâóìÿ ïîëÿìè, íà êî-
òîðûå ìîæåò ïîïàñòü èç íåãî ôèøêà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷èòñÿ íåêîòîðûé öèêë. Ðàññìîòðèòå äâèæåíèå ïî ýòîìó
öèêëó.

2. Âûáåðèòå îñü êîîðäèíàò è ðàññìîòðèòå âñå òî÷êè êàæ-
äîãî òðåóãîëüíèêà ñ íàèáîëüøåé êîîðäèíàòîé. Ïîñìîòðè-
òå, êàêàÿ ôèãóðà ïîëó÷àåòñÿ èç ýòèõ òî÷åê.

3. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ãèðè èìåþò âåñ îäíîé è òîé æå
÷¼òíîñòè. Åñëè íå âñå ãèðè îäíîãî âåñà, òî èç êàæäîé ãè-
ðè ìîæíî âû÷åñòü âåñ íàèìåíüøåé ãèðè; ïîëó÷åííûé â
ðåçóëüòàòå íàáîð îáëàäàåò ïðåæíèì ñâîéñòâîì.

4. Ðàññìîòðèòå öåíòð ìàññ øåñòèóãîëüíèêà.
5. Ðàññìîòðèòå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 100 ÷èñåë S1 = a1,

S2 = a1 + a2, ..., S100 = a1 + a2 + ... + a100.
6. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîãëàøåíèåì î çíàêàõ äëèíà ó÷àñò-

êà ïóòè ìåæäó ñîñåäíèìè âåðøèíàìè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
äëèíû êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè, ïðîâåä¼ííûõ èç ýòèõ
âåðøèí.

9��10 êëàññ
2. Èç ýòèõ êèðïè÷èêîâ ìîæíî ñëîæèòü êóá, îò êîòîðî-

ãî îòðåçàíû ð¼áðà ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ð¼áðàì è ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ñåðåäèíû ñìåæ-
íûõ ñ íèìè ð¼áåð.

4. Ñðåäè âñåõ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ìíîãîóãîëü-
íèêîâ ñ äàííûì öåíòðîì ñèììåòðèè O, ëåæàùèõ â òðå-
óãîëüíèêå T, íàèáîëüøóþ ïëîùàäü èìååò ïåðåñå÷åíèå
òðåóãîëüíèêà T è òðåóãîëüíèêà, ñèììåòðè÷íîãî òðåóãîëü-
íèêó T îòíîñèòåëüíî òî÷êè O.
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5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà A ñó-
ùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n, äëÿ êîòîðûõ

lg A < n lg 2 � m < lg (A + 1) .

1950 ãîä (XIII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Èñêîìàÿ îêðóæíîñòü ìîæåò ïåðåñåêàòü ãðàíèöó ëþ-
áîé êëåòêè òîëüêî â âåðøèíå.

2. Ëþáûå äåâÿòü ãèðü âåñîì n, n + 1, ..., n + 8 ìîæíî
ðàçëîæèòü íà òðè ðàâíûå ïî âåñó êó÷è.

3. Ñðàâíèòå óãëû B1A3O è B3A3O.
4. Ïðîèçâåäåíèå ðàçíîñòè äëèí äâóõ ñòîðîí òðåóãîëü-

íèêà íà ðàçíîñòü äâóõ ïðîòèâîëåæàùèõ èì óãëîâ íåîòðè-
öàòåëüíî.

5. Åñëè 2 êì áûñòðåå ïðîéòè ïåøêîì, òî 1 êì òîæå
ìîæíî ïðîéòè ïåøêîì. Íî òîãäà íà ïóòü äëèíîé 2 êì áó-
äåò çàòðà÷åíî ðîâíî â äâà ðàçà áîëüøå âðåìåíè, ÷åì íà
ïóòü äëèíîé 1 êì.

9��10 êëàññ
1. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî

sin B sin C+ cos B cos C = cos(B � C) 6 1.

2. Åñëè âñå ÷åòûðå âåðøèíû ïèðàìèäû ðàñïîëîæåíû
âáëèçè êîíöîâ îòðåçêà äëèíû 1 (íî íå âñå âáëèçè îäíîãî
è òîãî æå êîíöà), òî ñóììà ð¼áåð ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 3
èëè 4.

3. Ðàçëîæèòå ñíà÷àëà äåâÿòü ãèðü âåñîì n2, (n + 1) 2, ...,
(n + 8) 2 íà òðè êó÷è òàê, ÷òîáû äâå êó÷è âåñèëè îäèíàêî-
âî, à âåñ òðåòüåé êó÷è áûë íà 18 ã ìåíüøå.

4. Ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïîëíûõ êâàäðàòîâ.

5. Ñðàâíèòå óãëû BnAnO è Bn� 1An� 1O.
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Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Èç êàæäîé âåðøèíû èñõîäíîãî 13-óãîëüíèêà âûõî-
äèò íå áîëåå äâóõ äèàãîíàëåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíà-
ìè ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

2. Ðàññìîòðèòå ïðîèçâåäåíèå

1
2

� 2
3

� 3
4

� 4
5

� 5
6

... 98
99

� 99
100

= 1
100

.

3. Òî÷êè êàñàíèÿ ñ âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ äåëÿò ïå-
ðèìåòð êâàäðàòà íà ÷åòûðå ÷àñòè; ðàññìîòðèòå îòäåëüíî
êàæäóþ èç ýòèõ ÷àñòåé.

4. Ïóñòü an �� êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ñîåäèíèòü 2 n òî÷åê
íà îêðóæíîñòè n íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè. Âûðàçèòå
an ÷åðåç a1, a2, ..., an� 1.

9��10 êëàññ
1. Èç íåêîòîðîé âåðøèíû A1 âûõîäÿò äâå äèàãîíàëè,

îãðàíè÷èâàþùèå ïîëó÷åííûé ìíîãîóãîëüíèê, ïðè÷¼ì èõ
êîíöû �� ñîñåäíèå âåðøèíû Ap è Ap+ 1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
p 6 975. Ëþáàÿ äèàãîíàëü, êðîìå A1Ap+ 1, âûõîäèò èç îä-
íîé èç âåðøèí ñ íîìåðàìè îò 2 äî p.

2. Ñîïîñòàâèì ÷ëåíó ak äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâà
÷èñëà x k è yk, ãäå x k �� íàèáîëüøàÿ äëèíà âîçðàñòàþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ak , yk �� íàèáîëüøàÿ
äëèíà óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàþùåéñÿ ñ
ak . Åñëè x k 6 10 è yk 6 10 äëÿ âñåõ k, òî êîëè÷åñòâî âñåõ
ðàçëè÷íûõ ïàð (x k , yk) íå ïðåâîñõîäèò 100, íî òàêèå ïàðû
íå ìîãóò ñîâïàäàòü.

3. Åñëè íà ñòîðîíàõ AB , BC, CA è AD âûáðàíû òî÷êè
K , L, M è N ñîîòâåòñòâåííî, òî ýòè òî÷êè ëåæàò â îäíîé
ïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

AK
BK

�
BL
CL

�
CM
DM

�
DN
AN

= 1.

4. Ðàññìîòðèòå 10 ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ,
íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
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1951 ãîä (XIV îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àè x 6 0, 0 < x < 1, x > 1.
2. Åñëè ó òðåóãîëüíèêà ôèêñèðîâàíû äâå ñòîðîíû, òî

ïðè óâåëè÷åíèè óãëà ìåæäó íèìè òðåòüÿ ñòîðîíà óâåëè-
÷èâàåòñÿ.

3. Âû÷èñëèòå ðàçíîñòü
1 + b

1 + b+ b2 �
1 + a

1 + a + a2 .
4. Ðàññìîòðèòå òî÷êó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç òî÷êè P

ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð ñðåäíåé ëèíèè òðàïå-
öèè è ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè.

5. Åñëè ìû ðàñêîâàëè k çâåíüåâ, òî íàèáîëåå âûãîäíà
ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì k + 1 ÷àñòåé ñîñòîÿò
èç k + 1, 2(k + 1) , 4(k + 1) , 8(k + 1) , ..., 2 k(k + 1) çâåíüåâ
(ðàñêîâàííûå çâåíüÿ çäåñü íå ó÷èòûâàþòñÿ).

9��10 êëàññ
1. Åñëè ÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà áîëüøå 3, òî åãî

ìîæíî çàìåíèòü íà ìíîãîóãîëüíèê (ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ñòî-
ðîí) ñòðîãî áîëüøåé ïëîùàäè.

2. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî 0,515 < b< 0,516 è 0,1234 <
< a < 0,1235.

3. Ñðàâíèòå óãîë ïðè âåðøèíå çâ¼çä÷àòîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà, ëåæàùåé íà áîëüøåé îêðóæíîñòè, ñ óãëîì, ïîä êî-
òîðûì âèäíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòîðîíà îïèñàííîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà èç öåíòðà îêðóæíîñòè.

4. Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 5 äëÿ 7��8 êëàññà.
5. Ñîîòíîøåíèå 2 y = x + z ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 10 2y =

= 10x � 10z.

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Ýòî ÷èñëî çàêëþ÷åíî ìåæäó êóáàìè äâóõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ÷èñåë.

2. Ïîñòðîéòå íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC âíåøíèì
îáðàçîì ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè ñ óãëàìè 180 � � \ D, 180 � �



i

i

i

i

i

i

i

i

Óêàçàíèÿ 105

� \ E è 180 � � \ F, à çàòåì ñîåäèíèòå èõ âåðøèíû ñ âåðøè-
íàìè òðåóãîëüíèêà ABC.

3. Ðàññìîòðèì ãðàô, ð¼áðà êîòîðîãî �� çàäà÷è, à êîíöû
ð¼áåð �� ðåøèâøèå èõ øêîëüíèêè. Ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ, è ðàçáîð çà-
äà÷ ìîæíî îðãàíèçîâàòü ïî ýòèì öèêëàì.

4. Âìåñòî ïðîåêöèè ìîæíî ðàññìîòðåòü ñå÷åíèå ïëîñ-
êîñòüþ P ôèãóðû, ñîñòîÿùåé èç âñåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç òî÷êó O è òî÷êè äàííîãî òðåóãîëüíèêà.

5. Äåëåíèå íà x4 + x3 + 2x2 + x + 1 �� ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî
äåëåíèå íà x12 � 1 è óìíîæåíèå íà (x � 1)(x 3 + 1)(x 4 � x2 + 1) .

9��10 êëàññ
1. Íàèáîëüøóþ ïëîùàäü èìååò ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü,

ïàðàëëåëüíóþ äâóì ïðîòèâîïîëîæíûì ð¼áðàì.
2. ×èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, ..., 1951, äå-

ëÿùèõñÿ õîòÿ áû íà îäíî èç äàííûõ ÷èñåë a1, ..., an , ðàâíî
h

1951
a1

i
+

h
1951

a2

i
+ ... +

h
1951

an

i
.

3. à) Äîñòàòî÷íî ó÷åñòü òîëüêî òåõ ïàññàæèðîâ, êîòî-
ðûå íàõîäÿòñÿ â àâòîáóñå, êîãäà îí åäåò îò 7-é îñòàíîâêè
äî 8-é.

á) Ðàññìîòðèòå ñëó÷àé, êîãäà îò êàæäîé îñòàíîâêè ñ íî-
ìåðàìè 1, 2, ..., 10 äî êàæäîé äðóãîé îñòàíîâêè ñ ýòè-
ìè íîìåðàìè åäåò ðîâíî îäèí ïàññàæèð, à äàëüøå àâòîáóñ
åäåò ïóñòûì.

4. Ïðèìåíèòå âðàùåíèå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà âî-
êðóã îäíîé èç åãî âåðøèí, ÷åðåäóÿ ýòè âåðøèíû.

1952 ãîä (XV îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7 êëàññ

1. Âûðàçèòå óãëû òðåóãîëüíèêà LMN ÷åðåç óãëû òðå-
óãîëüíèêà ABC.
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2. Îáà âûðàæåíèÿ ðàâíû

(x 2 + y2 + z2)(a 2 + b2 + c2) + 2(xy + yz + zx)(ab + bc+ ca) .

3. Ëþáûå äâà ðåáðà ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíû, ïîòîìó
÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíàìè äâóõ ðàâíûõ ïàðàëëåëîãðàì-
ìîâ ñ îáùåé ñòîðîíîé.

4. Âðåìÿ, êîòîðîå A è C åäóò íà âåëîñèïåäå, ðàâíî âðå-
ìåíè, êîòîðîå B èä¼ò ïåøêîì.

8 êëàññ
1. Äâå âåðøèíû ëþáîãî òðåóãîëüíèêà è îñíîâàíèÿ âû-

ñîò, îïóùåííûõ èç ýòèõ âåðøèí, ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè.

2. Îáà âûðàæåíèÿ ðàâíû

(x 2 + y2 + z2 + u2)(a 2 + b2 + c2 + d2) +

+ 2(xy + yz + zu + ux)(ab + bc+ cd + da) + 4(xz + yu)(ac + bd).

4. ×òîáû A è B çàòðàòèëè íà äîðîãó íàèìåíüøåå âðå-
ìÿ, îíè äîëæíû ïðèáûòü â N îäíîâðåìåííî.

9 êëàññ
1. Åñëè ñóììà íåñêîëüêèõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè ðàâíà îäíîìó èç å¼ ÷ëåíîâ, òî îáå ÷àñòè ýòîãî ðà-
âåíñòâà ìîæíî ïîäåëèòü íà ïåðâûé èç âñòðå÷àþùèõñÿ â
ýòîì ðàâåíñòâå ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè (ïåð-
âûé �� ýòî çíà÷èò ñ íàèìåíüøåé ñòåïåíüþ çíàìåíàòåëÿ).

2. Åñëè ïðÿìàÿ b0 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìûì a è c, à
ïðÿìàÿ c0 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìûì a è c, òî ïðÿìàÿ a
ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìûì b0 è c0.

3. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî

(1 � x)( 1 + y) > 0 è (1 + x)( 1 � y) > 0.

4. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâ-
íà ïðîèçâåäåíèþ ðàäèóñà âïèñàííîé îêðóæíîñòè íà ïîëó-
ïåðèìåòð.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî a3, ëèáî a4, ëèáî a5 ìåíüøå 100.



i

i

i

i

i

i

i

i

Óêàçàíèÿ 107

10 êëàññ
1. cos arcsin cos arcsin x = � x è sin arccos sin arccos x =

= � x.
2. Âîñïîëüçóéòåñü èíäóêöèåé ïî n.
3. Ïðîåêöèè òî÷åê êàñàíèÿ íà ïðÿìóþ SO ñîâïàäàþò.
4. Ðàññìîòðèòå îòäåëüíî ñëó÷àé a > 0 è ñëó÷àé a < 0.

Âòîðîé òóð
7 êëàññ

1. Èç ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé ïîëó÷àåì x1 = x3.
2. Âûðàçèòå ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèíû A äî òî÷åê êàñà-

íèÿ ÷åðåç äëèíû ñòîðîí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà è äèàãîíàëè
AC.

3. Åñëè 0 < a < 1, òî 0 < a2 < a < 1.
4. Ðàññìîòðèòå îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB è ïåðïåí-

äèêóëÿðû ê îòðåçêó AB , âîññòàâëåííûå èç åãî êîíöîâ.

8 êëàññ
1. Åñëè 0 < a < 1, òî 0 < a <

p
a < 1.

2. Òðåóãîëüíèêè NBD è NAE , NBF è NAD ïîäîáíû.
3. Åñëè a è b �� ðàññìàòðèâàåìûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì a äå-

ëèòñÿ íà b, òî ÷èñëî
a � b

b
äåëèòñÿ íà 9, à ñ äðóãîé ñòîðîíû,

îíî íå ïðåâîñõîäèò 7.
4. Åñëè ñðåäè m ïðÿìûõ åñòü òðè ïðÿìûå, ïåðåñåêàþ-

ùèåñÿ â òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, òî ýòè m ïðÿìûõ ðàçáè-
âàþò ïëîñêîñòü ïî êðàéíåé ìåðå íà 2 m + 1 ÷àñòåé.

9 êëàññ
1. Èç ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé ïîëó÷àåì x1 = x3.
2. Îñè öèëèíäðîâ äîëæíû áûòü âçàèìíî ïåðïåíäèêó-

ëÿðíû.
4. Âûáåðåì íà ñòîðîíå BC òî÷êó R òàê, ÷òî \ CAR = 60 � .

Ïóñòü S �� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ CQ è AR. Äîêàæèòå,
÷òî QP �� áèññåêòðèñà óãëà SQR.

5. Ðàññìîòðèòå ó÷åíèêà, ñòîÿùåãî íà ïåðåñå÷åíèè ïðî-
äîëüíîãî ðÿäà, â êîòîðîì ñòîèò ñàìûé íèçêèé ñðåäè âûñî-
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êèõ, è ïîïåðå÷íîãî ðÿäà, â êîòîðîì ñòîèò ñàìûé âûñîêèé
ñðåäè íèçêèõ.

10 êëàññ
1. Ñëîæèòå óêàçàííóþ ñóììó ñ òàêîé æå ñóììîé, çàìå-

íèâ x íà x + p , çàòåì çàìåíèâ x íà x + p / 2, è ò. ä.
3. Àáñîëþòíûå âåëè÷èíû êîðíåé êàæäîãî èç ýòèõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ ïðèíèìàþò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ, ïðè÷¼ì ïðîèç-
âåäåíèå ýòèõ çíà÷åíèé äëÿ îäíîãî ìíîãî÷ëåíà áîëüøå 1, à
äëÿ äðóãîãî ìåíüøå 1.

1953 ãîä (XVI îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7 êëàññ

1. Ðàçðåæüòå òðàïåöèþ íà ïàðàëëåëîãðàìì è òðåóãîëü-
íèê.

3. Âîññòàâüòå ïåðïåíäèêóëÿðû â êîíöàõ îòðåçêà è ñ èõ
ïîìîùüþ ïîñòðîéòå ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó.

4. Ïîäåëèòå n2 + 8n + 15 íà n + 4 ñ îñòàòêîì.

8 êëàññ
1. Ðàññìàòðèâàåìàÿ îêðóæíîñòü âïèñàíà (èëè âíåâïè-

ñàíà) â òðåóãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî �� öåíòðû äàííûõ
îêðóæíîñòåé.

4. Âûðàçèòå ðàññìàòðèâàåìóþ äðîáü ÷åðåç

a =
q

2 +
p

2 + ... +
p

2
| {z }

n� 1

è äîêàæèòå, ÷òî a < 2.

9 êëàññ
1. Ñèíóñ îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ k p , ãäå k �� öåëîå

÷èñëî.
2. Äîêàæèòå, ÷òî

#      �
OO1 =

1
2

(
#      �
AA 1 +

#      �
BB 1) .
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3. Åñëè f(x)g(y) = x200y200 + 1, òî ìîæíî ïîëîæèòü ñíà-
÷àëà x = 0, à çàòåì y = 0.

4. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî SEFA = SACE .

10 êëàññ
2. Ðàññìîòðèòå ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îò-

ðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êó O ñ âåðøèíîé äàííîãî êîíóñà.

Âòîðîé òóð
7 êëàññ

1. Äîñòàòî÷íî ïðîñëåäèòü çà ñòåïåíüþ êàæäîãî ïðîñòî-
ãî ìíîæèòåëÿ îòäåëüíî.

2. Åñëè äèàãîíàëü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ïðîõîäèò ÷åðåç
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî ýòà äèàãîíàëü ÿâëÿåòñÿ
îñüþ ñèììåòðèè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.

3. Ñîñåäíèå êîë¼ñà äîëæíû âðàùàòüñÿ â ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

4. Âû÷èñëèòå äâóìÿ ñïîñîáàìè ñóììó âñåõ óãëîâ ïîëó-
÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ.

5. Âû÷òèòå èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, èç òðåòüåãî
âòîðîå è ò. ä.

8 êëàññ
1. Íåðàâåíñòâî 2 S 6 ad + bc î÷åâèäíî. ×òîáû äîêàçàòü

íåðàâåíñòâî 2 S 6 ac + bd, ðàçðåæüòå ÷åòûð¼õóãîëüíèê ïî
äèàãîíàëè è ñëîæèòå íîâûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, ïåðåâåðíóâ
îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ.

2. 1953 ìîæíî çàìåíèòü íà ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî n, äåëÿùååñÿ íà 3. Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî ïðî-
âåñòè äëÿ ÷èñëà, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè íà÷àòü ÷èòàòü
ñ ñîñåäíåãî ìåñòà.

3. Äîáàâèòü âåðøèíó A1 ìîæíî âñåãäà, à îòáðîñèòü íå
âñåãäà.

4. Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 3 äëÿ 7 êëàññà.
5. Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 5 äëÿ 7 êëàññà.



i

i

i

i

i

i

i

i

110 Óêàçàíèÿ

9 êëàññ
2. Âîñïîëüçóéòåñü ìåòîäîì êîîðäèíàò, âûáðàâ ïðÿìóþ

l â êà÷åñòâå îäíîé èç îñåé.
3. Ïðè x = x1 è ïðè x = x2 òð¼õ÷ëåí

a
2

x2 + bx + c ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíîãî çíàêà.

4. Íà ëèñòå êëåò÷àòîé áóìàãè, âåðøèíàìè êëåòîê êî-
òîðîãî ñëóæàò öåíòðû êëåòîê èñõîäíîãî ëèñòà, îòðàæåíèå
ïðîèñõîäèò ïî ïðàâèëó îòðàæåíèÿ ëó÷à ñâåòà.

5. Îñíîâàíèÿìè ïèðàìèä ñëóæàò òðè ãðàíè êóáà, èìå-
þùèå îáùóþ âåðøèíó.

10 êëàññ
1. ×èñëà 1, 2, ..., n ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè äàííîãî óðàâíå-

íèÿ.
3. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà

xn �
p

2 <
xn� 1 �

p
2

2
è xn �

p
2 <

(x n� 1 �
p

2) 2

2
.

5. Ñëó÷àé n = 1 íàäî ðàçîáðàòü îòäåëüíî, à ïðè n > 1
òðåáóåìûå íàáîðû êëåòîê óñòðîåíû îäèíàêîâî.

1954 ãîä (XVII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7 êëàññ

1. Îòðåæüòå 3 ëó÷à çâåçäû è ñëîæèòå òðàïåöèþ.
2. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî ìíîãîóãîëüíèêîâ èíäóêöèåé ïî n.
3. Ñîãëàñíî âòîðîé ñõåìå äåëåíèÿ ïåðâûå äâå öèôðû

èñêîìîãî ÷èñëà ðàâíû 10.
4. ×èñëî n2 � m2 ëèáî íå÷¼òíî, ëèáî äåëèòñÿ íà 4.
5. Äëÿ òð¼õçíà÷íîãî ÷èñëà abc= 100a + 10b+ c âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
100a + 10b+ c

a + b+ c
6 100.

8 êëàññ
1. Ðàçðåæüòå ïîâåðõíîñòü êóáà ïî äèàãîíàëÿì îäíîé

åãî ãðàíè è ð¼áðàì, ïåðïåíäèêóëÿðíûì ýòîé ãðàíè.
2. Ïîâåðíèòå óêàçàííûå âåêòîðû íà 90 � .
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5. Ðàññìàòðèâàåìàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ýê-
âèâàëåíòíà ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé: x + y + z= 0, 4x + 2y +
+ z = 0.

9 êëàññ
1. Åñëè f(x 0) = f 0(x 0) = 0, òî x0 �� äâóêðàòíûé êîðåíü

ìíîãî÷ëåíà f(x) .
2. Ïåðâûå öèôðû îñòàâøåãîñÿ ÷èñëà äîëæíû áûòü íàè-

áîëüøèìè âîçìîæíûìè.
3. Ñëîæèòå âñå äàííûå íåðàâåíñòâà.
4. Ïðåäïîëîæèòå ïðîòèâíîå è ïîñìîòðèòå, êàê òîãäà

äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ ïðîâåä¼ííûå îòðåçêè ïî îòíîøå-
íèþ ê âûñîòàì òðåóãîëüíèêà.

5. Åñëè âñå ãðàíè òåòðàýäðà ABCD ðàâíû, òî òðåóãîëü-
íèê ABC äîëæåí áûòü îñòðîóãîëüíûì.

10 êëàññ
1. Âûäåëèòå ïîëíûé êâàäðàò.
3. Ñëîæèòå äàííûå íåðàâåíñòâà.

Âòîðîé òóð
7 êëàññ

1. Ðàññòàâüòå áóêâû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå.
2. Íà êàæäîé óëèöå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ìàøèí îïðå-

äåëåíî îäíîçíà÷íî.
3. Åñëè x1, ..., x7 �� òàêîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñè-

ñòåìû, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë x1, ..., x7 îòëè÷íî îò íó-
ëÿ, òî âûáåðåì x k �� íàèáîëüøåå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
èç ýòèõ ÷èñåë. Òîãäà j akk x k j >

�
�
�
P

i6= k
aik x i

�
�
�.

8 êëàññ
1. Ñóùåñòâóþò äâå ïàðû êëåòîê, ñèììåòðè÷íûõ îòíî-

ñèòåëüíî öåíòðà êâàäðàòà, ñ ðàâíûìè ñóììàìè íàïèñàí-
íûõ ÷èñåë.

2. Ðàññìîòðèòå âåêòîðû, èäóùèå èç òî÷êè O â îñòàëü-
íûå ðàññìàòðèâàåìûå òî÷êè, è çàïèøèòå ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó íèìè.
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3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ k ïðîñòûõ ÷è-
ñåë èìååò 2 k� 1 äåëèòåëåé, ðàçëàãàþùèõñÿ íà ÷¼òíîå ÷èñëî
ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé, è 2 k� 1 äåëèòåëåé, ðàçëàãàþùèõñÿ
íà íå÷¼òíîå ÷èñëî ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé.

5. Åñëè ó ñåìèóãîëüíèêà åñòü äâå îñè ñèììåòðèè, òî îí
ïðàâèëüíûé.

9 êëàññ
1. Ðàññìîòðèòå íà ëó÷å l 1 òàêóþ òî÷êó C, äëÿ êîòîðîé

CA2 k B1B2, è ïðîâåðüòå, ÷òî A1S = A1A2 �
A1B1

A1C
.

2. Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 2 äëÿ 8 êëàññà.
3. Ïóñòü C1 > C2 > ... > C100 > 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî C1 <

< 100. Âîñïîëüçóéòåñü íåðàâåíñòâàìè 100 � C1 > 0, 100 �
� C2 > 0, C2 � C3 > 0 è C1 � C3 > 0.

4. Ðàñïîëîæèòå ÷èñëà ai â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ è âîñ-
ïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêå ÷èñåë ai ÷èñëà bi

ïåðåñòàâëÿþòñÿ òî÷íî òàê æå.
5. Åñëè ïÿò¼ðêè îòðåçêîâ ïðîâåäåíû k ðàç, òî ÷èñëî

ñâîáîäíûõ êîíöîâ ðàâíî 4 k + 1.

10 êëàññ
1. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ïëîñêîñòü ñèììåòðèè òðå-

óãîëüíîé ïèðàìèäû ïðîõîäèò ÷åðåç äâå å¼ âåðøèíû.
4. Ðàññìîòðèòå ñóììó äàííûõ óðàâíåíèé.
5. Ðàçáåéòå ÷èñëà íà êëàññû â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷¼òíî-

ñòüþ ÷èñëà âñòðå÷àþùèõñÿ â íèõ äâîåê.

1955 ãîä (XVIII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7 êëàññ

1. Ïðåäñòàâüòå êàæäîå ÷èñëî òàáëèöû â âèäå 7 a + b, ãäå
0 6 a 6 6 è 1 6 b6 7, è ïðîñóììèðóéòå îòäåëüíî ñëàãàåìûå
7a è ñëàãàåìûå b.
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2. Äîêàæèòå, ÷òî AB = BD = DC = DA .
3. Ðàññìîòðèòå ïîâîðîò íà 120 � ñ öåíòðîì â öåíòðå òðå-

óãîëüíèêà ABC.
4. ×èñëî n2 + n + 1 íå äåëèòñÿ íà 5.
5. Ïðÿìîóãîëüíèê îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü ðàçðåçàí

ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: ðàçðåçû ïðîõîäÿò ïàðàëëåëüíî ñòî-
ðîíàì íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ.

8 êëàññ
1. Ðàçáåðèòå îòäåëüíî ñëó÷àé, êîãäà n äåëèòñÿ íà 4. Â

ñëó÷àå, êîãäà n íå äåëèòñÿ íà 4, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
24k � 1 äåëèòñÿ íà 3.

2. Âñå ïðÿìûå KL çàìåòàþò ïîëîñó, îãðàíè÷åííóþ äâó-
ìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

3. Ëþáîå ÷èñëî îò 1 äî 7 âñòðå÷àåòñÿ â òàáëèöå ðîâíî 7
ðàç, ïðè÷¼ì âíå äèàãîíàëè îíî âñòðå÷àåòñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî
ðàç. ×èñëî 7 íå÷¼òíî, ïîýòîìó êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ
íà äèàãîíàëè íå÷¼òíîå ÷èñëî ðàç.

4. Åñëè âûïóêëàÿ ôèãóðà ñîäåðæèò ïðÿìóþ l è òî÷êó
A, òî îíà ñîäåðæèò è ïîëîñó, çàêëþ÷¼ííóþ ìåæäó ïðÿìîé
l è ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A ïàðàëëåëüíî ïðÿ-
ìîé l .

5. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè âïèñàííîãî óãëà, ñðàâíèòå ñóì-
ìó óãëîâ ïðè âåðøèíàõ A1 è C1 ñ ñóììîé óãëîâ ïðè âåð-
øèíàõ B è D.

9 êëàññ
1. Ïðåäñòàâüòå êàæäîå ÷èñëî òàáëèöû â âèäå ka + b, ãäå

0 6 a 6 k � 1 è 1 6 b6 k, è ïðîñóììèðóéòå îòäåëüíî ñëàãàå-
ìûå ka è ñëàãàåìûå b.

2. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïîçâîëÿåò ñâåñòè ñèòóàöèþ ê
ñëó÷àþ êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé.

3. Ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ îáà ÷èñëà x è y îòëè÷íû îò
íóëÿ, íåò. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçáåðèòå îòäåëüíî ñëó÷àé,
êîãäà ÷èñëà x è y îäíîãî çíàêà, è ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëà x è
y ðàçíûõ çíàêîâ.
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4. Îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà p äëÿ äâóõ èç ÷èñåë a1, a2, ...,
ap ñîâïàäàþò. Ðàññìîòðèòå ðàçíîñòü ýòèõ ÷èñåë.

5. Åñëè îòðåçîê CE ïåðåñåêàåò îòðåçîê AD , òî DA +
+ EC > AC + ED .

10 êëàññ
1. Ëþáîå ÷èñëî îò 1 äî n âñòðå÷àåòñÿ â òàáëèöå ðîâíî n

ðàç, ïðè÷¼ì âíå äèàãîíàëè îíî âñòðå÷àåòñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî
ðàç. ×èñëî n íå÷¼òíî, ïîýòîìó êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ
íà äèàãîíàëè íå÷¼òíîå ÷èñëî ðàç.

3. Ðàññìîòðèòå òî÷êè ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïðÿìîé, ïà-
ðàëëåëüíî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ñæàòèå.

5. Âûáåðèòå òî÷êè A, B, C íà îäíîì ðàññòîÿíèè îò òî÷-
êè O.

Âòîðîé òóð
7 êëàññ

1. Åñëè åñòü íåíóëåâîå ðåøåíèå (x , y, z) , òî x ÷¼òíî,
ïîýòîìó y òîæå ÷¼òíî, ïîýòîìó z òîæå ÷¼òíî.

2. Ïóñòü x ïðèíèìàåò âñå öåëûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî n. Âû-
ÿñíèòå, â êàêèõ ïðåäåëàõ èçìåíÿåòñÿ ïðè ýòîì ax 2 + bx + c
è ñêîëüêî åñòü òî÷íûõ ÷åòâ¼ðòûõ ñòåïåíåé, çàêëþ÷¼ííûõ
â ýòèõ ïðåäåëàõ.

3. Âûðàçèòå óãëû òðåóãîëüíèêà O1O2O3 ÷åðåç óãëû òðå-
óãîëüíèêà ABC.

4. Ïî îëèìïèéñêîé ñèñòåìå âûÿâèì ïîáåäèòåëÿ çà 25 �
� 1 = 24 ïàðòèè. Ïîáåäèòåëü ïðè ýòîì èãðàë íå áîëåå ÷åì ñ
5 øàõìàòèñòàìè, ïðè÷¼ì îí îáÿçàòåëüíî èãðàë ñî âòîðûì
ïî ñèëå. Ïîáåäèòåëÿ ñðåäè 5 øàõìàòèñòîâ ìîæíî âûÿâèòü
çà 4 ïàðòèè.

5. Îêðóæèòå ïðÿìîóãîëüíèê ÷åòûðüìÿ ïðÿìîóãîëüíè-
êàìè ïî ñïèðàëè, çàòåì ïîëó÷åííûé ïðÿìîóãîëüíèê ñíîâà
îêðóæèòå ÷åòûðüìÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè è ò. ä. Òàê ìîæíî
ïîëó÷èòü ïðÿìîóãîëüíèê, ðàçðåçàííûé íà 17 ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ. 18-é ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî ê íåìó ïðèëîæèòü.
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8 êëàññ
1. Åñëè f(x) =

p
ax 2 + bx + c, òî ðàçíîñòü f(x + 1) � f(x)

ïîñòîÿííà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x.
2. Ïóñòü O1 è O2 �� öåíòðû ïåðâûõ äâóõ îêðóæíîñòåé,

R �� òî÷êà èõ êàñàíèÿ, P �� ñåðåäèíà äóãè, îòñåêàåìîé âíåø-
íåé êàñàòåëüíîé íà òðåòüåé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî
PO2

1 � PO2
2 = RO2

1 � RO2
2.

3. Äëÿ n-óãîëüíèêà ñðåäíÿÿ ñóììà íîìåðîâ ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêîâ ðàâíà 3(n + 1)

2
. Ïðè n = 10 ýòî ÷èñëî íå öåëîå.

4. Ïîëîæèòå a = b= 1, c= 2.
5. Åñëè 0 < a <

N � 1
N

, òî ñðåäè ÷èñåë [a] , [2a] , ..., [Na]
åñòü ñîâïàäàþùèå.

9 êëàññ
1. Âûðàçèòå âåêòîðû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà A2B2C2 ÷å-

ðåç âåêòîðû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC.
2. Ðàñïîëîæèòå íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè îòðåçêè òàê,

÷òîáû ïðîìåæóòêè ìåæäó íèìè èìåëè äëèíó 1 / 2, 1 / 4,
1/ 8, ...; íà îòðèöàòåëüíîé îñè îòðåçêè ðàñïîëîæèòå ñèì-
ìåòðè÷íî.

3. Ïîäåëèòå äàííîå óðàâíåíèå íà xn è ïåðåíåñèòå âñå
÷ëåíû, êðîìå ïåðâîãî, â ïðàâóþ ÷àñòü.

5. Ïðîñëåäèòå, ñ êåì èãðàë ïåðâûé ÷åëîâåê; ðàñïðåäå-
ëåíèå èãðàþùèõ åäèíñòâåííî (ñ òî÷íîñòüþ äî èõ íóìåðà-
öèè).

10 êëàññ
1. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) = g(x)

�
x �

p
q

�
, ïðè÷¼ì ìíîãî÷ëåí

qn� 1g(x) èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû.
3. ×òîáû âûÿñíèòü, êàê óñòðîåíà òåíü îò êîíóñà, ðàñ-

ñìîòðèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà
ñ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó êîíóñà è èñòî÷íèê
ñâåòà.

4. Îáùàÿ òî÷êà äëÿ âñåõ ïàð äîëæíà áûòü îäíîé è òîé
æå.
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5. Òî÷êè A2, B2, C2 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñòî-
ðîí òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ñ ïðÿìûìè A0A1, B0B1, C0C1.

1956 ãîä (XIX îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7 êëàññ

1. Ðàññìîòðèòå äâà ñëó÷àÿ: 1) òî÷êè ðàñïîëîæåíû â
âåðøèíàõ âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà; 2) îäíà èç òî÷åê
ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òð¼õ äðóãèõ
òî÷êàõ.

2. Èñêîìîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 9.
3. Êàæäîé òî÷êå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïàðà

çâåíüåâ.
4. Âû÷èñëèòå íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 5 l + 6

è 8l + 7.
5. Òî÷êè, óäàë¼ííûå îò äàííîé òî÷êè A íà ðàññòîÿíèÿ

1 è 2, ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íå¼. Ðàñïîëîæå-
íèå òî÷åê, óäàë¼ííûõ îò íèõ íà ðàññòîÿíèÿ 1 è 2, îïðåäå-
ëåíî îäíîçíà÷íî è ò. ä.

8 êëàññ
1. Ïðîâåäèòå ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà DE îòðåçêè, ðàâ-

íûå è ïàðàëëåëüíûå îòðåçêàì DA è EC.

2. Ïóñòü a =
n

100
+ a 1, ãäå n �� öåëîå ÷èñëî è 0 6 a 1 <

1
100

.

Íàñ èíòåðåñóåò îêðóãë¼ííîå ñ íåäîñòàòêîì çíà÷åíèå äðîáè
n

n + 100 a 1
. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà äðîáü ëèáî ðàâíà 0 (ïðè n = 0),

ëèáî çàêëþ÷åíà ìåæäó 1 / 2 è 1.
3. Òî÷êè, óäàë¼ííûå îò äàííîé òî÷êè A íà ðàññòîÿíèÿ

1 è 2, ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íå¼. Ðàñïîëîæå-
íèå òî÷åê, óäàë¼ííûõ îò íèõ íà ðàññòîÿíèÿ 1 è 2, îïðåäå-
ëåíî îäíîçíà÷íî è ò. ä.

4. Èç ðàâåíñòâ al + b= km è cl + d = kn ñëåäóåò ðàâåíñòâî
ad � bc= k(na � mc) .



i

i

i

i

i

i

i

i

Óêàçàíèÿ 117

5. ×èñëî, ðàâíîå ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ÷åòûð¼õ
÷èñåë, íå ìîæåò áûòü áîëüøå âñåõ ýòèõ ÷èñåë.

9 êëàññ
1. Ðàññìàòðèâàåìûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå ìàññ

÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD .

2. Ïóñòü a =
n

1000
+ a 1, ãäå n �� öåëîå ÷èñëî è 0 6 a 1 <

1
1000

.

Íàñ èíòåðåñóåò îêðóãë¼ííîå ñ íåäîñòàòêîì çíà÷åíèå äðî-

áè
n

n + 1000 a 1
. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà äðîáü ëèáî ðàâíà 0 (ïðè

n = 0), ëèáî çàêëþ÷åíà ìåæäó 1 / 2 è 1.
4. Âîñïîëüçóéòåñü ìåòîäîì ÃÌÒ.

10 êëàññ
1. Ðàññìîòðèòå âïèñàííóþ è îïèñàííóþ îêðóæíîñòè

êâàäðàòà; ðàññìîòðèòå òàêæå òðåóãîëüíèêè, äëÿ êîòîðûõ
ýòè îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ âïèñàííûìè è ñòîðîíû êîòî-
ðûõ ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì äàííîãî òðåóãîëüíèêà.

2. Ïóñòü a = n
10000

+ a 1, ãäå n �� öåëîå ÷èñëî è 0 6 a 1 <

<
1

10000
. Íàñ èíòåðåñóåò îêðóãë¼ííîå ñ íåäîñòàòêîì çíà÷å-

íèå äðîáè
n

n + 10000 a 1
. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà äðîáü ëèáî ðàâíà

0 (ïðè n = 0), ëèáî çàêëþ÷åíà ìåæäó 1 / 2 è 1.
4. Ðàññìîòðèòå ïðîåêöèþ íà ïðÿìóþ, îðòîãîíàëüíóþ

ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ.
5. Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x1 =

= x2 + j a j è x3 = x4 + j bj. Òîãäà 1 = x1 + x2 + x3 + x4 = 2x2 +
+ 2x4 + j a j + j bj > j a j + j bj.

Âòîðîé òóð
7 êëàññ

1. Ó òðåóãîëüíèêîâ ABC è A1B1C1 ñîîòâåòñòâåííûå ñòî-
ðîíû ðàâíû è ïàðàëëåëüíû.

2. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå äëÿ x = B1A2.
3. Ñóììà êàæäîãî ïîä÷¼ðêíóòîãî îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà

è ñòîÿùåãî çà íèì ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ïîëîæèòåëüíà.
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4. Âîçüìèòå ñòðîêó, ñèììåòðè÷íóþ äàííîìó ñòîëáöó
îò-íîñèòåëüíî âûäåëåííîé äèàãîíàëè, è âû÷èñëèòå ñóììó
âñåõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè è ñòîëáöà.

5. Åñëè n æóðíàëîâ ïîêðûâàþò ïëîùàäü S, òî ìîæíî
óáðàòü îäèí æóðíàë òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ æóðíàëû ïî-
êðûâàëè ïëîùàäü íå ìåíåå (n � 1)S/n .

8 êëàññ
1. Çàãðóçèì ïîëíîñòüþ 8 ìàøèí. Âûçûâàþùèå ïåðå-

ãðóç ÿùèêè ìîæíî óâåçòè íà äâóõ ìàøèíàõ, à âñå îñòàëü-
íûå �� íà îäíîé.

2. Äëÿ êàæäîé ñòðîêè ðàññìîòðèòå äâà ñòîëáöà, ñèì-
ìåòðè÷íûõ ýòîé ñòðîêå îòíîñèòåëüíî äâóõ äèàãîíàëåé, è
äðóãóþ ñòðîêó, ñèììåòðè÷íóþ ýòèì ñòîëáöàì.

3. Ïðîåêöèè òî÷êè X íà âñå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
òî÷êó O, ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì OX .

4. Âûäåëèòå ñíà÷àëà òðîéêè ÷èñåë, â êîòîðûõ ïåðâûå
äâà ÷èñëà �� ïîä÷¼ðêíóòûå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà; ñðåäè
îñòàâøèõñÿ ÷èñåë âûäåëèòå ïàðû, â êîòîðûõ ïåðâîå ÷èñ-
ëî �� ïîä÷¼ðêíóòîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

5. Åñëè ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè ëþáûõ äâóõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ ìåíüøå 1 / 9, òî äâà ïðÿìîóãîëüíèêà çàíèìàþò ïëî-
ùàäü áîëüøå 1 + 8/ 9, òðè ïðÿìîóãîëüíèêà çàíèìàþò ïëî-
ùàäü áîëüøå 1 + 8/ 9 + 7/ 9 è ò. ä.

9 êëàññ
2. Ðàçðåæüòå äàííûé êóá íà 13 3 êóáèêîâ ñ ðåáðîì 1.

Âíóòðè îäíîãî èç ýòèõ êóáèêîâ íåò âûáðàííûõ òî÷åê.
3. ×èñëà x, y, z íåîòðèöàòåëüíû, ñðåäè íèõ åñòü ïî

êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü, è ïî êðàéíåé ìåðå äâà èç ýòèõ
÷èñåë ðàâíû.

4. Âûðàçèòå îòíîøåíèå äëèí îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ
êîíöû äèàãîíàëè ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëè è ïðÿ-
ìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè êàñàíèÿ, ÷åðåç îòíîøåíèÿ äëèí
îòðåçêîâ, íà êîòîðûå äåëÿò ñòîðîíû ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ýòè
äâå òî÷êè êàñàíèÿ.
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5. Âûáåðåì ïðÿìîóãîëüíèê òàê, ÷òîáû åãî ñòîðîíû áû-
ëè ïàðàëëåëüíû ëèíèÿì êëåò÷àòîé áóìàãè è âåðøèíû
òðåóãîëüíèêà ABC ëåæàëè íà åãî ñòîðîíàõ. Îäíà èç òî÷åê
A, B, C ëåæèò íà ñòîðîíå ïðÿìîóãîëüíèêà (íå â âåðøèíå).
Ñäâèíóâøèñü èç ýòîé âåðøèíû âíóòðü ïðÿìîóãîëüíèêà íà
åäèíè÷íûé âåêòîð, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ òî÷êó.

10 êëàññ
1. Âûäåëèòå ñíà÷àëà íàáîðû ÷èñåë íàèáîëüøåé äëèíû

m, â êîòîðûõ ïåðâûå m � 1 ÷èñåë �� ïîä÷¼ðêíóòûå îòðèöà-
òåëüíûå ÷èñëà; ñðåäè îñòàâøèõñÿ ÷èñåë âûäåëèòå íàáîðû
äëèíû m � 1, â êîòîðûõ ïåðâûå m � 2 ÷èñåë �� ïîä÷¼ðêíó-
òûå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, è ò. ä.

2. Åñëè ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè ëþáûõ äâóõ ìíîãîóãîëü-
íèêîâ ìåíüøå 1 / 9, òî äâà ìíîãîóãîëüíèêà çàíèìàþò ïëî-
ùàäü áîëüøå 1 + 8/ 9, òðè ìíîãîóãîëüíèêà çàíèìàþò ïëî-
ùàäü áîëüøå 1 + 8/ 9 + 7/ 9 è ò. ä.

4. Ðàçâ¼ðòêà äàííîé ïèðàìèäû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðå-
óãîëüíèê, â êîòîðîì ïðîâåäåíû ñðåäíèå ëèíèè.

5. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äëÿ x k = A k+ 1Bk .

1957 ãîä (XX îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7 êëàññ

1. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå, ñòîðîíîé êîòîðîãî
ñëóæèò áîëüøåå îñíîâàíèå, äèàãîíàëü ÿâëÿåòñÿ áîêîâîé
ñòîðîíîé, à â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå, ñòîðîíîé êî-
òîðîãî ñëóæèò ìåíüøåå îñíîâàíèå, äèàãîíàëü ÿâëÿåòñÿ îñ-
íîâàíèåì.

2. Ïîëîæèòå x = 0, x = � 1 è x = 2.
3. Â êàæäîì èç ÷åòûð¼õ íàïðàâëåíèé (âïåð¼ä, íàçàä,

íàïðàâî, íàëåâî) óëèòêà äîëæíà ïðîïîëçòè îäíî è òî æå
ðàññòîÿíèå.
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4. Ðàññìîòðèòå ñóììó ÷èñåë â íåêîòîðîé ñòðîêå, ïðåä-
ñòàâèâ êàæäîå ÷èñëî â ýòîé ñòðîêå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ñóììû ÷èñåë ñòîëáöà íà ñóììó ÷èñåë ñòðîêè.

5. Åñëè â çàïèñè îäíîãî ÷èñëà âñòðå÷àþòñÿ äâå ðàçíûå
öèôðû, òî èõ ñóììà äîëæíà áûòü ðàâíà 9.

8 êëàññ
1. Åñëè ABCD �� ïðÿìîóãîëüíèê, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè O

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî OB2 � OA2 = OC2 � OD2.
3. Ïóñòü d �� íàèáîëüøàÿ äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàììà

ñî ñòîðîíàìè a è b. Òîãäà d2 > a2 + b2 > 2ab> 2S, ãäå S ��
ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà.

4. Ðàññìîòðèòå ñóììó ÷èñåë â íåêîòîðîé ñòðîêå, ïðåä-
ñòàâèâ êàæäîå ÷èñëî â ýòîé ñòðîêå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ñóììû ÷èñåë ñòîëáöà íà ñóììó ÷èñåë ñòðîêè.

5. Ïîëîæèòå x = 0, x = � 1 è x = � 2.

9 êëàññ
2. Äîêàæèòå, ÷òî � 1 6 x < 2.
3. Ïóñòü M 00 è N 00�� ñåðåäèíû ñòîðîí AB è CD. Òîãäà

âåêòîðû ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ MM 0M 00è NN 0N 00ðàâíû ïî
âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû.

4. Åñëè åñòü ëþáàÿ ñóììà äåíåã ðàçíûìè ìîíåòàìè, äå-
ëÿùàÿñÿ íà 5, òî, ìåíÿÿ ìîíåòû äîñòîèíñòâîì 1, 2 è 3
êîï. íà ìîíåòû äîñòîèíñòâîì â 5, 10 è 15 êîï., âñåãäà
ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ìîíåò 1, 2 è 3 êîï. íå îñòàëîñü.

5. Ðàññìîòðèòå ÷àñòü ìíîãîóãîëüíèêà, êîòîðàÿ îñòà¼ò-
ñÿ ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ íàèáîëüøåé ñòîðîíû a, è âûáåðè-
òå òî÷êó, êîòîðàÿ äåëèò ïîïîëàì ïåðèìåòð ýòîé ÷àñòè.

10 êëàññ
1. ×èñëî 20 n � 3n äåëèòñÿ íà 17, à ÷èñëî 16 n � 3n äåëèò-

ñÿ íà 19.
2. Èç òîãî, ÷òî êàæäûå òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ çâåíà ïî-

ïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî çâåíüåâ äå-
ëèòñÿ íà 3, à èç òîãî, ÷òî ëîìàíàÿ çàìêíóòà, ñëåäóåò, ÷òî
÷èñëî çâåíüåâ ÷¼òíî.
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4. Åñëè åñòü ëþáàÿ ñóììà äåíåã ðàçíûìè ìîíåòàìè,
äåëÿùàÿñÿ íà 5, òî, ìåíÿÿ ìîíåòû äîñòîèíñòâîì 1, 2 è
3 êîï. íà ìîíåòû äîñòîèíñòâîì â 5, 10 è 15 êîï., âñåãäà
ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ìîíåò 1, 2 è 3 êîï. íå îñòàëîñü.

5. Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 5 äëÿ 9 êëàññà.

Âòîðîé òóð
7 êëàññ

1. Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ îñÿìè OA è OB. Äîêà-
æèòå, ÷òî äëÿ òî÷êè M â ïåðâîì êâàäðàíòå êîîðäèíàòû
âñåõ âåêòîðîâ çâåíüåâ äàííîé ëîìàíîé ïîëîæèòåëüíû.

2. Çàíóìåðóéòå êîíòàêòû ëàìïû ïî ïîðÿäêó, à îòâåð-
ñòèÿ øòåïñåëÿ �� â ïðîòèâîïîëîæíîì ïîðÿäêå.

3. Ðàññìîòðèòå ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, îñíîâà-
íèå êîòîðîãî �� íàèìåíüøèé èç îòðåçêîâ a è b, à áîêîâàÿ
ñòîðîíà �� íàèáîëüøèé.

4. Íà êàæäîì øàãå óãëû òðåóãîëüíèêà çàìåíÿþòñÿ íà
ïîëóñóììû ïàð óãëîâ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîýòîìó
íàèáîëüøèé óãîë íå óâåëè÷èâàåòñÿ.

5. Ñóììà ak+ 1 + ak+ 2 + ... + ak+ 8 âîñüìè èäóùèõ ïîäðÿä
÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàêëþ÷åíà ñòðîãî ìåæäó ak+ 9

è ak+ 10.

8 êëàññ
1. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè a > b. Ôèêñèðóåì ñòîðî-

íó BC; òîãäà òî÷êà A äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè. Ïóñòü
BA 1 �� êàñàòåëüíàÿ ê ýòîé îêðóæíîñòè. Ðàññìîòðèòå îò-
äåëüíî ñëó÷àé, êîãäà BA 1 > CA1 è êîãäà BA 1 < CA1.

2. Çàïèñàâ ïîñëå íåêîòîðîé öèôðû ÷èñëà èç ïåðâîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íóëü, ìû ïîëó÷àåì ÷èñëî èç âòîðîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè.

3. Çàìåíèòå ðàññìàòðèâàåìûå îòíîøåíèÿ íà îòíîøå-
íèÿ ðàññòîÿíèé îò òî÷åê O è G äî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.
Çàòåì äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò ëþáîé òî÷êè
âíóòðè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà äî åãî ñòîðîí ïîñòîÿí-
íà, äâóìÿ ñïîñîáàìè âûðàçèâ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.
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4. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë x1, x2, x3 íå ðàâíî íóëþ,
òî èç äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî

�
1 �

1
x1

� 2
+

�
1 �

1
x2

� 2
+

�
1 �

1
x3

� 2
= 0.

5. Íà êàæäîì øàãå óãëû òðåóãîëüíèêà çàìåíÿþòñÿ íà
ïîëóñóììû ïàð óãëîâ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîýòîìó
ðàçíîñòü ìåæäó íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì óãëîì íà êàæ-
äîì øàãå óìåíüøàåòñÿ âäâîå.

9 êëàññ
1. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ïðÿìîóãîëü-

íèê ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü îäíîé èç ñâîèõ ñòîðîí.
2. Ïóñòü a 1 è a 2 �� êîðíè óðàâíåíèÿ f(x) = x, ãäå f(x) =

= 1� x2. Äîêàæèòå, ÷òî íè íà îäíîì èç èíòåðâàëîâ ( �1 , a 1) ,
( a 1, 0) , (0, a 2) , ( a 2, 1) , (1, + 1 ) óðàâíåíèå f (n) (x) = x íå èìå-
åò ðåøåíèé.

3. Ïóñòü ïðîòèâ ÷èñëà i ñòîèò ÷èñëî s (i) . Âû÷èñëèòå

äâóìÿ ñïîñîáàìè ñóììó
20P

i= 1
(i � s (i)) ( mod 20) .

4. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî åñëè b> a + 2, òî

a! b! > (a + 1) !(b � 1) !.

5. Âûðàçèòå äëèíó êàñàòåëüíîé ÷åðåç ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè áîëüøåé îêðóæíîñòè äî òî÷êè êàñàíèÿ áîëüøåé
îêðóæíîñòè è ìåíüøåé (è ðàäèóñû îêðóæíîñòåé).

10 êëàññ
1. Åñëè òðè âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà ñ çàäàííûìè íà-

ïðàâëåíèÿìè ñòîðîí ïåðåìåùàþòñÿ ïî òð¼ì ñòîðîíàì ÷å-
òûð¼õóãîëüíèêà ABCD , òî ÷åòâ¼ðòàÿ âåðøèíà ïåðåìåùà-
åòñÿ ïî íåêîòîðîìó îòðåçêó.

2. Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 2 äëÿ 9 êëàññà.
3. Çàìåíèòå ðàññìàòðèâàåìûå îòíîøåíèÿ íà îòíîøå-

íèÿ ðàññòîÿíèé îò òî÷åê O è G äî ãðàíåé òåòðàýäðà. Çàòåì
äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò ëþáîé òî÷êè âíóò-
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ðè ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà äî åãî ãðàíåé ïîñòîÿííà, äâóìÿ
ñïîñîáàìè âûðàçèâ îáú¼ì òåòðàýäðà.

4. Çàïèñàâ ïîñëå íåêîòîðîé öèôðû ÷èñëà èç ïåðâîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íóëü, ìû ïîëó÷àåì ÷èñëî èç âòîðîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè.

5. Îòíåñ¼ì ê îäíîé ãðóïïå ñàìîå áîëüøîå ÷èñëî, à ê
äðóãîé �� ñëåäóþùåå çà íèì ïî âåëè÷èíå. Ïîñëå ýòîãî áó-
äåì îòíîñèòü ê äâóì ãðóïïàì ÷èñëà â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ,
äîáàâëÿÿ ÷èñëî â òó ãðóïïó, â êîòîðîé ñóììà ÷èñåë ìåíüøå.



i

i

i

i

i

i

i

i



i

i

i

i

i

i

i

i

Ðåøåíèÿ



i

i

i

i

i

i

i

i



i

i

i

i

i

i

i

i

1935 ãîä (I îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
1-é âàðèàíò

1. Ïóñòü x è y �� èñêîìûå ÷èñëà. Ïî óñëîâèþ
x + y

2
:
p

xy =

= 25 : 24, ò. å.
q x

y
+

q
y
x

= 25
12

. Ïîëîæèì q=
p

x/y . Òîãäà q+

+
1
q

=
25
12

, ò. å. q2 �
25
12

q+ 1 = 0. Ðåøàÿ ýòî êâàäðàòíîå óðàâ-

íåíèå, íàõîäèì q1 = 4/ 3 è q2 = 3/ 4. Òàêèì îáðàçîì, x : y =
= 16 : 9 èëè 9 : 16.

2. Ïóñòü ABC �� èñêîìûé òðåóãîëüíèê, CD �� åãî áèñ-
ñåêòðèñà. Âîçüì¼ì íà ïðÿìîé AC òî÷êó E òàê, ÷òî BE kCD

A D B

E

C

b a

a

Ðèñ. 10

(ðèñ. 10). Òîãäà óãëû ïðè ñòî-
ðîíå BE òðåóãîëüíèêà BCE ðàâ-
íû, ïîýòîìó EC = CB = a. Êðîìå
òîãî, EB : CD = EA : CA, ïîýòîìó

EB = m(a + b)
b

.

Â òðåóãîëüíèêå BCE ìû çíàåì
äëèíû âñåõ ñòîðîí, ïîýòîìó ìî-
æåì åãî ïîñòðîèòü. Òåïåðü äëÿ
ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíèêà ABC äîñòàòî÷íî îòëîæèòü îòðå-
çîê b íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû EC çà òî÷êó C.

Çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, åñëè m(a + b)
b

< 2a.

3. Ïóñòü ABC �� îñíîâàíèå äàííîé ïèðàìèäû, ïðè÷¼ì
A �� âåðøèíà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC, ò. å.
\ BAC = a ; S �� âåðøèíà ïèðàìèäû. Áîêîâûå ð¼áðà íàêëî-
íåíû ïîä ðàâíûìè óãëàìè, ïîýòîìó îíè ðàâíû. Èç ðàâåí-
ñòâà òðåóãîëüíèêîâ ASB è ASC ñëåäóåò, ÷òî îñíîâàíèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷åê B è C íà ïðÿìóþ
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AS, ñîâïàäàþò. Ïóñòü D �� îñíîâàíèå ýòèõ äâóõ ïåðïåíäè-
êóëÿðîâ, E �� ñåðåäèíà îòðåçêà BC. Òîãäà óãîë j = \ CDB
èñêîìûé. ßñíî, ÷òî DE = AE sin f (\ ADE = 90 � , ïîñêîëü-
êó ïðÿìàÿ AD ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè BDC) è EC =

= AE tg a

2
. Ïîýòîìó tg j

2
= EC

DE
= tg ( a / 2)

sin f

.

2-é âàðèàíò
1. Ïóñòü äëèíà ïîåçäà ðàâíà l ì. ×òîáû ïðîåõàòü ÷åðåç

ìîñò, ïåðåäíèé âàãîí äîëæåí âúåõàòü íà ìîñò, ïðîåõàòü ïî
íåìó a ì, à ïîòîì ïðîåõàòü åù¼ l ì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåä-
íèé âàãîí ïîêèíóë ìîñò. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé l = t 1v, l + a = t 2v. Ðåøàÿ å¼, íàõîäèì l =

t 1a
t 2 � t 1

ì
è v =

a
t 2 � t 1

ì/ñ.

2. Ïóñòü a, b, c �� äàííûå ïðÿìûå, ïðè÷¼ì ïðÿìàÿ b ëå-
æèò ìåæäó a è c. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíû A, B, C
êâàäðàòà ABCD ëåæàò íà ïðÿìûõ a, b, c ñîîòâåòñòâåííî.

Ïåðâûé ñïîñîá . Âîçüì¼ì íà ïðÿìîé b ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó B è îïóñòèì èç íå¼ ïåðïåíäèêóëÿð BA 1 íà ïðÿ-
ìóþ a è ïåðïåíäèêóëÿð BC1 íà ïðÿìóþ c. Ïðÿìîóãîëüíûå

C1 C

D

B

A1 A a

b

c

Ðèñ. 11

ðàâíûå óãëû (ðèñ. 11), ïîýòîìó
îíè ðàâíû. Èç ýòîãî âûòåêàåò
ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå. Íà ïðÿ-
ìîé a ñòðîèì îòðåçîê A1A, ðàâ-
íûé îòðåçêó BC1. Ìû ïîñòðîèëè
âåðøèíó A. Âåðøèíà C ñòðîèòñÿ
àíàëîãè÷íî (òàê, ÷òîáû òî÷êè A
è C ëåæàëè ïî îäíó ñòîðîíó îò
ïðÿìîé A1C1).

Âòîðîé ñïîñîá . Èç òîãî, ÷òî \ ABC = 90 � è AB = BC, âû-
òåêàåò ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå. Âîçüì¼ì íà ïðÿìîé b ïðî-
èçâîëüíóþ òî÷êó B è ïîâåðí¼ì ïðÿìóþ a îòíîñèòåëüíî
òî÷êè B íà 90 � (â îäíó èëè â äðóãóþ ñòîðîíó). Òî÷êà C ��
ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé c è îáðàçà ïðÿìîé a ïðè
óêàçàííîì ïîâîðîòå.



i

i

i

i

i

i

i

i

Ðåøåíèÿ. 1935 ãîä 129

3. Ïóñòü äëèíà áîêîâîãî ðåáðà ðàâíà b, à âûñîòà ïèðà-
ìèäû ðàâíà h. Èñêîìûé îáú¼ì V ðàâåí a2h/ 3. Ïóñòü ïëîñ-
êèå óãëû ïðè âåðøèíå è óãëû íàêëîíà áîêîâûõ ð¼áåð ê
ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ðàâíû a . Òîãäà b sin a = h, b cos a =

=
p

2
2

a è b sin
a

2
=

a
2

. Ïîýòîìó èç 1-ãî è 3-ãî óðàâíåíèé
ïîëó÷àåì

h = b sin a =
a sin a

2 sin ( a / 2)
= a cos

a

2
,

à çíà÷èò, V =
1
3

a3 cos
a

2
. Êðîìå òîãî, èç 2-ãî è 3-ãî óðàâíå-

íèé ïîëó÷àåì sin
a

2
=

1
p

2
cos a . Ïóñòü cos

a

2
= x. Òîãäà

1
p

2
< x < 1, (1)

òàê êàê a < 90 � , è
p

1 � x2 =
1

p
2

(2x2 � 1) . (2)

Ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé â êâàäðàò íîâûõ êîðíåé
íå ïîÿâèòñÿ, òàê êàê 2 x2 � 1 > 0 ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (1).
Ïîýòîìó óðàâíåíèå (2) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó 4 x4 �
� 2x2 � 1 = 0. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì óðàâíå-

íèåì îòíîñèòåëüíî x2. Ðåøàÿ åãî, ïîëó÷àåì x2 = 1 �
p

5
4

. Íè
÷èñëî x2, íè ÷èñëî x íå ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè, ïî-
ýòîìó x =

1
2

p
1 +

p
5.

3-é âàðèàíò
1. Ïóñòü a, a + d, a + 2d, a + 3d �� èñêîìàÿ àðèôìåòè÷å-

ñêàÿ ïðîãðåññèÿ; b, bq, bq2, bq3 �� èñêîìàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ. Ïî óñëîâèþ

a + b = 27,
a + d + bq = 27,

a + 2d + bq2 = 39,
a + 3d + bq3 = 87.
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Âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, èç òðåòüåãî âòîðîå,
èç ÷åòâ¼ðòîãî òðåòüå:

d + b(q � 1) = 0,
d + bq(q � 1) = 12,

d + bq2(q � 1) = 48.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì b(q � 1) = � d; ïîäñòàâèì
ýòî âûðàæåíèå äëÿ b(q � 1) âî âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ:

d � dq = 12,
d � dq2 = 48.

Ïîäåëèâ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íà ïðåäïîñëåäíåå, ïîëó÷èì
1 + q= 4, ò. å. q= 3. Ñëåäîâàòåëüíî, d = 12

1 � q
= � 6, b= d

1 � q
=

= 3 è a = 27 � b= 24. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûå ïðîãðåñ-
ñèè �� ýòî 24, 18, 12, 6; 3, 9, 27, 81.

2. Ïóñòü a � d, a, a + d �� ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, h �� âû-
ñîòà, îïóùåííàÿ íà ñòîðîíó a. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ñ
îäíîé ñòîðîíû, ðàâíà

ah
2

, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ ïîëîâèíû ïåðèìåòðà íà ðàäèóñ âïèñàííî-
ãî êðóãà:

(a � d) + a + (a + d)
2

r . Ïðèðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ,

ïîëó÷àåì
ah
2

=
3ar
2

, ò. å. r =
1
3

h.

3. Ïóñòü R �� ðàäèóñ îêðóæíîñòè áîëüøåãî îñíîâàíèÿ,
r �� ðàäèóñ îêðóæíîñòè ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ. Ïåðèìåòð

f

h = R

R

r =
3

4
R

Ðèñ. 12

ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà, îïè-
ñàííîãî îêîëî ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ,
ðàâåí

12r
p

3
. Ïåðèìåòð ïðàâèëüíîãî

òðåóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â áîëüøåå
îñíîâàíèå, ðàâåí 3 R

p
3. Ïî óñëîâèþ

12r
p

3
= 3R

p
3, ò. å. r =

3
4

R. Åñëè f ��

èñêîìûé óãîë íàêëîíà, òî tg f =

=
R

R � r
= 4 (ðèñ. 12).
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4-é âàðèàíò
1. Çàïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

8
><

>:

x2 + y2 = 2z2 + 2a2,
x + y = 4(a 2 + 1) � 2z,
� xy = a2 � z2.

Âòîðîå óðàâíåíèå âîçâåä¼ì â êâàäðàò, ïðèáàâèì ê íåìó
òðåòüå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà 2, è âû÷òåì ïåðâîå óðàâ-
íåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

0 = 16(a 2 + 1) 2 � 16(a 2 + 1)z ,

ò. å. z = a2 + 1 (çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî a âåùåñòâåí-
íîå, ïîýòîìó a2 + 1 6= 0 è íà a2 + 1 ìîæíî ïîäåëèòü). Òåïåðü
âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ òàê:

�
x + y = 2(a 2 + 1) ,

xy = a4 + a2 + 1.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ; ðåøàÿ åãî, íàõîäèì

x = a2 � a + 1, y = a2 � a + 1.

2. Ðàäèóñû R1, R2 è R îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ïîäîá-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ ADG, DBF è ABC ïðîïîðöèîíàëüíû
ñîîòâåòñòâåííûì ñòîðîíàì:

R1

AD
=

R2

DB
=

R
AB

,

ïîýòîìó
R1 + R2

AD + DB
=

R
AB

, à çíà÷èò, R1 + R2 = R. Óìíîæàÿ ýòî

ðàâåíñòâî íà 2 p , ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

3. Ïóñòü l �� äëèíà îáðàçóþùåé êîíóñà. Äëèíà îêðóæíî-
ñòè îñíîâàíèÿ ðàâíà äëèíå äóãè ðàçâ¼ðòêè, ïîýòîìó ðàäè-
óñ îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ ðàâåí l/ 3. Ïóñòü óãëû òðåóãîëü-
íèêà, ëåæàùåãî â îñíîâàíèè ïèðàìèäû, ðàâíû a � 15 � , a è
a + 15 � . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñóììà óãëîâ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà
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ðàâíà 180 � , ïîëó÷àåì, ÷òî a = 60 � . Ïîýòîìó îñíîâàíèå ïè-
ðàìèäû �� òðåóãîëüíèê ABC ñ óãëàìè 45 � , 60 � , 75 � . Ïóñòü
BC �� ìåíüøàÿ ñòîðîíà, O �� öåíòð îïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òîãäà \ BOC= 2 �45 � = 90 � , ïîýòîìó
BOC �� ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êà-
òåòàìè l/ 3. Çíà÷èò, BC = l

p
2/ 3. Ïóñòü D �� ñåðåäèíà îòðåç-

êà BC, S �� âåðøèíà êîíóñà. Òîãäà OD = DB =
l

3
p

2
è SD =

=
p

SB2 � DB 2 =
q

l 2 �
l2

18
=

l
p

17

3
p

2
. Åñëè f �� èñêîìûé óãîë, òî

cos f =
OD
SD

=
1

p
17

.

Âòîðîé òóð
Ñåðèÿ A

1. Ïóñòü ABC �� èñõîäíûé òðåóãîëüíèê, ïðè÷¼ì A ��
âåðøèíà òðåóãîëüíèêà ABC, èç êîòîðîé ïðîâåäåíû ìå-
äèàíà, áèññåêòðèñà è âûñîòà. Ïî òî÷êàì M , N è P ìîæíî

B C

A

O

NP

M

Ðèñ. 13

ïîñòðîèòü îïèñàííóþ îêðóæíîñòü.
Ïóñòü O �� å¼ öåíòð. Ïðÿìàÿ ON
ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé AM , ïîñêîëü-
êó îáå îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòî-
ðîíå BC (ðèñ. 13). Èç ýòîãî âûòå-
êàåò ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå. ×åðåç
òî÷êó M ïðîâîäèì ïðÿìóþ, ïà-
ðàëëåëüíóþ ïðÿìîé ON. Âåðøèíà
A �� ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïîñòðî-
åííîé ïðÿìîé ñ îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòüþ. ×òîáû ïîñòðîèòü îñòàëü-
íûå âåðøèíû, íàéä¼ì òî÷êó ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AP è ON; èç ýòîé

òî÷êè âîññòàâèì ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé ON. Îí ïåðåñå-
êàåò îêðóæíîñòü â èñêîìûõ òî÷êàõ.

2. Ìíîæåñòâî òî÷åê, èç êîòîðûõ äèàãîíàëü AC1 êóáà
ABCDA 1B1C1D1 âèäíà ïîä óãëîì 90 � , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îïèñàííóþ âîêðóã êóáà ñôåðó (êîíöû äèàãîíàëè èñêëþ÷å-
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íû). Äåéñòâèòåëüíî, äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî èç âåðøèíû
B äèàãîíàëü AC1 âèäíà ïîä óãëîì 90 � . Ïðÿìàÿ AB ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ãðàíè BCC1B1, ïîýòîìó AB ? BC1 (ðèñ. 14),

A
B

C
D

A1
B1

C1

D1

Ðèñ. 14

ò. å. \ ABC 1 = 90 � . Äëÿ îñòàëüíûõ
âåðøèí äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷-
íî.

Ïåðåñå÷åíèå ýòîãî ìíîæåñòâà ñ
ïîâåðõíîñòüþ êóáà ñîñòîèò èç øå-
ñòè òî÷åê �� âåðøèí êóáà, îòëè÷-
íûõ îò êîíöîâ äàííîé äèàãîíàëè.
Âñå îñòàëüíûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè
êóáà ëåæàò ñòðîãî âíóòðè îïèñàí-
íîé ñôåðû, ïîýòîìó èç íèõ äèàãî-
íàëü âèäíà ïîä òóïûì óãëîì.

3. Ïî óñëîâèþ êàæäàÿ ïàðà ïðÿìûõ AB è A1B1, BC è
B1C1, AC è A1C1 ëåæèò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïîýòîìó ìû
ìîæåì ðàññìîòðåòü ïëîñêîñòè ABA 1B1, BCB1C1 è ACA 1C1.
Ïåðåñå÷åíèåì ïåðâûõ äâóõ ïëîñêîñòåé ñëóæèò ïðÿìàÿ
BB 1 (íè îäíà èç ïàð ðàññìàòðèâàåìûõ ïëîñêîñòåé íå ìî-
æåò ñîâïàäàòü, èíà÷å òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1 ëåæàëè
áû â îäíîé ïëîñêîñòè). Åñëè òðåòüÿ ïëîñêîñòü ïåðåñåêà-
åò ïðÿìóþ BB 1 â íåêîòîðîé òî÷êå, òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
êàê òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ òð¼õ óêàçàííûõ ïëîñêîñòåé, òàê
è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA 1, BB 1 è CC1. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðÿìûå AA 1 è CC1 ÿâëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ïàð
ïëîñêîñòåé, ïîýòîìó òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ òð¼õ ïëîñêîñòåé
èì ïðèíàäëåæèò. Åñëè æå òðåòüÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëü-
íà ïðÿìîé BB 1, òî ïðÿìûå AA 1, BB 1 è CC1 ïàðàëëåëüíû
äðóã äðóãó. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèÿ ïàð
ïëîñêîñòåé ÿâëÿþòñÿ òðåìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ëåãêî âûâîäèòñÿ òåîðåìà
Äåçàðãà: åñëè òðåóãîëüíèêè ABC è A0B0C0 ðàñïîëîæåíû íà ïëîñêîñòè
òàê, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è A0B0, BC è B0C0, CA è C0A0 ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî ïðÿìûå AA 0, BB 0 è CC0 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå èëè ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó.
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Ñåðèÿ B
1. Ïåðâûé ñïîñîá . Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

xy > 1. ×èñëà x è y íå ìîãóò áûòü îáà îòðèöàòåëüíû, ïî-
ñêîëüêó èõ ñóììà ðàâíà 2. Çíà÷èò, ÷èñëà x è y ïîëîæè-
òåëüíû, è ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì àðèôìå-
òè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì äâóõ ÷èñåë x + y >
> 2

p
xy > 2, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî x + y = 2 âîçìîæíî ëèøü â

òîì ñëó÷àå, êîãäà x = y = 1. Â òàêîì ñëó÷àå z = 0.
Âòîðîé ñïîñîá . Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå y = 2 � x âî âòî-

ðîå óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì z2 = x( 2 � x) � 1 =
= � (x � 1) 2. Ñëåäîâàòåëüíî, z = 0, x = 1 è y = 2 � x = 1.

2. Ïóñòü y = kx . Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî k 6= 1. Èç óðàâíåíèé

x3 � k3x3 = 26,

kx 3 � k2x3 = 6

ïîëó÷àåì x3 =
26

1 � k3 è x3 =
6

k � k2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

26
1 � k3 =

6
k � k2 .

Ïîñêîëüêó k 6= 1, îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî óìíî-
æèòü íà 1 � k. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå óðàâ-
íåíèå

26
1 + k + k2 =

6
k

,

ò. å. 6k2 � 20k + 6 = 0. Ðåøàÿ ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ïî-
ëó÷àåì k = 3 èëè

1
3

. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî x3 =
26

1 � k3 ïîêàçû-

âàåò, ÷òî x3 = � 1 èëè x3 = 27. Â èòîãå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-
íèå y = kx , ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ, ïåðå÷èñëåííûå â îòâåòå.

3. Èíäóêöèåé ïî m ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî 1 3 + 23 + 33 + ...

... + m3 =
�

m(m + 1)
2

� 2
. Äåéñòâèòåëüíî, áàçà èíäóêöèè î÷å-

âèäíà: ïðè m = 1 êàê ëåâàÿ, òàê è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíû 1.
Ïîýòîìó íóæíî ëèøü äîêàçàòü øàã èíäóêöèè, ò. å. ïðîâå-
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ðèòü ðàâåíñòâî

m2(m + 1) 2

4
+ (m + 1) 3 =

(m + 1) 2(m + 2) 2

4
.

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà (m + 1) 2 è óìíîæåíèÿ íà 4 ïîëó÷àåì
î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî m2 + 4(m + 1) = (m + 2) 2.

Òàêèì îáðàçîì,

13 + 23 + 33 + ... + (2n � 1) 3 + (2n) 3 =
�

2n( 2n + 1)
2

� 2
,

ò. å.

13 + 33 + 53 + ... + (2n � 1) 3 + 23(13 + 23 + ... + n3) =

=
�

2n( 2n + 1)
2

� 2
.

Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì,

÷òî 1 3 + 23 + ... + n3 =
�

n(n + 1)
2

� 2
. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

13 + 33 + 53 + ... + (2n � 1) 3 =

=
�

2n( 2n + 1)
2

� 2
� 23

�
n(n + 1)

2

� 2
= n2(2n2 � 1) .

Ñåðèÿ C
1. Ñíà÷àëà ðåøèì çàäà÷ó äëÿ êóáà.
Ïåðâûé ñïîñîá . Êóá ìîæíî ïîâåðíóòü òàê, ÷òîáû ãðàíü,

îêðàøåííàÿ ïåðâûì öâåòîì, çàíÿëà çàäàííîå ïîëîæåíèå.
Äëÿ îêðàñêè ïðîòèâîïîëîæíîé åé ãðàíè åñòü 5 ðàçëè÷-
íûõ âàðèàíòîâ; ðàçíûå ðàñêðàñêè ïðîòèâîïîëîæíîé ãðà-
íè äàþò ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûå ðàñêðàñêè êóáà. Ñðåäè
îñòàâøèõñÿ ÷åòûð¼õ ãðàíåé ìîæíî âûáðàòü ãðàíü, îêðà-
øåííóþ äàííûì öâåòîì (îäíèì èç ÷åòûð¼õ îñòàâøèõñÿ
öâåòîâ), è ïåðåâåñòè å¼ â äàííîå ïîëîæåíèå (íå ìåíÿÿ ïðè
ýòîì ïîëîæåíèå ïåðâûõ äâóõ ãðàíåé). Ðàçíûå ðàñêðàñêè
òð¼õ îñòàâøèõñÿ ãðàíåé äàþò ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûå
ðàñêðàñêè êóáà. Îäíó èç ýòèõ ãðàíåé ìîæíî îêðàñèòü òðå-
ìÿ ñïîñîáàìè, îäíó èç îñòàâøèõñÿ �� äâóìÿ. Âñåãî ïîëó-
÷àåì 5 � 3 � 2 = 30 ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê.
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Âòîðîé ñïîñîá . Ñíà÷àëà íàéä¼ì ÷èñëî ðàçíûõ ðàñ-êðàñîê
êóáà áåç ó÷¼òà åãî ñàìîñîâìåùåíèé, ò. å. ìû ñ÷èòàåì, ÷òî
ãðàíè êóáà çàíóìåðîâàíû, ïðè÷¼ì åñëè öâåòà õîòÿ áû îä-
íîé ãðàíè ðàçíûå, òî òàêèå ðàñêðàñêè ñ÷èòàþòñÿ ðàçíû-
ìè. Ïåðâóþ ãðàíü ìîæíî ïîêðàñèòü â 6 öâåòîâ, âòîðóþ â
5, òðåòüþ â 4 è ò. ä. Âñåãî ïîëó÷àåì 6! = 1 � 2 � ... � 6 = 720
ðàçíûõ ðàñêðàñîê. Èç êàæäîé òàêîé ðàñêðàñêè ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ñòîëüêî ðàçíûõ ðàñêðàñîê, ñêîëüêî åñòü ðàçíûõ
ñàìîñîâìåùåíèé êóáà; ïðè ýòîì âñå ýòè ðàñêðàñêè áóäóò
ãåîìåòðè÷åñêè îäèíàêîâûìè. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ãåî-
ìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê êóáà ðàâíî 720 /N , ãäå
N �� ÷èñëî ñàìîñîâìåùåíèé êóáà. Ëþáóþ èç 6 ãðàíåé êó-
áà ñàìîñîâìåùåíèåì ìîæíî ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþ.
Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü ëþáîé èç 4 ïîâîðîòîâ (âêëþ-
÷àÿ òîæäåñòâåííûé), ñîõðàíÿþùèõ äàííóþ ãðàíü. Âñåãî
ïîëó÷àåòñÿ 6 �4 = 24 ñàìîñîâìåùåíèÿ. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî
ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê êóáà ðàâíî 720 / 24 =
= 30.

Ðåøèì òåïåðü çàäà÷ó äëÿ 12-ãðàííèêà (äîäåêàýäðà); ïðè
ýòîì ìû áóäåì ðàññóæäàòü òàê æå, êàê âî âòîðîì ðåøåíèè
çàäà÷è äëÿ êóáà. Êîëè÷åñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ðàñêðàñîê
äîäåêàýäðà ðàâíî 12! = 1 �2 � ... � 12. ×òîáû íàéòè ÷èñëî ãåî-
ìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê, íóæíî ïîäåëèòü 12! íà
÷èñëî ñàìîñîâìåùåíèé äîäåêàýäðà. Ëþáóþ èç 12 ãðàíåé
ìîæíî ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþ. Êðîìå òîãî, åñòü 5 ïî-
âîðîòîâ (âêëþ÷àÿ òîæäåñòâåííûé), ñîõðàíÿþùèõ äàííóþ
ãðàíü. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ 60 ñàìîñîâìåùåíèé. Ïîýòîìó êî-
ëè÷åñòâî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê äîäåêàýäðà
ðàâíî 12! / 60 = 7 983 360.

2. Ïåðâûé ñïîñîá . Ïóñòü n = x + y + z. ×èñëî x ìîæåò
áûòü ðàâíî 1, 2, 3, ... , n � 2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ÷èñ-
ëî y ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç n � x � 1 çíà÷åíèé. Âñåãî

ïîëó÷àåì (n � 2) + (n � 3) + ... + 1 =
(n � 1)(n � 2)

2
âàðèàíòîâ.

Âòîðîé ñïîñîá . Çàïèøåì n êàê ñóììó åäèíèö: n = 1 +
+ ... + 1. Ïðåäñòàâèòü n â âèäå ñóììû öåëûõ ïîëîæèòåëü-
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íûõ ÷èñåë n = x + y + z �� ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî âûáðàòü ñðå-
äè n � 1 çíàêîâ ïëþñ êàêèå-òî äâà. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìî-
æåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåä ïåðâûì ïî ïîðÿäêó âûáðàííûì
çíàêîì ïëþñ ñòîèò x åäèíèö, à ïîñëå âòîðîãî çíàêà ïëþñ
ñòîèò z åäèíèö. Âñåãî ïîëó÷àåì

�
n � 1

2

�
=

(n � 1)(n � 2)
2

âàðè-
àíòîâ.

3. Äîêàæåì ñíà÷àëà ôîðìóëó äëÿ äâóõ ÷èñåë. Ïóñòü
a = pa 1

1 ... pa k
k è b= pb 1

1 ... pb k
k . Òîãäà

D(a , b) = pmin { a 1, b 1 }
1 ... pmin { a k, b k }

k ,

M(a , b) = pmax{ a 1, b 1 }
1 ... pmax{ a k, b k }

k ,

ãäå min{ a , b } îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå èç äâóõ ÷èñåë a è b ,
à max{ a , b } �� íàèáîëüøåå. Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
êàæäîãî ïðîñòîãî ìíîæèòåëÿ îòäåëüíî. Ïóñòü a = pa è b=
= pb , ïðè÷¼ì a 6 b . Òîãäà D(a , b) = pa è M(a , b) = pb . Ïîýòî-
ìó M(a , b) � D(a , b) = pa pb = ab.

Àíàëîãè÷íî äîêàæåì ôîðìóëó äëÿ òð¼õ ÷èñåë. Äîñòà-
òî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà a = pa , b= pb , c= pg , ïðè-
÷¼ì a 6 b 6 g . Â ýòîì ñëó÷àå

M(a , b, c)D(a , b)D(b , c)D(c , a)
D(a , b, c)

=
pg pa pb pa

pa

= abc.

1936 ãîä (II îëèìïèàäà )

Âòîðîé òóð

1. Ïóñòü xy = t . Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

x5 + y5 = (x + y) 5 � 5(x + y) 3xy + 5(x + y)x 2y2 = a5 � 5a3t + 5at 2.

Ïðè a 6= 0 äëÿ t ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå t 2 �

� a2t +
a5 � b5

5a
= 0. Ðåøàÿ åãî, íàõîäèì t =

1
2

�
a2 �

r
a5 + 4b5

5a

�
.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

�
x + y = a,

xy = t .

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû òîæå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êâàäðàò-
íîãî óðàâíåíèÿ; åãî êîðíè óêàçàíû â îòâåòå.

2. Ïóñòü A, B, C �� òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ b è c,
c è a, a è b. Ðàññìîòðèì âíåâïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðå-
óãîëüíèêà ABC, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ñòîðîíû AB â íåêîòî-
ðîé òî÷êå M è ïðîäîëæåíèé ñòîðîí CA è CB â íåêîòî-
ðûõ òî÷êàõ K è L (ðèñ. 15). Òîãäà CK + CL = (CA + AK) +
+ (CB + BL) = (CA + AM) + (CB + BM) = CA + CB + AB . ßñíî
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Ðèñ. 15

òàêæå, ÷òî CK = CL, ïîýòîìó
CK = CL = p, ãäå p �� ïîëóïåðè-
ìåòð.

Èç ýòîãî âûòåêàåò ñëåäóþ-
ùåå ïîñòðîåíèå. Ïîñòðîèì íà
ðàçíûõ ñòîðîíàõ óãëà òî÷êè
K è L òàê, ÷òî CK = CL = p. Çà-
òåì ïîñòðîèì îêðóæíîñòü S,
êàñàþùóþñÿ ïðÿìûõ b è a â
òî÷êàõ K è L. Íàêîíåö, ïðî-
âåä¼ì èç òî÷êè M êàñàòåëü-

íûå ê îêðóæíîñòè S. Òå êàñàòåëüíûå, äëÿ êîòîðûõ îêðóæ-
íîñòü S ÿâëÿåòñÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíè-
êà ABC, áóäóò èñêîìûìè ïðÿìûìè c.

3. Ïóñòü a è b �� êàòåòû äàííîãî òðåóãîëüíèêà, c �� åãî
ãèïîòåíóçà. Òîãäà a2 + b2 = c2. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè äå-
ëåíèè íà 3 êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà äà¼ò îñòàòîê 0 èëè 1.
Ïîýòîìó åñëè a2 + b2 �� êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà, òî îäíî èç
÷èñåë a è b äåëèòñÿ íà 3. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ
îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 4, ïîýòîìó îäíî èç ÷èñåë a è b äå-
ëèòñÿ íà 4. Ñëåäîâàòåëüíî, ab äåëèòñÿ íà 12.
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4. Ïóñòü ìíîæèòåëè èìåþò âèä 2 a15b1 , 2a25b2 è 2a3 5b3 .
Òîãäà a1 + a2 + a3 = 6 è b1 + b2 + b3 = 6. Ïðè ýòîì ÷èñëà ai è
bi ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ. Åñëè a1 = k, òî äëÿ ðàçëîæåíèÿ
a2 + a3 = 6 � k ïîëó÷àåì 7 � k âàðèàíòîâ. Ïîýòîìó äëÿ ðàç-
ëîæåíèÿ a1 + a2 + a3 = 6 ïîëó÷àåì 7 + 6+ 5+ 4+ 3+ 2+ 1= 28
âàðèàíòîâ. Âñåãî ïîëó÷àåì (28) 2 = 784 ñïîñîáà.

Íî ïîêà ÷òî ìû íå ó÷ëè òîæäåñòâåííîñòü ðàçëîæåíèé,
îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ìíîæèòåëåé. Åñòü ðîâíî
îäíî ðàçëîæåíèå, íå çàâèñÿùåå îò ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé,
â êîòîðîì âñå ìíîæèòåëè ðàâíû 100. Òå ðàçëîæåíèÿ, â
êîòîðûõ åñòü äâà ðàâíûõ ìíîæèòåëÿ, ìû ïîñ÷èòàëè òðè-
æäû. Â êàæäûé èç ðàâíûõ ìíîæèòåëåé 2 ìîæåò âõîäèòü
â ñòåïåíè 0, 1, 2 èëè 3, ò. å. âñåãî ÷åòûðüìÿ ðàçëè÷íû-
ìè ñïîñîáàìè; ñòîëüêèìè æå ñïîñîáàìè ìîæåò âõîäèòü 5.
Âñåãî ïîëó÷àåì 16 ðàçëîæåíèé òàêîãî âèäà, íî îäíî èç
íèõ �� ðàññìîòðåííîå âûøå ðàçëîæåíèå ñ òðåìÿ ðàâíûìè
ìíîæèòåëÿìè. Îñòà¼òñÿ 15 ðàçëîæåíèé, êàæäîå èç êîòî-
ðûõ ìû ïîñ÷èòàëè òðèæäû. Êîëè÷åñòâî ðàçëîæåíèé ñ ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûìè ìíîæèòåëÿìè ðàâíî 784 � 1 � 45 = 738.
Êàæäîå èç íèõ ìû ïîñ÷èòàëè 6 ðàç, ïîýòîìó ñðåäè íèõ
áóäåò 738/ 6 = 123 ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ. Âñåãî ïîëó÷à-
åì 1 + 15 + 123 = 139 ðàçëîæåíèé.

5. Ïóñòü O è R �� öåíòð è ðàäèóñ äàííîé ñôåðû S. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñôåðà S1 ñ öåíòðîì O1 êàñàåòñÿ äàííîé ñôå-
ðû è òð¼õ äàííûõ ïëîñêîñòåé. Ñîïîñòàâèì ñôåðå S1 ñôåðó
S0

1 ñ öåíòðîì O1 è ðàäèóñîì O1O. Ñôåðà S0
1 ïðîõîäèò ÷å-

ðåç äàííóþ òî÷êó O è êàñàåòñÿ òð¼õ ïëîñêîñòåé, óäàë¼í-
íûõ îò äàííûõ ïëîñêîñòåé íà ðàññòîÿíèå R. Äëÿ êàæäîé
ïëîñêîñòè åñòü ðîâíî äâå ïëîñêîñòè, óäàë¼ííûõ îò íå¼ íà
ðàññòîÿíèå R. Ïîýòîìó ñôåðà S0

1 ïðîõîäèò ÷åðåç äàííóþ
òî÷êó O è êàñàåòñÿ òðîéêè ïëîñêîñòåé, ïðè÷¼ì åñòü 2 3 = 8
ðàçëè÷íûõ òàêèõ òðîåê.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ ñôåð,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó O è êàñàþùèõñÿ òð¼õ
äàííûõ ïëîñêîñòåé. Â ñëó÷àå, êîãäà òðè äàííûå ïëîñêî-
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ñòè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ýòî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. ßñíî, ÷òî èñêîìàÿ ñôåðà äîëæíà áûòü ðàñ-
ïîëîæåíà â òîì òð¼õãðàííîì óãëå, êîòîðûé îáðàçîâàí äàí-
íûìè ïëîñêîñòÿìè è ñîäåðæèò òî÷êó O. Âïèøåì â ýòîò
òð¼õãðàííûé óãîë ïðîèçâîëüíóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ñôåðó.
Ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êó O è òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ äàííûõ ïëîñêîñòåé. Èñêîìûå ñôåðû ñîîòâåòñòâóþò
òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ âñïîìîãàòåëüíîé ñôå-
ðîé, à òàêèõ òî÷åê íå áîëåå äâóõ. Ýòî ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþ-
ùåå: èñêîìàÿ ñôåðà ïîëó÷àåòñÿ èç âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû
ãîìîòåòèåé, ïåðåâîäÿùåé òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êó O.

Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà O ëåæèò
íà îäíîé èç äàííûõ ïëîñêîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ,
ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó O ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïëîñ-
êîñòåé, ïåðåñåêàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ñôåðó íå áîëåå ÷åì â
îäíîé òî÷êå, íî çàòî òåïåðü ó íàñ åñòü íå îäèí òð¼õãðàí-
íûé óãîë, ñîäåðæàùèé òî÷êó O, à äâà. (Åñëè òî÷êà O ëå-
æèò íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ äàííûõ ïëîñêîñòåé, òî èñêîìîé
ñôåðû íå ñóùåñòâóåò.)

Êðîìå òîãî, íóæíî ðàññìîòðåòü äâà áîëåå ïðîñòûõ ñëó-
÷àÿ: 1) åñòü äâå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè è èõ ïåðåñåêàåò
òðåòüÿ ïëîñêîñòü; 2) ïðÿìûå ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé ïà-
ðàëëåëüíû. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ñíîâà ñòðîèì âñïîìîãà-
òåëüíóþ ñôåðó, êàñàþùóþñÿ òð¼õ äàííûõ ïëîñêîñòåé, íî
òåïåðü ìû ïðîâîäèì ÷åðåç òî÷êó O ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ
ïðÿìûì ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé. Èñêîìàÿ ñôåðà ïîëó÷à-
åòñÿ èç âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì,
ïåðåâîäÿùèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êó O. (Ëåãêî âèäåòü,
÷òî åñëè âñå òðè ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû èëè ïåðåñåêàþò-
ñÿ ïî îäíîé ïðÿìîé, òî ñôåðà íå ìîæåò êàñàòüñÿ òð¼õ òà-
êèõ ïëîñêîñòåé.)

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå 16 ñôåð
S0

1. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ñôåðà S1 âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñôå-
ðå S0

1 íå îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû å¼ âîññòàíî-
âèòü, íóæíî âçÿòü òî÷êó O0, â êîòîðîé ïðÿìàÿ OO1 ïåðå-
ñåêàåò ñôåðóS; ñôåðà S1 �� ýòî ñôåðà ñ öåíòðîì O1 è ðàäè-
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óñîì O1O0 (ðèñ. 16). Òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû ñ ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç å¼ öåíòð, äâå, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì äâå
ñôåðû, à íå îäíó. Íî â äåéñòâèòåëüíîñòè ëèøü îäíà èç íèõ
ìîæåò êàñàòüñÿ òð¼õ äàííûõ ïëîñêîñòåé (äâå êîíöåíòðè-
÷åñêèå ñôåðû íå ìîãóò êàñàòüñÿ îäíîé è òîé æå ïëîñêî-
ñòè). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íå áîëåå 16 ñôåð, êàñàþùèõñÿ
äàííîé ñôåðû è òð¼õ äàííûõ ïëîñêîñòåé.

S1

S0
1

S

O1O0O

Ðèñ. 16 Ðèñ. 17

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ ðàñïîëîæåíèÿõ
äàííûõ ïëîñêîñòåé è äàííîé ñôåðû êîëè÷åñòâî ñôåð, êà-
ñàþùèõñÿ èõ, ìîæåò áûòü ëþáûì öåëûì ÷èñëîì îò 0 äî
16. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äàííûå ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî
òð¼ì ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì, ïðè÷¼ì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ýòèìè ïðÿìûìè ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñôåðû, êàñàþùèåñÿ
òð¼õ äàííûõ ïëîñêîñòåé, çàìåòàþò ÷åòûðå öèëèíäðà, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ âïèñàííîé è òð¼ì âíåâïèñàííûì îêðóæ-
íîñòÿì òðåóãîëüíèêà, êîòîðûé îáðàçóåòñÿ ïðè ïåðåñå÷å-
íèè äàííûõ ïëîñêîñòåé ïëîñêîñòüþ, îðòîãîíàëüíîé âñåì
òð¼ì äàííûì ïëîñêîñòÿì (ðèñ. 17). Ýòè öèëèíäðû íå èìå-
þò îáùèõ òî÷åê, â òîì ÷èñëå è òî÷åê êàñàíèÿ.

Ðàññìîòðèì öèëèíäð è òî÷êó âíå åãî. Ðàññìîòðèì ñå-
ìåéñòâî ñôåð SR ñ öåíòðîì â âûáðàííîé òî÷êå. Íàñ èíòå-
ðåñóþò ñôåðû, âïèñàííûå â öèëèíäð è êàñàþùèåñÿ ñôå-
ðû SR. Åñëè ðàäèóñ R ñôåðû SR ìàë, òî òàêèõ ñôåð íåò
(ðèñ. 18, à). Áóäåì óâåëè÷èâàòü ðàäèóñ R äî òåõ ïîð, ïîêà
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ñôåðà SR íå êîñí¼òñÿ öèëèíäðà. Â ýòîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî
èñêîìûõ ñôåð ðàâíî 1 (ðèñ. 18, á). Áóäåì ñíîâà óâåëè÷è-
âàòü ðàäèóñ R. Êîãäà ñôåðà SR ïåðåñå÷¼ò öèëèíäð, êîëè-
÷åñòâî èñêîìûõ ñôåð ñòàíåò ðàâíî 2 (ðèñ. 18, â). Çàòåì
ñôåðà SR áóäåò ïåðåñåêàòü öèëèíäð è åù¼ êàñàòüñÿ åãî â
îäíîé òî÷êå. Â ýòîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî èñêîìûõ ñôåð ðàâ-
íî 3 (ðèñ. 18, ã). Åñëè æå ðàäèóñ R óâåëè÷èòü åù¼ áîëüøå,
òî êîëè÷åñòâî èñêîìûõ ñôåð áóäåò ðàâíî 4 (ðèñ. 18, ä).

SR SR SR

à) á) â)

SR SR

ã) ä)

Ðèñ. 18

Ýòè çàìå÷àíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè ìû âûáåðåì òî÷êó
âíå äàííûõ ÷åòûð¼õ öèëèíäðîâ è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî
ñôåð SR ñ öåíòðîì â âûáðàííîé òî÷êå, òî ïðè ïîñòåïåí-
íîì óâåëè÷åíèè ðàäèóñà R ìû ïîëó÷èì êîíôèãóðàöèè,
äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî èñêîìûõ ñôåð ïîñëåäîâàòåëüíî èçìå-
íÿåòñÿ îò 0 äî 16. Íóæíî ëèøü ïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû
íå ïîÿâëÿëèñü îäíîâðåìåííî äâå òî÷êè êàñàíèÿ ñôåðû SR

ñ öèëèíäðàìè.
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1937 ãîä (III îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

1. Òîæäåñòâî

(x + y + z) 2 � (x 2 + y2 + z2) = 2(xy + yz + xz)

ïîêàçûâàåò, ÷òî
xy + yz + xz = 0. (1)

Òîæäåñòâî (x + y + z) 3 � (x 3 + y3 + z3) = 3(x + y)(y + z)(z + x)
ïîêàçûâàåò, ÷òî (x + y)(y + z)(z + x) = 0. Ó÷èòûâàÿ ðàâåí-
ñòâî (1), ïîëó÷àåì

xyz = (xy + yz + xz)(x + y + z) � (x + y)(y + z)(z + x) = 0.

Åñëè x = 0, òî ðàâåíñòâî (1) ïîêàçûâàåò, ÷òî yz = 0. Ïîýòî-
ìó ëèáî y = 0 è z = a, ëèáî z = 0 è y = a. Àíàëîãè÷íî ðàçáè-
ðàþòñÿ îñòàëüíûå âàðèàíòû. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
ðåøåíèÿ: (0, 0, a) , (0, a, 0) è (a , 0, 0 ) .

2. Ïóñòü l �� äàííàÿ ïðÿìàÿ, a �� äàííûé îòðåçîê. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî òî÷êà M íà ïðÿìîé l îáëàäàåò òðåáóåìûì

M

A0

A

B

S

S0

l

Ðèñ. 19

ñâîéñòâîì. Ïóñòü S �� îêðóæíîñòü
ðàäèóñà a ñ öåíòðîì B, S0 �� îêðóæ-
íîñòü ðàäèóñà AM ñ öåíòðîì M ,
A0 �� òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå A
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l (ðèñ. 19).

Òîãäà îêðóæíîñòü S0 êàñàåòñÿ
îêðóæíîñòè S, à òî÷êà A0 ëåæèò
íà îêðóæíîñòè S0. Óêàæåì òåïåðü
ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òðåáóåìîé òî÷-
êè M . Äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ÷åðåç
äàííûå òî÷êè A è A0 îêðóæíîñòü
S0, êàñàþùóþñÿ äàííîé îêðóæíî-
ñòè S, è íàéòè å¼ öåíòð M .

Îêðóæíîñòü S0 ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüì¼ì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó C îêðóæíîñòè S, íå ëåæàùóþ íà ïðÿ-
ìîé AA 0, è ïîñòðîèì îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà
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AA 0C; îíà ïåðåñåêàåò S â íåêîòîðîé òî÷êå D. Åñëè AA 0kCD
òî ïîñòðîåíèå î÷åâèäíî: èñêîìàÿ îêðóæíîñòü ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êè A è A0 è îäíó èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñåðå-
äèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó AA 0 ñ îêðóæíîñòüþ
S. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî AA 0, CD. Ïóñòü X �� òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA 0 è CD. Ïðîâåä¼ì ê îêðóæíîñòè S
êàñàòåëüíûå XP è XQ . Òîãäà îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêîâ AA 0P è AA 0Q èñêîìûå, òàê êàê XP 2 = XQ 2 =
= XC � XD = XA � XA 0 (ðèñ. 20).

A

A0

C D

Q

P

X

S

Ðèñ. 20

Â çàâèñèìîñòè îò äëèíû îòðåçêà a çàäà÷à èìååò 0, 1
èëè 2 ðåøåíèÿ.

a

b

Ðèñ. 21

3. Ïîêàæåì, ÷òî îáú¼ì òàêîãî òå-
òðàýäðà ðàâåí

1
6

abd sin f ,

ãäå a è b �� äëèíû îòðåçêîâ, d ��
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìè-
ñÿ ïðÿìûìè, f �� óãîë ìåæäó íèìè.
Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä, îáðàçî-
âàííûé ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ð¼áðà òåòðàýäðà
ïàðàëëåëüíî ïðîòèâîïîëîæíûì ð¼áðàì (ðèñ. 21). Ïëîñêî-
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ñòè ãðàíåé èñõîäíîãî òåòðàýäðà îòñåêàþò îò ïàðàëëåëåïè-
ïåäà 4 òåòðàýäðà, îáú¼ì êàæäîãî èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò
1/ 6 îáú¼ìà ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïîýòîìó îáú¼ì òåòðàýäðà ñî-
ñòàâëÿåò 1/ 3 îáú¼ìà ïàðàëëåëåïèïåäà. À îáú¼ì ïàðàëëå-
ëåïèïåäà ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó åãî ãðàíü ÿâëÿåò-
ñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì ñ äèàãîíàëÿìè a è b è óãëîì f ìåæ-
äó íèìè, à âûñîòà, îïóùåííàÿ íà ýòó ãðàíü, ðàâíà d.

Âòîðîé òóð

1. Ïóñòü A, B, C �� äàííûå òî÷êè, A0, B0, C0 �� öåíòðû
òðåáóåìûõ îêðóæíîñòåé ( A0 �� öåíòð îêðóæíîñòè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êè B è C è ò. ä.). Òðåóãîëüíèêè BA 0C,
AB 0C, AC0B ðàâíîáåäðåííûå. Ïóñòü x, y, z �� óãëû ïðè èõ
îñíîâàíèÿõ, ïðè÷¼ì ýòè óãëû îðèåíòèðîâàííûå: x �� ýòî
óãîë ïîâîðîòà îò âåêòîðà

#   �
CB ê âåêòîðó

#     �
CA0, y �� óãîë ïî-

âîðîòà îò âåêòîðà
#   �
AC ê âåêòîðó

#     �
AB 0, z �� óãîë ïîâîðîòà îò

âåêòîðà
#    �
BA ê âåêòîðó

#    �
BC0 (ðèñ. 22). Ïóñòü, äàëåå, a , b ,

g �� óãëû òðåóãîëüíèêà ABC, îðèåíòèðîâàííûå òàê, êàê

A0

A

C0

C
B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0B0

B

b

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

g

x

y

a

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

y

Ðèñ. 22
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ïîêàçàíî íà ðèñ. 22. Òîãäà
8
<

:

y + z + a = � 90 � ,
z + x + b = � 90 � ,
x + y + g = � 90 � .

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ëåãêî ðåøàåòñÿ. Íàïðèìåð, ÷òîáû
íàéòè x, íóæíî ñëîæèòü äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ è âû-
÷åñòü èç íèõ ïåðâîå óðàâíåíèå. Åñëè æå ìû çíàåì óãëû
x, y, z, òî òðåáóåìûå îêðóæíîñòè ñòðîÿòñÿ î÷åâèäíûì îá-
ðàçîì: íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC ñòðîÿòñÿ ðàâíîáåä-
ðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ (îðèåíòèðîâàííûìè) óãëàìè ïðè
îñíîâàíèÿõ x, y, z; âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ �� öåí-
òðû èñêîìûõ îêðóæíîñòåé. Ïîñêîëüêó â êàæäîì èç òð¼õ
óðàâíåíèé ìû ìîæåì íåçàâèñèìî âûáèðàòü çíàê ïëþñ èëè
ìèíóñ, èñõîäíàÿ çàäà÷à íà ïîñòðîåíèå âñåãäà èìååò ðîâíî
8 ðåøåíèé.

2. Ó äîäåêàýäðà 20 âåðøèí, ïîýòîìó ó íåãî 10 áîëü-
øèõ äèàãîíàëåé. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé
èç ýòèõ 10 áîëüøèõ äèàãîíàëåé äîäåêàýäðà åñòü ðîâíî òðè
ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ýòîé äèàãîíàëè
è âûñåêàþùèõ ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê. Äåéñòâèòåëü-
íî, áóäåì äâèãàòü ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ äèàãîíà-
ëè, îò îäíîé âåðøèíû ê äðóãîé. Ñíà÷àëà â ñå÷åíèè áóäåò
ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, à ïîòîì øåñòèóãîëüíèê ñ óã-
ëàìè 120 � , ñòîðîíû êîòîðîãî ïîî÷åð¼äíî ïðèíèìàþò äâà
çíà÷åíèÿ (ðèñ. 23). Ýòîò øåñòèóãîëüíèê ïðàâèëüíûé òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè äâà çíà÷åíèÿ ðàâíû. Îäíî
èç ýòèõ çíà÷åíèé âîçðàñòàåò îò 0 äî d, à äðóãîå óáûâà-
åò îò d äî a, ãäå a �� äëèíà ðåáðà äîäåêàýäðà, d �� äëèíà
äèàãîíàëè ãðàíè (ÿñíî, ÷òî d > a). Ñëåäîâàòåëüíî, â îïðå-
äåë¼ííûé ìîìåíò øåñòèóãîëüíèê ñòàíåò ïðàâèëüíûì. Ïî-
òîì ìû ñíîâà ïîëó÷àåì íåïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê, êî-
òîðûé ñòàíåò ïðàâèëüíûì, êîãäà ìû äîéä¼ì äî öåíòðà äî-
äåêàýäðà (ðèñ. 24); ïîñëå ýòîãî âñ¼ ïîâòîðèòñÿ â îáðàòíîì
ïîðÿäêå.
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A

F

E D

C

B

Ðèñ. 23 Ðèñ. 24

Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïëîñêîñòü, íå ïåðïåíäèêóëÿð-
íàÿ áîëüøèì äèàãîíàëÿì äîäåêàýäðà, íå ìîæåò âûñåêàòü
ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòü
ïåðåñåêàåò äîäåêàýäð ïî ïðàâèëüíîìó øåñòèóãîëüíèêó.
Äâå ãðàíè äîäåêàýäðà ìîãóò áûòü: 1) ñìåæíûìè; 2) íåñìåæ-
íûìè, íî ãðàíè÷àùèìè ñ îäíîé è òîé æå ãðàíüþ; 3) ïðî-
òèâîïîëîæíûìè. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëåäó-
þùèå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí ïðà-
âèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà: 1) îíè ëåæàò íà äâóõ ñìåæíûõ
ãðàíÿõ; 2) îíè ëåæàò íà äâóõ íåñìåæíûõ ãðàíÿõ, ãðàíè-
÷àùèõ ñ îäíîé è òîé æå ãðàíüþ; 3) îíè ëåæàò íà äâóõ
ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà ïàðàëëåëü-
íû îáùåìó ðåáðó. Ó äîäåêàýäðà íåò òð¼õ ð¼áåð, ïàðàë-
ëåëüíûõ òð¼ì ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì ñòîðîí ïðàâèëüíîãî
øåñòèóãîëüíèêà. Ïîýòîìó õîòÿ áû äëÿ îäíîé ïàðû ïàðàë-
ëåëüíûõ ñòîðîí èìååò ìåñòî âòîðîé èëè òðåòèé ñëó÷àé.

Ðàçáåð¼ì âòîðîé ñëó÷àé. Â ýòîì ñëó÷àå äàííûå ãðàíè
ãðàíè÷àò ñ äâóìÿ îáùèìè ãðàíÿìè è ïëîñêîñòè äâóõ äàí-
íûõ ãðàíåé ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äèàãî-
íàëÿì äàííûõ ãðàíåé, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû îáùèõ ãðà-
íåé. Èç ýòîãî ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ äâóõ äðóãèõ ïàð ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêà òîæå èìååò ìåñòî
âòîðîé ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ. Ïîýòîìó ìû èìååì òàêóþ
ñèòóàöèþ, êàê íà ðèñ. 23: ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíà
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ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæàò êîíöû òð¼õ ð¼áåð äîäåêàýäðà,
âûõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû.

Íàêîíåö, ðàçáåð¼ì òðåòèé ñëó÷àé. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
îñòàëüíûõ äâóõ ïàð ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí øåñòèóãîëüíè-
êà çàâåäîìî íå ìîæåò èìåòü ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé, è, êàê
âèäíî èç ïðèâåä¼ííîãî âûøå ðàçáîðà âòîðîãî ñëó÷àÿ, îí
òîæå íå ìîæåò âñòðåòèòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, âñå òðè ïà-
ðû ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêà ëåæàò íà ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ äîäåêàýäðà. Íåñëîæíàÿ ïðîâåðêà
ïîêàçûâàåò, ÷òî òîãäà ïëîñêîñòü Ï íå ìîæåò ïåðåñåêàòü
ãðàíü ïî îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó ñìåæíûå ð¼áðà, à òî-
ãäà îíà äîëæíà ïåðåñåêàòü èìåííî òàêîé íàáîð ãðàíåé,
êàê íà ðèñ. 24. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòü Ï
ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF (ñåðå-
äèíû ð¼áåð). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà íàé-
äóòñÿ òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû øåñòèóãîëüíèêà
ABCDEF , ëåæàùèå ïî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè Ï (âîç-
ìîæíî, îäíà èç ýòèõ âåðøèí ëåæèò â ïëîñêîñòè Ï , íî äâå
äðóãèå íå ëåæàò). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ
øåñòèóãîëüíèê, ó êîòîðîãî îäíà ñòîðîíà ìåíüøå ñòîðîíû
øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF , à äðóãàÿ áîëüøå. Ïðèõîäèì ê
ïðîòèâîðå÷èþ.

3. Áóäåì ïîî÷åð¼äíî ïðîâîäèòü äèàãîíàëè. Êîãäà ìû
ïðîâîäèì íîâóþ äèàãîíàëü, ÷èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå ïðî-
âåä¼ííûå ðàíåå äèàãîíàëè äåëÿò ìíîãîóãîëüíèê, óâåëè÷è-
âàåòñÿ íà m + 1, ãäå m �� ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íîâîé
äèàãîíàëè ñ ðàíåå ïðîâåä¼ííûìè, ò. å. êàæäàÿ íîâàÿ äèà-
ãîíàëü è êàæäàÿ íîâàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé óâå-
ëè÷èâàþò ÷èñëî ÷àñòåé íà 1. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ÷àñòåé,
íà êîòîðûå äèàãîíàëè äåëÿò n-óãîëüíèê, ðàâíî D + P + 1,
ãäå D �� ÷èñëî äèàãîíàëåé, P �� ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
äèàãîíàëåé. ßñíî, ÷òî D = n(n � 3)/ 2. Îñòà¼òñÿ âû÷èñëèòü
P. Ëþáîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ñîîòâåòñòâóþò
äâå äèàãîíàëè, êîíöû êîòîðûõ çàäàþò ÷åòûðå âåðøèíû n-
óãîëüíèêà. Íàîáîðîò, ÷åòûðå âåðøèíû n-óãîëüíèêà îïðå-
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äåëÿþò îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Ïîýòîìó P
ðàâíî êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ âûáîðà ÷åòûð¼õ òî÷åê èç n,
ò. å.

P =
n(n � 1)(n � 2)(n � 3)

24
.

1938 ãîä (IV îëèìïèàäà )

Âòîðîé òóð

1. Êîìïîçèöèÿ îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî òî÷åê X è Y
ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñîì íà âåêòîð 2

#     �
XY . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè X òî÷êà A ïåðåõîäèò
â òî÷êó B, à ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè Y òî÷êà
B ïåðåõîäèò â òî÷êó C. Òîãäà XY �� ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðå-
óãîëüíèêà ABC (ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè A, B, C ëåæàò íà îä-
íîé ïðÿìîé, ðàçáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî).

Òàêèì îáðàçîì,
#      �
AA 2 = 2

#        �
O1O2,

#         �
A2A4 = 2

#        �
O3O1 è

#         �
A4A6 = 2

#        �
O2O3.

Ñëåäîâàòåëüíî,
#      �
AA 6 =

�
0, ò. å. A = A6.

2. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî n ïðÿìûõ, íèêàêèå äâå èç êî-
òîðûõ íå ïàðàëëåëüíû è íèêàêèå òðè íå ïðîõîäÿò ÷åðåç
îäíó òî÷êó, ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà (n 2 + n + 2)/ 2 ÷àñòåé.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî n. Äëÿ n = 0 óòâåð-
æäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî äîêàçàíî äëÿ n
ïðÿìûõ, è äîêàæåì åãî äëÿ n + 1 ïðÿìûõ. Âûäåëèì ñðåäè
íèõ îäíó ïðÿìóþ. Îñòàëüíûå ïðÿìûå äåëÿò å¼ íà n + 1 ÷à-
ñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ äåëèò íà äâå ÷àñòè êàêóþ-ëèáî
èç òåõ ÷àñòåé, íà êîòîðûå äåëÿò ïëîñêîñòü n ïðÿìûõ. Ïî-
ýòîìó ïîñëå ïðîâåäåíèÿ îäíîé ïðÿìîé ÷èñëî ÷àñòåé óâå-
ëè÷èâàåòñÿ íà n + 1. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî

(n + 1) 2 + (n + 1) + 2
2

=
n2 + n + 2

2
+ n + 1.

Äëÿ ïëîñêîñòåé äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî÷òè òàê
æå, êàê è äëÿ ïðÿìûõ. Íóæíî ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì,
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÷òî n ïëîñêîñòåé ïåðåñåêàþò âûäåëåííóþ ïëîñêîñòü ïî n
ïðÿìûì, ò. å. îíè ðàçáèâàþò å¼ íà (n 2 + n + 2)/ 2 ÷àñòåé.
Äëÿ n = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî; ðàâåíñòâî

(n + 1) 3 + 5(n + 1) + 6
6

=
n3 + 5n + 6

6
+

n2 + n + 2
2

ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòûìè âû÷èñëåíèÿìè.

C

A B

C0

B0

Ðèñ. 25

3. Ïóñòü íàäî ïîñòðîèòü òðåóãîëü-
íèê ABC ïî îñíîâàíèþ c, âûñîòå hc

è ðàçíîñòè óãëîâ A è B. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ïîñòðîåí.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C0 òî÷êó, ñèììåòðè÷-
íóþ C îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåð-
ïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíå AB , ÷åðåç B0 ��
òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ B îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé CC0 (ðèñ. 25).

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî AC < BC. Òî-
ãäà \ ACB 0= \ ACC0+ \ C0CB0= \ ACC0+ \ C0CB = 180 � � \ A +
+ \ C0CB = 180 � � ( \ A � \ B) , ò. å. óãîë ACB 0 èçâåñòåí.

Èç ýòîãî âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå. Ñíà÷àëà ñòðî-
èì òðåóãîëüíèê ABB 0 ïî ñòîðîíàì AB = c è BB 0= 2hc è
óãëó \ ABB 0= 90 � . Òî÷êà C ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ
ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó BB 0 è äóãè îêðóæ-
íîñòè, èç êîòîðîé îòðåçîê AB 0 âèäåí ïîä óãëîì 180 � �
� ( \ A � \ B) .

4. Ñíà÷àëà âû÷åðêíåì èç íàáîðà ÷èñåë 1, 2, ... , 999
÷èñëà, êðàòíûå 5; èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî

h
999

5

i
= 199. Çàòåì

èç òîãî æå íàáîðà ÷èñåë 1, 2, ... , 999 âû÷åðêíåì ÷èñëà,
êðàòíûå 7; èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî

h
999

7

i
= 142. Ïðè ýòîì ÷èñ-

ëà, êðàòíûå 35, áóäóò âû÷åðêíóòû äâàæäû. Èõ êîëè÷å-
ñòâî ðàâíî

h
999
35

i
= 28. Çíà÷èò, âñåãî ìû âû÷åðêíóëè 199 +

+ 142 � 28 = 313 ÷èñåë, à îñòàëîñü 999 � 313 = 686 ÷èñåë.
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1939 ãîä (V îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð

1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà b= 0. Â ýòîì ñëó-
÷àå ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ èìåþò âèä z = � x � y è z2 =
= x2 + y2. Âîçâåäÿ ïåðâîå èç íèõ â êâàäðàò, ïîëó÷èì xy = 0.
Çíà÷èò, x = 0, z = � y èëè y = 0, z = � x. Ïåðâîå óðàâíåíèå
èñõîäíîé ñèñòåìû ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà b6= 0. Âîñïîëüçóåìñÿ
òîæäåñòâîì

3xyz � x3 � y3 � z3 = (x + y + z)(xy + yz + xz � x2 � y2 � z2) .

Èç ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî

xy + yz + xz � x2 � y2 � z2 =
b2

2
.

Âîçâåäÿ â êâàäðàò óðàâíåíèå x + y + z = 2b, ïîëó÷èì

x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz = 4b2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

x2 + y2 + z2 = b2 è xy + yz + xz =
3
2

b2.

Ñðàâíèâàÿ ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäíèì óðàâíå-
íèåì èñõîäíîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåì z = 0. Òàêèì îáðàçîì,

x2 + y2 = b2 è xy =
3
2

b2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(x � y) 2 = x2 � 2xy + y2 = � 2b2.

Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî z = 0, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ èñ-
õîäíîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì x + y = 2b. Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé x � y = �

p
� 2 b è x + y = 2b, íàõîäèì

x =
�

1 �
q

� 1
2

�
b, y =

�
1 �

q
� 1
2

�
b.

2. Ïóñòü ABCDE �� ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê, âïèñàí-
íûé â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì O. Ñóììà âåêòîðîâ,
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èäóùèõ èç òî÷êè O â âåðøèíû ýòîãî ïÿòèóãîëüíèêà, ðàâ-
íà íóëþ, ïîñêîëüêó ïðè ïîâîðîòå íà óãîë

2 p

5
ýòà ñóììà

ïåðåõîäèò ñàìà â ñåáÿ. Ïîýòîìó ñóììà ïðîåêöèé âåêòîðîâ
#   �
OB,

#   �
OC,

#    �
OD,

#   �
OE íà ïðÿìóþ OA, íà êîòîðîé â êà÷åñòâå ïî-

ëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âûáðàíî íàïðàâëåíèå îò O ê
A, ðàâíà � 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ñóììà ïðîåêöèé ðàâíà
2 cos

2 p

5
+ 2 cos

4 p

5
.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåìàÿ ïðÿìàÿ l ïîñòðîåíà.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ïåðâûé ñëó÷àé. Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò îòðåçîê BC.
Ïðîâåä¼ì èç òî÷êè B ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé l , à èç

òî÷êè C ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ l . Ïóñòü A0 ��
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðîâåä¼ííûõ ïðÿìûõ (ðèñ. 26).
Òðåóãîëüíèê A0BC ïðÿìîóãîëüíûé. Â í¼ì èçâåñòíû ãèïî-
òåíóçà BC è êàòåò A0B. Èç ýòîãî âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïî-
ñòðîåíèå. Ïîñòðîèì òðåóãîëüíèê A0BC, à çàòåì ïðîâåä¼ì
ïðÿìóþ l , ïåðïåíäèêóëÿðíóþ BA 0. Åñëè ïðÿìàÿ l ïåðåñå-
êàåò îòðåçîê BC, òî ýòà ïðÿìàÿ èñêîìàÿ.

A

C A0

B
l

Ðèñ. 26

A H

C

A0

B

l

Ðèñ. 27

Âòîðîé ñëó÷àé. Ïðÿìàÿ l íå ïåðåñåêàåò îòðåçîê BC.
Äîñòðîèì òðåóãîëüíèê ABC äî ïàðàëëåëîãðàììà ABA 0C

(ðèñ. 27). Èç ðàâåíñòâà
#     �
AA 0=

#    �
AB +

#   �
AC âèäíî, ÷òî ñóììà

ðàññòîÿíèé îò òî÷åê B è C äî ïðÿìîé l ðàâíà ðàññòîÿíèþ
îò òî÷êè A0 äî ïðÿìîé l . Èç ýòîãî âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïî-
ñòðîåíèå. Ïîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê AA 0H ñ
çàäàííîé ãèïîòåíóçîé AA 0 è êàòåòîì A0H , äëèíà êîòîðî-
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ãî ðàâíà äëèíå äàííîãî îòðåçêà. Åñëè ïðÿìàÿ l = AH íå
ïåðåñåêàåò îòðåçîê BC, òî ýòà ïðÿìàÿ èñêîìàÿ.

4. Èçáàâëÿÿñü îò ðàäèêàëîâ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

x4 � 2ax 2 � x + a2 � a = 0.

Îòíîñèòåëüíî a ýòî óðàâíåíèå êâàäðàòíîå. Ðåøàÿ åãî, ïî-
ëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ:

a = x2 + x + 1;
a = x2 � x.

Èç èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî x > 0. Ïîýòîìó ðåøå-
íèå a = x2 � x ïîäõîäèò òîëüêî ïðè a = 0 (ýòî ïðîâåðÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â èñõîäíîå óðàâíåíèå), à
ðåøåíèå a = x2 + x + 1 ïîäõîäèò ïðè âñåõ a > 1. Ðåøàÿ ïî-
ñëåäíåå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, íàõîäèì ðåøåíèå, óêàçàí-
íîå â îòâåòå.

5. Ïóñòü AD , AM è AH �� áèññåêòðèñà, ìåäèàíà è âûñî-
òà òðåóãîëüíèêà ABC. Ïóñòü, äàëåå, D0 �� òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìîé AD ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ ýòîãî òðåóãîëü-
íèêà. Òîãäà D0 �� ñåðåäèíà äóãè BC, ïîýòîìó MD 0k AH . Èç
ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà D ëåæèò íà îòðåçêå MH . Ýòè ðàñ-
ñóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
(ðèñ. 28).

H

A

CD

D0

B
M

Ðèñ. 28
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Âòîðîé òóð

1. ßñíî, ÷òî

a10 + a5 + 1 =
(a 5) 3 � 1

a5 � 1
=

a15 � 1
a5 � 1

=

=
(a 3) 5 � 1

(a � 1)(a 4 + a3 + a2 + a + 1)
=

(a 3 � 1)(a 12 + a9 + a6 + a3 + 1)
(a � 1)(a 4 + a3 + a2 + a + 1)

=

=
(a 2 + a + 1)(a 12 + a9 + a6 + a3 + 1)

a4 + a3 + a2 + a + 1
.

Íåïîñðåäñòâåííîå äåëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

a12 + a9 + a6 + a3 + 1
a4 + a3 + a2 + a + 1

= a8 � a7 + a5 � a4 + a3 � a + 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

a10 + a5 + 1 = (a 2 + a + 1)(a 8 � a7 + a5 � a4 + a3 � a + 1) .

2. Èç òîãî, ÷òî íå âñå êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ äå-
ëÿòñÿ íà 4, ñëåäóåò, ÷òî ó îäíîãî ìíîãî÷ëåíà åñòü íå÷¼ò-
íûé êîýôôèöèåíò. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ó äðóãîãî
ìíîãî÷ëåíà íåò íå÷¼òíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ó îáîèõ ìíîãî÷ëåíîâ åñòü íå÷¼òíûå êîýôôèöèåíòû.
Çàìåíèì êàæäûé êîýôôèöèåíò íà åãî îñòàòîê îò äåëåíèÿ
íà 2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåíû anxn + an� 1xn� 1 +
+ ... + x r è bmxm + bm� 1xm� 1 + ... + x s; çäåñü r è s �� ìèíè-
ìàëüíûå ñòåïåíè ÷ëåíîâ, êîýôôèöèåíòû ïðè êîòîðûõ íå-
÷¼òíû, à êàæäîå èç ÷èñåë ai è bi ðàâíî 0 èëè 1. Åñëè â
ïðîèçâåäåíèè äàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìû çàìåíèì êàæäûé
êîýôôèöèåíò íà åãî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 2, òî ïîëó÷èì
ìíîãî÷ëåí anbmxn+ m + ... + x r + s. Òàêèì îáðàçîì, â ïðîèçâå-
äåíèè äàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ êîýôôèöèåíò ïðè x r + s íå÷¼-
òåí, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

3. Ïðèâåä¼ì ðåøåíèå çàäà÷è òîëüêî äëÿ îäíîãî ñëó÷àÿ
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê A è B, äàííîé îêðóæíî-
ñòè è ïðÿìîé MN (ðèñ. 29). Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ïîñòðîå-
íèå áóäåò àíàëîãè÷íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîñòðîèëè
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òðåáóåìóþ òî÷êó X . Ïóñòü ïðÿìàÿ AX ïåðåñåêàåò äàííóþ
îêðóæíîñòü S â òî÷êå C, à ïðÿìàÿ BX �� â òî÷êå D. Ïðî-
âåä¼ì ÷åðåç òî÷êó D ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé AB ;
îíà ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü S â íåêîòîðîé òî÷êå K . Ïóñòü
ïðÿìàÿ KC ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â òî÷êå P. Òðåóãîëüíè-
êè APC è AXB ïîäîáíû, ïîñêîëüêó óãîë A ó íèõ îáùèé
è \ APC = \ CKD = \ CXD . Èç ïîäîáèÿ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ
ñëåäóåò, ÷òî AP � AB = AC � AX .

B

PA

DC

X
S

K

M N

Ðèñ. 29

Èç ýòîãî âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå. Ïðîâåä¼ì ÷å-
ðåç òî÷êó A ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ îêðóæíîñòü S â íåêî-
òîðûõ òî÷êàõ C0 è X 0. Òîãäà AP � AB = AC � AX = AC0� AX 0,
ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîñòðîèòü òî÷êó P. Äàëåå, íàì èçâå-
ñòåí óãîë CDK (îí ðàâåí óãëó ìåæäó ïðÿìûìè AB è MN ).
Ïîýòîìó ìû çíàåì äëèíó õîðäû KC, à çíà÷èò, ìû ìîæåì
ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü S0, êîòîðàÿ èìååò òîò æå öåíòð, ÷òî
è îêðóæíîñòü S, è êàñàåòñÿ õîðäû KC. Ïðîâåäÿ èç òî÷êè
P êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè S0, íàõîäèì òî÷êó C.

4. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî 10 6 � 1 (mod 7) . Äåéñòâèòåëü-
íî, 10 3 + 1 äåëèòñÿ íà 7, ò. å. 10 3 � � 1 (mod 7) . Êðîìå òî-
ãî, 10 k � 4 (mod 6) ïðè k > 1, ïîñêîëüêó ÷èñëî 99...96 ÷¼ò-
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íî è äåëèòñÿ íà 3. Ñëåäîâàòåëüíî, 10 10k
� 104 (mod 7) ïðè

k > 1. Ïîýòîìó òðåáóåìûé îñòàòîê ðàâåí îñòàòêó îò äåëå-
íèÿ ÷èñëà 10 �104 = 105 íà 7. Ýòîò îñòàòîê ðàâåí 5, ïîñêîëü-
êó 10 5 � 35 � 243 (mod 7) .

5. Ïóñòü Ï �� ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû, Q �� òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïëîñêîñòè Ï , âîññòàâ-
ëåííîãî èç òî÷êè P, ñ ïëîñêîñòüþ ãðàíè ïèðàìèäû, R ��
îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî íà ðåáðî ýòîé ãðà-
íè, ëåæàùåå â ïëîñêîñòè Ï . Òîãäà PQ = PR tg f , ãäå f =
= \ PRQ. Óãîë f �� ýòî óãîë íàêëîíà ïëîñêîñòè ãðàíè ê
ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ. Äëÿ âñåõ ãðàíåé ïèðàìèäû îí îäèí
è òîò æå. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðàâèëü-
íîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ëåæàùåãî â îñíîâàíèè ïèðàìèäû,
èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ¾Äëÿ ëþáîé òî÷êè
P, ëåæàùåé âíóòðè ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ñóììà
ðàññòîÿíèé îò P äî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà îäíà è òà æå¿.
×òîáû äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå, ðàçðåæåì ïðàâèëüíûé
ìíîãîóãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè, ïðîâåäÿ îòðåçêè èç òî÷-
êè P â âåðøèíû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñóììà ïëîùàäåé ýòèõ
òðåóãîëüíèêîâ ïîñòîÿííà (îíà ðàâíà ïëîùàäè ìíîãîóãîëü-
íèêà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ñóììà ðàâíà ïîëîâèíå ïðî-
èçâåäåíèÿ ñóììû ðàññòîÿíèé îò òî÷êè P äî ñòîðîí ìíî-
ãîóãîëüíèêà íà äëèíó ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà.

6. Ïóñòü an �� íàèáîëüøåå ÷èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå
ðàçáèâàþò ñôåðó n îêðóæíîñòåé, bn �� íàèáîëüøåå ÷èñëî
÷àñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâàþò ïðîñòðàíñòâî n ñôåð. ßñ-
íî, ÷òî a1 = 2 è b1 = 2. Ïîêàæåì, ÷òî an 6 an� 1 + 2(n � 1) è
bn 6 bn� 1 + an� 1. Ïóñòü íà ñôåðå äàíî n îêðóæíîñòåé. Ôèê-
ñèðóåì îäíó èç íèõ. Îñòàâøèåñÿ îêðóæíîñòè ðàçáèâàþò
ñôåðó íå áîëåå ÷åì íà an� 1 ÷àñòåé. Ôèêñèðîâàííàÿ îêðóæ-
íîñòü ïåðåñåêàåò îñòàëüíûå îêðóæíîñòè íå áîëåå ÷åì â
2n � 2 òî÷êàõ. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ðàçáèâàþò ôèêñèðîâàí-
íóþ îêðóæíîñòü íå áîëåå ÷åì íà 2 n � 2 ÷àñòåé; êàæäàÿ
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èõ ýòèõ ÷àñòåé îêðóæíîñòè äîáàâëÿåò îäíó íîâóþ ÷àñòü
ðàçáèåíèÿ ñôåðû. Ïîýòîìó an 6 an� 1 + 2(n � 1) . Íåðàâåí-
ñòâî bn 6 bn� 1 + an� 1 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Íåòðóäíî
ïîñòðîèòü ïðèìåðû, êîãäà äîêàçàííûå íåðàâåíñòâà îáðà-
ùàþòñÿ â ðàâåíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, a2 = 4, a3 = 8, a4 = 14
è b2 = 4, b3 = 8, b4 = 16, b5 = 30.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Íåñëîæíî ïîëó÷èòü è îáùèå ôîðìóëû: an =

= n2 � n + 2 è bn =
n3 + 8n

3
� n2.

1940 ãîä (VI îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Äàííîå âûðàæåíèå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè b= c, ïðè
c= a è ïðè a = b, ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå ïðåäïîëî-
æåíèå, ÷òî îíî äîëæíî äåëèòüñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ìíîæè-
òåëåé b � c, c � a è a � b. Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â âûðàæåíèÿõ
(b � c)3 + (c � a) 3 + (a � b)3 è (b � c)(c � a)(a � b) è ñðàâíèâàÿ
ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó

(b � c)3 + (c � a) 3 + (a � b)3 = 3(b � c)(c � a)(a � b).

2. Ïóñòü v �� ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè, u �� ñêîðîñòü ïàðî-
õîäà, l �� ðàññòîÿíèå îò Ãîðüêîãî äî Àñòðàõàíè. Ïî óñëî-
âèþ

l
u + v

= 5 è
l

u � v
= 7; òðåáóåòñÿ íàéòè l/v . Èç ñèñòåìû

óðàâíåíèé l = 5u + 5v, l = 7u � 7v íàõîäèì l/v = 35.

3. Ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 100 åñòü 20 ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ
íà 5, è 4 ÷èñëà, äåëÿùèõñÿ íà 25, à ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà
125, ñðåäè íèõ íåò. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìîå ïðîèçâåäå-
íèå äåëèòñÿ íà 5 24 è íå äåëèòñÿ íà 5 25. ßñíî òàêæå, ÷òî
îíî äåëèòñÿ íà 2 24.

4. Ïóñòü r �� äàííûé ðàäèóñ, R è O �� ðàäèóñ è öåíòð
äàííîé îêðóæíîñòè. Öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà
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îêðóæíîñòè S ðàäèóñà j R � r j ñ öåíòðîì O (ðèñ. 30). Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, å¼ öåíòð ëåæèò íà ïðÿìîé l , ïàðàëëåëüíîé
äàííîé ïðÿìîé è óäàë¼ííîé îò íå¼ íà ðàññòîÿíèå r ; òà-
êèõ ïðÿìûõ äâå. Ëþáàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè S
è ïðÿìîé l ìîæåò ñëóæèòü öåíòðîì èñêîìîé îêðóæíîñòè.
Çàäà÷à ìîæåò èìåòü îò 0 äî 8 ðåøåíèé, çà èñêëþ÷åíèåì 5
ðåøåíèé.

O
S

S

R
r

r

r

r

l

l

Ðèñ. 30

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êîíôèãóðàöèè íà ðèñ. 30 ïîëó÷à-
åòñÿ 6 ðåøåíèé. Åñëè ìû áóäåì ïîñòåïåííî ïðèáëèæàòü
äàííóþ ïðÿìóþ ê òî÷êå O, òî ñíà÷àëà ïîëó÷èòñÿ 7 ðå-
øåíèé (êîãäà ¾âíåøíÿÿ¿ ïðÿìàÿ l êîñí¼òñÿ ¾âíóòðåííåé¿
îêðóæíîñòè S), à çàòåì 8 ðåøåíèé. Íàîáîðîò, ïðè óäàëå-
íèè äàííîé ïðÿìîé îò òî÷êè O ïîñëå 6 ðåøåíèé ñíà÷àëà
ïîëó÷èòñÿ 4 ðåøåíèÿ, ïîòîìó ÷òî îáå ïóíêòèðíûå ïðÿìûå
îäíîâðåìåííî êîñíóòñÿ ïóíêòèðíûõ îêðóæíîñòåé, çàòåì
îáå òî÷êè êàñàíèÿ îäíîâðåìåííî èñ÷åçíóò, è ìû ïîëó÷èì
2 ðåøåíèÿ. Çàòåì áóäåò îäíà òî÷êà êàñàíèÿ (îäíî ðåøå-
íèå), à ïîñëå ýòîãî ïåðåñå÷åíèé óæå íå áóäåò (ðåøåíèé
íåò).

Ìû ôàêòè÷åñêè ðàçîáðàëè ñëó÷àé, êîãäà R > r . Â ñëó-
÷àå, êîãäà R < r , ìîæíî ïîëó÷èòü 3 ðåøåíèÿ (ðèñ. 31),
íî 5 ðåøåíèé íåëüçÿ ïîëó÷èòü è â ýòîì ñëó÷àå, ïîòîìó
÷òî ñíîâà îáå ïóíêòèðíûå ïðÿìûå îäíîâðåìåííî êîñíóòñÿ
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ïóíêòèðíûõ îêðóæíîñòåé. Â ñëó÷àå, êîãäà R = r , 5 ðåøå-
íèé òîæå íåëüçÿ ïîëó÷èòü.

O
S

S

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

r

r

r

r

l

l

Ðèñ. 31

9��10 êëàññ
1. Ïóñòü xy = t . Òîãäà x2 + y2 = b2 � 2t è x3 + y3 = b(b2 � 3t) .

Ïîýòîìó b(b2 � 2t)(b 2 � 3t) = 2b5. Åñëè b= 0, òî ïîëó÷àåì
ðåøåíèå x = � y. Åñëè b6= 0, òî äëÿ t ïîëó÷àåì êâàäðàò-
íîå óðàâíåíèå (b2 � 2t)(b 2 � 3t) = 2b4. Ðåøèâ åãî, íàõîäèì
t 1 = b2, t 2 = � b2/ 6. ßñíî, ÷òî x è y ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êâàä-
ðàòíîãî óðàâíåíèÿ X 2 � bX + t = 0, ïîñêîëüêó x + y = b è
xy = t .

Äëÿ t = b2 ïîëó÷àåì x =
1 � i

p
3

2
b, y =

1 � i
p

3
2

b.

Äëÿ t = � b2/ 6 ïîëó÷àåì x =
1 �

p
5/ 3

2
b, y =

1 �
p

5/ 3
2

b.

2. Èìååòñÿ ðîâíî 9 îäíîçíà÷íûõ ÷èñåë, 99 � 9 = 90 äâó-
çíà÷íûõ, 999 � 90 � 9 = 900 òð¼õçíà÷íûõ, 9000 ÷åòûð¼õ-
çíà÷íûõ è ò. ä. Â âûïèñàííîì ðÿäó ïåðâûå 9 ìåñò çàé-
ìóò îäíîçíà÷íûå ÷èñëà, 90 � 2 = 180 ìåñò �� äâóçíà÷íûå,
900 � 3 = 2700 ìåñò �� òð¼õçíà÷íûå, 9000 � 4 = 36 000 ìåñò ��
÷åòûð¼õçíà÷íûå, 90000 � 5 = 450 000 ìåñò �� ïÿòèçíà÷íûå.
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Ïîýòîìó èíòåðåñóþùàÿ íàñ öèôðà ïðèíàäëåæèò ïÿòè-
çíà÷íîìó ÷èñëó.

Öèôðû, ïðèíàäëåæàùèå íå áîëåå ÷åì ÷åòûð¼õçíà÷íûì
÷èñëàì, èìåþò íîìåðà îò 1 äî 9 + 180 + 2700 + 36 000 =
= 38 889. Ðàçíîñòü 206 788 � 38 889 = 167 899 íóæíî ðàç-
äåëèòü íà 5 ñ îñòàòêîì: 167 899 = 5 � 33 579 + 4. Èíòåðåñó-
þùàÿ íàñ öèôðà ïðèíàäëåæèò 33 580-ìó ïÿòèçíà÷íîìó
÷èñëó, ò. å. ÷èñëó 43 579 (ïåðâîå ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî �� ýòî
÷èñëî 10 000). Â ýòîì ÷èñëå èíòåðåñóþùàÿ íàñ öèôðà ñòî-
èò íà 4-ì ìåñòå.

3. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà íèêàêèå òðè òî÷-
êè èç íàáîðà A, B, C, D íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è íè
îäíà èç ïàð ïðÿìûõ AB è CD, AC è BD, AD è BC íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ïóñòü A, B, C, D ��
äàííûå òî÷êè, S �� èñêîìàÿ îêðóæíîñòü. Ïî îäíó ñòîðî-
íó îò S ëåæèò k äàííûõ òî÷åê, ïî äðóãóþ ñòîðîíó ëåæèò
4 � k äàííûõ òî÷åê. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äàííûå
òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (èíà÷å â êà÷åñòâå S
ìîæíî âçÿòü ëþáóþ îêðóæíîñòü ñ òåì æå öåíòðîì; ïîëó-
÷àåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
k 6= 0 è k 6= 4. Òàêèì îáðàçîì, 1 6 k 6 3. Ìû ïîëó÷àåì äâà
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ïî îòíîøå-
íèþ ê S: 2 + 2 (ïî îáå ñòîðîíû îò S ëåæèò ïî äâå äàííûå
òî÷êè) è 1 + 3 (ïî îäíó ñòîðîíó îò S ëåæèò îäíà äàííàÿ
òî÷êà, à ïî äðóãóþ òðè).

Ïóñòü ñíà÷àëà òî÷êè A è B ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó
îò îêðóæíîñòè S, à òî÷êè C è D �� ïî äðóãóþ. Öåíòðîì
îêðóæíîñòè S ÿâëÿåòñÿ òî÷êà O ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ
ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê îòðåçêàì AB è CD (ðèñ. 32). Ðàäèóñ
îêðóæíîñòè S ðàâåí ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó äëèí îò-
ðåçêîâ OA è OC. ×åòûðå òî÷êè ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû
òðåìÿ ñïîñîáàìè, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì 3 ðåøåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü òî÷êè A, B è C ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó
îò îêðóæíîñòè S, à òî÷êà D �� ïî äðóãóþ. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç
òî÷êè A, B è C îêðóæíîñòü. Ïóñòü O è R �� å¼ öåíòð è ðà-
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O

C

D

B
A

Ðèñ. 32

äèóñ. Òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì èñêîìîé îêðóæíîñòè, à
ðàäèóñ èñêîìîé îêðóæíîñòè ðàâåí ñðåäíåìó àðèôìåòè÷å-
ñêîìó R è OD. Îäíó òî÷êó èç ÷åòûð¼õ ìîæíî âûáðàòü ÷å-
òûðüìÿ ñïîñîáàìè, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì 4 ðåøåíèÿ. Ïî-
ñòðîåííûå 7 îêðóæíîñòåé ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó èõ öåíòðû
ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Åñëè æå êàêèå-òî òðè òî÷êè èç íàáîðà A, B, C, D ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé èëè êàêàÿ-òî ïàðà ïðÿìûõ AB è CD, AC
è BD, AD è BC ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, òî
÷èñëî ðåøåíèé áóäåò ìåíüøå 7 �� íåêîòîðûå èç îêðóæíî-
ñòåé âûðîæäàþòñÿ â ïðÿìûå. Åñëè ABCD �� òðàïåöèÿ, íå
ÿâëÿþùàÿñÿ ðàâíîáîêîé, òî çàäà÷à èìååò 6 ðåøåíèé. Åñ-
ëè ABCD �� ïàðàëëåëîãðàìì, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïðÿìîóãîëü-
íèêîì, òî ðåøåíèé 5. Åñëè òî÷êè A, B è C ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, à òî÷êà D íà íåé íå ëåæèò, òî ðåøåíèé 6. Íàêî-
íåö, åñëè òî÷êè A, B, C è D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé â
óêàçàííîì ïîðÿäêå, ïðè÷¼ì AB 6= CD, òî çàäà÷à íå èìååò
ðåøåíèé, à åñëè AB = CD, òî ÷èñëî ðåøåíèé áåñêîíå÷íî.

4. Ïóñòü a �� çàäàííûé îòðåçîê. Ïóñòü, äàëåå, òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïðÿìûõ l 1 è l 2 ñ ïðÿìûìè, ïàðàëëåëü-
íûìè l 1 è l 2 è óäàë¼ííûìè îò íèõ íà ðàññòîÿíèå a, îáðà-
çóþò ïðÿìîóãîëüíèê M 1M 2M 3M 4. Ñëó÷àé, êîãäà a = 0 èëè
l 1 k l 2, î÷åâèäåí. Ïîêàæåì, ÷òî èñêîìîå ÃÌÒ �� ýòî ïðîäîë-
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æåíèÿ ñòîðîí ïîëó÷åííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Îïóñòèì èç
òî÷êè X ïåðïåíäèêóëÿðû XA 1 è XA 2 íà äàííûå ïðÿìûå l 1

M

A2

A1

X

l2

l1

a

B

Ðèñ. 33

è l 2. Ïóñòü, íàïðèìåð, XA 1 � XA 2 =
= a. Âîçüì¼ì íà ëó÷å A1X òàêóþ
òî÷êó B, ÷òî A1B = a. Òîãäà BX =
= XA 2. Ïóñòü M �� òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìîé l 2 è ïðÿìîé, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó B ïàðàëëåëüíî
ïðÿìîé l 1 (M �� ýòî îäíà èç òî÷åê
M 1, M 2, M 3, M 4). Òîãäà MX �� áèñ-
ñåêòðèñà óãëàBMA 2 (ðèñ. 33).

5. Ïóñòü N = 100x + 10y + z �� èñêîìîå ÷èñëî, äëÿ êîòî-
ðîãî N = x!+ y!+ z!. ×èñëî 7! = 5040 ÷åòûð¼õçíà÷íîå, ïîýòî-
ìó íè îäíà öèôðà ÷èñëà N íå ïðåâîñõîäèò 6. Çíà÷èò, ÷èñ-
ëî N ìåíüøå 700. Íî òîãäà íè îäíà öèôðà ÷èñëà N íå ïðå-
âîñõîäèò 5, ïîñêîëüêó 6! = 720. Íåðàâåíñòâî 3 �4!= 72 < 100
ïîêàçûâàåò, ÷òî õîòÿ áû îäíà öèôðà ÷èñëà N ðàâíà 5. Ïðè
ýòîì x 6= 5, ïîñêîëüêó 3 �5!= 360 < 500. Ðàâåíñòâî 3 �5!= 360
ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî x 6 3. Áîëåå òîãî, x 6 2, ïîñêîëü-
êó 3! + 2 � 5! = 246 < 300. ×èñëî 255 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ çàäà÷è, à åñëè ëèøü îäíà öèôðà èñêîìîãî ÷èñëà ðàâ-
íà 5, òî x 6 1, ïîñêîëüêó 2! + 5! + 4! = 146 < 200. Òàê êàê
1! + 5! + 4! = 145 < 150, ïîëó÷àåì y 6 4. Ñëåäîâàòåëüíî, z= 5.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x = 1 è 0 6 y 6 4, íàõîäèì åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå N = 145.

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Ïóñòü a �� ïåðâàÿ è âòîðàÿ öèôðû, b �� òðåòüÿ è ÷åò-
â¼ðòàÿ. Òîãäà äàííîå ÷èñëî ðàâíî 11 (b + 100a) , ïîýòîìó
b+ 100a = 11x2 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x. Êðî-
ìå òîãî, 100 6 b+ 100a 6 909, à çíà÷èò, 3 < x 6 9. Âû÷èñëÿÿ
êâàäðàòû ÷èñåë 44, 55, ..., 99, ïîëó÷àåì, ÷òî ðîâíî îäíî
èç íèõ èìååò òðåáóåìûé âèä: 88 2 = 7744.
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2. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî \ ADC = \ ABC = 60 � , ïî-
ñêîëüêó ýòè óãëû îïèðàþòñÿ íà îäíó è òó æå äóãó. Îò-
ëîæèì íà îòðåçêå CD òî÷êó L òàê, ÷òîáû òðåóãîëüíèê
ADL áûë ïðàâèëüíûì. Òðåóãîëüíèêè DAB è LAC ðàâíû
ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè (ðèñ. 34). Äåéñòâè-
òåëüíî, \ DAB = \ LAC , ïîñêîëüêó îáà ýòè óãëà äîïîëíÿþò
äî 60 � îäèí è òîò æå óãîë \ BAL . Ïîýòîìó CL = DB, à çíà-
÷èò, DC = DL + LC = AD + BD.

A C

B

D L

Ðèñ. 34

A

B

C

D

a

a

a

a

b

b

b

b

g

g

g

g

d

d

d

d

Ðèñ. 35

3. Ñîñòàâèì èç ÷åòûð¼õ ýêçåìïëÿðîâ äàííîãî ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèêà ôèãóðó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ 35. Ïðè ýòîì
ABCD �� ïàðàëëåëîãðàìì è ïðè ñäâèãàõ íà âåêòîðû

#    �
AB

è
#   �
BC îäíà ïàðà ñòîðîí ôèãóðû ïåðåõîäèò â äðóãóþ ïàðó

ñòîðîí.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðàëëåëîãðàììàìè ìîæíî çàìîñòèòü

âñþ ïëîñêîñòü, ïîýòîìó ïîëó÷åííûìè ôèãóðàìè òîæå ìîæ-
íî çàìîñòèòü âñþ ïëîñêîñòü. Äàííîå ðåøåíèå ïðîõîäèò è
äëÿ íåâûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.

4. ×èñëî x2 + y2 äåëèòñÿ íà 7 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà îáà ÷èñëà x è y äåëÿòñÿ íà 7. Äåéñòâèòåëüíî, êâàäðàò
öåëîãî ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 7 äà¼ò îñòàòêè 0, 1, 2 è 4.
Êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë, çàêëþ÷¼ííûõ ìåæäó 1 è 1000 è
äåëÿùèõñÿ íà 7, ðàâíî 142. Ïîýòîìó èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî
1422 = 20164.
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9��10 êëàññ
1. Ðàçðåæåì êîíóñ ïî îáðàçóþùåé, ïðîòèâîïîëîæíîé

òîé, íà êîòîðîé ëåæèò âûáðàííàÿ òî÷êà, è ðàçâåðí¼ì åãî
íà ïëîñêîñòü. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè òî÷êè S è A, ñîîò-
âåòñòâóþùèå âåðøèíå êîíóñà è âûáðàííîé òî÷êå ïðè ðàç-
â¼ðòêå êîíóñà íà ýòó ïëîñêîñòü. Åñëè a > 180 � , òî ñàìî-
ïåðåñå÷åíèé íåò (ðèñ. 36). Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü,

S

a / 2a / 2

Ðèñ. 36

÷òî a < 180 � . Âîññòàâèì èç òî÷êè A ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿ-
ìîé SA è âîçüì¼ì íà ýòîì ïåðïåíäèêóëÿðå ïî îäíó ñòîðî-
íó îò ïðÿìîé SA òàêèå òî÷êè B1, ... , Bn , ÷òî \ ASB k = k

a

2
(ðèñ. 37). Àíàëîãè÷íî ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò ïðÿìîé SA
âîçüì¼ì òàêèå òî÷êè C1, ... , Cn , ÷òî \ ASCk = k

a

2
. Íà êîíóñå

òî÷êà Bk ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Ck; äðóãèõ òî÷åê ñàìîïåðåñå-
÷åíèÿ ïðîâåä¼ííîé ëèíèè íåò.

C1C2C3 B1 B2 B3AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

S

Ðèñ. 37
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2. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî
�

1 +
1
n

� n
< 3 äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî n. Äåéñòâèòåëüíî,
�

1 +
1
n

� n
= 1 + n �

1
n

+
n(n � 1)

2
�

1
n2 +

n(n � 1)(n � 2)
2 � 3

�
1
n3 + ...

... + n(n � 1) ... (n � (n � 1))
2 � 3 ... n

� 1
nn <

< 1 + 1 + 1
2

+ 1
4

+ 1
8

+ ... + 1
2n� 1 < 3,

ïîñêîëüêó ïðè n > 1 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

1
2

�
n � 1

n
<

1
2

,
1
3

�
n � 2

n
<

1
2

,
1
4

�
n � 3

n
<

1
2

, ... ,
1
n

�
1
n

<
1
2

.

Èç äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
�

n + 1
3

� n+ 1
:

�
n
3

� n
=

�
n + 1

n

� n
�

n + 1
3

< n + 1.

Ïîýòîìó èíäóêöèåé ïî n ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
�

n
3

� n
< n!.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n = 1 ýòî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, à èç

íåðàâåíñòâà
�

n
3

� n
< n! ñëåäóåò, ÷òî

�
n + 1

3

� n+ 1
< (n + 1)

�
n
3

� n
< (n + 1) ! .

Ïîäñòàâëÿÿ n = 300 â íåðàâåíñòâî
�

n
3

� n
< n!, ïîëó÷àåì òðå-

áóåìîå.

A C

O2

O3 O1

B

B1

A1
C1

O

Ðèñ. 38

3. Ïóñòü òî÷êè O1, O2 è O3

ñèììåòðè÷íû òî÷êå O îòíîñè-
òåëüíî ñòîðîí BC, CA è AB ñî-
îòâåòñòâåííî. Ïóñòü, äàëåå, A1,
B1 è C1 �� ñåðåäèíû ñòîðîí BC,
CA è AB (ðèñ. 38). Òîãäà BC k
k B1C1 k O2O3 è OA1 ? BC. Ïî-
ýòîìó OO1 ? O2O3. Àíàëîãè÷íî
OO2 ? O1O3 è OO3 ? O1O2. Òàêèì
îáðàçîì, O �� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
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âûñîò òðåóãîëüíèêà O1O2O3. Ïîñòðîèâ òî÷êó O, ïðîâîäèì
ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêàì OO1, OO2, OO3.
Ýòè ïðÿìûå îáðàçóþò òðåóãîëüíèê ABC.

4. ×èñëà b1 = a1/a 2, b2 = a2/a 3, ... , bn = an /a 1 ïîëîæè-
òåëüíû è èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 1. Ïîýòîìó èõ ñðåäíåå
ãåîìåòðè÷åñêîå ðàâíî 1. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåä-
íèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå ýòèõ ÷èñåë íå ìåíüøå 1, ò. å. èõ ñóììà íå
ìåíüøå n.

5. Îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 7 ÷èñåë 2 x è x2 ïîâòîðÿþòñÿ
ñ ïåðèîäàìè 3 è 7, ïîýòîìó îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 7 ÷èñ-
ëà 2x � x2 ïîâòîðÿþòñÿ ñ ïåðèîäîì 21. Çàïèøåì òàáëèöó
îñòàòêîâ äëÿ ÷èñåë îò 1 äî 21:

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

2x 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4

x2 1 4 2 2 4 1 0 1 4 2 2

x 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

2x 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1

x2 4 1 0 1 4 2 2 4 1 0

Ïîñìîòðèì, ïðè êàêèõ x ÷èñëà 2x è x2 äàþò îäèíàêî-
âûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 7. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ñðå-
äè ÷èñåë îò 1 äî 21 ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò ðîâíî
øåñòü. Ïîýòîìó ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 9996 = 21 � 476 åñòü
476 � 6 = 2856 òðåáóåìûõ ÷èñåë. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåð-
êà ïîêàçûâàåò, ÷òî èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë 9997, 9998 è 9999
òîëüêî ÷èñëî 9998 îáëàäàåò òðåáóåìûì ñâîéñòâîì. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðè äåëåíèè íà 21 ýòè ÷èñëà äàþò ñîîòâåò-
ñòâåííî îñòàòêè 1, 2 è 3, à äëÿ 1 6 x 6 3, êàê ïîêàçûâàåò
ïðèâåä¼ííàÿ âûøå òàáëèöà, òîëüêî x = 2 ÷èñëà 2x è x2 äà-
þò ðàâíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 7.



i

i

i

i

i

i

i

i

Ðåøåíèÿ. 1941 ãîä 167

1941 ãîä (VII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Ïóñòü ABC �� èñêîìûé òðåóãîëüíèê, AH �� âûñîòà,
AM �� ìåäèàíà, R �� ðàäèóñ îïèñàííîãî êðóãà, O �� åãî öåíòð.
Ïîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê AHM ïî êàòåòó
AH è ãèïîòåíóçå AM . Âîññòàâèì èç òî÷êè M ïåðïåíäèêó-
ëÿð l ê ïðÿìîé MH . Òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé l ñ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà R ñ öåíòðîì A. Âåðøè-
íû B è C ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé MH ñ
îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà R ñ öåíòðîì O.

Çàäà÷à èìååò 0, 1 èëè 2 ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò äëèí
òð¼õ äàííûõ îòðåçêîâ.

2. Ïîëó÷åííîå øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî äîëæíî äåëèòüñÿ
íà 7 � 8 � 9 = 504. Ïîäåëèì 523 000 íà 504 ñ îñòàòêîì:

523 000 = 1037 � 504 + 352.

Ïîñêîëüêó 504 � 352 = 152, íà 504 äåëÿòñÿ ÷èñëà 523 152 è
523 152 + 504 = 523 656. Äðóãèõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 504,
ñðåäè ÷èñåë îò 523 000 äî 523 999 íåò.

3. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíè-
êà ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà è ðàâíà ïîëîâèíå å¼
äëèíû. Ðàññìàòðèâàÿ äâà òðåóãîëüíèêà, íà êîòîðûå äèà-
ãîíàëü ðàçðåçàåò ÷åòûð¼õóãîëüíèê, ïîëó÷àåì, ÷òî îòðåç-
êè AD è CB ïàðàëëåëüíû îäíîé èç äèàãîíàëåé, à èõ äëè-
íà ðàâíà ïîëîâèíå å¼ äëèíû. Àíàëîãè÷íî îòðåçêè DQ è
BP ïàðàëëåëüíû îäíîé èç ñòîðîí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, à èõ
äëèíà ðàâíà ïîëîâèíå å¼ äëèíû. Îòðåçêè AQ è CP òîæå
ïàðàëëåëüíû ñòîðîíå ÷åòûð¼õóãîëüíèêà è èõ äëèíà ðàâíà
ïîëîâèíå äëèíû ýòîé ñòîðîíû. Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëü-
íèê BCP ðàâåí òðåóãîëüíèêó ADQ ïî òð¼ì ñòîðîíàì.

4. Ïóñòü O �� öåíòð äàííîé îêðóæíîñòè, M �� ñåðåäèíà
õîðäû, îòñåêàåìîé îêðóæíîñòüþ îò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
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÷åðåç òî÷êó P. Òîãäà \ PMO = 90 � . Ïîýòîìó èñêîìîå ìíî-
æåñòâî �� ÷àñòü îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì OP, ëåæàùàÿ
âíóòðè äàííîé îêðóæíîñòè.

5. Ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü ìíîãî÷ëåí f(x) òàê, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëîñü òîæäåñòâî

x(x + 1)(x + 2)(x + 3) + 1 = (f(x) + 1) 2,
ò. å.

x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = f(x)(f(x) + 2) .

Ïîñêîëüêó x(x + 3) = x2 + 3x è (x + 1)(x + 2) = x2 + 3x + 2,
ìîæíî ïîëîæèòü f(x) = x(x + 3) . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáî-
ãî öåëîãî ÷èñëà n ÷èñëî n(n + 1)(n + 2)(n + 3) + 1 ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì ÷èñëà n(n + 3) + 1.

9��10 êëàññ
1. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 2 äëÿ 7��8 êëàññîâ.

2. Ñëó÷àé, êîãäà óãëû ïàðàëëåëîãðàììà ïðÿìûå, î÷å-
âèäåí, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó ïàðàëëåëîãðàììà
åñòü îñòðûé óãîë. Ïóñòü P, Q è R �� öåíòðû êâàäðàòîâ,

A

B
C

D

R

P

Q

Ðèñ. 39

ïîñòðîåííûõ íà ñòîðîíàõ DA , AB
è BC ïàðàëëåëîãðàììà ñ îñòðûì
óãëîì a ïðè âåðøèíå A (ðèñ. 39).
Òîãäà

\ PAQ = \ PAD + \ DAB + \ BAQ =

= 45 � + a + 45 � = 90 � + a

è

\ RBQ = 360 � �

� \ RBC � \ CBA � \ ABQ =

= 360 � � 45 � � (180 � � a ) � 45 � =

= 90 � + a .

Ñëåäîâàòåëüíî, \ PAQ = \ RBQ, à çíà÷èò, 4 PAQ = 4 RBQ.
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Ñòîðîíû AQ è BQ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ïåðïåíäèêóëÿðíû,
ïîýòîìó PQ ? QR. Èç ðàâåíñòâà óêàçàííûõ òðåóãîëüíèêîâ
ñëåäóåò òàêæå, ÷òî PQ = QR. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî âñå ñòîðîíû ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â öåíòðàõ
ïàðàëëåëîãðàììîâ ðàâíû, à âñå óãëû ïðÿìûå.

3. Ïóñòü P(x) = a0xn + a1xn� 1 + ... + an� 1x + an . Ïî óñëî-
âèþ ÷èñëà an = P( 0) è a0 + a1 + ... + an = P( 1) íå÷¼òíû. Åñëè
x �� ÷¼òíîå ÷èñëî, òî P(x) � an (mod 2) . Åñëè x �� íå÷¼òíîå
÷èñëî, òî P(x) � a0 + a1 + ... + an (mod 2) . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî P(x) íå÷¼òíî, ïîýòîìó îíî íå ìîæåò
áûòü ðàâíî íóëþ.

4. Òî÷êè M è N ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AB .
Öåíòð O ýòîé îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé AB è ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó NM ,
ïîýòîìó ìû ìîæåì åãî ïîñòðîèòü. Òî÷êè A è B ÿâëÿþò-
ñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AB è îêðóæíîñòè ñ öåí-
òðîì O, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M . Ïîýòîìó òî÷êè A è B
ìîæíî ïîñòðîèòü. Òî÷êà C ïîñëå ýòîãî ñòðîèòñÿ êàê òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AN è BM .

5. Åñëè x > 2, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî.
Åñëè 1 6 x < 2, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 4 x = 8, êîòîðîå íå

èìååò êîðíåé íà äàííîì èíòåðâàëå.
Åñëè 0 6 x < 1, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå � 2x = 2, êîòîðîå íå

èìååò êîðíåé íà äàííîì èíòåðâàëå.
Åñëè � 1 6 x < 0, ïîëó÷àåì 0 = 2, ÷åãî íå ìîæåò áûòü.
Åñëè x < � 1, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå � 2x = 4, êîòîðîå èìå-

åò êîðåíü x = � 2.

6. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ
êîðíåé ðàâíî ÷èñëó îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé è åù¼ åñòü êî-
ðåíü 0. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëî ïîëî-
æèòåëüíûõ êîðíåé ðàâíî 31. Åñëè sin x = x/ 100, òî j x j =
= 100 j sin x j 6 100. Ðàññìîòðèì ãðàôèêè ôóíêöèé y = x/ 100
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è y = sin x. Öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà 100/ 2 p = 15,915... ðàâíà 15,
ïîýòîìó ó÷àñòîê îñè Ox îò 0 äî 100 ñîäåðæèò 15 îòðåçêîâ
äëèíîé 2 p è îäèí îòðåçîê äëèíîé ìåíüøå 2 p . Ðàññìàòðè-
âàÿ óêàçàííûå ãðàôèêè, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî íà ïåðâîì
îòðåçêå äëèíîé 2 p åñòü îäèí êîðåíü äàííîãî óðàâíåíèÿ,
à íà êàæäîì èç îñòàëüíûõ 14 îòðåçêîâ äëèíîé 2 p åñòü ïî
äâà êîðíÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íà êàæäîì èç ýòèõ îòðåçêîâ
ôóíêöèÿ y = sin x ñíà÷àëà âîçðàñòàåò îò 0 äî 1, ïîòîì óáû-
âàåò îò 1 äî 0, à çàòåì ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Ïîýòî-
ìó èç ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî äîëæíû
áûòü õîòÿ áû äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ. Áîëüøå
äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ áûòü íå ìîæåò, òàê êàê íà ïåðâîé
ïîëîâèíå îòðåçêà ôóíêöèÿ y = sin x âûïóêëà ââåðõ, è ïî-
ýòîìó íå ìîæåò èìåòü áîëåå äâóõ îáùèõ òî÷åê ñ ïðÿìîé, à
íà âòîðîé ïîëîâèíå ýòà ôóíêöèÿ îòðèöàòåëüíà. Âû÷èñëå-
íèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî 100 � 30 p > 5,752 > p . Òàêèì îáðàçîì,
äëèíà ïîñëåäíåãî îòðåçêà áîëüøå p , ïîýòîìó íà í¼ì òîæå
åñòü äâà êîðíÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåñå÷åíèÿ ðàññìàòðèâà-
åìûõ ãðàôèêîâ íàä îòðåçêîì îò 2 k p äî (2k + 1) p äëÿ íàòó-
ðàëüíîãî k ïðîèñõîäÿò òîëüêî íàä ïåðâîé ïîëîâèíîé ýòîãî
îòðåçêà, ïîñêîëüêó íà âòîðîé ïîëîâèíå îòðåçêà ñèíóñ îò-
ðèöàòåëåí. Âñåãî ïîëó÷àåì 31 ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü.

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç íåñêîëüêèõ ïîïàðíî ðàçëè÷-
íûõ ïî âåëè÷èíå êâàäðàòîâ ñëîæåí ïðÿìîóãîëüíèê. Ðàñ-
ñìîòðèì ñàìûé ìàëåíüêèé êâàäðàò Q. Ñ îäíîé èç åãî ñòî-
ðîí èìååò îáùóþ ÷àñòü ñòîðîíà íåêîòîðîãî áîëüøåãî êâàä-
ðàòà A. Ñòîðîíà êâàäðàòà A âûõîäèò çà ïðåäåëû ñòîðîíû
êâàäðàòà Q. Îáðàçîâàâøèéñÿ óãîë äîëæåí áûòü çàïîëíåí
íåêîòîðûì êâàäðàòîì B, ñòîðîíà êîòîðîãî ñíîâà áîëüøå
ñòîðîíû êâàäðàòà Q. Ïîëó÷àåì åù¼ îäèí óãîë, êîòîðûé
äîëæåí áûòü çàïîëíåí êâàäðàòîì C, à çàòåì åù¼ îäèí
óãîë, êîòîðûé äîëæåí áûòü çàïîëíåí êâàäðàòîì D. Ïðè
ýòîì ìåæäó êâàäðàòàìè A è D íå ìîæåò áûòü ¾êîëîäöà¿
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(ò. å. êâàäðàòû A è D äîëæíû èìåòü îáùóþ ãðàíèöó), ïî-
ñêîëüêó èíà÷å äëÿ çàïîëíåíèÿ ¾êîëîäöà¿ ïîòðåáîâàëñÿ
áû êâàäðàò, êîòîðûé ìåíüøå ñàìîãî ìàëåíüêîãî êâàäðà-
òà Q.

A

B
C

D
Q

Ðèñ. 40

Èòàê, åñëè èç ïÿòè ïîïàðíî ðàçëè÷-
íûõ ïî âåëè÷èíå êâàäðàòîâ ìîæíî ñëî-
æèòü ïðÿìîóãîëüíèê, òî ìû çíàåì, êàê
îíè äîëæíû áûòü ñëîæåíû: ñàìûé ìà-
ëåíüêèé êâàäðàò íàõîäèòñÿ â öåíòðå, à
ê íåìó ïðèìûêàþò ÷åòûðå äðóãèõ êâàä-
ðàòà, îáðàçóÿ êîíôèãóðàöèþ, ñõåìàòè÷íî
èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñ. 40 (èëè ñèììåò-
ðè÷íóþ åé). Ïóñòü q, a, b, c, d �� äëèíû
ñòîðîí îäíîèì¼ííûõ êâàäðàòîâ. Òîãäà a = b+ q, b= c+ q,
c= d + q, d = a + q. Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì 4 q= 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó íàñ íå 5 êâàäðàòîâ, à 4, ïðè÷¼ì âñå îíè
ðàâíû. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê íåëüçÿ ðàçðå-
çàòü íà 8 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êâàäðàòîâ, íî ìîæíî ðàçðåçàòü íà 9 ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûõ êâàäðàòîâ. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî êâàäðàò ìîæíî ðàç-
ðåçàòü íà 24 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êâàäðàòà. Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ôàêòîâ
ìîæíî íàéòè â êíèãå [12].

Ðèñ. 41

2. Ðàçðåæåì òðåóãîëüíèê ABC íà òðè
÷åòûð¼õóãîëüíèêà, îïóñòèâ ïåðïåíäèêó-
ëÿðû èç öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè íà
ñòîðîíû. Ýòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêè ñèììåò-
ðè÷íû îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëåé, èçîáðà-
æ¼ííûõ ïóíêòèðîì íà ðèñ. 41. Ïîýòîìó,
ïåðåâîðà÷èâàÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèêè âîêðóã
ýòèõ äèàãîíàëåé, ïîëó÷àåì èñõîäíûé òðå-
óãîëüíèê ABC.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ðàçðåçàòü âîîáùå
íå íóæíî; ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà äâå ÷àñ òè,
ïðîâåäÿ ìåäèàíó èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà. Äîêàæåì, ÷òî òðåóãîëü -
íèê, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà äâå ÷àñòè, ïåðåâåðíóâ ê îòî-
ðûå, ìîæíî ñëîæèòü èñõîäíûé òðåóãîëüíèê.
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Ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâåä¼ì ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî òàê ðàçðå-
çàòü ìîæíî íå òîëüêî ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè. Ðèñóíîê 42 , à,
ïîêàçûâàåò, êàê ìîæíî ðàçðåçàòü òðåáóåìûì îáðàçîì òðåóãîëüíèê ñ
óãëàìè n a , (n + 2) a è p � (2n + 2) a , à ðèñóíîê 42, á, ïîêàçûâàåò, êàê
ìîæíî ðàçðåçàòü òðåáóåìûì îáðàçîì òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè p � a , p � n a

è (n + 1) a � p . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îò òðåóãîëüíèêà îòðåçàåòñÿ âûïóêëûé
(n + 2) -óãîëüíèê (ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû äëÿ ñóììû óãëîâ âûïóêëîãî
ìíîãîóãîëüíèêà).

p � n a

p � a

n a n a

2 a

2

a

à) á)

Ðèñ. 42

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äâà óãëà a è b òðåóãîëüíèêà è ÷èñëî p ëèíåéíî
íåçàâèñèìû íàä ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, ò. å. ðàâåíñòâî a a + bb + cp =
= 0 íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íè äëÿ êàêèõ öåëûõ ÷èñåë a, b è c, õîòÿ
áû îäíî èç êîòîðûõ îòëè÷íî îò íóëÿ, òî èñêîìîãî ðàçðåçà íå ñóùå -
ñòâóåò. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ëîìàíàÿ X 1X 2 ... X n ðàçðå-
çàåò òðåóãîëüíèê ABC íà äâå ÷àñòè P è Q òðåáóåìûì îáðàçîì. Òî-
ãäà ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò äâå òàêèå ñêîëüçÿùèå ñèììåòðèè p è q,
÷òî ABC = pP [ qQ, ïðè÷¼ì pP è qQ ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî ãðàíèöå.
Ðàññìàòðèâàÿ ìàëûå îêðåñòíîñòè òî÷åê ëîìàíîé X 1X 2 ... X n , íåòðóä-
íî ïîêàçàòü, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëè-
áî p(X 1X 2 ... X n) = X n ... X 2X 1, ëèáî p(X 1X 2 ... X n) = X n+ 1X n ... X 2, ãäå
X n+ 1 �� âåðøèíà îäíîãî èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC. Èç ýòîãî ìîæ-
íî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ëèáî p � q(X 1X 2 ... X n) = X 2X 3 ... X nX n+ 1, ëèáî
p � q(X 1X 2 ... X n) = X 3 ... X nX n+ 1X n+ 2, ãäå òî÷êà X n+ 2 ëåæèò íà îäíîé
èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ëèáî íà å¼ ïðîäîëæåíèè. Íî p � q �� ýòî ïîâîðîò
íà íåêîòîðûé óãîë f . Ïðîäîëæèì ðàññìàòðèâàåìóþ ëîìàíóþ, äîáàâèâ
ê íåé òî÷êè X n+ 2 = p� q(X n ) , X 0 = p� q(X 2) , X � 1 = p� q(X 1) . Ïîñòðîåííàÿ
ëîìàíàÿ ñîäåðæèò çâåíüÿ èëè äèàãîíàëè, ïàðàëëåëüíûå âñåì òð¼ì ñòî -
ðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âñå óãëû òðåóãîëüíèêà
ABC âûðàæàþòñÿ â âèäå ðàöèîíàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷èñåë f

è p . Â ÷àñòíîñòè, a = m1 f + n1 p è b = m2 f + n2 p . Ïðè ýòîì m1 6= 0 è m2 6= 0,
ïîñêîëüêó èíà÷å ìû ñðàçó ïîëó÷èëè áû ðàöèîíàëüíóþ ëèíåéíóþ çà-
âèñèìîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì âûðàçèòü f èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà
è ïîäñòàâèòü ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîå ðàâåíñòâî. Â ðåçóëüòàòå ñíî âà
ïîëó÷àåì ðàöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷è þ.
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3. Ïóñòü A1, B1, B2, C2, C3, A3, A4, B4, ... �� ïîñëåäî-
âàòåëüíûå òî÷êè òðàåêòîðèè, ëåæàùèå íà ñòîðîíàõ òðå-
óãîëüíèêà ABC (ðèñ. 43). Òàê êàê A1B1 k AB 2, B1B2 k CA1 è

A C2 A1 C

B1

C3

B

A3

B2
M

Ðèñ. 43

B1Ck B2C2, òî òðåóãîëüíèê AB 2C2

ïîëó÷àåòñÿ èç òðåóãîëüíèêà A1B1C
ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì. Àíàëî-
ãè÷íî òðåóãîëüíèê A3BC3 ïîëó÷à-
åòñÿ èç AB 2C2 ïàðàëëåëüíûì ïåðå-
íîñîì, à òðåóãîëüíèê A4B4C �� èç
òðåóãîëüíèêà A3BC3. Íî òðåóãîëü-
íèê A1B1C òîæå ïîëó÷åí èç òðå-
óãîëüíèêà A3BC3 ïàðàëëåëüíûì ïå-
ðåíîñîì. Ïîýòîìó A1 = A4, ò. å. ïî-
ñëå ñåìè øàãîâ òðàåêòîðèÿ çàìêí¼òñÿ. (Åñëè òî÷êà M ëå-
æèò íà îäíîé èç ñðåäíèõ ëèíèé òðåóãîëüíèêà ABC, òî òðà-
åêòîðèÿ çàìêí¼òñÿ ïîñëå ÷åòûð¼õ øàãîâ.)

4. Ïóñòü (x � a)(x � 10) + 1 = (x + b)(x + c). Ïîëîæèâ x =
= � b, ïîëó÷èì (b + a)(b + 10) = � 1. ×èñëà a è b öåëûå, ïî-
ýòîìó ÷èñëà b+ a è b+ 10 òîæå öåëûå. ×èñëî � 1 ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæèòåëåé äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè. Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì äâà âàðèàíòà: 1) b+ 10 =
= 1 è b+ a = � 1; 2) b+ 10 = � 1 è b+ a = 1. Ïîýòîìó a = 8
èëè a = 12. Â ïåðâîì ñëó÷àå (x � 8)(x � 10) + 1 = (x � 9) 2 , à
âî âòîðîì ñëó÷àå (x � 12)(x � 10) + 1 = (x � 11) 2.

5. Ïîñìîòðèì, êàêèå îñòàòêè ìîæåò äàâàòü ïðîñòîå ÷èñ-
ëî p > 3 ïðè äåëåíèè íà 6. Îíî íå ìîæåò äàâàòü îñòàòîê 2
èëè 4, ïîñêîëüêó èíà÷å îíî áûëî áû ÷¼òíî. Îíî íå ìîæåò
äàâàòü îñòàòîê 3, ïîñêîëüêó èíà÷å îíî äåëèëîñü áû íà 3.
Çíà÷èò, ïðîñòîå ÷èñëî p> 3 ïðè äåëåíèè íà 6 äà¼ò îñòàòîê
1 èëè 5, ò. å. îíî èìååò âèä 6 n � 1; åãî êâàäðàò èìååò âèä
36n2 � 12n + 1.

6. Ïóñòü òî÷êè H 1, H 2 è H 3 ñèììåòðè÷íû òî÷êå ïåðå-
ñå÷åíèÿ âûñîò H îòíîñèòåëüíî ñòîðîí BC, CA è AB . Ïî-
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ñòðîåíèå ëåãêî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ôàêòà: åñëè òðå-
óãîëüíèê ABC îñòðîóãîëüíûé, òî åãî âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ

H 1

B C

A
H 2

H 3

H

Ðèñ. 44

òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíè-
êà H 1H 2H 3 ñ ïðîäîëæåíèÿìè
åãî áèññåêòðèñ, à åñëè, íàïðè-
ìåð, óãîë A òóïîé, òî èç òî÷-
êè H 1 íóæíî ñíîâà ïðîâåñòè
áèññåêòðèñó, à èç òî÷åê H 2

è H 3 �� áèññåêòðèñû âíåøíèõ
óãëîâ (ðèñ. 44).

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàçáîðîì
ñëó÷àÿ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC. Óãëû BHC è CAB
èìåþò ïåðïåíäèêóëÿðíûå ñòî-
ðîíû, ïîýòîìó îíè ëèáî ðàâ-
íû, ëèáî ñîñòàâëÿþò â ñóììå
180 � . Äëÿ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà îíè ñîñòàâëÿþò â
ñóììå 180 � , ïîòîìó ÷òî óãîë BHC òóïîé. Çíà÷èò, \ BH 1C+
+ \ BAC = 180 � , ò. å. òî÷êà H 1 ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
òî÷êè H 2 è H 3 òîæå ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC, ïîýòîìó îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêîâ ABC è H 1H 2H 3 ñîâïàäàþò. Äàëåå, \ AH 1H 2 =
= \ ACH 2 = \ ACH 3 = \ AH 1H 3, ïîýòîìó H 1A �� áèññåêòðèñà
òðåóãîëüíèêà H 1H 2H 3. Äëÿ H 2A è H 3A äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íî.

Ñëó÷àé òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ðàçáèðàåòñÿ
àíàëîãè÷íî, à ïðÿìîóãîëüíûì ýòîò òðåóãîëüíèê áûòü íå
ìîæåò, ïîòîìó ÷òî òîãäà äâå èç òð¼õ òî÷åê H 1, H 2, H 3 ñîâ-
ïàäàþò.

9��10 êëàññ
1. Ïðîäîëæèì ðåøåíèå çàäà÷è 1 äëÿ 7��8 êëàññîâ, ïîëü-

çóÿñü òåì, ÷òî òàì óæå äîêàçàíî. Ìû óæå çíàåì, êàê
äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû ñàìûé ìàëåíüêèé êâàäðàò è
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A

B
C

D

E

Q

Ðèñ. 45

ïðèëåãàþùèå ê íåìó êâàäðàòû. Ïîýòîìó
åñëè èç øåñòè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êâàäðà-
òîâ ìîæíî ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê, òî îíè
äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû òàê, êàê ñõå-
ìàòè÷íî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 45. Íî òîãäà ó
êâàäðàòîâ D è E åñòü îáùàÿ ñòîðîíà, ïîýòî-
ìó îíè ðàâíû. À ïî óñëîâèþ âñå êâàäðàòû
ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

2. Ðàññìîòðèì êðóã, ñîäåðæàùèé âñå äàííûå òî÷êè.
Áóäåì óìåíüøàòü ðàäèóñ òàêîãî êðóãà äî òåõ ïîð, ïî-
êà ýòî âîçìîæíî. Ïóñòü R �� ðàäèóñ ïîëó÷åííîãî êðóãà.
Íà ãðàíèöå ýòîãî êðóãà ëåæàò ïî êðàéíåé ìåðå äâå äàí-
íûå òî÷êè. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà íà ãðàíèöå
ëåæàò ðîâíî äâå òî÷êè A è B. ßñíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ
äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè êðóãà. Âîçü-
ì¼ì òðåòüþ äàííóþ òî÷êó C. Ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ êðó-
ãà, ñîäåðæàùåãî òî÷êè A, B è C, ðàâåí R, ïîýòîìó R 6 1.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà íà ãðàíèöå ëåæàò ðîâíî
òðè äàííûå òî÷êè A, B è C. Òîãäà òðåóãîëüíèê ABC îñò-
ðîóãîëüíûé èëè ïðÿìîóãîëüíûé, ïîñêîëüêó èíà÷å ìîæíî
áûëî áû óìåíüøèòü ðàäèóñ êðóãà, ñîäåðæàùåãî âñå äàí-
íûå òî÷êè. Ïîýòîìó ñíîâà ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ êðóãà,
ñîäåðæàùåãî òî÷êè A, B è C, ðàâåí R. Ðàññìîòðèì, íà-
êîíåö, ñëó÷àé, êîãäà íà ãðàíèöå ëåæàò ïî êðàéíåé ìåðå
÷åòûðå äàííûå òî÷êè. Ïóñòü a 1, a 2, ... , a n �� óãëîâûå âå-
ëè÷èíû ïîñëåäîâàòåëüíûõ äóã, íà êîòîðûå äàííûå òî÷êè
ðàçáèâàþò ãðàíèöó êðóãà. Åñëè ñóììà óãëîâûõ âåëè÷èí
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ äóã íå áîëüøå 180 � , òî ñîòð¼ì èõ
îáùóþ òî÷êó. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n > 4 òàêàÿ ïàðà ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ äóã âñåãäà íàéä¼òñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a 1 +
+ a 2 > 180 � , a 2 + a 3 > 180 � , ..., a n + a 1 > 180 � . Ñëîæèâ ýòè
íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì 2 ( a 1 + a 2 + ... + a n) > n � 180 � , à çíà-
÷èò, 4 � 180 � > n � 180 � . Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îá-
ðàçîì, íà ãðàíèöå ïîëó÷åííîãî êðóãà ëåæàò ëèáî äâå äèà-
ìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå äàííûå òî÷êè, ëèáî òðè äàí-
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íûå òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè îñòðîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà. Ýòè ñëó÷àè ìû óæå ðàçáèðàëè.

3. Ïóñòü x(x � a)(x � b)(x � c) + 1 = P(x)Q(x) , ãäå P(x)
è Q(x) �� ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. ßñíî,
÷òî P(x) è Q(x) �� ìíîãî÷ëåíû ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåí-
òîì 1. Ïðè x = 0, x = a, x = b è x = c èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
P(x)Q(x) = 1, ò. å. ëèáî P(x) = 1 è Q(x) = 1, ëèáî P(x) = � 1
è Q(x) = � 1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ P(x) � Q(x) = 0. Ñòåïåíü ìíî-
ãî÷ëåíà P(x) � Q(x) , èìåþùåãî ïî êðàéíåé ìåðå ÷åòûðå
ðàçëè÷íûõ êîðíÿ (0, a, b, c), ñòðîãî ìåíüøå ÷åòûð¼õ, ïî-
ýòîìó P(x) = Q(x) äëÿ âñåõ x. Òàêèì îáðàçîì,

x(x � a)(x � b)(x � c) = P2(x) � 1 = (P(x) + 1)(P(x) � 1) .

Ïîýòîìó P(x) � 1 = x(x � a) è P(x) � 1 = (x � b)(x � c), ò. å.
x(x � a) � (x � b)(x � c) = � 2 (ìû íå ðàçëè÷àåì ðåøåíèÿ,
îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë a, b, c). Ñëåäî-
âàòåëüíî, a = b+ c è bc= � 2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèå íàáîðû çíà÷åíèé (a , b, c): (3, 1, 2 ) , ( � 3, � 1, � 2) ,
( � 1, 1, � 2) , (1, 2, � 1) . Èì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ðàç-
ëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà x(x � a)(x � b)(x � c) + 1: (x 2 � 3x + 1) 2,
(x 2 + 3x + 1) 2, (x 2 + x � 1) 2, (x 2 � x � 1) 2.

4. Ïåðâûé ñïîñîá . Ðàññìîòðèì äàííîå óðàâíåíèå êàê
êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x:

x2 � (y + 1)x + y2 � y = 0.

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí � 3y2 + 6y + 1. Îí îò-
ðèöàòåëåí ïðè y > 3 è ïðè y 6 � 1. Ïîýòîìó äëÿ y ïîëó÷àåì
òðè âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ: 0, 1, 2. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ
çíà÷åíèé ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ëåãêî
ðåøàåòñÿ.

Âòîðîé ñïîñîá . Åñëè x + y = x2 � xy + y2, òî

(x � y) 2 + (x � 1) 2 + (y � 1) 2 = 2(x 2 � xy + y2 � x � y) = 2.

Ñóììà êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë x � y, x � 1, y � 1 ðàâíà 2,
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ïîýòîìó îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ðàâíî 0. Åñëè x = y, òî ïîëó-
÷àåì ðåøåíèÿ (2, 2 ) è (0, 0 ) ; åñëè x = 1, òî ïîëó÷àåì ðåøå-
íèÿ (1, 0 ) è (1, 2 ) ; åñëè y = 1, òî ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ (0, 1 )
è (2, 1 ) .

5. Ïóñòü a �� ðàññòîÿíèå ìåæäó äàííûìè ïðÿìûìè, d ��
äëèíà ðàññìàòðèâàåìûõ îòðåçêîâ. Âûáåðåì ñèñòåìó êî-
îðäèíàò òàê, ÷òîáû òî÷êè ïåðâîé ïðÿìîé èìåëè êîîðäè-
íàòû (x , 0, 0 ) , à òî÷êè âòîðîé ïðÿìîé èìåëè êîîðäèíà-
òû (0, y, a) . Íàñ èíòåðåñóþò ïàðû òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ
x2 + a2 + y2 = d2, ò. å. x2 + y2 = d2 � a2. Ñåðåäèíà îòðåçêà ñ
êîíöàìè â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (x , 0, 0 ) è (0, y, a) èìååò
êîîðäèíàòû (x/ 2, y/ 2, a/ 2) , ïîýòîìó èñêîìîå ìíîæåñòâî ��
îêðóæíîñòü ðàäèóñà

p
d2 � a2/ 2 ñ öåíòðîì (0, 0, a/ 2) , ðàñ-

ïîëîæåííàÿ â ïëîñêîñòè z = a/ 2.

6. Ïóñòü a è b �� äëèíû ìåäèàí, x è y �� äëèíû êàòå-

òîâ. Òîãäà
x2

4
+ y2 = a2 è x2 +

y2

4
= b2. Ïîýòîìó x2 =

16b2 � 4a2

15
è

y2 =
16a2 � 4b2

15
. Òàêèì îáðàçîì, x �� ýòî êàòåò ïðÿìîóãîëüíî-

ãî òðåóãîëüíèêà ñ ãèïîòåíóçîé 4 b/
p

15 è êàòåòîì 2 a/
p

15,
à y �� ýòî êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ ãèïîòåíó-
çîé 4 a/

p
15 è êàòåòîì 2 b/

p
15. Îòðåçîê äëèíîé 4 b/

p
15 è

îñòàëüíûå îòðåçêè ìîæíî ïîñòðîèòü, âûáðàâ åäèíèöó èç-
ìåðåíèÿ è ïîñòðîèâ îòðåçîê äëèíîé

p
15.

1945 ãîä (VIII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Åñëè ìû óìíîæèì (a + b)(a 2 + b2) ... (a 64 + b64) íà a � b,
òî ïîëó÷èì

(a � b)(a + b)(a 2 + b2) ... (a 64 + b64) =

= (a 2 � b2)(a 2 + b2) ... (a 64 + b64) = ...

... = (a 64 � b64)(a 64 + b64) = a128 � b128.



i

i

i

i

i

i

i

i

178 Ðåøåíèÿ. 1945 ãîä

2. Ñëîæèì n � 1 íåðàâåíñòâ
1

n + 1
>

1
2n

,
1

n + 2
>

1
2n

, ...,
1

2n � 1
>

1
2n

è ðàâåíñòâî
1

2n
=

1
2n

. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òðå-

áóåìîå.

3. Ïóñòü 10 a + b �� èñêîìîå ÷èñëî. Ïî óñëîâèþ ÷èñëî
(10a + b) + (10b+ a) = 11(a + b) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íåêî-
òîðîãî ÷èñëà k. Òîãäà k äåëèòñÿ íà 11, à çíà÷èò, a + b òî-
æå äåëèòñÿ íà 11. Íî a + b6 18, ïîýòîìó a + b= 11. ßñíî
òàêæå, ÷òî åñëè a + b= 11, òî (10a + b) + (10b+ a) = 112 ��
êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà.

4. ßñíî, ÷òî îäíèì èç êîíöîâ îòðåçêà äîëæíà áûòü âåð-
øèíà òðåóãîëüíèêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòðåçîê CD ðàç-
ðåçàåò ðàçíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC íà äâà ðàâíûõ
òðåóãîëüíèêà ACD è BCD. Ýòè òðåóãîëüíèêè èìåþò, â
÷àñòíîñòè, ðàâíûå ïëîùàäè, ïîýòîìó AD = BD. Êðîìå òî-
ãî, ñòîðîíà CD ó íèõ îáùàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàâøèåñÿ
ñòîðîíû ðàâíû, ò. å. AC = BC. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

5. Ïóñòü O �� òî÷êà êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé, A è D �� òî÷-
êè êàñàíèÿ ñ îêðóæíîñòÿìè îäíîé êàñàòåëüíîé, B è C ��

A

Q

D

B

P

C

O

Ðèñ. 46

òî÷êè êàñàíèÿ äðóãîé êàñàòåëüíîé
(òî÷êè A è B ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè, C è D íà äðóãîé: ðèñ. 46).
Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó O îáùóþ êà-
ñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòÿì. Ïóñòü
îíà ïåðåñåêàåò ïðÿìûå BC è AD â
òî÷êàõ P è Q. Äâå êàñàòåëüíûå, ïðî-
âåä¼ííûå èç îäíîé òî÷êè ê îêðóæ-
íîñòè, ðàâíû, ïîýòîìó PB = PO= PC
è QA = QO= QD. Èç ýòîãî ñëåäóåò,
÷òî: 1) îòðåçîê PQ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé
ëèíèåé òðàïåöèè ABCD ; 2) äëèíà
îòðåçêà PQ ðàâíà ïîëóñóììå äëèí
ñòîðîí BC è AD . Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü,
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÷òî äëèíà ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè ABCD ðàâíà ïîëóñóì-
ìå äëèí å¼ îñíîâàíèé AB è CD.

9��10 êëàññ
1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè óìíîæèòü (a + b) �(a 2 + b2) �

� ... � (a 2k� 1
+ b2k� 1

) íà a � b, òî ïîëó÷èì a2k
� b2k

.

2. Ïóñòü N �� èñêîìîå ÷èñëî. Òîãäà N 2 � N = N(N � 1)
äåëèòñÿ íà 1000. ×èñëà N è N � 1 âçàèìíî ïðîñòûå, ïîýòî-
ìó îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà 8, à äðóãîå íà 125. Ïóñòü ñíà÷à-
ëà N = 125k. Òîãäà k 6 7. Ñðåäè ÷èñåë 125k � 1, k = 1, ... , 7,
òîëüêî ÷èñëî 624 äåëèòñÿ íà 8 (ïðè âû÷èñëåíèÿõ óäîáíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ÷èñëî 125 k � 1 ïðè äåëåíèè íà
8 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê è ÷èñëî 5 k � 1). Ïóñòü òå-
ïåðü N � 1 = 125k. Òîãäà N = 125k + 1, ïîýòîìó k 6 7. Ñðåäè
÷èñåë 125k + 1, k = 1, ... , 7, òîëüêî ÷èñëî 376 äåëèòñÿ íà 8.

Åñëè N 2 � N = N(N � 1) äåëèòñÿ íà 1000, òî N k � N =
= N(N k� 1 � 1) òîæå äåëèòñÿ íà 1000, ïîñêîëüêó N k� 1 � 1
äåëèòñÿ íà N � 1.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóþò
ðîâíî äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, îòëè÷íûõ îò 1, êîòîðûå íå ïðåâîñõî äÿò
10n � 1 è ëþáàÿ èõ ñòåïåíü îêàí÷èâàåòñÿ íà n öèôð, ñîñòàâëÿþùèõ
èñõîäíîå ÷èñëî.

3. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì y = � x. Ïîäñòàâèâ
ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

(x � a) 2 + x2 = 1. (1)

×èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû óìåíüøàåòñÿ äî òð¼õ, òîëüêî åñ-
ëè îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (1) x = 0, ïîëó÷èì a2 = 1, ò. å. a= � 1.
Òîãäà óðàâíåíèå (1) èìååò äâà êîðíÿ: 0 è a, ïîýòîìó ñè-
ñòåìà èìååò òðè ðåøåíèÿ. ×èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû óìåíü-
øàåòñÿ äî äâóõ, åñëè óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííûé
êîðåíü (ò. å. äâà ñîâïàäàþùèõ êîðíÿ). Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ
äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (1), ïîëó÷àåì a = �

p
2.
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4. Ïóñòü O �� âåðøèíà äàííîãî ïðÿìîãî óãëà. Òî÷êè
O è A ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì BC, ïîýòîìó
\ AOB = \ ACB = \ C (ðèñ. 47). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà
A äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé, îáðàçóþùåé ñî ñòîðîíîé äàííîãî
ïðÿìîãî óãëà óãîë, ðàâíûé \ C. Â êðàéíèõ ïîëîæåíèÿõ

O B

A

C

Ðèñ. 47

ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè A äî òî÷êè O
ðàâíû ãèïîòåíóçå BC è íàèìåíüøå-
ìó êàòåòó BA . Äåéñòâèòåëüíî, OA =
= BC sin f , ãäå f = \ OCA. ßñíî, ÷òî
\ OCA = \ OCB + \ BCA = \ OCB + \ C.
Óãîë \ OCB èçìåíÿåòñÿ îò 0 � äî 90 � ,
ïîýòîìó óãîë f èçìåíÿåòñÿ îò \ C äî
90 � + \ C= 180 � � \ B. Ñëåäîâàòåëüíî,
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå sin f ðàâíî 1, à
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ðàâíî íàèìåíü-

øåìó èç ÷èñåë sin C è sin B. Òàêèì îáðàçîì, äëèíà îòðåç-
êà, ïî êîòîðîìó äâèæåòñÿ òî÷êà A, ðàâíà ðàçíîñòè ìåæäó
äëèíîé ãèïîòåíóçû è äëèíîé íàèìåíüøåãî êàòåòà ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC.

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Áóäåì îòäåëüíî ïîäñ÷èòûâàòü ñóììó òûñÿ÷, ñîòåí,
äåñÿòêîâ è åäèíèö äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñåë. Íà ïåð-
âîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü ëþáàÿ èç ïÿòè öèôð 1, 2, 3, 4, 5.
Êîëè÷åñòâî âñåõ ÷èñåë ñ ôèêñèðîâàííîé ïåðâîé öèôðîé
ðàâíî 6 � 6 � 3 = 108, ïîñêîëüêó íà âòîðîì è òðåòüåì ìåñòå
ìîæåò ñòîÿòü ëþáàÿ èç øåñòè öèôð, à íà ÷åòâ¼ðòîì ìåñòå
ìîæåò ñòîÿòü ëþáàÿ èç òð¼õ öèôð 0, 2, 4 (ìû ðàññìàòðè-
âàåì òîëüêî ÷¼òíûå ÷èñëà). Ïîýòîìó ñóììà òûñÿ÷ ðàâíà
(1 + 2 + 3 + 4 + 5) � 108 �1000 = 1 620 000. Êîëè÷åñòâî ÷èñåë
ñ ôèêñèðîâàííîé âòîðîé öèôðîé ðàâíî 5 �6 � 3 = 90 (íà ïåð-
âîì ìåñòå ñòîèò ëþáàÿ èç ïÿòè öèôð). Ïîýòîìó ñóììà ñî-
òåí ðàâíà (1 + 2 + 3 + 4 + 5) � 90 �100 = 135 000. Àíàëîãè÷íî
ñóììà äåñÿòêîâ ðàâíà (1 + 2 + 3 + 4 + 5) � 90 � 10 = 13 500, à
ñóììà åäèíèö ðàâíà (2 + 4) � 5 � 6 � 6 = 1080.
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2. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî
1

360
� 25

1
2

=
17

240
, ïðè÷¼ì

÷èñëà 17 è 240 âçàèìíî ïðîñòûå. Ðàññìîòðèì ëó÷, èäóùèé
èç ¾îñè¿ â âåðøèíó ïåðâîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ïîâîðîòû
ýòîãî ëó÷à âîêðóã ¾îñè¿ íà óãëû k � 25 � 300, ãäå k = 1, 2,
..., 240, ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîâîðîòû ëó÷à íà

óãëû k1 � 25 � 300 è k2 � 25 � 300 ñîâïàäàþò, òî ÷èñëî
(k 1 � k2)17

240
öåëîå, à çíà÷èò, k1 � k2 äåëèòñÿ íà 240. Íà êàæäîì èç ýòèõ
240 ëó÷åé åñòü âåðøèíà ìíîãîóãîëüíèêà, ïîýòîìó ÷èñëî
ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà íå ìåíüøå 240. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðè ïîâîðîòå ïðàâèëüíîãî 240-óãîëüíèêà íà óãîë 25 � 300

âîêðóã öåíòðà îí ñîâìåùàåòñÿ ñàì ñ ñîáîé.

3. Ïåðâûé ñïîñîá . Òðåóãîëüíèêè AQP è CQB ïîäîáíû,

ïîýòîìó
AQ
QC

=
AP
BC

=
1
n

. Ñëåäîâàòåëüíî,
AQ
AC

=
AQ

AQ + QC
=

1
n + 1

.

A P D

CB

Q

Ðèñ. 48

Âòîðîé ñïîñîá . Ðàçäåëèì ñòîðî-
íó BC íà n ðàâíûõ ÷àñòåé è ïðî-
âåä¼ì ÷åðåç òî÷êè äåëåíèÿ ïðÿìûå,
ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé BP. Îíè ðàç-
äåëÿò äèàãîíàëü AC íà n + 1 ðàâíûõ
÷àñòåé (ðèñ. 48).

4. Ïóñòü A0, B0, C0 �� ñåðåäèíû ñòîðîí BC, CA, AB . Ñåðå-
äèíà îòðåçêà AA 1 ëåæèò íà îòðåçêå B0C0. Àíàëîãè÷íî äî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî ñåðåäèíû îòðåçêîâ AA 1, BB 1, CC1 ëåæàò
íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà A0B0C0.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî òî÷êè, ëåæàùèå íà
òð¼õ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà, íå ìîãóò ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé, ÿâ ëÿ-
åòñÿ îäíîé èç àêñèîì ãåîìåòðèè, íàçûâàåìîé àêñèîìîé Ïàøà.

9��10 êëàññ
1. Ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âè-

äå (x � 5)(y + 3) = � 18. Åãî ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ ñîîò-
âåòñòâóþò ïðåäñòàâëåíèÿì ÷èñëà � 18 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ öåëûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, åñëè x � 5 = � 18 è y + 3 = 1,
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òî x = � 13 è y = � 2. Äëÿ îñòàëüíûõ ðàçëîæåíèé x è y íà-
õîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

2. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì î÷å-
âèäíîå òîæäåñòâî 2 sin

�
�

p

4

�
= �

p
2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

2
�

a1 +
a1a2

2
+

a1a2a3

4
+ ... +

a1a2 � ... � anan+ 1

2n

�
p

4
=

= a1
p

2
+ a1

�
a2 +

a2a3

2
+ ... +

a2a3 � ... � an+ 1

2n� 1

�
p

4
=

= �
p

2
�

�
a2 +

a2a3

2
+ ... +

a2a3 � ... � an+ 1

2n� 1

�
p

4
,

ãäå çíàê ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò a1 = + 1, à çíàê ìèíóñ ñîîòâåò-
ñòâóåòa1 = � 1. Ýòî ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî

cos 2
�

a1 + a1a2

2
+ a1a2a3

4
+ ... + a1a2 � ... � anan+ 1

2n

�
p

4
=

= � sin
�

a2 + a2a3

2
+ ... + a2a3 � ... � an+ 1

2n� 1

�
p

4
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòîé ôîðìóëîé è òîæäåñòâîì 2 sin
a

2
=

= �
p

2 � 2 cos a , ïîëó÷èì

2 sin
�

a1 +
a1a2

2
+

a1a2a3

4
+ ... +

a1a2 � ... � anan+ 1

2n

�
p

4
=

= � a1

r

2 + 2 sin
�

a2 +
a2a3

2
+ ... +

a2a3 � ... � anan+ 1

2n� 1

�
p

4
.

(Ìû çäåñü äîïèñàëè a1, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî a1 =
= � 1.) Íåòðóäíî òàêæå óáåäèòüñÿ, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè
â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå âñåãäà áåð¼òñÿ çíàê ïëþñ, ïîñêîëü-
êó çíàê ÷èñëà a1 +

a1a2

2
+

a1a2a3

4
+ ... +

a1a2 � ... � anan+ 1

2n ñîâïàäà-
åò ñî çíàêîì ÷èñëà a1. Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäïî-
ëîæåíèåì èíäóêöèè, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå òîæäåñòâî.

3. Îáîçíà÷èì óãëîâóþ âåëè÷èíó äóãè, âûñåêàåìîé ñòî-
ðîíàìè äàííîãî ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, ÷åðåç a .
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC.
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B C

A

a

a

0

Ðèñ. 49

Ðàññìîòðèì äóãó, âûñåêàåìóþ ïðî-
äîëæåíèÿìè ñòîðîí òðåóãîëüíèêà
ABC íà îêðóæíîñòè, è îáîçíà-
÷èì å¼ óãëîâóþ âåëè÷èíó ÷åðåç a

0

(ðèñ. 49). Òîãäà ïî òåîðåìå îá óãëå
ìåæäó äâóìÿ õîðäàìè ( a + a

0)/ 2 =
= \ BAC = 60 � . Íî a = a

0, òàê êàê ýòè
äóãè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
îêðóæíîñòè ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå
BC. Ïîýòîìó a = a

0= 60 � .

1946 ãîä (IX îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Ñóììà âñåõ âíåøíèõ óãëîâ âûïóêëîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà ðàâíà 360 � . Ïîýòîìó âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íå
ìîæåò èìåòü áîëåå òð¼õ òóïûõ âíåøíèõ óãëîâ, ò. å. îí
íå ìîæåò èìåòü áîëåå òð¼õ îñòðûõ âíóòðåííèõ óãëîâ. Òðè

A B C

A1

C1
M

N

Ðèñ. 50

îñòðûõ óãëà ìîãóò áûòü, íàïðè-
ìåð, â òðåóãîëüíèêå.

2. Ïðè ïîâîðîòå íà óãîë 60 �

âîêðóã òî÷êè B, ïåðåâîäÿùåì
òî÷êó C â òî÷êó A1, òî÷êà C1

ïåðåõîäèò â òî÷êó A (ðèñ. 50),
ïîýòîìó îòðåçîê CC1 ïåðåõîäèò
â îòðåçîê A1A. Ñëåäîâàòåëüíî,
òî÷êà N ïåðåõîäèò â òî÷êó M .

3. Ïóñòü N �� èñêîìîå ÷èñëî. Ïî óñëîâèþ N = 131k +
+ 112 = 132l + 98, ãäå k è l �� íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Êðîìå

òîãî, N < 10 000, ïîýòîìó l =
N � 98

132
<

10 000 � 98
132

< 76. Äàëåå,

131k + 112 = 132l + 98, ïîýòîìó 131 (k � l) = l � 14. Ñëåäîâà-



i

i

i

i

i

i

i

i

184 Ðåøåíèÿ. 1946 ãîä

òåëüíî, åñëè k 6= l , òî j l � 14 j > 131. Íî l < 76, ïîýòîìó k = l è
l � 14 = 0. Òàêèì îáðàçîì, N = 131 �14 + 112 = 132 �14 + 98 =
= 1946.

4. Ñëîæèâ âñå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

3(x 1 + x2 + ... + x8) = 0.

Çàòåì ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå, ÷åòâ¼ðòîå è ñåäüìîå. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 2 x1 + x2 + x3 + ... + x8 = 1, à çíà÷èò, x1 =
= 1. Îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

5. Ïóñòü

Q(x) = (1 + x + x2 + x3 + ... + x99 + x100) .

Òîãäà

Q( � x) = (1 � x + x2 � x3 + ... � x99 + x100) .

Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
÷ëåíîì P(x) = Q(x)Q( � x) . Òàêîé ìíîãî÷ëåí îáëàäàåò ñëå-
äóþùèì ñâîéñòâîì: P( � x) = P(x) .

Ïóñòü
P(x) =

X
anx2n +

X
bnx2n+ 1.

Òîãäà
P( � x) =

X
anx2n �

X
bnx2n+ 1.

Ïîýòîìó P(x) � P( � x) = 2
P

bnx2n+ 1. Ìû âûÿñíèëè, ÷òî ìíî-
ãî÷ëåí P(x) � P( � x) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ ïðè âñåõ x,
ïîýòîìó bn = 0 äëÿ âñåõ n > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó ìíîãî-
÷ëåíà P(x) íåò ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ x â íå÷¼òíîé ñòåïåíè.

9��10 êëàññ
1. Ïóñòü l �� ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè a è ïðî-

õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A. Îòëîæèì íà ïðÿìîé l îòðåçîê
AB äëèíû 1. Ïóñòü B0 �� ïðîåêöèÿ òî÷êè B íà ïëîñêîñòü
b , O �� ïðîåêöèÿ òî÷êè B íà ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêî-
ñòåé a è b . Òîãäà sin BAB 0= BB 0= OB sin BOB0. Ïðè ýòîì
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sin BOB0 �� ñèíóñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè a è b (ýòîò óãîë
ôèêñèðîâàí), è OB 6 AB , ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ
ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà O ñîâïàäàåò ñ A. Ïîýòîìó
sin BAB 0 ìàêñèìàëåí, êîãäà ïðÿìàÿ l ïåðïåíäèêóëÿðíà
ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïëîñêîñòåé.

2. Ïóñòü PQ �� îòðåçîê, êîòîðûé äåëèòñÿ òî÷êîé A ïî-
ïîëàì, P0Q0 �� äðóãîé îòðåçîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó
A. Ïîêàæåì, ÷òî îòðåçîê P0Q0 îòñåêàåò òðåóãîëüíèê áîëü-
øåé ïëîùàäè, ÷åì îòðåçîê PQ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííî-
ñòè P0A > Q0A. Îòëîæèì íà îòðåçêå AP 0 îòðåçîê AP 00= AQ0

QQ0

A

P

P0

P00

Ðèñ. 51

(ðèñ. 51). Òðåóãîëüíèêè APP 00è AQQ0

ðàâíû, à òðåóãîëüíèê APP 0 ñîäåðæèò
òðåóãîëüíèê APP 00. Çíà÷èò, ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà APP 0 áîëüøå ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà AQQ0. Ðàçíîñòü ìåæäó
ïëîùàäÿìè òðåóãîëüíèêîâ, îòñåêàå-
ìûõ îòðåçêàìè P0Q0 è PQ, ðàâíà ðàç-
íîñòè ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ APP 0

è AQQ0.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê PQ, êîòîðûé
äåëèòñÿ òî÷êîé A ïîïîëàì, âñåãäà ñóùåñòâóåò. Áîëåå òîãî, ýòîò îòðåçîê
ëåãêî ïîñòðîèòü. Äëÿ ýòîãî íóæíî ñíà÷àëà ïîñòðîèòü óãîë, ñèìì åòðè÷-
íûé äàííîìó óãëó îòíîñèòåëüíî òî÷êè A. Òîãäà P è Q �� òî÷êè ïåðåñå-
÷åíèÿ ñòîðîí èñõîäíîãî óãëà è ñèììåòðè÷íîãî åìó óãëà.

3. Çàìåòèì, ÷òî n2 + 3n + 5 = (n + 7)(n � 4) + 33. Åñëè
÷èñëî n2 + 3n + 5 äåëèòñÿ íà 121, òî ÷èñëî (n + 7)(n � 4)
äåëèòñÿ íà 11. Íî (n + 7) � (n � 4) = 11, ïîýòîìó îáà ìíî-
æèòåëÿ äåëÿòñÿ èëè íå äåëÿòñÿ íà 11 îäíîâðåìåííî. Ñëå-
äîâàòåëüíî, åñëè ÷èñëî (n + 7)(n � 4) äåëèòñÿ íà 11, òî îíî
äåëèòñÿ íà 121. Íî òîãäà ÷èñëî (n + 7)(n � 4) + 33 íå ìîæåò
äåëèòüñÿ íà 121.

4. ßñíî, ÷òî n! 2n = 2 � 4 � 6 � ... � 2n. Ïîýòîìó

n! 2n(2n � 1) !! = (2 �4 �6 � ... � 2n) � 1 �3 �5 � ... � (2n � 1) = (2n) !.
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5. Âîçüì¼ì íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì O òî÷êè
K , A è B òàê, ÷òî \ AOK = a è \ BOK = b (ðèñ. 52). Îïóñòèì

O H K

A

C
B

a

b

Ðèñ. 52

èç òî÷êè A ïåðïåíäèêóëÿð AH
íà ïðÿìóþ OK. Ïóñòü C �� òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ïåðïåíäèêó-
ëÿðà è ïðÿìîé OB. Ñðàâíåíèå
ïëîùàäåé ñåêòîðà OAB è òðå-
óãîëüíèêà OAC ïîêàçûâàåò, ÷òî
b � a < OH 2 � ( tg b � tg a ) . Ñðàâíå-
íèå ïëîùàäåé ñåêòîðà OAK è
òðåóãîëüíèêà OAH ïîêàçûâàåò,
÷òî a > OH 2 � tg a . Èç äâóõ ïîëó-
÷åííûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

b � a

a

<
tg b � tg a

tg a

, ò. å.
b

a

<
tg b

tg a

.

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Ïóñòü x �� ÷èñëî âîñüìèêëàññíèêîâ, y �� ÷èñëî î÷-
êîâ, íàáðàííûõ êàæäûì âîñüìèêëàññíèêîì. Â øàõìàò-
íîì òóðíèðå ñ n ó÷àñòíèêàìè èãðàåòñÿ

n(n � 1)
2

ïàðòèé.
Ïîýòîìó, ïîäñ÷èòûâàÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè ñóììó î÷êîâ, íà-
áðàííûõ âñåìè ó÷àñòíèêàìè òóðíèðà, ïðèõîäèì ê óðàâ-
íåíèþ

xy + 8 =
(x + 2)(x + 1)

2
,

ò. å.

2y =
(x + 2)(x + 1) � 16

x
= x + 3 �

14
x

.

Ïîýòîìó x ïðèíèìàåò îäíî èç çíà÷åíèé 1, 2, 7, 14. Çíà-
÷åíèÿ 1 è 2 îòïàäàþò, ïîñêîëüêó â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî
y áóäåò îòðèöàòåëüíûì. Çàäà÷à èìååò äâà îòâåòà: x = 7 è
x = 14. Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ x = 7 è x = 14 íåòðóäíî ïîñòðî-
èòü ïðèìåð òóðíèðíîé òàáëèöû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèþ.
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2. Ïðåäñòàâèì äàííîå âûðàæåíèå â âèäå

(x + 2y)(x � y)(x + y)(x � 2y)(x + 3y) .

Ïðè y 6= 0 âñå ïÿòü ñîìíîæèòåëåé ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íû, à ÷èñëî 33 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ïÿòè öåëûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîìíîæè-
òåëåé (õîòÿ è ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ÷å-
òûð¼õ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîìíîæèòåëåé, äâà èç êîòîðûõ
ðàâíû 1 è � 1). Ïðè y = 0 ðàññìàòðèâàåìîå âûðàæåíèå ïðå-
âðàùàåòñÿ â x5. Íè ïðè êàêîì öåëîì x ÷èñëî x5 íå ðàâ-
íî 33.

3. Ïóñòü AM 0= BN 0= OA � OB
2

(òîãäà OM 0= ON0). Âîçü-
ì¼ì ïðîèçâîëüíóþ èç ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê M 6= M 0 è
ïîêàæåì, ÷òî MN > M 0N 0. Ïóñòü P �� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ M 0N 0 è MN . Ïðîäîëæèì îòðåçîê M 0N 0 çà òî÷êó M 0

è îòëîæèì íà ïðîäîëæåíèè îòðåçîê M 0Q= N 0P. ßñíî, ÷òî
\ MM 0Q= \ NN 0P, ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè MM 0Q è NN 0P
ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, MN = MP + PN = MP + MQ > PQ =
= M 0N 0.

4. Ïóñòü an �� äîðîãà, âûõîäÿùàÿ èç ïóíêòà An , a n ��
óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò äîðîãà an ñ ïðÿìîé MN , Pmn �� ïå-
ðåêð¼ñòîê äîðîã an è am.

1. Åñëè ìàøèíó am çàäåðæàò íà ïåðåêð¼ñòêå Pnm , òî
óãîë a n áëèæå ê 90 � , ÷åì óãîë a m (äîðîãà an êðó÷å, ÷åì
äîðîãà am).

2. Ïóñòü m < n. Òîãäà äîðîãè am è an ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè
a m < a n , è íå ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè a m > a n .

3. Åñëè âñå äîðîãè, ïåðåñåêàþùèå an , ìåíåå êðóòû, ÷åì
äîðîãà an , òî ìàøèíó an íèãäå íå çàäåðæàò. Ýòî ñëåäóåò
èç ï. 1.

4. Ïóñòü am �� ñàìàÿ êðóòàÿ èç äîðîã, ïåðåñåêàþùèõ an .
Åñëè am êðó÷å an , òî ìàøèíó am íå ìîãóò çàäåðæàòü ðàíü-
øå ïåðåêð¼ñòêà Pnm . Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìàøèíó am çàäåðæàò íà ïåðåêð¼ñòêå Pqm, ëåæàùåì íà îò-
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ðåçêå AmPmn . Òîãäà ñîãëàñíî ï. 1 äîðîãà aq êðó÷å äîðîãè
am, à çíà÷èò, ïî óñëîâèþ îíà íå ìîæåò ïåðåñåêàòü an . Ïî-
êàæåì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé,
êîãäà òî÷êà Aq ëåæèò âíå îòðåçêà AnAm. Ïðÿìàÿ aq ïå-
ðåñåêàåò ñòîðîíó AmPnm òðåóãîëüíèêà AmPnm An è íå ïå-
ðåñåêàåò ñòîðîíó AmAn , ïîýòîìó îíà ïåðåñåêàåò ñòîðîíó
Pnm An , à ýòîãî íå ìîæåò áûòü. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé,
êîãäà òî÷êà Aq ëåæèò âíóòðè îòðåçêà AnAm. Ïóñòü ñíà-
÷àëà n < q< m. Äîðîãè an è am, aq è am ïåðåñåêàþòñÿ, à
äîðîãè aq è an íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó èç ï. 2 ñëåäóåò,
÷òî a q 6 a n < a m. Óãîë a m áëèæå ê 90 � , ÷åì óãîë a n , ïîýòî-
ìó íåðàâåíñòâî a n < a m âîçìîæíî ëèøü ïðè a n < 90 � . Íî
òîãäà èç íåðàâåíñòâà a q 6 a n ñëåäóåò, ÷òî äîðîãà aq íå áî-
ëåå êðóòà, ÷åì äîðîãà an , ïîýòîìó îíà ìåíåå êðóòà, ÷åì
äîðîãà am. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ìàøèíó am çàäåð-
æàò íà ïåðåêð¼ñòêå Pqm. Ñëó÷àé n > q> m ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

5. Åñëè ìàøèíà an ïðîõîäèò ÷åðåç âñå ïåðåêð¼ñòêè, òî
âñå äîðîãè, ïåðåñåêàþùèå an , ìåíåå êðóòû, ÷åì äîðîãà an ;
ýòî ñëåäóåò èç ï. 4 è 1.

Èòàê, èç ï. 3 è 5 ñëåäóåò, ÷òî ìàøèíà an ïðîõîäèò ÷åðåç
âñå ïåðåêð¼ñòêè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äîðîãè,
ïåðåñåêàþùèå an , ìåíåå êðóòû, ÷åì äîðîãà an . Òåïåðü óæå
ëåãêî ïîëó÷èòü òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Ê î ì ì å í ò à ð è è. 1 � . Ïðèâåä¼ííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâà-
þò, ÷òî îòâåò íå çàâèñèò îò ðàññòîÿíèé ìåæäó ïóíêòàìè A1, A2, ..., A30

(ýòè ðàññòîÿíèÿ íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ðàâíûìè).
2� . Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ôîðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è êàæåòñÿ äîâîëü-

íî èñêóññòâåííîé, îíà ñâÿçàíà ñ ïðàêòè÷åñêèìè âîïðîñàìè êðèñò àëëî-
ãðàôèè, êîãäà òîíêèå êðèñòàëëû ðàñòóò â ñëó÷àéíûõ íàïðàâëåíèÿõ.
Âûðîñøèé êðèñòàëë çàïèðàåò ïóòü âñåì óïèðàþùèìñÿ â íåãî êðèñòàë-
ëàì.

5. Äîêàæåì, ÷òî åñëè âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå óñëî-
âèÿ, òî ÷èñëî îñòàíîâîê n íà êàæäîì ìàðøðóòå è ÷èñ-
ëî ìàðøðóòîâ N ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì N = n(n � 1) + 1.
Ïóñòü a �� îäèí èç ìàðøðóòîâ, B �� îñòàíîâêà, ÷åðåç êî-
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òîðóþ ìàðøðóò a íå ïðîõîäèò. Êàæäûé ìàðøðóò, ïðîõî-
äÿùèé ÷åðåç B, ïåðåñåêàåò ìàðøðóò a. Ïîýòîìó ÷åðåç B
ïðîõîäèò ðîâíî n ìàðøðóòîâ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ÷åðåç êàæäóþ îñòàíîâêó ìàðøðóòà a ïðîõîäèò n � 1
ìàðøðóòîâ, îòëè÷íûõ îò a. Âñåãî ïîëó÷àåì n(n � 1) ðàç-
íûõ ìàðøðóòîâ è åù¼ ñàì ìàðøðóò a.

Ðèñ. 53

Ê î ì ì å í ò à ð è è. 1 � . Ïðèìåð àâòîáóñíîé ñå-
òè, îáëàäàþùåé òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè, ïðèâåä¼í
íà ðèñ. 53; àâòîáóñíûå ìàðøðóòû �� ïðÿìîëèíåé-
íûå îòðåçêè è ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ.

2� . Åñëè ðàññìàòðèâàòü àâòîáóñíûå îñòàíîâêè
êàê òî÷êè, à àâòîáóñíûå ìàðøðóòû êàê ïðÿìûå,
òî ìû ïîëó÷àåì àêñèîìû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè.
Ïðîåêòèâíûå ãåîìåòðèè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê
äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíû; ñì., íàïðèìåð, [11].

9��10 êëàññ
1. Ïóñòü â òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî x äåâÿòèêëàññíèêîâ.

Òîãäà âñåãî áûëî 11 x ó÷àñòíèêîâ è îíè íàáðàëè
11x( 11x � 1)

2
î÷êîâ. Ïî óñëîâèþ îòíîøåíèå ÷èñëà î÷êîâ, íàáðàííûõ äå-
âÿòèêëàññíèêàìè, ê ÷èñëó î÷êîâ, íàáðàííûõ äåñÿòèêëàññ-
íèêàìè, ðàâíî 1 : 4,5. Ïîýòîìó äåâÿòèêëàññíèêè íàáðàëè
x( 11x � 1) î÷êîâ, à çíà÷èò, êàæäûé èç äåâÿòèêëàññíèêîâ
âûèãðàë âñå 11x � 1 ïàðòèé, êîòîðûå îí ñûãðàë. Íî åñëè
áû ñðåäè ó÷àñòíèêîâ òóðíèðà áûëî äâà äåâÿòèêëàññíèêà,
òî ïàðòèþ ìåæäó ñîáîé îíè äîëæíû áûëè îáà âûèãðàòü,
÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó â òóðíèðå ó÷àñòâîâàë îäèí äå-
âÿòèêëàññíèê; îí íàáðàë 10 î÷êîâ.

2. Çàìåíèì êàæäîå èç äàííûõ ÷èñåë åãî îñòàòêîì îò
äåëåíèÿ íà 10000. Ïóñòü a1 = 0, a2, ... �� ïîëó÷åííûå â ðå-
çóëüòàòå ÷èñëà. Åñëè íàì èçâåñòíû ÷èñëà ak è ak+ 1, òî íàì
èçâåñòíî è ak� 1, ïîñêîëüêó â èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (k � 1)-é ÷ëåí ðàâåí ðàçíîñòè (k + 1)-ãî è k-ãî. Ñëåäî-
âàòåëüíî, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ k è n èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
ak = ak+ n è ak+ 1 = ak+ n+ 1, òî òîãäà ak� 1 = ak+ n� 1, ak� 2 = ak+ n� 2,
..., a1 = an+ 1. Íî a1 = 0, ïîýòîìó an+ 1 = 0, ò. å. â èñõîäíîé
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë íà (n + 1)-ì ìåñòå ñòîèò ÷èñëî,
îêàí÷èâàþùååñÿ ÷åòûðüìÿ íóëÿìè.

Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ïàð (a 1, a2) , (a 2, a3) , ...,
(a 108 , a108+ 1) , (a 108+ 1, a108+ 2) íàéäóòñÿ äâå îäèíàêîâûå ïà-
ðû. Íî èç ÷èñåë 0, 1, 2, ..., 9999 íåëüçÿ ñîñòàâèòü áîëåå
108 ðàçëè÷íûõ ïàð, à ìû ðàññìàòðèâàåì 10 8 + 1 ïàð.

3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
AB
PQ

>
CD
QR

>
EF
RP

.

Îòëîæèì íà ñòîðîíàõ QR è PR îòðåçêè QD0= CD �
PQ
AB

è
PE0= FE �

PQ
AB

. Òîãäà

S4 SCD =
CD
QD0 S4 SQD0 =

AB
PQ

S4 SQD0,

S4 SEF =
EF
E0P

S4 SE0P =
AB
PQ

S4 SE0P,
ïîýòîìó

S4 SAB + S4 SCD + S4 SEF =
AB
PQ

(S 4 SPQ + S4 SQD0 + S4 SE0P) =

=
AB
PQ

(S PQD0E0 � S4 SD0E0) .

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè çíàê ïëþñ áåð¼òñÿ, åñëè òî÷êà S
ëåæèò âíå ÷åòûð¼õóãîëüíèêà PQD0E0, à çíàê ìèíóñ �� åñëè
âíóòðè. Èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òî÷åê
S èñêîìîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
SD0E0 äîëæíà áûòü ïîñòîÿííîé. Ïîýòîìó èñêîìîå ÃÌÒ ��
îòðåçîê ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé D0E0 è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó S0.

Â îñîáîì ñëó÷àå òî÷êè D0 è E0 ñîâïàäàþò ñ âåðøèíîé R,
ïîýòîìó ñóììà ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ SAB , SCD, SEF
îäíà è òà æå äëÿ âñåõ òî÷åê S. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå
ÃÌÒ �� âåñü òðåóãîëüíèê PQR.

4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà êàêîì-òî ìàðøðóòå a åñòün îñòà-
íîâîê. Âîçüì¼ì îñòàíîâêó B, ÷åðåç êîòîðóþ íå ïðîõîäèò
ìàðøðóò a. Èç B åñòü ìàðøðóò â êàæäóþ èç n îñòàíîâîê



i

i

i

i

i

i

i

i

Ðåøåíèÿ. 1947 ãîä 191

ìàðøðóòà a, ïðè÷¼ì òàêîé ìàðøðóò ðîâíî îäèí, ïîñêîëü-
êó äâà ðàçíûõ ìàðøðóòà íå ìîãóò èìåòü äâóõ îáùèõ îñòà-
íîâîê. Êàæäûé ìàðøðóò, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç B, ïåðåñåêà-
åò ìàðøðóò a. Ïîýòîìó ÷åðåç B ïðîõîäèò ðîâíî n ìàðø-
ðóòîâ. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî ëþáîé ìàðøðóò c, íå ïðîõîäÿùèé
÷åðåç îñòàíîâêó B, èìååò ðîâíî n îñòàíîâîê. Äåéñòâèòåëü-
íî, ÷åðåç B ïðîõîäèò ðîâíî n ìàðøðóòîâ, êàæäûé èç êî-
òîðûõ ïåðåñåêàåò c â îäíîé òî÷êå, äâà ìàðøðóòà íå ìîãóò
ïåðåñåêàòü c â îäíîé è òîé æå òî÷êå, è ÷åðåç êàæäóþ îñòà-
íîâêó ìàðøðóòà c ïðîõîäèò îäèí èç ýòèõ ìàðøðóòîâ.

Ïóñòü A �� îäíà èç îñòàíîâîê ìàðøðóòà a. Íà ìàðøðó-
òå, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç îñòàíîâêè A è B, ïî óñëîâèþ åñòü
åù¼ îäíà îñòàíîâêà C. Ðàññìîòðèì ìàðøðóò c, ïðîõîäÿ-
ùèé ÷åðåç îñòàíîâêó C è êàêóþ-íèáóäü îñòàíîâêó ìàðø-
ðóòà a, îòëè÷íóþ îò îñòàíîâêè A. Ìàðøðóò c íå ïðîõî-
äèò ÷åðåç îñòàíîâêó B, ïîýòîìó íà í¼ì ðîâíî n îñòàíîâîê.
Ìàðøðóò c íå ïðîõîäèò ÷åðåç îñòàíîâêó A, ñëåäîâàòåëü-
íî, ÷åðåç îñòàíîâêó A ïðîõîäèò n ìàðøðóòîâ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ÷åðåç êàæäóþ îñòàíîâêó ìàðøðóòà a ïðîõîäèò n � 1
ìàðøðóòîâ, îòëè÷íûõ îò ñàìîãî a. ßñíî òàêæå, ÷òî ëþáîé
ìàðøðóò ïðîõîäèò õîòÿ áû ÷åðåç îäíó îñòàíîâêó ìàðøðó-
òà a. Âñåãî ïîëó÷àåì n(n � 1) ðàçíûõ ìàðøðóòîâ è åù¼ ñàì
ìàðøðóò a. Â íàøåì ñëó÷àå n(n � 1) + 1 = 57, ïîýòîìó n = 8.

5. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 4 äëÿ 7��8 êëàññîâ.

1947 ãîä (X îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê ïîëó÷àåòñÿ ñóììà îäíî÷ëå-
íîâ âèäà x5m+ 7n . ×èñëî 18 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-
ìû ÷èñåë 5 è 7, ò. å. â âèäå 5 m + 7n, ïîýòîìó êîýôôèöèåíò
ïðè x18 áóäåò ðàâåí íóëþ.

×èñëî 17 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ÷èñåë 5 è 7 ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: 17 = 7 + 5 + 5; ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâ-
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êè ñëàãàåìûõ ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Â îäíîì èç
20 âûðàæåíèé 1 + x5 + x7 ìû äîëæíû âûáðàòü x7, à â äâóõ
èç 19 îñòàâøèõñÿ òàêèõ âûðàæåíèé ìû äîëæíû âûáðàòü
x5. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò ïðè x17 ðàâåí 20 �

19 �18
2

= 3420.

2. Ïóñòü x + x3 + x9 + x27 + x81 + x243 = P(x)(x � 1) + r . Ïðè
x = 1 â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì r , à â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì
6. Òàêèì îáðàçîì, r = 6.

3. Åñëè j k � l j 6 4 è k 6= l , òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü ÷èñåë k è l íå ïðåâîñõîäèò 4. Ïîýòîìó íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü ëþáîé ïàðû âûáðàííûõ ÷èñåë íå ïðåâîñ-
õîäèò 4. Èç ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü
ïàðó ïîñëåäîâàòåëüíûõ íå÷¼òíûõ ÷èñåë. Èç äâóõ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ íå÷¼òíûõ ÷èñåë ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íå äåëèò-
ñÿ íà 3. Ýòî ÷èñëî âçàèìíî ïðîñòî ñ îñòàëüíûìè ÷åòûðüìÿ
÷èñëàìè.

4. Ïðîâåä¼ì äèàãîíàëè äàííîãî ïÿòèóãîëüíèêà. Îíè
ðàçáèâàþò åãî íà 11 îáëàñòåé: îäèí ïÿòèóãîëüíèê, 5 âíóò-
ðåííèõ òðåóãîëüíèêîâ (ñòîðîíàìè êîòîðûõ ñëóæàò ÷àñòè
äèàãîíàëåé) è 5 âíåøíèõ òðåóãîëüíèêîâ (îäíîé èç ñòî-
ðîí êàæäîãî èç êîòîðûõ ñëóæèò ñòîðîíà ïÿòèóãîëüíèêà).
Åñëè òî÷êà M ïðèíàäëåæèò âíåøíåìó òðåóãîëüíèêó, òî
÷èñëî òðåáóåìûõ ïðÿìûõ ðàâíî 1 (ðèñ. 54, à), åñëè M
ïðèíàäëåæèò âíóòðåííåìó òðåóãîëüíèêó, òî ÷èñëî ïðÿ-
ìûõ ðàâíî 3 (ðèñ. 54, á), à åñëè ïÿòèóãîëüíèêó, òî ÷èñëî
ïðÿìûõ ðàâíî 5 (ðèñ. 54, â).

à) á) â)

Ðèñ. 54
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5. Ïîêàæåì, ÷òî \ AOB = 180 � � \ C. Âûñîòû, îïóùåí-
íûå èç âåðøèí A è B, îòñåêàþò îò óãëà C ÷åòûð¼õóãîëü-
íèê ñ äâóìÿ ïðÿìûìè óãëàìè (ðèñ. 55), ïîýòîìó ÷åòâ¼ð-
òûé óãîë ðàâåí 180 � � \ C. Íî ýòîò ÷åòâ¼ðòûé óãîë ðàâåí
óãëó \ AOB.

A

B

C

O

Ðèñ. 55

Òàêèì îáðàçîì, sin \ AOB = sin \ C,
ïîýòîìó ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè òðåóãîëüíèêà AOB ðàâåí

AB
2 sin \ AOB

=
AB

2 sin \ C
= R,

ãäå R �� ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Ðàäèóñû
îñòàëüíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ îêðóæ-
íîñòåé òîæå ðàâíû R.

9��10 êëàññ
1. Ïóñòü

P(x) = (1 � x2 + x3) 1000 è Q(x) = (1 + x2 � x3) 1000 .

Êîýôôèöèåíò ïðè x20 ó ìíîãî÷ëåíà P(x) òàêîé æå, êàê ó
ìíîãî÷ëåíà P( � x) = (1 � x2 � x3) 1000 , à ó ìíîãî÷ëåíà Q(x)
òàêîé æå, êàê ó ìíîãî÷ëåíà Q( � x) = (1 + x2 + x3) 1000 . ßñ-
íî, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà (1 + x2 + x3) 1000 êîýôôèöèåíò ïðè x20

áîëüøå, ÷åì ó ìíîãî÷ëåíà (1 � x2 � x3) 1000 . Äåéñòâèòåëüíî,
ó ïåðâîãî ìíîãî÷ëåíà ÷ëåí p20x20 ðàâåí ñóììå íåñêîëüêèõ
÷ëåíîâ âèäà (x 2) n(x 3) m, ãäå 2n + 3m = 20, à ó âòîðîãî ìíîãî-
÷ëåíà ÷ëåí q20x20 ðàâåí ñóììå òåõ æå ñàìûõ ÷ëåíîâ, íî ñî
çíàêîì ( � 1) n+ m. Âî âòîðîì ñëó÷àå âñòðå÷àþòñÿ ÷ëåíû ñî
çíàêîì ìèíóñ, íàïðèìåð ïðè n = 1, m = 6 èëè n = 7, m = 2.

2. Ïóñòü

a =
�

1 �
1

10

��
1 �

1
102

�
...

�
1 �

1
105

�
,

b =
�

1 �
1

106

�
...

�
1 �

1
1099

�
.
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Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

0,89001 +
1

106 < a < 0,89001 +
2

106 .

ßñíî, ÷òî b< 1 �
1

106 . Êðîìå òîãî, åñëè 0 < x, y < 1, òî

(1 � x)( 1 � y) > 1 � x � y.

Ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

b > 1 �
1

106 �
1

107 � ... �
1

1099 > 1 �
2

106 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

ab < 0,890012 � 0,999999 < 0,890012,
ab > 0,890011 � 0,999998 > 0,890009.

3. Ñðåäè äàííûõ ÷èñåë åñòü 5 íå÷¼òíûõ ÷èñåë. Ðàññìîò-
ðèì îñòàòêè îò äåëåíèÿ ýòèõ ïÿòè ÷èñåë íà 3, 5 è 7. Ñðåäè
îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 3 íåò òð¼õ îäèíàêîâûõ. Äåéñòâè-
òåëüíî, ýòî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ëþáûõ ïÿòè ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàïðèìåð äëÿ ÷èñåë 1,
3, 5, 7, 9. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ îñòàòêè 1, 0, 2, 1, 0,
ñðåäè êîòîðûõ íåò òð¼õ îäèíàêîâûõ. Àíàëîãè÷íî äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ñðåäè îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 5 è íà 7 íåò äâóõ
îäèíàêîâûõ. Ïîýòîìó ñðåäè óêàçàííûõ ïÿòè ÷èñåë ìîæíî
âûáðàòü òðè ÷èñëà, íå äåëÿùèõñÿ íà 3, à ñðåäè íèõ âû-
áðàòü ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà 5 è íà 7. Ýòî ÷èñëî âçàèìíî
ïðîñòî ñ îñòàëüíûìè äåâÿòüþ ÷èñëàìè.

4. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 4 äëÿ 7��8 êëàññîâ.

5. Ïðÿìûå, óäàë¼ííûå íà ðàññòîÿíèå d îò ïðÿìîé AB , ��
ýòî â òî÷íîñòè ïðÿìûå, êàñàþùèåñÿ óêàçàííîãî öèëèí-
äðà. Åñëè èç ýòèõ ïðÿìûõ âûáðàòü òå, êîòîðûå ïðîõîäÿò
÷åðåç òî÷êó M , òî ïîëó÷èì óêàçàííîå â îòâåòå ìíîæåñòâî.

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Ïîëîæèì íà ÷àøå÷êè âåñîâ ïî îäíîìó êóáèêó. Âîç-
ìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
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Ïåðâûé ñëó÷àé. Ïðè ïåðâîì âçâåøèâàíèè îäèí èç êó-
áèêîâ îêàçàëñÿ òÿæåëåå.

Â ýòîì ñëó÷àå îäèí âûáðàííûé êóáèê àëþìèíèåâûé, à
äðóãîé äþðàëåâûé. Ïîëîæèì âûáðàííûå êóáèêè íà îäíó
÷àøå÷êó è áóäåì ñðàâíèâàòü ñ íèìè îñòàëüíûå êóáèêè. À
èìåííî, îñòàâøèåñÿ 18 êóáèêîâ ðàçáèâàåì íà 9 ïàð è ïî-
î÷åð¼äíî êëàä¼ì èõ íà äðóãóþ ÷àøå÷êó. Êàæäûé ðàç ìû
óçíà¼ì, ñêîëüêî â ïàðå äþðàëåâûõ êóáèêîâ. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè ýòàëîííàÿ ïàðà ëåã÷å, òî ìû ïîëîæèëè äâà äþ-
ðàëåâûõ êóáèêà; åñëè ýòàëîííàÿ ïàðà èìååò òîò æå ñàìûé
âåñ, òî ìû ïîëîæèëè îäèí àëþìèíèåâûé è îäèí äþðàëå-
âûé êóáèê; åñëè ýòàëîííàÿ ïàðà òÿæåëåå, òî ìû ïîëîæèëè
äâà àëþìèíèåâûõ êóáèêà. Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì ñëó-
÷àå äîñòàòî÷íî 10 âçâåøèâàíèé.

Âòîðîé ñëó÷àé. Ïðè ïåðâîì âçâåøèâàíèè êóáèêè îêà-
çàëèñü ðàâíîãî âåñà.

Â ýòîì ñëó÷àå ëèáî îáà âûáðàííûõ êóáèêà àëþìèíèå-
âûå, ëèáî îáà äþðàëåâûå. Ïîëîæèì âûáðàííûå êóáèêè íà
îäíó ÷àøå÷êó è áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñðàâíèâàòü ñ íè-
ìè îñòàëüíûå êóáèêè. Ïóñòü ïåðâûå k ïàð îêàçàëèñü òîãî
æå ñàìîãî âåñà, à (k + 1)-ÿ ïàðà îêàçàëàñü äðóãîãî âåñà.
(Åñëè k = 9, òî âñå êóáèêè îäíîãî âåñà, ïîýòîìó äþðàëå-
âûõ êóáèêîâ íåò.) Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè (k + 1)-ÿ ïà-
ðà îêàçàëàñü áîëåå òÿæ¼ëîé. Òîãäà ïåðâûå äâà êóáèêà è
êóáèêè ïåðâûõ k ïàð àëþìèíèåâûå. Ïîëîæèì íà êàæäóþ
÷àøå÷êó âåñîâ ïî îäíîìó êóáèêó (k + 1)-é ïàðû. Åñëè ýòè
êóáèêè îäíîãî âåñà, òî îíè îáà äþðàëåâûå. Åñëè êóáèêè
ðàçíîãî âåñà, òî îäèí àëþìèíèåâûé, à äðóãîé äþðàëåâûé.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ïàðó êóáèêîâ, îäèí
èç êîòîðûõ àëþìèíèåâûé, à äðóãîé äþðàëåâûé. Îñòàâøè-
åñÿ ïàðû êóáèêîâ ìû ìîæåì ñðàâíèâàòü ñ ýòîé ïàðîé, êàê
è â ïåðâîì ñëó÷àå. Îáùåå ÷èñëî âçâåøèâàíèé âî âòîðîì
ñëó÷àå ðàâíî 11.

2. Ó âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ íå÷¼òíûì ÷èñëîì
ñòîðîí åñòü ñòîðîíà, íå ïàðàëëåëüíàÿ íè îäíîé èç îñòàëü-
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íûõ åãî ñòîðîí, ïîñêîëüêó ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû âûïóê-
ëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû. À åñëè ìíî-
ãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïàðàëëåëîãðàììû, òî äëÿ
êàæäîé åãî ñòîðîíû íàéä¼òñÿ ñòîðîíà, åé ïàðàëëåëüíàÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ê êàæäîé ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíèêà ïðèìû-
êàåò ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî åñòü ñòîðîíà, ïàðàëëåëü-
íàÿ ýòîé ñòîðîíå. Ê ýòîé ñòîðîíå ïðèìûêàåò äðóãîé ïà-
ðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî òîæå åñòü ñòîðîíà, ïàðàëëåëü-
íàÿ ýòîé ñòîðîíå, è ò. ä. Ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ ìû
ïîïàäàåì íà ñòîðîíó ìíîãîóãîëüíèêà, ïàðàëëåëüíóþ èñ-
õîäíîé ñòîðîíå.

3. Ðàññìîòðèì íàèáîëüøèå íå÷¼òíûå äåëèòåëè âûáðàí-
íûõ ÷èñåë. Ó ÷èñåë îò 1 äî 200 åñòü ðîâíî 100 ðàçëè÷íûõ
íàèáîëüøèõ íå÷¼òíûõ äåëèòåëåé (÷èñëà 1, 3, ..., 199).
Èòàê, äâà èç âûáðàííûõ ÷èñåë èìåþò îäèíàêîâûå íàè-
áîëüøèå íå÷¼òíûå äåëèòåëè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâà âû-
áðàííûõ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ òîëüêî òåì, ÷òî ïðîñòîé ìíî-
æèòåëü 2 âõîäèò â íèõ â ðàçíûõ ñòåïåíÿõ. Áîëüøåå èç
íèõ äåëèòñÿ íà ìåíüøåå.

4. Òðåáóåìûå ðàñïîëîæåíèÿ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 56.
Âñåãî ïîëó÷àåì 6 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ. ×òîáû íàéòè âñå
ýòè âàðèàíòû, áóäåì ïîî÷åð¼äíî ðàçáèðàòü ñëó÷àè, êîãäà
åñòü 1 îòðåçîê îäíîé äëèíû è 5 îòðåçêîâ äðóãîé äëèíû,
2 îòðåçêà îäíîé äëèíû è 4 îòðåçêà äðóãîé äëèíû, 3 îò-
ðåçêà îäíîé äëèíû è 3 îòðåçêà äðóãîé äëèíû. Â ïåðâîì

à) á) â) ã) ä) å)

Ðèñ. 56
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ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì äâà ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêà, ïðè-
ñòàâëåííûõ äðóã ê äðóãó (ðèñ. 56, à). Âî âòîðîì ñëó÷àå
îòðåçêè ðàâíîé äëèíû ìîãóò ëèáî èìåòü îáùóþ âåðøèíó
(ðèñ. 56, á è â), ëèáî íå èìåòü îáùèõ âåðøèí (ðèñ. 56, ã).
Â òðåòüåì ñëó÷àå îòðåçêè ðàâíîé äëèíû ìîãóò ëèáî îáðà-
çîâûâàòü ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê (ðèñ. 56, ä), ëèáî íå
îáðàçîâûâàòü ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê (ðèñ. 56, å). Äëÿ
âàðèàíòà å) íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ñ óãëàìè ïîêàçûâàþò,
÷òî èñêîìûå òî÷êè �� ýòî ÷åòûðå èç ïÿòè âåðøèí ïðàâèëü-
íîãî ïÿòèóãîëüíèêà.

9��10 êëàññ
1. Ïóñòü ABCD �� äàííàÿ òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà. Ïðî-

âåä¼ì ÷åðåç ïðÿìóþ AB ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé
CD. Ïóñòü C0 è D0 �� ïðîåêöèè òî÷åê C è D íà ýòó ïëîñ-
êîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ AB äåëèò îòðåçîê C0D0 ïîïî-
ëàì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîåêöèÿ òåòðàýäðà ABCD íà ïëîñ-
êîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïðÿìîé AB , ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, ïîñêîëüêó äâå åãî ñòî-
ðîíû ðàâíû âûñîòàì (ðàâíîâåëèêèõ) òðåóãîëüíèêîâ ACB
è ADC, îïóùåííûõ èç âåðøèí C è D íà ñòîðîíó AB . Àíà-
ëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ CD äåëèò ïîïîëàì ïðî-
åêöèþ ðåáðà AB íà ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïðÿìóþ
CD ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé AB . Òàêèì îáðàçîì, AC0BD 0 �� ïà-
ðàëëåëîãðàìì. Èç ðàâåíñòâà BC0= AD 0 ñëåäóåò ðàâåíñòâî
BC = AD . Ðàâåíñòâà äëèí îñòàëüíûõ ïàð ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ð¼áåð äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

2. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî p6 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p> 4.
Âîçüì¼ì òðåóãîëüíèê 4 1. Ê åãî âåðøèíå A ïðèìûêàåò òðå-
óãîëüíèê 4 2. Ê âåðøèíå B 6= A òðåóãîëüíèêà 4 2 ïðèìûêà-
þò òðåóãîëüíèêè 4 3, 4 4, 4 5; âñå îíè îòëè÷íû îò 4 1, ïî-
ñêîëüêó èíà÷å òðåóãîëüíèêè 4 1 è 4 2 èìåëè áû äâå îáùèå
âåðøèíû. Ïî óñëîâèþ êàæäûé èç òðåóãîëüíèêîâ 4 3, 4 4,
4 5 èìååò îáùóþ âåðøèíó ñ òðåóãîëüíèêîì 4 1, ïðè÷¼ì ýòà
âåðøèíà îòëè÷íà îò A. Íî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äâà èç òðå-
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óãîëüíèêîâ 4 3, 4 4, 4 5 èìåþò îáùóþ âåðøèíó, îòëè÷íóþ
îò B.

Åñëè p = 1, òî k = 1 (åñëè áû áûëî õîòÿ áû 2 òðåóãîëü-
íèêà, òî îíè èìåëè áû îáùóþ âåðøèíó, à òîãäà p > 2).

Ïóñòü â êàæäîé âåðøèíå ñõîäÿòñÿ p > 2 òðåóãîëüíèêîâ.
Ôèêñèðóåì îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ. Ê êàæäîé åãî âåð-
øèíå ïðèìûêàåò p � 1 òðåóãîëüíèêîâ, ò. å. âñåãî ê íåìó
ïðèìûêàåò 3 (p � 1) òðåóãîëüíèêîâ. Âñå ýòè òðåóãîëüíèêè
ðàçëè÷íû, è äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ íåò, ïîñêîëüêó ëþáûå
äâà òðåóãîëüíèêà äîëæíû èìåòü îáùóþ âåðøèíó. Çíà÷èò,
âñåãî ïîëó÷àåì 3 (p � 1) + 1 = 3p � 2 òðåóãîëüíèêîâ.

×òîáû ïîñòðîèòü êîíôèãóðàöèþ, äëÿ êîòîðîé (k , p) =
= (4, 2 ) , ìîæíî âçÿòü îêòàýäð è âûáðîñèòü ïîëîâèíó åãî
ãðàíåé, îñòàâèâ òîëüêî òðåóãîëüíèêè, íå èìåþùèå îá-
ùèõ ñòîðîí. ×òîáû ïîñòðîèòü êîíôèãóðàöèþ, äëÿ êîòî-
ðîé (k , p) = (7, 3 ) , ìîæíî âçÿòü òåòðàýäð, ïîìåñòèòü âíóòðü
íåãî òðåóãîëüíèê ABC è äëÿ êàæäîé âåðøèíû òðåóãîëü-
íèêà ABC âçÿòü äâà òðåóãîëüíèêà, êàæäûé èç êîòîðûõ
îáðàçîâàí ýòîé âåðøèíîé è îäíèì èç äâóõ íåñìåæíûõ ð¼-
áåð òåòðàýäðà (äëÿ êàæäîé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC
áåð¼òñÿ ñâîÿ ïàðà íåñìåæíûõ ð¼áåð òåòðàýäðà).

3. Âûïèøåì â êàæäîé ñòðîêå, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé, ïåð-
âûå ÷åòûðå ÷èñëà, çàìåíèâ êàæäîå ÷¼òíîå ÷èñëî íà 0, à
íå÷¼òíîå �� íà 1:

1 0 1 0
1 1 0 1

1 0 0 0
1 1 1 0

1 0 1 0
. . . . . . . . . . . . . .

Ïÿòàÿ âûïèñàííàÿ ñòðîêà ñîâïàëà ñ ïåðâîé, ïîýòîìó â
äàëüíåéøåì ïåðâûå ÷åòûðå ÷èñëà áóäóò ïåðèîäè÷åñêè ïî-
âòîðÿòüñÿ. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî â êàæäîé èç ïåðâûõ
ïÿòè âûïèñàííûõ ñòðîê åñòü ÷¼òíûå ÷èñëà.
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4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ÷èñåë 1, 2, 3, ..., 199, 200 ìû
âûáðàëè 100 ÷èñåë òàê, ÷òî íè îäíî èç íèõ íå äåëèòñÿ íà
äðóãîå. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ ÷èñåë
íåò ÷èñåë, ìåíüøèõ 16. Ðàññìîòðèì íàèáîëüøèå íå÷¼òíûå
äåëèòåëè âñåõ âûáðàííûõ ÷èñåë. Åñëè íàèáîëüøèå íå÷¼ò-
íûå äåëèòåëè äâóõ ÷èñåë ñîâïàäàþò, òî îäíî èç íèõ äåëèò-
ñÿ íà äðóãîå. Ïîýòîìó íàèáîëüøèå íå÷¼òíûå äåëèòåëè âû-
áðàííûõ ÷èñåë �� ýòî â òî÷íîñòè âñå ÷èñëà 1, 3, 5, ..., 199.
Â ÷àñòíîñòè, ñðåäè âûáðàííûõ ÷èñåë åñòü ÷èñëà ñ íàèáîëü-
øèìè íå÷¼òíûìè äåëèòåëÿìè 1, 3, 9, 27 è 81. Íè îäíî èç
âûáðàííûõ ÷èñåë íå äåëèòñÿ íà äðóãîå, ïîýòîìó âûáðàí-
íîå ÷èñëî ñ íàèáîëüøèì íå÷¼òíûì äåëèòåëåì 27 äåëèòñÿ
íà 2, ñ íàèáîëüøèì íå÷¼òíûì äåëèòåëåì 9 äåëèòñÿ íà 2 2, ñ
íàèáîëüøèì íå÷¼òíûì äåëèòåëåì 3 äåëèòñÿ íà 2 3, ñ íàè-
áîëüøèì íå÷¼òíûì äåëèòåëåì 1 äåëèòñÿ íà 2 4. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñðåäè âûáðàííûõ ÷èñåë íåò ÷èñåë 1, 2, 3, 4, 6, 8,
9 è 12, ïîñêîëüêó ëþáîå èç ýòèõ ÷èñåë äåëèò õîòÿ áû îäíî
èç ÷èñåë 81, 54 = 27 �2, 36 = 9 �4, 24 = 3 �8, 16. Ðàññìàòðèâàÿ
âûáðàííûå ÷èñëà ñ íàèáîëüøèìè íå÷¼òíûìè äåëèòåëÿìè
5, 15 è 45, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ ÷èñåë íåò
÷èñåë 5, 10 è 15, ïîñêîëüêó ëþáîå èç ýòèõ ÷èñåë äåëèò õî-
òÿ áû îäíî èç ÷èñåë 45, 30 = 15 � 2, 20 = 5 � 4. Ðàññìàòðèâàÿ
âûáðàííûå ÷èñëà ñ íàèáîëüøèìè íå÷¼òíûìè äåëèòåëÿìè
7, 21 è 63, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ ÷èñåë íåò
÷èñåë 7 è 14, ïîñêîëüêó êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë äåëèò õîòÿ
áû îäíî èç ÷èñåë 63, 42 = 21 �2, 28 = 7 �4. Ðàññìàòðèâàÿ âû-
áðàííûå ÷èñëà ñ íàèáîëüøèìè íå÷¼òíûìè äåëèòåëÿìè 11
è 33, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ ÷èñåë íåò ÷èñëà
11. Ðàññìàòðèâàÿ âûáðàííûå ÷èñëà ñ íàèáîëüøèìè íå÷¼ò-
íûìè äåëèòåëÿìè 13 è 39, óáåæäàåìñÿ, ÷òî íåò ÷èñëà 13.

5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåìîãî âûïóêëîãî ïÿòèóãîëü-
íèêà íåò. Ïðîâåä¼ì èç òî÷êè A9 ëó÷è ÷åðåç òî÷êè A5, A6,
A7, A8. Ýòè ëó÷è ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà 4 óãëà, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ ìåíüøå 180 � . Åñëè âíóòðè îäíîãî èç ýòèõ
óãëîâ ëåæàò äâå èç òî÷åê A1, A2, A3, A4, òî ìû íåìåäëåí-
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íî ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ïÿòèóãîëüíèê. Ïîýòîìó âíóòðè
êàæäîãî èç ýòèõ óãëîâ ëåæèò ðîâíî îäíà èç óêàçàííûõ
òî÷åê. Íî òîãäà âíóòðè êàæäîãî èç äâóõ óãëîâ, îáðàçîâàí-
íûõ ëó÷àìè A9A5 è A9A7, ëåæàò äâå èç óêàçàííûõ òî÷åê.
Ðàññìîòðåâ òîò èç óãëîâ, êîòîðûé ìåíüøå 180 � , ñíîâà ïî-
ëó÷àåì òðåáóåìûé ïÿòèóãîëüíèê.

1948 ãîä (XI îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Ïóñòü x 6 y 6 z �� íàòóðàëüíûå ÷èñëà è
1
x

+
1
y

+
1
z

= 1.

Òîãäà x < 4, ïîñêîëüêó èíà÷å x, y, z > 4 è
1
x

+
1
y

+
1
z

6
3
4

< 1.

Åñëè x = 2, òî
1
y

+
1
z

=
1
2

. Çíà÷èò, y 6 4 è ìû íàõîäèì äâà

ðåøåíèÿ: (2, 4, 4 ) è (2, 3, 6 ) .

Åñëè x = 3, òî
1
y

+
1
z

=
2
3

. Çíà÷èò, y 6 3 è ìû íàõîäèì ðå-

øåíèå (3, 3, 3 ) .

2. ßñíî, ÷òî 2 100 = (1024) 10 > 100010, ïîýòîìó ÷èñëî 2 100

èìååò íå ìåíåå 31 öèôðû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

102410

100010 <
�

1025
1000

� 10
=

�
41
40

� 10
<

41
40

�
40
39

�
39
38

� ... �
32
31

=
41
31

< 10;

ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïðè n > 1 èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî

n
n � 1

>
n + 1

n
, ïîñêîëüêó n2 > n2 � 1. Òàêèì îáðàçîì,

2100 = (1024) 10 < 10 �100010, ïîýòîìó ÷èñëî 2 100 èìååò ìåíåå
32 öèôð.

3. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ
ëþáîé êîíôèãóðàöèè èç n ïðÿìûõ. Ðàññìîòðèì êîíôèãó-
ðàöèþ èç n + 1 ïðÿìûõ, âûáðîñèì îäíó ïðÿìóþ è ðàñêðà-
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ñèì òðåáóåìûì ñïîñîáîì ïëîñêîñòü, ðàçáèòóþ îñòàâøèìè-
ñÿ n ïðÿìûìè. Ïî îäíó ñòîðîíó îò âûáðîøåííîé ïðÿìîé
ýòó ðàñêðàñêó ìû ñîõðàíèì, à ïî äðóãóþ ñòîðîíó �� çàìå-
íèì íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.

9��10 êëàññ
1. Ïóñòü 2 n � 2 = nm. Òîãäà

22n � 1 � 2
2n � 1

= 2
22n � 2 � 1

2n � 1
= 2

2nm � 1
2n � 1

=

= 2(2n(m � 1) + 2n(m � 2) + ... + 2n + 1) .

2. Ïåðâûé ñïîñîá . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 10 > p

2, ïîëó÷àåì

1
log2 p

+
1

log5 p

= log
p

2 + log
p

5 = log
p

10 > log
p

p

2 = 2.

Âòîðîé ñïîñîá . Ïóñòü log 2 p = a è log 5 p = b. Òîãäà 2a = p

è 5b = p , ò. å. p

1/a = 2 è p

1/b = 5. Ïîýòîìó p

1/a + 1/b = 2 � 5 = 10.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî p

2 < 10, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

3. Äîêàæåì ñíà÷àëà òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå,
êîãäà òî÷êà A0 ëåæèò íà ðåáðå AB . ßñíî, ÷òî \ BA 0C=
= \ BAC + \ ACA 0 è \ BA 0D = \ BAD + \ ADA 0. Ïîýòîìó òðå-
áóåìîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

\ ACA 0+ \ CA0D + \ ADA 0 > \ CAD.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî \ CA0D = 180 � � \ A0CD � \ A0DC è \ CAD =
= 180 � � \ ACD � \ ADC, ïåðåõîäèì ê íåðàâåíñòâó

\ ACA 0+ \ ACD + \ ADC + \ ADA 0 > \ A0CD + \ A0DC.

Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç õîðîøî èçâåñòíûõ íåðàâåíñòâ
äëÿ òð¼õãðàííûõ óãëîâ: \ ACA 0+ \ ACD > \ A0CD è \ ADC +
+ \ ADA 0> \ A0DC.

Òåïåðü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ è â
îáùåì ñëó÷àå. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òî÷êó A1, â
êîòîðîé ïëîñêîñòü A0CD ïåðåñåêàåò ðåáðî AB . Çàòåì ðàñ-
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ñìîòðèì òî÷êó A2, â êîòîðîé ïðÿìàÿ CA0 ïåðåñåêàåò îò-
ðåçîê A1D. Ïðèìåíèâ äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî ïîñëåäîâà-
òåëüíî ê òî÷êàì A1, A2 è A0, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè x = 1, òî y = 1 (è íà-
îáîðîò), íî ïî óñëîâèþ x 6= y. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî x 6= 1, y 6= 1. Èç ðàâåíñòâà x y = yx ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòûå
äåëèòåëè ÷èñåë x è y îäíè è òå æå, ò. å. x = pa1

1 pa2
2 ... pan

n è
y = pb1

1 pb2
2 ... pbn

n , ãäå ÷èñëà a1, ..., an è b1, ..., bn íàòóðàëü-
íûå. Òî æå ñàìîå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî a1y = b1x, ...,
any = bnx. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x < y. Òîãäà èç çàïè-
ñàííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî a1 < b1, ..., an < bn , ò. å. y = kx ,
ãäå k = pb1 � a1

1 ... pbn � an
n �� öåëîå ÷èñëî. Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâî

y = kx â èñõîäíîå ðàâåíñòâî x y = yx , ïîëó÷àåì x kx = (kx) x .
Èçâëåêàÿ êîðåíü ñòåïåíè x, ïîëó÷àåì x k = kx , ò. å. x k� 1 = k.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ y > x, ïîýòîìó k > 1, à çíà÷èò, x > 1.
ßñíî, ÷òî 2 2� 1 = 2. Ëåãêî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè x > 2
èëè k > 2, òî x k� 1 > k. Ïîêàæåì ñíà÷àëà ïî èíäóêöèè,
÷òî åñëè k > 2 �� íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî 2 k� 1 > k. Ïðè k = 3
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî 4 > 3, à åñëè 2k� 1 > k è k > 2, òî
2k = 2 � 2k� 1 > 2k > k + 1. Ïóñòü òåïåðü x > 2 è k > 2. Òîãäà
x k� 1 > 2k� 1 > k, ïðè÷¼ì åñëè x > 2, òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî
ñòðîãîå, à åñëè k > 2, òî âòîðîå íåðàâåíñòâî ñòðîãîå.

2. Ïóñòü A1, B1 è C1 �� ñåðåäèíû ñòîðîí BC, AC è AB
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â òî÷êå ïåðåñå-
÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà è êîýôôèöèåíòîì ãîìîòåòèè
� 1/ 2 îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü S òðåóãîëüíèêà ABC ïåðå-
õîäèò â îïèñàííóþ îêðóæíîñòü S1 òðåóãîëüíèêà A1B1C1.
Òàê êàê îêðóæíîñòü S1 ïåðåñåêàåò âñå ñòîðîíû òðåóãîëü-
íèêà ABC, ìîæíî ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê A0B0C0 ñî ñòî-
ðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC, äëÿ
êîòîðîãî S1 áóäåò âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ. Ïóñòü r è r 0 ��
ðàäèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è
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A0B0C0; R è R1 �� ðàäèóñû îêðóæíîñòåé S è S1. ßñíî, ÷òî
r 6 r 0= R1 = R/ 2. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè òðåóãîëüíè-
êè A0B0C0 è ABC ñîâïàäàþò, ò. å. S1 �� âïèñàííàÿ îêðóæ-
íîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Â ýòîì ñëó÷àå AB 1 = AC1, ïîýòî-
ìó AB = AC. Àíàëîãè÷íî AB = BC.

3. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè O1 è O2 �� öåíòðû
ñèììåòðèè ôèãóðû, òî òî÷êà O3 = SO2(O1) (ò. å. òî÷êà, ñèì-
ìåòðè÷íàÿ òî÷êå O1 îòíîñèòåëüíî òî÷êè O2) òîæå ÿâëÿ-
åòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè. Ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà SO3 =
= SO2 � SO1 � SO2 , êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëü-

A3 A1

A A2

O3
O1

O2

Ðèñ. 57

íî, ïóñòü A1 = SO2(A) , A2 = SO1(A 1) ,
A3 = SO2(A 2) . Òîãäà AA 2A1A3 �� ïà-
ðàëëåëîãðàìì ñ öåíòðîì O2 (ðèñ.
57). Òî÷êà O1 ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé
ñòîðîíû A1A2, ïîýòîìó òî÷êà O3 ÿâ-
ëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AA 3, ÷òî
è òðåáîâàëîñü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôèãóðà èìå-
åò áîëåå îäíîãî, íî êîíå÷íîå ÷èñëî
öåíòðîâ ñèììåòðèè. Âûáåðåì ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû ïðè ïðî-
åêöèè íà íå¼ íå âñå öåíòðû ñèììåòðèè îòîáðàæàëèñü â
îäíó òî÷êó. Ïóñòü O1 è O2 �� öåíòðû ñèììåòðèè, ïðîåêöèè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êðàéíèìè òî÷êàìè (âñå îñòàëüíûå ïðî-
åêöèè öåíòðîâ ñèììåòðèè çàêëþ÷åíû ìåæäó íèìè). Òîãäà
òî÷êà O3, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå O1 îòíîñèòåëüíî òî÷êè O2,
íå ìîæåò áûòü öåíòðîì ñèììåòðèè. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ.

9��10 êëàññ
1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà x < y. Ïóñòü y = kx .

Òîãäà x kx = (kx) x . Èçâëåêàÿ êîðåíü ñòåïåíè x, à çàòåì äå-
ëÿ íà x, ïîëó÷àåì x k� 1 = k. Òàêèì îáðàçîì, x = k

1
k� 1 è y =

= kk
1

k� 1 = k
k

k� 1 . ßñíî, ÷òî k > 1, òàê êàê x < y. ×èñëî k ðàöèî-

íàëüíî; ïóñòü 1
k � 1

= p
q

�� íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, ÷èñëèòåëü è
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çíàìåíàòåëü êîòîðîé ïîëîæèòåëüíû. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âû-
ðàæåíèå â ôîðìóëû äëÿ x è y, ïîëó÷àåì

x =
�

p + q
p

� p
q

è y =
�

p + q
p

� p+ q
q

.

×èñëà p è q âçàèìíî ïðîñòû, ïîýòîìó ÷èñëà x è y ìîãóò
áûòü ðàöèîíàëüíûìè ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîðåíü
ñòåïåíè q èç öåëûõ ÷èñåë p è p + q ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Íî
åñëè q> 2 è p = nq, òî

nq < p + q < (n + 1) q = nq + qnq� 1 +
q(q � 1)

2
nq� 2 + ...

Ïîýòîìó êîðåíü ñòåïåíè q èç ÷èñëà p + q íå ÿâëÿåòñÿ öå-
ëûì ÷èñëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, q= 1, à çíà÷èò,

x =
�

p + 1
p

� p
è y =

�
p + 1

p

� p+ 1
;

çäåñüp �� ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Â ñëó÷àå, êîãäà x > y, ìû àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

y =
�

r + 1
r

� r
è x =

�
r + 1

r

� r + 1
,

ãäår �� ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîëîæèâ p= � r �
� 1, ìû ïîëó÷àåì ïðåæíèå âûðàæåíèÿ

x =
�

p + 1
p

� p
è y =

�
p + 1

p

� p+ 1
,

íî òåïåðü p 6 � 2.

Ðèñ. 58

2. Ïóñòü a �� äëèíà ðåáðà êóáà. Ñå÷å-
íèå êóáà ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
åãî öåíòð ïåðïåíäèêóëÿðíî îäíîé èç äèà-
ãîíàëåé, ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì øåñòè-
óãîëüíèêîì (ðèñ. 58). Ðàäèóñ âïèñàííîé
îêðóæíîñòè ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà ðàâåí
a

p
6

4
, ïîýòîìó â êóá ìîæíî ïîìåñòèòü

îêðóæíîñòü ðàäèóñà
a

p
6

4
. Ïîêàæåì, ÷òî
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îêðóæíîñòü áîëüøåãî ðàäèóñà â êóá ïîìåñòèòü íåëüçÿ.
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â öåíòðå êóáà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñîäåðæèòñÿ â êó-
áå, òî îêðóæíîñòü, ñèììåòðè÷íàÿ åé îòíîñèòåëüíî öåíòðà
êóáà, òîæå ñîäåðæèòñÿ â êóáå. Íî òîãäà èç âûïóêëîñòè êó-
áà ñëåäóåò, ÷òî îêðóæíîñòü ðàäèóñà R, öåíòð êîòîðîé ñîâ-
ïàäàåò ñ öåíòðîì êóáà, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëü-
íîé ïëîñêîñòè èñõîäíîé îêðóæíîñòè, òîæå ñîäåðæèòñÿ â
êóáå.

Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â öåíòðå
êóáà è øàð òîãî æå ðàäèóñà è ñ òåì æå öåíòðîì. Íàñ èí-
òåðåñóåò ëèøü ñëó÷àé, êîãäà R > a/ 2 è ðàññìàòðèâàåìàÿ
îêðóæíîñòü ëåæèò âíóòðè êóáà. Â ýòîì ñëó÷àå âíå êóáà
íàõîäÿòñÿ øåñòü øàðîâûõ ñåãìåíòîâ. Ðàäèóñû îêðóæíî-
ñòåé, ëåæàùèõ â èõ îñíîâàíèÿõ, ðàâíû r =

p
R2 � (a/ 2) 2,

ïîýòîìó r âîçðàñòàåò ïðè âîçðàñòàíèè R. Ðàññìîòðèì êî-
íóñû, âåðøèíû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ â öåíòðå êóáà, à îñ-
íîâàíèÿìè ñëóæàò îêðóæíîñòè îñíîâàíèé øàðîâûõ ñåã-
ìåíòîâ. Åñëè ïëîñêîñòü Ï , ñîäåðæàùàÿ ðàññìàòðèâàåìóþ
îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàåò îäèí èç ýòèõ êîíóñîâ, òî ÷àñòü
îêðóæíîñòè ïðîõîäèò ïî øàðîâîìó ñåãìåíòó, à ïîòîìó ÷à-
ñòè÷íî ëåæèò âíå êóáà. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî äîêàçàòü,

÷òî åñëè R > a
p

6
4

, òî ïëîñêîñòü Ï ïåðåñåêàåò îäèí èç êî-
íóñîâ. Ïëîñêîñòü Ï ðàçáèâàåò ëó÷è, âûõîäÿùèå èç öåí-
òðà êóáà è íàïðàâëåííûå â öåíòðû ãðàíåé, íà äâå òðîéêè
(êàæäàÿ òðîéêà ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè Ï ).
Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü Ï 0, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð
êóáà ïåðïåíäèêóëÿðíî îäíîé èç äèàãîíàëåé è ðàçáèâàåò
ýòè ëó÷è íà òå æå ñàìûå äâå òðîéêè.

Â ïëîñêîñòè Ï 0 åñòü îêðóæíîñòü ðàäèóñà
a

p
6

4
, öåëèêîì

ëåæàùàÿ âíóòðè êóáà. Ðàññìîòðèì êîíóñû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå îêðóæíîñòè òàêîãî ðàäèóñà. Äëÿ íèõ r =

a

2
p

2
, ïîýòî-

ìó, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïëîñêîñòü Ï 0 êàñàåòñÿ òð¼õ êî-
íóñîâ (ñîîòâåòñòâóþùèõ òðîéêå ëó÷åé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
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îñÿìè ýòèõ êîíóñîâ) ïî òð¼ì ëó÷àì OX , OY, OZ (íà ðèñ. 59
èçîáðàæåíî ñå÷åíèå îäíîé èç ãðàíåé ïëîñêîñòüþ Ï 0 è êî-
íóñîì; ñå÷åíèå êîíóñîì �� îêðóæíîñòü ðàäèóñà r =

a

2
p

2
).

Ðèñ. 59

Ëó÷è OX , OY, OZ ëåæàò ñòðîãî âíóò-
ðè êîíóñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðóæíî-

ñòè ðàäèóñà R >
a

p
6

4
. Çíà÷èò, ýòè ëó÷è

ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè Ï ,
ïîñêîëüêó îñè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíóñîâ
ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ïëîñêîñòè.
Ïëîñêîñòè Ï è Ï 0 èìåþò îáùóþ òî÷êó
(öåíòð êóáà), ïîýòîìó îíè ïåðåñåêàþòñÿ
ïî íåêîòîðîé ïðÿìîé. Ëó÷è OX , OY è OZ

îáðàçóþò äðóã ñ äðóãîì óãëû â 120 � , ïîýòîìó íèêàêàÿ ïðÿ-
ìàÿ íå ìîæåò ðàçäåëèòü ïëîñêîñòü Ï 0 òàê, ÷òîáû ýòè ëó÷è
ëåæàëè â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòü

Ï 0 ïåðåñåêàåò îäèí èç êîíóñîâ, åñëè R >
a

p
6

4
.

3. Óðàâíåíèÿ j x j + j y j = 0, j x j + j y j = 1, j x j + j y j = 2, ...,
j x j + j y j = 99 èìåþò ñîîòâåòñòâåííî 1, 4, 4 �2, 4 �3, ..., 4 �99
öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Ïîýòîìó èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî
1 + 4(1 + 2 + 3 + ... + 99) = 1 + 4

99 � 100
2

= 19801.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. ×èñëî ðåøåíèé ìîæíî òàêæå íàéòè, âîñïîëü-
çîâàâøèñü ôîðìóëîé Ïèêà äëÿ êâàäðàòà j x j + j y j 6 100.

4. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âìåñòî ëó÷åé âåêòîðû. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû (1, 0, 0 ) .
Òîãäà îñòàëüíûå âåêòîðû èìåþò êîîðäèíàòû (x i , y i , zi ) , ãäå
x i < 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âòîðîé âåêòîð èìååò êîîðäèíà-
òû (x 2, 1, 0 ) . Òîãäà îñòàëüíûå âåêòîðû èìåþò êîîðäèíà-
òû (x i , y i , zi ) , ãäå x2x i + y i < 0. ×èñëà x2 è x i îòðèöàòåëü-
íûå, ïîýòîìó x2x i > 0, à çíà÷èò, y i < 0. Ïðè i, j > 2 èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî x ix j + y iy j + zizj < 0. Íî x ix j > 0 è y iy j > 0,
ïîýòîìó zizj < 0, ò. å. ÷èñëà zi è zj ðàçíîãî çíàêà. Òàêèõ ÷è-
ñåë íå ìîæåò áûòü áîëüøå äâóõ. Ïîýòîìó ïîìèìî âåêòîðîâ
(1, 0, 0 ) è (x 2, 1, 0 ) ìîæåò áûòü åù¼ òîëüêî äâà âåêòîðà.
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Ïðèìåð ÷åòâ¼ðêè ëó÷åé, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè è
îáðàçóþùèõ ïîïàðíî òóïûå óãëû, äàþò ëó÷è, èäóùèå èç
öåíòðà ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà â åãî âåðøèíû.

1949 ãîä (XII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Çàìåòèì, ÷òî 26460 = 22 � 33 � 5 � 72. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî
A = 27195 8 � 10887 8 + 10152 8 â âèäå

27195 8 � (10887 8 � 10152 8) .

Ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 5 � 72. Äåéñòâèòåëüíî,

27195 = 3 � 5 � 72 � 37,

à ðàçíîñòü 10887 8 � 10152 8 äåëèòñÿ íà

10887 � 10152 = 735 = 3 � 5 � 72.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäñòàâëåíèå

A = (27195 8 � 10887 8) + 10152 8

ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî A äåëèòñÿ íà 2 2 � 33. Äåéñòâèòåëüíî,
27195 8 � 10887 8 äåëèòñÿ íà

27195 � 10887 = 16308 = 22 � 33 � 151,

à 10152 = 23 � 33 � 47. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî A äåëèòñÿ íà
5 �72 è íà 2 2 �33, ïîýòîìó îíî äåëèòñÿ íà 26460 = 22 �33 �5 �72.

2. Ëþáàÿ îñü ñèììåòðèè ìíîãîóãîëüíèêà ïðîõîäèò ÷å-
ðåç åãî öåíòð ìàññ (öåíòð ìàññ âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà,
â êîòîðûå ïîìåùåíû îäèíàêîâûå ìàññû). Äåéñòâèòåëüíî,
ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè öåíòð ìàññ
ïåðåõîäèò ñàì â ñåáÿ.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x = 2mx1, y = 2ny1, z= 2kz1, ãäå ÷èñ-
ëà x1, y1, z1 íå÷¼òíû. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m 6 n 6 k. Òîãäà
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îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ñîêðàòèòü íà (2m) 2. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì

x2
1 + 22(n � m) y2

1 + 22(k � m) z2
1 = 2n+ k� m+ 1x1y1z1,

ãäå n + k � m + 1 > 1.
Åñëè m = n = k, òî â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò íå÷¼òíîå ÷èñëî, à

â ïðàâîé ÷¼òíîå. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî k > m. Êâàäðàò
íå÷¼òíîãî ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 4 äà¼ò îñòàòîê 1, ïîýòîìó
ïðè äåëåíèè íà 4 ÷èñëî â ëåâîé ÷àñòè äà¼ò îñòàòîê 1 èëè
2, à ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè �� îñòàòîê 0. Ïîëó÷åíî ïðîòèâî-
ðå÷èå.

4. Âîçüì¼ì íà ëîìàíîé äâå òî÷êè A è B, äåëÿùèå å¼
ïåðèìåòð ïîïîëàì. Òîãäà AB 6 1/ 2. Äîêàæåì, ÷òî âñå òî÷-
êè ëîìàíîé ëåæàò âíóòðè êðóãà ðàäèóñà 1 / 4 â öåíòðîì â
òî÷êå O �� ñåðåäèíå îòðåçêà AB . Ïóñòü M �� ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà ëîìàíîé, à òî÷êà M 1 ñèììåòðè÷íà åé îòíîñèòåëüíî
òî÷êè O. Òîãäà MO =

M 1M
2

6
M 1A + AM

2
=

BM + AM
2

6
1
4

, òàê
êàê BM + AM íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû äëèíû ëîìàíîé.

Ob

CA

B

M

O

Ðèñ. 60

5. Ïóñòü ïðîäîëæåíèå áèññåê-
òðèñû óãëà B òðåóãîëüíèêà ABC
ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü
â òî÷êå M ; O �� öåíòð âïèñàííîé
îêðóæíîñòè, Ob �� öåíòð âíåâïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ
ñòîðîíû AC (ðèñ. 60). Äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî MO = MO b. Òàê êàê

\ AOM = \ BAO + \ ABO =
\ A + \ B

2

è

\ OAM = \ OAC + \ CAM =

=
\ A
2

+ \ CBM =
\ A + \ B

2
,

òî MA = MO . Ëó÷è AO è AOb ÿâ-
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ëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ â ñóììå 180 � ,
ïîýòîìó òðåóãîëüíèê OAOb ïðÿìîóãîëüíûé. Êðîìå òîãî,
êàê ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè, \ AOM = \ MAO = f . Ñëåäî-
âàòåëüíî, \ MAO b = \ MO bA = 90 � � f , à çíà÷èò, MA = MO b.

9��10 êëàññ
1. ×èñëî x2 + y2 + z2 + v2 ÷¼òíî, ïîýòîìó ñðåäè ÷èñåë

x, y, z, v ÷¼òíîå ÷èñëî íå÷¼òíûõ ÷èñåë. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî êâàäðàò íå÷¼òíîãî ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 4 äà¼ò îñòà-
òîê 1.

Åñëè âñå ÷èñëà x, y, z, v íå÷¼òíû, òî x2 + y2 + z2 + v2 � 0
(mod 4) , íî ïðè ýòîì 2 xyzv íå äåëèòñÿ íà 4.

Åñëè ðîâíî äâà èç ÷èñåë x, y, z, v íå÷¼òíû, òî x2 + y2 +
+ z2 + v2 íå äåëèòñÿ íà 4, à 2 xyzv äåëèòñÿ íà 4.

Ïîýòîìó âñå ÷èñëà x, y, z, v ÷¼òíû, ò. å. x = 2x1, y = 2y1,
z = 2z1, v = 2v1. Ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå x2

1 + y2
1 + z2

1 + v2
1 =

= 8x1y1z1v1. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî (2k + 1) 2 = 4k(k + 1) + 1 � 1
(mod 8) . Ïîýòîìó åñëè âñå ÷èñëà x1, y1, z1, v1 íå÷¼òíû, òî
x2

1 + y2
1 + z2

1 + v2
1 íå äåëèòñÿ íà 8. À åñëè ðîâíî äâà èç ýòèõ

÷èñåë íå÷¼òíû, òî x2
1 + y2

1 + z2
1 + v2

1 íå äåëèòñÿ äàæå íà 4.
Çíà÷èò, x1 = 2x2, y1 = 2y2, z1 = 2z2, v1 = 2v2, è ìû ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå x2

2 + y2
2 + z2

2 + v2
2 = 32x2y2z2v2. Ñíîâà ïîâòîðèâ òå

æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî x, y, z, v äåëÿòñÿ íà
2n ïðè âñåõ n. Ñëåäîâàòåëüíî, x = y = z = v = 0.

2. Îñè âðàùåíèÿ îãðàíè÷åííîãî òåëà ïåðåñåêàþòñÿ â
åãî öåíòðå ìàññ. Äîêàæåì, ÷òî åñëè òåëî èìååò äâå îñè
âðàùåíèÿ, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå O, è òî÷êà A ïðèíàä-
ëåæèò òåëó, òî òåëó ïðèíàäëåæèò âñÿ ñôåðà ðàäèóñà OA ñ
öåíòðîì O. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî ñôåðà ñîäåð-
æèò êàê òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå òåëó, òàê è òî÷êè, íå ïðè-
íàäëåæàùèå åìó. Òîãäà íà ýòîé ñôåðå åñòü òàêæå ãðàíè÷-
íûå òî÷êè òåëà, ò. å. òàêèå òî÷êè, ÷òî â ëþáîì øàðå ñ öåí-
òðîì â ýòîé òî÷êå åñòü êàê òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå òåëó,
òàê è íå ïðèíàäëåæàùèå åìó. Ïóñòü M �� (íåïóñòîå) ìíî-
æåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê íà ñôåðå è x �� ïðîèçâîëüíàÿ òî÷-
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êà ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó x äâå îêðóæíî-
ñòè, ëåæàùèå íà ñôåðå: îäíó ñ öåíòðîì íà ïåðâîé îñè âðà-
ùåíèÿ è ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïåð-
âîé îñè âðàùåíèÿ, à äðóãóþ ñ öåíòðîì íà âòîðîé îñè âðà-
ùåíèÿ è ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âòîðîé
îñè. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè ýòè äâå îêðóæíîñòè íå
êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â òî÷êå x, òî x íå ìîæåò áûòü ãðàíè÷-
íîé òî÷êîé. Ïîýòîìó òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè, ñî-
äåðæàùåé îáå îñè âðàùåíèÿ. Òîãäà ìíîæåñòâî M öåëèêîì
ñîäåðæèòñÿ â ýòîé ïëîñêîñòè. Íî ìíîæåñòâî M ïåðåõîäèò
â ñåáÿ ïðè ëþáîì ïîâîðîòå âîêðóã ëþáîé èç îñåé. Ïîëó÷å-
íî ïðîòèâîðå÷èå, ïîýòîìó ìíîæåñòâî M ïóñòî, à çíà÷èò,
âñÿ ñôåðà ïðèíàäëåæèò äàííîìó òåëó.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ
ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O. ßñíî òàêæå, ÷òî
ëþáàÿ ïëîñêîñòü ñèììåòðèè îãðàíè÷åííîãî òåëà ïðîõîäèò
÷åðåç åãî öåíòð ìàññ.

3. Ïóñòü f(x) = x2 + 2ax +
1

16
= (x + a) 2 � a2 +

1
16

�� ëåâàÿ
÷àñòü äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëó. Åñëè 0 < a < 1/ 4, òî f(x) > 0. Ïî-
ýòîìó èñõîäíîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

x2 + 2ax + 1
16

= � a �
q

a2 + x � 1
16

. (1)

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàòíóþ
ôóíêöèþ f � 1(x) . Â ñàìîì äåëå, åñëè y2 + 2ay +

1
16

= x, òî

y = � a �
q

a2 + x �
1

16
.

Äîêàæåì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíå-
íèþ f(x) = x. ßñíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(x) = x
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó èñ-
õîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå f(x) = f � 1(x) .
Ïóñòü òåïåðü x0 �� ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Èç ïîëî-
æèòåëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì, ÷òî x0 > 0. Íî íà èí-
òåðâàëå[0, + 1 ) ïðè a > 0 ôóíêöèÿ y = f(x) ìîíîòîííî âîç-
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ðàñòàåò. Ïîýòîìó åñëè f(x 0) 6= x0, òî f(x 0) > x0 > f � 1(x 0) , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó óðàâíåíèþ. Çíà÷èò, f(x 0) = x0.
Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíûå êîðíè äàííîãî óðàâíåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè äåéñòâèòåëüíûìè êîðíÿìè óðàâíå-
íèÿ

x2 + 2ax +
1

16
= x.

Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì

x1,2 =
1 � 2a

2
�

r �
1 � 2a

2

� 2
�

1
16

.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî x1,2 > 0 ïðè
0 < a < 1/ 4, ïîýòîìó íàéäåííûå êîðíè áóäóò ðåøåíèÿìè
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

4. Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè äàííûõ ÷èñåë íå ìîæåò áûòü
áîëüøå ÷åòûð¼õ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Îáúåäèíèì
ðàâíûå ÷èñëà â ãðóïïû, âûáåðåì â êàæäîé ãðóïïå ïî îä-
íîìó ÷èñëó è ðàñïîëîæèì âûáðàííûå ÷èñëà â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ: a > b> c> d > e> ... ×èñëà a, b, c, d ïî óñëîâèþ
îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Ïîýòîìó ïðîèçâå-
äåíèå äâóõ èç íèõ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ äðóãèõ, ò. å.
ab= cd, ac = bd èëè ad = bc. Íî ab> cd è ac > bd, ïîýòîìó
ad = bc, ò. å. d = bc/a . Òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâà-
þò, ÷òî e= bc/a .

Òàêèì îáðàçîì, åñòü íå áîëåå ÷åòûð¼õ ãðóïï, ñîñòîÿ-
ùèõ èç ðàâíûõ ÷èñåë, ïîýòîìó ïî êðàéíåé ìåðå â îäíó èç
ýòèõ ãðóïï âõîäèò íå ìåíåå n ÷èñåë.

5. Ïóñòü ABCDEF �� øåñòèóãîëüíèê, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ çàäà÷è. ×åòûð¼õóãîëüíèê FBCE ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-
áîêîé òðàïåöèåé (èëè ïðÿìîóãîëüíèêîì), ïîýòîìó ïðÿìàÿ
MM 1, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíû å¼ îñíîâàíèé, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà ê íèì è ñëóæèò áèññåêòðèñîé óãëà ìåæäó äèàãî-
íàëÿìè BE è FC. Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷-
íûå ñâîéñòâà ïðÿìûõ NN 1 è LL 1, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû
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ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêà. Ýòè òðè ïðÿ-
ìûå (â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå) ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè
óãëîâ òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî äèàãîíàëÿìè, ïîýòîìó
îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå O. Òî÷êà O ðàâíîóäàëå-
íà îò âñåõ âåðøèí øåñòèóãîëüíèêà, ïîñêîëüêó îíà ëåæèò
íà âñåõ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ ê ñòîðîíàì øåñòè-
óãîëüíèêà. Çíà÷èò, âîêðóã øåñòèóãîëüíèêà ìîæíî îïè-
ñàòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O.

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Ñäåëàåì êîïèè 12 ïîëåé è ðàñïîëîæèì èõ ïî êðóãó
â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: 1, 6, 11, 4, 9, 2, 7, 12, 5, 10, 3, 8.
Ðèñ. 61 ïîêàçûâàåò, ÷òî íà íîâîì êðóãå ôèøêè ïåðåõî-

1
2

3

4

5

6
7

8

9

10

11

12
1

Ñ
6

11

4Æ

9

2

Ç

7
12

5

10

3
Ê

8

ÑÆÇÊ
#

ÑÇÊÆ
Ðèñ. 61 Ðèñ. 62

äÿò ïðîñòî íà ñîñåäíåå ïîëå (ñïðàâà èëè ñëåâà). Ïîýòîìó
ëþáîå ïåðåäâèæåíèå, ïðè êîòîðîì ôèøêè ìåíÿþòñÿ ìå-
ñòàìè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåùåíèå ïî íîâîìó êðóãó
â îäíîì íàïðàâëåíèè. Íà êðóãå ñ ÷åòûðüìÿ ïîëÿìè ñ íî-
ìåðàìè 1, 4, 2, 3 (ðèñ. 62) ïðîèñõîäèò öèêëè÷åñêàÿ ïåðå-
ñòàíîâêà, ïîýòîìó èç íàáîðà ÊÑÆÇ ìû ïîëó÷àåì íàáîðû
ÑÆÇÊ, ÆÇÊÑ, ÇÊÑÆ. Âåðíóâøèñü ê èñõîäíîé íóìåðà-
öèè 1, 2, 3, 4, ïîëó÷èì íàáîðû ÑÇÊÆ, ÆÊÑÇ, ÇÑÆÊ.

2. Ðåøèì çàäà÷ó â áîëåå îáùåì âèäå, êîãäà âìåñòî äâóõ
òðåóãîëüíèêîâ âçÿòû âûïóêëûå n1-óãîëüíèê è n2-óãîëü-
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íèê. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôèãóðà âûïóêëà.
Ïóñòü A1 è A2 �� òî÷êè ýòîé ôèãóðû. Òîãäà ñóùåñòâóþò
ïàðàëëåëîãðàììû OB1A1C1 è OB2A2C2 ñ âåðøèíàìè B1 è
B2, ïðèíàäëåæàùèìè n1-óãîëüíèêó, è âåðøèíàìè C1 è C2,
ïðèíàäëåæàùèìè n2-óãîëüíèêó. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ìû

O

C

B

A

A0

Ðèñ. 63

B1

C1

B2

C2

A0
1

A0
2

Ðèñ. 64

ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè äëÿ
âñåõ ïàð òî÷åê îòðåçêîâ B1B2 è C1C2,
òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïàðàëëåëî-
ãðàìì ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè
B1B2 è C1C2, è ñ äèàãîíàëüþ A1A2.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óäîáíåå ðàññìàò-
ðèâàòü íå âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàì-
ìîâ, à èõ öåíòðû, ò. å. âìåñòî òî÷êè
A ìû áóäåì áðàòü òî÷êó A0 (ðèñ. 63);
ïðè ýòîì ôèãóðà çàìåíÿåòñÿ íà ãîìî-
òåòè÷íóþ åé ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Íà
ðèñ. 64 öåíòðû ïàðàëëåëîãðàììîâ ñî-
îòâåòñòâóþò ñåðåäèíàì îòðåçêîâ, ñî-
åäèíÿþùèõ òî÷êè îòðåçêà B1B2 ñ
òî÷êàìè îòðåçêà C1C2; îíè çàìåòàþò
çàøòðèõîâàííûé ïàðåëëåëîãðàìì. Â
÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îòðåçîê
A1A2 ïðèíàäëåæèò ïîëó÷åííîé ôèãó-
ðå, ïîýòîìó îíà âûïóêëà.

Âîçüì¼ì íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíóþ îñü êîîðäèíàò Ox.
Îïîðíûì ìíîæåñòâîì ìíîãîóãîëüíèêà, ñîîòâåòñòâóþùèì
îñè Ox, íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî òî÷åê ìíîãîóãîëüíèêà, ïðîåê-
öèè êîòîðûõ íà îñü Ox èìåþò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå (îïîð-
íîå ìíîæåñòâî �� ýòî âåðøèíà èëè ñòîðîíà ìíîãîóãîëüíè-
êà). Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê çàäà¼òñÿ ñâîèìè îïîðíûìè
ìíîæåñòâàìè äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ îñåé Ox. Åñëè îïîðíû-
ìè ìíîæåñòâàìè èñõîäíûõ n1-óãîëüíèêà è n2-óãîëüíèêà
ÿâëÿþòñÿ îòðåçêè äëèíû a1 è a2, òî îïîðíûì ìíîæåñòâîì
ïîëó÷åííîé ôèãóðû áóäåò îòðåçîê äëèíû a1 + a2. Òåì ñà-
ìûì, óòâåðæäåíèå ïðî ïåðèìåòð äîêàçàíî. ×èñëî ñòîðîí
ïîëó÷åííîãî ìíîãîóãîëüíèêà ìîæåò áûòü ëþáûì ÷èñëîì,
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çàêëþ÷¼ííûì ìåæäó n1 + n2 è íàèáîëüøèì èç ÷èñåë n1 è
n2. Îíî ðàâíî n1 + n2 ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáîé
îñè Ox îäíî èç îïîðíûõ ìíîæåñòâ èñõîäíûõ ìíîãîóãîëü-
íèêîâ èìååò íóëåâóþ äëèíó, ò. å. âñå âåêòîðû åäèíè÷íûõ
âíåøíèõ íîðìàëåé äëÿ äàííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàçëè÷-
íû. Åñëè êàêèå-òî âåêòîðû âíåøíèõ íîðìàëåé ó äàííûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ ñîâïàäàþò, òî ÷èñëî ñòîðîí ïîëó÷åííîãî
ìíîãîóãîëüíèêà óìåíüøàåòñÿ.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Ìíîãîóãîëüíèê, êîòîðûé çàìåòàþò ñåðåäèíû
îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè äâóõ äàííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, í àçûâà-
þò ñóììîé Ìèíêîâñêîãî ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ñóììà Ìèíêîâñêîãî
èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ãåîìåòðèè âûïóêëûõ ôèãóð.

3. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî âñå ãèðè âåñÿò ëèáî ÷¼òíîå,
ëèáî íå÷¼òíîå ÷èñëî ãðàììîâ. Ïóñòü 12 ãèðü ðàçëîæåíû
íà äâå ÷àøêè âåñîâ ïî 6 ãèðü òàê, ÷òî íàñòóïèëî ðàâíî-
âåñèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòëîæåíà ãèðÿ âåñîì a ã, à îäíà
èç ãèðü, ëåæàùèõ íà ÷àøêàõ, âåñèò b ã, ïðè÷¼ì ÷èñëà a
è b ðàçíîé ÷¼òíîñòè. Çàìåíèì ãèðþ a ãèðåé b è ñíîâà ðàç-
ëîæèì ãèðè òàê, ÷òîáû íàñòóïèëî ðàâíîâåñèå. Åñëè âåñ
îñòàëüíûõ ãèðü ðàâåí x, òî ñíà÷àëà âåñ ãèðü íà êàæäîé
÷àøêå áûë ðàâåí

x + b
2

, à çàòåì îí ñòàë ðàâåí
x + a

2
. Òàêèì

îáðàçîì, âåñ ãèðü íà êàæäîé ÷àøêå âåñîâ èçìåíèëñÿ íà
1
2

j a � bj, à ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ ýòî ÷èñëî íå öåëîå.
Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, ïîýòîìó ÷èñëî j a � bj ÷¼òíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âñå ãèðè îäèíàêîâûå. Âû÷òåì èç
êàæäîé ãèðè âåñ íàèìåíüøåé ãèðè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
íàáîð ãèðü, êîòîðûé ñíîâà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è
(ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ïîëó÷åííûõ ãèðü èìååò íóëåâîé
âåñ). Âñå íîâûå ãèðè èìåþò ÷¼òíûé âåñ, ñòðîãî ìåíüøèé
âåñà ïåðâîíà÷àëüíûõ ãèðü. Ïîäåëèâ âåñ êàæäîé ãèðè ïî-
ïîëàì (â òîì ÷èñëå è ãèðè ñ íóëåâûì âåñîì), ìû ñíîâà
ïîëó÷èì íàáîð ãèðü, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ çàäà÷è.
Åñëè ïðè ýòîì ìû íå ïîëó÷èëè ãèðè íå÷¼òíîãî âåñà, òî
ñíîâà ïîäåëèì âåñà âñåõ ãèðü ïîïîëàì è ò. ä. Â êîíöå êîí-
öîâ ïîëó÷èì íàáîð ãèðü, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
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çàäà÷è è â êîòîðîì åñòü êàê ãèðè ÷¼òíîãî (íóëåâîãî) âå-
ñà, òàê è ãèðè íå÷¼òíîãî âåñà. Íî ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî
òàêîãî áûòü íå ìîæåò.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è îñòà¼òñÿ âåðíûì è áåç
ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî êàæäàÿ ãèðÿ âåñèò öåëîå ÷èñëî ãðàììîâ.
Â òàêîì âèäå ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåé ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
ïîðîæä¼ííîå äàííûìè ÷èñëàìè, è âûáåðåì â í¼ì áàçèñ. Ðàçëîæèì äàí-
íûå ÷èñëà ïî ýòîìó áàçèñó. Òîãäà äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû ìû ïîëó÷è ì
ïðåäûäóþùóþ çàäà÷ó (ïîñëå äîìíîæåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ êîîðäèíàò íà
íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå èõ çíàìåíàòåëåé).

4. Òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí êàæäîãî èç ðàññìàòðè-
âàåìûõ òðåóãîëüíèêîâ ñëóæèò öåíòð ìàññ øåñòèóãîëü-
íèêà (ò. å. öåíòð ìàññ øåñòè âåðøèí øåñòèóãîëüíèêà, â
êîòîðûå ïîìåùåíû îäèíàêîâûå ìàññû). Äåéñòâèòåëüíî,
ñãðóïïèðóåì ìàññû, ðàñïîëîæåííûå â âåðøèíàõ øåñòè-
óãîëüíèêà ABCDEF . Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì öåíòðû ìàññ
äëÿ ïàð òî÷åê (A , B) , (C, D) è (E , F) . Ýòè öåíòðû ìàññ ��
âåðøèíû ïåðâîãî òðåóãîëüíèêà, ïîýòîìó öåíòð ìàññ øå-
ñòèóãîëüíèêà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ ïåðâîãî òðåóãîëü-
íèêà. Çàòåì ðàññìîòðèì öåíòðû ìàññ äëÿ ïàð òî÷åê (B , C),
(D , E) è (F , A) . Ýòè öåíòðû ìàññ �� âåðøèíû âòîðîãî òðå-
óãîëüíèêà. Ïîýòîìó öåíòð ìàññ øåñòèóãîëüíèêà ñîâïàäà-
åò ñ öåíòðîì ìàññ âòîðîãî òðåóãîëüíèêà.

5. Ïóñòü a1, ... , a100 �� äàííûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ñóì-
ìû S1 = a1, S2 = a1 + a2, ..., S100 = a1 + a2 + ... + a100. Åñëè êà-
êàÿ-ëèáî ñóììà Sk äåëèòñÿ íà 100, òî ýòà ñóììà èñêîìàÿ.
Åñëè æå íè îäíà èç ýòèõ ñóìì íå äåëèòñÿ íà 100, òî ÷èñ-
ëà S1, ..., S100 äàþò íå áîëåå 99 ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ ïðè
äåëåíèè íà 100. Ïîýòîìó íàéäóòñÿ ÷èñëà Sn è Sm (n > m),
äàþùèå îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 100. Íî òîãäà
÷èñëî Sn � Sm = am+ 1 + am+ 2 + ... + an äåëèòñÿ íà 100.

6. Ïóñòü ABCD ... YZ �� óêàçàííàÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ,
t A , t B, ..., t Z �� äëèíû êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè, ïðîâå-
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A B

à)

A B+ �

á)

Ðèñ. 65

ä¼ííûõ èç âåðøèí ëîìàíîé. Ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîãëàøåíèåì î
çíàêàõ àëãåáðàè÷åñêàÿ äëèíà ó÷àñòêà ïó-
òè îò A ê B ðàâíà t A � t B. Äëÿ ýòîãî íóæíî
ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: òî÷êè A è B ìîãóò
áûòü ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷-
êè êàñàíèÿ (ðèñ. 65, à) è ïî ðàçíûå ñòîðî-
íû îò òî÷êè êàñàíèÿ (ðèñ. 65, á). Òàêèì îá-
ðàçîì, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà äëèí ó÷àñò-
êîâ ïóòè ñ óêàçàííûìè çíàêàìè ðàâíà

(t A � t B) + (t B � t C) + ...

... + (t Y � t Z) + (t Z � t A ) = 0.

9��10 êëàññ
1. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 1 äëÿ 7��8 êëàññîâ.

2. Ðàçðåæåì êóá íà 8 êóáèêîâ. Âîçüì¼ì îäèí èç ýòèõ
êóáèêîâ è ïðèëîæèì ê íåìó òðè ñîñåäíèõ êóáèêà. Êóá
ìîæíî ñîñòàâèòü èç äâóõ òàêèõ (íåâûïóêëûõ) ôèãóð, êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíà èç ÷åòûð¼õ êóáèêîâ (ðèñ. 66).
Âîçüì¼ì îäíó èç ýòèõ ôèãóð è îòðåæåì îò íå¼ òðè ðåá-
ðà èñõîäíîãî êóáà, ïðîâåäÿ òðè ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç äèàãîíàëè ãðàíåé ìàëåíüêèõ êóáèêîâ ïàðàëëåëüíî

Ðèñ. 66
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ð¼áðàì èñõîäíîãî êóáà; íà ðèñ. 66 ýòè äèàãîíàëè èçîáðà-
æåíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. (Âìåñòå ñ ð¼áðàìè ìû îòðåçà-
åì òðè òðåóãîëüíûå ïðèçìû; ýòè ïðèçìû ïåðåñåêàþòñÿ.) Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåâûïóêëóþ ôèãóðó, êîòîðóþ ëåãêî
ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè êèðïè÷èêà; ðàçðåçû íóæíî ïðî-
âåñòè ïî ïóíêòèðíûì ëèíèÿì íà ðèñ. 66. Èç äâóõ òàêèõ
ôèãóð ñîñòàâëÿåòñÿ âûïóêëàÿ ôèãóðà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåò-
ñÿ ïðè îòðåçàíèè îò èñõîäíîãî êóáà øåñòè ð¼áåð (òî÷íåå
ãîâîðÿ, øåñòè ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðèçì).

3. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 3 äëÿ 7��8 êëàññîâ.

4. Ïóñòü O �� öåíòð ñèììåòðèè ìíîãîóãîëüíèêà M , ðàñ-
ïîëîæåííîãî âíóòðè òðåóãîëüíèêà T, S(T) �� îáðàç òðå-
óãîëüíèêà T ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Òîãäà
M ëåæèò è â T, è â S(T) . Ïîýòîìó ñðåäè âñåõ öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ äàííûì öåíòðîì ñèì-
ìåòðèè, ëåæàùèõ â T, íàèáîëüøóþ ïëîùàäü èìååò ïåðå-
ñå÷åíèå T è S(T) . Òî÷êà O ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà T,
òàê êàê ïåðåñå÷åíèåì T è S(T) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûé ìíî-
ãîóãîëüíèê, à âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê âñåãäà ñîäåðæèò
ñâîé öåíòð ñèììåòðèè.

Ïóñòü A1, B1 è C1 �� ñåðåäèíû ñòîðîí BC, CA è AB òðå-
óãîëüíèêà T = ABC. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî òî÷êà O
ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà A1B1C1. Òîãäà ïåðåñå÷åíèåì
T è S(T) ÿâëÿåòñÿ øåñòèóãîëüíèê. Ïóñòü ñòîðîíà AB äå-
ëèòñÿ äâóìÿ ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà S(T) â îòíîøåíèè
x : y : z, ãäå x + y + z = 1. Òîãäà îòíîøåíèå ñóììû ïëîùà-
äåé òðåóãîëüíèêîâ, ïðèëåãàþùèõ ê âåðøèíàì A, B, C,
ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíî x2 + y2 + z2 (ïîñêîëü-
êó êàæäûé èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ïîäîáåí òðåóãîëüíè-
êó ABC); íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ýòî âûðàæåíèå. Òàê êàê
1 = (x + y + z) 2 = 3(x 2 + y2 + z2) � (x � y) 2 � (y � z) 2 � (z � x) 2,
òî x2 + y2 + z2 > 1/ 3, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî
ïðè x = y = z; ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî O �� òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé ñëó÷àé: òî÷êà O ëåæèò âíóò-
ðè îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ AB 1C1, A1BC1, A1B1C, íàïðè-
ìåð âíóòðè AB 1C1. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèåì T è S(T)
ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì, ïðè÷¼ì åñëè ìû çàìåíèì òî÷êó
O òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AO è B1C1, òî ïëîùàäü ýòî-
ãî ïàðàëëåëîãðàììà ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èòüñÿ. Åñëè æå
òî÷êà O ëåæèò íà ñòîðîíå B1C1, òî ýòîò ñëó÷àé óæå ôàê-
òè÷åñêè áûë íàìè ðàññìîòðåí (íóæíî ïîëîæèòü x = 0).

Èñêîìûì ìíîãîóãîëüíèêîì ÿâëÿåòñÿ øåñòèóãîëüíèê ñ
âåðøèíàìè â òî÷êàõ, äåëÿùèõ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà íà
òðè ðàâíûå ÷àñòè. Åãî ïëîùàäü ðàâíà 2/3 ïëîùàäè òðå-
óãîëüíèêà.

5. Ïóñòü A �� äàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîêàæåì, ÷òî
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî 10 mA < 2n <
< 10m(A + 1) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî m, ò. å. m +
+ lg A < n lg 2 < m + lg (A + 1) . Ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèå òà-
êîâî: ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n, äëÿ êîòî-
ðûõ lg A < n lg 2 � m < lg (A + 1) . ×èñëî lg 2 èððàöèîíàëüíî.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî lg 2 = p/q , ãäå p è q ��
íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà 10 p/q = 2, ò. å. 10 p = 2q. Ýòîãî íå
ìîæåò áûòü.

Ïóñòü a = lg 2, a = lg A è b= lg (A + 1) . Ïîëîæèì D = b � a.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî 0 < D < a < 1. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà n ìîæíî âûáðàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàê,
÷òî 0 6 n a � m 6 1. Äëÿ n = 1, 2, ... ïîëó÷àåì ÷èñëà a � m1,
2 a � m2, ... Ðàçäåëèì îòðåçîê [0, 1 ] íà ðàâíûå îòðåçêè,
äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ ìåíüøå D . Ïóñòü êîëè÷åñòâî
ýòèõ îòðåçêîâ ðàâíî k. Òîãäà ñðåäè ÷èñåë a � m1, 2 a � m2, ...,
(k + 1) a � mk+ 1 åñòü äâà ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó è
òîìó æå îòðåçêó. Âû÷òåì èç áîëüøåãî ÷èñëà ìåíüøåå:
pa � mp � (q a � mq) = t . ßñíî, ÷òî 0 6 t < D . Áîëåå òîãî, t 6= 0,

ïîñêîëüêó èíà÷å a =
mp � mq

p � q
�� ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. ßñíî

òàêæå, ÷òî t = sa � r , ãäå s è r �� öåëûå ÷èñëà. Ïðåäïîëî-
æèì ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëî s íàòóðàëüíîå; òîãäà ÷èñëî r òî-
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æå íàòóðàëüíîå (äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà sa � r < a

ñëåäóåò, ÷òî r > (s � 1) a > 0). Ðàññìîòðèì ÷èñëà âèäà Nt ,
ãäå N �� íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë èìååò
âèä n a � m, ãäå ÷èñëà n è m íàòóðàëüíûå. À èç òîãî, ÷òî
0 < t < D , ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ðàñïî-
ëîæåíî ñòðîãî ìåæäó a è b.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ÷èñëî t = sa � r ,
ãäå s è r �� îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Òå æå ñàìûå ðàññóæäå-
íèÿ, ÷òî è ðàíüøå, ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñ-
ëî t 1 = s1 a � r 1, ÷òî 0 < t 1 < t , ïðè÷¼ì s1 è r 1 �� öåëûå ÷èñëà;
áîëåå òîãî, òàêèõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî. Åñëè õîòÿ áû
äëÿ îäíîãî èç ýòèõ ÷èñåë s1 > 0, òî äîêàçàòåëüñòâî çàâåð-
øåíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ ÷èñëî t 1 = s1 a � r 1, äëÿ
êîòîðîãî s1 < s< 0. Ðàññìîòðèì ÷èñëî t 0= t � t 1 = s0

a � r 0. ßñ-
íî, ÷òî s0> s � s1 > 0 è 0 < t 0< t . Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì ÷èñ-
ëî, îáëàäàþùåå òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Áîëåå ïîäðîáíî î ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ìîæíî
ïðî÷èòàòü â ñòàòüå [1].

6. Ïóñòü ABCD �� èñõîäíûé êâàäðàò, A1B1C1D1 �� êâàä-
ðàò ñ òåì æå öåíòðîì, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ñòî-
ðîíàì èñõîäíîãî êâàäðàòà è èìåþò âäâîå áîëüøóþ äëèíó.
Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîðîíà èñõîäíî-
ãî êâàäðàòà ðàâíà 2. Òîãäà ïåðèìåòð êâàäðàòà A1B1C1D1

ðàâåí 16. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëèíà ÷àñòè
ïåðèìåòðà êâàäðàòà A1B1C1D1, âûñåêàåìîé ïðèëîæåííûì
êâàäðàòîì, íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 2. Åñëè ñòîðîíà ïðè-
ëîæåííîãî êâàäðàòà èìååò îáùèé îòðåçîê ñî ñòîðîíîé èñ-
õîäíîãî êâàäðàòà, òî îí âûñåêàåò ëèáî îòðåçîê äëèíû 2,
ëèáî äâà îòðåçêà äëèíû 1, îáðàçóþùèõ ïðÿìîé óãîë, è
åù¼ êàêîé-òî îòðåçîê íà ïðîäîëæåíèè îäíîãî èç ýòèõ îò-
ðåçêîâ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó ïðèëîæåííî-
ãî êâàäðàòà è èñõîäíîãî íåò îáùèõ îòðåçêîâ (îíè èìåþò
òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó). Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ
ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ èñõîäíîãî êâàäðàòà ABCD è ïðèëî-
æåííîãî ê íåìó êâàäðàòà: I) âåðøèíà ïðèëîæåííîãî êâàä-
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ðàòà ïîïàäàåò íà ãðàíèöó èñõîäíîãî; II) âåðøèíà èñõîä-
íîãî êâàäðàòà ëåæèò âíóòðè ñòîðîíû ïðèëîæåííîãî. Ðàç-
áåð¼ì ñíà÷àëà ñëó÷àé I. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ âà-
ðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ êâàäðàòà A1B1C1D1 è ïðèëîæåííîãî
êâàäðàòà.

1. Íè îäíà âåðøèíà êâàäðàòà A1B1C1D1 íå ïîïàäàåò
âíóòðü ïðèëîæåííîãî êâàäðàòà. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ÷àñòü ïåðèìåòðà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îòðåçêîì
PQ. Ïóñòü a �� óãîë ìåæäó ñòîðîíîé èñõîäíîãî êâàäðàòà
è ñòîðîíîé ïðèëîæåííîãî êâàäðàòà. Åñëè 30 � < a < 60 � , òî
âíóòðè êâàäðàòà A1B1C1D1 ëåæèò òîëüêî îäíà âåðøèíà
ïðèëîæåííîãî êâàäðàòà (òà, êîòîðàÿ ïðèìûêàåò ê èñõîä-
íîìó êâàäðàòó); â ýòîì ñëó÷àå äëèíà îòðåçêà PQ ðàâíà
tg a + 1/ tg a > 2. Åñëè a < 30 � èëè a > 60 � , òî âíóòðè êâàäðà-
òà A1B1C1D1 ëåæàò äâå âåðøèíû ïðèëîæåííîãî êâàäðàòà;
â ýòîì ñëó÷àå îòðåçîê PQ ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåíóçîé ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòîì 2.

2. Îäíà âåðøèíà êâàäðàòà A1B1C1D1 ïîïàäàåò âíóòðü
ïðèëîæåííîãî êâàäðàòà. Òîãäà äëèíà ðàññìàòðèâàåìîé

a

aa

Ðèñ. 67

÷àñòè ïåðèìåòðà ðàâíà a + tg a +
+ 1 � a tg a (ðèñ. 67). Òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî a + tg a + 1 � a tg a >
> 2, ò. å. (a � 1) tg a 6 (a � 1) . Íî
a > 1 è tg a 6 1.

Òåì ñàìûì, ñëó÷àé I ïîëíî-
ñòüþ ðàçîáðàí. Ðàññìîòðèì òå-
ïåðü ñëó÷àé II. Çäåñü âîçìîæíû
ñëåäóþùèå äâà âàðèàíòà ðàñïî-
ëîæåíèÿ.

3. Ñòîðîíà ïðèëîæåííîãî êâàäðàòà, ñîäåðæàùàÿ âåðøè-
íó èñõîäíîãî, íå ïåðåñåêàåò ãðàíèöó êâàäðàòà A1B1C1D1.
Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ ÷àñòü ïåðèìåòðà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ëîìàíóþ, ñîåäèíÿþùóþ ïðîòèâîïîëîæíûå ñòî-
ðîíû ïðèëîæåííîãî êâàäðàòà. Å¼ äëèíà íå ìåíüøå, ÷åì
ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè,
ò. å. íå ìåíüøå 2.
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Ðèñ. 68

4. Ñòîðîíà ïðèëîæåííîãî êâàä-
ðàòà, ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó èñõîä-
íîãî, ïåðåñåêàåò òàêæå è ãðàíèöó
êâàäðàòà A1B1C1D1. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðèëîæåííûé êâàäðàò ìîæíî ñäâè-
íóòü ïàðàëëåëüíî ýòîé ñòîðîíå òàê,
÷òîáû âåðøèíà ïðèëîæåííîãî êâàä-
ðàòà ñîâïàëà ñ âåðøèíîé èñõîäíî-
ãî, à ðàññìàòðèâàåìàÿ ÷àñòü ïåðè-
ìåòðà íå óâåëè÷èëàñü (ðèñ. 68). Òåì
ñàìûì, ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê óæå
ðàçîáðàííîìó ñëó÷àþ I.

1950 ãîä (XIII îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Åñëè îêðóæíîñòü íå ïåðåñåêàåò ãðàíèöû êëåòîê (ò. å.
ëèáî íå èìååò ñ íèìè îáùèõ òî÷åê, ëèáî êàñàåòñÿ èõ),
òî ýòà îêðóæíîñòü öåëèêîì ëåæèò âíóòðè îäíîé êëåòêè,
ïîýòîìó å¼ ðàäèóñ íå ïðåâîñõîäèò 1 / 2. Íèæå áóäóò ïðè-
âåäåíû ïðèìåðû îêðóæíîñòåé áîëüøåãî ðàäèóñà, öåëè-
êîì ëåæàùèõ íà ÷¼ðíîì. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ îêðóæíîñòü ïåðåñåêà-
åò ãðàíèöó õîòÿ áû îäíîé êëåòêè. Îêðóæíîñòü S, öåëèêîì
ëåæàùàÿ íà ÷¼ðíîì, ìîæåò ïåðåñåêàòü ãðàíèöó êëåòêè
òîëüêî â âåðøèíå (èíà÷å îíà ÷àñòè÷íî ëåæàëà áû íà áå-
ëîì). Ïóñòü îêðóæíîñòü S ïðîõîäèò ÷åðåç äâå âåðøèíû
A è B ÷¼ðíîé êëåòêè. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà
âåðøèíû A è B ñîñåäíèå. Âîçüì¼ì âåðøèíó A è ðàññìîò-
ðèì äðóãóþ ÷¼ðíóþ êëåòêó ñ âåðøèíîé A. Îêðóæíîñòü S
ïðîõîäèò ëèáî ÷åðåç ñîñåäíþþ (à èìåííî, òó, êîòîðàÿ íå
ëåæèò íà ïðÿìîé AB ), ëèáî ÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíóþ âåð-
øèíó ýòîé êëåòêè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàäèóñ îêðóæíîñòè
S ðàâåí

p
2/ 2, à âî âòîðîì ��

p
10/ 2. Ðàññìîòðèì òåïåðü

ñëó÷àé, êîãäà âåðøèíû A è B ïðîòèâîïîëîæíûå. Ñíîâà
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âîçüì¼ì âåðøèíó A è ðàññìîòðèì äðóãóþ ÷¼ðíóþ êëåò-
êó ñ âåðøèíîé A. Òåïåðü îêðóæíîñòü S îáÿçàòåëüíî ïðî-
õîäèò ÷åðåç ñîñåäíþþ ñ A âåðøèíó äðóãîé êëåòêè (åñëè
áû îíà ïðîõîäèëà ÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíóþ âåðøèíó, òî

Ðèñ. 69

ìû ïîëó÷èëè áû ïðÿìóþ, à íå îêðóæ-
íîñòü). Ðàäèóñ òàêîé îêðóæíîñòè ðà-
âåí

p
10/ 2. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî

íàèáîëüøèé ðàäèóñ èìååò ñëåäóþ-
ùàÿ îêðóæíîñòü S. Âîçüì¼ì ÷¼ðíóþ
êëåòêó è ðàññìîòðèì ïðèëåãàþùèå
ê íåé áåëûå êëåòêè. Îêðóæíîñòü S
ïðîõîäèò ÷åðåç 8 âåðøèí ýòèõ áåëûõ
êëåòîê, îòëè÷íûõ îò âåðøèí èñõîä-
íîé ÷¼ðíîé êëåòêè (ðèñ. 69).

2. Äåâÿòü ãèðü âåñîì n, n + 1, ..., n + 8 ìîæíî ðàçëî-
æèòü íà òðè ðàâíûå ïî âåñó êó÷è: 1) n, n + 4, n + 8; 2) n + 1,
n + 5, n + 6; 3) n + 2, n + 3, n + 7. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçëîæèòü
íà òðè ðàâíûå ïî âåñó êó÷è ãèðè âåñîì 1, 2, ..., 549 = 61 �9.
Îñòàâøèåñÿ øåñòü ãèðü âåñîì 550, 551, ..., 555 ìîæíî ðàç-
ëîæèòü íà òðè ðàâíûå ïî âåñó êó÷è ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) 550 è 555; 2) 551 è 554; 3) 552 è 553.

3. ×òîáû íå ðàçáèðàòü ðàçíûå âàðèàíòû ðàñïîëîæå-
íèÿ îêðóæíîñòåé, âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè îðèåíòèðî-
âàííîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
\ (AB , CD) îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AB è
CD. Òîãäà \ (A 3O, A3B1) + \ (A 3B3, A3O) = \ (A 1O, A1B1) +
+ \ (A 2B3, A2O) = \ (A 1O, A1B2) + \ (A 2B2, A2O) = 0� , ïîýòî-
ìó òî÷êè A3, B1 è B3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Çíà÷èò,
B4 = B1.

4. Â òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ áîëüøåé ñòîðîíû ëåæèò áîëü-
øèé óãîë, ïîýòîìó

(A � B)(a � b) > 0, (B � C)(b � c) > 0, (C � A)(c � a) > 0.

Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
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5. Ïóñòü v �� ñêîðîñòü ïåøåõîäà, V �� ñêîðîñòü ìàøè-
íû, T �� âðåìÿ îæèäàíèÿ ìàøèíû. (Ñêîðîñòü áóäåì èçìå-
ðÿòü â êì/÷àñ, à âðåìÿ �� â ÷àñàõ.) Åñëè èäòè ïåøêîì,
òî íà äîðîãó â 1, 2 è 3 êì ïîíàäîáèòñÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî

1
v

,
2
v

è
3
v

÷àñîâ, à åñëè åõàòü íà ìàøèíå, òî T +
1
V

,

T +
2
V

è T +
3
V

÷àñîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2 êì íå ìåäëåí-

íåå ïðîéòè ïåøêîì, ÷åì åõàòü íà ìàøèíå, ò. å. T +
2
V

>
2
v

.

Òîãäà T +
1
V

>
T
2

+
1
V

>
1
v

, ò. å. 1 êì òåì áîëåå ìîæíî ïðîé-
òè ïåøêîì. Íî åñëè ìîæíî ïðîéòè ïåøêîì 1 êì è 2
êì, òî òîãäà çàòðà÷åííîå íà 2 êì âðåìÿ ðîâíî â 2 ðàçà
áîëüøå, ÷åì çàòðà÷åííîå íà 1 êì, à ïî óñëîâèþ ýòî íå
òàê. Ïîýòîìó T +

2
V

<
2
v

, à çíà÷èò, T +
3
V

6
3
2

�
T +

2
V

�
<

3
v

è

T +
6
V

6 3
�

T +
2
V

�
< 3 �

2
v

=
6
v

. Ïîýòîìó 6 êì (òàê æå, êàê è 2
êì, è 3 êì) áûñòðåå ìîæíî ïðîåõàòü íà ìàøèíå. Òîãäà íà
äîðîãó ïîíàäîáèòñÿ

T +
6
V

= 4
�

T +
3
V

�
� 3

�
T +

2
V

�
= 4 � 17

1
2

� 3 � 15 = 25 ìèí.

9��10 êëàññ
1. Ïî óñëîâèþ cos B cos C> 0. Êðîìå òîãî,

sin B sin C+ cos B cos C = cos(B � C) 6 1

è cos A 6 1. Ïîýòîìó

sin B sin C 6 1 � cos B cos C 6 1 � cos A cos B cos C

è, òàê êàê ïî óñëîâèþ sin B sin C> 0,

0 <
sin B sin C

1 � cos A cos B cos C
6 1.

2. Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ïèðàìèäó ñ
îñíîâàíèåì BCD è âåðøèíîé A. Ïóñòü äëèíà ñòîðîíû îñ-
íîâàíèÿ ðàâíà e , à äëèíà áîêîâîãî ðåáðà ðàâíà 1. Âîçüì¼ì
íà ñòîðîíå AD òàêóþ òî÷êó D0, ÷òî AD 0= e . Åñëè e ìàëî,
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òî ñóììà äëèí ð¼áåð ïèðàìèäû ABCD áëèçêà ê 3, à ñóììà
äëèí ð¼áåð ïèðàìèäû ABCD 0 áëèçêà ê 4. Îñíîâàíèå ABC
ó ýòèõ äâóõ ïèðàìèä îáùåå.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ð¼áåð âíóòðåííåé
ïèðàìèäû íå ïðåâîñõîäèò 4 / 3 ñóììû ð¼áåð âíåøíåé ïèðàìèäû. Îá-
ñóæäåíèå ðàçíûõ äîêàçàòåëüñòâ ýòîãî ôàêòà ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå [1 0].

3. Ðàçëîæèì äåâÿòü ãèðü âåñîì n2, (n + 1) 2, ..., (n + 8) 2

íà òðè êó÷è ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1) n2, (n + 5) 2, (n + 7) 2; 2)
(n + 1) 2, (n + 3) 2, (n + 8) 2; 3) (n + 2) 2, (n + 4) 2, (n + 6) 2. Ïåð-
âûå äâå êó÷è âåñÿò îäèíàêîâî, à âåñ òðåòüåé êó÷è íà 18 ã
ìåíüøå. Ïîýòîìó 27 ãèðü âåñîì n2, (n + 1) 2, ..., (n + 26) 2

ìîæíî ðàçëîæèòü íà 9 êó÷ ñëåäóþùåãî âåñà: x, x, x � 18,
y, y, y � 18, z, z, z � 18. Èç ýòèõ äåâÿòè êó÷ ìîæíî ñëîæèòü
òðè êó÷è âåñîì x + y + z � 18. Òàêèì îáðàçîì, 27 k ãèðü âå-
ñîì 1 2, 22, 32, ..., (27k) 2 ìîæíî ðàçëîæèòü íà òðè ðàâíûå
ïî âåñó êó÷è. Ïðè k = 3 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

4. Çàìåòèì, ÷òî

x + 3 � 4
p

x � 1 = (
p

x � 1 � 2) 2,

x + 8 � 6
p

x � 1 = (
p

x � 1 � 3) 2.

Ïîýòîìó èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

j
p

x � 1 � 2 j + j
p

x � 1 � 3 j = 1

(âñå êâàäðàòíûå êîðíè ìû ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíûìè).
Ðàññìîòðèì ïî î÷åðåäè âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.

1.
p

x � 1 � 2 > 0 è
p

x � 1 � 3 > 0, ò. å. x > 10. Â ýòîì ñëó-
÷àå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 10.

2.
p

x � 1 � 2 > 0 è
p

x � 1 � 3 6 0, ò. å. 5 6 x 6 10. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîëó÷àåì òîæäåñòâî, ò. å. åñëè 5 6 x 6 10, òî x ÿâ-
ëÿåòñÿ êîðíåì äàííîãî óðàâíåíèÿ.

3.
p

x � 1 � 2 6 0 è
p

x � 1 � 3 6 0, ò. å. x 6 5. Óðàâíåíèå
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 5.

Ñëó÷àé, êîãäà
p

x � 1 � 2 6 0 è
p

x � 1 � 3 > 0, î÷åâèäíî,
íåâîçìîæåí.
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5. ×òîáû íå ðàçáèðàòü ðàçíûå ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïî-
ëîæåíèÿ îêðóæíîñòåé, âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè îðèåí-
òèðóåìûõ óãëîâ. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç \ (AB , CD) îðè-
åíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AB è CD (îí èçìåðÿ-
åòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî 180 � ). Òîãäà

\ (B nAn , AnO) = \ (B nAn� 1, An� 1O) = \ (B n� 1An� 1, An� 1O).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

\ (B n� 1An� 1, An� 1O) = \ (B n� 2An� 2, An� 2O) = ...

... = \ (B 1A1, A1O).

Íàêîíåö, \ (B 1A1, A1O) = \ (B 1An , AnO). Â èòîãå ïîëó÷àåì
\ (B nAn , AnO) = \ (B 1An , AnO). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè An ,
B1 è Bn ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, Bn+ 1 = Bn .

Âòîðîé òóð
7��8 êëàññ

1. Èç êàæäîé âåðøèíû èñõîäíîãî 13-óãîëüíèêà âûõî-
äèò íå áîëåå äâóõ äèàãîíàëåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíà-
ìè ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Êàæäîé äèàãîíà-
ëè ñîîòâåòñòâóþò äâå âåðøèíû, ïîýòîìó ÷èñëî ñòîðîí ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ìíîãîóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò 13. Ïðè-
ìåð ïðàâèëüíîãî 13-óãîëüíèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî ñòî-
ðîí ïîëó÷åííîãî ïðè ðàçðåçàíèè ìíîãîóãîëüíèêà ìîæåò
áûòü ðàâíî 13.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íå÷¼òíîãî n > 5 íàèáîëüøåå ÷èñëî ñòîðîí, êîòîðîå ìîæåò èìåòü ìíîãî-
óãîëüíèê, ïîëó÷åííûé ïðè ðàçðåçàíèè âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà íà ÷à-
ñòè åãî äèàãîíàëÿìè, ðàâíî n.

2. Ïóñòü A =
1
2

�
3
4

�
5
6

� ... �
99

100
è B =

2
3

�
4
5

�
6
7

� ... �
98
99

. ßñíî,

÷òî
2
3

>
1
2

,
4
5

>
3
4

,
6
7

>
5
6

, ...,
98
99

>
97
98

, 1 >
99

100
. Ñëåäîâàòåëüíî,

B > A. ßñíî òàêæå, ÷òî AB =
1

100
. Ïîýòîìó A2 < AB =

1
100

.
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3. Åñëè ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ñîäåðæèò ñòîðîíó êâàä-
ðàòà èëè å¼ ÷àñòü, òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ëåãêî ïðîâå-
ðÿåòñÿ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè
êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà è ñî ñòî-
ðîíàìè êâàäðàòà ðàçëè÷íû. Òðåóãîëüíèê êàñàåòñÿ âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè â òð¼õ òî÷êàõ, à êâàäðàò êàñàåòñÿ å¼ â ÷å-
òûð¼õ òî÷êàõ. Ïîýòîìó ìåæäó íåêîòîðûìè äâóìÿ òî÷êà-
ìè êàñàíèÿ òðåóãîëüíèêà ñ îêðóæíîñòüþ ëåæàò äâå òî÷êè
êàñàíèÿ êâàäðàòà ñ îêðóæíîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðè
òðåóãîëüíèêà ëåæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ¾óãîëîê¿ êâàä-
ðàòà (ò. å. âåðøèíà êâàäðàòà âìåñòå ñ ïîëîâèíàìè âûõî-
äÿùèõ èç íå¼ ñòîðîí êâàäðàòà). Åñëè òàêèõ óãîëêîâ áóäåò
äâà, òî ìû ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî âíóòðè òðåóãîëüíèêà ëå-
æèò ïî êðàéíåé ìåðå ïîëîâèíà ïåðèìåòðà êâàäðàòà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî òàêîé óãîëîê òîëüêî îäèí, ò. å. òðè îñòàëü-
íûõ óãîëêà õîòÿ áû ÷àñòè÷íî ëåæàò âíå òðåóãîëüíèêà (òî-
ãäà ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû êâàäðàòà òîæå ëåæàò âíå
òðåóãîëüíèêà). Ïîêàæåì, ÷òî íå ìåíåå òðåòè ïåðèìåòðà
êàæäîãî èç ýòèõ òð¼õ óãîëêîâ ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíè-
êà. Âíå òðåóãîëüíèêà ëåæèò ÷àñòü óãîëêà, ïðåäñòàâëÿþ-
ùàÿ ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè a è b è
ãèïîòåíóçîé c. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ëåæàò îòðåçêè 1 � a è
1 � b (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà ðàâ-
íà 2). ßñíî, ÷òî (1 � a) + (1 � b) = c, a < c è b< c. Ïîýòîìó
a + b< 2c= 4 � 2(a + b), ò. å. a + b< 4/ 3. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âíå òðåóãîëüíèêà ëåæèò íå áîëåå 2 / 3 ïåðèìåòðà óãîëêà.
Èòàê, âíóòðè òðåóãîëüíèêà ëåæèò ôèãóðà, ïåðèìåòð êîòî-
ðîé ìåíüøå 2 + 3 � 2

3
= 4, à ïåðèìåòð âñåãî êâàäðàòà ðàâåí 8.

4. Ïóñòü an �� êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ñîåäèíèòü 2 n òî÷åê
íà îêðóæíîñòè n íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè. ßñíî, ÷òî
a1 = 1 è a2 = 2. Ïîêàæåì, ÷òî

an = an� 1 + an� 2a1 + an� 3a2 + ... + a1an� 2 + an� 1.

Ôèêñèðóåì îäíó èç äàííûõ 2 n òî÷åê. Õîðäà, âûõîäÿùàÿ
èç íå¼, äåëèò îêðóæíîñòü íà äâå äóãè, ïðè÷¼ì íà êàæ-
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äîé äóãå ðàñïîëîæåíî ÷¼òíîå ÷èñëî äàííûõ òî÷åê îò 0
äî 2 n � 2. Åñëè íà îäíîé äóãå ðàñïîëîæåíî 2 k òî÷åê, òî
íà äðóãîé äóãå ðàñïîëîæåíî 2 (n � k � 1) òî÷åê; ýòè òî÷êè
ìîæíî ñîåäèíèòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè (íå ïåðå-
ñåêàþùèìè õîðäó, âûõîäÿùóþ èç ôèêñèðîâàííîé òî÷êè)
an� k� 1ak ñïîñîáàìè.

Òàêèì îáðàçîì, a3 = a2 + a2
1 + a2 = 5, a4 = 14, a5 = 42, a6 =

= 132, a7 = 429, a8 = 1430, a9 = 4862 è a10 = 16796.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

an =
(2n) !

n!(n + 1) !
=

1

2n + 1

�
2n + 1

n

�
.

Ýòè ÷èñëà íàçûâàþò ÷èñëàìè Êàòàëàíà.

9��10 êëàññ
1. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî èç âåðøèíû A1 âûõî-

äÿò äâå äèàãîíàëè A1Ap è A1Aq, îãðàíè÷èâàþùèå ïîëó-
÷åííûé ìíîãîóãîëüíèê. Òîãäà Ap è Aq �� ñîñåäíèå âåðøè-
íû, ïîñêîëüêó èíà÷å âíóòðè óãëà ApA1Aq áûëà áû äèàãî-
íàëü, èñõîäÿùàÿ èç âåðøèíû A1, ðàçðåçàþùàÿ ïîëó÷åí-
íûé ìíîãîóãîëüíèê. Èçìåíèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè íàïðàâ-
ëåíèå íóìåðàöèè âåðøèí, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q= p + 1 è
p 6 1950/ 2 = 975. Åñëè èñêëþ÷èòü äèàãîíàëü A1Ap+ 1, òî
ëþáàÿ äðóãàÿ äèàãîíàëü, îãðàíè÷èâàþùàÿ ïîëó÷åííûé
ìíîãîóãîëüíèê, ñîåäèíÿåò îäíó èç âåðøèí ñ íîìåðîì îò
2 äî p ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé. Âåðøèí ñ íîìåðàìè îò 2 äî
p íå áîëåå 974, ïðè÷¼ì èç êàæäîé èç íèõ âûõîäèò íå áî-
ëåå äâóõ äèàãîíàëåé, îãðàíè÷èâàþùèõ ïîëó÷åííûé ìíî-
ãîóãîëüíèê. Ïîýòîìó âñåãî ó ïîëó÷åííîãî ìíîãîóãîëüíèêà
ìîæåò áûòü íå áîëåå 1 + 974 � 2 = 1949 ñòîðîí.

×òîáû ïîëó÷èòü ïðèìåð 1950-óãîëüíèêà, ïðè ðàçðå-
çàíèè êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ 1949-óãîëüíèê, ìîæíî âçÿòü
ïðàâèëüíûé 1949-óãîëüíèê è îòðåçàòü îò íåãî ìàëåíüêèé
òðåóãîëüíèê, ò. å. âìåñòî âåðøèíû A1 âçÿòü äâå âåðøè-
íû A0

1 è A1950 , ðàñïîëîæåííûå íà ñòîðîíàõ A1A2 è A1A1949

âáëèçè âåðøèíû A1.
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Åñëè æå èç êàæäîé âåðøèíû èñõîäíîãî 1950-óãîëüíè-
êà âûõîäèò íå áîëåå îäíîé äèàãîíàëè, îãðàíè÷èâàþùåé
ïîëó÷åííûé ìíîãîóãîëüíèê, òî ïîëó÷åííûé ìíîãîóãîëü-
íèê ìîæåò èìåòü íå áîëåå 1950 / 2 = 975 ñòîðîí.

Ê î ì ì å í ò à ð è é. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
÷¼òíîãî n > 4 íàèáîëüøåå ÷èñëî ñòîðîí, êîòîðîå ìîæåò èìåòü ìíîãî-
óãîëüíèê, ïîëó÷åííûé ïðè ðàçðåçàíèè âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà íà ÷à-
ñòè åãî äèàãîíàëÿìè, ðàâíî n � 1.

2. Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç mn + 1
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ñîäåðæèò ëèáî âîçðàñòàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç m + 1 ÷èñåë, ëèáî óáûâàþùóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èç n + 1 ÷èñåë. Ñîïîñòàâèì ÷ëåíó ak äàí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâà ÷èñëà x k è yk , ãäå x k �� íàè-
áîëüøàÿ äëèíà âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷è-
íàþùåéñÿ ñ ak , yk �� íàèáîëüøàÿ äëèíà óáûâàþùåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ak . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
x k 6 m è yk 6 n äëÿ âñåõ k. Òîãäà êîëè÷åñòâî âñåõ ðàçëè÷-
íûõ ïàð (x k, yk) íå ïðåâîñõîäèò mn. Ïîýòîìó x k = x l è
yk = y l äëÿ íåêîòîðûõ íîìåðîâ k 6= l . Íî ýòîãî íå ìîæåò
áûòü. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè k < l . Òî-
ãäà åñëè ak < al , òî x k > x l , à åñëè ak > al , òî yk > y l .

3. Ïóñòü ñôåðà êàñàåòñÿ ñòîðîí AB , BC, CA è AD â òî÷-
êàõ K , L, M è N ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà AN = AK , BK = BL ,
CL = CM è DM = DN . Ïîýòîìó

AK
BK

�
BL
CL

�
CM
DM

�
DN
AN

= 1. (1)

Òî÷êè A è D ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè
KLM , ïîñêîëüêó òî÷êè A è B, B è C, C è D ëåæàò ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì òî÷êó N 0, â êîòîðîé ïëîñêîñòü KLM ïåðå-
ñåêàåò ïðÿìóþ DA . Ïîêàæåì, ÷òî

AK
BK

�
BL
CL

�
CM
DM

�
DN 0

AN 0 = 1.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ íà ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêó-
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ëÿðíóþ ïëîñêîñòè KLM . Òî÷êè K , L, M è N 0 ïðè ýòîì
ïðîåöèðóþòñÿ â îäíó è òó æå òî÷êó X . Ïóñòü A1, B1, C1,
D1 �� ïðîåêöèè òî÷åê A, B, C, D. Îòíîøåíèÿ îòðåçêîâ, ëå-
æàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè ïðîåêöèè ñîõðàíÿþòñÿ, ïî-
ýòîìó

AK
BK

�
BL
CL

�
CM
DM

�
DN 0

AN 0 =
A1X
B1X

�
B1X
C1X

�
C1X
D1X

�
D1X
A1X

= 1. (2)

Èç ðàâåíñòâ (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî DN : AN = DN 0: AN 0.
Êðîìå òîãî, îáå òî÷êè N è N 0 ëåæàò íà îòðåçêå AD : äëÿ
òî÷êè N ýòî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç å¼ îïðåäåëåíèÿ, à
äëÿ òî÷êè N 0 �� èç òîãî, ÷òî òî÷êè A è D ëåæàò ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè KLM . Ïîýòîìó N = N 0.

4. Ïðîâåä¼ì 10 ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, íè-
êàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ïóñòü ìàðøðóòû ïðîõîäÿò ïî ýòèì ïðÿìûì, à îñòàíîâ-
êàìè ñëóæàò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ. Ëþáûå 9 ìàðø-
ðóòîâ ïðîõîäÿò ÷åðåç âñå îñòàíîâêè, ïîñêîëüêó ÷åðåç êàæ-
äóþ îñòàíîâêó, ëåæàùóþ íà îñòàâøåéñÿ ïðÿìîé, ïðîõî-
äèò îäíà èç 9 ïðÿìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ìàðøðóòàì.
Ëþáûå 8 ìàðøðóòîâ íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îñòàíîâêó, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ ìàðøðó-
òîâ.

1951 ãîä (XIV îëèìïèàäà )

Ïåðâûé òóð
7��8 êëàññ

1. Åñëè x 6 0, òî x12, � x9, x4, � x > 0. Åñëè 0 < x < 1,
òî x12 + x4(1 � x5) + (1 � x) > 0. Åñëè x > 1, òî x9(x 3 � 1) +
+ x(x 3 � 1) + 1 > 0.

2. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ c2 = a2 + b2 � 2ab cos g , ïîýòîìó
åñëè äëèíû ñòîðîí a è b ôèêñèðîâàíû, òî äëèíà ñòîðîíû
c óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè óãëà g .

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè BAD è B0A0D0. Ïî óñëîâèþ
BA = B0A0, AD = A0D0 è \ A > \ A0. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî



i

i

i

i

i

i

i

i

230 Ðåøåíèÿ. 1951 ãîä

BD > B0D0. Ðàññìîòðåâ òåïåðü òðåóãîëüíèêè BCD è B0C0D0 è
âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì BD > B0D0, ïîëó÷èì \ C>
> \ C0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãèå äâå ïàðû òðåóãîëüíèêîâ:
ABC è A0B0C0, ADC è A0D0C0. Åñëè áû èìåëî ìåñòî íåðàâåí-
ñòâî AC > A0C0, òî ìû ïîëó÷èëè áû íåðàâåíñòâà \ B > \ B0 è
\ D > \ D0. À òîãäà îêàçàëîñü áû, ÷òî ñóììà óãëîâ ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèêà ABCD áîëüøå ñóììû óãëîâ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
A0B0C0D0, ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Ñëåäîâàòåëüíî, AC < A0C0,
ïîýòîìó \ B < \ B0 è \ D < \ D0.

3. Ïóñòü a = 1,00000000004 è b= 1,00000000002. Òîãäà
ðàññìàòðèâàåìûå âûðàæåíèÿ ðàâíû

1 + a
1 + a + a2 è

1 + b
1 + b+ b2 ,

ïðè÷¼ì a > b. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî
1 + b

1 + b+ b2 �
1 + a

1 + a + a2 =
(a � b)(a + b+ ab)

(1 + a + a2)( 1 + b+ b2)
> 0.

4. Ïóñòü ABCD �� äàííàÿ òðàïåöèÿ ( AB è CD �� å¼ îñíî-
âàíèÿ), P �� äàííàÿ òî÷êà. Ïðèëîæèì ê òðàïåöèè ABCD
ðàâíóþ åé òðàïåöèþ A0B0C0D0 òàê, ÷òîáû âåðøèíà C0 ñîâ-
ìåñòèëàñü ñ âåðøèíîé A, à âåðøèíà B0 �� ñ âåðøèíîé D
(ðèñ. 70). Îäíà èç ýòèõ òðàïåöèé ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé
ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð ñðåäíåé ëèíèè è ñèì-
ìåòðèåé îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè. Ïóñòü P0 �� òî÷êà
òðàïåöèè A0B0C0D0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå P. Òîãäà ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèê PAP 0D èñêîìûé: îí âïèñàí â òðàïåöèþ, îäíà
áîêîâàÿ ñòîðîíà êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P ïàðàë-

A = C0D0 B

D = B0A0 C

P

P0

Ðèñ. 70
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ëåëüíî BC, à äðóãàÿ �� ÷åðåç òî÷êó P0 ïàðàëëåëüíî AD . Ýòà
òðàïåöèÿ ðàâíà èñõîäíîé òðàïåöèè. Äåéñòâèòåëüíî, êîì-
ïîçèöèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà âåêòîð ñðåäíåé ëèíèè
è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè ïåðåâîäèò òî÷-
êó P â òî÷êó P0, ïîýòîìó îíà ïåðåâîäèò îäíó ïóíêòèðíóþ
ëèíèþ íà ðèñ. 70 â äðóãóþ.

5. Âûÿñíèì, ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n äîñòàòî÷íî ðàñ-
êîâàòü k çâåíüåâ n-çâåííîé öåïè, ÷òîáû èç îáðàçîâàâøèõ-
ñÿ ÷àñòåé ìîæíî áûëî ñîñòàâèòü âñå âåñà îò 1 äî n. À èìåí-
íî, äîêàæåì, ÷òî n = 2k+ 1(k + 1) � 1. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, êàê
íóæíî ðàñêîâûâàòü öåïî÷êó äëèíû n = 2k+ 1(k + 1) � 1. Å¼
íóæíî ðàçäåëèòü íà ÷àñòè, ñîñòîÿùèå ñîîòâåòñòâåííî èç
k + 1, 2(k + 1) , ..., 2 k(k + 1) çâåíüåâ (ñàìè ðàñêîâàííûå çâå-
íüÿ çäåñü íå ó÷èòûâàþòñÿ). Òîãäà, î÷åâèäíî, ìîæíî ïîëó-
÷èòü ëþáîé âåñ m îò 1 äî n: äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðåäñòà-
âèòü åãî â âèäå m = (2ka0 + 2k� 1a1 + ... + ak)(k + 1) + r , ãäå
ai = 0 èëè 1 è 0 6 r 6 k. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî öåïî÷êó äëè-
íû n = 2k+ 1(k + 1) íåëüçÿ ðàñêîâàòü òðåáóåìûì îáðàçîì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàñêîâàëè ýòó öå-
ïî÷êó, ðàñêîâàâ k çâåíüåâ. Òîãäà ìû ïîëó÷èì íå áîëåå
k + 1 ÷àñòè è k îòäåëüíûõ çâåíüåâ. Ïîñ÷èòàåì, êàêîå ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî âåñîâ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü. Êàæäóþ èç
÷àñòåé öåïî÷êè ìîæíî ëèáî áðàòü â ñóììó, ëèáî íå áðàòü,
à êðîìå òîãî, ìîæíî âçÿòü îò 0 äî k îòäåëüíûõ çâåíüåâ.
Âñåãî ïîëó÷àåì 2 k+ 1(k + 1) � 1 âàðèàíòîâ, ïîòîìó ÷òî ìû
îáÿçàíû âçÿòü õîòÿ áû îäíî çâåíî èëè îäíó ÷àñòü. À âñå-
ãî ðàçíûõ âåñîâ îò 1 äî n ïîëó÷àåòñÿ 2 k+ 1(k + 1) , ïîýòîìó
ìû ìîæåì ïîëó÷èòü çàâåäîìî íå âñå âåñà. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìàêñèìàëüíîå n ðàâíî 2 k+ 1(k + 1) . Â ÷àñòíîñòè, åñëè
n = 60, òî k = 3. Ïóñòü ïîëó÷åííûå ïðè ðàñêîâêå ÷åòûðå
÷àñòè öåïè ñîñòîÿò èç 4, 8, 16 è 29 çâåíüåâ. Òîãäà ñ ïî-
ìîùüþ ÷àñòåé èç 4, 8, 16 çâåíüåâ è ðàñêîâàííûõ çâåíüåâ
ìîæíî ñîñòàâèòü âñå âåñà îò 1 äî 31, à åñëè èñïîëüçîâàòü
ïîñëåäíåå çâåíî, òî ìîæíî ñîñòàâèòü âñå âåñà îò 29 äî 60.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàñêîâàòü 3 çâåíà.
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9��10 êëàññ
1. Ðàññìîòðèì âûïóêëûé n-óãîëüíèê A1 ... An ñî ñòî-

ðîíîé A1An = a, îáëàäàþùèé óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Åñ-
ëè n > 4, òî ýòîò n-óãîëüíèê ìîæíî çàìåíèòü íà (n � 1)-
óãîëüíèê A1 ... An� 3A0

n� 2A0
n� 1, ãäå A0

n� 1 = An è A0
n� 2 �� òî÷-

êà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé An� 3An� 2 è AnAn� 1 (ýòè ëó÷è ïå-
ðåñåêàþòñÿ, ïîòîìó ÷òî ñóììà âíåøíèõ óãëîâ ïðè âåð-
øèíàõ An� 2 è An� 1 ìåíüøå 180 � ). Íîâûé ìíîãîóãîëüíèê
èìååò ñòðîãî á �îëüøóþ ïëîùàäü. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü ñëó÷àé òðåóãîëüíèêà. Ó ðàññìàòðèâàåìûõ òðå-
óãîëüíèêîâ ôèêñèðîâàíà ñòîðîíà BC = a è ïðîòèâîëåæà-
ùèé óãîë \ A (îí ðàâåí 60 � ). Òî÷êà A ðàñïîëîæåíà íà äóãå
îêðóæíîñòè, èç êîòîðîé îòðåçîê BC âèäåí ïîä óãëîì 60 � .
Ïîýòîìó ïëîùàäü íàøåãî ìíîãîóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò
ïëîùàäè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

2. Ïóñòü a = 0,1234...5051 è b= 0,5150...321. Òðåáóåò-
ñÿ äîêàçàòü, ÷òî 0,239 b6 a < 0,24 b. Íî 0,515 < b< 0,516,
ïîýòîìó

0,239 b < 0,239 � 0,516 = 0,123324 < a
è

0,24 b > 0,24 � 0,515 = 0,1236 > a.

3. ×òîáû ïîëó÷èëàñü ðàçâ¼ðòêà ïèðàìèäû, íåîáõîäè-
ìî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü äâà óñëîâèÿ: 1) äëèíû äâóõ ñòîðîí
çâ¼çä÷àòîãî ìíîãîóãîëüíèêà, âûõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøè-
íû îïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ðàâíû; 2) ñóììà óãëîâ
çâ¼çä÷àòîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïðè âåðøèíàõ, ëåæàùèõ íà
áîëüøåé îêðóæíîñòè, ìåíüøå 360 � . Ïåðâîå óñëîâèå âû-
ïîëíÿåòñÿ âñåãäà (ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ
ñ îáùåé âåðøèíîé â öåíòðå îêðóæíîñòåé). Ïîñìîòðèì,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå. Ñðàâíèì óãîë ïðè âåð-
øèíå, ëåæàùåé íà áîëüøåé îêðóæíîñòè, ñ óãëîì, ïîä êî-
òîðûì âèäíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòîðîíà îïèñàííîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà èç öåíòðà îêðóæíîñòè. Ýòè óãëû ðàâíû, åñëè
r = R � r . Åñëè r < R � r , òî ïåðâûé óãîë ìåíüøå âòîðîãî,


































































































































































































































