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Vorwort

Das wesentliche Ziel des vorliegenden Heftes ist es, dem Lehrerstudenten
ein Material in die Hand zu geben, mit dessen Hilfe er das Stoffgebiet der
Analysis an Hand von Fragen iiberdenken und durch das Lésen von Aufgaben
iiben kann. Es nimmt sehr engen Bezug auf das Lehrwerk Mathematik fiir
Lehrer Band 4 und Band 5. Fragen, Beispiele und Aufgaben sind nach
Kapiteln (1. Dezimale) des Lehrwerks geordnet. Als Kapiteliiberschriften
wurden die des Lehrwerks verwendet. Jedes Kapitel gliedert sich in drei
Abschnitte: A. Fragen, B. Beispielaufgaben und C. Aufgaben. Die Fragen
sollen das Verstindnis des betreffenden Kapitels als Ganzes férdern. Nach
den Beispielaufgaben folgen Aufgaben zum selbstandigen Rechnen. Zu
diesen werden Hinweise und bei numerischen Problemen auch die Resultate
am Ende des Heftes angegeben. Aufgaben mit erhdhtem Schwierigkeitsgrad
sind mit einem Stern versehen. Es wird empfohlen, stets vor dem Ldsen der
Ubungsaufgaben die Beispielaufgaben sorgfiltig durchzuarbeiten, da der
Leser durch sie mit der Technik des Beweisens bzw. Lésens von Aufgaben
vertrauter wird und einige dieser Beispiele spater notwendiges Wissen
bereitstellen.

Giistrow, im August 1975 W. Baumann



EINIGE GRUNDLEGENDE BEGRIFFSBILDUNGEN
DER ANALYSIS

Fragen

Charakterisieren Sie die reellen Zahlen als einen stetigen archime- -
disch geordneten Korper!

Charakterisieren Sie die Mengen N, Z und Q als Teifmengen der
Menge der reellen Zahlen!

Geben Sie die wichtigsten Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen
an!

Welche Arten von Intervallen gibt es?

Definieren Sie die Begriffe obere (untere) Schranke, nach oben
(unten) beschrankt, Maximum (Minimum), Supremum (Infimum)
und geben Sie Beispiele an!

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Begriffen obere
{untere) Schranke, Maximum (Minimum) und Supremum (Infimum)?

Klassifizieren Sie die nach oben (unten) beschriankten Mengen ratio-
naler bzw. reeller Zahlen beziiglich ihrer oberen (unteran) Schranken!

Definieren Sie das ,,groRte Ganze" einer réellen Zahl!

Definieren Sie den absoluten Betrag einer reellen Zahl, und geben
Sie die Rechenregeln fiir absolute Betrage an!

Charakterisieren Sie die komplexen Zahlen als einen Kérper! Welche
Beziehung besteht zwischen dem Bereich der reellen Zahlen und
dem Bereich der komplexen Zahlen? Kann man im Kérper € der
komplexen Zahlen eine Ordnungsrelation erklaren, so daR € damit
ein geordneter Korper wird?

Was versteht man unter der Basisdarstellung einer komplexen Zahl?
Geben Sie die Regeln fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen unter
Verwendung der Basisdarstellung an!

Wie ist der absolute Betrag einer komplexen Zahl definiert? Stellen
Sie die wichtigsten Regeln fiir das Rechnen mit Betragen zusammen!



13.

15.

16.

17.

18.

20.

21,

22

23.

Was versteht man unter der zur komplexen Zahl z konjugiert kom-
plexen Zahl z ? Geben Sie die fiir den Ubergang zur konjugiert
komplexen Zahl geltenden Rechenregeln an!

Lassen sich die im Bereich der reellen Zahlen eingefiihrten Begriffe
obere (untere) Schranke, Maximum (Minimum), Supremum (Infimum)
auf den Bereich der komplexen Zahlen iibertragen?

Wie kann man die komplexen Zahlen in der GauBschen Zahlenebene
veranschaulichen? Deuten Sie den Betrag einer komplexen Zahl
geometrisch!

Was versteht man unter einer Funktion von n Variablen
(n€EMN, n>1)? Erléutern Sie die folgenden Begriffe:

Definitionsbereich und Wertebereich einer Funktion, Umkehr- '
korrespondenz, Umkehrfunktion, Einschrankung und Fortsetzung
einer Funktion!

Wie ist eine Folge in einer Menge M definiert? Was versteht man
unter einer reellen (komplexen) Zahlenfolge?

Erklaren Sie die folgenden Eigenschaften reeller Funktionen:

nach unten (oben) beschrinkt, beschrinkt, periodisch, gerade, unge-
rade, monoton wachsend (fallend), streng monoton wachsend
(fallend)!

Welche dieser Eigenschaften bleiben fiir reell- (komplex-)wertige
Funktionen sinnvoll?

Beschreiben Sie die folgenden Verkniipfungen von reellwertigen bzw.
komplexwertigen Funktionen: Zusammensetzung, Vielfaches,
Summe, Differenz, Produkt und Quotient!

Welche Kriterjen fiir das Vorliegen einer umkehrbar eindeutigen
Funktion sind lhnen bekannt?

Was 1aBt sich iiber die Umkehrfunktion einer streng monoton
wachsenden (fallenden) reellen Funktion beziiglich der Monotonie
aussagen?

Was versteht man unter einer reelien {komplexen) ganzrationalen
bzw. rationalen Funktion?

Geben Sie je ein Beispiel einer Funktion, die algebraisch bzw. nicht
algebraisch ist!



24,

25,
26.

27.

28.

29.

30.

31
32.

33.
34,

35.

36.

37.

Definieren Sie den Begriff der Potenz a* fiir x EN, x€ 2,
x€Q,, x€EQ! Welche Basen sind jeweils zulassig?

Gehen Sie auf die Existenz der n-ten Wurzel aus einer nichtnegativen
reellen Zahl ein.

Welche Eigenschaften hat die Funktion f:r ¥ a" (reQ, a>0)?

Unter welchen Voraussetzungen kann eine streng monotone Funk-
tion, deren Definitionsbereich nur aus einer Teilmenge der Punkte
eines Intervalls besteht, auf genau eine Weise zu einer auf dem ganzen
Intervall definierten streng monotonen Funktion fortgesetzt werden?
Wie ist die Exponentialfunktion zur Basis a definiert? Geben Sie
die wichtigsten Eigenschaften dieser Funktion an (Definitionsbereich,
Wertebereich, Monotonieeigenschaften, Funktionalgleichung)!

Definieren Sie die Logarithmusfunktion zur Basis a.!
Welche Eigenschaften besitzt die Logarithmusfunktion?

Geben Sie die Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion und
deren Bedeutung an ! Formulieren Sie weitere Logarithmen- und
Potenzgesetze.

Was versteht man unter dem p-dimensionalen euklidischen Raum
Rp?

Was versteht man unter einem metrischen Raum?

Welche Begriffe konnen in metrischen Raumen mit Hilfe des Abstands-
begriffes definiert werden?

Welche Eigenschaften besitzt die Norm eines Elementes x aus Rp?
Wie lautet die Schwarzsche Ungleichung? Wie lautet die Dreiecks-
ungleichung?

Wie konnen die Koordinaten eines Punktes x € Rp mit Hilfe der
Norm und die Norm mit Hilfe der Koordinaten abgeschétzt werden?

Definieren Sie die Begriffe Verbindungsstrecke zweier Punkte, konvexe
Punktmenge, sternférmige Punktmenge.

Mit welcher Metrik wird die Menge der reellen Zahlen bzw. der
euklidische Raum R, ein metrischer Raum?

Definieren Sie die Begriffe e-Umgebung, punktierte  e-Umgebung,
Durchmesser einer Menge, beschrankte Menge im euklidischen Raum
R,!

p



39. Definieren Sie die Begriffe innerer Punkt, d&uBerer Punkt, Begrenzungs-
punkt, Haufungspunkt, isolierter Punkt einer Menge im euklidischen
Raum Rp . Erldutern Sie diese durch Beispiele!

Was versteht man unter int M, extM ?

40. Was versteht man unter einer offenen bzw. abgeschlossenen Menge
im Raum Rp ? Geben Sie je ein Beispiel fiir eine offene Menge, fiir
eine abgeschlossene Menge und eine Menge, die weder abgeschlossen
noch offen ist!

41. Was versteht man unter einem Gebiet im euklidischen Raum Ry ?

B. Beispielaufgaben

Aufgabe I:
Man beweise die Ungleichung (
12

W M3
N|=

1 12
— 1’ <
1 n+V)
Beweis: Nach der Schwarzschen Ungleichung gilt
n 1 2 n 1
(121 m) §"V§1 )2 -

Weiterhin gelten die Beziehungen

2 1 n 1
nX o <nZX =nZX
v=1 (n+p) =1 (n+v-1) (n+p) v=1

1 1
( o gl |

a 1 a 1
= a[z =3 1
=1 n+p-1 v=1 n+p
n n-1
= 1 L =l o 1B
n{ n +V§2 vl T e T Zn]
1 1 1 1 1_1
= -+ —_— —_—]s=1-s = =
nly ,%2 ntp- v)=:2 prox sl Tl il Sl E
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Aufgabe 1I:
Man ermittle alle reellen Zahlen x, fiir die gilt

1,1 2
a) Y+x+1>x+l'
2
1,1 _ 2
b ety
2
1 1 2
Ly
c) x x+1< 1°
x+§

Lésung: Die Losung der Aufgabe ist der Untersuchung aquivalent,
wann der Ausdruck

1

1 1 2
-+ - B e————
x " xFl x+% 2x(x+ D) (x+1)

positiv, gleich Null bzw. negativ ist. Der Ausdruck ist nur fiir x # 0,
X F- % und x # - 1 definiert und wird fiir keinen Wert von x gleich Nuti,

also gilt b) fiir keinen Wert von x . Der Ausdruck ist'genau dann positiv
bzw. negativ, wenn der Nenner positiv bzw. negativ ist. Es gilt

2x(x + %)(x + 1) > 0 genau dann, wenn

1. x>0 oder

2. x>-1 und x< - 1 ist Das heiBt, a) gilt fiir alle x mit
“1<x<-7 oder 0<x<+oo.

Es gilt 2x(x + -’2.)(x + 1) <0 genau dann, wenn

1. x<-1 oder

2. x<0 und x>-15ist. D.h., c) ist fiir alle x aus den Intervallen
- <x<-1 und - 2<x<0 erfiillt

1



Aufgabe IlI:

Man zeige, daB die Menge M ={x (X EQ, AX* >2 } kein Minimum

besitzt.

Beweis: Wir werden zeigen, daB es zu jedem r€EM ein ' €M gibt, so da

r<r ist

Sei rEM beliebig, d.h. r€Q, und r> >2.

Wir zeigen nun, daB fiir natiirliche Zahlen n mit n> 5
‘-2

(r- %)2 > 2 gilt. Nach dem Archimedischen Axiom gibt es mindestens eine

2r

stets

derartige natiirliche Zahl.

Seialso n> 22'
‘-2

. Dann folgt r’—2—"5>2. Wegen
r 1 r 12 L I -
rz-ZF"';;>rz 25 ist (r--) —r’—ZF +nz>2 und r- istein

Elementvon M, da r- %> 0 ist ( n ist mindestens 1, weil -22—' >0).
‘-2
Andererseits ist - %< r. Setzen wir ' =r- %

erfiillt

, so sind die Bedingungen

Aufgabe IV:

Esist | x - a| < € genau dann, wenn a—e§x§a+e

Beweis: Essei |x-a|<e€.

Wegen *(x-a) <Ix-al ist £#(x-a)<e. Aus -(x-a) < e folgt
a-e<x. Aus x-ag<e folgt x<a+e, dh,esist a-e<xLate.
Es sei umgekehrt a-e<x<a+e. Dannist a-x <€ und x-age.
Aus f(x - a)<€ folgtaberlx—a|§e.

12



Aufgabe V:
Man veranschauliche die Relation
R ={ xy):xyERAIxI+IyI<1 } in der x,y-Ebene.

Ldsung:
1.x20 und y> 0. Dann folgt x+y< 1

2. x20 und y<O0. Dannfolgt x-y<1
3. x£0 und y<0. Dann folgt -x -y <1
4. x<0 und y2>0. Dannfolgt -x +y<1

Offenbar ergibt sich als geométrische Veranschaulichung das Innere und der
Rand des Quadrates mit den Eckpunkten (1,0), {0,1), (-1,0) und (0,-1).

Aufgabe VI:
Fiir alle komplexen Zahlen z gilt

L (Rez|+[ImzN<IzI<|Rez|+|Imz].
2

Lésung: Sei z=x+iy, also Rez=x und Imz=y.
Stets gilt (Ix] - |y|)? >0.

Daraus folgt 2|x|ly|§x’ +y? und
(Ix] +1y)? = x*+2|x|ly|+y* <2(x* +y*). Durch Wurzelziehen
ergibtsich |x|+|y| = |Rez|+||mz]§\/2-'|zl,

also —— (|Rez[+|Imz|) <lz|. Damit ist die erste der beiden Behaup-
2

tungen bewiesen. Die zweite Behauptung wird folgendermaBen bewiesen:

Fiir alle x,y ER gilt 2| x|l y|>0. Durch Additionvon x* und y*

ergibtsich x? + 2| x |ly | +y* 2 x* +y?, also (I x|+[y )2 >x® +y2.
SchiieBlich erhalten wir | x| +|y| = |Rez|+|Imz|>|z].

13



Aufgabe VII:
Wo liegen alle Zahlen z in der GauRschen Zahlenebene, fiir die gilt

[z-2[>]2z-1(?

Lésung: Wir werden zeigen, dal

{z:2€CAl12-21>12z-11} = {z:2€€Al21<1} ist, d.h.die

Punkte z bilden das !nnere des Einheitskreises. Die auf der linken Seite der
1

obigen Gleichung stehende Menge ist nicht leer, da z.B. z = 5 aus dieser
Menge ist.
Fir zEC gilt | z-2|>|2z- 1] genaudann, wenn |z-2|>>]2z-1]?

bzw. (z-2)(z-2) > (2z- 1)(2z- 1) ist. Durch elementare Umformungen
der beiden Seiten der Ungleichung kommen wir zu der dquivalenten Un-

gleichung z* z-2(z+2z+4>4z-2-2 (z+2)+ 1
bzw. zu z-2<1 oder |z|<1.
Damit ist die Gleichheit der beiden Mengen bewiesen.

Aufgabe VIII:
Man ermittle alle komplexen Zahlen z mit z° =i.
Ldsung: Essei z=a+ib (a,b € R) und

2® = (a+bi)® =a° + 3a%bi - 3ab® - ib® =i.
Hieraus folgt

a(a® - 3b%) =0,

b(3a>-b*)=1.
Fall 1: Esist a=0. Dannist -b% =1, und dies tritt nur fir b=-1 ein.
2z, =-i isteine Zahl mit 23 =i.
Fall 2: Esist a# 0. Dannist a® - 3b> =0, und aus der zweiten
Gleichung folgt 8b°> =1, b =%. Fiir a ergibt sich %\/5' oder - %\/1-31
Somit ist z, =%\/§'+%i, Z3 =-%\/§'+%i , und es gilt

33 =

2z =23 =i.

14



Aufgabe IX:

Man bestimme den (groBtmaoglichen) Definitionsbereich D(f) und den
X

Wertebereich W(f) der reellen Funktion f(x) =

1-x2

Ldsung: Die Bestimmung des Definitionsbereiches von f ist gleichbedeu-
tend mit der Frage nach der Menge der reellen Zahlen, fiir die

1-x2>0 ist.

Offensichtlich ist D(f) = -1, +1[ .
Zur Bestimmung des Wertebereiches W(f) ist zu untersuchen, fiir welche

Werte a€ R die Gleichung a = eine Ldsung besitzt.

2

1-x 2

X X
Wenn es eine Zahl x, gibt mit a= 2__ dann folgt a® = =

1-x2 1-x5
Aus der letzten Gleichung ergeben sich folgende Werte fiir Xg:

-_12a =_"a
Xg = und X, >
1+a2 1+a

Durch Einsetzen der fiir x, erhaltenen Werte in die Ausgangsgleichung
a

\/1+a2

Wegen -1<x.<1 gilt x, € D(f) fiir alle reellen Zahlen a, und es ist
f(xa) =a. Damit ergibtsich W(f) =R .

erkennt man, daR nur x, = Losung ist.

Aufgabe X:

Man untersuche, ob die Funktion f(x) = —=

in J-1,+1 [ monoton

ist. 1-x?
Losung: Fiir alle 0§x<1 ist f(x)zo, und fiir alle -1 <x<L0

ist f(x) <0. Daher erhélt manaus x; <x, mit x; <0 und x, >0

fix;) <flx,).

15



Seinun 0 < x; <x;, <1, so folgt

0 < xi<x<1,
-1 <xf-1<x3 -1<0,
1>1-x3>1-x}>0,
1> VisE >iE >0,
0 <—— <1
1—x§ ‘l—xg
Xy x
0< < , d.h flx,) < flx,) .
1-x1 1—x;

SchlieRlich gelte -1 <x; <x; < 0. Dann ist Og— X, <-x, <1,
und aus dem Bewiesenen folgt

-X2 -Xy
0< < ,
Vi1 -x% 1-‘,{ '
d.h., es ist
Xy X2
<

v 1-X¥ 1-x§

Die betrachtete Funktion f ist in ] -1, +1 [ streng monoton wachsend.

Aufgabe XI:

Man zeige, daR fiit positive reelle Zahlen a,b,c mit a,b#1 die Identitit
log, b log, c=log, c erfiilltist.

Beweis: Essei x = logbc und y = Iogac. Dannist c=b* = a’,
Wir logarithmieren beide Seiten der Gleichung b* =a" zur Basis a und
erhaiten

xlogb=y.

Somit gilt
Iogab Iogbc = Iogac .

16



Aufgabe XII:
Gegeben sei folgende Funktion aus R in R

I x-1]

\/x2-2x+2

a) Man bestimme den Definitionsbereich D(f).

flx) =

b) Man zeige, daB f in [ 1, = [ streng monoton wachsend ist.

c) Man zeige, daR W(f) = 0,1 [ ist.

d) Man beweise, daB der Graph axialsymmetrisch ist.

Lésung:

a) Fiir alle reetlen x gilt x> -2x+2 = (x-1)>2+1>0.
Alsogilt D(f) = R.

b) Sei 1 <x; <x, . Esfolgt:
0< x-1<x-1,
(x; - 1?2 <(xy-1)?,
Xy = 12+ (xg = 12 {xg = 17 < (xg=1)2+{x;-1)% {x,-1)?,
(x1 = 12[ 14z =1 ] < (o =102 [1+(x, - 1)7],
(xq1-1)? (x2-1)1

14 =12 14(xp-1)2
Ixy - 1] Ixg - 1]
<

Vixi=1241  Sag—1)2+1

c) Esist f(1) = 0. Fiir alle x# 1 gilt

o also flx;) <flxp).

|’('1| _ 1

Al 1 v -
\ﬂx-1)2+1 \ﬁ+(x-1)2

Mithin gilt W) S[0,1]. Ist yE]0,1[ beliebig,

so gilt fir x > 1 die Beziehung y = S genau dann,

1
v”(x-ﬂ2




wenn x =1+ ist. Daher gilt W(f) = [0,1].
1-yz

d) Fiir alle reellen a gilt

lal |-al

f(1+a) =

=f(1-a) .

Die Gerade x =1 ist also die Symmetrieachse des Graphen der Funktion
f.

Aufgabe XIIi:
p sei eine Metrik auf einer Menge M. Man zeige, daB

pix.y)

qlx,y) = Tyl

ebenfalls eine Metrik auf der Menge M ist.
Lésung:
a) Da p (x,y)go, folgt 1+p (x,y)>0.
Also ist qlx,y) >0 firalle x,y EM.
b) 1. Sei q(x,y) =0. Danngilt p (x,y) =0. Daraus folgt x =y .
2. Sei x =y . Dann folgt wegen p (x,y) =0 sofort q(x,y) =0.
c) Aus p(x,y) =p (y,x) folgt sofort

—_plxy) __ plyx) _
qlx,y) Tealny) - gyl qly.x) .

d) Wir betrachten die Funktion f(A) = - fir A2 0.

Diese Funktion ist monoton wachsend.
Fiir alle Elemente x,y,z der Menge M gilt p(x,y) §p (x,2) +p (z,y) .
Daraus ergibt sich .

__pix.y) pix,z)+plz,y)
aY) = oyl S Teptaipizy)

18



- pix.2) + plz.y)
14p(x,2)+plz,y)  1+plx,z)+plz,y)

- _pPxz2) | plzy) _
T+pix.z) + 1+plzy) q(x,z) + qlz,y) .

Aufgabe XIV:

Xo sei ein beliebiger Punkt des R, und r eine positive reelle Zahl. Man
zeige, daB jeder Punkt x; mit p(xq,x;) =r Haufungspunkt der Menge
U, (xo) ist.

Losung: 2
Essei xo = (a,b) €ER, beliebigund x; = (c,d) € R; ein Punkt mit

plxo,x1) = I xq = x; I =+/(a-c)® + (b-d)> =r. Wir haben nun zu zeigen,
daB jede Umgebung Ug(x;) = (x,y) : V/{x-c)* +(y-d)* <e minde
stens einen Punkt x, = (e,f] enthiit, fiir den x, € U,(xo) und X, # X,
gilt.
Hierzu wahlen wir eine natiirliche Zahl k mit k> £ und setzen

X2 =Xy +1,—i; (xo - xy) .

Dann ist x; #¥x, und

&L €
lx; =%, Il —lelxo—x, I = 2% <€, also x; EUglxo) .

Wegen x,—xo=x,—xo+ﬁr(xo—xl)=(1~£‘—r) (x4 - xo)
€ : ‘ €
und 1>2—kr>0 gilt lx; -xolk= (1—3:) Ixo - x; 1<r, d.h.,

esist x, €U (x ).
o

19



C. Aufgaben

Aufgabe 1.1:
Fiir welche reellen Zahlen besteht die Ungleichung
Ix-2[<|x-3]|?

Hinweis: Man quadriere die Ungleichung oder wende Fallunter-
scheidung an.

Aufgabe 1.2:

o B =t
Aus b = Tl folgt |b]<1 und a ol

(Beweis durch Fallunterscheidung).

Aufgabe 1.3:
Man beweise folge.de Ungleichungen:

afi 1-2)>1-% a,(122 0<a, <1 firv=12....n)
v=1 r=1

i<
b E S <1

c)2">n,

noa
d Iz = <2.
v=1 v
Hinweise: Man beweise a) durch vollstindige Induktion.
. 1 1 g .
Bei b) beachte man, daR PITTSN (-V-- ,}—1—1 ) gilt. Die Aufgabe c)
kann mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes bzw. durch voll-

standige Induktion bewiesen werden. Die Aufgabe d) kann durch
eine Abschatzung unter Zuhilfenahme von b) bewiesen werden.

20



Aufgabe 1.4:
" Fiir alle reellen Zahlen a;, a,, ..., a gilt

|za|52|a|

i=1

Aufgabe 1.5:

Man beweise, da fiir positive reelle Zahlen a und b stets 5 + > 2
ist.

Aufgabe 1.6:

Man beweise die verallgemeinerte Bernoullische Ungleichung: Es seien
ag, @y, ..., a, reelle Zahlen mit a,>-1 fiir i=0,1,...,n. Ferner

gelte ai-ak>0 fir k=0,...,n. Dann gilt

n n
I(1+a)>1+2 a.
i=0 i=0 '

Aufgabe 1.7:
Fiir welche reellen Zahlen a,b ist

3.3
a +b atb,3
- EEEPY

Aufgabe 1.8:
Man ermittle alle ganzzahligen Paare (x,y), fiir die L
x>2, y>2 gilt
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Aufgabe 1.9:
Fiir alle reellen Zahlen a,b und t mit a<b und 0<t< 1 gilt
a<ta+(1-t)b<b.

Aufgabe 1.10:

Man ermittle alle reellen Zahlen, fiir die gilt

X 1
a 4+ —
) sh1 Tay >1,

x 1
e il
b) x+1  x-1

=1,

x 1
—_—t+— !
o x+1  x-1 <1

Aufgabe 1.11:

Man zeige, dag die Menge M= {x : x€Q, A x> <2 } kein Maximum
besitzt.

Aufgabe 1.12:
Man beweise :

a) supJabf=b, inflabf =a.
b)  Fir M={x:x=-;:--;1—1An€N'} gilt supM=maxM=%.

infM=0.

o FirM= {x:x=1An€EMN"} gilt infM=0.
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Aufgabe 1.13*:

M und N seien nichtleere nach oben beschrinkte Mengen reeller Zahlen.
Dann gilt sup(MUN) =max {supM, supN } .

Aufgabe 1.14:
Essei inf M=h und h, sei untere Schranke von M. Dann gilt
h<h.

Aufgabe 1.15:

Jede nichtleere nach unten beschrinkte Menge M besitzt eine gréfte
untere Schranke.

Hinweis: Die Menge M* := { X-xEM } liegt auf der Zahlengeraden
spiegelbildlich zu M beziiglich 0. Auf diese Menge wende man
das Grundgesetz der Stetigkeit an.

Aufgabe 1.16:

M und N seien nichtleere nach unten beschrénkte Mengen reeller Zahlen.
Dann ist die Menge M U N nach unten beschrankt, und es gilt

inf (MUN)=min {infM, infN} .

Aufgabe 1.17:

M sei eine beschrankte Zahlenmenge und N := (-x IXEM } i
~Danngilt supN =~inf M und infN =-sup M.

Aufgabe 1.18:
Man beweise, daR fiir alle reellen Zahlen a,, a,, ..., a, und fir alle
reellen Zahlen by, by, ..., b, gilt
max { a +b,,a2+b,,...,an+bn} <
< max {a,,az,....an} + max {b.,b,,...,bn} .
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Aufgabe 1.19:

Man beweise folgende Rechenregeln fiir komplexe Zahlen:

a) z,%tz; = 2,%7 b)) 22z =z
Ty z, z

o (L) =2 (z#0) o [ - I"—‘{ (za # 0)
22 2, 22 22

e latzn |Llzl+lzl il dzyrzl=lz 1 lz].

Aufgabe 1.20:
Wo liegen die Zahlen z in der GauBschen Zahlenebene, fiir die gilt

a |z+3|<2 b [ZE] =1 o Rezx>73

2-2,

d) . Re(z?) =a (reell) ?

Aufgabe 1.21:
29, 23, 2z, seien 3 Punkte in der GauBschen Zahlenebene, fiir die
2o+2,+2,=0und (29| =]z, |=]23| = 1 gilt. Man zeige, daB

20, 23, 2, die Ecken eines dem Einheitskreis einbeschriebenen gleichsei-
tigen Dreiecks bilden.

Aufgabe 1.22:

Essei z einevon 0 verschiedene komplexe Zahl. Welche komplexe Zahl
entspricht dem Spiegelbild von z

a) am Nullpunkt,

b) an der Achse des Reellen,

c) an der Achse des Imaginéren,

d) an der Winkelhalbierenden des 1. Quadranten,
e) an der Winkelhalbierenden des 2. Quadranten?
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Aufgabe 1.23*:
Wann liegen 3 Punkte z,, z;, z3 € € auf einer Geraden?

. . ) zy-23
Hinweis: Man betrachte den Quotienten p—
2-23
Aufgabe 1.24:
Ist anx" + an_1x"'1 +...+a;x +ay =0 eine Gleichung mit reellen

Koeffizienten a;, so ist mit jeder komplexen Zahl z =a+ bi auch die
konjugiert komplexe Zahl z=a- bi Lésung dieser Gleichung.

Hinweis:  Durch die Zuordnung z = z entsteht ein Automorphismus
des Korpers der komplexen Zahlen.

Aufgabe 1.25:

Sind a, b, ¢ komplexe Zahlen mit a# 0, so besitzt die Gleichung
az? + bz +c =0 im Bereich der komplexen Zahlen im Fall b? =4 ac
genau eine und im Fall b? # 4ac genau zwei verschiedene Ldsungen.

Hinweis:  Man gehe zu der dquivalenten Gleichung

& b2-4ac

b 2
o
e 28) 4a

iiber und schlieBe durch Fallunterscheidung weiter.

Aufgabe 1.26:

Im Kérper € der komplexen Zahlen kann man keine Ordnungsrelation er-
klaren, so daR € damit ein geordneter Kérper wird.

Hinweis:  Man fiihre den Beweis indirekt.
Aufgabe 1.27:

Man bestimme den groBtmaglichen Definitionsbereich und den Wertebereich

der reellen Funktion f(x) =/r*-x? (r>0).
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Aufgabe 1.28:

Man ermittle den groBtmaglichen Definitionsbereich folgender reeller
Funktionen

a  filx) = 1-Ixl, c)  filx) =\/2x5+4x+6,
b fix) = X a>0), d) falx) =X -x-6.

a-x

Aufgabe 1.29:
Man zeige, daR die Funktionen f(x) =% (4x-x2) auf | «, 2]

streng monoton wachsend und auf [ 2, = [ streng monoton fallend ist.

Aufgabe 1.30:
Man beweise:

a) Essei cER, f eine Funktionaus R in R und f auf D(f) monoton
wachsend. Die Funktion cf ist dann fiir ¢ >0 monoton wachsend und
fir ¢ <0 monoton fallend.

b) f, g seien zwei Funktionen aus R in R, D(f) =D(g) =A.
Dann ist die Funktion f+g auf A monoton wachsend (fallend), wenn
f und g auf A monoton wachsend (fallend) sind.

c) f, g seien zwei Funktionenaus R in R, D(f) =D(g) =A.
Wenn f(x) >0 und g(x) >0 fiiralle x aus A und f und g auf A
monoton wachsend (fallend) sind, so istauch f+g auf A monoton
wachsend (fallend) .
Wenn f(x) <0 und g(x) <O fiiralle xEA und f und g auf A
monoton wachsend (fallend) sind, so ist f - g auf A monoton fallend
(wachsend).

Aufgabe 1.31:

f sei eine Funktion aus R in R. f sei auf D(f) monoton, [a,b] C D(f)
Man zeige, daR f auf [a,b] ein Maximum und ein Mini_mum besitzt und
gebe diese Werte an.
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Aufgabe 1.32:
Man bestimme von der Funktion f(x) =ax? +bx +c¢ (a€R*)

a) den Definitionsbereich D(f),
b) den Wertebereich WI(f) und
c) die Monotonieintervalle.

2
Hinweis: f{x) =a [(x + %)7 +“'°_°',zb_

4 ] . Man untersuche, wie der
a

Graph von f aus der Normalparabel (Graph der Funktion
g(x) =x?) entsteht.

Aufgabe 1.33:

Man untersuche, ob die folgenden Funktionenvon R in R gerade oder
ungerade sind:

< x“+3x
b) flx) = W2’

_ X +3x3-6x
c)  filx) = s

Man stelle f, als Summe einer geraden und einer ungeraden Funktion
dar.

Aufgabe 1.34:

Man untersuche die folgenden Funktionen aus R in R auf Beschrinkt-’
heit:
i

a)  fx) = o (x €ER)
b) £, (x) =—ﬁ(x€lﬂ)
o fbd= wx>-1)

d fu{x) = x|x]| (XER)
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Aufgabe 1.35:
Man beweise folgende Aussagen:

a) Das Produkt einer geraden und einer ungeraden Funktion ist eine unge-
rade Funktion.

b) Das Produkt zweier gerader (ungerader) Funktionen ist eine gerade
Funktion.

c) Eine ungerade Funktion, die an der Stelle x =0 definiert ist, besitzt
dort den Funktionswert Null.

Aufgabe 1.36:

f, g seien monotone Funktionen, Es gelte W(f) & Dfg) .
Dann ist die Funktion g * f monoton. Es ist

a) g * f monoton wachsend, wenn f und g monoton wachsend bzw.
monoton fallend sind,

b) g - f monoton fallend, wenn eine der beiden Funktionen monoton
wachsend und die andere Funktion monoton fallend ist.

Aufgabe 1.37:

Man zeige, daB die Funktion f(x) =x -[x] (x €R) periodisch mit der
Periode p=1 ist

Aufgabe 1.38:

Ist f eine periodische Funktion mit der Periode p, soistauch n - p
fiir jedes n € IN* "Periode.

Aufgabe 1.39:

f sei eine Funktionaus R in R und D(f) = R. Weiterhin erfiille f fiir
alle x € R die Bedingungen:

fla+x) = fla-x) und
flb+x) = flb-x), 0<a<b.

Man zeige, daR f eine periodische Funktion mit der Periode p=2(b-a) ist.
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Aufgabe 1.40:

Gegeben sei die Funktion f(x) = x> -4x+1 (x€[2, > [).
Man beweise die Existenz der Umkehrfunktion und gebe diese an.

Aufgabe 1.41:
Fiir welche reellen Zahlen x sind die folgenden Gleichungen erfiillt:

a) Vkt2+v2x-a® =4 xef2, -1,

bl Vx+3+v2x-3 =6 xe[Z.~1).
¢ lg(2x+3) - Ig{3x-2) = 2 xe]Z.~[),

d)  logs { 2logs [1+10g; (143 log;x)] } = .
e) logiex +logyx +logyx = 7,

f) 9¢1+3%2_324 = 0,

) (an-5)8x—2(a5x+3)2x-1 - (a6x-5)3x+2(a4x-7)4x-3

a positive reelle Zahl, a# 1.

Aufgabe 1.42:

Es seien a eine von Null verschiedene reelle Zahl und f eine Funktion

aus R in R mit folgenden Eigenschaften:

a) Ist die Funktion f an der Stelle x definiert, so ist sie auch an den
Stellen x +a und x - a definiert.

b)  Firalle x, fir die die Funktion f definiert ist, gilt

1+f(x)

f(x+a) = )

Es ist zu beweisen, daR die Funktion f periodisch ist, d.h., daR es eine
von Null verschiedene Zahl A gibt, so daB

fix) = flx+ka)
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fiir alle x des Definitionsbereiches und fiir alle ganzen Zahlen k gilt.

Hinweis:  Zunéchst zeige man durch vollstandige Induktion, daR
wegen a) mit x auchstets x + ka mit allen ganzzahligen
k zum Definitionsbereich gehdrt. Wegen bj ergibt sich
f(x +2a) = woraus sich f(x +4a) = f(x)

ergibt.

il
fix) '

Aufgabe 1.43:

Es seien f,g fiir alle positiven reellen Zahlen x erklirte Funktionen. Fiir
alle x €R] gelte

f(x+1) = (x+1) - f(x), f(x) #0.

Man beweise: Die Funktion ¢(x) = f(x) - g(x) erfiillt genau dann fiir alle
positiven reellen Zahlen x die Gleichung

@ (x+1) =(x+1) ¢ (x),

wenn g(x) =g(x+1) firalle x R} ist.

Aufgabe 1.44:
Essei a,b,cER und |a|#|b|. Man ermittle alle Funktionen f, die
fiir alle reellen Zahlen x definiert sind und der Gleichung
a-f(x-1)+p* f(1-x) = cx
geniigen.
Ferner diskutiere man den Fall |a|=|b].

Hinweis:  Man setze in die gegebene Gleichung fiir x zunachst 1+ x und
danach 1-x. Aus dem sich ergebenden Gleichungssystem
erhédlt man im Fall |a|+# | b]| fiir alle reellen x die Funktion

€ ,,c — -
f(x) = Pt b Dann untersuche man die Fille |a| =|b]|

und c#¥0, a=b#0 und c=0, a=-b#0 und c=0,
a=b=c=0.
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Aufgabe 1.45*:
p sei eine Metrik auf der Menge X, M eine Teilmenge von X. Man zeige

fiir die Funktion p(x,M) := infpl(x,z)
€M

(Abstand eiﬁes Punktes x von der Menge M) die foigende Beziehung:

I p (x,M) - ply,M) | < plx,y) fir x,y EX.

Aufgabe 1.46*:
Essei X =R X R. Fiir beliebige x = (x;,x,) aus X und y = (y;,y,)
aus X setzen wir:

prlxy) =lxy -yi [ +1x-y2 |,

P26y} = (x5 = y1)% + (2 - y2)?

patxy) =max { Ix;-vil,Ix -2},

IX3-y1] Ix2-ya |

Xy} = + :
pa oyl Tx1-yil 7 14]xp-y, |

Man untersuche, welche dieser Funktionenvon X x X in R die Menge X
zu einem metrischen Raum macht.

Wo liegen alle Punkte x = (x;,x,), die vom Koordinatenursprung
0=(0,0) den Abstand p;(x,0) =1 {i=1,3) haben?

Aufgabe 1.47:
(X, p) sei ein metrischer Raum. Man zeige:

a) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist eine offene
Menge.

b) Die Vereinigung end| icﬁ vieler abgeschlossener Mengen ist eine abge-
schlossene Menge.
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Aufgabe 1.48:

(X, p) sei ein metrischer Raum. Unter der Kugel K, (xo) mit dem Mittel-
punkt xo und dem Radius r verstehen wir die Menge aller Punkte x
mit x € X, deren Abstand vom Punkte xo nicht groBer als r ist, Man

zeige, daB jede Kugel K (xo) eine abgeschlossene Menge ist.

Hinweis:  Man zeige, daB jeder nicht zu K (xo) gehérende Punkt kein
Haufungspunktvon K {xp) ist.

Aufgabe 1.49:

Man zeige, daR jede Umgebung und jede Kugel im Rp konvexe Mengen
sind.

Aufgabe 1.50:
Fiir alle x,y mit x,y € Rp gilt die Parallelogrammgleichung

Ix+y+lIx-yI2 = 2(Ix P +1lyI?).

Man gebe eine geometrische Deutung dieser Gleichung im R, .
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2. DER GRENZWERTBEGRIFF

A. Fragen

1.

10.

Welche Méglichkeiten bestehen, reelle bzw. komplexe Zahlenfolgen
graphisch darzustellen? Geben Sie Beispiele an!

Welche Begriffe, die von Funktionen her bekannt sind, lassen sich
auf reelle bzw. komplexe Folgen iibertragen?
(Beschrinktheit, Monotonie)

Geben Sie verschiedene Definitionen fiir den Begriff Nullfolge an!
Demonstrieren Sie diese an mehreren Beispielen!

Nennen Sie Rec_henregeln und Kriterien fiir Nullfolgen, und wenden
Sie diese auf selbstgewahlte Beispiele an!

Fiihren Sie den Begriff der Konvergenz auf den Begriff der Nullfolge
zuriick! Dabei sind auch die Begriffe Grenzwert und Divergenz zu
erlautern.

Nennen Sie Rechenregeln fiir konvergente Zahlenfolgen. Beweisen
Sie, daB die Summenfolge und die Produktfolge zweier konvergenter
Folgen konvergent sind. Geben Sie Beispiele an, in denen man die
Berechnung von Grenzwerten mit Hilfe der Grenzwertsatze auf be-
kannte Grenzwerte zuriickfiihrt.

Geben Sie mehrere Beispiele fiir konvergente, divergente und be-
stimmt divergente Folgen an!

Ubertragen Sie die Definition der reellen Nullfolge und Satze iiber
reelle Nullfolgen auf den euklidischen Raum R_ und auf komplexe
Zahlenfolgen. Geben Sie Beispiele fiir Nullfolgen komplexer Zahlen
und Nullfolgen im Raum Rp an!

Ubertragen Sie die Begriffe der Konvergenz und des Grenzwertes auf
komplexe Folgen bzw. auf Folgen im euklidischen Raum R_! Definie-
ren Sie den Konvergenzbegriff in beliebigen metrischen Rdumen!
Welche der fiir konvergente reelle Nullfolgen giiltigen Satze bleiben
bestehen?

Geben Sie ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Kon-
vergenz von Folgen im Raum Flp an! Was |aBt sich iiber den Grenz-
wert aussagen?
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1.

12.

14.

15.

16.

20.
21.

22."

23.

34

Geben Sie ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Kon-
vergenz monotoner Zahlenfolgen an!

Welche Aussagen konnen iiber die Konvergenz bzw. Divergenz mono-
toner Zahlenfolgen gemacht werden? Was versteht man unter einer
Intervallschachtelung? Geben Sie eine Intervallschachtelung fiir die
Zahl e an!

Formulieren Sie den Satz (iber Intervallschachtelungen! Worin sehen
Sie die Bedeutung dieses Satzes?

Wie kann man die Funktionen y =2nx und y = e* durch monotone
Zahlenfolgen darstellen?

Definieren Sie den Begriff des Haufungswertes einer reellen Zahlen-
folge! Warum kann der Haufungswert einer Zahlenfolge als Verallge-
meinerung des Grenzwertbegriffes angesehen werden?

Stellen Sie Zusammenhinge zwischen den Begriffen Grenzwert,
Haufungswert und groBter Haufungswert her! Geben Sie Beispiele
an!

Leiten Sie den Satz von Bolzano-Weierstrass aus dem folgenden Satz
ab: Jede reelle Zahlenfolge besitzt eine monotone Teilfolge.

Nennen Sie Satze aus der Analysis, zu deren Beweis der Satz von
Bolzano- Weierstrass bendtigt wird!

Was versteht man unter einer Fundamentaifolge und wie lautet das
Konvergenzkriterium von Cauchy? Worin ist die Bedeutung dieses
Kriteriums bei Konvergenzuntersuchungen zu sehen?

Ubertragen Sie den Begriff der Fundamentalfolge auf allgemeine
metrische Raume.

Wann heift ein metrischer Raum vollstindig?

Untersuchen Sie die lhnen bekannten metrischen Raume auf Voll-
standigkeit!

Wie lautet die als Satz von Cantor bezeichnete Verallgemeinerung
des Satzes iiber Intervallschachtelungen? Was besagt der Satz von
Heine-Borel?

Wie ist eine Reihe definiert? Erlautern Sie in diesem Zusammenhang

die Begriffe Glied einer Reihe, Partialsumme einer Reihe, Rest einer
Reihe und Ausschnitt einer Reihe!



24,

25,

26.
27.

28.
29.

30.

31

32,

33.

34.

35.

36.

37.
38.

39.

Wann heil8t eine Reihe konvergent, divergent bzw. bestimmt diver-
gent? Geben Sie Beispiele an!

Erlautern Sie anhand von Beispielen das Konvergenz- und das Summen-
problem bei Reihen!

Nennen Sie Konvergenzsatze fiir Reihen!

Geben Sie ein (nur) notwendiges und ein notwendiges und hinreichen-
des Konvergenzkriterium fiir Reihen mit beliebigen (mit nichtnegati-
ven) Gliedern an!

Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der geometrischen Reihe!
Erlautern Sie am Beispiel des Satzes T (a, +b_ ) = Z a,£Zb  das
Beweisprinzip fiir Konvergenzsatze iiber Reihen.

Welchem Kriterium fiir Zahlenfolgen entspricht das notwendige und
hinreichende Kriterium fiir Reihen mit nichtnegativen reellen Glie-
dern?

Wie lautet das Leibnizsche Konvergenzkriterium fiir alternierende
Reihen?
Erlautern Sie das Prinzip der Fehlerabschatzung bei alternierenden
Reihen!

Was versteht man unter einer absolut konvergenten Reihe? Welcher
Zusammenhang besteht zwischen absoluter Konvergenz und Konver-
genz einer Reihe?

Nennen Sie die wichtigsten Kriterien fiir die absolute Konvergenz!
™ n
Beweisen Sie, daB die Reihe = ’:‘—' fiir alle x € R absolut konver-
n=0
giert!

Erlautern Sie die Begriffe bedingt konvergente bzw. unbedingt kon-
vergente Reihe! Worin besteht die Bedeutung des kleinen Umord-
nungssatzes?

Geben Sie ein Beispiel fiir eine bedingt konvergente Reihe an!

Kann man zu jeder bedingt konvergenten Reihe und zu jeder reellen
Zahl eine Umordnung dieser Reihe angeben, so daR deren Summe
gleich dieser reellen Zahl ist?

Geben Sie Einteilungsprinzipien fiir unendliche Reihen an!
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40.

41.
42.

43.

45,

46.

47.

49.

50.

51.

36

Was besagt der groBe Umordnungssatz? Erlautern Sie in diesem Zu-
sammenhang die Begriffe Doppelfolge, Doppelreihe, lineare Anord-
nung fiir die Glieder einer Doppelfolge. Was versteht man unter der
Cauchyschen Produktreihe zweier Reihen?

Geben Sie verschiedene Darstellungen der Zahl e. an!

Geben Sie zwei aquivalente Definitionen fiir die Stetigkeit einer
reellen (bzw. komplexen) Funktion an der Stelle a an. Erlautern Sie
den Begriff der Stetigkeit geometrisch. Wann heiBt eine reelle (bzw.
komplexe) Funktion in der Menge M stetig? Wann heiBt eine reelle
(bzw. komplexe) Funktion stetig?

Formulieren Sie die Aussage: Die Funktion f ist an der Stelle a nicht
stetig. Geben Sie Beispiele fiir Funktionen, die an der Stelle a stetig
bzw. nicht stetig sind. Welche Fille konnen dabei auftreten?

Ubertragen Sie den Begriff der Stetigkeit einer reellen (bzw. komplexen)
Funktion an der Stelle a auf Funktionen aus einem metrlschen
Raum X in einen metrischen Raum Y

Auf welche Klasse von Folgen kann man sich beim Nachweis der
Stetigkeit reeller Funktionen beschranken?

Was 148t sich iiber die Umkehrfunktion einer auf einem Intervall
definierten und streng monotonen Funktion aussagen?

Geben Sie zwei aquivalente Definitionen fiir den Grenzwert einer
Funktion an der Stelle a! Stellen Sie Zusammenhange zwischen
den Begriffen Grenzwert und Stetigkeit her! Verallgemeinern Sie den
Grenzwertbegriff auf Funktionen aus einem metrischen Raum X in
einen metrischen Raum Y !

Nennen Sie Grenzwertsdtze und Satze iiber Verkniipfungen stetiger
Funktioneft.

Charakterisieren Sie das Verhalten einer reellen ganzrationalen Funk-
tion fiir x >t oo,

Charakterisieren Sie das Verhalten der Funktion

f(x)=—14— fir x=>0.
X

Definieren Sie die Begriffe linksseitige (rechtsseitige) Stetigkeit und
linksseitiger (rechtsseitiger) Grenzwert.



52.
53.

54.

55,

56.

57.

59.

60.

61.

62.

63.

65.

Nennen Sie Beispiele fiir stetige reelle Funktionen!

Geben Sie ein Beispiel fiir eine Funktion an, die in einem Punkt a
einen einseitigen Grenzwert aber keinen Grenzwert besitzt.

Nennen Sie Sétze iiber Funktionen, die auf abgeschlossenen Mengen
stetig sind.

Erlautern Sie ein auf dem Satz von Bolzano beruhendes einfaches
Verfahren zur Berechnung von Nullstellen einer Funktion.

Begriinden Sie, daB der Zwischenwertsatz eine Verallgemeinerung
des Satzes von Bolzano darstelit.

Wann heiRt eine Teilmenge eines metrischen Raumes kompakt? Geben
Sie ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir an, daR eine
Teilmenge des euklidischen Raumes Rp kompakt ist!

Wann heiBt eine reelle Funktion gleichmaRig stetig? Welcher Zusam-
menhang besteht zwischen der Stetigkeit und der gleichmaRigen
Stetigkeit?

Beweisen Sie, daf die Funktion f(x) =ax + b auf ihrem gesamten
Definitionsbereich gleichmaRig stetig ist! (a, bER, a# 0)

Ubertragen Sie den Begriff der gleichmaRigen Stetigkeit auf Funktio-
nen aus Rp in Rq

Formulieren Sie die Aussage: Die reelle Funktion f ist nicht gleich-
maRig stetig.

Nennen Sie Sétze iiber Nullstellen ganzrationaler Funktionen! Gehen
Sie dabei besonders auf den Fundamentalsatz der klassischen Algebra
ein.

Wie lautet der Satz iiber die Zerlegung einer ganzrationalen Funktion
in Linearfaktoren bzw. in Linearfaktoren und quadratische Faktoren
ohne reelle Nullstellen?

Nennen Sie den Fixpunktsatz von Banach! Erlautern Sie die Begriffe
,Fixpunkt einer Funktion” und ,,kontrahierende Funktion!
Verallgemeinern Sie den Banachschen Fixpunktsatz auf vollstindige
metrische Raume.

Geben Sie Beziehungen an, die eine Fehlerabschitzung nach Anwen-
dung des Banachschen Fixpunktsatzes ermdglichen!
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Geben Sie Definitionen fiir die trigonometrischen Funktionen an!
Gehen Sie dabei auf die jeweiligen Definitionsbereiche, Wertebereiche
und Graphen ein!

Welche Stetigkeits- bzw. Monotonieeigenschaften besitzen die trigo-
nometrischen Funktionen?

Wie lauten die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen?
Leiten Sie aus ihnen Formeln fiir cos x + cosy und sinx tsiny
her! :

Welche Grenzwertformel ist fiir die Differentiation der trigonometri-
schen Funktionen von grundlegender Bedeutung?

Definieren Sie die zyklometrischen Funktionen und stellen Sie die
wichtigsten Eigenschaften dieser Funktionen zusammen (Definitions-
und Wertebereiche, Stetigkeitseigenschaften, Graphen)!

Was versteht man unter der trigonometrischen Darstellung einer kom-
plexen Zahl? Stellen Sie die komplexe Zahl z=-+/3-i inder
trigonometrischen Form dar!

Geben Sie eine Regel fiir die Multiplikation bzw. fiir die Division von
komplexen Zahlen mit Hilfe der trigonometrischen Darstellung kom-
plexer Zahlen an!

Nennen Sie die Eulersche Relation! Nach welchem Prinzip kann man
aus ihr die Formeln von Moivre ableiten?

Geben Sie alle Nullstellen der ganzrationalen Funktion f(z) =z" - 1
in der trigonometrischen Form an! Wo liegen diese Nullstellen in der
komplexen Zahlenebene?

Definieren Sie die hyperbolischen Funktionen, und geben Sie deren
wichtigste Eigenschaften an (Definitions- und Wertebereiche, Reihen-
darstellungen, Stetigkeitseigenschaften, Graphen, Additionstheoreme,
Monotonieintervalle)! Welche Analogien ergeben sich zwischen den
trigonometrischen und den hyperbolischen Funktionen?

Geben Sie durch Auflosung der Gleichung x =sinh y eine Darstel-
lung der Funktion y = arsinh x an!

Definieren Sie die komplexen Funktionen cos z, sin z, cosh z und
sinh z durch Reihen!



78.

79.

80.

81.

82.
83.

84.

85.

Definieren Sie die punktweise und die gleichméRige Konvergenz fiir
Folgen reeller oder komplexer Funktionen! Welcher Zusammenhang
besteht zwischen beiden Begriffen?

Erldutern Sie geometrisch die Anndherung der Folgenglieder einer
gleichmiaRig konvergenten Folge stetiger reeller Funktionen an die
Grenzfunktion!

Geben Sie das Kriterium von Weierstrass fiir die Untersuchung von
Reihen auf gleichmé&Rige Konvergenz an! Wenden Sie es auf Reihen
der Form

o

o0

2 a,sinnx und X a cosnx an!
n

n=1 n=1

Erlautern Sie die Aufgabenstellung der Interpolation von Funktionen
durch ganzrationale Funktionen! Was kann man iiber die Existenz und
Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms aussagen?

Was versteht man unter linearer Interpolation?

Beweisen Sie die Einzigkeit des Interpolationspolynoms mit Hilfe
des Fundamentalsatzes der Algebra, indem Sie annehmen, es gabe
zwei Interpolationspolynome P; und P, , und deren Differenz
betrachten!

Was versteht man unter einem trigonometrischen Polynom? Nennen
Sie Eigenschaften trigonometrischer Polynome!

Geben Sie die beiden Satze von Weierstrass iiber die gleichmaRige
Approximation von stetigen Funktionen an.
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B. Beispielaufgaben
Aufgabe |:
Man untersuche die Zahlenfolge (a,) mit

a =
k

[

A
1 n+k
auf Monotonie und Beschrinktheit.
Losung: Firalle n>1 gilt
n+1 1 n 1 n+2 1 n 1

a z T ===

3n+1 "8 =k=1 arirk T2 vk Sy nk _k)j, n+k

1 1
1___L_3

+ L
2n+1 2n+2  n+1 o ntk

13
=2 —+
k=2 Ntk

1 11 _ 1 1

= — —
2n+1  2n+2 n+1  2n+1  2n+2
Mithin ist die Folge (an) streng monoton wachsend.
n
. - 1 n . .
Ferner gilt a, ki L < 1 firalle n> 1. DieFolge (a,)

ist also nach oben beschrankt. a; = % ist eine untere Schranke. Stets

gilt a, € I[:l)-, 1], die Folge ist also beschrinkt.”

Aufgabe II:
Man zeige, daR die Zahl 3 eine obere Schranke der Folge (a;) mit

= dyn
a, =(1+ n) ist.
Beweis: Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

@+ =k>'__':0 (M L)k,
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Andererseits gilt

noedik _ 1 o, 1 _2 _
Mk=tr-a-a-2) . a

it
IIA

k-1
n

Nun folgt

n
1,n n 1
1+ 1410z ) L
N+ k=2 (" e k=2 2*1 k=

Damit haben wir (1 +—:‘-)"<3 firalle n>1.

Aufgabe Ill:
Man zeige, daB die Folge (a,) mit a = 3,";: eine Nullfolge ist.
n

Beweis: Fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n> 1 folgt aus

3n-2 -2 _ 3n_3 3
GSI—z—- = A =2 stets n< 2,
=1n"+3 T S €

Setzen wir also N(e) = —:—, so folgt aus n> N(e) stets | a, |<e.

Aufgabe 1V: "
Man beweise, daR die Zahlenfolge ( n—n) eine Nullfolge ist.
2

Beweis: Fir alle natiirlichen Zahien n mit n>4 gilt

n n 51 n*

(en® (@ n(n=1)(n-2)(n-3)(n-a)

N3 Ny
S1+1+ 2 ==1+2 ——=<1+2=3.
= 1 5%

Wir benutzen nun die fiir alle natiirlichen Zahlen p,q mit q> p giiltige

Ungleichung
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Wir erhalten

51n? st _ (51)?
nin-1{n-21n-3) (n-4) = )

4
Nach dem Vergleichskriterium ist die Folge n——n eine Nullfolge.
2

Aufgabe V:

(a ) sei eine Folge positiver reelier Zahlen, fiir die lim
n—>% “n

a
n+1

=qg<1 gelte.
Man zeige, daR die Folge (an) eine Nullfolge ist.

a
" +1 . .
Beweis: Wir setzen c, = —: fiir alle n. Nach Voraussetzung gilt dann
n

lim ¢, =q. Wir wahlen eine Zahl p mit q<p<1. Sei e=p-q.
n—>o0
Wegen lim ¢ =q gibtes eine natiirliche Zahl N mit | c,-4d 1<e
n—>c°

fir n>N.
Also gilt ¢, <p firalle n>N, dh. a ,,<p-a,<a, fir n>N.
Aus der letzten Ungleichung 1Rt sich ableiten, daR ay,; S < p ay fiir
i=0,1,2,... gilt
Sei n> N, dann gibt es eine natiirliche Zahl i mit N+i=n. Fir alle
n>N gilt
i n 9
) T4 (n-N) T SPay TP

a
Damit haben wir 0<an§p" —% fir n>N.
p

Nach dem Vergleichskriterium gilt lim a, =0.
n-—<)00
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Aufgabe VI:

Man zeige, daB die Zahlenfolge (a,) mit den induktiv definierten Folgen-
gliedern

a =0, 8 =1, ay, =3la +a, ;) fir n>2

eine Fundamentalfolge ist.

Beweis: Die Untersuchung der Differenzen zweier aufeinanderfolgender
Glieder fithrt zu der Vermutung

1

.

s o n-1 1 s
(1) d, --an”-an*(-” 2"—1 fir n

[1\V2

die durch vollstandige Induktion bewiesen wird.

1. Die Gleichung (1) gilt fir n=1.
2. Induktionsannahme: (1) gelte fiir n =k .
Induktionsbehauptung: (1) gilt fir n=k +1.

Beweis:

= _ = _ Lia =
et = Az By "7l ) -8 =5 (e -a )

i

1 k1
-=d = 1) — .
2 "k ok
Damit ist die Vermutung bewiesen.
m und n seien zwei natiirliche Zahlen mit m > n. Dann gilt

Vs

am-ay=fa -3 )*(a, -3 )+...+la -a

Iam_anlglanﬂ'an|+|an+2_an+1|"""*'lam-am—1|
N O A y
2n-1 2n 2m-2
- < 1 1 1
,am an'=2n-1 ”+2+"'+2m-n-1)’

1 1 ym-n 1 i3
Iam-anlgz—n(1~(5) )<—2—nfurm>n.
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Sei € >0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es eine reelle Zahl N{e), so daR .

L <e fiir n2Nle). Mithinist | a, -a_|<e fir m>n>N(e) . Damit
: 2 2

ist gezeigt, dal (an) eine Fundamentalfolge ist.

Aufgabe VII:

©0
3 < ” 1 o .
Man zeige, daR die Reihe nEO T2 konvergent ist, indem man die

Summe dieser Reihe berechnet.

- S S N
Beweis: Wir berechnen S_ = ifo w2

S S I Y S B
T it - e
z . = 1
Nun gilt ,,I-I>To S, =1 —nEO ey

Aufgabe VIII:
Mit dem Konvergenzkriterium von Cauchy ist die Konvergenz der Reihe

=l |
Z — nachzuweisen.
n=1 n

Beweis: Fiir alle n,k21 gilt

1 1 1
|a +a +...+a | = + +i.t <
L 2 Ntk (ne1)? (n+2)? (n+k)?

v + 1 *.i.F 1 %
n(n+1) (n+1)(n+2) (n+k-1){n+k)

<

Die Summanden der letzten Summe konnen jeweils in Differenzen zerlegt
werden, so daB folgt:



1 1 1 1
SN O 2 - - — 0 E— -
Ianﬂ +an+2 an+k|< (n n+!)+ (n+1 n+2)

1 1 1 1 1
oot /)= ——<—.
(n+k—1 n+k) n n+k<n

Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wahlen wir N(e) >%, so gilt fiir alle
natiirlichen Zahlen nk mit k> 1 und n>N(e) stets
o, qt..-ta,, I<e.

Die vorgelegte Reihe ist also konvergent.

Aufgabe IX:

oo
Man untersuche die Reihe X (711-— 2n "T” ) auf Konvergenz.
n=1

Losung: Es gilt bekanntlich 2n(1 +x) <x(x# 0, -1<x<oo),
Mit Hilfe dieser Ungleichung erhilt man

g =1+ )<

Andererseits ist

il PN R TN TN ot | -Lps 1
fn T fn n+1 fn n+1 fn(1 n+1)>n+‘l'
Demzufolge gilt:
1 _gpMtled 1 __ 1 i

0<4 en o <n i n(n+1)<n2'
£

Die Reihe X % ist als konvergent bekannt. Nach dem ersten Majoranten-
n=1n

kriterium ist die vorgelegte Reihe konvergent.
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Aufgabe X:

Man zeige, daB die GauBsche hypergeometrische Reihe

ala+1) ... (a+n-1)b(b+1) ... (b+n-1)

n
ntclec+1) ... (c+tn-1) X

o0
Flabecx)=1+ Z

n=1

fir | x| <1 absolut konvergiert, sobald a,b,c # 0 und keine negativen
ganzen Zahlen sind.

Beweis: Man verwendet das Quotientenkriterium und erhalt

a b
(a+n) (b+n) GHNGE+

(n+1)(c+n)

12n+1]|

a5

Ix| =

i€+

. 1Pn+1] S—— . -
=| x|. Also ist die hypergeometrische Reihe fir | x | <1
r|_|)|g’°| —l'a—nr | x| yperg

absolut konvergent und fiir | x | > 1 divergent. Fiir | x | =1 sind geson-
derte Betrachtungen notwendig.

Aufgabe XI:
Fiir welche reellen Zahlen x mit x #-1 ist die Reihe

(=] xn
konvergent?

>
n=1 (1+x)(1+x2) ... (1+x")

Lésung: Man wendet das Quotientenkriterium an und erhalt

__Ix

lanl |1+xn+1|

I x| fir -1<x<1

|2n+1] _

lim —/——
[l

%ﬁir x=1
n—m

0 fir [ x[>1

Damit konvergiert die gegebene Reihe absolut fiir alle Werte x #-1.
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Aufgabe XII:

\ . .
Man untersuche die Konvergenz der alternierenden Reihe

] IR . S
n=1(_ a2 n?+1 T (n+1)?a1

Lésung: Man beweist leicht die Ungleichung

2 1 1 1 2 ..
== +...+———<L £ firn>1.
n+1 T2 249 (n+1)%2-1 N =

Die Absolutbetrige der Glieder der Reihe bilden also eine monotone Null-
folge. Nach dem Leibnizschen Kriterium ist die gegebene Reihe konvergent.

Aufgabe XIII:
Man zeige, daR die Cauchysche Produktreihe der beiden Reihen

2 = & oE=nm .
T und Eo 7 konvergent ist.
n=0 m=

ist nach dem Leibnizschen Kriterium

o0 (_1)'1
Beweis: Die Reihe X
n=0 0t

konvergent. Sie ist aber bekanntlich nicht absolut konvergent. Wir bilden
die Cauchysche Produktreihe

o T D LS TS T Tl

k=0 j=0 *1  k=it1  Tg;Zp (i+1)(k=j+1)

-7 TR W TP (- L
koo k*2 o | i1 k-1 k=0 k+2 ° ;Spi+1

Die Cauchysche Produktreihe ist alternierend. Wir wollen das Leibnizsche
Kriterium anwenden:

k
-1
Wir setzen ¢, = =12 z
k+2 P

L Nunistzu zeigen, daB lim [c [=0
i+ koo K

gilt.
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Ferner gilt | c. | <ley_q | fir k= 1,2,3,.. .., denn sicher ist die
Ungleichung

1 1 k-1 4
T ==
(k+1)(k+2) = (k+1)(k+2) =0 j*+1

fir k =1,2,3, ... richtig.
Es gelten nun folgende Beziehungen:
1 k-1
SR Y < T 4
(k+1)(k+2) = "k+1 k+2 " g j+1

2 k1 2 1
Z == _
k2 Sy i1 =kl Do
lee I Slegqle

Man sieht, daB die absolute Konvergenz der Reihen fiir die Konvergenz der
Cauchyschen Produktreihe zwar hinreichend, aber nicht notwendig ist.

Aufgabe XIV:

Man weise mit Hilfe der Umgebungsdefinition die Stetigkeit der Funktion
flx) = "X (n>1) nach.

beweis: Zunachst weisen wir die Giiltigkeit folgender Aussage nach: Fir
alle reellen Zahlen a,b mit a>0, b>0 und a#b gilt

n n
la-bl<l 01,2,
p

Bekanntlich gilt fiir alle reellen Zahlen a,b

k-1

n
a"-b" = (a-b) 21 a"kp (n=12,...).
k=



Da wir a# b vorausgesetzt hatten, konnen wir schreiben

a"_p"” - % an-kbk-1
a-b k=1 )

Weiterhin gilt wegen a>0 und b>0

n n n
a-b - 3 k< >p™'>o0.
a-b k=1

n n
Also gilt |-aa:—: | >b™" . Aus der letzten Ungleichung folgt die Be-

hauptung. Sei € > 0 beliebig vorgegeben und a eine beliebige aber feste
positive reelle Zahl.
Fiir alle x aus dem Intervall [0, = [ gilt dann

| "Vx="Va'l £ n:‘/'f,l’n ;.

Diese letzte Ungleichung gilt auch fiir x =0 bzw. x =a.

Wir wahlen nun & mit 0<8<e ("Va')"! und zeigen:
Firalle x€[ 0, > [ mit [x-a|<5 gilt | "Vx-"Va|<e.
Sei x€[0,»[ und |x-al<8<e (V3)"'. Dannist

|x~al|
(n\/;)n-‘l

Damit ist die Stetigkeit der Funktion f(x) ="\/X an allen Stellen
a mit a>0 nachgewiesen. Von der Stetigkeit im Nullpunkt iiberzeuge
sich der Leser selbst.

< e undwegen (*) gilt |"Vx - "Val<e.
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Aufgabe XV:

Man zeige, daB die Funktion f(x) =% an jeder Stelle des Intervalls

10, > [ stetigist.

Beweis: Zum Nachweis der Stetigkeit verwenden wir die Umgebungsdefini-
tion. Sei € > 0 beliebig vorgegeben und a eine beliebige aber feste positive

reelle Zahl. Wir betrachten die GroBen f(a) + € und f(a) - €. Sei e< f(a) .
Wir bestimmen Zahlen x;, x, mit f(x,) =f(a) +€, f(x,) =f(a) - €

a
1-a€ ’

Es ergeben sich x, = 1+aa = und x, =

Fiir 8§ nehmen wir die kleinere der beiden Zahlen x, - a und a-x, ,d.h,

2
. a’e
wir setzen § =

TiaE Auch fiir den Fall, daR f(a) g € gilt, wird fir §

die Zahl verwendet. Wir zeigen nun:
.. a’e
Fiir alle xE]IO,—>[[ und | x-a] o
a’e
Es gilt 0<a— <x<a+1+a€.
Es folgen die Ungleichungen:
< 1
a+8 _5
1 el _ 111
e S R
2
-a“€ 1 1
az+2336<" a <€
1 1.1
<1+2ae< <e,a|so l<e

Man kann die Stetigkeit der Funktion im gesamten Definitionsbereich

zeigen. Dann nimmt man fiir § den Wert

aze

1+]ale *
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Aufgabe XVI:
Man zeige, daB fiir jede reelle Zahl a

m _m
. s
lim

x—>a x-a

=ma™' (m=1,2,...) ist

Beweis: a ist Haufungspunkt des Definitionsbereiches der Funktion

m m
f(x)=x)‘_‘a (x€R\{a}).
Aus x, €D(f) (hE€IN) und Ilim x_=a folgt
n>oo N
xMaMm m
lim fix )= lim —"— = |im Z xM™k.gk! ompgm1,
n—>o0 n n—>oo X -8 n>o k=1 "

Aufgabe XVIi: B "
Man bestimme den Grenzwert |im B 6.1
x>0 x

3
Lésung: Der Definitionsbereich der Funktion f(x) = ._':_"_i

ist D(f)=[-1,0[U ] 0,~[. DieStelle x =0 ist Hiufungspunkt des
Definitionsbereiches. Um den Grenzwert zu berechnen, kénnen wir ver-
schiedene Wege einschlagen:

a) Wir fiihren eine neue Veranderliche u ein:

3 .
e ¢ + - -
u® =1+x. Dann erhalten wir Ilm@ = lim y-1

x>0 u=>1 u -1

= u-1 1
= lim —————=_.
w1 (u-1)(u?+u+1) 3

b) Wir erweitern den Bruch mit 3\/(1+x)2 + 314 +1:

lim VAR = lim x =
- x
x=0 0 3 10?4311 )

wl=
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Aufgabe XVIill: s
Man bestimme den Grenzwert lim x2 (Wx+1 + v/x-1 -2 \/)?) .
X—>00

Lésung:
T+ VX T-2/% = (W5 T- /%) - WX=VxT)
_ 1 ~ 1 _ Vx-1-v/x+1
Vx+1 + \/;‘ \/;'+ Vx-1  (\/x+1 +\/)?) (\/;"" Vx-1)

=2

) WAT + V) (WX VT ) (WxT +4/xaT)

3
2

fim x2 (WxFT+/%T-2/X)
x—>00

i -2 (Wx)?
X (AT V) Wt V) WaeT # /5 T)

[}

N

lim

-2 _
x> 1+%+1)(1+\/1—-})(\/1_1;+ \/14.%)

Aufgabe XIX:

Man zeige mit Hitfe der Definition, daB die Funktion f(x) =x2 auf dem
Intervall [ab] mit 0<a<b gleichméBig stetig ist.

Beweis: Zu beliebigem ¢ >0 wiahlen wir § =;—b.
Dann gilt fiir alle x,x’ € [a,b] mit | x-x"| <2€_b

If(x)—f(x')l-lxz—x'z|=|x+x'||x—x'|<|x+x'|;€;<e-
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Aufgabe XX:

Man ermittle ndaherungsweise eine Nulistelle der Funktion

glx) =x3 - 99x + 1
mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes.
Lésung: Wir suchen eine Losung der kubischen Gleichung

x3 -99x+1=0. Wirsetzen f(x) =%‘0L1. Die Funktion f hat
folgende Eigenschaften:

(1) f ist eine stetige Funktion,

(2) f bildet das Intervall [0,1] in sich ab und

(3) f ist kontrahierend.

Beweis zu (2): Aus 0<x< 1 folgt 0<x* <1 und schlieBlich

1<x® +x+1<3. Also gilt —— < fix) <- fiiralle x € [0,1] .
= = 100 = =100

Beweis zu (3): Wegen

) o
| £x1) - flxo) | =75 1 X1 = X3 +x1 =%, |
| (xy - %) 03+ xy %z +33) + (xg = %,) |

100
1 2 1 .
= ﬁo—|x,—x2||xl+xlxz+x§+1|§m|xl-xz|(|x}|
4
+|x,-x2|+|x§|+1)§1—03|x,-x2| (x;,x, €[0,1])

ist f kontrahierend mit dem Kontraktionsfaktor q =0,04. Die Voraus-
setzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind erfiillt, und f besitzt dem-
zufolge genau einen Fixpunkt a € [0,1] . Dieser Fixpunkt ist Lsung der
kubischen Gleichung, denn aus f(a) =a folgt gla) =0.
Mit dem Startwert a, =0 erhalten wir

a, =fla,) =0,01,

a, =f(a;) =0,01010001 .
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Die Fehlerabschétzuﬁg ergibt

la- 2 | <5, 0,00010001 < 0,000005 .

Aufgabe XXI:
14 Y _sing

M ige, daB lim cos £ - = ... cos —=—2 st ist dabei
an zeige, da nI me 5 cos pe on ” (7
eine beliebige von Null verschiedene reelle Zahl.

Losung: Aus dem Additionstheorem fiir die Sinusfunktion erhalt man die
Beziehung sinyp =2 sin% * cos % die fiir alle reellen Zahlen g giiltig ist.

Mittels vollstandiger Induktion beweist man nun die Gultigkeit der Gleichung

sing =2" - cos ¥ cosl ... COs 2 .sinZ fir alle natirrlichen Zahlen
2 2 N 2N

n 2 1. Der interessierende Ausdruck kann somit in der Form

v
i sin @ i
2P . geschrieben werden.
n, . ¥ [ .Y
27 - sin = sin —
2
L
5 . i 2n
Wegen lim » =0 und lim %% =1 ist lim =1
n—eo 2" x>0 nsoo o ¥
. . Y. v i = sin @
Dabher gilt n‘.'ﬂ. cos 5 * cos 2 cos SR

54



Aufgabe XXII:

Man berechne lim == Sx .
x—>7 tan 5x
Ldsung: Man nutzt die Beziehung [im 0% =
x>0 X
(vgl. MfL 4) aus und erhalt
lim tan x _ lim sin x 1 =1
x>0 X x>0 X cos x

Sodann setzt man filr x den Wert (7 +u) einund laBt u gegen Null
streben. Dann erhalt man:

sin 3u
i i + —sil k.
lim SN 3x_ _ lim sin(3m+3u) _ Jim =034 jim 3u__ ., §=_2_
x—=>m tan 5x > tan(56M+5u) 5 tan 5u y=>otanbu 5 5
: 5u

Aufgabe XXIII:

Qn tan x

Man berechne |im s
T cos 2x

3
1

Lésung:  lim fnliex) _ lim !Zn(1+x);= s
x>0 X x>0

Diese Beziehung ausnutzend, erhalten wir

Ln[1+(tan x-1)]
ti 20 ta; X = lim L {1+ tan®x)
x_%r IS T (1-tan®x) '

n (tan x-1)(tan x+1)
x“’z

= i Qn[1+(tan x-1) (tanzxf1)=-1.
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Aufgabe XXIV:

Man ermittle alle Paare (x,y) von reellen Zahlen x und y, fiir die die
Gleichung sin(x + y) =sin x + sin y erfiillt ist!

Lésung: Wegen der fiir alle reellen a und § giiltigen Beziehungen

; . a
= — * COS —
sin a 25sin 2 | cos >
. . +
und sina + sinf=2- sm',o“,:,‘3 cos2t8
ist sin(x + y) =sin x + sin y dquivalent mit
in XY (008 XY _ o5 XY ) =
(1) 2sin = (cos 5 - C0s— )=0.

Da fiir alle reellen a und

a+f, . a-f
2

cosa-cosf=-2 sinT « sin

gilt, ist (1) dquivalent mit

_4sin XY sinXsint =
4 sin 5 sinosin 2 0.

Die letzte Gleichung gilt genau dann, wenn wenigstens eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

sin’%v=0,d.h. x+ty=2km
oder
sin-;—=0, dh x=2km

sin%=0,d.h.y=2k1r mit kEZ.
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Aufgabe XXV:

Man zeige, daB lim tinx =0 ist.
x—>o0
Beweis: Die Funktion f(x) = s";" istfiiralle x >0 erklirt, Da stets

Isinx
x

| g% oder - % g%’-‘ g% ist, so liegt der Graph dieser Funktion

zwischen den beiden Hyperbeln, die durch die Gleichungen y = - % und
= % dargestelit werden.

Zu beliebigem € >0 wahlen wir k> % Dann gilt I“—:’-‘ | <e fiir alle
x>k.

Aufgabe XXVI:
sin(n+5)x
Man beweise, daf ——=— =

n
+ 2 cos kx ist.
2 sin % k=1

i
2
(x=2k+m, keZ).

Beweis: Es ist

2n
2

+1 2k+1 . 2k-1
= X+ E -sin —— x) .
X =sin > (sin — 5 A )

sin

Auf die rechte Seite der Gleichung wenden wir das fiir alle reellen a und f8
giltige Additionstheorem

sin a - sin 8 =2 sin a;ﬁ cosTﬁ an. Wir erhalten dann

. a ; n

sin2M1 y _GinX4 3 2sinX - coskx =2sin X 1+ 2 coskx | .
2 2 o1 2 2 12 k=1

Aus der letzten Gleichung folgt die Behauptung.
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Aufgabe XXVII:

Man untersuche die Reihe

o 2k x2(k=1)
z —_——
k=1(1+x1 1+x2% ;

" auf punktweise Konvergenz.

2n
4 s _ 1 x g
Ldsung: Es ist sn(x) —-;+W, und somit gilt
1 fr IxI>1
2 ¥
lims _(x) = 0fir x=1,
n=>oo N
-%ﬁir Ix1< 1.

Die Reihe ist fiir alle x mit x € R konvergent.

Aufgabe XXVIII:
Man leite die Lagrangesche Interpolationsformel her! (Vgl. MfL 4, S. 198/199)

Losung: Zunachst werden die n+ 1 Polynome n-ten Grades £, (x) mit
1 fir k=i, )
9 (x.) = (k,i=0,1,...,n)
! 0 fiir k#i

bestimmt. Da Xq, X1, -+« Xy g0 Xpyqreevs . Nullstellen des Polynoms
2, (x) sind, muB dieses die Form

!Zk(x) =clx=xohx = %) ... (x=x  Hx=-x .}, .. (x—xn) haben.

¢ wird aus der Bedingung Qk(xk) =1 bestimmt. Man erhilt dann fiir

2, (x) den folgenden Ausdruck:

(x-xo)(x—x1) o bxmxg g Mx=xg g ) (xex )

g, (x) =
k (xk—xol(xk—x1) i (Xk-xk_1)(xk—xk+1) o (xk_xk+1)
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Das gesuchte Interpolationspolynom P(x) schreibt sich nun in der Form

n
P = I fix, ) (x).
(x) k=0(xk X

In der Summe P(xi) = '2‘3 f(xk)Qk(xi) werden alle Summanden Null,
k=0

indenen k#i ist Wegen £(x,) =1 gilt P(xi) =fix).
Die Polynome !Zk(x) heiBen Lagrangesche Koeffizienten.

Aufgabe XXIX:

Es ist das Lagrangesche Interpolationspolynom vierten Grades fiir die fol-
genden gegebenen Werte aufzustellen:

xo =1, flxo) =17; x; =2, f(x;) =27,5; x; =3, f(x,) =76 ;
X3 =4, flx3) =210,5; x4 =7, f(xs) =1970.

Lésung: Wir setzen die gegebenen Werte in die Lagrangesche Interpolations-
formel ein und erhalten

_ (x-2)(x-3)(x-4) (x-7) (x=1){x-3)(x-4)(x-7)
P = T anmin-ann © 278 Gnizaieean
(x-1){x-2)(x-4)(x-7) (x=1)(x-2){x-3)(x-7)

78 atia-zizaie-7 2195 Goaziesian

(x=1)(x-2)(x-3)(x-4) _

1970 G e ~

x* - 2x® +6x? - 8,5x +20,5.
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C. Aufgaben

Aufgabe 2.1:
Man stelle fest, welche der Zahlenfolgen (an) monoton wachsend bzw.

monoton fallend sind:

- _2n o - h-1 - 2n-1
a) a, = oot bla = —, c) a ==
d)a_ = 20, e)a = n-1 fla = Vala>1)
noon2! " nlner’ " : '
2
n 2n+1
9 a=—, hya = =——
noogn " 3n%42

Aufgabe 2.2 :
(an) sei eine streng monoton wachsende Zahlenfolge. Dann gilt a < a.
fiir alle natiirlichen Zahlen n und m mit n<m.

Hinweis:  Den Beweis fiilhre man durch vollsténdige Induktion nach m.

Aufgabe 2.3:
Man untersuche die Zahlenfolgen (an) mit

aa = b) a =

e
k!

I M3
I M3

1
K 1k

0 k

auf Monotonie und Beschrianktheit.
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