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Vorwort

Graphentheorie ist eine junge mathematische Disziplin, 1936 erschien das erste
Lehrbuch vom ungarischen Mathematiker DNnEs K6N1c. Mit der stiirmischen Ent-
wicklung der Operationsforschung erlebte auch die Graphentheorie eine ungeahnte
Bliite, so daB die Zahl der Biicher zur Graphentheorie heute schon Legion ist. Das
Gros der Autoren setzt jedoch beim Leser einen relativ hohen mathematischen Aus-
bildungsgrad sowie ein hohes Abstraktionsvermégen voraus. Wir verlangen vom
Leser im allgemeinen nicht mehr mathematische Kenntnisse, als in den allgemein-
bildenden Schulen vermittelt werden (siecht man einmal von den Begriffen Vektor
und Matrix ab) und auch nicht mehr als elementare Kenntnisse iiber Programmierung
(Ergibtanweisung, Laufanweisung, bedingter Sprung u.a.). Was wir jedoch vom
Leser erwarten, ist die Bereitschaft, sich Zeile fiir Zeile durch einen Algorithmus
hindurchzuarbeiten. Dabei kann der Leser stindig testen, ob er den behandelten
Algorithmus verstanden hat, wenn er ndmlich das sich anschlieBende Beispiel selb-
stindig zu Ende fiihren kann. Kleine Aufgaben sind ebenfalls in die einzelnen Ab-
schnitte eingestreut.

Das vorliegende Lehrbuch wendet sich an Studierende von Fach- und Hochschulen
technischer, naturwissenschaftlicher und 6konomischer Fachrichtungen, ferner an
in der Praxis Tétige, die sich mit Modellierung, Strukturanalyse und Optimierung
diskreter Systeme befassen. Aber auch der Leser, welcher blo8 Spafl an der Losung
kombinatorischer Probleme hat, wird nicht umsonst zu diesem Buch greifen.

Zwei Ziele werden mit diesem Buch angesteuert: Erstens soll der Leser mit bekann-
ten, man kann wohl sagen Standardlosungen der angeschnittenen Probleme vertraut
gemacht werden, und zweitens soll der Leser lernen, praktische Probleme mit Hilfe
von Graphen zu modellieren, Lésungsalgorithmen selbstindig zu entwickeln und
Programme aufzustellen, damit Rechner zur Losung des gestellten Problems heran-
gezogen werden kénnen.

Eine Fiille von Beispielen soll das Vemstdndnis erleichtern, sie soll aber auch den
anschaulichen Apparat der Graphentheorie dem Leser nahebringen. Natiirlich kénnte
man die Graphentheorie, wie oft geschehen, abstrakt aufbauen, doch glauben wir
nicht, dem Leser und vor allem dem Anwender damit einen guten Dienst zu erweisen.
Einige Beispiele und Aufgaben aus der Unterhaltungsmathematik sollen den Stoff
etwas auflockern.

Die Autoren méchten dem Fachbuchverlag fiir seine versténdnisvolle Hilfe bei der
Erarbeitung dieses Buches danken. Vielen Dank auch Herrn Prof. Dr. rer. nat. habil.
HorsT SacHS fiir seine wertvollen Hinweise.

HanssoacHIM WALTHER GUNTER NAGLER
Ilmenau Leipzig
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0. Einleitung

Was erwartet den Leser in diesem Buch?

Im ersten Abschnitt wird erklirt, was wir unter einem Graphen, einem Algorithmus
und einem Programm verstehen wollen. Einfache Beispiele, Darstellungs- und Spei-
cherformen von Graphen sowie erste kleine Algorithmen, vor allem in den néchsten
Kapiteln benétigte Organisationsalgorithmen, werden zusammengestellt.

Abschnitt 2. ist als zentrales Kapitel des Buches anzusehen. Hier wird der Leser
vor allem damit vertraut gemacht, wie man aus der praktischen Aufgabenstellung
heraus zum Graphenmodell und einer Problemstellung diesen Graphen betreffend
gelangt. Aus der Problemstellung auf dem Graphen wird zunédchst ein Verbalalgo-
rithmus formuliert, aus diesem heraus eine befehlsmédBige ALGOL-dhnliche Auf-
schliisselung des Algorithmus und schlieflich hieraus die PASCAL-procedure. Eine
besondere Rolle, auch fiir die spiteren Abschnitte, spielt der Begriff der Erreichbar-
keit in einem Graphen. Auf diesen Begriff aufbauend, werden dann im dritten Ab-
schnitt Strom- bzw. Zirkulationsprobleme behandelt. Im vierten Abschnitt geht
es vor allem um die numerische Ermittlung von Parametern eines Graphen.

Die einzelnen Abschnitte sind weitgehend einheitlich aufgebaut. Beginnend mit einem
praktischen Problem, wird eine mathematische Aufgabenstellung auf einem Modell-
graphen formuliert. Ohne Beweise werden dann erforderliche mathematische Satze
genannt, aus denen heraus die Idee zur Losung des mathematischen Problems in
Form eines Verbalalgorithmus entwickelt wird. Ein kleines Handbeispiel zum Ver-
stindnis des Algorithmus schlieft sich an. Im Gegensatz zum zweiten Abschnitt,
wo befehlsmiBig aufgeschliisselter Algorithmus und PASCAL-procedure optisch
parallel dargestellt werden, sind im dritten und vierten Abschnitt nur noch die
PASCAL-procedures angegeben.

Aus Platzersparnisgriinden haben wir auf eine Angabe von Programmablaufplinen
verzichtet.

Wir werden es stindig mit Mengen zu tun haben, wobei alle auftretenden Mengen end-
lich sind. Wenn in der Mathematik von einer Menge die Rede ist, so ist darin einge-
schlossen, daf die Elemente derselben paarweise verschieden voneinander sind. Bei
vielen Anwendungsfillen geschieht es jedoch, daB in einem Ensemble 8 = {b;,
by, ..., by} von Elementen b; gewisse der Elemente gleich sind (oder doch gleich sein
konnen). In einem solchen Fall pflegt der Mathematiker das Ensemble 98 eine Fa-
milie zu nennen. Handelt es sich in diesem Buch um Ensembles von Knoten, Bogen
oder Kanten, so sind die Elemente stets verschieden voneinander, handelt es sich
jedoch um. GréB8en, die Knoten, Bogen oder Kanten zugeordnet sind (z.B. Bogen-
lingen, Kapazitdten, Potentiale o.a.), so miissen die zu einem Ensemble zusammen-
gefaBten Grofen nicht unbedingt paarweise verschieden voneinander sein.

Denken wir uns z.B. 5 Kinder X, X,, ..., X; zu einer Menge X zusammengefaft.
Die 5 Kinder mogen eine Kette K, = (X,, X,, X, X;, X;) bilden, wobei X, sich
an X, festhilt, X, sich an X, und X; festhilt usw. In dieser Deutung spielt die An-
ordnung der Elemente der Menge ¥ offenbar eine grofie Rolle, da sich die Kette
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K, von einer Kette K, = (X, X,, Xj, X,, X;;) unterscheidet, wenn sich die Kinder
in einer anderen Reihenfolge festhalten. In der Mathematik nennt man die Anord-
nung der 5 Elemente X, X,, ..., X; gemiB der Kette K, eine Permutation der 5 Ele-
mente gemdf der Anordnung K, (oder auch umgekehrt). Hat man allgemein eine

Menge M = {X,, X,, ..., X,,} von n Elementen gegeben, so beschreiben wir eine
Permutation von ¢ durch (X;, X, ..., Xin)’ wobei die Indizes ¢, 1, ..., 1, eine
Umordnung der ersten = natiirlichen Zahlen 1, 2, ..., n sind.

Im obigen Beispiel (K, aufgefafit als Permutation von K,) wire
=21 =41=>519=1,1=23.

Leider benétigen wir manchmal noch kompliziertere Indizierungen einer Menge
oder doch von Teilmengen derselben.

Denken wir uns eine Menge ¥ = {X, X,, ..., X,,} gegeben. Wir wollen eine gewisse
Anzahl r von Untermengen ¥; (: =1, 2,...,7) beschreiben. Dann unterscheiden
sich die Untermengen voneinander nicht nur in den Elementen, aus denen sie gebil-
det werden, sondern evtl. auch in ihrer Anzahl. Wir beschreiben dann die ¥; in der

Form:
X = {Xi}’ Xi%, vee, Xi;h}, e, X, = {Xi{’ Xig, vy Xi;‘r}.

Wire z.B. ¥ = {X, X,, X;, X,, X;}, r = 3, und ¥, = {X, X,}, ¥, = {X;, X;} und
X3 = {X,, X3, X, X}, 80 wiire ¢} = 1, 4} = 4, n; = 2 usw.

Kommen wir nun zu dem héufig benétigten Begriff der lexikographischen Anordnung
von Untermengen einer gegebenen Menge. Dazu betrachten wir das folgende Bei-
spiel.

In einer Kiste befinden sich 8 Gewichte P,, P,, ..., Py zu 1kg, 2 kg, ..., 8 kg, resp.
Welche Moglichkeiten bestehen fiir ein Kind, gewisse der Gewichte wegzutragen,
wenn es einerseits moglichst viele Gewichte wegtragen méchte, jedoch andererseits
nicht mehr als 7 kg auf einmal tragen kann ?

Ausprobieren aller Varianten zeigt, daB die folgenden 7 Moglichkeiten bestehen:

$1={P1:P2’P3},%={P1’P2’ P4}’st={Pl’Ps}’x‘;:{PvPs}’
st={Pz’Ps}:SZe={P3’P4}’Szv={P7}'

Alle diese 7 Mengen sind maxtmale Mengen. Darunter verstehen wir, da es nicht
moglich ist, zu irgendeiner der Mengen T; noch ein nicht in ¥; liegendes Element
P; hinzuzufiigen, ohne die Gewichtsgrenze von 7 kg zu iiberschreiten. Als Maximum-
mengen (die moglichst viele Elemente enthalten) kommen jedoch nur ¥, und g, in
Frage.

Die 7 das gestellte Problem l6senden Teilmengen ¥; haben wir — wie man sagt —
lexikographisch geordnet. Darunter ist folgendes zu verstehen: Gegeben sei eine n-
elementige Menge X = {X, ..., X,}. Einer Teilmenge X' von X ordnen wir einen
Vektor t = (¢, ¢, ..., t,) mit » Komponenten zu, wobei

0, falls X;¢ %’
v ‘1, falls X;¢c X'
t heilt der charakteristische Vektor von X’ bez. X.
In unserem Beispiel der Gewichte wire der zur Untermenge ¥, gehorige charakte-
ristische Vektor t; = (1,0, 0,0, 1, 0, 0).
Seien t und s die den zwei Teilmengen ¥, & C X einer Menge X = {X,, X,, ..., X,}
zugeordneten charakteristischen Vektoren bez. X. Fiir & 4= T unterscheiden sich
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t und s in wenigstens einer Komponente. Es sei k die kleinste natiirliche Zahl, fiir die
& == s gilt (wenn t = (¢, ..., ¢,) und s = (s}, ..., s,) ist). Falls ¢, =1 und s; = 0 ist,
8o sagen wir, ¢ liegt vor s (geschrieben ¢t <C s), andernfalls liegt s vor ¢.
Eine Menge {T,,3T,,...,%,} von Teilmengen einer Menge X heilt lexikographisch
geordnet, falls fiir die charakteristischen Vektoren bez. X die Beziehung ¢, < ¢, <
o< t, gilt.
Der Lesfr schreibe fiir das Beispiel die 7 charakteristischen Vektoren auf und iiber-
zeuge sich selber davon, dal die §; in der angegebenen Reihenfolge lexikographisch
geordnet sind.
AbschlieBend mochten wir noch den héufig — nicht nur im Buch — gebrauchten Begriff
der Optimierung kliren: Wir verstehen durchgehend unter Optimierung das Auffin-
den eines Maximums oder Minimums - je nach Aufgabenstellung. In der nichtmathe-
matischen Sprache wird der Begriff Optimierung [optimum (lat.) das beste, am besten]
zunehmend falsch verwendet, etwa in der Form: Gegeben ist der Zustand eines
Systems, der einem nicht gefillt und den man zu verbessern wiinscht. Wenn es nun
gelingt, den Zustand tatsichlich zu verbessern, so wird dieses hiufig bereits als
Optimierung gefeidrt, obwohl es doch nur eine Meliorierung [melior (lat.) besser] ist,
denn ob man wirklich den bestmoglichen Zustand erreicht hat, entzieht sich meist
der Beurteilung.

iir Meliorierung hat sich in der Fachliteratur ein anderer, auch nicht gerade gliick-
licher Begriff eingestellt: Ist einem eine Meliorierung gelungen, weifl man aber ziem-
lich sicher, daBl das Optimum noch nicht erreicht ist, so spricht man davon, da8 die
gefundene Lésung suboptimal ist, dabei suggerierend, da8 man wohl schon dicht
am Optimum liegt. Als kritischer Beobachter kénnte man die gefundene Losung
ebensogut als nonpessimal [pessimum (lat.) das schlechteste, am schlechtesten]
bezeichnen. Aus mathematischer Sicht befindet sich ein System in suboptimalem
Zustand genau dann, wenn es sich nicht im pessimalen Zustand befindet.



1. Grundlagen

1.1. Was ist ein Graph?

In vielfiltiger Form treten uns Graphen direkt oder indirekt entgegen. In direkter
Form z.B. als Stadtpline, wo den Kreuzungen die Punkte oder Knoten des Graphen
entsprechen und den die Kreuzungen verbindenden StraBen die Kanten, sofern die
StraBen in beiden Richtungen befahrbar sind, oder die Bdgen, sofern es sich um
Einbahnstraf8en handelt. In vielen Anwendungsfillen aber treten uns die Graphen
nicht unmittelbar entgegen. Betrachten wir etwa die elektrische Schaltung der
Abb. 1.1.1a. Die Modellierung mittels eines Graphen gemif3 Abb. 1.1.1b erfordert
einerseits einige Opfer an Information, wohingegen sie andererseits gewisse Eigen-
schaften deutlicher hervortreten liBt. Geht es z.B. nur darum zu ermitteln, wieviel
unabhiingige Maschen das elektrische Netz hat, so reicht der Modellgraph véllig
aus. Benotigt man jedoch zur Berechnung der Zweigstrome die genauen Maschen-
gleichungen, so reicht der Graph nicht mehr aus, denn die EMK und Widerstinde
sind im Graphen verlorengegangen.

Abb.1.1.1

Noch weniger offensichtlich ist die Modellierung einer allseits beliebten Fliissigkeit
durch einen Graphen. Hat der Chemiker durch die Summenformel C,H,0H (vgl.
Abb. 1.1.2a) bereits fast alles Schone beseitigt, so ist dem Graphen der Abb. 1.1.2b
nichts Originales mehr anzusehen.

Fiir manche Zwecke ist dennoch auch hier das Graphenmodell vollig ausreichend,
etwa wenn man sich nur fiir die Valenzverhéltnisse interessiert.

Bei manchen Problemen wird man quasi zwangsweise auf ein Graphenmodell ge-
fiihrt: Der Schiiler, der sich an dem Problem versucht, drei Hauser mit drei Werken
8o zu verbinden, daB sich keine zwei Verbindungen kreuzen, macht sich selber ein
Modell, denn selten wird er drei Hiauser und drei Werke hinzeichnen und zwischen
ihnen die Verbindungen suchen, sondern er wird die drei Hauser durch einen Typ
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von Punkten oder Knoten charakterisieren und die Werke durch einen anderen Typ
und hat damit bereits eine Modellierung vollzogen.

a A b o
H— lc—H oy
H— l —0—H o——g——0—0
/I4 ° Abb. 1.1.2

War bei den bisherigen Beispielen jedem Leser einleuchtend, daB man mittels eines
Graphen ein fiir gewisse Zwecke brauchbares Modell aufbauen kann, so ist das bei
dem folgenden keineswegs mehr der Fall. Betrachten wir dazu ein Beispiel aus der
Unterhaltungsmathematik: Am rechten Ufer eines Flusses befinden sich zwei Missio-
nare und zwei Kannibalen sowie ein Boot, das hochstens zwei Personen beférdern
kann. Genau einer der Missionare und genau einer der Kannibalen ist in der Lage,
das Boot zu rudern. Ziel ist es, alle vier Personen auf die linke Seite des Flusses zu
rudern, wobei dafiir zu sorgen ist, da8 nirgends ein Missionar allein beiden Kanni-
balen gegeniibersteht (evtl. weil die Kannibalen den Missionar von der Erfolglosigkeit
seiner Mission iiberzeugen koénnten). Wie ist die Uberfahrt zu organisieren ? Der
Leser wird sicher selber eine Losung dieser kleinen Aufgabe finden, dennoch wollen
wir ein Graphenmodell angeben, mit dessen Hilfe nicht nur diese kleine Aufgabe
gelost werden kann, sondern welches uns die Moglichkeit gibt, auch analoge Aufgaben
zu 16sen:

Der Ausgangszustand wird beschrieben durch das Symbol MM KK, dabei bedeutet
ein Punkt iiber M oder K, da8 dieser Missionar bzw. Kannibale zu rudern in der Lage
ist. Weiter sind die folgenden Zustinde moglich: MMK, MMK, MK, MK, MK,
KK, K,(, wobei wir uns stets das Boot auf der rechten Seite denken (aufler im Falle @,
in welchem niemand mehr auf der rechten Seite ist, womit ja zwangsldufig auch
das Boot nicht rechts sein kann). Ein Zustand MKK ist nicht méglich, da die Kanni-
balenzahl rechts die der Missionare iibertrifft, aber auch der Zustand M ist nicht
moglich, da andernfalls links mehr Kannibalen als Missionare wiren. Der Zustand
K ist nicht moglich, da das Boot von einem Kannibalen ohne Qualifikation gerudert
worden wire. Nun konstruieren wir einen Graphen, und zwar wird jedem der mog-
lichen Zustinde auf dem rechten Ufer ein Knoten zugeordnet, vgl. Abb. 1.1.3,
dabei verbinden wir genau dann zwei Knoten durch eine Kante, wenn die den Knoten
entsprechenden Zustiénde durch eine Hin- und Herfahrt ineinander iiberfiihrbar sind.

So ist es z.B. méglich, den Zustand M MK in den Zustand M K zu tiberfiihren, indem
beide Missionare auf die linke Seite rudern, dort steigt der ruderunfihige Missionar
aus, und der andere Missionar rudert zuriick nach rechts. Da im Falle erfolgreicher
Uberfahrt aller das Boot zwangslidufig auf der linken Seite ist, haben wir den Zu-
stand @ durch eine Schlange iiber der 0 gekennzeichnet. Zur Losung der urspriing-
lichen Aufgabe miissen wir nun einen Weg vom Knoten M MKK zum Knoten 0
finden. Da es mehrere Wege gibt, gibt es auch mehrere Losungen. Der Leser iiberlege
sich selber, ob die Uberfahrt auch gelungen wire, wenn nur ein Missionar oder nur
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ein Kannibale rudern kénnte. Wie sieht es bei der Uberfahrt dreier Missionare und
dreier Kannibalen aus, wenn nur ein Missionar und nur ein Kannibale rudern kann ?
Beliebig viele Aufgaben schliefien sich an, die durch dhnliche Modelle behandelbar
sind.

Nach diesen Beispielen kommen wir nun zur mathematischen Definition eines
Graphen.

MMKK

MMK

Abb. 1.1.3

Definition

Ein Graph G = G(X, 1) besteht aus einer Menge X = {X,, ..., X,)}, ge-
nannt Menge der Knotenpunkte oder Knoten des Graphen, einer Menge
U = {uy, ..., u,}, genannt Menge der Kanten im ungerichteten Fall und
Menge der Bégen im gerichteten Fall, sowie einer sog. Inzidenzfunktion f,
die jeder Kante u, ein ungeordnetes Paar [X;, X;] von Knoten X;, X; -
nidmlich ihre Endpunkte oder Endknoten — bzw. im gerichteten Fall jedem
Bogen u, ein geordnetes Paar (X;, X;) von Knoten X;, X; zuordnet.
Im gerichteten Fall heit dann X; der Anfangs- oder Startknoten des
Bogens u, und X; End- und Zielknoten von u,.

Wem zu Beginn diese Definition zu abstrakt ist, der sei nicht betriibt, im praktischen
Arbeiten mit den Graphen gibt es nur Knoten und Kanten oder Bogen, die gewisse
dieser Knoten miteinander verbinden. In dieser Weise werden wir auch stets sprechen.

1.2. Beschreibung und Speicherung von Graphen

Will man mittels einer EDVA (Elektronische Datenverarbeitungsanlage — ein schénes
kurzes Wort gemessen am Wort Rechner) einen Graphen »verarbeiten«, so mufl der
Graph dem Rechner in verniinftiger Weise »eingegeben« werden. Um die rechen-
technische Organisation dieser Eingabe wollen wir uns nicht weiter kiimmern. Wich-
tig ist, daB der Graph im Ergebnis in irgendeiner Weise »aufgelistet« ist, dal also
am Ende der Eingabe auf alle Fille die Knoten numeriert sind. Wir werden dabei
im weiteren die Knotennummer mit dem bei der Definition des Graphen verwandten
Knotenindex gleichsetzen. Man soll sich jedoch klar sein, daB diese Numerierung
willkiirlich »aufgezwungenc ist, daB derselbe Graph also auf verschiedene Weise be-
schrieben werden kann (sog. Isomorphie von Graphen). Mit diesem Mangel miissen
wir leben.
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Obwohl moderne Rechner durch Magnetbénder und -platten praktisch unbegrenzt
iiber Speicherplatz verfiigen, ist fiir die Rechengeschwindigkeit doch der innere
Hauptspeicher mit schnellem Zugriff von ausschlaggebender Bedeutung. Gehen wir
bei Uberlegungen zur Speichertechnik von einer »Partitionierung« des Speichers aus,
so ist es real anzunehmen, daB zur Speicherung etwa 100 KByte zur Verfiigung stehen
(1 Byte = 8 bit, 1 KByte = 1024 Byte). Nehmen wir an, daB ein Graph (z.B. der
Netzplan eines groBeren Projektes) 1000 Knoten und 2000 Bogen hat, und packen
wir jede Knotennummer und jede Bogennummer in je ein Wort zu 4 Byte, so bené-
tigen wir rund 12 KByte zur alleinigen Speicherung der Knoten- und Bogennummern,
ohne daB schon irgendwelche Inzidenzverhiltnisse gespeichert wiren. Es ist also
ratsam, den Speicherbedarf sorgfiltig zu kalkulieren. Es darf aber auch an die
Grundvorstellungen vom Aufbau eines Speichers erinnert werden: Der abzuspei-
chernde mathematische Begriff ist naturgeméB der Vektor, dem in der Rechentechnik
die Liste entspricht. Eine Matrix z.B. wird als Folge von Spalten- oder auch Zeilen-
vektoren gespeichert.

Will man zeitaufwendige AdreBrechnungen vermeiden, so muf man bei der Speiche-
rung die zu programmierenden Algorithmen beachten, und umgekehrt — wir werden
das geniigend oft praktizieren — sollte man beim Algorithmenentwurf die Speicher-
technik ins Auge fassen.

Da wir eigentlich ausschlieBlich sog. schlichte Graphen betrachten, also Graphen,
die weder isolierte Knoten noch Schlingen (Anfangs- und Endknoten des Bogens
fallen zusammen) noch Mehrfachbigen (verschiedene Bogen haben gleiche Anfangs-
und Endknoten) besitzen, wollen wir, wenn wir von Graphen sprechen, stets schlichte
Graphen im Auge haben. Sollte an irgendeiner Stelle diese Voraussetzung verletzt
sein, so wollen wir an Ort und Stelle darauf verweisen.

Da wir in den Rechnerprogrammen ausschlieBlich mit gerichteten Graphen operieren,
wollen wir die folgenden Definitionen nur fiir gerichtete Graphen angeben. Fiir un-
gerichtete Graphen konnen die Definitionen in #hnlicher Weise iibernommen wer-
den.

Auch wenn sich die spezielle Aufgabenstellung auf einen ungerichteten Graphen G
bezieht, werden wir zur rechentechnischen Realisierung der erforderlichen Losungs-
algorithmen G in einen gerichteten Graphen verwandeln (vgl. Abschnitt 1.4.).

1. Speichervariante : Adjazenzmatrix

Wir denken uns die Knotenpunkte in irgendeiner Weise numeriert, also ¥ = {X,,
X,,..., X,}. Dem Graphen G(%, 1) ordnen wir seine Adjazenzmatrix A = (a;);—15..
mit n Zeilen und » Spalten wie folgt zu: i=12,.m
1, sofern es einen Bogen u = (X;, X;) gibt
LA {0 andernfalls.
Betrachten wir den Graphen der Abb. 1.2.1a. Die zugehérige Adjazenzmatrix ist:

123 45 6
01000 1\ 1
001000\ 2
0007110 3
A=AG) =19 1001 0] 4
100000/ 5
0000710/ &



Abb. 1.2.1

Bei einer anderen Numerierung der Knoten wire selbstverstindlich eine andere
Adjazenzmatrix herausgekommen, die jedoch durch geeignete Permutation der Zei-
len und Spalten in obige Matrix transformierbar ist.

2. Speichervariante : Inzidenzmatrix

AuBer den Knoten des Graphen G numerieren wir auch die Bogen willkiirlich durch,
etwa gemiB der Abb. 1.2.1b.

Wir ordnen G die sog. Inzidenzmatrizx F = (f,5),_;5 . n 2Zu, wobei
8=1,2,....m

1, falls X, Startknoten des Bogens u, ist
f.e =1—1, falls X, Zielknoten des Bogens u, ist
0, falls X, nicht mit u, inzidiert.

Fiir den Graphen der Abb. 1.2.1b und die dort angegebene Numerierung der Knoten
und Bégen erhalten wir:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 —1 0 1 0 0 0 1
1 -1 -1 0 0 0 0 0 0\ 2
1 0 0o o0 1 0 o0 1 ol 3
F=F&®={ 4 1 o o0 -1 o o o 1] &
0o 0 0o 1 0 0 —1 —1 —1/] 5
0 0 0 0 0 -1 1 o o &6

Auch die Inzidenzmatrix hétte bei anderer Numerierung von Knoten oder Bogen ein
anderes Aussehen erhalten.
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3. Speichervariante : Listenspeicherung

In vielen praktischen Féllen ist die Adjazenzmatrix nur diinn besetzt, d.h., der grofte
Teil der Matrixelemente ist 0, jedoch wird durch das Speichern der vielen Nullen
betriichtlicher Speicherplatz vergeudet. Die Inzidenzmatrix gar besteht bis auf
zwei Elemente pro Spalte aus Nullen.

Denken wir uns etwa einen Graphen mit 1000 Knoten und 2000 Bégen, nehmen wir
an, wir benétigen fiir ein Element von A (also 0 oder 1) 1 bit und fiir ein Element
aus F (also 0 oder 1 oder —1) 2 bit, so benétigt die Speicherung von A etwa 125 KByte
und die von F sogar 500 KByte.

Dariiber hinaus treten fiir eine Reihe von Aufgabenstellungen noch Suchprobleme
auf; denn zum Priifen, ob z.B. der Knoten X; mit dem Knoten X; durch einen Bogen
verbunden ist, bendtigt man bis zu 1000 Vergleiche. So angenehm fiir theoretische
Untersuchungen und evtl. fiir Rechnungen von Hand die Matrixdarstellung eiries
Graphen sein kann, fiir die Rechnung mittels Rechners ist eine Matrixdarstellung i. allg.
indiskutabel (wie Ausnahmen stets zur Regel gehéren, werden wir ab und zu — etwa
im Abschnitt iiber kiirzeste Wege — auch einmal von der Matrixdarstellung Gebrauch
machen).

3.a) Listenspeicherung Vorldufer VL [k] mit zugehériger Indexliste IV L [7]

Zur Erlduterung betrachten wir den Graphen der Abb. 1.2.1¢c. Die Knoten sind wieder-
um willkiirlich numeriert. Die Bogen numerieren wir wie folgt: Wir betrachten alle
Bogen, die in den Knoten X, hineinlaufen, es mégen genau v—(X,) (die sog. Eingangs-
valenz von X,) Stiick sein. In beliebiger Reihenfolge geben wir diesen v—(X;) Bogen
die Nummern 1, 2, ..., v~(X;) (im Beispiel lauft nur ein Bogen in X, hinein, somit
bekommt dieser eine Bogen die Nummer 1). Nun betrachten wir die v=(X,) Bogen,
die in den Knoten X, hineinlaufen [im Beispiel ist v—(X,) = 2], und geben diesen
v~(X,) Bogen in beliebiger Reihenfolge die Nummern v—(X,) + 1, v=(X,) 4 2, ...,
v~(X;) + v (X,), also die nichsten v—(X,) Nummern. So setzen wir das Verfahren fort,
eine mogliche Numerierung gemi8 dieser Vorschrift ist in Abb. 1.2.1¢ angegeben.
Damit sind die Nummern der Bégen fixiert, eine gewisse Freiheit besteht noch in
der Reihenfolge, so hitte man die Nummern 6, 7, 8 der drei in den Knoten X ein-
laufenden Bogen auch permutieren kénnen. Es zeigt sich jedoch, daB eine exakte
Vorschrift in der Reihenfolge — etwa bei festem Zielknoten nach steigender Nummer
des Startknotens — keinen Gewinn bringt.

Nach dieser Bogennumerierung kann man nun den Graphen mittels einer Bogenliste
der Linge m (Anzahl der Bogen von @), die wir Vorlguferliste VL [k] nennen, und einer
Indexliste der Lénge n + 1 (n ist die Knotenanzahl) beschreiben. An die Stelle £ der
Bogenliste VL [k] schreiben wir die Nummer des Startknotens des Bogens mit der
Nummer k, also in unserem Beispiel

k =123 45 6 1789
VLIkl]=5 1 4 2 3 6 3 4 1. \

An die Stelle 7 der Indexliste IV L [¢] schreiben wir die Nummer des Bogens mit
kleinster Nummer unter allen Bogen, die in den Knoten X einlaufen. In unserem
Beispiel ergibt sich :

> 0
[=13
S O
Nel¥er]
S~

=1 2
=1 2

2
IVL[3)
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Aus Griinden der ZweckmaiBigkeit haben wir noch einen fiktiven Knoten X, , mit
IVL[n 4 1] = m + 1 aufgenommen. Dadurch werden Schwierigkeiten am Listen-
ende vermieden, so erhélt man durch diese Festlegung fiir jeden Knoten X;(z =
1,2,...,n) die Anzahl v=(X;) der in den Knoten X; einlaufenden Béigen aus der
Beziehung

v (X)) = IVL[i + 1] — IVL[i],i = 1,2, ..., n.

Die waeckmz'a:Bigkeit der Einfiihrung von IVL[n + 1] werden wir noch geniigend oft
erleben.

Eine weitere Schwierigkeit mu8 noch behoben werden: Es kann ja geschehen, dafl
iiberhaupt kein Bogen in den Knoten X einlduft. Dann gibt es natiirlich auch keinen
Bogen mit kleinster Nummer, der in X; einlduft. Da wir aber dennoch einen Wert
IVL[7] in diesem Fall benétigen, setzen wir zweckmaBig IVL[i] := IVL[i + 1].
Betrachten wir dazu den Graphen der Abb. 1.2.2a. Die beiden Listep haben dann
folgendes Aussehen:

k =123 45678 9
VL[] =3 7 3 7 4 1 5 4 6
i =123 4567/ 8
IVI[{]=1 3 5 5 5 7 8 / 10.

Y.

Abb. 1.2.2

Da nimlich in X, kein Bogen einlduft, wird IVL[3) := IVL[4]. Da aber auch in
X, kein Bogen einlduft, wird IVL[4] := IVL[5] := 5.

3.b) Lustenspeicherung Nachfolger N F[k] mit zugehoriger Indexliste INF[7]

Fiir eine Reihe von Problemen ist es zweckmiBiger, die Numerierung der Bogen nicht
nach steigender Zielknotennummer, sondern nach steigender Startknotennummer
vorzunehmen. Wir erhalten dann die nachfolgeorientierte Listenspeicherung. Be-
trachten wir dazu den Graphen der Abb. 1.2.1d. Obwohl dieser Graph offenbar
gleich (besser: isomorph) den anderen der Abbn. 1.2.1 ist, werden wir bei gleicher
Knotennumerierung nunmehr eine andere Bogennumerierung erhalten. Aus X, laufen
zwei Bogen aus, diese beiden Bogen erhalten in beliebiger Reihenfolge die Nummern 1
und 2. Aus X, lduft ein Bogen aus, er erhilt die Nummer 3, aus X laufen zwei Bogen
aus, diese erhalten in beliebiger Reihenfolge die Nummern 4 und 5, usw. Eine solche
Bogennumerierung ist in Abb. 1.2.1d angegeben. In die Bogenliste NF[k] schreiben
wir an die Stelle k¥ die Nummer des Zielknotens des Bogens mit der Nummer £, an
die Stelle 7 der Indexliste /N F[7] schreiben wir die Nummer des ersten (in der Reihen-
folge der Numerierung) aus X; auslaufenden Bogens. In unserem Beispiel ergibt
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sich
k =1 2 3 4 5 6 7 8 9
NF[k] =2 6 3 4 5 2 5 1 5
) =1 2 3 4 5 6 / 7
INF[i)=1 3 4 6 8 9 / 10.

Auch in diesem Falle wurde zweckmaBig fiir einen fiktiven Knoten X, ., ein Index
INF[n + 1] eingefithrt mit INF[n + 1] := m + 1. Entsprechend der Festlegung
bei der Vorlduferorientierung ergibt sich dadurch fiir die Ausgangsvalenz v+(X),)
irgendeines Knotens X;:

vH(X;) = INF[i + 1] — INF[i], i = 1,2, ..., n.

Falls es einen (oder mehrere) Knoten X; gibt, aus dem kein Bogen herausliuft,
setzen wir INF[{] := INF[¢ + 1]. Damit ergibt sich fiir den Graphen der Abb. 1.2.2b
(der gleich dem der Abb. 1.2.2a ist)

k =12 3 456789
NF[k] =5 2 1 75 6 7 1 2
i =12 3 456 7/ 8
INF[{]=1 2 2 4 6 7 8 / 10.

Es ist leicht zu erkennen, daB sich die Numerierung der Bigen bei der Nachfolger-
orientierung von der bei der Vorlduferorientierung unterscheidet. Fiir viele Rech-
nungen ist es sehr wichtig, das zu beachten.

Die Listenspeicherung ist meist giinstiger als die Matrixspeicherung; denn bei der
Listenspeicherung werden jeweils nur m + n 4 1 Speicherplitze benétigt. Ist der
Graph jedoch sehr dicht, gibt es also zu fast jedem Paar X;, X; von Knoten auch den
Bogen (X, Y;), so wird die Listenspeicherung nicht speicherplatzgiinstiger als die
Matrixspeicherung. In den meisten Anwendungsfillen sind die Graphen jedoch nicht
sehr dicht.

Welche der beiden Listenspeicherungen (vorldufer- oder nachfolgerorientiert) gene-
rell besser ist, kann nicht gesagt werden. Der Aufgabenstellung angepaBt, werden
wir die eine oder die andere Variante wéhlen.

Bei einer Reihe von Problemen sind die Modellgraphen von Natur aus ungerichtet.
In diesem Fall geben wir den Graphen durch zwei Listen A[k] und E[k] je der Lénge m
an. Fiir viele Zwecke ist dann die Umwandlung des ungerichteten in einen gerichteten
Graphen zweckmiBig, wir werden darauf in 1.4. niher eingehen.

1.3. Algorithmus und Programm

Sicher ist es iiberfliissig, dem Leser zu erkliren, was ein Algorithmus oder was ein
Rechnerprogramm ist; dennoch wollen wir uns zunichst iiber die Darstellungsart
verstdndigen, die wir im weiteren verwenden wollen. Geldufig ist die Darstellung eines
Algorithmus in einem sog. Programmablaufplan, genannt PAP. Betrachten wir die
Abb. 1.3.1. Der Leser wird diesen PAP ohne weitere Erlduterungen verstehen, dabei
ist am Ende der Nagel genau dann gerade eingeschlagen und fest, wenn ERFOLG = 1
ist, andernfalls ist ERFOLG = 0. Da die Darstellungsart in einem PAP im Regel-
falle sehr platzaufwendig ist, wollen wir eine andere Form wihlen, die wir an Hand
desselben Beispieles erldutern.
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Erfolg:=0
Hammer ergreifen

Nagel ergreifen
Schiag

—{ Ndgel vorhanden ?

nein

I/'r/'nken einer Flasche Bjer l

C Sind noch Fla.schen da? /e

nein =
E Abb. 1.3.1

Verbalalgorithmus zum Einschlagen eines Nagels

Vorgaben: Hammer, Négel, Flaschen mit Bier

Service:  Entscheidung, ob der Nagel eingeschlagen wurde oder nicht
(1) ERFOLG:=0; Hammer ergreifen
(ii) Nagel ergreifen
(iii) Schlag
(iv) falls (Daumen ist blau) gehe nach (x)
(v) falls (Nagel ist fest) setze ERFOLG := 1 und gehe nach (viii)
(vi) falls (Nagel ist gerade) gehe nach (iii)
(vii)  falls (Nagel sind noch vorhanden) gehe nach (ii)
(vili)  Trinken einer Flasche Bier
(ix) falls (Flaschen sind noch vorhanden) gehe nach (viii)
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(x) Fluch
ENDE: Falls ERFOLG = 1 ist, ist der Nagel wie gewiinscht fest einge-
schlagen, falls jedoch ERFOLG = 0 ist, wurde das Ziel nicht
erreicht.
Der Leser sieht unmittelbar, da8 der aufgeschriebene Verbalalgorithmus dem PAP
vollig gleichwertig ist.
Es ist dabei vereinbart, daBl die lineare Befehlsabfolge stets verlassen wird, wenn ein
Test positiv ausfillt. Fallt ein Test negativ aus, wird der néchste Befehl der Abfolge
abgearbeitet.
Unsere Absicht ist es im weiteren, alle von uns vorgestellten Algorithmen als Pro-
gramme in der Programmiersprache PASCAL zu formulieren. Damit auch der Leser,
der mit der Programmiersprache PASCAL nicht vertraut ist, das Buch nicht vorzeitig
weglegt, werden wir in den beiden ersten Kapiteln zwischen die Stufe des (groben)
Verbalalgorithmus und die Stufe des fertigen PASCAL-Programmes eine Stufe ein-
schalten, die wir befehlsmdifigen Algorithmus nennen. Dieser ist soweit aufgeschliisselt
wie das PASCAL-Programm, jedoch werden die Befehle in einem ALGOL- bzw.
PASCAL-dhnlichen Deutsch mit den iiblichen mathematischen Symbolen formuliert.
In den beiden ersten Kapiteln stellen wir den befehlsmiBigen Algorithmus optisch
neben das PASCAL-Programm, damit sich der Leser leichter in die Sprache PASCAL
einliest. Die Stufe des befehlsmiBigen Algorithmus lassen wir in den beiden letzten
Kapiteln dann weg.
Den formalen Teil der Programme wollen wir méglichst klein halten, da wir vor allem
Algorithmen vermitteln wollen und weniger Programmiertechniken. Dazu geben wir
die folgende Erlduterung:
Wir wollen uns bei der Programmerarbeitung nicht mit Einzelheiten der Eingabe
abmiihen. Ebenso verzichten wir auf rechentechnische Einzelheiten der Ergebnis-
ausgabe. Im Héchstfalle deuten wir eine Ausgabe eines Resultates durch eine write-
Anweisung an. Unser Hauptaugenmerk liegt auf dem graphentheoretischen Zu-
sammenhang und der Umsetzung des Losungsalgorithmus in ein arbeitsfihiges
Pregramm. Abgesichert wird diese Arbeitsweise rechentechnisch durch eine kon-
sequente Verwendung der Unterprogrammtechnik. Das entspricht auch der Tatsache,
daB in den meisten Féllen der von uns erarbeitete Algorithmus nur ein Routine-
prozeB in einem groferen Zusammenhang sein wird.
Die weiteren Ausfithrungen dieses Abschnittes 1.3. kann der PASCAL-unkundige
Leser zunichst iiberspringen und erst bei Bedarf nachlesen.
Das PASCAL-Unterprogramm wird als yPROCEDURE« vereinbart. Vor dem eigent-
lichen Anweisungsteil steht nach dem Wort PROCEDURE der Name des Unter-
programmes und dahinter — eingeschlossen in runde Klammern - eine Liste formaler
Parameter. Man unterscheidet drei Arten formaler Parameter:
1. Wertparameter — das sind GroBen, von denen die Prozedur ausgeht, also Eingangs-
parameter der Prozedur, denen die Prozedur selber kein Ergebnis zuweisen darf.
2. Referenzparameter — das sind unter anderen alle die Parameter, die vom Unter-
programm an das aufrufende Programm vermittelt werden. Referenzparameter kon-
nen aber auch als Eingangsparameter genutzt werden, sie diirfen jedoch dann nicht
durch (Rechen-)ausdriicke aktualisiert werden. Der Nennung jeder Gruppe der
Referenzparameter wird das Wortsymbol VAR vorangestellt. Aus Speicher-
platzgriinden werden wir alle Felder — sowohl Eingangs- als auch Ausgangspara-
meter — als Referenzparameter iibergeben.
3. Im Original-PASCAL gibt es auch die Moglichkeit, an ein Unterprogramm Namen
von Prozeduren zu vermitteln. Das Unterprogramm kann dann diese formalen
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Prozeduren nutzen. Der Aufzihlung solcher Prozedurparameter wird das Wort-
symbol PROCEDURE vorangestellt. Da der von uns verwendete Compiler diese
Moglichkeiten nicht besitzt, werden wir sie auch in unseren Unterprogrammen
nicht nutzen.
Der Aufruf einer Prozedur in PASCAL erfolgt einfach durch Nennung ihres Namens
und dahinter — eingeschlossen in runde Klammern — die Aufzéhlung der aktuellen
Bezeichnungen fiir die formalen Parameter, wobei auf gleiche Anzahl, Reihenfolge
und Typiibereinstimmung geachtet werden muB. Betrachten wir dazu ein Beispiel:
Im Kapitel 2. werden wir zwei Unterprogramme entwickeln, die alle Knoten eines
gerichteten Graphen ermitteln, die von einem vorgegebenen Knoten X, aus erreich-
bar sind (Definition der Erreichbarkeit auf S. 37). Fiir das eine dieser Unterpro-
gramme wird die Prozedurvereinbarung wie folgt aussehen:

»yPROCEDURE BFS(N,P:INTEGER; VAR INF,ANTE,NUMMER:
KLISTE; VAR NF:BLISTE; VAR Z:INTEGER) .

Das bedeutet: Die Prozedur mit dem Namen BFS (Abkiirzung von yBREADTH-
FIRST-SEARCH«) muB beim Aufruf mit zwei ganzen Zahlen N (Anzahl der Knoten
des Graphen) und P (Index des Knotens X,,, von dem aus alle erreichbaren Knoten
gesucht werden), ferner einer Knotenliste INF sowie einer Bogenliste NF (betreffend
INF und NF vgl. Abschnitt iiber Listenspeicherung) versorgt werden. Die Prozedur
liefert als Ergebnis eine ganze Zahl Z (Anzahl der vom Knoten X, aus erreichbaren
Knoten) sowie zwei Knotenlisten:

ANTE (Dabei bedeutet ANTE [J] = I, daB X; auf einem Weg von X, aus erreichbar
ist, wobei der letzte Knoten vor X; (auf diesem Weg) der Knoten X ist. ANTE[J] =
0 bedeutet, daB X; von X, aus nicht erreichbar ist.) und

NUMMER (Dabei bedeutet NUMMER[R] = S, daB der Knoten X, von X, aus
erreichbar ist und sich X, im Verlauf des Algorithmus als der r-te Knoten erwies, der
von X, aus erreichbar ist.)

In einem anderen Algorithmus, mit dem alle stark zusammenhingenden Komponen-
ten (vgl. Abschnitt 2.5.) eines gerichteten Graphen bestimmt werden sollen, benutzen
wir die Prozedur BFS in den folgenden zwei Weisen:

a) BFS(n, p, INF, VMARKE, NUMMER, NF, ¢) und
b) BFS(n, p, IVL, RMARKE, NUMMER, VL, ¢').

Durch die Anweisung a) werden die ¢ Knoten X, die von X, aus erreichbar sind,
dadurch markiert, daB fiir sie VMARKE[j] = 0 gilt. In der Anweisung b) wurden die
formalen Parameter INF und NF durch IVL bzw. VL aktualisiert. Dadurch werden
die Vorldufer eines Knotens behandelt als wiren es Nachfolger, die Richtung der

Bogen wird also de facto umgekehrt. Somit werden durch den Aufruf b) die ¢" Knoten

X; ermittelt, von denen aus der Knoten X, erreichbar ist. Fiir diese Knoten X gilt

dann RMARKE][j] = 0. Hierin zeigt sich ein weiterer Vorteil der Unterprogramm-

technik. An dem Beispiel wird deutlich, daB in der Prozedurvereinbarung zu jedem

Parameter der Typ angegeben werden muB. Wir wollen festlegen, daB wir ausschlieB-

lich mit ganzen Zahlen (INTEGER) operieren. Weiterhin gelten durchgingig die

folgenden Typbezeichnungen als vereinbart:

KLISTE fiir Knotenliste, d.h. fiir ein eindimensionales Feld aus mindestens n 4 1
ganzen Zahlen (n Knotenanzahl): KLISTE = ARRAY[l. NMAX] OF
INTEGER, mit NMAX = n + 1.

BLISTE fiir Bogenliste, d.h. fiir ein eindimensionales Feld aus mindestens m
ganzen Zahlen (m Bogenanzahl): BLISTE = ARRAY[1. NMAX] OF
INTEGER, mit NMAX = m.
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ULISTE fiir Umgebungsliste, d.h. fiir ein eindimensionales Feld aus mindestens
2m ganzen Zahlen: ULISTE = ARRAY[1. .M2] OF INTEGER, mit
M2 = 2m.

AbschlieBend sei noch erwidhnt, daB zu Beginn eines jeden Prozedurblockes ein

Vereinbarungsteil steht, in dem insbesondere alle Variablen, die in der Prozedur

benutzt werden und nicht schon in der Prozedurvereinbarung genannt sind, als

lokale GroBen des Prozedurblockes definiert werden.

1.4. Einfache Organisationsalgerithmen

In diesem Abschnitt wollen wir einige ganz einfache Algorithmen vorstellen, wie sie
in den spéteren Kapiteln als Teile immer wieder auftreten. Dabei ist es nicht unser
Ziel, PASCAL-Programme bereitzustellen; denn die folgenden Algorithmen dieses
Abschnittes haben keine selbstindige Bedeutung. Wir wollen den Leser langsam
damit vertraut machen, wie man Algorithmen herstellt.

Algorithmus zur Ermittlung des Zielknotens eines jeden Bogens

Vorgaben: Gerichteter Graph G(X, 1), beschrieben durch die Vorlduferliste VL[k]
und zugehorige Indexliste IV L[7]
Service: Zu beliebigem Bogen u € 1 mit der Bogennummer k wird der Zielknoten

X; gemiB j := Z[k] ermittelt.

Verbalalgorithmus

(i) Bestimme fiir jeden Knoten X; die Nummern k (das sind gerade k = IVL[?],
IVL[Z) + 1,...,IVL[z 4+ 1] — 1) der Bogen, die X; als Zielknoten haben, und
setze Z[k] := <

ENDE: Siehe Service

BefehlsmiBiger Algorithmus

A0: 7:=0

Al: 7:=7+1

P2: falls (¢ = »n + 1), gehe nach ENDE

A3: k:=1IVL[v]— 1;ke:=1IVL[Z + 1]

Ad: k:=Fk 1

P5: falls (k = ke), gehe nach Al

A6: Z[k] := 7; gehe nach A4

ENDE: Siehe Service
In den befehlsmiBigen Algorithmen wollen wir zwischen Anweisungen (A) und
Tests oder Priifbefehlen (P) unterscheiden. Dabei wollen wir uns bemiihen, die Priif-

befehle nicht als Teile eines anderen Befehles (sei es eine Anweisung, sei es ein Test)
zu formulieren, um die lineare Befehlsabfolge deutlich sichtbar zu machen.
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Die Umsetzung des Verbalalgorithmus in den befehlsméBigen Algorithmus ist sicher
dem Leser einsichtig, dennoch wollen wir einen sog. Trockentest zur Kontrolle
durchfiithren, der sich an jeden erarbeiteten Algorithmus anschlieBen sollte (vgl.
Abb. 1.2.2.8):

Trockentest: AO: 1= 0. Al: 7 =1. P2: negativ (da 1l =iv+n+1=28). A3: k=
IVL[1] —1=0, ke =IVL[2] =3. A4: k= 1. P5: neg. (da 1 ="k ke=3).
A6: Z[1] = 1 (der Zielknoten des Bogens mit der Nummer k = 1 ist somit X).
A4: k= 2. P5: neg. A6: Z[2] =1 (der Zielknoten des Bogens mit der Nummer
k = 2 ist somit X,). A4: k = 3. P5: pos. (denn 3 =k = ke = 3). Al: ¢ = 2. P2:
neg. A3:k = 2,ke = 5. Ad:k = 3. P5:neg. A6:Z[3] = 2 (der Zielknoten des Bogens
mit der Nummer k£ = 3 ist somit X,). A4: & = 4. P5: neg. A6: Z[4] = 2 (der Ziel-
knoten des Bogens mit der Nummer k = 4 ist somit X,) usw.

Der Leser fiihre das Beispiel selber zu Ende und vergleiche, ob die erhaltenen Werte
Z[k) tatsidchlich mit denen der Abb. 1.2.2a iibereinstimmen.

Wenden wir uns nun einer anderen — doch schon etwas schwierigeren — Aufgabe zu,
némlich der Ermittlung der Listen NF und INF bei vorgegebenen Listen YL und IVL.
Dieser Prozedur geben wir den Namen VLINNF (m, n, IVL, VL, NF, INF, ABB).

Algorithmus zur Ermattlung der nachfolgerorientierten Listen NF und INF bez gegebenen
vorlduferorientierten Listen VL und IVL

Vorgaben: Gerichteter Graph G(X, 11) beschrieben durch die vorlduferorientierten
Listen VL und IVL.

Service: Beschreibung von G durch die nachfolgerorientierten Listen NF und INF
sowie eine Liste ABB, fiir die gilt: Hat ein Bogen u € 11 in der Liste VL die Nummer &
und in der Liste NF die Nummer &', so gilt £ = ABB[k'].

Das Aufstellen eines Algorithmus zur Losung der gestellten Aufgabe wollen wir in
aller Breite erliutern, um den Leser in die Denkweise einzufiihren. Mit dem Fort-
schreiten in diesem Buch werden derartige Erliuterungen immer kiirzer werden.

Das Ermitteln der Indexliste INF ist nicht sehr schwer. Man benétigt dazu die Aus-
gangsvalenzen v*(X;) eines jeden Knotens X, also die Anzahl der Bogen aus @,
die X; als Startknoten haben. Diese Anzahl la8t sich leicht aus der Vorlduferliste
ablesen, wir miissen nur abzéhlen, wie oft X; Startknoten eines Bogens ist oder,
was auf dasselbe hinauslduft, wie oft ¢ in der Liste VL auftritt. Wir fiihren eine Hilfs-
liste A V[7] (Ausgangsvalenz des Knotens X;) ein, die wir durch die beiden folgenden
Laufanweisungen herstellen kénnen:

A0: Fir:=1,2,...,ntue AV[x] :=0

Al: Fiark=1,2,...,mtue (¢ := VL[k]; AV[{] := AV[{] + 1)

Die gesuchte Indexliste INF erhalten wir dann geméi8

A2: INF[1] :=1;fiiri=1,2,...,n tue INF[i 4 1] := INF[i] + AV[].

Damit ist bereits die Indexliste INF hergestellt. Schwieriger gestaltet sich das Er-
mitteln der Bogenliste NF sowie der Abbildungsliste ABB.

Beginnend mit X, ermitteln wir fiir jeden Knoten X; die Nummern k (= INF[j],
INF[j1+1,...,INF[j 4 1] — 1) der Bogen u € UI, die X; als Zielknoten haben.
Aus der Vorlduferliste VL ermitteln wir dann fiir jedes dieser k gemidB ¢ := VL[k]
den Startknoten X; des Bogens u. Welche Nummer erhélt nun der Bogen u in der
Nachfolgerorientierung ? Nun, der erste im Algorithmus auftretende Bogen mit X;
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als Startknoten erhilt die Nummer &' := INF[], der zweite Bogen mit X; als Start-
knoten (sofern v*(X;) > 1 ist) erhilt die Nummer &' := INF[:] + 1 usw. Um die
Erh6hung um jeweils 1 zu realisieren, empfiehlt sich die Mitnahme einer Hilfsliste
INH[:]. INH[] ist zu Beginn identisch mit INF[:]; sobald sich X; als Startknoten
eines Bogens u erweist, wird INH[{]um 1 erh6ht. Gleichzeitig wird durch ABB[k'] :=k
die Zuordnung der Bogennumerierungen zwischen der nachfolgerorientierten und
vorlduferorientierten Beschreibung getroffen.

Die Befehlsfolge konnte etwa das folgende Aussehen haben:

A3: Firt=1,2,...,n 4+ 1 tue INH[¢] := INF[i];j:=0

Ad: j:=j+1

P5: falls (j = n + 1), gehe nach ENDE

A6: k:=IVL[j]— 1; ke:=1IVL[j+ 1]

A7: k:=k+1

P8: falls (¥ = ke), gehe nach A4

A9: v:=VL[k]; ¥’ :=INH[:]; NF[¥'] :=j; INH[+] :=INH[:{] + 1; ABB[k'] :=k;
gehe nach A7

ENDE: NFund INFsind die gesuchten nachfolgerorientierten Listen, ABB beschreibt
gemi Service die Zuordnung der Nummern eines Bogens u.

Ohne Schwierigkeiten ist es moglich, die Befehlsfolge A4 ... A9 in einer geschachtel-
ten Laufanweisung etwa wie folgt zu schreiben:

A4': Firj=1,2,...,ntue

fiir k = IVL[j], IVL[j]1 + 1,..., IVL[j + 1] — 1 tue

(¢ := VL[k]; ¥ := INH[:}; NF[k') := j; INH[{] := INH[3] + 1; ABB[kK']

=k)
Die Entscheidung, ob die zweite Variante iibersichtlicher als die erste ist, sei dem
Leser iiberlassen. Eventuell ist fiir den Lernenden eine breitere Aufschliisselung der
Befehle iibersichtlicher, der geiibte Programmierer wird jedoch die der Programmier-
sprache PASCAL angepaBte zweite Variante bevorzugen.
Bei genauer Betrachtung des angegebenen Algorithmus sieht man, dal die beiden
Listen AV und INH nur Hilfscharakter tragen und eigentlich nur Speicherplatz
belegen, was durch bessere Organisation des Algorithmus vermeidbar wire. Die
Liste AV der Ausgangsvalenzen kann dadurch eingespart werden, daB wir die ohnehin
benotigte Liste INF verwenden, um in den Befehlen AQ und Al die Ausgangsvalenzen
aufzunehmen. '
Damit ergibe sich zunichst

A0': Firt=1,2,...,ntue INF[¢] :=0
Al': Firk=1,2,...,mtue (v := VL[k]; INF[¢] := INF[i] 4+ 1)
Jetzt muB natiirlich der Befehl A2 abgeéndert werden, da offenbar das bloSe Er-

setzen von AV durch INF grolen Unfug ergébe.
Unter Einfithrung von zwei HilfsgroBen s und h kénnte sich ergeben

A2': s:=1;firv=1,2,...,n tue (b := INF[7]; INF[v] :=8; s :=s+ k)

Der Leser iiberzeuge sich selber davon, daBi nunmehr die Liste INF tatsichlich die
Indexliste der Nachfolgerorientierung ist.

Die Doppelverwendung der Liste INF einerseits als Hilfsliste der Ausgangsvalenzen
und andererseits als Indexliste in der Nachfolgerorientierung erschwert ohne Zweifel
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das Verstiandlichmachen des Algorithmus. Der Lernende wird vermutlich ungern eine
Mehrfachverwendung von Variablen oder Listen vornehmen. So werden auch wir im
weiteren im Zweifelsfall lieber eine Liste oder Variable mehr fiihren als das Ver-
stindnis zugunsten der Speicherplatzeinsparung zu verringern.

Die Liste INH kann ebenfalls eingespart werden. Zu diesem Zweck verwenden wir
die Liste INF noch ein zweites Mal »fehl¢. Am Ende des Befehles A9 bzw. A4’ ist
dann zwar die Liste NF in Ordnung, jedoch die Liste INF nicht mehr. In einer weiteren
Laufanweisung A10 muB die im Befehl A9 vorgenommene Erhéhung der INF-
Werte riickgéingig gemacht werden. Der Leser mache sich selber klar, dal die Liste
INF tatsdchlich im Befehl A9 bzw. A4’ dieselben Dienste leistet wie die Liste INH.
AbschlieBend geben wir die zuletzt diskutierte Variante des Algorithmus in unserer
befehlsmé Bigen (ALGOL- oder PASCAL-dhnlichen) Aufschliisselung an und stellen
ihr die dazugehorige PASCAL-Prozedur gegeniiber.

Algorithmus zur Ermittlung der nachfolgerorientierten Listen NF und INF aus den
vorldufercrientierten Listen VL und IVL

PROCEDURE VLINNF (n:INTEGER; VAR IVL,INF:KLISTE;

VAR VL,NF,ABB:BLISTE)
PASCAL, Prozedurblock

VAR H,I,J,K,KS,M,S:INTEGER;
BEGIN

FOR I :=1TO N DO INF[I] := 0;
M:=IVL[N+1]—1;

FOR K:=1TO M DO

BEGIN I:=VL[K];INF[I]:=INF[I]

BefehlsmiBiger Algorithmus

AO0: Firv=1,2,...,ntue INF[2] := 0;
m:=IVL[n+ 1] —1

Al: Firk=1,2,...,m tue
(¢ := VL[k}; INF[:i] := INF[i] + 1)

+1
END;
A2: s:=1; S:=1;
firs=1,2,...,n tue FOR I:=1TO N DO
(h := INF[7]; INF[i] := s; BEGIN H:=INF[I]; INF[I]:=S;
s:=8+h) S:=S+H END;

FOR J:=1TO N DO
FOR K:=IVL[J]TO IVL[J+1]—1DO
BEGIN

A3: Firj=1,2,...,n tue
fir k = IVL[j), IVL[j] + 1,...,
IVL[j + 1] — 1 tue

A4:

(v := VL[k); k' := INF[];
NF[k'] :=j; INF[i] := k" + 1;
ABB[k'}] :=k)
Firk=1,2,...,mtue

I:=VL[K]; KS:=INF[I];
NF[KS]:=J; INF[I]:=KS+1;
ABB[KS]:=K END;

FOR K:=1TO M DO

BEGIN I:=VL[K];

(i := VL[k]; INF[{] := INF[i] — 1)
INF[I]:=INF[I]—1

Ab: INF[n +.1]:=m + 1 INF[N+1]:=M+1
ENDE: Siehe Service END;

Wenden wir uns nun einem anderen einfachen Organisationsalgorithmus zu.

Algorithmus zum vollstindigen Richten eines ungerichteten Graphen

Vorgegeben sei ein ungerichteter Graph G[X,1]. G sei beschrieben durch zwei
Listen A und E je einer Linge m, wobei m die Anzahl der Kanten von & ist, also
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|| = m. Es seien die Kanten von @ in irgendeiner Weise von 1 bis m durchnume-
riert. A[k] und E[k] geben dann die Nummern der Endknoten der Kante u € 1 an,
die in der Numerierung die Nummer k besitzt. In G ersetzen wir nunmehr jede der
Kanten u € Ul durch zwei entgegengesetzt orientierte Bogen. Fiir den so entstandenen
gerichteten Graphen G'(X, 1) suchen wir die nachfolgerorientierte Bogennumerierung
sowie die beschreibenden Listen NF und INF. Die Numerierung der Knoten lassen
wir beim Ubergang von G zu G’ ungeindert. Wir vermerken, daB die Speicherung
von G’ genau 2m + n + 1 Speicherplitze erfordert, sofern G aus » Knoten und m
Kanten besteht, da die Bogenliste NF fiir G" aus 2m Elementen besteht. Damit
bendtigt die Speicherung von G’ zwar mehr Plitze als die von G mittels der beiden
Listen A und E, dennoch erweist sich die Speicherung des ungerichteten Graphen G
in der Form @’ in vielen Fillen als weit giinstiger als die Speicherung mit den Listen
A und E. Um im weiteren auch optisch auszudriicken, daf} es sich bei G’ nicht um
irgendeinen gerichteten Graphen handelt, sondern um einen, der durch Dopplung
der Kanten eines ungerichteten Graphen entstand, wollen wir die G’ beschreibenden
Listen nicht NF und INF nennen, sondern U (von Umgebung oder ungerichtet herge-
leitet) bzw. IU.

Verbalalgorithmus

Vorgaben: Ungerichteter Graph G[%, 11] beschrieben durch A und E

Service: Gerichteter Graph G'(¥X,U1") mit gleicher Knotenmenge wie G sowie zwei
Bogen (X, X)), (X;, X;) € ', sofern [X;, X;] € U ist, beschrieben durch die Listen U
und IU

(i) Ermittele die Ausgangsvalenzen v*+(X;) eines jeden Knotens X; € X.

(ii) Mittels der Liste der Ausgangsvalenzen ermittele die Indexliste IU.

(iii) Aus den Listen A, E und IU ermittele die Bogenliste U.

BefehlsmiBiger Algorithmus

Vorgaben und Service wie beim Verbalalgorithmus, anstelle von »*(X;) setzen wir
AV[i]

AO: Firt=1,2,...,n tue AV[{] :=0

Al: Firk=1,2,..., mtue
(¢ := Alk]; AV[i] := AV[:] + 1; 1 := E[k]; AV[?] := AV[i] + 1)

A2: IU[1]) :=1;
firi=1,2,...,n tue (IU[{ + 1] := IU[i] + AV[:]; IUH[3] := 1U[2]);
IUH[n + 1] :=1U[n + 1]

A3: Firk=1,2,...,m tue (¢ := A[k); j := E[k]; | := IUH[z]; U[l] :=j;
IUH[3] := IUH[%] 4 1; 1 := IUH[j); U[1] :=v; IUH[j] := IUH[j] + 1)
ENDE: U und IU sind die gesuchten nachfolgerorientierten Listen des gerichteten
Graphen @', der durch Doppelung der Kanten aus dem durch die Listen A und E

beschriebenen ungerichteten Graphen G hervorging.

Ein ungerichteter Graph kénnte auch dadurch sparsam gespeichert werden, dafl man
jede seiner Kanten beliebig orientiert und ihn dann durch die Bogenlisten NF mit
zugehoriger Indexliste INF (oder auch mittels VL und IVL) beschreibt. Die erforder-
liche Speicheranzahl ist dann nur m + » + 1 (im Gegensatz zu 2m + n + 1 Speicher-
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plitzen mittels der Listen U und IU). Wir werden jedoch sehen, da8 fiir eine groBe
Anzahl von zu behandelnden Problemen eine solche sparsame Speicherform ungeeig-
net ist, z. B. fiir alle Probleme, die mit der Erreichbarkeit zu tun haben. Wir werden
deshalb mit den etwas aufwendigeren Listen U und IU arbeiten.

Es gibt auch Aufgabenstellungen fiir gerichtete Graphen, bei denen die Orientierung
der Bogen keine Rolle spielt (z.B. bei dem im Kapitel 2. behandelten Problem des
Zusammenhanges). Deshalb wollen wir noch einen Organisationsalgorithmus ken-
nenlernen, mit dessen Hilfe aus den Listen VL und IVL (oder auch aus NF und INF)
eines gerichteten Graphen die Listen U und IU ermittelt werden. Im Unterschied zum
vorangehenden Algorithmus, bei dem wir die Knotenvalenzen durch Summation
gewonnen hatten, kénnen wir nunmehr auf diese Weise nur die Ausgangsvalenzen
" ermitteln. Im AnschluB daran ermitteln wir die Eingangsvalenzen v—(X;) gemifl
IV[Z 4+ 1)-IV[Z]). Wie bereits bei der Prozedur 'VLINNF kann die Hilfsliste AV
(durch IU) ersetzt werden.

Algorithmus zur Bogenverdopplung

PROCEDURE UMGEBUNG(N:INTEGER; VAR IVL,IU:KLISTE;
VAR VL,L:BLISTE; VAR U,LU:ULISTE)

Vorgaben: Gerichteter Graph G(ZX, 1) beschrieben durch die Bogenliste VL und die
zugehorige Knotenliste IVL

Service: Zu jedem Bogen (X, Y) wird zustitzlich der Bogen (Y, X) in den Graphen
aufgenommen (dabei konnen mehrfache Bogen entstehen). Der neue Graph wird durch
die (gegeniiber VL verdoppelte) Bogenliste U mit der zugehorigen Indexliste TU
beschrieben. Parallel zur Transformation YL — U wird eine (fiir spiatere Aufgaben
erforderliche) Bogenliste L (Bogenbewertungen, z.B. Liangen) auf eine Bogenliste
LU transformiert. :

PASCAL-Prozedurblock
VAR 1,J,K,KS,H,M,S:INTEGER ;
BEGIN

Befehlsmifiger Algorithmus

A0: Fir¢=1,2,...,n tue IU[?] :=0;
m:=IVLn+4 1] —1

Al: Furk=1,2,..., m tue
(¢ := VL[k]; IU[?] :=1U[7] + 1)

A2: s:=1;
fir:=1,2,...,n tue
(b :=1U[7]; IU[7] :=s;
s:=s8+h+ IVL[: + 1)-1VL[])
A3: Fir7=1,2,...,n tue
fir k= IVL[j], IVL[j] + 1,...,
IVL{j+ 1] — 1 tue
(¢ := VL[k); k' := 1U[];
IU[R) =k + 1; UlK'] :=j;
LUK := L[k); ¥’ := IU[j);
1U[j] :=k" 4+ 1; U[k'] :=1;
LU[K] := L[k])
Ad: Firj=1,2,...,n tue

FOR I:=1TO N DO IU[I]:=0;
M:=IVL[N+1]—1;

FOR K:=1TO M DO BEGIN
I:=VL[K]; IU[I]:=IU[I]+1
END;

S:=1

FOR I:=1 TO N DO BEGIN
H:=IU[I]; IU[1]):=S8;
S:=S+H+IVL{I+1]-IVL[I] END;
FOR J:=1TO N DO

FOR K:=IVL[J] TO IVL[J4-1]—1
DO BEGIN

I:=VL[K]; KS:=IU[I];
I0[1]:=KS+1; U[KS]:=J;
LU[KS]:=L[K]; KS:=IU[J];
I0[J):=KS+1; U[KS]:=I;
LU[KS]:=L[K]; END;

FOR J:=1TO N DO
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fir k = IVL[j], IVL[j] + 1, ... FOR K:=IVL[J] TO IVL[J+41]—1
IVL[j+ 1] — 1 tue DO BEGIN
(¢ := VL[K); IU[] := IU[{] — 1; I1:=VL[K]; IU[1]:=IU[1]—1;
IU[j) :=IU[j] — 1) 10[J):=1U[J]—1 END;
Ab: IU[n + 1] :=2m IU[N+1]:=2xM+1
ENDE: Siehe Service END;
Minimumermittlung

Sehr haufig wird uns die folgende Aufgabenstellung begegnen: Vorgegeben sei eine
Familie M = {a,, a,, ..., a,} reeller, sehr oft ganzer oder gar natiirlicher Zahlen.
(Im Gegensatz zu einer Menge, in der die Elemente paarweise verschieden sind, diirfen
in einer Familie von Elementen gewisse von ihnen mehrfach auftreten.) Unter
allen Elementen a;€ 9t wird ein solches a, € I gesucht, so daB

a, < a;fiir alle ;e M

gilt, ein sogenanntes Minimumelement.

Ohne weitere Kommentare geben ‘wir einen befehlsméBig aufgeschliisselten Algo-
rithmus an, der das gestellte Problem 16st. Wir iiberlassen es dem Leser, sich von der
Effizienz dieses Algorithmus zu iiberzeugen.

Algorithmus zur Ermittlung eines Minimumelementes einer Familie reeller Zahlen

Vorgaben: Familie M = {a[1], a[2], ..., a[r]} reeller Zahlen

Service: Ein Index z (1 £ 2z < r) mit a[z] < a[j],j =1, 2, ..., r sowie das Minimum
MIN = a[z]

AO0: z2:=1;j5:=1; MIN :=a[l]

Al: j:=j+1

P2: falls (j > n), gehe nach ENDE

P3: falls (MIN =< a[j]), gehe nach Al

A4: MIN := qa[j]; z := j; gehe nach Al

ENDE: Siehe Service

Umordnen einer Familie

Vorgegeben sei — wie im vorangehenden Abschnitt — eine Familie M = {a,, a,, ..., a.}
reeller Zahlen, die nicht notwendig paarweise verschieden voneinander sein miissen.
Durch Umordnen der Elemente von 9}t (also durch eine Permutation der Elemente)
in eine Form ¢ = {b, b,, ..., b,} soll dafiir gesorgt werden, daB b, < b, = ... < b,
ist. Dariiber hinaus soll zu erkennen sein, wie die Permutation beschaffen ist. An-
stelle einer Umbenennung der a; in b; ist es iiblich, durch entsprechende Indizierung
auszudriicken, daf es sich um eine Permutation handelt. Wir wollen das an einem
kleinen Beispiel erldutern:

Beispiel. Sei MM = {a,, a5, a5, a,} = {7, 3, 5, 8} gegeben. Die gesuchte Umordnung
M = {by, by, by, b} = {3, 5, 7, 8} wollen wir wie folgt beschreiben:

M = {a;,, a;,, @, a;} = {3,5, 7, 8}.
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Die Indexzuordnung erfolgt also gemdB i, = 2, 4, = 3, 73 = 1, 7, = 4. Wir werden
als Abkiirzung die Permutation 5 — wie iiblich — in der Form (%,, %, ..., ¢,) schreiben, es
wird der urspriingliche Index 1 in den neuen Index 7, iibergefiihrt, der urspriingliche
Index 2 in den neuen Index ¢, iibergefiihrt usw.;im Beispiel ist also 7 = (2, 3, 1, 4).
Zur algorithmischen Losung des gestellten Problems kénnte man prinzipiell das im
vorangehenden Abschnitt beschriebene Verfahren zur Minimumermittlung verwen-
den, etwa wie folgt :

Zunichst ermittele man ein Minimumelement a, der Familie IR, setzt 7, = z und
16sche in It das Element a, (etwa mittels a, := oo). In der so verdnderten Familie It
suche man wiederum ein Minimumelement a,, setze 1, := z (mit diesem veridnderten
z), losche dieses a, usw.

Algorithmus zum Umordnen einer Familie

Vorgaben: Familie M = {a[1), a[2), ..., a[r]} reeller Zahlen

Service: Eine Umordnung M = {B[1], b[2], ..., b[r]} der Familie M mit b[1] < 3[2] <
... < b[r] sowie eine Liste NUMMER der Linge r mit: falls NUMMER[s] = 1 ist,
so steht das urspriinglich an der Stelle 7 befindliche a[?] nach der Umordnung an der
Stelle s, also a[¢] = b[s].

A0: s:=0

Al: s:=s+1

P2: falls (s > n), gehe nach ENDE

A3: v:=1; j:=1; MIN := a[l]

Ad: j:=j5+1

P5: falls (j > =), gehe nach A8

P6: falls (MIN < a[j]), gehe nach A4

A7: MIN := a[j]; v :=j; gehe nach A4

A8: NUMMER][s] := 1; b[s] := a[t]; a[t] := oo; gehe nach Al

ENDE: Siehe Service

Wollte man sich die urspriingliche Liste der a[¢] erhalten, so miite man sie anfangs
entweder doppeln oder anstelle des Befehles a[¢] := oo in A8 eine Marke bei q[?]
setzen und bei spiterer Minimumbildung markierte Elemente auBer acht lassen.
Markierungsverfahren solcher Art werden wir im weiteren noch hiufig kennenlernen,
hier wollen wir deshalb nicht weiter darauf eingehen.

An dieser Stelle wollen wir die Bereitstellung erster fiir die Organisation vieler anderer
Algorithmen erforderlicher Algorithmen beenden und uns dem wichtigen Problem
der Aufwandsabschédtzung zuwenden.

1.5. Abschitzungen des Aufwandes von Algorithmen

Zwei Dinge sind fiir die Einschédtzung der Giite eines Algorithmus von Bedeutung:
Rechenzeit und Speicherplatz.

Uber das Problem des Speicherplatzes hatten wir uns bereits im Abschnitt 1.2. Ge-
danken gemacht. In diesem Abschnitt geht es uns vor allem um das Problem der
Rechenzeit, wenngleich nicht verkannt werden soll, da8 sehr hiufig ein enger Zu-
sammenhang zwischen Speicherplatz und Rechenzeit besteht. Die oft anzuwendende
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Faustregel sagt: Je schneller desto speicheraufwendiger. Diese These werden wir
noch oft untermauern kénnen, wenngleich sie natiirlich nicht als Dogma zu sehen
ist. Insbesondere kann intensives Durchdenken der Algorithmen der Einsparung
sowohl an Rechenzeit als auch an Speicherplatzaufwand zugute kommen.

Die Speicherung der Graphendaten haben wir sehr sparsam betrieben. Matrix-
abspeicherungen werden wir méglichst vermeiden.

Selbstverstindlich benétigt der Algorithmus selber Speicherplatz. Wir werden uns
also bemiihen, die Algorithmen nicht unnétig lang zu machen. Es wird aber auch
geschehen, daf8 wir die eine oder andere Passage eines Algorithmus etwas »verschwen-
derisch« gestalten, wenn es dem Versténdnis dienlich ist.

Wie wollen wir die Rechenzeit abschétzen ?

Betrachten wir dazu einen der bisher behandelten Algorithmen, etwa den zur Be-
stimmung des Minimums einer Familie reeller Zahlen. Wir bestimmen die Anzahl
der Rechenoperationen, wobei wir nicht unterscheiden wollen, ob es sich um eine
Anweisung oder einen Test handelt: A0 sind drei Operationen, Al und folgende Be-
fehle werden n-mal durchgefithrt, wobei im ungiinstigsten Fall (und diesen sog.
worst case wollen wir stets im Auge behalten) stets die Befehle A1, P2, P3, A4
abzuarbeiten sind, ndmlich wenn der Test P3 stets negativ ausféllt, d.h., wenn die
Familie I als monoton fallende Folge vorliegt. Al erfordert eine Operation, P2
erfordert eine, P3 erfordert eine, und A4 erfordert 3 Operationen. Im ungiinstigsten
Fall haben wir also 3 + n(1 + 1 4+ 1 4 3) = 6n + 3 Operationen auszufiihren. Bei
solchen Abzihlungen wollen wir auch nicht pépstlicher als der Papst sein: sowie z.B.
der Test P2 positiv ausfillt, sind ja P3 und A4 nicht mehr auszufiihren. Von Interesse
fiir die Abschitzung des Rechenaufwandes ist vor allem, daB die Gesamtzahl der
erforderlichen Operationen ein bestimmtes Vielfaches der Zahl » (mit » als Anzahl
der eingegebenen Daten) nicht iibersteigt. Ublich ist die Verwendung des sog.
Laxpauschen Symbols. Wir sagen, dal der Aufwand unseres Algorithmus zur
Minimumbildung O(r) ist (gesprochen: »Ein Grof Oh von n«).

Definition

Eine Funktion f(n) ist O(n), sofern es eine Konstante K gibt mit ﬁn_) <K
firallen =1,2,.... n
3+ 6n
n
es aber auch Algorithmen, deren Rechenaufwand nicht durch O(n) abschitzbar
ist. .
Betrachten wir dazu den Algorithmus zum Umordnen einer Familie, wie er im vorigen
Abschnitt beschrieben wurde.
Die grofle Schleife Al... A8 wird genau n-mal durchlaufen. Die kleine Schleife
A4... A7 oder auch nur A4 ... P6 (bei positivem Ausgang des Testes P6) wird bei
einmaligem Durchlauf der groBen Schleife n-mal durchlaufen, dabei errechnet man,
daB fiir die Schleife A4... A7 héchstens 6 Operationen erforderlich sind, bei ein-
maligem Durchlauf der Schleife A1 ... A8 hochstens 9 + 6n Operationen und damit
fiir den gesamten Algorithmus héchstens 1 + n(9 + 6n) Operationen. Wir sagen,
daB der Aufwand 0(n?) (gesprochen: » Ein Grof3 Oh von n Quadrat«) ist, da der Quotient
aus Aufwand und »? durch eine Konstante abgeschitzt werden kann. Kleiner ist
der Aufwand dieses Algorithmus gewi8 nicht, da ja die groBe Schleife n-mal durch-

In unserem Fall wire etwa K = 10 gewil ausreichend, denn = 10. Nun gibt
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laufen werden muB und die kleine Schleife selbst im giinstigsten Fall ebenfalls n-mal
pro Durchlauf.

Definition .

Eine Funktion f(n) ist O(n*) (geschrieben f(n) = 0(n*)), sofern es eine

reelle Zahl « > 0 und eine Konstante K > 0 gibt, so da8 f ( )< K
gilt fiirn = 1, 2,.

Exakt miiBten wir anstelle f(n ) den Betrag von f(n) nehmen, aber Aufwandfunktionen
sind stets positiv (schén wire es, es wire auch einmal anders).

Offenbar ergibt sich aus der Definition des Lanpauschen Symbols unmittelbar:
falls f(n) = O(n*) und & < B ist, so ist auch f(n) = O(n®). Somit ist es also zweckmi Big,
den Giiteexponenten einer Aufwandsabschitzung méglichst klein zu halten.

Wir werden auch Algorithmen kennenlernen, deren Aufwand nicht so einfach durch
0O(n*) fiir ein geeignetes & > 0 abschétzbar ist. So gibt es Fille, in denen durch Ver-
wendung anderer Funktionen als Potenzen - z.B. Logarithmen — der Zeitaufwand
besser abgeschitzt werden kann.

Als Beispiel wollen wir einen zweiten Algorithmus zum Ordnen einer Familie kennen-
lernen. Dabei wollen wir der Einfachheit halber voraussetzen, da die Anzahl der
Elemente der Familie 9}t eine Zweierpotenz ist. Sollte diese Voraussetzung nicht er-
fiillt sein, so kompliziert sich zwar der Algorithmus ein wenig, ohne sich jedoch im
Wesen zu verdndern. Bevor wir den Algorithmus befehlsmiBig aufschreiben, wollen
wir ihn an-‘Hand eines Beispieles erliutern: Vorgegeben sei die 16elementige Familie
(die sogar eine Menge ist)

m = {6, 12, 4, 18, 21, 7, 9, 3, b, 8, 20, 19, 23, 2, 16, 17}.

Wir wollen die Zahlen der Grée nach ordnen. Wir zerlegen die Menge )t in 8 Paare
nebeneinanderstehender Zahlen und ordnen jedes der Paare derart, dafl die kleinere
Zahl links von der gréferen steht. Im Beispiel erhalten wir

6,12/4,18/7,21/3,9/5,8/1?3,20/2,23/16,17.

Nun ordnen wir jeweils 4 nebeneinanderstehende Elemente (nach einer Art Reif-
verschluBprinzip). Im Beispiel ergibt sich

4,6,12,18/3,7,9,21/5,8,19,20/ 2,16, 17, 23.
Nun ordnen wir jeweils 8 nebeneinanderstehende Zahlen:

3,4,6,7,9,12,18,21/ 2,5, 8, 16, 17, 19, 20, 23.
SchlieBlich die 16 Zahlen zu

2,3,4,5,6,7,8,9,12,16, 17, 18, 19, 20, 21, 23.

Der iiberraschte Leser wird sich evtl. fragen, was das soll, wo schaut hier ein Gewinn
heraus ?

Nun, wir miissen uns dazu auf ein Niveau begeben, wie es ein Computer hat: Bei unse-
rem ersten Algorithmus mit einem Aufwand O(n%) muBte er »-mal die Liste der n-
Elemente jeweils nach dem kleinsten Element absuchen. Was muB er bei dem zuletzt
beschriebenen Algorithmus tun ¢ Zunéchst einmal wird die Liste der n Elemente nicht
n-mal durchgesucht, sondern nur a-mal mit @ = 1d » (dabei ist 1d der sog. Logarith-
mus dualis oder Logarithmus zur Basis 2). In unserem Beispiel also nicht 16mal,
sondern nur 4mal. Wire z.B. n = 1024, so miiten wir 10mal die Liste durchlaufen
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und fiir » = 1048 576 nur 20mal. Wie viele Rechenoperationen sind bei einmaligem
Durchlauf der Liste auszufiihren? Dazu iiberlegen wir uns, wie viele Operationen
erforderlich sind, wenn zwei geordnete Familien % = {a,, ay, ..., a,} mit a; < a, <
..=<a,und B ={b,b,,...,b}mit by < b, = ... < b, gegeben sind und wir fiir
die Vereinigung

C=AVU B ={a,,a,...,a}, b, by, ..., 0} = {c}, ¢, ..., ¢, eine Anordnung
G =¢=...=c,,,erzeugen wollen.

Zuniichst vergleichen wir ¢, und b, und nennen das kleinere der beiden Elemente c,.
Ist ¢, = a,, so vergleichen wir nunmehr a, mit b, und nennen das kleinere der beiden
Elemente c,.

Ist jedoch ¢; = b;, so vergleichen wir a; mit b, und nennen das kleinere der beiden
Elemente c,. So rutschen wir langsam durch die Listen und miissen jeweils nur die
beiden kleinsten -der verbliebenen Elemente miteinander vergleichen. Insgesamt
sind also r 4+ s — 1 Vergleiche erforderlich und nach jedem Vergleich eine beschrinkte
Anzahl von Anweisungen, die das jeweilige Element c; spezifiziert. Also sind bei ein-
maligem Durchlauf der gesamten Liste € nur const - n Operationen erforderlich.
Da wir a = (Id n)-mal die gesamte Liste € zu durchlaufen haben, ist der gesamte
Aufwand const - = - 1d n. Dafiir schreiben wir O(n - 1d »).

Da die Umwandlung von Logarithmen verschiedener Basen gemif3

logya = logye - loga \

erfolgt, unterscheidet sich der Logarithmus einer Zahl a in verschiedenen Basen b und
¢ nur um den konstanten Faktor log,c. Da im LaANDAU-Symbol ohnehin multiplikative
Konstanten keine Rolle spielen, diirfen wir fiir den Aufwand unseres Algorithmus
schlicht O(n - log ») schreiben, ohne die Basis des Logarithmus zu spezifizieren.
So werden wir es denn im weiteren auch halten.

Wenn die Anzahl n der zu ordnenden Elemente sehr gro8 wird, macht sich der Vor-
teil des zweiten Algorithmus mit GewiBheit bemerkbar. Der Programmieraufwand
freilich ist beim zweiten Algorithmus groBer als beim ersten. Der Leser weise nach,
daB der Aufwand des zweiten Algorithmus nicht Q(n) ist.

Der Vollstindigkeit halber wollen wir den zuletzt erliuterten Algorithmus befehls-
miBig aufschliisseln, ohne jedoch auf Einzelheiten einzugehen. Der Leser iiberzeuge
sich — etwa durch Rechnen eines Beispieles — dafl der angegebene Algorithmus effek-
tiv ist.

Algorithmus zum Ordnen einer Familie vom Aufwand O(n - log n)

Vorgaben: Eine Familie 3 = {a[1], a[2],..., a[n]} mit n = 2% (a > 0, ganzzahlig)
Elementen

Service: Eine Umordnung M = {c[1], ¢[2], ..., c[=]} von M mit ¢[1] = [2] < ...
= dn]

AO: A:=1;L:=1

Al: t:=0

A2: 1:=A;j:=A+ L

P3: falls (a[7] < a[j]), gehe nach A9

Ad: =t + L ct]:=aljl;j:=5+1

P5: falls (j < A 4 2L — 1), gehe nach P3

A6: t:=t+1;ct]:=a[i];7:=7+1
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P7: falls (+ < A4 4+ L — 1), gehe nach A6
A8: gehe nach A13

A9: t:=t+ 1;ct):=a[i);7: =7+ 1
P10: falls (: < 4 + L — 1), gehe nach P3
All: t:=t+ 1;cft] :=a[jl;j:=5+ 1
P12: falls (j < 4 + 2L — 1), gehe nach All
Al13: 4 :=4 + 2L

P14: falls (4 < n), gehe nach A2

Alb: A:=1;L:=2L;firt=1,2,...,n tue a[¢] := []
P16: falls (L < =), gehe nach Al

ENDE: Siehe Service

Sollte die Anzahl n der Elemente von I keine Zweierpotenz sein, so konnte man
relativ einfach durch Anfiigen fiktiver Elemente a[n + 1], a[n + 2], ..., a[w], die
alle co gesetzt werden, dafiir sorgen, da die Elementeanzahl eine Zweierpotenz
wird.

Wir wollen vermerken, da es auch Algorithmen gibt, deren Aufwand fiir kein
o > 0 durch O(n*) abschitzbar ist. Als Beispiel betrachten wir das folgende Problem:
Vorgegeben seien n verschiedene Elemente a,, a,, ..., a,. Gesucht sind alle Unter-
mengen der Menge M = {a,, a,, ...,a,}. Falls etwa n = 3 ist, gibt es die folgenden
8 Mengen:

0 (leere Menge), {a,}, {a,}, {a,}, {a,, a3}, {a,, a3}, {ay, a5}, {a,, a5, a,}.

Allgemein gibt es bei einer n-elementigen Menge genau 2" Untermengen. Wollten
wir alle diese 2" Untermengen erzeugen, so hitten wir alleine beim Aufschreiben
derselben wenigstens 2" Operationen auszufiihren. Nun gilt aber bekanntermaBen

n
lim — = oo fiir jede reelle Zahl «.

n—->oo N

-Die gestellte Aufgabe ist also nicht mit einem Aufwand O(»*) fiir geeignetes o losbar.
Man sagt, daB eine derartige Aufgabe nicht mit polynomialem Aufwand bzw. nicht in
Polynomzeit 16sbar ist.
Das zuletzt genannte Beispiel einer nicht in Polynomzeit 16sbaren Aufgabe war von
der Art, daB die Nichtlosbarkeit in Polynomzeit unmittelbar aus der Aufgabenstellung
ablesbar war. Im Gegensatz zu derartigen Aufgaben (wo bereits die Ergebnisausgabe
nicht in Polynomzeit durchfiihrbar ist) gibt es leider auch hichst reale Aufgabenstel-
lungen, die nach dem heutigen Stand der mathematischen Forschung nicht in Poly-
nomzeit 16sbar sind ; anders ausgedriickt : Es gibt viele praxisrelevante Probleme, fiir
die keine exakten Losungsalgorithmen bekannt sind (und, wie man mit gutem Grund
vermutet, prinzipiell nicht existieren), die diese Probleme in Polynomzeit 16sen.

Die Mathematik ist heute (noch) nicht imstande zu entscheiden, ob die Klasse der
auf einer deterministischen Maschine (jeder reale Rechner ist eine deterministische
Maschine, wohingegen eine sog. nichideterministische Maschine eine rein begriffliche,
nicht materialisierbare Gedankenkonstruktion ist) in Polynomzeit 16sbaren Probleme
und die Klasse der auf einer nichtdeterministischen Maschine in Polynomzeit 16s-
baren gleich oder verschieden sind. Probleme der zweiten Klasse, fiir die kein Poly-
nomzeitalgorithmus bekannt ist (z.B. Rundreiseproblem und Ermittlung der chromat:-
schen Zahl), sind exakt nur durch Aufzihlung aller Moglichkeiten losbar. Zur Er-
forschung der Kompliziertheit von Problemen ist die Theorie der Problemklassen
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P, NP, NPC usw. entwickelt worden. Diese Theorie erfordert zu ihrem Verstindnis
betrichtliche mathematische Kenntnisse und kann im Rahmen dieses Buches nicht
erortert werden. Der interessierte Leser studiere die Spezialliteratur [15].

Im weiteren werden wir ofter eine etwas laxe Ausdrucksweise verwenden: Wir nennen
ein Problem leicht, wenn zu seiner Losung ein Polynomzeitalgorithmus bekannt ist,
andernfalls schwer.

Falls Algorithmen bekannt sind, die ein gestelltes Problem in Polynomzeit l6sen,
werden wir uns bemiihen, den Aufwand gering zu halten. Dabei sind wir uns vollig
im klaren, da das eingefiihrte Aufwandsmaf nicht das Ma8 aller Dinge ist. Zunichst
leuchtet ein, daBl von zwei Algorithmen, deren einer »? und deren anderer 1000 n
Operationen erfordert, fiir kleine » (n << 1000) der erste besser — also schneller sein
kann, wihrend erst fiir groBe Werte von n sich der skleinere Aufwand« des zweiten
Algorithmus auswirkt. Ferner gibt es viele Algorithmen der Graphentheorie, bei denen
der Aufwand stark von der zufilligen Numerierung der Knoten oder Bégen abhiingt,
wohingegen sich ja unser AufwandsmafB stets auf den ungiinstigsten Fall (worst
case) bezieht. So gibt es z.B. auch fiir die bekannte Aufgabenstellung der linearen
Optimierung Algorithmen (basierend auf der Ellipsoidmethode), die in Polynomzeit
arbeiten; dennoch ist es bis heute nicht gelungen, derartige Algorithmen zu finden,
die praktisch schneller als die bekannte Simplexmethode sind, obwohl die Simplex-
methode im worst case nicht in Polynomzeit arbeitet.

AbschlieBend sollte der Leser bedenken, daB die meisten hier angefiihrten Algorith-
men nicht Selbstzweck sind, sondern als Bestandteil bzw. Hilfsmittel inumfangreichen
Programmen fiir praktische Aufgabenstellungen auftreten. Da die Rechenzeit von
der Speicherform und vom verfiigharen Hilfsspeicher abhingt, kann es durchaus
sinnvoll sein, einen zeitaufwendigeren Algorithmus zu wéhlen, um sich bequemer an
vorhandene Speicherformen anzupassen oder Hilfsspeicher zu sparen. Dennoch kann
dem Anwender nur wiarmstens empfohlen werden, sich stets Gedanken zum Rechen-
aufwand zu machen.

Fiir Algorithmen der Graphentheorie ist es zweckméiBig, die Aufwandsabschidtzungen
auf die Knotenzahl » und die Bogen- bzw. Kantenzahl m zu beziehen. Wir werden,
soweit irgend moglich, m und n als BezugsgroBen verwenden.
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2.1. Einfiihrung

Bei einer Reihe von Anwendungsbeispielen stellt sich fiir einen gegebenen gerichteten
Graphen G(X, 1) die Frage, ob von einem fixierten Knoten X, € X jeder andere
Knoten auf einem gerichteten Weg erreichbar ist oder nicht. Sind nicht alle Knoten
von X, aus erreichbar, so benétigt man hiufig die Menge der Knoten, die von X,
aus erreichbar sind. In 2.2. werden wir zwei unterschiedliche Vorgehensweisen zur
Ermittlung der von X, aus erreichbaren Knoten kennenlernen, die mit den englischen
Bezeichnungen Depth-First-Search und Breadth-First-Search (kurz: DFS bzw. BFS)
bedacht sind. Je nachdem, welches konkrete Problem in spiteren Abschnitten zu
16sen ist, werden wir die Methode BFS oder DFS anwenden.

Bei einer Reihe von Suchproblemen, so etwa auch dem der Erreichbarkeit, aber auch
bei Codierungsproblemen treten sog. Wurzelbiume auf, die wir in 2.3. behandeln,
u.a. werden wir dabei aus der Rechentechnik her bekannte Anordnungen (TARRY-
Ordnung, umgekehrte polnische Notation usw.) kennenlernen. In 2.4. und 2.5. wenden
wir uns der Feststellung des Zusammenhanges in Graphen zu, dabei stellt sich fiir
gerichtete zusammenhingende Graphen die Frage, ob man von einem beliebigen
Knoten X; zu einem beliebigen anderen Knoten X; auf einem gerichteten Weg gelan-
gen kann oder nicht. Falls die erste Aussage fiir zwei beliebige Knoten des Graphen
richtig ist, nennen wir den Graphen stark zusammenhingend.

In 2.7. stellen wir Algorithmen zur Ermittlung kiirzester Wege in einem gerichteten
Graphen zur Verfiigung, dabei ist jedem Bogen u € 11 eine reelle Zahl {[u] zugeordnet,
die wir als Linge bezeichnen, ohne daB es sich in jedem Anwendungsfall um eine
wirkliche geometrische Linge handeln muB, insbesondere kann auch I[u] < 0 fiir
gewisse Bogen oder Kanten gelten.

In 2.8. befassen wir uns mit ungerichteten Graphen. Gesucht wird in G ein méglichst
zentral gelegener Knoten, den man Zenirum von G nennt.

Abschnitt 2.9. ist den ldngsten Bahnen in gerichteten Graphen sowie dem Potential-
problem gewidmet. Besonders in der Netzplantechnik, aber auch als Losungsmoglich-
keit des sog. Knapsackproblems, spielt die Ermittlung lingster Bahnen vor allem
in kreisfreien Graphen eine hervorragende Rolle. In 2.10. werden wir uns der Kon-
struktion von Minvmalgeriisten in bogenbewerteten Graphen zuwenden und an dieser
Stelle mit Greedyalgorithmen befassen.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels behandeln wir ein anders geartetes Abstands-
problem. Es wird nicht nach gewissen Eigenschaften eines vorgegebenen Graphen
gefragt, sondern zu einer vorgegebenen Menge sog. Fixpunkte in der euklidischen
Ebene wird ein diese Punkte verbindender Baum gesucht, dessen Gesamtlinge mog-
lichst klein ist. Es diirfen dabei neue Verzweigungspunkte (sog. STEINER-Punkte)
hinzugenommen werden, wenn man dadurch die Netzlinge verringern kann. Da
dieses Kapitel einerseits unmittelbar Anwendungsaufgaben behandelt, andererseits
jedoch fiir die folgenden zwei Kapitel von grofiter Bedeutung ist, wollen wir alle
besonders wichtigen Algorithmen parallel in befehlsmiBiger Form und in PASCAL
aufschreiben.
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2.2, Erreichbarkeit
2.2.1. Problemstellung

Viele der in spiteren Abschnitten behandelten Probleme (u.a. Maximalstromproblem,
Zirkulationsproblem) werden wir im Prinzip auf das Problem der Erreichbarkeit in
gerichteten Graphen zuriickfiihren, deshalb werden wir diesem Abschnitt einen gréfe-
ren Raum geben. Dem Leser sei dieser Abschnitt ganz besonders zum Studium emp-
fohlen. An dieser Stelle wollen wir einige Begriffe, die wir stdndig verwenden werden,
exakt definieren.

Definitionen

Es seien uy, uy, ..., u, (u; + u;y, fir j =1,2,...,r — 1) Kanten eines
ungerichteten Graphen G, wobei fiir jeden Index + 2 =:=<r— 1)
die Kante u; einen Endpunkt mit #;_, und den anderen mit u;, ,
gemein habe. Dann nennen wir W = [u,, u,, ..., u,] eine Kantenfolge
in G. Sind die Kanten paarweise verschieden voneinander, so heifit W
ein Kantenzug.

So ist im Graphen der Abb. 2.2.1 die Kantenfolge, die wir der Einfachheit halber als
Knotenfolge [Xg, X, X, X,, X,] schreiben, ein Kantenzug. Tritt in einem Kanten-
zug jeder Knoten hochstens einmal auf, so nennen wir ihn einen Weg, so ist etwa
[X,, X;, X,, X;, Xg] ein Weg. Ein Kantenzug, bei dem Anfangs- und Endpunkt
zusammenfallen und jeder andere Knoten héchstens einmal auftritt, heifit ein
Kreis.

X5 X 3
X9
Xa
X5 1
i
Abb. 2.2.1
Xs X

Sei nunmehr G(¥, 11) ein gerichteter Graph. Wir nennen eine Folge K = (u,, u,, ..., u,)
von Bogen u,, u,,...,u, aus G eine Keite, falls bei Vernachlissigung der Bogen-
orientierung die Bogenfolge in einen Weg des ungerichteten Graphen iibergeht.
So ist z. B. im Graphen der Abb. 2.2.3 die Folge (X,, X,, X,, X,) eine Kette. Sind beim
Durchlaufen der Bogen einer Kette alle Bogen im Sinne der Durchlaufung der Kette
orientiert, so heiit die Kette ein Weg: So ist etwa (Xg, X, X,, X;) ein Weg. Anstelle
des Begriffes Weg wird hiufig der Begriff Bahn verwendet. Geht bei Vernachlissigung
der Orientierung eine Bogenfolge des gerichteten Graphen in einen Kreis des unge-
richteten Graphen iiber, so heilt die Bogenfolge ein Zyklus. Sind in einem Zyklus alle
Bogen im Sinne des Zyklusdurchlaufs orientiert, so heift der Zyklus ein Kreis.
So ist etwa in Abb. 2.2.3 (X, X;, X, X;) ein Kreis, jedoch (X, X,, X,, X,) nur
ein Zyklus und kein Kreis.
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Abb. 2.2.2

Wir nennen einen Knoten X; von einem Knoten X, aus in einem gerichteten Graphen
erreichbar, wenn es einen Weg von X, nach X; gibt, andernfalls unerreichbar, auch
wenn es eine Kette von X, nach X; gibt. Vorgegeben sei ein gerichteter oder unge-
richteter Graph G, den wir im ungerichteten Fall dadurch orientieren, daB wir jede
der ungerichteten Kanten [X;, X;] = [X;, X;] durch zwei entgegengesetzt orien-
tierte Bogen (X;, X;) und (X, X;) ersetzen. (Im Programm wird dann G durch die
Listen U und IY beschrieben.) Da Schlingen und Mehrfachbogen auf die Erreich-
barkeit keinen EinfluB haben, denken wir uns den zugrunde liegenden Graphen ohne
Schlingen und ohne Mehrfachbégen gegeben (solche Graphen heiBien schlicht). Wir
fixieren einen der Knoten aus X — etwa X, — und fragen nach der Menge der Knoten
X, zu denen es von X, einen Weg gibt. Der Einfachheit halber wollen wir X, selber
auch als von X, aus erreichbar nennen.

2.2.2, Der Trémaux-Algorithmus

Die im folgenden zu beschreibende Idee hat ihren Ursprung in der Losung des Laby-
rinthproblems: Gegeben sei ein Labyrinth. (Der Leser kennt gewifl derartige Aufgaben
aus den Wochenendbeilagen der Tageszeitungen.) Wir befinden uns an irgendeinem
Punkt P des Labyrinths. Wir denken uns das Labyrinth derart, daB man in jedem
erreichten Punkt die Anzahl der von diesem Punkt ausgehenden Verzweigungen iiber-
schaut, jedoch nicht weifl, welchen Punkt man erreichen wird, wenn man ein Weg-
stiick auf einer der Abzweigungen voranschreitet. Kann man den Lauf durch das
Labyrinth so organisieren, dafl man einen unbekannten (aber doch bei Erreichen
erkennbaren, ausgezeichneten) Punkt @ von P zwangsliufig erreicht oder, wenn das
nicht moglich ist, etwa wenn das Labyrinth gar nicht zusammenhingend ist, ob man
wenigstens an seinen Ausgangspunkt P zuriickkehren kann (vgl. etwa Abb. 2.2.2,
wobei man ja sofort die ganze Information hat — im Gegensatz zu dem im Inneren
des Labyrinths befindlichen Menschen)? Bei dem angegebenen Labyrinth soll man
auf den Linien laufen! Denken wir uns das Labyrinth als Graphen gegeben. Damit
geht das Problem in das Erreichbarkeitsproblem in Graphen iiber. Wir wollen das
Vorgehen im weiteren erliutern. Wir bendtigen zunéchst ein Stiick Kreide zum Mar-
kieren von Knoten, welche wir bereits erreicht haben, sowie zum Markieren des
Bogens, auf dem wir einen Knoten erstmalig erreichten (EINGANG), um das Laufen
in Kreisen zu vermeiden. Ferner wollen wir uns stets den unmittelbaren Vorginger
eines Knotens merken, also den Knoten X;, von dem aus man iiber den Bogen (X, X))
erstmalig den Knoten X; erreicht. Diese Information merken wir uns in der Liste
ANTE. Dariiber hinaus muf8 man einen Bogen, den man durchlaufen hat, ebenfalls
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kennzeichnen, um ihn nicht nochmals zu benutzen. Es wird dabei ein sog. Wurzel-
baum aufgebaut, eine exakte Definition erfolgt weiter unten.

Zunichst geben wir einen Verbalalgorithmus an, mit dessen Hilfe jeder vom Aus-
gangspunkt X, = P erreichbare Knoten ermittelt wird. ZweckmaBige Implemen-
tierungen dieses verbalen Algorithmus schlieBen sich an.

Verbalalgorithmus zur Bestimmung aller vom Knoten X, aus erreichbaren Knoten

Vorgaben: Gerichteter Graph G(%, 1)
Service: Alle von X, erreichbaren Knoten werden markiert

(i) Markiere X!

(i) Wéhle (sofern vorhanden) einen Bogen (X;, X;)€ Ul mit markiertem X; und
unmarkiertem X;; markiere X;, und wiederhole diesen Befehl (ii)!

ENDE: Der Knoten X, ist von X, genau dann erreichbar, wenn er markiert ist.

2.2.3. Das Prinzip Depth-First-Search (DFS)

Die Ausfithrung des Befehls (ii) in obigem Verbalalgorithmus erfolgt gemaB fol-
gender

Vorschrift

Sobald ein Knoten markiert wird, versuche, von diesem ausgehend,
einen weiteren Knoten zu markieren! Erst wenn auf diese Weise kein
neuer Knoten markierbar ist, versuche das weitere Markieren von einem
Knoten aus, der schon friiher markiert wurde.

Im Verlaufe des Algorithmus wird ein sog. Wurzelbaum der Erreichbarkeit aufge-
baut.

Wir nennen einen gerichteten Graphen einen Bawm, falls er zyklenfrei ist und falls
es zwischen je zwei seiner Knoten eine Kette gibt. Falls es in einem Baum B einen
Knoten X, gibt, so daB es zu jedem von X, verschiedenen Knoten X; einen Weg von
X, nach X gibt, so heiBt B ein Wurzelbaum mit der Wurzel X,,. So bilden im Graphen
der Abb. 2.2.3 alle doppelt gezeichneten Bigen einen Wurzelbaum mit der Wurzel
X,

Eisn Knoten, der sich im Verlaufe des Algorithmus als von X, aus erreichbar erweist,
wird markiert, der Markenname ist ANTE. Genau die Knoten X;, die von X, aus
erreichbar sind, haben eine Marke ANTE[7] = 0. Mittels ANTE merken wir uns
aber noch mehr, nimlich den Vorliufer bei der Markierung, d.h., falls X; bereits eine
Marke ANTE[i] # 0 hat und sich X; dank des Bogens u; = (X;, X;) als erreichbar
erweist, so setzen wir ANTE[j] := <. Da X, nicht eigentlich (nicht au¥ einem Weg)
von X, aus erreichbar ist, setzen wir ANTE[p] := n 4 1, wobei » die Anzahl der
Knoten des Graphen ist. Die Reihenfolge, in der Knoten zu B hinzugenommen werden,
merken wir uns in einem Vektor NUMMER, dabei bedeutet NUMMER[z] = 1,
daB der Knoten X als z-ter Knoten zu B hinzugenommen wurde (NUM M E R[1] = p).

PROCEDURE DFS(N,P:INTEGER; VAR INF,ANTE,NUMMER :KLISTE;
VAR NF:BLISTE; VAR Z:INTEGER);
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Abb. 2.2.3

Abb. 2.2.4

Vorgaben: Gerichteter Graph G(%, 1) beschrieben durch die Nachfolgerliste NF
mit zugehoriger Indexliste INF

Service: Falls ANTE[j] = 0 gilt, ist der Knoten X; von X, aus nicht erreichbar.
Ist ANTE[j] = i > 0, so fithrt von X, ein Weg nach X;, wobei der letzte auf diesem
Weg angetroffene Knoten X; ist. (Dabei ist ANTE[p] = » 4 1.) Die Liste NUMMER
enthilt die z von X, aus erreichbaren Knoten in der Reihenfolge ihrer Hinzunahme.

BefehlsmiBiger Algorithmus PASCAL: Prozedurblock
" LABEL 1;
VAR I,J K: INTEGER; INFH:
KLISTE;

A0: Fir7i=1,2,...,n tue BEGIN FOR I:=1TO N DO BEGIN
(NUMMER[{] := 0; ANTE[:] := 0; NUMMER([I]:=0; ANTE[I]:=0;
INFH[:] := INF[3)); INFH[I]:=INF[I]END;
ANTE[p] :=n+ 1; ANTE[P]:=N+1;

NUMMER[1] := p; NUMMER[1]:=P;

z:=1;1:=p Z:=1;1.=P;
Al: k:= INFH[?]; INFH[:]:=k + 1; 1: K:=INFH[I]; INFH[I]:=K+1;
P2: falls (k = INF[7 + 1)), tue IF K<INF[I4+1] THEN

A2.1: (j := NF[k); BEGIN J:=NF[K];
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P2.1.1: falls (ANTE’[}] = 0), tue IF ANTE[J]=0 THEN
(ANTE[j] :=7; % :=j; BEGIN ANTE[J]:=I; I:=J;
z:=2+4+1; NUMMERIz] :=j); Z:=7Z+1; NUMMER|[Z]:=
END;
P2.1.2: falls (z == n), gehe nach A1) IF Z<>N THEN GOTO 1 END
A2.2: andernfalls tue ELSE
(¢ := ANTE[2); BEGIN I:=ANTE[I];
P2.2.1: falls (v = n + 1), IFI<>N+1
gehe nach A1) THEN GOTO 1 END
ENDE Siehe Service END;

Beispiel. Ausgehend vom Graphen der Abb. 2.2.1 ersetzen wir jede Kante durch
zwei entgegengesetzt orientierte Bogen. Die beschreibenden Listen U[k] und IU[7]
(bzw. NF[k] und IN[7] im Algorithmus) kénnten etwa das folgende Aussehen haben:

k=12 3 45 6 7 8 9101112 13 14 15 16 17 18
NFk]— 2 3 45 6 7 814891571261
k=19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
NFfkl= 3 6 1 457 9136129 2 6 8

i =123 456789 :10

IN[{] = 1 81215 18 21 26 29 32 : 35

Der Leser iiberzeuge sich selber davon, daB die Listen NUMMER und ANTE nach
Abarbeiten des Algorithmus folgendes Aussehen bekommen:

; =12 345 6789
NUMMER[{]=6 1 2 4 8 9 3 5 17
ANTE[] =6 11 2 3 10 3 2 8

Der entstehende Wurzelbaum B ist in Abb. 2.2.3 durch doppelt gezeichnete Bogen
hervorgehoben. Die Bigen von B sind alle von der Wurzel weg orientiert, denn Bogen
von B gehen stets von kleinerer NUMMER nach groBerer NUMMER, wobei wir
die den Knoten zugeordnete NUMMER mit romischen Zahlzeichen an die Knoten
geschrieben haben. Der Graph der Abb. 2.2.3 ist der der Abb. 2.2.2, jedoch mit einer
Orientierung, und zwar: Sind die Bégen des Wurzelbaumes alle von kleinerer zu

groBerer NUMMER orientiert, so ist es bei den verbleibenden Bigen genau umge-
kehrt.

2.2.4. Das Prinzip Breadth-First-Search (BFS)

Die Ausfithrung des Befehls (ii) im Verbalalgorithmus wird nach dem folgenden Prin-
zip organisiert:

markierbar sind, so werden nacheinander alle von X; aus markierbaren

Falls von einem markierten Knoten X; aus iiberhaupt weitere Knoten
Knoten auch markiert.

Wie beim Algorithmus DFS wird ein Wurzelbaum B aufgebaut, dessen Wurzel X,
wiederum mittels ANTE[p] = n 4+ 1 markiert wird. Die Relhenfolge, in der mar—
kierbare Knoten angetroffen werden, wird wiederum in einer Liste NUMMER ge-
merkt. In der Reihenfolge ihrer Markierung werden die Knoten wieder aufgerufen

(¢ := NUMMER](t]) und nacheinander alle von X; aus markierbaren Knoten X;
mit der Marke ANTE[j] := 1 versehen.
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PROCEDURE BFS (N,P:INTEGER; VAR INF,ANTE,NUMMER:KLISTE;
VAR NF: BLISTE; VAR Z: INTEGER);
Vorgaben und Service wie beim Algorithmus DFS

BefehlsmiBiger Algorithmus PASCAL: Prozedurblock
VAR 1,J K,T: INTEGER;

AO: Firv=1,2,...,n tue BEGIN FOR I:=1TO N DO
(NUMMERJi] := 0; BEGIN NUMMER([I]:=0;
ANTE[:] := 0); ANTE[I]:=0

END;
ANTE[p] :=n + 1; ANTE[P]:=N+1;
NUMMER(1] := p; NUMMER|[1]:=P;
z:=1;¢t:=1 Z:=1T:=1;

P1: solange (NUMMER[¢] = 0) und WHILE(NUMMER|T] < 0) AND
(z < n), tue (Z<N) DO

Al.d: (v := NUMMER]Jt); BEGIN I:=NUMMER(T];

A1.2: fir k= INF[:], INF[?] + 1, ..., FOR K:=INF[I] TO

INF[i + 1] — 1 tue INF [I+1]—1 DO

Al1.2.1: (j := NF[k]; BEGIN J:=NF[K];

P1.2.2: falls (ANTE[j] = 0), tue IF ANTE[J]=0 THEN

A1.2.2.1: (ANTE[j] :=7%;2:=2 + 1; BEGIN ANTE[J]:=1;

Z:=7Z+1;
NUMMER[z] := j)) NUMMER|Z]:=J END
END;
Al3:t:=t+ 1) T:=T+41 END
ENDE : Siehe Service END;

Beispiel. Wihlen wir dasselbe Beispiel (vgl. Abb. 2.2.2) wie beim Algorithmus DFS,
so ergeben sich die gesuchten Listen zu

T =123 45 6 7 8 9
NUMMER[{]=6 1 4 5 7 9 2 3 8
ANTE[7] =6 11 6 6 10 6 1 6

Der entstehende Wurzelbaum ist in Abb. 2.2.4 zu sehen (doppelt gezeichnete Bogen,
wobei wir anstelle von X; nur ¢ an die entsprechenden Knoten geschrieben haben).
Noch ein Wort zur Aufwandsabschidtzung sowohl fiir den DFS - als auch fiir den
BFS-Algorithmus:

In beiden Fillen wird jeder der Bégen hochstens einmal abgefragt. Nehmen wir
(verniinftigerweise) an, daB n < m ist, so ergibt sich ein Aufwand von Q(m).

2.3. ‘Wurzelbiume

2.3.1. Beispiele

Im vorangehenden Abschnitt traten bereits im Zusammenhang mit der Erreichbar-
keitsproblematik Wurzelbdume auf. Wir wollen hier aus der Fiille moglichen Auf-
tretens noch zwei weitere Beispiele angeben.

Beispiel 1. Jedem (lebenden oder bereits verstorbenen) Mitglied einer Familie
ordnen wir einen Knoten zu. Eine Person, der »Ahnherr¢, wird zum Stammvater der
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Familie erkoren, der ihm im Stammbaum entsprechende Knoten wird zur Wurzel
des Baumes. Wir wollen von Verwandtenheirat absehen. Ist das Familienmitglied Y
Kind (also Sohn oder Tochter) des Mitgliedes Z, so ziehen wir im zugehdorigen Stamm-
baumgraphen einen Bogen vom Knoten Z nach Y (wir identifizieren also die Familien-
mitglieder mit den Knoten). Die Menge aller Nachkommen des Ahnherren bildet
zusammen mit den die Eltern-Kind-Beziehungen beschreibenden Bogen einen Wur-
zelbaum. Wenn Verwandtenheirat »zugelassenc ist, so wird i. allg. kein Wurzelbaum
entstehen. Knoten, denen Familienmitglieder entsprechen, die nicht Nachkommen
des Ahnherren sind, lassen wir zweckmai Bigerweise weg.

Beispiel 2. Wir betrachten den folgenden arithmetischen Ausdruck: ((a + b)c +
(d — e):f)g, wobei a,b,... Zahlen seien. In verstindlicher Weise (vgl. Abb. 2.3.1)
kann diesem arithmetischen Ausdruck ein Wurzelbaum zugeordnet werden, der
gemiB Abb. 2.3.2 in ebenfalls verstdndlicher Form vereinfacht werden kann.
Wourzelbiume der Abbn. 2.3.2 und 2.3.3 heiBen bindr, da ein Knoten entweder genau
zwei oder keinen unmittelbaren Nachfolger hat. Binire Wurzelbiume spielen eine
bedeutende Rolle in der Klasse aller Wurzelbédume.

Abb. 2.3.1

Abb. 2.3.2

2.3.2. Ordnungen in Wurzelbiumen

Ein Wurzelbaum kann offenbar stets planar gezeichnet werden, also ohne Uber-
schneidungen der Bogen. Ebenso kann man die Knoten X, Y, ..., die von der Wurzel
gleichen Abstand haben (bei denen also die Anzahl der Bogen auf Wegen von der
Wurzel nach X, Y, ... gleich ist), auf derselben Hohe zeichnen. Im Stammbaum
gehoren diese derselben Generation an. Wenn nichts dagegen spricht, zeichnen wir
stets die Wurzelbiume dergestalt.

Im Hinblick auf eine lineare Anordnung z.B. arithmetischer Ausdriicke, wie sie in
der Rechentechnik (z. B. Umgekehrte Polnische Notation) gebriuchlich ist, bendtigen
wir noch einige Ordnungsbegriffe.

Definition

Eine auf einer Menge 9t mit Elementen 4, B, C, ... erklirte Relation p
heiBt eine Halbordnung auf M (oder von M), falls sie die folgenden drei
Eigenschaften hat:
(i) Ao A fiir jedes A € M (Reflexivitit)
(ii) falls Ao Bund By A gilt, so ist A = B (Antisymmetrie)
(iii) falls A ¢ B und By C gilt, so auch A ¢ C (Transitivitit)

(jeweils fiir alle 4, B, C € M).
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Falls ¢ eine Halbordnung auf 9t ist, so sagen wir, I sei (bez. oder durch p) halb-
geordnet.

Offenbar kann man einen Wurzelbaum W halbordnen, wenn man genau dann A ¢ B
sagt, wenn es in W einen Weg von A nach B gibt. In diesem Fall nennen wir g
Vorfahrrelation. Die Vorfahrrelation wollen wir mit dem Symbol = beschreiben.
Liegt z.B. ein Stammbaum vor, so bietet sich noch eine andere Halbordnung an, die
wir als Geschwisterhalbordnung bezeichnen und durch das Symbol < beschreiben.
Esist A < B genau dann, wenn 4 und B denselben unmittelbaren Vorfahren haben
(also identisch oder Geschwister sind) und, falls A 3= B ist, A ilter als B ist. Zeich-
nerisch kann man die Geschwisterhalbordnung dadurch ausdriicken, daB man dltere
Geschwister stets links von jiingeren (in derselben Generation natiirlich) zeich-
net.

Im Wurzelbaum eines arithmetischen Ausdrucks gibt es keine natiirliche Geschwister-
halbordnung, denn bei etwaigem Vorhandensein eines Termes a + b kann man ja
auch b + a schreiben (bei Subtraktion oder Division sieht das natiirlich schon anders
aus).

Definition
Eine durch die Relation ¢ halbgeordnete Menge IR heit vollstindig
geordnet, falls fir je zwei Elemente A, B€ MM entweder A4 g B oder
B A gilt.

So ist z.B. die Menge der reellen Zahlen (gemiB der iiblichen GroSer-, Gleich-,
Kleinerbeziehung) vollstéindig geordnet, wohingegen die Knotenmenge eines Wurzel-
baumes im allgemeinen nicht vollstindig geordnet ist, wenn man etwa als Relation g
die Nachfolgerbeziehung nimmt. Natiirlich bereitet es iiberhaupt keine Schwierig-
keit, einen endlichen Wurzelbaum vollstindig zu ordnen, man braucht ja bloB die
Knoten in irgendeiner Reihenfolge aufzuschreiben und A4 ¢ B erkliren, wenn 4 = B
ist oder wenn A eher als B aufgeschrieben wurde.

Von weit groferer Bedeutung aber sind solche vollstindigen Ordnungen, die mit
den natiirlichen Halbordnungen (Nachkommen- oder Geschwisterhalbordnung) har-
monieren. Es féllt nun nicht schwer, den folgenden Satz zu beweisen.

Satz

Sei W ein Wurzelbaum mit der Vorfahrenhalbordnung = und der
Geschwisterhalbordnung <. Dann kann man die Knoten von W voll-
stindig ordnen (wir verwenden fiir diese Ordnung das Symbol »=«),
wobei die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Falls A= B, sogilt auch 4 < B.

(ii) Falls 4 < B, so gilt auch 4 < B.

(iii) Falls A < B, A= A’ und B = B/, so gilt auch 4’ < B’ (sofern

nicht 4 = B = B’).

Diese vollstindige Ordnung ist also mit beiden zugrunde liegenden Halbordnungen
vertriiglich, und dariiber hinaus liegen in der vollstindigen Ordnung echte Nach-
kommen #lterer Geschwister stets vor den Nachkommen jiingerer Geschwister.
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Typisches Beispiel einer solchen vollstindigen Ordnung sind die Erbfolgeregeln vieler
Monarchien. Betrachtet man den Ahnherrn als den gegenwirtigen Monarchen, so
kommt als erster Anwirter auf seinen Thron sein éltestes Kind in Frage (in manchen
Dynastien leider nur sein dltester Sohn) usw. In der Erbfolge liegt Kind vor Kindes-
kind (i); éltere Geschwister liegen in der Erbfolge vor jiingeren (ii); Nachkommen
alterer Geschwister liegen in der Erbfolge vor jiingeren Geschwistern und vor den
Nachkommen jiingerer Geschwister (iii). Nota bene, in der Geschichte wuBte auch
manchmal ein Mitglied einer sogenannten Seitenlinie seine Chance zu nutzen, Hein-
rich IV von Frankreich als spidterer Ahnherr der Bourbonen stehe hier fiir manch
weniger bekannten Monarchen.

Eine gewisse »Ungerechtigkeit« in dieser vollstindigen Ordnung ist unverkennbar.
Denken wir uns Abb. 2.3.2 als »Stammbaum«. Warum etwa soll ¢ einsehen, daB er
nach b »drankommty ? Erbfolgekriege in reicher Zahl belegen diese Diskrepanz.

Wie ist nun eine solche vollstindige Ordnung tatséchlich algorithmisch herstellbar ?
Betrachten wir nochmals Abb. 2.3.2. Beginnend mit der Wurzel X laufe man den
Wurzelbaum so ab, daB er génzlich links liegen bleibt (man sich also moglichst weit
rechts hilt), also gemd

z+xz+abc:—defyg.
Ersetzt man in der vollstindigen Ordnung gemiB letztem Satz die Forderung (i)
durch die folgende
(i) Falls 4 = B, sogilt B< 4,
und beléBt die Forderungen (ii) und (iii), so erhdlt man die sog. umgekehrte TARRY-

Ordnung oder im Falle eines Bindrbaumes die sog. Umgekehrte Polnische Nota-
tion.

Verbalalgorithmus zur Ermittlung der Umgekehrten Polnischen Notation eines arithmeti-
schen Ausdrucks '

Vorgaben: Bindrer Wurzelbaum mit Geschwisterhalbordnung
Service: Umgekehrte Polnische Notation des Wurzelbaumes

W] Bezeichne die Wurzel mit Y.

(i) Falls keine Knoten mehr vorhanden sind, gehe nach ENDE.

(iid) Falls Y keinen Nachfolger hat, so notiere Y, streiche ¥ und (sofern vor-
handen) den mit Y inzidenten Bogen (Z, Y); bezeichne Z mit Y, und gehe
nach (ii).

(iv) Falls Y genau einen Nachfolger hat, so bezeichne diesen mit ¥ und gehe
nach (iii).

(v) Bezeichne den édlteren der beiden Nachfolger von ¥ mit Y, und gehe nach
(iid).

ENDE: Die aufgeschriebene Zeichenfolge ist die Umgekehrte Polnische Notation
des arithmetischen Ausdruckes, der durch einen Wurzelbaum beschrieben
ist.

Der Leser iiberzeuge sich davon, daB bei Anwendung obigen Algorithmus auf das’
Beispiel der Abb. 2.3.2 der folgende Ausdruck sich ergibt:

ab+cXde—f:4gX.
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Wir wollen nun einige Bemerkungen machen, wie man einen Wurzelbaum fiir
rechentechnische Zwecke am besten beschreibt.
Selbstverstdandlich kénnte man einen Wurzelbaum wie einen beliebigen gerichteten
Graphen durch Vorlduferliste VL und zugehorige Indexliste IVL (oder auch NF
und INF) speichern, doch ist diese Variante sehr verschwenderisch. Da ein Wurzel-
baum dadurch gekennzeichnet ist, daB auBer der Wurzel jeder Knoten einen ein-
deutig bestimmten unmittelbaren Vorldufer hat, geniigt zur Beschreibung eines
Wurzelbaumes eine Knotenliste vom Typ ANTE, wobei wir wieder vereinbaren, daf3
ANTE[WURZEL] :=n + 1 ist.
Betrachten wir etwa den Wurzelbaum der Abb. 2.3.3. Dann ergibt -sich die ANTE-
Liste zu
1 =1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
ANTE[:] =6 12 4 9 1 7 14 9 12 4 1 7 6.

Dem Leser sei empfohlen, einen Algorithmus aufzustellen, der es gestattet, aus
der Kenntnis der Listen VL und IVL die Liste ANTE zu ermitteln.

Xo X3 Abb. 2.3.3

Wir wollen noch vermerken, daf8 ein Wurzelbaum mit Geschwisterhalbordnung durch
die Liste ANTE allein nicht beschreibbar ist, da die Geschwistereigenschaft (alter
oder jiinger) in der Liste ANTE nicht erkennbar ist.

Zum SchluB dieses Abschnittes wollen wir noch einen Algorithmus angeben, der es
in beliebigem Wurzelbaum gestattet, aus der Liste ANTE die Listen NF und INF
zu ermitteln.

Das Vorgehen erfolgt analog dem in 1.4., wo wir einfache Organisationsalgorithmen
bereitstellten.

Algorithmus zur Ermattlung von NF und INF aus ANTE in Wurzelbdumen

Vorgaben: Wurzelbaum beschrieben durch Knotenliste ANTE
Service: Nachfolgerliste NF und zugehorige Indexliste INF

Verbalalgorithmus
(i) Ermittele aus ANTE die Ausgangsvalenzen eines jelen Knotens. (Aus Erspar-

nisgriinden speichern wir die Ausgangsvalenzen bereits auf der Liste INF.)
(ii) Ermittele die richtige Indexliste INF.
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(iii) Ermittele die Nachfolgerliste NF (wobei INF wieder in Unordnung gerit).
(iv) Bringe die Liste INF wieder in Ordnung.

PROCEDURE NFWURZ (N:INTEGER; VAR ANTE,INF:KLISTE; VAR NF:
BLISTE);

Befehlsmipiger Algorithmus PASCAL: Prozedurblock
VAR H,1,J K,S: INTEGER;
BEGIN
A0: Firj=1,2,...,ntue INF[j]:=0 FOR J:=1TO N DO INF[J]:=0;
Al; Firj=1,2,...,n tue FOR J:=1TO N DO
(i := ANTE[j]; BEGIN I:=ANTE[J];
INF[i] := INF[z] + 1) INF[I1]:=INF[I]41 END;
A2:s:=1;furj=1,2,...,n tue S:=1; FORJ:=1TO N +1 DO
(h :=INF[j]; INF[j] := s; BEGIN H:=INF[J]; INF[J]:=S;
§:=8+h) S:=S+H END;
A3: Firj=1,2,...,n tue FOR J:=1TO N DO
(v := ANTE[j]; k := INF[3]; BEGIN I:=ANTE[J]; K:=INF[I];
NF[k] :=j; INF[{] :=k + 1) NF[K]:=J; INF[I]:=K+1 END;
Ad: firj=1,2,...,n tue FOR J:=1TO N DO
(¢ := ANTE[j]; BEGIN I:=ANTE[J];
INF[]) := INF[{] — 1) INF[I):=INF[I]-1
Ab5: INF[n + 1] :=mn INF[N+41]:=N

ENDE: Siehe Service ;

Beispiel. Betrachten wir den Graphen der Abb . 2.3.3. Aus der ANTE-Liste
+ =1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 : 14
ANTE[x] =6 12 4 9 1 7 14 9 12 4 1 7 6
ergibt sich nach Anwendung des obigen Algorithmus
) 123 456 7 8 9 10 11 12 13 : 14
INF[{] =1 3 3 3 5 5 7 9 9 11 11 11 13 13
k=1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12
NF[k}j=5 11 3 10 1 13 6 11 4 8 2 9
Der erforderliche Aufwand ist ersichtlich O(»), da nur einige Laufanweisungen jeweils
der Linge » auszufiihren sind.
Damit beenden wir die Uberlegungen zu den Wurzelbiumen.

2.4. Zusammenhang

Die Uberlegungen dieses Abschnittes schlieBen an die des Abschnittes 2.2. iiber
Erreichbarkeit an. Wurde dort gefragt, ob es von einem fixierten Knoten X, aus zu
beliebigen anderen Knoten X; einen Weg gibt, so schwichen wir nun die Forderung
der Erreichbarkeit etwas ab, indem wir von X, aus zu jedem anderen Knoten nicht
die Existenz eines Weges fordern, sondern nur die Existenz einer Bogenfolge, bei
der also die Orientierung der Bogen nicht einsinnig sein muB. Betrachten wir die
Abb. 2.4.1. Von X, aus sind die Knoten X, und X, auf Wegen nicht erreichbar,
jedoch auf einfachen Bogenfolgen. So ist X, lings der Bogen- oder Knotenfolge
(X4, X5, X,) »erreichbar¢, wobei jedoch beide Bogen entgegen ihrer Orientierung
durchlaufen werden.
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&
X2
X
X5 X1 Abb. 2.4.1

Definition
Ein gerichteter Graph G heiit zusammenhingend, wenn es zwischen
je zwei Knoten aus G eine Kette gibt (die nicht notwendig ein Weg sein
muB).

Der Graph der Abb. 2.4.1 ist offenbar zusammenhéngend. Es kann geschehen, daB es
einen Knoten in einem zusammenhéngenden Graphen gibt, von dem aus alle anderen
Knoten erreichbar sind (z.B. X, in Abb. 2.4.1). Es kann aber auch geschehen, daB
ein derartiger Knoten nicht existiert (vgl. Abb. 2.4.2).

&

Abb. 2.4.2

Im weiteren wollen wir uns mit einem Algorithmus befassen, der es gestattet, einen
Graphen auf Zusammenhang bzw. Nichtzusammenhang zu testen. Genauer: Wir
werden alle zusammenhéngenden Komponenten eines Graphen ermitteln, wobei
zwei Knoten genau dann in derselben zusammenhéngenden Komponente liegen, wenn
es zwischen ihnen eine Kette gibt.

Da fiir die Entscheidung des Zusammenhanges eines Graphen die Bogenorientierung
offensichtlich ohne Bedeutung ist, gehen wir wie folgt an die Losung der Aufgabe
heran: Zu jedem Bogen (X;, X;) des Ausgangsgraphen fiigen wir zusitzlich einen
Bogen (X, X;) ein. Dieses Verfahren der Bogenverdopplung kennen wir bereits aus
dem Abschnitt 1.4., wo wir die Prozedur UMGEBUNG (n, IVL, VL, L, IU, U, LU)
bereitgestellt haben, die zur Bogenliste VL und zugehorigen Indexliste IVL (oder auch
NF und INF) die Umgebungsliste U mit zugehoriger Indexliste IU ermittelt. U
enthilt zu jedem Knoten X; unseres Graphen G siémtliche Nachbarknoten und kann
somit als Nachfolgerliste eines Graphen G’ interpretiert werden, der zu jedem Bogen
(X;, X;) zusdtzlich noch den Bogen (X, X;) enthélt. Die Frage, ob G zusammenhén-
gend ist, wird im Graphen G’ zur Frage, ob von einem beliebigen Knoten X, aus jeder
andere Knoten erreichbar ist, ob es also von X, zu jedem anderen Knoten einen
Weg gibt. Zur Losung verwenden wir dabei fast wortlich den Algorithmus (vgl.
Abschnitt 2.2.) zur Bestimmung aller von einem Knoten X, aus erreichbaren Knoten
gemif dem Prinzip DFS. Die Liste NUMMER wird jedoch nicht benétigt. Die Liste
ANTE wird benétigt, um zu sichern, daB jeder Bogen nur einmal abgefragt wird.
Ferner wird die Liste KOMPONENTE verwendet, die jedem Knoten diejenige Kom-
ponente zuordnet, in der er liegt.
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Algorithmus zur Ermittlung der zusammenhdngenden Komponenten

Vorgaben: Gerichteter Graph G(ZX, 11), gegeben durch die Bogenliste U und zugehdrige
Indexliste TU ‘

Service: Liste KOMPONENTE, wobei zwei Knoten X; und X; genau dann derselben
zusammenhéngenden Komponente angehoren, wenn KOMPONENTE[i] = KOM-

PONENTE[j] ist.

PROCEDURE ZUSAMMEN (N:INTEGER; VAR IU, KOMPON:KLISTE;

BefehlsmiBiger Algorithmus

AO: Firv=1,2,...,n tue
(KOMPONTI7] := 0;
ANTE[?]} := 0; [UH[7] := IU[{]);

r:=0;p:=1
P1: solange (p < n), tue
‘P1.1: (falls (KOMPON[p] = 0), tue
Al1d: (r:=r+ 1; ANTE[p) :=n + 1;

KOMPON[p] :=r;7:=p;
A1.1.2: k := IUH[Z); IUH[?] :=k + 1;

P1.1.3: falls (k < IU[¢ + 1]), tue

A1.13.1: (j := U[k];

P1.1.3.2: falls (ANTE[j] = 0), tue
(ANTE[j] :=1;
KOMPON[j] :=r;v:=3);

Al1.1.3.3: gehe nach A1.1.2)

P1.1.4: andernfalls tue
Al.14.1: (2 := ANTE[:];

P1.1.4.2: falls (t = n + 1),
gehe nach A1.1.2))

Al2:p:=p+1)

ENDE : Siehe Service

Kommen wir zur Aufwandsabschétzung:

VAR U:BLISTE; VAR R:INTEGER);

PASCAL-Prozedurblock:
LABEL 1;
VAR 1,J K,P: INTEGER;
ANTE,IUH: KLISTE;
BEGIN
FOR I:=1TO N DO
BEGIN KOMPON[I]:=0;
ANTE[I]:=0; TUH[I]:=1IU[I]
END;
R:=0; P:=1;
WHILE P<=N DO
BEGIN IF KOMPON[P]=0 THEN
BEGIN R:=R-1;
ANTE[P]:=N+1;
KOMPON[P]:=R; I:=P;
1: K:=IUHJI};
IUH[I]:=K41;
IF K<IU[I4-1] THEN
BEGIN J:=U[K];
IF ANTE[J])=0 THEN
BEGIN ANTE[J]):=I;
KOMPON[J}:=R;
I:=J
END;
GOTO 1
END
ELSE
BEGIN I:=ANTE[I];
IF I<>N+41 THEN
GOTO 1.
END
END; P:=P+1
END
END;

Sei der Graph G aus einem gerichteten Graph durch Bogenverdopplung entstanden,
wobei der Ausgangsgraph m Bogen und » Knoten haben mége. Im Verlaufe des



50 2. Abstandsprobleme

Algorithmus wird jeder der 2m Bogen von G genau einmal abgefragt. Da auch der
evtl. vorzuschaltende Algorithmus zur Bogenverdopplung von der Aufwandsordnung
0(m) ist, hat auch die Prozedur ZUSAMM eine solche von Q(m).

2.5. Starker Zusammenhang

Die im weiteren zu betrachtenden Graphen sind gerichtet, da die anstehende Frage-
stellung fiir ungerichtete Graphen sinnlos ist.

Definition

Wir nennen einen gerichteten Graphen G(%, 1) stark zusammenhingend,
sofern es zu jedem Paar X, X; verschiedener Knoten aus X sowohl einen
Weg von X; nach X; als auch von X; nach X; gibt. Ist der Graph
nicht stark zusammenhéngend, so liegen zwei Knoten X, X; in der-
selben stark zusammenhingenden Komponente, sofern es sowohl von X;
nach X; als auch von X; nach X; einen Weg gibt.

So besitzt z.B. der Graph der Abb. 2.5.1.a genau vier stark zusammenhédngende
Komponenten, némlich &, = {X,}, &, = {X,, X, X3}, &; = {X,, X¢}, &, = {X},.
wohingegen der Graph der Abb. 2.5.1.b stark zusammenhéngend ist.

Bei der algorithmischen Ermittlung aller stark zusammenhéngenden Komponenten
eines Graphen wollen wir uns die folgende Eigenschaft zunutze machen.

Es existiere im Graphen zwar ein Weg von X; nach X, jedoch keiner von X; nach
X; (womit beide Knoten verschiedenen stark zusammenhingenden Komponenten
angehoéren). Falls es nunmehr von einem dritten Knoten X, nach X; einen Weg
gibt, so gehéren X, und X; verschiedenen stark zusammenhéngenden Komponenten

X 7 X 5
o——=0
X2
X3 Xq
X
a) Xs
Abb. 2.5.1

b)
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an. Wire dem niamlich nicht so, giibe es also u.a. einen Weg von X; nach X, so kénnte
man aus diesem und dem Weg von X; nach X; einen Weg von X; nach X; konstruie-
ren, was der Voraussetzung widerspriche.

Im Algorithmus gehen wir nun wie folgt vor:

Nacheinander wird von jedem Knoten iiberpriift, ob es von ihm zu jedem Kno-
ten einen Weg gibt. Falls dem so ist, ist der Graph gewiB stark zusammenhéngend.
Sofern es aber auch nur ein einziges Knotenpaar X;, X; gibt, so da von X; nach
X; kein Weg fiihrt, ist der Graph nicht stark zusammenhingend.

Verbalalgorithmus zum Testen des starken Zusammenhanges

(i) Beginnend mit p = 1, ermittele die Anzahl q aller von X, aus erreichbaren
Knoten.

(ii) Falls ¢ < n ist, ist der Graph nicht stark zusammenhéngend (FEHLER),
andernfalls wird p um 1 erh6ht und, solange p < n ist, bei (i) fortgesetzt.

Das befehlsmiBige Aufschliisseln des Verbalalgorithmus bereitet keine Schwierig-
keiten. Zur Ermittlung der von X, aus erreichbaren Knoten verwenden wir die
Subroutine BFS.

BefehlsmiiBiger Algorithmus zum Testen des starken Zusammenhanges

Vorgaben: Gerichteter Graph G, vorgegeben durch die Bogenliste NF und zugehérige
Indexliste INF
Service: Feststellung, ob G stark zusammenhingend ist (ENDE) oder nicht (FEHLER)

Al: Firp =1,2,...,n tue
(fiihre die Prozedur BFS(n, p, INF, ANTE, NUMMER, IN, ¢) aus; falls (¢ < n),
gehe nach FEHLER)

ENDE: G ist stark zusammenhingend

FEHLER: G ist nicht stark zusammenhingend

Der Aufwand ist Q(m »), denn fiir jeden der n Knoten wird einmal der Erreichbar-
keitsalgorithmus BFS durchgefiihrt, der einen Aufwand von O(m) erfordert.

Falls man einen Algorithmus benétigt, der im Falle des nicht starken Zusammenhan-
ges alle stark zusammenhingenden Komponenten liefert, ist obige Version natiirlich
nicht ausreichend. Wir werden dazu einen weiteren Algorithmus kennenlernen,
der zwar im Befehlsaufbau aufwendiger ist, jedoch ebenfalls nur einen Aufwand von
O(m n) erfordert.

Betrachten wir jedoch noch zunichst ein Beispiel zum Testen des zuletzt genannten
Algorithmus, vgl. Abb. 2.5.2. Beginnend mit p = 1, wird ein Wurzelbaum der Er-
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reichbarkeit aufgebaut. Es zeigt sich, da man von X, zu jedem anderen Knoten
gelangen kann, ebenso erreicht man von X, aus jeden anderen Knoten. Fiir p = 3
jedoch sind nur die Knoten X, X; und X, von X; aus erreichbar. In der Subroutine
BF'S zeigt sich fiir p = 3, daB fiir die Anzahl ¢ der von X, aus erreichbaren Knoten
= 3 < 7gilt, womit signalisiert wird, da der Graph nicht stark zusammenhéngend
ist.
Kommen wir nun zu einem Algorithmus, mit dessen Hilfe alle stark zusammenhéngen-
den Komponenten ermittelt werden kénnen.
Die Idee ist die folgende: Mittels der Listen NF und INF ermitteln wir (beginnend mit
p = 1) alle von X, aus erreichbaren Knoten, anschlieBend ermitteln wir mittels der
Listen VL und IVL alle Knoten, von denen aus X, erreichbar ist. Die Menge der
Knoten, die sowohl von X, aus erreichbar sind als auch von denen aus X, erreichbar
ist, bildet eine stark zusammenhingende Komponente.
Wenden wir die Prozedur BFS (n, p, INF, VYMARKE, NUMMER, NF, ¢) an, so erhal-
ten wir die Menge der Knoten X, die von X, aus erreichbar sind (das sind diejenigen
Knoten, fiir die eigentlich ANTE[j] = 0 ist, da wir jedoch anstelle der Liste ANTE
eine Liste VMARKE - Vorwdrtsmarke — mitfiihren, sind es gerade diejenigen Knoten
X;, fiir die VMARKE[j] + 0 gilt). Bei Durchfiihrung der Prozedur BFS(r, p, IVL,
RMARKE, NUMMER, VL, ¢') jedech ermitteln wir alle diejenigen Knoten X;, von
denen .aus X, erreichbar ist (fiir diese Knoten gilt analog RM A RKE[j] + 0 - Riick-
wdrtsmarke).

PROCEDURE STARKZUS (N:INTEGER; VAR IVL INF,MARKE:KLISTE;
VAR VL, NF:BLISTE;
VAR Q:INTEGER);

Vorgaben: Gerichteter Graph @, beschrieben sowohl durch die Bogenliste VL als
auch durch die Bogenliste NF sowie den zugehorigen Indexlisten IVL bzw. INF
Service: Es wird die Anzahl ¢ der stark zusammenhéngenden Komponenten ermittelt.
Zwei Knoten X; und X; gehoren genau dann derselben stark zusammenhangenden
Komponente an, wenn MARKE[:] = MARKE[j] ist.

VAR I,P,Z:INTEGER;

VMARKE ,RMARKE,NUMMER:
KLISTE;

(% Die Prozedur BFS mu8 hier
bek annt sein oder an dieser Stelle
eingefiigt werden.x)

BEGIN
A0: Firv=1,2,...,n tue FOR I:=1 TO N DO
MARKE][7]:=0; MARKE[I]:=0;
qg:=0 Q:=0;
Al: Firp=1,2,...,n tue FOR P:=1TO N DO
(fallstM ARKE[p] = 0), tue BEGIN IF MARKE[P]=0
THEN
(fihre die Prozedur BEGIN
BFS (n, p, INF, VYMARKE, BFS(N,P,INF,
NUMMER, NF, z) aus; VMARKE,NUMMER,
fithre die Prozedur NF,Z);

BFS (n, p, IVL, RMARKE, BFS (N,P,IVL,
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NUMMER, VL, 2) aus; RMARKE,NUMMER,NF,Z);
qg:=q+ L;firi=1,2,...,n tue Q:=Q+1;
FOR I:=1 TO N DO
falls (VM ARKE[:] &= 0 und IF (VMARKE[I]< >0)
RMARKE[:] & 0) AND (RMARKE[I]<>0)
THEN
tue MARKE[:] := q)) MARKE([I]:=Q
END
END
ENDE: Siehe Service END;

Der Leser priife selber nach, daB der angegebene Algorithmus die im Service ver-
sprochenen Dienste leistet.

2.6. Kreisfreiheit

Bei einer Reihe von Problemen, so z.B. in der Netzplantechnik (vgl. dazu 2.9.),
ist es wichtig zu wissen, ob ein vorgegebener gerichteter Graph einen Kreis (oder
mehrere) besitzt oder nicht. Die folgende Eigenschaft eines kreisfreien Graphen wer-
den wir im weiteren noch ofter ausnutzen. :

Satz
Sei G ein gerichteter kreisfreier Graph. Dann kann man die Knoten von
G derart numerieren, daB fiir jeden Bogen die Nummer des Startknotens
kleiner ist als die des Zielknotens.

Von der Richtigkeit der Aussage kann man sich unschwer iiberzeugen, wenn man
bedenkt, daB es in einem kreisfreien Graphen (wenigstens) einen Knoten gibt, in
den kein Bogen einlduft. Nach Entfernen eines solchen Knotens (der die Nummer 1
erhilt) verbleibt wieder ein kreisfreier Graph, der ebenfalls (wenigstens) einen Knoten
besitzt, in den kein Bogen einlduft, usw.

Verbalalgorithmus zur Numerierung eines kreisfreien Graphen

{® Ermittele die Eingangsvalenzen v—(X,) eines jeden Knotens X;,

(ii) ermittele die Originalquellen (das sind diejenigen Knoten, in die kein Bogen
einlduft), und eréffne mit ihnen die Liste Q.

(ii) Solange eine aktuelle Quelle vorhanden ist, l6sche alle von ihr ausgehenden
Bogen sowie die Quelle selber und fiille die Liste @ mit allen dabei neu
entstehenden Quellen auf.

ENDE: Falls alle Knoten in der Liste @ erfaBt sind, ist der Graph kreisfrei und @
liefert eine gesuchte Numerierung. Sind jedoch nicht alle Knoten in der Liste
Q aufgenommen (d.h., wird die Anweisung (iii) weniger als n-mal durch-
laufen) worden, so ist der Graph nicht kreisfrei.

Betrachten wir das Beispiel der Abb. 2.6.1. Zwei Originalquellen sind vorhanden,
ndmlich X, und X,. Wir setzen etwa @[1] = 4 und @[2] = 7. Nach Loschen von
X, entsteht die neue Quelle X,, also Q[3] = 2. Nach Loschen von X, entsteht keine
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neue Quelle. Nach Léschen von X, entsteht die neue Quelle X, also Q[4] = 3, usw.
Es zeigt sich, daB alle Knoten in die Liste @ aufgenommen werden, also ist der Graph
kreisfrei. '

X1

Xz \

Xg

A
A Abb. 2.6.1

PROCEDURE KREISFREI (N:INTEGER; VAR INF,Q:KLISTE; VAR
NF:BLISTE; VAR FEHLER: BOOLEAN);

Vorgaben: Gerichteter Graph, beschrieben durch die Bogenliste NF und die zugehérige
Knotenliste INF
Service: Falls der Graph, einen Kreis besitzt, hat die logische Variable FEHLER den
Wert TRUE, ist der Graph kreisfrei, so ist FEHLER = FALSE. Fiir die Knotenliste
@ gilt: Fiir beliebigen Bogen (X, X;) mit ¢+ = Q[r] und j = @[s] gilt r < s.

VAR I,J K,M,T,U:INTEGER;

VMINUS:KLISTE;
BEGIN

A0:

Fir7=1,2,...,n tue
(VMINUS[?] := 0; Q[7] :=n + 1);

t:=0;u:=1;m:=INF[n+1] —1

FOR I:=1TO N DO
BEGIN VMINUS[I]:=0;
Q[I):=N+1

END;

T:=0; U:=1; M:=INF[N+1]—1;

Al: Firk=1,2,...,m tue FOR K:=1TO M DO
(7 := NF[k]; BEGIN I:=NF[K];
VMINUS[Z] := VMINUS[7] + 1) VMINUS[I]:=VMINUS[I]+1
A2: Fir<::=1,2,...,n tue FOR I:=1TO N DO
falls (VMINUS[:] = 0), tue IF VMINUS[I]=0 THEN
(t:=¢t+1;Q[t] :=7) BEGIN T:=T+1; Q[T]:=I
END;
A3: solange (¥ < » und WHILE(U<=N) AND

Qlu]l < n + 1) tue

(v := Q[u];
fiir k = INF[3], INF[{] + 1,

. INF[i + 1] — 1 tue
(j := NF[k];

VMINUS[j) := VMINUS[j] — 1;

(Q[U]<N+1) DO
BEGIN I:=Q[U];
FOR K:=INF[I] TO
INF[I+1]—1
DO

BEGIN J:=NF[K];
VMINUS[J):=
VMINUS[J]—1;
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falls (VMINUS[j] = 0), tue IF VMINUS[J] = 0 THEN
(t:=t+ 1; Q[f] :=3)); BEGIN T:=T+1;
Q[T):=J
END
END;
u:=u-+1) U:=U+1
END;
A4: FEHLER :—= (u < n) FEHLER:=U<=N
ENDE: Siehe Service END;

Der Aufwand des Algorithmus ist O(m), denn jeder der m Bogen wird einmal im
Befehl A1 abgearbeitet und dann nur noch einmal in der Schleife A3.

Damit wollen wir es zunéchst mit der Kreisfreiheit bewenden lassen. Bei gewissen
Problemen, z.B. in der Netzplantechnik, ist es jedoch keineswegs ausreichend, die
evtl. Nichtkreisfreiheit erkannt zu haben, vielmehr miissen die Kreise selber ermittelt
werden, und durch Aufbrechen oder Streichen geeigneter Bégen sind dann die Kreise
zu beseitigen. Wir werden in 2.9. iiber Netzplantechnik nochmals darauf zuriick-
kommen.

2.9. Kiirzeste Wege
2.7.1. Beispiele

Wir schlieBen an die Problematik der Erreichbarkeit an. Diese wurde in 2.2. behan-
delt. In vielen Anwendungsfillen sind den Kanten oder Bogen reelle Zahlen (ggf.
nichtnegativ oder ganz) zugeordnet, die wir als Linge der Kante bzw. des Bogens
bezeichnen.

Dabei fordern wir nicht das Erfiilltsein der Dreiecksungleichung fiir die Lingen-
funktion I(u):

Definition

Falls fiir je drei Knoten X, Y,Z¢ %, die durch Bégen » = (X, Y),
v=(Y,Z) und w= (X, Z) aus U eines gerichteten Graphen G(%X, )
miteinander verbunden sind, die Beziehung

Yw) = Uu) + Uv)
gilt, so geniigt die Lingenfunktion I(u) der Dreiecksungleichung.

Es stellt sich nun nicht allein die Frage, ob ein gewisser Knoten X; von einem Knoten
X, aus erreichbar ist oder nicht, sondern im Falle der Erreichbarkeit auch die Frage
nach einem kiirzesten Weg W = (X, = X;, X;, ..., X; = X;) von X, nach X;
sowie nach dessen Linge

LW) =UX;, Xi) + UX, X)) + ...+ UX; ), X5).
Beispiel 1. Betrachten wir den Graphen der Abb. 2.7.1. Ausgehend vom Knoten

X, = X, kann man den Knoten X; = X, direkt iiber einen Bogen (X, X,) der Lange
I(X,, Xy) = 12 erreichen, lauft man jedoch auf dem Weg (X, Xg, X,), so hat dieser
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Abb. 2.7.1

eine Liange von 3 4+ 8 = 11. Der Weg (X, X,, X,,, X,) hat sogar eine Linge von
nur 4 + 3 4+ 3 = 10, obwohl 3 Bogen abgelaufen werden muBten.

Belsplel 2. Gegeben sei ein Kommunikationsnetz. Die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB eine Verbindung zwischen den Knoten X; und X; existiert, sei p;; = p;;. Falls
keine direkte Verbindung zwischen ihnen besteht setzen wir p,, pj; = 0. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB lings eines Weges W = (X, X, X,-r) die Ver-
bindung funktioniert, sei p;;, py;, .- pi,_;,- (Wir fordern also dle Unabhﬁ,ngigkeit
der Ereignisse.) Unter allen mdglichen Wegen zwischen zwei fixierten Knoten X und
Y suchen wir einen zuverlédssigsten.

Um dieses Problem zu behandeln, kann man wie folgt vorgehen: Knoten und Bégen
eines Modellgraphen G(Z%, 1) sind offenbar von Natur aus gegeben. Einem Bogen
% = (X;, X;) einer Wahrscheinlichkeit p;; ordnen wir eine Lénge l(u) = (X, X;) =
l;j := —log p;; zu, dabei gilt wegen 0 < p;; < 1 die Beziehung 0 < I;; < oco. Als
Basis des Logarithmus kann eine beliebige Zahl grofer als 1 (also etwa 2 oder e oder
10 oder ...) gewahlt werden. Ein kiirzester die Knoten X und Y verbindender Weg
(mit den Léngen I(u) fiir die Bogen u) realisiert einen zuverlissigsten Weg von X
nach Y im Graphen. Die Richtigkeit dieser Behauptung sieht man wie folgt:
Suchen wir unter allen Wegen von X nach Y einen solchen

= (X = Xi.’ Xi,’ ooy Xfr = Y), fiir den p‘oix pi,i, N pir—lir

maximal ist, so ist das wegen der Monotonie der Logarithmusfunktion ein Weg, fiir
den log(pi,, Pisi, -+ Ps,_,i,) maximal ist. Wegen der Giiltigkeit der Rechenregeln

fiir den Logarithmus ergibt sich

r—1 —
— log (P, Digiy -+ Pi,_yi) = — Zolog Pigiypq = Z‘:) bijigsq-
8= 8=

Die Suche nach einem zuverlissigsten Weg fithrt also zur Suche nach einem kiirzesten
Weg mit den Bewertungen I(u) fiir die Bogen des Graphen.

Es sei vermerkt, daB in vielen praktischen Fillen (z.B. beim Transportproblem)
ohne weiteres negative Léngen bei den Modellgraphen sinnvoll sind. Bei der algo-
rithmischen Losung des Problems zeigt es sich, da3 die Aufgabenstellung schwer ist
(im Sinne des Aufwandes), falls sog. Kreise negativer Linge auftreten (so ist etwa
K = (X;, X;, X;, X,) im Graphen der Abb. 2.7.2 ein Kreis der negativen Linge —5),
wohingegen bei Nichtauftreten von Kreisen negativer Linge schnelle Algorithmen
zur Verfiigung stehen.
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X3 Abb.2.7.2

2.7.2. Nichtnegative Bogenlingen
Algorithmus zur Ermittlung der Abstinde

Vorgaben: Gerichteter Graph G(%, 1) mit nichtnegativen Bogenlingen I(u), v € Il
Service: Zu fixiertem Knoten X, wird jedem von X, aus erreichbaren Knoten X;
eine nichtnegative Zahl {[7] zugeordnet, wobei t[7] die Liinge eines kiirzesten Weges
von X, nach X; ist (das ist der Abstand des Knotens X; vom Knoten X,).

Verbalalgorithmus

(i) Setze {[l] := oo fiir jeden Knoten X, = X, und {[p] := 0; Beginnend mit
1=p

(ii) Markiere X;, und bilde fiir jeden nichtmarkierten Knoten X;, zu dem es von
X; aus einen Bogen gibt, den vorlidufigen Wert
t4] := min(tj], 2] + UX;, X)).

(iii) Falls es keinen nichtmarkierten Knoten X; mit endlichem Potentialwert
t[j] gibt, gehe nach ENDE.

(iv) Unter allen nichtmarkierten Knoten X; suche einen solchen Knoten X; mit
minimalem Potentialwert {[], also

7] := llél’ltsln f{7] mit X; nichtmarkiert.

Gehe nach (ii).
ENDE: Siehe Service

Beispiel. Betrachten wir den Graphen der Abb. 2.7.1. Wir wollen fiir jeden Knoten
X, der von X, = X, erreichbar ist, den Abstand ¢[7] von X, ermitteln.

Nachdem {[?] := oo (== 1) und ¢[1] := 0 gesetzt wurde, haben wir X, markiert.
GemdB (ii) gibt es vier Knoten, zu denen es von X, einen Bogen gibt. Man erhilt
fir diese die vorldufigen Potentialwerte {[7] = 4, {[8] = 3, {[9] = 12, {11] = 7.
Da der Test (jii) negativ ausfillt, ergibt sich gemiB (iv) die Auswahl X; = X,
mit dem nunmehr endgiiltigen Potentialwert ¢{[8] = 3. Gem4B (ii) wird nunmehr
X, markiert, und X, erhilt den vorliufigen Potentialwert {[10] =3 4 5 = 8.
X, erhilt den verbesserten vorldufigen Potentialwert {{9] = 11 usw. Der Leser
priife selber nach, daB fiir die von X, aus erreichbaren Knoten schlieBlich als Ab-
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stinde von X, die Werte
1] =0,¢8] =3, 7] = 4, {{11] = 7, {[10] = 7, 9] = 10

durch den Algorithmus geliefert werden, welche Werte man auch aus der Zeichnung
ablesen kann. Die verbleibenden Knoten sind unerreichbar und behalten die an-
finglichen Potentialwerte oco.

PROCEDURE KURZWEG (N,P:INTEGER; VAR INF,T,ANTE: KLISTE;
VAR NF,L:BLISTE; VAR FEHLER :BOOLEAN)
Vorgaben: Gerichteter Graph, beschrieben durch die Bogenliste NF, und zugehérige
Knotenliste INF sowie eine Liste L mit nichtnegativen Bogenbewertungen (Ldngen)
Service: Falls keine Bogenbewertung negativ ist (sonst: FEHLER=TRUE), be-
schreibt die Liste ANTE einen Wurzelbaum der kiirzesten Wege der von X, aus
erreichbaren Knoten. {[j] ist die Linge eines kiirzesten Weges von X, nach X;;
ist jedoch X; nicht von X, aus erreichbar, so wird ¢[j] = 10000000 (d.h. = oo)
und ANTE[j] = 0. )
CONST UNEND = 10000000;
VAR 1,J, K,M,A MIN:INTEGER;
MARKE:ARRAY[1 .. 1000]

OF BOOLEAN;
BEGIN
A0: FEHLER := falsch; FEHLER:=FALSE;
m = INF[n + 1] — 1; M:=INF[N+1]—1;
firk=1,2,...,mtue FOR K:=1TO M DO
falls (I[k] < 0), tue IF L[K]<0 THEN
FEHLER := wahr; FEHLER :=TRUE;
P1: falls (nicht FEHLER), tue IF NOT FEHLER THEN
BEGIN
Al0: Fir7=1,2,...,n tue FOR I:=1TO N DO
(ANTE[?] := 0; BEGIN ANTE[I]:=0;
{[{] := UNEND; T[I}:=UNEND:;
MARKE[i] := falsch); MARKE[I]:=
FALSE
END;
f{p] :=0;7 :=p; T[P):=0; I:=P;
ANTE[p] :=n + 1; ANTE[P]:=N+1;
Al.1: Wiederhole REPEAT
Al1.1.1: MARKE[:] := wahr; MARKE[I}:=TRUE;
A1.1.2; fiir k = INF[:], INF[7] + 1, .. FOR K:=INF[I] TO
.., INF[7 + 1] — 1 tue INF[I+1])—1
DO
BEGIN
(j := NF[k]; J:=NF[K];
A = {[7] + [Fk]; A:=T[I]+L[K];
falls (4 < ¢[j], tue IF A<T[J] THEN
BEGIN
(1)) := 4; T[J]:=A;
ANTE[j] :=1)) ANTE[J]:=1
END

END;
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A1.1.3: MIN := UNEND; MIN:=UNEND;
Al.l4: Firj=1,2,...,n tue FOR J:=1TO N DO
falls (nicht M A RKE[7] IF NOT MARKE[J]
und {{j] < MIN), tue AND (T[J]<MIN) THEN
BEGIN
(MIN :={[j]; 1 :=J) MIN:=T[J]; I:=J
END;
bis MIN = UNEND; UNTIL MIN=UNEND
- END
ENDE: Siehe Service END;

In diesem Algorithmus haben wir wie bei KREISFREI sog. logische Variablen
(BOOLEAN, Boovrgsche Variablen) verwendet, sowohl fiir die Variable FEHLER
als auch fiir die Liste MARKE. Erfahrungsgemé8 féllt es dem Lernenden zunéchst
schwer, mit logischen Variablen umzugehen, aber im weiteren wird er sich gewif3
auch mit dieser eleganten Form zum Testen vertraut machen. Ebenso wurde erst-
malig die sog. REPEAT (wiederhole)- ... UNTIL (bis)-Anweisung verwendet, die
in der Sprache ALGOL unbekannt ist.

Kommen wir noch zur Aufwandsabschiatzung: Beim Durchlauf der Schleife A1.1.2
werden genau v+(X;) Bogen abgefragt, wobei v+(X;) die Anzahl der Bogen ist, die aus
X; herausfithren. Bei der Minimumbildung A1.1.4 werden alle = Knoten abgefragt,
also ist bei einmaligem Durchlauf der Schleife A1.1 ein Aufwand von O(v+(X;) + n)
erforderlich. Da im ungiinstigsten Fall jeder der Knoten einmal als X; in A1.1.4 ge-
withlt wird, ist der Gesamtaufwand O(v+(X,) + 7+ vH(X,) +n+ ... + vH(X,) +n) =
0(m + n2). Da jedoch m << n? ist, ergibt sich als Aufwand Q(r?).

Will man nun fiir jeden Knoten X, die Abstdnde zu allen von X, aus erreichbaren
Knoten ermitteln, so betrigt der Aufwand 0(n3).

Wir werden am Ende dieses Abschnittes noch zwei leicht programmierbare Algo-
rithmen zur Ermittlung aller moglichen Abstéinde kennenlernen, die ebenfalls einen
Aufwand von O(r?) erfordern, jedoch ist dabei der Speicheraufwand wesentlich
groBer, da wihrend der Rechnung eine Matrix vom Umfang n mal »n gespeichert
werden muB. In obigem Algorithmus sind stdndig die Listen NF, INF, t, ANTE
zu speichern, wohingegen die méglichen n? Abstéinde nur auszudrucken sind, jedoch
nicht zu speichern.

An dieser Stelle sei vermerkt, da es Implementationen zur Ermittlung der Ab-
stinde von einem Knoten zu allen anderen gibt, die nur einen Aufwand von Q(m log D)
und sogar nur O(m log log D) erfordern, wobei D das Maximum aller Bogenlingen
ist. Die Programmierung ist aber derartig aufwendig, daB wir an dieser Stelle nicht
darauf eingehen konnen.

2.,7.3. Beliebige reelle Bogenlingen

Fragen wir zunidchst, ob der zuletzt angegebene Algorithmus sinnvoll bleibt, wenn
gewisse der Bogenlédngen negativ sind.

Betrachten wir den Graphen der Abb. 2.7.3. Es mége im Verlaufe des Algorithmus
der Knotenpunkt X, zuletzt den Wert {[p] bekommen haben. Nunmehr wire der
Wert f[7] = {[p] + 3 fiir den Knoten X;zu wihlen und, da er kleiner als {[j] = ¢{[p] + 6
ist, als endgiiltig fiir X; zu fixieren. Dennoch ist der Weg von X, iiber X; nach X;
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Abb. 2.7.3

kiirzer. Der Algorithmus erlaubt es jedoch nicht, diesen kleineren Wert {[p] + 2 zu

finden.
Wir stellen nunmehr einen Algorithmus vor, der bei »nicht allzu vielen« negativen

Bogenlingen dennoch die Abstéinde zu bestimmen erlaubt:

Verbalalgorithmus zur Bestimmung der Abstinde

Vorgaben: Gerichteter Graph mit nicht notwendig positiven Bogenlingen, jedoch

ohne Kreise negativer Lange

Service: Alle Abstinde [i] von einem vorgegebenen Knoten X, zu allen von X, aus

erreichbaren Knoten X;.

(i) Setze {[j] := oo fiir alle Knoten X; auBler f[p] := 0.

(i) Solange es einen Bogen u = (X,, X;) mit 7] 4 fu] < 7] gibt, ersetze
{[7] durch {[7] + u].

ENDE: Siehe Service

Der folgende Satz sichert im Falle des Fehlens von Kreisen negativer Linge, daBl

obiger Algorithmus nach endlicher Zeit abbricht und dann tatséchlich die Abstéinde

ermittelt sind.

Denken wir uns die Bégen in 1rgendemer Weise durchnumeriert, etwa in Uberein-

stimmung mit den Listen NF und INF. Die Anweisung (ii) fithren wir wie folgt aus:

Priife die Bogen nacheinander durch, ob sie eine Potentialverringerung gestatten.

Nach einmaligem Durchlauf moégen Potentialwerte ¢1[7] entstanden sein, allgemein

nach I-maligem Durchlauf von (ii) mogen Potentialwerte #[¢] entstanden sein.

Satz

Falls der Graph G keine Kreise negativer Linge besitzt, so gilt (7 1[¢] =
t"[¢] = t[7] firallet =1,2,...,n.

Besitzt G jedoch Kreise negativer Linge, so gilt fiir wenigstens ein 7
die Beziehung *~1[¢] = "[2], und der Algorithmus gestattet es nicht, die
tatsdchlichen Abstinde ¢[7] von X, nach X; zu ermitteln.

Damit gibt der Algorithmus auch Auskunft dariiber, ob in G Kreise negativer
Lénge existieren oder nicht.
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Betrachten wir nochmals den Graphen der Abb. 2.7.2 (in welchem ja Kreise negativer
Linge vorhanden sind). Wahlen wir den Kreis K = (X, X, X, X,). Wegen (X, X;)
verringert sich beim Durchlauf von (ii) der Wert ¢[3], und das bei jedem Durchlauf,
so daf der Algorithmus niemals zum Stehen kommt. Dennoch hat X, von X, einen
Abstand (als Linge eines kiirzesten Weges), und zwar {[3] = —6.

Im Falle, daB Kreise negativer Linge auftreten, ist die Ermittlung der Absténde
weitaus schwieriger, denn dieses Problem gehort in die Klasse der sog. NP-harten
Probleme. Seine Losung erfordert also im schlechtesten Fall eine vollstindige Enu-
meration aller Wegldngen. Denkt man sich etwa einen vollstindigen Graphen gegeben,
d.h., zu jedem Knotenpaar X;, X; gibt es einen Bogen u = (X;, X;). Man rechnet
unschwer nach, daB es zwischen irgendzwei Knoten mehr als (n — 2)! verschiedene
Wege gibt. Aus der StirLiNGschen Formel erhilt man daraus, dal die Wegeanzahl
exponentiell mit der Knotenanzahl anwéchst.

PROCEDURE KURZWEGF (N,P: INTEGER; VAR INF, T, ANTE:KLISTE;
VAR NF,L:BLISTE; VAR FEHLER: BOOLEAN);
Vorgaben: Gerichteter Graph, beschrieben durch die Bogenliste NF, mit zugehériger
Indexliste INF sowie eine Liste 1 mit Bogenlingen und ein Startknotenindex p
Service: Falls der Graph keinen Kreis negativer Linge enthilt — sonst: FEHLER =
TRUE -, liefert die Liste t die kiirzesten Weglingen, und die Liste ANTE beschreibt
einen Wurzelbaum, aus dem die kiirzesten Wege abgelesen werden kénnen: ANTE[p]
=mn+ 1, t{t{] = UNEND und ANTE[:] =0, sofern X; von X, aus nicht er-
reichbar ist.
VAR 1,J,K,S,U: INTEGER;
PROBE,A,Z: INTEGER;
NUMMER: KLISTE;

BEGIN
AO: Firt=1,2,...,n tue FOR I:=1TO N DO
(NUMMER[7] := 0; BEGIN NUMMER([I]:=0;
ANTE[3] := 0); ANTE[I]:=0
. END;
NUMMER[1] := p; NUMMER([1]:=P;
f{p] :=0;2z:=1; T[P]:=0; Z:=1,;
ANTE[p] :=n + 1l;u := 0; ANTE[P]:=N+1; U:=0;
Al: Wiederhole v := u + 1; REPEAT U:=U+1;
PROBE := 0; PROBE:=0;
s:=1; S:=1;
Solange (s < n) und WHILE{S<=N) AND
(NUMMER[s] > 0), tue (NUMMER][S]>0) DO
(¢ := NUMMER][s); BEGIN I:=NUMMER[S];
s:=s8+1; S:=S+41;
- fir k = INF[i], INF[i] 4+ 1, ... FOR K:=INF[I] TO
..., INF[i 4+ 1] — 1 tue INF[I41]—1
DO
(j := NF[k]; BEGIN J:=NF[K];
A = t[3] + I[k]; A:=T[I]+L[K];
falls (ANTE[j] = 0), tue IF ANTE[J]=0 THEN
(t[5] := 4; , BEGIN T[J]:=A;
ANTE[j] :=1; ANTE[J]:=I;

zi=z+ 1 Z:=Z+1;












































































































































































































































































































































































































