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0, Mathematische Grundlagen

Es sollen kursz sinige mathematisohe Begriffe, cdle fiir die Formulierung
der Quantenmechanik wiochtig =ind, slpnpgs®ihrt und an Hand von Beispielen
erliutert werden, Auf eine musflUhrliiehes Darstellung und auf mathemati-

sche Strenge wird hisrbei verziohtel.

A) Wahrscheinlichksiten

Man wiederhole hierzu Band 1, Kap. 9: Fehlsrrechnung!

A1) Wir betrachten ein Experiment, desgsn Erpgabnis durch eine Messung
festgehaltan wird, Dieses Experinment sel beliebig off unter den
gleichen Bedingungen wiedarholber, wohe! wir im allgemeinen unter—
schiedlicha MsOwerts 8y
soloher Experimente vorhersagan?

festatsllen, Was 186t sich lber den Ausgang

Als Beispiel betrachten wir den Ninzwurf, Als Messung gilt die Fest-
stellung, ob die Zahl oban lisgt (diesem Ereignis kidnnen wir bei-
epielsweise den Melwert +1 zuordnen) oder nicht (Mefwert beispielsweise
'-"”4

A2) Wir fiihren das Experiment N-mal durch und stellen den MeBwert
2y ﬂ{—mnl fest, Es gilt, wenn {lbar alle anterschiedlichen Mefverte
(Index i) summiert wird:

_ Zﬂi = N. (0,1)
i

Der Quotient HifH wird ale relative Hiufigkeii fir das Aufireten des
Melwertes 8, bezeichnet,

A3) Fir geniigend h#ufige Wiederholungen des Experimentes nihern sleh
die relativen Hiufigkeiten einem Wert, der als MeOvorschrift fiir dle
theoretisch zu bersechnende Wahrscheinlichkeit vy des entsprechenden

Melwertes a8, angesehen werden kanp (Band 1),

Hi
i e Ui (0,2)

Der Spezialfall, dal imrer der gleiche Melwert a, mngenommen wird
{Sicherheit), ist in (0,2) fir wy = 513 enthalten, Aus (0,1) folgt,
dal die Summe der Wakrscheinlichkelten Z\ri eins ist.

i



Ak) Mit den durch (0,2) gegebenen relativen Hiufigkeiten lHEt sich
ein mittlerer Melwert <{A)> , d, h, der Mittelwert der Melraihe

1
A == 2 Na, —e) w,a (0,3)
N 1 1”1 Neoo 1 -1
fiir geniigend grofes N bestimmen,

4A5) Im allgemeinan streuen die einzelnen Meflwerte a, um diesen Mittel-
wert (0,3). Als MaB der Streuung wird der Hitt-lmtfdl.z)d.-l Abwel-
chungsquadrates AA™ = (A = (1)]2 genommen:

<Ay =<ta=-<a>)> =3 Xn (e, =<0>)° —=Xu, (a, - a®. (0,4
1 N-eco

Dieses "mittlere Schwankungsquadrat™ wird Null, wenn ein MeBwert mit
Sicherheit angencmmen wird,

Die Wurzel)<AA™) aus dem mittlerean Schwankungsquadrat wird als
Unschirfs bezeichnet.

A6) Als Beispiel hatten wir den Minzwurf hut;--nhut. Die Wahrscheinlieh—
keit, daf die Zahl oben liegt, ist 1/2, Was heiBt das?

Flir den Ausgang eines einzelnen Wurfes kann kein Ergebnis vorherge-
sagt werden, Betrachten wir aber ein Experiment, das aus X Miinzwiirfen
basteht, so ervarten wir, dal etwa bei der Hilfte der Wirfe die Zahl
oban lliegt,

h‘-m; z‘x) die Anzahl der Wiirfe in der K—Seris ist, bei denen dis
Zahl oben liegt, heilt das: Der Erwartungswert von Z(Dﬂi‘ ist

<z®m>a 3. (0,5)

ir stimmt gemdB (0,3) mit dem Mittelwert flir N—> 0O {iberein,

Jedem Experiment, d. h, jeder K-Serie, lEBt sich nun ein MeBwert I{K}
zuordnen, indem man jeden Wurf mit +1 zihlt, wenn die Zahl oben liegt,
und im anderen Fall mit -1, Dann gilt

oK) _ 7(K) _ -z(8)y o 27, (K) _ N, (0,86)

Mit (0,5) erhllt man denm Erwartungswert

a5 22¢z _yan-¥a=o. (0,7

A7) Wir fihren dieses Experiment genligend oft durch und bestimmen die
relstiven HEufigkeiten, mit denen die sinzelnen Mslwerte niﬂ} auftreten,
Diege relativen HiEufigkeiten nihern sich gemkB (0,2) den Wahrscheinlieh—
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e T S 1 3 5 ¢
Abb, 0,1t Wahrscheinlichkeiten -1;2’, Mittelwert

<A» und Unschirfe V(an > filr eine
Serie aus 5 Minswiirfen

keiten '1fI} fiir das Auftreten eines Melwertes :1(11.

In Abb, 0,1 sind diese Wahrscheinlichkeiten fiir K = 5 (ein Experiment
besteht aus 5 Wirfen) aufgetragen. Die mSglichen Melwerte & ) sind
5¢ 3; 1, =1, =3, =5, Man priife die aufgetragenen Wahrscheinlichkeiten
experimentelll

A8) Insbesondere stellen wir fest, dal der MeBwert ‘{1} fiir ein
Experiment i, a, nicht mit dem Erwartungswert Null bzw, daB ECI} nicht
mit dem Erwartungswert N/2 Ubereinstimmt, Erst bei der wiederholtenm
Durchfilhrung des Versuches streben die Mittelwerte dieser Melwerdte,
gegen den Erwartungswert, Die Streuung der MeBwerte .{I) um den Er-
wartungswert (I{K)}= 0 1iBt sich berechnen, wenn man das Schwankungs—
gquadrat ((dltn}e) (0,4) mit dem Schwankungsquadrat (m‘{E—ﬂ)E}
einer Serie aus K-1 Minzwiirfen vergleicht, Wegen

B | D

fiir jedes Experiment und
(.(K)>= <.(E—1)> -0

(ﬂ'l?} wird
a™)Sa (a2 = (@D & 1))

= ¢(a®1)2, * 2@® M5 4 4 2<% 4 44 (0,8)

bei K-facher Wiederholung dieses Schrittes ergibt sich

¢ Aa®2y = k. (0,9)



Mit zunehmendem K nimmt die Unschirfe v<( ﬂl(n }E> mit VK zu, die rels-
tive Hnnnhﬁrftv-{( damj}z}ﬁ mit 1/‘& ab, In diesem Sinne kann man sagen,

daf der Erwartungswert {a(K)) = 0 um so0 besser angenommen wird, je griler
K 15*--

A9) Die Verteilung HEK) der Melwerte aEE), die bei einer hiufigen Wieder-

holung des K-fachen Minzwurfes erhalten wird, ist die Binomialverteilung
(Abb, 0.1). Dies 1iBt sich an Hand des Pascalschen Dreiecks verdsut-
liehen, soll hier aber nicht gezeigt werden.,

B) Der Hilbertraum

Die SHtze der Quantemnmechanik lassen sich unter Verwendung des Hilbert-
raumes besonders einfach und durechsichtig formulieren, Wenn wir in
Kapitel 1 gezeigt haben werden, in welcher Weise die grundlegenden
Aussagen der Quantenmechanik mathematisch durch Bezishungen im Hilbert-
raum erfaBlt werden kinnen, ldBt sich ein spezielles Problem der Quanten-
mechanik mit Hilfe der Rechenregeln fiir den Hilbertraum in libersicht-
licher Weise formulisren und l&sen,

Wir werdean h_iur einige Eigenschaften des Hilbertraumes, der esine Ver-
allgemeinerung des dresidimensionalen reellen Vektorraumes R:3 darstellt,
nennen und erldutern, Zum Vergleich sollen diese Eigenschaften parallel

fiir den R3 betrachtet werden.

B1) Der Hilbertraum ist ein linearer komglo:arr Vektorraum, Wenn wir zwei

{

L+
L
2[ Abb, 0,21 Summe und
) Vielfaches von Vaktoran
ﬁ _—

-
x

Elemente (Vektoren) dieses Vektorraumes mit |x) , | y) bezeichnen, dann
sind die Summe |=x) + |¥) sowield|x) ebanfalls in diesem Vektorraum ent—
halten, A ist eine beliebige komplexe Zahl,

Im Falle des R3 sind mit den Elementen (Vektoren) Lo Ep die Elemente



I, +x unﬂ:i;d ebenfalls in R3 enthalten (Abb, 0.,2), Im Gegensatz zum
Hilbartraum muB of eine realls Zahl sein.

B2) Im Hilbertraum ist eine multiplikative Verkniipfung (Skalarprodukt)
erkliirt, dies zwel Elementen Ix},|y) eine komplexe Zahl {x|y> mit folgenden

Eigensehaften zuordnet:

<xly) = <yixd¥, (0,10)
<xly, + ¥ = <xlyd + <xi¥0 (0,11)
{xIAy D> = A {x |y, (0,12)
¢xixy = O, (0,13)

Beispielsweise folgt aus (0,10), daB {xlix) reell sein mufBl, denn bei der
Vertauschung der Elemente geht das Skalarprodukt in das Konjugiert-—Kom—
plexe iber, Das Gleichheitszeichen in (0,13) gilt nur fiir das Null-Ele-
mentl0), Die Bigenschaft (0,13) gestattet es, eine Norm

Noram |x) := J<x|x)> (0,74)

einzufilbren,

Im Falle des Hj erfiillt das liblieche Skalarprodukt von Vektoren dis
Bedingungen (0,10) bis (0,13), es kann aber nur reelle Werte annehmen,

B3) Jedes Element des Hilbertraumes lH8t sich aus einem Satz von linear
unabhiingigen Basiselementen le,> durech Linearkombination erhalten,
Die El&mantnlun> werden dann als linear unabhiingipg bezeichnet, wenn die

Gleichung ¥ !.n> ¢, = lo> (0,15)
n

nur erfiillt werden kann, indem alle Kceffizienten G, Null gesetzt werden,

Zur Vereinfachung von Rechnungen kann dlese Basis speziell orthonormal
gevwkhlt werden,

Copley> =0 0 (0,16)

d. h., zwei verschiedene Basiselemente sind orthonormal, ihr Skalarprodukt
ist null, und alle Basiselemente sind auf eins normiert,

Im Falle des R3 ist die Existenz solch einer Basis evident, sieche
Abb, 0,3,

B4) Im Zusammenhang mit der Auswahl von Basiselementen gibt es einen
wesentlichen Unterschied zwischen dem Hj und dem Hilbertraum:

Aus beliebigen 3 linear unabhingigen Vektoren lHGt sich jeder Vektor
des H3 durch Linearkombination erhalten, die Zahl der Basiselemente
(Dimension) betrkgt 3. Die Zahl der Basiselemente im Hilbertraum betrigt




X383

Abb, 0,31 Zerlegung des
ﬁj Vektors x beziiglich der
orthonormalen Basis

X8

abzéhlbar unendlich, Das bedeutet, dal es im Hilbertraum unendlich
viele linear unabh¥ngige Elemente gibt, die mit den natiirlichen Zahlen
durchnumeriert werden kSnnen. (Gelegentlich werden in der Quanten—
mechanik auch lineare komplexs VektorrZume betrachtet, die eine endliche
Dimension besitzen.)

B5) Im Zusammenhang mit der Dimension abzEhlbar unendlich des Hilbert—
raumes mul die Vollsténdigkeit der Basis besonders beachtet werden,

Ein Satz von Basiselementen |e n} ist dann vollstindig, wenn sich
jedes Element des Hilberiraumes durch eine Linearkombination dieser
Basiselemente darstellen lHGt:

x>=r | x = oy + x| * e (0,17)
I )i__'lp n x‘ll 1.“'|+ x!'!"

Entfernt man beispielsweise endlich viele Basiselemente aus einer wvoll-
stindigen Basis, so bleiben immer noch unendlich viele Elemente ibrig,
die aber keine vollstiéindige Basis mehr bilden.

Als Beispiel soll der Raum der stetigen Funktionenyg(t) betrachtet
werden, die nur im Intervall -1 = t<1 ungleich Null sind, Das Skalar—
produkt von zwei Elementen wird durch das Integral Uber das Produkt
der beiden Funktionen definiert (Band 1). Beziiglich des Basissystems,
das durch die Funktionen ('lllmtn"}'tj’zn(t} = unn{ﬂt}."lﬂznﬂ(t} =
sin((n+1)xt), n =0, 1, 2, ... gebildet wird, lé3t sich jedes "Element"
q(t} zerlegen (Fourierreihs), Das Orthonormalsystem cos(nmt) enthilt
filr sich auch abziEhlbar unsndlich viele Elemente, ist aber nicht mehr
vollstndig, So lassen sich antisymmetrische Funktionen nicht dureh
Linearkombinationen dieser (symmetrischen) Basiselemente erhalten.

10 T



B6) Insgesamt ergibt sich, daB jedes Element!x) des Hilbertraumes durch
seine Koordinaten =, baziiglich einer vorgegebenen vollstindigen Basis
charakterisiert werden kann (0,17) (siehe Abb, 0,3). Diese Koordinaten
bilden eine unendliche Folge von komplexen Zahlen, Im Falle einer
orthonormalen Basis 1&B8t sioh (0,17) einfach nach den Koeffizientasn x
aafldsens Wir bilden das Skalarproduki mit dem Basisvektorje ) ,

nutzen (0,16) und erhalten

(o x> = Z{t-un) x = I"{..:n =x. ‘(0'131
n n

Im Falle des Ii3 ist die Bestimmung der Keordinaten eines Vektors dureh
Skalarprodukts mit den entsprechenden Einsvektoren einer orthogonalen
Basis allgemein bekannt, siehe Abb. 0,3, Jeder Vektor wird durch ein
Tripel reeller Zahlen dargestellt,

B7) Nachdem wir jedes Element des Hilbertraumes gem8 (0,17), (0,18)
durch seine Koordinaten dargestellt haben:

| = -Zl.l> :II =Z|.l-) (lnll} y (0,19)
n o

ktnnen wir das Skalarprodukt von zwel Elementen|x) , |x') durch ibre
Koordinaten x , x; ausdriicken; mit (0,19), (0,10), (0,11), (0,12), (0,16)
arhalten wir

x> = 2 T (agla <ol 6,2 (0,20)
57 za (xlep<e, | x> =Z¢;[.n)<a 2% (0,21)

n m
S R RS o022

Imn Falle des RJ ist die Berechnung des Skalarproduktes von zwel Vektoren
iiber dle Produkte der Koordinaten gut bekannt,

B8) Durch eine eindeutige Abbildung (Transformation) wird jedem Element
]u> des Hilbertraumes sin Element |v) zugeordnet, Diese Abbildung heiBt
A
lineare Abbildung und wird durch den linearen Opsrator L charakterisiert,
wenn gilt
Fa) ~ N
LCA|uy +31]1r}) =AL|u) + pLivy . . (0,23)

Auf Grund dieser Baziehung genligt es, die Abbildung einer wvellsténdigen
orthonormalen Basis L durch den linearen Operstor T mu kennen, um das
Abbild |v)> eines bsliebigen Elementes |u) zu konstruieren, Mit (0,17)

"



wird
lud=2 o> u,
n

|v> = Tiud =£T.|an:> w . (0,24)
n
Abkilrzend schreiben wir
A My
Lig» =¢|La) .

BE9) Wir wollen die Wirkung des linearen Operators T auf die vollstidndige
ﬂrthunormalhasiainn} erfassen, Dazu stellen wir das Bild ilun} Jedes

Abb, 0. 42 Wirkung des Operators
M
L auf ein Basiselement

einzelnen Bnnisnlumnntasinn} durch die Koordinaten (n“|3|an} = I be-
giiglich der gleichen Basis dar (siehe Abb, O,4):

Tie> =Zn|an}<¢'|?. lo,> =2;1u.} (0,25)

Die Gesamtheit dieser Hoordinaten Hun kBnnen wir dureh eine Matrix
(Lm) erfassen; wir haben hiermit den Operator i bezliglich der Basis

l'n> durch eine Matrix (L darpestellt, Diese Matrix enth&lt abzEhlbar

anendlich viele Zeilen und Spalten,

Im Falle des Hj 148t sich ebenfalls jede lineare Abbildung durch eine
Matrix darstellen, die die Transformation der Basis beschreibt, Im Gepen—
satz zum Hilbertraum handelt es sich hierbei um eine reelle JIxd-Matrix.

B10) Zu einem linearen Operator i wird der hermitesch adjungierte '
Operator LY durch die Bedingung definiert, daB fiir beliebige Elemente

lu) 4, |v> die Glsichung

¢vitu) =: cult*W=¢2v i wy (0,26)

gilt, Man erhilt also das gleiche Ergebnis, wenn man &) erst das Bild
Tiud von |u) bestimmt und dann das Skalarprodukt ¢v|L|ud mit|v) bildet,
oder b) erst das Bild L¥Iv) aufsucht und damit das Skalarprodukt

12



<I*vjud mit |u) bildet,

Wird der Operator ?. bezliglich der Basis I;fn) durch die Matrix (Lmn]
dargestellt, so wird nach (0,26) der hermitesch adjungierte Operator
i* durch die Matrix {L:m}(Transpusitiun und Bildung des Konjugiert-
Komplexen) dargestellt,

Im Falle des R3 tritt an diese Stelle die Bildung der transponierten
Matrix (L )7,

B11) Das Produkt von zwel Operatoren bedeutet die nacheinander er—
folgends Ausfiihrung der Abbildungen (Transformationen)., Das Produkt ist
im allgemeinen nicht kommutativ (Matrizenprodukt).

In Falle des R3 ist beispielsweise bekannt, dal das Resultat won zwel
Drehungen von der Reihenfolge dieser Drehungen abhingt,

B12) Unitdre Operatoren U sind Operatoren, fir die gilt

1 =0"0=1%. (0,27)

E ist der identische Operator (Einsoperator), der jedes Element des
Hilbertraumes suf sich selbst abbildet.
Bei einer uniti@ren Transformetion aller Elemente wird das Skelarpro-
dukt nicht gelindert;
TyiTuys it w = <viw . (0,28)

Im Falle des RB haben die orthogonalen Matrizen diese Eigenschaft, daB

das Skalerprodukt von zwei Vektoren bei der Abbildung nicht geindert
wird, Diese Matrizen beschreiben Vektordrehungen, siehe Abb, 0,5,

£

Abb, 0,53 Orthogonale Trans—
formation im Hj

B13) Hermitesche ( selbstadjungierte) Operatoren 2 sind Operatoren,

filr die gilt
A=At (0,29) -

Im Falle des R3 entsprechen diesen Operatoren die Tensoren zwelter Stufe,
die durch symmetrische Matrizen dargestellt werden, siehe Abb, 0,6 und
Band 1, Kap., 6 u., 7.



r'
Abb, 0,6: Darstellung eines
a4 Tensors durch ein Ellipsoid

X

B14) Eigenwertproblem fiir hermitesche Operatoren. Die Gleichung
Lju) = Alu) (0,30)

18t sich fir bestimmte Werte A= & (Eigenwerte) und zugehirige Elemente
'“ﬁ) (Eigenvektoren) lUsen, Diese Eigenvektoren|u ) haben alsc die Eigen-
schaft, deB sie bei der Transformation A ihre "Richtung™ nicht Hndern,
sie werden auf das & _—fache desselben Vekiors abgebildet, Die Gesamtheit
der ligunﬂktnr-n[un) bildet i.a. ein erthogonales vnlliﬁnﬁigﬂl Basis-
system,

4
b e
y Abb, 0,7: Darstellung eines
Tensors zweiter Stufe durch
ein Ellipsoid, Angabe der
Hauptachsen
X g,

Im Falle des R3 entspricht dem Eigenwertproblem fiir hermitesche
Operatoren die Hauptachsentransformation fiir Tensoren, s, Abb, 0,7 und
Band 1, Kep, 7. Die Eigenvektoren liegen in den Richtungen der Haupt-
achsen des Tensors,

B15) Einfache hermitesche Operatorsn sind die Projektionsoperstoren
F., die einen beliebigen Vektor |u) auf die Richtung vonje) projizisren:

14




$.|I} =|a) {ejud), (0,31)
. = 1e) (el. (0,32)

ek

(Die Anwendung dieses Operators bedeutet Bildung eines Skalarproduktes-)
Im Falle des 33 ist die Projektion eines Vektors auf eine vorgegebene
Richtung in Abb, 0.8 gezeigt,

Abb, 0,81 Projektion eines
Vektors

B16) Nach Ltsung des Eigenwertproblems lEB8t sich ein beliebiger

bermitescher Operator i mit Hilfe der vollstiindigen orthonormalen Basis

der Eigenvektoren |u_) und der Eigenwerte L als eine Linearkombination
von Projektionsoperatoren schreibent

i Ié ‘u;;un =§l.nlﬂn} < ule. (0,33)

B17) Insbesondere lassen sich die Projektionsoperatoren bemutzen, um

die Vollsténdigkeitsbedingung fiir eine orthonormale Basis le > zu for-

mulierent
z ‘5_“ =Zie) (o= 1. (0,34)

Da nimlich flir jedes Elementix) des Hilbertraumes gemlB der Definition
des Einsoperators I (Tdentitiit)

|x» = ill} (0,35)
gilt, ergibt die VollstEndigkeitsbedingung (0,34)
Ixy =2le) (e lx). (0,19)
n

Von der Glltigkeit solch einer Gleichung im Falle eines vollsténdigen
orthonormalen Basissystems hatten wir uns aber bereits friither (0,17)

135



{iberzeugt,

Die Vollstindigkeitsbedingung (0,34) 1HBt sich h¥ufig anwenden, um
durch "Einschieben eines vollstindigen Basissatzes" (was nach (0,34)
eine identische Umformung bedeutet) eine Zerlegung (Darstellung) be—
ziiglich dieser Basis zu erhalten, Beispielsweise koumt dies in (0,19)
zum Ausdruck, weiterhin bei der Darstellung wvon Operatoren beziiglich
einer Basis durch Matrizen, fiir den lbergang von einer Basis zu einer

anderan, usw,

Teil I Grundlagen der Quantenmechanilk

Einleit
In der Quantenmechanik werden die Ereignisse der Mikrophysik be-

schrieben, d, n. Vorgénge, die im Bereich der kleinsten Bauteile der

Materie (Elektronen, Photonen, Protonen, Neutronen, Atomkerne, Atome

usw,) ablaufen, Im Verlauf etwa der letzten hundert Jahre sind zahl-

reiche Experimente durchgefiihrt worden, die Aufschliisse liber das Ver-
halten dieser atomaren Teilchen ergaben. Einige wurden in der Mikro—

physik (Heft 8) dargestellt,

Die Eigenschaften der Atome und Elementarteilchen lassen sich nicht
mehr im Rahmen der Makrophysik (auch ale klassische Physik bezeichnet)
beschreiben, Vorstellungen, die aus unserer téglichen Erfahrung stammen,
wie z, B, die Vorstellung der Bewegung einer Punkimasse, oder die Vor-
stellung des Ausbreitens einer Welle, lassen sich nicht auf den Bereich
der Mikrophysik iibertragen, Wir werden in diesem Teil I die Begriffe
kennenlernen, die es gestatten, das Verhalten der atomaren Teilchen
zu beschreiben und die GesetzmiBigkeiten ihrer Bewsgung zu formuliereng
den Begriff des Zustandes und des Operators., Die Theorie, die hier dar-
gelegt wird, stellt hohe Anforderungen an das Abstraktionsvermtgen und
erfordert eine kritische Uberpriifung der Begriffe, mit denen wir im
tiglichen Leben umgehen, Sie gestattet es aber, die Erscheinungen der
Mikrophysik, wie das Auftreten diskreter Energieniveaus, den Tunnel-
effekt, die Ursachen der chemischen Bindung, gqualitativ und quantitatlv
riehtig zu beschreiben,

Die Besgchreibung der atomaren Vorginge in der Quantenmechanik, die
im wesentlichen Wahrscheinlichkeitscharakter besitzt, steht nicht im
Gegensatz zu der Beschreibung makroskopischer Vorginge in der klassischen
Physik. Vielmehr 148t sich zeigen, dal die Gesetze der klassischen Physik
aus den Gesetzen der Quantenmechanik folgen, wenn wir von den atomaren

16



Teilohen zu immer gritBersn Objekten iibergehen., Pis Gesetze der klessi-
schen Physik sind also nur ndherungsweise richtig, ihre Giltigkeitzeren-
gen werden bel der Betrachtung atomarsar Vorginge Uberschritten,

1. Beschreibung eines guantenmechanischen Systems, Zustandsbegriff

Ausgehend von der Darstellung von Erscheinungen, die fiir die Quan-
tenmechanik kennzeichnend sind, wird der Begrlff des Zustandes einge-
fiilhrt. Fiir das Rechnen mit Zustinden werden einige Beziehungen herge-
leitet, Die Wellenfunktion wird eingefilhrt, und der Wahrsg¢heinlichkeits-
charakter der guantenmechanischen Aussagen wird arlZutert,

1.1. Der Ursprung der Quantentheorie

Die Quantentheorie entstand etwa um das Jahr 1900, Sie bedeutete
eine UmwElzung in den Vorstellungen der damaligen Physik, die wir als
klassische Physik bezeichnen, Sie war bedingt durch den experimentellen

VorstoB in atomare Dimensionen, der die Unzuliinglichkeiten der klassi-
Bchen Vorstellungen zeigte,

Um diese Umwilzung besonders deutlich herauszuarbeiten, wollen wir
zundchst einige Begriffe der klassischen Physik kurz wiederholen:

Die Punktmasse dient zur Beschreibung der Bewsgung von Teilchen
mit sehr kleinen Abmessungen (Korpuskeln) in der Mechanik,

Ein System aus N Teilchen, die durch Punktmassen m an den Orten
Ea dargestellt werden, n= 1, ..., N, und auf die die Krifte En wirken,
wird durch die Newtonschen Bewegungsgleichungen beschrieben:

Ilnin = En. (1,1)

Das ist ein System von Differentialgleichungen 2, Ordnung fiir die

Bnhnknrvan.gn(t). Die Integration der Bewegurgsgleichungen kann bei
Kenntnis der Anfangsbedingungen ;“(t ) und ¥ (t ) (Ort und Geschwindig-
keit der n~ten Punkimasse zum Zeitpunkt tn) suwiu bei der Kenntnis des
Kraftgesetzes ;n(;l, Xy t) im Prinzip immer durchgefihrt werden
(zumindestens numerisch), Es ist eine genaue Vorhersage liber die Entwick-
lung des Systems miglich: mechanischer Determinismus,

Die Lisung der Bewepungsgleichungen fiir ein kompliziertes mechani-
sches System kann z. B. mit Hilfe der Hamiltﬂnsnhan1) kanonischan
Gleichungen durchgeflihrt werden, Hierbei werden, entsprechend der Zahl f

1)Hamiltun, Sir William Rowan, irischer Mathematiker und Astronom,
1805-1865, wirkte in Dublin.
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der Freiheitsgrade, verallgemeinerte Koordinaten ?1 und die kanonisch
konjugierten Impulse Py eingefiihrt, 1 = 1, ..., f. Aus der Hamilton-

funktien H(qi' Pys t), die unter bestimmten Voraussetzungen gleich der
Gesamtenergie E des Systems ist, ergeben sich die Bewegungsgleichungen

= e— = = e —— - 1 E
Aufgsbe 1,1t

Wiederholen Sie in Heft 9, "Teilchen", die entsprechenden Abschnittel

Aufgabe 1,21 .
Geben Sie die Hamiltonfunktion fiir ein geladenes Teilchen an, welches
sich im Coulombpotential bewegtl

Aufgabe 1,31
Fiir den eindimensionalen hermonischen Oszillator lautet die Hamilton—

funktion
2

2
H(x,p) = Ei + !-Ed— -

Man stelle die kanonischen Gleichungen auf. Welche Bedeutung haben sie?
Wie lautet die L8sung?

Der Begriff des Feldes dient zur Charakterisierung eines Zustandes
des gesamten Raumes durch eine Mefgrife, die vom Ort und von der Zeit

abhiingig ist.
Jedem Raumpunkt r wird zur Zeit t eine GriBe zugeordnet, Als Bei-

spiel wollen wir das elektrische Feld betrachten, Hier ist diese Grile
durch den Vektor der elektrischen Feldstirke E(r,t) gegeben, Bei der
iberlagerung von zwei Feldern gilt das Superpositionsgesetz: An jedem
Raumpunkt werden die elektrischen Feldstérken gemif der Vektoraddition
addiert,

Aus den Maxwellschen Gleichungen flir das Vakuum ergibt sich die homo-
gene Wellengleichung flir die elektrische Feldstirke

a i
E - E=0, (1,3)
a2 :

ﬂhd-'l

Lésungen dieser Wellengleichung sind die ebenen harmonischen Wellen

E(r,t) = %-i(_l&-z - wt) (1,4)
Ebenso wie der Begriff der Punkimasse ist die ebene harmonische

Welle eine Abstraktion, sie beschreibt einen in Raum und Zeit unendlich
ausgedehnten Vorgang.
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Das Superpositionsgesetz hat die Interferenz von Wellen zur Folge:
Bei der Uberlagerung von Wellen addieren sich die Amplituden; bezliglioh
der Intensitlt, die dem Betragsquadrat der Amplitude (Elongation) dar
Feldstirke proportional ist, tritt eine Verstirkung oder Schwichung
(bzw. Auslischung) ein.

Aufgabe 1,41
Wiederholen Sie in den Heften 5, 7 und 40 die entsprechenden Abschnittel

Aufgabe 1,518

eigen Sie, daB die sbene harmonische Welle (1,4) die Wellengleichung
(1,3) 18st! Welche Dispersionsbeziehung ergibt sich fiir w(k)? Welche
Bedeutung haben die komplexen Feldgrifen E, E-u sowie w, k, o?

Aufgabe 1,61
Ldst die Kugelwelle
i(kr=cwt)

Azst) = A, 5

die Wellengleichung (1,4)7 Welche Bedeutung hat sie?

Aufgabe 1,71

Geben Sie die Energiestromdichte (Intensitiit) einer elektromagnetischem
Welle im Vakuum an! Zeigen Sie, dai diese proportional dem Betragsquadrat
der Amplitude E-n ist!

In der historischen Entwicklung trsaten Probleme auf, z, B. bei der
Erklérung der Natur des Lichtes, die auf der Gegeniliberstellung der
Begriffe Korpuskel und Welle begriindet waren, So hat der Ubergang venm
der Strahlenoptik zur Wellenoptik viel Ahnlichkeit mit dem Ubergang
von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik, Hierauf soll in der

Ergiinzung 3.4.1. ndher eingegangen werdea,

Sowohl in der Mechanik der Funktmassen als auch bei der Feldbeschrei-
bung lassen sich die Grilen Energie, Impuls, Drehimpuls einflihren, Bei
vielen Problemen sind sie ErhaltungsgriBen, Dies driiekt sieh in der
Symmetrie der Lagrangsfunktion bei Transformationen des Raumes und der
Zeit aus. Energie, Impuls und ﬂrihilpﬂll werden auch in der Quanten—
mechanik von Bedeutung bleiben.

Nech diesem Riickblick auf die klassisohe Physik wollen wir uns der
Quantenphysik zuwenden,

Die Quantenphysik beschreibt das Geschehen in atomaren Dimensionen,
Die Materie ist nicht belliebig oft te s Sondern bestoht aus Elementen,
die unteilbar (griechisch atomos) sind (Demokrit). Plir die Ladung gibt
es eine kleinste Einheit, die Elemsntarladung e = 1,%2'1045“. Das
Elektron ist das Teilchen mit der kleinsten bekannten, von Null verschie-
denen Mssse m = 9,108-10"° 'kg. Diese Bausteine der Materie, wie Elektro-
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nen, Protonen, Photonen, Atomkerna, Atome, Molekiile usw,, sind die
Objekte der Quantenphysik. Weitere Objekte der {uantenphysik, wie die
Elemsantarteilchen Mesonen, Hyperonen, sowle die Quasiteilchen Phononen,
Magnonen, sollen hier nicht niher betrachtet werden,

Aufgabs 1,82

Nennen 3ie Experimente, durch die die atomistische Struktur der Materie
bewiesen wird! Wiederholen Sie dazu die entsprechenden Abschnitte aus
der "Milkrophysik" (Heft 8)1

DPie Quantenphysik hiEngt mit einer neuen fundamentalen Grile zusammen,
dem Planckschen Wirkungsquantum h (Dimension: Wirkung). Hir werden fast
ausschlieBlich die Grtfe h (h quer) benutzen:

h = n/en = 1,054 1074 o2, (1,5)

Das Wirkungsquantum wurde von Planck 1) 1900 bei der Behandlung dér
Strahlung des schwarzer Kérpers eingefiihrt; sishe hierzu Heft 8, "™Mikro-
physik”, Abschnitt.22,

Die Gr5Bencrdnung des Planckschen Wirkungsquantums (1,5) 1ld06%1 sich mit
Erfahrungen des tHglichen Lebens in Verbindung bringen, Wir betrachten
hisrzu die Strahlung esines gliihenden Kdrpers, beigpielsweise eines Ofens,
Die Temperatur soll etwa 1000 K betragen., Mit der Boltzmannkonstanten
k= 1,380-10 jﬂafK bestimmt sich die Energie, die nach dem Gleichver-
teilungssatz im Mittel pro Freiheitsgrad zur Verfiigung steht, zu
%-IE = E.B-ﬂﬂ-ﬂgﬂs. Die Energieabstrahlung erfolgt vor zllem im infraroten
Bereich (Hﬁrm.strahlung}.lﬁuﬂu_an, die zugehBrige Kreisfrequenz
W= 2Me/A ergibt sich zu etwa 1.9-101;}!—".‘. Nach dem Wienschen Versohie—
bungsgesetz (Heft 8, Mikrophysik (221,3)) ist diese charakteristische
Fregquenz w proportional zu kT, und die Prapnrtiunalitﬁtskunatante ist
ungefihr gleich h , hw = kT. Hieraus erhalten wir h =~ 10 ~y &2,

Die GrBBen Elementarladung &, Elektronenmasse m und Wirkungsquantum
%t kSnnen als Einheiten fiir Ladung, Masse und Wirkung genommen werden,
Diese Einheiten gind fir die Beschreibung des Elektrons in einem Atom
mafigebend, sie werden deshsalb auch als atomare Einheiten bezeichnet.

Mit Hilfe von athﬁtﬁﬁ = 2,31-1D"Eaﬂsm lassen sizh die stomaren Einheiten
flir die Linge, die Energle usw, herleiten,

Aufgpabe 1,91

Geben Sie die atomaren Einheiten flr die Lidnge, die Energie, dle Freguenz
im internationalsn Einheitensystem (SI) an! Nennen Sie Grilen, fiir die
diese Einheiten typischk sindl

1}P1nnuk Max Karl Ernst Ludwig, deutscher Physiker, 1858-1947, wirkte in
Gﬁttingun, Kiel, Berlin, Nobalpreis 1919 (Quantentheorie).
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Das Plancksoche Wirkungsquantum ist fiir eine ganze Reihe von Effakten
maBgebend, die im einzelnen in der Mikrophysik angegeben wurden. Insbe-
sondera giltt:

Der Energieaustausch zwischen Strahlung und Materie (nichtverschwin-

dender Ruhmasse) erfolgt nicht stetig, sondern in kleinsten "Energie-
quanten™

E=how, (1,6)

Die Bswegung von Teilechen 1EBt sich als ein WellenprozeB beschreiben, wo—
bei zwischen dem Wellenvektor k und dem Impuls p dle do—Broglit—Btaishuggq

£=%!t=-t£ §1I?J
gilt.

Der Drehimpuls eines Systems kann sich nur um ganzzshlige Vielfache
des HirkunESQulntunﬂ'h dndern,

Diese Effekte werden im folgenden noch eingehender untersucht und ge-
deutet,

Aufgabe 1.10:
Nennen Sie Experimente, dies es gestatten, das Hirkungsquutuﬂ'ﬁ zu be-

stimmen! Zeigen Sie, dal sich diese Experimente nicht im Rahmen der
klassischen Physik erklédren lassenl
Bei der weiteren Entwicklung der Quantenphysik waren die Eﬁhrs;henz}
Postulate (Heft B, "Mikrophysik", Abschn, 242) sowie die Klidrung des
Dualismus von Welle und Korpuskel, dem wir uns im folgenden Abschnitt
1.2. zuwenden wollen, wvon Bedeutung, Hierbei mulfiten viele Schwierigkeiten
iberwunden werden, die darin begriindet waren, dall man die Erscheinungen
der Mikrophysik mit Hilfe von Vorstellungen aus der klassischen Physik
beschraiben wollte,

Wir wollen hier als Ausblick zwel Sachverhalte zusammenstellsn, die
flir die Juantenmechanik grundlegend sind, Sie charakterisieren den
Unterschied zur klassischen Physik und sollen im folgenden erarbeitet

warden,

Im Gegensatz zur klassischen Physik bedeutet der Vorgang des Beobaech-
tens (des Messens) in der Mikrophysik einen wesentlichen Eingriff in das
Verhalten des Systems., Durch diesen Melprozel wird der Zustand des Systems
1Jdl Broglie, Louis-Victor, franztsischer Physiker, geb. 1892, wirkte in

Paris, Nobelpreis 1929 (Wellennatur der Elektronen),

Bohr, Niels Henrik David, dénischer Physiker, 1885-1962, wirkte in
Gdttingen, Kopenhagen, Nobelpreis 1922 (Struktur der Atome),
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gelindert, Insbesondere ergab sich der folgende Sachverhalt, der filr das
Verstiéndnis der Quantenmechanik von grundlegender Bedeutung ist:

In einem quantenmechanischen System sind nicht alle physikalischen
Griben gleichzeiti nau Bbar .

Wir werden in den folgenden Abschnitten zelgen, daf dieser Sachverhalt
zu dem Begriff des Zustandes, in dem sich das quantenmechanische System
befindet, fihrt. Er gibt an, welche Gr¥ben gleichzeitig gemessen werden
kiinnen und welchen Wert diese haben, er enthilt unsere gesamte Information
iber das quantenmechanische System, Bestimmte Werte flir die anderen Mel-
griifen lassen sich im allgemeinen nicht mit Sicherheit, sondern nur mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit angeben, :

Ein anderer Sachverhalt, der in der Quantenmechanik neu ist, ist die
vollkommene Identitit von Teilchen:

I 5111 Teilchen einer Sorte ‘z, B, Eltktrnncu] gind ununterscheidbar,

Dies werden wir bei der Behandlung von Systemen aus mehreren Teilchen
(Teil IIXI) ausfiihrlieh untersuchen,

In diesem Zusammenhang soll weiterhin auf eine Eigenschaft der Teil-
chen hingewiesen werden, den Spin, Der Spin ist eine rein guantenmechani-
sche Erscheinung, die sich nicht mit den Vorstellungen der Makrophysik
erklirep lHOt, Er kann z, B. mit der Versuchsanordnung von STERN und
GERL;CH1] festgestellt werden (Heft 8, "Mikrophysik", Abschn, 2514).

Dem Elektronenspin werden wir uns im Abschnitt 2.1.2. zuwenden,

Die Quantenmechanik ist heute eine abgeschlossens Theorie wie z., B.
die klessische Megchanik und die Elektrodynamik, Es lassen sich Axiome
formulieren, mit deren Hilfe sich die Natur im Rahmen dieser Theorie
widersprugh&frei beschreiben 1EDBt, Wir werden solche Postulate im Ab-
schnitt 3.4.3. angeben,

Aueh die hier dargestellte Quantenmechanik besitzt Grenzen ihrer
Giltigkeit. So werden relativistische Effekte hier nicht behandelt.

1.2, Der Dualismus Welle ~ Korpuskel

Ziel dieses Abschnittes ist es, den Begriff des Zustandes zur Be-
schreibung eines quantenmechanischen Systems einzufiihren, Mit Hilfe des
Begriffes des gquantenmechanischen Zustandes ktnnen wir die fiir die
Quantenmechanik typischen Phinomene, wie z, B, den Dualismus Welle -
Korpuskel cder das Heisenbergsche Unbestimmtheitsprinzip, riehtig inter-

pretieren,

q.j_lnilr‘.l.l:nlm. Walter, deutscher Physiker, geb. 1889, wirkte in Frankfurt/Main,
Mibingen, Miinchen.
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Hierbei miissen wir genaues Augenmerk auf den MeSprozel richten, Der
MeBprozel bedeutet eine Wechselwirkung des mikroskopischen Systems (Elek-
tron, Photon, ...) mit einer makroskopischen Apparatur, in deren Ergebnis
eine fiir uns wahrnehmbare Arzeige, also eine makroskopische Verdnderung,
entsteht, Dieser Prozell ist nicht ohne Riickwirkung auf das mikroskopische
System. Nur diejenigen physikalischen Griflen besitzen einen bestiimmten
Wert, die wir gerade gemessen haben, Den anderen physikalischen GriBen,
dis wir nicht messen, kinnen wir im allgemeinen auch keinen bestimmten
Wert zuordnen, Reden wir von dem Wert einer physikalischen Grile, so
schlielt das immer einen Melprozel ein, der uns diesen Wert in Form einer
makroskopischen Anzelgs vermitteln kann,

Mit dieser Sorgfalt miissen wir iibear den Wert einer physikalischen
Grife sprechen, Diese Sorgfalt findet ihren Niederschlag im Begriff des
quantenmechanischen Zustandes,

Den hier geschilderten Sachverhalt werdem wir in diesem Abschnitt an-
hand sines Gedankenexperimentes nrlﬂut-rn; Dieses Problem des Melprozesses
ist uns aus der tdglichen Erfahrung nicht biklnnt: In der klassischen
Physik sind die Objekte so groB, dal wir annehmen kinnen, dal sie in
ihrer Bewegung durch die Beobachtung (dem MefiprozeB) nicht wesentlich
gestiért werden,

Die Quantenmechanik beschreibt das Verhalten der Materie im Detail,

d, hey, was in atomaren Dimensionen geschieht, Die Objekte in einer so
kleinen Dimension verhalten sich nicht wie Dinge unserer tiEglichen
direkten Erfahrung, S5ie wverhalten sich nicht wie Punkimassen, nicht wle
Wellen, nicht wie Wirbel in einer Fliissigkeit, nicht wie Gewichte an
Federn, nicht wie Wolken, oder was man sonst noch kennt,

Alle atomaren Objekte (Elektronen, Photonen, usw,) sind weder
Korpuskeln noch Wellen, aber alle atomaren Objekte verhalten sich Ehnlich.

Das Verhalten quantenmechanischer Systeme ist nicht mehr anschaulich

zu verstehen, denn unsere Vorstellungen beziehen sich auf gewShnliche
makroskopische Objekte, Es genligt auch nicht, unsere Beschreibung der
Natur nur zu verfeinern, indem wir kompliziertere Bewegungsbahnen zu-
lassen, sondern wir miissen die Struktur der Begriffe Hndern, Das soll an
einem Gedankenexperiment klargemacht werden, das sich absolut nicht mit
klassischen Vorstellungen erklliren lHéBt, und das das Wesentliche der
Quantenmechanik enthiilt (siehe auch Heft B8, "Mikrophysik", Abschn, 133)
Es handelt sich um das Doppelspaltexperiment, welches wir uns A) mit
makroskopischen Korpuskeln, B) mit makroskopischen Wellen und C) mit



Guantenobjekten durchgefilhrt denken, Diese Gedankenexperimente sind prin-
Zipiell realisierbare Versuchsanordnungen, bei denen von unwesentlichen
Einzelheiten des Aufbaus und der Durohfiilhrung abstrahiert wird,
Realisierungen des Doppelspaltexperimentes mit Elektronen sind beispiele-
weise die Besobachtung eines Beugungsbildes hinter einem diinnen Draht im
Elektronenmikroskop oder die Elektronenbeugung an einem Kristall,

12 Abb, 1,11

Streuung von Kor—

Doppelspalt Absorber
puskeln an einem

Doppelspalt
A) Ein Experiment mit Kugeln: Eine Schrotflinte, die stark streut,

schieft Kugeln auf eine Wand mit zwel Lichern 41, 2. Auf einer dahinter
befindlichen Wand bestimmen wir die Wahrscheinlichkeit W, dal eine
Kugel in einem bestimmten Intervall (x,x+Ax) auftrifft, indem wir den
Versuch geniivend oft wiederholen,

Die Kugeln sollen unteilbar sein, Jede Kugel kommt immer als ganze
"Partikel™ am Ort x an, Die Vatrscheinlichkeit 1;12{:}, daB éine "Partikel"
im Intervall (x,x+Ax) auftrifft, setzt sich aus den Wahrscheinlichkeiten
'I-r_l(x} und w,ﬁ,{x) zusammen, dal die Kugel entweder durch 1 oder durch 2
dorthin gelangt:

wga(®) = wy(x) 4 wp(), (1,8)

Es zeigt sich keine Interferenz. - ‘H‘_I{Jt) und 'E(I} ktnnen wir messen,
indem wir jeweils ein Loch zuhalten.
B) Ein Experiment mit Wellen: Ein pericdisch in eine Wassercoberfliiche
eintauchender 5tift erzeugt kreisfirmige Wasserwellen, die auf eine Wand
mit zwel Lichern treffen, An einem dahinter befindlichen reflexionsfreien
Absorber messen wir die Intensitét der Wellembewegung am Punkt x, indem
wir dort das mittlere Quadrat der Auslenkung bestimmen,

Im Gegensatz zum vorhergehenden Experiment stellen wir fest:
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Abb, 1,21 Beugung
Doppelspalt Absorber von Wellen an einem

Doppealspalt

1. Die Intensitidt kann jeden bellebigen Wert annehmen, zeigt also keine
"Partikelstruktur”,

2. Die Intensitdt I1E(x} satzt sich nicht additiv aus den Intensitédten
I,l(x) und I,(x) zusammen, die wir erhalten, wenn wir 2 oder 1 zuhal-
tent

Lo(x) % L,(x) + I,(x). (1,9)

Es tritt Interferenz zwischen den Kugelwellen wvon 1 und wvon 2 ein.
Mathematisch beschreiben wir die Interferenzerscheinung folgendsr—
mafen: Die Welle wvon 41 hat am Ort x eine komplexe Elongation

o, (x,t) = ()¢ I(x) =3 |a(x)]2, (1,40)
die Welle von 2 hat am Ort x elne komplexe Elongation

‘ztllt‘} - IE(I)B-im; IECH) =";- ]la{lee- (.11.1..1)

Die Amplituden n,l(x), &Z(x} sind komplexe Zahlen, ihr Argument driickt
die Phasenlage der beiden Wellen aus, Die Elongationen a, (x,t) und nz(x,tj
addieren sich:

l12(:'t} = H(z}fim + az(x}a'i“’t. (1,12)

Die Intensitit I‘IE(xJ wird

I,(x) = g—|l._12i.',::,.1-.]||2 = %ln,‘{x)!‘? +%|a2(z}f2 + |ay(x) ] |ay(x) | cos & (x)

= I,(x) + I,(x) + 2711, cos 6(x), (1,13)
6{1) ist die Phasendifferenz der komplexen Amplituden a1{x} und az(x),
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Doppelspalt Absorber

Abb, 1,3t Streuung von Elektronen an einem Doppelspalt

C) Ein Experiment mit Elektronent Ein Elektronenstrahl bestimmter Energie
trifft auf einen Schirm mit zwel Ldchern. Auf einem dahinter befindlichen
Absorber stellen wir mit einem Z&hlrohr fest, ob an der Stelle x, Inter—
vall dx, ein Elektron auftrifft, oder nicht.

Wir stellen fest: 1. Die Elektronen kommen in einheitlichen, identi-
schen "Partikeln” an (der Detektor spricht an). Diese Ereignisse kinnen
wir wihrend einer Zeiteinheit abzihlen und daraus die Wahrscheinlichkeit
w12{x) fir das Auftreffen eines Elektrons angeben, 2, Schliefen wir die
Offnung 2 bzw. 1 und messen die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
11(2}.*u2{:}, so finden wir, dad sich I1E(I} nicht additiv aus 11(:),
12(:) zusammensetzt,

'.12(:)*!1(:) + wy(x). (1,14)

Es tritt Interferenz auf, Daher sagt man, ein Elektron verhalte sich
teils wie eine Korpuskel, teils wie eine Welle. Die Interferenzfigur
hingt vom Impuls ab, mit dem die Elektronen auf den Doppelspalt auftreffen
(siehe auch Heft 8, "Mikrophysik", Abschn. 133).

Anschaulich kinnen wir dieses Experiment nicht erkléren, wenn wir die
Vorstellungen der klassischen Physik benutzen, Wir formulieren folgende
Frage, von der sich zeigen wird, daf sie unzullissig ist:

Wenn z, B. ein Elektron durch Uffnung 4 tritt, woher weif es, ob
Offnung 2 getffnet ist oder nicht, und es demnach etws bei einem
Interferenzminimum von H12(:J auftreffen darf oder nicht?

Der Widerspruch ergibt sich aus der Annahme "Wenn ein Elektron dureh
Offnung 1 tritt", Das ist eine Aussage, die wir in unserem Experiment
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gar nicht priifen, d. h, messen kiSnnen, Um diese Aussage zu priifen,
miiften wir néimlich unser Experiment etwa folgendermallen abéindernt

¢
z ¥
E_ N, _z ﬂl.U'i::‘l_t-- w! Abb, 1,%4: Becbach-
quelle tung der Elektronenm
# bei der Streuung am
Doppelspalt  Absorber Doppelspalt

Beobachtung der Elekironen: Das Licht einer starken Lichtgquelle
wird von dem Elektron gestreut (Comptoneffekt), und wir ktnnen sehen, wo
es entlangfliegt,

Jedesmal, wenn der Detektor anspricht, hatten wir vorher durch einen
Lichtblitz experimentell nachgewiesen, ob das Elektron durch 1 oder 2
gekommen ist, Wir konnen die Elektronen, bei denen ein Lischtblitz bel
Offnung 1 auftrat, etwa in Spalte 1 einer Tabelle eintragen, und in
Spalte 2 die, beil denen der Lichtblitz bei 2 auftrat. Wir erhalten Wahr-
scheinlichkeiten I','I (x) und I-"E(I), die glelch den Wahrsoheinlichkeiten

¥, (x) und ¥,(x) sein sollten. Wenn wir die beiden Spalten addieren, er—
halten wir die Wahrscheinlichkeit

u;E{:} = H'","(I) + wi(x), (1,15)

daf irgendein Elektron auf den Detektor trifft. Die Wahrscheinlichkelts—
verteilung, mit der die Elekironen von einer O0ffnung auf den Schirm
‘auftreffen, dirfte nicht davon abhiéngen, ob die andere Uffnung geliffnet
ist oder nicht. Es darf keire Interferenz aufireten.

Dies stellen wir in der Tat auoh fest, Die Wahrscheinlichkeitsver—
teilungen H;{I), ué(:} stimmen ungefihr mit w1{x}, ﬂé{x} liberein,
Die gesamte Wahrscheinlichkeit H;E(x), die tatsichlich beobachtet wird,
ist eine ganz andere Verteilung im Vergleich zu i&ztx) und zeigt keine
Interferenzerscheinung, Schalten wir des Licht aus, erhalten wir wieder
die alte Kurve "IE(:)'
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Stort das Licht die FElektronen? Das elektromagnetische Feld das
Lichtes iibt sine Kraft suf die Elektronen aus, Durch den 5tol mit dem
Lichtquant (Comptoneffekt) kann das Elektron auch an der Stelle sines

Interferenzminimuns auftreffen, die Interferenz verschwindet.

Man kinnte eine schwiichere Lichtguelle nehmen, um die Interferens
nicht so sehr zu stiren. Da aber das Liecht aus kleinsten Teilen, den
Photonen, besteht, sieht man dis gestreuten Lichtblitze von gleicher
Stdrke, nur nicht mehr so oft. Es treffem Elekironen auf den Detektor,
ohine dall festpestellt wurde, ob sie durch 9 oder 2 gekommen sind. Diese
Ereignisse tragen wir in eine dritte Spalte ein und finden: die Spalten
1 und 2 ergeben tqux), die dritte Spalte ergzibt die Wahrscheinlichkeit
bal Interferenz nHE{x}. — Das ist auch verstdndlich, denn haben wir das

Elaktron gesehen, haben wir es bei der Interferenz gestirt,

Gibt es keine Miglichkeit, die Elektronen zu sehen, ohne sie zu
stéren? Der Impuls des Photons p = h/A (1,7) wird kleiner, wenn die
Wellenlinge griler wird. Also verringern wir nicht die Intensitit, son-
dern die Prequengz des Lichtes: rotes Licht, .,,, Radiowsllen, Doch dabei
geschisht folgendes: Infolge der Wellennatur des Lichtes kbnnen wir nur
Objekte getrennt becbachten, wenn sie mindestens um etwa sine Wellenliinge
getrennt sind, Ist die Wellenlénge gr8Ber als der Abstand beider Offnun—
gen, sehen wir nur noch einen verschwommenen Lichtblitz und kinnen nicht

gagen, durch welche Uffnung das Flektron kam, Danm erscheint auch wieder

das Interferenzbild w12(x).

Auch andere Vorrichtungen, zu entseheiden, durch welche Uffnung das
Elektron kam, ohne dabei das Interferenzbild zu stiren, schlagen fehl,
Haisanbargﬂ formulierte das im Unbestimmtheitsprinzip, das hier folgen—
dermalen lautet:

Es ist unmdglich, einen Apparat zu konstruieren, der entscheidet, wo
deg Elektron durchging, ochne das Interferenzbild zu zerstiren.

Dies ist eine grundlegende Aussage der Quantenmechanilk,

Die Vorstellung einer Bahn, lings der sich das Elektron entweder durch
1 oder durch 2 bewegt, filhrt beim Interferenzversuch zum Widerspruch;
man kann nicht gleichzeitig Ort und Impuls angeben, wie es zur Beschrei-
bung einer Bahn niétig ist, Wenn man im oben angefiihrten Experiment den
Ort mift, so zerstirt men gleichzeitig das Interferenzbild, welches durch
den Impuls bestimmt wird (s, Aufgabe 1,13).

1}H-isanhnrg. Werner Karl, deutscher Physiker, geb.'19ﬂ1, wirkte in
Gittingen, Leipzig, Berlin, Miinchen. Nobelpreis 1932 (Quentemmeahanik).
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Noch deutlicher erkennen wir die UnmBglichkeit, gleichzeitig den Crt
und den Impuls zu messen, wenn Wir nicht einen Doppelspalt, sondern ein
unendliches Gitter betrachten, In groBem Abstend entsteht dureh Inter-
ferenz ein Beugungsbild, welches durch den Impuls der Elekironen bestimmit
wird, Es wird z, B, bei der Beugung von Elektronen an einem Kristall-
gitter becbachtet. Dieses Beugungsbild verschwindet, wenn man becbachten
méchte, mit welchem Punki des Gitiers das Elekiron in Wechselwirkung
getreten ist, Die Bestimmung des Ortes eines Elektrons bewirkt, dafll iiber
den Impuls keine genauen Aussagen mehr gemacht werden konuen,

Was zeigen uns obige Experimente?

Den Zustand eines Systems kann man nur dureh diejenigen Grillen charak-—
terisieren, von densn iiberpriifbare Aussagen gemecht werden kinnen, nicht
durch zusHtzliche, So kinnen wir fir den Zustand, dall das Elektron mit
einer bestimmten Energle die Elektronenquelle verl&ft (bestimmier Betrag
des Impulses), keine Aussage darilber machen, waelcher Ort beim Doppel-
spalt eingenommen wird, Konnen wir durch eine Messung den Ort des Elek-
trons bestimmen (Uffnung 1 oder 2), verlieren wir die Aussage liber den
Impuls in diesem Zustand (das Interferenzbild verschwindet).

Der Zustand sines Elekirons wird durch eine bestimmte Anzahl won
GriBen charakterisiert, ©s erveist sich, daB z. B. die drei Ortskoordi-
naten und eine Spinkoordinate den Zustand eines Elektrons beschreiben.

Wir werden einen Zustand durch ein Klammersymbol bezeichnan, in welches
wir die Werte der Grilen, die den Zustand charakterisieren, eintragen.
Beispielsweise soll | x) einen Zustand bedeuten, bei dem sich das Teil-
chen am Ort x befindet, das heiBt, bei einer Ortsmessung wird das Teil-
chen am Ort % Im Intervall dx pgefunden. |
Andere Zustinde sind z. B, der Grundzustand des VWasserstoffatoms, Zu-
stlinde mit bestimmtem Impuls, mit bestimmtem Drehimpuls usw.

Eg erhebt sich die Frage, welche Aussage wir ilber eine beliebige
MeBgrife in einem vorgegebenen Zustand machen kinnen,

Im Gegensatz zur klassischen Mechanik lassen sich auch fir einen
maximal genau bestimmten Zustand eines physikalischen Systems nicht
mehr allen physikalischen Grilen genaue Werte, die mit Sicherheit vor-
liegen, zuordnen; fiir einige lassen sich nur ‘ahrscheinlichkeitsaussagen

machen, Wir haben beispielsweise gesehen, dall sich beim Interferenzex-

periment (Zustand des Elektrons durch Wert des Impulses charakterisiert)
tber den Ort des Elektrons im Doppelspalt nur ausgesagt werden kann, daf
es mit gleicher lUphrscheinlichkeit (1/2) an Offnung 1 und 2 nachgewiesen
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werden kann,

Es hat sich auch nicht bewidhrt, "verborgene" Parameter anzunehmen,
die wir nicht kennen, aber die das Verhalten des quantenmechanischen
Systems bestimmen sollen.

DPen Wahrscheinliehkeltscharakter quantenmechanischer Aussagen wollen
wir an einem Beispiel erlHutern:

Fiir den radioaktiven Zerfall (Ubergang vom Zustand eines anhnragtin
Kernes in den Zustand Kern + emittiertes Teilchen) gilt das Exponential-
gesatz, Fir einen einzelnen radioaktiven Kern kinnen wir nicht genaun
sagen, wann dieser Zerfall auftritt, es gibt keine mefbaren Verinderungen
des Kerns, die diesem Zerfall umnmittelbar vorausgehen (keine "verborgenen
Parameter™),

Lediglich die Wahrscheinlichkeit dafilr, dal der Zerfall des Kernes
in einem bestimmten Intervall aufiritt, 140% sich angeben,

Ein weiteres Beispiel war der Nachwels von Elektronen in einem Z&hl-
rohr bel den soeben geschilderten Experimenten. Es liel sich nicht
genau vorhersagen, wann ein Elektron im Zihlrohr am Ort x im Intervall
dx nachgewiesen wird, Siehe hierzu auch Heft 8, "Mikrophysik", Abschn,
134, sowie die dort angegebene Diskussion von Kauselitdt und Determinismus.

Wir wollen nun die beim Doppelspaltexperiment erhaltenen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen analysieren. (Wir bezishen die Wahrsecheinlich-
keiten auf ein Intervall dx),

Wie kidnnen wir den Interferenzversuch von Elektronen beschreiben?

Wir beschreiben ihn mathematisch richtig, wenn wir wie bei dem Experi-
ment mit Wellen eine komplexe Amplitude einfiihren und das Superpositions—
gesetz fiir diese Vahrscheinlichkeitsamplitude ¢ fordern, Die (physikalisch
meBbare) Wahrscheinlichkeit w ist das Betragsquadrat der Wahrscheinlich~

keitsamplitude,
2 2
LT 2 D St C Y (1,14)

Genau wie bel den Wellen entsteht Interferenz, wenn wir die beiden
Wahrscheinlichkeitsamplituden iiberlagern:

iz =144 +4|° (1,15)

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude ist eine komplexe Grile, die wir folgen—
dermafen ausdriicken werden: Unsere Versuchsapparatur befand sich am Anfang

in einem Zustand |Qu) , in den ein Elektron von der Quelle ausgesandt
wurde, und am Ende in einem Zustand }x) , in dem das Elektron an der
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Stelle x vom Detektor nachgewiesen wurde, Die komplexe Wahrscheinlich-
keitsamplitude ¢ fiir diesen Ubergang bezeichnen wir mit ¢ = ¢x| Qud
die Wahrscheinlichkeit des Uberganges (Ubergangswahrscheinlichkeit)
wird dann

wip = | Cxlauy | 2. (1416

Wie bei dem Experiment mit Wellen ktnnen wir die Amplitude {x|Qu)
aus den beiden Amplituden (x|Qu) , = ¢, und <:|Qu}2 =¢2 superpo-
nieren, welche den Beitrag von Uffnung 1 bzw. 2 zum Interferenzbild an-
gebent

{xlqu) ={xQu) , + {x|qu) . (1,17)

Infolge des unterschiedlichen Argumentes dieser huifhn komplexen
Zahlen kommt es bei der Bildung des Betragsquadrates zur Interferenz,

Wir haben die Interferenz von Elektronen diskutiert, Analoge Experi-
mente lassen sich auch mit Photonen durchfilhren, hier sind die Inter-
ferenzerscheinungen allzemein gelHufig, Die Schwierigkeit des Verstind-
nisses im Rahmen der Quantenphysik besteht darin, sich vorzustellen, daB
das Licht sus kleinsten Teilen, den Photonen, besteht, die einzeln die
Apparatur durchlaufen kinnen, trotzdem aber interferieren,

Wir kitnnen die hier angegebensn Experimente verallgemeinerp:

Betrachten wir einen Vorgang, bei dem ein System aus einem genau
bestimmten Anfangszustand in einen genau bekannten Endzustand iibergeht
(ideales Experiment), so wird die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses
durch das Betragsquadrat einer komplexen Zahl ’ (Wahrsoheinlichkeits—
amplitude) gegebens:

W = |¢;2, (1,18)

Haben wir mehrere Alternativen filr das Ereignis, ist die Wahrschein-
lichkeitsamplitude gleich der Summe der einzelnen Wahrscheinlichkeits—

amplituden (Interferenz)i

¢=91 * ¢ v=[9F = |4y + ¢,/ (1,19)

Kann man zwischen den einzelnen Alternativen durch ein Gerit entschei-
den, addieren sich die Wahrscheinlichkeiten (keine Interferenz):

W = \r1 + 'E' (1,20)

Diese Beschreibung ergibt fiir das Doppelspaltexperiment: Nur wenn der
Ort durch eine MeBapparatur, wie den Doppelspalt, tatsiichlich gemessen
wird, befindet sich das Elektron in einem Zustand mit einem bestimmten
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Ort, Wird der Ort nicht bestimmt, kann keine Aussage gemacht werden,
welchen Ort das Elekiron beim Doppelspalt einnahm, und es entsteht ein
Interferenzhbild, Das Elektron befindet sich in einem Zustand mit einem
bestimmten Impuls, der Ort ist ungewil, Das Rechnen mit Zustidnden, das
in den Formeln (1,19), (1,20) angedeutet wurde, soll im nichsten Ab—
schnitt ausfiihrlich dargestellt werden.

Aufpabe 1,113

Schildern Jie Experimente, die den Dualismus des Lichtes zeigenl

Schildern Sie Experimente, die den Dualismus der Materie (nichtverschwin-
dender Ruhmesse) zeigen!

Aafpabe 1,123

Stehen die wenrscheinlichkeitsaussagen der guantenmechanik im Wider-—
spruch zum Kausalitétsprinzip? Wiederholen Sle dazu Heft 8, "Mikrophysik",
Absehnitt 143!

Aufgabe 1,13:

Diskutieren Sie analog zur Beugung von Elektronen die Beugung von
Photonen an einem Doppelspalt! Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsdichten
wda(x) sowie ﬂ1{x} und HE(X} explizit anl

1.3. Darstellung guantenmechanischer Zustinde

Wir haben gesehen, daf8 wir zur Beschreibung eines guantenmechanischen
Systems den Begriff des EZustandes benutzen miissen, Der Zustand wird

charakterisiert durch einen Satz von MefBgrilen, dis gemeinsam zemessen

werden kionnen, und durch den Wert dleser Melpriofen, So 148t sich ein,
Zustand des Elektrons durch drei Ortskoordinaten und eine Spinkcordinate
vollstindig charakterisieren, Oder wir betrachten ein Elekiron im Wasser—
stoffatom, Dort 1dBt sich Sein Zustand durch bestimmte Werte fiir Energie,
Betrag des Drehimpulses, z-Koordinate des Drehimpulses und z—Koordinate
das Spins (Haupt—, Neben—-, magnetische und Spinguantenzahl) charakteri-
sieren. In solech einem Zustand 1liBt sich iiber den Ort des Elektirons keine

genaue Angabe machen,

Folgende Fragen sind von Interesse:

1, lielche Aussagen kann man iiber beliebige Melfgrilen in einem Zustand
machen?
2. Welche Beziehunzen gelten fir das Rechnen mit diesen Zusténden?

Vir wollen in diesem Abschnitt einige Aussagen zu diesen Fragen
pachen. Um diese Aussagen zu erldutern, wihlen wir ein sehr einfaches
Gedankenexveriment: die Bestimmung der Polarisationsrishtung eines
Fhotons,

hus diesem Gedankenexveriment sollen die folgenden Eigenschaften ge—
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wonnen werdent

A) Die Orthonormalitét von Zusténden,

B) die Vollstdndigkeit eines Satzes von Basisgzustinden,

C) die Unitaritiit des Uberganges von einer Basis zu elner apderen,

Diese Eigenschaften werden auf Zustinde verallgemeinert, die durch
einen beliebigen Satz pemeinsamer Melgrilen charakterisiert werden, wobel
abschliefend als Beispiel Zustinde mit einem bestimmten Ort |x> und Zu-
stinde mit einem bestimmten Impuls |p) betrachtet werden sollen,

Es ist bekannt, wie der Polarisationszustand von Licht beziiglich einer
vorgegebenen Richtung, etwa der Richtung e, bestimmt werden kann, Jir
benutzen einen Polarisator (z, B, ein Polarisationsfilter), der in die
Richtung 2 gedreht wird, und stellen fest, welcher Anteil des Lichtes
parallel und welecher Anteil senkrecht zu L linear polarisiert ist.
(Elektrische Feldstiirke E Il bzw, L 8,.)

Das Besondere der quantenmechanischen Beschreibung dieses Experimentes
besteht darin, sich vorzustellen, dal das Licht aus kleinsten Teilen, den
Photonen, besteht, Die Intensitit des Lichtes kann so klein gewiihlt
werden, dal man von einzelnen Photonen sprechen kann, dle unabhingip
die Versuchsapparatur durchlaufen, und mit einer bestimmten Wahrschein-
lichkeit vom Polarisationsfilter durchgelassen oder absorbiert werden,

In Heft 8, "Mikrophysik", Abschnitt 134, wurde diese flrscheinung
bereitas diskutiert. Es wurde gazgigt, dali fiir das Verhalten eines Photons
i, a, nur Wahrscheinlichkeitsaussapen méglich sind, Die Behandlunpg dieses
Versuches ist etwas einfacher als dies Behandlung der Beugung am Doppel-
spalt, weil es hier anstelle der unendlich vielen Zustiinde |x) nur zwei
Zustiéinde, die wir als Eigenzustinde beziiglich der Polarisationsrichtung
2, bezeichnen, gibt:|e;) : das Photon ist parallel zur Richtung g
polarisiert, und |e;) : das Photon ist senkrecht zur Richtung g; polari-
siert.

Die Problematik, die im Abschnitt 1.2. diskutiert wurde, tritt hier
ebenfalls auf: Wir betrachten ein Photon im Zustand LE:) + Wenn ein
FPhoton im Zustand Iagz ist, welchen Polarisationszustand besit:t es
beziiglich einer anderen Richtung !E? Ist es parallel ( | 3;} ) oder
senlkrecht (|_ﬁ$) ) zZu &, polarisiert? Diese Frage 1iflt sich nicht mehr
eindeutig beantworten., Von der experimentellen Durchfiihrung uissen wir,

dal wir zur Beantwortung dieser Frage die Folarisation beziiglich 2
messen missen., Durch einen Polarisator, der in der EE—Richtung aufpe—
stellt wird, verliert aber das Licht die Eigenschaft, parallel zu 2, pola—
risiert zu sein, HMit einem Analysator kinnenm wir niimlich anschlislend
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festistellen, dal nur noch ein Teil aller Photonen, die urspriinglich

im Zustand | g)l) waren, im Zustand ]2,:} sind, die iibrigen befinden
sich nunmehr im Zustand |_g:l') « Wenn wir also die obige Frage beant-
worten wollen, wird die Veoraussetzung "ein Photon im Zustand ]g:) it
zerstirt.

Auch hier spielt der MeBprozef die entscheidende Rolle, Als MeBgerit,

mit dem wir den Polarisationzustand des Photons bestimmen kinnen, be—
nutzen wir zwei identische Kalkspatplatten, die um 180° gegeneinander

verdreht sind (Abb. 1.5). Der Lichtstrahl wird in einen ordentlichen
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und einen aulerordentlichen Strahl zerlegi, die senkrecht zueinander
polarisiert sind, Von Absorptions— und Reflexionsverlusten sowls dex
Phasenverschiebung der beiden Strahlen wollen wir absehen. (Die zweite
Kelkspatplatie dient dazu, die beiden Strahlen zu einem zusammens::
fithren, so dal der urspriingliche Zustand wiederhergestellt werden kann.)

Polarisationserscheinungen sind uns aus der Optik gut bekannt, so dal
wir uns ohne Schwierigkeit die folgenden Experimente vorstellen kianen,
an denen wir das Rechnen mit Zustlinden erlernen wollen, Dal es sich um
ein gquantenphysikalisches Problem handelt, wird uns klar, wenn wir uns
weiterhin vorstellen, dal der Lichtstrahl sec schwach seln soll, dﬁﬂ
sinzelne Photonen nacheinander die Apparatur durchlaufen,

Priiperation eines reinen Zustandes

Das PolarisationsmeBgerit wird in der Richtung 24 aufgestellt. Dar

Eq
fg, Y4444
XEE

-

T

n L

|
(=1

Abb, 1,61 Pelarisator

ordentliche Strahl wird ausgeblendet, nur die Photonen im Zustand ng}
kinnen das Gerit durchlaufen, Solch ein Gerlit ist uns in verschisdenen
Ausfihrungen bekannt, wir bezeichnen es als Polarisator.

Orthonormalitét der reinen Zustinde

Im reinen Zustand i!,"l:) ist jedes Photon mit der Wahrscheinlichkeit 1

—p
o
-1

Abb, 1,71 Polarisator und

Analysctor
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(Sicherheit) im Zustand| __1> und mit der Wahrscheinlichkeit O im Alter-
nativzustand | e _1:)

Diese Aussage wird durch dln folgenden Meflprozel gepriift:

Die Photonen im Zustand | e } werden durch ein zweites Polarisations-
meBgerit (Analysator) g-snhinkt das ebenfalls in g -Richtung aufgestellt
wurde, Wir stellen durch Ausblenden fest:

Alle Photonen befinden sich im Zustand | ¢
kein Photon befindet sich im Zustand ]lr .

Je nachdem, ob im Analysator der Strahl ll"} oder |_g,':> ausgeblen—

det wird, kiinnen wir das Ergebnis so formulilran:

o sly =1, (e a0 0,2

Die Zustiinde EL;I> ,1_&3{) werden auch als Basiszusténde bezeichnet.

Die ersts Beziehung beschreibt die Normierung des Zustandes, die zweite
Bezishung dies Orthogonalitit zu dem Alternativzustand. Beides zusammen
wird als Orthonormalitit der Basls bezeichnet.

Anders Zustinde. Die Vorgabe der Richtung s, war willkiirlich. Wir
hiitten genausogut eine Richtung L betrachten ktnnen, z. B, elne Rieh-
tung, die um -‘3I-5""'r gegen &, verdreht ist., Wir hdtten dann die orthonormalen

Basiszustinde | e} ,|!é":} erhalten,

Aus der Optik wissen wir,dall wir jeden ("reinen") Polarisationszustand
aus zwel Basiszusténden ]3;'} ' |_!,J1') aufbauen kinnen, wenn wir beide
Wellenziige beil geeigneter Amplitude und Phasenlage Uberlagern, Wenn wir
Amplitude und Phasenlage zu einer komplexen Amplitude zusammenfassen,
ergibt sich

]!2 =E1|!_|11> -I-Czl!:) . (1,22)

Eine andere Basis, aus der durch Supsrposition jeder Folarisations-
zustand erhalten werden kann, besteht aus einer rechtszirkular und einer
linkszirkular polarisierten Wella, Diese kinnen ebenfalls durch Super—
position mit komplexen Amplituden aus j > und I-'l > uufg-haut werden,

Ein beliebiger Polarisationszustand wiru aus der Basis | !4 > und
I-J'> dureh Superposition mit komplexen Koeffizienten srhalten (1,22),
Ilin Menge aller Vektoren (1,22) mit belietigen komplexen Koeffizienten
l.':,i. L‘rz bildet einen komplexen zweidimensionalen Vektorraum, Jedem Punkt
dieses Vektorraumes enisrricht ein bestimmter Pclarisationszustand,
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abe 1,141
Untersuchen Sie, durch welche Vektoren dieses komplexen zweidimensionalen
Raumes zirkular polarisierte Zustinde dargestellt werden!

Besteht die Basis nicht aus zwel Zustéinden, sondern aus unendlich
vielen Zusténden (z., B. allen miglichen Zustinden |x» ), sc gelangen
wir zu einem unendlichdimensionalen Vektorraum, dem Hilbertraum,

Transformation auf eine andere Basis. Wir betrachten Photonen im

Polarisationszustand [_!:) « Was kinnen wir Uber die Polarisierung be-
zliglich einer anderen Richtung 8, aussagen? Aussagen kinnen wir nur mit
Hilfe einer MeBapparatur treffen, Mit Hilfe eines Palariuatinnsniﬂgn—
rlites, das in Hinhtung 8, lufgaatnllt ist, flhren wir den Eusundl )
in den Zustand 'L__E > oder i—2> {iber. Gem#&B den Darlegungen des vnrhur-
gehenden Abschnittes 1,2, beschreiben wir den Ubergang aus dem Anfangs—
zustand in diese beiden Endzusténde durch die komplexen Wahrscheinlich-
keitsamplituden {;é' | ;}1'> und{-gé| _!,[‘}

Im Ergebnis der Messung erhalten wir nicht diese knlph::-n thrnhlin-
liuhktituuplitud-n. sondern die Wahrscheinlichkeiten |{ -El _1>1

||h>| dafir, ein Photon aus dem Zustand | __1> im Zustand | o 4),

nd.-r > anzutraffen.

e,

4
_ Abb, 1,8: Verschiedene
Polarisationsrichtungen

Beil der Zerlegung des FPhotonsnstrahls durch das Polarisationsmeligerit

L wurde vorausgesetzt, dalB slle Photonen dieses Geridt durchlaulen, Das
heift, die Summe aus den Wahrscheinlichkeiten, dall ein FPhoton aus dem
Zustand | 84> in den Zustand |5é"} oder ig_éi)v iibergeht, mul 1 sein
(Normierung fiir ein Photon),

4 I 2 i _u 2
[Coa| 84> = +[< 2le>] ~ = 1. (1,23)
Fiir die Polarisation des Lichtes 1HBt sich diese Beziehung leicht lber—
prilfen (Heft B, "Mikrophysik", Abschnitt 134).

7



Produktansatz fiir die Wahrscheinlichkeitsamplituden

Wir betrachten drei PolarisationsmeBgerite _I_1| L _9_3 und stellen
fest: Die Wahrscheinlichkeit, dal ein Photon aus dem | -E>" in den 4
1-" % =Zustand iibergeht, ist unabhéingig davon, ob das Photon davor in
einu |__1 » =Zustand oder in einem 1_1 > =Zustand gwas-n :I.st. In beiden
Fillen gelangt der gleiche Eruuhtuil von Photonsn |( [ aus dam
Zustend |e -E> in den Zustand |e! > . Das kommt in dm Prnduktanaatz fiir
die Hl.hr:uhuinliuhkuitsmplitndin zum Ausdruck, Wir schreiben fiir die
Hahrsnhtinlinhkoitnmplitudu da8 ein Photon aus dem ]_1)- in den
=) !2> ~ und anschliefend in den | _3‘) —~Zustand Ubergeht:

(5lee> < 55le> -

Zerlepunr eines Zustandes begliplich einer beliebipen Rasis

Wir betrachten drei Polnrisationn-agnrﬁtn mit den Richtungen 240 854
8. Wenn Hir den Zustand | -E> ausblendesn, kinnen Photonen aus dem Zu—
stand |~—-1 S in den Zustand ]_4> gelangen, da die Polarisationsrichtung
zvischendurch durr:h verdreht wurde:

AP X z’e'! o5 we,

Offnen wir nun die Blende fiir den Zustand | .Eé) s 50 kann der ge—
samte Strahl ungehindert das Geri: % durchlaufen, und wir finden, daB
kelna Photonen in den Zustand ]g;) ibergehen, - Obwohl mehrere MBglich-
keiten getffnet sind, gelangen doch weniger Photonen durch die Anlage,
Dias ist ein typischer Interferenzeffekt,

Die Deutung dieses scheinbar parasdoxen Verhaltens der Photonen wurde
in Abschnitt 1.2, genau diskutiert, Da wir nicht mehr zZwischen den
einzelnen Alternativen im PolarisationsmeBreriit 8, unterscheiden kinnen,
miissen nicht die Wahrsecheinlichkeiten, sondern die Wahrscheinlichkeits—

emplituden addiert werdent

(e < 2leyd> + {ylep> e |_.-.> = 0, (1,24)
{e;l8> < 25l89> + <e]les> (.!g|_'.1> = 1, (1,25)

* Diese Beziehungen lassen sich mit (1,21) in der Form
24Pl > <wglx> = <@l (1,26)

scnralbnn. Hierbei sind zundichst die Zustinde [g,> , leg > durch |y, >
un-:ll__,l ‘|_1) durch jcp>. ['X} bezeichnet worden., Dezichung (14,26)
183t sieh auf beliebige andere Zustinde |€p> Ix} verallgemeinern,
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Die Beziehung (1,26) gilt nur dann, wenn die Basis |,) vollstiindig
ist, wenn also alle Alternativen enthalten sind,

Die Vollstindigkelt des Basissystems ]'lpl} in (1,26) wird durch die
Bezishung

Zi [We?2 < Wyl =1 (1,26a)

ausgedriickt, d, h., in jedes Skalarprodukt l&Bt sich ein vollstéindiges
Basissystem "einschieben".

Durch Vergleieh won (1,23) mit (1,25) ergibt sich eine wichtige Be-
ziehung: :

CohlelS Cablery + CallalSqalialy =1 (2 —e(1,2D)
(aleg> Csplegd> + Cofleg> <ofley> =1 (1,25)—=(1,28)

sind nur dann gleichzeitig erfiillt, wenn gilt
C<oply> = <yl cp>*- (1,29)

Aus der Diskussion zur Messung des Polarisationszustandes vorn Photonen
haben wir einige Eigenschaften flir das Rechnen mit Zustinden kemnengelernt,
die wir jetzt nooch einmal in allgemeiner Form zusammenstellen wollen.

A. Es gibt reine Zusténde |\Y,> , die bei wiederholter Messung der zuge—
hirigen Melgrtfe immer den gleichen Wert ergeben, Fiir die reinen
Zustlinde einer Melgrtle gilt die Orthonormalitéitsbeziebung

<yyglwyd> =04 (1,21)—=(1,30)

B, Diese reinen Zustlinde | W, bilden eine orthonormale Basis, Diese
Basis heift vollsténdig, wenn jeder beliebige Zustand des Systems
durch Superposition dieser Basiszustlinde gewonnen werden kann, In die
Ubergangsamplitude (s. (1,16)) zwischen zwei Zustinden l¢> und (1>
kann eine wollstlindige Basis |"\IJ’.> eingeschoban werdeni

<plyd = ,§<cpl VoV x> - (1,26)-(1,31)

C. Der Ubergang von einem Euilﬂ'st-ml'\i}i:) zu einem anderen I(Pk> wird
durch eine unitire Matrix beschrieben., Schreiben wir némlich die Uber-
gangsamplituden von ]'\yl) nach I':Pt) in Form einer Matrix

U= (“ki} = {<q‘.‘ki w’_} ) auf,



nach ™~Jyon |Ya> |Wa> Y3 soh

P42 PV <PalV> <PV .o
|P2> <Palyad> <Palve>  <PalV¥3> oo
193> <P3l¥1> <Palye> <P3lys>

LN LN L] - "as B

so ist diese Matrix unitlr, d. h,, es gilt

vt =4, (1,32)
u* ist die hermitesch adjungierte (transponiert und konjugiert komplex)
gu der Matrix U, d, h,, ﬂ!.;] = ;]1'

Zum Beweis dieser Aussage berechnen wir das Element der Produkt-
matrix UUY in der k-ten Zeile und l-ten Spalte:

("), = ):i <@ilyp <@,l w,l)JIr

und erhalten mit (1,29) und (1,31) die Bezishung (1,32), nlmlich

Zi Py <‘]"1|"“I"s.>’Jlf '%@kl Vo> Yyl @10 =Pl Py >=6 .
(1,33)

Insbescnders folgt dis Erhaltung der Nermierung
Z KPylyy 12 = 1. (1,27) ==(1,34)

Bevor wir uns der weiteren Betrachtung verschiedener Basiszustiinde
und dar Mefwerte von physikalischen Grifem fir diese Zustlinde zuwenden
(Abschnitt 3.1,), wollen wir hier noch zwel wichtige Beispiele fiir
Basiszustiinde kennenlernen.

Wir betrachten den sindimensionalen Fall:
1, Ortszustiinde |[x> 1 das Teilchen befindet sich am Ort x,
2. Impulszustlinde | P> : das Teilchen besitzt den Impuls p.
In Unttrluhinﬂ zu den bisher betrachteten Zustiénden, z, B, 1_1 b I
| e 8, } + haben diese Zustinde eine Besonderheit: die MeBgr&Be hat nicht
nur zwei Werte (|l , 1), sondern durchléuft ein kontinuierliches Spektrum,
Jeder Wert von x bzw, p kann auftreten.

Fir den Fall des kontinuierlichen Spektirums miissen die bisher getroffe—
nen Aussagen sinngem¥8 verallgemeinert werden, insbesondere wird aus dem
Kronecker-Symbol '511 die Deltafunktion 5{:-::") (s, Band 1),und die Summe
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geht in ein Integral Jd.t iiber, Somit miissen wir schreiben
A. anstelle von (1,30) die Orthonormalitiitsbeziehung
¢x'1x) =dx'-x), -

'l =&(p'=p);
B. anstelle von (1,31) fiir die Zerlegung nach einer vollstindigen Basis

<plx? -I{EPI::) <xly) ax,
{plx> =[ <plp)> <ply 2.

C. Der Ubergang von einem Basissystem 'I'..Pi} nach einem Basissystem | x)
(bzw, | p) ) wird durch eine unitkre Matrix U beschrieben, und die
Unitaritiitsbeziehung (1,32) lautet nun

Zl<z'hp1> {yylx) = Sx'-n),
2 < Iy <yl B =dp'-p)
oder, wenn der Ubergang in anderer Richtung durchgefithrt wird:
J<@lxy<x| pyrax =8,
iy ley<pl @y =8y,

Insbesondere ergibt sich fiir die Erhaltung der Normierung

JIkg lxy | 2ax =1,  J<olpy [Zap =1,  (1,27), (1,34 —=(1,39)

Die bisher in diesem Absohnitt entwickelten Bezishungen lassen sigh
einfach erfassen, Dazu gehen wir von (1,31) aus. Wir interpretieren diese
Beziehung so, da8 der Zustand |y ) beziiglich der Basis [*q,!i> zerlegt wird
(siehe hierzu auch (1,22)):

=2 | YO W= 1> ogs o = (Wl -

(1,22) —=(1,40)

(1 .2’1), (1|30:' e —— {1:35}

(1,26), (1,31) —= (1,36)

(1433)—=(1,38)

¥Wir sagen
Der Zustand ]:z} wird durch die komplexen Zahlen o, = (wii };2

bezliglich der Basis Eyl> dargestellt,

Die GriSen o, charakterisieren den Zustand |X) in der|y, ) -Darstellung.

Von besonderer Bedeutung sind nun wieder die OUrisdarstellung und die
Impulsdarstellung., Der Zustand |"y)> wird in der Basis | x) bzw, |p)
dargestellt,




Die komplexen Zahlen (x|vy) werden Ublicherweise nicht mit 0.y sondern
mit Y(x) bezeichnet,

(x|¥) = Wix); (1,39
da x eine kontinuierliche Variable ist, hat W (x) die Bedsutung einer
Funktion., Sie trlgt die Bezeichnung Wellenfunktiom (Zustandsfunktion),
Die Ubergangswahrscheinlichkeit, dal bei einer Ortsbestimmung der Zu-
stand |y) in einen Zustand |x) im Intervall x ... x + A x Ubergeht,

wird gegeben durch
X+ Ax X+ 40X

wix, Ax) = :I I(;hwliul tf ]w(:}iadxi (1.42)

|"'.{.;n‘;zlll2 ist also eine Wahrscheinlichkeitsdiehte im Ortsraum, W (x)
die dezugehtrige Wahrscheinlichkeitsdichteamplitudas,

Ebenso 1EOt sich die komplexe Funktion W(p) = {P|V¥) als Wahr—
scheinlichkeitsdichte im Impulsraum deuten,
Aus (1,39) folgen die Normierungsbedingungen filr " (x) und Yip)e

[y = 1; Jweonylorar = 1 (1,39) —= (1,43)

Diese Beziehungen besagen: Die Gesamtwahrscheinlichkeit, daB das
Teilchen im Zustand |Y) an einem belisbigen Ort ansutreffen ist, bzw,
dal es einen beliebigen Impuls hat, i1st gleich 1,

Kennt man flir zwei Zustlinde |[@) , |y die Ortsdarstellung Px),

% (x) bzw, dis Impulsdarstellung @(p)s Y (P)y ®o0 148% sich die Uber-
gangsamplitude (@|y) gemiB (1,36) folgendermaBen ausdriickent

¥
(P> = | peady (xrax
oder (1,36) —(1,44)

¥
Ply) = _fqtp)x(p}dp-
AbschlieSend wollen wir noch den Ubergang von der Basis der I.IER.I].I_-—

zustlinde ] Bagis der Ortszustiinde |x angeben,

Dies ist gleichzeitig ein Beispiel fiir eine unitire Transformation und
das Rechnen mit dem kontinuierlichen Spektrum, Mit Eilfe der hierzu ge—
hirenden unitéiren Matrix U sind wir dann in der Lage, einen Zustand |y} ,
der in der Impulsdarstellung ’\P(E) gegeben ist, in die Ortsdarstellung
(x) zu transformieren, und umgekehrt.

Aus den Beugungserscheinungen an Kristallen flr Elektronen, die sich
in einem Zustand mit bestimmtem Impuls p befinden, folgt eine wellen—
férmige Anderung mit dem Ort, wobei dle Wellenzahlen durch p/h  gegeben
sind. Wir postulieren deshalb flr die Ubergangsamplitude <¢xip) 1

(xlp) = JE_'-II- -’Wh = 'q;p(::). (1,45)

Vetw




Wir priifen die Unitaritétsbeziehungen (1,32), (1,33), (1,37), (1,38)
fiir den Fall des kontinuierlichen Spektrums:

f<1'| py{ p|x) dp = (x'—x), (1,46)
Hierzu verwanden wir (1,45):
T 1 [ aCext)p/
J Vo (x") Y, () = -mjn dp (1,47)
-
=g

Mit Hilfe der Darstellung der d—Funktion (Band 1)

[=_=1
% f o4k =8 (x) (1,48)

-

ergibt sich mit k = p/b und é(x) = 5(-:} Gl. (1,4%6). Ebenso 1ldBt sich
auch die Unitaritdtsbeziehung

J (p'12)<{x|p) ax = S (p'=p) (1,46) —» (1,49)
-_—

priifen, Gleichzeitig ist damit gezeigt, daB der Verfaktor in (1,45) so
gewithlt wurde, daf die Normierungsbedingung (1,35) mit (1,36) gilt.

Wir kiinnen jetzt angeben, wie unter Benutzung von (1,45) der [bergang
von der Impulsdarstellung in die Ortsdarstellung gemif (1,36), (1,%41)
vollzogen werden kann:

i+x
5%

Y0 = <xl = [ <xlpd Cplyp ap = vr—i-ﬂjw) ‘ (1,50)

Ungekehrt ergibt sich flir den Ubergang von der Ortsdarstellung in die
Impulsdarstellung

w(p) = <p|y) =j(p]=) (x|ypax = Vfﬁjﬂﬂ = i= ax, (1,51)

Mathematisch gesehen, stellen die Ubergiinge ven der Orts— zur Impuls—
darstellung und umgekehrt Fowriertransformationen fiir die Wellenfunktion
dar .,

Es 188% sich zeigen, dal bei dieser Transformation infolge der
Unitaritdt (1,46) die Normierung erhalten bleibt:

Aus

<yly) =J’1|J*(x)1y(:}d.: =1 (1,21) — (1,52)
folgt mit (1,51) und (1,48)
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j 'H:Ep)"#(p)dp = %EJ’H{(:)}(:') -i E e %IE dx dx'

* ¥
=Jj’q}(:}tj¢(:')5{:—z' yax ax’ =jxp(:}w(=m =1, (1,53)

Wir betrachten folgendes Beispiel: der Zustand Iy> sei durch die
Wellenfunktion in der Ortsdarstellung

e
Y(x) = —b— o X /2P (1,54)
T b
gegeben, Wie lautet die Wellenfunktion in der Impulsdarstellung?
Wir verwenden (1,51)

2
X
-i&x "‘1E'd'§l'
vztﬁﬁb

Yot

Ry 7 o (1,55)
I3

Abschlielend sei noch einmal bemerkt, dall die hier angegebensn Be—
%ishunges fiir das Rechnen mit Zustinden genau die Eigenschaften eines
Hilbertraumes (Kapitel 0.) beschreiben, der durch eine vollstindige
orthonormale Basis |y,» aufgebaut wird, Die Ubergangsamplitude <(9|y)
splelt dabei die Rolle des Skalarproduktes, und die verschiedenen Larstel-—
lungen ergeben sich durch unitére Transformationen in dissem Hilbertraum,
Die Zusténde zum kontinuierlichen Spektrum, wie | x) ,|p) , haben einige
Besonderheiten. Sie werden amuch als uneigentliche Vektoren des Hilbert~
raumes bezeichnet, Die Eigenschaften der Orthonormalitiit von Zustiinden,
der Vollstéindigkeit einer Basis und der Unitaritdt einer Basistransfor—
mation, die in diesem Abschnitt erarbeitet wurden, haben in diesem
Vektorraum eine einfach erfsBbars Bedeutung,

Aufegabe 1,15
Stellen Sie die Beziehungen systematisch zusammen, die fiir die Darstel-
lung im dreidimensionalen Ortsraum bzw., Impulsraum gelten!

Aufgabe 1.16¢
Ein Zustand |y)sel dureh folgende Wellenfunktion w(x) gegeben:

w(x) =1Fsin%n: fir |x|<a; =0 fir |x|)a;
a
n ist eine ganze Zahl.
Wie lautet die Wellenfunktion in der Impulsdarstellung?



Wiederholungsfragen zu Kap, 1.

1.1 Welche Experimente waren fiir die Entwicklung der {uantentheorie
von besonderer Bedeutung?

1.2 Wes verstehen wir unter dem Begriff "Zustand eines quanten—
mechanischen Systems"?

1.3 Warum ist in der Quantenmechanik eine statistische Beschreibung
der Vorginge notig?

1.4 Wie 1#B8%t sich der Dualismus Welle — Korpuskel lisen?
Warum hat die Vorstellung einer Bahnkurve in der (uantenmechanik
keinen Sinn mehr?

1.5 Wie hiingen Wahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeitsamplitude
miteinander zusammen?

1.6 Wie werden Interferenzerscheinungen in der Quantenmechanik be-—
schrieben?

1.7 Was verastehen wir unter der Orthonormalitét und der Vollstindigkeit

einer Basis wvon Fustdnden?

1.8 Charakterisieren Sie den Ubergang von einer Basis zu einer
anderen,

1.9 Was verstehen wir unter der Orts— und der Impulsdarstellung?
Welche Bedeutung haben die Wellenfunktionen  (x), ﬁ,p(p]"

Lésungen der fufgaben zu Kap, 1.
1.2

HQ';_, _p.) =T + U= _EEIE::: +* Qqﬂl-"[E,ﬂ|£1
(Teilchen mit Ladung q im Kraftfeld der Ladung @ bei r = 0).

1.3 § = @2H/%p = p/n (Def. des Impulses),
=~ 2H/Bx = ~ nmax (Newtonsche Bewegungsgleichung);

x(t) = a cos{wt +¢), a = Amplitude, Q= Phasenwinkel
(Lésung im Komplexen: x(t) = Re Aainﬂt, A= raueijl*q:l y i
158E==kE, 5—F5E==-—35L,
c 9t c

-t Hrao e ows
e B8t

Re E (r,t): Wert der Feldstérke am Ort r zum Zeitpunkt t
(drei Knurdiﬂatan als reelle Punktionen von Ort und Zeit).

i- .
Eﬂ.: = Eﬁ,:l' x LEu,x[ = Amplitude der x~Koordinate der

elektrischen Fuldstﬁrka,cp = Phasenwinkel, W = Kreisfrequenz,

k = Vellenzahlvektor, A = 2W/|k]| = Wellenliénge, ¢ = Phasenge—
schwindigkeit (bei elektromagnetischen Wellen im Vakuum gleich
der Gruppengeschwindigkeit, stimmt mit Lichtgeschwindigkeit
iiberein).



1.6 Firr¢0r AA--%
a

1.1

1.13

22

A
aE

2  3ik 21k ik W
CoF AR L35,

r I

0, wenn = ck,

]

Singularitét filr r = 0O;

R
2
1im t‘iﬁ_ﬂa %%—]L#tradr
R0 - rar Br &t

R—-ﬂl c
2 :
4 9D
AA == —= A= 4wA d(r).
¢ at° °
Esi HEL-WN. 4. 4 3.3, Re Ex Re H
- {uhﬁj-
;:’_E{,E IE_.:M (kz ~wt + @) +|E [ﬁﬂ! (ker =wt +1pr
ﬂ

+|E05IE¢:0! (kr —wt *cpﬂ}} 3

£ra. A\ wm_ > 12
Zeitmittel cos™( ) = 35, E"E{J‘V_l‘-l-}:ﬂ[

lu = 5,29 » ‘10—1-11“ (Bohrscher Atomradius)as itomabstand in Holakiilen,
Flissigkeiten und Festkirpern,

uzﬂl-‘lr'[—:olﬁ = 4,3 . 10‘15’13 (= 27 eV) as atomare Tnergieniveaus,

azﬁs-wl.naoﬁ 3. T 10’15;‘5 o Freguenz des von ‘tomen emit—
tierten Licltes,

Wellennatur des Lichtes: Interferenzeffekte, z. 5. llxperiment ven
Young, [ichelson; Deugungsgitter, llaxwellsche Theorie der elek-
tromagnetischen VYellen u, 2.

Korpuskulare lWatur des Lichtes: Photoeffekt, Comptoneffekt u., a.
Korpuskulars lietur der Materie: Wilsonsche H ebelkammer, sillrohr,

Miliikan-Versuch u.s.
Wellennatur der lMaterie: Llekironens=trahl-Interferenzen
(Davisson und Germer), Heutronenbeurung u,a.

Spalibreite a, Spaltabstand 4, Wellennatur: Superposilionsprinzip,

Wy () ~ sin® B2, [y 47002,
‘l’:.a'(x) ~ 511:2 E—Ei;r—%/{xfdfﬂz.

§ ez 2 kdx 2 kax 3
¥yo (x)~~cos e sin S fir a d;



Nachweis der Fhotonen im Doppelspalt (z, B. Compton-Streuung)
wiirde das Interferenzbild zerstiren.

1.4 B(II_I"' >+ 1[-;'} )y oo} ) - i]-;') )o o=k e®

v

1.15 Orthonormalitht:
(z'|r)= er") =8 (xx") d (3-3") S (z-2"),
(2'| &)= d(@2");
Zerlegung nach vollsté@ndiger Basis:

@ho=Kelz) <zly)e’s =[e@y ez Lole) 2ly) 2 »

Yg) = ( ;]w}= Wellenfunktion; |'\F{;)j2 = Wahrscheinlichkeits—
dichts. ’

Normierung: _ﬁ'\y (_1;}[2&3; = 1;
lbergang Ortsdarstellung —e Impulsdarstellung mit

(zlp) = (axh)y 2 /b Yp®s
(@2 ¢x'lz)Calr) =d@'-D (Unitaritas),
v@ = [P Galey (xlyy= @2 [ &y,
1.16 Y(p) = (D" 1 == sin §& / [@® - @],

Yerha








































































































































































































































































