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Auswertung der Wurzel-Preisaufgaben 1988/89
Zu den Preisaufgaben der Hefte 9/88 bis 7/8/89 sanden 44 Leser
Losungen ein. Folgende 8 Leser erreichten dabei die besten Er-

gebnisses Jilrgen Schefter Reichwalde 74 Punkte
Harald Lieske Eisenach 59 Punkte
Rene” Dahms Netschau 53 Punkte
Thilo Kuessner Greifswald 50 Punkte
Jochen Wejzel Sommerda 37 Punkte
Jorn Weichert Waltersdorf 32 Punkte
Henrik Holke Leipzig 26 Punkte
Glenn Holmann Hohenstein-Ernstthal 25 Punkte

Allen oben genannten herzlichen Gliickwunsche Wir danken auch
allen anderen, die uns Lisungen zugesandt haben. Im niéchsten
Jahr wilnschen wir uns wieder viele Zusendungen.

Fir alle Interessenten hier noch mal die ausfilhrlichen Losungs-
bedingungen:

Die Losungen sind - jede Losung auf ein gesandertes Blatt, ver-
sehen mit Name und Adresse - unter dem Kennwort "Wurzel-Preis-
aufgaben" an uns zu sendene. Alle Aussagen sind stets zu bewei-
dene Unbewiesen verwendete Tatsachen, die iiber den Schulstoff
hinausgehen, sind anzugeben. Der Losungsweg (einschlielbilich
Nebenrechnungen u. ée) mui deutlich erkennbar sein.

Fir vollsténdige Losungen erhiélt der Einsender die fur die
Aufgabe’ angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul jahres versen-
den wir an alle Einsender, die mindestens 10 Punkte erreichten,
einen Buchscheck im Werte von 0,50'M je Punkt. Einsendern mit
weniger als 10 Punkten werden diese Punkte filr das niéchste
Schul jahr gutgeschrieben.
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W1 Unter den ersten 1989 natilrlichen Zahlen werden diejeni~
Ill gen ausgesondert, die sich als Summe von filnf nicht not-
wendig verschiedenen Zweierpotenzen darstellen lassen.
Welche Anzahl ist groBer, die der ausgesonderten oder die
I der verbleibenden?

W1l pje quadratische Gleichung
(e + 2)x° + (a=1)x + (48 + 3) = 0
habe die Wurzeln XqXge Man finde alle reellen a, fiir die
x, und x, die Bedingung x1< -1<x2< 1 Erflillen!

W3 Man beweise, dafl sich fiir alle n €100 ein Wiirfel in n
[A] ] wirrer zerlegen 1ast1

W4 Welche Tripel natiirlicher Zahlen a,b,c erfiillen die
Gleichung

1,12 3

ats*c=F%

WS Auf ein unendlich groles kariertes Blatt Papier (Linien-
abstand 0,5 cm) werde eip Knopf (Kreis mit Durchmesser
0,6 cm) zufidllig geworfen.
Wie grow ist die Wahrscheinlichkeit, dal der Knopf min-
destens einen Schniitpunkt der Linien iiberdeckt?

W6  JIymua cropons kpanpara RBCY pamua 4. Ha croporax FABx AD
BHOpaHH TOukE P M @ TaK,uToO mepAMETD Tpeyronbimka APQ
paBeH 2. JokasaTh, uTO ¥PCQR= 45°,

EinsendeschiuB: 6. 4. 1990
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Spielereien mit dem Mdbiusband

Wir sind es gewohnt, in allen Dingen, die uns umgeben, stets
zwischen oben und unten bzw. zwischen rechts und links wohl un-
terscheiden zu kidnnen. So wissen wir zum Beispiel, daB eine
(unbegrenzte) ebene horizontale Fléche den sie umgebenden Raum
in zwei Halbréiume tremnt - die Punkte oberhald bzw. unterhalb
der ebenen Fléche. Dies geschieht derart, daB man zwei Punkte
des gleichen Halbraumes (in unserer Skizze etwa A und B oder A'
und B') immer durch eine Kurve verbinden kann, die vollst#éndig
innerhalb desselben liegt, wihrend man nicht von oben nach un-
ten oder umgekehrt (etwa von A zu A') gelangen kann,ohne die
ebene Fléche zu durchstoBSen.

B
oben
A/

Mit anderen Worten: Wiirden wir uns die ebene Fléche als Blatt
Papier sehr groBer Ausdehnung vorstellen, wie es obige Zeich=-
nung suggeriert, so ktnnten wir seine beiden Seiten problemlos
mit zwei verschiedenen Farben (zum Beispiel oben rot, unten
griin) einférben. Unsere Fliéche trennt den Raum in zwei zusam-
menhéingende Teile, sie erlaubt es, eindeutig zwischen oben und
unten zu unterscheiden.

liehr noch, jede (unbegrenzte) gerade Linie auf dieser ebenen
Fliche teilt diese wiederum in zwei Seiten - die Fléchenpunkte
rechts bzw. links der Linie - die eine entsprechende Ejgen-
schaft aufweisen: lian kann Punkte ein und derselben Seite (a



7 Mobiusband
und B oder A' und B') durch eine Kurve auf der Fléche verbin-
den, die vollstédndig in dieser Seite verléuft, widhrend man auf
der Flidche nicht von einer Seite zur anderen gelangen kann ohne
die trennende Linie zu ilberschreiten.

links rechts

Stellen wir uns die ebene Fldche erneut als Blatt Papier gro-
Ber Ausdehnung vor, so kdnnten wir es also mit einer Schere
entlang der geraden Linie durchschneiden und erhielten zwei ge-
trennte Teile.

Die beiden eben erléuterten elementargeometrischen Eigenschaf-
ten entsprechen unseren Erfahrungen. Sie gingen auch dann nicht
verloren, wiirden wir die Fléche deformieren ohne sie zu zer=-
reiBen, also Tdler und Hiigel entstehen lassen - etwa, wenn wir
uns das Riesenblatt aus Gummi statt Papier vorstellen und hier
und da etwas ziehen oder driicken wiirden.

Es f#llt daher schwer, sich Flédchen vorzustellen, die diese
Eigenschaften beide verletzen, d.h. bei denen eine Unterschei-
dung oben/unten bzw. rechts/links nicht mehr in der eben be-
schriebenen ileise moglich wére.

Und doch ist es iiberraschend einfach, eine solche Fléche her-
zustellen: Das sogenannte "kivbiusband", benannt nach seinem
Entdecker, dem Liathematiker A.F. Mobius (1790 - 1868).

Wir wollen im folgenden nicht nur seine Herstellung beschrei-
ben, sondern in einigen spielerischen Experimenten seine
Eigenschaften studieren. Dazu bendtigen wir etwas Pepier,
Klebstoff, eine Schere, ein Lineal sowie einige Farbstifte.
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Spiel 1: Ein Mobiusband fertigt man aus einem rechtecki-
gen Streifen Papier (zum Beispiel 5 cm breit
und 40 em lang),

A

dessen Enden man zuseammenklebt, nachdem man
einem davon eine halbe Drehung um die Léngs=-
achse erteilt hatte - so wie es die folgende
Skizze zeigt.

A B’

Schon haben wir ein Exemplar des lobiusbandes. Fiir die folgen-
den Experimente werden wir zunéichst drei solche: Fldchen beni-

tigen. Wir empfehlen dem Leser, sie g%eich Jjetzt anzufertigen.

Uberzeugen wir uns nun, daB ein Mdbiusband wirklich die beiden
.anfangs beschriebenen Eigenschaften verletzt. Dem geneigten
Leser sei schon jetzt empfohlen, sich nicht auf den Augen=-
schein zu verlassen, sondern wirklich selbst zu probieren.

Spiel 2: Wir markieren auf dem ersten libiusband einen
beliebigen gleich weit von den Réndern entfern-
ten Punkt P und zeichnen von ihm ausgehend eine
Linie parallel zu den Réndern.

Welcher Punkt wird nach einem Umlauf erreicht?

Wohin gelangt man nach einem zweiten Umlauf?
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. Sicher hat der Leser leicht bestédtigen konnen, daB man nach
einem Umlauf den gleichen Punkt P, jedoch auf der "anderen"
Seite des Mobiusbandes erreicht (unsere Fliéche soll keine Dik-
ke haben, also aus nur einer "Schicht" von Punkten bestehen).
Erst nach einem zweiten Umlauf schlieBt sich die Linie und wir
gelangen zum Punkt P auf der Ausgangsseite zuriick. Wir haben
also eine geschlossene Kurve, die "beide" Seiten des Mobius-
bandes durchléuft, erhalten. Dabei sind wir von einer Seite
auf die "andere" gelangt, ohne die Fléche zu durchstoBen.
Denken wir uns zum Beispiel "oberhalb" von P auf der einen
Seite des Ifdbiusbandes einen Punkt A, so kinnen wir diesen mit
einem Spiegelpunkt A' auf der "anderen" Seite verbinden, indem
wir immer im gleichen Abstand zum Mbiusband bleiben und uns
"oberhalb™ der.gezeichneten MMittellinie bewegen - ohne also
die Fléche zu durchstoBen.

<+
sl -~
A ——

Dies bedeutet aber gerade, daB es nicht mehr moglich ist, im
anfangs erléuterten Sinne zwischen "oberhalb™ und "unterhalb"
der Fléche zu unterscheiden. Den gleichen Effekt verdeutlicht

Spiel 3: Wir férben das zweite. Mobiusband, beginnend an
einer beliebigen Stelle und in eine Richtung
fortfahrend mit einem Buntstift oder Pinsel.

Welche Stellen werden gefiéirbt bzw. bleiben frei?
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Natiirlich férben wir auf diese Weise die gesamte Oberfléche des
Mdbiusbandes ("oben" und "unten") mit der gleichen Farbe. Keh-

ren wir nun zum ersten lMdbiusband mif der schon eingezeichneten
liittellinie zuriick.

Spiel 4: Wir markieren auf der Hohe des Punktes P eine
der beiden Seiten des Mobiusbandes, in die es
die Mittellinie scheinbar teilt und schraffie-
ren sie ("oben" und "unten" oder jetzt besser
"yorn™ und "hinten") von d rt ausgehend und in
eine Richtung fortfahrend bis wieder die Hohe
des Punktes P erreicht wird.

fiohin gelangen wir auf diese Weise?

Wie unsere Zeichnung schon illustriert, erreichen wir nach
einem Umlauf auf unserer Flédche die "andere" Seite der Mittel-
linie. Dabei haben wir die Linie nicht iiberquert, sondern sind
immer "links"/"rechts" (???) von ihr geblieben. Nehmen wir al-
so beispielsweise einen Punkt B auf der HShe von P im schraf-
fierten Teil des Mobiusbandes, so gelangen wir zu dem an der
Mittellinie gespiegelten Punkt B' durch eine Linie innerhalb
des Schraffierten - ohne diese selbst zu iiberschreiten.

L1727 s §
7,

Das bedeutet aber gerade, daB auf dem Mobiusband die Unter-
scheidung zwischen "links" und “rechts" von der Linie im an-
fangs erléuterten Sinne nicht mehr mdglich ist.

B
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Zur Verdeutlichung dieses Effektes dient

Spiel 5: Wir zerschneiden das dritte Mobiusband mit der
Schere entlang einer gedachten oder eingezeich-
neten Mittellinie, beginnend an einer beliebi-
gen Stelle.

Wlelches Ergebnis werden wir erhalten?

Nur der oberfliéchliche Leser konnte eigentlich erwarten, da
das lisbiusband in zwei Teile zerfallen wiirde. Wir erhalten na-
tirlich nur ein doppelt so langes und halb so breites Band.
Anhand des zweiten Hobiusbandes aus Spiel 4 kann man sich
leicht klar machen, warum das so ist.

Spiel 6: Vir zerschneiden nun das in Spiel 5 erhaltene
Band erneut entlang einer gedachten oder ein-
gezeichneten Hittellinie.

Wie viele Bénder werden dabei entstehen?

Wer vorschnell verallgemeinert hatte und glaubte, wieder ein
einziges léngeres und schmaleres Band zu érhalten, sah sich
getduscht - diesmal entstehen wirklich zwei getrennte Bénder.
Was ist die Ursache dafiir? Widerspricht dies dem Ergebnis von
Spiel 57 Keineswegs. Beim Zerschneiden des l{biusbandes in
Spiel 5 addierten sich zwei halbe Drehungen um die Léngsachse
(vergleiche seine Entstehung in Spiel 1) zu einer ganzen Dre-
hung. Das’im Ergebnis von Spiel 5 entstehende Band ist also
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gar kein liobiusband mehr, auf ihm ist die "Welt" (oben/unten,
links/rechts) wieder in Ordnung; daher zerféllt es beim Zer-
schneiden léngs der Mittellinie auch in zwei getrennte Bénder.

Von jetzt ab verzichten wir auf eine anschlieBende Diskussion
des Spielergebnisses. Der Leser ist gewarnt - der bloBSe Augen-
schein kann triigen, es muB sorgféltig nachgedacht und gepriift
werden.

Spiel 7: Die beiden im Ergebnis von Spiel 6 entstandenen
Bénder wollen wir erneut entlang der Mittellinie
zerschneiden.

Wie viele Bénder erhalten wir dabei?

Welche Vermutungen konnen wir fiir ein fortge-
setztes Zerschneiden aufstellen?

(Vermutungen, die im “Theoretischen" bleiben
sollten - schon im Ergebnis von Spiel 7 ent=-
stand ein schwer zu durchschauender "Bandsalat™.
Die ersten drei Schnittversuche gestatten je-
doch eine recht sichere Vorhersage, wenn man
ihre Zrgebnisse griindlich durchdenkt.

PFiir die letzten drei Experimente benttigen wir zwei weitere
Mdbiusbénder, die jedoch auf folgende Weise vorbereitet sein
sollen: Vor dem Zusammenkleben des Papierstreifens zeichnen
wir mit dem Lineal vier gerade Linien im gleichen Abstand vom
Rand (oben und unten bzw. hinten und vorn), so wie es die
Skizze zeigt.

" "
c A
n DI
B B

Beim Zusammenkleben des Mdbiusbandes (Spiel '1) entsteht aus
diesen vier Linien eine einzige geschlossene Kurve.
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Spiel 8: Tun zerschneiden wir ein solches Msbiusband ent-
lang der eingezeichreten Linie, was ohne Abzu-
setzen méglich ist.

Wie viele Bidnder erhalten wir dabei?

5ind es lobiusbinder?

Un das (erwartete oder unerwartete) Ergebnis von Spiel 8 bes-~
ser zu verstehen, benutzen wir das zweite vorbereitete llGbius-
band.

Spiel 9: Wir wollen dieses kobiusband mit Buntstift oder
Pinsel fdrben. Wie schon in Spiel 3 beginnen
wir an irgendeiner Stelle und fahren in belie=-
biger Richtung fort, ohne dabei die eingezeich-
nete Linie zu iiberschreiten.

‘Welche Regionen des lI6biusbandes erreichen wir,
wenn wir im mittleren Teil starten?

Y/lelche, wenn wir in einem Randstreifen beginnen?
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Wie viele Farben benttigen wir, um alle Regio-
nen des Mobiusbandes, die durch unsere ILinie
(scheinbar oder wirklich) getrennt werden,- der—
art zu férben, daB wirklich getrennte Teile
verschiedenfarbig sind?

Spiel 10: Wir zerschneiden nun die in Spiel 8 entstan-
denen Bénder (oder ist es nur eines?) entlang
einer gedachten Mittellinie parallel zu den
Kanten.

Vliie viele getrennte Biénder werden dabei ent-
stehen? S5ind noch Mobiusbénder darunter?

Ubrigens ist die Tatsache, daB unser Mdbiusband einen Rand be-
sitzt, nicht ausschiaggebend fiir seine kuriosen Eigenschaften.
lan kann im Raum auch in sich ge-

schlossene Fléchen mit gleichen

tiigenschaften angeben. Nur wird

man dann natiirlich anstatt "oben"

und "unten" von "auBen™ und

"innen" sprechen. Der Torus zum

Beispiel (er hat die Form eines

Schwimmringes) hat zwar innen und auBen, die gestrichelt ge-
zeichnete Kurve trennt ihn aber nicht in zwei Teile, d.h. man
kann auf ihm nicht zwischen links und rechts unterscheiden.
Ein Beispiel einer geschlossenen Fliéche, die wie das Mdbius-
band weder zwischen innen und auBen noch zwischen links und
rechts unterscheiden 1&8t, ist der "Klein'sche Schlauch", be-
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nannt nach dem groBen Mathematiker

F. Klein (1849 - 1925). Vir zeigen
hier einen Schnitt durch die Mitte
dieses merkwiirdigen "GefdBes", das

augsieht wie eine langhalsige Fla-
sche, deren Hals man umgebogen und
durch die Flaschenwand nach innen
gefiilhrt hat, so daB er im Flaschenboden nach "auBlen" miindet.

Dr. Georg Baumbach
Sektion Mathematik
Bereich Analysis

Der Autor dieses Artikels war wdhrend eines mehrjéhrigen Spe-
zialisteneinsatzes an der Universitédt "Eduardo londlane" in
Maputo (VR Mogambique) Herausgeber der einzigen dort erschei-
nenden mathematischen Zeitschrift "TLANU" (TLANU ist in den
dort verbreiteten Bantusprachen das Wort fiir die Zahl "5", die
den Afrikanern dieser Region frither als Basiszahl ihres eige-
nen, iiber Jahrhunderte iiberlieferten Rechensystems diente).

Diese Zeitschrift wendet sich an Lehrer und Schiiler. Sie soll
das Interesse an der Mathematik wecken, das logische Denken
entwickeln helfen und dient der Vorbereitung auf jéhrlich statt-
findende Mathematik-Olympiaden. Damit ist sie Bestandteil der
intensiven Bemiihungen der FRELIMO, das Bildungsniveau des
mogambikanischen Volkes systematisch zu erhdhen (gegenwirtig
sind noch ca. 80 % der Bevilkerung Analphabeten) und mit der
Unterstiitzung befreundeter Lénder zielstrebig qualifizierte
eigene Kader zu entwickeln. 4llein an der Sektion lathematik

in Jena studieren zur Zeit vier llocambikaner, es sind seit vie-
len Jahren sténdig Wissenschaftler aus Jena in der VR llocambique
tdtig.

Das Profil der Zeitschrift "TLANU" bringt es mit sich, daB dort
publizierte Artikel einerseits mit einem liinimum an beim Leser
vorausgesetzten Vorkenntnissen auskormen miissen, andererseits
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auf die fiir "WURZEL"=-Leser gewohnte mathematische Strenge

(Definition-Satz-Beweis) weitestgehend verzichten miissen. Die
"Spielereien mit dem lidbiusband" (in TIANU in portugiesischer
Sprache verdffentlicht) illustrieren, wie man auch unter sol-
chen Prémissen den Leser einbeziehen und auf Entdeckungsreise
ins Ungewohnte filhren kann. Der Artikel offenbart die Potenzen
eines solchen Vorgehens, zeigt jedoch auch seine natiirlichen
Schranken.

Wir bedanken uns bei "TLANU" fiir die IZrlaubnis, eine bearbeite=-
te deutsche Fassung des Artikels verSffentlichen zu diirfen.
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Preisaufgaben ) 18
w ¥ Auf jeden Feld eines 4x4 - dSchachbretiecs stehe ein Steins
L ‘|kann man die Steine so umordnen, daus jeweils zwei, die

| vorher einen Rosselsprung bildeten, hinterher vertikal,
:|horizontal oder diagonal benachbart sind?

Gesucht sind alle reellen Losungen des Gleichungssytems
Z-By-w}

x +x3yz= 2y !

W 9 Man bestimme die Menge aller Punkte M innerhalb eines re-
gelmdigen Tetraeders mit der figenschaft, dali die Liéngen
der Lote von il auf die vier Seitenfldchen gleichzeitig
Seitenldngen eines Vierecks sind!

beien X ,%,,Xq40X, reelle Zahlen, 0€ x; €1 tur i=1,2,3,4.
Welchen maximalen Wert hat die Groie

11 + Xz + X3 + x4 - x.1x2 - xzx3 - x3x4 ] X.4X.I
und fiir welche Werte der X5 wird er erreicht?

W44 llan konstruiere ein Sechseck ABCDEF, von dem folgendes be-
kannt isi:
- die Seitenlangen AB=BC=CD=DE=EF=FA=a
- die Diagonalen AC, XD, AE, BD und DF sind alle gleich-
lang!l

W2 Cywua cTa ZeficTBATENBHHX uMceNl paBHA HyJNo. JOKaxmTe, UTO

X MOXHO 3aHyMepoBaTh TaK, UTO GyAyT BHIOJHEHH HepaBEHCTBA.
1

8420. 8, + az>0. cee s Byt A 4 el t a99>O !
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Die Formel von STEINER fiir den Flacheninhalt von Parallelmengen

Jedem von uns sind die Begriffe "Fldcheninhalt" und "Umfang"
einer ebenen Figur aus dem Alltag geldufig. Wir wissen, daB es
sich um praktisch wichtige MaBzahlen handelt, und wir haben
eine gute anschauliche Vorstellung deavon. Es ist deshalb beson=-
ders interessant, Eigenschaften dieser MaB8zahlen zu untersuchen.

Im vorliegenden Artikel werden sogenannte Parallelmengen be-
trachtet. In der Ebene kann man sich unter der Parallelmenge
(im Abstand r) zu einer Menge K die Menge aller Orte des Mit-
telpunktes eines Kreises (mit dem Radius r) vorstellen, mit der
Bedingung, daB der Kreis die Menge K schneidet (siehe die fol=-
gende Eigenschaft (5)). Somit kdnnen Parallelmengen niitzliche
geometrische Hilfsmittel sein, wenn z.B. ein Punkt einen Min-
destabstand zu einer Menge einhalten soll oder eine Kreis-
scheibe durch ein Gebiet mit Hindernissen kollisionslos bewegt
wird.

Der Begriff der Parallelmenge kann in folgender Weise definiert
werden. Es bezeichne B(x,r) den abgeschlossenen Kreis mit Mit-
telpunkt x und Radius r.

Definitiomn: Unter der Parallelmenge im Abstand r
zur Menge K versteht man die Menge

K, = U B(x,r).
xeK

Man kann diese Menge mit Hilfe der sogenannten MINKOWSKI-Addi-
tion @ auch schreiben als

K. =K®B(0,r) = {a+b: aeK, beB(0,r)},
wobei + die gewdhnliche Vektoraddition bezeichnet.
Es wird dem Leser leichtfallen, selbst Beispiele von Parallel-
mengen zu konstruieren.
Wir zéhlen einige Eigenschaften auf, die fiir alle r, Ty rzaO
und beliebige Mengen K gelten:
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(1) XSK,

(2) Wenn r1£r2, dann xr1s Krz
3) (Kr1)r2 = (Krz)r1 = Kr1+r2
(4) 'Blx,ry), = Blx,rq4r;)

(5) K, ={x: B(x,r)nk & @}

Der Nachweis dieser Eigenschaften wird dem Leser selbst mdglich
sein.

Wir betrachten den Flécheninhalt von Parallelmengen zunﬁoha‘t an
einfachen Beispielen..

Beispiel 1:
K sei ein Dreieck mit dem
Flécheninhalt A(K) und dem
Umfang U(K).

Man erkennt leicht, daB sich
der Fldcheninhalt A(K,) der
Parallelmenge zusammensetzt aus
der Fléche von K: A(K)
der Summe der Flédchen der Rechtecke

iiber den Seiten von K: U(K)-r
der Fléche des Kreises mit dem Radius r: e r2
A(K,) = A(K) + U(K)er +wer? a
Beispiel 2:
as H £ s} K
K sei eine Strecke der Linge 1. S ~

Offenbar ist A(K.) = 2Ler+T.r’.

Setzt man flr die Strecke U(K) = 21 - was zu der Vorstellung.
paBt, daB die Strecke als ein entartetes Polygon betrachtet
wird - so ergibt sich wegen A(K) = O dieselbe Formel fiir A(Kr)

wie beim Dreieck. &
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Beispiel 3:
K = B(0,R

Gem#B (4) ist K. = B(0,R+r) und damit

A(K,) = T(R+r)? =aR? + 24 Rer +er?

Also gilt bei Kreisen dieselbe Formel fiir A(Kr) wie bei Drei-
ecken. a

Man kann beweisen, daB die Formel, die in den Beispielen herge-
leitet wurde, allgemeiner gilt, und daB es eine entsprechende
Formel auch fiir den Umfang gibt.

Dazu beschrénken wir uns auf Mengen K, die konvex sind.

(Eine Menge K heiBt konvex, wenn mit je zwei Punkten aus K auch
deren Verbindungsstrecke vollsténdig zu K gehort.)

AuBerdem soll K beschrénkt sein (d.h., es gibt einen Kreis B
mit K'€ B) und abgeschlossen (d.h. der Rand von K gehdrt zu K).
Man bezeichnet solche nichtleeren konvexen, beschrénkten und
abgeschlossenen Mengen in anschaulicher Weise auch als Eiberei-
che. Die in den Beispielen betrachteten Mengen sind Eibereiche.

Satz (Formeln von STEINER):
Es sei K ein ebener Eibereich mit dem Flécheninhalt
A(K) und dem Umfang U(K). Dann gilt fiir alle r20

AGKL) = ACK) + U(K)er +Tor?
U(Kr) =U(K) + 27e-r a

Man kann diesen Satz beweisen, indem man ihn zunéchst fiir Po-
lygone zeigt und dann beliebige Eibereiche durch Polygone ap-
proximiert. Man kenn sich leicht an einem Beispiel davon iiber—
zeugen, da8 die Formeln fiir nichtkonvexe Mengen i.a. falsch
sind.

Filr feste K ist A(Kr) als Funktion von r ein quadratisches Po-

lynom, dessen Koeffizienten der Flécheninhalt und der Umfang

von K bzw. der Flécheninhalt des Einheitskreises (Kreis mit

Mittelpunkt O und Radius 1) sind. Entsprechend ist U(Kr) eine

lineare Funktion von r mit dem Umfang von K und dem Umfang des
\
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Einheitskreises als Koeffizienten.

Diese Formel liefert eine allgemeine Begriindung fiir das fol=-
gende Phénomen: Man stelle sich vor, daB sowohl um ein 10-Pfen-
nig-Stick als auch um den Kquator einer Kugel (z.B. von der
GréBe der Erde) jeweils eine Schnur straff gespannt sei., Nun
werden beide Schniire um die gleiche Lénge 1 verléngert und so
um Geldstiick und Aquator gelegt, daB sich jeweils konzentri-
sche Kreise ergeben. Es zeigt sich nun, daB die Differenzen der
Radien bei Geldstiick und "Erdkugel" gleich groB8 sind, n&mlich
gleich 1/27.

Ermittelt 'man fiir O € T 4T, die Flécheninhalte A(Kr ), A(Kr Y
1 2

so kann man daraus die Werte fiir A(K) und U(K) berechnen. Es
ist also moglich, den Umfang eines Eibereiches durch Fléchen=-
messungen von Parallelmengen zu bestimmen. (Man konnte auch
die Zahl % ausschlieBlich auf Grund von Fléchenmessungen er-
mitteln.)
In einfacher Weise erhdlt man U(K) auch aus der ersten Ablei-
tung von A(Kr) nach r:

dA(Kr)

dr

= U(K)
r=0
Damit ergibt sich die folgende Deutung fiir den Umfang, die sich
der Leser gut geometrisch veranschaulichen kann:
A(Kr)-A(K)

U(K) = lim =

re0
Im 3-dimensionalen Raum werden Parallelmengen wie in der Ebene
definiert, wobei anstelle eines Kreises eine Kugel mit Radius r
verwendet wird. Das Volumen des Parallelkdrpers eines Eiberei-
ches ist ein Polygon dritten Grades von r. Die Koeffizienten
sind Volumen, Oberfléche und das 2T -fache der sogenannten
mittleren Breite von K sowie das Volumen der Einheitskugel.
Entsprechend lassen sich auch STEINERsche Formeln fiir die Ober-
fldche und die mittlere Breite von Parallelkdrpern angeben, in
denen auch wieder nur diese Koeffizienten auftreten. Der Leser
kann versuchen, diese Formeln zu finden, indem er als Beispiele
Quader, Tetraeder und Kugel betrachtet. (Die mittlere Breite
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einer Kugel ist gleich ihre/m Durchmesser. )

Analog lassen sich STEINERsche Formeln in hdherdimensionalen
Réumen beweisen. Im n-dimensionalen Euklidischen Raum gibt es
n Formeln, in denen (n+1) Koeffizienten auftreten. Die Koeffi=-
zienten werden - bis auf konstante Faktoren - als QuermaBinte-
grale oder auch als MINKOWSKI-Funktionale von K bezeichnet.
Diese spielen im Gebiet der Integralgeometrie eine zentrale
Rolle. . ]

Der Schweizer Mathematiker Jakob STEINER (1796-1863) war ein
Bauernsohn, der ohne Schulbildung aufwuchs. Er begeisterte sich
fiir Geometrie und entschloB sich, in Heidelberg zu studieren.
Spéter lehrte er an der Berliner Universitét bis zu seinem Tode.
Er pflegte zu sagen, daB Rechnen das Denken ersetze, wihrend
Geometrie das Denken anrege. Die hier behandelten Formeln gehen
auf eine Arbeit von STEINER aus dem Jahre 1840 zuriick.

Aufgaben:
1. Zeigen Sie, daB Kr = K & B(O,r)!

2. Weisen Sie die Eigenschaften (1) bis (5) nach!

3. Driiokén Sie das Volumen und die Oberfléche der Parallel-
menge im Abstand r eines dreiseitigen geraden Prismas als
Polynom 3. bzw. 2. Grades von r aus!

Dr. Werner Nagel
Bereich Mathematische Kybernetik u. Rechentechnik
Arbeitsgruppe Bildverarbeitung

Uber die Zykloide (Radkurven) (Teil II)

2. Fall: a=r

Pir diesen Sonderfall erhdlt man die Parameterdarstellung der
Zykloide (Radkurve) ummittelbar aus den Gleichungen (6).
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(7) x(t) = r(t-sin t)
y(t) = r(1-cos t)

Die bei der Drehbewegung entstehende Kurve heiBt Zykloide mit
Spitzen ("gewshnliche" Zykloide). Sie hat folgendes Aussehen:

Y

0 2 v i 4

Skizze 8

3. Fall: a<r
Zunéchst wollen wir zeigen, daB die Parameterdarstellung der
Zykloide
(6) x(t) =rt - a sin t
y(t) =r -acost

auch fiir diesen Fall giiltig ist. Dazu benutzen wir die nach-

folgenden Skizzen 9 und 10. 7“'
k
4;”,‘0")
a
&
0 x
Skizze 9

Ausgangslage des Kreises K
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Y

Skizze 10

Lage des Kreises K nach dem
Abrollen um den Winkel ¢

Es gilt (siehe Skizze 10):

sin t = 5";—"(11 , dh.  x(t) = rt-a sin t

cos t = r_a L , d.he y(t) = r-a cos t

Die Kurve, die in diesem Fall der Punkt P beschreibt, bezeich-
net man als gestreckte Zykloide (ohne Doppelpunkte und ohne
Spitzen). Sie wird durch Skizze 11 veranschaulicht.

| 227 txr X
Skizze 11

An dieser Stelle soll noch eine interessante physikalische
Eigenschaft der gewdhnlichen Zykloide erwéhnt werden. VWenn
ein Kreis an der "Unterseite" der x-Achse abrollt, so ist die
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entstehende gewohnliche Zykloide (a=r) die Kurve kiirzester
Fallzeit. Das bedeutet: Ein llassenpunkt mége allein unter dem
EinfluB der Schwerkraft (reibungsfrei) mit der Anfangsgeschwin-
digkeit Null vom Anfangspunkt O aus auf einer Kurve nach dem
vorgegebenen Punkt P gleiten (siehe Skizze 12). Dann héngt die
Gesamtfallzeit von der Wahl des Weges O ... P ab. Sie ist am
kleinsten, wemn O ... P ein Zykloidenbogen ist. Eine Kurve mit
dieser Eigenschaft bezeichnet man auch als Brachistochrone.

lo

7 > X

Skizze 12

y
Abschliefend sei darauf hingewiesen, daB die von uns betrach-
teten Fédlle - Abrollen eines Kreises auf einer Geraden - inter-
essante Verallgemeinerumgen zulassen. So untersucht man auch das
Abrollen eines Kreises auf einem Kreis. Wenn das von auBen ge=
schieht, so entsteht als Kurve eine sogenannte Epizykloide mit
der Herzlinie als Sonderfall. Rollt dagegen der Kreis von in-
nen ab, so erhidlt man eine Hypozykloide, deren bekanntester
Spezialfall die Sternlinie ist. Interessierte Leser verweise
ich auf die "Differential- und Integralrechnung" (Band I) von
Fichtenholz.

4. Zum Zykloidenpendel

- Wir erinnern uns zundchst an das llathematische Pendel. Es

ist dadurch charakterisiert, daB ein liassenpunkt an einem ge-
wichtslosen Faden pendelt und nur dem EinfluB der Schwerkraft G
ausgesetzt ist (siehe Skizze 13). Diese Bedingung kann man
praktisch mit einer kleinen Bleikugel erreichen, die an einem
Seidenfaden hingt, so daB das Gewicht des Fadens gegeniiber dem
Gewicht der Kugel vernachlédssigt werden kann. Da der Massen-
punkt eine harmonische Schwingung ausfithrt, gilt filir die Schwin-
gungsdauer T:

T=2'rr@



27 Zykloide

Skizze 13

Bogenstick y

Weiterhin gilt:
sinw =%, dh. P=Gasine undsinw =%.

Ersetzt man das Bogenstiick y durch die halbe Sehne x, so folgt
daraus fiir die Schwingungsdauer T:

T=211/¥
= 2Ty going

mx

= 2% P
1

= .]lmil
- ?7 Gx
= pq o/ BXL
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- Aus der Herleitung der Formel fiir die Schwingungsdauer T des

llathematischen Pendels ist ersichtlich, daB T in Wirklichkeit
nicht unabhéingig von der Schwingungsweite o« ist. Die Beziehung

T = 27F liefert nur einen Niéherungswert fiir die tatséchliche
Schwingungsdauer T = T( o )o Dieser Naherungswert ist um so bes-
ser, je kleiner « ist. In Literaturangaben wird von einem Win-
kel bis zu 8° gesprochen, wenn die Formel einen brauchbaren
Wert liefern soll (siehe z.B.: Diising/Schaefer: "Experimental-
physik").
Beim Zykloidenpendel schwingt der Massenpunkt nicht auf einer
Kreisbahn, sondern auf einem Zykloidenbogen. Die Besonderheit
besteht darin, daB8 die Schwingungsdauer T streng unabhéngig
von der Schwingungsweite o< ist. Man nennt das Zyklojdenpendel
deshalb ein isochrones Pendel. In der Formel T = 21 1 ist
l=4r, d.h. das Vierfache des Radius des abrollenden Kreises,
der den Zykloidenbogen erzeugt hat. Auf Moglichkeiten der tech-—
nischen Realisierung eines Zykloidenpendels soll hier nicht
eingegangen werden.

Prof. G. Schlosser

Sektion Mathematik
Bereich Methodik

Geradenscharen auf dem Kleincomputer (Teil I)

Wer mit wachem Sinn mit dem Computer "spielt"™, wird schnell
auf mathematische Fragen stoSen. Eine solohe soll im folgenden
Beitrag présentiert werden, weitere wurden in /1/, /2/ darge-
legt. Damit der Beitrag auch fiir Leser versténdlich ist, die
noch nicht die Differentialrechnung kennengelernt haben, wur—
den die Rechnungen so weit wie mdglich mit Methoden der Elemen-—
‘tarmathematik ausgefiihrt. Beweise, die sich der Differential-
rechnung bedienen, wurden nicht dargestellt; der interessierte
Leser ab Klasse 11 sollte dazu jedooh selbst in der Lage sein.

Bei der Beschdftigung mit Computergrafik erhielten wir auf ein-
fache Weise als Berandung einer Geradenschar eine Kurve (Bild
1a), die uns an eine Superellipse erinnerte.
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Spéter bekamen wir eine gestickte Weihnachtskarte (Bild 1b),

Bild 1b

in der die gleichen Kurven auftraten. Natiirlich wollten wir
wissen, ob die Kurven wirklich Superellipsen sind. Doch bevor
wir euch von unseren Entdeckungen berichten konnen, miissen wir
erst einmal erkléren, was eine Superellipse ist und wie die
Kurven durch Geradenscharen erzeugt wurden.

Eine Superellipse ist die Menge aller Punkte (x,y), die die
Gleichung |x/a|™ + |y/bl® = 1 erfiillen, wobei die positiven
Parameter a und b und n vorzugeben sind (Bild 2). Fiir n=2 er-
hédlt man gewdhnliche Ellipsen, fiir n=1 einen Rhombus. Fiir

n — ® schmiegt sich die Superellipse an das Rechteck mit den
Seitenléngen 2a und 2b an und fiir n — 0 an das sich schneiden-
de Streckenpaar y=0, I|x| < a; |yl € b, =x=0. PFiir a=b erhélt man
Superellipsen, die zusétzlich zu den Geraden x=0 und y=0 die
Geraden y=x und y= -x als Symmetrieachse besitzen. Sie werden
als Superkreise bezeichnet; fiir n=2 erhdlt man einen gewohnli-
chen Kreis mit dem Radius a. Fiir n=1 und n=m ergeben sich Qua-
drate. Aus der Gleichung fiir die Superellipse 1&8t sich leicht
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berechnen, daB die

Schnittpunkte der
Superkreise mit
den Geraden y=x
und y= =-x den Ab-

mg- Y24 stand a-2(1/2-1/0)

ol A

vom Ursprung haben.

" Fiir die Kriimmung
der Superellipsen

erhélt man aus der
Anschauung folgen=-
de Aussagen, die
sich mit Hilfe der
Differentialrech=-
nung bestétigen
lassen:

Bild 2

Féhrt man mit einem Auto die Superellipse im Uhrzeigersinn ent-
lang, so muB man fiir 1< n <w die Réder stets nach rechts ein-
schlagen. Flir 1< n<2 ist in den Punkten mit x=0, y= + b und
x= + a die Krlimmung unendlich groB8, d.h. die Réder miissen um
180° eingeschlagen werden; fiir 2 £ n<w ist die Kriimmung stets
endlich. Fiir n=1 und n=® mul man, weil man ja einen Rhombus
bzw. ein Rechteck vor sich hat, immer geradeaus fahren und in
den 4 Ecken das Auto drehen. Fir n®1 ist das Innere der Super-
ellipse stets eine konvexe Figur. (Das bedeutet, daB eine Strek-
ke, die 2 Punkte aus dem Innern dieser Superellipsen verbindet,
ganz in derem Inneren liegt.) Fiir O<n <1 muB man beim Umfahren
der Superellipse die Réder nach links einschlagen und in den

4 Spitzen bei (0, #b) und (+a,0) das Auto um 180° herumdrehen.
Da es je&och unbequem ist, ein Auto zu drehen, bietet sich fol=-
gender Ausweg an: Mit nach links eingeschlagenen Rédern féhrt
man die Superellipse im 1. Quadranten entlang, legt im Punkt
(a,0) den Riickwédrtsgang ein und féhrt mit nach rechts einge-
schlagenen Rddern im 4. Quadranten weiter, im 3. Quadranten
geht es wieder im Vorwdrtsgang und nach links eingeschlagenen
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Réddern entlang usw. In /3/ kann man im 18. Kapitel nachlesen,
daB Superellipsen besonders mit n> 2 Anwendung in der Archi-

tektur und Formgestaltung finden. Die Superellipsen werden in
der mathematischen Literatur auch als Lamékurven (nach G.lamé,
1795-1870) bezeichnet.

(Fortsetzung folgt)
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Preisaufgaben

W13

Man 16se das Gleichungssystem

T(x + vy) (xX+y+2) 18
(x+2) (x+y+2)=730
(y+2) (x+y+2)=24

W 14 Unter den Zahlen 1 .. 1000 seien 6 Mengen ausgewéhlt,
die jeweils mindestens 500 Elemente enthalten ( eine
Zahl kann in mehrereb Mengen enthalten sein ). Gibt es
immer 2 Zahlen derart, daB jede Menge mindestens eine
dieser beiden Zahlen enth&lt?
W 15 Seien A;B,C,D die Ecken eines Tetraeders. Fir aie gelte
d n-5-B.2-58.1F .
Beweise, daB alle drei Skalarprodukte O sind!
W 16. Finde alle Losungen (x,y) in den natiirlichen Zahlen der
LA\ ] y 1
== Gleichung -y ox sy

i

Man beweise, daB die 6 Schnittpunkte von 4 Kugeln ent-
weder auf einer Kugel oder 'in einer Ebene liegen!

W 18

Tpagux ¢yHKImR Y = {ix) onpeneNEHHO! Ha Bceit ymcIoOBOH
npsuo#t, NepexoZMT B ceGf IpE DOBOPOTe Ha yroar 90
BOKPYT' Havala KOOPAWHAT.,

lipmBeznTe NpEMEp Tako# (QyHKUMM M NOKa¥ATe, YTO ypaBHE-
Hne ys,['lx) mMeeT PABHO OZHO pelerue !

EinsendeschluB: 2. 5. 90
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EinschlieBungsverfahren
Gegeben sei eine stetige Funktion f der reellen Variablen x
auf einem Intervall I=[a,b], wobei f(a) und £(b) verschiedenes
Vorzeichen haben:

f£(a) - £(b)<O0. (1)

Wegen der Stetigkeit von f existiert also mindestens eine Null-
stelle z € (a,b).

Unser Ziel ist es, eine solche Nullstelle z immer besser durch
eine Folge immer kleinerer Intervalle einzugrenzen.

Das Helbierungsverfahren

In Heft 6/7 86 wurde das Halbierungsverfahren vorgestellt. Das
Intervall I wird durch den Mittelpunkt x in zwei Teilintervalle
zerlegt. Falls f(x) = 0, ist mit z = x eine Nullstelle gefun-
den; ansonsten tritt das Teilintervall [a,x] bzw. [x,b] , in
dem das Vorzeichen von f wechselt, an die Stelle des Ausgangs—
intervalls.

Das folgende BASIB~Programm realisiert dieses Verfahren auf
einem beliebigen Kleincomputer. Nach Eingabe eines Startinter-
valls [A,B] und einer Fehlerschranke EPS >0 wird bis zum Er-
reichen der gewiinschten Genauigkeit eine solche Folge von Ein-
schlieBungen berechnet, wobei die Intervalléinge in jedem
Schritt halbiert wird.

# REM
1 REM == o
3 REM mm EINSCHLIESSUNGSVERFAHREN s
5 REM == ET
7T REM

1§ REH mmm FUNKTIONSDEFINITION mmm

2¢ DEF FNF (X)=EKP(XauX)-50

3¢ REM smx  INTERVALLEINGABE ="

4@ INPUT®A,B:";A,B

5@ FA=FNF(A):FB=FNF(B)

6¢ IF FA=p THEN Z=A:GOTO 27¢

79 IF FB=f) THEN Z=B:GOTO 27§

8¢ IF FPA=FB>@ THEN PRINT"KEIN VORZEICHEN
WECHSEL IN [A,B]!":GOTO 4¢
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9¢ REM mmn TOLERAN2EINGABE
169 INPUT"TOLERANZ EPS:";EPS

110 REM smm  INTERVALLAUSGABE
12¢ PRINTA,B

13¢ REM smm TOLERANZTEST
14¢ IF B-AC=EPS GOTO 3p¢

15¢ REM smw=  INTERVALLHALBIERUNG
160 X=A+(B-A)/2

17¢ FX=FNPF(X)

180 REM mmem VORZEICHENTEST
19¢ IF FX=¢ THEN Z=X:GOFO 27¢
2¢¢ IF FXmuFB)P GOTO 249

21¢ REM msewx MODIFIKATION LINKER RAND seem '
22¢ A=X:FA=FX

23¢ GOoTO 124

240 REM ssm MODIFIKATION RECHTER RAND seem
25¢ B=X:FBaFX

269 GOTO 129

270 REM s AUSGABE 1 f
28¢ PRINT"NULLSTELLE Z=";2

29¢ GOTO 32¢

309 REM s AUSGABE 2 =
319 PRINT"INTERVALL~LAENGE < EPSa"; EPS

32¢ END

Durch Anderung von Zeile 2§ ist das Verfahren flir beliebige
Funktionen f anwendbar.
Als Beispiel wihlen wir die Funktionen

(1) 2(x) =x° - 2
und 2
(ii) £(x) = ¥ - 50, 5
die beide eine reelle Nullstelle in I = [1,2] autweisen. Als
Genauigkeitssohranke geben wir EPS = 10™' vor.
Da die Intervalliénge in jedem Schritt halbiert wird, ist bei
beiden Beispielen die gewilnschte Genauigkeit nach 24 Sohritten
erreicht.



37 EinschlieBung

(1) 1 2
1 1.5
1.25 1.5
1.375 1.5
1.375 1.4375
1.40625 1.4375
1.41421354 1.4142136
INTERVALL-LAENGE < EPS = 1E-p7
(1i) 1 2
1.5 2
1.75 2
1.875 2
1.9375 2
1.96875 2
H :
1.97788346 1.97788352

INPERVALL~LAENGE ¢ EPS = 1E-@7 .

Abbildung 1 soll das Vorgehen noch einmal grafisch veranschau-
lichen.

7|

e B~

|
Abb. 1 £“)| Jo )

Dr. J. Komusiewicz, Sektion Mathematik (Fortsetzung folgt)
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Geradenscharen auf dem Kleincomputer (Teil It)

Kommen wir nun zu unserer Geradenschar: In das Rechteck mit den
Eckpunkten (8, #b) zeichnen wir fiir alle Werte ¢ mit 0 < ¢ € 1
die Geraden ein, die die Punkte (a,ob) und (a-ca,b) verbinden.
So erhélt man im Bild 1 die dunkle Fléche im 1. ‘Quadranten.l
Durch Spiegelung an den Geraden ¥=0. und x=0 erhélt man schlieB-
lich die gesamte dunkle Fliéche. Ihre Berandung wird-als Einhiil-
lende bezeichnet. Mit Hilfe der Differentialrechnung 1&é8t sich
die Gleichung fiir die Einhiillende beliebiger Kurvenscharen be-
stimmen. In unserem Fall 1&Bt sich die Gleichung aber mit ele-
mentaren Methoden ermitteln: Die Punkte der Strecke mit den
Endpunkten (a,cb) und (a-ca,b) haben die Koordinaten
((1-d)a+d(a-ca), (1-d)cb+db) = ((=do+1)a, (=dc+c+d)b) mit

0 £d 3. Pir feste x~Koordinate x=(-dc+1)a erhdlt man die
y-Koordinate des Punktes der Einhiillenden als den kleinstmog-
lichen Wert von (-dc+c+d)b = (x/a~1+c+(1-x/a)/c)b. Aus der Un~-
gleichung (c-+v1-x/8)2 2 0 folgt c+(1-x/a)/o = 2Y1-x/a, d.h.
weil in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen auch ange-
nommen werden kann, da8 der kleinstmégliche Wert von (=dc+c+d)b
gleich ist mit

¥ = (x/a=1+yY 1=x/a)b. 1)
Damit erhalten wir fiir die Gleichung der Einhiillenden
Y1-x/a +v1-3/b = 1. (2)

Die Gleichung der gesamten Einhiillenden lautet somit

Vi-lxl/a +Y1=131/v = 1. Offensichtlich ist das nicht die Glei-
chung einer Superellipse. Man sieht der Gleichung (1) an, daB
es sich statt dessen um 4 zusammengesetzte Parabelstiicke han-
delt. Filhren wir die neuen Koordinaten X=a-x und ¥=b-y ein,

80 lautet die Gleichung (2) in diesen Koordinaten

(i'/a)1/2 + ('i'/b)v2 =1, d.h. wir haben also doch die Gleichung
einer Superellipse mit n = 1/2. Damit erhélt man unsere Einhiil-
lende aus der Superellipse VI%I/a + v|FI/b = 1, indem im 1. Qua-
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dranten der Abschnitt.der Superellipse um den Punkt (a/2,b/2)
um 180° gedreht wird (analog in den anderen Quadranten um die
Punkte (i &/2, + b/2). Gleichwohl kann man statt dessen den
Abschnitt der Superellipse aus dem 3. Quadranten um a in x-
Richtung und um b in y-Richtung verschieben, um den Abschnitt
der Einhiillenden im 1. Quadranten zu erhalten. Analog verschiebt
man den Superellipsenabschnitt aus dem 1. Quadranten in den

3. Quadranten, aus dem 2. in den 4. und aus dem 4. in den 2.
Quadranten.

Als ndchstes wollen wir die Einhiillende zu der Schar von Gera-
den bestimmen, deren Schnitipunkte mit der x- bzw. y-Achse einen
konstanten Abstand voneinander haben. In diesem Fall ist es et-
was schwieriger als in dem vorhergehenden Fall, aber die Einhiil-
lende 188t sich auch elementar berechnen: Setzen wir den kon-
stanten Abstand gleich 1, dann gehort zu dem Schnittpunkt mit
der x-Achse (xO,O), ]xo|£ 1, der Schnittpunkt mit der y-Achse

(0,+ 1-x§). Die Punkte der Verbindungsstrecke haben die Koor—

dinaten (dxo,i-(1-d) 1-x§) mit O £ d € 1. Fir feste x~-Koordina-
te xadxo, x>0, erhdlt man die y-Koordinate als den groBtmog-

lichen Wert von (1-d) 1-13 = (1-x/x°) 1-15 im Falle y = 0, wo=-
bei x, unter der Bedingung x € X, £ 1 variiert wird. Nach einem
Satz iliber den Zusamme: zwischen geometrischem und arithme-
tischem Mittel ist (xyz)1 3¢ (x+y+z)/3 und daher
((1=x/x)2(1=x2)) /3 € 1-(2x/x +x2)/3. Der gleiche Satz liefert

(2x/x +x2)/3 » (;_O.;_o.xg)m - x2/3, 4.p.

((1-x/x)%(1-x2))"/3 & 1-x%/3. 1a tur x = x'/3 das Gletchneits-
zeichen gilt, lautet der groBimdgliche Wert von (1-x/x° 1-x°
y = (1-x2/3)3/2. Die Gleichung x2/3 + y2 3w 1 im ersten Qua-
dranten ist fiir alle Quadranten zu lxlz/3 4-|y|2 E zu ver—
allgemeinern. Dies zeigt, da8 die Einhiillende ein Superkreis
mit n=2/3 ist.

SchlieBlich stellten wir uns die Frage, von welcher Geraden=~
schar der Kreis die Einhiillende ist (Bild 3). Wenn die Gerade
&, die die x-Achse bzw. die y-Achse in den Punkten A bzw. B

(im Abstand X, bzw. Yo, vom Ursprung O) schneidet, den Einheits-








































































































































































