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1. Abschnitt.

A. Gleichungen
ersten Grades mit einer Unbekannten.

Bei der Aaflisung einfacher Gleichungen ersten Grades haben wir den
Grundsatz zur Anwendung gebracht: Werden mit gleichen GréBen
dieselben Rechnungen vorgenommen, so erhilt man wieder
gleiche Ergebnisse. Man kann also auf beiden Seiten der Gleichung
gleiche Werte addieren und subtrahieren; man kann beide Seiten mit der-
selben GroBe multiplizieren und durch dieselbe Grofle dividieren (falls
der Divisor nicht 0 ist), und man erhilt stets wieder Gleiches.

Uber die Reihentolge der Umformungen merke folgende Regel: Schaffe
zuerst die vorhandenen Briiche weg; dann lése die vorkommenden
Klammern, in denen die Unbekannte vorkommt, auf; darauf ordme, in-
dem du durch Addition bzw. Subtraktion die Glieder mit z auf die eine
Seite, die Glieder ohne z (die konstanten oder gegebenen GréBen) auf die

“andere Seite der Gleichung bringst; vereinige dann auf beiden Seiten die

gleichartigen GroBen, zum Schlugse dividiere beide Seiten der Gleichung
durch den Koeffizienten der Unbekannten, wodurch du den Wert der
Unbekannten z erhiltst; die Gleichung ist dann geldst.

Nach der hdchsten Potenz, in welcher die Unbekannte in der ge-
ordneten Gleichung vorkommt, unterscheidet man die Gleichungen als
solche 1. Grades, 2. Grades, 3. Grades usf.

Nach der Zahl der Unbekannten (z,y,2...) unterscheidet man
Gleichungen mit einer Unbekannten, mit zwei und mehr Unbekannten.

Beispiel zur Auflésung einer Gleichung 1. Grades mit einer Unbekannten.

5z+4 Tz+D oy r—1

2 10 5 2
1. Wegschaffen der Nenner: Multipliziere jedes Glied der Gleichung mit dem
Hauptnenner 10.
5(0xz+d)—(12+5)=2-28—5(x—1).
2. Aufliisen der Klammern, in denen x vorkommit:
252 20 —Tr—5=56—>5xr—5.



2 L. Abschnitt. Gleichungen ersten Grades mit ciner Unbekannten.

3. Ordnen der Gleichung: 18 x 4 15 = 61 — 5 r (die Glieder mit z werden
auf dic linke Seite, die Glicder ohne r auf die rechte Seite der Gleichung gebracht.)
1BrL+16=061—5z
+Hr—10=—15+52
N
4. Division belder Seiten durch 23:

=2

Probe: Setzt man den fiir .« gefundenen Wert in die urspriingliche Gleichung ein,
80 muB sic befriedigt werden, d. h. man erhiilt zum SchluB rechts und links dasselbe.
In unserem Falle wird

die linke Seite die rechte Seite
“__19_ = 9 _ s1 _1--538__ b _ 31
TTw= Il 5 55 — 3 = 55— 15 = 35~
Chungsbeispicle.

~ Lose die folgenden Aufgaben. Driicke auch die einfacheren Gleichungen
in Worten aus oder mache Zahlenriitsel daraus.

1. a) —;—.—4 WS- ) li;:: G ) .g.=u,5
2w =1 l)),—::=2 c)%a::(’) O 5=
x x x r
3~“)g=4 b) .;l}':l” C)m—*—ﬁ (l)g::).
£ 02 X _ 353 g 25 X
4. a) ]2_0,-5 b) = 3,5 ¢) 3 2,5 d) i3 21.
2_ . 8 3 nos B
b. n)-;—l) h) 0,2 =< ) 1,0_7 ()_’3_;
6. ,)i__5=1 h)y 6—=-=0 ¢) _},1+3___7
+ B]
3 3 2 - -
1 n)Tx—6=12 ll)—T.r-—-lllz—l (-)._51_.,,5=0,D
16 54 L N
8 “)T+l'l—4 h) T—-——(',- ()Tn 14=05
N 75
9. «l);l‘—l*=; b)_m:l_s_n 022 5} =32
Bl = b) «* Fy
2
10, a)%z-l-%):= 10 b) 2r—6=1=x ©) 2}:—24_:'21'.
b 4
o fr—tjr=11—7s B opr—2=ta
92 __i..l_—_'r_'.l 2_)=) <
12. ) TS8R b g - H=22+6



A. Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten. 3

1.9 36478 DRSS BLL
14.a)%’+12=%+6 CF h>5—.,"'—8=74—71—._f
15.»)3T"+Im)_;,‘5_‘=29 b)%,’+’f:l=:_z
16.a) 3-(z—7)+63=92z b) T-(x—3)=9-(z+ 1)—38.

F1.8)5-(2—8)—7-(6—z) +3=24—3-(8—2)
Fob)dz—(Hz—1)-Brz—03)=06—-3-4dz—9)-(x—1).
18.2) 5-[24—3-(z—1)]= 60 b)z+1=31+@%z—7}) +15.
19.2) 2x—5-[32—T7-(4x—9)] = 66
b) T2—5[z—-T+6-(x—3)]=3z+ 1.
20.a) 0z2—(8—32)—[B—8x)+ (6z+19)]=10
by 4:-6+(@22—5)]—3(z+$H+37—5-[3-(x—3)+6]=0.
2. a)3-(r— 10 —3-(22—1)=2—15
by Bz+1)Rz—7)=6-(x—32+ 7.
2R az-@—)+@E+ D) (z+2)=(z+2)-(z+3)+z-(z+H—9
b)2(z+2)(z—dH=2-2z+1)—21.
23.a)3-(2—a)—4-(a—6x)=5H-(Fz—Dda)
b) (xk—38n) - mu—3n-(m—nz)—3m-@Bm—n)=0.
r+20 3z
gt =6
5-(x+ 5 2-(x—3
(8 ) (7 ,,)=5;_:.
19—22 11x—19
9 PO
10r+3 6x—7

b)
b)

b) 2z —

b)

=10z —10.

p b) =+ + - —16=0.
2r—5 Hr— —2
\/&]. a)'l3 o—’,v'rl-~3+2§=0 I))_—:—-{—_{.'rfa.._;;:

4 - z— 2r_5 Gz .
L.al.a)i"'—"—'lo4=2+3t ! b) z‘; o+;z* 5)=5.1:—11§.

32.a)}-Br—N+3-G2+3)=48—-52
byiz—3 - (x—2)=%}-(z+3)—%

33. a) §~(1—2z)—§.(4_5z)+1_?=_o.

bi-@E+)—}(c—n+4r=124+}%-2z—1).
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1. Abschnitt. Gleich ersten Grades mit einer Unbekannten.

a) ;.‘(52_1)_,,%.(9:—5):;»-(9:—?)
M} e+d—} E—d=% Gz—05+1.

. a) }-(s_z)+z_1}—§-(z+'s)_i

b)L-@z—1)—}- (13_=)_—"__-(z+3).

b) 8— +2§z+_T—z—3§-""=O.
2z—l+63—4_7z+12

81 a) —5 7 T 11
2—z 38—z 44—z b—
R e e L
- 7
:-m..)———+2§+4 7’_z_ﬁ
bz—3 9— 1
DR At
8.9 2271 20 ’:3_?_”.1
}z—a {z—lo z_10—z
b) ; 4 5
1 R
40. a) + 2 (z2—2)=(z—1)%
b = Y =23—2z—4.
2 __ 9 —_— p— . p—
41.0)3z gz 8=(7z 2)35(32: 6)
2 —2—3_(z—1)-@z—1)+2
b) 3 2
16 27 T 15 19
2.8 o= 57—% Moy 3T iz
6 b 9 4
R i ey Sl ey 1 Y gz 2= z—3
8z+4+23 b6xz+2 2z+3 2z—1)- (3:+8)
He) ———3,33=" 5 ! V" Grmry
17z+16_ z+38 z 10—7=x )
F*"" T3 T Iz-1ut3 ¥ ==t
4 2 5 2}
Bem) T 2076 2242
o T 12 14 8
) - T E =6~ §z—12 1—8
3 15 3
R i v wy Pt e S S P

—1=0.



B. A d der Gleich ersten Grades mit einer Unbekannten. 5

48. a) 2+ p* = (g—2)® b) (z—p)(z+¢q) = (z—p+ 9"
49. a) p*-(z—p)+¢*(z—q)=pgz D) a?*-(a—2z)—adbz="b(b+z).
8. 8) (p+2)-(g+2)=z(2—1) b) (p—9)-(z—p)=(p—r)(z—9).
31. 8) (z—p)(p—2)=(g—7)'(x—q) b) (z—p):(Rz—p)=2-(z—q)*.

3 a— b z_

32, a)a—ll—::t":a—r b) az— 3

5. a)a ":z—b-bjx=x b)a- —_+b f—_b=z

B2 u)z’;t"—’ a;:=271__1_ b)P—tﬁ;iz’_l)—b'=az—a‘.
35, a)%—%=%—% b) %=%+r-(p—q).

97, a) a® b _‘f Iftbi-—r=ab’—%:3b "—b:’_—x—l—’;ﬁ_bz= :—"_zk_ﬂ'.b:—z'
s A PR e
i S LR S LS
6. 2) EZ";E{’Z=«;3% L Lb_-:l—_b abb’

61. )::—_u: aib—llz—% Ob)"_b_zj_ubz—_{i::;z=o
62.a)£ g - 1pgx ,))bf7!+€_7_:t_a'(t—21_).

1201 a2—1 ata a—zgy a—2t

B. Anwendungen der Gleichungen ersten Grades mit einer
{Unbekannten.

Textgleichungen oder einéekleidete Aufgaben.

Das Verfahren zur Aufstellung einer Gleichung, deren Lésung
die gesuchte GroBe ergeben soll, 1aBt sich kurz in folgender Weise
angeben: Man bezeichne die unbekannte Gré8e mit z und
driicke die in der Aufgabe gegebenen Beziehungen zwischen
z und den bekannten GroBen in algebraischen Zeichen
aus; man erhilt hierdurch eine Gleichung, die in bekannter Weise
aufgelést wird. .



6 I. Abschnitt. Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten.

Belspiel fiir das Ansetzen einer Bestimmungsgleichung und ihre Auflésung:
Die Zahl soll bestimmt werden, deren 4. und 6. Teil zusammen 15 ausmachen.
a) Ansetzen der Gleichung.

Es wird eine Zahl gesucht . . . . . . .. algebraisch «
. - x
jhe 4.Teil . . . . . . ... » T
jhe 6.Teil . . ... . =
6
dic Summe dieser Teile . . . . . . . . .. " % + T':
. = x -
betrigt 15 . . . . . . ... ... " ;:. to=15

Ubungsheispiele.
Zahlenritsel.

1. Der dritte und vierte Teil ciner Zahl, dic ich mir gedacht habe, ergeben zu-
sammen 14; wic heiBt dic gedachte Zahl? .

2, Addiere ich die Hiilfte, den dritten und den vierten Teil einer gedachten Zahl,
so erhalte ich 26; wie heiBt diec Zahl?

3. Subtrahiere ich den sechsten Teil ciner Zahl von dem fiinften Teile derselben
Zahl, so erhalte ich 2. Welche Zahl habe ich mir gedacht ?

4. Addiere ich zum dritten Teile ciner gedachten Zahl den vierten Teil und ziehe
von der erhaltenen Summe den sechsten Teil derselben Zahl ab, so erhalte ich 15.
Wic heilit die Zahl?

5. Addiere ich zu einer gedachten Zahl ihren vierten und fiinften Teil, so erhalte
ich 145; wie heiBt dic Zahl?

;. Subtrahiere ich von einer gedachten Zahl zuerst ihren dritten und dann ihren
vierten Teil, so erhalte ich 20. Welche Zahl habe ich mir gedacht?

7. Zwei Aufgaben aus'dem als ,,Rechenbuch des Ahmes" bezeichneten alt-
iigyptischen Papyrus Rhind (um 2000 v. Chr.) haben etwa folgenden Wortlaut?),
wobei die Unbcekannte als ,,Haufen' bezeichnet ist: a) Haufen: sein £, scin §, sein 3,.
sein (ianzes, es hetriigt 33. b) (Haufen), sein § hinzu, } [der Summe] hinweg, bleibt
10 dbrig.

8. Wie heiBt die Zahl, deren Hiilfte, dritter und fiinfter Teil zusammen 1 mehr
ergeben als die Zahl selbst ?

9. Vermindere ich cine Zanhl um 5 und dividiere die Differenz durch 6, so erhalte
ich 12; wie heiBt die Zahl?

10. Vermehre ich eine gedachte Zahl um 15 und dividiere die Summe durch 9,
so ergibt sich 7. Welche Zahl habe ich mir gedacht?

11. Die Differenz aus einer gewissen Zahl und a) 12, b) 9, ¢) m ist gleich dem
Quotienten aus derselben Zahl und a) 12, b) ¥, ¢) m. Wie heifit die Zahl?

12. Die Zahl zu finden, welche um a) 4, b) '15-0' ¢) 3, d) 10, e) ¢ vermindert den-
selben Wert ergibt, als wenn sie mit a) }, b) 4, ¢) 5, d) 15, e) b multipliziert wird.

1) —\;gl‘—Tropfke, Geseh. d. El. Math., 1. Aufl,, I. Bd., S. 241; der Papyrus
befindet sich im Britischen Museum.



B. Anwendungen der Gleichungen ersten Grades mit ciner Unbekannten. 7
13. Eine um 5 vermehrte Zahl, dividiert durch die um 5 verminderte Zahl, ergibt
als Quotienten 5. Wie heiBt sie ?
14. a) Addiere ich zu einer Zahl ihr 5-faches und noch 6, so erhalte ich die Hiilfte
von dem um 4 vermehrten 13-fachen der Zahl. Welche Zahl ist dies?

b) Addiere zu einer Zahl den a-fachen Wert und noch a. so ist diese Summe
gleich der Hiilfte von dem um ¢ vermehrten b-fachen der Zahl. Welchen Wert hat die
Unbekannte ?

15. a) Bestimme die Zahl, welche folgende Bedingung erfilllt: Addiere ich 5 zu
ibr, dividiere diese Summe durch 3 und addiere dann 6 zu dem Quotienten, so erhalte
ich eine Zahl, welche um 2 groBer ist als die gesuchte.

b)?) Eine Zahl hab’ ich gewiihlt, Jetzt mit 3 multipliziert,
90 noch hinzugeziihlt, 84 subtrahiert
Drauf durch 18 dividiert, TUnd als Rest ist mir geblichen
Wieder 18 dann addiert, Dann zuletzt die heil'ge 7.

16. Vermindere ich einec Zahl um 5, dividiere die Differenz durch 3 und sub-
trahiere dann 6 vom Quotienten, so erhalte ich einc um 2 kleinere Zahl als dic zu
suchende. Wie grof ist sie?

17. Lose die vorige Aufgabe, indem du der Reihe nach statt der bestimmten
Zahlen die GréBen a, b, ¢ und d cinfiihrst.

18. Vermchrt man eine Zahl um 3, dividiert die Summe durch 6 und subtrahicrt
vom Quotienten 3, so erhiilt man denselben Wert, wic wenn man die gedachte Zahl
um 4 vermindert, die Differenz durch 15 dividiert und zu dem Quotienten 1} addiert.
Wie heiBt die Zahl?

19. Untersuche, ob folgende Aufgabe zu einer Bestimmungsgleichung fiihrt:
Denke dir eine Zahl, multipliziere sie mit 3, addicre zu dem Produkt 20, ziche das
Doppelte der gedachten Zahl ab, multiplizicre den Rest mit 2, addiere 60, dividiere
durch 2 und ziehe die gedachte Zahl ab; das Ergebnis ist 50.

20. Denke dir eine Zahl und verdoppele sie, zihle 12 dazu, halbiere die Summe
und ziehe davon die gedachte Zahl ab; es bleiht 6 iibrig. Hattest du statt 12 die Zahl 8
addiert, so wire 4 iibrig geblichen; es bleibt nimlich jedesmal die Hilfte” der Zahl
iibrig, die zugezihlt wird. Erliutere, woher das kommt?).

21. Multipliziere eine Zahl mit 50, addiere zu dem Produkte 15, subtrahierc dann
45 und addiere 30. Dividierst du schlieBlich die erhaltene Zahl durch 25, so erhiiltst
du das Doppelte der gedachten Zahl. Wie kommt das? Wie kannst du demnach dic
Zahl, die ein anderer sich gedacht hat, angeben, wenn er dir sein Endergebnis nennt 1)

Bilde selbst derartige Zahlenriitsel.

22, Ich habe Zihler und Nenner des Bruches § um cine gewisse Zahl vermchrt
und § erhalten; wie heiBt dic Zahl?

23. a) Um welche Zahl sind Zihler und Nenner des Bruches % zu vermindern,
um den Wert g zu ergeben ? i :

'

1) Aus Daheim, Jahrg. 1884.
2) Vgl. Mittenzwey ,,Math. Kurzweil*.



8 I. Abschnitt. Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten.

b) Welche Zahl muBt du zu dem Zihler des Bruches % addieren und von
dem Nenner subtrahieren, damit der Wert des Bruches gleich 1 wird ?

24, Ich habe mir einen Bruch gedacht, dessen Nenner um 2 kleiner ist als das
b-fache des Zihlers. Vermehre ich Zihler und Nenner des Bruches um 1, so ergibt
sich }. Wie heiBt der Bruch?

2. Ich habe einen Bruch im Sinne, dessen Nenner um 3 groBer als das Doppelte
des Zihlers ist. Vermindert man Zihler und Nenner um 4, so erhiilt man den Bruch l‘,
Wie heiBt der gedachte Bruch?

26. Der Zahler eines Bruches ist gleich dem a-fachen des Nenners, vermindert
um b; vermindert man den Ziihler um ¢ und vermehrt den Nenner um dieselbe Zall, so

erhilt man den Bruch % Bestimme hieraus Zihler und Nenner des Bruches.

Erfinde selbst solche Aufgaben.

Tellungsaufgahen.

27. Teile die Zahl 60 in zwei Teile (Summanden), so da % des einen Teiles gleich
3 des anderen Teiles ist.

28. Die Zahl 75 ist in zwei Teile zu teilen, so daB das 3-fache des gréBSeren Teils
das 7-fache des kleineren Teils um 15 iibertrifft.

29. Teile die Zahl 20 in zwei Teile, so daB das 3-fache des ersten Teils und das
b-fache des zweiten Teils zusammen 84 betragen.

30. Man soll dic Zahl %0 in zwei ungleiche Teile zeilegen, so daB, wenn der griBere
durch 2 dividiert und der kleinere Teil mit 3 multipliziert wird, dieser Quotient und dies
Produkt zusammen wieder %0 ausmachen. Wie heiBen dic Teilzahlen ?

31. Ein Junggeselle hat seinen Verwandten, 3 Familien, ein Vermigen von
40000 A hinterlassen. In scinem Testamente hat er bestimmt, daB jeder seiner Neffen
doppelt soviel erhalten soll wie jede seiner Nichten. Berechne die Erbschaft eines jeden,
wenn in der ersten Familie 1 Sohn und cine Tochter, in der'zweiten nur 2 Séhne und
in der dritten 1 Sohn und 3 Téchter vorhanden sind.

32. Eine Familie hat 20000 .4 geerbt, dic nach dem Willen des Erblassers fol-
gendermaBen unter die Eltern und Kinder verteilt vycrdcn sollen: die Tochter soll *.
jeder der drei S6hne aber soll nur } der Erbschaft der Eltern haben; wieviel erhilt jeder ?

33. 1750 4 sollen so unter 3 Personen verteilt werden, daB die zweite Person
nur halb so viel wie die erste, die dritte aber nur halb so viel wie die zweite erhalten
soll. Wieviel erhilt jede?

34. Eine Familie hat 3600 ./ in der Lotterie gewonnen, die so unter dic Kinder
verteilt werden sollen, daB das zweitiilteste dic Hilfte, das drittilteste ein Drittel und
das jlingste gar nur ein Sechstel der Summe crhalten soll, die das ilteste Kind be-
kommt; wieviel erhalten dic cinzelnen Kinder?

35. Eine Mutter hat 25 Orangen gekauft, dic sie so unter ihre 4 Kinder verteilen
will, daB das zweite die Hilfte, das dritte ein Drittel und das jiingste ein Viertel der
Anzahl crhalten soll, dic sic dem iltesten geben will; wieviel erhilt jedes?

36. Fiir ein Ceschiift sollen 29000 ./ von 3 Teilhahern so aufgebracht werden,
daB B 3, C £ der Summe hergibt, dic A aufbringt. Welche Summe entfillt auf jeden ?



B. A dungen der Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten. 9

37. 3 Geschiiftsleute sind iibereingekommen, daB sie sich im einzelnen so an
einem in Aussicht genommenen Geschiift beteiligen wollen, daB A §, B ?; von dem gibt,
was C zahlt. Welcher Anteil kommt auf jeden, wenn fiir das Geschiift 47000 4 er-
forderlich sind ?

38. M hinterliBt bei seinem Tode der Witwe, einem Sohn und einer Tochter
82000 4. Sein Testament hestimmt, daB die Tochter die Halfte des um 8000 4 ver-
mehrten, der Sohn ein Drittel des um 3000 4 vermehrten Betrages erhalten soll, den
die Mutter bekommt. Wieviel erhilt demnach jede der drei Personen?

39.1) Es haben jiingst drey Krieges-Leute /

Fiinfhundert Schaaff erlangt zur Beute:
Des zweyten Theil davon soll zwey /
des dritten aber richtig drey /

nach ihrem allerseits Behagen

mehr als des ersten Theil betragen:
Mein Rechner sagt nun druff in Eil /
wie hoch demnach kommt jedens Theil ?

40. Es haben + Sergianten, 6 Korporal und 8 Gefreyten insgesamt 50 Thaler
zu theilen / davon gebiihret jedem dero Sergiant 1 Thlr. mehr als jedem dero Korporal /
und jedem dero Korporal 1 Thlr. mehr als jedem dero Gefreyten. Frage: Wievicl
ihr jeder davon / demnach muB empfangen?

41. Es hat A einen Beutel mit Gelde fiir sich stechen / zu dem sprach B / des
Gelds ist wohl 200 Thaler. A antwortete: nein / sondern wann desselben noch so viel /
halb so viel / } so viel mehr als dessen ist / und noch 35 Thir. dazu / so wiire es gleich
soviel / als du hast erwehnt. Hierauff ist die Frage: Wicviel des Geldes demnach
gewesen ?

42. In Hambwg hat eine Stiefmutter / vermioge Testaments / mit 6 Schnen
und einer Tochter 4984 Mark Liibisch zu vertheilen / davon soll sie (die Mutter) 400 Mk. /
die Tochter aber 200 Mk. mehr denn die Mutter voraus nebhmen / und dann das
iibrige mit besagten Sohnen zugleich theilen / haben und behalten: Hierauff ist
wmeine Frage / wieviel jedem dero Sohnen / der Mutter und Tochter insonderheit
demnach davon gebithrt ?

Mischungsaufgaben.

43. Wieviel Gramm 720-haltiges Gold miissen mit 150 g 500-haltigem Gold
zusammengeschmolzen werden, wenn die Legierung 680-haltig werden soll ?

1) Die Aufgaben 39 his 42 sind einem i. J. 17056 erschienenen Rechenbuch ent-
nommen: ,,Neuvermehrter vollke Rech ister'* von Joh. Hemeling,
Kayserlich gekrohnten Poeten und Schreib- und Rech i der Residenzstad
Hannover. Der 5. Teil enthiilt die Regula Coss oder Algebra, von welcher der
Verfasser rithmt:

Gleich wie die Tulipa / die wunderschéne Blum /
An buntgefiirbter Pracht / vor andern hat den Ruhm /
Ja |/ wie der Adler / vor andern / steigt empor /
So geht die Regel Co8 im Rechnen / andern vor.
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44. Um Silber vom Feingchalt 700 zu erhalten, werden 2 kg Silber vom Fein-
gehalt 800 mit Kupfer zusammengeschmolzen. Wieviel kg Kupfer miissen den 2 kg
Silber beigegeben werden ?

45. Welches spezifische Gewicht hatten die Reichsgoldmiinzen, welche aus 900
Gewichtsteilen Gold und aus 100 Gewichtsteilen Kupfer bestanden, wenn das spezi-
fische Gewicht des Goldes 19,25 g und das des Kupfers gleich 8,50 g gesetzt wird?

Anleitung: Unter dem spezifischen Gewichte eines Korpers versteht
man das Gewicht von 1cem des betreffenden Koérpers. Rechne zuerst aus,
wieviel cem Gold und Kupfer in 1 kg Miinzgold enthalten sind, so crhiltst du die Zahl
der ccm Miinzgold, die 1000 g wiegen. Dann aber kannst du das spezifische Gewicht
des Miinzgoldes in einfacher Weise berechnen.

46. Wieviel g Kupfer sind zu 200 g eincr Goldlegierung vom Feingehalt 910
zuzufiigen, damit die Legierung 7(X)-teilig wird ? ’

47. Ein silbernes Fiinfmarkstiick hatte den Feingehalt %) und wog ‘27;’; . Wie-
viel Kupfer muB zu 20 kg Silber vom Feingehalte 950 gebracht werden, um die Le-
gicrung zum Prigen von Fiinfmarkstiicken beniitzen zu konnen. Wieviel Stiicke
konnen gepriigt werden ?

48. Nach der Erziblung des Vitruv lieB sich Konig Hicro von Syrakus eine Krone
von reinem Golde anfertigen. Der Goldschmied crsetzte einen Teil des Goldes durch
Silber und lieferte so die Krone ab, welche 20 Pfund wog. Auf Befehl des Konigs, der
dem Goldschmied miBtraute, untersuchte Archimedes die Krone und stellte fest, duB
sie im Wasser 1} Pfund verlor. Wieviel Pfund Cold und Silber enthielt die Krone,
wenn das spezifische Gewicht des Goldes 19} g, das des Silbers 10} g ist?

Anmerkung. Nach dem Prinzip des Archimedes verliert in einer Flu‘lslbk(‘l'/
ein Korper soviel von seinem Cewicht, wie die verdriingte Flissigkeitsmenge wiegt.

49. Eine Legierung aus Gold und Kupfer hat ein absolutes Gewicht von 2 kg, das
spezifische Gewicht der Legierung ist 16,5 g. Aus wieviel Gold und Kupfer ist die Le-
gierung zusammengesetzt, wenn das spezifische Gewicht’ des Goldes 19,25 ¢ und das
des Kupfers 8,5 g ist?

Prozentaufgaben.

50. Was hat ein Schuldner zu zahlen, der eine ¢rst nach a) 4, b) 7, ¢) 8, d) Y Mo-
naten fillige Schuld in Héhe von a) 1000 .4, b) 1500 ./, ¢) 2000 4, d) 2500 # sofort
zahlen will? (139 Monatszinsen.)

51. Berechne den Wert eines Wechsels, der auf a) 1800 .4/, b) H(l(l H, ¢) 1500 K
lautet und eine Laufzeit von a) 3, b) 2, ¢) 5 Monaten hat, bei 139, Monatszinsen.

52. Welchen Wert hat ein am 1. April auf 1200 .# ausgestellter Wechsel am Aus-
stellungstage, wenn der Wechsel a) am 1. Juli, b) am 15. Mai, ¢) am 15. Juni fillig ist ?
(13% Monatszinsen).

53. Ein Kaufmann nimmt einen Wechsel, der am 1. Juli fillig ist und auf 750 4
lautet, a) am 1. Mai, b) am 1. April, ¢) am 1. Mirz in Zahlung. Welchen Wert hat der
Wechsel, wenn a) 29, b) 13°;, c) 2% Monatszinsen berechnet werden ?

54. Wieviel weniger hat cin Versicherter zu zahlen, der ecine erst a) nach cinem
Vierteljahre, b) nach einem halben Jahre fiillige Priimie von a) 240 ./, b) 185 .# sofort
begleichen will, wenn 1}, Monatszinsen berechnet werden ?
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53. Wieviel weniger hat man fiir ein Haus bei sofortiger Barzahlung zu zahlen,
wenn der nach a) 3, b) 3}, c) 4}, d) 53 Monaten verlangte Kaufpreis a) 25000 .4,
b) 35000 .£, c) 28000 4, d) 32000 4 betrigt?

56. Ein Hauseigentimer, der sein Haus verkaufen will, hat folgende beiden An-
gebote bekommen: X bietet a) 35000 4, b) 42000 .4, c) 25000 4, die er sofort zahlen
will, Y hingegen a) 36000 .#, b) 44000 .4, c) 26600 4, die er erst nach 3 Monaten
zahlen will. Welches Angebot ist das hohere, wenn der Hauseigentiimer mit einem
ZinsfuB von a) 8%, b) 10%, c) 129, jahrlich rechnen muB?

57. Ein Kaufmann, der fiir sein Geschift eine Maschine kaufen will, hat folgende
beiden Angebote erhalten: Die erste Fabrik verlangt a) 4000 .4, b) 2600 ., c) 6400 .4
bei sofortiger Barzahlung, die zweite Fabrik aber fordert a) 4200 .4, b) 25650 .4,
‘c) 6600 .#, zahlbar erst nach 5 Monaten. Welches Angebot wird der Kaufmann vor-
ziehen, wenn er mit a) 12%, b) 16%, c) 18% Jahreszinsen rechnen muf?

58. Einem Pferdehandler werden von 2 Kaufern folgende Gebote auf ein Pferd
gemacht: A will a) 1200 .4, b) 1500 .4, c) 1800 4 mit 1 Monat Ziel, B aber a) 1226 4,
b) 1550 #, c) 1876 K mit 2 Monaten Ziel zahlen. Welches Angebot ist das vorteil-
hafteste, wenn der Pferdehiéindler mit a) 16%, b) 18%, c) 20% Jahreszinsen rechnet ?

59. Jemand hat nach a) 4, b) 3, ¢) 2 Monaten 2600 .4 zu zahlen, will sie aber
sofort zahlen. Welche Summe hat er zu entrichten, wenn man mit a) 16%, b) 189,
c) 24% Jahreszinsen rechnet ?

60. Ein Kaufmann hat eine Ware fiir a) 800 #, b) 1200 .4, c) 2600 / gekauft
mit a) 3, b) 4, ¢) 6 Monaten Ziel, will aber den Betrag sofort zahlen. Welche Summe
ist zu berechnen, wenn man mit 249, Jahreszinsen rechnet ?

61. Eine Fabrik hat eine Maschine fiir a) 6500 .4, b) 4400 .4 mit a) 2, b) 3 Mo-
naten Ziel gekauft; welcher Betrag ist bei sofortiger Barzahlung in Rechnung zu stellen,
wenn 259 Jahreszinsen in Ansatz gebracht werden ?

62. Ein Geschiift hat an ein and a) 4600 A, b) 12000 4 nach 4 Monaten
zu zahlen; wie hoch ist der sofort zu zahlende Betrag, wenn der Gliubiger dem Schuldner
auf die sofort gezahlte Summe a) 6%, b) 6% Rabatt gewiihrt ?

63. Ein Beamter, der bisher vierteljihrlich sein Gehalt in Hohe von a) 1600 .4,
b) 2000 4, ¢) 1200 .4 im voraus bekommen hat, soll kiinftig nur noch monatliche
Vorauszahlung erhalten. Wie hoch muB sein Monatsgehalt angesetzt werden, wenn er
geradeso wie vorher besoldet werden soll und mit a) 8%, b) 10%, c) 69 jihrlicher
Verzinsung gerechnet wird ?

64. Ein Beamter hat bisher a) 430 4, b) 275 4, c) 625 .4 monatlich prae--
numerando (im voraus) bekommen und soll von nun an vierteljéhrliche Vorauszahlung
seines Gehalts erhalten, ohne daB eine Anderung in der Hohe seiner Beziige eintreten
soll. Wie hoch muB das Vierteljahrsgehalt angesetzt werden, wenn mit a) 1095, b) 8%,
¢) 9% Jahreszinsen gerechnet wird ?

65. Ein Angestellter hat bisher sein Gehalt in Hohe von a) 280 4, b) 275 A,
monatlich postnumerando (nach Ablauf,des Monats) erhalten und soll es kiinftig halb-
monatlich bel Welche S ist wenn die Héhe des Gehalts
nicht geindert werden soll und a) 8%, b) 79; Jahreszi hnet den ?

E

Reinhardt-Zeisberg, Arithmetik u. Algebra. A u. C II. 2
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Gemischte Aufgaben.

66. Eine Mutter ist jetzt dreimal so alt wie ihre Tochter. Vor vier Jahren war die
Mutter viermal so alt wie die Tochter. Wie alt sind beide jetzt?

67. Gretel ist jetzt 13 Jahre alt, ihr Vater 38} Jahre. Nach wicviel Jahren wird
Gretels Alter ﬁ des viiterlichen Alters betragen ?

68. Von 2 Schwestern ist dic dltere um 2 Jahre mehr als 1}mal so alt wie die
jiingere; der Altersunterschied betrigt 5 Jahre. Wic alt sind beide ?

6Y. Einer fraget / wie alt er sey / Man antwortet ihm / Wenn er noch so alt / halb
8o alt der sammlung / und } der jar aller iilter were / so were er 100 Jar alt / ist die
Frage wie alt er sey ? (26§ J.) (Aus dem Rechenbiichlein durch Adam Risen. Getruckt
Franckfurt am Mayn 1586.)

70. Ein Vater hat 6 Séhne, von welchen jeder vier Jahre ilter ist als sein nichst-
iiltester Bruder; der dlteste ist drcimal so alt wie der jiingste. Wie alt waren sic ?

71. a) Ich hin jetzt 46 Jahre alt, sagte ein Vater, mcine Tochter 11 Jahre. In
wieviel Jahren wird meine Tochter halb so alt sein wic ich?

b) Ich bin jetzt 50 Jahre alt, mein Sohn 26. Wann war mein Sohn halb so
alt wic ich?

2. Jemand sagte von sich, er hiitte } seines Lebens als Kind, } als Jiingling, die
Hiilfte als Mann verlebt und sei nun schon 16 Jahre lang Greis. Welches Alter hatte
der Mann?

73. 1) Diophantos, der Verfasser cines der iltesten Biicher iiber Algebra, erhielt
folgende Grabinschrift:

,Hier das Denkmal deckt Diophantos, cin Wunder zu schauen:
Durch die rechnende Kunst lehret scin Alter der Stein.
Knabe zu bleiben verlieh ein Sechstel des Lebens ein Gott ihm.
Fiigend ein Zwolftel hinzu, lieB er ihm sprossen die Wang'.
Steckte ihm drauf auch an in dem Siebtel die Fackel der Hochzeit;
Und fiinf Jahre nachher teilt’ er cin Sohnlein ihm zu.

O ungliickliches Kind, so gelicht! Halb hatt’ es des Vaters
Alter erreicht, da nahm’s Hades, der Schaurige, auf.
Noch vier Jahre den Schmerz durch Kunde der Zahlen besiinft'gend,
Langte am Ziele des Seins endlich er selber auch an.**

-1
-

. Edler Pythagoras, du Helikonischer SproBling der Musen,

Sage mir Fragenden an, wieviel auf der Wissenschaft Ringplatz

Jiinger dieweilen im Haus, ganz eifrig erstrebend den Kampfpreis.

Ich will sagen es dir, o Polykrates. Siehe! Dic Hilfte

Treibet die treffliche Mathematik; dagegen das Viertel

Miihet sich um dic Natur, die unsterbliche; aber das Siebtel

Giinzliches Schweigen befolgt, im Herzen dic Lebre bewahrend;

Zihl' drei Frauen hinzu, aus denen Theano hervorragt:

So viel’ leite zu Pricstern ich an der Pierischen Musen.

1) Die Aufgaben 73 und 74 sind arithmetische Epigramme aus der Anthologie,

die von dem griechischen Ménche Planudes (um 1330) zusammengestellt worden ist.
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5. Eine Griechin ging in den Tempel des Jupiter und bat, er moge das Geld,
welches sie bei sich triige, verdoppeln. Er erhérte ihre Bitte, und sie opferte ihm aus
Dankbarkeit 2 Drachmen. Mit dem Reste ging sie in den Tempel des Apollo und bat
um ein Gleiches, worauf sic nach Erfiillung der Bitte wieder 2 Drachmen opferte. Nun
ziihlte sie ihr Geld und fand, daB sie gerade doppcelt so viel wic anfangs hatte. Wieviel
Drachmen hatte sic gehabt ?

76. In cinem von drei Geldbeuteln habe ich } einer Geldsumme, in dem zweiten
#, in beiden zusammen 100 .f, was im dritten ist, sage ich nicht. Wieviel Geld ist in
den 3 Beuteln zusammen %

77. Wenn ich 3§-mnl sovicl Geld hitte, wic ich habe, so hiitte ich 375 .# mchr,
als ich besitze. Wieviel .4 habe ich?

78. Von meinen jahrlichen Einkiinften, erzahlt jemand. verwende ich § auf

5
Wohnung und Nabrung. ;’g auf Kleidung und Wische. . auf Nebenausgaben und

erspare noch jihrlich 1300 .#. Welchen Betrag errel(lle‘en seine jihrlichen Ein-
kiinfte ?

79. In eincr alten chinesischen Arithmetik ist folgende Aufgabe gestellt: In cinem
Stalle sind Kaninchen und Fasanen: sie haben zusammen 35 Képfe und 98 FiiBe.
Wicviel Tiere von jeder Art sind darin?

80. Wicviel Kaninchen und Tauben hat Karl, wenn diesc Tierc zusammen 19
Kopfe und 52 Beine haben?

81. Ein Knabe hatte cine gewisse Anzahl Niisse, von welchen ihm ein anderer
die Hilfte und noch 3 Stiick wegnahm. Darauf kam ein dritter und entwendete ihm
wicder die Hiilfte und noch 4 Stiick. Wieviel Niisse hatte er, wenn er beim Nachzihlen
nur noch den sechsten Teil scines ersten Vorrates vorfand ?

82, In dem Rechenbuch von Adam Riese (1525) findet sich folgende Aufgabe:
2 Gesellen haben eine Summe Geldes gewonnen; der erste erhiilt —;. der zweite } und
der dritte den Rest, nimlich 17 Gulden. Wievicl hatten sie gewonnen?

83. (Aus Hebels Schatzkiistlein). Auf die Frage von seiten des Wirtes, wieviel
Uhr er ausgerufen habe, antwortete der Nachtwiichter:

»Hirt Adlerwirt, und laBt cuch sagen:
Dic Glocke hat — sie hat geschlagen.
Wenn ihr die Zahl zur Hilfte brecht,
Den Drittel und den Viertel recht
Dazu addiert, habt ihr Gewinn.

Es steckt dus Ganz’ und soviel drin,
Als laut mein unverdrossener Mund
Verkiinden wird zur niichsten Stund.*



II. Abschnitt.

Gleichungen
ersten Grades mit mehreren Unbekannten.

A. Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten.

Setze in der Gleichung
(1) ...82+ Ty =100

fiir zeine beliebige Zahl ein und bestimine jedesmal den sich fiir y ergebenden
Wert. Gib z dann einen anderen Wert und bestimme wieder den Wert
von y. Man erhilt so 2 Wertepaare, welche die Gleichung befriedigen.
Wieviel solcher Wertepaare gibt es? .

Fiihre dieselbe Rechnung fiir die Gleichung

@)...122—5y =88

durch. Wieviel Wertepaare geniigen dieser Gleichung?

Ergebnis: Eine Gleichung ersten Grades mit zwei Unbe-
kannten wird von unendlich vielen Wertepaaren befriedigt.

Nimm jetzt die Wertepaare, die der ersten Gleichung geniigen, und
setze sie in die zweite Gleichung ein; wird die GleicLung 2 ebenfalls stets
befriedigt ¢

Wir wollen nun untersuchen, ob es iiberhaupt Wertepaare fiir z und
y gibt, die sowohl die erste als auch die zweite Gleichung be-
friedigen. Wir iiberlegen zu dem Zwecke folgendermaBen:

Angenommen, es gibe ein solches Wertepaar — wir wollen es z,;
und y; nennen — so muB sein:

M... 8x -7y, =100
@)...12x, — 5y, = 88.

1. Berechne z, aus der ersten Gleichung: z, = lov ; ‘ y';setze diesen Ausdruck
fiir z, in die 2. Gleichung cin:
12-’00'; 5y, e

Wieviel Unbekannte cnthiilt diese Gleichung noch?
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Berechne diese Unbekannte; du erhiltst:
=4

Setze nun diesen Wert von y, in z, = ﬂ;—'l Yiein, so erhiltst du ¢

z =29

Mache die Probe durch Einsetzung der fiir z, und y, gefundenen Werte in die
gegebenen Gleichung n (1) und (2); die Glemhungen werden beide befriedigt, die
Losungen sind also richtig.

Man hat die Unbekannten dadurch berechnet daB man den Ausdruck
fiir #; aus der 1. Gleichung in die 2. Gleichung eingesetzt (,,substituiert*)
hat, man nennt deshalb dieses Verfahren Einsetzungsverfahren (Sub-
stitutionsmethode).

2. Man kann die Auflosung der Gleichungen auch folgendermaBen erreichen:

Bestimme z, aus der ersten Gleichung: z = ]0()—8_7 )
und auch aus der zweiten: z = 88 ;';5"’

und setze die rechten Seiten der heiden Gleichungen gleich:
. 100—7y _88+5y
8 o1
mithin y =4 und &= 9.
Dieses Verfahren heiBt Gleichsetzungsverfahren (Kombinations-
methade).
Die beiden Auflésungsverfahren 1 und 2 finden sich zuerst in dem Werke Arithime-
tica universalis des groBen englischen Mathematikers Iraak Newton (1643—1727).
3. Addiere die Gleichungen

3z—17 y= 8
Sxz+Ty=32
und subtrahiere die beiden Gleichungen
6z2—T7y=23
3z—Ty= 8.
Wieviel Unbekannte enthalten die sich ergebenden Gleichungen? Infolge welch
B derheit der Gleichungen lieB sich durch Addition oder Subtraktion die eine Un-

bekannte wegschaffen? Wie kann man diesc Besonderheit auch bei den Gleichungen
(1)y... 8z+4+Ty=100
2...12z2—5y= 88
herstellen ?
Multipliziere die erste Gleichung mit 5, die zweite mit 7:
0z+35y= 500 !
&4x—3by= 616
Durch Addition: 124z = 1116
x=9.

1) Die fiir die Rechnung Ledeutungsl Indizes lassen wir von jetzt ab weg.
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Multipliziere nun die erste Gleichung mit 3, die zweite mit 2:

242+ 21y =300

H 2z—10y=17
Durch Subtraktion: 3ly=124
y=4.

Dieses Verfahren heiBt Additions- ocer Subtraktionsmethode;
sie ist nach Anregungen durch den deutschen Mathematiker Michael Stifel zuerst
von dem franzésischen Monche Johannes Buteo (ctwa 15503 angegeben worden.

Zusatz. Sobald man cine der beiden Unbekannten gefunden hat,
kann man die andere auch dadurch bestimmen, dal man den Wert der
gefundenen Unbekannten in cine der heiden gegebenen Gleichungen
einsetzt.

Zusammenfassung: Die zur Auflésung von Gleichungen mit
zwei Unbekannten angewandten Verfahren laufen siimtlich darauf hinaus,
statt der 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten cine Gleichung mit einer Un-
bekannten zu erhalten, d. h. cine Unbekannte wegzuschaffen (zu ,elimi-
nieren‘‘).

Ubungsheispiele.
lLLa)x+y=15 b) 3z 4+ y=27
z2—y=3 Sbx—y=31.
2, a) 3a+2y=232 h)y3z—dy=2
200z2—3y=1 Ta—dy=2
-3.a) Ta—by=24 b)1lla—7y=37
4r—3y=11 8x+ 9y=4L
4.a) Tat+dy=—60 b) 6 —Ty= 42
Ba—1ly=10 Tz—6y="15.

d.a) 1024+ Hy=200 b)3z—4y=18

122 —11y =130 3z+2y=0.
G.a)Ba—y =22 b)4a+oy=47

22—3y~=—0 dar—3y=23
7. a)6z—dy=1 by Ya—8y =9

Ta—4y=28} Tx—by=12}.
8.a) 282z — Hy= 336 b) 11 x + 12 y = 160

1la+21y—=48 1Haxr—17y=18
9.a) 192—16y=1 b) :

15228y~ —134

10. a) 121 2 — 200 y = — 37

100y + 36  — 308
Waz+36y—100=0
252 —30y+250=0
La) 6 - Dy = 142}
Tr— y=80%

. 8,

b) 6
Yy—35= 102

b) 2Tz +26y—88 =0
S +2y—4=0

b) 92+ 14y=485
x4 9y=435.
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k) 21z=20y
6z+8y=36.

b) 15z="Ty
21z L 5y=222

17

Gib an, welches Verfahren der Auflisung bei den folgenden Aufgaben
am zweckmaBigsten erscheint, indem du zunichst bei derselben Aufgabe alle drei
Verfahren versuchst, dann aber vor Beginn der Rechnung durch einen kurzen

Uberschlag das zweckmiiBigste Verfahren zu erkennen suchst.

15.

16,

a) z4+8y=19
10z—Ty=5

a)2z=54—5y

b)2x=18—3y
Gr+dy=:38

by 7Tz—8y =202

2z=38—3y Tx+8y=T8

17.2) 3r—2y=16 b)y6z—Ty=12
dz+3y=90 Tz+ 8y =111

Wiihle bei den folgenden Aufgaben jed | das Verfahren,

zweckmiBigsten erscheint:

18.

19,

20.

21,

26.

a)jz—1y=30
Yz—}y=13
a) dr+dy=14
Er—9y=1}
a) r=4y+ 7%
y=34z+6}
w) 2z =841 1y
=2} x+ 63

c0) 63z — 48y =29

Hz—69y=94

23.a) 0,12+ 26y=105

322+ 43y =332

24, a)324+9y=24

0,182 — 0,6 y = 0,03

.a)%+3y=7’

{a—2

*5——3‘/—4
3z .
a)ﬁ+5y=15
2:—*_9“1/:43
r+y y—x
.n)—a— N =3
z x+y
Ty =1

b) .3z +fy=104
2x—y=1

b) dx+4y=—24}
Br—3y. - —Hi

b) -:—2y~ 124
4>.z+ 2By= ug

b) 32 = 7§y——.);—
Hy=31—2}x

b) 22xr +0by=—1.1
3§z+3:J_—]()(.

by 082+ 09y=1,1
05z+07y="1

b) 0,08 x — 0,21 y = 0,33
0,124+ 0,7y = 3,54.

2

h2z+ Y -
z— 4
= 29.
y + 6 29
bdz42y=—
oy 30+32__ 9.

h) ‘—3— +z=15

r—y e
5 +y=06.

das am



2z 3y 1z by
28.-.)T+—2—_164} b)T+T=34
82 2y_ 1z,3y_by
T3 =8 FE=Frre
—_— pa— p—
B R i B R
i%y—1;y=10 2x+2%;5=n
. 1z by, B} 2z +3y v
S o= .§b) e
z Ty 5. 1x—3y 32
Tt s — 1+t
31. a) 1"_'7?3"'3*:)_‘1_6"‘0 b)sx:8=2y—6
3z+y _ 2z —3y_ 2y—17
moTv=? 4 16
’/,32“):;;-47%.‘4:9 b)§35:4+5‘7%’4.5=0
7z—6 3y—1 5—6z Ty—8, .
57— 1u =8 T3 T3 HU=0
3 5 3 b
¥ B8 13T 3y=10 D3tz 1064y
15z —y=110.

bz —8 oy—I11
L 3.8)2@z+3y)=3@22—3y)+10
g 4z—3y=8@By—=2) +3.
) 8Bz +2y)—b6(2x—3y) =605
6(102—7y)=4(3z—8y)+22y.

In den folgenden Beispielen fasse %und%als Unbekannte auf, setze %= "

8-

-;7 = v und berechne die Unbekannten v und v. Dann findet man » und y ausz =
und y = %.
1 1 1 1
35.5)?=3——y- b)G(?+7)=1
1_1 5 s_ 952
Y z z Yy
36. a)£—£= b)i_.i=1
z Yy x Yy
10, 6 18 20
Zz+t5=7 Y=
5 8 "1 1
37. a) — b b)G+@=2
1 1
9y—22z =20 =1

1) Dividiere zuerst durch z y.
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38.a8) 202+ 15y=42y?) bh) 18z— 4y=2zy
2824+ by=4zy —2z4+36y=2zy.
39.a)2la— 4y=>5zy b) 202+ 5y=06z2y
36z—14y=>b6zy Ha—2y=6ay.
40. a)az+by=c b)x—?Ay=m
z=y z=4m+4y.
LY _; Ly
4l.a);+7—2 b) a+b 1
- 2. Y _
bz—ay=0 . b+u_l'
4. 8)z+y=a+b b)z+y=a+bd
bat+ay=2abd (@+c)z—by=be.
LA A z_¥_
By = Ny =0
%——(—{,:l) bz 4 uy = 4abd.
44.a) zty=c b) (e —bz=(a+by
az —by=rc(a —b) x4+ y=c.
3z 2y x Yy _
6.0 =+ 5F=3 b~ 4+ L=
92 6y kX y _ 2
A mtea—3
46.a) mx fny =p b) z4y=
2 2y =4 Z_Y_o
miz 4+ ady=p* pon w2
4l.a)az+y+b(z—y =1 b) @+ b)z—(e—by=4al
a(z—y)+b(x+y=1 @—bz+(a+b)y=2a2—20%
roe y=b_ _E o4 Y
48. 8) =t =0 b)u+b+u»—b_"b
z+y—b T—y—a_, z—y_a+y
a b - 2ab @+
azx by _ 1 x Yy _o
49'.)a—b._ab-i-b_a-,—b b) 1L+b—r—_l)_-ab
ax _ 1 _ z Yy
J:b+;-ﬁ)_a—b a’f20b+b’+a’—2ab+b*_2a'
x—a  y+b_ 2x+a_a+d
50'.)a—b-'_a+b—0 ]J)2y+u_ b
zfa_'_ub_ 2ab 2r—a_ b
a+b a—b =1 2y—a b—a’
a b
51.&)E+a—y=a+b’) baytdbz=22y
b a
—z-+—!7=a’+b’ cyt+tdx=3zy.

1) Vgl. Anleitung vor Nr.37f.
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a b o« =0 1 1 2
2 —_ —_= -t —— =z
52. a) :r+ y ab b) :z'+m-ryTn m—n
l_l_i_u’;b’ 1.1 —0
r 'y ab x+m y—n

Anwendung der Gleichungen ersten Grades mit zwei Unhekannten.
Zahlenriitsel.

1. Ich habe mir zwei Zahlen gedacht, deren Summe a) 70, b) 61, und deren Diffe-
renz a) 20, b) 13 betrigt. Wie heiflen dic Zahlen?

2. Die Summe zweier gedachter Zahlén, von welchen dic cine um a) 28, b) 16
grifler ist yls die andere, betriigt a) 92, h) 69; welches sind die Zahlen?

3. Von zwei Zahlen ist die crste a) 2}, b) 13mal so groB wie die zweite. Wic groB
sind die Zahlen, wenn ihre Summe a) 63, b) 200 betriigt ?

4. Die Summe zweier Zahlen ist a) 19, b) 24; filgt man zu der crsten das 5-fache
der anderen hinzu, so crhiilt man als Summe a) 39, b) 52; wie heillen di® Zahlen?

3. Von welchen zwei Zahlen ist sowohl die doppelte Summe als auch die 9-fache
Differenz 36 ?

6. Vermehre ich das G-fache der gréBeren von zwei gedachten Zahlen um das
3-fache der kleineren Zahl, so crhalte ich 54 als Summe; vermindere ich aber das
3-fache der kleineren Zahl um 5, so erhalte ich die groBere Zahl; wic heiBen die Zahlen ?

7. a) Zwei Zahlen aus folgenden Bedingungen zu berechnen: Wird das 9-fache
der cinen Zahl um das 4-fache der anderen vermindert, so erhiilt man 13; wird zu dem
15-fachen der ersten Zahl das 8-fache der zweiten addiert, so ist die Summe 84,

b) Diec Summe aus dem 5-fachen ciner Zahl und dem 4-fachen einer zweiten Zahl
betriigt 10; die Differenz aus dem 15-fachen der ersten und dem doppelten der zweiten
Zahl hat den Wert 170; wie heifien die zwei Zahlen ?

8. a) Vermehrt man die erste von zwei Zahlen um 7, so erhiilt man den 2-fachen
Wert der zweiten Zahl; wird dic zweite Zahl um b vermindert, so erhiilt man den 3. Teil
der ersten Zahl. Wie groB sind dic zwei Zahlen?

b) Die Summe aus der ersten von zwei Zahlen und der Zahl m ist gleich dem
a-fachen der zweiten Zahl; die Differenz aus der zweiten Zahl und der Zahl « ist gleich
dem b-fachen der ersten Zahl; wie heilen die beiden Zahlen?

9. a) Wic groB sind die zwei Zahlen, deren Summe 25 und deren Quotient 4 ist ?

b) Setze statt 25 und 4 dic allgemeinen Zahlen s und ¢ und bestimme die Unbe-
kannten.

10. a) Wie groB sind die zwei Zahlen, deren Differenz 18 und deren Quotient 4 ist ?

b) Lose die Aufgabe, indem du statt 18 und 4 die GréBen d und g cinsetzt.

11. Ein Drittel einer Zahl ist um 6 groBer als cin Viertel eincr anderen, das
5-fache der crsten aber ist um 48 griBer als das 4-fache der zweiten. Welche Zahlen
sind es.

12. Bestimme zwei Zahlen aus folgenden Angaben: der dritte Teil der ersten
vermehrt um den vierten Teil der zweiten gibt 11, die Summe aus dem vierten Teil der
crsten und dem dritten Teil der zweiten Zahl hingegen hat den Wert 10.

Bilde sclbst derartige Aufgaben.
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Kleide folgende Aufgaben in Form von Zahlenritseln:

13.a)3r—5y=2 b) Tz+ 5y=00 ) 4r—3y=10
bx—Gy==8 13z—11y-=:10 52—T7y= 6.
1 1 1 1 | .
l4.a)?r—gy_3(b b)—72+ﬁy=lﬂé c)-ng3y~t
1 1 4r—2
3 T - S=3y—4.
z (.)l=3._l
x Yy
1_1_,
y

16. a) Addiert man zu dem Zihler und dem Nenner eines Bruches 7, so erhilt
man §; subtrahiert man aber von beiden 9, so bekommt man ; Wie heiBt der Bruch ?

b) Vermehrt man den Zihler cines Bruches um 3 und vermindert den Nenner
um dieselbe Zahl, so erhiilt man 1; liBt man dagegen den Zihler ungeiindert und ver-
mchrt den Nenner um den Ziihler, so erhiilt man einen Bruch, dessen Wert (0,35 be-
triigt. Bestimme hieraus den urspriinglichen Bruch.

17. a) Zihler und Nenner eines Bruches betragen zusammen 16; vermindert
man beide um 6, so entsteht der Bruch vom Werte §. Welcher Bruch war es?

b) Vermehrt man den Zihler cines Bruches um 7, so erhilt der Bruch den Wert 1;
vermindert man aber den Nenner um 3, so wird der Bruch gleich §. Wic heiBt
der Bruch?

Erfinde auch hier derartige Aufgaben.

Setze die folgenden Gleichungen auch mit nur einer Unbekannten an:

18) a) Die Quersumme einer zweizifferigen Zahl ist 11. Vertauscht man
beide Ziffern miteinander, so erhilt man ecine Zahl, welche um 20 kleiner ist als das
Doppelte der ersten Zahl. Wie heiBt diese ?

Anleitung: Wenn man die 1. Ziffer eincr zweizifferigen Zahl r heiBt, die
2. Ziffer y, so heiBt dic Zahl 10 z + y.

D) Die Quersumme einer zweizifferigen Zahl ist 7. Vertauscht man heide
Ziffern miteinander, so erhilt man eine Zahl, welche um 2 groBer ist als das Doppelte
der urspriinglichen Zahl. Welche Zahl ist es?

19. a) Die Quersumme ciner zweizifferigen Zahl ist 10; werden die Ziffern ver-
tauscht, so entsteht cine Zahl, welche um 18 kleiner ist als die erste Zahl. Wie gro8
ist diese ? .

b) Vertauscht man die Ziffern einer zweizifferigen Zahl, deren Quersumme 13
ist, 8o erhilt man cine Zahl, dic um 27 groBer ist als die urspriingliche Zahl. Welches
ist die Zahl?

20. a) Wie heiBt die zweizifferige Zahl, deren Quersumme 17 ist und die um 9
grofler wird, wenn man die beiden Ziffern vertauscht?

h) Wenn man die Ziffern einer zweizifferigen Zahl vertauscht, so erhilt man
eine Zahl, die um 7 groBer ist als das Doppelte der urspriinglichen Zahl. Wie heiBt

diese, wenn ihre Quersumme 7 ist?
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21. a) Vertausche bei einer zweizifferigen Zahl, deren Quersumme 9 ist, die
beiden Ziffern und du erhiltst eine Zahl, die um 9 kleiner ist als das Fiinffache der
urspriinglichen Zahl; wie heiBt diese?

b) Eine zweizifferige Zahl soll aus folg n Angaben besti den: Wird
die Zahl durch ihre Zehnerziffer dividiert, so erhilt man als Quotienten 10, Rest 5;
die Zehnerziffer ist um 2 groBer als die Einerziffer.

22, a) Ich habe mir cine dreizifferige Zahl mit der Quersumme 13 und einer Zwei
in der Mitte gedacht. Vertausche ich darin die erste und letzte Ziffer, dann erhalte
ich eine Zahl, die um 161 klciner ist als das Dreifache der urspriinglichen Zahl; wic
heiBt diese ? ’

b) Ich kenne eine dreizifferige Zahl, die in der Mitte eine 6 hat und bei der ich
das 1§-fache der urspriinglichen Zahl erhalte, wenn ich die erste und die letzte Ziffer ver-
tausche. Zihle ich aber alle 3 Ziffern zusammen, so erhalte ich 12. Bestimme die Zahl.

23. a) Wie heiBt die dreizifferige Zahl, die am Anfang und Ende dieselbe Ziffer
und als Quersumme 14 hat und bei der ich eine um 18 kleinere Zahl hekomme, wenn
ich die letzten beiden Ziffern vertausche?

b) Nenne mir die dreizifferigo Zahl, die als Quersumme 12 und gleiche Ziffern
an 2. und 3. Stelle bat und bei der ich 15 mehr als das Doppelte der urspriinglichen
Zah) erhalte, wenn ich dic erste und zweite Ziffer vertausche.

24, a) Vertauscht man bei einer dreizifferigen Zahl, deren letzte Stelle eine Null
ist, die ersten beiden Ziffern, so erhdlt man eine Zahl, die um 180 kleiner ist als dic
urspriingliche Zahl. Wie heiBt diese, wenn ihre Quersumme 4 ist?

b) Lése mir folgendes Ritsel: Ich kenne eine dreizifferige Zahl, die in der Mitte
eine 2 hat und bei der ich 99 weniger erhalte, wenn ich die erste und die letzte Ziffer
vertausche. Ziahlst du aber die Ziffern alle 3 einzeln zusammen, so erhiltst du 11. Wio
heiBt die Zahl?

Bilde selbst derartige Aufgaben.

K

25. a) Von zwei Briidern ist der eine 4 Jahre ilter als der zweite; vor vier Jahren
war er gerade doppelt so alt. Wie alt ist jeder?

b) Bei einem Gesellschaftsspiel wird eine Dame nach ihrem Alter und dem ihrer
jiingsten Schwester gefragt; sie gibt darauf folgende Antwort: ,,Vor 5 Jahren war ich
]; mal so alt wie meine Schwester, nach 5 Jahren werde ich l; mal so alt scin.* Wie
alt waren die beiden Damen?

26. a) Ein Vater wird nach seinem Alter und nach dem seiner Tochter gefragt;
er sagt: ,,Vor 7 Jahren war ich 7mal so alt wie sie und in 3 Jahren werde ich 3mal so
alt sein wie sie. Wie alt sind demnach der Vater und die Tochter ?

b) Ein 62jiibriger Herr gibt das Alter seiner Kinder scherzhaft folgendermafien
an: ,,Mein Sohn und meine Tochter sind zusammen 10 Jahre jiinger als ich, dagegen
betriigt das dreifache Alter meiner Tochter 10 Jahre mehr als das meinige.”” Wie alt
sind die Kinder? .

27. a) Von zwei Briidern ist der eine um die Hiilfte élter als der andere, wiihrend
er vor 6 Jahren gerade doppelt so alt war wie dieser. Welches Alter haben sie?

b) ,,Vor 4 Jahren", sagt ein Vater zu einem Bekannten, ,,war ich um : mehr als
6mal eo alt wie meine Tochter; nach 4 Jahren werde ich um § mehr als 3mal so alt
sein wie sie.* Wie alt ist die Tochter?
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28. a) Ein Herr wurde gefragt, wieviel Personen in einer Abendgesellschaft
gewesen seien. Er antwortete: ,,Es waren 4 Herren mehr als Damen; wenn ich mit
meiner Frau fortgeblieben wiire, so wiiren doppelt soviel Herren als Damen dagewesen.*
Wieviel Personen waren es demnach?

b) In einer Familie waren mehrere Kinder. Auf die Frage, wie groB ihre Zahl
sei, antwortete der ilteste Sohn: ,,Ich habe sovicl Schwestern wie Briider.* Die ilteste
Tochter aber erklirte: ,,Ich habe nur halb so viel Schwestern wie Briider.* Wieviel
Sohne und Tochter waren in der Familie ?

20, Ein Herr wollte von einer Dame das Alter und die geheim gehaltene Teley
nummer erfahren, die Dame aber wollte beides nicht verraten. ,,Nun gut, sagte
der Herr, ,,dann gestatten Sie mir, daB ich es errate.* Die Dame war damit einverstan-
den, und der Herr gab ihr Papier und Bleistift und bat sie um folgende Berechnung:
5 Wollen Sie Ihre Telephc heimlich auf den Zettel schreiben und wit 2
multiplizieren; nun 5 zuzihlen, das Ergebnis mit 50 multiplizicren und 365 und Ihr
Alter zuzihlen. Wollen Sie schlieSlich noch 615 abziehen und mir die Zahl nennen,
die iibrig bleibt.”* ,,Gern", sagte die Dame und nannte 422739. ,,Dann sind Sie
39 Jahre alt*, rief freudestrahlend der Herr, ,,und Ihre Telephonnummer ist 4227,
,,Das stimmt*, sagte verlegen die Dame und wubBte nicht, wic sie sich das Ratsel
crkliren sollte. Kannst du cs losen?

Bilde selbst derartige Ritsel.

Prozentaufgzaben.

30, Ein reicher Mann will sein Geld in Hohe von 80000 ./ teilweise zu 4%, und
teilweise zu 5%, derart anlegen, daB er gerade so viel an Zinsen cinnimmt, wie wenn er
sein gesamtes Kapital zu 43°; ausgelichen hiitte. Wicviel muB er dann zu 4%, und
wievicl zu 6% anlegen?

31. Ein anderer reicher Mann kann sein 50000 £ betragendes Vermigen teil-
weise zu 9% und den Rest zu 12%; anlegen. Wie groB miissen die einzelnen Teile
sein, wenn er cine durchschnittliche Verzinsung zu 10° erzielen will.

32. Es will jemand zwei Hypotheken von zusammen 25000 ./ aufnehmen, die
eine zu 4§9%, die andere zu 5}°;. Welche Hohe miissen die Einzelhypothcken haben,
wenn cr ebensoviel an Zinsen zahlen will, wie wenn er die gesamte Summe mit 5%
verzinsen miifite?

33. Es hat jemand 60000 4 als Hypothek zu vergeben und méchte eine Ver-
zinsung von 129, erzielen. Von den beiden in Frage ke den Hypothek huld-
nern bietet ihm aber der eine nur 8% bei sehr guter Sicherung, wiihrend der andere
15%, hei geringerer Sicherheit bietet. Wieviel hat er jedem der beiden Schuldner zu
geben, wenn er durchschnittlich die urspriinglich verlangte Verzinsung erreichen will ?

34. Ein Rentner hat 20000 £ seincs Vermdgens zu 6°; angelegt. Er will den -
iibrigen Teil seines Vermogy 40000 #. ebensogut verzinsen, indem er dafiir Obliga-
tionen kauft, teilweise 5%ige zum Kurs von 80 und teilweise 4%5ige zum Kurse von 70.
Fiir wieviel muB er 5%ige und fiir wieviel 49ige Obligationen kaufen?

35. Ein anderer Rentner will 50000 .# scines Vermdgens in Oh]igntion;n an-
legen, teilweise in 3%igen zum Kurse von 75 und teilweise in 439,igen zum Kurse von
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70 und will dabei eine durchschnittliche Verzinsung von 639, erzielen. Fiir wicvicl
muB er Obligationen der beiden Sorten kaufen?

36. Ist es maoglich, daB jemand sein 60000 ./ betragendes Kapital mit ciner
durchschnittlichen Verzinsung von 639, in Aktien anlegt, teilweise zum Kurse von
240 bei voraussichtlich 15 Dividende und teilweise zum Kurse von 180 bei voraus-
sichtlich 119, Dividende ?

Geometrische Aufgaben.

37. a) Fiir cin Dreieck hat man berechnet, daB dic Summe zweier Seiten 144,35 m
und die Differenz 23,25 m ist; wie groB ist jede Seite?

b) Die Differenz zweicr Winkel eines Dreiecks ist zu 7°18’, dic Summe zu
104° 24’ herechnet worden; wie groB sind die Winkel des Dreiecks?

¢) Die halbe Summe zweier Dreieckswinkel ist 52° 34’, die halbe Differenz
dieser Winkel 5° 48’; wie groB sind die Winkel des Dreiccks ? :

38. Man soll cinen Faden von 46 em Linge mit den Enden an zwei Punkten
festkniipfen und so spannen, daB di¢ beiden Teile des Fadens sich wie 2 :3 ver-
halten; wie lang miissen dann die Teile des Fadens gemacht werden?

39. In cinem Dreiecke kennt man @ = 6 ems und b + ¢ = Y em. Das Dreieck
zu zcichnen, wenn b : ¢ = 4 ist.

40. Ein Faden von 120 ¢m Linge soll mit den Enden zusammcngekniipit
und 8o in Rechteckform gespannt werden, daB das cine Seitenpaar doppelt so lang
wie das andere wird; wie lang miissen dann die Fadenteile sein ?

41. Ein Kupferdraht von 65 cm Linge soll zu cinem Rechteck umgebogen
werden, bei dem dic gréBere Seite viermal so lang ist wie dic kleinere; wie lang miissen
die Rechteckseiten gemacht werden?

42, Ein Kupferdraht von 81 em Liinge soll zu einem gleichschenkligen Dreiccke
umgebogen werden, bei dem die Grundlinic gleich dem 4. Teile eines Schenkels ist.
Wic muB der Draht gebogen werden?

43. Aus cinem Brette, das 84 cm lang ist, soll aus 3 Stiicken ein Dach fiir cinen
Kaninchenstall hergestellt werden, so daB der Querschnitt des.Daches ein gleich-
schenkliges Dreieck ist und die Grundlinie des Querschnitts das 1} fache eines Schenkels
ist. Wic muB das Brett zersigt werden?

44. In einem Rechtecke verhalten sich die Seiten wie 2 zu 3. Man will nun dic
kleinere Seite um 3 em verlingern und gleichzeitig die groBere Seite um 3 cm ver-
kiirzen, ohne jedoch die FlichengroBe des Rechtecks zu verindern. Wie grol miissen
dann dic Rechteckseiten sein ?

45. In einem rechtwinkligen Dreiecke, dessen Katheten sich \\‘ie":! zu 4 verhalten,
soll die kleinere Kathete um 3 em verlingert und die groBere Kathete um 2 cm ver-
kiirzt werden, ohne daB sich der Flicheninhalt des Dreiecks éndert. Welche Linge
miissen dann die Katheten haben?

46. In einem gleichschenkligen Dreiecke ist die Hhe 16 cm linger als die Grund-
linie. Wie lang miissen Grundlinie und Héhe sein, wenn die Fliche des Dreiecks sich
nicht verindert, wenn man dic Hohe um 12 ¢m verkiirzt und gleichzeitig die Grundlinic
um 8 em verlingert ?
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Mischungsaufgaben.

47. Mischt man 51 einer Spiritussorte mit 101 einer anderen Spiritussorte, so
erhiilt man 75%igen Spiritus; mischt man aber 101 der ersten Sorte mit 5 1 der zweiten
Sorte, so erhilt man nur 70%igen Spiritus. Wicviel prozentig waren die gemischten
Spiritussorten ?

48. Mischt man 41 ciner ersten Weingeistsorte mit 51 einer zweiten, so erhilt
man gerade so hochprozentigen Weingeist, wic wenn man 21 der ersten Sorte mit 7} 1
der zweiten Sorte mischt. GicBt man andererseits 101 der ersten Sorte mit 41 der
zweiten zusammen, so ergibt sich cbenso hochprozentiger Weingeist, wie wenn man
21 der ersten Sorte mit 13 | der zweiten Sorte zusammengieBt?). Wieviel prozentig
sind dioc gemischten Weingeistsorten ?

49. Um zu bestimmen, wie hochprozentig zwei Schwefclsiuresorten sind, gieBt
man zu der crsten Wasser und findet, daB man zu 150 cem Schwefelsiure 50 cem
reines Wasser gieBen muB, um Schwefelsiure vom spezifischen Gewicht der zweiten
Sorte zu bekommen. Andererseits findet man, daB man zu 200 cem der zweiten Sorte
gerade 200 ccm konzentrierte Schwefelsiiure zugicBen muf, um solche vom spezifischen
Gewichte der ersten zu erhalten. Wieviel prozentig sind dic beiden Schwefelsiiure-
sorten ?

50. Man hat wiederum zwei verschiedene Sorten verdiinnter Schwefelsiure,
deren Prozentigkeit bestimmt werden soll, und man findet, daB man wiederum zu
150 cem der ersten Sorte 50 cem Wasser gieBen muB, um Schwefelsiure vom spezi-
fischen Gewichte der zweiten Sorte zu bekommen. Hingegen ergibt sich, daB man zu
300 cem der zweiten Sorte 50 ccm konzentrierte Schwefelsiiure gieBen muB, um solche
vom spezifischen Gewicht der ersten Sorte zu bekommen. Wieviel prozentig sind die
beiden Siuren?

51, Aus 40g und 60 g von zwei Sorten Silber crhilt man cine 820teilige Le-
gierung?); werden beide Sorten in umgekehrten Gewicht emischt, so ent-

&
stcht eine 830teilige Legierung. Welchen Feingehalt hat jede der beiden Sorten?

52. Wird zu 40 g Gold von bestimmtem Gehalt eine gewisse Menge reines Edel-
metall gebracht, so wird die Legierung 720teilig. Bringt man zu 50 g jener gleichen
Legicrung doppelt soviel reines Metall wie vorher, so wird die neue Legi 'rung 750 teilig.
Von welchem Gehalt ist die wrspriingliche Legierung, und wieviel g Feingold wurden
hinzugefiigt ?

53. Aus drei Sorten Silber von 640, 560 und 360 Feingehalt sollen durch Zu-
sammenschmelzen 8 kg Silber vom Feingehalte 470 hergestellt werden. Wieviel mufl
von jeder Sorte genommen werden, wenn von der geringsten 3 kg mehr als von der
besten verwandt werden sollen ?

54. Im Wasser verlieren 36 g Zink 5 g an Gewicht und 34 g Blei 3 g. Wieviel £
Zink und Blei sind in einer aus diesen Metallen hergestellten Legicrung von 312 g
Gewicht, die im Wasser 33 g verliert ?

1) Gleichen Prozentgehalt kann man mit Hilfe des Aridometers bestimmen.
2) d. h. auf 1000 Teile der Legierung kommen 820 Teile Silber.
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Gemischte Aufgaben.

53. Bei einer Wanderfahrt hat Bernhard 2 Schinkenbrote und eine Portion Eis
gegessen, Karl aber 1 Schinkenbrot und 2 Portionen Eis. Bernhard hat 1,20 .#, Karl
1,05 4 bezahlen miissen; wieviel hat ein Schinkenbrot und wieviel die Portion Eis
gekostet ?

56. Bei einem anderen Ausflug hat Else 2 Glas Milch und 2 Stiicke Kuchen,
Hanna 1 Glas Milch und 3 Stiicke Kuchen verzehrt. Else hat 0,70 .4, Hanna 0,75 &
hezahlen miissen; wieviel hat das Glas Milch und wieviel das Stiick Kuchen gekostet ?

57. Heinz bat in einem Laden 15 Stahlfedern und 2 Bleistifte, Hermann 10 Stahl-
federn und 3 Bleistifte gekauft; Heinz hat 0,69 .4, Hermann 0,66'# bezahlt. Was hat
cine Stahlfeder und ein Bleistift gekostet?

58. Ein Gastl lmb beim Bezuge von 18 Pfund Ochsenfleisch und 7 Pfund
Schweinefleisch eine N rechnung von 29,60 /4 und beim Bezuge von 15 Pfund
Ochsenfleisch und 9 Pf\md Schweinefleisch eine Rechnung von 29,10 4 erhalten.
VWieviel kostet das Pfund jeder Fleischsorte ?

59. Ein Handwerksmeister arbeitet mit 5 Gesellen und 3 Handlangern und hat
an diese insgesamt 236 .4 Wochenlohn zu zahlen. Ein anderer Meister beschiftigt
7 Gesellen und 4 Handlanger und zahlt bei gleichen Lohnsiitzen wéchentlich insgesamt
325 4. Wieviel verdienen ein Geselle und ein Handlanger wdchentlich ?

60. Ein Obsthiindler kauft fiir 21,25 £ Obst ein, A'pfel und Birnen, das Pfund
Apfel fir 0,20 4, das Pfund Birnen fiir 0,26 .#. Hitte er dreimal soviel Birnen, aber
nur halb soviel Apfel eingekauft, so wiirde er 17,60 .4 mehr bezahlt haben. Wieviel
Pfund Xpfel und Birnen hat er gekauft?

61. Es hat jemand zwei Beutel mit Geld. Nimmt er aus dem ersten 24 4 heraus,
s0 enthilt der zweite noch einmal soviel wie jetzt noch in dem ersten enthalten ist.
Hitte man dagegen 72 ./ aus dem zweiten herausgenommen, so wiire darin noch ein
Betrag verblieben, der 1} mal so groB ist wie die Summe, welche in dem ersten Beutel
war. Wieviel enthielt jeder Beutel ?

62. Ein Beutel enthilt schwarze und weiBe Kugeln, und zwar ist die Hilfte der
Anzahl der weiBen gleich einem Drittel der Anzahl der schwarzen Kugeln. Die doppelte
Anzahl aller Kugeln ibertrifft dic 3fache Zahl der schwarzen um 4. Wieviel Kugeln
waren in dem Beutel ? '

Bewegungsaufgaben folgen S. 411f.

B. Gleichungen ersten Grades mit mehr als zwei
. Unbekannten.
1. Gleichungen mit drei Unhekannten.
:Untemuche, ob es moglich ist, aus den 2 Gleichungen mit 3 Unbekannten:
(1)...224+3y+ 2=35
2 ...32—2y+2z2=17
durch Anwendung eines der Eliminationsverfahren des Abschnitts A eine Gleick
mit nur einer Unbekannten zu erhalten.
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Ergebnis: Zur Bestimmung von 3 Unbekannten miissen mehr als
2 Gleichungen gegeben sein.
Wir fiigen nun noch cine dritte Gleichung

3)...6z+3y—42=20

hinzu. Wie kannst du durch Elimination einer der 3 Unbekannten aus den 3 Glei-
hungen mit 3 Unbekannten 2 Gleichungen mit 2 Unbel herstellen ?

Léee die Gleichungen (1) und (2) nach z .nuf und setze dic rechten Seiten der
erhaltenen Gleichungen gleich:

— 2
%5273y " Srt2y

oder nach Umformung
z+ 8y=03.
Lésc nun auch die dritte gegebene Gleichung
3 ...6x4+3y—42=20

nach z auf und verhinde sie mit cinem der obigen Werte von z, etwa dem ersten; cs
ergibt sich dann die zweite Gleichung zwischen = und y:

14z + 15y = 160.

Die Auflésung der beiden Gleichungen

x4+ 8y=1>53
14z + 15 y = 160
liefert uns dic Werte y=0
z=5
und schlieBlich z=17 (Probe).

Wende auf densclben Gleichungen das Einsetzungsverfahren an. Bestimme
aus ciner der drei Gleichungen den Wert einer Unbekannten (ctwa von z) und setze
ihn in die zwei anderen Gleichungen ein; man erhilt dann zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten.

Wende auch die Additions- und Subtraktionsmethode zur Losung der
folgenden Aufgabe an:

(1) ... 12 =y

@ ... By—2a=12- 2T EF1
5 (s

@) ... z+y='(i§+vz)

Forme zuerst dic Gleichungen derart um, dafB schlieBlich die Unbckannten auf
der cinen Seite jeder Gleichung stchen (,Normalform®). Die Gleichungen lauten
dann:

... 2z—3y—3z=—36
2 ...—z4+2y = 7]-2
3 ... x+3y—2z= 0
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Aus der Addition der 2. und 3. Gleichung ergibt sich
by—2z=1.
Multipliziere die zweite Gleichung mit 2, so folgt aus der Addition der 1. und
2. Gleichung:
y—38z=—22,

Berechne nun durch Anwendung der Additions- bzw. Subtraktionsmethode y

und z; es ergibt sich:

y="5 und z2=19.
Setze die Werte fiir y und z in eine der urspriinglich gegeb: Gleichungen ein,
du erhiiltst:
' ‘®=138 (Probe).
Ubungsbeispiele,
l.a)z+y=18 h) z 4+ y=50
z+z=106 x+z2=28
y+z=14 Y+ z=42.

2 a)z+2y=23 b)3z+y=14
2z42=23 4z —2=25
y+3z=22 2—2y =—3.

3.a)2z4+3y=—2 b)3z—2y=—5
3z—4z=2 6z—2z=—8
dy—bz=—13 7y—ﬁz=

4.8) z+2y=26 b),—_f—%;o
$z—3z=1 r—Z=
$y=3z By—$z=3.

5.a) z+y=2806 b) x—y= 10
2z—3z=18 z—z=17
dy+z-=218 ¥+ z=101.

6. a)z+y+z=22 b) z+ y—z=16
z—y+2=12 z—y+z=20
z+y—z=14 z—y—z=4.

7. a)dz+3y—6z=4
3z—y+2z2=8
z—2y+2z=2

8.a)5z+7y—22=13
8z+4+3y+2=17
z—4y+10z=23

9.a)z—y+z=49 ’
z—2y+ 3z=106
3z+4y—2z=120

byz+y+z=41
224+3y+2z=11
3z—4y+2z=38.

b)z+y—z=26
2z—3y+4z=00
4x+4+3y—22z=128.

by+z—z=39
5z—4y+3z2=108
6z+4+3y—4z=43.



B. Gleichungen ersten Grades mit mehr als zwei Unbekannten.

10. a) 32 +4y=26

}z+}lz=16
fy+4z2=087

11. a)_—f+%+%=22
T Y.z
gtstg=¥
.;+%+'_:=32

b) 23z + 3} y = 306
ohz+702="128
8 y—4z=172.

II. Gleichungen mit vier Unbekannten.

12, 0) 24+ y=11
z+u=9
z4+u=1
z—y+z—u=2

13.2) 22 +3y=—9
by+2z=—11
d4z—u=37
du—z—z—y=—141

a)e+y+z+u=14
22+ 3y—dz4Hu=20
3x—2y—bz+42u=
dx+4y—2z—bu=25

b z4+dy=+4
y+3==38
z+Fu=12

Qu—(x+y+2) =4
b)2x—38y+22z=13
2y4+2=17
dy+3u=32
2y —z = 15.
by zx+y+2z=1>5
y+z+u=18
s+u+2=17
w4+ 2t y=16.
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II1. Anwendung der Gleichungen ersten Grades mit mehr als zwei
Unbekannten.

1. Die Summe der ersten beiden von drei Zahlen ist gleich 10, die Summe der
ersten und dritten Zahl gleich 19, die Summe der zweiten und dritten Zahl gleich 23.

‘Wie heiBen die Zahlen?

2. Bestimme drei Zablen aus folgenden Angaben: die Summe der drei Zahlen
ist 21, die Summe der ersten zwei ist um 3 groBer als die dritte Zahl, dic Summe der
ersten und dritten um 7 grofer als die zweite.

3. Wic heiBt dic Lisung dieser Aufgabe, wenn statt der Zahlen 21, 3 und 7 die
allgemeinen Zahlen @, b und ¢ gesetzt werden?

4. Die Summe der crsten und zweiten von drei Zahlen ist um 4 (a) groBer als die

dritte Zahl, die Summe der ersten und dritten Zahl um 8 (b) gréBer als die zweite,
die Summe der zweiten und dritten Zahl um 12 (c) gréBer als die erste Zahl. Wie heiBen
die drei Zahlen?

5. Die Summe dreier Zahlen betriigt 100. Wird die zweite durch die erste divi-
diert, so erhiilt man als Quotienten 2 und den Rest 10. Dividiert man die zweite durch
die dritte Zall, so erhilt man als Quotienten 1 und den Rest 20. Welche Zahlen sind es ?

6. Die Summe von drei Zahlen ist 90. Das Doppelte der ersten Zahl, vermehrt
um 40, ist gleich dem Dreifachen der zweiten Zahl, vermehrt um 20, und auch gleich
dem Vierfachen der dritten Zahl, vermehrt um 10. Wie heiBen die Zahlen?
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7. Bestimme 3 Zahlen aus folgenden Beziehungen: Die Summe aus dem
. Teil der ersten Zahl und dem 3. Teil der zweiten Zahl ist um 1} kleiner als die Halfte
der dritten Zahl. Die Summe aus dem 5. Teil der ersten Zahl, dem 6. Teil der zweiten
und dem 7. Teil der dritten Zahl betriigt 9. Die zweite Zahl ist das arithmetische Mittel
aus der ersten und dritten Zahl (d. h. sic ist gleich der halben Summe).

8. Eine dreizifferige Zahl soll aus folgenden Angaben bestimmt werden: Dividiert
man die gesuchte Zahl durch ihre Ziffer so ist der Quotient 41. Dividiert man
die Summe der ersten und dritten Ziffer durch die mittlere, so findet man den gleichen
Quotienten, wie wenn man das Doppelte der ersten Ziffer um 1 vermchrt und durch
die mittlere Ziffer dividiert. Kehrt man die Ordnung der Ziffern um und subtrahiert
von der so erhaltenen Zahl die gesuchte, so findet man als Rest die neunfache Summe
der letzten Ziffern der gesuchten Zahl.

9. Es gibt eine dreizifferige Zahl von folgender Beschaffenheit: Wird sie durch
ihre um 9 vermehrte Ziffernsumme dividiert, so entsteht der Quotient 19. Die mittlere
Ziffer ist das arithmetische Mittel aus den beiden anderen; wird 198 zu der gesuchten
Zahl addiert, so entsteht eine Zahl mit den gleichen, jedoch in umgekehrter Ordnung
folgenden Ziffern. Wie heiBt dic Zahl?

10. Drei Kinder vergleichen das Geld, das sie gesammelt haben. Es zeigt sich,
daB das erste Kind, wenn es vom zweiten 23 .# crhilt, noch einmal soviel hat, wie das
zweite Kind iibrig behiilt. Gibt das dritte an das zweite 23 .# ab, so hat dieses dreimal
soviel, wie das dritte Kind behiilt. Gibt aber das erste an das dritte 23 .4 ab, so hat
dicses viermal soviel, wie das erste Kind iibrig behilt. Wieviel £ hat jedes der drei
Kinder gesammelt ?

11. Ein Geldwechsler hat drei Kasten mit Markstiicken. Nimmt er aus dem
crsten Kasten 10 Stiicke und legt sie in den zweiten, so sind jetzt in diesem doppelt
soviel Stiicke wie in dem ersten. Bringt er aber aus dem crsten Kasten 10 Stiicke in
den dritten, so befinden sich in diesem 2} mal soviel Stiicke wic in dem ersten. Legt er
dagegen aus dem dritten 10 Stiicke in den zweiten Kasten, so sind in beiden gleichviel
Stiicke. Wieviel Markstiicke sind in jedem der drei Kasten?

12. Ein Vater ist jetzt 3mal so alt wie seine Tochter und wird nach 8 Jahren
4mal so alt sein wio sein Sohn. Vor 4 Jahren aber war er so alt wie sein Sohn
und seine Tochter damals zusammen waren. Berechne das jetzige Alter des Vaters
und seiner beiden Kinder.

13. Ein Vater hat zwei Tochter, von welchen die cine zwei Jahre ilter ist als die
andere. Vor 6 Jahren war der Vater 9mal so alt wie seine jiingere Tochter, wiihrend
er in 3 Jahren 3mal so alt sein wird wie scine dltere Tochter. Wie alt ist der Vater und
jede seiner To6chter ?

14. Ein Mann ist jetzt ebenso alt wie seine Frau und seine Tochter zusammen.
Vor 6 Jahren war er 11mal so alt wie seinc Tochter, und vor 10 Jahren war er um §
ilter als seine Frau. Wie alt ist jetzt jedc der drei Personen?

15. a) In einem Dreieck ist die Differenz der Winkel a und f 30°, die Differenz
der Winkel f und y 60°. Wie gro8 sind die drei Winkel ?

b) Die Summe der Winkel a und f eines Dreiecks ist 110° 30’, die Summe der
Winkel # und y 127° 35’. Wie groB sind die drei Winkel ?
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C. Graphische Losung von Gleichungen ersten Grades.

I. Die lineare Funktion.
Bei der Auflésung von Gleichungen mit zwei Unbekannten hatten
wir gefunden, dal eine Gleichung mit 2 Unbekannten, z. B.
15—2y =95
nicht ausreicht, um die Unbekannten z und y zu bestimmen, da8 viel-
mehr unziihlig viele Wertepaare von = und y diese Gleichung befriedigen.
Wir wollen diese Feststellung jetzt graphisch behandeln. Lése die vor-
stehende Gleichung nach y auf, so erhiltst du y als Funktion von 2:
y=2z—3.
Stelle auf Grund dieser Gleichung einc Wertetafel der zusammen-
gehorigen Werte von 2 und y zusammen:

e=| —3] —2 —1l 0o 41 42| 43| +4

y= | —8 =6} —41 —24 —} 1} |+3} [ +5

[

Trage die Werte dieser Tafel als Abszissen und Ordinaten in ein
rechtwinkliges Koordinatensystem ein, so erhiiltst du eine Reihe von
Punkten, die augenscheinlich auf einer Geraden liegen, dieinder Fig. 1(S. 32)
dargestellt ist.

Um diesen Augenschein geometrisch zu hegriinden, bilde die
Differenz der in der Tafel benachbarten y-Werte; diese ist jedesmal 2.
Errichte nun (Fig. 1, 8. 32) in den Punkten, die den Abszissen 2, 3, 4 usw. ent-
sprechen, die Ordinaten und ziehe durch die Endpunkte dieser Ordinaten
die Parallelen zur Abszissenachse, so entstehen lauter kongruente Dreiecke:
A ABC = A CDE usw. (Beweis.) Alsoist ¥ 4 =< C usw., d. h. CE
ist die geradlinige Verlingerung von AC usw.

Aber nicht bloB bei ganzzahligen, sondern auch bei beliebigen
Anderungen der Abszissenwerte liegen die Endpunkte der zugehérigen
Ordinaten stets auf einer Geraden: Nimm irgendeinen Abszissenwert,
z.B. z; =3, zu dem der Ordinatenwert y, = 3} gehort. Vermehre z;
um ein heliebiges Stiick ¢, so ergibt sich der zugehérige Funktionswert y,
aus der Gleichung:

+2a—%——~(2q—:—‘3)+ 2a =y, + 2a.

1| o

Yp=2(ry+a)—5 =21

[
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Verbinde nun den Kurvenpunkt B (Fig. 2) mit den beiden anderen
Kurvenpunkten ¢ und D und ziehe durch B und D die Parallelen zur
Abszissenachse und durch B und C die Parallelen zur Ordinatenachse.

Fig. 2.

Zeige dann, daB die entstandenen Dreiecke BCE und BDF kongruent
sind. Somit ist < D = < B, d.h. BC ist die geradlinige Verlinge-
rung von DB. Da nun C und D beliebige Kurvenpunkte waren, so
ist bewiesen, daB alle Punkte der Kurve y =2z —2 anf ciner Geraden
liegen.
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Fiihre den Beweis entsprechend fiir die Funktionen:
a) y =%:r.+ 4. L)yy= —%-{- 5,
Es gilt also der Satz:

o) y=—7%—3

Das Bild einer Funktion ersten Grades ist cinc gerade Linic; man
nennt deshalb cine solche Funktion auch ,lineare’!) Funktion.

Dieser Satz ist deshalb so wichtig, weil er die graphische Dar-
stellung der Funktion ersten Grades auBerordentlich verein-
facht: durch wieviel Punkte ist die Lage einer Geraden vollkommen be-
stimmt ? Fiir wieviel Abszissenwerte hat man also die zugehorigen Ordi-
natenwerte zu berechnen ?

Uhungsbeispiele,
Stelle die folgenden Funktionen graphisch dar. Als Liingeueinht:it wiihle dabei
im allgemeinen 1 cm; zum Vergleich nimm gelegentlich fiir dieselbe Funktion auch
4 em oder 2em. Aus Griinden der Genauigkeit der Zeichnung wihle die
beiden Abszissenwerte moglichst so, daB sich fiir die Ordinaten ganz-
zahlige Werte oder doch wenigstens eine ganze Zahl von Zehnteln der
Einheit ergeben. Unter allen Umstiinden aber richte es stets so ein, dag die beiden

Punkte, welche die Gerade besti dglichst weit inander liegen (warum?).
1. y=2405. 8. y=04z+ 25.
2, y=3z—3. 9 y=—05z+27.
3. y=—z+ 4. 10, y=4.
4+ y=0pz. 11 z== 2.

5. y=—3=z. 12, z=0.
G.y=g.r+‘ 13. y=0.
7. y——§z——
2 5 3 2
l4.a)y=-§z+—(—;- (l)y_—_) —3
1 2 5
) y=—x+? d) y= —Fri—5
15 _ 1 . b gL 6
5.a)y=—52z+90 ) y=5=—6.
16, n)y=—4—z—8 b)y=—2x+3
: 7 6
5 3
) y=—v7= 4 d) y=—§z—l(‘.
1) lat.: linea recta = gerade Linie.
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Bestimme bei den folgenden Beispiel ichst y als Funktion von z.

17.8) 2y —%z=3 b)dy—3z+1=0
¢)3z+4+5y=24 d) 5z+3y=24.

18. a) 3z—2y=6 b) 22—3y=6.

19.a) 5z—4y—3=0 b)3z+2y—6=0
¢)7z+8y+9=0 d) 20z—9y=12.

20.a) y—46x+23=0 b) 63z—2y—15=0
c) 482 +3y=25 d) 992—4y=12.

Zeichne bei den folgenden Aufgaben die Geraden, die zu derselben Nummer
gehoren, jedesmal in demselben Koordinatensystem und vergleiche
ihre Lage:

2l.a) y=2x-1+3 b)y=2z+1
c)y=2x—1 d) y=2x—3.
22, a) y=2z—35 b) y=xz—3
¢)y==z d) y=2z+3.
23.a) y=—x+ 4 b)) y=—=
) y=—a+2 d) y=—2z+ 4.
24, a) y=z—3 b) y==2z—3
c)y=4xr—3 d) y=6z—3
25, a) y=—x+2 b)) y=—2z2+2
) y=—42+2 d) y=—62z+2

Welche Bezichung muBl zwischen den Koeffizienten von x bestehen, wenn dic
Geraden parallel sind, und welche Bezichung zwischen den absoluten (den von 2
und y freien) Gliedern, wenn die Geraden die Ordinatcnachse in demselben Punkte
schneiden ?

II. Graphische Losung von Gleichungen ersten Grades.
a) Gleichungen ersten Grades mit 1 Unbekannten.

Setzt man in der Gleichung 42— 8 =0 fiir z beliebige Werte
ein, so ergibt sich im allgemeinen nicht 0, sondern jedesmal eine andere
Zahl. Bezeichne diese von dem z-Werte abhénpgige Zahl mit y und
stelle die Funktion

y=4z—8

graphisch dar. Was fiir eine Linie ergibt sich? Welche Ordinate hat
der Schnittpunkt der Geraden mit der Abszisscnachse? Bestimme auch
die Abszisse dieses Schnittpunktes und setze ihren Wert in die gegebene
Gleichung ein; die Abszisse des Schnittpunktes befriedigt die Gleichung.
Da wir so die Losung der Gleichung 4 £ — 8 =0 durch Ablesen an der
araphisch-n Darstellung gefunden haben, so sagen wir, die Gleichung sei
graphisch gelost.
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Ergebnis: Soll eine Gleichung ersten Grades mit einer
Unbekannten graphisch gelést werden, so bringt man sie zu-
niichst in die Form mz 4 ¢ =0, setzt y an Stelle von 0 ein,
zeichnet die Gerade y =mz+ ¢ und bestimmt die Abszisse
des Schnittpunktes dieser Geraden mit der z-Achse.

Lése die Gleichungen

n)%z—S =0, b) %z+3=0. c) % Ji+%=0
graphisch.

Bilde auch aus den Ubungsbeispielen S. 34 und 35 Gleichungen ersten
Grades mit einer Unbekannten und vergleiche die durch rechnerische und
graphische Losung erhaltenen Werte.

b) Bewegungsaufgahen.

1. Legt ein FuBginger (ein Radfahrer, ein Eisenbahnzug) in jeder
Stunde dieselbe Anzahl Kilometer zuriick, so nennt man die Bewegung
gleichférmig. D.rin der Zeiteinheit (z. B. in 1 Stunde oder 1 Sekunde)
zuriickgelegte Weg ist die Geschwindigkeit, die man mit dem Buch-
staben ¢ (celeritas = Geschwindigkeit) bezeichnet; der zuriickgelegte Weg
wird mit s (spatium = Raum) und die Anzahl der Zeiteinbeiten mit ¢
(tempus = Zeit) bezeichnet.

Zwischen dem Weg (s), der Geschwindigkeit (c) und der Zeit (¢) gilt
die Beziehung: s=c.t.

Der zuriickgelegte Weg ist also von der Zeit abhidngig oder mit
anderen Worten: Der Weg ist cine Funktion der Zeit.

Beispiel: Ein Radfahrer legt stiindlich 20 km zuriick. Es ist die
Bewegung graphisch darzustellen.

Lésung: Es ist der Weg s =20 - ¢, wenn ¢ die Zeit in Stunden angibt.

Trage (Fig. 3) die Zeiteinheiten als Abszissen (1 St = 1cm), die zu-
gehorigen Wegstrecken als Ordinaten ein (20 km =: 1cm), so erhiltst du
durch Verbindung der Endpunkte M, N, P... der Wegstrecken ebenso
eine gerade Linie O P wie bei der graphischen Darstellung der Funktion
y =mz. Wir nennen OP die Zeit-Weggerade?).

Wie #ndert sich der Winkel, den die Zeit-Weggerade mit der Ab-
szissenachse bildet, wenn die Geschwindigkeit a) gro8er, b) kleiner als
die in dem Beispiel angenommene ist ?

1) Es sei nachdriicklich darauf hingewiesen, daB die Zcit-Weggerade keineswegs
der Weg ist, auf dem die Bewegung erfolgt und gemessen wird; die Wegliinge ist
durch die Linge der Ordinaten dargestellt.
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2. Zwei Freunde, die in den Orten 4 und B wohnen, verabreden
eine Zusammenkunft und brechen gleichzeitig um 12 Uhr auf. Der erste
wiirde zum ganzen Weg 6 Stunden brauchen, der zweite 8 Stunden. Um
wieviel Uhbr treffen sie zusammen, und welchen Teil des ganzen Weges
hat dann jeder zuriickgelegt ?

Lésung: Es sei durch 4 B auf der Wegachse die Entfernung der
beiden Wohnorte dargestellt (Fig. 4, 8. 38). Die Zeit-Weggerade des ersten
FuBgingers ist dann die Verbindungslinie von 4 mit dem Punkte M, der

Fig. 3.

senkrecht iiber dem Punkte 6 im Abstand 4 B liegt. Die Zeit-Weggerade
des zweiten Wanderers ist durch die Verbindungslinie von B mit dem
Punkte 8 der Zeitachse dargestellt. Der Schnittpunkt C beider Zeit-Weg-
geraden entspricht dem Treffpunkt; seine Abszisse gibit uns die Zeit des
Zusammentreffens an, nimlich 3% Stunden nach dem Aufbruch, also etwa
um 3 Ubr 26 Min. Die Ordinate CDist § von 4 B, d. h. der erste Wanderer
hat § des Weges zuriickgelegt, wihrend der zweite den Rest, also} der
Entfernung 4 B zuriickgelegt hat.

3. Ein FuBginger bricht um 8 Ulr von einem Orte auf; um 10 Uhr
wird ihm ein Reiter nachgesandt. Der Fuflginger legt in 1 Stunde 5 km
zuriick, der Reiter dagegen 13 km. Wann und wo holt der Reiter den
FuBginger ein? Gib die Losung mit Hilfe der Fig. 5 (8. 38).

Anleitung: Die Senkrechte im Punkt 9 der Zeitachse entspricht
der Wegstrecke, welche der Fullginger in einer Stunde zuriickgelegt hat,
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die Senkrechte in 11 dagegen der stiindlichen Wegstrecke des Reiters
(1 km = 3 mm).

" 4. Eine wichtige Anwendung der graphischen Darstellung von Be-
wegungen macht man bei den graphischen Fahrplinen, fiir die Fig. 6 ein
vereinfachtes Beispiel gibt. Lerne den Plan lesen, indem du fiir die ein-
zelnen Ziige angibst, wann sie die verschiedenen Stationen erreichen und
an welchen Orten sie sich zu bestimmten Zeiten befinden. Beantworte an

| CHRE R RN T B0 in

A i

Fig. 7.

Hand des Planes folgende Fragen: a) In welcher Weise wechselt die Ge-
schwindigkeit von D 45% b) Fihrt D 44 oder E 64 schneller? c) Ver-
gleiche die Geschwindigkeit des Personenzuges 824 (S) mit der des Giiter-
zuges D 7768. d) Fahren der Personenzug 805 und der Eilgiiterzug 6116
mit derselben Geschwindigkeit? e) Ist an einer bestimmten Stelle der
Strecke eine auffallende Verringerung oder Vergréfierung der Geschwindig-
keit festzustellen ? f) Was fiir Ziigen begegnet E 64 und an welchen Stellen ?
g) Gib die Aufenthaltszeiten der Ziige auf der Station Hanau an. h) Des-
gleichen auf der Station Flieden. i) Zu welchen Zeiten konnen noch be-
quem Ziige eingelegt werden? k) Gib die Zeiten und die Orte an, wo ein
Zug einen anderen iiberholt.
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5. Auch bei der Lésung von , Réhrenaufgaben®, die schlieBlich
auch Bewegungsaufgaben sind, kann die graphische Darstellung praktische
Verwendung finden, wie an einem Beispiel gezeigt werden soll; vergl.
Fig. 7 (8. 40). ’

Ein Wasserbehilter kann durch eine erste Réhre in 45 Minuten, durch
eine zweite in 30 Minuten gefiillt werden. Welche Zeit brauchen beide
Rohren, um bei gleichzeitiger Offnung den Behilter zu fiillen ?

(Die GréBe des Behiilters sei durch den Abstand der Parallelen 4 B
von der Zeitachse dargestellt; 10 Min. = 1 cm). Die Leistungsgeraden
der beiden Réhren sind durch die Geraden 04 und O B dargestellt (4 senk-
recht iber dem Punkte 45, B senkrecht iiber dem Punkte 30). Die Einzel-
leistungen beider Rohren nach 30 Minuten sind durch die Ordinaten der
Punkte C und B dargestellt, die Gesamtleistung also durch die Summe
beider Strecken oder durch die Ordinate des Punktes D. Die Leistungs-
gerade beider R6hren ist demnach durch OD dargestellt; diese schneidet
die Parallele 4 B in einem Punkte (E), der senkrecht iiber dem Punkte 18
der Zeitachse liegt. Der Behilter wird also durch beide Réhren gemeinsam
in 18 Minuten gefiillt.

Ubungsbeispiele. O

Die Losung von Bewegungsaufgaben liBt sich graphisch zumeist einfacher
durchfithren als rechnerisch. Lése deshalb, um dir selbst ein Urteil iiber die Lei-
stungsfihigkeit des graphischen Verfahrens zu bilden, die folgenden Aufgaben zeich-
nerisch und rechnerisch.

1. Ein FuBgénger legt stiindlich 5 km zuriick, ein Reiter 12 km und cin Auto-
mobil 46 km. Zeichne die drci Zeit-Weggeraden.

2. Zwei Boten gehen sich von zwei Orten, welche 36 km voneinander entfernt
sind, entgegen; sie brechen zu gleicher Zeit auf. Der erste legt in der Stunde 5 km,
der zweite 4% km zuriick. a) Nach wieviel Stunden treffen sie sich? b) Wann sind sic
noch 16 km vonecinander entfcrnt ?

3. Es gehet zu Dinckelspiihel ein Bott auB und tiglich 7 meil / denselben tag
gehet auch ein Bott auB zu Eger auf Dinckelspiihel zu / und alle tag 8 meil / freget
einer / wann vorgenannt zwo Stiitt von einander liegen 27 Meil / in wie viel tagen
sie zusammen triffen / facit in einem tag (und) : Summir beider zusammen / damit
dividir 27 Meil. (Aus Adam R1eses Rechenbilchleln, 1625.)

4. Ein FuBginger gcht umn 6 Uhr morgens von Frankfurt weg, um nach Darm-
stadt zu gehen, und trifft dort um 12 Uhr ein. Ein Reiter bricht um 84 Uhr von Darm-
stadt auf und kommt um 10® 542 jn Frankfurt an. Wann und wo werden sich FuB-
ginger und Reiter begegnen, wenn die gesamte Entfernung 30 km betrigt?

6. Zwei Radfahrer fahren sich aus zwei Orten entgegen, welche 140 km von-
einander liegen. Der erste legt stiindlich 16 km, der andcre 14 km zuriick; letzterer
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bricht zwei Stunden friiher auf als der erste. a) Wann werden sie sich treffen? b) Wann
werden sie noch 37 km voneinander entfernt sein ?

6. Zwei Schulfreundinnen, die in den Ferien 40 km voneinander entfernt sind,
wollen gleichzeitig um 6 Uhr morgens aufbrechen, um sich zwischen ihren Wohnorten
zu treffen. Um wieviel Uhr und wo werden sie sich treffen, wenn

dio erste ... a) 8 Stunden, die zweite 10 Stunden,
w sy ee- D)3 » (mit Rad), die zweite 9 Stunden

fiir dic ganze Strecke braucht?

7. Um a) 8%, b) 183 geht in Berlin cin Schnellzug nach Leipzig, das 164 km von
Berlin entf ist, ab und L um a) 11%, b) 214 in Leipzig an. Von Leipzig fiihrt
um a) 918, b) 182 ein Schnellzug dieselbe Strecke nach Berlin, wo er um a) 1222, b) 21%
ankommt. Wo und wann treffen sich beide Ziige?

8. Von Frankfurt a. M. geht um a) 623, b) 11!% ein Personenzug nach dem 68 km
entfernten Salmiinster ab und kommt dort um a) 84, b) 134 an. Um a) 5%, b) 10%
fiihrt umgekehrt ein P g von Sal ter ab und kommt a) 755, bh) 1210 jn
Frankfurt an. Wann und in welcher Entfernung von Frankfurt begegnen sich dic
beiden Ziige (wenn man dic Bewegung der Ziige als gleichmiiBig annimmt)? Wann
sind die Ziige ¢) 10, d) 20, e) 30 ki voneinander entfernt ?

9. Zwei Korper, welche d Meter voneinander entfernt sind, bewegen sich auf-
cinander zu; der eine hat eine Geschwindigkeit von ¢,, der andere von ¢, Meter in der
Sekunde. Wann treffen sie zusammen ?

10. Einem Boten, welcher tiiglich a) 5, b) 4 Meilen zuriicklegt, wird a) 4, b) G Tage
spiiter auf dem gleichen Wege cin zweiter Bote nachgesandt, der tiglich a) 7, b) 6 Meilen
zuriicklegt. Nach wieviel Tagen wird der zweite Bote den ersten eingeholt haben ?

11. Aus cinem Orte reitet morgens um 6 Uhr cin Kurier ab, welcher in der
Stunde 12,5 ki zuriicklegt. Um 8 Uhr wird ihm cin zweiter Kurier nachgesandt, der
in der Stunde 15km zuriicklegt. Wann wird dieser den ersten einholen ?

12. Ein Automobil und cin Eisenbahnzug fahren gleichzeitig von einem Orte A
nach dem 120 km entfernten Orte B; das Automobil mit einer Geschwindigkeit von
45 km, der Zug mit einer Geschwindigkeit von 65 km in der Stunde. Zeichne die Zeit-
Weggeraden und gib nach der Zeichnung die Zeiten an, welche Automobil und Zug
zur Zuriicklegung des Weges brauchen.

13. Ein Windhund verfolgt cinen Hasen, der 40 m Vorsprung hat und in je 3 Sek.
16 Spriinge von je 0,9 m Linge macht. Der Windhund macht in 2 Sek. 7 Spriinge
von je 1,6 m Linge. Wieviel Sekunden und wie lange wird der Hase gelaufen sein,
wenn ihn der Hund einholt ?

14. Zwei Korper bewegen sich mit den Geschwindigkeiten ¢, und ¢, von dem-
selhben Ort nach derselben Richtung hin, und zwar der zweite ¢ Sekunden spiiter als
der erste. Nach wieviel Sekunden wird der zweite den ersten Korper einholen?

15. Von demselben Orte brechen gleichzeitig ein FuBgiinger und cin Radfahrer
auf, ersterer legt in der Stunde 4} km zuriick, wihrend der Radfahrer eine Geschwindig-
keit von 12 km entwickelt. Wie groB ist ihre Entfernung nach 2} Stunden?
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" 16. Ein Giiterzug fithrt mit 8 m (in der Sekunde) Geschwindigkeit glei
mit einem Personenzug ab, der 11 m in der Sekunde zuriicklegt. a) Um wnevwl Seku.nden
spiiter wird der Giiterzug bei einer 9,680 km entfernten Haltestelle eintreffen? b) Um
wieviel m wird der Giiterzug zuriickgeblieben sein, wenn der Personenzug dort ankommt ?

17. Ein FuBginger verliBt einen Ort um 6 Uhr friih und marschiert durch-
schnittlich 4 km in der Stunde. Um 9 Uhr wird ihm ein Auto nachgesandt, das stiindlich
35 km zuriicklegt. Wann und in welcher Entfernung holt das Auto den FuBgiinge? ein ?

18. Um 54 fahrt ein Personenzug von Frankfurt a. M. in der Richtung GieBen-
Kassel ab; um 722 folgt ein Schnellzug in derselben Richtung. Wo und wann iberholt
der Schnellzug den Per g, wenn der P g einc Durchsch geschwindig-
keit von 24 km, der Schnellzug von 44 km in der Stundc hat?

° 19. Ein Rodler, der eine a) 1200 m, b) 2’km lange Rodelbahn in a) 3 Minuten
10 Sekunden, b) 4 Minuten 50 Sekunden durchfihrt, 4Bt einen anderen Rodler, der
die Bahn in a) 4 Minuten 20 Sekunden, b) 6 Minuten 40 Sekunden zuriicklegt, a) £,
b) 3 Minuten frither abfahren. Wann und wo wird der eine Rodler den anderen iiber-
holen, wenn man die Bewegung der Schlitten als gleichma8ig annimmt?

20. Ein Rodelschlitten durchfahrt eine 1200 m lange Rodelbahn in 3 Minuten
40 Sekunden, ein iter Rodelschlitten in 2 Minuten 456 Sekunden. Wann und wo
wird der zweite Schlitten den ersten iberholen, wenn der 2. Schlitten a) 30 Sekunden,
b) 46 Sekunden spiter abfihrt als der erste?

21. Ein Rodelschlitten braucht zum Durchfahren einer 2100 m langen Rodelbahn
4 Minuten 35 Sekunden, ein anderer Schlitten 3 Minuten 50 Sekunden. Nach wieviel
Minuten und an welcher Stelle der Bahn wird der zweite Schlitten den ersten eingeholt
haben, wenn der zweite Schlitten 20 Sekunden nach dem ersten abfihrt?

22. Ein Rodelfahrer, der eine 1600 m lange Bahn in 4 Minuten 20 Sekunden
durchfihrt, gibt einem anderen, der 56 Minuten 10 Sekunden braucht, 200 m vor.
Wird der eine Rodler den anderen iiberholen? Wenn dies der Fall ist, nach welcher
Zeit nach Abfahrt des ersten und wo wird das Uberholen erfolgen ?

23. Eine Rodlerin gibt einer anderen langsamer fahrenden 100 m vor. Wird sio
die andere iiberholen, wenn sie selbst zum Durchfahren der 800 m langen Bahn
3 Minuten 26 Sekunden nétig hat, withrend die andere 3 Minuten 55 Sekunden braucht ?

24. Bei einem Wettlauf gibt ein Laufer, der 100 m in 12} 5 Sekunden durchliuft,
cinem anderen, der dieselbe Strecke in 14’ Sekunden zuriicklegt, 10 m vor. Wird er
den anderen Liufer einholen ?

25. Bei einem 10mal 100 m Eilbotenlauf ist der Liiufer der einen Partei bei
Ubergabe des Holzes 10 m hinter dem Liufer der anderen Partei zuriick. Wird er,
der 100 m in 122 Sekunden liuft, seinen Partner, der fiir 100 m 13' Sekunden braucht,
bis zur nachsten Ubergabe cinholen konnen ?

26. Die Obertertia will mit der Untertertia cinen Eilbotenlauf iiber 6mal 50 m
zum Austrag bringen. Von den beteiligten Obertertianern liuft jeder im Durch-
schnitt 50 m in 7: Sekunden, wiithrend durchschnittlich jeder Untertertianer fiir 50 m
7} Sekunden notig hat. Es wird verabredet, daB die Obertertia der Untertertia
15 m vorgeben soll. Welche Klasse wird voraussichtlich gewinnen?

27. Wiceviel m muB die Obertertia der Untertertia nach Aufgabe 26 vorgeben,
damit die Aussichten fir beide Klassen gleich giinstig sind ?

Reinhardt-Zelsberg, Arithmetik u. Algebra. A u..C II. 4
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28. Ein Radfahrer fahrt morgens um 7} Uhr von A ab, legt durchschnittlich in
der Stunde 12 km zuriick und trifft um 11 Ubr in B ein. Ein zweiter Radfahrer fahrt
20 Minuten vor 8 Uhr von A ab und trifft ebenfalls um 11 Ubr in B ein. Wieviel km
hat der zweite stiindlich zuriickgelegt ?

29. Die Eisenbahnstrecke Frankfurt-Kassel betrigt 200 km. Von Kassel fihrt
ein Personenzug nach Frankfurt und zu derselben Zeit ein Schnellzug von Frankfurt
nach Kassel, der eine Geschwindigkeit besitzt, welche die des Personenzuges um 10 m
in der Sekunde ibertrifft. Welche mittlere Geschwindigkeit hat der Personenzug,
wenn sich die Ziige nach 2 Std. 5 Min. begegnen ?

30. Zwei Orte haben eine derartige Entfernung, daB man 2 Tage friher von
dem einen zu dem anderen gelangt, wenn man tiiglich 40 km zuriicklegt, als wenn
tiglich nur 30 km zuriickgelegt werden. Bestimme hieraus die Entfernung “der
beiden Orte.

31. a) Ein Hase, der von cinem Hunde verfolgt wird, hat 90 Spriinge voraus
und macht in der gleichen Zeit b Spriinge, in welcher der Hund 4 macht. Wieviel
Spriinge muB8 der Hund machen, um den Hasen einzuholen, wenn 7 H: priinge an
GroBe so viel betragen wie 5 Hundespriinge ?

b) Wieviel Spriinge wird der Hase noch machen konnen, ehe ihn der Hund ein-
holt, wenn der Hase 60 Spriinge voraus war, wenn der Hase in der gleichen Zeit
6 Spriinge macht, in welcher der Hund 5 Spriinge tut, und wenn 9 Hasenspriinge an
Lange 7 Hundespriingen gleichkommen ?

32. Die Entfernung Bebra-Frankfurt a.M. betrigt 160 km, die Entfernung
Bebra-Fulda 56 km. Von Frankfurt a. M. geht ein Personenzug um a) 1135, b) 16%
ab und kommt a) 156°7 b) 1857 in Fulda an. Er verlaBt um a) 15%, b) 192® Fulda wieder
und gelangt um a) 17 b) 20° nach Bebra. Stelle die Zugbewegung graphisch dar,
indem du eine moglichst groBe Strecke als Zeiteinheit

33. Gib die graphische Darstellung des Pendelverkehrs eines StraBenbaln.
wagens.

34. Entwirf an Hand des Kursbuches einen vereinfachten graphischen Fahr-
plan einer Eisenbahnstrecke deines Wohnortes.

Rohrenaufgaben.

35. a) In welcher Zeit wird ein Behilter von zwei Rohren zusammen gefiillt
sein, wenn die erste Rohre allein 60 Minuten, die zweite 40 Minuten zur Fiillung
braucht ? .

b) Die erste, Rohre fiillt den Behilter in 30 Minuten, die zweite in 60 Minuten;
welche Zeit brauchen beide Réhren zur Fiillung, wenn die zweite 15 Minuten spater
als die erste gedffnet wird ?

36. Ein Wasserbecken wird durch die eine von zwei Rohren allein in 53 Stunden,
durch die andere allein in 4§ Stunden angefiillt. In welcher Zeit wird es gefiillt sein,
.wenn beide zugleich ihr Wasser in das Becken senden ?

37. An einem Wasserbehalter befinden sich drei ZufluBrohren, von welchen ihn
die erste allein in 5 Stunden, die zweite in 6 und die dritte in 2 Stunden fiillen wiirde.
Wieviel Stunden sind zur Fiillung notwendig, wenn die drei Rohren gleichzeitig ge-
offnet werden ?
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38. Schau, wie in Erz dasteht der Cyklop Polyphemos. Wie kunstreich
Hat ihm gebdammert ein Schmied Auge und Mund und die Hand,
Rohren versteckend darin: Zu entsprudeln scheinet der Riese
Giinzlich firwahr! Noch jetzt stromt aus dem Mund ihm der Quell.
Jegliche Rohr’ ist geordnet: es fillt, die da leitet zur Hand hin,
In drei Tagen, allein flieBend, das Becken erst ganz.

Einen das Auge gebraucht, zwei Fiinftel des Tages der Mund nur.

Wer kann nennen dic Zeit, welche sie brauchen zugleich ?
39. Es ist bey einem schdnen Garten /

Ein Brunn mit Bildern mancher Arten

Dran steht / in einem Kumpff ein Leu:

Und nachgesetzte Schrifft dabey:

Ich bin ein Thier aus Ertz gegossen /

Viel Wassers ist durch mich geflossen /

Der Kumpff / wo bloB mein Rache speyt /

Wird voll in fiinffthalb!) Stunden Zeit /

Rint nur mein rechtes Aug / wird funden

Der Kumpff voll Wassers in 6 Stunden /

Rint bloB8 mein linkes Aug allein /

Wird er voll in 9 Stunden seyn.

Wo jeder fordrer FuB nur quillet /

Wird in 12 Stunden er gefiillet /

Der beyden hintern Fiie macht

Ihn jeder voll in Tag und Nacht.

Drauff Rechner | sagt darnach mit Sinnen /

Wann all erwehnte Glieder rinnen / ,

Besagt auff einst / wie bald alsdann /

Der Kumpff voll Wassers werden kann.

' 40. Eine Wiesenfliche wird durch eine Schleuse in 8 Tagen, durch eine zweite
in 5 Tagen unter Wasser gesetzt; in welcher Zeit von beiden zusammen?

41. Wenn eine Wiese in 6 Tagen durch eine Schleuse iiberschwemmt und durch
eine andere in 8 Tagen, falls sie unter Wasser steht, trocken gelegt werden kann, was
wird der Erfolg sein, wenn beide Schleusen gleichzeitig gedffnet werden ?

42. Ein Wasserbehilter kann durch einen von zwei Hihnen in 10, durch den
anderen in 16 Stunden gefiillt und durch zwei andere in je 12 Stunden entleert werden.
Was wird eintreten, Fiillung oder Leerung, wenn alle vier Hihne zugleich gedffnet
werden ?

43. Der Frankfurter Wasserbehilter an der Friedberger LandstraBe hat 4 Wasser:
kammern, von denen 2 je 5900 cbm und 2 je 6500 cbm fassen. Der Behilter wird von
3 Zuleitungen gespeist, von denen die vom Vogelsberg und Spessart tiiglich etwa
15000 cbm, die von Bockenheim und von Inheiden kommende je 9000 cbm liefert.
In welcher Zeit werden die Zuleitungen a) eine kleinere, b) eine groBere, c) alle 4 Kam-
mern filllen, wenn o) die Vogelsberg-Spessartleitung, ) die Bockenheimer Leitung,

3) finfthalb = 4}.
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) die Inheidener Leitung allein, 8) » und f zugleich, ¢) « und y zugleich, ¢) f und y
zugleich, 7) «, # und ¥ zugleich laufen?

44. a) Eine Arbeit wird von A in 15 Tagen, von B in 12 Tagen, von C in
10 Tagen vollendet. Wieviel Tage brauchen sie, um die Arbeit gemeinsam auszufiihren ?

b) Vier Arbeiter werfen einen Graben aus; der erste stellt tiglich 16 Meter, der
zweite 13, der dritte 14 und der vierte 12 Meter fertig. Wieviel Tage brauchen sic, um
gemeinschaftlich den Graben in einer Linge von (84 Meter auszuwerfen ?

Bilde selbst solche Aufgabe und lise sie.

Schwierigere Aulgaben.

45. Von Berlin geht 6 UChr morgens ein Personenzug nach Frankfurt ab und zwei
Stunden spiiter ein Schnellzug. Dieser holt den ersten um 11 Uhr ein und trifft um
17 Uhr in Frankfurt ein, wihrend der Personenzug noch 144 km davon entfernt ist.
a) Wieviel km legt jeder Zug in der Stunde zuriick; b) wann trifft der Personenzug
an seinem Bestimmungsort ein; ¢) wie groB ist demnach die Entfernung der beiden
Stiidte ?

46. Auf der Peripherie cines Kreises von 100 m Liinge bewegen sich zwei Korper,
welche alle 20 Sékunden zysammentreffen, wenn sie sich in der gleichen Richtung
bewegen, dagegen alle 4 Sekunden, wenn sie sich in entgegengesetzter Richtung
bewegen. Wieviel Meter legt jeder in der Sekunde zuriick ?

. 47. a) Zwei Korper, welche 30 m voneinander entfernt sind, treffen sich, wenn
sie mit gl hwindigkeit hintereinander laufen, nach 16 Sekunden;
bewegen sie sich aber einander entgegen, 8o begegnen sie sich nach 3 Sekunden.
Wie groB ist die Geschwindigkeit jedes Korpers?

b) Gib die Losung der Aufgabe a), indem du an Stelle der Zahlen 30, 15 und 3
die allgemeinen GréBen d, t, und ¢, einsctzt.

PR

‘miger G
2

48. Zwei Radfahrer fahren sich aus zwei Orten cntgegen, welche 222 km von-
cinander entfernt sind und haben nach 3 Stunden noch 123 km Abstand voneinander.
‘Wiihrend der erste Radfahrer nun eine Pause von einer Stunde macht, rastet der zweito
nur § Stunde. Wieviel km hat jeder in einer Stunde zuriickgelegt, wenn sie 73 Stunden
nach Beginn ihrer Fahrt zusammentreffen ?

+ 49. Zwei Bekannte, die 50 km voneinander entfernt wohnen, wollen sich in
einem zwischen ihren Wohnorten liegenden Dorfe treffen. Sic machen sich deshalb
beide morgens um 7 Uhr auf den Weg nach dem Dorfe. Beide marschieren bis um
10 Uhr, machen dann an zwei Orten, die 21} km voneinander entfernt sind, eine Pause,
der eine von einer halben, der andere von einer ganzen Stunde, und treffen sich um
1 Ubr in dem Dorfe. Wieviel km marschiert jeder in der Stunde, und wieweit liegt
das Dorf von den Wohnorten der heiden entfernt ?

50. An einem schénen Frihlingstage wollen sich 2 Freundinnen, die 42 km
voneinander entfernt wohnen, auf einer zwischen beiden Orten liegenden Waldwiese
treffen. Die eine hat ein Rad und kommt 4mal so schnell vorwirts wie die andere,
die zu FuB geht. Dic FuBgingerin bricht um 47 Uhr auf und kommt um 9 Chr auf
der Wiese an, die Radfahrerin aber bricht erst um 38 Uhr auf und trifft um 310 Uhr
mit ihrer Freundin zusammen. Wieviel km legt jede in der Stunde zuriick, und wie weit
liegt die Waldwiese von den beiden Wohnorten entfernt ?
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) Gleiehuﬁgen ersten Grades mit zwei Unbekannten.

1. Es seien die beiden Gleichungen gegeben
1 ........ 2z+5y =25
@ ........ Tz+9y =062

Diese beiden Gleichungen auflésen heiit ein Wertepaar
%, y finden, das fiir beide Gleichungen dasselbe ist (S. 14);
wir wollen dieses Wertepaar graphisch bestimmen.

Stelle die Gleichungen (1) und (2) in demselben Koordinatenkreuz
graphisch dar und bestimme durch Ablesen an der Zeichnung fiir
beide Gleichungen diejenigen Werte von y, die zu den Werten =0,
1,2...,—-1,—2,gehéren. Entwirfeine Wertetafel nach folgend emMuster:

v |=3l—2i—1" 0 lsa]re|4s]+4]+5)|+0

_&‘ l _

Vergleiche an Hand der Tafel und der Zeichnung die y-Werte der
Geraden (1) und (2), die zu demselben z-Werte gehoren. Sind diese
y-Werte stets gleich? Gibt es iiberhaupt zwei gleiche y-Werte, die zu
demselben z-Werte gehéren?

Y

y der Geraden (1) ... | | i i

y der Geraden (2) ... | | | | |

AN

Fig. 8. '9:8
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Ergebnis: Bei =5 ist bei beiden Geraden y =3. Setze die
Werte £ =5 und y =3 in die Gleichungen (1) und (2) ein; werden die
Gleichungen befriedigt? Welcher Punkt der beiden Geraden hat
die Eigenschaft, daB fiir beide Geraden zu demselben z auch
dasselbe y gehort?

Will man also 2 Gleichungen ersten Grades mit 2 Un-
bekannten graphisch lésen, so hat man fiir jede der ge-
gebenen Gleichungen die Gerade zu zeichnen, die ihr ent-
spricht, und die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden
Geraden zu bestimmen; diese Koordinaten sind die Werte der
Unbekannten der beiden Gleichungen.

Wieviele Schnittpunkte haben zwei Gerade? Wieviele Paare von
Werten fiir z und y gibt es also, welche beide Gleichungen befriedigen %

2. AuBler der Bestimmung der Unbekannten gestattet aber die gra-
phische Darstellung noch bequem die Entscheidung einer weiteren Frage:
Kann man aus 2 ganz beliebig zusammengestellten linearen
Gleichungen mit 2 Unbhekannten deren Wert bestimmen?

a) Nehmen wir z. B. die beiden Gleichungen

(1)2z+3y=06und (2) 42+ 6y =12
oder (1) 2243y =06und (3) 0,42+ 06y =12.

Stelle die 3 Gleichungen graphisch dar. Wievicle verschiedene Ge-
raden ergeben sich ? Ist die Bestimmung des Schnittpunkts der Geraden
(1) und (2) oder (1) und (3) méglich ?

Ergebnis: Die 3 Gleichungen werden durch dieselbe Ge-
rade dargestellt. Ein Schnittpunkt von 2 Geraden ist also
in keinem der beiden Fille vorhanden, eine Bestimmung der
Unbekannten ist unméglich.

Multipliziere Gleichung (1) mit 2 und dividiere dieselbe Gleichung
durch b; vergleiche die erhaltenen Gleichungen mit (2) und (3).

Da die Gleichungen (2) und (3) durch Multiplikation bzw.
Division aus (1) erhalten werden kénnen und dieselbe Gerade
bestimmen, so stellen die Gleichungen (1), (2) und (3) hinsicht-
lich der Bestimmung der Unbekannten nur eine einzige Glei--
chung dar; mansagt: die Gleichungen (2) und (3) sind von (1) abhiingig.

b) Zeichne ferner fiir die beiden Gleichungen

1 2z+3y=6und (4 22z+3y=>5
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die Geraden. Es ergibt sich, daB man 2 parallele Geraden erhilt.
Ein Schnittpunkt beider Geraden ist demnach im Endlichen n’cht vor-
handen. Da es ein endliches Wertepaar z, y, das die 2 Gleichungen be-
friedigt, nicht gibt, so sagt man: die 2 Gleichungen widersprechen sich.

Ergebnis: Aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Un-
bekannten kénnen die Werte der Unbekannten nur dann be-
stimmt werden, wenn die beiden gegebenen Gleichungen un-
abhidngig voneinander sind und sich nicht widersprechen.

Ubungsbeispiele.

Die folgenden Gleichungen sind durch Zeichnung zu lésen; auf Genauigkeit

der Zeichnung ist der groBte Wert zu legen:

l.a) z+ y= 8

b) z—y=15.
2z+43y=15.
b) z—y=4
8z—12y=2.
b) z—2y=3
6z—by=3.
b) 3y—2z=4
Ty—3az=2
b) 42—3y=12
3z+4+4y=12.
b) 17z44y=34
3y—21‘=3.
b)21z+26y=28
17—5by
=
b) 3z40by=24
y=—3z+%
b) 25z + 10y =13
5z42y=>5.

b) 62+4+b6y=8
2:+§y=12.

b) 6y—18x2=13
y—3z= 2}

ischen den drei Geraden:

3z+4y=29
2. a) zly=4
bz+3y=2
3.a) z+2y=3
bx—8y=3
4.8) 2z—3y=4
5z+8y=2
5.a8) 3z2—4y=6
y=—22+3
6.a) 3z4+by=24-
y=9z—16
7. a) 8—z=13y
16+y=9z
8.a) 8z+5y—8=0
16—16z=10y
9.a) 3z—2y=5H
9z—6y=1
10. a) 242 —12y=1
3y—6z=—1% .
11. a) 82— 6y =13
3z— y=5H
12. Welche Beziehung besteht
M.o....
@......

Bilde aus a) (1) und (2), b) (2) und (3), ¢) (1) und (3) ein Gleichungssystem und

gib an, welches die Losung ist.

3z+4y=12
3z+4+4y=24



II1. Abschnitt.
Proportionen.
A. Verhiltnisse.

Untersuche, wievielmal 3 m in 15 m enthalten sind. Du hast so eine
Messung ausgefiihrt. Die unbekannte Zahl 5 wird die MaBzahl, die Ver-
hiiltniszahl oder kurz das Verhdltnis (Wert des Verhiltnisses) der beiden
GréBen 15m und 3 m genannt. Man findet das Verhdltnis zweier
GroBen, indem man den Quotienten der zu vergleichenden

GroBen bildet; z.B. 15m:3 m o(ler +-— =2>5. Die beiden miteinander

verglichenen GréBen selbst heifien die (vl.ieder des Verhiltnisses, und zwar
15 m Vorder- und 3 m Hinterglied.
Die Glieder eines Verhidltnisses kénnen beide benannte

oder beide unbenannte Zahlen sein — man kann sowohl unter-
suchen, wie oft 3 m in 15 m, als auch, wie oft 3 in 15 enthalten ist — das
Verhiltnis selbst aber ist stets cine unbenannte Zahl — in

beiden vorgenannten Fillen 5.

Was fiir Rechnungen kann man mit dem Bruch 1 vornehmen, ohne
daB sich sein Wert @ndert ?

Entsprechend der Bildung des Verhiltnisses durch Bildung
des Quotienten der beiden Glieder kann man beide Glieder des
Verhiltnisses mit derselben Zahl multiplizieren oder durch dieselbe Zahl
dividieren, ohne daB sich der Wert des Verhiltnisses dndert. Gib dem-
entsprechend andere Verhiltnisse an, die ﬂamthch denselben Wert wie
18: 6 haben.

Allgemein: Ta. ...... a:b=am:bm
: a:n
Ib....... a:b =4

Hat man das Verhiltnis zweier benannter Zahlen zu bilden, so mu8
bei beiden Gliedern die Benennung dieselbe sein, z. B. 5 m soll zu 25cm
in ein Verhiltnis gesetzt werden: 5 m: 0,25 m = 20 oder 500 ¢m: 25 cm
ebenfalls gleich 20.
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Ubungsbeispiele.
Folgende Verhiltnisse sind in den kleinsten ganzen Zahlen aus-
zudriicken:

1. a) 68m :38m b) 119cm : 85cm ¢) 147m :105m.
2. a) 180 .4 : 108 K b) 225 mm : 105 mm c) 243dm : 162dm
3.a) 384g: 1644 g b) 16156 mg : 1292 mg ¢) 741km : 221 km
ta)lA:t A b) $kg: §kg odg:2g
5.a) 13 : 3} b) 4} ha : 33 ha ¢) 83 dm : 10} dm.
6.a) 4,2cm : 6,3 em b) 6,2a:9,3a ¢) 1,05 : 3,50.
7. a) 0,018kg : 0,117 kg b) 6,160 kg : 4,620 kg
c) 3,024 kg : 1,120 kg d) 7,140 kg : 1,785 kg.
8.a) 1,92.4: 128 b) 516 :10,80.# c) 8,66 .4 : 1391 .4
9. a) 3m40cm :5m 10 cm b) 1m6lcem:1mb5em
¢) 6m16em:2m3lem d) 3m15cm : 6 m 45 cm.
10. a) 12km : 300 m b) 4kg:200g c) 8 Std. : 15 Min.

B. Proportionen.

Aufgabe: Bilde zwei Verhiltnissea:b und ¢:d, die beid'e:d enWert
4:3 haben. Gib weitere Paare von Verhiltnissen an, die jedesmal gleichen
Wert haben.

Das Verhiltnis der ersten beiden GréBen ist also jedesmal gleich dem
Verhiiltnis der anderen beiden GroSen

[
ale O

- I...... a: d

ola o

oder anders geschrieben:

(Lies: ,,a zu b wie ¢ zu d’.) Eine solche Gleichung nennt man eire
Proportion.

Erklirung: Einc Proportion ist eine Gleichung zwischen zwei
Verhiltnissen; sie kann also auch als ,,Quotientengleichung* bezeichnet
werden.

Man nennt die vier Glieder der Reihe nach das 1., 2., 3. und 4. Glied
der Proportion; in der Geometrie nennt man sie die erste, zweite, dritte
und vierte Proportionale. Das erste Glied a und das dritte Glied ¢
sind die Vorderglieder, das zweite Glied b und das vierte d die Hinter-
glieder, a und d die duBeren, b und ¢ die inneren Glieder der Pro-
portion. . .

Da man jede Proportion als Bruchgleichung schreiben kann, so
kénnen die verschiedenen Sitze iiber Proportionen als Sitze iiber
Bruchgleichungen aufgefaBt und so bewiesen werden.

Den folgenden Sitzen liegt die Proportion a:b =¢: d zugrunde.
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1. Lehrsatz: In jeder Proportion ist das Produkt der duBeren Glieder
gleich dem Produkt der inneren Glieder.

Beweis: Multipliziere die Quotienten —Z— und % mit bd, dann ergibt

sich die Produktengleichung
ad = be.

Welches Kennzeichen hat man also fiir die Richtigkeit einer Pro-
portion ?

Welche Folgerung ergibt sich aus Lehrsatz 1, wenn 1. das erste und
zweite Glied, 2. das dritte und vierte Glied, 3. die Vorderglieder, 4. die
Hinterglieder einander gleich sind? Was folgt fiir ¢ und d, wenn a > b
oder a < b ist?

Wie kann man aus einer gegebenen Produktengleichung
eine Proportion bilden, z.B. a-d =b-¢? Mache die Faktoren
des einen Produktes zu duBeren und die Faktoren des anderen
Produktes zu inneren Gliedern der Proportion

a:b=c:d oder?

2 Lose die ClelchungT = nachemander nach a, b, ¢, d auf:
be ad
La=" 2‘b—'c' B.c=7 4.4="¢

Jedes Glied einer Proportion ist durch die drei anderen
Glieder derselben Proportion eindeutig bestimmt, kann also
nach einer der 4 Gleichungen berechnet werden.

Driicke die 4 Gleichungen in Worten aus.

Eine sehr wichtige Aufgabe der Geometrie ist es, zu drei gegebenen
Strecken @, b, ¢ die vierte Proportionale z zu finden. Wie kann man auf
Grund vorstehender Gleichungen diese Aufgabe rechnerisch lésen ?

3. Eine wichtige Aufgabe der Geometrie ist ferner, die mittlere Pro-
portienale zu zwei gegebenen Strecken zu finden. Auch diese Aufgabe liBt
sich rechnerisch lésen:

Eine Gré8e z heilt dann mittlere Proportionale zw1schen
zwei GréBen ¢ und b, wenn die Proportion

a:x=z:b

gilt, wenn also die inneren Glieder der Proportion gleich sind. Eine
solche Proportion nennt man auch eine stetige Proportion, und z heiBt
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auch das geometrische Mittel von ¢ und b; z. B. ist 6 geometrisches
Mittel von 4 und 9, denn es ist: 4:6 =6:91),

Aus der stetigen Proportion a:z = z:b folgt die Produkten-

gleichung:
x?=a-b.

Diese kann verwendet werden, um die mittlere Proportnonale rech-
nerisch zu finden.

4. Aus der Auffassung einer Proportion als Quotientengleichung er-
geben sich folgende Maglichkeiten der Vertauschung der Bestandteile ciner
Proportion :

a) der d@uBeren Glicder,

b) der inneren Glieder,

c) der beiden Seiten der Proportlon,

d) jedes Vordergliedes mit seinem Hintergliede.

Fiihre diese Vertauschungen an dem Beispicle
a:b=c:a
durch, indem du jedesmal angibst, welche Umformung der Gleichung er-
folgt ist, du wirst dann noch 7 andere Proportionen bekommen (verfahre
dabei so, daB jedes Glied zweimal an die erste Stelle kommt).

5. Bei rechnerischen Umformungen (z. B. bei Aufldsung von Gleichungen) macht
man hiufig von einer Reck ise Gebrauch, diec man mit dem Namen korrespon-
dierende Addition und Subtraktion bezeichnet.

Aus a:b=c:d
folgt FEl=gx1
at+tb ci+d b d
oder “*%*=7r'm'zn=ay

Da aus a:b = c:d die andere Proportion b:a = d:c abgeleitet werden kann, so zeige
entsprechend, daB ist:

at+bdb c+d a _ ¢
b) « oder a+b cxd
Aus 2) und b) folgt
atb_a_ b
9ctd"c~d

1) Von dem geometrischen Mittel ist das arithmetische Mittel zu unter-
scheiden; dicses ist gleich der halben Summe der betreffenden GroBen, z. B. ist das

arithmetische Mittel von 4 und 9 gleich :l—-'ﬁ 63.



54 II1. Abschnitt. Proportionen.

Leite daraus ab:
) d) e+b_c+ d .
a—b c-—-d
Sprich die einzelnen Formeln in Worten aus. Alle 4 Gleichungen kann man in dem
eincn Satz zum Ausdruck bringen: Eine Proportion bleibt richtig, wenn die
sich links und rechts entsprechenden Glieder in gleicher Weise addiert

oder subtrahiert werden.

1. Beispiel: Aus o ) soll 2 bestimmt werden:
x+a ¢
‘Aus Formel b) folgt, wenn man auf beiden Seiten L‘" bildet:
* Nenner — Zihler :
L b 1 z = ab
WS = Y T
P z—a b .
2, Beispiel. Aus —— = — soll z bestimmt werden:
crta c

. Zahler + Nenner
Nenner — Zahler

= 1: = ¢ + b .
Ta v ¥TT 3

6. Erklirung: Wenn mehrere gleiche Verhiltnisse einander gleich ge-

setzt werden, so entsteht eine ,fortlaufende (Ketten-) Proportion.

heid

bildet:

Aus d) folgt, wenn man

2z b+

a.

Z.B. aa, =b:b =ciey=:---cr=mimy
a b c m
oder L2 _Sf ...
a, b, ¢ m,

Gewghnlich schreibt man diese Proportion in der Form:
a:bre:crccocm=a,:byce e imy,
indem man die Vorderglieder der gleichen Verhiltnisse auf die eine Seite
und die Hinterglieder auf die andere Seite schreibt.
Umgekehrt folgt hieraus die Bedeutung der fortlaufenden Proportion

azbieie---- =dy:byiegieee-- .
T a b c
nimlich: —==—=.....
a, b, L5}

Aus dieser Bedeutung geht ohne weiteres die Richtigkeit des Satzes
hervor: Eine fortlaufende Proportion bleibt richtig, wenn man
simtliche Glieder einer Seite der Proportion mit derselben
Zahl multipliziert oder durch dieselbe Zahl dividiert.

Dieser Satz kann zur Bildung fortlaufender Proportionen verwendet
werden: Nimm dic Glieder der einen Seite der Proportion beliebig an
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und multipliziere (dividiere) sie der Reihe nach simtlich mit derselben
Zahl.
a) 3:5:6:8=12:20:24:32
b) 8:12:18 =4:6:9. .
Priife durch die Verhiltnisgleichungen die Richtigkeit der Propor-
tionen.
Bisweilen ist auch die Aufgabe zu lésen, aus 2 Proportionen
der Art a:b=4:35
b:c=3:8
eine fortlaufende Proportion zu bilden, deren linke Seite a:b:c
heit. Diese Aufgabe ist ohne weiteres nicht zu lésen, da die beiden Pro-
portionen nicht durch Gleichheit von Verhiltnissen verbunden sind. Man
muB deshalb zuerst die Gleichheit von Verhidltnissen herstellen:
Forme die Verhiltnisse der rechten Seite so um, daB die dem Gliede b
entsprechenden Glieder gleich werden:

a:b=12:15
b:c=15:20,
also a:b:c=12:15:40.

Diese Rechnungsart findet im besonderen Anwendung beider Bildung
fortlaufender Proportionen aus sogenannten umgekehrten
(reziproken) Verhaltnissen. Der geometrische Satz, daB sich die
Seiten eines Dreiecks umgekehrt wie die zugehérigen Hohen verhalten
(Geometrie Bd. II), findet seinen Ausdruck in den beiden Proportionen:

a:b=h, :h,und b:c=h, :h,.

Sollen diese Proportionen als eine fortlaufende geschrieben werdeun,

so hat man wie vorher die Gleichheit der Verhiltnisse herzustellen:

Es ist a:b=h,:h,=’%:%

und b:c=hc:h,,=%:%

Demnach ist a: b.:c=hlll %,{
Ubungsheispiele.

Untersuche folgende Proportionen auf ihre Richtigkeit a) durch Priifung der
‘Gleichheit der Verhiltnisse, b) durch Bildung der Produktengleichungen:

l.a)3: 4=15: 20 b) 8: 9= 72: 81 ¢) 4:25=12:75
2. a)b: 8=75:120 b) 3:11= 9: 33 ¢)12:17=60:85
3.a)5:11:==55:121 b) 15:11=165:121 ¢)32:48= 8:12.
4.2)7:28= 5: 20 b) 9:15= 21: 35 ¢) 8:18=36:81.
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B. Proportionen.

Aus folgenden Produktengleich Proportionen zu bilden:
5.8)5:8=4-6 b) 5-12=2-30 ¢) 056-2 =256-04.
6.8)4-9=6-6 b) 12- 8=16-6 ¢) 35:0,2=6-0,14.
7.8)a-b=c-d b)z-y=z-w c)u-v=w-t
8.a)s-r=4-17 b)p-g=r-s e)bc=z-y.

Bilde selbst solche Aufgaben.
Bestimme z aus folgenden Proportionen?):

9.a) (z—b):6=3: b) (z—T7):7=15:8.
10. a) (z+6):6=5: 1’ b) (z+9):9=25:217.
11.a) z:(9—=2)=3:2 b) z:(10—z)=18:13.
12, a) z:(z—8)=16:8 b) z:(z—12)=15:8.
13. 8) (T—2):2=12:7 b) (16—z):z=9:8.
14.8) 3+ 7):2=13:8 b) 274+ 2z):2=32:21.

15. a) (z+ 5) : (z—b)—12 7 b) (z—10): (z + 10)= 3 : 8.
16. a) (3:-'-6) Bz—5)=25:13 b) bz+1):(3z—1)=11:9.
172.a) (6—z): (6+2)=1:4 b)(@—=z):(a+2)=3:2.
18. a) (26—32): (25 +32)=8:17 b) b+22): (b—22)=05:
19. 4) (30—b62): (80 +52)=1:5 b) ($6+42): (45-4:):

Rach

:b.
durc] die 4. Proportionale zu folgenden Zahlen:
20. a) 12, 16, 24 (12:16=24:2) b) 25, 66, 35.

21. ) 20, 24, 30 b) 15, 18, 20.

22, a) 18, 2}, b) 91, 82, §}.
23. a) 144, 18} 21} b) 1133, 13” 4L,
24, 8) b, a, ¢ b) a, c, b.

25. 8) 4c, 3b, Tc b) 4d, ab, 204",

Stelle selbst solche Aufgaben und lGse sie.

Reats z in f den Aufoal
26. a) 8 ist mxtﬂe.te Propomomle zu z und 4
b) 6 ist mittlere Proportionale zu z und 9

c) 48 ist mittlere Proportionale zu = und 36.
27. a) 5% ist mittlere Proportionale zu z und 23
b) 3,6 ist mittlere Proportionale zu x und 2,4
¢) 7,2 ist mittlere Proportionale zu z und 10,8.
Die mittlere Proportionale zu folgenden Zahlen zu finden:

28.a) 3 und 12 b) 1und4 ¢ 3und 27.

29. a) 2 und 60 b) 6 und 24 ¢) 9 und 25.

30. a) 1} und 3} b) g und 16} ¢) 2} und 8.

81. a) 13 und 233 b) 28 und 16} ¢) 2% und sg

1) Man Lann diese Aufgeben such durch Anwendung 'der korrespondierend

Addition und Subtraktion losen.
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Bilde fortlaufende Proportionen, deren linke Seiten heiBen:

32, a) 2:5:7 b) 3:8:15 -¢)6:5:4 d) 2:9:11.

33.a) 3:5:9 b) 7:3:2 c) 6:7:8 d) 12:7:3.

34, a) 24:16:12 b) 9:15:21 c) 10:20:25 d) 49:28:14.
Bilde aus folgend kehrten Verhiiltni fortlaufende Proportionen (bei

denen die Reihenfolge der InEizes auf beiden Seiten dieselbe ist):
3. dpifg=wgiwy, fyiiy= Wyl
36, ky:kg=r2:7%, kesky=1%:1%,
37 ay:a,=mg:m,, ay:a; = my:m,.
38, Uily=FKyiky, L:ly=kyky
3. pripe =130y, Ppipy=ty:ty
0. 2 iz, =1y:7), 212z =147y, .
(Die 6 Doppelproportionen geben siimtlich den Inhalt wichtiger physikalischer
Gesetze an.)
Der Proportionalitiitsfaktor.
Von besonderer Wichtigkeit fiir die Proportionen und deren An-
wendung ist der Proportionalititsfaktor: ’
Bringe in der Proportion 48:36 =8:6 die rechte Seite auf den
kleinsten Nenner. Setze nun allgemein 48 =y und 36 = z; es ergibt
sich so:
y:ox=4:3
4
oder I...y=3.a:.

Diese Gleichung zeigt, wie man leicht durch Rechnung Proportionen
bilden kann, deren rechte Seite 4:3 ist. Setze fiir z nacheinander be-
liebige Werte ein, berechne y nach Gleichung I und setze die Werte fiir
z und y in die Proportion y:z =4:3 ein; es ergibt sich dann jedesmal
eine richtige Proportion. Der in Gleichung 1 auftretende Faktor ;
wird Proportionalititsfaktor genannt. Fiir welchen Wert von
2 wird y gleich dem Proportionalitiatsfaktor?

Gleichung T gestattet aber auch eine graphische Darstellung von
Proportionen: Durch was fiir eine Kurve wird y =§- z dargestellt ?
Gib z den Wert 0; welchen Wert hat y? Durch welchen Punkt des Koordi-
natenkreuzes muB also die Gerade gehen? Setze £ =3 und bestimme
einen zweiten Punkt, durch den die Gerade gehen muB. Fig. 9 gibt ein Bild -
der Funktion, das auf graphischem Wege die Aufstellung von Pro-
portionen gestattet.

Legt man z wechselnde Werte bei, so éndert sich auch der Wert
von y so, daB man ihn jedesmal als zugehdrigen Ordinatenwert zu dem
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betreffenden Abszissenwerte aus der Fig.9 ablesen kann. So kann man
beliebig viele Verhiltnisse, die samtlich 4:3 sind, also auch belleblt..
viele Proportionen bestimmen.

Stelle hach der Fig. 9 verschiedene Proportionen auf.

Setze nun allgemein an Stelle von gden Faktor m, dann heifit die
Funktion II. ...y = mz.

Nimm hierin z =0 und bestimme y. Durch welchen Punkt des Koordi-
natensystems muBl also jede Kurve gehen, deren Gleichung die Form
.y =mz hat? Nimm fiir m beliebige (positive) Werte an und bestiitige
die Richtigkeit der Uberlegung.

Vergleiche nun mit der Funktion y = mz die Funktion y =mz + ¢.
Durch was fiir eine Kurve wird die letztere Gleichung dargestellt ? (vergl.
S.31). Gib g irgendeinen bestimmten Zahlwert und untersuche, ob auch
bei y = mz + ¢ fiir z = 0 das y den Wert 0 erhilt. Das Glied ¢ der Funk-
tionsgleichung, das von  und y frei ist, nennt man das absolute Glied
der Gleichung. Wie groB ist bei der Funktion y =mz das absolute Glied ?
Und welche besondere Lage hat eine Gerade, deren Gleichung kein absolutes
Glied hat ?

Ergebnis: Jede Funktion ersten Grades ohne absolutes Glied (y == mx)
wird durch cine Gerade dargestellt, die durch den Anfangspunkt des Koordi-
natenkreuzes geht.

Welche Bedeutung hat nun der Proportionalititsfaktor m
in der graphischen Darstellung? Nenne (Fig.9) den Zihler von m
allgemein b, den Nenner a, so daB also

b
m=—
a

ist. Wie muB sich dann bei gleichbleibendem a der Zahler b indern, wenn
m a) groBer, b) kleiner werden soll? Wie éndert sich demnach die Lage
der Geraden O B oder der Winkel 40 B, wenn m a) groBer, b) kleiner wird ?
Wie groB ist Winkel 40 B und welche Lage hat demnach die Gerade O B,
wenn m c) den Wert 0 hat, d) unendlich gro8 wird ?

Ergebnis: In der Funktion y = max bestimmt der Faktor m die
Richtung, unter der die Gerade gegen dic Abszissenachse ansteigt. Ist m
groB, so ist auch der Anstieg der Geraden groB, ist m klein,
so ist auch der Anstieg klein; ist m =0, so ist auch die
Neigung 0, ist m = oo, so steigt die Gerade senkrecht auf.
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Der Faktor m wird deshalb auch der Richtungsfaktor oder das Stei-
gungsmaB der Geraden genannt.

Der Proportionalititsfaktor hat fiir die Anwendungen der
Proportionen, im besonderen auch fiir die Physik groBe Bedeutung.

Fig. 9.

Soll die Beziehung zwischen zwei Groflen festgestellt werden, so erkennt
man vielfach, daB die eine GroBe sich proportional der andern verindert.
Wie groB sind z. B. die Weglingen s, 8,,38;,...5in 1,2,3...¢ Stunden,
wenn sich ein FuBginger mit der durchschnittlichen Geschwindigkeit
von 4 (¢) km in der Stunde bewegt? Es ist: ’

8 =4-1,8,=4-2,5=4-3,...8, =4-¢,
allgemein s=c-t.

Relnhardt-Zeisberg, Arithmetik u. Algebra. A u. C II. b
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Der Weg verindert sich gerade so wie die Zeit (ist die
Zeit doppelt so groB, so ist auch der Weg doppelt so groB; ist die Zeit
z-mal so groB, so ist auch der Weg z-mal so groB) oder wie man gewshn-
lich sagt: Der Weg wichst proportional der Zeit.

Hat man festgestellt, dal eice GrdBe y sich proportional einer GroBe x

veriindert, so heit das in Formel % =m oder y=m-x, worin m

einen konstanten Wert hat.

Eine besondere Aufgabe ist es dann, den Wert des Proportionalitits-
faktors m zu bestimmen. Auch die Gleichheit zweier GroBen kann als
besonderer Fall der Proportionalitit aufgefaBt werden; welchen Wert
hat in diesem Falle der Proportionalitdtsfaktor, und wie gro8 ist der
Neigungswinkel der Geraden, die diese Gleichheit veranschaulicht ?

Umgekehrte Proportionalitit.

Aujgubé: 1000 Soldaten kénnen von den Vorriten eines Forts 30 Tage leben;
wie lange konnten a) 2000, b) 3000, c) 500, d) 260 Soldaten mit denselben Vorriten
auskommen ?

Ergebnis: Die Zahl der Verpflegungstage nimmt in dem-
selben Verhdltnisse ab (zu), in dem die Zahl der zu Ver-
pflegenden zu- (ab-)nimmt. Man sagt auch, die Zahl der Ver-
pflegungstage ist umgekehrt proportional der Zahl (oder ver-
hilt sich umgekehrt wie die Zahl) der zu Verpflegenden.

Zum Unterschied von der umgekehrten (indirekten) Proportionalitit
bezeichnet man die vorher behandelte Proportionalitit auch als gerade
(direkte) Proportionalitét.

Fiihre die Berechnung der Aufgabe fiir n Soldaten durch; es ergibt

sich, daB die Zahl der Tage
¢ 30+ 1000
n

ist. Die Zahl n (der zu Verpflegenden), welcher die Zahl der Tage ¢
umgekehrt proportional ist, tritt also im Nenner auf.

Driicke demgegeniiber in Formel aus, daB die Einnahmen e einer
Arbeitergruppe der Anzahl n der Aibeiter direkt proportional ist. Tritt
hier die Anzahl n, zu der direkte Proportionalitit besteht, im Zihler
oder im Nenner auf?

Zusammenfassung: Bei direkter Proportionalitit zu einer
GrofBe tritt diese im Ziahler, bei umgekehrter Proportionali-
tit aber im Nenner auf.
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Fir welchen Wert von n erhilt ¢ den Wert des Propor-
tionalititsfaktors?

Ubungsbeispiele.

Lise folgende Proportionen graphisch und stelle mit Hilfe der Schau-
bilder selbst Proportionen auf: ’

1.8) 3:6= T:y b) 3:6= 9:y ¢) 3:5=1,6:y.
2. a)9:4= 3:y b) 9:4=12:y c) 9:4=2:y.
3. a)7:3=11:y b) 7:3=12:y ¢) 7:3=6:y.
4.8)5:9= 4:y b) b:9= 8:y ¢) 5:9=17:y.

Gib rechnerisch und graphisch Proportionen an, wenn der Proportionalitits-
faktor folgende Werte hat:

4 9 3 7 9 2
5 a) & b) )5 9 5 o) 5 n=.

2 3 8 4 5 b
bog My 95 Iy o7 D3

Stelle selbst solche Aufgaben und 18se sie.

Priife folgende Proportionen auf ihre Richtigkeit und éndere die
falschen Proportionen in richtige um:

7.8) b5:11=25:121 b) 3: 4="72:96 c) 81:64= 9:8.

8.a)25: 9= 5:3 b) 18:11=23:14 ¢) 7:16=63:135

9. a) 8:26= 64:200 b) 72:36= 8:7 c) 75:42=16:17.

10. a) 3:11= 6:19 b) 8:15= 7:13 e)12: 7= 9:5.

C. Anwendungen der Proportionen.

Die Proportionen finden iiberaus héufige Anwendung. Auch Aufgaben,
die frither im Rechnen durch die Dreisatzrechnung gelést wurden,
lassen sich mit Hilfe von Proportionen losen. Den Proportionalitits-
faktor bestimme bei den Aufgaben rechnerisch und graphisch.

*Aufgaben aus dem Wirtschattsleben.

Loee mit Hilfe von Proportionen folgende Aufgaben:

1. Fiir 7,60 4 erhilt man 60 kg einer Ware; wieviel bekommt man fiir a) 22,60 .4,
b) 37,60 4, c) 82,60 4?1

2. Fir 6,50 4 erhilt man 2} Zentner Kartoffeln, wieviel erhilt man fiir a) 20 4,
b) 30 4, c) 50X

3. Fir 10 1 Wein zahlt man 16 .4; wieviel Wein bekommt man firr a) 130 4,
b) 200 4, c) 260 A '?

4. 25 Zentner Koks kosten Gb .4; wieviel kosten a) 15, b) 12, ¢) 8 Zentner?
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5. Driicke in Formeln aus: a) Der Preis p einer Ware ist proportional der Waren-
menge w. b) Die gelieferte Warenmenge w ist proportional der gezahlten Geldsumme s.
c) Wende a) und b) auf dic Aufgaben 1 bis 4 an und bestimme in jedem Falle den Zahlen-
wert des Proportionalitiitsfaktors.

6. 9 Arbeiter erhalten an Arbeitslohn 315 /; welchen Lohn verdienen unter den
gleichen Bedingungen a) 12, b) 15, ¢) 25, d) 8 Arbeiter? Bestimme auch den Proportio-
nalitiitsfaktor.

7. Ein Hausbursche erhilt fiir 4 Wochen 65 ./ Barlohn; wieviel stehen ihm fiir
a) 6, b) 9, c) 12, d) 3 Wochen zu? Welches ist der Proportionalititsfaktor ?

8. Driickein Formeln aus: a) Die Einnahmen e einer Arbeitergruppe ist proportional
der Zahl z der Arbeiter. b) Der Arheitslohn ! eines Arbeiters ist bei demselben Lohnsatz
proportional der Zeit t. c) Der Arbeitslohn ! eines Arbeiters ist in derselben Zeit dem
Tagesverdienst v proportional. d) Welchen 3 GroBen sind demnach die Einnahmen e
einer Arbeitergruppe insgesamt proportional? Driicke diese Proportionalitit in cinér
einzigen Formel aus.

9. Berechne den Verdienst v von n Arbeitern in ¢ Tagen bei einem Tagelohn von
! 4 und gib an Hand der sich ergebenden Formel in Worten an, welchen GriSen v
proportional ist.

10. 6 Arbciter pflastern in einer gewissen Zeit 12 qm StraBe; wieviel wiirden in
dersclben Zeit a) 8, b) 12, c) 16, d) 4 Arbeiter pflastern? Proportionalititsfaktor ?

11. Bestimme die Arbeit a, die n Arbeiter in ¢ Tagen leisten, wenn ! die Arbeit
eines Arbeiters in einem Tage ist, und gib die sich fiir a ergebenden Proportionalititen
in Worten an.

12. 12 Pferde kommen mit cinem Hcuvorrat 18 Wochen aus; wie lange wiirden
a) 10, b) 16, c) 22 Pferde mit demselben Vorrat reichen? d) Driicke in Formel aus:
Die Verpfl it ¢ ist umgekehrt proportional der Zahl # der zu Verpflegenden und
bestimme auch hier fiir a) bis ¢) den Proportionalititsfaktor.

13. 25 Arbeiter erledigen cine Arbeit in 12 Tagen. -Wieviel Arbeiter sind er-
forderlich, damit dieselbe Arbeit in a) 5, b)8, ¢c) 15 Tagen erledigt wird. Propor-
tionalitatsfaktor? d) Driicke die zwischen der Anzahl n der Arbeiter und der
Zahl ¢ der Arbeitstage bestehende Proportionalitiit in Worten und in Formel aus.

14. 18 Arbeiter fithren eine Arbeit in 16 Tagen zu Ende; wieviel Tage werden
a) 8, b) 14, ¢) 16 Arbeiter zu dersclben Arbeit nétig haben? Proportionalititsfaktor ?
d) Sprich die aus a) bis ¢) sich ergebende Proportionalitiit in Worten und in Formel aus.

15. Berechne den Verdicnst v von % Arbeitern in ¢ Tagen, wenn 1 Arbeiter tiiglich
a A erhilt; lse die Gleichung a) nach 7, b) nach #,-c) nach a auf und bestimme jedes-
mal die direkte und umgekehrte Proportionalitit fir die 3 GrBen 7, ¢ und a.

16. Bestimme die Arbeit a, die » Arbeiter in ¢ Tagen vollenden, wenn 1 Arbeiter
tiiglich die Arbeit b fertigstellt; lose a) nach ¢, b) nach =, ¢) nach b auf und gib an,
welche direkten und umgekehrten Proportionalititen fiir ¢, n und b bestehen.

Zinsaufgaben.
17. Wieviel Zinsen erhilt man jahrlich von a) 6450 £, b) 7276 A, c) 8525 A zu
4391 Proportionalititsfaktor? d) Driicke in Formel aus: Bei demselben ZinsfuBe
sind die Zinsen z proportional dem Kapital k.
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18. Berechne die Zinsen von 2350 . zu a) 4%, b) 4%, ¢) 5% (Proportionalitits-
faktor?). d) Driicke in Formel aus: dic Zinsen z eines Kapitals sind proportional dem
Prozentsatz p.

19. Bestimme dic Zinsen z eines zu p% ausgelichenen Kapitals k und gib nach
der Formel an, welchen GriSen die Zinsen direkt proportional sind.

20.  Wieviel Zinsen bringen a) 2350 #, b) 4200 .4, c) 7825 .4, d) 123560 .#, wenn
hei demselben Prozentsatz 4000 .# 180 4 Zinsen bringen ?

21. Ein Kapital bringt in 4 Monaten 662 4 Zinsen; wieviel Zinsen erhalt man
fiir a) 3, b) 5, ¢) 9 Monate? Proportionalititsfaktor? d) Gib die sich aus a) bis c) er-
gebende Proportionalitit in Worten und in Formel an.

22. Berechne die Zinsen z des Kapitals k zu p% in 2 Monaten und driicke in
Worten aus, welchen GroSen dic Zinsen proportional sind.

23. Bestimme die Zinsen z eines Kapitals k zu p%, lse die sich ergebende Glei-
chung a) nach £, b) nach p auf und gib jedesmal an, welchen Grifen a) &, b) p direkt
und welchen umgekehrt proportional ist.

24. Berechne die Zinsen z cines Kapitals k zu p9%, in n Monaten, lise die erhaltene
Gleichung a) nach &, b) nach p, c) nach » auf und sprich aus, welchen GriBen a) k,
b) p, ¢) n dirckt und welchen umgekehrt proportional ist.

25. Wie groB} ist ein Kapital, das a) mit 339 verzinst 154 A, b) mit 4}% ver-
zinst 1500 ., c¢) mit 53%, verzinst 71,50 A Zinsen bringt? Proportionalitiitsfaktor ?

26. Zu wieviel Prozent sind a) 2450 ,# ausgeliehen, wenn sie 110,25 £, b) 4550 4,
wenn sie 159,25 ¥, ¢) 3250 4, wenn sie 146,25 A Zinsen bringen? Proportionalitiits-
faktor?

27, Welche Proportion muB zwischen zwei Kapitalien und ihren Prozentsiitzen
bestehen, wenn beide dieselben Zinsen bringen sollen ?

28. Welches Kapital bringt a) zu 3} diesclben Zinsen wie 2416 A zu 4391
b) zu 5% dieselben Zinsen wie 3550 A zu 33% 1 c) zu 53% dieselben Zinsen wie 4220 4
zu 4%? Proportionalitatsfaktor ?

29. Zu wieviel Prozent miissen 27000 .# auf Zinsen stehen, damit sie denselhen
Zinsertrag haben wie a) 30000 .4 zu 4}%, b) 35000 4 zu 3}%, <) 24000 A zu 5%?
Proportionalititsfaktor ?

Bilde selbst solche Aufgaben.

Mischungsaufgaben?).

30. Messing besteht aus Kupfer und Zink. Wievicl von jeder Sorte ist in 250 g
Messing enthalten, wenn das Messing 65% Kupfer enthiilt ?

31. Man will 500 cem 65%ige Schwefelsiure herstellen; ‘wieviel ccm Wasser und
wieviel L ntrierte Schwefelsiure hat man zu nehmen ?

32. Man schmilzt 225 g Kupfer und 120 g Zink zusammen. Wieviel Prozent von
jedem Metall enthilt die Legierung?

33. Man schmilzt 5 kg Silber und 1} kg Kupfer zusammen. Welchen Feingehalt
bekemmt die Legierung, d. h. wieviel Tausendstel Silber sind in der Legierung ent-
halten ?

34. Wieviel Gold ist in 650 g einer Goldlegierung vom Feingehalt 760 entha.ltonr

1) Beeﬁmme bei den einzelnen Aufgaben auch den Proportionalitatsfaktor.
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35. Welchen Feingehalt bekommt eine Goldlegierung, wenn man 210g Gold
mit 40 g Zusatz zusammenschmilzt ?

Bilde selbst derartige Aufgaben.

36. Flintenpulver “enthiilt 759 Salpeter, 13,69 Kohle und 11,59, Schwefel.
Wieviel hat man von jedem Stoff zur Herstellung von 125g Pulver nétig?

37. Aus 500 g Kreide, 320 g Kolophonium und 75 g Terpentin hat man Siegellack
hergestellt. Wieviel Prozent von jedem Stoffe ist in der Mischung enthalten?

38. Beim Brotbacken rechnet man bei der Herstellung des Teiges auf 4 Teile Mehl
3 Teile Wasser, und man kann annehmen, daB beim Backen ein Gewichtsverlust von
etwa 169, eintritt. Wieviel Roggenmehl, Weizenmehl und Wasser sind demnach in
einem 3-Pfundbrot enthalten, wenn man auf 3 Teile Weizenmehl 2 Teile Roggenmehl
genommen hat ?

Vertellungsaufgaben?).

39. Drei Geschwister im Alter von 10, 12 und 14 Jahren teilen 144 4, die sie in
einer gemeinsamen Sparbiichse haben, entsprechend ihrem Alter. Wicviel erhilt jedes
von ihnen ?

40. 22500 .4 sollen unter 3 Personen so verteilt werden, daB sich die Anteile
wie 4:5:6 verhalten. Wie groB ist jeder Anteil?

41. Die Zahl 192 in 4 Teile zu zerlegen, die sich wie 1:3:5: 7 verhalten.

42. Es wird jetzt eine Haussteuer erhoben, die von den Mietern entsprechend
dem Mietpreis der einzel Woh tragen werden muB. Wieviel Haussteuer
mufB jeder Mieter bezahlen, wenn d.le auf dem Hause lastende Gesamtsteuer

a) 270 4, b) 462,60 #, c) 675 A, d) 822 .4
und die Mieten (in der Reihenfolge Erdgescho8, 1., 2., 3. Stock)

a) 900 4, 1050 #, 9560 4, 8756 .4; b) 1200 A4, 1450./(, 1375 A,
1276 A; c) 1350 4, 1500 .4, 1476 .4, 1425.4; d) 1400 .4;
1650 .4, 1600 .4, 1660 A betragen ?

43. Bei einer Stadtverordnetenwahl sind a) 72, b) 56, c) 68, d) 48 Sitze auf die
einzelnen Parteien proportional den auf sie entfallenen Stlmmen zu vertollen Wieviel
Sitze erhilt jede Partei, wenn folgende Absti b besteh

Partei X a) 42322 b) 36106 ¢) 34203 d) 18424
» Y =) 24891 b) 26748 ¢) 31008 d) 26773
» Z a) 39418 b) 22612 c) 24663 d) 31048
» U a) 72090 b) 68004 ¢) 76100 d) 66209
» V a) 29414 b) 16117 c) 21425 d) 128187

Suche selbst solche Verteilungsaufgaben und 16se sie.

Bewegungsaufgaben?).
44. Ein FuBginger legt im Durchschnitt 1,2 m, ein Reiter 2,1 m in der Sekunde
zurick. Welohe Strecke hat a) der Reiter zuriickgelegt, wenn der FuBginger 1 km
marschiert ist, b) der FuBganger zuriickgelegt, wenn der Reiter 1 km geritten ist ?

1) Bestimme bei den einzelnen Aufgaben auch den Proportionalitatsfaktor.
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45. a) Ein FuBginger legt stiindlich 4 km, ein Radfahrer 18 km und ein Kraft-
fahrer 36 km zuriick. Welche Zeit haben die beiden letzteren nétig, um dieselbe Strecke
guriickzulegen, zu der der FuBginger 5} Stunden gebraucht hat?

b) Ein Radfahrer hat eine Wegstrecke in 1} Stunde bei einer Stundengeschwindig-
keit von 18 km zuriickgelegt, ein FuBginger hat fir dieselbe Strecke 5 Stunden ge-
braucht; wieviel hat er also stiindlich zuriickgelegt ?

46. a) Zwei Freunde, die 18 km voneinander entfernt wohnen, gehen sich ent-
gegen, der eine legt stiindlich 4 km, der andere 44 km zuriick. Wo und wann treffen
sie sich?

b) Zwei andere Freunde, die beide Radfahrer sind und 75 km voneinander ent-
fernt wohnen, fahren sich entgegen, wobei der eine stiindlich 16 km, der andere 18 km
zuriicklegt. Wo und wann begegnen sie sich ?

Lbose auch Bewegungsaufgaben S. 41ff. mit Hilfe von Proportionen.

Geometrische Aufgaben?).

47. In welchen Entfernungen sind auf einem MeBtischblatt (1:25000) Orte
gezeichnet, deren wirkliche Entfernung a) 13 km, b) 26 km, o) 17,8 km, d) 6,3 km

betragt ?
48. Welche Entfernung haben zwei Orte, die auf einem MefBtischblatt a) 4 cm,
b) 6,3 cm, c) 12,4 cm, d) 18,9 cm voneinander cntfernt gezeichnet sind ?

49. Wie lang stellen sich Entfernungen von a) 6 km, b) 3,8 km, c) 12,6 km,
d) 26,6 km auf einer Generalstabskarte (1:100000) dar?

50. Auf einer Generalstabskarte hat man gemessen, daB zwei Orte a) 4,6 cm,
b) 12,7 em, ¢) 9,8 cm, d) 22,9 cm vonei gezeichnet sind. Welches ist
die wirkliche Entfernung der Orte? .

61. Nimm eine Tourenkarte (1:200000) und bestimme die Entfernung von
Orten, deren Kartenentfernung du abgegriffen hast.

62. Greife auf Karten in deinem Atlas die Kartenentfernung von Orten ab und
bestimme mit Hilfe des auf der Karte angegebenen MaBstabes die wirkliche Ent-
fernung dieser Orte.

53. Ein Rechteck mit den Seiten a) 2,6 cm und 6,3 cm, b) 4,2 cm und 8,56 cm,
¢) 3,6 cm und 10,4 cm soll in ein anderes verwandelt werden, dessen eine Seite a) 7,6 cm,
b) 21 cm, c) 5,2 cm lang sein soll. Wie lang muBl die andere Rechteckseite werden ?

d) Gib Proportionen fiir die Seiten flichengleicher Rechtecke an.

b4. Die Grundlinien zweier Dreiecke verhalten sich a) wie 3: 6, b) wie 2: 6,
c) wie 3:4. Wie groB muB die Héhe des ersten Dreiecks werden, wenn die des
zweiten a) 6 cm, b) 8 cm, c) 10 cm lang ist ?

66. Zwei Seiten eines Dreiecks sind a) 3,6 cm und 4,2 cm, b) 4,6 cm und 2,7 cm,
c) 7,2 cm und 4,6 cm lang, die Hohe auf die erste Seite hat eine Liinge von a) 6 om,
b) 3cm, c) 4,6 cm. Welche Hohe hat das zweite Dreieck ?

66. Die Seiten eines Dreiecks sind a) 10 cm, 16 cm und 20 cm, b) 8 cm, 12 cm
und 16 cm lang. In welche Abschnitte werden die Dreiecksseiten durch die Halbie-
r linien der Gegenwinkel zerlegt ?

ch

1) Bestimme bei den einzelnen Aufgaben auch den Proportionalitatsfaktor.
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57. Eine Strecke von 5,6 cm Linge soll innen und auBen im Verhiltnis a) 2: 5,
b) 8:4, c) 3:5 geteilt werden. Wie lang miissen die Teile werden ?

d) Eine Strecke von a cm Linge innen und auBen im Verhiltnis m:nzu teilen
und die Linge der einzelnen Abschnitte zu berechnen.

58. Eine Strecke ist im Verhiltnis a) 3: 4, b) 2: 5, ¢) 2: 3 geteilt, der groBere
Abschnitt betrigt a) 6 cm, b) 8 em, ¢) 10 cm. Wie lang ist die ganze Strecke?

Lose auch andere geometrische Aufgaben durch Rechnung.

Driicke in Formeln aus:

59. Der Umfang u eines Quadrates ist proportional der Seitenlinge a.

60. Der Umfang u eines Kreises ist proportional dem Radius r.

61. Die Fliche F eines Quadrats wichst proportional dem Quadrate der Seiten-
linge a.

62. Die Fliche F cines Kreises wiichst proportional dem Quadrate des Radius.

Physikalische Aufgaben?).

63. Ein Pyknometcr, das leer 42 g wiegt, hat mit Wasser gefiillt ein Gewicht
von 104 g und mit Quecksilber gefilllt ein Gewicht von 886,2g. Wie groB ist das
spezifische Gewicht des Quecksilbers ? ’

64. Das spezifische Gewicht von 1 ierter Sohwefelsiure ist 1,85 g, das von
Salzsiiure 1,21.g. Wie schwer muB demnach ein. Pyknometer mit Schwefelsiure
gefiillt wiegen, wenn es leer. 38,2 g und mit Salzsiure gefiillt- 98,4 g wiegt ?

+ 6. Wie verhalten sich bei gleicher Temperatur a) die- Celsiusgrade zu den
R den, b) die Celsi de zu den Fahrenheit; u.-!..n-u)-d.ieR - ZU
den Fahrenheitgraden? Stelle die Verhiltnisse im Schaubild dar." :

66. Wieviel Celsiusgrade sind a) 16, b) 25, c) 31, d) 60 Grad Reaumur; e) 64,
f) 62, g) 36, h) 100 Grad Fahrenheit? :

" 1. Wieviel Grad Reaumut sind a) 25, b) 10, <) 16, d) 43 Grad Celsius; ¢) 100,
f) 66, g) 43, b) 35 Grad Fahrenheit?

68. Wieviel Fahrenheitgrade sind a) 10, b) 15, ¢) 33, d) 50 Gmd Celslua, e) 12|
f) 18, g) 30, h) 46 Grad Reaumur?

. 69. Driicke in Formel aus: Bei der Erwnrmu.ng eines Korpers ist d.le Tompentur-~
zunshme T' proportional der zugefiihrten. Wirmemenge W. St

70. Wieviel Schwingungen hat a) die Oktav b) die Qu.lnte, o) d:e Qua.rt von
einem Grundton mit 24 Schwmgunge'n!

71. Welche Lichtstirke hat eine Lampe, die einen Schirm in a) 90 ¢m, b) 64 cm,”
b) 48 cm Entfernung gerade so stark beleuchtet wie eine 25kemge Lampein a) 45 cm,
¢) 24'em, ¢) 86 ¢m Entfernung. =

v 724 Draicke in Fotmel aus: Die von einem Lichtbfindel beleuchtete Fliiche F-
mmmt, mit dem Quadrate der Entfermmg t det Fische von der Licbbquells zu.

"'73. Legt man an cinen Widerstand eine Stromquelle mit der Spannung'a) 24,
1) 86, d) 48Volt; so ergibt sich eitie Stromstarke von a) 10; b) 12,'c) 18 Ampcm “Welcho
Stromstirke hat man zu erwarten, wenn man a) 50, b) 48, c) 64 Volt anlegt?

“a)- Auch hier bestimme jedesmal ‘dén Proportionslitatafakter.
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74. Eine Stromquelle mit der St g a) 72, b) 24, ¢) 20 Volt liefert, wenn sie
mit einem Widerstande von a) 48, b) 18, ¢) 15 Obm verbunden wird, eine g
Stromstiirke. Wie hat man den Widerstand zu dndern, damit man bei a) 40, b) 36,
c) 48 Volt Spannung dieselbe Stromstirke erhalt ?

75. Driicke in Formel aus: a) Die Stirke 1 eines clektrischen Stromes ist bei dem-
selben Widerstand proportional der Spannung v. b) Der Widerstand w eines clektri-
schen St muB bei gleichbleibender Stromstirke proportional der Spannung v
wachsen. )

76. Gib nach dem' Ohmschen Gesetz an, welchen GroBen die Spannung v eines
elektrischen Stromes proportional ist.

77. Die einem Kérper erteilte Beschleunigung b ist proportional der auf den
Korper wirkenden Kraft k.

-78. Die einem bewegten Korper innewohnende lebendige Kraft E ist pro-
portional der Masse m des Korpers.

79. Die einem bewegten Korper innewohnende lebendige Kraft E ist auch pro-
portional dem Quadrate der Geschwindigkeit v des Korpers.

80. Beim freien Falle ist der von dem fallenden Kdrper zuri\ckgelegte Weg s
proportional dem Quadrate der Fallzeit ,.

81. Zwei gleichstarke Magnetpole wirken mit einer Kraft k aufeinander, die pro-
portional dem Quadrate der Magnetstirke m ist.

82. Die Umfiinge zweier ineinandergreifender Zahnrider betragen 75 cm und
60 cm. Wieviel Umdrehungen a) des Klei Rades ) auf 1000 Umdrehungen
des groBen, b) des groBen Rades kommen auf 1000 Umdrehungen des kleinen Rades ?
c) Driicke in Formel aus: Die Umdrehungszahl n eines Zahnrads ist umgekehrt pro-
portional dem Umfang u des Rades.

83. Wo muB man ein 250 g-Gewicht an einem Hebel aufhingen, wenn es 400 g,
die im Abstande von 18 cm vom Drehpunkt aufgehangt sind, das Gleichgewicht
halten soll ?

84. Die Arme eines Hebels sind 28 cm und 36 cm lang. Welches Gewicht hat man
an dem a) kiirzeren, b) lingeren Hebelarm anzuhiingen, wenn es 360 g, die an dem
a) lingeren, b) kiirzeren Arm hiingen, das Gleichgewicht halten soll

85. a) An den zwei Enden eines 30 cm langen Hebels sind zwei Gewichte
von 260 g und 300 g angehingt. Wo liegt die Achse des Hebels, wenn Gleichgewicht
herrscht ? .

b) Eine Hebelstange von 70 cm Liinge ist an den Enden mit 200 g und 160 g be-
lastet. Wie lang sind dic Hebelarme, wenn sich der Hebel im Gleichgewicht befindet ?

86. Driicke in Formel aus: Ein Hebel bleibt im Gleichgewicht, wenn man
das Gewicht @ umgekehrt proportional der Linge ! des Hebelarmes iindert.

87. a) Wieviel cem Quecksilber wiegen gerade so viel wie 100 ccm Schwefel-
siure? b) Wieviel ccm Schwefelsdure wiegen gerade so viel wie 100 cem Quecksilber
(spez. Gewicht des Quecksilbers = 13,6 g, das der Schwefelsiure = 1,85g)?

88. Welches ist das spezifische Gewicht eines Kérpers, von dem 86 ccm gerade
soviel wiegen wie 10} ccm Quecksilber, dessen spezifisches Gewicht 13,6 g ist ?
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89. Die in einem Manometer abgesperrte Luft hat bei dem Druck von 1 Atmo-
sphire eine Linge von a) 15 cm, b) 18 cm. Wie lang ist die Luftsaule bei einem Drucke
von a) 2, b) 3 Atmosphiren ?

90. Die Luftsiule eines Manometers nimmt bei einem Drucke von a) 2, b) 3 Atmo-
sphiiren einen Raum von a) 23} cm, b) 28} cm Linge ein. Welchen Druck muB man
herstellen, damit die Luftsiule a) 94 cm, b) 71} em lang wird ?

Driicke in Formeln aus:

91. Das Volumen v, das ein Gas einnimmt, ist a) direkt proportional der Zahl »
der vorhandenen Mblekiile, b) umgekehrt proportional dem Druck p, unter dem das
Gas steht.

92, Bei derselben Spannung ist die Stirke i eines elaktmchcn Stromes um-
gekehrt proportional dem Widerstande der Leitung.

93. Bei derselben Spannung ist der Widerstand w umgekehrt propomonnl der
Stromstirke.

94. Bei derselben Lichtquelle ist die Beleuchtungsstirke ¢ einer Fliche um-
gekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung r der Lichtquelle von der Fliche:

95. Die Kraft k, mit der ein Kérper von der Erde angezogen wird, ist umgekehrt
proportional dem Quadrate der Entfernung r des Kérpers vom Erdmittelpunkt.

96. Die Kraft k, mit der ein Kérper von der Erde angezogen wird, ist direkt
proportional der Masse m und umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung r
des Korpers vom Erdmittelpunkt.



IV. Abschnitt.

Potenzen mit positiven ganzzahligen Exponenten
und Wurzeln.

A. Der Potenzbegriff.

In welcher kiirzeren Form kann man die Summe a + a¢ 4+ a + a + a,
in welcher kiirzeren Form das Produkt a-a-a-a-a schreiben? Es er-
gibt sich so:

Wiederholte Addition desselben Summanden fiihrt - zur Multipli-
kation; wiederholte Multiplikation desselben Faktors fiihrt zur Poten-
zierung.

Erklirang. Eine Potenz!) ist ein Ausdruck von der Form a" und
bedeutet ein Produkt von n gleichen Faktoren a.

Es ist also .

a"=G'G°'G*G -G ppy
Ist a" =w,
so heiBt a die Grundzahl oder Basis?), n der Exponent?®), «w der Wert der
Potenz.

Die zweite Potenz von a wird auch das Quadrat, die dritte Potenz
der Kubus von a genannt. (Erklire diese aus der Geometrie entnomme-
nen Ausdriicke.)

Wie unterscheidet sich (4 a)® von (—e)*? Warum stimmt der
Wert von (4 @) mit dem von (— a)® iiberein?

Bei welchen Exponenten sind die Potenzen negativer Zahlen
positiv, bei welchen negativ ?-

Welchen Wert haben a! und (—a)'? Welchen Wert haben die Po-
tenzen von 1?

Bestimme die Werte folgender Potenzen:

() () (5w () ) (3)"
1) potentia (lat.) = Macht. —  2) basis (griech.) = Grundlage.
3) w"on (lat.) exponere = heraussetzen.
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Welche Folgerung ergibt sich hieraus fiir die Werte der aufeinander
folgenden Potenzen einer Grundzahl, welche a) kleiner als 1, b) groBer
als 1ist? Bilde noch andere derartige Beispiele und berechne sie.

Ergebnis: Jede Potenz von 1 ist stets wiederum 1; jede
Potenz einer Zahl, die groBer als 1 ist, ist auch groBer als 1;
jede Potenz eme_r positiven Zahl, die kleiner als 1 ist, ist
auch kleiner als 1.

Ubungsbeispiele.
Bestimme die Werte folgender Potenzen:
1. a) 22 b) 32 c) 4 d) b2 e) 62 f) g) 8.
2. a) 22 b) 23 c) 2¢ d) 28 e) 2¢ f) 28 g) 21,
3. a) 3 b) 32 c) 3 d) 3% e) b? )y g) 8.
4. Gib die Potenzen von
a) 2 von 2 bis 210 b) 3 von 3 bis 33 ¢) 4 von 41 bis 43

da b6 , b, 58 e6 , 6 , 6 f) 10 ,, 10* ,, 10" an.

d. Berechne dic Quadrate der Zahlen von 1—20.

6. Bilde die dritten Potenzen der Zahlen -von 1—10.

7. Berechne a) 12 + 23 4 3% .42 - 53 + 63, b) 13 4 3% .68 - 78 98 4 113,

8. Wie heiBt die groBte Zahl, die man als Potenz mit a) 2 Zweien, b) 3 Zweien,
¢) 4 Zweien, d) 3 Dreien, e) 4 Dreien, f) 3 Fiinfen, g) 4 Sechsen schreiben kann ?

9. Wie heiBt die gré8te Zahl, die sich als Potenz a) mit 1 Ziffer, b) mit 2 Zxﬂ’ern,
¢) mit 3 Ziffern, d) mit 4 Ziffern schreiben laBt ?

.1+ 110./Unser Zahlensystem beruht ebenfalls:auf der Potenzrechnung, und zwar
baut es sich auf den Potenzen von 10 auf, weshalb es den Namen Zehnersystem
(Dezimalsystem?) oder dekadlsches’) Zahlensystem) hat; ey ist z.B. 266
= 2-10% + 6 - 10! + b. Schreibe d hend a) 49, 128, 289, 888, 999, 3456;
b) 2222, 405, 400, 1005, 90909, 35897, 329876. (Was mag die Veranlassung gewesen
sein, daB8 man gerade die Zahl 10 als Grundlage des Zahlensystems g hat ?)

11. Bei groBen Zablen nehmen wir sprachlich die Million als Grundlage zur
Bezeichnung z. B. 1 Billion = 1 Million Millionen. Schreibe als Potenzen von;10:
a) § Millionen, 83 Millionen, 100 Millionen, 1000 Millionen (1 Milliarde), 10 Milliarden,
400 Milliarden; b) 1 Billion, 17 Billionen, 100 Billionen, 3000 Billionen, 100000 Bil-
lionen; c¢) 1 Trillion, 20 Trillionen, 10000 Trillionen, 300000 Trillionen; d) 1 Quadnlhon,
5 Quadrillionen, 28 Sestillionen, 99 Sextillionen, 1 Oktillion.

- 12. Bei Naturvélkern in allen Weltteilen findet man das Fiinfersystem. (Wie
kommt man auf die Zahl 5?) Wie hat man in einem solchen System bei Benutzung
unserer Ziffern 0 bis 4 die Zahlen zu schreiben, die a) b, 6,. 7, 8, 10, 12, 15, 20, 25,
b) 26, 28, 29, 30, 65, 100, 106, 125; c) 126, 130, 150, 200, 289 des Zchnersystems ent-
sprechen ?

1) decem (lat.) = zehn. —  2) deka (griech.) = zehn.
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13. Welche Zahlen des Zehnersystems sind im Fiinfersystem ausgedriickt durch
a) 10, 11, 12, 13, 14; b) 20, 22, 24, 30, 32, 33, 44; c) 100, 102, 105, 123, 234, 401;
d) 1000, 2000, 2222, 3003, 44447

14. Bei mehreren Kulturvolkern vergangener Zeiten war das Zwanziger-
system in Gebrauch (z. B. bei den alten Kelten; frz. 80 = quatre-vingt)!). Bilde
firr die Zahlen 10 bis 19 neue Ziffern, z.B. 10 =0a, 11 =4, 12=1y, ...19= o,
und schreibe folgende Zahlen des Zehnersystems im Zwanzigersystem: a) 20, 21, 23,
30, 36, 40; b) 41, 46, 50, 55, 60, 80, 100, 150, 200, 400; c) 401, 425, 632, 829,
1000, 4000, 8000. ’

16. Welche Zahlen des Zehnersystems sind im Zwanzigersystem ausgedriickt
durch: a) 10, 12, 15, 17, 20; b) 21, 25, 32, 41, 77; c) 85, 99, 100, 105, 409, 613 ¢

16. Die alten Babylonier rechneten mit einem Sechzigersystem [Sexagesi-
mal?)-System], das sich zum Teil ‘bis auf den heutigen Tag (1 Stunde = 60 Min.,
1 Min. = 60 Sek.; 1 Schock = 60 Stiick) erhalten hat. Was bedeuten, wenn wir
unsere Ziffern fiir dieses System verwenden, die Zahlen a) 10, 11, 12, 15, 19, 20;
b) 24, 31, 40, 43, 65; c) 80, 85, 89, 91, 96, 99, 100 des Zwanzigersystems in
Zchnersystem ?

17. Auch miteinem Zwdlfersystem ist gerechnet worden (1 Gros = 122 Stiick).
Wie sind im Zwélfersystem die Zahlen a) 13, 15, 19, 23, b) 25, 29, 37, 47, 49, ¢) 100,
143, 146, 288 des Zehnersystems zu schreiben ?

68. In der Wissenschaft schreibt man sehr groBe und sehr kleine Zahlen mit
Hilfe von Potenzen von 10:a) die Lichtges. hwindigkeit und die Ges:hwindigkeit der
elektris.hen Wellen ist 3.10° cm in der Sekunde; wie groB ist demnach ein
Lichtjahr, d. h. der Weg, den das Licht in einem Jahre zuriicklegt? b) Der
niichste Fixstern ist 4,3 Lichtjahre, der Sirius 8,8 Lichtjahre von der Erde entfernt;
driicke die Entfernung in Kilometern aus. c¢) Die Linge der elektrischen Wellen der
Radiostationen miBt man in Metern; das Licht ist auch eine Wellenbewcgung, jedoch
ist beim Licht die Wellenlinge winzig klein. Die Wellenlinge des roten Lichts z. B.
ist 760:10° mm, die des violetten Lichts 397:10® mm; wieviel cm sind das?

Berechne: )

19. 8) (+2)* b) (—2)* ¢) (—5)* d) (—7)* e) (—10)* f) (4 12)*

20. a) (—2)® b) (+6)* ¢) (—b)? d) (—6) e) (+4P £ (—9°

Bestimme den Wert folgender algebraischer Summen; beachte hierbei, daB
zuerst die Werte der Potenzen, dann die der Produkte und schlieBlich dic
Werte der algebraischen Summen zu berechnen sind:

21. a) (—60+ (=5 —(—)*+(—3)* b) (—3)*—(—4)*+(—5)*—(—06).

22. 8) (—3)'+ (—4)P+ (=3P + (—4)*

b) (+3)—(—4°+ (—3)*+ (+ 4

1) Auch das Zahlensystem der Maja, cines hochkultivierten Indianervolkes,
das die Gegend des heutigen Mexiko und Zentralamerika bewohnte, war cin Zwan-
zigersystem.

2) scxagesimus- (lat.) = der sechzigste.
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23.a)3-424+6-(—2°—2-5® b) 4-(—b*—3-7*+(—8P—2-92
24. 8) (3% b) @P, o) (3% d) (37 o (@17 ) (42

26. 8) (— )%, b) (— 3 o) (—21)P d) (— 4§, o) (—6I

26. 8) (3% b) (— 3% o) (=14 D @7 o) (— D ) (— P

27. 8- (89 +9- (3P —10-($2 4 27 (— 3> —36- (D

28 5- (P +12- (3P —7- (—§*—9- (— P~

29. 12 (—$§)?— 13- (—§P + 16- (— 3P —10- (— P

30. 22+ (3P —11- (— PP+ 18- (P —14- (— P

31. 8- (132 —6-(23)° —4 - (—2} + 12 (— 3}

32. 5-(84)*—3- (1282 + 5 - (— 11} — 7 (+12))

Es ist 15-a® —12-a® = (16 —12) -a® = 3a®. Wie berechnet man dement-

‘N ,‘lm infachst .
33. a) 9-938.28, b) 16- 3% —12- 33, ¢) 26-43—21-43.
34. a) 18-28 4 225, b) 47-3°43-8%, c) 94-8—44-82,

36. a) 28-3% 4 35-38 —13 -39, b) 75 -4 + 86 -4 —61-421

Kann man sich auch bei folgenden Aufgaben die Rechnung durch Auskl
vereinfachen:

36. a) b-4% 4 15- 32, b) 18- 62 —17- 53, c) 26-8 9.9

37.a) 12-22 4723, b) 25-43—10- 43, c) 48-58 —84-5*?

38. Berechne a) (@ —b)® und (b —a)?, b) (z—y)* und (y— 2)*, c) (a —1)®
und (1 —a)?, d) (z—1)* und (1 — z)* und vergleiche die Ergebnisse.

39. Berechne a) (@ —b)® und (b —a)? b) (z—y)® und (y—2z)%, c) (@ —1)*
und (1 —a)?, d) (z—1)® und (1 — z)® und vergleiche auch hier die Ergebnisse.

Gib auf Grund der Ergebnisse der Aufgaben 38 und 39 an, wie man bei den folgen-
den 4 Aufgaben vor der Potenzierung zusammenfassen und dadurch die Rechnung
vereinfachen kann.

40. a) (@ + b)® + (a—Db)* b) (a + b2 — (b —a)t.

41. a) (@ + b2 + (a—0)® b) (@ + b — (e —b)>.

42. 4-(z—yr—3(y—2P+2(@—y*—3(@y—2)*

43. 6(z—1P +5(1—2P—4(x— 1P —2(1—2)"

44.8) 10a2*+ bazt—Taa2?+3az*—6axl
b) 13 a®b + 2§ a*b—3atb + $a?b.
4b. a) 4zt + 823y + 1528 y* — 23 2% 92,
b) 26a%b—12a*b—17ab®*—19a%b + 16ad.
46. a) 48a%b* — 13 a4 b® + 22a° ' — 18 a4 b® — 13 a® b4,
b) 29 a®b® + 25 a? b* — 13 a® b + 19 a® b* — 33 a? b5
47. a) 20a2® + 12a"z—13a"z + 12a 2".
b) 3428 —2220y + 12 48 — 24 2t y + 26 2.
48. a) 76 a® b — 25 a® b¥ — 13 a¥ b® + 16 a¥ b°.
b) 66 a”b® 4 12a¥ b* — 62 a¥ b® — 16 a® b¥ + 13 a® b7,
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B. Graphische Darstellung von Potenzen.

a) Die Funktion y = «? graphisch darzustellen.

Gib der Grundzahl z verschiedene Werte, berechne die zugehérigen
Werte von y und stelle dic Werte in einer Funktionstafel zusammen:

a= | —3 —24| —2|—1| —1|—3 of3[1]|2 25

y= 9 6| 4| 22| 1 }{0;{-;1 2}| 4 i6}|9...

Trage in ein Koordinatenkreuz die Werte von z als Abszissen, die
zugehérigen Werte von y als Ordinaten ein. Als Bild unserer Furktion
ergibt sich eine Kurve, die durch den Nullpunkt geht und symmetrisch
zu beiden Seiten der y-Achse verliuft. (Beweise die Symmetrie.) Die
erhaltene-Kurve wird Parabel genannt (Fig. 10, Seite 74).

Eine praktische Bedeutung dieser Parabel besteht darin, daB
man mit ihrer Hilfe die Quadratzahlen von gebrochenen Zahlen (Flichen-
inhalte von Quadraten) leicht annéherungsweise bestimmen kann. Gib
dementsprechend die Werte von:

1. a) (117 b) (— 232, o) (21 d) (XD ) (— 131, ) (— 0,72 g) (— 2.3

2. a) (—2,9)% b) (1,73, ¢) (—2,1)% d)(1,9) e)(2,6)% 1) (—2,4), g) (2,6)* an.

3. Wie kann man mit Hilfe der (auf z = 4 3 beschrankten Kurve auch: a) 193,
b) 26, ¢) 173, d) 23%, e) 292, f) 212, g) 26° annihernd bestimmen ?

- 4, Lies an der Kurve den Wert von a) 1 032, b) €272, ¢) 1672, d) 2562, ¢) 2833,
{) 2192 ab, berechne dann die Werte und bilde dir ein Urteil Gber den Grad der bei der
Ablesung erreichten Genauigkeit.

5. Wie groB ist die Fliche cines Quadrates, dessen Seite a) 27 em, b) 23 cm,
¢) 19 cm, d) 183 cm, ) 222m, f) 178 m ist?

6. Zeichne eincn Ast der Kurve der Fig. 10, indem du diec Abszisseneinheit gleich
5 cm, die Ordinateneinheit gleich 1 ¢cm nimmst, und lies dann aus der erhaltenen Zeich-
nung dic Werte der Quadratzahlen der Aufg. 4 von neuem ab. Hast du einen griBeren
Grad der Genauigkeit als bei Fig. 10 erreichen kinnen? Gib an, wie man Lei der
graphischen Quadrierung den Grad der Genauigkeit erhdhen kann.

b) Die Funktion y = «® graphisch darzustellen. Fertige eine
Funktionstafel fiir = — 2 bis z =+ 2 mit Abszissendifferenzen von
} an und stelle die Funktion graphisch dar. Die sich ergebende Kurve
heiBt kubische Parabel zum Unterschied von y =22, die manauch
quadratische Parabel nennt.

Um die Parabel, deren Ordinatenwerte mit wachsendem z sehr stark
wachsen, auch fiir nicht zu kleine z-Werte noch zeichnen zu konnen,
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tut man gut,: die ‘Ordinateneinheit klein zu nehmen; in Fig. 11 ist die
Ordinateneinheit & der Abszisseneinheit.
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Beachte, daB bei der kubischen Parabel y =2® zu negativen
Werten von z auch negative Werte von y gehoren; die Kurve hat einen
unteren Ast, der in bezug auf 0 als Symmetriezentrum strahlig-symmetrisch
zum oberen Ast ist (Geometrie I, S.40f.). Beweise dies mit Hilfe von
kongruenten Dreiecken, die du aus den Abszissen und Ordinaten symmetri-
scher Punkte bildest. Ist eine der Koordinatenachsen Symmetrieachse
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der Kurve? Untersuche
durch Drehung der Ab-
szissenachse, ob eine anders
gelegene Gerade Symmetrie-
achse der Kurve sein kann.

Besti hisch den

=

¥

Wert von T

7.8) (82 b) (—13p,
c) (247, d) (—2,6)% e) (297,
1) (0,7, g) (1,9)% h) 122

8. a) (—0,4) b) (28),
¢) (—1,8) d) (2,1)% e) (—13)%
f) (0,6)% g) (—27%

9. a) (3,33 b) 29,
c) (—42)%, d) (— 4,60 e (3,7)%
f) (— 4,9)% g) 38%, h) (— 4,1)*

10. Ein Wirfel, dessen
Kante ¢ cm lang ist, hat den
Rauminhalt a® cem. Wie gro
ist demnach der Rauminhalt
eines Wiirfels, dessen Kanten-
linge a) 27 cm, b) 3,4 m,
¢) 0,42cm, d) 4,6cm, e) 1,9 cm,
f) 24 cm lang ist?

" 11. Stelle die Funktionen:
a) y=32, b) y=>52
c) y=%=’. d)y=%z‘ mit
Hilfe der Fig. 10 graphisch dar,
indem du diberlegst, in welcher
Beziekung die Ordinatenwerte
dieser Kurven zu denjenigen der
Parabel y = z* stehen.

12. Stelle die Funktionen
a) y=—2%, b) y=—32,

0 y=—bad) y=—52,

e) y=-—£z~' graphisch dar |

3
und vergleiche sie mit der Kurve
y=2% und den aus 11a) bis
d) sich ergebenden Kurven.
13. Stelle unter Benutzung
der kubischen Parabel y= 2°

Fig. 11.
Relnhardt-Zeisberg, Arithmetik u. Algebra. A u. C II. 6



76 TIV. Abschnitt. Potenzen mit positiven ganzzahligen Exponenten und Wurzeln.

die Fu.nktlonen a)y=22%b)y=—23 ¢ y——z‘ d) y= ——za,e)y=3;-’,
f) y= -5 :.‘ graphisch dar.

14. Zenchne die Kurven a) y=2% b) y=—24, ¢) y= 25 y= —2° fir
z=—3 bis 2=+ 3.

15. Gib fiir die Aufgaben 11 bis 14 an, welche Kurven Symmetrieachsen und
welche ein Symmetriezentrum haben.

C. Das Rechnen mit Potenzen.

a) Potenzen mit gleicher Grundzahl.
Wieviel ist nach der Bedeutung der Potenz a) a®- a2, b) a?- a4, ¢) a*-a®? Wie
ergibt sich also der Exponent des Produktes aus den Exponenten der Faktoren?
L...a" a"=a"t",
Beweis: Was bedeuten nach der Erklirung der Potenz ™ und «"?
_Wieviel Faktoren a ergeben sich, wenn man ™ mit a" multipliziert ?
At =a-a-a------ @y
und ¢" =a-a-a-a----a, g

a™ -

" =a:0-64-a°0°6 8+ Ay pym = " "}
in Worten: Potenzen mit gleichen Grundzahlen kann man multiplizieren,
indem man die Grundzahl mit der Summe der Exponenten potenziert.
In gleicher Weise ergibt sich die Formel iiber die Division von
Potenzen mit gleichen Grundzahlen:
Bestimme a) a3:a2, b) a®:a?, c) a®:a® d) a®:ab.

IIa ...a™ wenn m > n

. m—n
:a" =d

IIb...a":a"=1:6""™ wenn m<n

in Worten: Potenzen mit gleichen Grundzahlen kann man dividieren,
indem man die Grundzahl mit der Differenz der Exponenten potenziert.
Beweis: a™ =a-a+:-0p_pa
a" =@ Cy_ma
Dividiert man nun beide Seiten dieser Gleichungen, so kann man
1. wenn m > n ist, n Faktoren a wegheben, so daB im Zihler noch
(m — n) Faktoren iibrig bleiben; nimm fiir m und n einige Zahlenpaare
an und bestitige die allgemeine Uberlegung; also a™ : a" =a™".

2. Ist m < n, so lassen sich m Faktoren a wegheben (Beispiele!),
und es bleiben im Nenner noch (n —m) Faktoren iibrig; demnach

e":a*=1:a""".
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b) Potenzen mit gleichen Exponenten.
III. ...a" - b" = (a- b)"

in Worten: Potenzen mit gleichen Exponenten kann man multiplizieren,
indem man das Produkt der Grundzahlen mit diesem Exponenten potenziert.
Beweis: " b"=a-a- - Qy bbby gy
=(@-8)-(@-b) e (@ )y o
= (a-b)".
In ganz entsprechender Weise ergibt sich die Formel fiir die Division
von Potenzen mit gleichen Exponenten:
IV. ... a":b" = (a:b)"

oder in anderer Schreibweise: o — (%)"
bn b

in Worten: Potenzen mit gleichen Exponenten kann man dividieren,
indem man den Quotienten der Grundzahlen mit den Exponenten potenziert.
Beweis: 20 = 272" """ Gnmat (i).(i) e (i) - (i'.)"
B Tl T I boma \0)\B b ) nmat 5) -
Umkehrung dieser vier Formeln.
Beweise durch Umkehrung der Beweise fiir I bis 1V, da

IB) ..amth _gqm . g"

IIa) ...a" " =a":a"
IIIa) ... (a-b)"=a" - "
und IVa) ... (%)" = ;—:ist.

Gib den Wortlaut dieser Umkehrungsformeln an; von ihnen sind
IIIa) und IVa) besonders wichtig.

IIIa) Ein Produkt kann man potenzieren, indem man die Faktoren
einzeln potenziert und die erhaltenen Potenzen multipliziert.

IVa): Einen Quotienten kann man potenzieren, indem man den Divi-
denden und Divisor potenziert und die erhaltenen Potenzen dividiert.

¢) Potenzierung einer Potenz. Was bedeutet 1. (23)2, 2. (3%)2, 3. (a?)8,
4. (a%)2, 5. (a¥0)3?

V. e (ﬂm)”= ﬂ"'"
und als Umkehrung
Va)...a™ " = (a™)" = (a")"

Beweise diese Formeln, indem du wie bei a) und b) auf die Be-

deutung der Potenz zuriickgehst.
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Die Formel V lautet in Worten: Eine Potenz kann man poten-
zieren, indem man die Grundzahl mit dem Produkt der Exponenten
potenziert.

Wie lautet Va) in Worten ?

Ubungsbeispiele.
I. Multiplikationen mit gleicher Grundzahl.

1. a) 2% a? b) at. z? c) a*-at d) a*-a*
2. 8) 45y b) y13 -y ¢) b7 -1t d) 15 - s,
3. a) ut-ut b) #°- 27 c)a-at d) m®-m.
4. a)p*p b) ¢ - ¢* c)r-r d) 8-,
5. 8)a%-a%-a b) 2528z ) u-ud-ub d) p°-p* - 5.
6. a) a%* - a*® b) a® - a%% c) bW - boY d) b -bv.
7. a) a% - +1 b) a%+2.q%+3 ) bV - py+3 d) by—1.pev—s,
8. a) a® - q%2+3 D) qi . ql=22 ) b3 +1.pir—2 d) psz+e.pz—6,
9.8)a-g"t1.qm"—3 b) z-ah—1.gn—5.zn+s

c)y-yd-z-28 d)y w7 ud-u v r

0) bz.bz—l.b f) az—l’.az—l,a.ba.bil’—:l.b
10. a) qm—3.g8—m.qg2Mm—2 b) ad™m—4.qtm +3. g6 —am,
11. a) (a + b+ (a + b)? b) (@ —b)t- (@ —b)'.
12.8) (z+ 9 (z+ 9 (z +9) b) (z—9)P - (z—y) (z—y)2.
18. 8) (@ +2b)7- (@ + 2b)* - (a + 2b)

b) (2a—3b)-(2a—3b)-(2a—3Db).
14.8) Bz—2yP-(Bz—2y) -Bx—2y)

b) (6a + 22+ (Ga+ 26 (5a+ 2b).

16. a) 4a®-3at-ba
16. a) 622-0.622-0,3 2
17. 8) @b - 1§ a®btc-fabie?

b) 7a®-6a*-4ab.
b) %r’-lg—z’-%z‘.
b) Ba"‘-"!—%a”""".

18. a) 0,25a""~b"“~1,2a‘“ <B3:0.5a2-3%. 3V +7
b) 0’801-2 -b’~0,3a“"-b""‘-0,5a= -3.p8-0v

19. 8) 2(z+ 9y (z+ y)?*
e) u(u—+v)-uu+v)?
20. a) a®- (@ —b)? - a® (@ — b)®
c) a®(a + b) - b? (a + b)?

21. a) 2a(3a*+ 4ab + 5b?)
c)bu(Rut—3uv—402)

22, a) 6z2(22'—3zy+ 492
c) 7} 2% (6t —2 20 —12 2%)
e) 18} a® (§ a® + 2} a®b® — 7} B9)

b)a(@+b2-b(a+bdt-c(a+bd)
d) z(z—y) z(z—y)?- z(z—yp°
b) 2 (z+y) z(z+ y)?*

d) 2t (z —y)* - y* (z — y)3.

b)3z(B2*—bzy+ 637

d) 4y((3z2—4yz+ b6y?).

b) 23 2 (* —3 22 —b)

d) 6% u8 (6 u” 4 16 u5 — 20 u9)

f) 16} 2242 (1222 — 28z y + 32 9?).



23.

C. Das Rechnen mit Potenzen.
a) 32 —by?)-(422+ 6y b) (6a® + 78%) - (ba® —3b?)
¢) (5ut+9)(1—4u?) d) 8p*—4¢°)-(5p*—9g%).
24. a) (2a%—b5b%) - (3a® —4a2bt—5P?)

b) 102 —7zy+8y%)-(322—8y?).

II. Divisionen mit gleicher Grundzahl.

79

1. a) @’:a® b) ab:at c) at:a? d) a%:a e) a®:at.
2, a) a’:a® b) 28:2? c) at3: a® d) z19; 22 e) alt: al.
3. a) z11:2° b) z12:2° c) a'®: ad® d) b13: bt e) us:ud.
4. a) a®:a® b) b18: b c) ct®:c8 d) d*8:d8 e) e¥:ed.
5. a) z1%:2% b) y®:y? c) z0: 24 d) e e) rio;: ¢85,
6. a) ut:ut b) v18: 00 c) wl®:wt d) z: 18 e) y¥:yt.
7. a) Vergleiche a®:a% mit a® —a®  b) Desgl. a" : a" ! mit a® —a" -2,
B. &) zlm+l: zﬂ-ﬂ 'b) zlm*!:zm~a (‘) fﬂ#!:zm*’.

9. a) Z3Mm+1, g3mel b) Z2m-1; 2m-1 ¢) 23m*l, gam-s,
10. a) a’®:a%?-° b) a¢: qbe-3 c) att-3:q%r -4,
11. a) pPata, p3cts b) b3e-3;pz-s ) biz-1;pe=-1,
12. a) zé6-3; z30-2 b) z88-1; z40+3 c) 230 +4; g8a-4,
13. a) 323 yt: 420y b) 12 212 y5: 6 25 y? c) bz ys: 628 yo.
4. 8) Fartict:dabier b) LatbPc:1}atbic o) FatdSct:1fablct.
16. a) a®:a®* b) a®:a® c) at:a® d) a®:a® e) a®:ab.
16. a) a%:a® b) a®:a® c) ab:a'® d) at:a® c) a®:a'?
17. a) z8: 2'1* b) 2%:2° c) z': 24 d) 2%: 212 e) a%: 212,
1. a) gt y® B gyt o gty A gyt o) gy,
19. a) a®:a®*! b) @?% : g7z *? c) @®=*1: 8247,
20‘ 3) z’m-l:zlm"l b) yIn-S:ySn+: c) zﬂn-ﬂ:zﬂﬂ+3'
21.a) 3a%y2: 620yt b) 1622y:bzy® c) 1222 y5: 6 2% 43,
22. a) §a2l3c':Sabtc? b) Lasbict:1}asbécs.

23. a) 2} 22 y2*: 6} 24 y2 24 b) B zyrat: 28 27y,

2 2 4p3 2

2. o 3abt 8a%b b) EL:(_P_‘?_)
42y 9zy' byt 923
z3a-b 236-30 asz-v au~!v

25. a) yaa-au:yu-n b) ba.-zv ST

5 24 q2a -3y ) 18az-sv b 4adz-2v 4a!= 4y

26. a 19 z90-30 ° 35 g3a-20 ) 3 eates g e

27. a) (334~ —3a®"-? + 1}a™"):§am",

b) (1,06a°™*3 4 1,47 g™ +3 — 1,89 a¥™*+1): 0,21 a?™+3.

. a) (4L 2m —128 2™l 4 14l am %) 2 o8,

b) (7,62 + 1,352y + 0,45 y*): 1,5 2 4.

. a) (1,44 24 — 0,96 2° + 2,4 2%): 0,12 2%

b) (0,225 + 1,75 z y + 2,26 y) : 0,25 24 8.
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30.

31.

41.
42,
43.

a) (10a% + 23a* + 18a + 9a?): (242 + 3 a)
b) (176 b8 + 200 b” — 350 b5 — 400 b* +- 175 b2 4 200 b) : (7 b2 + 8b).
a) 82z*+3620y*+ D122yt +279%): (2224 3 3?)
b) (27u®—b4ut ¢34+ 36udv® —8v%): (Bud—23).
. a) (16a% —9b* +30b2c—25¢%):(4a2 —3b2+ 5¢)
b) (25a?—40ab® + 1664 —9c): (5a —4b* + 3¢?).
. a) (BB—y8):(z—y) b) (a? —b7): (a —Db).
. a) (a®+b%):(a+ b) b) (z7+ y): (z + y)-
. a) (2° + ¥%): (=2 + 3?) b) (z* —y®): (z* —y?).
. a) (a®—108): (a* + Y b) (a® — b®): (a® —b?).
. a) (@ +1):(z+ 1) b) (#* —1):(z—1).
. a) (a®—1):(a*—1) b) (a® 4 1): (@ + 1).
. a) (2" —y"):(z—y) b) (z* —1): (z—1).
. Untersuche: a) ob (2" — y") fir jedes » durch (z — y) teilbar ist,
b) ob (2™ + y*) fiir jedes n durch (z + y) teilbar ist.
c) Fiir welche n ist (z"— y") sowohl durch (z—y) als auch durch (2 + y)
teilbar ?
a) (B"—y*"):(z—y) b) (27— y?"): (2 — 3?).
a) (23" — y*"): (2° — o) b) (z4"—1): (x4 —1).
8) P+ g):(@—zyt+y) D) (B—y):(@P+zy+a.

III. und IV. Multiplikationen und Divisionen mit gleichen Exponenten.

1. a) 42-5° b) 43258 c) b4 208 d) 881254,
2. a) (t)a . (i)a b) (-_)5)4 . (li)a c) 32-52- (%)! d) 63-23. (2)3'
143 212 276 6.3t C73. 98 9242 . 152
3. 8) =53 b)§57; ) v d).z—J‘,; ) 5gv f)_W'
a —b\® (21— y\3
4. 8) (@+B) (@—bp b) (m) . (a,—_b,) .
a -+ b\m fa —b\m ab \m T—y\» [z+ y\n [a® —Db\n
5. 2) (a—b) ( b ) '(a’—b’) b) (bTB)'(a—b)'(x'—y’) .
6.a)228-5y5-828 b) 12a%-9b%-5¢3.
7.a)822-124%-1022 b)2§a"-3§b"-24c".
8. a) 0,6y°-0,62%- 0,6 u® b) 3,6ut-0,2v4-1,8ut.
9.a)b6-(a—b)*-6(c + b)® b) 24 (u + v)®- 2§ (u — )%,
10. a) (5-13) b) 2a) c) (5 d) (2 z)°.
24\1 242 b\2 z\4
na(z)  0() o(z) o (F)
12, a) G2 b) (2} ap® o) (3 y» d) (63 u).
4 z\1 13 a\z 2} u\e 5} 2\
1.9 (53) v (153) 9 (54) @ (g) -
14. a) [6(a+ ) b) [} z—y)P ) [2} (» + )}
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16a\s /13 b\s 2u\® /3 v\s
moa(g) G2 vy (5 oG (%)
12a 5 b\s 24 zy 16 2 25ab\z (da\s
w0 (53) (o) v 6D o (e) (%)
V. Potenzierung von Potenzen.
1. a) (@®®  b) (2%* ) (y%)? d) (=9 e) (a*")?
f) @)" g @) h) ()"
2. 8) (atb%)? - (a® b?)2 b) (a® b)*: (a? b2)2.
1 a? VO\3 /15 c%d3\2 Tan+lyn 6 (35 2t y\n
8. “)(;w:t) '(wuw) b)(azzn-a) ( A ) :
4. a) (—a*)? b) (—a?? ¢) (—2a) d) (—a®?
) (—3 22 1) (—2 22 g) (—3ab?®  h) (—3a2bp.
5. a) (+a? + b b?)? b) (22® + 3 »3)2 c) (Dut + 4.
6. a) Ba®—4 1) b) (0,302 —0565)t ) (0,4 2% —0,6 o).
3ad  2ad\2 3a%b? 8¢t |0 2ab® 8¢ 2ab? 3c?
7. 8) (Tb?+ﬁ) b) ( ie '9a=b=) 9 ( 3c'+8u=b)'( ¥ fsm)'
8. Berechne a) (a? + b + ¢%)®  b) (a® 4+ b? —c?)? und c) (a® — b% + c2)2.
9. a) (14 2a2—30%)2 b) (1 —2a3 4 3a2)?.
2 2
10. a) 22+ 32y —4y?)? b)(:z’.ps_y_%).
11. a) (§a—3ab+ Jb22 b) (Ja* —}ab—}b2n.
12. a) (2,2a? + 1,3a¢® + 0,1)? b) (2,242 + 1,3a® —0,1)%.

D. Das Wurzelausziehen (Radizieren).
1. Begriffshestimmung.

Gehe von der Potenz

42 =16

aus. Bei dem Potenzieren sind von den drei GroBen 4, 2 und 16 die Basis 4
und der Exponent 2 gegeben, der Wert 16 wird durch das Potenzieren

gefunden: 42 = x.

Nun kénnen aber auch der Potenzwert 16 und der Exponent 2 be-

kannt sein und die Basis soll

gefunden werden: &2 =16. Die Losung

kann durch Probieren gefunden werden: potenziere die ganzen Zahlen
der Reihe nach mit 2, bis du 16 als Ergebnis erhiltst. Da 4® =16 ist,
so ist das Ergebnis unserer Rechnung 4. Die Zahl 4 nennt man die
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zweite Wurzel aus 16 und schreibt 4 = 17%1). Soll die Gleichung #® =8
gelést werden, so wird diejenige Zahl gesucht, deren dritte Potenz 8 ist;
durch Probieren findest du £ =2; also z = VF 2, denn2® =23 =8.

Zeige ebenso durch Probieren, daB aus 25 = 32 fo]gt z = V_ 2,
denn 28 = 25 = 32.

Erklirung. Unter der n'® Wurzel aus der Zahl @ versteht man die-
jenige Zahl, deren n'c Potenz gleich der Zahl a ist.

Ist ¢ = r/?, so muB z = ([’/7)" =g sein.

In dem Ausdruck [}'Fheiﬁt a der Radikand, n der Wurzelexponent,
das Ergebnis des Wurzelziehens (Radizierens) heiBt die n Wurzel.

Die zweite Wurzel aus einer Zahl wird auch die Quadratwurzel oder
kurz die ,,Wurzel* genannt, weil sie die am meisten vorkommende Wurzel
ist; der Wurzelexponent 2 kann weggelassen werden: ﬁ’7= Y. Die
3. Wurzel heiit auch Kubikwurzel.

Welchen Wert haben (4 8)2 und (—8)2? Vergleiche die Werte.

Unter der Quadratwurzel aus der Zahl 64 versteht man diejenige
Zahl, deren Quadrat die Zahl 64 gibt. Welche Zahlen sind dies?

Ergebnis: Die Quadratwurzel aus 64 kann sowohl den Wert + 8
als auch — 8 haben: }/6% = 4 8 (gelesen: plus oder minus 8). Zeige,
daBl auch allgemein Va—2= + @ ist. Die Quadratwurzel aus einer
Zahl hat also allgemein nicht einen, sondern zwei Werte,
einen positiven und einen negativen.

Kann auch 1’/@ sowohl positiv als auch negativ sein? Erhilt man
fiir VIG einen posmven und einen negativen Wert? Wie steht es mit dem
Vorzeichen von y32 V64 ? Was fiir eine Zahl muB der Wurzelexponent
sein, wenn man positive und negative Wurzelwerte, und was fiir eine Zahl,
wenn man nur positive Wurzelwerte erhalten soll?

Der absolute Wert der Quadratwurzel aus 64 ist 8. Wir sehen
vorléufig von den Vorzeichen der Wurzeln ab und wollen nur den absoluten
Wert bestimmen. '

1) Das Rechnungszeichen V ist nicht eine verinderte Form des Anfangsbuchstabens
des lat. Wortes radix = Wurzel, sondern hat sich aus einem Punkte mit einem daran-
gehingten Aufstrich entwickelt (vgl. Tropfke, ,,Gesch. d. Elementarmathematik"
2. Aufl., Bd. 2, S.146f.).
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Ubungsbeispiele.

Besti durch Probi 1):

1.a) )4 b) Y9 ¢) /36 d) y81

2 8 YT b )T o 21 4 Jo.

3.8) )8 b) /61 o) /a1 d) J/izs.

4. 3) /169 b) /216 o) /213 d) {/2s6.

5.a) /T b) YT 9Va ay.

6. ) /I b) V5, Y3 d) /3.

7. 8) /61 b) VL o V& q) /.

8. a) Jat b) Yat o Ve QY.

9. 8) Jar b) Yo o) J/ar d) Y/as.

10. Mit welchem Ausdruck mu8 a) |/, b) )/ & multipliziert werden, damit a) 5,
b) a herauskommt ?
11. Wie oft muB i'/: als Faktor gesetzt werden, damit der Wert des Produkts a
wird ? :
12. Wie gro8 ist jeder Faktor, wenn a) 9, b) a in a) 2, b) n gleiche Faktoren zer-
legt wird ?

2. Ausziehen der Quadratwurzel.

Die Wurzeln haben wir bisher durch Probieren gefunden; wir
wollen nun dieVerfahren zurBestimmung von Wurzeln aus beliebigen
Zahlen erortern. Man kann dabei auf zwei Weisen vorgehen, némlich gra-
phisch oder rechnerisch.

a) Das Ausziehen der Wurzeln auf graphischem Wege erfolgt mit
Hilfe der Parabeln, die Seite 74 und 76 dargestellt sind. Wir haben
die quadratische Parabel, welche die Darstellung der Funktion y = z?
ist, frilher benutzt, um zu einer gegebenen Zahl z die Quadratzahly
zu finden. Welche Koordinate stellt bei der Kurve die Quadratzahl,

1) Es ist nicht merkwiirdig, daB das Wurzelziehen auf einem Probieren beruht.
Das Wurzelziehen ist eine Umkehrrechnung des Potenzierens so wie die
Subtraktion und Division Umkehrrechnungen sind (warum ?). Auch die Subtraktion
und Division beruhen auf einem Probieren, das uns als solches nur nicht mehr so zum
BewubBtsein kommt, weil uns diese Rechnungsarten gedichtnismiaBig geliufig sind.
Nur wenn es sich um verwickeltere Divisionen handelt, z. B. 2682 : 369, miissen wir
erst probieren, bevor wir das Ergebnis angeben kdnnen.
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welche Koordinate die Grundzahl dar? Welche Koordinate ist also
gegeben, welche zu bestimmen ?

Beim Wurzelziehen ist die umgekehrte Aufgabe gestellt:
Man soll zu einer gegebenen Quadratzahl die Grundzahl
finden. Da es sich hierbei wiederum um den Zusammenhang von Grund-
zahl und Quadratzahl handelt, so kénnen wir dieselbe Kurve zur Be-
stimmung der Quadratwurzeln benutzen. Welche Koordinate ist aber
jetzt gegeben und welche wird jetzt gesucht ?

Bestimme dementsprechend mit Hilfe der Kurve Fig. 10, 8. 74.

1 o) Y55 b) /05 © /12 d) Y16 o) Y2 ) Y25 @) 36 b) Vas
i) /62 und priife durch Quadrieren des gefundenen Wertes die Genauig-
keit dieser Methode des Radizierens.

Bei Benutzung der Parabel y = 2? zum Radizieren haben wir die
zu einem gegebenen y gehdrigen beiden z-Werte gesucht, wir haben
also y als unabhingige, = als abhingige Verinderliche aufgefaBt. Will
man das nicht, sondern will lman z als unabhiingige, y als abhiingige Ver-
anderliche, als Funktion auffassen, — wie man das gewéhnlich tut —
so hat man die Funktion y =}/z.

Um das Bild dieser Funktion zu erhalten, bilde die Wertetafel.
(Da die Quadratwurzel aus einer Zahl sowohl positiv wie negativ sein
kann, so ergeben sich zu jedem Werte von z stets zwei Werte.fiir y.)

z=| 0 1| 4] 9 16| o5 ...
Ty=| 0 | £1| *2| £3| 4| £6; ...

Die graphische Darstellung (Fig. 12) liefert wieder eine Parabel,
nur liegt sie zu beiden Seiten der z-Achse symmetrisch zu dieser; wir
erhalten auch die friiher (S.73) angebene Form der Parabelgleichung
z =y? (mit Vertauschung von z und y), wenn wir y =}/ = auf beiden
Seiten quadrieren.

Die Parabel y =)/z gestattet genau so wie die Parabel y = 2* das
Ausziehen der Quadratwurzel oder die Bestimmung der Lingen der Seiten
von ‘Quadraten, deren FlichengréBe gegeben ist. Ube beides an den
vorstehenden Aufgaben und bilde selbst entsprechende Aufgaben.

2. Stelle auch noch die Funktion y = i/; dar, indem du fiir z dritte
Potenzen nimmst und die Abszisseneinheit nur gleich einem Bruchteil
der Ordinateneinheit nimmst. Vergleiche die erhaltene Kurve mit Fig. 11
(S. 75) und ziehe sowohl mit Hilfe deiner Figur als auch mit Hilfe von
Fig. 11 dritte Wurzeln avs.
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3. Zeichne y =i/§ und ziehe vierte Wurzeln aus. Welchen Unter-
schied in den Symmetrieeigenschaften zeigen die Kurven, je nachdem der
Wurzelexponent eine, gerade oder ungerade Zahl ist ?
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Fig. 12.

b) Das Ausziehen der Quadratwurzel durch Rochnung,

Bilde das Quadrat der kleinsten und groBten einziffrigen,
zweiziffrigen usw. Zahl. Es ergibt sich, daB

die Qﬁadrate aller einziffrigen Zahlen entweder ein- oder zweiziffrig,

’7 . »  zwei- ” »  drei- ,, vier-
w oo ,» drei- " » finf- ,, sechs: ,,

sind usf. Wieviel Ziffern hat demnach umgekehrt die Quadratwurzel
aus einer sechs- oder fiinfziffrigen Zahl, wieviel die Quadratwurzel aus
einer drei- oder vierstelligen Zahl usw.?

1. Es soll die Wurzel aus 1156 gezogen werden:

Da der Radikand 1156 vierstellig ist, so weil man von vornherein, daB die
Wurzel 2 Stellen haben muB. Bezeichnet man die Zehnerziffer mit a, die Einerziffer
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mit b, so heiBt die Zahl a-10 4 b. Also muB
1166 = (a - 10 + b)* = a*- 100 + 24ab - 10 4 »?
sein.
Da die Zahl 1156 11 Hunderter enthélt, so muB
at 2 11)
sein, d. h., da e eine ganze Zahl sein muB:
a=3.
Ziehen wir a®- 100 = 900 von 1166 ab, so bleibt 266 Rest. Dieser Rest muB
gleich 2 abd - 10 + b* sein, d. h. bei Vergleich der Zehner:
2ab=26
oder da a = 3 ist bz
Als ganze Zahl muBl demnach b = 4 sein.
2ab-10 = 240
b= 16
2ab- 10 + b* = 266
Demnach ist Y1166 = 34. .
Schematisch wiirde sich diese Rechnung folgendermaBen darstellen lassen:
Wir t iichst die Hunderter durch einen Strich von den Einern ab:

a-10+b
Y TII66 =310 4 4 = 34
a® - 100 = 900

"266: (2210 = 60) = 4
2ab-10 = 240

16
= 16
0
Dieses Schema liBt sich nun noch in zweierlei Hinsicht abkiirzen:
1. Die bei 900 und 240 geschrieb Nullen k¢ geradeso, wie wir das bei der ge- -

wohnlichen Division auch tun, weggelassen werden, da sie nur die Stellenzahl angeben.
2. 2ab-10 + b*ist = (2a-10+ b)-b. Um 2ab - 10 + b? abzuziehen, braucht

man deshalb nur die fir b erhaltene Ziffer hinter 2 a zu schreiben (wodurch dieses

Zehnerwert erhilt) und die erhaltene zweiziffrige Zahl mit b zu multiplizieren:

VTG = 31
at=9
266: 63)
(2a-10 4 b) - b= 266
0
1) Woher kommt es, daB a? auch < 11 sein kann? Uberlege, wieviel Zehner
2 ab - 10 mindestens und héochsts ben konnen. ’

?) Um anzudeuten, daB man in 25, nicht in 256 zu dividieren hat, tut man gut,
nach dem Herunterholen der beiden Stellen 56 die letzte Stelle durch einen Strich
abzutrennen, und um ferner anzudeuten, daB man nicht durch 64, sondern durch 6
dividiert hat, setzt man vorteilhaft die durch Division erhaltene Zahl etwas tiefer als
die Zahl, mit der man dividiert hat.
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2. Der Radikand ist fiinf- oder sechsstellig. Bilde ich das Quadrat einer
dreiziffrigen Zahl, z. B. von 283, so kann ich diese Zahl als die Summe von 200 + 80
+ 3 auffassen.

Es ist dann: 283® = 40000 + 32000 + 6400 + 1680 + 9 = 80089.

Soll nun aus 80089 die Wurzel gezogen werden, so schlage ich auch hier den
umgekehgten Weg ein:

Der Radikand ist 5stellig, die Wurzel also 3stellig. Bezeichnet man die erste
Ziffer mit a, die zweite mit b, die dritte mit c, so heiBt die gesuchte Zahl
a-100 4510 +c.

Es muB demnach sein: :
80089 = (a- 100 + b - 10 + c)*
= a®- 10000 4 2 ab - 1000 + b* - 100
+2ac-100 +2bc-10 4 ¢*
= a?-10000 + (2ab - 10 + b*) - 100
+2(@-104+0)-10-¢ 4 c2.
Es entsprechen also die a® Zehntausender der 8:
a8
oder da a eine ganze Zahl sein muB
a=2.
Ziehen wir a? Zehnt der ab, 80 bleiben 40089, also 400 Hunderter, die den
2 ab - 10 + b* Hundertern entsprechen:
2ab-10 4 b* = 400
oder da die 40 Zehner den 2 ab Zehnern entsprechen miissen:
2ab = 40,

demnach bz%o(da 20 =4 ist).

Hiernach wilrde b = 10 sein konnen, was jedoch nicht mdglich ist, da man auck
noch 4? abzuziehen hat. Auch 9 ist mit Ricksicht darauf noch zu groB, erst b = 8 ist
moglich, denn

2ab- 10 = 320, von 400 abgezogen, bleibt 80
b*= 64, von 80

Diese 16 sind Hunderter; mit den 89 oben noch stehenden Einern ergibt dies 1689
Einer, die den 2(a 10 + b) - 10 ¢ + ¢* Einern entsprechen miissen, also

2(a-10 + b) 10 ¢ + ¢* = 1689.
Da a-10 + b = 28, folglich 2(a-10 + b) - ¢ - 10 = 56 ¢ - 10 ist, so muB

» »

1689
560 1689, ¢ T o,

also c=3

sein, so daB 2(a-10 4 b) - 10 ¢ + c* = 1689

ist; mithin V80089 = 283.

Schematisch stellt sich diese Rechnung folgendermaBen dar:
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Wir trennen die Einer von den Hundertern und die Hunderter von den Zehn-
tausendern durch einen Strich ab:

a.100+5.10+¢
V 8/00/89 = 200 +- 80 + 3 = 283.
Zehntausender: a? = 4

Ubergang zu den Hundertern: 400 :(2a-10 = 40) =8

2ab-10= 320
80
b= 64
Ubergang zu den Einern: 1689:[2(z - 10 + b)- 10 = 560] = 3"
Nl

L

2a,°¢-10=2 (a-10+ b)c-10 = 1680

9
= 9
0
LiBt man auch hier die Nullen weg und subtrahiert die Summen: 2 ab - 10 + b
=(2a-104+b)-bund 2(a-10+b)c-10 4+ c2=2a,c-10+ c*= (2a,-10+¢) ¢
zugleich, so ergibt sich folgendes vereinfachte Verfahren:

6.1004+0.10+¢
¥ 8l00j89 = 283
at=4
400 :[(2a-10+b)] =4,
(2a-104b)-b= 384
1689: [2a, - 10 o c] = 56,
(2ay-10 + ¢) - c = 1689
0

Dasselbe Verfahren wird bei der Berechnung von Quadratwurzeln aus mehr
als 6ziffrigen Zahlen angewandt.

Wie bei der Division kann man auch beim Wurzelausziehen
die ésterreichische Art der Subtraktionanwenden und kannda-
durch allgemein die Rechnung bedeutend kiirzen, wie es bei den
noch folgenden Beispielen praktisch durchgefiihrt ist.

3. Wurzeln aus Dezimalbriichen. Bilde das Quadrat des klein-
sten und groBten einstelligen, zweistelligen usw. Dezimalbruches.
Es ergibt sich, daB das Quadrat der Zehntel zwei Dezimalstellen, das .
der Hundertstel vier Dezimalstellen hat usw., so daB umgekehrt die
‘Wurzel aus den Hundertsteln Zehntel, aus den Zehntausendsteln Hundert-
stel usw. ergibt. Die Einteilung der Gruppen geht deshalb yom Komma
aus nach links und rechts. Im iibrigen aber verfihrt man wie bei der



