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VORWORT

Die Facher Mathematik, Physik und Chemie gewinnen auf allen Stufen
unseres modernen Bildungswesens wachsende Bedeutung. Ohne ent-
sprechende Kenntnisse in diesen Fachern gibt es kein Vorwartskommen.
Keiner, der in der Technik titig ist, kann sich dieser Tatsache ver-
schliefen. Die Kenntnisse diirfen jedoch nicht formal erworben sein,
um dann in Vergessenheit zu geraten, sie miissen jederzeit griffbereit
und anwendbar sein.

Hierfiir sollen Nachschlagebiicher zuverldssige Helfer sein. Sie sollen
den Benutzer schnell und griindlich informieren. Deshalb stellen sie
einerseits keine Lehrbiicher dar, gehen aber andererseits iiber den Rah-
men der Formelsammlungen hinaus. So werden z.B. in den Nach-
schlagebichern die wichtigsten GesetzmiBigkeiten und Beziehungen
hergeleitet und ihre Anwendungen erliutert. Sie sind also praktische
Ratgeber bei der Arbeit auf den betreffenden Gebieten. Dariiber hinaus
werden sie an vielen Schulen an Stelle einer Nachschrift benutzt werden
konnen.

Im Band Mathematik wurde die Untergliederung weitgehend der in der
Wissenschaft iiblichen Systematik angepaBt, so daB es 6fters vorkommt,
daB Begriffe und Gesetze in einem Abschnitt verwendet werden, die erst
in einem spiteren erldutert und systematiséh abgehandelt werden. Der
Leser mul3 dann gegebenenfalls dort nachschlagen.

Besonderer Wert wird auf eine genaue Erklirung und Benutzung aller
Begriffe, Gesetze, Symbole usw. gelegt. Hinweise auf besonders hiaufig
vorkommende Fehler und zahlireiche Beispiele sollen Ausdruck und
Form mathematischer Schiilerarbeiten verbessern helfen.

Die Abgrenzung des dargestellten Stoffes war nicht leicht. Da die Mathe-
matik mehr als jedes andere Wissensgebiet einen liickenlosen Aufbau
erfordert, waren Stoffgebiete, die Grundlagen fiir andere darstellen,
nicht zu entbehren. Es galt demnach, eine obere Grenze festzulegen, die
sicher manchem zu eng erscheinen muB. Um aber den Charakter eines
iibersichtlichen Ratgebers zu' wahren und den Rahmen nicht zu sprengen,
konnte der Bogen nicht zu weit gespannt werden, ohne daB die Griind-



6 Yorwon

lichkeit der Darstellung gelitten hitte. Das aber sollte unter allen Um-
stinden vermieden werden. So wurde im wesentlichen der Stoff auf-
genommen, der auf jeder schulischen Institution, die zum Abitur fiihrt,
vermittelt wird und auf dem dann die weiterfithrenden Schulen aufbauen
konnen. Moge das Buch diesem Zwecke gerecht werden!

Es war ein Hauptanliegen der Autoren, das besondere Augenmerk auf
eine faBliche Darstellung des Stoffes zu richten. Dadurch sind, auch im
Hinblick auf den Leserkreis, mitunter manchen in der Wissenschaft iib-
lichen Formulierungen gewisse Grenzen gesetzt. Die Verfasser waren
aber bemiiht, bei der Darstellung des Stoffes und bei den verwendeten
Formylierungen stets FaBlichkeit und Wissenschaftlichkeit in optimaler
Weise zu verbinden.

Es ist zu hoffen und zu wiinschen, daB das Buch in der jetzigen Form
recht vielen Benutzern ein wertvoller Helfer sein mége.

Verfasser und Verlag
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DIE WICHTIGSTEN MATHEMATISCHEN

. ZEICHEN
Zeichen Sprechweise Zeichen Sprechweise
= gleich O [1{} | runde, eckige,
- - - geschweifte, spitze
= identisch gleich Klammer auf und
nicht gleich, o
ungleich i parallel
~ proportional ++ nicat parallel
inklig zu, .
Y] angenihert, 1 rechtwink ’
nahezu gleich senkrecht auf
(rund, etwa) A Dreieck
= entspricht = kongruent
< kleiner als ~ dhnlich
> groBer als X Winkel
< kleiner oder gleich, | 4B Strecke AB
hochstens gleich —
AB Bogen AB
= groBer oder gleich,
mindestens gleich n! n Fakultat
n
+ plus ( » ) n iiber p
- minus
z Summe
X mal
II Produkt
—-/: durch, geteilt durch, V_' ;/_ Quadratwurzel aus;
zu ’ n-te Wurzel aus
°lo Prozent, f(x) fvon x
vom Hundert
lich
% 00 Promille, hod unendlic
vom Tausend lim Limes

2+
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Die wichtigsten mathematischen Zeichen

Zeichen Sprechweise Zeichen Sprechweise
af Delta f a* a hoch x
S, f(x), [ Strich x, log Logarithmus
e S (x) fzwei Strich x, ..., (allgemein)
fn Strich x -
log, Logarithmus zur
@), (1) @ Punkt ¢, Basis a
@ zwei Punkt ¢ -
g Zehnerlogarithmus
B'4% 4T y Strich, (gewdhnlicher oder
y= y zwei Strich, ..., BRiGGsscher Log-
y n Strich arithmus)
df(x) df von x In Natiirlicher Log-
arithmus
(In x = log, x)
dy d% dy nach dx, d zwei ; i
dx’ dxt’ » nach dx hoch sin Slmfs
dry _zwei, ...,dny nach cos Cosinus
’ a* dx hoch n tan Tangens
f Integral cot Cotangens
f S dx Integral f(x) dx arcsin Arcussinus
b Integral f(x) dx arccos Arcuscosinus
ff(x)dx von a bis b
- arctan Arcustangens
ﬂx)lb F(x) zwischen den arccot Arcuscotangens
e Grenzen a und b
Das griechische Alphabet
Aa a Alpha I:. j Jota Pp r Rho
BB b Beta K » k Kappa 2o s Sigma
I'y g Gamma A4 1 Lambda Tt t Tau
46 d Delta My m My Yv y Ypsilon
E e e Epsilon N» n Ny & ¢ ph Phi
Z{ z Zeta E§ x Ksi X x ch Chi
Hpy ¢ Eta Oo o Omikron Yy ps Psi
© ¢ th Theta IIn p Pi 2w o Omega
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Einige Zeichen der Mengenlehre und der Logik

Mengenlehre
Zeichen Anwendung Sprechweise
€ a€EM a Element M (Eiementbeziehung)
¢ a¢ N a nicht Element N
= A=B A gleich B
c cch C echt enthalten in D
c MCN M enthalten in N
¥ oder { } leere Menge
~ A~B A dquivalent B
U MUN M vereinigt mit N
n MAON M geschnitten mit N
AN M\ N Differenzmenge aus M und N
Logik
\
Name Zeichen Bedeutung Anwendung, Sprechweise
2 v fiir jedes; fiir alle VxP(x)
% (Generalisator) (fur alle x gilt P von x)
2 = El es gibt mindestens IxP(x)
§ S e ein (Partikularisa- (es gibt ein x, so daB8
83 g tor) gilt P von x)
SXs
< 53
£LQ
© — nicht — A (nicht 4; non 4;
S A nicht)
'go - A und AAB(Aet B; Aund B;
= § § A Dach B)
8se v oder (nicht- AV B(A vel B; A oder B)
2 "‘g‘ g ausschlieBend)
< > wenn — so A = B (A Pfeil B)
S genau dann — wenn A < B (A Doppelpfcil B)
Alphabet in Fraktur-Druckschrift
a b cdefgbhiijijtlmmn
o p gt f 38t uovmwrezg?y 3}
A B C DEF G I & gMN
H P LR G IT UV B XY 8
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Alphabet in deutscher Schreibschrift

Ay Py f i A
P e
ABLIYES G FIFRLMN
OPIRTIUY WX T



ARITHMETIK - ALGEBRA

Die Arithmetik ist die Lehre von den Zahlen, ihren Bereichen und ihren
Verkniipfungen durch Rechenoperationen. Letztere werden heute aller-
dings meist der Algebra zugewiesen.

1. 'Rechenoperationen und Zahlenbereiche

1.1. Zahlensymbole

Zur schriftlichen Fixierung von Zahlen dienen Zahlensymbole (Zahl-
zeichen; Ziffern). Dabei kann eine Zahl durch verschiedene Symbole
dargestellt werden; jedes Zeichen bedeutet aber eindeutig eine ganz
bestimmte Zahl. ’

BEISPIELE *
Die Zeichen sind Symbole fiir die Zahl
3 oder III oder LL ,,drei**
— %— oder —0,8 ,»minus vier Funftel*
V; oder 7% ,»Quadratwurzel aus sieben**

Wenn eine mathematische Beziehung fiir mehrere (eventuell auch fiir
beliebig viele) Zahlen aus einer gewissen Zahlenmenge Giiltigkeit hat
(z. B. Gesetze, Rechenregeln, Formeln usw.), so ist es zweckmaBig, sie
mit Hilfe von Zahlensymbolen niederzuschreiben, die nicht nur eine
einzige Zahl, sondern: beliebig viele Zahlen aus dieser Zahlenmenge
bedeuten. Dadurch wird die Allgemeingiiltigkeit der Beziehung in
dem betreffenden Bereich gesichert. Die dazu benutzten allgemeinen
Zahlensymbole sind Variablen mit einem bestimmten Zahlenbereich als
Variabilitdtsbereich (vgl. 9.7.2.). Dieser muB allerdings stets angegeben
werden, sofern er sich nicht unmiBverstandlich aus dem Zusammenhang
ergibt. Als Schriftzeichen verwendet man die gleichen, die auch zur
Niederschrift von sprachlichen Lauten benutzt werden (a, b, m; x,
D, F, «, B usw.). Die Zeichen haben hierbei aber nicht die Bedeutung
von Buchstaben, sondern von Zahlen, d. h., fir sie konnen irgend-
welche beliebige Zahlen aus der zugelassenen Menge eingesetzt werden,
ohne daB die Aussage falsch wird. (Man sagt auch: Die Variablen werden
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mit diesen Zahlen belegt.) Verschiedene Variablen konnen dabei mit
verschiedenen oder auch mit den gleichen Zahlen belegt werden.
BEISPIEL
Flichenberechnung: Die MaBzahl der Fliche eines Rechtecks ergibt
sich durch Multiplizieren der MaBzahlen der beiden Rechteckseiten.
Niederschrift mit Variablen: (4: MaBzahl der Rechteckfliche; a, b:
MabBzahlen der Rechteckseiten): A = a - ’
Belegungen: a= 2; b=9: A="2-9=18

a=17; b=1: A=17-1=17

a= 5; b=25: A= 5-5=25

Wenn allerdings in einer Niederschrift gewisse Variablen mehrfach vor-
kommen, miissen sie im einzelnen konkreten Zahlenbeispiel auch iber-
all mit denselben Zahlen belegt werden, falls die Richtigkeit der Aussage
erhalten bleiben soll.

BEISPIEL

Gesetz: Summanden sind vertauschbar.
Niederschrift mit Variablen: m+n=n+m

Belegung: m=3; n=17: 3+47=7+413

Die Niederschrift mathematischer Beziehungen unter Verwendung von
Variablen bietet auBerdem groBe Vorteile in bezug auf die Ubersichtlich-
keit der Darstellung und in 6konomischer Hinsicht. Wenn z. B. rech-
nerische Umformungen bei vielen einzelnen Aufgaben stets in derselben
Form wiederkehren, kann unter Verwendung von Variablen die Rech-
nung ein fiir allemal erledigt und auBerdem dadurch Einsicht in die sich
abspielenden Rechenschritte gewonnen werden.
BEISPIELE
a) Einzelaufgaben: 2-5 : 2= 10: 2=35

16-7 :16=112:16=17

6:-1: 6= 3: 6=1,

n-a
Darstellung mit Variablen: n-ag:n=

=a
b) Einzelaufgaben:
d+3)H—-@7-3) =10—-4 = 6 (=2-3)
O5+1)—005—1)=10—9 = 1 (=23
(20 4+ 70) — (20 — 70) =90 — (—50) =140 (= 2-70)
Darsfellung mit Variablen: (x+y)—(x—y)=x+y—x+y=2
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1.2 Rechenoperationen erster bis dritter Stufe

In den verschiedenen Zahlenbereichen sind Verkniipfungen von Zahlen
erklirt, die Rechenoperationen (Rechenarten) heiBen. Sie werden einer-
seits in Rechenarten verschiedener Stufen, andererseits in direkte (gerade)
und indirekte (umgekehrte) Rechenarten eingeteilt.

Ubersicht
(Uber die Variabilititsbereiche der Variablen vgl. 2., 3., 4. und 6.)

Rechenart | Gerade oder direkte Umgekehrte oder indirekte
Addition Subtraktion
(addieren; zusammenzihlen) (subtrahieren; abziehen)
7+9=16 | a+b=c 16 -9=17 c—b=a
2
3 16—7=9 lc—a=b
7]
— | Summand plus Summand Minuend minus Subtrahend
gleich Summe gleich Differenz
g Multiplikation Division
‘;—' (multiplizieren; malnehmen) (dividieren; teilen; messen)
8 34+3+3+3 atata+ ...[12:4=3 | c:b=a
(3]
& =3-4=12 | b gleiche (teilen; der vierte Teil von
E Summanden | 12 ist 3)
(C) =a‘b=c |12:3=4 | cta=0b
1. Faktor mal 2. Faktor (messen; 12 gemessen mit 3
& | gleich Produkt ist 4; 3 ist viermal in 12’ ent-
g halten)
& Dividend durch Divisor
gleich Quotient
Potenzieren Radizieren (Wurzelziehen)
3.3.3-3 ‘a-a- 4 — b
amaa.|yg_ 3 |Vc=a
=3*=81 b gleiche b-te Wurzel aus dem Radi-
Faktoren kanden ¢ gleich Wurzelwert
=ab=c a (b: Wurzelexponent)
Logarithmieren
s‘é Basis @ hoch Exponent b log, 81 =4 | log,c =5
& | gleich Potenzwert ¢ Logarithmus vom  Log-
- arithmanden ¢ zur Basis a
gleich Logarithmuswert b
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1.3. Ubersicht iiber die Zahlenbereiche
1.3.1.  Bereich der natiirlichen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind geschichtlich als erster Zahlenbereich beim
Abzihlen z.B. von natiirlichen Dingen der Umwelt und ihrer Fest-
legung nach
a) Anzahl (Kardinalzahlen: eins, zwei, drei, ...) und
b) Aufeinanderfolge (Ordinalzahlen: erster, zweiter, dritter, ...) ent-
standen und begannen urspriinglich mit der Zahl Eins. Die Null als
Kennzeichen dafiir, daB kein Ding vorhanden ist, kam erst wesentlich
spiter dazu. Uber die heute iblichen Definitionen der natiirlichen
Zahlen sowie iiber die in diesem Bereich giiltigen Gesetze vgl. 2.1.1.
Sind @ und b zwei beliebige natiirliche Zahlen, so ist das Ergebnis der
auf diese angewendeten direkten Rechenoperationen Addieren (a -+ b),
Multiplizieren (a - 5) und Potenzieren (a?) stets wieder eine natiirliche
Zah). Diese Operationen fiithren also nicht aus dem Bereich der natiir-
lichen Zahlen heraus.
BEISPIELE

44+3=7;, 4:3=12; 4 =64
Das trifft nicht immer fur die indirekten Rechenoperationen zu. Hier
mussen die naflirlichen Zahlen a und b gewisse Bedingungen erfiillen.

Rechen- Bedingung | Zahlenbeispiel Gegenbeispiel
operation
Subtraktion | a = b 15 >7 8 <11
a—b 1I§s-7=38 8 —-11=r 5
Division b Teiler 4 Teiler von 36 5 nicht Teiler E
a:b von a 36:4=9 von 13 S
=1
13:5=u 2
5
Radizieren a Potenz 128 Potenz mit 73 nicht Potenz =
:/— mit dem dem Exponenten | mit dem Expo- 2
a Exponen- 729 nenten 3 s
ten b p—— 3 — it
V128 =2 V13 =» ¥
s
Logarith- a Potenz 243 Potenz zur 12 nicht Potenz Ky
mieren zur Basis b | Basis 3 (3%) zur Basis 8 o
logy a log;243 =5 logs12 =w
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Sind diese Bedingungen nicht erfiillt (vgl. die Gegenbeispiele), so ist
das Ergebnis nicht wieder eine natiirliche Zahl, d. h., dann fiihren
die Rechenoperationen aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen heraus.

1.3.2.  Erweiterung der Zahlenbereiche

Um zu gewiahrleisten, daB die im Bereich der natirlichen Zahlen fest-
gelegten indirekten Rechenoperationen uneingeschrdnkt ausfahrbar
werden, muB dieser Bereich erweitert werden, d.h., es miissen neue
Zahlenarten so definiert werden, daB in ihrem Bereich die Ergebnisse
der genannten Rechenoperationen angegeben werden kénnen. Gleich-
zeitig miissen in diesen Zahlenbereichen die Rechenoperationen fest-
gelegt werden. Dabei sind zwei Gesichtspunkte zu beachten:

a) Der alte Zahlenbereich soll im neuen eingebettet sein, d. h., der neue
Zahlenbereich soll umfassender als der alte sein und die Menge der
Zahlen des alten Bereichs soll eine echte Teilmenge der Menge der
Zahlen des neuen Bereichs sein.

b) Die Grundgesetze fiir das Rechnen im alten Bereich sollen nach
Maéglichkeit auch im neuen Bereich Giiltigkeit behalten (Permanenz-
prinzip von HERMANN HANKEL, deutscher Mathematiker 1839 bis
1873).

1. Die Subtraktion wird im Bereich der natiirlichen Zahlen ohne Ein-
schrinkung ausfuhrbar durch Erweiterung um die negativen Zahlen.
Der neue Bereich ist der Bereich der ganzen Zahlen (vgl. 3.). Ganze .
Zahlen sind z. B. —16; —3; —1;0; 4+1; 4+2; +15.

2. Die Division wird im Bereich der natiirlichen Zahlen ohne Ein-
schrinkung ausfithrbar durch Erweiterung zum Bereich der absolut-

3 9
rationalen Zahlen (Beispiele: ?; 7; 3; 0,16; vgl.4.). Soll die Divi-

sion aber auch im Bereich der ganzen Zahlen uneingeschrinkt aus-
fuhrbar sein, so muB der umfassendere Bereich der rationalen Zahlen
verwendet werden (vgl. Abschnitt 4.). Er schlieBt die absolut-ratio-
nalen und die ganzen Zahlen und somit auch die natiirlichen Zahlen

1 3
cin (Beispiele: -7; +7; 0; —2; +5; —-0,8).

3. Um ‘Radizieren und Logarithmieren (und auch das Potenzieren) im
Bereich der absolut-rationalen (also auch der natirlichen) Zahlen
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ohne Einschrinkung ausfiihrbar zu machen, muB der Bereich der

rationalen Zahlen um die irrationalen Zahlen zum noch umfassenderen

Bereich der reellen Zahlen erweitert werden, in dem alle vorher ge-

nannten Zahlenbereiche enthalten sind (vgl. Abschnitt 6.; Beispiele:
1 16 — 8

-2 0£+?; — 3oL V3; V7: 1ogs 12;180,7).

4. Radizieren und Logarithmieren ist im Bereich der rationalen Zahlen
ohne Einschrinkung nur ausfiihrbar, wenn der Bereich der reellen
Zahlen um die imagindren Zahlen zum Bereich der komplexen Zahlen
(vgl. Abschnitt 7.) erweitert wird.

1
(Beispiele: 3+ 4i; -3 +i VS) Dieser Zahlenbereich erweist sich

als abgeschlossen, dl.h. alle Rechenoperationen sind in ihm ohne
Einschriinkungen ausfiihrbar, eine neue Bereichserweiterung ist nicht
notig.

1.3.3.  Ubersicht

Jeder weiter unten stehende Bereich ist in dem dariiber stehenden ent-
halten, sofern eine Verbindungslinie das andeutet.

Komplexe Zahlen

 ¥magindire Zahlen Reelle Zahlen

Irrationale Zahlen Rationale Zahlen

Absolut-rationale Zahlen Ganze Zahlen

Natiirliche Zahilen



2, Natiirliche Zahlen

2.1. Ziffernsysteme

2.1.1.  Begriff der natiirlichen Zahl

Bei jeder Zahl miissen unterschieden werden

a)der Zahlbegriff (oder kurz die Zahl), der bei den natiirlichen Zahlen
historisch aus der praktischen Aufgabe des Abzihlens von Dingen
der Umwelt entstanden ist, heute aber durch besondere Definitionen
festgelegt wird, z. B. vier;

b)das Zahlwort, das zur sprachlichen Wiedergabe des Zahlbegriffs
dient (im Beispiel ,,vier* oder ,,quatre* oder ,,9eThIpe**);

c) das Zahlensymbol, auch Ziffer genannt, das zur schriftlichen Fixie-
rung der Zahl dient (im Beispiel ,,4* oder ,,IV*).

Zur Festlegung des Begriffs der natiirlichen Zahl sind heute zwei Defi-
nitipnen tblich.

Die erste Definition folgt unmittelbar aus dem Vorgang des Abzihlens
verschiedener Vorkommnisse unseres Lebens. Es ergaben sich dabei
unterschiedliche Mengen (z. B. funfzig Sitzplitze, drei Punkte, 12 Dis-
kussionsbeitriige). Ih der Menge dieser Mengen 1iBt sich nach der
Michtigkeit eine Klasseneinteilung vornehmen, indem alle gleich-
mdichtigen Mengen unter Abstraktion von den jeweiligen Besonder-
heiten der Mengenelemente zu einer Klasse zusammengefaSt werden.
Jede Menge kann wegen der Aquivalenz innerhalb dieser Klasse als
Reprisentant der fidr diese Klasse charakteristischen Mdchtigkeit dienen,
die als Definition der entsprechenden natiirlichen Zahl dient (vgl.9.7.1.4.).
So wird z.B. die Zahl Vier als ,,Vierermenge* abstrahiert beim Ab-
Zihlen der Ecken eines Blattes Schreibpapier, der Beine eines Hundes,
der Blitenblitter eines Kreuzbliitlers usw.

Die zweite Definition beruht auf axiomatischen Festlegungen, die 1891
von dem italienischen Mathematiker G. PEANO angegeben wurden.
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Danach sind die natiirlichen Zahlen die Elemente einer (nicht leeren)
Menge, die sich so anordnen lassen, daB jedes Element zeinen (unmittel-
baren) Nachfalger z’ besitzt und fir die folgende Axiome gelten:

I Es gibt in dieser Anordnung eine ,,erste* Zahl 0, die nicht Nach-
folger einer anderen ist.

II. Der Nachfolger jeder Zahl z ist eindeutig bestimmt, d.h., aus
a=>bfolgta’ = V.

III. Jede Zahl (mit Ausnahme von 0) ist Nachfolger nur einer ganz
bestimmten Zahl, d. h., aus a’ = b’ folgt a = b.

IV. Jede Menge von natiirlichen Zahlen, die die Zahl 0 und mit einer
beliebigen Zahl z auch ihren Nachfolger 2z’ enthilt, enthilt alle
natirlichen Zahlen.

Beachte:

Es gibt auBer der Menge der natiirlichen Zahlen auch noch andere
Zahlenmengen, die dieser Definition geniigen. Sie werden im folgenden
nicht betrachtet.

2.1.2.  Allgemeine Ubersicht iiber Ziffernsysteme

Fir denselben Zahlbegriff gibt es verschiedene Zahlwérter in den
verschiedenen Sprachen und verschiedene Zahlensymbole in den ver-
schiedenen Ziffernsystemen. In jedem Ziffernsystem werden griofere
Anzahlen durch Zahlensymbole dargestellt, die sich nach bestimmten
Gesetzen aus einigen Grundsymbolen, den Grundziffern, zusammen-
setzen. Das kann z. B. geschehen durch

a) Addition oder Subtraktion der Werte der hintereinandergestellten
Grundziffern [z.B. CXXIV =100+ 10+ 104 (5 — 1) = 124]:
Additionssysteme;

b) Addition der mit einem Stellenwertfaktor multiplizierten Werte
der Grundziffern (z.B. 3025=3:10004+0-1004+2-10+4 1-5):
Stellenwert- oder Positionssysteme.

AuBerdem koénnen die Ziffernsysteme durch diejenigen Anzahlen
charakterisiert werden, die beim Abzihlen zusammengefaBt und
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im Verlauf des weiteren Zihlens durch ein besonderes Zahlwort oder
Zahlensymbol dargestellt werden: Zweiersysteme, Fiinfersysteme,
Zehnersysteme (auch dekadische Systeme genannt) usw.

Bei den Positionssystemen ist diese Zahl die Basis der Potenzen, die
als Stellenwertfaktoren auftreten. Sie heiit deshalb Basiszahl und
ist charakteristisch fiir jedes Positionssystem. Sie stimmt zugleich
mit der Anzahl der erforderlichen Grundziffern iiberein.

2.1.3. Dekadisches Positionssystem

Die weite Verbreitung der Zehnersysteme hat vermutlich ihre Ur-
sache im primitiven Abzihlen von Dingen unter Zuhilfenahme der
10 Finger.

10 Grundziffern: 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9

Stellenwertfuktoren: Potenzen von 10

BEISPIEL
30458 = 3-100004-0-1000 - 4-100+5-10 + 8-1=
=3-10* 40-10° +4-162+5-10" + 8-10°

(Uber die Festsetzungen 10 = 10! und 1 = 10° vgl. 6.2.2.)

Jeder Grundziffer im Zahlensymbol entspricht
a) ihr Grundwert (z. B. 4), b)ihr Stellenwert (z. B. Hunderter).

Die Stellenwerte im Zahlensymbol aufeinander folgender Grund-
ziffern stehen im Verhiltnis 10: 1.

Die deutschen Zahlwérter sind sprachlich dieser Symbolik ange-
glichen:
dreiBlig Tausend vier Hundert acht und fiinfzig.

Dic Silbe -zig entspricht dabei dem Stellenwertfaktor 10. Zur bes-
seren Ubersicht wird im Schriftbild nach je drei Stellen (von den Einern
aus gezihlt) ein kleiner Zwischenraum gelassen, doch darf dort auf
keinen Fall ein Punkt oder ein Komma gesetzt werden.

BEISPIEL
3028765000003
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Ubersicht iiber die Stellenwerte
Beispiel 2 3 4112 39 3 2 7 5 4 2
Stellen- 101t 10 10° | 10® 107 10* 10° 10* 10? 10* 10* 10°
wertfaktor
Name TN TN TN I IN®
E g § g E g § $ 5
& - & 7 & " g2 3
3 * 3 33
8,
-milliarden -millionen -tausend L]
oder
-tausend-
millionen
Millionen
Weiter folgen die Namen:
10'2 ... 10'7: Billionen (103 ... 10'7 auch: Billiarden)
108 ... 1023: Trillionen (102! ... 1023 auch: Trilliarden)

1034 ... 10%°: Quadrillionen (10?7 -.. 10?2 auch: Quadrilliardcn)
usw.

2.14. Dyadisches Positionssystem
(Zweiersystem, Dualsystem, Binidrsystem)

2 Grundziffern: O, L
Stelienwertfaktoren: Potenzen von 2

BEISPIEL
LLOLOLLL &
21-27 412540254124 40-2341-2241-2' 4+1-20=
=1-1284+1:64+4+0:324+1-1640-8 +1-4+1:2 4+1-1 =
=215

Die Stellenwerte im Zahlensymbol aufeinander folgender Grund-
ziffern stehen im Verhiltnis 2: 1.

Die Grundrechenarten im Dualsystem gestalten sich besonders ein-
fach, weil die zugrunde liegenden Einsundeins- und Einmaleinsfolgen
sehr leicht zu aberblicken sind:

0+0=0 0:0=0
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O+L=L+4+0=L O:-L=L:-0=0
L+L=10 L-L=L

AuBerdem kann als Teilprodukt beim Multiplizieren stets nur der
erste Faktor und beim Dividieren stets nur der Divisor auftreten; so
daB das Multiplizieren auf ein wiederholtes Addieren des ersten Faktors
und das Dividieren auf ein wiederholtes Subtrahieren des Divisors
hinausliuft.

BEISPIELE
LOOLL LOLOOL LOOL - LLOL
LLOOL — LLOO —TLoorL
LOLLOO LLLOL LOOLO
LOOL
LLLOLOL
(19+25=44) (41 —12=29) ©-13=117)
LOOOOLOO : LLOO = LOLL
—LLOO
LOOLO
— LLOO
LLOO
—LLOO
o
(132:12=11)

Das Dualsystem findet u.a. aus diesem Grunde bei elektronischen
Rechenautomaten weitgehend Anwendung.

Auch das Oktalsystem (8 Grund:ziffern; Stellenwertfaktoren: Poten-
zen von 8; Verhiltnis der Stellenwerte im Zahlensymbol aufeinander
folgender Grundziffern 8 : 1) wird in solchen Maschinen verwendet.

2.1.5. Romisches additives Zehnersystem

7 Grundziffern:
I1£1; V=5, X210; L= 50; C=100; D= 500; M = 1000
Das Zahlensymbol beginnt stets links mit den griften Grundziffern.

Ihre einzelnen Werte werden addiert. Sofern I, X oder C als kleinere
Grundziffer links vor einer der nichsten beiden groBeren steht, wird

3 Simon/Stahl, Mathematik
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ihr Wert von dem der nachfolgenden gréBeren subtrahiert. Im all-
gemeinen werden in einem Zahlensymbol die Grundziffern I, X, C
héchstens dreimal hintereinander, die Grundziffern V, L, D iberhaupt

nur einmal geschrieben.
BEISPIEL

MMMM CM LXXXIV £ 4984
2.2,

2.2.1.
natiirlichen Zahlen

Die vier Grundrechenarten mit natiirlichen Zahlen

Grundgesetze der direkten Grundrechenarten mit

2.2.1.1. Kommutationsgesetz (Vertauschungsgesetz)

‘far die Addition:

at+b=0b+a

far die Mulriplikation:

| Summanden sind vertauschbar. |

I Faktoren sind vertauschbarj

ANWENDUNGEN

Beim schriftlichen Addieren meh-
rerer Summanden werden diese so
untereinander gesetzt, daB gleiche
Stellenwerte in derselben Spalte
stehen. Dann kann von oben oder
von unten aus addiert werden:

293578 i
95003
1024653
2111
2415345

oder

Beachte:

1. Als Probe addiert man ein
zweites Mal in Gegenrichtung.

2. Vor den Swnmanden brauchen
keine Rechenzeichen (+) zu
stehen.

Beim schriftlichen Multiplizieren
wihlt man den Faktor, der die
kleinere Anzahl zihlender Grund-
ziffern (1, 2, ..., 8, 9 auBer 0)
hat, als zweiten Faktor:

45 . 72935 600402 - 7528
72935 - 45 7528 - 600402
291740 4516800
364675 301120
3282075 15056
—_— 4519826256
Beachte:

1. Man beginnt zweckmiBig mit
dem groften Stellenwert des
zweiten Faktors.

2. Man setzt die Einer jedes Teil-
produkts jeweils unter die
Grundziffer, mit der multipli-
ziert wird.
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2.2.1.2. Assoziationsgesetz (Verkniipfungsgesetz)

fir die Addition: fur die Multiplikation:
a+b+c=@+b+c= a-b-c=(@-b)-c=
=a+ (b+ ) =a-(b-c)

Bei der Addition mehrerer
Summanden konnen beliebige
von ihnen zunichst gu
Teilsummen zusammengefaBt
werden.

Bei der Multiplikation meh-
rerer Faktoren konnen belie-
bige von ihnen zuniachst zu
Teilprodukten zusammenge-
faBt werden.

ANWENDUNGEN

Beim Addieren groferer Zahlen-
reihen faBt man geeignete Sum-
manden zu Teilsummen 10 zu-
sammen:

217_‘ Man rechnet
9305— |-10] . ..

o a+3+

7 - |—10[+ G+ 5+
ol [+e+e+8=
g236— 10| =38

28 usw.

.8 |

Beim Multiplizieren mehrerer Fak-
toren faBt man zunichst solche
zusammen, die einfache Teil-
produkte ergeben:

16-25-5-4.13

|

gyl
100

Man rechnet

(16-5)-13.(25 . 4) =
= (80-13)- 100 =
= 104000

2.2.1.3. Distributionsgesetz (Verteilungsgesetz)
Es koppelt Addition mit Multiplikation:

| a-b+c)y=a*b+a-c |

Teilprodukte addieren.

Ist eine Summe mit einem Faktor zu multiplizieren, so kann man
jeden Summanden einzeln mit dem Faktor multiplizieren und die

BEISPIEL

7528 - 600402 = 7528 - (600000 +- 400 +- 2) ="
= 4516800000 4 3011200 4 15056 = 4519826256

Schriftliche Form: Siehe unter 2.2.1.1.

3.
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2.2.2.  Rechedregeln bei den indirekten Grundrechenarten mit

natiirlichen Zahlen

2.2.2.1. Einfaches Rechenschema

fir die Subtraktion:

3759
—1872

1887

Beachte:

1. Man subtrahiert durch addi-
tives Ergdnzen:
2und 7ist9
7 und 8 ist 15 (merke 1)
9 (=8+1) und 8ist 17 (merke1)
2(=141)und1ist3
(Die fett gedruckten Ziffern
werden beim Sprechen betont
und dann im Ergebnis nieder-
geschrieben.)

2.Vor dem Subtrahenden muf
das Rechenzeichen (—) stehen.

3. Als Probe wird die Differenz
zum Subtrahenden addiert;
es muB sich der Minuend er-
geben:
3759'—j
1872] +

1887

fir die Division:

a) Ausfiihrliches Schema:

83835:243 = 345
—729 =

1093
—972

1215
—1215

0

Beachte:
1. Vor jeden Teilsubtrahenden

muf das Rechenzeichen (—)
geschrieben werden.

. Als Probe wird der Quotient

mit dem Divisor multipli-
ziert; es muB sich der Divi-
dend ergeben:

83835:243 = 345

L
L3

b) Abgekiirztes Schema:

83835 : 243 = 345
1093 =
1215

0
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2.2.2.2. Subtraktion mehrerer Subtrahenden
a—b—c—d—e=a—(b+c+d+e)

Statt von einem Minuenden nacheinander mehrere Subtrahenden zu
subtrahieren, kann man diese zunichst addieren und vom Minuenden
die erhaltene Summe subtrahieren.

BEISPIEL
9726 — 315 — 1277 — 5022 — 918 =
= 9726 — (315 + 1277 + 5022 + 918) =
= 9726 — 7532 = 2194

Beachte bei der schriftlichen Form:

1. Man rechnet stets von unten nach oben:

_932 §;10; 17; 22 und 4 ist 26 (merke 2)
—1277 2;3;5;12; 13 und 9 ist 22 (merke 2)
2;11;13; 16 und 1 ist 17 (merke 1)
—3022 1;6; 7und 2ist 9
— 918 >
2194

2. Vor jedem Subtrahenden mup das Rechenzeichen (—) stehen.

3. Als Probe addiert man die Differenz mit simtlichen Subtrahenden;
es muB sich der Minuend ergeben.

2.2.2.3. Divisionsschema bei Divisionsresten

Ist der Divisor kein Teiler des Dividenden, so ist die Aufgabe im Bereich
der natiirlichen Zahlen nicht 16sbar (vgl. 1.3.). Wird trotzdem in solchen
Fillen das Divisionsschema fir natirliche Zahlen (vgl. 2.2.2.1.) an-
gewendet, so ist die letzte Teildifferenz nicht gleich Null, sondern es
ergibt sich eine andere Zahl. Man sagt dann oft, daB eine Zahl,,als Rest
ubrig bleibt'* bzw. daB ,,die Division nicht aufgeht*. In diesen Fillen
ist folgende Schreibweise tblich:

3763 : 86 = 43 Rest 65

—34 =
323
—258
65
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Dieses mathematisch wenig befriedigende Divisionsschema wird im
Bereich der rationalen Zahlen durch ein wissenschaftlich einwandfreies
ersetzt (vgl. 4.2.2.3.).

2.2.3.  Zahlenstrahl

Die natiirlichen Zahlen kénnen durch Strecken dargestellt werden,
deren Liingen den Zahlen entsprechen:

i T2 AR i

+
+

Legt man diese Strecken vom gleichen Ausgangspunkt aus in glei-
cher Richtung auf ein und dieselbe Gerade, so entsteht der Zahlen-
strahl:

12§ 13

+ ; ' —

7 8 9 00 2

Die Ziffern. werden dabei an die Streckenendpunkte geschrieben. Der
_gemeinsame Anfangspunkt wird mit 0 (Null) bezeichnet und meist an
das linke Ende gelegt. Dann wird der Darstellung gewdhnlich folgende
Deutung gegeben:
Jeder natiirlichen Zahl ist ein Punkt aus der Menge der Punkte des
Strahls eindeutig zugeordnet, oder:
Die natiirlichen Zahlen sind in die Punkte des Strahls abgebildet worden.
Mit Hilfe des Zahlenstrahls konnen Additions- und Subtraktions-
aufgaben grafisch gelost werden.

a) Addition: Die beiden Strecken werden so aneinander gelegt, daB das
Ende der einen mit dem Anfang der anderen zusammenfillt. (Die
Streckenenden werden dabei durch die Pfeilspitzen gekennzeichnet.)

BEISPIEL
3+4=1

B B T e S
|
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b) Subtraktion: Die beiden Strecken werden so aufeinander gelegt, daB
das Ende der Subtrahenden-Strecke mit dem Ende der Minuenden-
Strecke zusammenfillt. .

BEISPIEL
5—-3=2

2.3. Teilbarkeit der natiirlichen Zahlen

2.3.1. Einfiihrung
2.3.1.1. Teiler, Primzahlen

Eine natiirliche Zahl a heiBt durch eine andere natirliche Zahl b
teilbar, wenn die Division a: b wieder eine natirliche Zahl ¢ ergibt.

BEISPIELE

15:3=5; 8:2=4; 25:5=25.
Symbol: b|a (gelesen: b teilt a).
Eine Zahl ist oft durch mehrere Zahlen teilbar.

BEISPIEL
6 ist teilbar durch 1, 2, 3, 6.

Besondere Fille:

1. Jede Zahl ist durch 1 und durch sich selbst teilbar.
1|6; 6|6 aligemein: 1|a; ala
Diese beiden Teiler heiBen triviale Teiler.

2. Jede natiirliche Zahl > 1 hat genau 2 triviale Teiler. Andere Teiler
heiBen echte Tailer.
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BEISPIEL 6
Triviale Teiler: 1;6
Echte Teiler: 2;3.

3. Zahlen, die keine echten Teiler besitzen, heiBen Primzahlen.

Die Zahl 1 rechnet man aus bestimmten Griinden nicht zu den Prim-
zahlen.

Schema zur Ermittlung der Primzahlen [Sieb des ERATOSTHE-
NEs; griechischer Gelehrter; 276 bis 194 (?) v.u. Z.]:

Aus der Folge der natiirlichen Zahlen > 1 streicht man

a) alle Vielfachen der ersten Zahl (2), dann

b) alle Vielfachen der nunmehr ersten Zahl (3), dann
¢c) alle Vielfachen der nunmehr ersten Zahl (5) usf.

2345678910111213141516 1718 1920
LStreichen | i x ixix x ! x i x x x x
2. Streichen Ex Pox x i X X
3. Streichen . X X x

Die iibrigbleibenden Zahlen sind die Primzahlen:

23 5 17 11 13 17 19
Die Fortsetzung ergibt als weitere Primzaillcn bis 100:
23; 29; 31; 37; 41; 43; 47; 53; 59; 61; 67; 71; 73; 79; 83; 89; 97.

Die Folge der Primzahlen liBt sich unbegrenzt fortsetzen; es gibt
keine grofte Primzahl.

4. Unter den echten Teilern einer Zahl befinden sich stets Primzahlen
(Primteiler), mitunter aber auBerdem zusammengesetzte Zahlen.

BEISPIELE

Echte Teiler von 14: 2;7
Echte Teiler von 18: | 2;3 6;9

Prim- Zusammen-
zahlen gesetzte Zahlen
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2.3.1.2. Vielfache

Das Produkt aus einer natiirlichen Zahl b und einer anderen natiirlichen
Zahl ¢ > 0 nennt man ein Vielfaches (das c-fache) von b.

Jede Zahl hat unbegrenzt viele Vielfache. Die Zahl selbst rechnet man
als ,,Einfaches* auch zu den Vielfachen.

BEISPIEL
Vielfache von 3:
3,6,9, 12,15, 18, 21, 24, ...

Jede Zahl a ist ein Vielfaches ihrer Teiler b; aus b|a, also a:b =,
folgta=5b-c.

BEISPIELE
Aus 2|6,d.h.,6:2=3,folgt6=2-3
aus 3|6,d.h.,,6:3=2,folgt 6 =3-2
2.3.2. Gemeinsame Teiler und Vielfache
2.3.2.1. Zerlegung in Primfaktoren

Jede zusammengesetzte Zahl 13Bt sich auf genau eine Weise als
Produkt aus lauter Primzahlen (Primfaktoren) schreiben.

Auf einen Beweis dieses wichtigen Satzes Giber die Eindeutigkeit der Prim-
faktorenzerlegung muf im Rahmen dieses Buches verzichtet werden.
Erste Methode der Zerlegung in Primfaktoren

Man zerlegt die Zahl in zwei beliebige echte Teiler, die man gegebenen-
falls genauso weiter zcréegt, bis man iiberall zu Primzahlen gekommen
ist.

BEISPIELE

6 36 90 4410

N\ 7N\ 7N\ 7N\

2-3 4 9 9 - 10 63 - 70
N N N N\ NN\
2-2-3-3 3-3.2-5 7-9-7-10

P NE RPN
7-3-3.7:2-8

2-3 2!.3! 2.3!.5 2.31.5.7!
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Zweite Methode der Zerlegung in Primfaktoren

Man spaltet systematisch, immer mit dem kleinsten beginnend, Schritt
far Schritt Primfaktoren ab, bis keine zusammengesetzten Teiler mehr
da sind.

)
BEISPIEL
5040 = 2 - 2520
=2-2-1260
=2:2-2-630
=2.2.2.2.315

2
=2-2-2-2-3-105
=2-2-2-2-3-3-35
=2:2-2-2-3-3-5-7
5040 = 2*-32-5-7

2.3.2.2. Bestimmung der echten Teiler einer Zahl

Erste Methode der Bestimmung der Teiler einer Zahl

Die Zahl wird in Primfaktoren zerlegt. Die Primzahlen selbst und alle
Produkte, die aus ihnen gebildet werden konnen, sind die echten Teiler
der Zahl.

BEISPIELE
Echte Teiler
zan | Primfaktor- | pny | produkte aus je n Faktoren
zerlegung zahlen
selbst n=2 n=313 n=4
110 .2-5-11 2;5;11(10;22;55 - -
60 2:-2-3-5 2;3;5 |4;6;10;15 12:20;30 | -
700 2-2-5-5-7]2;5;7 |4;10;14;25;35|20; 28: 50;| 100; 140; 350
70;175

Kontrolle: In dieser Ubersicht ergeben jeweils

erster Teiler mal letzter Teiler (z. B. 2 - 350),

zweiter Teiler mal vorletzter Teiler (z. B. 5 - 140),

dritter Teiler mal drittletzter Teiler (z. B. 7 - 100)

usw. die untersuchte Zahl.

Soiche Teiler nennt man zusammengehérige Teiler.
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Zweite Methode der Bestimmung der Teiler einer Zahl

Man kann der untersuchten Zahl unmittelbar ansehen, ob gewisse
Zahlen echte Teiler sind: Teilbarkeitsregeln.

a) | Eine Zahl ist durch 2 (4; 8; 16; ...) teilbar, wenn die aus der
letzten Grundziffer (den letzten zwei, drei, vier ... Grundziffern)
bestehende Zahl durch 2 (4; 8; 16; ...) teilbar ist.

BEISPIELE

b)

2|548, denn 2|8
4)2128, denn 4|28
813432, denn 8|432
16/2235600, denn 16]5600

Beachte:

Eine durch 2 teilbare Zahl (letzte Grundziffer also 0, 2, 4, 6, 8) heiBit
gerade Zahl.

Eine Zahl ist durch 5 (25; 125; 625; ...) teilbar, wenn die aus
der letzten Grundziffer (den letzten zwei, drei, vier ... Grund-
ziffern) bestehende Zahl durch 5 (25; 125; 625; ...) teilbar ist.

BEISPIELE

<)

5|375, denn 5|5

25|72975, denn 25|75
125/162000, denn 125|000
6252799375, denn 625]9375

Beachte:

Eine durch 5 teilbare Zahl muB als letzte Grundziffer eine O oder 5§
haben.

Eine Zahl ist durch -3 bzw. 9 teilbar, wenn ihre Quersumme
durch diese Zahl teilbar ist.

Die Quersumme ist die Summe ihrer Grundziffern ohne Ricksicht auf
die Stellenwerte.
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BEISPIELE

313920043, denn 3|(3 + 9 + 2 + 4 + 3), also 3|21
9/8072091, denn 9{(8 + 7 + 2 4 9 + 1), also 9|27

d) | Eine Zahl ist durch 11 teilbar, wenn ihre alternierende Quer-
summe (ihre Querdifferenz) durch 11 teilbar ist.

Die alternierende Quersumme ist die Differenz aus den Summen der
1., 3., 5., ... Grundziffer und der 2., 4., 6., ... Grundziffer, von rechts
her gezihlt, ohne Riicksicht auf die Stellenwerte.

BEISPIEL

11]548076639, denn 11[[(9 4+ 6 + 7 + 8 4+ 5) — (34 6 + 4)],
d.h.11|(35 — 13) oder 11|22

2.3.2.3. Gemeinsame Teiler und gemeinsame Vielfache
mehrerer Zahlen

Teiler und Vielfache verschiedener Zahlen sind im allgemeinen ver-
schieden, doch gibt es mitunter auch gemeinsame Teiler und gemein-
same Vielfache.

BEISPIELE
Zahlen | gemeinsame Teiler I gemeinsame Vielfache

6; 36; 90 1,2, 3, E| , 360, 540, 720, ...
67 El ! . 84, 126, ...

Besondere Falle:

1. Zahlen, wie 6 und 7, die auBer dem trivialen Teiler 1 keine anderen
gemeinsamen Teiler haben, nennt man teilerfremd oder relativ prim.

2. Unter den gemeinsamen Teilern gibt es einen griften: | g.g.T. |,

unter den gemeinsamen Vielfachen ein kleinstes: .

3. Bei teilerfremden Zahlen ist der g.g.T. stets 1, das k.g.V. stets das
Produkt der beiden Zahlen.
Erste: Methode der Bestimmung von g.g.T. und k.g.V. (Prim-
faktorenzerlegung)
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Wie gro8 ist der g.g.T. und das k.g.V. von 72, 198 und 252?

a)ggT.: 72=]2|-2-2. .
198=12]. . - 11
252=(2|-2- . 7 ggT.:2-3-3=18

Der g.g.T. ist das Produkt aus den Primfaktoren, die in allen Zahlen
gemeinsam vorkommen; diese werden dabei jeweils nur einmal als
Faktor verwendet.

Die nicht benétigten Primfaktoren geben an, wievielmal der g.g.T.
in der betreffenden Zahl enthalten ist.

72:18=2:2=4
198:18 =11
252:18=2-7=14

bkgv.: 712=[2]-[2 E] 3] ¢ . s
as2=|2|-[2]- = -[3]-|3]-7])- *
198 =[2]|- * - * . . .O.E

kgVv.:2-2:2-3-3-7-11= 5544
Das k.g.V. ist das Produkt aus sdmtlichen vorkommenden Primfak-
toren, wobei diejenigen, die in mehreren Zahlen zugleich enthalten
sind, jeweils nur einmal als Faktor verwendet werden.
Die Liicken (*) geben an, wie oft die betreffende Zahl im k.g.V.
enthalten ist:

5544: 12=17-11 =717
5544:252 =211 =22
5544:198 =2-2-7=28

Beachte:

Sobald eine der Zahlen Teiler einer anderen gegebenen ist, braucht
sie zur Bestimmung des k.g.V. nicht mit herangezogen zu werden.
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BEISPIEL
k.g.V. von 9; 10; 30; 45: )
9|45; 10]30; also geniigt die Bestimmung des k.g.V. von 30 und 45.

Dieses Verfahren findet auch Anwendung bei der Bestimmung des g.8.T.
und k.g.V. von Termen, die Variablen enthalten (vgl.4.5.6.).
BEISPIEL
3x — 6y; ax? — 4axy + 4ay?; 4x% — 16y>; g.g.T.? k.g.V.?
Ix—6y="*-*-3-*-(x—2y) - . *

ax? —4axy +day:=*-*-*-g-(x—2y) - (x —2y)* -
4_x2—16y’=2'2-‘-“(x—2y)' - '(X+2}')

g.gT.: (x—2y)

k.g.V.: 2:2:3-a-(x—2y)(x — 2y) (x + 2y)
= 12a(x + 2y) (x — 2y)*

. Die nicht zum g.g.T. bendtigten Faktoren geben auch hier jeweils den
Quotienten aus dem betreffenden Polynom und dem g.g.T. an:

Bx—6y):(x—2y)=3

(ax? — daxy + 4ay?): (x — 2y) = a(x — 2y)

4x? — 16y%) 1 (x — 2y) = 4(x + 2y)

2. Die Liicken (x) geben wiederum den Quotienten aus dem k.g.V. und

dem jeweiligen Polynom an:
12a(x + 2y) (x — 2y)*: (3x — 6y) = 2+ 2a(x — 2y) (x + 2y)
12a(x + 2p) (x — 2y)*: (ax* — daxy + 4ay*) = 223 - (x 4 2y)
12a(x + 2y) (x — 2y)?: (4x2 — 16y?) = 3a(x — 2y)

—

Zweite Methode (EukLipischer Algorithmus, nur fir den g.g.T.
von 2 Zahlen)

(Algorithmus bedeutet hier soviel wie Rechenverfahren, Rechenschema;
EukLiD, griechischer Mathematiker um 325 v. u. Z.)

Man dividiert die grofere der beiden Zahlen durch die kleinere, dann
den Divisor durch den verbleibenden Resr und wiederholt den Rechen-
gang, bis die Division aufgeht. Der letzte Divisor ist der g.g.T. der
beiden Ausgangszahlen.
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BEISPIEL
Wie gro8 ist der g.g.T. von 672 und 1190?

1190: 672 = 1 Rest 518
672:518 =1 Rest 154
518:154 = 3 Rest 56
154: 56 =2 Rest 42

56: 42 =1Rest 14
42: 14=3

Der “g.g.T. von 672 und 1190 ist 14.

Beweis:
Man schreibt die Gleichungen, von unten beginnend, als’ ,,Proben**
untereinander.

42=3- 14

56=1- 42+ 14=1- 3-14+ 14 = 4-14

154=2- 56+ 42=2- 4-144 3-14=11-14
518=3-154+ 56=3-11-144+ 4-14=137-14
672=1-518+154=1-37-144+11-14=48-14
1190 =1:672+ 518=1-48-14+4+37-14=85-14
Folglich: 14]672; 14|1190
Da 48 und 85 teilerfremd sind, ist 14 der g.g.T. von 672 und 1190.

Fiir zwei Variablen a und b ldBt sich das Verfahren entsprechend
herleiten und beweisen.



3. Ganze Zahlen

3.1. Begriff der ganzen Zahl

3.1.1. Einfithrung der negativen Zahlen durch Differenz-
bildung

Wird aus der Menge der natiirlichen Zahlen ein beliebiges geordnetes

Zablenpaar [a, b) mit a = b herausgegriffen, so ist die Differenz a — b

seiner Elemente wieder eine natiirliche Zahl. Es gibt beliebig viele

Zahlenpaare, die dieselbe Differenz ergeben. Sie werden differenzengleich

genannt.

BEISPIEL
17—12=6—1=159—154=5—-0=35

Beachte:
,,Geordnetes Paar* heiBt, daB [a, b] + (b, a], falls a 3 b.

Sinnvoll sind folgende Festsetzungen:
1. Zwei Zahlenpaare [a, b] und [c, d] mit a = b, ¢ = d (a, b, ¢, d natiir-
lich) sind genau dann differenzengleich, also a — b = ¢ —d, wenn gilt:
at+d=5b+c.
2. Die Differenz einer Menge differenzengleicher Zahlenpaare 14Bt sich

unmittelbar aus dem Zahlenpaar [n, 0] (» natiirlich) durch Weglassen
des Elementes O bei der Differenzbildung ermitteln: n — 0 = n.

BEISPIELE
zu (1) 33 — 15 =185 — 167, weil 33 4 167 =185+ 15
33—15= 18— O, weil334+ 0= 15418
zu (2) 33 — 15 =185 — 167 = 18 — 0 = 18 (Weglassen von 0)
Wird die Bedingung a > b durch a < b ersetzt, so ergibt das geord-

nete Zahlenpaar [a, b] als Differenz a — b keine natarliche Zahl
(vgl. 1.3.1.).
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BEISPIELE
17—22; 1—125; 0—3
Zur Gewinnung eines neuen Zahlenbereiches, in dem die Lésungen
aller Subtraktionsaufgaben mit natiirlichen Zahlen enthalten sind,
wird festgelegt, daB die oben genannten zwei Festsetzungen auch fiir
den Fall a < b sinngemiB Giiltigkeit behalten sollen.
(1*) wie 1., nur @ = b statt a = b und ¢ = d statt ¢ = d.
(2*) Die Differenz wird aus dem Zahlenpaar [0, m] (m natiirlich) er-
mittelt durch Weglassen des Elements 0, aber unter Beibehaltung des
Minuszeichens: 0 — m = —m.
BEISPIELE
zu (1*) 12 — 29 = 186 — 203, weil 12 4+ 203 = 29 } 186
12—29= 0— 17, weill2+4+ 17=294+ O

zu (2*) 12 —29 =186 — 203 =0 — 17 = —17 (Weglassen von 0
unter Beibehaltung des Zeichens —; gelesen: minus sieb-
zehn)

Die sich ergebenden Zahlen heilen negative Zahlen. Sie werden durch

das davorstehende Zeichen — (das Vorzeichen der Zahl) symbolisiert.

3.1.2. Zahlengerade

Durch Verlidngerung des Zahlenstrahls (vgl. 2.2.3.) iiber den Anfangs-
punkt (0) hinaus zur Zahlengeraden®unter Fortfihrung der Punkt-
markierung kann auch den negativen Zahlen je ein bestimmter Punkt
zugeordnet werden. Dabei werden oft zur deutlicheren Unterscheidung
die Symbole der natirrlichen Zahlen mit dem Vorzeichen 4 versehen
(5 ist gleichwertig mit 5, gelesen: plus fanf).

Diese Zahlen heiBen dann positive Zahlen. (Eine exakte Begriindung
der Berechtigung der Ubernahme der natiirlichen Zahlen als positive
Zahlen uberschreitet den Rahmen dieser Darstellung.)

07 2 3 4 5 6 7 4§ ¢

_.5 _:5 -4 .T-} -} ﬂL \74»2 ;:7 m‘( -4.5 +6 +7 élﬂ +.3

Lage von Strahl natiirliche positive negative
und Gerade Zahlen Zahlen Zahlen
waagerecht nach rechts nach rechts nach links
lotrecht nach oben nach oben nach unten

4 Simon/Stﬂhl, Mathematik
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Mit Hilfe der Zahlengeraden kénnen jetzt auch Subtraktionsaufgaben
a — b mit a < b (a, b natiirlich) graphisch gelost werden (vgl. 2.2.3.)
BEISPIEL

7-9

1

-5 p— -’2 -.] 0 4:1 +:2 +E1 +2 +i‘i 4-:5 4-:7 +.ﬂ «l:’

3.1.3.  Grundlegende Festsetzungen fiir die ganzen Zahlen

(1) Die positiven und negativen Zahlen sowie die Zah! Null bilden zu-
sammen den Bereich der ganzen Zahlen. Die Null gehort dabei weder
zu den positiven nooh zu den negativen Zahlen:

nichtpositive ganze Zahlen

54, I}

nichtnegative ganze Zahlen

-} -5 -:5' -:4 -3 -.2 -1 0 +'l +‘2 +‘3 +‘4 4:6' +6 4-.7
|

negalive ganze Zahlen Y ona positive ganze Zahlen
. e

—
ganze Zahlen

Die Zahlengerade kann nach beiden Seiten unbegrenzt verlidngert
werden; auch die Anzahl der positiven und negativen Z&hlen,ist un-
begrenzt. Es gibt keine groBte und keine kleinste ganze Zahl.

(2) Das Vorzeichen — darf niemals weggelassen werden:
—3 == 3 (gelesen: —3 nicht gleich 3)

Das Vorzeichen + darf beim Rechnen weggelassen werden, d.h.,
man darf dabei positive ganze Zahlen wie natiirliche behandeln
(vgl. 3.1.2)).

Die Vorzeichen + und — sind streng von den Rechenzeichen (Opera-
tionszeichen) + und — der Addition und Subtraktion zu unter-
scheiden. Zur besseren Unterscheidung werden mitunter die Vor-
zeichen durch eine Klammer an die Ziffer gekettet:

(+9); (=3).
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24+3=(+5)=5 7—9=(-2)

— 1

Rechenzeichen Vorzeichen

(3) Zu jeder positiven oder negativen Zahl gibt es eine zweite, die sich
von der ersten nur durch das Vorzeichen unterscheidet. Beide heilen
zueinander entgegengesetzte Zahlen.

BEISPIELE
+6 und —6, —8 und +8
Zwei entgegengesetzte Zahlen haben auf der Zahlengeraden zwei
Bildpunkte, die auf beiden Seiten vom Nullpunkt in gleicher Ent-
fernung liegen.

(4) Mitunter interessiert die Zahl ohne Riicksicht auf das Vorzeichen.
Man spricht dann vom absoluten Betrag oder kurz vom Betrag der
ganzen Zahl. Es wird festgesetzt:

Unter dem absoluten Betrag oder kurz dem Betrag einer positiven
Zahl versteht man die Zahl selbst, unter dem Betrag einer negativen
Zahl aber die entgegengesetzte Zahl [vgl. unten (5), Punkt 3.].

Symbolik :
| +6] =46 =6  gelesen: Betrag von +6 gleich 6
|—8|=+8=8 - Betrag von —8 gleich 8
Beachte:

1. Der Betrag ist stets eine nichtnegative Zahl, die, falls MiBverstind-
nisse ausgeschlossen sind, auch ohne Vorzeichen geschricben
werden kann (vgl. 3.1.2.).

2. Besondere Festsetzung: [0] =0

3. Entgegengesetzte Zahlen sind demnach Zahlen, die den gleichen

Betrag haben.
BEISPIEL
[+ =|-7=+7=7

(5) Der Variabilitdtsbereich von Variablen soll i Abschnitt 3., soweit
nicht ausdriicklich etwas anderes vermerkt ist, der Bereich der
ganzen Zahlen sein. @ kann infolgedessen cine positive oder eine
negative Zahl oder auch Null bedeuten. Deshalb kann auch (+a)
ebenso wie (—a) sowohl eine positive wie auch eine negative Zahl
oder Null darstellen.

4.
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BEISPIELE
+a=+7fallsa= +7 —a= —3,fallsa= +3
+a= —5fallsa= —5 —a= +1,fallsga= —1

Beachte:
1. Eine positive Zahl ist demnach mit Variablen durch + |a|, eine
negative durch — |a| dargestellt.
2. Entgegengesetzte Zahlen sind a und —a, unabhingig davon, ob
a eine positive oder negative Zahl oder die Zahl Null bedeutet.
3. Der Betrag wird mit Hilfe von Variablen definiert durch
lal]=a, fallsa=0
la| = —a, fallsa< 0.

(6) Bei den natiirlichen Zahlen ist diejenige Zahl die gréBere, deren Bild-
punkt auf dem waagerechten Zahlenstrahl weiter rechts liegt.
BEISPIELE

5 ist groBer als 2; Symbol: 5> 2(> lies: groBer als)
5 ist kleiner als 8; Symbol: 5§ < 8(< lies: kleiner als)
Bei den positiven und negativen Zahlen soll ebenfalls diejenige die

grofere heiBen, deren Bildpunkt auf der waagerechten Zahlengeraden
weiter rechts liegt.

BEISPIELE

(+5) ist groBer als (+2); Symbol: (45) > (4+2)
(+5) ist kleiner als (+8); Symbol: (45) < (+8)
(—5) ist kleiner als (—2); Symbol: (—35) < (—2)
(—5) ist groBer als (—8); Symbol: (—5) > (—8)
(+5) ist groBer als (—8); Symbol: (+5) > (—8)
(—35) ist kleiner als (+2); Symbol: (—5) < (42)

Daraus folgt:

Jede positive Zahl ist grifer als Null und grifer als jede negative:
+la|>0; +[a|> —|b]

Jede negative Zahl ist kleiner als Null und kleiner als jede positive:
—la|<0; —la|< +]b]

(7) Im Bereich der ganzen Zahlen wird die Zahl Null definiert als
Differenz zweier gleicher ganzer Zahlen:a —a =0
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3.14. Anwendung der ganzen Zahlen in der Praxis

Manche Probleme lassen sich mit Hilfe natiirlicher Zahlen mathematisch
nicht erfassen oder 16sen. So bediirfen z. B. gewisse Mefwerte neben der
Angabe des Betrags noch einer weiteren Kennzeichnung, da sie stets in
zweierlei (entgegengesetzter) Bedeutung vorkommen konnen.

BEISPIELE

a) Gradnetz der Erde: 10° 6stlicher Linge; 10° westlicher Lange;

b) Gradnetz der Erde: 15° nérdlicher Breite, 15° siidlicher Breite;

c) Pegelstand eines Flusses: 1 m Giber Null, 1 m unter Null;

d) Hohenlage eines Erdpunktes: 6 m iiber NN (Normalnull), 6 m
unter NN;

e) AbsghluBl (Saldo) eines Kontos: 65 DM Haben (Vermogen), 65 DM
Soll (Schulden);

f) Temperaturangaben: 7 “°C Warme. 7 *C Kilte.

Das 14Bt sich mit Hilfe der ganzen Zahlen mathematisch eindeutig
wie folgt erreichen:

a) +10°; —10°  b) +15°; =15 o) +Im; — I ms
d) +6m; —6m e) +65DM: —65DM f) +7°C; -7°C

3.2, Die vier Grundrechenarten mit positiven und negativen
ganzen Zahlen

3.2.1.  Rechenoperationen 1. Stufe mit positiven und negativen
ganzen Zahlen

3.2.1.1. Addition nur positiver oder nur negativer ganzer Zahlen
An der Zahlengeraden liest man ab:

+3)+ ) =(+8); (=3)+ (—5)=(-8)

Die Summe zweier positiver ganzer Zahlen ist stets cine positive ganze
Zahl, die Summe zweier negativer eine negative. Der Betrag der Summe
ist in jedem Falle gleich der Summe der Betrige der Summanden.

(+laD) + (+]b) = +(la| + |6D
(—laD) + (—|b) = —(la| + |bD
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3.2,1.2. Addition positiver und negativer ganzer Zahlen

-7 -.6' -5-4-53-Ti¢l +;2 o] < +5 46 4.7

= H

et
(+8) +(-4) = (+2)

[

+

(+4)+ (-6) = (-2)

Die Summe einer positiven und einer negativen ganzen Zahl ist
positiv oder negativ, je nachdem, ob der positive oder negative
Summand den groBeren Betrag hat. Der Betrag der Summe ist in
jedem Falle gleich der Differenz der Betrige der Summanden.

(+la]) + (—|b]) = +(la| — | b]), falls [a| > | b|
(+]a) + (=|b]) = —(|6] — |a]), falls | 6] > |a|

3.2.1.3. Subtraktion positiver und negativer ganzer Zahlen

95 <5 b <7 <2 <1 0 <7 <7 +3 +6 +5 +5 +7 <8 +8

! }
~ ————

(+5)-1+3) |: (+5) - (+3) = (+2) ! i i
SEIED L gy e ()= o) [
- — f~—p—— {
i
(+5) - (-3) = (4 ) ——+—+——+—+— l

5)~(-3, e
et [ =TT

(+5)+ (+3) = (#§) ——+—+—+—f |

Positive und negative ganze Zahlen werden subtrahiert, indem man
Jeweils die entgegengesetzte Zahl addiert.

a—b=a+ (b
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BEISPIELE
9+ (+9)=9+5=14 9—(+5) =9+ (=5 =4
94 (—5=9—-5=4 9—(—5=9+(+5)=14

() + () =—9+5=—4 [(=9)—(+5) = —9+ (=5)=—14
(-9 + (=5 =—9—5=—14[(=9) — (=5) = =9 + (+5)=—4

3.2.2. Rechenoperationen 2. Stufe mit positiven und
negativen ganzen Zahlen

3.2.2.1. Multiplikation

Das Produkt zweier ganzer Zahlen mit gleichen Vorzeichen ist
eine positive ganze Zahl, bei verschiedenen Vorzeichen ergibt sich
eine negative ganze Zahl.

(+laD - (+1b) = +(la]-|6]) | (+]aD-(—=]b])=—(al-16]
(—la)-(—IbD = +(a|-|b]) | (—|aD-(+]|b])=—(a]-|b])

Beachte:

Diese Rechengesetze beruhen auf einer Festsetzung. Man kann sie
(mit Ausnahme des Gesetzes fiir die Multiplikation zweier negativer
Zahlen) plausibel machen, wenn man beachtet, daB beim Rechnen posi-
tive ganze Zahlen mit den entsprechenden natiirlichen gleichwertig sind.

BEISPIELE
LN HN=H)-5=HFN+H)+FH+ +NH+
++)=3+3+3+3+3=15=3-5=[+(3"-9)]
2.(+3) (=) =(=5) " (+N=(-9"3=
==+ N+ ()=(15)=[-(3"9)]

3.2.2.2. Division

Die Division ist die umgekehrte Rechenoperation zur Multiplikation.
Daraus folgt:

Der Quotient zweier ganzer Zahlen mit gleichen Vorzeichen ist
eine positive Zahl, bei verschiedenen Vorzeichen ergibt sich eine
negative Zahl.
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(+la): (16D = +(al:16]) | (+lap:(—|b]) = —(la|:|b]
(—la):(=1b]) = +(al:|b]) | (=laD:(+|b])=—(a|:]b])

Beachte:
1. Das Ergebnis +(a|: |b]) wird nur dann eine ganze Zahl, wenn |a|
ein Vielfaches von | b|ist (vgl.2.3.1.2.). Das sei zunichst vorausgesetzt,

ebenso wie |b| 4 0 (vgl. 3.3.4.).

" 2. Die Begriffe und GesetzmaBigkeiten der Teilbarkeit (vgl. 2.3.) lassen
sich auf die ganzen Zahlen ausdehnen, wenn als Primzahlen noch die
jeweils entgegengesetzten Zahlen dazugenommen werden. Im Bereich
der ganzen Zahlen gilt aber dann nicht das Gesetz von der Eindeutig-
keit der Primfaktorenzerlegung.

BEISPIELE

"30 = 2- 3 - 5 (eindeutig im Bereich der natiirlichen Zahlen)
30=(+2) (=3) (=5 =(-2) (=3)-(+5) =
=(=2)(+3): (-9
—42=(+2)-(+3) (=N =(=2)- (+3)- (+N =
=H2) (=3 FD=(-2)(=3)- (=7
(nicht eindeutig im Bereich der ganzen Zahlen)

3.3. Die vier Grundrechenarten mit der Zahl Null
3.3.1. Addition und Subtraktion

3+40=0+3=3 a+0=0+4+a=a
5—0=S5 a—0=a
0—4=-4 0—a= —a
Sonderfille:
04+0=0
0—0=0

3.3.2. Multiplikation

4-0=0-4 -
=0+04+040=0 a
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Sonderfall:

0:-0=0

3.3.3.  Die Zahl Null als Dividend

Da die Division die umgekehrte Rechenoperation zur Multiplikation
ist, gilt:

Aus3-6=18 folgt 18:3=6

Aus3-2= 6 folgt 6:3=2

Aus3-1= 3 folgt 3:3=

Aus3-0= 0 folgt 0:3=0

Allgemein:

Ausa-0=0 folgt 0:a=0, falls a+0

3.3.4. Die Zahl Null als Divisor

Entsprechend kann geschlossen werden:

18:18 = 1 ist eine wahre Aussage, weil 1 - 18 = 18 wahr ist.
18: 6 = 3isteine wahre Aussage, weil 3+ 6 = 18 wahr ist.
"18: 2= 9isteine wahre Aussage, weil 9+ 2 = 18 wabhr ist.
18: 1 = 18 ist eine wahre Aussage, weil 18 - 1 = 18 wabhr ist.
18: 0= xist aber fiir jede beliebige ganze Zahl x eine falsche Aus-
sage, da x 0 = 0 3 18 gilt, also eine Umkehrung zur entsprechenden
Multiplikation nicht moglich ist. Folglich wird festgesetzt:

Die Division einer ganzen Zahl durch Null (a: 0) ist nicht definiert
und als sinnlose Operation nicht ausfiihrbar.

Beachte:

1. Diese Feststellung gilt nicht nur im Bereich der ganzen Zahlen.
2. Insbesondere trifft sie auch fiir 0: 0 zu.
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\

4.1. Begriff der rationalen Zahl

4.1.1.  Einfiihrung der Briiche durch Quotientenbildung

Wird aus der Menge der ganzen Zahlen ein beliebiges geordnetes Zahlen-
paar [a, b] mit b|a und b # 0 herausgegriffen, so ist der Quotient a: b
seiner Elemente wieder eine ganze Zahl. Es gibt beliebig viele Zahlen-
paare, die denselben Quotienten ergeben. Sie werden quotientengleich
genannt, '

BEISPIELE

15:3=50:10 =(—85):(—17)=5:1 =(=5:(=)=S5
(—28):7=28:(=7)=60:(—15) =(—4:1=4:(—1)=—4
Sinnvoll ist die Festsetzung:

Zwei Zahlenpaare ([a, b] und [c, d] mit b|a und d|c (a, b, ¢, d ganz;
b+ 0, d+ 0) sind genau dann quotientengleich, also a:b=c:d,

wenn gilt:
ard=c-d
BEISPIELE
16: 8 =6:3, weil 16-3 =68
(—12):(—3)=64:16, weil (—12):16 = (—3)-64
(—18):3 =36:(—6), weil (—18):-(—6)=3-36

Wird die Bedingungen b | a fallengelassen, so ergibt das Zahlenpaar [a, b)
als Quotient a: b keine ganze Zahl (vgl. 1.3.1.).
BEISPIELE

17:5; 2:3; (—16):(—15); 1:(=2)
Zur Gewinnung eines Zahlenbereichs, in dem die Losungen aller
Divisionsaufgaben mit ganzen Zahlen (Divisor nicht gleich Null) ent-
halten sind, werden als neue Zahlen die Briiche durch folgende Fest-
setzungen eingefiihrt:
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1. Das Zahlenpaar [aq, b] (a, b ganz; b 4 0) ergibt als Quotient a: b
den Bruch % oder a/b, gelesen a b-tel. Der waagerechte oder schriige

Strich, der die Zahlen des Zahlenpaares verbindet, heiBt Bruchstrich.

2. Das nach 3.2.2.2. festgesetzte Vorzeichen des Quotienten wird meist
vor den Bruchstrich geschrieben, so daB dieser nur die Betrige der
Zahlen des Zahlenpaares verbindet.

BEISPIELE .
15:5 = % (finfzehn fiinftel)
—7| 7 . . .
(-7:3 = —T”— = -3 (minus sieben drittel)
. =11
3:(—4) = 3 _ 3(‘ drei viertel)
: =TT 3 minus drei vierte

3. Die ganzen Zahlen werden wegen g = g: 1 (g ganz) in die Menge
der Briiche einbezogen.

BEISPIELE
5 4 .
5= T (finf Ganze) —4 = -7 (minus vier Ganze)

4. Aus der Festsetzung iiber die Quotientengleichheit zweier Zahlen-
paare [a, b]und [c, d] (a, b, ¢, d ganz; b + 0; d % 0) folgt sinngemiB:
Zwei Briiche %— und -s- (a, b,c,d ganz; b = 0; d & 0) sind genau

dann (quantitativ) gleich, also % = %, wenn gilt:

a-d=b-c.
BEISPIELE
3—12 il 3:20=5-12
T wei =
6 42 —6 —42
—_——=———,dh, —=—, weil (—6)-7=1-(—42)

1 7 1 7
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Festsetzung von Fachbezeichnungen:

(2, n: ganze Zahlen; n 4 0)

/Zéhler

Bru -

\Nenner

+—Bruchstrich

In der folgenden Tabelle sollen z und n positive Zahlen sein.

Besondere Fachbe- Beispiele Besonderheiten
Bedingungen zeichnungen
2 1 9 z
h h —_ — — =
z<n echter Bruc T 7 1o "<l
unechter 3 100 14 z
z>n Bruch 2 30| w7t
z Vielfaches uneigentlicher | 6 S5 95 z .
von n (auch Bruch 350 o | 7 istene
z=n) ganze Zahl
1 1 1 z
= 55 o | =<1
z=1 Stammbruch > 7 0o . <
- abgeleiteter 3.7 17 z >
21 Bruch 273 | w3t
Summe aus gemischte 3 1. s 7 z i
ganzer Zahl Zahl 2 7% ke
und echtem entspricht einem
Bruch unechten Bruch
Austausch reziproker 3 2 n z
Zahler und z -3 7§1, f311572 1
n Bruch zu —
Nenner : — n 100 7 und z =f= n
z - > T
100 n z ]
5 5 Z _a "
K3 g s fallkz=n
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Beachte:

4 4
1. Die gemischte Zahl 3—7— bedeutet 3 4+ 7 wobei das Additionszeichen
nicht geschrieben wird. Bei Variablen dagegen darf das Additions-
zeichen nicht wegbleiben (g + i), dag Z- g z +g+ -z—.
° n n n n

2. Gemischte Zahlen enthalten nur echte, aber niemals unechte Briiche:
3 3 5 5
2+ ) = ZT ;24 vy darf aber nicht in der Form 27 geschrieben

werden.

4.1.2.  Graphische Darstellung der Briiche
4.1.2.1. Flichendiagramme

Falls Zahler und Nenner eines echten Bruches Betrige von ganzen

Zahlen sind, 1aBt er sich als Bruchteil eines realen Objekts deuten. Fiir

die graphische Darstellung eignen sich dazu besonders Rechtecks- und
, Kreisflichen.

27070707
oTate el

Fbo o

4.1.2,2, Zahlengerade

Bei weiterer Verdichtung der Punkte auf der Zahlengeraden (vgl. 3.1.2.)
14Bt sich jeder Bruch eindeutig in einen Punkt abbilden.

i S S D S
-2 -1 ) + +2 +3
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Beachte:

1. Nicht jeder Punkt der Geraden ist Bildpunkt eines Bruches; vgl.
dazu 6.3.2,

2. Quantitativ gleiche Briiche haben jeweils den gleichen Bildpunkt,
so daB einem Punkt der Geraden, der Bildpunkt von Briichen ist,
nicht eindeutig ein bestimmter Bruch zugeordnet ist.

4.1.3. Grundlegende Festsetzungen fiir die rationalen Zahlen

(1) Auf der Menge aller geordneten Zahlenpaare [a, b] (a, b ganz; b 5= 0)
1aBt sich eine Klasseneinteilung erkldren, wenn alle quotienten-
gleichen Zahlenpaare in einer Klasse zusammengefaBt werden.

(2) Die Menge aller quotientengleichen Zahlenpaare stellt eine ratio-
nale Zahl dar, die durch jedes beliebige dieser Paare reprdsentiert
werden kann. Der Reprdsentant wird dabei gewdnnlich als Bruch
geschrieben.

(3) Alle Reprisentanten derselben rationalen Zahl werden auf der Zah-
lengeraden (vgl.4.1.2.2.) in denselben Punkt abgebildet. An jeden
Punkt der Zahlengeraden kann also jeder beliebige Reprisentant
der rationalen Zahl geschrieben werden.

(4) Eine rationale Zahl indert sich nicht, wenn man Zihler und Nenner
eines beliebigen Reprisentanten
a) mit der gleichen Zahl multipliziert (den Bruch mit einem Er-

welterungsfaktor erweitert) oder
b) durch dieselbe Zahl dividiert (den Bruch mit einer Kiirzungszahl
kiirzt).
Erweitern mit dem
Erweiterungsfaktor
- 11 n
7_7-11_77 a a-'n
9 9-11 99 b b-n

.11 tn
\Kﬁmn mit der/

: Kiirzungszahl
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Begriindung:
7:-99=9-77 a‘b-n=b-a'n
Beachte:
1. Jeder Bruch kann mit beliebig vielen Erweiterungsfaktoren erweitert '
und die entsprechende rationale Zahl dadurch auf beliebig viele
Arten geschrieben werden.

BEISPIELE

2. Ein Bruch kann nur gekiirzt werden, wenn Zihler und Nenner
gemeinsame echte Teiler haben.

-

BEISPIELE

Kirzen méglich Kiirzen unméglich

22 (Y
1 1
4 2 3 3 A
6 3 77
Gemeinsamer Teiler 3 und 7 sind
von 4 und 6 ist 2. teilerfremd.

3. Dasselbe gilt sinngemaB, wenn Zahler und Nenner Variablen enthalten.

BEISPIELE
<2x+y)

1
x+y _ x4+ &+y _ 2x + »)?
x—y 2+ ) (x—y)  20x*—y?)

:3pg
i

3p%-q-(5x—6y) _ p(5x — 6y)

9p - qxy - 3xy
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4, Glieder von Summen in Zihler und Nenner konnen niemals einzeln
gekiirzt werden. Hier ist zuerst eine Faktorenzerlegung nitig.

:(2m+ 3 n)
4m® — 9n? _@m+3m@2m—3n  2m—3n
4m* + 12mn+ 92 (Cm+3m)2m+3n)  2m+ 3n

(5) Fir. eine rationale Zahl wird gewShnlich derjenige Repriasentant
angegeben, der teilerfremde Zahler und Nenner hat oder eine ganze
Zahl ist. Ist das Ergebnis einer Rechnung eine rationale Zahl, sollte
deshalb so lange gekiirzt werden, bis das erreicht ist.

BEISPIELE

729 |:87]
1458 2 {522 i .
2187 3| 87

(6) Als Kiirzungszahlen verwendet man

a) mehrere gemeinsame Teiler nacheinander (schrittweises Kiirzen)
oder

b) den g.g.T. (einmaliges Kiirzen; kiirzester Weg)

60
BEISPIEL 7y ist zu kiirzen. Gemeinsame Teiler: 2,3, 4, 6, 12

g.2.T.: 12

1. Weg (langster Weg) 12 2 :3
2. Weg 12 l | 16 | l
. SN T N
60 3 15 S
24 12 6 2
N\ AN__N

3. Weg :4 03

4. Weg (kiirzester Weg, mit g.g.T.) 112
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4.2, Die vier Grundrechenarten mit rationalen Zahlen

4.2.1. Grundrechenarten 1. Stufe mit rationalen Zahlen

4.2.1.1. Addition und Subtraktion gleichnamiger Briiche
Briiche mit gleichen Nennern nennt man gleichnamig,

Gleichnamige Briiche werden addiert oder subtrahiert, indem man
die Zihler addiert bzw. subtrahiert und den gemeinsamen Nenner
beibehilt:

a b at+b
c c

Beachte:

1. Der Variabilitdtsbereich der in 4.2. vorkommenden Variablen ist der
Bereich der ganzen Zahlen.

2. Das Doppelzeichen + ermoglicht, zwei Aufgaben in einer einzigen
Rechnung darzustellen: die oberen Zeichen gehéren zur einen, die
unteren zur zweiten Aufgabe. (£ lies: ,,plus oder minus*.)

3. Bei dieser und den folgenden Rechenregeln fiir rationale Zahlen
handelt es sich um nicht beweisbare Festsetzungen, die so getroffen
wurden, daB die entsprechenden Rechenregeln fiir ganze Zahlen in
ihnen enthalten sind.

BEISPIEL 1
Keine gemischten Zahlen als Summanden und Subtrahenden

7 23 11 1_7+23——11—1__18_9( 11)

16 ' 16 16 16 16 16 8
Beachte:

18
1. Bei Beachtung der in 4.1.3. (5) notierten Festlegungen muB §T3
gekiirzt werden.

9 1
2. r braucht nicht in 1? verwandelt zu werden.

5 Simon/Stahl, Mathematik
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BEISPIEL 2
Auch gemischte Zahlen als Summanden und Subtrahenden.

1. Weg: Die gemischten Zahlen werden als unechte Briiche geschrieben
(Fachausdruck: Einrichten der gemischten Zahlen).

1 3 2
37 7+ 7

22 59 16 .
=7 7 tT=
_2-+16 -2 21
- 7 T 1T =

2. Weg: Die gemischten Zahlen werden in Ganze und in echte Briiche
getrennt (besonders fiir das Kopfrechnen geeignet).

8 5 1
— ——3— =
25+5—35+8
8 5
=2 - —_ —_——
348+ 5+
BEISPIEL 3

Variablen in Summanden und Subtrahenden
2(a+b)+2(a—3b) 4da+8

3ab 3ab 3ab
__ 2(a+b)+2(a—3b)—(4a+8b)
3ab
_2a+2b+2a—6b—4a—8  —12b __i
3ab 3ab a
Beachte: B

Ein Bruchstrich hilt eine Summe im Zahler oder Nenner wie eine Klam-
“mer zusammen. Fallt er weg, muB eine Klammer geschrieben werden
(3. Bruch im Beispiel).
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4.2.1.2. Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche

Ungleichnamige Briiche werden addiert oder subtrahiert, indem
man sie zunichst gleichnamig macht und dann wie diese addiert
oder subtrahiert:

2,8 -
5+a~ -

c ad  be ad + be
bd bd bd

7 *

Zur Verwandlung in gleichnamige Briiche werden alle Briiche durch
Erweitern auf den Hauptnenner gebracht. Der Hauptnenneristdask.g.V.
aller Einzelnenner.

BEISPIEL 1
3 1
2= s 4 T
4 + + T2 -

a) Bestimmung des k.g.V. (Hauptnenner H.N.) und der Er-
©  weiterungsfaktoren (E.F.)

H.N. = 144 (Zur Bestimmung vgl. 2.3.2.3.)
EF.:144:4=36; 144:18=8; 144:16=9; 144:12=12

b) Hauptrechnung:

3 7 9 1

2= 52— — =

4 18+16+ 12

_23'36 ‘778 9-9 2.144 1-]2__ 23

T 7144 144 7 144 144 144 144
BEISPIEL 2

5 8 x+9 5 8 x+9 2

- —2= — <

1——x+l+x 1 — x? l—x+1+x 1—x% 1

a) Bestammung des k.g.V. (Hauptnenner H.N.) und der Er-
weiterungsfaktoren (E.F.):
HN. =1 — x? (Zur Bestimmung vgl. 2.3.2.3.)
EF.:(1—x3):(1—x) =14x; 1—x*):(1+x)=1—x
A=x):Q—x)= 1 ; A—=x*»: 1 =1-—x2
5‘
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b) Hauptrechnung:
5 8 x+9
—— -2 =
1—x + 1+x 1—x?

=_5(l+x)+8(l—x)—(x+9)—2(l—x‘) _

1—x2 .
2 4x + 2x3 2(l—x)(l—x) 2(1 — x)
1-2  (+»n0-% 1+=x
BEISPIEL 3
3_15_3-20-15.4_0 _
4 20 4-20 80

3 15
y und > sind (vgl. 4.1.3.) Reprisentanten derselben rationalen

Zahl. Allgemein gilt:

Die Differenz zweier Reprdsentanten derselben rationalen Zahl ist
stets gleich Null.

c
Beweis: Sind % und i Reprisentanten derselben rationalen Zahl,

so gilt (vgl.4.1.1.) ad = bc, also ad — bc = 0.

Dann folgt aber:
. a c ad — be 0
T dT ba " ba % WEbW

4.2.2. Grundrechenarten 2. Stufe mit rationalen Zahlen
4.2.2.1. Multiplikation zweier Briiche

Zwei Briiche werden multipliziert, indem man Zihler mit Zihler

c a*c
d N it Ni Itipliziert: — - — =
und Nenner mit Nenner multiplizie 5 754

7 5 7-5 35

12 11 12-11 132

Beachte: _
1. Gemischte Zahlen werden vorher eingerichtet.
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BEISPIEL
1.1 4 2
6ol M 5 _45 25 =1si)
7°2°7 2" 72 14 14

a c__a [ a*c
b b 1 b
BEISPIELE
3 3 7 3.7 21 1
bnm g e
2 4 3 2 2
Ti14b

J .4 _1 ab 4a _7-abda _ 20
2 x "2 1 ex . 2-76x . x

3. Falls moglich, wird vor dem Ausmultiplizieren gekiirzt.
BEISPIEL

4.2.2.2. Division zweier Briiche

Zwei Briiche werden dividiert, indem man den Dividenden mit dem
zum Divisor reziproken Bruch multipliziert:
a c a d a-d

a _a c a'l__ a
5 b1 b ¢ bec
¢ _a c a d a-d
AT TATT e e
BEISPIELE
7 13—-7'7—7-4—1
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x—»2(x+y)
/N

_b=y-a+pe—y 1
x+»)-x—y)(x—y) 1

I

4.2.2.3. Division zweier beliebiger ganzer Zahlen

Im Bereich der rationalen Zahlen kann der Rechengang jeder ,,nicht
aufgehenden** Divisionsaufgabe (vgl. 2.2.2.3.) in mathematisch exakter
Form geschrieben werden.

BEISPIEL
8 2 2
9764 : 36 = 271 +-£=27l+-9—= Probe:27l-§-~36=
256
2 241
a4 =271— = +36=
“ 9 9
8 - = 9764
4.3. Dezimalschreibweise rationaler Zahlen
4.3.1. Einfiihrung
Jede rationale Zahl kann geschrieben werden als
gemeiner Bruch oder als Dezimalzahl (Dezimalbruch)
| —1%- = —1,75
3 - 0,714285
7
151 - 15,916

-
N
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Beachte: |

1. In jeder Dezimalzahl trennt das Dezimalkomma (kein Punkt!) die
Ganzen von den Dezimalstellen.

2. 15,378 wird gelesen: funfzehn Komma drei sicben acht. .

3. Die Stellenwertfaktoren der Dezimalstellen werden gemiB dem
folgenden Beispiel festgesetzt.

BEISPIEL
235,60749
Ganze Dezimalstellen
2 3 S 6 0 7 4 9
Stellenwertfaktoren:
1 1 1 1 1
1010 1 95 Too 000 10000 100000
1 1 1 1

. . . 40— t+T ——+4- . =
2-100+3-10+5-1 +6 10+ ]00+ 1000+4 10000+9 100000

=2:102+3-10'+5'10°+6:10-! +0-1072+7-10"3 +4-10°*  +9-10"3
1 1

Uber die Festsetzungen ! ! -1 10-2usw
1 u —_—— ;—=——- = .
( S TRETY 100 107

vgl.6.2.3.)

4.3.2. Kiirzen und Erweitern von Dezimalzahlen

Dezimalzahlen kdnnen nur mit Potenzen von 10 erweitert und gegebenen-
falls gekiirzt werden.

4.3.2.1. Erweitern

Das Erweitern 148t sich durch Anhdngen von Nullen an die Dezimal-
stellen bei jeder Dezimalzahl durchfihren.

BEISPIELE

- 100
91 91 -100 9100
2,091 =2 =2 =2 = 2,09100
1000 1000 - 100 100000
- 1000
/\
15 15-1000 - 15000 000

15=— = = =15 = 15,000
1 1-1000 1000 1000 ——
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4.3.2.2. Kiirzen

Das Kiirzen besteht in einem Weglassen von Nullen, die als letzte
Dezimalstellen stehen.

BEISPIEL - 100
20300 203
1,20300 = 1— = 1—— = 1,203
100000 1000 —_—
Beachte:

Bei physikalischen Grifen sind zwei Angaben wie z. B. 15,32 m und
15,320 m nicht gleichwertig, sondern bedeuten verschiedene Mefgenauig-
keiten. Kiirzen und Erweitern solcher Dezimalstellen ist also nicht ohne
weiteres erlaubt.

4.3.3. Umrechnungsverfahren zwischen gemeinen Briichen und
Dezimalzahlen

4.3.3.1. Verwandeln gemeiner Briiche in Dezimalzahlen

a) Zuerst wird Zahler durch Nenner bis zum Rest dividiert.

b) Der Rest wird durch Anhdngen einer Null in Zehntel verwandelt, die
durch den Nenner dividiert werden.

c) Vor das Ergebnis von b) wird im Quotienten ein Dezimalkomma
gesetzt.

d) Der Rest von b) wird entsprechend in Hundertstel verwandelt, die
erneut dividiert werden.

e) In dieser Weise kann fortgefahren werden.

BEISPIEL
2792:123 = 22,69...
332 "
a)— 860 < b) «¢)
1220 « d)
T1130 —¢)

‘Beachte:

Durch 3 Punkte (...) deutet man an, daB noch weitere Dezimalstellen
folgen.
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Je nach dem Primfaktorenaufbau des Divisors konnen sich dabei drei Arten
von Dezimalzahlen ergeben.

Prim- Eigenart der Fach-
faktoren BEISPIELE Dezimalzahl bezeichnung
des Divisors
) 3 3 . nur begrenzt viele endliche
nur 2 3 = 2 = 37 | Dezimalstellen Dezimalzahl
16 16
—_— = — =06
nur 3 25~ s ot
nur2und § t__1 = 0,05
v 20 25 =—
beliebige 2 unbegrenzt viele unendliche, -
Prim- e 0285714 Dezimalstellen, von | reinperiodi-
zahlen, aber 7 7 denen sich aber sche Dezimal-
keine 2 = = 0,07| eine gewisse Anzahl, | zahl
oder 5 99 311 ==| die Periode, laufend
55 55 wiederholt
39 3-13 (Symbol:_;di.e
3 Punkte ... - siche
= 1,410256 S. 72 - fallen in
diesem Fall weg.)
sowohl be- s _ 5 0.63 ebenfalls periodisch, | unendliche,
liebige 6 2-3 =3 doch beginnt die vorperi-
Primzahlen 53 53 Periode nicht un- odische
als auch = =" mittelbar hinter dem | Dezimalzahl
2 oder 5 275 5t-11 Komma, sondern
oder2und § =0,1927 erst nach einer ge-
_ wissen Anzahl von
7 1 0118 Dezimalstellen, der
60 2¢-5-3 ’_6 Vorperiode
Beachte:

1. Rationalen Zahlen entsprechen entweder endliche oder unendliche
periodische, aber niemals unendliche nichtperiodische Dezimalzahlen.

2. Eine endliche Dezimalzahl hat so viele Dezimalstellen, wie der grofite
Exponent der Primfaktoren 2 oder 5 des Divisors betrégt.

3. Eine unendliche (rein- oder vor-)periodische Dezimalzahl hat héch-
stens so viele Periodenstellen, wie der um 1 verminderte Divisor be-

tragt.

.
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4. Eine unendliche vorperiodische Dezimalzahl hat so viele Vorperioden-
stellen, wie der grifte Exponent der Primfaktoren 2 oder S des Divisors
betragt.

5. Auch jede endliche Dezimalzahl kann man als periodische, nimlich
als vorperiodische Dezimalzahl mit der Periode 0 auffassen:

% = 0,375 = 0,3750

6. Das trifft auch fir ganze Zahlen zu, die als reinperiodische Dezimal-
zahlen mit der Periode 0 geschrieben werden kénnen:
7=10
7. Infolgedessen kann man sagen:

Jede rationale Zahl kann als periodische Dezimalzahl geschrieben
werden.

4.3.3.2. Verwandeln von endlichen Dezimalzahlen
in gemeine Briiche

Die gemeinen Briiche enthalten als Zdhler die Dezimalstellen und als
Nenner den Nenner des Stellenwertfaktors der letzten Dezimalstelle.

Dezimalstellen
Nenner des Stellenwertfaktors der letzten Dezimalstelle

BEISPIELE
76 19 57
0076 = —— = ———* = 3
076 1000 250 ° 357=3 100

Beachte:

Das Verwandeln unendlicher rein- und vorperiodischer Dezimalzahlen
in gemeine Briiche ist nur mit Hilfe der unendlichen geometrischen Reihe
mdglich (vgl. dazu 8.2.3.2.).
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4.3.4. Die vier Grundrechenarten mit Dezimalzahlen

4.3.4.1. Addition und Subtraktion

Die Zahlen werden dabei so untereinandergesetzt, daB Dezimalkomma
unter Dezimalkomma steht. Im dbrigen wird wie bei den natirlichen
Zahlen verfahren (vgl. 2.2.).

BEISPIELE
22,702 325,72
1,0082 — 16,008
13,5 —125,2292
7,101 — 0,4001
44,3112 184,0827

4.3.4.2. Multiplikation

Die Zahlen werden unter Vernachlissigung des Dezimalkommas wie
natiirliche Zahlen multipliziert. Die Stellung des Dezimalkommas im
Produkt bestimmt man durch einen Uberschlag mit der letzten Dezimal-
stelle jedes Faktors.

BEISPIEL
12,798 - 13,54

Uberschlag: 8 4 .. d. h., im Ergebnis miissen
" 1000 100 100000 ° Hunderttausendstel vor-
12,798 - 13,54 kommen.
38394 .
63990
51192
173,28492

Formale Gedichtnisregel:
Die Summe der Dezimalstellenzahlen der Faktoren (im Beispiel:

3 + 2) gibt die Dezimalstellenanzahl des Produktes.

4.3.4.3. Division durch eine ganze Zahl

Es wird wie mit natiirlichen Zahlen dividiert, nur wird beim Herunter-
ziehen der ersten Dezimalstelle des Dividenden im Quotienten das
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Dezimalkomma gesetzt. Die Division wird fortgesetzt, bis eine endliche
Dezimalzahl entstanden ist oder die Periode erkannt wurde.

BEISPIELE
1.557,58: 25 = 22,3032
57 1
75 Dezimalkomma setzen!
080
Ts0
2.0,02478 : 33 = 0,0007509
00
0247
_/\
300 ™

/ gleiche Teilreste, also Periode!

4.3.4.4. Division durch eine Dezimalzahl

Vor der Division, die dann wie bei 4.3.4.3. ablauft, werden Dividend
und Divisor je mit einer solchen (gleichen) Potenz von 10 multipliziert,
daB der Divisor zu einer ganzen Zahl wird.
BEISPIELE
2675 :16,02
2
267500: 16 02 > 10
2,798 43: 0,376 >
2798,43: 376
Formale Gedichtnisregel:

Im Dividenden und Divisor wird das Komma je um die gleiche Stellen-
zahlnach rechts verschoben, bis der Divisor eine ganze Zahl geworden ist.

4.4. Runden von Zahlen

4.4.1. Einfijhrung

Als zihlende Ziffern bei ganzen Zahlen oder Dezimalzahlen bezeichnet
man alle Grundziffern auBer den am Anfang oder Ende stehenden
Nullen.
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BEISPIELE

3470205000 0,007002400

| I |-
7 zihlende Ziffern 5 zdhlende Ziffern

‘Ubermipig viele zihlende Ziffern tduschen oft bei Ergebnissen von
Messungen oder Schitzungen eine ungerechifertigte Genauigkeit vor.
Sie werden durch Runden beseitigt.

Das geschieht dadurch, daB man von rechts her beginnend die iber-
fliissigen zihlenden Ziffern bei ganzen Zahlen durch Nullen ersetzt und
bei Dezimalstellen wegldift. Die (von rechts her) erste nicht iiberfliissige
Grundziffer (x) wird dabei entweder um 1 erhoht (aufgerundet) oder
unverindert gelassen (abgerundet). Das richtet sich nach der (von rechts
her) letzten iiberfliissigen Grundziffer (o).

4.4.2. Rundungsregeln fiir alle Ziffern auBer 5
37642 =~ 37600

X0 X0
I
l |l
!
Letzte tiberfliissige Erste nicht iiberfliissige BEISPIELE
Grundziffer (o) Grundziffer (x) .
0,1,2 3,4, abrunden 16,721 ~ 16,7
X0 X
112809 =~ 112800
X0 X0
0,05032 =~ 0,050
x0 X
6,7,8,9 aufrunden 58,3791 ~ 58,38
(Das greift bei einer 9 X0 ““—x
auf links davor stehende
Stellen iiber.) 127062 =~ 127100
X0 X0
0,89624 ~ 0,90
X0 X
v v

as lies: ,,angendhert gleich*, ,,nahezu gleich, ,,rund* oder ,,etwa*.
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4.4.3. Rundungsregeln fiir 5

Ist die (von rechts her) letzte Gberflissige Grundziffer eine 5, so gelten
im Geldwesen und im Geschdftsleben andere Regeln als in Wissenschaft
und Technik .

4.4.3.1. Runden der 5 im Geschiiftsleben
Vor einer 5 wird stets aufgerundet.

BEISPIELE
1275 ~ 1280 3,9524 &~ 4,0

X0 X X0 X
L R

4.4.3.2. Runden der 5 nach DIN 1333

1. Vor einer 5 wird aufgerundet, wenn rechts von der 5 noch weitere
zdhlende Ziffern (o) folgen.

BEISPIELE
0,25002 =5 0,3 160953 ~ 161000

X0 a X Xoo X0
L) L

2. Ist 5 die letzte zihlende Ziffer und ist bekannt, daB sie bei einer voran-
gegangenen Rundung durch Abrunden (Aufrunden) entstanden
ist, so wird vor ihr aufgerundet (abgerundet).

BEISPIELE
. 1.Rundung 16,254321 ~ 16,25 27486 ~ 27500
X0 x X0 X
2. Rundung 16,25 s 16,3 27500 a4 27000
X0 x X0 X

3. Ist 5 von vornherein die letzte zéiihlende Ziffer oder ist nicht bekannt,
wie sie entstand, so wird nach der ,,Gerade-Zahl-Regel* gerundet,
d. h. so, daB die von rechts her erste nicht iiberfliissige Grundziffer (x)
gerade wird.

BEISPIELE
13,77500 ~ 13,78 (aufrunden)
X0 x
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2685 =5 2680 (abrunden)

X0 x
0,995 ~ 1,00 (aufrunden)
X0 x
LW L2 V)
4.5. Rechnen mit Polynomen
Glieder Glieder oder Monome
| |
I 1I | !:, | I L |

I
algebraische Summe oder Polynom

Eine zweigliedrige algebraische Summe heiBt auch Binom (Plural:
Binome).
BEISPIELE

at+b; x—y

4.5.1. Nur Rechenarten erster Stufe
4.5.1.1. Zusammenfassen der Glieder N

1. Die Glieder werden normalerweise in der Reilienfolge der Aufgaben-
stellung zusammengefaBt.

BEISPIEL 1 3 I
44 ——24+——1—=
+ -i-4 >

1 3 1
= 4——24—1—=
2 t7713
1 3 1
7z TiT3
= 32 -
= " -
3
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Beachte:

Rechenzeichen, Vorzeichen, Gleichheitszeichen diirfen bei einer tber
mehrere Zeilen laufenden Rechnung keinesfalls am Anfang der neuen
Zeile fehlen. Am Ende der vorhergehenden Zeile sind sie nicht er-
forderlich, wohl aber zusitzlich gestattet.

2. Gleiche Summanden konnen durch Vervielfachung zusammengezogen
werden. Dabei kann der Malpunkt weggelassen werden, wenn MiB-
verstindnisse ausgeschlossen sind. Der Faktor, der bei Variablen
die Anzahl der gleichen Summanden angibt, heit Vorzahl oder
Koeffizient.

BEISPIELE
Vorzahl oder Koeffizient
444+4=3-4%34) at+a+a=3-a=3a
nicht weglassen! kann wegbleiben!

3. Auf Grund des Kommutationsgesetzes kann die Reihenfolge der
Glieder beliebig gedndert werden (Rechenvorteile!).

BEISPIELE
1

4+ -2+

w &|u
| =
Il

1
=4+7+(—2)+7+(—1

N =
SN—
1

1 1
=4+ D+ +(—1?) +

= 2 + (=1 +

= 1 +

alw slw alw
I

Il
-
|u

[
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1
m+17n — 3Im — n=

1
=m+lont (=3m) + (—n) =

1
=m+ (=3m) + 1o+ (—n) =

1
= —2m + 7" =
1
= —n—2m
2

4.5.1.2, Additions- und Subtraktionsklammern

Wenn die Glieder nicht in der Reihenfolge der Aufgabenstellung zu-
sammengefaBt werden sollen oder die Anwendung des Kommutations-
gesetzes unterbunden werden soll, werden Klammern gesetzt.

Dann muB beim Zusammenfassen der Glieder einer der folgenden
zwei Wege beschritten werden.

1. Weg:

| Was in Klammer steht, wird zuerst zusammengefaBt.

(;yAusrechnen der Klammer«; hauptsichlich bei Zahlen angewendet)
BEISPIEL
34 ( 1 49 3 ) (2 1 " 3
2 4 2 4
3 1
=3 8— — 2—
+ 4 4
1
2

I
o

2. Weg:

Das vor der Klammer stehende Rechenzeichen wird auf alle
Glieder der Klammer angewendet.

(,,Auflosen der Klammer*; hauptsichlich bei Variablen angewendet)

6 Simon/S(:lhl, Mathematik
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BEISPIEL

2a+ @Ba+b—2c)—(@a—2b+ 3c)=
=2a+ (4+3a) + (+b) + (—2¢) — (+a) — (—2b) — (+30) =
=2a+3a+b—2c—a+2b—3c=
=2a+3a—a+b+2b—2c—3c=
=4a+ 3b— 5¢c

Aus der dritten Zeile des Beispiels ergeben sich die Klammer-
auflosungsregeln fiir Additions- und Subtraktionsklammern:

Eine Additionsklammer (vor ihr steht +) kann ohne weitere Ande-
rungen der Zeichen in der Klammer weggelassen werden. Eine Sub-
traktionsklammer (vor ihr steht —) kann weggelassen werden,
wenn die Zeichen aller Klammerglieder jeweils in die entgegen-
gesetzten verwandelt werden (4 in — bzw. — in +).

Beachte:

Bei ineinandergeschachtelten Klammern ist es zweckmiBig, die Aus-
rechnung wie die Auflésung bei der innersten Klammer zu beginnen.
Als Klammersymbole verwendet man dabei runde (), eckige [] und
geschweifte { } Klammern.

BEISPIELE

Losung durch Ausrechnen:

PR LN 11—21) =
S 10 (? To"”_
1 3 9
2 —_———— | —— =
+[5 10 ( 0)”
1. 3 9
2+[?—'16+'1'6]}—
4
2i= i
5
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Losung durch Auflésen:

2a—{x+ly—a—(Qa—x)}=
=2a—{x+[y—a—2a+x]}=
=2a—{x+y—a—2a+x}=
=2a—x—y+a+2a—x=
=2a+2a+a—x—x—y=
- =5a—-2x—y

4.5.2. Nur Rechenarten zweiter Stufe

'Fiir diese Rechenarten gelten sinngemiB die gleichen Gesetze wie far
die der 1. Stufe (vgl. 4.5.1.).

4.5.2.1. Zusammenfassen

1. Das Zusammenfassen geschieht normalerweise in der Reihenfolge der
Aufgabenstellung.
BEISPIEL
5-16:8-7=
80 :8-7=
10 - 7=
= 70

2. Gleiche Faktoren kénnen zu Potenzen zusammengefaBt werden.
BEISPIELE
7:7:7="73 g-gg=g°
3. Auf Grund des Kommutationsgesetzes kann die Reihenfolge der Fak-
toren gedndert werden (Rechenvorteile). Das gilt auch fir Divisoren,
wenn dafir ilre reziproken Briiche als Faktoren geschrieben werden.
BEISPIELE

12:9:4 : 3 - 2= 6a-4b:2a%* - c: b=
RS S PO S o
4 3 2a? b
Al e ap L=
=12: 9 2= =6a® o db e =
= 3 <3 2= = 3a 4
= 9 2= = 12a cc=
= 18 = 12ac

6‘
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4.5.2.2. Multiplikations- und Divisionsklammern

Die fiir die Additions- und Subtraktionsklammern méglichen zwei
Wege (vgl.4.5.1.2,) fur das Ausrechnen oder Auflosen lassen sich auch
auf Multiplikations- und Divisionsklammern anwenden. Dabei ist jede
Division als Multiplikation mit dem reziproken Bruch zum Divisor zu

schreiben.
BEISPIELE
Lésung durch Ausrechnen:
5-(6:12:8):(10-3:2)=
=5 9 15

3

Aus der dritten Zeile des rechten

L6ésung durch Auflosen:
2a-(3b-x:a):(6b - x : a)

=2a-3b-x-— N =
6b - x - —
a
1 1 1
=223 x — — — ==
a 6b x 1
a
1 1 1
=2¢°3bx— —+—+ g =
a 6b «x
1 1 1
=2a-—-a-3-— - x - —=
a 6b x
2 : 1
= a — =3
2
= a I =

s

Beispiels ergeben sich die Klam-

meraufldsungsregeln fiir Multiplikations- und Divisionsklammern:

Eine Multiplikationsklammer (vor ihr steht -) kann ohne weitere
Anderungen der Zeichen in der Klammer weggelassen werden.
Eine Divisionsklammer (vor ihr steht :) kann weggelassen werden,
wenn zugleich die Zeichen aller Klammerglieder jeweils in die
entgegengesetzten verwandelt werden (- in : bzw. :in ).

Bel inelhandergeschachtelten Klammern beginnen Ausrechnung und
Auflésung auch hier zweckmiBig von innen.
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4.5.3. Zugleich Rechenarten erster und zweiter Stufe
4.5.3.1. Grundregel

Punktrechnung geht vor Strichrechnung, d.h., erst sind alle Rechen-
operationen 2. Stufe (- und :) auszufiihicil, ehe mit solchen der
1. Stufe (+ und —) begonnen wird.

BEISPIELE
12—8:44+2-3= 402 —3a%:a+2aa=
=12— 2 4+ 6 =4a*— 3a + 2% =
=16 = 6a? — 3a
Beachte:

Es wire in diesen Fillen falsch, die Rechnungen in der Reihenfolge der
Aufgabenstellung nacheinander auszufihren. ‘

4.5.3.2. Klammern

Sollen Teilrechnungen der 1. Stufe vor solchen der 2. Stufe ausgefihrt
werden, so werden sie in Klammern gesetzt.
Bei der Ausrechnung ist einer der beiden folgenden Wege zu beschreiten.

1. Weg:

| Was in Klammern steht, wird zuerst zusammengefaBt.

(;»Ausrechnen der Klammern*; hauptsichlich bei Zahlen angewendet)
BEISPIEL

1 1

—
1 I

=3 9— — 8 :l—=
3 3

= 28 - 6 =
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2. Weg: Das Distributionsgesetz wird angewendet, d. h.:

Jedes Glied der Klammer wird mit dem dabei stehenden Faktor
multipliziert bzw. durch den dabeistehenden Divisor dividiert.

(»Ausmultiplizieren bzw. Ausdividieren der Klammer*; hauptsichlich
bei Variablen angewendet)

BEISPIEL
a(2b + a) — (a*b — ab): b =
=a'2b+a*—a*— (—a)=
=2ab+a*—a*+a=
=2ab+a

4.5.4. Produkte von algebraischen Summen
Grundregel :

Jedes Glied der einen Summe ist mit jedem Glied der anderen
Summe unter Beachtung der Vorzeichenregeln zu multiplizieren:

@+b+c+d)y (x+y+2)=ax+bx+cx+dx+

+ay+by+ey+dy+
+az+ bz + ¢z + d:

BEISPIEL
1
(3m —E-p)-(4m— 2p—x) =
1
= 12m?® — 2mp — 6mp + p* — 3mx + 71’«‘ =

1
= 12m?® — 8mp + p®> — 3Imx + > Px

4.5.5. Potenzen von Binomen

4.5.5.1. Binomischer Lehrsatz

@+b°=1

@+br=a+5b

@+ b>=(+b) ‘(a+b)=a*+2ab +b?

@+ b)® = (a+ b)?:(a+ b) = a® + 3a%b + 3ab®> + b

(a + b)* = (a + b)3- (a + b) = a* + 4a>b + 6ab? + 4ab® + b*
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Beachte:

Da a und b als Variablen fir positive wie negative Zahlen stehen, sind
auch die Differenzbinome mit b < 0 eingeschlossen.

Bildungsgesetze fir (a + b)":
1. Die n-te Potenz des Binoms (a + b), also (a + b)", c'ergibt eine
algebraische Summe von (n + 1) Gliedern.

2. Jedes dieser Glieder ist ein Produkt aus einem Zahlenkoeffizienten
B (dem Binomialkoeffizienten) und je einer Potenz von a und b,
also B-aP - b2.

3. Die Summe der Exponenten ist stets gleich n, also: p+ g =n.

4. Der Exponent p beginnt beim ersten Glied mit n und fallt von Glied
zu Glied um 1 bis Null. '

5. Der Exponent q beginnt beim ersten Glied mit Null und steigt von
Glied zu Glied um 1 bis n.

6. Die Binomialkoeffizienten B kénnen mit Hilfe des PASCALschen

Dreiecks bestimmt werden (iiber einen anderen Weg vgl. 8.1.3.4.1.).
n=0 1
1 1 1

\t/

2 1 2 1
NNV
k) l+3+3+1
N NS NS
4 1+4+6+/4+l
NSNS NSNS
5 1 5 10 10 5 1

7. Allgemein gilt also:

(a + b)" = Bya"b® + B,a" 'b' + B,a" 2b* + --- + B,_,a*b"2 +
+ B,_jab""! 4 Ba’b"

@+ by = o Bia™'b*

i=0

n
Das Summensymbol X ... wird gelesen: Summe von i= 0 bis
i = niber ... i=0
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4.5.5.2. Binomische Grundformeln

(a+ b)? = q? + 2ab + b*
@+mw—m=&—w

Beachte:

1. Die oft noch zu findende Grundformel (a — b)? = a? — 2ab +
+ b? bedeutet gegeniiber der genannten ersten nichts Neues, da a
und b fiir positive wie negative Zahlen stehen.

2. Wollte man getrennte Formeln far das Quadrat von Summen und
Differenzen notieren, so miiBten sic lauten:

(la| + |b])* = a* + 2|ab| + b?
(la| — |b])* = a® — 2|ab| + b?

BEISPIELE

1 3 1\ 9 +l R

\=m——=n) =—m*>— —n
2 3 2 mn - 5

2.48a- 52b = (50 — 2) (50 + 2) ab = (502 — 22) ab = 2496ab

4.5.6.  Faktorenzerlegung algebraischer Summen

Dic Faktorenzerlegung algebraischer Summen ist der enrgegengeset:zte
Rechenvorgang zum Ausmultiplizieren von Klammerausdriicken (gegen-
seitige Probe!).

ausmultiplizieren

—
a(b+c) = ab+ ac
—
zerlegen in Faktoren

Es gibt mehrere Verfahren der Faktorenzerlegung von algebraischen
Summen.

4.5.6.1. Ausheben (Ausklammern) gemeinsamer Faktorén
BEISPIEL
3xp? — 6xyz + 12x2y — 3xy = 3xv(y — 2z + 4x— 1)
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Beachte:

Enthalten nicht alle Glieder der gegebenen Summe gemeinsame Fak-
toren, dann fiihrt oft schrittweises Ausklammern zum Ziel.

BEISPIEL
6a% — 3ab — 14ax + Tbx =
=3a2a—b)—Tx(Qa—b)=
=2a—b) (3a—Tx)

4.5.6.2. Verwendung der binomischen Grundformeln
BEISPIELE

1 1 2
1. Tazb2 + 3abxy + 9x%y? = (7 ab + 3xy) =

1 1
= (7 ab + 3xy) . (7 ab + 3xy)

2.0,25 — 0,64p> = (0,5 + 0,8p) - (0,5 — 0,8p)

Beachte:

1. Nur Summen aus zwei oder drei Gliedern sind durch einmalige
Anwendung der binomischen Grundformeln zerlegbar.

2. Bei zweigliedrigen Summen miissen im Bereich der rationalen Zahlen
beide Glieder Quadratzahlen mit verschiedenen Vorzeichen sein.

3. Bei dreigliedrigen Summen missen im Bereict. der rationalen Zahlen
zwei Glieder Quadratzahlen mit gleichen Vorzeichen sein. Das dritte
Glied muB ,,dazu passen* (Probe machen!); sein Vorzeichen kann
-+ oder — sein.

4.5.7.  Division von algebraischen Summen (Partialdivision)

Der Divisionsalgorithmus (Divisionsrechengang) unter Verwendung
von Variablen ist dem Divisionsschema fiir natiirliche Zahlen nach-
gebildet.

1
2144:32 = 67 (1247 — I1ab + 25%): (60— 4b) = 2a — —-b
—192 —(12a> — 8ab) -
224 — 3ab + 2b*
—224 —(— 3ab + 2b%)

0 0
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Jede Teilrechnung besteht hier wie dort jeweils aus 4 Schritten:

1. Dividieren des ersten Gliedes des Dividenden durch das erste Glied
des Divisors; Niederschrift des Teilquotienten im Ergebnis.

2. Multiplizieren des Teilquotienten mit dem gesamten Divisor.

3. Subtrahieren des bei 2. erhaltenen Teilproduktes.

4. Herunterziehen noch niclit benutzter Teile des Dividenden.

Beachte:

1. Die Variablen miissen dabei im Dividenden und Divisor nach dem
gleichen Gesichtspunkt geordnet sein. Ist das nicht der Fall, stellt
man im Dividenden oder Divisor um. Dasselbe gilt auch fir alle Teil-
dividenden.

BEISPIEL

(27x3 — 8y%): 2y — 3x) umstellen zu
(27x3® — 8y%): (—3x + 2y) oder zu (—8y3 + 27x%): (2y — 3x)

2. Ergeben sich in den Teilprodukten Glieder, die im Dividenden
enthalten sind, werden sie unter diese gesetzt. Andernfalls riickt man
sie nach rechts heraus.

BEISPIEL

(27x3 — 8y%): (2y — 3x)
@7x3 — 8y%): (—3x + 2y) = —9x2 — 6xy — 43

—(27x3 —18x2y)
+18x2y — 8y3
—(+18x2y —12xy?)
+12xy? — 8y3
—(+12xy* — 8y°)
0
3. Nicht jede Partialdivision braucht aufzugehen.
1 -5
Gm:—13m—1):(6m—2)=—m—2 + —
—Om?— m) 2 6m — 2
EE———— 1 5
—(— 12m + 4) m—

—5
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Beachte:

Das Glied
as S 6m—2

den ,,nicht aufgehenden* Division mit Zahlen, z. B.
329:17 = 19. Ergebnis: l9£ =19+ ~6—
m 17 17

6

entspricht dem echten Bruch bei einer entsprechen-

4.5.8.  Multiplikation und Division zweier Summen von Briichen

Dabei gibt es zwei Lésungswege.

BEISPIEL 1 (Multiplikation)
x y 5 3
(5-3)(z+5)

1. Weg (Vereinigen auf einem Bruchstrich)

3x—5y Sy+3x _ (Bx — 5y) 3x + 5v) _ 9x2 — 25y

15 xy 15xy

2. Weg (Ausmultiplizieren)

BEISPIEL 2 (Division)
( a 2x 2x
—— —) (=+1
2x a a

1. Weg (Vereinigen auf einem Bruchstrich)

15xy
3
Sy  9x2— 25y
15xy

a®>—4x* 2x+a (a>—4x*)-a a—2x

2ax ' a _2ax-(2x+a)_ 2x
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2. Weg (Partialdivision)
2x a 2x a a—2x
(‘T"’E)‘(T“)“”E‘ 2
2x
x )
a
14—
2x

—(+1+i) |

2x
0

4.5.9. Doppelbriiche -

Doppelbriiche sind nur eine andere Schreibweise fur die Division
zweier Briiche oder zweier Summen von Briichen. Der Hauptbruchstrich
steht fiir das Divisionszeichen. Zur Berechnung wird er wieder als
Divisionszeichen gedeutet.

BEISPIEL
a b
b a_(a b .(l I)_a’—bzla—b
1 1 \6 a4/ \b a) a ' ab
b a

a® — b? ab _(a’—-bz)-ab_
@b  a—b aba—b 2




5. Proportionen und ihre Anwendung

S.1, Vergleichen von Zahlen

Zwei Zahlen, z. B. 15 und 3, konnen in verschiedener Weise ver-
glichen werden. ’

Art des Vergleichs Formulierung in

Worten Symbolen
Differenz: 15 — 3 = 12 15 ist um 12 grofer 15=3+12
als 3 (s-u. 1)
3 ist um 12 kleiner I=ti5-12
als 15
Quotient: 15:3 =35 15 ist fiinfmal so grof 15=5-3
wie 3 (s.u. 1)
3 ist der fiinfte Teil 3=15:5
von 15
3 ist ein Fiinftel von 15 1
(s. u.2.) 3=515
Verhiltnis: 15 und 3 verhalten sich 15:3=5:1
15:3=5:1 wie5zul (s.u.2)
15 und 3 stehen im
Verhiltnis 5 zu 1
Beachte:

1. Differenzvergleiche: ,,um ... grofer (kleiner) als*;

Multiplikationsvergleiche: ,,... mal so grof (klein) wie;

Die Formulierung ,,...
und grammatisch falsch.

mal gréfer (kleiner) wie ist mathematisch

2. Besondere Lesart von Rechen- und Gleichheitszeichen bei

1
Quotientenvergleichen (; . 15): ., als ,,von

Verhiltnisvergleichen (15:3 = 5:1): ,,:* als ,,zu*; ,,=* als ,,wie".
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5.2 Proportionen
5.2.1.  Verhiltniskette und Proportionen

Das Verhiltnis zweier Zahlen entspricht einem Bruch.

BEISPIELE
15 a
15:3=— a:b=—
b

Es 4Bt sich wie jeder Bruch erweitern und gelegentlich kiirzen:
15 5 _ 10 30 40 125

15:3=5:1=10:2=30:6=40:8=125:25=--
Verhiiltniskette

Zwei beliebige Verhaltnisse daraus ergeben eine Verhiiltnisgleichung
oder Proportion, z. B.

10: 2 = 40: 8, gelesen 10 zu 2 wie 40 zu 8
a:b=c:d, gelesen azub wiec zud.

Bezeichnungen der Glieder einer Proportion:

duBere Glieder

innere Glieder

N
a:b = c:d
\

Vorderglieder Hinterglieder

linke Seite I rechte Seite

5.2.2. Produktgleichung und Vertauschungsgesetze

a c
Aus a.b‘=c.d oder 7—7 folgt
@:b)-bd=(c:d)-bd oder —-bd=-bd
N b

l a-d=b-c
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Das ist die zur Proportion a: b= c: d gehérende Produktgleichung.

Bei jeder Proportion ist das Produkt aus den inneren Gliedern
gleich dem Produkt aus den duBeren Gliedern.

Beachte:

1. Zu jeder Proportion gehort genau eine Produktgleichung (,,genau
eine* bedeutet Einzigkeit: auf jeden Fall eine, aber auch nicht
mehr als eine).

2. Umgekehrt geh6ren aber zu einer Produktgleichung stets acht
einander entsprechende Proportionen:

10-8=2-40 a-d=b-c
I 1I I II
a) m 2:10=8:40 @ b:a=d:c
b) 8:2 =40:10 | *2:8=10:40 | d:b=c:a |b:d=a:c
c) 10:40=2:8 40:10=8:2 a:c=b:d |c:a=4d:b
d) 8:40=2:10 40:8=1):2 dic=b:a |c:d=a:b

Aus einer dieser acht Proportionen entstehen die Gbrigen sieben durch
die Vertauschungsgesetze:

Aus einer Proportion entstehen entsprechende Proportionen, wenn
man

a) die duBeren Glieder miteinander vertauscht:

Ia - Ib; Ic—Id; Ila—Ilc; IIb-— IId;
b) die inneren Glieder miteinander vertauscht:
Ia - Ic; Ib—1Id; Ila—IIb; IIc— IId;

c) die inneren Glieder gegen die duBeren austauscht:
Ia,b,c,d — IIa, b, c,d.

5.2.3.

Aus ciner Proportion kann man weitere entsprechende Proportionen ge-
winnen, wenn man auf jeder Seite entsprechende Summen oder Diffe-
renzen aus den Vorder- und Hintergliedern bildet und diese ins Ver-
héltnis setzt.

Korrespondierende Addition und Subtraktion
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|"—’(d:l:‘b):b=(c:td):d
a:b=c:d @+b):@—b)=(C+d):(c—d)

l-.a:(a;}:b):c:(c;td)

§.2.4. Fortlaufende Proportion

Jede Verhdltniskette kann man auch als fortlaufende Proportion
schreiben. ’

Verhiltniskette: @, : by = a,:b, = a3: by =as:bs = ---

Fortlaufende Proportion: a, :a@>:a3:as: - = by :by:b3: by: -+

5.3. Einheiten

Bei Anwendungsaufgaben muB meist mit (physikalischen) GroBen
gerechnet werden. Diese bestehen aus einer Zahl/ und einer Einheit,
z.B.5,12m.

Man bezcichnet und schreibt eine GroBe als Produkt aus MaB-
zahl und Einheit.

Grole ]
512-m
/ AN
MaBzahl Einheit

Statt von der MaBzahl spricht man oft auch vom Zahlenwert der
GriBe. Beim Rechnen dirfen durch Gleichhceitszeichen verbunden werden

gleiche GroBen oder gleiche MaBzahlen
Im-Sm=15m2. l 3-5=15

(GroBengleichung) (MaBzahlgleichung oder

l Zahlenwertgleichung)

Gleichungen wie 3 - 5 = 15 m sind nichit erlaubt.
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Gré6Ben spielen in der Praxis, in Wissenschaft und Technik eine ent-
scheidende Rolle, denn dort kommen in Rechenaufgaben vorwiegend
»benannte Zahlen* vor. Dabei ist die Anzahl der darin auftretenden
Einheiten sehr groB, so daB diese im Rahmen dieser Darstellung auch
nicht annihernd alle erwdhnt werden konnen. Daher werden im folgen-
den nur die im taglichen Leben oft vorkommenden genannt.

Wichtige dezimal unterteilte Einheiten:

Ldnge: 1km = 10hm = 102dam = 10°m = 10*dm = 10°cm =

= 10° mm

Flache: 1km? = 10>ha = 10%a = 10°m? = 108 dm? = 10'°cm? =
= 10'2 mm?

Volumen: 1 km® = 10°m® = 10'2dm?> = 10'3cm?® = 10"* mm3 =

=10'2| = 10" ml

Masse (Stoffmenge): 1t = 103kg = 10°g = 10° mg

Kraft (Gewicht): I MN = 103kN = 10° N = 10° mN

Beachte:

1. Volumeneinheiten: 11 =1 dm?

In der Praxis noch iiblich: 1 hl = 100 L.

2. Masseeinheiten: In der Praxis noch ublich: 1dt = 100 kg. Die
Dezitonne (dt) entspricht der nicht mehr zugelassenen Einheit
Doppelzentner (dz). Auch Zentner (Ztr.) und Pfund sind nicht mehr
zulissig.

Nichtdezimalunterteilte Einheiten:

Zeitspannen: 1 d (Tag) = 24 h (Stunden) = 1440 min = 86400 s.

Beachte:

Von der Angabe einer Zeitspanne ist die eines Zeitpunktes zu unter-
scheiden.

Zeitangabe Kurzzeichen Sprechweise

Zeitspanne 2h25min3s 2 Stunden 25 Minuten 3 Sekunden
Zeit-  mit 20 25min 3s 2 Uhr 25 Minuten 3 Sekunden
punkt Sek.

(Uhr-

zeit)  ohne | 535 oder 225 Uhr | 2 Uhr 25

7 Simon/Stahl, Mathematik
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5.4. Rechnen mit proportionalen Grofien
5.4.1.  Proportionalitiit

In der Praxis finden sich oft GroBen, die miteinander in folgender
Weise in Beziehung stehen:

In dem gleichen MaBe, wie die eine GroBe sich vergriBert (oder
verkleinert), vergroBert (oder verkleinert) sich auch die andere
(je groBer — desto groBer, je kleiner — desto kleiner).

BEISPIEL

Spannung und Stromstéirke in einem Gleichstromkreis

Angelegte 2 4 6 8 10 15 20 25 30 35 40
Spannung U in V

Entstehende 04 08 1,216 2 3 4 5 6 7 8
Stromstédrke/in A

Daraus kann eine fortldufende Proportion gebildet werden:

2V:4V:6V:8V:I0V:...
=04A:08A:1,2A:16A:2A:...

rSolche GroBen nennt man verhiiltnisgleich, in geradem Verhiilt-
| nis stehend oder (direkt) proportional.

5.4.2.  Proportionalitiitsfaktor
Anstelle der fortlaufenden Proportion kann auch die Verhdltniskerte
geschrieben werden:

2V:04A=4V:08A=6V:12A = ...
=35V:TA=4V:8A=U:I=k=5V/A

Der konstante Verhiltniswert k heiBt der Proportionalititsfaktor
der proportionalen GroBen.
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Beachte:

1. Der Proportionalitdtsfaktor ist meist eine GroBe mit einer bestimmten
realen Bedeutung (im Beispiel: Spannung bei 1 A Stromstirke oder
Widerstand des Stromkreises in V/A oder Q; vgl. aber 12.7.3.2.).

2. Es gilt: oder | U

I
=~

-

5.4.3. Praktische Anwendungen

Oft ergibt sich die Aufgabe, bei proportionalen Beziehungen zu drei
gegebenen GroBen die vierte zu ermitteln. Dabei empfiehlt sich die
Verwendung eines tibersichtlichen Rechenschemas.

BEISPIEL

Im Schmelzofen braucht man fiir 2,5t GrauguB 3500 kg Koks.
Wieviel Koks wird fiir 600 t benétigt?

Ansatz in Kurzform (der Zahlenwert der gesuchten GroBe wird dabei
mit x bezeichnet): )

2,5t GuB = 3500 kg Koks
600t Gul = x kg Koks

= lies: ,,entspricht™).
Daraus Bestimmungsgleichung in Proportionenform:

2,5t: 600t = 3500 kg : x kg (Grofengleichung)
oder
2,5 :600 = 3500:x (Map:zahlgleichung)

Auflésen der MaBzahlgleichung nach x:

2,5 - x = 600 - 3500

600 - 3500
x= —————
2,5

x = 840000

Ergebnis: Es werden 840000 kg Koks verbraucht.
7#
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Formale I:lilfe zum Aufstellen der Proportion aus dem Ansatz:

Bruchstrich 2,5 | 2,5t=3500kg | 3500 Bruchstrich
dazwischen- > go0 | 600t= x kg < dazwischen-

setzen! . L setzen!
\, s/
N P
2,5 3500
600 X
2,5:600 = 3500: x

5.5.  Rechnen mit produktgleichen GroBen

5.5.1.  Produktgleichheit

Ebenfalls sehr haufig finden sich in der Praxis GroBen, die in folgender
Weise in Beziehung stehen:

In dem gleichen MaBe, wie die einc GroBe sich vergroBert (oder
verkleinert), verkleinert (oder vergrifert) sich die andere (je gro-
Ber - desto kleiner, je kleiner — desto grofer).

BEISPIEL

Betriebsdauer fiir elektrische Gerite mit unterschiedlicher Leistungs-
aufnahme bei vorgegebenem Energiekontingent von 3 kWh =

= 3000 Wh

Leistungsaufnahme A4

in Watt 60 100 150 500 1000 1500 3000 6000
petricbsdauer D 50 30 20 6 3 2 ' L
in Stunden 2

Daraus kann eine Produktkette gebi_ldet werden:

"60W-50h=100W-30h=150W-20h=500W:6h=-..- =
= A+ D = ¢ = 3000 Wh

Solche GroBen nennt man produktgleich, in umgekehrtem Ver-
baltnis stehend oder indirekt proportional.
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5.5.2.  Konstantes Produkf ..-.1 <«

Der feste Wert ¢, der sich aus jedem Teil der Produktkette er-
rechnen 14Bt, heiBt das konstante Produkt der produktgleichen
Gro6Ben.

Beachte:

1. Das konstante Produkt ist eine GréBe mit ciner bestimmten realen
Bedeutung (im Beispiel: Energiekontingent in Wh).

c c
2.Esgilt: | A-D= d D=— | oder A=—
s gi c | oder Y D

5.5.3.  Produktgleichheit als Proportionalitit mit den Reziproken
zu einer GroBe

Die Wertetafel aus 5.5.1. kann folgendermaBen umgeschrieben werden:

Leistungsauf-
nahme A in Watt 60 100 150 500 1000 1500 3000 6000

Reziproke

w
S
w
=
[
=3
(-}
w
N -

] .
—_ Betri - — —_— —_— - -
) zur Betriebs

dauer Din 1/h

1
Zwischen A4 und > besteht direkte Proportionalitiit, denn es kann eine

Verhdltniskette gebildet werden:

1 1 1 1
6OW: — =100W: —— =150W!—— =500W: — = .. =
50h 30h 20h 6h

1
=A;-3=A~D=k=3(l)0Wh=c

Beachte:
1. Der Proportionalitiitsfaktor k ist bei produktgleichen GroBen gleich
dem konstanten Produkt c.

2. Aus einer beliebig herausgegriffenen Produkigleichung der Pro-
duktkette in 5.5.1. folgen zwei Proportionen.
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Produktgleichung 60W - 50h = 1000W - 3h (= ¢ = 3000Wh)
1. Proportion (mit
dem Reziproken 1 1
w: =
60 1000 W on  3h

)

2. Proportion (mitD) | 60 W:1000W = 3h:50 h

Aus der 1.Proportion erklirt sich (vgl. 5.5.1.) die Bezeichnung
,,indirekte Proportionalitit, aus der 2. Proportion die Bezeich-
nung ,,im umgekehrten Verhiltnis stehend*.

3. Es muB unterschieden werden zwischen Produktgleichheit (einer
Eigenschaft gewisser GroBen) und Produkigleichung (einer be-
sonderen Gleichungsform).

5.5.4. Praktische Anwendungen

Aufgaben 3hnlich den in 5.4.3. erwidhnten, denen aber produkigleiche
Grdfen zugrunde liegen, lassen sich nach einem-entsprechenden Schema
mit Hilfe einer Produktgleichung 16sen.

BEISPIEL

Bei einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 40 km/h benétigt ein
Kraftwagen zur Fahrt von 4 nach B 2!/, h. Wie lange wiirde er
bei 50 km/h Durchschnittsgeschwindigkeit fiir die gleiche Strecke
benstigen?
Ansatz (Kurzform, die gesuchte Zeit sei x h):
40km/h =21/, h
50km/h=xh
Daraus Bestimmungsgleichung in Form einer Produktgleichung:
40 km/h - 21/, h = 50 km/h - x h (GraBengleichung)
oder 40 21/,. =50-x (Mapzahlgleichung)
Auflésen der MaBzahlgleichung nach x:

x=2

Ergebnis: Bei 50 km/h Durchschnittsgeschwindigkeit benotigt der
Kraftwagen 2 h zur Fahrt von 4 nach B.
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Formale Hilfe zur Aufstellung der Produktgleichung aus dem
Ansatz:

] 40-21/,

40km/h =2/, h 2021, =50-x

50km/h = xh et .
50 x 1

5.6. Prozentrechnung

5.6.1.  Prozentbegriff

Statt des Verhiltnisses zweier GréBen kann man auch angeben, welchen
Bruchteil die eine von der anderen ausmacht:

2
//' 30 DM ist? von 75 DM
/
/

30DM:7SDM=2:5\ <3ODM=%-75DM>

N .5
75 DM nst?von 30 DM

5
(75 DM = 5 30 DM)

Wenn mehrere solcher Verhiltnisse verglichen werden sollen, ist es
zweckmaBig, die Bruchteile uuf denselben Nenner zu bringen.

In der Praxis verwendet man dazu meist den Nenner 100 und
spricht statt von ,,Hundertsteln** von ,,Prozenten** (Symbol %).

Prozent kommt von (lat.) pro centum; wortlich: fir Hundert, frei:
Hundertstel.
BEISPIEL

Welcher der folgenden Betriebe beschiftigt im Verhiltnis zur Be-
legschaftsstirke die meisten, welcher die wenigsten Frauen?
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Betrieb I I III
Belegschaftsstirke B 80 400 135
davon Frauen F 20 93 38

., F ’ 20 1 93 38
Bruchteil 2 0 " F| %0 135
umgerechnet in 25 23,25 38:135 = 0,2814...
Hundertstel 100 100 _ 28,14...

7100

leiche Schreibweise 25% 23,25% R 28,14%
Beachte:

Das Verwandeln des Verhiltniswertes in eine Prozentangabe kann
geschehen durch Erweitern (I), Kiirzen (II) oder Umwandlung in
eine Dezimalzahl (III).

Fachbezeichnungen:

Prozentwert w Prozentsatz p
.
—_— = = 25%

80 100

) )
Grundwert g Bezugszahl Prozentzeichen

Allgemeine Beziehung:

W_P _,9
g 100 P

oder: w:g=p:100 (Prozentproportion)

5.6.2. Grundaufgaben der Prozentrechnung

In der Praxis. sind Aufgaben hiufig, bei denen zwei der drei GroBen
w, g, p gegeben und jeweils die dritte gesucht ist. Sie konnen, wenn
nicht die Deutung des Prozentsatzes als Bruchteil (Hundertstel) zum
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Ziele fiihrt, im allgemeinen mit der Prozenmtproportion als Bestim-
mungsgleichung gelost werden.
Beachte:

Voraussetzung fiir die Verwendbarkeit dieser Proportion ist die Pro-
portionalitat zwischen Prozentwert und Prozentsatz. Diese liegt zwar
meistens, aber nicht immer vor (vgl. 5.6.3.2.).

BEISPIELE

. In einem Betricb werden statt des Solls von 125 Maschinen im
gleichen Zeitraum 150 hergestellt. Prozentuale Sollerfillung?

w = 150; g = 125; p gesucht.

Losung:
a) mit der Prozentproportion: b) als Bruchteil:
150:125 = p: 100 150 120 .
P — =12=— = 120%
p=120 125 100 -

Ergebnis: Die Sollerfillung betragt 1209;.

2. In einem Garten sollen die Pflanzen mit einer 0,3-prozentigen Néhr-
stofflosung gediingt werden. Wieviel Gramm Naihrsalz sind jeweils
in einer 8-1-GieBkanne aufzul6sen?

w gesucht; g =8000; p=0,3 (81 = 8000¢g)

Losung:
a) mitder Prozentproportion: b) als Bruchteil
des Grundwertes:
w: 8000 = 0,3:100 0,3
—— - 8000 = 24
w=24 100 =

Ergebnis: In jeder Kanne sind 24 g Nihrsalz aufzuldsen.

3. Es gelingt bei der Produktion eines Massenartikels, den Ausschuf3
auf 0,8% herabzudriicken. Bei welcher Produktionsmenge ist mit
1000 unbrauchbaren Erzeugnissen zu rechnen?

w = 1000; ggesucht; p =08
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Losung (mit der Prozentproportion):

1000: ¢ = 0,8: 100
g = 125000

Ergebnis: Bei einer Auflage von 125000 Stiick ist mit 1000 Stiick
AusschuB zu rechnen.

5.6.3.  Schwierigere Prozentaufgaben

5.6.3.1. Vermehrter oder verminderter Grundwert
BEISPIEL

Die Weltforderung an Steinkohle im Jahr 1975 von 2329 - 108 t war
um 8,8 % groBer als 1970. Wieviel Tonnen betrug diese Mehrforderung?
Grundwert g ist die zunidchst unbekannte Férdermenge von 1970. Die
gegebene Menge von 1975 (2329 - 106 t) ist g plus Mehrforderung w,
also Grundwert plus Prozentwert (g + w, sog. vermehrter Grundwert).
Diesem entspricht auch ein verdnderter Prozentsatz (100% + 8,8%
= 108,8%, allgemein 100%; + p).

Losungsweg: Aus w: g = p: 100 folgt nach der korrespondieren-
den Addition (vgl. 5.2.3.)

w:(g + w) = p:(100 + p)

wgesucht; g + w = 2329-10%; 100 + p = 108,8
w:(2329-10°) = 8,8 : 108,8
w=x 188 10°

Ergebnis: 1975 wurden 188 - 10°t Steinkohle mehr als 1970 ge-
fordert.

5.6.3.2. Prozentaufgaben ohne Proportionalitit zwischen
Prozentwert und Prozentsatz

BEISPIEL

Die Normzeit (66 h) fur die Uberholung einer Maschine konnte
um 6 h unterboten werden. Welcher prozentualen Normerfullung
entspricht das?
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Losung: Zwischen Normerfillung (p) und Arbeitszeit (w) be-
steht keine direkte, sondern indirekte Proportionalitit. Deshalb
kann die Prozentproportion nicht benutzt werden (vgl. 5.6.2.). Viel-
mehr gilt hier:

p-w=g-100 (Produktgleichheit)

w=60; g = 606; p gesucht.
p+60=66-100
p=110

Ergebnis: Die Norm wurde mit 1109 erfulit.

5.6.4. Einfache Zinsrechnung

5.6.4.1. Begriffsbestimmung

Zinsen sind Vergiitungen, die beim Entleihen oder Sparen von Geld-
summen vom Entleiher (Schuldner) an den Verleiher (Glaubiger)
bzw. vom Geldinstitut (Sparkasse, Bank) an den Sparer zu zahlen sind.
Sie werden prozentual vom Leih- oder Sparbetrag gewohnlich fiir 1 Jahr
festgelegt und fiir andere Fristen proportional zur Zeit berechnet. Bei
der einfachen Zinsrechnung werden die Zinsen nicht wieder verzinst.
Die bei Sparkassen usw. iibliche Wiederverzinsung wird in der Zinses-
zinsrechnung (vgl. 8.1.4.2.3.) erortert.

5.6.4.2. Grundformeln der einfachen Zinsrechnung

Die Berechnung der einfachen Zinsen fiir ein Jahr ist eine Grund-
aufgabe der Prozentrechnung:

Prozentwert w = Zinsen z; Grundwert g = Leih- oder Sparbetrag b;
Prozentsatz p = ZinsfuB oder Zinssatz p.

Fir 1Jahr

b-p

zy:b=p:100 oder 1=

Die Proportionalitit der Zinsen zur Zinszeit ergibt schlieBlich

b-p-t

ur ¢ Jahre =
fur z 106
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Ist die Leihfrist ¢ in einzelnen Monaten oder Tagen gegeben, so wird der
Nenner wegen

1 Jahr = ]2 Monate ~ 360 Tage

durch 100 12 bzw. 100 - 360 ersetzt.

b' -t b. .t
= Ld s fir ¢ Tage: z= P

' s | z=2P ) bt
For rMonate: | z =513 100 - 360




6. Reelle Zahlen

6.1. Rech_enarten dritter Stufe

Potenzieren, Radizieren und Logarithmieren sind die drei Rechen-
arten dritter Stufe (vgl. 1.2.).

Das Potenzieren entsteht far natiirliche Zahlen genau so aus dem
Multiplizieren wie das Multiplizieren aus dem Addieren:

3+34+3+3=3-4 at+a+a+a+--=a-b

AN
AN

(b Summanden)

/
AN /
N '

gleiche Summanden — Multiplizieren

-

2:-2-2-2-2=2% g-a-a-a---=a’
\ — —
\\ (b Faktoren)

AN
<

gleiche Faktoren — Potenzieren

Die arithmetischen Grundgesetze der Grundrechenarten (vgl. 2.2.1.)
haben fiir die Rechenarten dritter Stufe im allgemeinen keine Giiltigkeit.

BEISPIEL

Basis und Exponent einer Potenz sind, falls sie nicht gleich sind,
(mit einer einzigen Ausnahme) nicht vertauschbar. 34 =43z B. ist
eine falsche Aussage. Allgemein gilt also a® 3= ? fiir beliebige aund b
mit @ &= b und unter AusschluB der einzigen Ausnahme 2* = 42,

Infolgedessen gibt es in der dritten Stufe zwei verschiedene umgekehrte
Rechenarten.
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Die Notwendigkeit der Zahlenbereichserweiterungen bei der Anwen-
dung der Rechenarten dritter Stufe auf beliebige rationale Zahlen
(vgl. 1.3.2)) erfordert stets eine genaue Angabe der Variabilititsbereiche
der verwendeten Variablen.

6.2. Potenzieren
6.2.1.  Natiirliche Zahlen >1 als Exponenten
Definition:

Unter einer Potenz a® versteht man ein Produkt aus & gleichen
Faktoren a. also: @® =a-a-a- --- - a (b Faktoren).

Fachbezeichnungen:

: xponent (Hochzahl
Potenz\ /E po ( )
a® =c
\Potenzwert
Basis (Grundzahl)/

Durch die Operation des Potenzierens wird den zwei Zahlen a und b
(Basis und Exponent) eine dritte Zahl ¢ (Potenzwert) eindeutig zuge-
ordnet,

Der Variabilititsbereich der als Basis und als Potenzwert verwen-
deten Variablen (hier a und c¢) ist in 6.2., soweit nicht ausdriicklich
etwas anderes vermerkt ist, der Bereich der rationalen Zahlen. Fur
die als Exponent verwendete Variable ergibt sich der Variabilitits-
bereich jeweils aus den Abschnittﬁben:schriften oder aus dem Text.
In 6.2.1. ist es der Bereich der natiirlichen Zahlen >1.

6.2.1.1. Gerade und ungerade Exponenten; positive und
negative Basen

Aus der Definition der Potenz folgt:
+3)* = (+3) - (+3) - (+3) - (+3) = +81 = 43¢
+3P =H3) - (+3) - (+3) - (+3) - (+3) = +243 = +3°

G+ laD™ = + fal?"
+ Ia:)2u+1 =+ |a|2n+l

Bei positiver Basis ist der Potenzwert stets positiv.
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(—=3)* = (=3) (=3)- (=3)- (—=3) = 481 = 43¢
(=3) =(=3)"(=3)"(=3)+(—=3): (=3) = —243 = —35

(= [a)?" = + fa"

(_ |a|)2n+l —_ 'a|2n+1

Bei negativer Basis ist der Potenzwert bei geraden Exponenten
positiv, bei ungeraden negativ.

Beachte:

1. Der Variabilititsbereich fir 2n und 2n 4 1 ist der Bereich der
natiirlichen Zahlen >1, fur » also der Bereich der natiirlichen
Zahlen >0.

2. (—3)* bedeutet negative Basis, —3% = —(34) bedeutet negativen
Potenzwert. Also ist (—3)* = —34 eine falsche Aussage (Sorgfalt:
beim Klammersetzen')

3. (+ |a)> = (— |a])> = + [a]®> | Alle Quadrate sind positiv.

6.2.1.2. Rechengesetze fiir Potenzen mit natiirlichen Zahlen
> 1 als Exponenten

1. Beim Addieren und Subtrahieren von Potenzen ist eine Verein-
fachung durch Zusammenfassen nur moglich, wenn sie in den
Basen und den Exponenten tibereinstimmen.

BEISPIELE
3 1 1 2
2(13 d 4a2 + -Ibz - —3—b3 —203+ sz + b3 bt 5a2 = b2 + ?b3—9az

(x — »° — 4y — %)% = (x — 3)* + 4x — )* = 5(x — »)?
2. Beim Multiplizieren und Dividieren von Potenzen ist eine Verein-
fachung durch Zusammenfassen moglich, wenn sie a) in den Basen
oder b) in den Exponenten Gbereinstimmen.

a) gleiche.Basen
34.32=(3-3-3-3)-(3-3)=3=342 =729
a"-a"=(@-a*---a)‘(@a---a)=a"*"

m n

AN /
Faktoren
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27 2:2-2:2:2-2-2

273 = T o2.2:2:2=24=27"3
23 2:2-2
poyo 222 1 1 1
27 2-2-2-2-2-2-2 2-2-2-2 2% 273
m Faktoren .
- @ aa --a a* falls m>n+41
: =—_——— 1
@ aa----a gyl falls n> m+ 1
n Faktoren
Potenzgesetz I:

Potenzen mit gleichen Basen werden multipliziert, indem man
die Basis beibehdlt und die Exponenten addiert:

a" - a" = gmn

Potenzgesetz I1:

’

Potenzen mit gleichen Basen werden dividiert, indem man die
Basis beibehilt und die Exponenten subtrahiert:

a"_ a"'I'", fairm>n + 1
?_ F, far n>m+l

b) gleiche Exponenten
23.53=(2:2-2)(5:5-5)=(2-5)-(2-5)-(2-5)==(2-5)* = 103 = 1000
a-=(@-a----a)- (b b-- b)—(a b)-(a-b)-----(a-b)=(a" b)y"

N— p——
m m m
1 ] |
|
Faktoren
3¢ 3:3:3-3 3 3 3 3
W1 = .=

15* " 15-15-15-15 15 15 15 15

-5 -
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m Faktoren
an a-a*---a a a a a\®
e TR R ©)
m m
Faktoren

Potenzgesetz I11:

Potenzen mit gleichen Exponenten werden multipliziert, indem
man das Produkt der Basen mit diesem Exponenten poten-
ziert: a™ - b™ = (ab)™

Potenzgesetz IV:

Potenzen mit gleichen Exponenten werden dividiert, indem man
den Quotienten der Basen mit diesem Exponenten potenziert:

=[5

o \b

3. Beim Potenzieren von Potenzen ist in jedem Falle eine Verein-
fachung durch Zusammenfassen der Exponenten méglich.

(23)4=23.23.23.23=

=23+3.23.23 —
— 23+3+3 .23 =

= 23+3+43+3 _ 23«4

(am)n =@"- @ @ = gt tm — gmen

\—p— N—— p—
n Potenzen n Summanden

Potenzgesetz V:

Potenzen werden potenziert, indem man die Basis beibehilt
und die Exponenten multipliziert: (a™)" = a™""

Beachte:

Bei (I), (II) und (V) erstrecken sich die Rechnungen, die mit den Po-
tenzen durchgefiihrt werden sollen, auf Rechenoperationen mit den
Exponenten. Diese liegen jeweils um eine Rechenstufe niedriger:

8 Simon/3tahl, Mathematik
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Rechenoperationen mit den

Potenzen | Exponenten
Multiplizieren Addieren
Dividieren Subtrahieren
Potenzieren Multiplizieren

6.2.2.  Exponenten 1 und 0 (1. Erweiterung des Potenz-
begriffs)
Nach den Regeln der Bruchrechnung (Kiirzen) gilt offenbar:
n + 1 Faktoren

3’_33333_3__3 a! a-a aa_a__
3% 3-3-3-3 1 @ ava----a 1
m—p—
n Faktoren
n Faktoren
r— ——
3"_3-3-33_1_1 a"__a-a---.-a_l_l
3% 3.3-3-3 1 @ a-a--a 1
N p—
n Faktoren
(@=+0)
Andererseits ergibt eine formale Anwendung des Potenzgesetzes (II):
3 s-4 1 a! 1
o -4 _ —_ 1-n
?-—3 =3 = =g"*l"=g¢
34 _ a"
3_‘=3¢ 4 — 30 _aT=an-n=ao
Es wird daher festgesetzt:
31=3 a'l=a
3°0=1 a®=1 (@a%0)

Durch diese Festsetzungen erfihrt der Potenzbegriff eine erste Er-
weiterung, denn a' und a° konnen nicht mehr als Produkte gleicher
Faktoren erklart werden. Es 1aBt sich zeigen:

Die Potenzgesetze (I) bis (V) (vgl. 6.2.1.2.) gelten auch fiir die
Exponenten 0 und 1 mit der Abinderung, daB dic Bedingungen
beim Gesetz (1) jetzt m = n bzw. n > m lauten.
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6.2.3. Ganze Zahlen als Exponenten (2. Erweiterung des
Potenzbegriffs)
Die formale Anwendung des Potenzgesetzes (II) in der Form ¢®:a" =

= @™ " ohne Riicksicht auf die GroBen von m und n wiirde fir n > m
ergeben:

34.36 — 34-6 — 3-2 at: gttt =gt M =g

Andererseits gilt auf Grund der Rechenregeln der Bruchrechnung
(Kirzen):

3*  3.3:3-3 1 a* _ a-a-aa 1
3 3.3-3-3-3-3 3 4&**" g-gaaa--a a
n-Faktoren
(a+0)
Es wird daher festgesetzt:
1 1
32=— a"=— (a+0
32 pr (a=+0)
Daraus folgt auch:
1
a"=—= ! 1
1 a”" a=— (a%0)
— a
a"

Es 148t sich zeigen:

Die Potenzgesetze (I) bis (V) (vgl. 6.2.1.2.) gelten fur alle ganz-

a”
zahligen Exponenten, wobei das Gesetz (II) jetzt zu - = g™ "
zusammengefaBt werden kann.

Beachte:

1. Ist der Variabilititsbereich fir den Exponenten b auf den Bereich
der ganzen Zahlen beschrinkt, so ergibt sich, falls die Basis eine.
rationale Zahl ist, als Potenzwert ¢ wieder eine rationale Zahl.

2. Wird der Variabilititsbereich fiir b auf den Bereich der rationalen
Zahlen ausgedehnt, liegt bei rationaler Basis a der Potenzwert ¢ nicht
immer im Bereich der rationalen Zahlen (vgl. 6.3.).

8*
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6.2.4. Anwendungen

6.2.4.1. Basen O und 1

Fir die Basis 0 wird festgesetzt:
0-2 0! ¢° Iol 02 03

nicht definiert IO 0 0

Fir die Basis 1 gilt:
1-3 1-2 1t 10 | 1t 12 13

w1l 1 1 1 |1 11

6.2.4.2. Schreibweise beliebiger Terme ohne Bruchstriche

a 3
—=a-b? =311t
5 ¢ 1
a*-b-c?

P e =a3-b-ct=a3c

Besonders bei physikalisch-technischen MaBeinheiten wird der Bruch-
strich weitgehend vermieden.

BEISPIELE
k
Geschwindigkeit: 1 km/h =1 Tm (Kilometer je Stunde)
=1km-h!

1000
Schwingungsfrequenz: 1 kHz = 1000 Hz = —— = 1000s!
s

Fallbeschleunigung: 9,8 m/s2 = 9,8 siz =98m-s2

6.2.4.3. Schreibweise rationaler Zahlen mit abgetrennten
Zehnerpotenzen
In der Praxis schreibt man jede MaBzahl als ein Produkt aus einer

ratioralen Zahl z mit 1 < z < 10 und einer Zehnerpotenz. Besonders
bei sehr groBen und bei sehr kleinen Zahlen ist das ublich.
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BEISPIELE
Lichtgeschwindigkeit: 3-10"%cm 5!
Masse eines Elektrons: 9,11-10"2% g
Entfernung Erde-Sonne: 1,5:10''m
Mittlerer Erdradius: 6,37 - 103 km
Leistung eines Generators . 45-10'W

6.3. Radizieren

6.3.1. Begriff der Wurzel im Bereich der reellen Zahlen

Aus «® = ¢ folgt:

Waurzelexponent
N\ Wurzelwert
Wurzel— b}/; =¢/
AN
Radikand

Dcfinition:

Unter der b-ten Wurzel aus einer nichtnegativen Zahl ¢ versteht
man diejenige nichtnegative Zahl a, die, mit der natirlichen Zahl
b > 0, dem Wurzelexponenten, potenziert, den Radikanden ¢

crgibt: (bl/ ;:)b =a"=c¢

Durch die Operation des Radizierens wird also zwei Zahlen b und c,.
dem Wurzelexponenten und dem Radikanden, eindeutig eine dritte
Zahl a als Wurzelwert zugcordnet.

Variabilitétsbereiche

fur a und c: Bereich der nichtnegativen Zahlen
fur b : Bereich der natiirlichen Zahlen >0
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BEISPIELE

2
V25=5; denn S52=25

‘ —
16 _ 2. emn (2)‘ _ 16
81 3’ 3/ 81
f— 5 — s
8 § denn $ 6(l bige Definiti
— = — —_— = — (vgl.
7 7 7 17 gl. obige Definition)
Beachte:
1. Wurzeln aus negativen Radikanden sind nicht definiert.

2.

Wurzeln aus positiven Radikanden sind dadurch eindeutig fest-
gelegt, daB nur positive Wurzelwerte zugelassen werden (vgl.
6.3.4.).

. Wurzeln sind nur fur natirliche Zahlen >0 als Wurzelexponenten

definiert (vgl. 6.3.5. und 6.3.6.).

. Wird z. B. die unter 1. genannte Beschrinkung des Variabilitiits-

bereichs fir den Radikanden fallen gelassen, so ist der Wurzelwert
mitunter keine reelle Zahl. Es wird dann eine Zahlenbereichs-
erweiterung zum Bereich der komplexen Zahlen erforderlich
(vgl. Abschnitt 7.).

6.3.2. Irrationale Zahlen und reelle Zahlen

b
1. Der Wurzelwert a = Vc ist unter den in 6.3.1. festgelegten Be-
dingungen fir b und ¢ nur dann eine rationale Zahl, wenn der Radi-
kand c die b-te Potenz einer rationalen Zahl ist.

BEISPIELE

[ — 4 —-
81 3y 3 3 1 —
—_—— —_] = — = 3 =
V16 V< > ) 5 Vo,064 = J/0,4° = 0,4

2. Andernfalls ist der Wurzelwert keine rationale Zahl.
BEISPIELE

G Ve /L e

Solche Zahlen heiBen irrationale Zahlen.
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3
DaB z.B. VE nicht rational ist, kann folgendermaBen bewiesen
werden:

3
Angenommen, VE wire darstellbar durch eine rationale Zahl -’i,
q

wobei p und g bereits bis zu teilerfremden Zahlen gekirzt wéren.
Dann miiite nach der Definition gelten:

(A - (2] - 222 .

q 9:9°9

/

p-pp
9:-9-9
nicht mehr gekiirzt werden und daher niemals gleich der ganzen
Zahl 2 sein.

3. Fur die Symbolisierung dieser irrationalen Zahlen verwendet man
das Rechenzeichen des Radizierens zugleich als Zullzeichen:

3, 3
V2 12
Rechenzeichen Zahlzeichen

Da aber p und g als teilerfremd vorausgesetzt waren, kann

gelesen: ,,Bestimme die
dritte Wurzel aus 2!*

gelesen: ,,Die Irrational-
zahl dritte Wurzel aus 2.*

Ergebnis

4, Da irrationale Zahlen nicht durch rationale wiedergegeben werden
kénnen, letztere aber in Dezimalschreibweise stets endliche oder
periodische Dezimalzahlen sind (vgl. 4.3.3.1.), kann eine irrationale
Zahl, falls sie in Dezimalform darstellbar ist, nur eine niclhrperiodische
unendliche Dezimalzahl sein.

5. In Dezimalschreibweise kann eine irrationale Zahl deshalb nie genau
angegeben, wohl aber durch Einschachteln zwischen rationalen
Zahlen durch rationale Zahlen beliebig angendhert werden.

BEISPIEL
1< V§< 2; quadriert: 1<3<K 4
1,7< V3< 1,8;  quadriert: 2,89< 3< 3,24
1,13< V3< 1,74;  quadriert:  2,9929< 3< 3,0276
1,732< V3< 1,733;  quadriert: 2,999824 < 3 < 3,003289
usw. _
Hieraus folgt: V3 =1732..- » 1,73.
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6. Dementsprechend sind irrationalen Zahlen auf der Zahlengeraden
Punkte zugeordnet, die zwischen denjenigen Punkten liegen, die
Bilder der rationalen Zahlen sind. Letztere allein machen deshalb
nicht sdmtliche Punkte der Zahlengeraden aus (vgl. 4.1.2.2.).

7. DaB jede beim Radizieren entstehende irrationale Zahl eine ganz
" bestimmte Quantitat darstellt, die sich etwa durch Einschachteln
beliebig genau angeben und demgemiB cinem eindeutig bestimm-
baren Punkt der Zahlengeraden zuordnen 1aBt, bedarf an sich eines
Beweises. Auf diesen wird im Rahmen dieses Buches verzichtet.

8. AuBer den irrationalen Zahlen, die sich beim Radizieren ergeben und
demgemaB durch Wurzelausdriicke (Radikale) darstellen lassen, gibt
es noch andere Irrationalzahlen, fir die das nicht zutrifft.

BEISPIELE

Ig 15 (vgl. 6.4.1.)
sin 112,5° (vgl. 16.1.5.)
* (vgl. 12.8.4.1))
e (vgl. 6.4.2.)

Erstere heiBen algebraisch-irrationale, letztere transzendent-irrationale
Zahlen. Beide zusammen erweitern den Bereich der rationalen
Zahlen zum Bereich der reellen Zahlen.

> —

9. Die Radizierungsaufgabe Vc hat im Bereich der reellen Zahlen stets
eine Losung, falls die in 6.3.1. genannten Variabilitdtsbereiche cin-
gehalten werden. Wird aber z. B. die Beschriankung von ¢ auf nicht-
negative Zahlen fallen gelassen, kann es mitunter iin Bereich der
reellen Zahlen keine Ldsung geben (vgl. 6.3.4.3.)

6.3.3. Potenz- und Wurzeltafeln

Niéherungen von Wourzelwerten werden in Waurzeltafeln tabelliert. Je
nach der Zahl der angegebenen zihlenden Ziffern unterscheidet man
drei-, vier-, finf-, ... -stellige Tafeln.

Meist tabelliert man aber die Potenzwerte und benutzt diese Porenz-
tafeln zugleich zum Ablesen der Wurzelwerte.
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6.3.3.1. Einfaches Ablesen

Auszug aus einer Tafel vierstelliger Werte dritter Potenzen (Kubikzahl-

tafel).

md letzte zdhlende Ziffer von m
m o |1 |23 |a]s]e]7]s]o>
erste | 20]8,000(8,121 | 8,242 8,365 | 8,490 | 8,615 | 8,742 | 8,870 | 8,999 | 9,129
Toess | 219261 [ 9,394 | 9,528 | 9,664 | 9800 | 9.938 | 10,08 | 10,22 | 10,36 | 10,50
ihlende | 22]10,65 (10,79 [ 10,94 [ 11,09 | 11,24 | 11,39 | 11,54 [ 11,70 | 11,85 | 12,01
Ziffern 1 4.7|103,8|104,5 [ 105.2 {1058 [ 106,5 [ 107,2 [ 1079 | 108,5 | 1092 | 109,

BEISPIELE

1. Potenzieren: m = 2,16;

———

2. Radizieren: m® = 10,65;

D ——

m® = 106,5; 3]/

Naiherungswerte von m?

2,16® ~ 10,08

3

V10,65 ~ 2,20

6.3.3.2. Lineares Interpolieren

106,5 =~

4,74

Durch lineares Interpolieren kénnen bei m noch eine vierte zihlende
Ziffer beriicksichtigt und bei m® die letzten zihlenden Ziffern ent-
sprechend verbessert werden.

BEISPIELE

1. Potenzieren: gegeben: m = 2,037; gesucht: m?
D e

2,030< 2,037 < 2,040

2,040° ~~ 8,490

Cld

2,030% ~ 8,365
10<-E =7 2,03~ -

490 — 365 = 125=D

10: Feststehende Stellendifferenz; D: Tafeldifferenz;
n: vierte ziihlende Ziffer; d: zu n gehorende Eigendifferenz
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Es gilt:
10:D=n:d 10:125=17:d
D 125
= e—— T e = 7
o n d T 7=2875~ 88

Folglich: 2,0373 ~ 8,365 + 0,088 = 8,453

]
2. Radizieren: gegeben: m® = 10,54; gesucht: m = |/10,54

D ——

Y1050 < V1053 < ’Vlo,ss

3 ,—
10,50 & 2,1
Zm 4o J1050 % 2,190
D=15 V10,54~ 2,19« n [ 10
[
V10,65 ~ 2,200

10:D=n:d 10:15=n:4
104 10-4
n=— n=——=26--~3
D 15

3
Folglich: /10,54 ~ 2,193

Beachte:

1. Bine Erhéhung der Genauigkeit kann nur bei einmaligem Interpolieren
erreicht werden; wiederholtes Interpolieren ist zwecklos.

2. Durch das Interpolieren kann die Stellenzahl der Tafel nicht ver-
grofert werden. Es ist also falsch, im Beispiel 1 zu rechnen:

d=815; 2,037~ 8,365 + 0,0875 = 8,4525

6.3.3.3. Reduzieren groBerer und kleinerer Zahlen auf die
Tabellenwerte

Jede Potenztafel enthilt nur eine begrenzte Anzahl von Zahlenwerten.
GroBere und kleinere Zahlen kénnen durch Abspalten von Zehner-
‘potenzen (vgl. 6.2.4.3.) auf dic tabellierten Zahlen zuriickgefihrt
werden. Notfalls muB vorher gerundet werden.
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BEISPIELE
1. Potenzieren: 207103 & 207003 = (2,07 - 104)® == 2,07° - 1012
= 8,870 10'2

0,002179% &~ 0,00218° = (2,18-10"2)% =2,182- 10"~
~ 10,36 - 10~% = 1,036 - 10-®

2. Radizieren: Dabei missen stets solche Zehnerpotenzen abgespalten
-+

werden, deren Exponenten Vielfache des Wurzelexponenten sind; also
bei dritten Wurzeln: ..., 10, 1073, ..., 103, 105, 109, ...

Y1079 = 110,79 10° = /10,79 - J10° ~ 2,21 - 10 = 22,1

aber: }/107900 — Vi07.9-10° = V107.9- V10° ~ 4,76 - 10 = 47,6

0,000008 — Ja-10-¢ — & - Y106 = 2:102 = 0,02

6.3.4. Natiirliche Zahlen > 1 als Wurzelexponenten

b,
Nach der Definition in 6.3.1. ist }'c = a nur far natirliche Zahlen
b > 0 und nur fir nichtnegative Zahlen a und c erklart. Die entspre-
chende Beziehung a® = ¢ ist aber gegebenenfalls auch fir negative
Zahlen a und c gultig. Dieser scheinbare Widerspruch muB3 beim Radi-
zieren beachtet werden.

6.3.4.1. Natiirliche ungerade Zahlen > 1 als Wurzelexponenten

BEISPIELE

1. Aus a3 = 48 folgt in Ubereinstimmung mit der Wurzeldefinition
V+8=+2; denn (+2°=+8

2.a® = —8 ist offenbar durch @ = —2 erfillt; denn (—2)® = —8.

8, —
Die naheliegende Schriftform a = V—8= —2 wirde aber in
doppelter Hinsicht gegen die Wurzeldefinition verstofen und ist
deshalb nicht zulissig. Denn einmal ist der negative Radikand —8
nicht erlaubt und andererseits kann der Wurzelwert nicht negativ
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(—2) sein. Folgende Herleitung und Schriftform entspricht den
Festsetzungen iiber den Wurzelbegriff:

a’=—8
—a® = (—aP = +8=| 3|
=Y[=8] = V+8=+2 (autassig fur a< 0)

PR 8§ —
a=— V=8 == V38 =—(+2)= —2

Es gilt allgemein:

Aus a?"*! = ¢ folgt mit dem Bereich der natirlichen
Zahlen >0 als Variabilitdt sbereich fir n und dem Bereich
der reellen Zahlen als Variabilitiitsbereich fir a und c:

2n+1 —
a=+ Ve, fallsc=0

22n+) ,—
a=— Vlcl. falls ¢ < 0.

Beim Radizieren ergibt sich bei wungerader natiirlicher Zahl >1
als Wurzelexponent und nichtnegativem Radikanden stcts eindeutig
der (positive) Wurzelwert.

Die entsprechende Potenzbeziehung ist aber auch bei negarivem
Potenzwert ¢ durch einen Wurzelwert zu erfiillen, ndmlich durch
die entgegengesetzte (also negative) Zahl zum (positiven) Wurzel-
wert aus dem Betrag des (negativen) Potenzwertes c.

Von dieser exakten Schreibweise wird vielfach abgesehen. Auch beim
Sprechen wird oft gegen die exakte Formulierung verstoBen, indem
man falschlich sagt, daB Wurzeln mit ungeraden Wurzelexponenten
auch aus negativen Radikanden existieren.

6.3.4.2.' Natiirliche gerade Zahlen > 0 als Wurzelexponenten;
Radikanden positiv

BEISPIELE

1.Aus a2 =4 folgt in Ubereinstimmung mit der Wurzeldefinition

zunichst a, = V4—+z denn (+2)? = 4.
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2. Die Beziehung a® = 4 ist aber offenbar auBer durch a, = 42
auch durch a, = —2 erfiillt, denn (—2)? = 4. Die naheliegende
Schriftform a, =2]/Z = —2 widerspricht aber der Wurzeldefinition
und ist deshalb nicht zulissig. Folgende Herleitung und Schrift-
form entspricht dagegen den Festsetzungen iiber den Wurzelbegriff:

at=4
a = (—_az)z =4
—a; = V4 = 42 (zulassig fir a, < 0)

ar=—Va=—(+2)= —2

Esgilt allgemein:

Aus a?" = ¢ folgt mit dem Bereich der natiirlichen
Zahlen >0 als Variabilitatsbereich fir n, dem. Bereich
der nichtnegativen Zahlen fir ¢ und dem Bereich der

reellen Zahlen fir a:

a = +2"V; und a; = —mi/;

Beim Radizieren ergibt sich bei gerader natiirlicher Zahl >1 als
Wurzelexponent und nichtnegativem Radikanden stets eindeutig
der (positive) Wurzelwert.

Die entsprechende Potenzbeziehung ist aber auch noch durch die
zu ihm entgegengesetzte (also negative) Zahl erfillt.

Auch gegen diese exakte Schreibweise wird oft verstoBen, und beim
Sprechen wird im Widerspruch zur Definition filschlicherweise von
einer Doppeldeutigkeit der Wurzel gesprochen, d.h., daB der Wert
von z. B. ]/§ sowohl 43 als auch —3 sei.

Beachte:
1. Der Wurzelexponent 2 wird meist nicht geschrieben.

‘ L=l/i=%; V17 =v17; Vie = Vidl

9 9

2. VO = Vo =0 , denn 02!! — 02,.4.1 =0
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Variabilitdtsbereich fiir n: Bereich der natiirlichen Zahlen >0.

Jede Wurzel aus 0 mit einer natiirlichen Zahl >0 als Wurzel-
exponent ist 0.

n,—

3.| fa*"=aq|

Variabilitdrsbereiche:
fir n: Bereich der natiirlichen Zahlen >0
fir a: Bercich der reellen Zahlen

Jede Wurzel mit gerader natiirlicher Zahl >0 als Wurzelexponent
aus einer Potenz mit gleichem Exponenten ist gleich dem
Betrag der Basis dieser Potenz.

BEISPIEL
=22 =14=42=1|-2

6.3.4.3. Natiirliche gerade Zahlen >0 als Wurzelexponenten;
Radikanden negativ

Nach_6.2.1.1. gilt (+ |a])>* = (— [a])** = + |a|>" im Variabilitats-
bereich der natirlichen Zahlen >0 fir n und der rationalen Zahlen
fir a. Das gilt auch, wenn der Variabilititsbereich fir a auf irratio-
nale Zahlen ausgedehnt wird. Im gesamten Bereich der reellen Zahlen
gibt es also keine Zahlen a und ¢, fir die die Bedingung a®" = — |c| bei
natiirlichen Zahlen n >0 erfiillbar ist.
BEISPIELE
1l.a* = —9; a++3; denn (+3)* =49 + —9
a$+ —3; denn (—3)2=+49 -9
1 1 1\* 1 1
2.a4=———; - —_] = —_— e ——
g5+ @ T demn (+ s) tes T e
1 1

+ 1'denn( 1‘—-1- :
aF -5 ?)’ 625 T 625
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Aus diesem Grund gibt es also im Bereich der reellen Zahlen keine
Zahlen, die Wurzeln mit geraden natiirlichen Zahlen >0 als Wurzel-
exponenten und negativen Radikanden entsprechen. Solche finden sich
nur im Bereich der komplexen Zahlen (vgl. Abschnitt 7.).

6.3.S.  Wurzelexponenten 1 und 0

]/:- = ¢ |; denn ¢! = c fur jedes reelle ¢ (vgl. 6.2.2.).

o _
Ve st nicht erklart |, denn far ¢ =1 erfullt jede reelle Zahl a + 0

die Bedingung a® = ¢ (vgl. 6.2.2.), und fiir ¢ # 1 gibt es keine reclle
Zahl, deren nulite Potenz c ist.

6.3.6. Wurzeln als Potenzen mit gebrochenen Exponenten
(3. Erweiterung des Potenzbegriffs)

Nach der Definition der Wurzel (vgl. 6.3.1.) gilt:
q,—- q ,—
(Ya)'=a bzw. (Vo) = a0
Variabilitdtsbereiche fur a: Bereich der nichtnegativen Zahlen

fir g: Bereich der ganzen Zahlen
fir q: Bereich der natiirlichen Zahlen >0

Andererseits gilt, wenn das Potenzgesetz (V) (vgl. 6.2.1.2.) formal auch
fur rationale Exponenten m = £ angewendet wird:
q

(a%)¢= al7'¢= al=a bzw. (a%)q= a%"= a*

Folglich wird festgesetzt mit dem Variabilititsbereich der ganzen
Zahlen fiir g und dem der natiirlichen Zahlen >0 fiir g:

1  — &
Va=a< | und | Vat=av
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Die Exponenten von Potenzen konnen beliebige rationale Zahlen

k4 mit dem Variabilititsbereich der ganzen Zahlen fiir ¢ und dem
q

der natiirlichen Zahlen >0 fiir g sein.

6.3.6.1. Potenzgesetze und Wurzelgesetze

Die Potenzgesetze (I) bis (V) (vgl. 6.2.1.2.) gelten mit dem Gesetz
a”

(II) in der Form - = g™~ " (vgl. 6.2.3.) fir beliebige rationale

Exponenten % mit den oben festgesetzten Variabilititsbereichen.

b )

Besonders wichtig sind die Gesetze (III), (IV) und (V) fir m = 3
1

und n = — (Variabilititsbereich fir p und g: Bereich der natirlichen
q

Zahlen >0).
Sie kénnen sowohl mit Potenzsymbolen als auch mit Wurzelsymbolen
geschrieben werden. In der zweiten Form heiBen sie meist Wurzel-
gesetze. Dabei gelten fiir die Variabilititsbereiche der Basen bzw. Radi-
kanden a und b die jn 6.3.1. und 6.3.4. vermerkten Festsetzungen.

lPotenzschreibweise l [ Whurzelschreibweise |
1 1 1 p— p—- Pp,—
(II) a? -b? = (ab)? Va Vo= Vab

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten werden rmultipliziert, in-
dem man das Produkt der Radikanden mit diesem Wurzelexponen-

ten radiziert.
P p 5
— - a
l/a. Vb = l/;

1 r g\F
V) av :b? =(7)

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten werden dividiert, indem
man den Quotienten der Radikanden mit diesem Wurzelexponenten
radiziert.
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1
(4] (a%) ‘o a"_f;

Vl/a-—p gV_

Wurzeln werden radiziert, indem man den Radikanden beibehilt
und die Wurzelexponenten multipliziert.

Aus (V) ergeben sich noch 2 Sonderfille:

o (a7) =ar = @> (Vaf =V

I Waurzeln werden potenziert,indem man den Radikanden potenziert.
1 1 [

wo (@) =avv=(a0)” | [¥a=Ia

Beim Radizieren einer Wurzel konnen die beiden Wurzelexponenten
vertauscht werden.

6.3.6.2. Umformen von Wurzelausdriicken

a) Vereinfachen durch Faktorenzerlegung des Radikanden
BEISPIELE

Ve3 = Vﬁ=1/5-1/3=i7_

V250a%°c = sabe? | 2407

b) Zusammenfassen von Wurzeln

BEISPIELE
3 ——
—— 3 — 3 — 4a3xy? - Ixyz 3
Vaaixy? - Vixyz : Y2a2x2y = il Ao /14ay?z
2a%x2y
1 1
1 3 1 3
T 3 s 13
Va]/a— [ = [a‘] ca) =
5 3 13 13 24 —
= a°'a} ={a5} =g = l/aIS

—Y2a + Va1 + V375 + Y1029 =
— 23 +3V3+5V3+713=1313

9 Simon/Stahl, Mathematik
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c) Rationalmachen des Nenners
BEISPIELE _
1 12 V2 _V2 1
2 Vv (a2 _;1:
Va 7/ @ J/ar 13—
V l/b ral e
6 6(V7+Vs)  6(V1+Vs) .= .-
A (R Iy R R
Va+ Vb (Va+ Vo) (6Va— aVb)
bYa+alb (bl/a-i-al/b)(b]/a—al/b)
ab—alab+bVab—ab _ Vabo—a) _ Vab
= b%a — a*b ab(b — a) _i

6.4. Logarithmieren
6.4.1.  Begriff des Logarithmus im Bereich der reellen Zahlen

Aus a® = c folgt

/| logae |=b
Logarithmus |/ NI\
\\Logarithmuswert

/
Basis Logarithmand (oft auch kurz
oder Numerus ,,Logarithmus‘)

Definition:
Unter dem Logarithmus einer Zahl ¢ zur Basis a versteht man
den Exponenten, mit dem die Basis potenziert werden muB, damit

sich der Logarithmand (Numerus) ergibt: 4'*%«° = ¢

Durch die Operation des Logarithmierens wird also zwei Zahlen a
und ¢, der Basis und dem Logarithmanden (Numerus), eindeutig eine

dritte Zahl b als Logarithmuswert (Logarithmus) zugeordnet
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Variabilititsbereiche (vgl.6.4.2.)

fiir a: Bereich der positiven Zahlen (a % 1)
fur b: Bereich der reellen Zahlen
fur c: Bereich der positiven Zahlen

BEISPIELE

logs25 =2, denn 52=25

1 3 1 1
logs @ = -3, denn 473 = = a

1 1 4 —

logs, 3 =7 denn 817 =|81=3
1 ! =3 denn ( ! )3 = !
%Lo6 6) 216

-2
]0‘80J 100 = _2, denn 0’1-2 = (-—) =102 = 100
log,49 =2, denn 7% = 49
loglo 12 = loglo 12, denn 10'98,,'2 = 12

Beachte:

1. Logarithmen sind Exponenten.

2. Der Logarithmus ist nur dann eine rationale Zahl, wenn der
Logarithimand eine Potenz der Basis mit rationalem Exponenten ist.

BEISPIELE
log, 8 =log;23=
Ioggl = log, 9_% -1
3 2

3. Andernfalls ist der Logarithmus eine transzendent-irrationale Zahl,
gehort also zum Bereich der reellen Zahlen, sofern die oben genannten
Variabilitiitstereiche beachtet werden.

BEISPIEL
logo,s6: logs13; logs Vls

4. Das Rechensymbol des Logarithmierens dient dabei (vgl. 6.3.2.)
zugleich als Zahlensymbol fir den Logarithmuswert. :

9#
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logs 2 = logs 2

Rechenzeichen Zahlzeichen

gelesen: ,,Bestimme den | Ergebnis: | gelesen:,,Dieirrationale

Logarithmus Zahl Logarith-
von 2 zur mus von 2 zur
Basis 5! Basis 5.

S. Die irrationalen Logarithmen sind in der Dezimalschreibweise eben-
falls (vgl. 6.3.2.) nichtperiodische unendliche Dezimalzahlen, die sich
durch rationale Zahlen beliebig annihern lassen.

BEISPIEL
log;o 105 = 2,0211893 --- a5 2,0212

6. Dementsprechend sind auch den irrationalen Logarithmen auf der
Zahlengeraden Punkte zugeordnet, die zwischen denjenigen Punkten
liegen, die die Bilder rationaler oder algebraisch-irrationaler Zahlen
(vgl. 6.3.2.) sind? (Auf einen Beweis dieser und der unter 5. notierten
Behauptung muB3 im Rahmen dieses Buches verzichtet werden).

6.4.2. Logarithmensysteme

Die Logarithmen zu ein und derselben Basis faBt man zu einem Log-
arithmensystem zusammen. Voraussetzung ist dabei, daB zu einem
gewissen Bereich aus der Menge der reellen Zahlen als Logarithmanden
(z.B. zu den positiven) ohne Ausnahmen reclle Logarithmenwerte
existieren und umgékehrt. Anderenfalls sind die Logarithmen nicht de-
finiert.

Satz 1: Logarithmensysteme

a) mit negativen Basen,
b) mit der Basis 0,

c) mit der Basis 1

sind nicht definiert.

BEISPIELE
zu a) log_, 2 3 b, denn (—2)° 5 2 fiir reelle b
zu b) logy ¢ & b, denn 0% 5= ¢, sondern 0° = 0 fiir 5> 0
zu ¢) log, ¢ % b, denn 1° 3 ¢, sondern 1° = 1 fiir alle b
[zu b) und ) vgl. 6.2.4.1.]
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Satz 2: Logarithmen mit.

a) negaliveri Logarithmanden,
b) dem Logarithmanden 0
sind nicht definiert.

BEISPIELE

zu a) log, (—16) =% b, denn 4° == —16 fiir reelle b
zu b) log, 0 % b, denn a® % 0 fiir @ 4= 0 und alle b

Satz 3:
lz Zu log, ¢ = b gehdren demnach als Variabilitéitsbereiche:
(6":1 fur a der Bereich der positiven Zahlen (a ¥ 1),
4.1) fir b der Bereich der rationalen und transzendent-irratio-
nalen Zahlen,
far ¢ der Bereich, der positiven Zahlen.
Im einzelnen gilt:
a 0<a<1 1<a
c|l <l |=1[>1[|<1|=1|>1
b|>0]|=0]|<0|<0|=0]|>0
BEISPIELE

1

1 o -
a=9; c¢=3; b=loge 3=?; denn 9T=V9=3

a=29; c ! b=1lo ! 2; d 9-2 !
=9; =—;b= — = —2; denn 92 = —_
) T 81

2| -

1 1\-3
a=—; c= 64; b=1log, 64 = —3; denn (—) =43=64
4 ry 4
1 1 b 1 1 2 4 1\2 1
a:—; c=—; = |0 -— ; n — = e—
2 16 T3 en (4) 16
Beachte:

Sollen die in Satz 1 bis 3 festgelegten Beschriankungen der Variabili-

- titsbereiche fallen gelassen werden, so ist es nétig, den Bereich der
reellen Zahlen zum Bereich der komplexen Zahlen zu erweitern (vgl.
Abschnitt 7.).
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Satz 4:
Logarithmuswerte zu ein und demselben Logarithman-

den ¢ in verschiedenen Logarithmensystemen, z.B. mit
den Basen # und v, lassen sich mit Hilfe eines kon-
stanten Umrechnungsfaktors (des - Moduls) ineinander
umrechnen:

1
log, v

log, ¢ = log, ¢ -

|
Modul

Beweis: ¢ = v'% (vgl.6.4.1.)
Beiderseits logarithmiert zur Basis u:
log, ¢ = log, v'°%¢ = log, c - log, v (vgl. 6.4.3.)

log, ¢ = log, ¢*

log, v
BEISPIELE
l.u=2; v=4; c=16
1
Modulu—»v:logz4=-i-
loyl6=(logzl6)-i=4-i=2
2 2 =

2.u=10; v=4; c=50
1 1

Modul ¥ - v: =
logm 4 0,60206 ...

: 1
1084 50 = (0810 50)- e = 169897 ... - o e ™

~N—r2,8

Beachte:

1. DaB das Logarithmieren beider Seiten einer Gleichung zur glei-
chen Basis, das oben durchgefiihrt wurde, eine dquivalente Um-
formung (vgl. 9.7.7.) ist, bedarf an sich eines Beweises, auf den aber
hier verzichtet wird.
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2.| log,1=0 I

Beweis: a® = 1 fir jedes a im Variabilitatsbereich (vgl. 6.2.2.)

» (=]

Beweis: a® = a fiir jedes a im Variabilititsbereich (vgl. 6.2.2.)

4. Besondere praktische Bedeutung haben drei Logarithmensysteme:
a) zur Basis 10: Zehner-, dekadisches oder BRIGGSsches Logarithmen-
system

Besonderes Symbol:

b) zur transzendent-irrationalen EuLERschen Zahl e = 2,71828..
als Basis: natiirliches Logarithmensystem

Besonderes Symbol: | logec =Inc

¢) zur Basis 2: dyadisches oder biniires Logarithmensystem

Besonderes Symbol:

6.4.3.  Logarithmengesetze

Zu den Variabilititsbereichen der in diesem Abschnitt verwendeten
Variablen vgl. 6.4.2. Satz 3.

Gesetz 1:

Der Logarithmus eines Produktes ist gleich der Summe der Log-
arithmen der Faktoren:

log, (cy * ¢2) = log, ¢; + log, ¢,

Beweis: ¢; = @'°%¢1; ¢, = q'*8s
Multipliziert: ¢; * ¢, = g'°%s¢1* 1°8a€s
Andererseits: ¢; * ¢, = @'°%s(1°<¥ (vgl. 6.4.1.)
Daraus folgt: g'°8e1+ 198scs — glosa(c1-cs)

und: log, (¢, * ¢32) = log, ¢y + log, ¢z
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Gesetz 2:

Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich der Differenz der
Logarithmen des Dividenden und des Divisors:

C
log, — = logse; — logac,
C2

Der Beweis erfolgt analog zu dem von Gesetz 1.

Gesetz 3:

Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem mit dem Exponenten
multiplizierten Logarithmus der Basis:

log,c” = n - log,c

Beweis: ¢ = g'%%¢
Potenziert mit n: ¢" = (q'°%°)" = g"1°%s¢
Andererseits: ¢ = g% (vgl. 6.4.1.)
Daraus folgt:  @'"%<” = g""lotc
und: log.,c” = n - log.c

1
Gesetz 3 gilt auch fiir gebrochene Exponenten n = — (vgl. 6.3.6.).
p

Daraus folgt
Gesetz 4:

Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich dem durch den Wurzel-
exponenten geteilten Logarithmus des Radikanden:

P 1
log, Vc= ;-log.c

BEISPIELE
1.log, 512 =log, (8-64) =log, 8 + log, 64 =3+ 6=9
denn: 2% = 23+6 — 23.26 — 8- 64 = 512 o
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3125 .
2.logs 25 = logs 25 logs 3125 — logs 125 =5 —3 =2

53 3125
denn: 52 =5%3= —=——=25
53 125
3.l083 729 =log3 27> = 2-10g327=2:3=§

denn:3°=3*"2=(3)2=272="729
— 1 |
4, ]0810 100 = 10810 VIOOOOOO = Tloglo 1000000 = ? c6=2

1 1 P —
denn: 102 = 10°"3 = (10)3 = }/1000000 =
Zusammenfassung:

Die Logarithmengesetze entsprechen vollig den Potenzgesetzen (vgl.
6.2.1.2.). Auch sie fithren eine Rechenoperation auf die entsprechende
der ndchstniederen Stufe zuriick.

6.4.4. Exponentialgleichungen

Zu den Exponentialgleichungen gehdren Bestimmungsgleichungen,
bei denen die Unbekannte im Exponenten einer Potenz vorkommt. Sie
werden durch Logarithmieren gelost.

BEISPIELE
4-3*= 324
3*= 81
x = log; 81
x=4
105%+2 — 33 = 105~ 1
105%+2 — 105% = 33 x=?(lgl —1g3)
10%%(102 — 1) = 33 1
x ~ —+(—0,4771)
105 = — 5
x~ —0,0954
l —_—
5x=1g 3 (Naherungslosung)
_ 1 I 1
¥=3E3

(genaue Losung)
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6.4.5. Dekadisches Legarithmensystem
6.4.5.1. Kennzahl und Mantisse

Im dekadischen Logarithmensystem steht die Grifenordnung der
Logarithmanden N (Numeri) in einer einfachen Beziehung zur Grifle
der jeweiligen Logarithmuswerte 1g N (Logarithmen).

N | 0,001... bis ~ | 0,01... bis0,09... | 0,1... bis 0,9...
0,009...

0,001 0,01 0,1 1

-3 -2 -1 0
1gN| =2, ... —1,... —0,...

=0,..—3 =0,..—2 =0,..-1
N | 1,...bis 9, | 10, ... bis 99, ... |]00,...bis999,... | 1000, ...
10 100 1000

()} 1 2 3
lgNI 0, ... | 1, .. | 2, ... | 3, ..
Regel 1:

Numeri mit gleicher Folge zihlender Ziffern ergeben bei verschie-
dener GroBenordnung Logarithmuswerte, die sich nur um Ganze
unterscheiden.

BEISPIELE
1g 3,84 = 0,5843...
' . 3,84
1g 3840 = 1g (3,84 - 1000) = 10,0384 = lgm =
=1g 3,84 4 1g 1000 = =1g3,84 —Ig 100 =
=0,5843... + 3 = =0,5843... — 2=
= 3,5843... (= —1,4156...)

Fachbezeichnungen:

Die Logarithmen, die zu Logarithmanden 1 < N <10 gehoren,
heiBen die Mantissen. Die Ganzen, um die sich die Logarithmen far
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0 N<L1 oder*N=10 von der Mantisse unterscheiden, heiBen
die Kennzahlen.

Beachte:

1. Die Mantissen sind Zahlen in den Grenzen 0 S IgN <1 (gN=
=0,..).

2. Die Kennzahlen umfassen den Bereich der ganzen Zahlen.

3. Negative Logarithmuswerte werden meist in der Differenzform

0, ... —|k| geschrieben, um die Kennzahl k& deutlich erkennen zu
lassen.
BEISPIELE
1§23 = 1,3617 ... = 1 40,3617 ... | 1g 0,0073 = —2,1366 ... =
-l- =0,8633... — 3
Mantisse «———|
Kennzahl
Regel 2:

Nach 6.4.2. Satz 3 gilt fir Numerus N und Kennzahl k:
N=1 «— k=0
0K N1 «— k<O

Regel 3:

Die positive Kennzahl ist um 1 Aleiner als die Anzahl der Srellen
des Numerus vor dem Komma.

Der Betrag der negativen Kennzahl ist um 1 grofer als die Anzahl
der Nullen des Numerus unmittelbar hinter dem Komma.

BEISPIELE

1g 6,5 = 0,8129 ...
18 273,5 = 2,4370 ...

180,72 = 0,8573 ... —1
1g 0,00054 = 0,7324 ... —4

Zusammenfassung: Es entsprechen einander beim
Numerus | Logarithmus

GroBenordnung Kennzahl
Ziffernfolge Mantisse
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6.4.5.2. Logarithmentafeln

In den Tafeln der dekadischen Logarithmen werden zu den Ziffern-
folgen der Numeri nur die Dezimalstellen der Mantissen der zugehorigen
Logarithmen tabelliert. Die Kennzahlen sind entsprechend der GroB8en-
ordnung des Numerus jeweils zu ergdnzen. Die tabellierten Dezimal-
stellen der Mantissen sind auf 4, 5, 7, ... Stellen gerundet; je nach-
dem unterscheidet man vier-, fiinf-, sieben-, ... stellige Tafeln. Die An-
zahl der Ziffern der Ziffernfolge richtet sich nach der Anzahl der tabel-
lierten Dezimalstellen; sie ist stets um 1 kleiner als diese. Anordnung
und Gebrauch entsprechen den Potenztafeln (vgl. 6.3.3.).

Auszug aus einer Tafel vierstelliger dekadischer Logarithmen

IgN letzte zdhlende Ziffer von N
N o1 [2[3[a[sTe[1[s]o>s

orste 62 | 7924 | 7931 | 7938 | 7945 | 7952 | 7959 | 7966 | 7973 | 7980 | 7987
::";"' 63 | 7993 | 8000 | 8007 | 8014 | 8021 | 8028 | 8035 | 8041 | 8048 | 8055

ende
Ziffern —
von N auf .4 Ziffern gerundete Dezimalstellen der Mantisse von Ig N
BEISPIELE

N->IgN . IgN—>N

Einfaches Ig 63400 = 4,8021 Ig x = 3,8055

Ablesen = x = 6390

Mit Inter- | 1g 0,063079 ~ Ig x = 0,8040 — 4

polieren A 1g 0,06308 = 0,7999 — 2 x = 0,0006368
Beachte:

Obwohl mit Hilfe der Tafel nur Niherungswerte bestimmt werden
konnen, schreibt man = und nicht ~s.

6.4.6. Logarithmen als Rechenhilfsmittel

Die Logarithmen sind auf Grund der Potenz- bzw. Logarithmen-
gesetze (vgl. 6.2.1.2. bzw. 6.4.3.) im Vergleich zu ihren Numeri stets
durch die entsprechende Rechenoperation der nichstniederen Stufe
verknipft.
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Wird deshalb statt mit den Zahlen @ und b mit ihren Logayit.

Ig a und 1g b gerechnet, so ergibt sich als Vorteil das Rechnen it
nichst einfacheren Rechenart.

BEISPIEL
Ubergang zu den Logarithmen
—_—
Aufgabe: x = 357-926 | lgx =1g (357 - 926) Berechnun
Ig x = 1g 357 + 1g 926 als Ig x

= 2,5527 + 2,9666

x =330600 |« — 55193

Ubergang zum Numerus x

Beachte:

1. Logarithmische Rechnungen werden zweckmiBig unter Verwendun;g
eines ubersichtlichen Rechenschemas durchgefiihrt.

2. Vorher wird ein runder Ndherungswert des Ergebnisses durct
Uberschlagen im Kopf mit zweckmiBig vereinfachten Ausgangs
werten bestimmt. -

3. Addieren und Subtrahieren kann stufenmiBig nicht weiter ver
einfacht werden.

Additionen und Subtraktionen konnen logarithmisch nicht
durchgefiihrt werden.

Es verbleiben deshalb folgende 4 Grundaufgaben fir die logarithmisch
Berechnung (Zahlenbeispiele unter Benutzung einer vierstelliger
Tafel):

a) Multiplizieren: x = 0,735 - 17,4 Uberschlag:
7
N lg N xm o 20=14
0,735 08663 —1 | +
* 17,4 1,2405 +
2,1068 — 1

x | 12,79 1,1068 Ig x
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Beachte:

I. Auch die negativen Kennzahlen missen in die Rechnung cinbezogen

werden.

2. Im Ergebnis sind positive und negative Kennzahlen zusammen-

zufassen.

b) Dividieren: x = 4,16 0,0835 Uberschlag:
N IgN
XN 4:—=

"1,6191 — 1 | + 100

4,16 (0,6191) —4.1%_ 5

0,0835 09217 —2 | — 8
0,6974 + 1

x| 49,82 1,6974 Ig x

Beachte:

1. Ist der Minuend zu klein (0,6191), so daB die Subtraktion im Bereich
der positiven Zahlen nicht moglich ist, so ist er unter Verwendung
negativer Kennzahlen geeignet zu verdndern (1,6191-1). Im Schema
deshalb zundichst oben eine Zeile frei lassen!

2. Dic Subtraktion negativer Kennzahlen kann positive Werte ergeben:
—1—(=2)=—1+2=+1

3. Im Ergebnis sind die Kennzahlen zusanunenzufassen.

;) Potenzieren: x = 0,9233 Uberschlag:
N IgN ( 9 )3
=) ©
hoch3| 0,923 0,9652 — 1 -3
809 7
2,8956 — 3 1000 100
X 0,7863 0,8956 — 1 |lgx = 0,72

3eachte:

. Auch regative Kennzahlen missen multipliziert werden.
. Im Ergebnis sind positive und negative Kennzahlen zusammen-

zufassen.
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4
d) Radizieren: x = /0,0276 Uberschlag:
4 ——
| ¥ lg N sts
xx || ——=

. 2,4409 — 4 | :4 10000
V | 00276 |(0,4409 — 2) =2 _o04

— 1o

x|04075 [06102—1 |lgx

Beachte:

1. Auch die Kennzahlen (positive wie negative) missen dividiert werden
(2, ... und —4).

2. Ist die negative Kennzahl kein Vielfaches des Divisors (0, ... —2;
Divisor 4), muB sie vorher in ein solches Vielfaches verandert wer-

den (2,... —4). Iin Schema deshalb zundichst oben eine Zeile frei
lassen!

6.5. Rechenstab

Der Rechenstab kann zum Multiplizieren, Dividieren, Potenzieren und
Radizieren anstelle der Logarithmentafel als Rechenhilfsmittel benutzt
werden. Der normale 25-cm-Srab erreicht dabei etwa diec Genauigkeit
einer vierstelligen Logarithmentafel.

6.5.1.  Aufbau des Stabes

Der Stab besteht aus

a) einem festen Grundteil, dem Stabkérper,
b)einem beweglichen Mittelteil, der Zunge,
c) einem ebenfalls beweglichen durchsichtigen Aufsatz, dem Liufer.

Lauferstrich
—
[ A L | ———Laufer
111 1
e ———2unge
H T ' !
L' ; ! —‘?‘ Korper
r R B —
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Der Liufer trigt einen senkrecht zum Stab verlaufenden Strich. Dieser

dient

a) zum Markieren oder Festhalten einzelncr Skalenpunkte,

b)zum Verbinden senkrecht bereinander liegender Punkte ver-
schiedener Skalen.

\
Beachte:

1. Es gibt Rechenstibe verschiedener Léinge. Je groBer der Stab, desto
weitergehend ist die Skalenunterteilung und desto gréBer ist die Ah-
lesegenauigkeit. Im folgenden wird der 25-cm-Stab zugrundec gelegt.

2.Es gibt Rechenstibe verschiedener Systeme mit verschiedenen
Spezialskalen. Allen Systemen sind die fanf Grundskalen A, B, C,
D und CI gemeinsam.

3. A- und B-Skale bzw. C- und D-Skale stimmen jeweils vdllig iiberein.

6.5.2.  A-und B-Skale

Werden auf dem Zahlenstrahl die Logarithmen der positiven ganzen
Zahlen und ihrer dezimalen Tcile dergestalt markiert,daB die Bildpunkte
nicht mit ihrer eigentlichen Bedeutung Ig », sondern mit dem Numerus
N bezeichnet werden, so ergeben sich die logarithmischen Skalen des
Rechenstabs.

Zohenstranl JURUKE w0 B A % _

{linear) )
lof g2 lg3lgllg5 gl 20 g0 [g50 9100 [g200
A
a’l ISE b b : :ﬁ 4 4 + +
. 1 2345 0 20040 W 200
Beachte:

1. Das Bild der Skale wiederholt sich in Ze/nerpotenzabschnitten.
{ 2 J Af.?'b'?ﬂ!)l‘ﬂ 20 0580 810

2

] W 30 L0%060 600
00 20 a0 i w0 A i
=500 700 320

P 2070 3 606"
S0 00900

Begriindung:
1g(5-10"=1g5+1g10"=1Ig5+n-lgl0=n+1g5
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2. Die A-B-Skalen enthalten je zwei solcher Abschnitte: 1 bis 10 und

10 bis 100.

3. Die markierten Zwischenstriche liegen infolge der UngleichmaBigkeit
der logarithmischen Skale in den verschiedenen Teilintervallen
verschieden dicht und haben unterschiedliche Bedeutung. Die Ablese-

genauigkeit ist daher auch verschieden.

A-B-Skale des 25-cm-Rechenstabes

Bereich Abstand der Zwischenstriche Schitzen bis auf
1.2 0,02 = ! 0,005 = !
2= 005 = 2%
2.5 0,05 = ! 0,01 = !
; T 20 T 100
510 0,1 = ! 0,02 = !
T Tt TS0

Die bewegliche Zunge ermdglicht, die grafische Addition bzw. Sub-
traktion (vgl. 2.2.3.) der Logarithmenwerte mechanisch auszufihren.
Das bedeutet nach den Logarithmengesetzen eine Multiplikation bzw.
Division der am Stab notierten Numeri.
a) Multiplikation:
BEISPIEL

x=1755-473~ 357 (gx=1g7,55+ 1g4,73)

T Uberschlag: x~ 7:-5=35"

755 357
4-’ L 1 1 |1.L..’l” " .Tx
|8 1 C f' ) !
el
357 755 T ms
IR N W A 2
[az' ' ﬁf ﬁﬁt n'n]
L7 ki

10  Simon/Stahl, Mathemutik
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Anweisung:

Beim Multiplizieren wird 1, 10 oder 100 der Zungenskale neben
den einen Faktor auf der Korperskale gestellt und neben dem
zweiten Faktor (Zungenskale) das Ergebnis auf der Korperskale
abgelesen.

—

Beachte:

Es werden nur Ziffernfolgen abgelesen (im Beispiel: 3 — 5 — 7). Die
Grifenordnung (Stellung des Kommas) muB durch Uberschlag im Kopf
bestimmt werden.

b) Division:
BEISPIEL .
x=66,5:7,42~ 8,9 (Igx=1g66,5 —1g7,42)

63
Uberschlag: x ~ - = 9

8-3 665 8-9
o SN | B N U
[gi T Y s
742
Anweisung:

Beim Dividieren wird neben den Dividenden (Korperskale) der
Divisor (Zungenskale) gestelit und neben 1, 10 oder 100 der
Zungenskale das Ergebnis auf der Korperskale abgelesen.

6.5.3. C- und D-Skale

Die C-D-Skalen des Rechenstabes enthalten je nur einen Grundabschnitt,
diesen aber mit doppelt so grofer Einheit wie auf den A-B-Skalen.
Dadurch wird die Genauigkeit der Ablesung gesteigert.

Grundobschnitt | Grundabschnitt I
|4 ~ |
B 7 2 3 L567890 A X L6 O
l 2 i 4 3 § 7686390
I —1

einziger E;anabschnilt
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C-D-Skale des 25-cm-Rechenstabes

Bercich Abstand der Zwischenstriche Schitzen bis auf
1..2 0,01 = 1 0,002 = !
T 100 T T 7500
2.4 0,02 = ! 0,005 = !
T 50 T 200
1 1
Beachte:

1. Die fir das Multiplizieren und Dividieren mit den A-B-Skalen
gegebenen Anweisungen (s. 6.5.2.) bleiben auch fir das Arbeiten
mit den C-D-Skalen giiltig.

2. Da der 2. Grundabschnitt fehlt, kann beim Multiplizieren mit den
C-D-Skalen der Zungenriickschlag notig werden.

BEISPIEL
x=57,5-0,37~ 21,3 Uberschlag: x~ 50+0,4 = 20

Jungenriickschlag 37
£ 2 3 14
2! 2 3 1 ] Is’ 7839R ‘ l
575 ?
37
leg RN NETITE
T T T T T T T T T

la’ ?i 3 405 15 7 6910 ]

2°1-3 57-5

Um die 10 der Zunge neben den ersten Faktoren 5 — 7 — 5 zu stellen,
ist cs notig, die Zunge nach links durchzuschieben (Zungenriickschlag).

10*
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6.5.4. CI-Skale

Ein Zungenrickschlag kann beim Dividieren niemals auftreten.

Die geeignetste Rechenoperation fiir den Rechenstab ist die Division.

Jede Multiplikation kann auf eine Division zuriickgefihrt werden, wenn
das Reziproke des einen Faktors als Divisor verwendet wird:

1
a-b=a:—
b
Die CI-Skale (Invers- oder Reziprokskale; lies C-i-Skale) enthilt
die Logarithmen der zehnfachen Reziprokwerte der Zahlen eines Grund-

abschnittes; sie liegt in Zungenmitte.

¢ g% !

{ 3
ICIC R B B

PR

2 I

(X

ovsez e 5 4
Beachte:

10
1. Auch diese Skale ist nicht mit den eigentlichen Werten Ig —, sondern
mit N beschriftet. N
2. Die CI-Skale ist eine umgekehrte C-D-Skale.

lg (lg5)
___________________ .'
o998 76 5 ¢ 3/ 2 !
77 AR EEREL
O T — -
3 lglﬂ -1

Begriindung:
lg—&:lg 10—-IgN
N
BEISPIEL

10
lg—5—=lg 10—1g5
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Anwendung:

Mit Hilfe der D- und CI-Skalen werden Multiplikationen als Divisionen
ausgefihrt. Zur Verbindung beider Skalen wird dabei der ‘ Laufer-
strich benutzt.

BEISPIEL
1
=482 =482 —
x=4,82- 0,084 = 4,82: -~ 0,405

1
lgx =lg4,82 — Ig——
(“ g g0,034)
8 4
Ub hlag: S5e—=___=04
erschlag:x~ 5+ oo = -

[” " T
4-05 482

Anweisung:

Beim Multiplizieren mit der D- und CI-Skale wird der eine Faktor
auf der CI-Skale neben den anderen Faktor auf der D-Skale gestelit
und neben 1 oder 10 der ClI-Skalc das Ergebnis auf der D-Skale ab-
gelesen.

Grundregel zur Skalenbenutzung:

Multiplizieren: D und CI
Dividieren: D und C bzw. A und B

6.5.5. Quadrate und Quadratwurzeln

Da die Einheiten der C-D-Skalen und der A-B-Skalen im Verhiltnis
2: 1 stehen, folgt:

T
IgN=21gN=IgN? \
auf D auf A
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Der Liuferstrich verbindet also stets

auf A: N2 M
auf D: N VM
BEISPIELE
x=0,6322~ 0,40 Uberschlag:
T . 6\ 36
ch—)=——=q%
10 100
4-0
IA { 1 1 1 1 1.2 131 1 1 I i nlqa J
[o7 i T R
5-3-2
x= Y715 = V7,15-10* ~ 26,7 Uberschlag:
x~ Y729 =27
x = }/0,0072 = }/72-10* ~ 0,085 Uberschlag:
64 8
. =—=10,08
wa&mm 100
715 7'-2
g . e |
Io i L) T T T T T T $l ‘]b l
267 &5
Beachte:

Beim Radizieren sind die Radikanden durch Abspalten von Zehner-
potenzen mit geradzahligen Exponenten auf Zahlen zwischen 1 und 100

zu bringen:

x=VR-10* mit 1< R< 100
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Dann muB die Ziffernfolge von R auf der A-Skale im entsprechenden
Grundabschnitt aufgesucht werden. E

6.5.6. Marken =, C, C, und der Liufer mit Nebenstrichen

Alle Stibe enthalten auf den vier Grundskalen die Marke =. Sie wird
zur Berechnung der Linge des Kreisumfangs aus der Lange des Dur clz-
messers d und umgekehrt verwendet.

Die Marken C und C, auf der C-Skale dienen zur Berechnung des Inhalts
der Kreisfliche aus der Liange des Durchmessers und umgekehrt:

d? d 2 d
A__ dz_.—= —_— =(— mit —_—
4 4 4 C
™ T

Anweisung:

C (C-Skale) neben Durchmesserlinge auf D-Skale stellen und
neben 1, 10 oder 100 der B-Skale den Flicheninhalt auf der A-Skale
ablesen.

BEISPIEL
3
d=12; A= 40,7 Uberschlag:Am?z-TN 36
4-?-7
Ao ]
RN 0
[ ? 1 1
2T T T LI '1' T l
7-2
Umkehrung:
d=Ya4-c
Anweisung:

1 der B-Skale neber; den Flicheninhalt auf der A-Skale stellen
und neben C (C-Skale) auf der D-Skale die Durchmesserlinge
ablesen.
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BEISPIEL
A=7240="T72,4-10%>; d~96

4-70- 102 —_—
Uberschlag: d~ V—3— ~ }/90-10% ~ 90

0w
T
0 | L 11111[5—1
3-5

Beachte:

Auf der C-Skale ist eine weitere Marke C, angebracht. Mit ihr kann
genauso wie mit C gearbeitet werden, wenn auf der B-Skale die 10 (statt
der 1) benutzt wird.

Die Losung des letzten Beispiels unter Verwendung von C; und 10
zeigt das nachstehende Bild.

72
R I B
A e
[“9 . .
ﬂl T 1§ T L] ll'ib |
’ s

Das Entscheidende bei den Marken C und C; ist der Abstand a gegen-
Gber der 1 bzw. der 10 auf der B-Skale.

q '

8
c

fo—
Q-

Beim heute am meisten verbreiteten Liufer mit zwei Nebenstrichen ist
dieser Abstand a rechts und links vom Lauferstrich durch zwei weitere
Striche markiert. Dann sind die Festmarken C und C, uberflissig, da
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jetzt ohne Zuhilfenahme der Zunge die Kreisberechnungen mit A- und
D-Skale und mit dem mit zwei Nebenstrichen versehenen Liufer gelost
werden konnen.

Anweisung:

Hauptstrich auf Durchmesserlinge (D-Skale) stellen und unter
linkem Nebenstrich den Flicheninhalt auf der A-Skale ablesen.
Umkehrung: Hauptstrich auf Flicheninhalt (A-Skale) stellen
und unter rechtem Nebenstrich die Durchmesserlinge auf der
D-Skale ablesen.

-—

BEISPIELE
3
d=225; A~ 397 Uberschlag: 4~ 202 7= 300

0,70- 4

A=072; d~ 0,95 Uberschlag:dwl/ ~ /0,909
397 72
| {
h! R A I A e T
[ |
| T I T T T T T l
o ' 5]




7. Komplexe Zahlen

7.1. Begriff der komplexen Zahl

7.1.1,  Einfiihrung der komplexen Zahlen

Der Bereich der reellen Zahlen weist insofern eine Unzulinglichkeit auf,
als gewisse Aufgaben (vgl. 6.3.4.3., 6.4.2., 9.2.2.) nicht l6sbar sind.
Selbst eine so einfache Gleichung wie x2 4- 4 = 0 hat keine Losung.
Denn die im Verlauf der dquivalenten Umformungen sich ergebende
Quadratwurzel aus einem negativen Radikanden existiert bekanntlich
* im Bereich der reellen Zahlen nicht (vgl. Definition der Wurzel in
6.3.1.).

Solche Aufgaben werden dadurch losbar, daB der Zahlenbereich der
reellen Zahlen zum Zahlenbereich der komplexen Zahlen erweitert wird.
Das geschieht durch folgende Festsetzungen:

1. Es wird eine Zahl i hinzugenommen, die definiert ist durch

2. i heiBt die imaginiire Einheit, die Vielfachen davon heiflen imaginiire
Zahlen.

BEISPIELE
- i 1 —
5.2i; —2i; %Ve; —%l/ﬁ; ai; - 5 bis i Vics

—i VH (a, b, c: reelle Zahlen)

3. Die imaginire Einheit i ist eine Zahl. Deshalb wird vereinbart, daf3
im Sinne des Permanenzprinzips die fiir reelle Zahlen geltenden
Festlegungen und Gesetze hinsichtlich der vier Grundrechenarten
und des Potenzierens mit ganzzahligen Exponenten ihre Giiltigkeit
behalten sollen.
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BEISPIELE

a) mi+ ni=(m+ n)i gi+ V3i=(4+V3)i
(m, nreell)

b) m - (ni) = (m - n)i 1 = s
(m, nreell) 2 10)5i=5Vs5i

¢) Far die Potenzen i" der imagindren Einheit i ergibt sich bei ganz-
zahligen Exponenten n eine Wiederholung im Viererrhythmus.

i* =41

i4k+l s

{4k+z _ + (k=0; +1; +2; +3;..)
i = —1

43 — :

4. Bei der Ausdehnung des Potenzbegriffs auf Potenzen mit nichtganz-
zahligen Exponenten (Radizieren; vgl. 6.3.6.) ist im Bereich der
komplexen Zahlen Vorsicht geboten. Die im Bereich der reellen-
Zahlen dafur geltenden Festsetzungen und Gesetze bedirfen hier
teilweise einer Erweiterung oder Abanderung.

BEISPIEL
Es ist falsch, wenn z = i2 = —1 folgendermaBen umgeformt wird:
2=V Vi= Ve = VoD D= VA1
lz21=1; zg=41; z,=—1
Nur z, = —1 steht mit der Ausgangsbeziechung nicht in Wider-
spruch, mit z; = 41 ergibt sich der Widerspruch +1 = —1.

5. Nach Erweiterung des Bereichs der reellen Zahlen zum Bereich der
komplexen Zahlen haben bis auf gewisse Ausnahmen(z. B.x = x + 1)
alle Gleichungen Lésungen.

BEISPIEL
x2+4=0 Probe:
x?—4-(=1)=0 LQI?+4=4i2+4=
X —4i = =4-(-D+4=0
(x—2i):(x+2)=0 2.(=2i)24+4=4i2+ 4=

x;=2i; x;=-2i =4-(-1)+4=0
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6. Definition der komplexen Zahlen

Eine komplexe Zahl ist ein geordnetes Zahlenpaar [a, b] aus der
Menge der reellen Zahlen, dessen Elemente unter Einbeziehung der
imaginaren Einheit i additiv in der Form a + bi miteinander ver-
knupft sind. a heiBt der Realteil, 56 der Imaginiirteil der komplexen
Zahl,

Beachte:.

Die Definition von komplexen Zahlen ist zweckmiBig, weil in der
Rechenpraxis imagindre Zahlen meist in dieser additiven Verknup-
fung mit reellen Zahlen vorkommen.

BEISPIEL
Losung der quadratischen Gleichung x2 + 4x + 8 = 0
xy =—2+42i X, =—2—2i

7. In der Menge der komplexen Zahlen sind mit 5= 0 die reellen
Zahlen als Teilmenge und mit @ = 0 die imaginaren Zahlen als Teil-
menge enthalten. Erstere konnen daher auch als alle Zahlenpaare
[a, 0], letztere als alle Zahlenpaare [0, ] aus der Menge der kom-
plexen Zahlen erklirt werden. Die imagindre Einheit i ist dann
durch das Zahlenpaar [0; 1] gegeben.

7.1.2. Grundlegende Eigenschaften komplexer Zahlen

1. Zwei komplexe Zahlen a + bi und ¢ + di sollen genau dann gleich
sein, wenn a = c und b = d gilt.

2. Zwischen zwei komplexen Zahlen a + bi und ¢ + di besteht stets
eine und nur eine der beiden Beziehungen a + bi = ¢ + di oder
a + bi # ¢ + di. Hingegen entbehrér_l die Zeichen > und < hier ihrer
Berechtigung; es gibt keine GrioBer-Kleiner-Beziehung bei komplexen
Zahlen, d. h., die Menge der komplexen Zahlen ist nicht geordnet.

3. Zwei komplexe Zahlen a + bi und ¢+ dimit c=aund d= —b
heiBen konjugiert komplex:

a-+bi und a— bi

4. Zwei komplexe Zahlen g + bi und ¢ + dimitc = —aund d=.—b
" heiBen entgegengesetzt:

a+bi und —a— bi
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5. |la + bi| = ]/az + b2 heiBt der Betrag der komplexen Zahl a + bi.

Beachte:

Zwei konjugiert komplexe Zahlen haben stets denselben Betrag,
ebenso zwei entgegengesetzte komplexe Zahlen.

6. Der Bereich der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen, d. h.,
werden die Rechenoperationen der ersten bis dritten Stufe auf
komplexe Zahlen angewendet, so liegen die Ergebnisse stets wieder *
im Bereich der komplexen Zahlen. (Auf einen Beweis dieser wichtigen
Tatsache muB im Rahmen dieses Buches verzichtet werden.)

7.1.3. Gaufische Zahlenebene

Wird in einer Ebene ein kartesisches Koordinatensystem festgelegt,
so kann jeder komplexen Zahl a + bi eineindeutig der Punkt P(a; b)
zugeordnet werden, wobei der Realteil a der Abszisse, der Imagindrteil b
der Ordinate des Punktes entspricht. Dementsprechend heiBt die
Abszissenachse hierbei reelle Achse, die Ordinatenachse jetzt imaginiire
Achse. Die Menge der komplexen Zahlen wird dabei in die Menge aller
Punkte dieser Ebene abgebildet. Diese heit GauBsche Zahlenebene
(KARL FRIEDRICH GAuss, 1777 bis 1855; deutscher Mathematiker).

i a+bl

2i+

= 1 1 7 ¢
-1+

Beachte:

1. Die Teilmenge der reellen Zahlen a 4 Oi wird in die Punkte der
reellen Achse abgebildet, die deshalb die im Bereich der reellen
Zahlen benutzte Zahlengerade darstellt (vgl. 6.3.2.).

2. Die Teilmenge der imaginaren Zahlen 0 + bi wird entsprechend in
die Punkte der imaginaren Achse abgebildet.
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Wird der Punkt P(a; b) durch Polarkoordination r und ¢ festgeiegt
(vgl. 14.2.1.), so gilt

o a+bl

= —; 1 * a
-it

r=Va?+ b* = |a + bi|
a=r-cosp = Ja?+ b*: cos p;

b=r-sing = Va? + b%-sing;

b
— =tang
a

Die dem Punkt P zugeordnete komplexe Zahl kann deshalb in zwei
Formen wiedergegeben werden.

a+ bi=r-(cosp + ising)
allgemeine goniometrische
Form der komplexen Zahl

Beachte:

1. Beide Darstellungsformen sind gleichwertig.

2. Die Umrechnung der einen in die andere Form ist mit den oben
genannten Beziehungen méglich.

3. Fiir gewisse Betrachtungen (z. B. beim Radizieren) ist dabei zu be-
achten, daB das Argument ¢ der komplexen Zahl wegen der Periodizi-
tit der Winkelfunktionen (vgl. 16.1.9.2.) nicht eindeutig festliegt.

4. Welche der beiden Darstellungsformen beim Rechnen mit komplexen
Zahlen die praktischere ist, muB von Fall zu Fall entschieden werden
(vgl. 7.2.)
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BEISPIELE
a) =3 +4i=r(cosp+ising) r=)(=32+4=5
sin¢p=%=0,8
. P~ 1269° L k-360° (k=0,1,2...)
Cosp = —?= —0,6

—3 4 dins 5+ [cos (126,9° + k- 360°) + i sin (126,9° + k - 360°)]
k=0,1,2..)

b) V3 (cos 300° + i sin 300°) = }/3 (cos 60° — i sin 60°) =

=1/5-%— Vg--%vg-i=—;-l/§—%i§0,866—l,Si

7.2. Rechenoperationen erster bis dritter Stufe mit komplexen
Zahlen

Fir die Grundrechenarten wird vereinbart, daB die komplexen Zahlen
als ein Binom aufgefaBt und alle Rechengesetze fiir das Rechnen mit
reellen Zahlen beim Rechnen mit komplexen Zahlen Giltigkeit behalten
sollen.

7.2.1.  Rechenoperationen erster Stufe
@+b)t(c+d)y=a+bitctdi=@+o)+G+d)i
BEISPIELE
a)(3,5—6i) +(—8,3+10i))=(3,5—8,3)+(—6+10)i=
=—48+44i b) (%-i— Vi'i)—(%— V§~i)=
1 3 = I 1 T
=(———)+(V2+V3)i=——+(1/2+ 13)i
2 4 4
Beachte:
1. (a + bi) + (@ — bi) = 2a; (a + bi) — (a — bi) = 2bi

Die Summe zweier konjugierter komplexer Zahlen ist reell, die Diffe-
renz imaginar.
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2.(a + bi) + (—a — bi) = 0; (a4 bi) — (—a — bi) = 2(a + bi)

Die Summe zweier entgegengesetzter komplexer Zahlen ist Null,
die Differenz gleich dem doppelten Minuenden.

7.2.2. Rechenoperationen zweiter Stufe in allgemeiner Form
1. Bei der Multiplikation wird das Distributionsgesetz angewendet und
beachtet, daB laut Definition i2 = —1 gilt:
(a + bi) - (c + di) = ac + bci + adi + bdi2 =
= (ac — bd) + (bc + ad) i
BEISPIEL

@+12i)-(5—V2i)=[2-5-V2- (-12)] +
+[V2-5+2-(=V2)]i=12+3V2i

Beachte: .

@+ bi)- (@ — bi) = a® + abi — abi — b%i? = a? + b?

Das Produkt zweier konjugiert komplexer Zahlen ist gleich dem
Quadrat des Betrags eines Faktors, also reell.

2. Die Divisionsaufgabe zweier komplexer Zahlen wird in Form eines
_ Bruches geschrieben. Dann kann durch Erweitern mit der konjugiert
komplexen Zahl zum Nenner stets erreicht werden, daB dieser reell
wird (s. 0.). Damit ist die Division komplexer Zahlen auf eine Multi-
plikation komplexer Zahlen zuriickgefiihrt.

a+bi _ (a+bi)(c—di) (a+bi)c—di)

ct+di (c+dic—d)  2+d>
__(ac+bd)  bc—ad
Texa T Etar

(a+bi):(c+di)=

BEISPIEL
3+4,51  (3+4,5)(—2+05) —6—2,25 —9+1,5.
—2—0,5i (—2—0,5)(—2+0,5) 440,25 440,25
8,25 75 . 33 30 .
= —_—— = — — — —1]

4,25 4,25 17 17
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7.2.3. Rechenoperationen zweiter Stufe in goniometrischer
Form

Bei den Rechenarten 2. Stufe ist es von Vorteil, die komplexen Zahlen
in die goniometrische Form zu bringen und damit unter Verwendung
der Additionstheoreme (vgl. 16 3.1.) zu rechnen.

1. Multiplikation: .
ri(cos @y + ising,) - ra(cos @, + ising,) =
= ryr; [(cos @; cos @, — sin @, sin @;) 4 (cos @, sin @, +
-+ sin @, cos @) i] = ryrylcos (@, + @2) + isin(py + @2)]
2. Division:
ricos@, +ising,)  ri(cosg, + ising,) (cosp, —ising,y)
ry(cosp; +ising;)  ra(cos @, + isin@,) (cos @, — isin@,)

_n (cos@; cos@, 1 sing, sing;) + (cosg, sing, — sing; cos ¢;)i _
s cos2@, +sin® g, -

= % [cos (¢y — @2) + i sin(p; — @,)]
2

Beim Multiplizieren zweier komplexer Zahlen in der goniometrischen
Form werden die Betrige multipliziert und die Argumente addiert,
beim Dividieren aber dividiert bzw. subtrahiert.

BEISPIELE

a) 3(cos 126° + i sin 126°) - %—(cos 250° 4 i sin 250°) =
= 1,5(cos 376° + i sin*376°) = 1,5(cos 16° -+ i sin 16°)

b) Stcos 85° -+ i sin 85%) : /5(cos 160° + i sin 160°) —

= i_ [cos(—75°) + isin(—75°)] = I/g(cos 285° + isin 285%) =

Vs
‘= V5(cos 75° — i sin 75°)
(vgl. 16.1.9.3.)
11 Simon/Stal.n, Mathematik
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7.2.4. Potenzieren in goniometrischer Form

Far natirliche _Exponenten wird wie im Bereich der reellen Zahlen
festgesetzt (vgl. 6.2.):

L(a+bi)°=1,

2. (a + bi)! = (a + bi)

3. (a + bi)" = (a + bi)- (a + bi)- ... (a+ bi) [n Faktoren]

Durch wiederholte Anwendung der Multiplikation in goniometrischer

Form (vgl. 7.2.3.) folgt daraus der Satz des Moivre (ABRAHAM DE
MOoIVRE, 1667 bis 1754; franzdsischer Mathematiker):

(a@ + bi)" = [r(cos @ + i sin @)]" = r"(cos np + i sin np)

Es 1aBt sich zeigen, daB der Satz von Mo1VRE nicht nur fir natiirliche
Exponenten, sondern fir beliebige reelle Exponenten Giiltigkeit hat.
Fir gebrochene Exponenten laBt sich damit das Radizieren beliebiger
(auch reeller) Zahlen in voller Aligemeinheit ausfiihren, wenn die
Periodizitit der Winkelfuhktionen beriicksichtigt wird. Das bedeutet

P
z.B.,daB simtliche Wurzeln einer Gleichung x ¢ = a (p, q ganz, a reell)
ermittelt werden konnen.

BEISPIEL
xt=—4 r=Va*+b2=V16+0=14
x*=a+bi=—440i

cos—-_4— 1; si 0—0
$=7 = "hshe=g=
@ = 180° + k- 360°

x* = —4 L 0i = 4[cos(180° 4 k - 360°) + i sin (180° 4 k - 360°)]

k=0,1,2,...

‘[ 180° 4+ k-360° | . 180°ik-360°]
cos

=47 sin
x 2 + isi m

(k=0,1,2,...)
Daraus ergeben sich folgende Losungen:
- e 1 -
fark=0: x, = J2 (cos45°+isin45°) = J/2 (7 V2 + i ]/2)=
=14i
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fark=1: x,=}2(cos 135° +isin135°) = }2 (—% V2+ i% V§)=
——1+i

fiar k=2 x3=|/2(cos225° +isin225°) = J2 (—% V2— i%l/i)=

=—1—i

_ — l‘ _ 1 _
fiir k= 3: xo= J/2(cos315° +isin315°) = |/2 (7 V2— i 1/2)=
=1—i

Die weiteren Koeffizienten k=4,5..., sowie die Verwendung des nega-
tiven Vorzeichens bei +k - 360° ergeben immer wieder dieselben vier
Losungen x, bis x4, deren Richtigkeit durch die Probe gezeigt werden
kann. Aufcine aligemeine Herleitung und Begriindung dieser Methode
des Radizierens sowie auf eine Erérterung des Logarithmierens muB
im Rahmen dieser Darstellung verzichtet werden.

7.3. Graphisches Rechnen mit komplexen Zahlen

Die Punkte der Gaussschen Zahlenebene und damit die ihnen zu-
geordneten komplexen Zahlen kénnen auch durch die Ortsvektoren im
Ursprung eindeutig festgelegt werden (vgl. 14.2.3.), die in diesem Falle
meist Zeiger genannt werden. Die Addition und Subtraktion komplexer
Zahlen 1dBt sich dann in der Gaussschen Ebene graphisch durch eine
Addition bzw. Subtraktion dieser Zeiger in vektorieller Form (vgl.
11.3.2.) durchfihren:

Durch Translation Zeiger aneinander legen, beim Addieren ZeigerfuB
an Zeigerspitze, beim Subtrahieren Zeigerspitze an Zeigerspitze.

. 55+41
=2,5+3i
-6+7 1l
75+05i
/1_1 1
-35-21 (55 + 4i)+(2-35()
~=75+05]
{-6+1)-(-35-2i)
w=25+31 1 2-351

11*
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Fiir das graphische Multiplizieren, Dividieren und Potenzieren legt man
die goniometrische Form der komplexen Zahlen zugrunde. Dann er-
streckt sich der Konstruktionsgang auf 2 Shhritte:

1. Addition, Subtraktion bzw. Vervielfachung der Winkel, die die
Zeiger mit dem positiven Teil der reellen Achse bilden.

2. Konstruktion der neuen Zeigerlinge r:
bei der Multiphikation: r =ry - ry, d. h, 1:r;=1r,:r

65+457

+

~2+151

)

(-2+151)-{-1-3i) "2 5
=65+45]
-1-3i

1:iry=rq:r

6+3¢5!

—145-165i DS

6+351 _ _qu5-185;
S350 — —qus-185i
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r
bei der Division: r = —, d.h., ra:1=r,:r (Bild S. 164 unten)
rz
beim Potenzieren durch schrittweises Multiplizieren:
r=r}, dh, lirp=r:r}
1:3=r:r
1:’(!"-1) =r.r

! 1125+ 5751

(-15+1)3= 1725 + 5751




8. Folgen und Reihen

8.1. Elementare Zahlenfolgen und -reihen

8.1.1. Grundlegende Begriffe
Definition:

Unter einer Zahlenfolge versteht man eine Funktion, deren De-
finitionsbereich die Menge oder eine Teilmenge der natiirlichen
Zahlen ist. Im ersten Fall handelt es sich um eine unendliche Zahlen-
folge, im zweiten um eine unendliche oder eine endliche Zahlen-
folge je nachdem, ob die Teilmenge unendlich oder endlich ist.

Die einzelnen Funktionswerte heiBen die Glieder der Zahlenfolge, das
erste (das meist der Zahl kK = 1 zugeordnet wird) das Anfangsglied. Die
Glieder werden im allgemeinen Fall durch Variablen mit Indizes be-
zeichnet:

Q1,Q2,Q3, -+ A, -++, Gy
D;:r Variabilititsbereich fiir a richtet sich nach der jeweiligen Art der
Zahlenfolge.

BEISPIELE

1 1
3,7, 11, ..., 415 23, =1, — — ey — ——
‘a) 9=3 -1 =3 729

b)3, —5, —13, —21, ... €) +10, —1, 40,1, —0,01, +0,001, ...
£)7,7,7,... )3,5,2,9,33,87,10

Beachte:
Die 3 Punkte bei a) bis f) sollen bedeuten, daB jedes der dort ein-
zufiigenden Glieder jeweils aus dem vorhergehenden durch additive
oder multiplikative Verkniipfung mit einer Konstanten nach dem-
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L]
selben Gesetz zu bilden ist, das aus den angegebenen ersten Gliedern
erkennbar ist.

Besondere Eigenschaften einzelner Zahlenfolgen

1

. Die Glieder kénnen mit wachsender Gliedernummer immer grofier

werden (Beispiele a, d):
(streng monoton) w.achsende Folge l ax,1 > ay furallek l

. Die Glieder kénnen mit wachsender Gliedernummer immer kleiner

werden (Beispiele b, c):
(streng monoton) fallende Folge [ a1 < ay fir alle k ]

. Die Glieder konnen alle gleich sein (Beispiel f):

konstante Folge | a1 = a furalle k ]

. Die Glieder kénnen abwechselnd grofer und kleiner werden, wobei

die Vorzeichen wechseln (Beispiel e): alternierende Folge.

. Der Definitionsbereich kann eine endliche Teilmenge der natiirlichen

Zahlen sein (begrenzte Gliederanzahl; Beispiele a, d, g): endliche Folge.

. Der Definitionsbereich kann die gesamte Menge der natiirlichen

Zahlen sein (unbegrenzte Gliederanzahl; Beispiele b, c, e, f): un-
endliche Folge.

. Die Glieder kdnnen nach einem vorgegebenen Gesetz gebildet sein

(Beispiele a bis f).

. Die Glieder konnen willkiirlich gewihite Zahlen sein (Beispiel g).

Auch in solchen Fillen kann ein Bildungsgesetz ermittelt werden,
doch reichen dazu meist elementare mathematische Mittel nicht aus.
(Solche Zahlenfolgen werden im folgenden nicht untersucht.)

8.1.2.  Allgemeines Glied

8.1.2.1. Rekursive und independente Darstellung

Eine Zahlenfolge ist durch Angabe des allgemeinen Gliedes g, mit
der beliebigen Gliedernummer k eindeutig beschrieben.
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Das kann geschehen

a) unter Zuhilfenahme des vorhergehenden Gliedes a;_, :
rekursive Darstellung von a;,

b) unter alleiniger Benutzung der Gliedernummer k und etwaiger fest
gegebener Zahlen: independente Darstellung von a;.

BEISPIEL )
. Folge der natlirlichen Zahlen: 1, 2, 3, ...

a) rekursive Darstellung: a, = a,_, + 1
b) independente Darstellung: a, = k
Will man ausdriicken, daB man nicht nur das Einzelglied a,, sondern
die gesamte Zahlenfolge meint, so wird das durch eine geschwungene
Klammer wie folgt symbolisiert:
{ax} mit a, =a,_y + 1 oder kurz {ay_, + 1}
{ax} mit a; = k‘ oder kurz {k}

Beachte:

1. {...} ist das allgemeine Symbol fir ,,Zahlenfolge ...*

2. Mit Hilfe der rekursiven Darstellung kann man ein beliebiges Glied a,
nur angeben, wenn man alle vorhergehenden Glieder ay , ..., a;_, kennt,
Bei der independenten Form ist das nicht nétig.

3. Independente und rekursive Form beschreiben jede fiir sich eine
Folge vollstindig. Der Ubergang von einer Form zur anderen ist
im aligemeinen kompliziert und nicht immer moglich.

8.1.2.2. Axiom der vollstiindigen Induktion

TIst von einer Zahlenfolge auf Grund irgendwelcher Aussagen das
Bildungsgesetz bekannt, so ist es méglich, eine Vermutung auszusprechen,
wie das allgemeine Glied lauten kdnnte. Diese Vermutung bedarf eines
Beweises. Dazu benutzt man das Axiom der vollstiindigen Induktion:

Ist eine Aussage fiir eine natiirliche Zahl a wahr und 14Bt sich
zeigen, daB, falls sie fir eine natiirliche Zahl k = a wahr ist, dieses
dann auch fiir die Zahl k + 1 zutrifft, so ist die Aussage fir jede
natiirliche Zahl n = a wahr.
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BEISPIEL

1, 3,5, 7, ... sei die Folge der ungeraden Zahlen. Man kanﬁ ver-
muten, daB das n-te Glied heiit: a, = 2n — 1

Beweis durch vollsténdige Induktion:

a)a, = 2n — 1 ergibt offenbar fir n = 1 eine wahre Aussage:
a; =1=2:1—1 (auch fiir n = 2, 3 und 4 trifft das zu).

b) Fir n= k wird die Richtigkeit der Vermutung vorausgesetzt:
ay = 2k — 1.
Fidr # = k + 1 miBte dann auf Grund dieser Vermutung gelten:
Gy =2k+1)—1=2k+1(*
Da nun jede nachfolgende Zahl dieser Folge aus der vorangehenden

durch Addition von 2 entsteht (wie aus a,, a2, a3, a4 ersichtlich ist;
rekursive Form des Bildungsgesetzes), muB3 gelten:

Gy =a+2=
=2k—14+2=2k+1

Das ist aber tatsdchlich das aus der Vermutung a, =272 — 1 er-
rechnete Glied fir n = k 4 1(*). Damit ist @, =2n— 1 als all-
gemeingiiltig fiir alle natiirlichen Zahlen n = 1 erwiesen.

Beachte:

Da hierbei von einem Glied a, der Folge auf das Glied a,,, (oder von
a, auf a,,,) geschlossen wird, spricht man bei diesem (auch fir viele
andere Gebiete der Mathematik wichtigen) Beweisverfahren auch vom-
SchluB von n auf n + 1.

8.1.3.  Abgeleitete Zahlenfolgen

Durch rechnerische Verkniipfung der Glieder einer Zahlenfolge kann
man ncuc Zahlenfolgen gewinnen, die abgeleitete Zahlenfolgen heiBen.

8.1.3.1. Differenzenfolgen

Durch Differenzbildung aus benachbarten Gliedern kann man eine
neue Zahlenfolge gewinnen, die Differenzenfolge. Verfihrt man mit der
Differenzenfolge genau so und wiederholt dieses Verfahren mehrfach,
so entstchen mehrere Dlﬂ'erenzenfolsen, die man als Differenzenfolgen
verschiedener Ordnung bezeichnet.
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Gegebene Folge: 5, 3, S, 14, 33, 65, 113, 180, 269
1.Ordnung: —2, 2, 9, 19, 32, 48, 67, 89

2:Ordmmg: 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22
Differenzenfolge ) 3 (ynumg: 3, 3, 3, 3, 3, 3
, 4. Ordnung: 00 00 0 0 O

8.1.3.2. Quotientenfolgen

Analog zu den Differenzenfolgen kann man Quotientenfolgen bilden.

1 1 1
Gegebene Folge: —256, 18, +—2-, - T +8, 48192
1 1 1
1.Ordnung: ——, +—, ——, +2, —32,+1024
Quotien- 32 16 4
tenfolge 2. Ordnung:. -2, —4, -8, —16, —32
3. Ordnung: 2, 2, 2, 2
4. Ordnung: 1, 1, 1

8.1.3.3. ' Produktfolgen

Produktfolgen kénnen entstehen, wenn benachbarte Glieder der ge-
gebenen Folge miteinander multipliziert werden, aber auch durch
Multiplikation mehrerer Glieder der Ausgangsfolge, z. B. aller Glieder
vom Anfangsglied an (Partialprodukifolgen).
Gegebene Folge: a,, a;, as, a4, as, ...

Py =a
Glieder der P2=0,"0;
Partialrodukt- | 73 T 979274

Py =ay°az" - as-a,
f
olge {P,} . Ps=ay @ a- a, - as

Die Glieder der Produktfolge heiBen Teilprodukte oder Partialprodukte.
Symbol fiir das Produkt aus den ersten n Gliedern der Folge {a}:

n
pm=lla=a-ara:..-a: .. 6, a
k=1 ~
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Besondere Bedeutung hat die Partialproduktfolge der Folge der natiir-
lichen Zahlen {k}. Fiir deren Partialprodukte ist eine besondere Symbolik
in Gebrauch:

pi=1
pr=1-2=2! gelesen: 2 Fakultit
p3=1-2-3=13! gelesen: 3 Fakultdt

Pan=|1°2:3-...-n=n! | gelesen: n Fakultiit

ZweckmiBigerweise wird definiert: | 0!'=1; 1!'=1

8.1.3.4. Summenfolgen

Analog zu den Produktfolgen kann man Summenfolgen bilden. Diesen
kommt eine besondere Bedeutung zu.

8.1.3.4.1. Summenfolgen aus je zwei benachbarten Gliedern;
Binomialkoeffizienten

Gegebene Folge:

a, az, as, as, as, ag
Summenfolgen:
a, + az, a; + as, as+ay, a, + as, as + ag

ay, + 2a; + a3, a; + 2a3 + a4, a3 + 20, + a5, a, + 2a5 + ag

Geht man dabei von der endlichen konstanten Zahlenfolge {1} aus und
ergdnzt jede entstehende Summenfolge durch ein vorgesetztes und ein
nachgestelltes Glied von der GnbBe 1, so erhilt man die in den waage-
rechten Reihen des PascaLschen Dreiecks (PAscaL, 1623 bis 1662)
stehenden Zahlenfolgen, die die Koeffizienten in den Binompotenzen
(a + b)" darstellen (vgl. 4.5.5.1.).

1 Koeffizienten der Glieder von
1 1 (a+ b)!
1 2 1 (a + b)?
1 3 3 1 (a+ by
1 4 6 4 1 (a+ b)*

1 5 10 10 5 1 (a + b)’
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In Fortfiihrung dieser Summenbildung erhilt man bei (@ + 5)" Koeffi-
zienten, die sich folgendermaBen schreiben lassen: ’
nn—1) nn—1)(n—2) n(in—1)(n—2)(n—13)

1'": ’ ’ [A0d
2 1-2-3 1:2:3-4

oder
. n nin—1) nn—1(n—2) n(n—1)(n—2)(n—3)
ST T 3! ’ 4!

Fiir diese Binomialkoeffizienten ist folgende Symbolik Gblich:

() G G G ()

A;Allgemein wird definiert:

1

(n) _an—1)(n—2)...[n— (k—1)]
k] k!

gelesen:,,n Gber k&

Bau: Im Zihler und Nenner stehen gleich viele (k) Faktoren, im
Zibhler bei n beginnend und je um 1 abnehmend, im Nenner
bei 1 beginnend und je um 1 zunehmend.

Der Variabilitdtsbereich fir n und k ist der Bereich der natiirlichen
Zahlen mit der Einschrinkung & < n.
Aus der Definition folgt sofort fiir alle > 0 im genannten Variabilitiits-

IR

Zusiitzlich wird festgesetzt:

0 -

Eigenschaften der Binomialkoeffizienten:

. . n n\ (nt+1
1. Bildungsgesetz: (k) + (k 4 l) = (k + l)
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n n
2.5 tri tz: =
ymmetriegesetz (k) (" _ k)

3. Der Variabilitdtsbereich fiir n und k kann durch Veraligemeinerung
der Definition zweimal erweitert werden.
a) Die Einschrinkung k < n wird fallengelassen unter Beibehaltung
des Bereichs der natirlichen Zahlen als Variabilititsbereich fiir n
und k. Dann ergibt sich

"\ = o far k>
() =o e k>n

b) Als Variabilitéitsbereich fiir n wird der Korper der rationalen Zahlen
festgelegt. (Wegen k! muB dabei aber fir k als Variabilititsbereich
der Bereich der natiirlichen Zahlen beibehalten werden.) Dann

ergeben sich far (:) beliebige rationale Zahlen.

: : ( 1) ( 3) ( 5)
pEisPEL. | 2 | = 2 2 2 2/ __ 5
4 1-2-3-4 128

4. Der binomische Lehrsatz lautet dann fir beliebige rationale Zahlen
als Exponenten:

(@+ by = (;) 5 + (;')an-lb + ('2')a'--=bz SR (:)a*-*b*+

Ist n positiv und ganz, so endet die Summe mit den Gliedern

{2 o2 oo

andernfalls enthdlt die Summe unbegrenzt viele Glieder.

5. Entsprechend 1iBt sich der Definitionsbereich fiir (:) auf beliebige
reelle n ausdehnen.

8.1.3.4.2. Partialsummenfolgen

Zu einer gegebenen Folge ist die Folge fhrer Partialsummen besonders
wichtig. Diese Partialsummen entsprechen im Aufbau den Partial-
produkten.
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Gegebene Folge: aq,,a;,a;,ay,as, ...

.

) 51 =a
Glieder der | 2= @t a
Partislummen. | 2~ @ ta:tas
folge {s,} sqs=a; +a+ay+a,

ss=a, +a,+a3+ay + as

Symbol fiir die Summe aus den ersten n Gliedern der Folge {a;}:

ssa=Say=ar+a,+ay+--+a+-+an,+a,

k=1

Definition:

'Die Folge {s;} der Partialsummen s, einer Zahlenfolge {a,} bezeichnet
man als Reihe,
Ist die Folge {a;} endlich, bezeichnet man die letzte Partial-
summe s,, d.i. die Gesamtsumme aller n Glieder der (endlichen)
Folge {a,}, als Reihensumme.
Ist die Folge {a,} unendlich, spricht man nur dann von einer Reihen-
summe, wenn die Partialsummen mit wachsendem k gegen eine feste
" Zahl streben, die dann die Reihensumme darstelit.

Beachte:

Zahlenfolgen sind (endliche oder unendliche) Mengen von einzelnen
Zahlen, Zahlenreihen aber sind Mengen von Zahlensummen, die ihrer-
seits aus einer anderen (endlichen oder unendlichen) Zahlenmenge ent- .
standen sind.
'BEISPIEL

Zahlenfolge: 1, 4, 9, 16, 25, ...

Zahlenreihe:
1,04+4),04+44+9,04+449+16),(14+4+9+16+25),...
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8.1.4. Einige wichtige Zahlenfolgen und -reihen
8.1.4.1. Arithmetische Folgen und Reihen

Definition:

Unter einer arithmetischen Zahlenfolge n-ter Ordnung versteht man
eine nicht konstante Zahlenfolge, deren Differenzenfolge n-ter Ord-
nung eine konstante Zahlenfolge ist.

8.1.4.1.1. Arithmetische Folgen 1. Ordnung

a, as, . @3y .00y Qk_1, Qa, [ TS PRI
a—a, a;—a; G — Gx-1 Gxy1 — Gx
=d =d =d =d
Allgemeine Darstellung:
fiir die arith-
{a ) mitay=a,_,+d rekursive Darstellung sk ;?olge
{a,} mit a, = a, + (k—1)d |independente Darstellung 1. Ordnung
Variabilititsbereiche:
fir g, und d; Bereich der reellen Zahlen (d 3= 0)
far k: Bereich der natirlichen Zahlen > 0

Von d hiingt das Wachsen oder Fallen der Folge ab:

d> 0: wachsende

d < 0: fallende ] Folge

Ausay,y —a,=d=a; — a;_, folgt

_ Gkaa +ax_y
w=—

Jedes Glied einer arithmetischen Folge erster Ordnung ist das
arithmetische Mittel seiner beiden Nachbarglieder.

Daraus erklirt sich die Fachbezeichnung ,,arithmetische Folge*.
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Beachte:

1. Bei arithmetischen Folgen 1. Ordnung sind die Glieder eine lineare
Funktion der Gliedernummer k.

2. Im Gegensatz zu der obigen Definition wird die konstante Zahlen-
folge wegen d = O gelegentlich als arithmetische Folge nullter Ordnung
bezeichnet.

8.1.4.1.2. Arithmetische Reihen 1. Ordnung

Gegebene Folge:

a;,a, +d,a; +2d,a, +3d,...,a, + (n— 1)d

e c— —

Gy
Partialsummen:

S =a

. 2-1
-'z=2¢1+d=2¢1+—2—d

3.2
x;=3al+(l+2)d=3a,+3d=3al+Td
4-3
34=4¢'1+(l+2+3)d=441+6d=441+Td

55—541+(1+2+3+4)d—-5a,+lOd—Sa‘-i——4d

ne(n—1)

se=na +1F2+3 444+ (= Dd=na + ———d
n n(.n T Reihensumme der endlichen
=X ay=na, + ————d arithmetischen Rethe
k=1 2 1. Ordnung

Beweis durch vollstindige Induktion:
a) Dic Formel ergibt fiir n = 1 eine wahre Aussage

1 L
51 =lay +¥d—

(Das trifft auch zu firn =2, 3,4, 5.)

. k(k—1)
b) Fiir n = k wird ka; + —(k—z-l—) d = s, als richtig vorausgesetzt.
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Fir n = k + 1 miiBte sich ergeben:
k+ Dk

k+ 1)41+—2—d=5t+1

Um von s; zu s, zu kommen, muB zu s, das Glied
ai,y = a; + (k + 1 — 1) d addiert werden:

k(k —1)
——d+atkd=

K — k + 2k
=(k+l)a1++d=‘
*k+Dk

2

Die Beziehung gilt also fiir alle n = 1.

Siy1 = kay +

=+ Da+

Die Reihensumme kann auch gefunden werden durch Summen-
bildung nach C. F. Gauss (1777 bis 1855):
Sa= a; + (@ +d) -+l +(n-2)ld+[a, +(n—1)d]
sp=[ay +(n—1)d]+[a, +(n—2)d]+---+ (a;+d) + a
Durch Addition ergibt sich

25, = [2ay + [n — 1)d] + [2a, + (n — 1) d] + - +

+ [2a; + (n — 1)d] + [2a; + (n — 1) d]
2sp,=n-[2a; + (n — 1)d]
n(n—1)
Sp = nay + — d

Aus der zweiten Herleitung ergibt sich noch folgende Darstellung fiir
die Reihensumme der endlichen arithmetischen Reihe 1. Ordnung

n n
Sp= X a =7(a1 + a,)
k=1

8.1.4.1.3. Wichtige arithmetische Folgen und Reihen 1. Ordnung
Folgen und Reihen
1. der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, ...

n(n+ 1)

{@} mitay, =k; {s,} mits,= Z k=
k=1 2

12 Simon/3tahl, Mathematik
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2. der geraden Zahlen 2, 4,6, 8, ...
n
{a} mit g, = 2k; {s,} mits,= = 2k=n(n+1)
k=1
3. der ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7, ...

n
{a} mitay, =2k —1; {s,) mits,= Z 2k —1)=n?
k - l
Beachte: Die Partialsummenfolge der Folge der ungeraden Zahlen ist
die Folge der Quadratzahlen.

12=1
22=143
32=143+5

2=14+3+5+7
k2=14+34+54+7++Qk—1)

8.1.4.1.4. Arithmetische Folgen und Reihen 2. Ordnu;lg

Die Partialsummenfolge jeder arithmetischen Folge erster Ordnung
ist eine arithmetische Folge zweiter Ordnung.

" -1
{sp} mits, = = a,‘=na1+:(—n——)d=A,.
k=1 2

Die Glieder sind eine quadratische Funktion der Gliedernummer k&:
d d
A. = ?ltz + (dl bt —Z-)k.

Auch die Folge der Quadratzahlen ist also eine arithmetische Folge
2. Ordnung.
Zur Summation der Quadratzahlen muB die Partialsummenfolge gebildet
werden. Um deren allgemeine GesetzmiBigkeiten zu erkennen, bildet
man die sechsfachen Partialsummen und zerlegt sie in Produkte von je
3 Faktoren:

68 =6-1=6=1:2-3=1-1+1)Q-1+1)
653 =6(1+4)=30=2-3-5=2-Q+1)(2-2+1)
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6s5=6(1+4+9)=84=3-4-7=3-3+1)(2-3+1)
65, =6(1+4+9+16)=180=4-5-9=4-@+1D2-4+1)

Daraus 148t sich die Vermutung herleiten:

n Reihensumme der
Sp = Ek2=Mﬂ-}.-_l) endlichen Reihe der
kel 6 Quadratzahlen

Beweis durch vollstindige Induktion:

a) Die Beziehung ergibt eine wahre Aussage fir n=1 (und fiir
n=2,3,4).
k(k+1)2k+ 1 !
b) Fir n = k wird als richtig vorausgesetzt: s, = (—+)6(—+)

Fir n = k 4+ 1 miBte sich ergeben:
_ G+ Dk +2)k+3)

k+1 —
6

Andererseits entsteht s, ; aus s durch Addition von (k + 1)3:

k(k +1)(2k + 1
Sker = _# + (k+1)2=

k(k + 1) 2k + 1) + 6(k + 1)? _
6
_ (k + 1) (2k? + k + 6k + 6)
N 6
_k+1DK+2)2k+3)
6
Folglich ist die vermutete Beziehung fiir alle n = 1 richtig.

8.1.4.1.5. Graphische Addition arithmetischer Zahlenfolgen

Werden die Glieder der Zahlenfolge durch Rechtecke dargestellt (die
Zahleneinheit entspricht dem Einheitsquadrat), so lassen sich die Partial-
summen und die Reihensumme durch geschickte Anordnung der Recht-
ecke, teilweise unter Zerlegung, meist elementargeometrisch be-
stimmen,

12"
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BEISPIELE
D Ek=T0FD R ket 1) O @k—1)=n
k=l 2 kel k=1
Y
g/// /)
o
LAY //%é n
o~ @i
é/ %é 000 g
8
1071 1 =7
2 S ¥4 4 p
42 2 7]
n n n .I
2sp = nfn+l) 25y =n(2n+2) sp=n?
o5 rie n(n+l)6(2n+l) I k3=[n(n;|—1)]2
kel kal
I p
29 -
Y1 ;l ] z7
s ,
— .a.l%:.’L + ﬂ N .”,}.d —

2
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8.1.4.2. Geometrische Folgen und Reihen

Definition:

Unter ciner geometrischen Zahlenfolge versteht man eine nicht
konstante Zahlenfolge, deren Quotientenfolge erster Ordnung eine
konstante Zahlenfolge ist.

8.1.4.2,1. Geometrische Folgen

a, a, 3, ey Gx-1, Ak, Qi1 oo
a:z as Ak A1
-—=q, —=4q, seey =4q, - =4, oo
a az k-1 ax

Allgemeine Darstellung:

fiir die
geometrische
Folge

{a} mita, =a,_, ¢ rekursive Darstellung
{a} mita, = a, - ¢*"' | independente Darstellung

Variabilititsbereiche :

fir a, und g: Bereich der reellen Zahlen (g, = 0; ¢+ 0;9% 1)
fir k: Bereich der natiirlichen Zahlen > 0

Von g hingt das Wachsen, Fallen oder Alternieren der Folge ab:

g>1: 0< g< 1: wachsende
a; > 0;10< g< 1: oder a; < 0; g > 1:fallende Folge
q<0: g < 0: alternierende
ax — k41

folgt a7 =ay_; - @y, also
k-1 ax

la] = Vak-l " Qx4 l

Der Betrag jedes Gliedes einer geometrischen Folge ist das geo-
metrische Mittel seiner beiden Nachbarglieder.

Daraus erklirt sich die Fachbezeichnung ,,geometrische Folge*.
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Beachte:

Bei geometrischen Folgen sind die Glieder eine Exponentialfunktion der
Gliedernummern. Das bedingt ein ganz anderes Wachstumsverhalten
der Glieder geometrischer Folgen als das der Glieder arithmetischer
Folgen.

8.1.4.2.2. Geometrische Reihen

Gegebene Folge: ay, a,q, a,4%, 14>, ..., a,q" !
Partialsummen: an

1 =a

s2=a; +ag=a,(1 +q)
ss=a+aq+ag*=a(+q+49»)

se=ay + aiq + a1¢* + @18 = a, (I +q+q +q’)

—a|+a..q+axq’+a1q’+ +anq"‘
=a(l+g+a*+¢+ - +q")

= Ta—a 1—4 Reihensumme der endlichen
" ko ! 1—gq geometrischen Reihe

Beweis:

ss=a(l+q+¢@+@+ - +¢"

' ss=a@+a +a+a* + -+ a9
Durch Subtraktion ergibt sich:
sl—g=al+q+q+¢+ - +g?

—q—¢—-¢ - —g'—g)=al—-4q)
Sy=2a !
n 1
. 1—g¢g

8.1.4.2.3. Anwendung: Zinseszinsrechnung

Dic Zinsen von Sparguthaben auf der Sparkasse werden gewdhnlich
jahrlich durch Gutschrift dem Sparguthaben zugeschlagen und bringen
dadurch im nichsten Jahr selbst Zinsen, sog. Zinseszinsen.
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BEISPIEL  Sparguthaben 500 DM; Zinssatz 3%

Jahr Guthaben am Zinsen in Guthaben am Jahresende
Jahresanfang diesem Jahr
1 500,00 DM 15,00 DM 500,00 DM + 15,00 DM
515,00 DM 15,45 DM 515,00 DM + 15,45 DM
3 530,45 DM 15,91 DM 530,45 DM + 15,91 DM
usf.

Allgemein: Sparguthaben g,; Zinssatz p%,

Guthaben | Zinsen in
Jahr | am Jahres-| diesem Guthaben am Jahresende
anfang Jahr
P p 4
1 . — 1L og = L= .
g 8700 & + g o0 g.(l +1°°) g4
p p
2 . — —
8oq &g 100 809 + 809 100
- PYN_,
= goq (1 + 100) g
P 14
3 3 s . I ' + 3 — =
84 84 100 89 8eq 100
= goq* |+—p— =g9q
100
n g
*

p .
(l + 100 ) = g heiBt der Zinsfaktor

Ergebnis:
Nach n Jahren betrdgt das Guthaben
Beachte:

1. Die Guthaben am Ende der einzelnen Jahre sind also die Glieder
einer geometrischen Folge mit dem Anfangsglied go und dem

Quotienten g = 1 +%. Das Guthaben nach n Jahren ist das
(n + 1)-te Glied dieser Folge.
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2. Die Wahl von Jahren als Zinsabschnitte ist im Sparkassenverkehr
ablich, aber nicht nétig. Dazu kann ein beliebiger Zeitraum verwendet
werden. Wenn 7 dann die Anzahl dieser Zeitabschnitte ist, er-
rechnet sich g, nach der genannten Formel als Guthaben am Ende

von n Zinsabschnitten. p% muB dann der Zinssatz fiir einen solchen
Zinsabschnitt sein.

8.2, Grenzwerte von Zahlenfolgen und -reihen

8.2.1.  Unbegrenzt wachsende Zahlenfolgen

Bei jeder wachsenden Zahlenfolge werden die Glieder immer grifer.
Wird die Gliedernummer grofer als jede beliebig grofe Zahl (Symbol:
n —+ o0), so werden oft auch die Glieder beliebig grof (a, — oo0). Das ist
offenbar der Fall bei allen unendlichen arithmetischen Folgen mitd > 0
und bei allen geometrischen Folgen mit a; > 0; g > 1.

an arithmetische Folge
1 geometrische folge a=-3;d=15

5

4

J +

2%

1+

) + n
YRR 7\

A arithmetische folge
-3 ag= “- d=-05
-4

-5

geomefrische Folge
r 4=-2; 42

Bei manchen fallenden Zahlenfolgen wird der Betrag der Glieder fur
n — oo beliebig groB, nimlich bei arithmetischen Folgen mit d < 0, und
bei geometrischen Folgen mit a, < 0; g > 1. Die Glieder werden hier
zwar immer kleiner; da sie aber negativ sind oder von einer bestimmten
Nummer an negativ werden, nehmen sfe fir beliebig groBe n(n — o)
- beliebig groBe absolute Betrige an (|a,| - c oder a, - —o0). Die
graphische Darstellung veranschaulicht das.
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8.2.2.  Unendliche geometrische Zahlenfolge mit 0 < |¢| < 1.

Anders verhalten sich geometrische Zahlenfolgen mit 0 < g < 1 bzw.
0>¢> —1,als00< || < 1.

BEISPIELE fir0< ¢< 1

1

1 11
a) al=8; q=_2': 8s4)2)]y?)7;?1‘”

1 1 1
b)a =—64; g=—: —64,—16,—4, -1, — —, — —, ...
) & =3 4’ 16
a) ist eine fallende Folge, deren Glieder aber niemals negativ werden und
infolgtdessen den Wert O niemals unterschreiten kénnen.
b) ist eine steigende Folge, deren Glieder aber niemals positiv werden und
daher den Wert O niemals iiberschreiten konnen.

Wohl aber werden in beiden Fillen die Betriage der Glieder fir n — oo
offenbar beliebig klein.

Diese Tatsache formuliert man wie folgt:

Der Grenzwert der Zahlenfolge fir n - oo ist Null.

lima,=0
n—»00

Symbol: (lim von lat. limes, Grenze).

(lies: Falls n groBer wird als jede beliebig groBe Zahl, strebt a, gegen
Null). Dadurch soll ausgedriickt werden, daB a, fiir immer grofere n
immer weniger von Null abweicht. Mit a
anderen Worten: Es laBt sich in der <
Zahlenfolge fir ein beliebig klein vor-
gegebenes e > 0 stets eine Gliedernummer nq
so angeben, daB fir alle n = ny die Be-
trige der Glieder kleiner als ¢ sind, also:
laa] < e.

In der graphischen Darstellung zeigt sich
das in einer asymptotischen Anniherung
an die n-Achse. -7
Solche Zahlenfolgen heiBen Nullfolgen. An 2T
diesen Uberlegungen dndert sich bei Zahlen-
folgen mit 0 > g > —1 nichts Prinzipielles.
Es ergeben sich dann zwar alternierende
Folgen (vgl. 8.1.4.2.1.), doch haben deren

Beispiel (a)

Beispiel (b)
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Glieder dieselben absoluten Betrige wie die entsprechenden Glieder
der Zahlenfolgen mit demselben Anfangsglied a, und dem Quotienten
—gq. Auch in diesen Fillen handelt es sich also um Nullfolgen, wobei
aber die Anndherung an den Grenzwert 0 (in der graphischen Darstellung
an die n-Achse) von Glied zu Glied wechselnd von der positiven Seite
und von der negativen Seite her erfolgt. Die Uberlegungen gelten also
far 0 < g < 1.

Begriff und Symbol des Grenzwerts verwendet man auch dann, wenn
dieser eine beliebige reelle Zahl g 4= 0 ist (vgl. 8.2.3.1.), und auch in
dem Fall, daB die Glieder fur n — oo absolut grofer werden als jede
beliebig groBe Zahl, so daB also ein eigentlicher Grenzwert nicht existiert
(vgl. 8.2.1.). Man spricht dann von einem uneigentlichen Grenzwert und
schreibt:

lima, = +00 bzw. limag,= —o0
A—>00 n—»oo

Zahlenfolgen, die einen eigentlichen Grenzwert haben, heilen konver-
gent, alle anderen divergent.
8.2.3.  Unendliche geometrische Reihe mit 0 < |¢| < 1

8.2.3.1. Grenzwert fiir n -~ oo
Die Partialsummenfolgen von geometrischen Zahlenfolgen mit
0 < g < 1 haben fiir n - oo einen Grenzwert g 5= 0:

o
= lim s, = lim aq, =X ag-q"t=s
R0 n—oo —4q n=1

Darunter versteht man sinngemiB diejenige Zahl g, fir die folgendes
gilt:

Gibt man ein beliebig kleines ¢ > 0 vor, so 1aBt sich ein ny angeben, so
daB |a,— g| <e¢e fir alle n=no oder, anders ausgedriickt, die
Differenzenfolge {a, — g} eine Nullfolge ist, d. h., daB gilt

lim (@, —g)=0

R—>00

Bestimmung des Grenzwertes g

m 1
Wegen 0 << ¢ < 1 kann gesetzt werden: ¢ = —n—= T

m
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mit m< n und dem Bereich der positiven ganzen Zahlen als Varia-
bilitatsbereich, also 7""- = z> 1. Dann folgt:

1
1 ——
zﬂ
lim s, = lim a, -
[ =) n—00 —9q

1
- kann gedeutet werden als (n + 1)-tes Glied einer geometrischen

1 1
Zahlenfolge mita;, = 1; g= —. In 8.2.2. wurde gezeigt: lim — = 0.
z

R —>00
Daraus folgt:
— lims=_% Reihensumme der unendlichen
e i g geometrischen Refhe

1 1
Da der entscheidende Grenzwert lim — = O auch far 0> — > — |
R—»00 V4

gilt (vgl. 8.2.2.), behilt die Beziehung auch fir 0> ¢> —1 ihre
Giltigkeit. Sie ist also insgesamt fiir 0 < |g| < 1 richtig.

8.2.3.2. Anwendung auf periodisciie Dezimalzahlen

Rationale Zahlen -:— mit dem Bereich der ganzen Zahlen (b 4 0) als

Variabilititsbereich fiir @ und b kénnen durch unendliche periodische
oder endliche Dezimalzahlen dargestellt werden (vgl. 4.3.3.).
Unendliche periodische Dezimalzahlen sind Reihensummen unendlicher
geometrischer Reihen.

Auf diesem Wege konnen sie in gemeine Briiche verwandelt werden.

BEISPIELE
6 6 6 ® 6
1.0 —_—t—F = —
6 10" Tor T 102 + 10® + n=110"

Die zugrunde liegende geometrische Zahlenfolge hat das Anfangs-
6 1
glied a; = To und den Quotienten ¢ = 10 Daraus folgt:

* 6 6-10 ,6
0,6 = 2

6 —
10* 1\ 10-9 9
10( )
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— 24 24 24 © 24
2004=—t —F—4..= % ——:
100 + 1002 + 1003 + neop 1007
am 24 1
~700° 77 To0
— 2 24100 2
024 = 4 - _H_8
1 100-99 99 33
100(1——) —_
100
35 711 711 711
o 7 =% - =
3.0,35711 +955 T 7or + om
00
_3 + 5 71
100 ' ,., 102- 1000"
35 711
—— blei h far & —  ergibt sich:
100 bleibt zunichst getrennt; far 2 107 - 1000% ergibt sich
_m 1
=70 77 To00
S L 711 om0
,,_,101-1000"_105(l 1 )_101-999_11100
1000
— 35 79  3885+79 3964 991
,35711 = ——
0,35711 100 T 11100 11100 T 11100~ 2775



9. Bestimmungsgleichungen

9.1. Allgemeines

9.1.1.  Begriff der Gleichheit

Es sei eine Menge, d. h. eine Gesamtheit von Dingen (Elementen) ge-
geben (vgl. 9.7.1.). Die Elemente sollen mit kleinen lateinischen Buch-
staben bezeichnet werden.

Eine Relation (Beziehung) zwischen a und 4 von der Form

a=b5

(gelesen: a gleich b) soll stets bedeuten, daB die Buchstaben a und b
dasselbe Ding (mathematische Objekt) bezeichnen.
Man schreibt dagegen:

a#b
(gelesen: a ungleich b), falls die Elemente a und b nicht gleich sind.
BEISPIELE
4=4; 5=34+2; 7+3
Eigenschaften der Gleichheit:
a) Die Gleichheit ist reflexiv: a = a gilt fir jedes a.
b) Die Gleichheit ist symmetrisch: aus a = b folgt b = a.
[Kurzdarstellung: (a = b) = (b = a).]
c) Die Gleichheit ist transitiv: aus a = b und b = ¢ folgt a = c.
[Kurzdarstellung: (a= b) A (b = ¢) = (a = ¢).]
Wegen der logischen Zeichen vgl. 9.7.4.
Diese Eigenschaften, die man Gleichheitsaxiome nennt, miissen erfilit
sein, wenn von einer Gleichheitsbeziehung (z. B. zwischen Zahlen) ge-
sprochen wird.
Unter der Voraussetzung a = b kann man nach dem LEIBNIZschen

Ersetzbarkeitstheorem in jeder Aussage nach Belieben g durch b er-
setzen.
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Unter Gleichheit ist also stets die Identitdt zu verstehen.

In der Gleichung a = b heiBt a die linke Seite, b die rechte Seite der
Gleichung. Die Seiten einer Gleichung kénnen ein- oder mehrgliedrig
sein. So besteht die linke Seite der Gleichung ma + mb = m(a + b)
aus zwei Gliedern, wahrend die rechte Seite eingliedrig ist.

9.1.2. Identititen; Bestimmungsgleichungen

Von gréBter Wichtigkeit ist zundchst die Unterscheidung zwischen
identischen Gleichungen (Identititen) und Bestimmungsgleichungen.
Identitdten sind beispielsweise x + 3 =x + 3 und (@ + x)* =
= a? + 2ax + x2.

Eine Gleichung, die Variable enthilt und fir jede Belegung derselben
richtig ist (erfiilit wird), nennt man eine Identitiit.

Unter einer Variablen versteht man ein Zeichen (z. B. g, x, ...) fir ein
beliebiges Element aus einem vorgegebenen Bereich, dem Variablen-
bereich (Variabilititsbereich) dieser Variablen.

BEISPIEL .

Der Variabilititsbereich X soll aus den natirlichen Zahlen bestehen,
die kleiner als 10 sind, also aus den Zahlen O, 1, ..., 9.

Die Variable x mit dem Variabilitatsbereich X ist dann ein Zeichen
fir eine der Zahlen 0, 1, ..., 9. Man sagt auch, daB die Variable x
mit einer dieser Zahlen belegt werden kann.

Will man den Identititscharakter ausdriicklich hervorheben, so schreibt
man statt des Gleichheitszeichens = und liest ,,identisch gleich*.

BEISPIEL
(@a+ x)? =a® + 2ax + x?
Far die Belegung a = 2 und x = 1 erhélt man
Q+1)2=224+2-2-14+1% 9=9.
Fir die Belegung a = 2 und x = 2 erhilt man

Q+2?=2242-2-2+2%; 16=16.

Bei Zeichenfolgen wie 9 = 9 oder 16 = 16 handelt es sich um wahre
Gleichheitsaussagen.
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Eine Bestimmungsgleichung ist beispielsweise x> — 6x 4 8 = 0. Das
Gleichheitszeichen gilt hier nur fiir gewisse, erst zu bestimmende Werte
von x. Eine Bestimmungsgleichung driickt eine Bedingung (Forderung)
aus: die linke Seite soll gleich werden der rechten Seite.

Eine Bestimmungsgleichung ist also eine Gleichung, die Variablenenthilt
und keine Identitit ist. Durch gewisse Belegungen ihrer Variablen, die
man zu bestimmen sucht, kann eine Bestimmungsgleichung auf wahre
Gleichheitsaussagen fithren.

So wird die Gleichung x> — 6x + 8 = 0 nur durch die Zahlen x; = 4
und x, = 2 erfiillt, d. h., nur fir diese Zahlen erhdlt man wahre Gleich-
heitsaussagen. Fir jeden anderen x-Wert ergeben sich auf beiden
Gleichungsseiten verschiedene Zahlen. Man nennt x; und x, die Losun-
gen oder Wurzeln der Gleichung x2 — 6x + 8 = 0. ’
Das Wort ,,Wurzel* tritt also in zweifacher Bedeutung auf; man ver-
wendet es in diesem Zusammenhang, weil die Berechnung der Unbe-

kannten haufig auf Terme der Form Va (sog. Radikale) fuhrt.

Die Ermittlung der Wurzeln oder Lésungen nennt man das Auflésen der
Gleichung. Dies war das urspriingliche Problem der Algebra; heute be-
schiftigt sich die Algebra mit einem wesentlich umfassenderen Themen-
kreis.

Zur Bezeichnung der Unbekannten bedient man sich in der Mathematik
meist der letzten Buchstaben des Alphabets (x, y, z oderx; , x3,x3,...).

Beachte:

1. Das Wort ,,Unbekannte* fiir x in Gleichungen wie 3x = 18 hat
sich so stark eingebiirgert, daB es auch im vorliegenden Buch noch
beibehalten wird. Man muB sich aber dariiber klar sein, daB es sich
nur um ein anderes - wenig gliickliches - Wort fir ,,Variable*
handelt (vgl. 9.7.2.).

2. Ebenso wird in der vorliegenden Darstellung noch der weit ver-
breitete Terminus ,,Bestimmungsgleichung'* verwendet. Dieser ist
insofern irrefihrend, als er ein Vorhaben bezeichnet, das man auf
jede Gleichung beziehen kann (vgl. 9.7.3.2. und 9.7.7.).

3. Fir die Bezeichnung ,,identische Gleichung* setzt sich mehr und
mehr der Ausdruck ,aligemeingiiltige Gleichung* durch (vgl.9.7.7.).
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9.1.3.  Probe; Begriff der Nulistelle

9.1.3.1. Probe bei Bestimmungsgleichungen

Um sich von der Richtigkeit der ermittelten Wurzeln zu Gberzeugen,
setzt man diese fiir die Unbekannte in die vorgelegte Gleichung (Aus-
gangsgleichung) ein. Wurde die Unbekannte richtig bestimmt, so wird
aus der Bestimmungsgleichung eine wahre Gleichheitsaussage. Diese
Kontrolle der Losung heit Probe.

BEISPIEL
x2—6x+8=0
xl=4 X2=2
42 —6-4+8[0 22—6-2+8|0
0=0 0=0

Beachte: Die Probe gehért zum vollstindigen Losungsgang einer
Gleichung. Der Wert der Unbekannten ist in die Ausgangsgleichung
einzusetzen, da Umformungen der vorgelegten Gleichung Fehler
enthalten kénnen. Jede Gleichungsseite ist bei der Probe fir sich zu
behandeln (vgl. 9.7.6.).

9.1.3.2. Nulistellen der Funktion y = f(x)

Zum Funktionsbegriff und zur Darstellung von Funktionen vgl.18.1.

. Ist xq eine Stelle des Definitionsbereiches der Funktion y = f(x), fiir
die f(xo) =0 ist, so heiBt x, eine Nullstelle der Funktion. In der
geometrischen Darstellung der Funktion sind die Nullstellen die
Abszissen der Schnittpunkte (bzw. Beriihrungspunkte) des Funktions-
bildes mit der x-Achse. Die Frage nach den Nullstellen der Funktion
y =f(x) fuhrt auf die Aufgabe, die Wurzeln der Bestimmungsgleichung
f(x) = 0 zu ermitteln.

9.1.3.3. Zeichnerische Auflésung der Bestimmungsgleichung
f(x)=0

Wenn man in f(x) fir x irgendwelche Zahlenwerte einsetzt, so erhilt
man fir f(x) irgendwelche Zahlenwerte y. Der Bestimmungsgleichung
f(x) = 0 1aBt sich die Funktion y = f(x) zuordnen. Zum Zweck der
zeichnerischen Auflosung der Bestimmungsgleichung f(x) = 0 geht man
zur zugeordneten Funktion y = f(x) Gber. Aus dem Bild dieser Funktion
konnen die x-Werte, fir die f(x) = 0 ist, also die Losungen der Be-
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stimmungsgleichung, als Abszissen der Schnitt- oder Berithrungspunkte
des Funktionsbildes mit der x-Achse abgelesen werden.

BEISPIEL |
Die Gleichung x2 — 6x + 8 = 0 ist graphisch #
zu 6sen. #
Zugeordnete Funktion: y = x? — 6x 3 8. 1
Graphische Darstellung: H }\_/4 5 X
Koordinaten der Schnittpunkte mit der u
x-Achse: :
x1=2;5=0 und x,=4; y,=0. R

Die Nullstellen der Funktion, also die Losungen der Bestimmungs-
gleichung, sind x; = 2 und x, = 4.

Das graphische Verfahren ist von besonderer Bedeutung fiir. die Auf-
16sung algebraischer Gleichungen hoheren Grades und transzendenter
Gleichungen.

9.1.4. Umformen von Gleichungen

Eine Gleichung kann man umformen, indem man eine der Seiten der
Gleichung auf eine andere Form bringt.

BEISPIEL
(a+b)® = (a + b)3
(a +'b)3 = a® + 3a2b + 3ab* + b.

Man kann aber auch gleichzeitig mit beiden Gleichungsseiten Veriande-
rungen ohne Stérung der Gleichheit vornehmen. Die dafiir geltenden
Vorschriften sind leicht einzusehen, wenn man sich das Wesen einer
Gleichung durch eine im Gleichgewicht befindliche, Waage veranschau-
licht. Die beiden Waagschalen stellen die beiden Gleichungsseiten dar,
die Massenstiicke auf beiden Schalen die Glieder der Seiten. Wie bei einer
Waage die beiden Schalen ohne Storung des Gleichgewichtes mitein-
ander vertauscht werden diirfen, so gilt fur Gleichungen:

Die beiden Seiten einer Gleichung sind vertauschbar.

BEISPIEL
506+3)=5-6+15;
5:6415=5(6+3).

13  Simon/Stahl, Mathematik
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Leichter einzusehen als anzuwenden ist das

Grundgesetz fiir die Umformung von Gleichungen:

Eine Rechenoperation (Addition, Subtraktion, Multiplikation,
Division) auf der einen Seite der Gleichung macht die Durchfihrung
der gleichen Rechenoperation auf der anderen Seite der Gleichung
notwendig (vgl. 9.7.6.).

Fir die Grundrechenarten ergibt sich folgende Gbersichtliche Dar-

stellung:
Rechen- Grundsatz Mathematische Sprachliche
operation Darstellung Formulierung
Addition Gleiches um Ausa = bund Eine Gleichung
Gleiches ver- ¢ = dfolgt bleibt giiltig,
mehrt gibt at+c=b+d wenn man auf
Gleiches. beiden Seiten
gleiche GroBen
addiert.
Subtraktion Gleiches um Ausa = b und Eine Gleichung
Gleiches ver- ¢ = d folgt bleibt giiltig,
mindert gibt a—c=b-d wenn man auf
Gleiches. beiden Seiten
gleiche GréBen
subtrahiert.
Multi- Gleiches mit Aus a = bund Eine Gleichung
plikation Gleichem multi- | ¢ = d folgt bleibt giiltig,
pliziert gibt ac=b-d wenn man
Gleiches. c+0;d$0 beide Seiten
mit gleichen
GroBen multi-
pliziert.
Division Gileiches durch Aus a = b und Eine Gleichung

Gleiches divi-
diert gibt
Gleiches.

¢ = d folgt
a b
c d

bleibt giiltig,
wenn man

beide Seiten
durch gleiche
GréBen dividiert.

Bedingung: c +0; d ¥+ 0

Die Division durch Null

zuschlieBen.

ist aus-
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Fiir die praktische Gleichungsumformung sind folgende Umsetzungs-
regeln wichtig, die sich als Folge des Grundgesetzes ergeben:

1. Ein Summand der einen Seite at+b=c
kann als Subtrahend auf die at+b—b=c—b>
andere Seite gesetzt werden. a=c—b>
2. Ein Subtrahend der einen Seite a—b=c
kann als Summand aufdieandere a—b+b=c+ b
Seite gesetzt werden. a=c+b
3. Eine GroBe, die Faktor einerge- a‘b=c¢ ab+c)=d
samten Gleichungsseite ist, kann g-p c a(b + ) d
auf die andere Seite als Divisor 5 b a =2
gesetzt werden. c
= e— b = —
a b +e a
4. Eine GroBe, die Divisor einer ge- a at+b d
samten Gleichungsseite ist, kann 3 € P
auf die andere Seite als Faktor a+b
gesetzt werden. > b=c-b; p c=d-¢
a=c-b a+b=d-c
BEISPIELE
1. Die Formel M = ns(ry + r;) ist nach r; aufzulSsen.
ns(ry +r))=M Die Seiten sind vertauscht
worden.

" Der Faktor ns der linken Seite
ist Divisor der rechten Seite ge-
worden.

M Der Summand r, der linken
n=45"r Seite ist Subtrahend der rechten

Seite geworden.

M
r,+r1=;-(s=i=0)

blﬂl + blaz

2. Gegeben a = —W Esist b; durch die anderen Variablen
auszudricken (b, + b, % 0).
a(by + b;) = bya, + ba, Beseitigen des Nenners
ab, + ab, = bya, + b,a, Beseitigen der Klammer durch

Ausmultiplizieren
13*



196 9. Bestimmungsgleichungen.

ab;, — bjay — bja; = —ab, Ordnen (Glieder mit by auf der -
einen, alle anderen Glieder auf
der anderen Gleichungsseite ver-
einigen)

by(@ — ay — a;) = —ab, Zusammenfassen durch Aus-
klammern von b, ;

(@—a;—ay)+0

b —ab, Isolieren der zu bestimmenden
1—0—01—02 GroBe by

9.1.5. Einteilung der Bestimmungsgleichungen

Nach der Zahl der Unbekannten unterscheidet man Gleichungen in
einer Unbekannten (z. B. 5x — 24 = 0) und in mehreren Unbekannten
(z.B. 7x + 13y = 61; 4x; + 2x, — 8x3 + 7x4, — 89 = 0). Zur ein-
deutigen Auflésung von Gleichungen in n Unbekannten benétigt man n
voneinander unabhingige Gleichungen, die einander nicht wider-
sprechen dirfen.

Von groBer Bedeutung ist die Unterscheidung von algebraischen und
transzendenten Bestimmungsgleichungen. '
Algebraische Bestimmungsgleichungen k6nnen stets auf die Form

A,,l‘l + A,._la‘"l + ... + Azxz + Alx+ Ao =0

gebracht werden. Wenn A4, & 0 vorausgesetzt wird, kann man diese
Gleichung nach Division durch &, in der Normalform

XA eyt ax® tayx+ao =0

schreiben.

Die Koeffizienten der Gleichung (a,_,, ---, ao) sollen dabei reelle Zahlen
sein. Der Exponent n der hochsten Potenz der Unbekannten wird Grad
dir Gleichung genannt.

BEISPIELE

1.L1Ix—7=0 Gleichung 1. Grades
(lineare Gleichung)

2.x2—2x+9=0 Gleichung 2. Grades

(quadratische Gleichung)
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3.x3—6x2+4x+5=0 Gleichung 3. Grades
(kubische Gleichung)

4.x* —Ix*+x2—8x—11=0 Gleichung 4. Grades
(biquadratische Gleichung)

5. Die Gleichung (x + 3)> = x® 4+ 13x 4 50 ist eine algebraische
Gleichung 2. Grades in einér Unbekannten, denn nach Umformung
erhilt man:

X3 4+9x2427x+27=x3+13x+ 50
9x2 4+ 14x —23=0
14 23
2 4 —x——=0.
¥rgrog
Transzendente Gleichungen (transcendere, lat., Giberschreiten, d. h. Giber
den Bereich der Algebra hinausgehend) nennt man Gleichungen, die
nicht algebraisch sind. Insbesondere sind Gleichungen transzendent,
- wenn die Unbekannte als Exponent oder in der Form sin x, ..., Ig x, ...
vorkommt.

BEISPIELE
2% = x3 2sinx —x=0
exp(2x+1)—10x=0
Beachte:

exp x = €* (zur Vermeidung eines uniibersichtlichen Formelaufbaues)

9.1.6. Division durch die Unbekannte

Da die Division durch Null nicht definiert ist (vgl .3.3.4.), darf durch
die Unbekannte erst dann dividiert werden, wenn man sich davon Gber-
zeugt hat, daB sie nicht gleich Null ist. Enthilt ein Ausdruck die Un-
bekannte, so gilt Entsprechendes. So wird man durch (3x — 1) nur
dann teilen dirfen, wenn feststeht, daB (3x —1) verschieden von Null,
x also nicht gleich !/, ist.

BEISPIEL
Die Gleichung 21x — 7 = 6x — 2 darf nicht etwa folgendermaBen
gelost werden:
1B3x—1)=23x—1) Dividieren durch 3x — 1)
7=2.
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Diec falsche Gleichheitsaussage 7 = 2 ergibt sich, weil die Ldésung
der Gleichung tatsichlich x = !/; und damit 3x — 1 = 0 ist.
Der richtige Gang der Auflésung ist:

2Ix —6x=7—2

15x=35
1
x=—
3 L]

Mitunter ergibt die Division durch die Unbekannte zwar keine falsche
Aussage, doch kann man auf diese Weise unter Umstinden nicht alle
mdglichen Losungen der Bestimmungsgleichung erhalten.
BEISPIELE
1. Man 18se die Gleichung 5x2 = x.

Falscher Losungsgang: S5x2 = x  Dividieren durch x

S5x=1
J‘_l
=3

Richtiger Losungsgang: 5x2 — x =0; x(5x — 1) =0

2. Man lése die Gleichung 5x(x — 2) = x — 2.
Falscher Ibsungsgang: 5x(x — 2)=x —2 Dividieren
S5x=1 durch (x — 2)

w| =
.

X =

Richtiger Losungsgang: 5x(x —2) — (x —2)=0
x—2)5x—1)=0
xy—2=0 5x—1=0

x,,=2 x;=?.
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9.2.  Algebraische Bestimmungsgleichungen in einer
Unbekannten

9.2.1, Gleichungen ersten Grades
9.2.1.1. Rechnerische Auflisung

Eine lineare Gleichung 148t sich stets auf die Form

ax=>b !
bringen, wobei a und b beliebige reelle Zahlen sind. Im Falle g 4= 0

b
hat die Gleichung genau eine Losung, nimlich x = = (,,genau eine

b
LSsung* heifit: es gibt stets eine Lésung x = " und auBer dieser keine).

Im Falle a = 0 und b 3 0 besitzt die Gleichung keine Lsung.
Ist a = 0 und b = 0, so wird die Gleichung von jeder Zahl erfiillt.

Die Gleichung ax = b hat also genau ecine oder keine oder unendlich viele
L3sungen. Die gewissenhafte Unterscheidung dieser Fille, die vielleicht
Uberflissig erscheint, ist gerade im Hinblick auf die Anwendungen von
groBer Bedeutung.

Einfachste Gleichungen

(Nur ein einziges Glied enthilt die Unbekannte)

Die Losung wird gefunden, indem man die vorgelegte Gleichung mit
Hilfe des Grundgesetzes (vgl.9.1.4.) so umformt, daB die Unbekannte
nur noch fiir sich allein auf einer Gleichungsseite auftritt (Isolieren
der Unbekannten). Vgl. dazu die Tabelle auf S. 200.

Beachte:

In einer Bestimmungsgleichung kommt nur ein einziges Gleich-
heitszeichen vor. Gleichheitszeichen einzelner Zeilen sind genau unter-
einander zu setzen.

Gleichungen mit mehreren Gliedern, welche die Unbekannte enthalten

In diesen Aufgaben wird die Probe in einigen Fillen dem Leser dber-
lassen.
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Aufgaben-
fall

Gleichung

Loésung

Probe

Die Unbe-
kannte ist
Summand

x+a=5»b

x=b-—a

b—a+alb
b=>

Die Unbe-
kannte ist
Minuend

x—a=1b

x=b+a

b+a-—alb
b=2»b

Die Unbe-
kannte ist
Subtrahend

a—x=

1.Weg:ta—x=5b|-(—1)*
—a+x=-b
x=a-—b
b=a—x
x+b=a
x=a-—b

2. Weg:

a—(@—»5b)1b
a—a+blb
b=b

Die Unbe-
kannte ist
Faktor

_~2
*=3

Die Unbe-
kannteist
Dividend

Der Koef-
fizient der
Unbe-
kannten ist
ein Bruch

Die Unbe-

kannte ist
Divisor

x+0

TN

chungsseiten mit (— 1) zu multiplizieren ist.

Schritte bei der Auflésung:
1. Ordnen der Glieder (Glieder, die die Unbekannte enthalten, kommen

auf die eine, gewohnlich auf die linke Seite, absolute Glieder auf die
andere Seite)
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2. Zusammenfassen gleichartiger Glieder auf jeder Seite
3. Isolieren der Unbekannten
4. Vereinfachen der Losung

5. Probe

BEISPIELE

1. 6x—2=x+43
Ordnen: 6x—x=43+2

Zusammenfassen : 5x =45
Isolieren: x=9

Probe:6-9—2|94 43
52 =152

2.m*x — m® + mnx + n® 4+ n?x = 0 unter der Voraussetzung, daB

m*+mn+n®=+0

Ordnen: ' m2x + mnx + n*x = m® — n®

Zusammenfassen der links stehen-

den Glieder durch Ausklammern

der Unbekannten: x(m* + mn+ n?)=m* — n®

m? — n3

m? 4+ mn + n?
Vereinfachen durch Faktorenzer- _(m—n (m* + mn + n?)
legung und Kiirzen: x= m?® + mn + n?

Isolieren: X =

X=m-—n

Bei Aufgaben, die auBler der Unbekannten noch weitere Variablen ent-
halten, kann die Probe umfangreicher als die Auflosung der Gleichung
werden.

Gleichungen mit Klammern

Wenn die Unbekannte in Klammern vorkommt, wird man in der Regel
zunichst die Klammern auflésen und anschlieBend die Gleichung
ordnen.
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BEISPIELE

. L (Bx—1)(4x — 19) = (2x — 3) (6x — 28)
Klammern
beseitigen:  12x2 — 4x — 57x + 19 = 12x2 — 18x — 56x + 84
Zusammenfassen: —61x + 19 = —74x + 84
Ordnen: 74x — 6lx =84 — 19
Zusammenfassen: 13x = 65 -
Isolieren: x =S5

2. Die Gleichung 7(u—v)= (4> —v?)z mit der Bedingung u?>— 0?0
ist nach z aufzuldsen.
Vertauschen der Gleichungsseiten: (u? — v?) z = 7(u — v)

Isolieren: z=1 '(‘: : :Z
. ) 7
Vereinfachen: z=
u+v

Proportionen als Bestimmungsgleichungen

In einer Proportion kénnen drei Glieder beliebig gewahlt werden. Das
vierte Glied (4. Proportionale) ist durch diese drei Glieder bestimmt.
Es muB nicht an vierter Stelle stehen. Die Auflésung der Proportion
erfolgt durch die Bildung der Produktgleichung.

BEISPIELE
1 1
1.28:10 —=x:4—
2 %3
Bilden der Produktgleichung:

101 284l
—x = 4 —
2 2

21

—x =126

2 x
x =126 2
- 21
x=12
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2.(x+a):(x—bl=a:b (@a+b)
(x+a)b= (xfb)a
bx + ab= ax — ab
2ab = ax — bx
x(a — b) = 2ab
2ab

= L]
x a—>b

Proportionen kénnen auch als Bruchgleichungen aufgefaBt und ent-
sprechend geldst werden.

Gleichungen mit Briichen

Bruchgleichungen im eigentlichen Sinne enthalten die Unbekannte im
Nenner.

Schritte bei der Auflésung:

1. Der Hauptnenner ist zu bestimmen (vgl. 4.2.1.2. und 2.3.2.3.).
2. Simtliche Glieder beider Gleichungsseiten sind mit dem Haupt-
nenner zu multiplizieren, wodurch die Gleichung nennerfrei wird.

3. Ordnen (evtl. nach Beseitigen von Klammern).

4. Zusammenfassen.

5. Isolieren der Unbekannten.

6. Vereinfachen der Losung.

7. Probe.

BEISPIELE

1 x x x _ 1 x -
3 7ts=7%

Hauptnenner: 60

X X x_l X ‘60
33 ts=1-%!
20x — 15x + 12x = 60 — 10x
17x + 10x = 60
27x = 60
20
)
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2. ——=— m=n=x%+0; m¥—x
nx mx mn + nx
Hauptnenner: m-n-x « (m + x)
Beim Multiplizieren ist zu beachten, daB der Bruchstrich eine Klam-
mer ersetzt. Fillt der Bruchstrich weg, muB gegebenenfalls eine
Klammer gesetzt werden.
m(m+x)-(m—x)—n(m+x)-n=mx(n—x)
m(m? — x2) — n*(m + x) = mx(n — x)
m®* — mx? — n®m — n®x = mnx — mx?*
m3 — n?m = mnx + n*x
nx(m + n) = m(m?® — n?)

m(m? — n?)

n(m + n)
_ m(m + n) (m — n)
B n(m + n)

m(m — n)
n

Falls m 4 —n, gilt: x =

Wurzelgleichungen, die auf lineare Gleichungen fiihren
Waurzelgleichungen enthalten die Unbekannte im Radikanden einer
Wurzel.

BEISPIEL
Vx+16=2+Vx

Dagegen ist Vix +3= ]ﬁ keine Wurzelgleichung, sondern eine
lineare Gleichung mit irrationalen Koeffizienten.

Schritte bei der Auflésung:

Nach Isolierung der Wurzel wird die Gleichung in diejenige Potenz
! erhoben, die durch den Wurzelexponenten bestimmt ist (vgl.9.2.2.9.).

Dann wird so vorgegangen, wie es obsn dargelegt wurde.

BEISPIELE
1.7—2V3x—6=1 (V3x —6)2 =32
—2V3x—6=—6 Ix—6=9
Vix—6=3 3x=15

=35
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Probe: 7—2)3-5—6]1

7—2V9 |1
7—2-3 [
1=1

Bei der Probe ist auf die Eindeutigkeit des Wurzelsymbols zu achten:
+V9=+3; —)9=-3 (val6.3.).
Mitunter ist es nicht moglich, alle Wurzeln sofort zu isolieren.

Dann muB man sich zunachst mit dem Isolieren einer der Wurzeln
begnigen und das Verfahren wiederholt anwenden.

2. 7 Vx_-i-—l6 =2+ V;
Erstes Quadrieren: x+16=4+4 V; +x
4=1+Vx
Isolieren der Wurzel: 3= V;

Erneutes Quadrieren und Seiten-
vertauschung: x=9

Probe: V9 +16]2+ V9

V251243
5=35§

9.2.1.2. Zeichnerische Auflosung

Dieses Losungsverfahren ist nur anwendbar bei numerischen Glei-
chungen, d.h. bei Gleichungen, deren Koeffizienten spezielle Zahlen
sind (vgl. 9.1.3.3.).

BEISPIEL

2
Die Gleichung 3 x = 1 ist graphisch aufzulésen.
2
Normalform: g-x —1=0

2
Zugeordnete Funktion: y = 3 x—1
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Graphische Darstellung:

Abszisse des Schnittpunktes mit der x-Achse: xo = 2,5

2
Probe: -s—-2,5 |1
1=1
Die Losung der Bestimmungsgleichung ist also x = 2,5.

Falls die Probe nicht die Richtigkeit des abgelesenen Wertes bestitigt,
sondern zeigt, daB nur ein Ndherungswert abgelesen wurde, erh6ht man
dessen Genauigkeit durch Verwendung eines vergroBerten MaBstabes
der graphischen Darstellung.

9.2.2.  Gleichungen zweiten Grades

9.2.2.1. Allgemeines
Aligemeine Form:
Ax* 4+ Bx+C=0, A%0
Die Unbekannte kommt in der zweiten, aber nicht in héherer Potenz

vor.
Die Koeffizienten 4, B, C bedeuten beliebige reelle Zahlen. Man nennt

Ax? das quadratische Glied,
Bx das lineare Glied,
C das absolute Glied.

Normalform:
x*+px+q=0
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Sie geht aus der allgemeinen Form durch Division durch 4 hervor

B C
(mit i =p; ) = q). In der Normalform hat das quadratische Glied

den Faktor 1, die rechte Seite ist gleich Null. Im allgemeinen geht
man bei der Auflosung quadratischer Gleichungen von der Normal-
form aus. Man unterscheidet:

Reinquadratische Gleichung (ohne lineares Glied):

x24+qg=0 (p=0; greell)
Gemischtquadratische Gleichung ohne Absolutglied:

x*4+px=0 (p+0; ¢g=0)
Gemischtquadratische Gleichung mit Absolutglied:

x*+px+qg=0 (p+0;940)
Gemischtquadratische Gleichungen enthalten auch das lineare Glied
der Unbekannten.
Anzahl der Wurzeln:
Jede quadratische Gleichung hat éntweder genau zwei reelle Wurzeln,
oder sie hat im Bereich der reellen Zahlen keine Losung. Im Zusammen-
hang mit Textaufgaben kann der Fall eintreten, daB nicht alle
Loésungen der Gleichung praktisch deutbar sind (vgl. 9. 6.).
Beschaffenheit der Wurzeln:

Zwei verschiedene reelle Wurzeln oder
zwei gleiche reelle Wurzeln (Doppelwurzel).

Probe:

Die Probe durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung ist fiir beide
Wourzeln auszufithren. Es miissen sich also zwei wahre Gleichheits-
aussagen ergeben (mit Ausnahme im Fall der Doppelwurzel).
9.2.2.2. Reinquadratische Gleichung

Sie wird auf die Form x2 = —g (g < 0) gebracht.

Losungen:

n=+V—q¢ @20

m=-xn=—V—q @Z0.
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Zusammenfassende Kurzschreibweise fiir beide Losungen:
X1,2 = :tV— q9 @20

(gelesen: x eins zwei gleich plus oder minus Wurzel aus minus ¢
mit ¢ < 0).
Die Gleichung x2 = —gq hat keine reellen Wurzeln, falls g > 0 ist.

BEISPIEL
9x2 + 23 = 6x2+ 50 Probe fir x, = +3:
3x? =27 9(3)2 +23|6-(3)2+ 50
x2=9 _ 104 = 104
X1,2 = :i;]/9 Probe fir x, = —3:
9(—3)% + 23 | 6(—3)% + 50
xy = +3; x;=-—3. 104 = 104

9.2.2.3. Gemischtquadratische Gleichung ohne Absolutglied

Auf der linken Gleichungsseite wird die Unbekannte ausgeklammert:
x(x + p) = 0.
Ein Produkt ist dann und nur dann gleich Null, wenn mindestens

einer der Faktoren gleich Null ist.
_Jeder der beiden Faktoren ist also gleich Null zu setzen (vgl.9.2.2.6.).

Manerhdlt x=0 x+p=0
X =0, x=—p

Die Gleichung x2 + px = O hat stets die Wurzelnx; = Ound x,= —p.

Beachte: Algebraische Gleichungen beliebigen Grades ohne Absolut-
glied behandelt man ebenfalls durch Ausklammern der Unbekannten,
wie oben dargestellt wurde. Solche Gleichungen haben stets min-
destens eine Losung x; = 0.

9.2.2.4. Gemischtquadratische Gleichung mit Absolutglied
Die linke Seite ist ein vollstandiges Quadrat

9
BEISPIEL x* — 3x -k T =0

)2
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Da jeder Faktor gleich Null sein kann, erhilt man

x =0 x 3-—0
2 2

3 3

Xy = _2_; X3 = > (Doppelwurzel).

Die linke Seite ist als Produkt zweier Linearfaktoren gegeben

Ein Linearfaktor ist ein Term, der dic Unbekannte in der ersten
Potenz enthilt, also die Form x + a hat.

BEISPIEL
x+3)-x—49=0

Es ist nicht zweckmiBig auszumultiplizieren, sondern man setzt
auch in diesem Fall die Faktoren einzeln gleich Null und erhalt sofort

x+3=0 x—4=0
x1=—3; x;=+4.

Die linke Seite hat den Aufbau x* + px + q

Die Auflosung dieses wichtigsten Typs der quadratischen Gleichung er-
folgt durch Zufiigen der quadratischen Ergiinzung auf beiden Seiten.
Darunter versteht man ein Glied, das die Summe aus quadratischem
und linearem Glied zu einem vollstindigen Quadrat erginzt. Man erhilt
die quadratische Erginzung, indem man den halben Koeffizienten des

2
linearen Gliedes quadriert: (-%)

BEISPIELE
1.x24+5x+6=0
Das Absolutglied wird auf der

rechten Seite isoliert: x4 5x=—6
Auf beiden Seiten wird die qua- 5\2 5\2
dratische Ergiinzung hinzugefiigt: x2 + 5x + (7) =—6+ (7)

o3 -3
o3

14 simon/Stahl, Mathematik
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Diese Gleichung hat die Lésungen

+2—+ L
atg=tHT

N 1
Ty 3

Eine kurze, zusammenfassende Schreibweise fiir beide Losungen ist

5 1
x = ——i —
12 2 4

Esistalsox; = —2; x;=—3

2.x24+8x+12=0

Schritt | Durchrechnung Erlduterung
1 xt+ 8x = —12 Das Absolutglied ist auf
der rechten Seite zu iso-
lieren
2 . 8 \? . 2 [ Auf beiden Seiten ist die
xt+ 8x + 7)) = —12 + 2 quadratische  Erginzung
zu addieren
3 (x+4)2=4 Die linke Seite ist als
Quadrat eines Binoms zu
schreiben; die Glieder der
rechten Seite sind zu-
sammenzufassen
4 xy+4=+V4 xo+4=—V4 | Losungen der Gleichung
(x+42=4
5 Xpe= —4 142 Die Unbekannte ist zu
. isolieren (Kurzschreib-
weise)
6 Xy =—44+2 x,=—-4-2 Die beiden Losungen sind
X = -2 x; = —6 auszurechnen
7 Probe fiir x, = —2: Probe
. (—2)* +8(-2) + 120
4—-16+ 1210
0=0

Probe fiir x, = —6:
(—6)* + 8(—6) +12]0
36 —48 + 120
0=0
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Die linke Seite hat den Aufbau Ax* + Bx 4 C

BEISPIEL
12x2 —-7x—12=0

Der Koeffizient des quadratischen Gliedes wird zu 1 gemacht
(Herstellen der Normalform)

7
x2——x—1=0

12
7
2 __ =1
X 12x
7 [T\ 49
# g5t (gr) =1+ 5
(x 7)’_ 625
24) 576
1 izs '
2= T
4 3 :
x1=?; x;=—7.

Der Losungsgang fiir die Gleichung | x2 + px + ¢ =0 | kann durch

Herleitung einer Formel vereinfacht werden:
x4 px=—q
p\? p\2
xz 3 — = -— ——
+px+ ( 2 ) q-+ ( 2 )

SRR

\

2
Far (%) = g ergeben sich die Losungen:

14*
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BEISPIELE
1.24x2 — 20ax + 242 =0
Sa a?
Normalform:x’—? x+ﬁ=
Sa p " sa p\* 25q2 P Sa a?
e = w(3) " T .
,,,=£il/ﬁ_i
' 12 14 12
5a aVE

TR E T

Wxi=— (5 +VB) x=—(s - V13)

(2) x, ~ 0,717a X3 A 0,116a.

Die genauen Losungen der Form (1) verwendet man fir die Probe
oder zur exakten Berechnung von GréBen, die von x; und x; ab-
héngen.

Die Niherungslosungen (2) gibt man so genau an, wic es der prak-
tische Zweck der Rechnung erfordert.

2.24x2 —19x +2=0

19
Nomlfom.xz—EX‘*' 12 =0
gm0 2 _ 15 (1);_3'1; _r_ .
24 2 48 2 2304 2 48°
1
=+t1
19 361 1
“"=+Hil/m_ﬁ
19 13
Mt tEi
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9.2.2.5. Diskussion der Wurzeln der quadratischen Gleichung

Diskussion hei8t kritische Erérterung. Fiir die Beschaffenheit der
Wurzeln einer quadratischen Gleichung in der Normalform ist der
Radikand der Lésungsformel
/p 2
D= (3-) — q entscheid._ <.
D heiBt die Diskriminante (discrimen, lat. Entscheidung) der quadrati-

schen Gleichung. Die folgende Ubersicht zeigt die drei méglichen
Falle:

Fall Diskriminante Beschaffenheit der Wurzeln

: i i lle W 1
| D >0, dh (L) >q Zwei verschiedene reelle Wurzeln

2
X1 = —%:tl/(%) -9

Zwei gleiche reelle Wurzeln

[N

2

2 D=0,d.h.(%) q

nmx=-L
p\?
3 D < 0,d.h. (?) <gq Keine reeilen Wurzeln

)
BEISPIELE

1. Es ist die Beschaffenheit der Wurzeln der Gleichung
2x? — 12x = —50 zu diskutieren.
Normalform: x2 — 6x +25=0
p=—6; g=+25

p_ . (P\_
7=-3 (2) =49

2
+9< 425, also (‘;‘) <gq d.h D<O.

Die Gleichung 2x? — 12x = —50 hat keine reellen Wurzeln.

2. Es soll a in der Gleichung x2 4 ax -+ 529 = 0 so bestimmt werden,
daB sich eine Doppelwurzel ergibt.
pz —
Bedingung: vy =gq, also p=+ 2]/q.




































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































