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VORWORT ZUR DEUTSCHEN AUSGABE

Die russische Originalausgabe des vorliegenden Werkes erschien 1961. Zusammen
mit dem Buch ,,Mcropua marematuru B JpeBnoctu‘ (Die Geschichte der Mathema-
tik im Altertum) von Professor E.Kolman bildete es eine Gesamtdarstellung der
Geschichte der Mathematik bis zur Renaissance. Da das Buch von Kolman nicht in
deutscher Ubersetzung vorliegt, verweist der Verfasser den Leser hinsichtlich aller
Fragen iiber die Mathematik im Altertum auf das Buch von H.WuBing, ,,Mathe-
matik in der Antike*.

Was die Einteilung der geschichtlichen Entwicklung der Mathematik nach Perioden
betrifft, von der auch der chronologische Rahmen der Darlegung abhéngt, so schlieBt
sich der Verfasser eng an die Konzeption an, die A. N. Kolmogorow in seinem Beitrag
»Mathematik* in der GroBen Sowjetenzyklopddie (2. Aufl., Bd. 26) ausfiihrlich be-
schrieben hat. In einer gewissen Beziehung weicht aber der Verfasser von Kolmogorow
ab. Wihrend Kolmogorow die Mathematik des antiken Griechenlands und des Mittel-
alters zu einer einheitlichen Periode der Elementarmathematik zusammenfaBt, vertritt
der Verfasser die Meinung, daB diese Periode auf ganz natiirliche Weise in zwei Ab-
schnitte zerfillt. Der erste hiervon ist die antike Periode, in der in Griechenland die
Mathematik erstmalig als Gesamtheit mehrerer deduktiver Disziplinen entstand, zu
denen die hohere Geometrie des Apollonios, die Infinitesimalmathematik des Eudoxes,
des Archimedes und ihrer Nachfolger gehoren. Diese Periode kénnte man als die Periode
der Entstehung und ersten Entwicklung der Mathematik als Wissenschaft bezeichnen.
Der zweite Abschnitt umfaBt das Mittelalter. Er zeichnet sich dadurch aus, daB vor-
nehmlich elementare Teilgebiete der Mathematik und verschiedene numerische Algo-
rithmen im Rahmen der Arithmetik, der Algebra, aber auch im Rahmen der Anwen-
dung dieser Disziplinen auf die Geometrie und Trigonometrie entwickelt wurden,
obwohl sich bereits in dieser Zeit die Gelehrten sporadisch auch infinitesimalen Pro-
blemen zuwandten. Ausfiihrlich wird diese Konzeption in der Arbeit dargelegt, die
im Literaturverzeichnis am Ende des Buches unter der Nr. 91 aufgefiihrt ist.l)

Obwohl die geschichtliche Periode der Mathematik, mit der sich dieses Buch
beschiftigt, erst im 16. Jh. zum AbschluB gelangt, hielt es der Verfasser fiir zweck-
miBig, mit der Renaissance abzubrechen, denn die Tétigkeit der Gelehrten dieses
Jahrhunderts hat unmittelbar die Entstehung der neuen Mathematik der verdnder-
lichen GréBen, der Lehre von den Funktionen und geometrischen Transformationen
gefordert. Andererseits muBte der Verfasser in seinem Bestreben, z.B. die Mathe-
matik in Indien erschépfend zu behandeln, hiufig auf Werke zuriickgreifen, die lange

1) Die deutsche Ubersetzung dieser Arbeit findet der Leser in ,,Sowjetische Beitriige zur
Geschichte der Naturwissenschaften*, herausgegeben von G. Harig, Berlin 1960.



VI Vorwort

vor dem Beginn des Mittelalters im allgemeingebriuchlichen Sinne dieses Wortes
erschienen waren.

Das Hauptziel des Verfassers bestand darin, den Entwicklungsgang der mathe-
matischen Grundbegriffe, der Theorien und der Algorithmen zu kliren, wobei nach
Moglichkeit deren Interesse und Wichtigkeit vom Gesichtspunkt des gegenwiirtigen
Standes der Mathematik beriicksichtigt werden sollten. Die geschichtliche Perspek-
tive andert sich mit dem Fortschritt der modernen Wissenschaft (und selbstver-
stindlich auch mit der Erweiterung unserer geschichtlichen Kenntnisse). So wurde
- z.B. die Lehre von den Parallelen im Orient recht ausfiihrlich behandelt. Das gleiche
gilt fir die Anfinge der Infinitesimalmathematik in den islamischen Landern und in
Europa oder fiir gewisse numerische Methoden und sogar fiir einzelne Berechnungen.
Die Beschreibung der Tétigkeit einzelner Gelehrter wurde dem genannten Ziel unter-
geordnet. Gleichzeitig war der Verfasser bestrebt, soweit wie moglich die Wechsel-
beziehungen zwischen der Mathematik und den Naturwissenschaften, der Technik
und der Philosophie im Blickpunkt zu behalten. Denn letztlich wird die Entwicklung
der Mathematik durch die gesellschaftliche Praxis bestimmt, und sogar die immanen-
teste Entwicklung unserer Wissenschaft hingt von den értlichen und zeitlichen
Umstinden ab. AuBerdem war dem Verfasser daran gelegen, den internationalen
Charakter der Entwicklung der Mathematik hervorzuheben, d. h. die internationalen
Beziehungen aufzudecken, wobei die nationalen Besonderheiten der Entwicklung
zu dieser oder jener Zeit gebiihrend Beriicksichtigung fanden.

Die Darstellung im Buch ist in gewissem Sinne inhomogen. In verschiedenen Fil-
len erschien es zweckmiBig, Fragen ausfiihrlich zu erértern, die den Lesern weniger
bekannt sein diirften und die bisher in den verschiedenen Ubersichtsberichten kaum
beriicksichtigt wurden.

Fiir die deutsche Ausgabe hat der Verfasser das zweite Kapitel nahezu véllig neu
abgefaBt. Auch im dritten Kapitel wurden nicht unerhebliche Anderungen vorgenom-
men. Dariiber hinaus wurden einige Ergéinzungen geschrieben, die im Anhang des
Buches zusammengefaBt sind. Diese Eingriffe waren notwendig, denn in den Jahren,
die seit der Abfassung seines Buches verflossen sind, haben sich unsere Kenntnisse,
insbesondere was die Liander des Orients betrifft, erheblich erweitert.

Dem Verlag B. G.Teubner, der durch die Herausgabe der deutschen Ubersetzung
mein Werk dem deutschen Leser zuginglich macht, bin ich sehr zu Dank verbunden.
Mein Dank gilt ferner dem Ubersetzer des Buches, Herrn V. Ziegler, und dem wis-
senschaftlichen Betreuer der deutschen Ausgabe, Herrn Dr. H. WuBing, fiir deren
miihevolle Arbeit. Dariiber hinaus schulde ich Dank Herrn Professor B. Rosenfeld,
der seinerzeit den russischen Text des Manuskriptes gelesen und mir wertvolle Rat-
schlige erteilt hat, sowie Frau Dr. E. Bereskina, durch deren Vermittlung ich viele
Arbeiten in chinesischer Sprache kennengelernt habe und die die Transkription der
chinesischen Namen und Termini tberpriift hat.

Moskau, im September 1963 A. D. Juschkewitsch
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EINFUHRUNG

Bereits lange vor dem Zerfall des rémischen Weltreiches begann ein neuer groBer
Entwicklungszyklus der Mathematik im fernen Osten, in China und Indien, der dann
seine Fortsetzung in den arabischen Léndern, im Iran und in Mittelasien und spiter
in Europa fand und etwa im 15. bis 16. Jahrhundert zum AbschluB gelangte.

In Mesopotamien hatte die Mathematik bereits zwanzig Jahrhunderte v. u.Z. einen '
hohen Entwicklungsstand erreicht. Im Mittelpunkt des Interesses standen Aufgaben
der praktischen Arithmetik, Vermessung verhiltnismaBig einfacher Figuren und
spiter Probleme der Astronomie, die bereits kampliziertere Berechnungen erforder-
ten. Typisch war die umfangreiche Anwendung ausfiihrlicher vorgerechneter Multi-
plikations- und Divisionstabellen. Im Verlaufe einer Entwicklung zum Abstrakten
erfolgte die Umkehrung verschiedener Aufgaben in dem Sinne, daB praktisch gege-
bene GroBen als die gesuchten und die gesuchten GroBen als die gegebenen aufgefaBt
wurden. Dies war bereits eine der Vorstufen zur Entwicklung algebraischer Methoden.
Die groBten Errungenschaften der babylonischen Mathematik bestanden in einem
sexagesimalen Stellenwertsystem fiir ganze Zahlen und Briiche, spiter unter Anwen-
dung eines Liickenzeichens, in der Losung quadratischer Gleichungen durch Radikale
sowie in der Losung der auf quadratische Gleichungen fiihrenden Gleichungssysteme
mit zwei Unbekannten; sie bestanden ferner in einem Iterationsverfahren zur ange-
niherten Berechnung von Quadratwurzeln mit Hilfe der arithmetischen Mittelwert-
bildung aus vorgegebenen, zu gro8 und zu klein angesetzten Niaherungswerten sowie
im spéter sogenannten Satz des Pythagoras. Ferner miissen, wie man indirekt schlieBen
kann, die ersten ‘Anséitze von Beweismethoden in Form einzelner algebraischer Um-
formungen und geometrischer Konstruktionen vorhanden gewesen sein, wenn sie sich
auch in den iiberlieferten Texten nicht finden.

Ein weniger hohes Niveau hatte offenBar die Entwicklung der Mathematik in
Agypten erreicht. Hier bediente man sich bei der Multiplikation bzw. Division der
Verdoppelung bzw. Halbierung; Operationen mit Briichen wurden auf Operationen
mit Stammbriichen und auf die Anwendung von Tabellen zuriickgefiibrt, in denen

Zerlegungen von Briichen der Form %—1 angegeben waren, wobei diese Briiche in der

Summe wieder Stammbriiche ergaben. Aufgaben, die auf quadratische Gleichungen
fiihren, traten nicht auf. Die Darlegungen auf den babylonischen Keilschrifttafeln
und &gyptischen Papyri hatten die Form von Vorschriften ohne jegliche Begriindung;
mitunter wurden Proben angegeben.

Die griechische Mathematik, die in ihrem frithen Stadium der orientalischen Mathe-
matik umfangreiches Tatsachenmaterial verdankte, nahm in der klassischen Epoche
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im 5. bis 3. Jahrhundert v.u.Z. eine prinzipiell andere Gestalt an. In die mathema-
tischen Untersuchungen drangen in starkem MaBe Beweisfiihrungen ein. Als wich-
tigstes Werkzeug zur Entdeckung neuer Wahrheiten trat die logische Uberlegung an
die erste Stelle, selbstverstidndlich verkniipft mit Beobachtungen und induktiv ge-
wonnenen Erkenntnissen. Umfangreiche Gebiete der Mathematik formten sich zu
deduktlven Systemen, es wurde eine Theorie des mathematischen Beweisens aufge-
baut. Die Ergebnisse fanden ihren Niederschlag in Darlegungen, die in ihrem Stil als
Lehrbiicher oder wissenschaftliche Abhandlungen anzusprechen sind. Unmittelbar
numerische Probleme, aus denen umfassende Theorien hervorgegangen sind, traten
in den Hintergrund. Verschiedener Umstinde wegen trat die Algebra der quadrati-
schen Gleichungen als ein System geometrischer Sitze iiber Flachenverwandlungen
auf. Die Entdeckung der Irrationalititen fiihrte zur Schaffung einer allgemeinen
Verhiltnislehre, die allerdings nur zum Teil entwickelt war und daher die Lehre von
den reellen Zahlen nicht ersetzen konnte. Im 3. Jahrhundert fand der Aufbau der
Elemente der Geometrie seinen AbschluBl; es entstanden die ersten Grundlagen éiner
_ Zahlentheorie, der Lehre von den Kegelschnitten und der antiken Formen von Inte-
grations- und Differentiationsverfahren. Wesentlich neue Beitriige auf diesen Gebieten
sind erst zweitausend Jahre spiter geleistet worden. SchlieBlich wurden die ersten
Fundamente der mathematischen Naturwissenschaften gelegt: Musikwissenschaft,
Mechanik einschlieBlich Mechanik der Fliissigkeiten, Optik und Kosmographie.

Vom 2. Jahrhundert v.u.Z. an erreichte die Entwicklung der klassischen Rich-
tungen in der griechischen Mathematik nahezu einen vélligen Stillstand. Gleichzeitig
fand in den hellenistischen Staaten eine engé Berithrung der griechischen mit den
orientalischen Kulturen statt, und im Zusammenhang mit verschiedenen Problemen
der Astronomie.und Geodésie wurden andere Richtungen erfolgreich entwickelt:
sphérische Geometrie, Trigonometrie der Sehnen und Néherungsrechnung. Die Inter-
essen verlagerten sich auf numerische Mathematik: Zum Teil wurden das Sexagesn-
malsystem und die Stammbriiche {ibernommen, es entwickelte sich eine numerische
Algebra der linearen und quadratischen Gleichungen, und es wurden unbestimmte
Gleichungen in rationalen Zahlen geldst. Ferner entstand in bescheidenem Rahmen
.eine algebraische Symbolik. Dieser Tendenz war aber, bedingt durch den Verfall der
antiken Welt, keine lange Lebensdauer beschieden. Sie hinterlie8 jedoch ein fiir die
weitere Entwicklung wichtiges Erbe in den asiatischen und afrikanischen Gebieten
des fritheren rémischen Weltreiches.

Nach dem Zusammenbruch der antiken Sklavenhaltergesellschaft vollzog sich die
Entwicklung der mathematischen Wissenschaften viele Jahrhunderte lang haupt-
sichlich in den Landern des Orients. Die orientalische Mathematik des Mittelalters
war im Grunde genommen eine Lehre von konstanten GroBen und unverdnderlichen
geometrischen Figuren. Jedoch ist eine derartige Charakterisierung noch nicht kon-
kret genug. Sie war vor allem eine numerische Mathematik, eine Gesamtheit von
Algorithmen zur Losung arithmetischer, algebraischer und geometrischer Aufgaben,
die zunfichst verhaltnismiBig einfach waren, spiter aber schwieriger wurden. Es
handelte sich zunéchst um einzelne Algorithmen, die spiter zu ganzen wissenschaft-
lichen Diszip}'inen vereinigt wurden. Die Entwicklung der Mathematik im Osten be-
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gann im Mittelalter auf einer Stufe, die weit unter der in den hellenistischen Léndern
erreichten lag. Doch gegen Ende dieser Periode lieB sie in verschiedenen Entwick-
lungsrichtungen die Wissenschaft der Ptoleméerzeit weit hinter sich. Wir denken dabei
an Gebiete wie kaufmannisches Rechnen, numerische Algebra nebst Anwendungen,
Niherungsrechnung, Zahlenlehre und Trigonometrie. Alles bisher Gesagte bezieht
sich auf China, Indien und die arabischen Linder (aus Mangel an Quellenmaterial
sind wir gezwungen, das alte Choresm, Vietnam und Indonesien unberiicksichtigt zu
lassen). . ) ‘

Die einheitliche Entwicklungsrichtung der Mathematik im mittelalterlichen Asien
war letztlich durch die verwandte gesellschaftliche Struktur in den L#ndern des
Orients bedingt. Die Bevélkerung beschiiftigte sich viel mit Landwirtschaft, Hand-
werk und Handel in solchen Formen, die der allméhlich erstarkenden feudalistischen
Gesellschaftsordnung eigen waren. In politischer Hinsicht waren die mittelalterlichen
Staaten des Orients wenig gefestigte Despotien, die mitunter fiir einige Jahrhunderte
oder auch gar nur fiir einige Jahrzehnte grofle Gebiete vereinigten, mitunter jedoch
in ihre Bestandteile zerfielen und héufig eine leichte Beute eroberungslustiger Nach-
barn wurden.

Eine Existenzfrage fiir diese Staaten war die kiinstliche Bewisserung der Felder,
die Schaffung und sténdige Unterhaltung eines Bewiisserungssystems, der Kampf mit
den verheerenden FluBiiberschwemmungen usw. ,,Hieraus ergab sich*, schrieh Marx,
,,jene konomische Funktion, zu deren Ausiibung séimtliche asiatischen Regierungen
gezwungen waren, und zwar die Funktion zur Organisierung der gesellschaftlichen
Arbeit* [5 S. 337]. In der gleichen Richtung #uBerte sich auch Friedrich Engels:,, Die
kiinstliche Bewiisserung ist hier erste Bedingung des Ackerbaus, und diese ist Sache
entweder der Kommunen, Provinzen oder der Zentralregierung. Die Regierung im
Orient hatte immer auch nur drei Departements: Finanzen (Pliinderung des Inlands),
Krieg (Pliinderung des Inlands und des Auslands) und travaux publics (Sorge fiir die
Reproduktion).* Die Fruchtbarkeit des Bodens beruhte ganz auf der kiinstlichen
Bewisserung und ,,... sie erklirt die Tatsache, fiigt Engels hinzu, ,,daB ein einziger
Verwiistungskrieg ein Land fiir Jahrhunderte entvélkern und seiner ganzen Zivilisa-
tion entkleiden konnte* [6, S.580].

Unter den Problemen, die die Mathematiker des Orients seit altersher und auch im
Verlaufe der gesamten betrachteten Zeit zu losen hatten, nahmen solche Aufgaben
einen groBen Teil ein, die sich beim Bau von Kanilen und Staudimmen, von StraBen,
Befestigungen, Palast- und Tempelbauten u.a. ergaben. Hierbei muBten Volumina
und Flicheninhalte berechnet werden, und es waren die benétigten Mengen an Bau-
stoffen und Arbeitskréften sowie der Aufwand fiir deren Verpflegung und Entlohnung
zu ermitteln. Die Finanzimter hatten die Verteilung der Steuerlasten vorzunehmen,
die sich nach den einzelnen Besteuerungsnormen richtete, sowie die Naturalab-
gaben zu regeln, die von der Bodenqualitit, der Entfernung zum Sammelpunkt
u.dergl. abhiéingig waren. Hinzu kamen verschiedenartigste Aufgaben aus der Handels-
praxis und, insbesondere in den arabischen Liéndern, Aufgaben iiber die Aufteilung
von Erbschaften, bedingt durch die verhiltnismiBig komplizierten Richtlinien des
muselmanischen Erbrechts. Von praktischem Interesse war offenbar die Bestimmung
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der Entfernung nach unzugénglichen Objekten bzw. die Ermittlung der Abmessungen
solcher Gegenstinde. Daraus entsprang ein reichhaltiges Material, aus dem verschie-
dene Klassen typischer Aufgaben iiber Proportionen, iiber lineare Gleichungen, iiber
lineare Gleichungssysteme und iiber das Ausziehen von Quadrat- und Kubikwurzeln
hervorgingen. Bei komplizierteren Problemstellungen ergaben sich Aufgaben zur
Auflésung quadratischer und sogar kubischer Gleichungen.

Typisch in diesem Sinne ist die klassische chinesische Abhandlung ,,Mathematik
in neun Biichern* (Jiu zhang suan shu) [42], die etwa im 2. bis 1. Jahrhundert v. u. Z.
nach élteren, uns nicht iiberlieferten Quellen zusammengestellt worden war. Es han-
delt sich um eine Aufgabensammlung mit Losungen und lakonischen Losungsanwei-
sungen. Héufig sprechen hier bereits die Titel einzelner Biicher fiir sich: ,,Feldmes-
sung*, ,,Beziehungen zwischen den verschiedenen Getreidearten‘ usw. Tausend Jahre
spiter schrieb einer der Begriinder der arabischen Mathematik und Astronomie,
Muhammad ibn Maséa al-Huwarizmi, am Anfang seines ,,Kurzen Buches iiber Rech-
nungen der Wiederherstellung und Gegeniiberstellung*“l) (Al-kitab al-muktasar fi
hjsab al-gabr wa-l-muqgabala), daB er in sein Buch all das aufgenommen hat, was
,,die Leute stindig bei Erbschaftsfragen und Testamenten, bei der Aufteilung von
Vermigen und in Gerichtsprozessen sowie in verschiedénen gegenseitigen Bezie-
hungen, sowohl bei der Landvermessung, beim Bau von Kanilen, in der Geometrie
und in verschiedenen anderen Fragen benétigen* [104, S. 4, englisch].

Die mathematische Problematik wurde jedoch nicht nur unmittelbar durch die
Bediirfnisse des wirtschaftlichen Lebens oder des Staates bestimmt. Die Praxis for-
derte die Entwicklung der Mathematik auch durch die Vermittlung anderer Wissen-
schaften, vornehmlich der Astronomie. Die Erforschung der GesetzmifBigkeiten bei
den astronomischen Erscheinungen und die Kalenderberechnungen bedurften beson-
derer mathematischer Methoden. In China wurden erfolgreiche Arbeiten am Kalender
und an der Abstimmung des Sonnenjahres auf die Mondmonate bereits im 14. Jahr-
hundert v. u. Z. durchgefiihrt. In China und Indien hing die Auflésung unbestimmter
Gleichungen in ganzen Zahlen, wie wir sie spiater auch in der arabischen Literatur
finden, ebenfalls mit der Astronomie zusammen. Auf die Astronomie geht ferner eine
ganze Reihe chinesischer Arbeiten zur Interpolation mit Hilfe empirischer Formeln
bis einschlieBlich des 3. Grades zuriick. In Indien und spéter in den arabischen Lin-
dern wurden fiir astronomische Bediirfnisse die Trigonometrie und der damit zusam-
menhiingende Apparat von Niherungsrechnungen entwickelt. Im Kalifat von Bagdad
wirkte sich in @hnlicher Richtung die Geodésie aus: hier wurden im 9. Jahrhundert
nach dem Beispiel des antiken Alexandria Gradmessungen vorgenommen. Etwahundert
Jahre frither wurde die Linge eines Meridiangrades in China vermessen. Bezeichnend
ist die Tatsache, daB die meisten Mathematiker des Orients gleichzeitig auch Astro-
nomen-waren.

In allen Gesellschaftsordnungen, in denen die mathematischen Kenntnisse iiber
die Grenzen eines Rechnens mit kleinen Zahlen und iiber einfachste Messungen hin-

1) Gemeint sind Gleichungsumformungen durch ,,Hiniiber- und Heriiberschaffen‘‘. Hieraus
ist spiter das Wort Algebra entstanden. (D. Red. d. dt. Ausg.)
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ausgehen, stoBen wir auf eine mehr oder weniger intensive Eigenentwicklung der
Mathematik. Sie hat wegen ihrer hohen Abstraktheit, ihrer Allgemeinheit und der
inneren Wechselbeziehungen ihrer Begriffe und Methoden stets, wenigstens zum Teil,
fiir die Zukunft gearbeitet. Dies ist bereits in Mesopotamien und in Agypten zu be-
obachten. Ebenso lagen die Dinge in China und Indien. In der bereits erwihnten
altchinesischen ,,Matheématik in neun Biichern®, in der viele Aufgaben und ganze
Biicher unmittelbar auf die Anwendungen abgestimmt sind, gibt es andere umfang-
reiche Abschnitte, die zwar aus einer Analyse praktischer Probleme hervorgegangen
sind, in jener Zeit jedoch vornehmlich nur von abstraktem Interesse war. Eben durch
eine derartige immanente Entwicklung entstand z. B. ein Algorithmus zur Auflgsung
eines Normalsystems linearer Gleichungen mit beliebig vielen Unbekannten, wie wir
ihn im achten Buch der ,,Mathematik in neun Biichern‘‘ finden.

Das gleiche gilt fiir eine aligemeine Methode zur numerischen Auflgsung algebraischer
Gleichungen beliebig hohen Grades, die durch Verallgemeinerung der Methode zum
Ausziehen von Kubik- und Quadratwurzeln aus ganzen Zahlen entstanden war. Bei-
spiele dieser Art, etwa eine zyklische Methode zur Lésung der Pellschen Gleichung,
trifft man nicht selten auch in der indischen Mathematik an, veq der arabischen ganz
zu schweigen. :

Wir haben nun in allgemeinen Ziigen den Gegenstand der mathematischen Unter-
suchungen der orientalischen Lander im Mittelalter umrissen. Es soll nunmehr einiges
iiber die Methode dieser Forschungen gesagt werden.

In einigen Arbeiten zur Wissenschaftsgeschichte wurde die Meinung geduBert, daB
die Mathematik des antiken China rein empirisch war. Es wird darauf hingewiesen,
daB die alten chinesischen Biicher keine Beweise enthalten, daB sie im wesentlichen
Rezeptsammlungen sind, die durch Beispiele erliutert werden. Viele chinesische Werke
itber Mathematik enthalten in der Tat keinerlei theoretische SchluBfolgerungen. In
dieser Beziehung jedoch &hneln die chinesischen Biicher vielen Biichern mittelalter-
licher indischer, arabischer und européischer Verfasser iiber praktische Arithmetik
oder Geometrie. Man muB aber zwischen der Art der Darstellung, die hauptsichlich
durch den Zweck des Buches bestimmt ist, und den Untersuchungsmethoden unter-
scheiden. Der Dogmatismus der Darstellung, das mechanische Auswendiglernen ver-
schiedener Regeln sowie die Vielfalt und Zersplitterung der letzteren waren dadurch
bedingt, daB die mittelalterlichen Lehrbiicher vor allem fiir Praktiker, wie Kaufleute,
Landvermesser, Beamte, Bauleute usw., bestimmt waren. Solche Leser bendtigten
mechanische und nach Maglichkeit kurze Regeln zur Ldsung eines scharf umrissenen
und engen Problemkreises.

Ferner sei darauf hingewiesen, daB keineswegs simtliche alten chinesischen Werke
iiber Mathematik frei von SchluBfolgerungen und Erléduterungen sind. Beides ist z. B,
in verschiedenen Werken enthalten, deren Ziel die Erlduterung und Weiterentwick-
lung der ,,Mathematik in neun Biichern“ war. Viele wissenschaftliche Ergebnisse
konnten iiberhaupt nicht empirisch gewonnen werden und muBten sich auf eine logi-
sche Deduktion stiitzen. Es diirfte auch kein Zweifel daran bestehen, daB3 bei der
Ausbildung der Fachleute, d.h. der Mathematiker und Astronomen, gelegentlich Be-
weise miindlich dargeboten wurden.
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Verschiedene Teile der Mathematik standen natiirlich in Wechselwirkung. So
wurden mitunter arithmetische Aussagen, z. B. Summationsregeln fiir gewisse Reihen,
geometrisch begriindet; andererseits wurde die Algebra bei der Losung geometrischer
Aufgaben gngewandt, indem diese durch Gleichungen ausgedriickt wurden. Dem-
gegeniiber finden wir in der alten chinesischen Mathematik keine entwickelten deduk-
tiven Systeme, wie sie fiir das klassische Griechenland charakteristisch sind, keine
Herausbildung geometrischer Axiome, keine logisch aufgebaute theoretische Arith-
metik u.dergl. Die Mathematik gliederte sich hier noch nicht in verhéltnismaBig
selbstindige Zweige, obwohl Ansiitze fiir eine derartige Gliederung bereits in einer
Aufspaltung der Regeln und Aufgaben augenscheinlich wurden. Insbhesondere schilte
sich auch die Geometrie nicht als besondere Wissenschaft heraus. Hier 18t sich eine
gewisse Parallele zur babylonischen Wissenschaft ziehen, iiber die Neugebauer schrieb:
»Im Vergleich zum algebraischen und numerischen Bestandteil in der babylonischen
Mathematik ist die Rolle der ,Geometrie‘ sehr unbedeutend. Das ist jedoch nicht an
sich verwunderlich. Das Zentralproblem in der frithen Entwicklung der Mathematik
liegt in der numerischen Bestimmung der Lésung, die gewisse Bedingungen erfiillt.*
Weiter schreibt er: ,,... die ,Geometrie® ist keine besondere mathematische Disziplin,
sondern sie wird auf der gleichen Ebene behandelt wie irgendeine andere Form nume-
rischer Beziehungen zwischen praktischen Dingen.“ [48a, S.44—45, englisch]. Im
ibrigen war der Umfang der geometrischen Kenntnisse in China erheblich groBer als
in Babylon.

Die Frage nach den Griinden fiir diese Besonderheit der altchinesischen Mathema-
tik ist &uBerst schwierig zu beantworten. Eine andere Seite der gleichen Frage ist das
Problem der Entstehung und erfolgreichen Entwicklung einer deduktiven Wissen-
schaft in Griechenland. Wir wollen uns mit der Bemerkung begniigen, daB die Ant-
wort letztlich wahrscheinlich in dem groBen Unterschied zu suchen ist, der zwischen
der Struktur und Ideologie der griechischen Stadtstaaten, d.h. von Sklavenhalter-
staaten mit einer verhidltnismaBig demokratischen Regierungsform, auf der einen
Seite und den agrarbiirokratischen feudalistischen oder halbfeudalistischen Despo-
tien des Ostens auf der anderen Ceite bestand.

Das Niveau der Mathematik in Indien und insbesondere in den Léndern des Nahen
und Mittleren Ostens war in theoretischer Hinsicht erheblich hdher als in China. Hier
duBerte sich der EinfluB der griechischen Wissenschaft, und zwar weniger nachhaltig
in Indien, wo die Bindung zu den fernen Zentren der hellenistischen Welt, die durch
die Ziige Alexanders des GroBen hergestellt worden waren, nicht allzu eng waren,
dagegen erheblich intensiver in den islamischen Liéndern, zu denen die Territorien
der fritheren hellenistischen Lander gehérten. Die Gelehrten des Nahen und Mittleren
Ostens iibernahmen im 8. bis 9. Jahrhundert von den Griechen nicht nur reiche Vor-
rite an konkretem Wissen, sondern lernten auch deren deduktive Methoden der
Forschung und Darstellung beherrschen. Gerade darin unterschied sich die Mathe-
matik in den arabischen Lindern von der chinesischen und, in geringerem MafBe, von
der indischen. Darin lagen auch ihre besonderen Vorziige.

Im Mittelpunkt des Interesses der Mathematiker im Nahen und Mittleren Osten
standen die gleichen Probleme wie in China und Indien. Doch waren sie, gestiitzt auf
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das griechische Erbe, in der Lage, in der Entwicklung der numerischen Mathematik
wesentlich weiterzugehen. Hatten sich z.B. die Inder darauf beschrinkt, in der
Trigonometrie die Sehne.durch den Sinus zu ersetzen, den Kosinus und den sinus ver-
sus einzufiihren und auf die Berechnung wenig umfangreicher Tabellen fiir einfachste
Zusammenhidnge anzuwenden, die lediglich auf dem Satz des Pythagoras beruhten,
so gelang es den Mathematikern in den Landern des Islams, die Trigonometrie als
eine weitverzweigte Wissenschaft aufzubauen. Das starke Interesse an den alge-
braischen Aufgaben der Geometrie fiihrte hier nicht nur wie in China zur Entwicklung
von Methoden fiir die numerische Auflésung von Gleichungen, sondern zur Ent-
stehung der Algebra als selbstindige Disziplin. Ein priagnantes Beispiel fiir die theo-
retische Bearbeitung konkreter Operationen der numerischen Mathematik ist hier die
Entwicklung einer allgemeinen Proportionenlehre und die Einfithrung des Begriffes der
(positiven) irrationalen Zahl. Doch wollen wir hier keineswegs behaupten, daB die
arabischen Mathematiker sich ausschlieBlich mit numerischen Problemen und den
‘damit zusammenhéingenden Verallgemeinerungen beschiftigt haben. Diese Probleme
standen zwar im Vordergrund, und mit der Zeit gewannen sie auch immer mehr an
Bedeutung, jedoch wurden in den islamischen Lindern wertvolle Ergebnisse auch
in klassischen Richtungen gewonnen, z. B. auf dem Gebiet der Grundlagen der Geo-
metrie in der Parallelenlehre.

Die Allgemeinheit der mathematischen Forschung in den asiatischen Lindern
wurde durch die wirtschaftlichen, politischen und kulturellen Verbindungen aufrecht-
erhalten. Selbstverstindlich waren in jener Zeit die wissenschaftlichen Kontakte un-
regelmiBig, sie rissen hiufig ab. Betrachtet man jedoch groBe Zeitriiume, so erkennt
man ihre bedeutende Rolle. Welche Kontakte bestanden haben, ist zur Zeit noch
nicht vollstindig erforscht. Die Untersuchung ist dadurch erschwert, daB in den
entsprechenden Werken keinerlei Hinweise auf die Arbeiten anderer Gelehrter vor-
handen sind. Wir sind hier gezwungen, uns auf die Daten der allgemeinen Geschichte,
auf die chronologische Folge der Entdeckungen, auf die uns bekannten Reisen der
antiken Gelehrten, auf die Ahnlichkeit der Aufgaben und Methoden u.&. zu stiitzen.
Nur die Gesamtheit aller dieser Anga.ben erzeugt ein mehr oder weniger klares Bild,
in dem dennoch verschiedene Liicken klaffen.

Der Geschichte der Mathematik in den Léndern des Orients sind. die ersten drei
Kapitel dieses Buches gewidmet. Das vierte Kapitel behandelt die Mathematik in
Europa. Die Entwicklung der Mathematik im mittelalterlichen Europa begann auf
einem sehr niedrigen Niveau. In Rom und seinen westeuropaischen Provinzen gab es
keine naturwissenschaftlichen Zentren wie in den 6stlichen Gebieten des Weltreichs.
Die neuen Feudalstaaten der Franken, der Germanen, der Kelten, der Slawen und
der anderen Vélker iibernahmen nur ganz bescheidene arithmetisch-geometrische
Kenntnisse angewandter Natur, die sich im frithen Stadium des europdischen Feu-
dalismus mit seiner primitiven Technik, mit seinem spirlichen Handel und seinen
kaum erwahnenswerten duBeren Bindungen als ausreichend erwiesen. Die Lage an-
derte sich in der Zeit des entwickelten Feudalismus, der Entstehung der Stéddte und
der nationalen Monarchien. Vom 11. und 12. Jahrhundert an eréffneten sich den Euro-
pidern die Reichtiimer der arabischen und antiken Kultur auf der Pyrenéenhalbinsel
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durch Kriegsziige oder Handelsreisen in den -islamischen Léndern Asiens und
Afrikas sowie in Byzanz. Sehr rasch wurde die arabische philosophische und wissen-
schaftliche Literatur erschlossen und iiber diese oder auch unmittelbar das antike
Schrifttum. Es entstand eine eigene Literatur in lateinischer Sprache und spiter auch
in den neuen Nationalsprachen. Die mathematischen Ideen und Methoden des feu-
dalen Ostens fanden einen guten Nahrboden in den in ihrer sozialen Struktur &hnlichen
Landern Europas und trugen hier neue Friichte. Im 13. und 14. Jahrhundert begannen
die Gelehrten Italiens, Frankreichs, Englands und Deutschlands nicht nur den gré8ten
Teil der mathematischen und astronomischen Kenntnisse ihrer Lehrer schipferisch
zu beherrschen, sondern hatten in einigen Richtungen, z. B. der' Algebra, auch Fort-
schritte zu verzeichnen. Dariiber hinaus entstanden hier Keime der Idee der Funktion,
ihrer grafischen Darstellung und neuer infinitesimaler Methoden als erste Vorboten
fiir das Eintreten der Mathematik in eine neue Entwncklungspenode die Methode der.
Mathematik der variablen GroBen.



DIE MATHEMATIK IN CHINA

Vorbemerkungen. Vereinzelte Mitteilungen iiber die Mathematik Chinas in der
altesten Zeit gehen auf die Mitte des 2. Jahrtausends v.u.Z. zuriick; sie stiitzen sich
hauptsichlich auf Angaben iiber den Kalender. Die Landwirtschaft war bereits zu
dieser Zeit die Hauptbeschiftigung der Bevolkerung, und eine richtige Bestimmung
der Zeiten fiir die Aussaat und die Ernte der Hirse und anderer Getreidearten er-
langte . eine entscheidende Bedeutung fiir die gesamte Wirtschaft. Daher wurde in
China die Beobachtung der Tag- und Nachtgleichen sowie der Sonnenwenden durch
besondere gelehrte Beamte z. B. nach der Kulmination einzelner Sterne durchgefiihrt,
und die Vervollkommnung des Kalenders iiber Jahrtausende war eine wichtige Funk-
tion des Regierungsapparates. Bereits im 14. Jahrhundert waren die Astronomen
bemiiht, den allgemein gebriiuchlichen Mondkalender mit dem Sonnenkalender in
Einklang zu bringen. Die Einteilung in groBe und kleine Monate zu je 30 bzw. 29 Tagen
war durch die Mondphasen gegeben, jedoch war das zwdlfmonatige Mondjahr mit
354 Tagen fiir die Bediirfnisse der Landwirtschaft duBerst ungiinstig. Die Tage des
Jahreszeitenwechsels sind in diesem Kalender nicht starr an irgendwelche Daten ge-
bunden: Das Mondjahr ist elf Tage kiirzer als das tropische, dessen Dauer die Chi-
nesen mit 3651/, Tagen recht genau angegeben haben. Um 600 v. u. Z. wurden in China
nach jeweils 19 Jahren sieben zusitzliche Monate eingebaut: der neunzehnjihrige
Sonnenzyklus unterscheidet sich von 235 Mondmonaten um weniger als einen vollen
Tag. In Griechenland hat der Athener Meton den gleichen Zyklus etwa 150 Jahre
spiiter eingefiihrt [39].

Die zugehdrigen Kalenderberechnungen erforderten gute arithmetische Kennt-
nisse. Leider besitzen wir tiber die Entwicklung der Mathematik in China bis zum
Beginn unserer Zeitrechnung keine hinreichend ausfithrlichen Angaben.

In dem ersten uns tiberlieferten speziell mathematischen Werk, der ,,Mathematik
in neun Biichern®, finden wir bereits einen sehr reichhaltigen Wissenskomplex vor,
der den Zustand der Mathematik zur Zeit der Frithen Han-Dynastie (206 v.u.Z. bis’
26 u.Z.) kennzeichnet.

Das Reich der Han-Dynastie, in dem sich bereits die feudalistischen Verhilt-
nisse weit entwickelt hatten, umfaBte ein sehr groBes Territorium. Zu dieser Zeit
wurden groBe StraBenbauarbeiten vorgenommen. Kurz zuvor wurde der Bau der
groBen chinesischen Mauer begonnen, und das hydrotechnische Bauwesen entwickelte
sich stark. Die Herrscher der Han-Dynastie verwandten groB8e Sorgfalt auf die
Festigung des weitverzweigten Staatsapparates, der simtliche grofien Bauunterneh-
men leitete, die Steuern einnahm, den Frondienst organisierte und &hnliche Funk-
tionen mehr innehatte.

2 Juschkewitsch, Mathematik im Mittelalter
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Zur Zeit der Herrschaft der Frithen und Spiten Han-Dynastie (bis 220 u. Z.) wur-
den die astronomischen Arbeiten erfolgreich fortgesetzt. Die Sternkataloge wurden
prézisiert und erweitert, der Sonnenkalender wurde vervollkommnet usw. Neben der
seit altersher verwendeten Wasseruhr kam die Sonnenuhr in Gebrauch. Die Beob-
achtungsarbeit erreichte eine hohe Vollkommenheit. So wurde die Zeit fiir einen stel-
laren Umlauf des Saturns, die hundert Jahre v.u. Z. mit 28 Jahren angenommen
wurde, kurz vor Beginn unserer Zeitrechnung mit 29,79 und am Ende des 1. Jahr-
hunderts u. Z. mit 29,51 Jahren angegeben, ein Wert, der den richtigen Wert um nur
0,05 Jahre iibersteigt. Der hervorragende Astronom Zhang Heng (1.—2. Jahrhundert)
konstruijerte einen drehbaren Globus und ein Planetarium und lehrte die Kugelgestalt -
der Erde sowie die rdumliche und zeitliche Unendlichkeit des Weltalls. Ferner leitete
er eine Reihe von Arbeiten zu einer genaueren Berechnung des Wertes von = ein.
Etwa 330 entdeckte Yu Xi erneut die Prazession der Tag- und Nachtgleichen, und an
der genaueren Ermittlung ihrer Werte arbeiteten die Beobachter auch spiter.

Die chinesische mathematische Literatur aus dem ersten Jahrtausend unserer Zeit-
rechnung ist nur zu einem geringen Teil erhalten geblieben. Aus den iiberlieferten
Werken und Chroniken geht hervor, daB in den ersten fiinf Jahrhunderten die Metho-
den der ,,Mathematik in neun Biichern‘ weiterentwickelt wurden. Daran waren so
hervorragende Kommentatoren beteiligt wie Liu Hui (3. Jahrhundert), ferner Sun-zi
(3. oder 4. Jahrhundert), Zu Chong-zhi (5. Jahrhundert), Liu Zhuo (6. Jahrhundert),
Li Chun-feng (7. Jahrhundert) und andere.

Ungeachtet der hiufigen duBeren und inneren Kriege und der haufigen Bauern-
aufstinde wurde das chinesische Reich immer michtiger. Zur Zeit der Tang-Dynastie
(618—907) war China das groBite Reich und erstreckte sich vom Stillen Ozean bis
nach Tibet sowie von der GroBen Mauer bis nach Vietnam. In den groBen Stidten
bliithte das Handwerk. Chinesischen Ingenieuren gelangen zu dieser Zeit wertvolle
Erfindungen. Fiir die Entwicklung der Wissenschaft war die Erfindung der Buch-
druckerkunst von groBer Bedeutung, die im 7. Jahrhundert Holzschnittplatten und
im 11. Jahrhundert bereits bewegliche Lettern verwendete. Mit der Papierherstellung
-wurde bereits im I. oder 2. Jahrhundert begonnen. Ein hervorragendes Beispiel fiir
die Tatigkeit der chinesischen Ingenieure ist der groBe Kanal, der die siidlichen
Gebiete des Landes mit den nérdlichen verbindet. Sein Bau wurde im 7. Jahrhundert
begonnen. Als der Kanal im 13. Jahrhundert nach mehreren Bauunterbrechungen
fertig war, hatte er eine Linge von 1700 km.

Zur Zeit der Tang-Dynastie wurden auch die internationalen Beziehungen bedeu-
tend erweitert. Bereits im 2. Jahrhundert v.u. Z. trieb China einen Karawanenhandel
mit Mittelasien und fiber diese Zwischenstation auch mit Europa. Chinesische Seiden
und Brokate waren in Rom sehr geschétzt. Im 1. Jahrhundert festigten sich die Bezie-
hungen zu Indien, wovon die Ausbreitung des Buddhismus zu dieser Zeit in China
zeugt. Chinesische Reisende — wie etwa Fa Xian Ende des 4./ Anfang des 5. Jahr-
hunderts — bereisten ganz Indien. Auf Wasserwegen iiber das Chinesische Meer und
den Indischen Ozean wurden Verbindungen zwischen China und Indonesien, Indien,
Persien und Arabien unterhalten. Im 7. Jahrhundert wirkten in China einzelne indi-
sche Gelehrte. Wie lebhaft die Beziehungen Chinas zu anderen Staaten zur Zeit der
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Tang-Dynastie waren, zeigt der Reisebericht eines Arabers, nach dessen Angabe in der
Hauptstadt Guanzhou (Kanton) zu jener Zeit etwa 120000 Auslinder wohnten.

Zur Zeit der Tang-Dynastie formte sich eine eigenartige Hierarchie des biirokra-

tischen Apparates, zu dem auch wissenschaftliche Institutionen wie die Gelehrten-
kammer und das astronomische Biiro gehérten. Um staatliche Amter bekleiden zu
kénnen, muBte man in China Priifungen ablegen, darunter auch iiber Mathematik.
‘ Es sei darauf hingewiesen, daB in China sehr friih dem mathematischen Unter-
richt groBe Bedeutung beigemessen wurde. Bereits zur Zeit der Zhou-Dynastie
(1027—249 v.u.Z.) wurde ein System fiir die arithmetische Ausbildung sechs- bis
achtjahriger Kinder ausgearbeitet. Das mathematische Bildungs- uad Priifungswesen
hatte in der zweiten Halfte des ersten Jahrtausends unserer Zeitrechnung einen hohen
Stand erreicht. Das Lehrprogramm der kaiserlichen Akademie beinhaltete zur Zeit
der Tang-Dynastie unter den sechs Disziplinen auch die Mathematik; dafiir waren
sieben Jahre vorgesehen. Im Lande gab es zu jener Zeit einen gro8en Stab von staat-
lich gepriiften Mathematikern, deren Zahl wihrend der Herrschaft des Kaisers Tai-zun
(627—649) mit 3260 angegeben wurde. '

Zu den bedeutendsten wissenschaftlichen Unternehmen dieser Zeit ist die Grad-
messung zu rechnen. Die Idee, einen Meridiangrad mit Hilfe der Schnur auszumessen,
wurde bereits um 600 u.Z. von Liu Zhuo geduBert, aber erst im Jahre 725 durch den
Astronomen Nan Gong-yue verwirklicht. An der Gradmessung beteiligte sich auch
Yi Xing, der nach dem Vorbild von Liu Zhuo an der Entwicklung von Interpolations-
verfahren fiir astronomische Zwecke arbeitete. .

Eine Einschitzung tiber die Genauigkeit dieser Vermessungsarbeiten laBt sich nicht
geben, da wir nicht in der Lage sind, das Ergebnis von 351 li und 80 bu in unsere
Mageinheiten zu iibersetzen. Ein Zeitgenosse von Yi Xing war der Astronom und
Algebraiker Wang Xiao-tong, der sich u.a. mit der Auflésung numerischer kubischer
Gleichungen beschiéftigte.

Die dritte wichtige Periode in der Entwicklung der chinesischen Wissenschaft fallt
in die Herrschaftszeit der Sung-Dynastie (960 — 1279). Der Uberseehandel nahm
einen noch groBeren Aufschwung. Es entwickelte sich der Schiffsbau, die Seefahrer
begannen den bereits bedeutend frither erfundenen KompaB zu benutzen. Eine der
ersten wissenschaftlichen Beschreibungen der Eigenschaften der Magnetnadel lieferte
im 11. Jahrhundert der Ingenieur und Mathematiker Shen Gua, der sich auSerdem
mit Astronomie beschéftigte und einen Kalender vorschlug, der die klimatischen
Besonderheiten des Jahreszeitenwechsels besser beriicksichtigte. In der Technik und
im Kriegswesen wurde SchieBpulver verwendet. Durch die Beziehungen zum Ausland
wurden geographische und kartographische Arbeiten geférdert. Eine hohe Bliite
erreichte die Algebra, ihr sind die klassischen Abhandlungen von Qin Jiu-shao, Li Ye,
Yang Hui und Zhu Shi-jie aus dem 13. Jahrhundert gewidmet. Neben diesen Namen
ist noch der Astronom und Mathematiker Guo Shou-jing zu nennen. An der Grenze
zwischen 13. und 14. Jahrhundert leitete Guo Shou-jing ein umfangreiches Netz von
Observatorien, an denen duBerst genaue astronomische und geographische Beobach-
tungen angestellt wurden. Wie viele andere chinesische Mathematiker war auch er
ein bedeutender Kalenderreformator.

2.
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Die Eroberungen der Mongolen im 13. Jahrhundert fiihrten zu engeren Bindungen
zwischen China und Mittelasien. Chinesische Gelehrte besuchten die Observatorien
arabischer Linder, in Peking arbeiteten Fachleute aus Mittelasien. Infolge dieser
Kontakte befruchteten sich Astronomie und Mathematik wechselseitig. Die Errungen-
schaften der chinesischen Gelehrten auf dem Gebiet der Algebra wurden im Westen
verbreitet, die Gerite und wissenschaftlichen Kenntnisse der arabischen Astrono-
men wurden den Chinesen zuginglich. Im 13. und 14. Jahrhundert erschienen in China
Handwerker und Kaufleute aus Europa.

Das Mongolenjoch, das erst um die Mitte des 14. Jahrhunderts abgeschiittelt wer-
den konnte, lang andauernde und schwere Kriege und in der Hauptsache die Aufrechter-
haltung der biirokratisch-feudalistischen Verhiltnisse sowie die dkonomische Stag-
nation haben die weitere Entwicklung der Wissenschaft in China fiir lange Zeit
aufgehalten. Die feudalistische Ordnung wurde dadurch weiter gefestigt, daB im
17. Jahrhundert mandschurische Eroberer in das Land einfielen und daB spiter
das ganze groBe Land durch auslindische kapitalistische GroBmichte geknebelt
wurde. Aus dem 14. bis 16. Jahrhundert sind uns mehrere Dutzend Biicher iiber
kaufménnische Arithmetik iiberliefert worden, die von Geschéftsleuten zwar sehr
geschitzt wurden, jedoch wenig von eigentlich mathematischem Interesse sind. Vom
Ende des 16. Jahrhunderts an wurden in China allméhlich die neuen Entdeckungen
der europiischen Mathematiker bekannt. Aber fiir lange Zeit- blieb das Niveau der
eigenstindigen wissenschaftlichen Untersuchungen erheblich niedriger als im Europa
der Neuzeit. Neue Wege der schopferischen Entwicklung betrat die Mathematik in
China erst nach dem Aufschwung der nationalen Befreiungsbewegung in den letzten
Jahrzehnten und insbesondere nach dem Sieg des chinesischen Volkes und der Griin-
dung der chinesischen Volksrepublik.

Wir hatten erwihnt, daB viele antike chinesische Werke iiber Mathematik nicht er-
halten gebliehen sind. Hinzu kommt noch, daB die uns iiberlieferte Literatur
noch ungeniigend erforscht ist und die Originalarbeiten der Klassiker der chine-
sischen Mathematik nur wenigen zugéinglich sind. Eine vollstindige Ubersetzung in
europiische Sprachen liegt nur fir die erwdhnte ,,Mathematik in neun Biichern*
sowie fiir ein kleineres Werk iiber Geometrie von Liu Hui [46] vor.)) Fiir das iibrige
muB man sich auf Kommentare stiitzen [34, 40). Viele &uBerst wichtige Arbeiten iiber
die Geschichte der Mafhematik in China sind dariiber hinaus in chinesischer Sprache
erschienen [35, 36, 37].

Das altchinesische Zahlensystem. Die dltesten aufgezeichneten Zahlzeichen findet
man in China auf Zauberwiirfeln aus dem 14. bis 11. Jahrhundert v. u. Z., auf Hausrat
aus Ton und Bronze und auf Miinzen aus dem 10. bis 3. Jahrhundert; die gr6Bte dabei
auftretende Zahl ist 30000. Bereits zu jener Zeit war das Zahlensystem dezimaler
Natur. Die zugehérigen Ziffern fiir die Zahlen 1 bis 10 sind in der vierten und
finften Spalte der Tabelle 1 angegeben. Das Bildungsprinzip fiir die ersten vier Zah-

1) Wihrend der Satzarbeiten an der deutschen Ausgabe erschien eine russische Ubersetzung
des Werkes von Sun-zi [43c und 43d).
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len ist duBerst einfach: es sind parallele Striche. Der Ursprung der Ziffern fiir die Zah-
len 5 bis 9 ist unbekannt; 10 wird wieder durch einen einzigen, jedoch vertikalen
Strich bezeichnet. . '

Beim Schreiben groBer Zahlen benutzte man sowohl das additive als auch das
multiplikative Prinzip, wobei individuelle Zeichen fiir 100 und 1000 existierten. Fiir
die Zahlen 11 bis 14 setzte man zu einem vertikalen Strich die erforderliche Anzahl
kleiner horizontaler Striche hinzu. Die Zahlen 20 bis 40 stellte man entweder als einen
Zweizack, Dreizack bzw. Vierzack dar oder indem man das Zeichen fiir die Zahl 10
mit dem Zeichen fiir die Zahl 2, 3 oder 4 durchstrich. Zur Darstellung der Zahl 50 oder
etwa 80 setzte man iiber das Zeichen fiir 5 oder 8 das Zeichen fiir 10; Kombinationen
der Zeichen fiir 2, 3 usw. mit den Zeichen fiir 100 und 1000 stellten die entspre-
chende Anzahlder Hunderter bzw. Tausender dar. Einige Elemente dieser Darstellungs-

Tabelle 1. Ziffern im China des Altertums und Mittelalters (nach J. Needham)

Ziffern auf
Ziffern auf Bronze- Stibchenziffern
Hiero- Aus- | Lauberwiirfeln|  gefdBen
Ziffern | glypben- sprache aus dem und Miinzen
ziffern | °P 14.-11. Jh. aus dem 2.Jh.v.u.Z. 5.1
v.u.Z. 10.—3.Jh. (bis12.Jh. u. Z. i
v.u. Z. Einer Zehner | Einer Zehner
1 — yi —_ -_ I - I -
2 = er = = “ = " =
3 = xian = = I" = "I =
4 L si = = M = [l X= X
s| H | on X X | =mMo=Eo
6 2"\' liu A D ™ T _J_ T J_
7 £ qi + + T 1T L
| A | b ) ) mo oL m L
9| A | i 3 % m & MmMxL X
10 + shi I ¢
00 | B bai 3] &
1000 ¥ tian _?
10000 | B wan
o | & ling O
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weise drangen auch in die viel systematischere Schreibweise mit Hilfe der sog. Ziffern-
stabchen ein.

Vom 4. Jahrhundert v.u. Z. an oder vielleicht schon friiher verwendeten die Chi-
nesen bei Berechnungen die Ziffernstibchen (Tabelle 1), die anderthalb Jahrtausende
lang, d.h. bis zum 13. Jahrhundert, und auch z.T. noch spiter gebriauchlich waren.
Diese Ziffern wurden ebenfalls nach dem additiven Prinzip aus vertikalen und hori-
zontalen Strichen gebildet. Eine iiberméfige Anhdufung von Stibchen, die eine Auf-
zeichnung unanschaulich machen wiirde, vermied man, inflem man einem Stibchen
die Bedeutung 5 fiir die Zahlen 6 bis 9 und entsprechend die Bedeutung 50 fiir die
Zahlen 60 bis 90 beimaB. Es konnte sein, daB3 wir es hier mit Resten eines Fiinfer-
systems zu tun haben. In der betrachteten Zahlenschreibweise gibt es insgesamt
18 Ziffern, und zwar fiir die Einer von 1 bis 9 und fiir die Zehner von 10 bis 90. Beide
Zifferngruppen sind sehr dhnlich und unterscheiden sich nur durch die Anordnung.
Die Ziffernstibchen wurden beim Schreiben genauso dargestellt wie die betreffende
Zahl auf dem Rechenbrett (Abakus) mit Hilfe richtiger Stabchen. Das Rechnen mit
Hilfe der Ziffernstibchen hatte Stellenwertnatur. Die Ziffern fiir die Einer diehten
gleichzeitig zur Darstellung der Hunderter, Zehntausender usw., die Ziffern fiir die
Zehner zur Darstellung der Tausender, Hunderttausender usw. Das Stellenwert-
prinzip finden wir bei dem chinesischen Gelehrten Sun-zi im 3. oder 4. Jahrhundert
explizite ausgedriickt. Er schrieb: ,,Beim Rechnen miissen wir vor allem die Stellung
der Zahlen kennen. Die Einer sind senkrecht, die Zehner waagerecht; die Hunderter
stehen, wahrend die Tausender liegen; somit haben die Tausender und Zehner gleiche
Form, desgleichen die Zehntausender und die Hunderter.** (Zitiert in [43, S.:23]).

Die Zahlen wurden in einer Reihe geschrieben. Die Zahl 6728 wurde z. B. wie folgt

d tellt:

Das System der Ziffernstibchen ist das dlteste aller dezimalen Stellenwertsysteme,
ebenso wie das Zahlensystem der Babylonier das #lteste sexagesimale Stellenwert-
system darstellt. In beiden Systemen wird jedoch das Stellenwertprinzip nicht bis
zur letzten Konsequenz durchgefiihrt: im schriftlichen Zahlensystem der Ziffernstib-
chen fehlte ein Zeichen fiir die Null. Das erkliirt sich durch den unmittelbaren Zusam-
menhang des Ziffernstibchenrechnens mit dem Rechenbrett. Das Fehlen eines Zei-
chens fiir die Null stérte hier nicht, da die entsprechenden Stellen des Rechenbrettes
einfach freigelassen wurden. Wahrscheinlich war gerade der Umstand, daB die mei-
sten Berechnungen sogar nach der Erfindung des Papiers auf dem Abakus vorgenom-
men wurden, ein Hindernis fiir eine Vervollkommnung der chinesischen Zahlenschreib-
weise und fiir die Einfiilhrung eines Nullzeichens.

Das Symbol fiir die Null kam aus China nachdem Ausland. Es wird erstmalig in einer
Abhandlung iiber Astronomie und Astrologie erwahnt, die zwischen 718 und 729 ver-
faBt worden ist. Der Autor dieser Abhandlung war der Inder Gautama Siddharta, der
im Astronomischen Biiro Chinas titig war. Die Chinesen nannten ihn Qiutan Xida.
Bei der Erliuterung der indischen Rechenmethoden weist Qiutan Xida darauf hin,
daB zur Bezeichnung der Leerstelle in der betreffenden Spalte des Abakus ein Punkt
zu setzen ist [40, S. 12]. Eine derartige Neuerung fand jedoch nicht sofort Eingang. Im
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Druck tritt das Nullzeichen in Form eines Kreises erstmalig im Jahre 1247 im Werk
,,Neun Biicher itber Mathematik® von Qin Jiu-shao auf. Ubrigens vertreten einige
chinesische Wissenschaftler die Auffassung, daB das Nullzeichen in China selbsténdig
eingefithrt worden ist.

Es gab in China auch andere Zahlensysteme. Sehr alt und beim Schreiben am ge-
brauchlichsten waren die Hieroglyphenziffern (Tabelle 1, Spalte 2), deren- Form sich
bereits im 3. Jahrhundert v.u.Z. herausgebildet hatte. Sie werden auch gegenwiirtig
noch angewandt, in der Wissenschaft sind sie jedoch vollstindig durch die sog. arabi-
schen Ziffern verdringt worden. In diesem System gab es spezielle Zeichen fiir einige
héhere Potenzen von 10, und beim Schreiben von Zahlen kam das multiplikative
Prinzip zur Anwendung, mit dem das Stellenwertprinzip eng zusammenhéngt. Hier
existierten keine besonderen Hieroglyphen fiir 20, 200, 2000 usw. wie etwa im alpha-
betischen System, und zur Bezeichnung etwa der Zahl 200 hat man die Hieroglyphen
von 2 und 100 nebeneinanderzusetzen. Hierbei wurden die Hieroglyphen fiir die
Zehner, Hunderter usw. nur benutzt, um die GréBenordnung der davorstehenden
Einerziffer anzugeben; sie waren also keine selbstindigen Ziffern. Um etwa die Zahl
325 darzustellen, muBte man hintereinander die Hieroglyphen fiir drei, hundert, zwei,
zehn und fiinf schreiben, d.h. verwendet man romische Ziffern fiir die Zehnerpo-
tenzen und arabische Ziffern fiir die Einer, so wiirde die obengenannte Zahl in
einer Zeile geschrieben 3C2X5 lauten. Diese Schreibweise spiegelt unmittelbar die
miindliche Wiedergabe der Zahl dreihundert-zweizehn-fiinf wider. Man konnte diese
Schreibwiese als benanntes dezimales Stellenwertsystem ohne Nullziffer bezeichnen.

Wir wollen uns nicht bei'den einzelnen Spielarten der Hieroglyphenziffern, etwa
bei den kaufminnischen Ziffern, aufhalten.

Die gleichen Hieroglyphen fiir die hoheren Zehnerpotenzen hatten bereits im
2. Jahrhundert v. u. Z. unterschiedliche Bedeutung. Nach einem Buch, das unter dem
Namen von Xu Yue (etwa 190) iiberliefert ist, aber méglicherweise spiter von seinem
Kommentator Zhen Luan (etwa 570) geschrieben wurde, haben drei Varianten des
Zahlsystems existiert: die ,,obere*, die ,,untere’ und die ,,mittlere*.

obere mittlere untere
Variante | Variante | Variante

wan .... 104 10¢ 10¢
yiooooo 108 108 108
zhao .... 1016 1012 108
jing .... 1032 1010 107

Die héchste Potenz heiBt zai, was in der mittleren Variante 104 entspricht. Ubri-
gens geht Xu Yue selbst nicht iiber die in der Tabelle angegebenen Potenzen hinaus.
Von den drei Darstellungsmoglichkeiten war nach Shen Gua (11. Jahrhundert) die
untere die dlteste Variante.

Eine entsprechende Erscheinung finden wir auch bei anderen Vélkern. So existier-
ten nach den russischen mathematischen Handschriften des 17. Jahrhunderts in der
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Mitte des Jahrhunderts zwei verschiedene Systeme von Grundeinheiten fir die ho-
heren Zehnerpotenzen — die ,,kleine Zahlung* und die ,,groBe Zahlung*.

1
9
S

kleine grofe
Zihlung | Zahlung

Tma.... | 10¢ 100 —AZ=HF
Legion .. 108 1012 = e + A N——
Leodr ... 108 1026 |— = — 0.

—_ 48
. Woron .. | 10 Abb. 1

Eine weitere Parallele hierzu stellt die Zahlweise nach Millionen, Billionen, Trilli-
onen usw. dar, die sich in Europa im 14. und 15. Jahrhundert entwickelt hat. Heute
noch werden in manchen Landern die Billionen, Trillionen usw. durch die GréBen
10°, 1012 usw. dargestellt, d.h. durch Potenzen von 1000, withrend sie in anderen
Landern mit den GroBen 1012, 1018, ..., d.h. mit Potenzen der Million bezeichnet
werden.

Die chinesischen Hieroglyphenziffern wurden gewéhnlich zur Darstellung von Zah-
len, jedoch nicht zum Rechnen benutzt. In spiterer Zeit treten mitunter Zahlenno-
tizen und Berechnungen im dezimalen Stellenwertsystem auf, jedoch mit Hierogly-
phenzeichen fiir die ersten neun Ziffern und einem Kreis fiir die Null. (Vgl. dazu die
Abb.1 mit der Wiedergabe einer Aufzeichnung aus einer chinesischen Arithmetik
vom Jahre 1365, in der die Multiplikation 3069 - 45 = 138105 dargestellt ist.) Einer
analogen Erscheinung begegnen wir auch in der alexandrinischen Mathematik und
spiter im Zahlensystem des mittelalterlichen Europa.

Das Rechenbrett. Wie bereits erwihnt, wurden simtliche komplizierteren Berech-
nungen auf dem Rechenbrett mit Hilfe von Stibchen vorgenommen. Im Grunde ge-
nommen wurde ein besonderes Rechenbrett gar nicht bendtigt, da als solches jede
horizontale ebene Fliche dienen konnte, auf der die Zahlenstibchen spaltenweise
ausgelegt werden konnten." Die Stibchen hatten im antiken China eine Linge von
15 cm und eine Stirke von 1/, cm. Als Material diente hierzu Holz, spiter GuBeisen
und fiir die Wohlhabenden Elfenbein. Die gleichen Stibchen bedeuteten in horizon-
taler Lage Einer, Hunderter usw., in vertikaler Lage Zehner, Tausender usw.

Wir wollen uns nun an Hand von Beispielen vergegenwirtigen, wie man mit Hilfe
von Stdbchen die einfachsten Rechenoperationen vornahm [41]. Wir addieren 9876
und 5647. Zunidchst werden beide Zahlen nebeneinander gestellt. (Der im folgénden
beschriebene und in der Tabelle 2 skizzierte Rechengang ist von unten nach oben zu
lesen.) Sodann werden die Tausender des zweiten Summanden zum ersten Summanden
hinzugezéhlt; es ergibt sich die Zahl 14876. Vom zweiten Summanden bleiben 647
iibrig. Sodann werden die Hunderter des zweiten Summanden zur ersten Zwischen-
summe addiert. Analog verfahrt man mit der zweiten Zwischensumme und den Zehnern
des zweiten Summanden usw.



Das Rechenbrett 17

Tabelle 2
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Tabelle 3

274 274 J4| J4| JI4 4 4 4
48 |44 |54 (552|552 (560 |56716\5676

24|24 24 | 24 | 24 24| 24| 24

Bei der Multiplikation, beispielsweise von 234 mit 24, die in Tabelle 3 wiedergege-
ben ist, wurde die niedrigste Stelle des Multiplikators 24 unter die hochste Stelle des
Multiplikanden gesetzt und der Multiplikator mit 2 multipliziert. Das Resultat 48
wurde in der mittleren Zeile ausgelegt. Danach wurde der Multiplikator 24 um eine
Stelle nach rechts verschoben, die Ziffer 2 im Mulliplikanden weggelassen, 24 in zwei
Schritten mit 3 multipliziert, und zwar wurde erst die 2 mit 3 multipliziert und 6 zu
48 addiert, was 54 ergab; anschlieBend wurde 4 mit 3 malgenommen und das Ergebnis
12 zu 540 addiert, was 552 ergab, usw.

Der beschriebene Rechengang unterscheidet sich von dem modernen dadurch, daB
die Rechenoperation bei den hochsten Stellen begonnen wird und allméhlich zu den
niedrigeren Stellen fortschreitet. Diese Reihenfolge erforderte hiufige Korrekturen
der einzelnen Zwischenergebnisse. Eine weitere Besonderheit besteht darin, daB die
Zwischenergebnisse und die bereits benutzten Ziffern der einen oder beider Zahlen
allmihlich vom Rechenbrett verschwinden. Beide Momente finden wir in der indi-
schen und spiter auch in der arabischen Mathematik wieder.1)

Wir wollen noch ein Divisionsbeispiel anfiihren, und zwar von 5616:24 = 234, das
in Tabelle 4 wiedergegeben ist.

1) Die Griechen der Antike haben zumindest bei der Multiplikation ebenfalls bei den héchsten
Stellen begonnen.
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Tabelle 4

A 2 |23 |23 |274|234
5616\5616\1676\618\2716| 96
24|24 |24 |24 |24 | 24

Es sei darauf hingewiesen, daB vor Beginn der Division die Stellenzahl des Quo-
tienten bestimmt wurde. Hierzu wurde der Divisor, der vorher stellenweise unter dem
Dividenden ausgelegt wurde, so lange nach links verschoben, bis die Anfangsziffern
des Dividenden die kleinstmogliche Zahl darstellen, die den Divisor iibersteigt. Dann
ergibt die um eins vermehrte Anzahl der Spalten, um die der Divisor verschoben wer-
den muB, die Anzahl der Ziffern des Quotienten. Bei der Division mit Rest bleibt
dann schlieBlich auf dem Rechenbrett der ganzzahlige Teil des Quotienten, darunter
der Rest und darunter wieder der Divisor stehen, so daB das Ergebnis aus einer ganzen
Zahl und einem echten Bruch besteht.

Neben dem Rechnen mit Hilfe von Instrumenten wandte man natiirlich in engeren
Grenzen das miindliche Rechnen an. Die Kenntnis des Einmaleins bis zu 9 x 9 gehorte
spatestens im 8. Jahrhundert v.u.Z. zum Bestand der mathematischen Ausbildung.
Es sind auch mit Lack beschriebene Holztafeln erhalten geblieben, die die Produkte
von 1x1 bis 9x9 enthalten. Die Archdologen geben als ihre Entstehungszeit das
erste Jahrhundert u.Z. an.

Die chinesischen Mathematiker haben es im Stidbchenrechnen zu einer hohen Vir-
tuositit gebracht. Mit seiner Hilfe nahmen sie nicht nur die vier Grundrechenarten
vor, sondern auch das Ausziehen von Wurzeln und das numerische Aufldsen alge-
braischer Gleichungen. GroBe Zahlen stdrten sie beim Rechnen nicht. In der ,,Mathe-
matik in neun Biichern® treten sehr groBe Zahlen auf. Die groBte davon ist

1644866437500, diese soll mit %6 multipliziert werden.

Es gibt keine exakten Belege dafiir, wie und wann eine andere Form des chinesi-
schen Abakus, der Suanpan (Abb. 2) entstanden ist. Suanpan hei8t wortlich Rechen-
brett. Bekannt ist lediglich, daB8 nicht spéter als im 7. Jahrhundert, vielleicht aber
schon im 2. Jahrhundert v.u.Z. neben dem Rech-
nen mit Zahlenstéibchen andere Formen des instru-
mentellen Rechnens angewandt wurden. In einem

M alten Buch, das dem bereits erwahnten Xu Yue zu-

IS SNV SRS S N SO SSn geschrieben wird (vgl. 8. 15), sind derartige Metho-
oo den beschrieben. In dem einen Falle handelt es sich

- um ein Brett mit mehreren parallelen Drahten oder

Fiden, auf die jeweils fiinf Kugelperlen aufgezogen
sind. Die jeweils letzte Perle auf jeder Schnur hatte
sed®  cine Farbe, die vonder der iibrigen vier verschieden

Abh.2 Der chinesische Suanpan, war; sie bedeutete fﬁnt: Einheiten der b.etreﬁe.nden
auf dem die Zahlen 108 und 1872  Stelle, so daB durch die Kugeln simtliche Ziffern
abgetragen sind bis 9 dargestellt werden konnten; die Kugeln mit

L
' -
{
N
.



Briiche 19

dem Wert 5 sind von den Einerkugeln durch eine Leiste getrennt. Bei dem anderen
Instrument zeichnete man zehn horizontale Geraden und verschob senkrecht zu diesen
in einzelnen Spalten Kugeln; der Zahlenwert einer Kugel in einer Spalte wurde durch
den Streifen bestimmt, in dem sich diese Kugel befand [40, S. 77].

Durch die Weiterentwicklung der ersten Form entstand offenbar der Suanpan,
dessen Beschreibung wir in der Literatur des 15. und 16.'Jahrhunderts finden. Der
Suanpan erinnert an das russische Rechenbrett ,,Stschjoty“. Der Suanpan besteht
aus einem rechteckigen Rahmen, in dem mindestens 9 parallele Drihte oder Fiden
gespannt sind. Senkrecht hierzu ist der Suanpan durch eine Leiste in zwei ungleiche
Teile geteilt. Im groBeren Teil sind auf jedem Draht je fiinf Kugeln beweglich ange-
bracht, im kleineren Teil je eine oder hiufiger je zwei. Die ersteren entsprechen sozu-
sagen den fiinf Fingern, die letzteren einer Hand oder beiden Hianden. Die Dréhte ent-
sprechen den Dezimalstellen. Jede Kugel in der kleineren Abteilung hat den fiinffachen
Wert der Kugeln, die sich auf dem gleichen Draht in der gr6Beren Abteilung befinden.
Zur Darstellung der Zahlen werden die Kugeln an die Trennungsleiste herangescho-
ben. Bei der Addition, Subtraktion und Multiplikation geniigt es, je eine Kugel aus
der kleineren Abtenlung zu benutzen, jedoch ist es bei der Division giinstiger, beide
Kugeln zu verwendeén. Ebenso wie auf dem russischen Stschjoty lassen sich auch auf
dem Suanpan die Berechnungen sehr rasch durchfiihren.

Gegen Ende des Mittelalters war der Suanpan nicht nur in China, sondern auch in
Japan sehr weit verbreitet, wo er die Bezeichnung Soroban erhielt. In der kleineren
Abteilung des Soroban befand sich auf den Drihten jeweils nur eine Kugel mit dem
fiunffachen Wert. Beide Geriite sind in diesen Léndern auch heute noch duBerst po-
pulir, genauso wie in der UdSSR die russischen Stschjoty.

Briiche. Die gemeinen Briiche der Form %z_ waren in China seit alters her bekannt.
Ein besonderes Zeichen fiir die Briiche besaB man nicht und schrieb den Bruch% im

allgemeinen in der Form ,,m n-te Teile‘‘. Fiir die am héufigsten verwendeten Briiche
gab es besondere sus alter Zeit itberlieferte Namen und Hieroglyphen. So wird in den
Biichern II bis VIII der ,,Mathematlk in neun Biichern* ein Halb (ban) durch die

Hieroglyphe 4‘-, ein Drittel — ,,die kleine Hilfte* (shao ban) — durch I}‘.’:':. be-
zeichnet, wihrend zur Bezeichnung von zwei Dritteln — ,,groBe Hilfte* (tai ban) —
die Hieroglyphe jc-ﬁ:‘. gebrdauchlich war. In dem artihmetischen Leitfaden des

Xiahou Yang (um 500 entstanden) finden wir auch einen besonderen Namen fiir ein
Viertel — es wird dort als ,,schwache Hilfte** bezeichnet. Die Existenz besonderer

1 .1 2 . .
Individualzeichen fiir die wichtigsten Briiche wie g, %, 3 ist, wie wir wissen, nicht
eine besondere Eigenschaft der chinesischen Mathematik; die gleiche Erscheinung
finden wir z. B. bei den Griechen.

Die Rechenoperationen mit Briichen, die ebenfalls auf dem Rechenbrett ausge-
fiihrt wurden, waren in der chinesischen Arithmetik bis ins einzelne entwickelt; dabei
wurde von der Méglichkeit, die Briiche zu kiirzen, reichlich Gebrauch gemacht. Davon
zeugt z. B. die Tatsache, daB die ersten Aufgaben der ,,Mathematik in neun Biichern‘



20 Die Mathematik in China

dem Kiirzen von Briichen gewidniet sind und der Addition und Subtraktion von
Briichen vorausgehen. Die Kiirzungsregel lautet: ,,Das, was du durch zwei teilen
kannst, teile durch zwei; kannst du nicht durch zwei teilen, so stelle die GroBe des
Zahlers und des Nenners fest und ziehe vom groBeren Wert den kleineren ab; setze-
das gegenseitige Vermindern solange fort, bis sich gleiche Zahlen ergeben; durch
diese gleiche Zahl kiirze dann‘ [42, S. 440, russisch].

Diese lakonische Regel ist nichts anderes als ein Verfahren zum Aufsuchen des
groBten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen mit Hilfe des Euklidischen
Algorithmus. Der Euklidische Algorithmus fiir zwei Zahlen @ und b a8t sich bekannt-
lich durch das folgende Schema darstellen

a—bg=r,,

b—rg =1,

T2 ™ Tn—19n—1= Tn>
The1=Tnn-:

Ubrigens spricht Eukleides ebenso wie die chinesischen Mathematiker nicht von einer
Division der Zahl r,_, durch r;, sondern von einer Subtraktion der Zahl r, von r;_,,
so oft sich diese ausfiihren 1a8t. Der groBte gemeinsame Teiler ergibt sich folgender-
maBen: ,,... man nimmt ... abwechselnd immer das kleinere vom gréBeren weg, dann
muB (schlieBlich) eine Zahl (ndmlich r,, der Verf.) iibrig bleiben, die die vorangehende
miBt* [33a, Buch 7, Satz2].

Bei der schematischen Darstellung des Algorithmus aus der ,,Mathematik in neun
Biichern* brauchen wir lediglich die letzte Zeile der oben angegebenen Gleichungen
durch nachstehende zu ersetzen:

Tao1— Tal@n— 1) =143 )
hier tritt der gréBte gemeinsame Teiler r, auf, sobald sich ,,gleiche Zahlen ergeben‘.
Die ersten Worte der chinesischen Regel konnten moglicherweise aus der Zeit stam-
men, als Briiche nur in dem einfachsten Falle des geraden Zahlers und Nenners ge-
kiirzt wurden.

Die Rechenoperationen mit Briichen sind in den alten chinesischen Biichern &u-
Berst komprimiert und nicht immer klar ausgedriickt. Dies gilt iibrigens auch fiir
viele andere Regeln und ist dadurch zu erkliren, daBl sie miindlich eingehender er-
lautert wurden. Nach der Regel aus dem Buch I der ,,Mathematik in neun Biichern*
erhielt man den Nenner einer Summe von Briichen, indem man die Nenner der Sum-
manden multiplizierte; vom Aufsuchen des kleinsten gemeinsamen Vielfachen ist
nicht die Rede. Nach der Addition wurde die gewonnene Summe gekiirzt. Im
Buch IV desselben Werkes wird in den Aufgaben 1 bis 11 die sukzessive Addition
folgender Briiche gefordert:

1 1 1 1 1
l‘i“%, 1+‘§'+§, cees 1+T+-3—++'1_2—

Als Hauptnenner dienen dabei die Zahlen 2, 6, 12, 60, 120, 420, 840, 2520, 2520,
27720 und 83160. Hier sind alle Nenner mit Ausnahme zweier (120 und 83160)
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kleinste gemeinsame Vielfache. Moglicherweise wurde hier ein vollkommeneres Ver-
fahren zum Aufsuchen des Hauptnenners mehrerer Briiche verwendet, jedoch ist
diese Regel nicht explizite formuliert. Die moderne Regel fiir das Aufsuchen des klein-
sten gemeinsamen Nenners geht im Orient auf Ab@-l-Wafa (10. Jahrhundert) und in
Europa auf Leonardo Fibonacci von Pisa zuriick; weite Verbreitung fand ihre Anwen-
dung erst im 16. und 17. Jahrhundert [33, I, S. 171 bis 172].

Um eine Zahl durch einen Bruch zu dividieren, wurde der Dividend mit dem Nenner
des Divisors multipliziert und das Ergebnis durch den Zahler dividiert. Diese fiir uns
heute selbstverstdndliche Regel trat erstmalig in der chinesischen Mathematik auf;
spiater finden wir sie bei den indischen Gelehrten Brahmagupta (7. Jahrhundert),
Mahévira (9. Jahrhundert) und Bhéaskara (12. Jahrhundert) wieder.

Die Mathematiker der Antike und des Mittelalters brachten beim Dividieren ge-
meiner Briiche beide Zahlen auf den Hauptnenner, wonach der Zahler des Dividenden
durch den Zahler des Divisors geteilt wurde. So verfuhren die Griechen der Antike und
Byzantiner, die Mathematiker der arabischen Linder und des mittelalterlichen Eu-
ropa. Erst Michael Stifel hat in seiner ,,Arithmetica integra‘ vom Jahre 1544 die
Regel fiir die Division durch einen Bruch als Multiplikation mit dessen reziprokem
Wert erneut formuliert und ganz besonders auf die Einfachheit dieser Methode hin-
gewiesen. .

Erwihnenswert ist, daB die chinesischen Gelehrten bereits sehr friihzeitig auch die
Zahl Eins als Spezialfall eines Bruches ayffaBten; dies geht aus den ersten Aufgaben
des Buches IV der ,,Mathematik in neun Biichern* hervor.

Dezimalbriiche. Die Dezimalschreibweise wurde in China auch auf Briiche ausge-
dehnt, und friiher als in irgendeinem anderen Lande wurden: hier die Dezimalbriiche
benutzt. Dies hatte seinen Grund in der Entwicklung eines dezimalen MaBsystems. Be-
reits im 2. Jahrhundert v.u. Z. wurde das nachstehende MaBsystem verwendet: -

1 chil) = 10 cun,
lcun = 10fen,

l1fen =101j,
1li =10fa,
1fa =10 hao.

Im 3. Jahrhundert wurde dieses System der LingenmaBe weiterentwickelt, und
zu dieser Zeit tauchten neben anderen MaBsystemen dezimale MaBsysteme fiir Vo-
lumen und Gewicht auf. Im 10. Jahrhundert wurde ein dezimales MaBsystem fiir
Gewichte mit folgenden Einheiten offiziell eingefiihrt:

1 liang = 10 gian, 1li =10 hao,
1 gian = 10 fen, 1 hao = 10si,
l1fen =101, l1si =10hu.

Die Geschichte der chinesischen dezimalen Mafe ist bisher noch nicht vollstidndig
erforscht worden. Moglicherweise war diese Entwicklung durch die weite Verbreitung

1) Die Liinge eines chi schwankte zwischen 0,2 und 0,3 m.
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des seinem Wesen nach dezimalen Rechenbrettes sowohl im téiglichen Leben als auch
in der Wirtschaft bedingt. Mitunter wird vermutet, daB die Termini in den MaBsy-
stemen urspriinglich zur Bezeichnung des Stellenwertes der Abakusspalten gedient
haben. Wie dem auch sei, diese Termini erhielten eine mathematische Bedeutung zur
Kennzeichnung des Stellenwertes bei den Dezimalbriichen.

Das Eindringen der Dezimalbriiche in die Mathematik wurde dadurch begiinstigt,
daB in den mathematischen Werken der Flichen- und Volumenmessung viel Platz
eingerdumt wurde. Der Kommentator der ,,Mathematik in neun Biichern*, Liu Hui,
schrieb im 3. Jahrhundert die Lénge eines Durchmessers von 1,355 FuB in folgender
Form: 1 chi, 3 cun, 5 fen, 5 li. Beim Ausziehen von nicht ganzzahligen Wurzeln schlug
derselbe Gelehrte vor, Briiche mit den Nennern 10, 100 usw. zu verwenden?).

Somit traten die Dezimalbriiche zuerst als benannte Zahlen, d.h. als Einheiten
eines dezimalen MaBsystems auf. Allm#éhlich gewannen sie jedoch den Charakter
abstrakter Dezimalbriiche. Noch im 7. Jahrhundert wurde der Néherungswert
7 == 3,1415927, der im 5. Jahrhundert von Zu Chong-zhi an einem Kreis mit dem
Durchmesser von 108 FuB bestimmt wurde, in der folgenden Form geschrieben:
3 zhang, 1 chi, 4 cun, 1 fen, 5 li, 9 hao, 2 miao, 7 hu. Doch bereits kurz darauf wurden
schon die Bezeichnungen fiir die einzelnen Dezimalstellen weggelassen, und man
trennte lediglich den ganzzahligen Anteil der Zahl von dem gebrochenen durch d1e
spezielle Hieroglyphe ,,dian®, die soviel wie ,,Punkt* bedeutet.

Dezimalbriiche trifft man sowohl bei MgBeinheiten als auch beim Ausziehen von
Wurzeln in Dezimalschreibweise in den Werken der Algebraiker des 13. Jahrhunderts
an. So verwandelte Yang Hui in vielen Fillen zuerst gemeine Briiche in Dezimal-
briiche und geht erst dann zur Berechnung iiber. Bei der Ermittlung des Fléchenin-

haltes emes rechteckigen Feldes von 24 Schritt und 310 FuB Breite und 36 Schritt
und 2—— FuB Linge verwandelt er alles in Dezimalteile eines Schrittes (1 Schritt=

5 FuB) und multipliziert dann
24,68 - 36,56 = 902,3008.

Wir wollen uns nicht bei den Besonderheiten der Terminologie solcher Gelehrter
des 13. Jahrhunderts, wie Yang Hui, Qin Jiu-shao, Li Ye und Zhu Shi-jie, aufhalten.
Erwithnt sei lediglich, daB der Letztgenannte den Terminus ,,xiao-shu“ verwendete,
der auch heute noch die Bedeutung von ,,Dezimalbruch‘‘ hat?). Offenbar haben die
chinesischen Gelehrten des 13. Jahrhunderts die Bequemlichkeit des Rechnens mit
Dezimalbriichen schitzen gelernt. Ubrigens schrieb bereits im 5. oder 6. Jahrhundert
Xiahou Yang, daB es bei der Division durch eine Potenz der Zahl 10 eigentlich nicht
notwendig sei zu dividieren [40, S. 82f.]

Die Entdeckung der Dezimalbriiche war eine hervorragende Errungenschaft der
chinesischen Mathematiker. Jedoch blieben die Dezimalbriiche bis zum Ende des
Mittelalters eng an das dezimale MaBsystem gebunden. Eine vollstdndigere und

1) Vgl. Nachtrag (1) [am Ende des Buches].
%) Vgl. Nachtrag (2).
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systematischere Darlegung und Begriindung erhielt das System der Dezimalbriiche
durch Gamséid al-Kasi im 15. Jahrhundert und durch den Hollinder Simon Stevin
im 16. Jahrhundert.

Die ,,Mathematik in neun Biichern*. Wir wollen uns nun dem zentralen Werk der
frithen chinesischen mathematischen Literatur, der ,,Mathematik in neun Biichern‘
(Jiu zhang suan shu) [42, 43], zuwenden. In dieser Abhandlung finden wir die Zusam-
menfassung der Arbeit der Mathematiker, die im ersten Jahrtausend v.u.Z. gelebt
haben. Dariiber hinaus hat dieses Werk die gesamte weitere Entwicklung der Mathe-
matik in China und teilweise auch auBerhalb Chinas sehr stark beeinfluBt. Wie bereits
erwiihnt, handelt es sich bei dieser Abhandlung um das #lteste uns iiberlieferte spe-
ziell mathematische chinesische Werk. Seine Sprache ist das,Chinesisch des Altertums,
das sich sehr erheblich von der modernen chinesischen Literatursprache unterscheidet.

Entstehungszeit, Quellen und Autoren der ,,Mathematik in neun Biichern‘ sind uns
nicht bekannt. Liu Hui, der die ,,Mathematik in neun Biichern* im 3. Jahrhundert
kommentierte, schreibt, daB dieses Werk nach alteren Quellen von Zhang Cang ver-
faBt worden sei, einem hohen Beamten des Finanzwesens, der lange Jahre hindurch
den Posten des ersten Ministers bekleidet hat. Zhang Cang starb alten chinesischen
Chroniken zufolge im Jahre 152 v.u.Z: Liu Hui berichtet, dal 100 Jahre spéter das
Buch durch einen anderen hohen Beamten und Minister, Geng Shou-chang, iiberar-
beitet worden sei, dessen Haupttétigkeit in die Regierungszeit des Kaisers Xuan-di
(13—49 v.u. Z.) fillt. ‘

Die ,,Mathematik in neun Biichern* ist in der Fassung des Liu Hui aus dem Jahre
263 erhalten geblieben. Sie hat andere entsprechende Werke aus der Zeit der Han-
Dynastie verdringt, von denen nicht eines erhalten geblieben ist. Die ,,Mathematik
in neun Biichern* wurde mehrfach abgeschrieben und kommentiert, und zur Zeit
der Tang-Dynastie wurde sie dem Sammelwerk ,,Zehn beispielhafte Abhandlungen
iber Mathematik® eingegliedert, das bereits im Jahre 656 offiziell als Hauptlehrbuch
eingefiihrt worden war. Die erste uns bekannte gedruckte Auflage dieses Werkes er-
schien im Jahre 1084.

Der Inhalt der ,,Mathematik in neun Biichern* ist &uBerst mannigfaltig. Im Grunde
genommen ist es eine Enzyklopidie der mathematischen Kenntnisse, bestimmt fiir
Geoditen und Baumeister, fiir Beamte des Finanz- und Wirtschaftswesens, fiir Kauf-
leute, Handwerker usw. In jedem Buch, ja nahezu in jeder Aufgabe fiihlt man den
Pulsschlag des Wirtschafts- und Verwaltungslebens des riesigen Staatsorganismus:
Dort ist vom Warenaustausch, vom Kanal- und Deichbau, von der Errichtung von
Befestigungsmauern, von Arbeitskriften, Steuern, von der Verteilung des Einkom-
mens usw. die Rede. Wir haben bereits die charakteristischen Titel einiger Biicher wie
etwa ,,Vermessung der Felder“ erwithnt. Im iibrigen gibt es auch Biicher mit rein
mathematischen Titeln. Recht eigenartig mutet die Stoffverteilung in der ,,Mathe-
matik in neun Biichern* an. IThrem Wesen nach verschiedene Aufgaben werden mit-
unter in einem Buch zusammengefaBt, wobei als verbindendes Element nicht die
gemeinsame Methode, sondern die Einheit des Gegenstandes der Aufgabe oder der Zu-
sammenhang der Aufgaben vom Standpunkt des beruflichen Interesses u.dergl. dient.
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So enthilt z.B. das neunte Buch Aufgaben, in denen rechtwinklige Dreiecke ange-
wandt werden, wobei in manchen Aufgaben der pythagoreische Lehrsatz, in anderen
Aufgaben die Ahnlichkeit von Dreiecken ausschlaggebend ist. Im ersten Falle wird
die Losung quadratischer Gleichungen gefordert, im zweiten Falle wird die unbe-
kannte GroBe aus einer einfachen Proportion bestimmt.

In der ,,Mathematik in neun Biichern* spiegelt sich deutlich jener ungegliederte
Zustand unserer Wissenschaft wider, von dem frither die Rede war (vgl. S.6). Die
Geometrie tritt nicht als selbstindige Disziplin hervor, und es ist bezeichnend, daB
ein Teil der geometrischen Kenntnisse im ersten Buch unter dem Titel ,,Vermessung
der Felder*, der andere Teil — iiber Volumenberechnungen — im fiinften Buch unter
dem Titel ,,Einschitzung der Arbeiten* zu finden ist, wihrend die Aufgaben iiber
rechtwinklige Dreiecke im neunten Buch behandelt werden.

Die Darlegungen in der ,,Mathematik in neun Biichern* sind streng dogmatisch.
Das Werk stellt eine Sammlung von 246 ‘Aufgaben ohne einfithrende Texte, vorbe-
reitende Erliuterungen usw. dar. Jedesmal wird erst die Aufgabe formuliert, dann
wird die Losung angegeben und schlieBlich, stets beginnend mit den Worten ,,GemiB
der Regel ..., in gedringter Form auf die Losungsmethode hingewiesen. In vielen
Fillen reicht der Text nicht aus, um selbst von einem findigen Leser verstanden zu
werden. Die Lektiire dieses Werkes setzte eine gewisse Vertrautheit mit den Anfangs-
griinden voraus, z.B. mit den vier Grundrechenarten und der Verwendung des Aba-
kus, und bedurfte vielfach der miindlichen Erliuterung durch den Lehrer.

Das erste Buch der ,,Mathematik in neun Biichern* mit dem Titel ,,Vermessung
der Felder* enthilt Regeln zur Berechnung der Flicheninhalte einiger einfacher ge-
radlinig begrenzter Figuren, des Kreises und seiner Teile sowie Hilfsbetrachtungen
iiber die Rechenoperationen mit Briichen.

Das zweite Buch mit dem Titel ,,Beziehungen zwischen den verschiedenen Arten der
Kérnerfriichte* beginnt mit einer umfangreichen Tabelle der Normen, unter denen
die Kornerarten gegeneinander ausgetauscht werden konnen, z.B. Hirse, Bohnen,
Weizen, Erbsen, Reis, Weinmaische usw. Dabei wurden 50 Einheiten unverarbeiteter
Hirse gegen 30 Einheiten grob bearbeitete bzw. 27 Einheiten gereinigte bzw. 24 Ein-
heiten besser gereinigte Hirse bzw. gegen 21 Einheiten der fiir Firsten bestimmten
Hirse getauscht. Danach folgen 31 Aufgaben, in denen es um die Bestimmung der Menge
der einen oder anderen Warensorte geht, die gegen eine gegebene Menge einer anderen
Sorte getauscht werden soll. An diese Aufgaben, die auf Proportionen mit einer unbe-
kannten GréBe fiihren, schlieBen sich Aufgaben an, bei denen nach dem bekannten
Preis fiir eine bestimmte Anzahl gewisser Gegenstande der Preis fiir einen oder mehrere
Gegenstinde der gleichen Art ermittelt werden soll. Derartige Aufgaben erhielten spiter
in Europa die Bezeichnung Dreisatzaufgaben. In den letzten Aufgaben des zweiten
Buches wird der Preis mehrerer verschiedener Gegenstinde aus Bedingungen ermit-
telt, die sich durch unbestimmte lineare Systeme ausdriicken lassen, wobei diese
allerdings eine eindeutig bestimmte ganzzahlige Losung besitzen.

Im dritten Buch iiber ,,Stufenweise Division* sind einige Aufgaben enthalten, in
denen gewisse GroBen proportional zu gewissen Zahlen aufgeteilt werden sollen. In der
mittelalterlichen europ#ischen Literatur pflegte man derartige Aufgaben unter der

’
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Rubrik ,,Genossenschaftsregel* zusammenzufassen. So wird in der ersten Aufgabe
des dritten Buches gefordert, fiinf Hirsche unter Beamte unterschiedlichen Ranges
im Verhiltnis der Zahlen 5:4:3:2:1 aufzuteilen. In der fiinften Aufgabe soll er-
mittelt werden, wieviel Arbeiter jeder von drei Verwaltungsbezirken fiir den Fron-
dienst abzustellen hat, wenn insgesamt 378 Mann benéotigt werden und die Anteile
der Verwaltungsbezirke, bezogen auf die Anzahl der Steuerzahler, den Zahlen

8758:7236:8356 proportional sind. Die gefundenen Liosungen miissen gerundet

11637 4004
werden, da die unmittelbare Berechnung die gebrochenen Werte 135 57, 11257==

8709
und 129 5175

Im vierten Buch, das den Titel ,,shao-guang“?) trigt, geht es um die Bestimmung
der einen Seite des Rechtecks aus dessen Flicheninhalt und der anderen Seite, der
Quadratseite aus dem Flacheninhalt des Quadrates und der Wiirfelkante aus dem
Volumen des Wiirfels, ferner um die Ermittlung der Durchmesser von Kreis und Kugel.

Das fiinfte Buch, ,,Einschdtzung der Arbeiten‘, hat zum Gegenstand die Messung
der Volumina von Mauern, Kanilen, Dimmen, Gridben verschiedenster, mitunter
recht komplizierter Form und die Berechnung der Anzahl der Arbeiter, die fiir ver-
schiedene Bauarbeiten benétigt werden. Es wird z. B. der Gesamtumfang der Arbei-
ten und die Arbeitsleistung eines Menschen im Winter, Friithjahr, Sommer und Herbst
angegeben. Die Lésungen der Aufgaben fiithren héufig auf Briiche und werden daher
gerundet.

Das sechste Buch, ,,Proportionale Aufteilung’, enthilt lineare Aufgaben unter-
schiedlichen Typs. Eine wichtige Aufgabenserie ist der Berechnung des Umfanges
von Kornfruchtlieferungen aus vier Verwaltungsbezirken unter Beriicksichtigung
allméhlich komplizierter werdender Bedingungen gewidmet: Die Ablieferungsquoten
sind der Anzahl der Gehofte proportional und umgekehrt proportional der Anzahl der
Tage, die man zum Transport an den Ablieferungsort benétigt; auBerdem werden
der Getreidepreis in dem betreffenden Kreis und die Linge des Transportweges be-
riicksichtigt. Ferner findet man Aufgaben zur Bestimmung des Weges bzw. der Zeit, der
bis zum Treffpunkt zuriickgelegt werden muB bzw. die bis zum Zusammentreffen
verflossen ist, wenn zwei Wanderer einander entgegengehen oder in der gleichen
Richtung mit verschiedenen Geschwindigkeiten wandern. Des weiteren sind dort
Aufgaben iiber Wasserbehélter vorhanden, wie sie etwa um die gleiche Zeit in Alex-
andria gerechnet wurden. AuBerst interessant ist eine Aufgabe {iber arithmetische
Reihen, auf die wir an spéterer Stelle noch zuriickkommen werden (S. 78 bis 79).

Im siebenten Buch iiber ,,Uberschu und Mangel“ werden Methoden zur Lésung
von Systemen aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten angegeben. Eine der
Losungsmethoden besteht darin, daB man fiir die Losungen zwei willkiirliche An-
nahmen macht und sie zuniichst nur in die eine Gleichung einsetzt.

Das achte Buch, ,,fang-cheng®, enthilt den allgemeinen Algorithmus zur Ldsung
bestimmter linearer Gleichungssysteme mit mehreren Unbekannten?).

liefert. Es treten auch Dreisatzaufgaben auf.

1) Dieser Terminus laBt sich schwer iibersetzen und wird verschieden gedeutet.
%) Fang-cheng ist die Bezeichnung fiir diesen Algorithmus.

3 Juschkewitsch, Mathematik im Mittelalter
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Das neunte Buch unter dem Titel ,,gou-gu‘ enthilt, wie bereits erwihnt, eine Samm-
lung von Aufgaben zur Anwendung rechtwinkliger Dreiecke. Darunter gibt es Auf-
gaben zur Bestimmung von Entfernungen nach unzuginglichen Punkten, zur Er-
mittlung der Tiefe von Brunnen usw. Das Buch fiihrt die Bezeichnung »gou-gu®, da
man mit ,,gou‘ die kleinere, horizontal angenommene und mit ,,gu* die gréBere und
vertikal angenommene Kathete des rechtwinkligen Dreiecks bezeichnete. Mit ,,gou-gu‘
bezeichnete man ferner auch den mathematischen Zusammenhang, der durch den
pythagoreischen Lehrsatz vermittelt wird.

Zweifellos sind die einzelnen Biicher der ,,Mathematik in neun Biichern‘* zu ver-
schiedenen Zeiten geschrieben worden; sie entsprechen dem jeweils erreichten Niveau
der Mathematik. Sogar im gleichen Buch unterscheiden sich die Aufgaben mitunter
sehr stark in ithrem Abstraktionsgrad. Die einen sind praktischer Natur und diirften
als Beispiele zur Losung gleichartiger oder dhnlicher Aufgaben aus dem Vermessungs-
wesen, dem Handel usw. gedient haben. Andere stellen Ubungen abstrakten Inhalts
dar, obwohl sie in ein praktisches Gewand gekleidet auftreten. Es sind theoretische
Aufgaben spiteren Ursprungs, die aus den Aufgaben der ersten Gruppe dadurch her-
vorgegangen sind, daB man diese absichtlich komplizierter gestaltete oder variierte,
indem man z. B. die Rollen von gegebener und gesuchter Grofle vertauschte. Beson-
ders hiufig treten derartige Aufgaben in den drei letzten algebraischen Biichern auf,
doch findet man sie auch in den ersten Biichern, die offenbar friiher entstanden sind.
Interessant ist die 18. Aufgabe aus dem ersten Buch, in der eine gewisse Summe unter
31/, Personen aufgeteilt werden soll. Etwas Ahnliches findet man in den mathemati-
schen Werken anderer Vélker des Altertums nicht.

Infolge ihrer Inhomogenitéit tiberstieg die ,,Mathematik in neun Biichern‘ insge-
samt gesehen bei weitem die Bediirfnisse der Kreise der niederen Beamten, Kauf-
leute usw., fiir die viele andere, elementare Leitfiden herausgegeben wurden. Diese
enhielten die Anfangsgriinde iiber die vier Grundrechenarten, iiber die einfachsten
Dreisatzaufgaben und iiber die Berechnung der einfachsten Figuren.

Wir wollen nun die wichtigsten Methoden und Gedanken betrachten, die in der
»Mathematik in neun Biichern‘ enthalten sind.

Lineare Aufgaben; die erste Methode des Uberschusses und des Mangels. Die Be-
handlung von Aufgaben, die auf Systeme von linearen Gleichungen hinauslaufen,
wird im siebenten und achten Buch der ,,Mathematik in neun Biichern* dargelegt. Sie
ist einer eingehenden Analyse wert. In diesem Falle haben wir es wie auch in manchen
anderen Fillen mit einer Anhdufung von Methoden zu tun, die zu recht verschiedenen
Zeiten entwickelt worden sind.

Durch das ganze Buch hindurch ist zu beobachten, wie die linearen Aufgaben, ange-
fangen von der einfachen Proportionalitit und der Dreisatzregel, stindig komplizier-
ter werden und die Losungsmethoden schrittweise verbessert werden.

Es folgen Regeln zur Losung spezieller Typen von Systemen mit zwei Unbekannten,
sodann zur Lésung allgemeiner Systeme mit zwei Unbekannten nach der Methode zweier
willkiirlicher Annahmen und abschlieBend der allgemeine Algorithmus zur Lésung
eines beliebigen eindeutig bestimmten Systems mit mehreren Unbekannten, das vor-
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her auf die Normalform zu bringen 1st. Hierbei wurden offenbar die speziellen Metho-
den zur Losung von Gleichungssystemen mit zwei Unbekannten durch die, allgemei-
neren und offenbar spiter entstandenen Methoden nicht verdringt. Es gibt keinerlei
Anhaltspunkte fiir Zusammenhénge zwischen diesen Methoden.

Am iltesten sind zweifellos die beiden Methoden des ,, Uberschusses und Mangels*,
die im siebenten Buch auf lineare Systeme von zwei Gleichungen mit zwei Unbe-
kannten angewandt werden. Die erste Methode des ,,Uberschusses und des Mangels*
wird auf eine Aufgabengruppe (Aufgaben 1 bis 8) angewandt, bei der die Koeffizienten
der einen Unbekannten gleich eins sind. Der Name der Methode hingt damit zusam-
men, daB in den Aufgaben von einem UberschuB oder einem Mangel eines gewissen
Geldbetrages die Rede ist. In der zweiten Aufgabe des siebenten Buches z. B. werden
die Anzahl der Kéufer und der Preis des zu kaufenden Gegenstandes unter folgenden
Bedingungen gesucht: a) wenn jeder Kaufer die ,,Norm* 9 beitrigt, so ist der Uber-
schuB 11; b) wenn jeder die ,,Norm* 6 beitrigt, so ist der Fehlbetrag 16. Die Losungs-
regel wird in Worten formuliert. Aus dem Text geht hervor, daB die Berechnungen auf
dem Rechenbrett durchgefiihrt wurden, auf dem die gegebenen Koeffizienten abge-
tragen wurden. Ubrigens wird die Regel erst nach der 4. Aufgabe angegeben.

Da die Verfasser der ,,Mathematik in neun Biichern‘‘ im siebenten Buch nur mit posi-
tiven Zahlen operieren, zerfallt die Methode des ,,Uberschusses und Mangels* in drei
einzelne Regeln. Bei der ersten handelt es sich um die Losung von Aufgaben, die in
unseren Bezeichnungen durch das folgende Gleichungssystem wiederzugeben wiren:

a,x=y+d,

Gyt =y —d, (@), > ay); 1

hierbei sind die Normen a, und a,, der UberschuB ist d, und der Fehlbetrag d,.

Nach der Regel sind auf dem Rechenbrett die Normen der Aufgabe auszulegen;
unter diesen sind entsprechend UberschuB3 und Fehlbetrag unterzubringen. Sodann
ist iiber Kreuz zu multiplizieren. AnschlieBend sind die Produktsumme ,,shi* sowie
die Summe von UberschuB und Fehlbetrag ,,fa** und die Differenz zwischen der gré-
Beren und der kleineren Norm zu bilden. Die Quotienten der Division von ,,shi‘ und
»fa‘ durch die Differenz der Normen ergeben dann den Preis bzw. die Anzahl der
Kéaufer. Treten Briiche auf, so werden diese zunichst auf den Hauptnenner gebracht:
dadurch hat man beim gesamten Rechengang nur noch ganze Zahlen vorliegen.

In unseren Bezeichnungen sieht der Algorithmus zur Losung des Systems (1)
folgendermafBen aus: aus den Zahlen

a; a,
dy dy
bildet man shi = a,d,+ a,d,,
f& = dl + dzy

Differenz = a; — a,

und berechnet die Unbekannten nach den Formeln

d, +d, o aydy +a,d,
a, -a,’ y= a, —a, )

o
xr =

39
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Dieselbe Regel enthilt auch noch eine weitere Losungsvariante. Zunachst bestimmt

man
d, +d,

xr = ’
a —a,

und ermittelt dann aus den Gleichungen (1)

y=a,2—d,;
oder
Y =a,x + d,.

Die Regel zur Berechnung von y nach der ersten Variante wurde offenbar mit Hilfe
algebraischer Umformungen gewonnen. Héchstwahrscheinlich wurde hier z durch
Angleichen der Koeffizienten eliminiert. Diese Methode wird im achten Buch der
,Mathematik in neun Biichern*“ verwendet.

An die Regel des ,,Uberschusses und Mangels* schlieBen sich zwei analoge Regeln
an. Sie lauten: ,,Beide Uberschiitsse — beide Méngel*“ und ,,UberschuB — Gleich-
gewicht oder Mangel — Gleichgewicht*.

In der Regel ,,Beide Uberschiisse — beide Mingel“ werden Aufgaben betrachtet,
die sich durch das System

a,x = d,,
1 = y+d, } 3)
a,z=1y-+d,
oder
a,r=y—d,
ala: = . — dl } )
2 =Y 25
ausdriicken lassen; die zugehdrigen (poéiti,ven) Lésungen lauten
poth=dy
G~ Gy
6
y= ayd, — a,d, ®)
a; —ag
oder
g thamd
a, —ay
. aydy — agd, (6)
=~
In der zweiten Lsungsvariante ist
—h-d
. a—ay’ ' W)
y = alz—d1= azx—ds
oder
_d-d
AT } 8)
y=a,x+dy=a,x+ d,.
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Die Regel ,,UberschuB — Gleichgewicht oder Mangel — Gleichgewicht** schlieBlich
wurde auf Aufgaben angewandt, die sich durch Gleichungssysteme der Form

o, x=y+d,,
1 yra ] )
oder _
ax=y—d, ] (10)
BRT=Yy
ausdriicken lieBen. Die zugehérigen Losungen lauteten
z=—21
Yy=ay2
oder
z = 4 ,
aG-a ] (12)
Y =0a,%.

In den beschriebenen Regeln fand der wichtigste Wesenszug der antiken chinesi-
schen Mathematik seinen Niederschlag, der sich auch im weiteren ganz klar duBerte,
und zwar in dem Bestreben, bis ins einzelne durchgefiihrte Algorithmen zur Losung
bestimmter Aufgabenkomplexe zu gewinnen. Soweit bekannt ist, findet man eine
derartige direkte Losungsmethode fiir lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbe-
kannten erstmalig in der chinesischen Literatur.

Bisher handelte es sich um Gleichungen, bei denen der Koeffizient der einen Unbe-
kannten gleich eins ist. Der allgemeinere Fall eines Systems von zwei Gleichungen mit
zwei Unbekannten wird spéter in dem gleichen Buch VII nach einer anderen Methode
geldst, die iibrigens zundchst nicht gesondert betrachtet wird und sogar unter dem
gleichen Namen liduft. Diese zweite Losungsmethode fand spiter weite Verbreitung
in der indischen, arabischen und européischen Literatur. Die Araber bezeichneten sie
als die Regel zweier Fehler (vgl. S. 215), wihrend sie in Europa als die regula duorum
falsorum positionum (Regel der beiden falschen Ansiitze) bezeichnet wurde.

Lineare Aufgaben; die zweite Methode des Uberschusses und des Mangels oder die
regula duorum falsorum positionum. Die Regel der beiden falschen Ansiitze besteht,
auf eine lineare Gleichung mit einer Unbekannten

ax=>b (1)
oder
az+c=d (1)

angewandt, darin, daB man der Unbekannten x zwei vom richtigen Wert verschie-
dene Werte 2, und z, gibt, die beim Einsetzen in die linke Seite die Fehler d, und d,
erzeugen:

azy=b+d, }

azy=>b+d,. @
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Hieraus erhilt man leicht die Proportion

und damit den Wert fiir z:
e @

Selbstverstandlich liegt fiir die Anwendung der regula duorum falsorum positionum
auf Aufgaben vom Typ (1) kein besonderer Grund vor. Die geschichtliche Rolle dieser
Regel besteht darin, daB sie einen bequemen Algorithmus fiir die automatische Lo+
sung beliebig komplizierter Aufgaben liefert, die sichdurch lineare Gleichungen mit einer
Unbekannten ausdriicken lassen; dabei wird weder eine Analyse der Aufgabe noch eine
Darstellung in Form einer algebraischen Gleichung noch eine Umformung auf die
»Normalform® (1) benétigt. Dariiber hinaus 1aBt sich diese Regel auf Gleichungs-
systeme mit mehreren Unbekannten erweitern. Liegt z. B. das Gleichungssystem

%x+hy=q} "

a2+ by =c,

vor, so erhélt man, sobald man x die Werte z, und z, gibt und darin die zugehérigen
Werte y, und y, aus der ersten Gleichung des Systems bestimmt, nach Einsetzen dieser
Werte in die zweite Gleichung praktisch anstelle des Systems eine einzige Gleichung
mit einer Unbekannten:

@y + by (cl _l:Ix) =c,. (5)

Nach der regula duorum falsorum positionum werden im Buch VII der ,,Mathe-
matik in neun Biichern‘‘ die Aufgaben 9 bis 20 mit einer oder zwei Unbekannten ge-
16st. In simtlichen zwolf Fillen liefert die eine falsche Voraussetzung ein zu kleines,
die andere ein zu groBes Ergebnis, d.h. Fehler mit verschiedenen Vorzeichen. Ver-
wendet man daher nur positive Zahlen, so erhdlt die Losung die Form
Z,dy + 74, ,
Tavd ot

Wahrscheinlich war die Strukturahnlichkeit der Ausdriicke (2) fiir y bei der ersten
Methode des ,,Uberschusses und Mangels‘‘ und des Ausdruckes (3°) fiir « bei der zwei-
ten Methode!) auch der Grund fiir die gleiche Bezeichnung und Zusammenfassung
dieser beiden verschiedenen Methoden, obwohl sie zu verschiedenen Aufgabentypen
gehoren. Fiir den Leser diirften die ersten neun Aufgaben zur regula duorum falsorum
positionum schwieriger gewesen sein, da sie hinsichtlich ihrer Formulierung keinerlei
Ahnlichkeit mit den vorhergehenden aufweisen2), wihrend der Rat zur Anwendung

1) Aber auch die Strukturahnlichkeit der Gleichungen (1) aus dem vorigen Paragraphen und
der Gleichungen (2) in diesem Paragraphen, wobei d, im letzteren Falle als Subtrahend auf-
tritt. Vgl. [43 a).

2) Hier seien noch die ersten beiden Aufgaben zur Regel der falschen Voraussetzung ange-
geben: Nr. 9. In einem FaB von 10 dou Inhalt ist eine unbekannte Menge Hirse enthalten, Das
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der Regel des ,,Uberschusses und Mangels* ohne zusétzliche Erlduterung unverstind-
lich war, da z. B. im Ausdruck (3’) der Nenner die Summe aus UberschuB und Mangel
darstellt, wahrend bei der ersten Methode diese Summe den Dividenden (fiir z) lieferte
und als Divisor die Differenz der Normen diente. Die Regel wird erst in der 18. Auf-
gabe formuliert, die wir nachstehend betrachten wollen. Vorher sei lediglich noch er-
wihnt, daf fir die MaBeinheiten der Gewichte die Beziehungen 1 jin = 16 lang
= 16 - 24 zhu gelten.

In der Aufgabe geht es darum, die Gewichte eines Gold- und eines Silberbarrens
nach folgenden Bedingungen zu bestimmen: 1. Das Gewicht von 9 Goldbarren ist
gleich dem Gewicht von 11 Silberbarren. 2. Vertauscht man einen Goldbarren und
einen Silberbarren, so. wird das Gold um 13 lang leichter. Dies fiihrt zu dem Glei-
chungsystem ‘

92 =11y ] ©

Sx+ y+ 13 =10y + .
Die Berechnung erfolgt auf dem Rechenbrett. Wie bereits bei der ersten Methode des
,,Uberschusses und Mangels* gesagt wurde, werden gemeinsame Nenner nicht aus-
gelegt.
Zunichst wird die ,,Norm* z, = 3 jin = 48 lang genommen, so daf der ersten Glei-
chung des Systems (6) zufolge ’

5 .. 3
Y1=277 jin=239 7 lang

gilt. Man hat daher in der zweiten Gleichung des Systems (6) auf der linken Seite
einen Mangel von g lang, wihrend im Text der Mangel mit 49 angegeben wird. Danach
wird die ,,Norm* x,= 2 jin = 32 lang angewandt; hierbei gilt

yy =14 jin =26 lang.
Man hat also in der zweiten Gleichung des Systems (6) auf der linken Seite einen

1 .
UberschuB von 1—? lang, wihrend im Text nur von einem UberschuB von 15 die Rede
ist. Sodann wird empfohlen, den UberschuB 15 und den Mangel 49 iiber Kreuz mit

FaB wurde mit ungereinigter Hirse aufgefiillt, und wenn man diese reinigt, so erhilt man insge-
samt 7 dou Hirse. Die Aufgabe 148t sich durch die Gleichung

z+%(10-x)=7

3. . . . . .
ausdriicken; % ist dabei der Umrechnungskoeffizient beim Ubergang von ungereinigter zu

gereinigter Hirse aus dem Buch II der ,,Mathematik in neun Biichern*. In der Abhandlung wer-
den die ,,Normen* z, = 2 und z, = 3 gewihlt.

Nr. 10. Auf einer Mauer von 90 cun wichst ein Kiirbis, dessen Stengel an Linge tiglich um 7
Zunimmt; unten wichst ein Melonenkiirbis, dessen Stengel taglich um 10 zunimmt. Wann
werden sie sich treffen? Die Aufgabe 1dBt sich durch die Gleichung

(7+ 10)z =90
ausdriicken. In der Abhandlung wird z; = 5 und z, = 6 gesetzt.
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den gewiihlten Normen, d.h. mit 2 und 3 zu multiplizieren und die Summe der Pro-
dukte durch die Summe von Uberschu8 und Mangel zu dividieren. Demnach ergibt
sich das Gewicht eines Goldbarrens zu

2494315

549 Jn=2jin3 lang 18 zhu. (7)

SchlieBlich ermittelt man aus der ersten Gleichung des Systems (6)
y=-19—1x= 1 jin 13 lang 6 zhu. 8)

In der,,Mathematik in neun Biichern* wird die regula duorum falsorum positionum
fir den Fall betrachtet, daB die Fehler verschiedene Vorzeichen haben. Die Unter- -
suchung des Falles tiir Fehler mit gleichem Vorzeichen finden wir spéter in der ara-
bischen Literatur.

Die regula duorum falsorum positionum, die eine exakte Lésung linearer Auf-
gaben liefert, ist zugleich eine Methode zur angenéherten Losung nichtlinearer Glei-
chungen und zur Interpolation. Fiir die lineare Interpolation wurde sie vom alexan-
drinischen Astronomen Ptolemaios bei der Aufstellung der Sehnentabellen verwendet.

Systeme linearer Gleichungen mit mehreren Unbekannten. Die Methode fang-cheng,
die im Buch VIII der ,,Mathematik in neun Biichern‘ behandelt wird, stellt den
Gipfel des von den chinesischén Gelehrten auf dem Gebiet der linearen Probleme
Erreichten dar. Es handelt sich hierbei um einen regelrechten Algorithmus zur Auf-
lésung von » linearen Gleichungen mit » Unbekannten. Bei Verwendung unserer
modernen Symbolik kann man sagen, daB die fang-cheng-Methode auf die Normal-
form

@11 %y + Gy Tyt o+ 0y 7, = by,
Ay 1 %yt Qg Tyt - - + Gy Ty = by, 1y

anlxl+ OpoTpt ** + Gpp Ty = b
eines derartigen linearen Gleichungssystems angewandt wurde.

Das System wurde auf dem Rechenbrett durch die fang-cheng-Tabelle dargestellt,
die unsere Schreibweise (1) vollstindig ersetzte und in gewisser Beziehung sogar ein-
facher war, da die Symbole fiir die Unbekannten nicht eingetragen wurden. Die Koef-
fizienten der einzelnen Gleichungen wurden von oben nach unten eingetragen, wih-
rend die Gleichungen von rechts nach links aufeinanderfolgten:

Gpy -« G211y

Ong <+ Ggg Qg

...... 2)

Die Tabelle (2) oder, in unserer heutigen Ausdrucksweise, die Matrix des Systems (1)
wird umgeformt, indem man sukzessiv die Elemente der ersten Spalte von rechts von
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Zahlen abzieht, die den entsprechenden, mit a,, multiplizierten Elementen der 2., 3.
usw. Spalten gleich sind. Dabei wird die Subtraktion so lange fortgesetzt, bis die
gesamte erste Zeile mit Ausnahme des Elements a,, aus lauter leeren Stellen besteht.?)
AnschlieBend verfihrt man in gleicher Weise mit dem Teil der transformierten Tabelle,
der im nachstehenden Schema durch die Winkellinie abgetrennt ist:

@11

(1) ... 1)
Opa ** Bg2 | Oy

: : @)
a 1
a’nr)z a"(z;f Ayn
(1 (1
bl ... bV | b,.
Die fortgesetzte Anwendung dieses Prozesses ergibt schlieBlich die Tabelle
@y
1
afda,
(2)
agg . -
S “)
(n—1 (2) (1
annu )' i aaz azvz Qin
-1 2) 3(1
bR b b b,

Wie man leicht sieht, entsprechen diese Transformationen einer schrittweisen Elimi-
nation der Unbekannten und einer Aufstellung des Hilfssystems ‘

G T+ OypZp+ - + A Zn=1by,
agzy + - + afiz, = by,
oz + - +affz, =B, @)

oy Ve =400,

Die Unbekannten z,, %,_;, ..., ¥; werden sodann nacheinander mit Hilfe der Ta-

belle (4) berechnet. :

Dieses allgemeine Schema wollen wir an Hand der ersten Aufgabe aus dem Buch VIII
veranschaulichen, unter deren Zuhilfenahme die fang-cheng-Regel dort formuliert
wird:

Drei Garben einer guten Ernte, zwei Garben einer mittleren Ernte und eine Garbe
einer schlechten Ernte ergeben 39 dou Korn; zwei Garben einer guten Ernte, drei
Garben von der mittleren und eine Garbe von der schlechten Ernte ergeben 34 dou;
eine Garbe von der guten, zwei von der mittleren und drei von der schlechten liefern
26 dou (Abb. 3). Gefragt ist, wieviel Korn eine Garbe der guten, eine Garbe der

mittleren und eine Garbe der schlechten Ernte liefert.
P

1) Die Koeffizienten in den Aufgaben der ,Mathematik in neun Biichern* sind ganze
Zahlen.
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Im Text des Buches wird die Aufgabe in
Worten dargelegt. Die urspriingliche fang- ' “ ”'
cheng-Tabelle istinder Abb. 3wiedergegeben.

Die Hauptschritte der Tabellentransfor-
mation, die im chinesischen Text nicht ” “l ”
schriftlich festgehalten sind, sich jedoch aus
der in Worten ausgedriickten Regel ergeben,
lauten wie folgt: . ||| l |

Die urspriingliche Tabelle:

Il

1 2 3 —— _.L = ”“ =
2 3 2 .

3 1 1

26 34 39 Abb. 3

Die Transformation der zweiten Spalte, deren Elemente mit 3 multipliziert werden,
ergibt:

1 3
2 5 2
3 1 1
26 24 39

Die Umformung der dritten Spalte, deren Elemente ebenfalls mit 3 multipliziert
werden, liefert

3
4 5] 2
8§ 1 1
30 2439

Die Umformung der linken Spalte der durch die Winkellinie abgetrennten Tabelle
ergibt bei Multiplikation der Elemente mit 5

3

5 2 4)
36| 1 1
99 | 24 39

Die letzte Tabelle entspricht dem Gleichungssystem
3x+2y+2=239
5y +2=24
36z = 99.

Die Methode zur Berechnung der Unbekannten aus der transformierten Tabelle (4')
wird in der Terminologie der Rechenoperationen mit ganzen Zahlen auf dem Rechen-
brett unter Vermeidung der Bruchrechnung formuliert. In der Regel wird gesagt, dal
die obere Zahl der linken Spalte der Nenner des Bruches ist, der die Zahl z ausdriickt,
wihrend die untere Zahl den zugehdrigen Zahler darstellt. Die genannte obere Zahl
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wird als gemeinsamer Nenner aller drei Unbekannten gew#hlt. Den Zihler fiir y er-
mittelt man aus der mittleren Spalte wie folgt: Vom Produkt aus der unteren Zahl
der mittleren Spalte und dem gemeimsamen Nenner wird der Zihler des Bruches fiir z
abgezogen und die Differenz durch die' obere Zahl der mittleren Spalte dividiert. Der
Zihler fiir = schlieBlich ergibt sich folgendermaBen: Vom Produkt der unteren Zahl
der rechten Spalte mit dem gemeinsamen Nenner werden der Zihler des Bruches fiir z
und der mit der zweiten Zahl der rechten Spalte multiplizierte Zahler des Bruches fiir y
subtrahiert. Die so gewonnene Differenz wird durch die obere Zahl der rechten Spalte
geteilt. Man erhdlt somit

99 3
e
24 - 36 -99 153 1
39.36-99 ~ 2153 333 1
T=———g 86 =gr =0,

Das Buch VIII enthélt ferner Aufgaben, die auf Systeme mit zwei, vier und fitnf
Unbekannten fiihren. Das nachstehende Beispiel zeigt, allerdings in unserer modernen
Symbolik, ein System mit fiinf Unbekannten:

9z + Ty + 32+ 2u + 5v = 140,
Tx 4 6y + 42+ 5u + 3v =128,
3z +5y-+ T2+ 6u+ 4v =116,
2z + 5y + 324 9u + 4v =112,
z+3y+224Ru45v= 95.

Die Lésung lautet hier z =7, y =4, 2=3, u =15, v=6.

Obwohl die fang-cheng-Regel in der Mathematik an Hand eines konkreten Beispiels
mit drei Unbekannten erléutert wird, ist sie doch hinreichend allgemein formuliert.
Die Gelehrten anderer Linder haben bereits friiher lineare Probleme geldst, ein ein-
heitlicher Algorithmus zur Auflésung eines auf die Normalform gebrachten Systems
linearer Gleichungen mit beliebig vielen Unbekannten jedoch war eine Errungenschaft
der Gelehrten Chinas.

Die Umformung der fang-cheng-Tabelle (2) erinnert an Operationen mit den Spal-
ten von Matrizen und Determinanten. Bei ihrer Weiterentwicklung im Orient!) wurde
sie in der Tat zu einer eigenartigen Lehre {iber Determinanten ausgebaut, vor allem
in einem handschriftlichen Werk des japanischen Mathematikers Seki Shinsuke Kova
aus dem Jahre 1683. In Europa kann man die ersten Ansétze zu einer Losung linearer
Gleichungssysteme bei Leonardo von Pisa und danach bei G. Cardano (1545)2%)

1) Liu Hui und Sun-zi ersetzten das wiederholte Abziehen der Elemente irgendeiner Spalte
durch die Subtraktion des entsprechenden Vielfachcn dieser Elemente [vgl. 43¢ und 43d]
?) Cardano hat eine mechanische Regel zur Auflgsung von Systemen aus zwei Gleichungen

aQz+by=c, ax+by=c

nach den Koeffizienten angegeben.
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erkennen. In vélliger Klarheit wurde die Idee von der Einfiihrung der Determinanteim
Zusammenhang mit der Elimination von Unbekannten durch Leibniz in seinem Brief
an 1‘Hospital (1693) formuliert. Eine ausfiihrlichere Entwicklung und die Anwendung
zur Auflésung linearer Systeme verdanken wir Gabriel Cramer (1750).

Negative Zahlen. Im Buch VIII der ,,Mathematik in neun Biichern‘ tritt in der
geschichtlichen Entwicklung der Wissenschaft erstmalig die Unterscheidung zwischen
positiven und negativen Zahlen auf. Aller Wahrscheinlichkeit nach wurden die nega-
tiven Zahlen gerade bei der Erweiterung der fang-cheng-Methode auf beliebige lineare
Gleichungssysteme eingefiihrt. Negative Zahlen bendétigte man bereits bei der Auf-
stellung der Tabellennormalform (2), denn im allgemeinen lassen sich die Ausgangs-
bedingungen der Aufgaben nicht von vornherein durch ein System der Form (1) aus-
driicken. Ferner benétigte man die negativen Zahlen bei der Transformation der
Tabelle (2) auf die Form (4). Von entscheidender Bedeutung war hier die Anwendung
des Rechenbrettes, wo man die Stiabchen, die additive oder subtraktive GréBen dar-
stellten, irgendwie voneinander unterscheiden muBte und wo diese Stibchen unab- °
hingig von den Bedingungen der Aufgabe sozusagen ein Eigenleben fiihrten.

Wir treffen Transformationen einer Tabelle auf die Normalform (2), die der Uber-
tragung von Gliedern der Gleichung von einer Seite des Gleichheitszeichens auf die
andere entsprechen, in mehreren Aufgaben des Buches VIII an, in denen es sich wieder '
darum handelt, die Getreidemenge in den Garben guter, mittlerer und schlechter
Ernteertrige zu ermitteln. So lautet fiir die Aufgabe Nr. 4, die sich unmittelbar durch
die Bedingungen ° 52— 11 = 7y,
1z — 25 = 5y
ausdriicken laBt, die fang-cheng-Tabelle

7 5
—5 =1
25 11
In einer anderen Aufgabe (Nr.5) mit den Bedingungen
6x— 18 =10y,
15y — 5= 52

erhilt die fang-cheng-Tabelle folgende Form:

— 5 6
15 —10
5 18.

(Fortsetzung der FuBnote 2 von S. 35)
Nachdem er die Zahlenkoeffizienten in zwei Zeilen schreibt, formuliert er an Hand eines

Beispiels die Regel ab
1% _¢,
by
T =
a, by —a,
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Zur Unterscheidung positiver und negativer Koeffizienten — und auch von Zahlen
schlechthin — wurden besondere Termini und spezielle Stabchen und spiter auch
Zeichen eingefiihrt. Die positiven Elemente einer Tabelle nannte man zheng, die nega-
tiven fu.l) Nach Liu Hui wurden die ersteren durch rote, die letzteren durch schwarze
Zihlstibchen dargestellt. Diese Unterscheidungsmethode wurde auch im Buchdruck
angewandt: Zur Zeit der Sun-Dynastie wurden die positiven Zahlen héufig in roter, die
negativen in schwarzer Farbe gedruckt. Es gab auch andere Methoden zur Kennzeich-
nung: Man stellte z. B. die zheng-Zahlen durch Stéabchen mit dreieckigem Querschnitt,
die fu-Zahlen durch solche mit quadratischem Querschnitt dar, oder aber man legte
im ersten Falle die Stabchen in senkrechter Richtung, im zweiten Falle schriag aus.
Li Ye stellte im 13. Jahrhundert die negativen Zahlen durch Ziffernstibchen dar und
durchstrich hierzu die letzte Ziffer schrag. Die Zahl —10724 z. B hatte die Form

IOIT=HH

In der Entwicklung der mathematischen Begriffe ist es hdufig nicht leicht, die
Grenze festzustellen, bei deren Uberschreiten diese Begriffe einen neuen Sinn er-
hielten. Es ist schwer zu sagen, wann der negative Koeffizient die Bedeutung einer
negativen Zahl erlangte oder zumindest als solche gedeutet werden kann. Diophantos
und vermutlich manche seiner Vorginger kannten die Regel fiir das Operieren mit
den Koeffizienten subtraktiver Mengen, die neben additiven Mengen in Polynomen
enthalten waren und erst nach diesen geschrieben werden durften. Diophantos for-
mulierte sogar die Regel, wonach eine subtraktive GréBe mit einer subtraktiven mul-
tipliziert eine additive GroBe ergibt, withrend eine mit einer additiven GroBe multi-
plizierte subtraktive GroBe wieder eine subtraktive GroBe liefert. Dessen ungeachtet
kannte Diophantos die negativen Zahlen nicht. Die subtraktiven Zahlen waren bei ihm
keine selbsténdigen Objekte, und die Regeln fiir das Operieren mit Vorzeichen bezo-
gen sich lediglich auf die Glieder von Differenzen, wie etwa die bei uns gebrauchlichen
Ausdriicke @ — b oder a2? — bz usw., bei denen der Minuend gréBer ist als der Sub-
trahend. In der Mathematik des antiken China traten die subtraktiven Koeffizienten
als selbstiandige Objekte auf. Die Methode ihrer Darstellung auf dem Rechenbrett —
getrennt von anderen Zahlen oder von den Mengen, denen sie als Koeffizienten zu-
geordnet werden konnten — begiinstigte ihre Einfiihrung. Ein Symbol vém Typ —a
tritt in der. chinesischen Wissenschaft nicht nur als Bestandteil von Differenzen auf,
bei denen der Minuend groBer ist als der Subtrahend, sondern auch als Ergebnis der
Subtraktion einer groBeren Menge von einer ausdriicklich kleineren. Dies war ein
prinzipiell neuer Gedanke von auBerordentlicher Wichtigkeit.

Es ist anzunehmen, daB die fang-cheng-Methode zunichst bei Aufgaben angewandt
wurde, bei denen Transformationen der Tabelle (2) die Subtraktion kleinerer Zahlen
ven gegebenen GroBen erfordern. Die Anwendung desselben Algorithmus auf andere
Aufgaben muBte unweigerlich auf die Schwierigkeit fithren, die beim Abziehen gro-
Berer Zahlen von kleineren oder sozusagen vom Nichts auftraten.

1) Das Wort zheng bedeutet soviel wie richtig, gerecht usw. Das Wort fu hat die Bedeutung
von Schuld, Fehlbetrag usw., aber auch von falsch.
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Betrachten wir einmal die dritte Aufgabe des Buches VIII, wo erstmalig von zheng-
Zahlen und fu-Zahlen die Rede ist. Die Bedingungen der Aufgabe erfordern die Ein-
fithrung negativer Differenzen; an der gleichen Stelle werden auch die einfachsten
Regeln fiir das Operieren mit negativen Zahlen formuliert.

,»Bei zwei Garben eines guten Ernteertrages bzw. drei Garben eines mittleren Ernte-
ertrages bzw. bei vier Garben eines schlechten Ernteertrages fehlt bis zu einem dou
eine Garbé eines mittleren bzw. eine Garbe eines schlechten bzw. eine Garbe eines
guten Ernteertrages. Gefragt ist, wieviel Korn man jeweils von einer Garbe bei guter,
mittlerer und schlechter Ernte erhilt® [42, S. 500, russisch].

Die Aufgabe fithrt auf die Gleichungen

22=1—y,

Jy=1—2,

42 =1—=.

In der Regel zur Auflésung wird gesagt, daB eine fang-cheng-Tabelle aufzustellen
ist, die freilich im Text fehlt. 1 9
31
4 1

111

Offenbar fithren die durch die fang-cheng-Methode vorgeschriebenen Operationen mit
den Spalten hierbei auf negative Zahlen. Daher wird weiterhin empfohlen, nach der
zheng-fu-Regel zu verfahren, die in folgenden Worten formuliert wird:

,» Wenn die Bezeichnungen gleich, so wird abgezogen; wenn die Bezeichnungen ver-
schieden, so wird zugezahlt; wenn Positives allein, so (wird) es negativ; wenn Nega-
tives allein, so (wird) es positiv. Wenn die Bezeichnungen verschieden, so wird abge-
zogen; wenn die Bezeichnungen gleich, so wird zugezihlt; wenn Positives allein, so
(wird) es positiv; wenn Negatives allein, so (wird) es negativ‘ [42, S. 500, russisch].

In unserer Symbolik lautet die erste Regel:

(+a) — (£b) = £ (@ —b),

(ta) — (FO) =+ (@+b),
0—(£d) =

der zweite Teil der Regel 1aBt sich folgendermaBen ausdriicken:

(o) + (FO) =+ (@),

(£a) + (£b) =% (a+D),
0 (£b) = + b.

Die entsprechenden Regeln fiir die Multiplikation und Division sind in der ,,Mathe-

matik in neun Biichern nicht erldutert und werden auch in den behandelten Auf-
gaben nicht benétigt.

Die antiken chinesischen Mathematiker operierten mit den negativen Zahlen véllig
frei. In den Aufgaben des Buches VIII sind nicht nur die Zwischenelemente negative
Zahlen, sondern auch die Anfangselemente der Spalten in der fang-cheng-Tabelle
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(vgl. S. 36). Ja, es treten sogar freie Gleichungsglieder in negativer Form auf. Darii-
ber hinaus vermochten es die Gelehrten Chinas, den negativen Zahlen die einfachste
reale Deutung zu geben, wie dies aus der 8. Aufgabe hervorgeht, in der ein Geldfehl-
betrag durch eine fu-Zahl wiedergegeben wird. In der genannten Aufgabe sind die
Preise fiir einen Biiffel, einen Hammel und ein Schwein aus folgenden Bedingungen
zu ermijtteln: 1. Beim Verkauf von zwei Biiffeln, fiinf Hammeln und dem Kauf von
13 Schweinen verbleiben 1000 gian; 2. beim Verkauf von 3 Biiffeln und 3 Schweinen
kénnte man genau 9 Hammel kaufen; 3. beim Verkauf von 6 Hammeln und 8 Schwei-
nen kauft man 5 Biiffel, wobei 600 qian fehlen. Die Tabelle hierzu lautet wie folgt:

— 5 3 2
6 —9 5
8 3 —13
— 600 1000

In der Vorschrift zur Aufldsung heiBt es:

»Stelle die fang-cheng-Tabelle auf. Stelle fest, da 2 Biiffel und 5 Hammel positiv
und daB 13 Schweine negativ sind, wihrend der Rest an gian positiv ist. Stelle ferner
fest, daB 3 Biffel positiv, 9 Hammel negativ und 3 Schweine positiv sind. Des weiteren
stelle fest, daB & Biiffel negativ, 6 Hammel positiv, 8 Schweine positiv und der Fehl-
betrag an gian negativ sind. Nun rechne nach dem Verfahren zheng-fu* (42, S. 502,
russisch].

Bei dieser Gelegenheit sei erwihnt, daB wir hier erstmalig eine Bedingung antreffen,
die einer homogenen Gleichung entspricht (3z — 9y + 32 = 0).

Negative Liosungen von Gleichungen kannte man in der chinesischen Mathematik
bis zum Ende des von uns betrachteten Zeitraumes jedoch nicht.

Die Einfiihrung der negativen Zahlen und der Additions- und Subtraktionsregeln
fiir diese war eine der gréten Entdeckungen, die wir den chinesischen Gelehrten ver-
danken. Spiter drangen die negativen Zahlen in die indische Mathematik ein; wir
treffen sie dort erstmalig in den Werken Brahmaguptas an, d. h. zu Beginn des 7. Jahr-
hunderts. Erste Ansiitze zur Einfithrung der negativen Zahlen in Europa findet man
im 13. Jahrhundert bei Leonardo von Pisa. Eine explizite Anwendung jedoch finden
wir erst am Ende des 15. Jahrhunderts bei Nicolas Chuquet bzw. in der Mitte des
darauffolgenden Jahrhunderts bei Michael Stifel. )

Beachtenswert ist die Tatsache, daB die negativen Zahlen in China eingefiihrt wur-
den, um den Algorithmus zur Auflosung linearer Gleichungen formal auf beliebige
entsprechende Aufgaben erweitern zu konnen. Eine analoge Erscheinung begegnet uns
in der weiteren Geschichte der Erweiterung des Zahlenbegriffes ebenfalls: bekannt-
lich haben die italienischen Algebraiker des 16. Jahrhunderts die imagindren Zahlen
eingefithrt, um die Allgemeingiiltigkeit des kurz vorher entdeckten Algorithmus zur
Auflosung von kubischen Gleichungen in Radikalen zu gewihrleisten.

Lineare unbestimmte Gleichungen. Wir hatten bereits erwédhnt, daB man im BuchII
der ,,Mathematik in neun Biichern‘* eine Reihe von Aufgaben findet, bei denen der
Preis einer Anzahl von Gegenstinden aus dem gegebenen Preis einer anderen Anzahl
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der gleichen Gegenstinde zu bestimmen ist. An diese Aufgaben, die auf Proportionen
fithren, schlieBen sich Aufgaben an, in denen der Preis zweier verschiedener Gegen-
stinde bestimmt werden soll. Diese beiden Aufgabentypen haben zwar eine verwandte
Problemstellung, jedoch sind sie in ihrem Wesen verschieden. Die Aufgaben zur Be-
rechnung der Preise zweier Objekte werden durch Systeme von drei Gleichungen mit
vier Unbekannten ausgedriickt, die sich leicht auf eine einzige Gleichung mit zwei
Unbekannten reduzieren lassen. Diese letzte Gleichung hat in jeder Aufgabe eine ein-
deutig bestimmte ganzzahlige Losung.

Die erste und einfachste dieser Aufgaben, die Aufgabe 38, lautet: 78 Bambusstan-
gen groBer und kleiner Linge kosten 567 gian; gefragt ist, was jede einzelne kostet.
In den Bedingungen der Aufgabe ist die Voraussetzung, daB der Preisunterschied fiir
die langen und kurzen Bambusstangen 1 gian betrigt und daB die Preise ganzzahlig
sein sollen, nicht erwihnt. Gleiches gilt fiir simtliche neun Aufgaben dieser Art.

Bezeichnet man die gesuchten Stiickzahlen mit z und y und die zugehérigen Preise
mit % und v, so laBt sich diese Aufgabe durch das System

z+ y= 18,
ux 4 vy = 576, (1)
v=u-+}1

ausdriicken, woraus

78u + y = 576 und u+7y8—=7+—3%

folgt. Das einzige ganzzahlige Wertepaar fiir ¥ und y, das sowohl der ersten als auch
der letzten Gleichung geniigt, ist ¥ = 7, y = 3, woraus v = 8 und z = 48 folgen.

Einige darauffolgende Aufgaben unterscheiden sich von der oben betrachteten
dadurch, daB der Kauf — diesmal von Seidenzwirn — durch benannte Zahlen ver-
‘schiedener Einheiten ausgedriickt wird. In diesen Aufgaben, die recht komplizierte
Uberlegungen erfordern, gilt '

r+ y= %’
wr+ovy=A (4n > m) 2
v=u-+1
Die Losung besteht im wesentlichen darin, daB das System (2) mit Hilfe der Substi-
tution , ,
r'=zxn, Yy =yn @)
in das System
4 Yy =m,
ux' + vy = An, 1)
v=u+1
mit lauter ganzzahligen Koeffizienten iiberfithrt wird. Nunmehr gilt
um + y = An,
y An
Yt =
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Sodann wird u als die groB3te ganze Zahl i m — und y’ als Zahler des echten Bruches
ermittelt, der nach Abspaltung der gréten ganzen Zahl von 47 ubng bleibt.
In der chinesischen Abhandlung enthélt die Losungsvorschnft lediglich den Hin-

An
wels, wie Zahler und Nenner des Bruches — zu bilden sind, aus dem man dann % und
u ermittelt.

Das Ausziehen von Quadrat- und Kubikwurzeln. Die in der ,,Mathematik in neun
Biichern* angegebenen Methoden zum Ausziehen von Quadrat- und Kubikwurzeln
beruhen auf den Formeln fiir das Quadrat und die dritte Potenz eines Binoms, obwohl
an keiner Stelle dariiber auch nur ein Wort gesagt wird. Die Methoden dhneln denen,
wie sie noch vor kurzem im Rahmen des algebraischen Lehrstoffes an den allgemein-
bildenden Schulen gelehrt wurden; sie besitzen allerdings einige wichtige Besonder-
heiten. Wir wollen zwei Beispiele aus dem Buch IV betrachten und dabei die in
diesem Buch formulierten allgemeinen Regeln anwenden. Diese Regeln sind duBerst
konzentriert und nur unvollstindig angegeben, so daB ihre Rekonstruktion erst vor
kurzem gelungen ist [44].

Der Algorithmus zum Ausziehen einer Wurzel aus einer ganzen Quadrat- oder
Kubikzahl besteht in der sukzessiven Ermittlung der Ziffern der Dezimalstellen der
Wurzel. Die Rechnung wird in so viele Schritte zerlegt, wie die Wurzel Ziffern besitzt.
Bei jedem Schritt bestehen die Uberlegungen im Aufsuchen des ganzzahligen Anteils
der Wurzel aus irgendeiner quadratischen oder kubischen Hilfsgleichung oder. Hilfs-
ungleichung durch Probieren; mit Hilfe einer linearen Substitution der Form 10z =z,
wird dabei jedesmal erreicht, da3 diese Wurzel kleiner als 10 ist. Jede Gleichung, abge-
sehen von der ersten, wird aus der vorhergehenden durch eine lineare Substitution
der Form z = p + y gewonnen. Selbstverstindlich wird im chinesischen Text weder
von Gleichungen noch Substitutionen gesprochen, jedoch sind die vorgenommenen
Rechenschritte dem Gesagten vollig addquat.

Das Ausziehen einer Quadratwurzel aus einer Quadratzahl verdeutlichen wir an
dem aus der Aufgabe 12 stammenden Beispiel }/55225. Diese Aufgabe entspricht der
Bestimmung der positiven Wurzel  der reinquadratischen Gleichung

22 = 55225, 1)

die man sich in der Form # = 100p -+ 10g + r geschrieben denken kann.

Wir wollen nun den Gang der Rechnung unter Vernachlissigung einiger Einzel-
heiten in zwei Spalten aufschreiben, und zwar links nach der rekonstruierten Regel
der ,,Mathematik in neun Biichern*, rechts in moderner Symbolik. Die Anzahl der
Ziffern der Wurzel wurde im wesentlichen ebenso bestimmt wie heute.

Die Bestimmung der Hunderterstelle der Wurzel

Auf dem Rechenbrett wird die gege- Wir setzen in (1)
bene Zahl, der ,,Dividend‘‘ shi, ausgelegt. z =100z
Auf die Zehntausenderstelle kommt das o !
jie-suan, d. h. ein Zahlstibchen, das die mitz;=p+y, wobeip <<10und0 <y <1

4 Juschkewitsch, Mathematik im Mittelalter
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~Zahl 10000 darstellt:

55225 shi
10000 jie-suan

Nun ermitteln wir als erste Ziffer der
Wurzel die Zahl p=2 als die groBte
ganze Zahl mit der Eigenschaft, daB
(p - 10000) - p < 55225 oder p2 < 5 gilt.
Diese Ziffer tragen wir nun in die Zeile

fang iiber der gegebenen Zahl in der

Hunderterstelle ein.

In der Zehntausendertstelle legen wir
entsprechend der gefundenen Zifferp = 2
zwei Stdbchen aus, die den ,,Divisor
fa p - 10000, d.h. 20000, darstellen, der
suo-de genannt wird:

2 fang
55225 shi
20000 fa
10000 jie-suan

Nun dividieren wir shi durch fa, wobei
der Rest bereits die gefundene Ziffer der
Wurzel ist, und legen den Rest an der
Stelle von shi aus, wobei wir die erste
Ziffer von shi, d.h. die Ziffer 5 durch 1
ersetzen: ‘

2 fang
15225 Rest
20000 fa
10000 jie-suan

Wir verdoppeln fa und verschieben
dann die Ziffer 4 um eine Stelle nach
rechts, was den ,,fixierten Divisor* ding-
fa, d.h. 40000 ergibt. Jie-suan wird um
zwei Stellen nach rechts verschoben.

ist, und erhalten

1000022 = 55225. 1)

Nun wihlen wir p = 2,s0daB 2, =2+ y
gilt

Setzen wir ;= 2+ y in (1) ein, so er-
gibt sich

40000 + 40000y + 100002 = 55225

oder
40000y + 1000092 = 15225.  (2)

Die chinesischen Mathematiker bestimm-
ten den Rest 15225 nicht durch Subtrak-
tion, sondern mittels Division durch
fa = 2 - 10000. In der Regel ist angege-
ben, wie die Koeffizienten der Gleichun-
gen (2) und (2’) (s. u.) zu bestimmen sind.

In (2) setzen wir 10y = y,, was die Glei-
chung (2’) ergibt (s.u.). ‘

Die Bestimmung der Zehnerstelle der Wurzel

Nunmehr liegt das Schema zur Bestim-
mung der Ziffer g in der Zehnerstelle der
Wurzel auf der Hand:

4000y, + 10092 = 15225; (29

dabei gilt y;=q+ 2 mit ¢< 10 und

0<2< 1, so daB
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23 fang

15225 Rest
4000 ding-fa
100 jie-suan

Wir wihlen ¢ =3 als die groBte ganze
Zahl, die der Ungleichung (2‘) geniigt.
Wie ¢ zu bestimmen ist, wird in der Regel
eigentlich nicht gesagt, wahrscheinlich
bestimmte man es durch Division des
Restes durch ding-fa.l) Die gefundene
Ziffer 3 tragen wir in der fang-Zeile in die

Zehnerstelle ein. Das neue jie-suan, d.h.

die Zahl 100, multiplizieren wir mit der
Anzahl der Zehner der Wurzel, d. h. mit 3,
was das neue suo-de 300 liefert. Dieses
Produkt addieren wir zu ding-fa, d. h. zu
4000 und erhalten fiir das neue ding-fa
4300. Den Rest 15225 dividieren wir
durch das ding-fa 4300 und erhalten als
Quotienten die bereits gefundene zweite
Ziffer der Wurzel; dadurch iiberpriifen wir
diese Ziffer sowie den neuen Rest 2325.
Zum neuen ding-fa addieren wir das neue
suo-de, d. h. die Zahl 300. Die Summe von
4300 und 300, das sog. zong-ding-fa oder
den ,,zusiitzlichen fixierten Divisor*, d. h.
die Zahl 4600, verschieben wir um eine
Stelle nach rechts, das jie-suan wird wie-

der um zwei Stellen nach rechts verscho-
ben.

(4000 +g) < 15225  (27)
und
= 3, sowie yy; =3+ 2
gilt.
Schreibt man (2’) in der Form

(100, + 4000) y, = 15225

und setzt y, =3 +2, so folgt [100(3 + 2)
+ 4000](3 + 2)=15225, d. h.

(300 + 4000 + 1002) (3 + 2) = 15225
oder
(4300 + 1002) (3 + 2) = 15225.

Auf der linken Seite erhilt man als freies
Glied 12900 und als Koeffizienten fiir z
den Wert 4300 4+ 300. Man erhilt so die
Gleichung

4600z + 10022 = 2325. 3)

Der Rest 2325 auf der linken Seite wird
wiederum durch Division und nicht durch
Subtraktion ermittelt. Die Regel gibt an,
wie man die Koeffizienten der Gleichung
(3) und der unten angefiihrten Gleichung
(3’) ermittelt.

In (3) setzen wir 10z = z, = r, woraus
sich die Gleichung (3’) ergibt (s.u.).

Die Bestimmung der Einerstelle der Wurzel

Nunmehr ist das Schema zur Bestim-
mung der Ziffer r in der Einerstelle der
Wurzel klar:

23
2325 Rest
460 zong-ding-fa
1 jie-suan.

4602z, + 27 = 2325,
Z=r=35,
z =200 + 30 + 5 = 235.

39

1) Uber die Verwendung der ,,Divisoren* zur Feststellung der Ziffern einer Wurzel in der

indischen Mathematik s. S. 115.

4
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Die Wahl fallt auf r = 5. Dabei kann es
sein, daB die nidchste Ziffer der Wurzel
ebenfalls durch Division des Restes durch
zong-ding-fa zu bestimmen ist.

Zum Vergleich betrachten wir den urspriinglichen Text der Regel:

,,Bestimme den Flicheninhalt (des Quadrats) als Dividenden. Nimm ein Zahlstib-
chen und schreite iiber eine (Spalte). Beurteile suo-de. Die erste {(ausgew#hlte Ziffer
der Wurzel) multipliziere mit jie-suan, dies ist der Teiler. Teile (durch diesen). Nach
der Division verdopple den Divisor, dies ist der fixierte Divisor. Bringe ihn zuriick (um
eine Teilung), (du erhiltst den) gestutzten (fixierten) Teiler. Bringe unten das hinge-
legte Zahlstibchen um einen Schritt zuriick. (Fahre fort) wie vorhin. Eine gewihlte
(Ziffer) multipliziere mit diesem. Suo-de addiere zum (gestutzten) fixierten Teiler.
Nun teile. Suo-de addiere zum fixierten Teiler, verkiirze durch Riickkehr, du erhiltst
(den gestutzten) fixierten zusitzlichen Teiler. Weiter nun wie vorhin* [42, S. 468 — 469,
russisch].

In der Terminologie der ,,Mathematik in neun Biichern‘ spiegelt sich der historische
Zusammenhang zwischen der Division und dem Radizieren wider. Der Radikand
heift shi, d.h. Dividend. Die bei jedem Schritt auftretende Hilfszahl fiihrt die
Bezeichnung fa (oder ding-fa bzw. zong-ding-fa), d.h. Divisor, und durch diese fa
werden jedesmal die anfallenden Reste dividiert. Dieser Zusammenhang war offenbar
dadurch bedingt, daB das Ausziehen der Quadratwurzel bei einer geometrischen Auf-
gabe bendtigt wurde, die sich unmittelbar an eine andere Aufgabe anschloB, bei der
die Losung durch Division gefunden worden war. Im Buch IV sind zunédchst Auf-
gaben enthalten, bei denen eine Rechteckseite zu bestimmen ist, wenn man den
Flicheninhalt und die andere Seite kennt. Es folgen Aufgaben, bei denen es um die
Bestimmung der Seite eines Quadrats von gegebenem Flicheninhalt geht. In beiden
Fillen wird der Flicheninhalt als Dividend aufgefaBt; die Regel zum Ausziehen der
Wurzel beginnt mit den Worten: ,,Bestimme (auf dem Brett) den Flicheninhalt als
Dividenden. Offenbar faf3te man das Ausziehen der Quadratwurzel als einen Spezial-
fall der Division auf, bei dem der Quotient gleich dem Divisor ist. Bekanntlich wurde
auch in der mittelalterlichen europiischen Literatur das Ausziehen von Quadrat- und
Kubikwurzeln als eine Spielart der Division betrachtet. Selbst Descartes vertrat noch
die Auffassung, daB das Ausziehen einer Wurzel mit beliebigem natiirlichen Wurzel-
exponenten eine Form der Division sei.

Von besonderem Interesse ist die Bildung von Hilfsgleichungen bei einer Substi-
tution der Form x = p 4 y. Zwar lag die Formel

(@ + b)2 =a%4 2ab 4 b2

der gesamten Radizierung zugrunde, doch gerade bei dieser Substitution wird sie
nicht unmittelbar benutzt.
Wir wollen den Ubergang von der Gleichung

100 y? + 4000 y, = 15225 (@)
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zur Gleichung
: 10022 + 46002 = 2325 3)
betrachten.
Wiirde man y;= 3 4 z in (2’) einsetzen und in der Gleichung

100 (3 + 2)2 -+ 4000(3 + 2) = 15225

ausmultiplizieren, so wiirde man den Koeffizienten von z zu 100 - 3 - 2 4- 4000 = 4600
und das absolute Glied zu 100 - 32 4~ 4000 - 3 = 12900 erhalten. In der ,,Mathematik
in neun Biichern lauft der Rechengang aber anders. Zunichst wird der ,,Divisor*,
das neue ding-fa 3 - 100 4- 4000 = 4300 gebildet. Dieser ,,Divisor* wird benutzt, um
das absolute Glied der Gleichung (3) als Rest der Division von 15225 durch 4300 zu
bestimmen; die Division dient gleichzeitig dazu, die zweite Ziffer der Wurzel zu iiber-
priifen. AuBerdem liefert der um 3 - 100 vermehrte Divisor 4300 den Koeffizienten von
2, der sich nunmehr durch die Addition allein und nicht als 4000 4 100 - 3 - 2 ergibt.
Dieser Weg zur Bildung der Gleichung (3) mochte entstanden sein, indem man die
Gleichung (2’) zunichst in der Form

(100, + 4000) y, = 15225

mit y, = 3+ z schrieb und dann so weiterrechnete, wie das in der rechten Spalte auf
S. 43 angegeben ist. Fiir das weitere sei noch erwihnt, daB man den Rechengang
durch das nachstehende Schema wiedergeben kann, das sich von unseren Uberlegun-
gen nur durch die Anordnung unterscheidet:

100 4000 15225
+ 100-3 — 4300-3

4300 2325
+ 100-3

4600

100

Die eben genannten Besonderheiten, die die Berechnung vereinfachen und beim
Rechnen auf dem Rechenbrett durchaus natiirlich erscheinen, duBerten sich auch
beim Ausziehen der Kubikwurzel.

Es sei vorausgeschickt, daB die Gleichung

ay®+ by +cy=d 4
durch die Substitution y = p 4 2 folgende Form annimmt:
az® + (3ap + b)22 + (3ap® + 2bp+ ¢) 2 = d — (@p®+ bp? + cp). (5)

Die Koeffizienten von (5) lassen sich berechnen, indem man (p 4+ 2)2 und (p -+ 2)® nach
den bekannten binomischen Formeln entwickelt und dann die gleichnamigen Glie-
der zusammenzieht. Man kann sie aber auch nach dem Schema

[ay+ b y+cly={la(p+2+bl(p+2) +c}(p+2)
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oder, was dasselbe bedeptet, nach dem Schema
a b c d
+ ap + bp+ ap® — cp+bp’tap?
b+ apc+ bp+ ap*d— (cp+bp?+apd)
+ ep + bp+2ap?
b+2apc+2bp+ 3ap?
__tap
b+3ap
berechnen. Dieses Schema, das heute unter dem Namen Hornersches Schema allge-
mein bekannt ist, erfordert jedesmal nur eine Multiplikation mit p, wiihrend sonst nur
noch Additionen auftreten. Auf dieses Schema sind wir im Grunde genommen schon
bei der Umformung der quadratischen Gleichung gestoBen.
Das Ausziehen der Kubikwurzel in der ,,Mathematik in neun Biichern® weist in
verschiedener Beziehung Ahnlichkeit mit dem Hornerschen Schema auf.
Wir berechnen nach der Aufgabe 19 die Kubikwurzel aus der Kubikzahl 1860867,
d.h., wir l6sen die kubische Gleichung
- 23 = 1860867. 6)

Der Einfachheit halber fitlhren wir die Rechnung a.l:;gekiirzt und in unserer heutigen
Symbolik durch.
Zunidchst setzen wir x = 1002,. Aus

1000000z = 1860867 (6"
erhalten wir durch Probieren

z=1+y O<y<l).
Die Gleichung (6’) geht iiber in die Gleichung -
10000003 -+ 3000000 y2 4 3000000y — 860867. (7

(Die chinesischen Mathematiker ermittelten diesen ,,Rest*, indem sie durch fa divi-
dierten.) Sodann setzen wir 10y = y,; dann gilt

10002 4 30000 y? -+ 300000 y, = 860867, (1)
Durch Probieren erhalten wir den ganzzahligen Anteil von y,:
=242 0<z<)).

Nun betrachten wir den Ubergang zur niichsten Hilfsgleichung in z, wobei wir die
Buchstabengleichungen (4) und (5) verwenden. Zunichst wird in der angegebenen
Reihenfolge der Wert
app+bp+c=1000-2- 24 30000 - 2 4 300000 = 364000
ermittelt. '

Durch Division des von y, freien Gliedes der Gleichung (7), d.h. der Zahl 860867,
durch die eben bestimmte Zahl erhilt man als Rest das freie Glied der gesuchten

i .h
Gleichung, d d — (ap® + bp?® + cp) = 132867.
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AnschlieBend wird
app- 2+ bp=4000- 2 -4 60000 = 68000

berechnet und der Koeffizient der ersten Potenz von 2
(@app+bp+c)+ (@pp-2+bp) = 3ap®+ 2pb + ¢ = 432000
gebildet. SchlieBlich ergibt sich
ap = 2000, ap - 3 = 6000, ap- 3+ b=36000;

die letzte Zahl ist der Koeffizient von 22 Man erhilt also

100023 4 3600022 + 4320002z = 132867 (8)
und durch die Substitution 10z = 2, die Gleichung
2} + 36027 + 432002, = 132867, (8)

woraus z; = 3 und z = 123 folgt.

In der Folgezeit entwickelten die chinesischen Mathematiker aus dem Algorithmus
zum Ausziehen von Quadrat- und Kubikwurzeln eine allgemeine Methode zur Be-
rechnung der Wurzeln algebraischer Gleichungen mit Zahlenkoeffizienten.

Die in der ,,Mathematik in neun Biichern* enthaltene Beschreibung des Auszie-
hens von Quadrat- und Kubikwurzeln ist die erste, die uns aus der Geschichte be-
kannt ist. In der hellenistischen Literatur findet man das Ausziehen einer Quadrat-
wurzel, bei dem das Verfahren auf der, Formel fiir das Quadrat einer Summe beruht,
erstmalig in den Kommentaren des Theon von Alexandria, die dieser zu den astrono-
mischen Werken des Ptolemaios geschrieben hat. In spiterer Zeit trifft man auf
Regeln zur Bestimmung von Quadrat- und Kubikwurzeln bei dem Inder Aryabhata,
ferner bei anderen indischen Gelehrten und in der arabischen Literatur. Die Regel fiir
das Ausziehen der Quadratwurzel trat in Europa im zweiten Viertel des 12. Jahrhun-
dert auf, die Regel fiir die Kubikwurzel erstmalig bei Leonardo von Pisa.

In den Beispielen zur Wurzelberechnung trifft man im Buch IV der ,,Mathematik
in neun Biichern*-groBe Zahlen an. In der Aufgabe 24 ist der Durchmesser einer

g
Kugel mit dem Volumen 1644866437500 chi nach der Formel d = V V;)lﬁ
S. 61) zu bestimmen; hier ist d = 14300 chi. A

Fiir Quadratwurzeln aus Briichen mit nichtquadratischem Nenner wird die Regel

@ Yab
35

fiir Kubikwurzeln dementsprechend die Regel

1/a _ Yab?

b b

(vgl.

empfohlen.

Die Regel zum Ausziehen einer Kubikwurzel aus einer ganzen Zahl im Buch IV
schlieBt mit dem Hinweis, daB ,,man wie bisher fortfahren kann‘‘, wenn die Operation
nicht aufgeht. Es ist nicht ausgeschlossen, daB hierbei die Bestimmung des gebro-
chenen Anteils einer Wurzel in Form einer Dezimalbruchentwicklung gemeint ist.
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Zwar findet man eine derartige Auffassung an keiner Stelle des Textes durch irgend-
ein Beispiel bestitigt; im Prinzip jedoch diirfte die Fortsetzung der Operation in das
Gebiet der Dezimalstellen keine Schwierigkeit bedeutet haben, denn man brauchte
lediglich neue Spalten des Rechenbrettes hinzuzunehmen?).

Es sei noch erwihnt, da8 die chinesischen Mathematiker N#herungsregeln zur
Bestimmung der Quadratwurzel aus Nichtquadratzahlen besaen. So wandte Liu Hui
die Naherungswerte und Ungleichungen

a+ <]/a?+r<a+~2%

-
2a+1
an; dabei ist a® die groite ganzzahlige Quadratzahl, die im Radikanden N =a? 7
enthalten ist.

Aufgaben, die auf .quadratische Gleichungen fiihren. Der Auflésung von quadra-
tischen Gleichungen ist in der ,,Mathematik in neun Biichern“ kein selbstdandiger
Abschnitt vorbehalten. Einige Aufgaben dieser Art sind unter anderen, ndmlich
linearen Aufgaben, im Buch IX enthalten, das den Anwendungen des pythagoreischen
Lehrsatzes gewidmet ist. Zur Losung von Aufgaben, die auf quadratische Gleichungen
fithren, werden zwei verschiedene Methoden angewandt.

Die eine hiervon ist unserer Regel zur Aufldsung einer vollstindigen qua,dra.tlschen
Gleichung dquivalent. Wir finden sie in der Aufgabe 11 zur Bestimmung der Seiten

eines Rechtecks aus der Differenzz — y =1 =6, 8 und der Diagonale ¥ 22+ y2=d =10.
Zwischenrechnungen sind im Text nicht angegeben. Die Unbekannten werden un-
mittelbar nach folgenden Regeln berechnet:

Ty P 1 Y

Eliminiert man aus den gegebenen Bedingungen x und bestimmt man y als positive
Wurzel der Gleichung
2y2 + 21y + 12 = d?

nach unseren iiblichen Formeln, so erweist sich das Schema zur Bestimmung von y
von der Vorschrift der ,,Mathematik in neun Biichern* verschieden. In der Abhand-
lung des Yarg Hui ,,Ausfiihrliche Erliuterung der mathematischen Regeln in den
neun Biichern und eine neue Klassifizierung* (Xiang jie jiu zhang suan fa zuan lei),
die im Jahre 1261 erschienen ist, wird der Rechengang wie folgt erliutert: Durch
Elimination von z wird die Aufgabe auf eine vollstindige quadratische Gleichung
zuriickgefiihrt, die sich in der Form

2y2+4( )+4 y=de

1) Die in Anfithrungsstrichen angegebenen Worte stellen nicht dic einzig mogliche Uber-
setzung des unklaren Originaltextes dar. [42, S. 540] und [44, S. 356, 364].
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schreiben 1aBt. Subtrahiert man nun auf beiden Seiten der Gleichung 2<%)2 und
dividiert dann beide Seiten durch 2, so folgt

v+3)=zle-2(z)]

r=y+!

woraus sich

mit

ergibt.

Zu bemerken ist, da zwischen der Entstehung der ,,Mathematik in neun Biichern‘
und der des Kommentars von Yang Hui mehr als ein Jahrtausend liegt. Es ist keines-
wegs ausgeschlossen, daB zur Zeit der Han-Dynastie die Aufgabe nicht auf eine voll-
stindige quadratische Gleichung, sondern unmittelbar auf deren reinquadratische
Form zuriickgefiithrt wurde, so daB man nur noch eine Quadratwurzel auszuziehen
braucht. Die Losung hitte durch Einfiithrung einer Hilfsunbekannten z als Mittelwert
zwischen z und y gewonnen werden kdnnen; um den gleichen Betrag, um den z den
Wert 2 Gibersteigt, ist auch y kleiner als z, und dal gleich der Differenz x — y ist, gilt

Daraus folgt

VYT Tm oflV
=]z (- 2(3)]
usw. Eine derartige Annahme ist durchaus berechtigt. Die hierbei benétigten Um-
formungen waren den Verfassern der ,,Mathematik in neun Biichern® wohlbekannt,’
denn lineare Umformungen wurden beim Ausziehen von Quadratwurzeln verwendet.
Die Mittelwertbildung findet man ebenfalls in der Abhandlung: Im Buch I sind Auf-

gaben enthalten, in denen es darum geht, mehrere Briiche einander anzugleichen, d. h.,
deren arithmetisches Mittel zu bilden. Die Zuriickfiihrung von Systemen der Form

xiy:a, }
zy=>

auf eine quadratische Gleichung mit Hilfe linearer Substitutionen wurde bereits in
Babylon angewandt. In Keilschrifttexten findet man z. B. Aufgaben, die sich von den
eben betrachteten durch die Zahlenangaben unterscheiden; der Rechengang aller-
dings verlief dort ganz anders.

Wie dem auch sei, die Formel zur Auflsung der vollstindigen quadratischen Glei-
chung, die sowohl den Babyloniern als auch den Griechen bekannt war, ist in der
chinesischen Wissenschaft zur Zeit der Han-Dynastie nicht belegt. Andererseits steht

/
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auBer Zweifel, daB zur Losung derartiger Gleichungen die Verfasser der ,,Mathematik
in neun Biichern* eine andere Methode anwandten, und zwar den oben beschriebenen
Algorithmus zum Ausziehen der Quadratwurzel aus einer Zahl. Bei jedem Schritt
dieser Operation, d. h. bei der Losung der quadratischen Gleichung, mu8 man nach
dem Bestimmen der ersten Ziffer Zahlen suchen, die entweder dreigliedrigen quadra-
tischen Ungleichungen oder Ungleichungen der Form
zt4pr<g

geniigen. Sobald Aufgaben auftraten, die sich unmittelbar durch eine vollstindige
quadratische Gleichung ausdriicken lieBen, muBten die chinesischen Gelehrten natur-
geméB auf ihren Zusammenhang mit dem Problem aufmerksam werden, das dauernd
beim Ausziehen der Wurzeln auftrat. Die Auflésung in Radikalen, d.h. die Zuriick-
fithrung einer dreigliedrigen Gleichung auf eine zweigliedrige, hatte unter diesen Be-
dingungen keinerlei praktische Bedeutung und hitte nur von theoretischem Interesse
sein konnen. Vom numerischen Standpunkt ist die Auflésung in Radikalen nur bei
Vorhandensein umfangreicher Quadratwurzeltabellen zweckmiBig.

Die ersten dreigliedrigen quadratischen Gleichungen, auf die der Algorithmus zum

Ausziehen der Quadratwurzel angewandt wurde, waren Gleichungen der Form

x2+Pz=Q> 2 9>0;

diese besitzen stets eine einzige positive Wurzel. So fithrt die Aufgabe 20 des BuchesIX
auf eine solche Gleichung: In der Mitte jeder Seite einer Stadt mit quadratischem
GrundriB ist ein Tor. In einer Entfernung von 20 bu nach Norden vom nérdlichen
Tor steht ein Mast. Geht man vom siidlichen Tor um 14 bu nach Siiden und dann um
1775 bu nach Westen, so wird der Mast gerade sichtbar. Wie groB ist die Lange der
Quadratseite?

Die Herleitung der zugehorigen quadratischen Gleichung!) und der Losungsweg
sind nicht angegeben (Abb. 4). Der Text der Regel ist jedoch véllig klar. Darin wird
beschrieben, wie man die Koeffizienten zu bilden hat, und die verwendete Termino-

logie zeugt von der Anwendung des Algorithmus zum

) f— Ausziehen der Wurzel. Die Regel lautet: ,,Die Anzahl

der bu, die man vom nérdlichen Tor aus zu gehen hat,

multipliziere mit der verdoppelten Anzahl der bu, die

man nach Westen (zuriickgelegt hat), dies ist der Di-

visor (shi). Addiere mit der Anzahl der bu, die man vom

siidlichen Tor aus gegangen ist, dies ist der zusétzliche

Abb. 4 Divisor (zong-fa). Ziehe die Quadratwurzel, dies ist

dann die Seite der Stadt. [42, S. 511, russisch]. Es

wird also empfohlen, den Divisor shi =2 -20- 1775 und das zong-fa = 20 4 14 zu

bilden. Damit steht der Rechner vor dem Schritt beim Ausziehen der Quadratwurzel,
bei dem die Losung (x = 250) der Gleichung

224 (204 14) z=2.20- 1775

€
(-  E—

zu bestimmen ist.

1) Man erhilt sie leicht, z. B. aus der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke ABC und DEC.
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Nach dieser Methode wurden die quadratischen Gleichungen auch spiter gelost. An
einem Beispiel, das Liu Yi (um 1080) untersucht hatte, wurde von Yang Hui die
Methode recht ausfiihrlich erliutert und geometrisch veranschaulicht. Es handelt sich
dabei um die Losung der Gleichung '

z2 4 122 = 864.

Wir wissen nicht, wann in der Mathematik Chinas Aufgaben aufgetreten sind, die
auf quadratische Gleichungen anderer Form fiihrten. Yang Hui zufolge léste Liu Yi
bereits Gleichungen mit Zahlenkoeffizienten der Form

—a24+axr=0b und 22 —ax=2".

Es ist durchaus moglich, daB Gleichungen dieser Form bereits im 5. Jahrhundert von
Zu Chong-zhi bearbeitet wurden.

Eine derartige Normalform, in der negative Koeffizienten auftraten, resultierte
offenbar aus dem Wunsch, bei allen drei Fillen das gleiche Lésungsschema anwenden
zu konnen. Ahnliche Erscheinungen sind auch in der Algebra der Inder zu verzeichnen;
in anderen Lindern des Altertums und des Mittelalters wurden quadratische Glei-
chungen auf Normalformen mit positiven Koeffizienten zuriickgefiihrt, weshalb man
drei leicht voneinander abweichende Lésungsregeln erhielt.

Geometrie; Anwendung des rechtwinkligen Dreiecks. Die frithesten Hinweise auf
die geometrischen Kenntnisse der Chinesen sind aus dem 13. bis 12. Jahrhundert
v.u. Z. iiberliefert. Es handelt sich hierbei um Ornamente, die man bei archiologischen
Ausgrabungen auf Gegenstinden des téglichen Gebrauchs gefunden hat, insbeson-
dere um Darstellungen von Fiinf-, Sieben-, Acht- und Neunecken. In der weiteren
Entwicklung finden wir keine besondere Erforschung der reguliren Vielecke und Poly-
eder, die in der antiken griechischen Geometrie eine sehr bedeutende Rolle gespielt hat.

Die Beziehungen zwischen den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks hingegen lenkten
schon sehr frithzeitig die Aufmerksamkeit der chinesischen Mathematiker auf sich.
Nach einem astronomischen Werk, der ,,Mathematischen Abhandlung iiber Zhou-bi*
(Zhou-bil) suan jing), zu urteilen, das fritheren Ursprungs ist als die ,,Mathematik in
neun Biichern®, kannte Shang Gao den sog. pythagoreischen Lehrsatz bereits
1100 Jahre v.u.Z.2), allerdings nur fiir das Dreieck mit den Seitenlingen 3, 4 und 5.
In seiner allgemeinen Form war der Satz derselben Quelle zufolge Chen-zi bekannt,
der etwa im 6. Jahrhundert v.u.Z. gelebt haben diirfte [45]. Wie bereits erwihnt,
fand der Satz umfassende Anwendung im BuchIX der,,Mathematik in neun Biichern‘.
Eine Aufgabe zu diesem Thema hatten wir bereits betrachtet. Nachstehend seien noch
einige Aufgaben genannt, die ebenfalls Aufmerksamkeit verdienen.

Im Mittelpunkt eines Beckens mit der Seite (2a =) 1 zhang = 10 chi wiichst ein
Rohrkolben, der aus dem Wasser (h =) 1 chi herausragt. Neigt man den Rohrkolben,

1) Das’ Zhou-bi ist ein Stab zur Messung des Sonnenschattens.
%) Spiteren Chroniken zufolge war dieser Fall bereits 2200 Jahre v. u. Z. bekannt.
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so beriihrt seine Spitze gerade das Ufer. Wie groB ist die Wassertiefe (x)? Die Regel

gibt die Losung nach folgender Formel

a —h?
2h

Die Lésung dieser Aufgabe Nr. 6 kinnte unmittelbar aus dem Satz des Pythagoras

gewonnen worden sein:

X = =12 chi.

(x + k)2 — 2% = al.
Liu Hui erldutert in seinem Kommentar die Identitit
(x+ k)2 — 22 = 2z2h + h2

durch die Gnomonfigur, die fiir die gesamte geometrische Algebra der Griechen kenn-
zeichnend war. Von besonderem Interesse ist die Aufgabe schon deshalb, weil sie
spiter beim Inder Bhéskara (12. Jahrhundert) vorkommt, allerdings mit anderen
Zahlenangaben: k = %, a=2 (vgl. S.95).

Bricht man einen senkrecht stehenden Bambusstab der Héhe 10 chi um und beugt
die Spitze nach unten, so beriihrt diese die Erde in 3 chi Entfernung vom FuBpunkt
des Stabes. In welcher Hohe wurde der Bambusstab geknickt? Die Antwort lautet:

32
-
T=—a—.
Diese Aufgabe (Nr. 13) findet man spéter in Indien bei Brahmagupta in der ersten
Hilfte des 7. Jahrhunderts und bei Bhaskara im 12. Jahrhundert wieder, freilich mit
anderen Zahlenwerten.

In der Aufgabe 14 des Buches IX der ,,Mathematik in neun Biichern® verwendet
man eine Regel zur Gewinnung rationaler und ganzzahliger Seitenlingen bei recht-
winkligen Dreiecken, die auf der Identitit

beruht. (pa ; qn)z +(pgf*= (p—.—%jfr

Es handelt sich hierbei um die Bestimmung von Wegléngen, die von zwei FuBgin-
gern unter folgenden Bedingungen zuriickgelegt werden: Beide gehen von einem
Punkt aus mit den Geschwindigkeiten 7 bzw. 3. Der erste geht in siidlicher Richtung
und legt eine Wegstrecke von 10 zuriick. Danach &ndert er seine Richtung derart, daB
er mit dem anderen, der dauernd in 6stlicher Richtung geht, in einem Punkt zusam-
mentrifft. In der Regel wird empfohlen, das folgende Zahlentripel zu bilden:

72;3: ’ 72_7z+3z _ 72 _ 38 7.3

2 2
Der schriig durchlaufene bzw. nach Osten zuriickgelegte Weg werde wie folgt berechnet:

TB4+32] (72432 1
10 B55 )i (- T ) =145

bzw.
10-(7-3) (- 25 ) =107
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Die Lésung kann man sich wie folgt vorstellen. Wir bezeichnen die nach Osten bzw.
nach Siiden zeigenden Katheten mit z bzw. y und die Hypotenuse mit 2; aus

P P I g L

i =2 und z:y:z=qaf: iy
folgt dann
g _ 3
raa

Setzt man nun § = 3, « = 7 und beachtet man, daB y = 10 ist, so erhdlt man fiir z
und z die Werte

x=L2‘_3‘gz—=10%-, z=%,—=14%.
2 2
Ganzzahlige Zahlentripel, die der unbestimmten Gleichung
224 Y% =22
geniigen, verstanden bereits die Griechen und vor ihnen die Babylonier zu bilden. Die
Regel ziyie=2ap:(a® — f0):(a2+ ),

die alle moglichen Tripel relativ primer pythagoreischer Zahlen durch zwei relativ
prime Parameter « und g verschiedener Qualitit ausdriickt, war sowohl den Baby-
loniern als auch den Griechen bekannt. Diese Regel ergibt sich unmittelbar aus dem
Satz 6 im Buch II der,,Elemente®, obwohl sie dort explizite nicht genannt ist. Im
9. Jahrhundert wurde die gleiche Regel vom Inder Mahavira, zu Beginn des 13. Jahr-
hunderts von Leonardo von Pisa und am Ende des 16. Jahrhunderts durch Frangois
Viete gelehrt. '

In der Aufgabe 4 wird gefordert, aus einem runden Balken von gegebenem Durch-
messer ein rechtwinklig profiliertes Kantholz gegebener Stirke herauszusigen. Bei
der Losung wird der pythagoreische Lehrsatz benutzt, wobei implizite vorausgesetzt
wird, daB ein Peripheriewinkel iiber dem Durchmesser ein rechter ist. Die gleiche Er-
kenntnis wird in einer etwas anderen Form in der ,,Abhandlung iiber das Zhou-bi‘
erwihnt; dort wird erldutert, dal die Spitzen rechtwinkliger Dreiecke, die iiber dem
Durchmesser errichtet werden, auf der Kreisperipherie liegen [38).

Erwihnenswert ist noch die Aufgabe 5, bei der es um die Ermittlung der Gesamt-
linge von sieben Windungen einer Schraubenlinie geht: Man hat einen Baum von
2 zhang Linge und 2 chi Umfang. Am Fufle des Baumes wichst eine Puerarial). In
sieben Windungen schlingt sich diese um den Baum bis zu dessen Spitze. Wie lang ist

die Pueraria? Die Antwort lautet: 2 zhang und 9 chi, d.h. Y202 + (7 - 3)2. Man er-
hielt sie selbstverstindlich durch Abwicklung des Zylinders in die Ebene.

Uber die Losungsmethoden fiir die einzelnen Aufgaben wird im Buch IX der
»,Mathematik in neun Biichern‘“ nichts mitgeteilt. Bei den Aufgaben 15 und 16, bei
denen es sich um die Berechnung der Seiten eines Quadrates bzw. des Radius eines

1) Diese sich windende Pflanze, die schon in sehr frither Zeit als Textilgrundlage verwendet
wurde, gehort zur Familie der Leguminosen und ist in Ostasien heimisch.
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Kreises handelt, die einem gegebenen rechtwinkligen Dreieck einbeschrieben sind,
mag man die Zerlegung eines Flichenstiickes in einzelne Teile und im ersten Fall auch
die Ahnlichkeit verwepdet haben. Die Ahnlichkeitslehre liegt auch einer Reihe von
Aufgaben zur Bestimmung der Seiten einer quadratischen Stadt und auch den drei
letzten Aufgaben des Buches IX zugrunde; in diesen handelt es sich um die Bestim-
mung nicht direkt ausmeBbarer Entfernungen oder um die Bestimmung der Héhe
eines Berges und der Tiefe eines Brunnens. Diese Aufgaben sind duBerst elementar,
weshalb wir uns nicht bei ihnen aufhalten wollen.

Aufgaben zum pythagoreischen Lehrsatz und iiber die Ahnlichkeit rechtwinkliger
Dreiecke fanden spiter in China groBe Verbreitung. Im 18. Jahrhundert u.Z. syste-
matisierte Li Rui die Aufgaben zur Bestimmung irgendwelcher Stiicke eines recht-
winkligen Dreiecks oder der Kombination solcher Bestimmungsstiicke nach irgend-
welchen gegebenen Beziehungen, indem er sie in 25 Gruppen zusammenfafite. Die
Losungsmethoden des Li Rui sind ebenso wie die seiner fritheren Vorginger algebra-
ischer Natur. ’

In der Geschichte der praktischen Geometrie spielt eine Ergéinzung zum Kommen-
tar des Liu Hui eine bedeutende Rolle, die unmittelbar an die letzten Aufgaben der
,,Mathematik in neun Biichern‘‘ anschlieBt und spiter unter dem Titel ,,Mathemati-
sche Abhandlung iiber eine Meeresinsel* (Hai dao suan jing) zu einer selbstindigen
Abhandlung wurde. Im 7. Jahrhundert wurde sie in die Sammlung der ,,Zehn Muster-
abhandlungen iiber die Mathematik* [46] aufgenommen.

Die ,,Abhandlung iiber die Meeresinsel* behandelt die Bestimmung von nicht direkt
ausmefBbaren Entfernungen und Abmessungen. Die erste Aufgabe, in der es um die
Hohe einer Insel iiber dem Meeresspiegel geht; hat dem gesamten Werk den Namen
gegeben. Die Abhandlung enthilt die Losungen von neun Aufgaben. AuBer (1.) der
Hohe der Insel werden hier bestimmt: 2. die Hohe eines Baumes auf einem Hiigel,
3. die Hohe einer entfernten Stadt, die von einer Mauer umgeben ist, 4. die Tiefe einer
Schlucht, 5. die Hohe eines Turmes auf einem Felde, den man von einem Hiigel aus
betrachtet, 6. die Breite einer FluBmiindung, 7. die Tiefe eines durchsichtigen Teiches,
8. die Breite eines Flusses, den man von einem Hiigel aus betrachtet, und 9. die Hohe
einer Stadt, die man von einem Berg aus betrachtet. Zweifellos wurden simtliche
Losungsregeln aus Ahnlichkeitsiiberlegungen: gewonnen.

Die zweite Aufgabe des Liu Hui lautet so: ,,Auf einem Hiigel wiichst eine Klefer von
unbekannter Hohe. Unten in der Ebene sind zwei Stangen von jeweils (a =) 20 chi
Hohe aufgestellt, so daB sie auf einer Geraden mit dem Baum liegen und voneinander
den Abstand (b =) 50 zhang haben. Der Wipfel des Baumes und die Spitze der ersten
Stange bilden mit einem Punkt auf der Erde, der in (¢ =) 7 zhang.und 4 chi Entfer-
nung hinter der Stange liegt, eine Gerade. Von diesem Punkt aus schneidet die Ver-
bindungsgerade zum FuBpunkt des Baumes (e =) 2,8 chi vom oberen Ende der Stange
ab. Der Wipfel des Baumes bildet wiederum eine gerade Linie mit dem Ende der hin-
teren Stange und einem Punkt auf der Erde, der in (¢ =) 8 zhang und 5 chi Entfernung
hinter der Stange liegt. Gesucht wird die Hohe (z) der Kiefer und die Entfernung (y)
von der vorderen Stange bis zum Hiigel [46, S. 254, franzdsisch]. Die Regel des Liu Hui
entspricht den Formeln (Abb. 5)
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be be
i-c Te ¥y=3—,

r =

Spéter waren derartige Aufgaben For-
schungsgegenstand vieler europdischer
Mathematiker; sie fanden Eingang in
vielen Leitfiden der praktischen Geome-
trie, der Kriegskunst usw. zu Beginn der
Abb. 5 Neuzeit.

Ausmessung ebener Figuren. Im Buch I der ,,Mathematik in neun Biichern* werden
Regeln zur Bestimmung der Flicheninhalte von Rechtecken, Dreiecken, Trapezen,
Kreisen, Kreissektoren, Kreissegmenten und Kreisringen angegeben.

Bezeichnet man den Durchmesser!) des Kreises mit d und den Kreisumfang mit c,
so lassen sich die vier Regeln des Buches I zur Bestimmung des Kreisinhalts S durch
die Formeln

ausdriicken. Der Wert der Zahl = wird hier gleich 3 gesetzt. Dieser Wert, der schon
erhebligh friiher im alten Babylon benutzt wurde, der in der Bibel genannt wird und
in der chinesischen Literatur frither in der ,,Mathematischen Abhandlung iiber den
MeBstab‘‘ auftrat, wird sowohl fiir den Flicheninhalt als auch fiir den Umfang des
Kreises benutzt. Es sei hier erwihnt, daB auch in Babylon eine Formel angewandt
wurde, die den Flacheninhalt eines Kreises durch dessen Umfang ausdriickt.

Der Flicheninhalt eines Kreissektors wurde nach der Linge des zugehorigen Kreis-

bogenstiickes 8 zu E bestimmt. Eine Regel zur Berechnung des Kreisbogens aus

anderen Stiicken ist mcht angegeben. Der Flicheninhalt eines Krelsnnges wurde durch
die elegante Formel

¢ +cy dy—dy

.

ausgedriickt. Den Flicheninhalt eines Segments, das durch eine Sehne von der Linge !
abgeschnitten wurde und eine Héhe % hatte, berechnete man nach der Regel

_ lh + h?
__—2——.

Es handelt sich hierbei um eine Niherungsformel. Im Bereich des Halbkreises liefert
sie etwas zu kleine Niherungswerte, die um so schlechter sind, je kleiner die Hohe des
Segments ist. Setzt man [ = 1, so éndert sich der relative Fehler 3, d. h. der Quotient
o —0a
8= pr
107 genau genommen sind, nach Tabelle auf folgender Seite:

, wobei o und o’ (¢’ bedeutet den wahren Wert des Flacheninhaltes) bis auf

1) Ebensowenig wie die alten chinesischen Mathematiker besaBen auch die griechischen Mathe-
matiker keinen besonderen Ausdruck fiir Radius.
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[ & | o o P
0,01 0,0050 0,0067 25,0%
0,10 0,0550 0,0672 18,0%
0,30 0,1950 0,2137 8,8%
0,50 03750 | 0,3927 4,5%

Fiir b — 0 geht der Quotient 70,- - 0,75 und 8 —» 25%,. Fiir A=r, d. h. beim Halbkreis,

liefert die chinesische Formel fiir das Kreissegment mit = = 3 einen genauen Wert,
doch sind bei einem derartigen Wert fiir # die Naherungswerte fiir Segmente mit
kleinem kb duBerst grob und schlechter als der Néherungswert fiir = selbst, dessen
Fehler bei 5% liegt. Fiir den Halbkreis, d. h. in Wirklichkeit fiir den Fldcheninhalt
eines Trapezes, dessen eine Seite der Durchmesser, die andere ein zum Durchmesser
paralleles Tangentenstiick von der Liinge des Radius ist, gilt

o= d+r r
2
Moglicherweise ist dieses Ergebnis direkt auf Segmente iibertragen worden, die kleiner
sind als der Halbkreis, indem man d bzw. r durch ! bzw. h ersetzte. Die Regel fiir den
Halbkreis selbst kénnte mit Hilfe des einbeschriebenen regelmaBigen Sechsecks ge-
wonnen worden sein. Der halbe Flicheninhalt eines solchen Sechsecks ist kleiner als
der des Halbkreises; zur Verbesserung hat man womdglich anstelle der Fliche des
Trapezes ACDB die des Trapezes AC’B’D genommen,
¢ o wobei C'D’ = CD’ ein Tangentenstiick an' dem oberen
Peripheriepunkt des Kreises (Abb. 6) darstellt.

Die altchinesische Regel zur Berechnung des Flichen-
inhalts eines Kreissegments ist mit der Regel identisch,
die von den Vorgingern Herons von Alexandria verwendet
A 8 wurde. In der,,Metrik‘, die wahrscheinlich im 1. Jahrhun-

Abb. 6 dert geschrieben wurde, teilt Heron mit, daB die ,,Alten‘
den Flicheninhalt des Segments verhiltnismaBig ungenau

h .
berechneten, indem sie diesen gleich l; - b setzten: Diese Regel ist jedoch nur unter

(4 0

der Voraussetzung = = 3 fiir den Halbkreis richtig. Heron gibt die wesentlich bessere
Naherungsformel

o=Q+h g+ (3)

an, die den Flicheninhalt des Halbkreises fiir = =¥ liefert, und sagt ausdriicklich,
daB man diese Regel nur benutzen darf, wenn die Grundlinie des Segments dessen

dreifache Hohe nicht iibersteigt. Die oben angegebene Formel finden wir auch in der
althebriischen Schrift ,,Die Lehre vom Messen® (vgl. S. 219). Die Formel 0 = ¢ +2h) k

findet man spiter bei dem indischen Gelehrten Mahavira.
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Die Ubereinstimmung in der Methode zur Berechnung des Flicheninhalts eines
Segments in China und Alexandrien liBt den Gedanken aufkommen, daB hier eine
gemeinsame Quelle vorgelegen haben konnte.

Fiir die Bogenliinge s eines Segments schlug Shen Gua im Jahre 1086 die Formel

s=1+ 2% vor [40, S. 39]. Moglicherweise liegt hier bei Shen Gua ein Schreibfehler

vor, indem der Durchmesser anstelle der Sehne steht. In diesem Falle wire die Regel

2
dami‘t dquivalent, den halben Bogen durch die zugehérige Sehne l/(%) +h2 zu er-
setzen. Dies liefert fiir den Bogen den Niherungswert [ -+ 2h—lz- (vgl. S. 48).

Die Berechnung von n. Der Niherungswert = = 3 wurde bei der Berechnung des Krei-
ses in der geoditischen Praxis und in den Lehrbiichern der Mathematik noch viele
Jahrhunderte nach der ,,Mathematik in neun Biichern*‘ angewandt. Wahrscheinlich
wurde dieser Wert urspriinglich gesondert fiir den Kreisumfang und fiir den Flichen-
inhalt des Kreises gewonnen, ohne daB der Zusammenhang zwischen beiden GréBen
bekannt war. Es kénnte sein, daB die Ubereinstimmung von z in beiden Fillen zu-
nichst das Ergebnis empirischer oder halbempirischer Berechnungen gewesen ist; man

setzte z. B. den Flicheninhalt des Kreises gleich % des umbeschriebenen Quadrates, den

Kreisumfang gleich dem Umfang des regelméBigen einbeschriebenen Sechsecks. Den
Verfassern der ,,Mathematik in neun Teilen war der Zusammenhang zwischen Kreis-
umfang und Flédcheninhalt bereits bekannt. Sie selbst benutzten jedoch bei der Be-

rechnung des Kugelvolumens eine Regel, die dem Wert z = 28—7 (vgl. S. 61) entsprach,

offenbar ohne die Quadratur des Kreises und die Kubatur der Kugel miteinander in
Beziehung zu bringen. _

Im ersten bis dritten Jahrhundert nahmen die chinesischen Astronomen und Mathe-
matiker Forschungen vor, die einer genaueren Berechnung der Zahl = galten, vielleicht
unter dem EinfluB iiber Indien eingedrungener griechischer Ideen. Der Astronom
und Philosoph Zhang Heng (78—139) hat auf Grund uns unbekannter Uberlegungen
geschlossen, daB das Quadrat des Kreisumfanges sich zum Umfangsquadrat des dem
Kreis umbeschriebenen Quadrates verhalt wie 5:8, was dem Wert = ~ 10 = 3,162...
entspricht. Dieser gute Naherungswert, dessen Fehler unter 1% liegt, wurde spiter in
China mehrfach verwendet, z. B. durch Qin Jiu-shao im Jahre 1247 und auch noch
viel spiter. Dén Naherungswert n ~ VE trifft man auch in anderen Lindern an; im
7. Jahrhundert bei Brahmagupta, im 9. Jahrhundert bei Muhammad ibn Misa al
Huwarizmi. '

Der gelehrte Heerfithrer Wang Fan (gestorben 267) kam auf Grund uns unbekannt ge-

bliebener Uberlegungen zu einem etwas besseren Naherungswert mit z= %5 =3165...

Dagegen kennen wir die Rechenweise des Liu Hui. In den Kommentaren zum ersten
Buch der ,,Mathematik in neun Biichern* wandte er eine Methode an, die erstmalig
bei Archimedes zu finden ist und auf der Anndherung des Flicheninhalts des Kreises
durch eine Folge einbeschriebener regulirer & - 2*-Ecke beruht. Zunichst werden die

5  Juschkewitsch, Mathematik im Mittelalter
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Seiten derartiger Vielecke vom Sechseck an berechnet und dann deren Flicheninhalte
allerdings angenihert bestimmt, indem man die Seiten mit dem Radius multipliziert.
Das Ganze liuft somit auf die Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes und das
Ausziehen von Quadratwurzeln hinaus. Die Genauigkeit seines Ergebnisses schatzte
Liu Hui ab, indem er sich darauf berief, daB der Flacheninhalt des Kreises kleiner ist
als der der Figur, die aus dem reguliren einbeschriebenen Vieleck und der Summe der
den Restsegmenten umbeschriebenen Rechtecke besteht. Und zwar benutzte er die

Ungleichungen Spa < 8< 8yt 2(Su— S,),

wobei S den Flicheninhalt des Kreises und S, bzw. 8,, die Flicheninhalte der ein-
beschriebenen reguliren Vielecke mit den Seitenzahlen n bzw. 2n bedeuten. Diese
Abschétzungen unterscheiden sich von denen in der ,,Kreismessung‘‘ des Archimedes
insofern, als diese auf der Berechnung der Umfénge des einbeschriebenen ynd umbe-
schriebenen 96-Ecks beruhten.

Mit d = 100 Einheiten ergab sich hierbei

Sm—313625’ Sl°2—314625’
so daB 169
625 b <8< 31452

gilt. Als Niherungswert wihlte Liu Hui das groBte Ganze des Ergebnisses, d. h. die
Zahl 314, setzte also = = 3,14. Spiter dehnte er seine Berechnungen bis zum 3072-Eck
aus und erhielt einen noch genaueren Naherungswert, der in Dezimalschreibweise dem
Wert » =~ 3,14159 entspricht.

Liu Hui deutet an, daB 'man den ProzeB zur Annéherung des Kreisflicheninhaltes
durch die Flicheninhalte einbeschriebener Vielecke auch weiter fortsetzen kann. Er
schrieb: ,,Je feiner man teilt, um so getinger ist der Fehlbetrag. Teilt man immer weiter
und weiter, solange, bisdie Teilung unméglich wird, soerhélt man eine Ubereinstimmung
mit der Kreisfliche, und ein Fehlbetrag tritt nicht mehr auf* [47, chinesisch]. Diese
Worte kdnnte man so auffassen, daB fiir Liu Hui der Kreis mit dem einbeschriebenen
Vieleck im Grenzwert zusammenfillt, wenn man die Anzahl der Seiten unbegrenzt
anwachsen 1a8t. Es ist aber auch mdaglich, daB Liu Hui hier einer atomistischen Vor-
stellung Ausdruck verlieh, der zufolge der Kreis niit einem Vieleck mit hinreickend
vielen Seiten identisch ist. In &hnlicher Weise ging Liu Hui auch an die Berechnung
des Pyramidenvolumens heran.

Mit noch groBerer Genauigkeit wurde n durch den hervorragenden Astronomen,
Mathematiker und Ingenieur Zu Chong-zhi (430 bis 501) berechnet, der in einem ver-
loren gegangenen Werk die Ungleichung

3,1415926 < = < 3,1415927
bewies. Von Zu Chong-zhi stammt auBlerdem eine originelle Darstellung von # durch

den Bruch 13 13,

diesen Wert als ,,genau‘, withrend er den ebenfalls bekannten Naherungswert 273
»ungenau‘ nannte.

der auf sechs Dezimalen nach dem Komma genau ist. Er bezeichnet
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Die im 5. Jahrhundert in China erzielte Genauigkeit von » wurde erst tausend Jahre
spiter durch Ghiyath ad-Din Gamsid al-Kai tibertroffen, der a auf 16 Dezimalen

nach dem Komma genau berechnete. Den Naherungswert i’?a fand erneut der Hol-

linder Valentin Otho am Ende des 16. Jahrhunderts. Bekanntlich ist dieser Wert
einer der Naherungsbriiche, die sich bei der Entwicklung von x in einen Kettenbruch
ergeben, doch kann aus dieser Tatsache nicht geschlossen werden, daBl die Chinesen
Kettenbriiche verwendet hatten. Dieser Bruch kann durchaus auch auf andere Weise

- - 5 R -
gewonnen worden sein. So hat z. B. Otho den Wert % erhalten, indem er vom Zéhler

bzw. Nenner des Niaherungswertes des Ptolemaios 5= den Zihler bzw. den Nenner

377
29 120
des Niherungswertes des Archimedes 7 abzog:

377 -23 35

120-7 ~ 13

Yolumenherechnungen. Die altchinesischen Mathematiker haben bei der Raumin-
haltsbestimmung von Korpern, die im Bauwesen vorkamen, groBe Erfolge erzielt.
Wir finden bei ihnen keinerlei Interesse an reguliren Polyedern wie etwa bei den
Griechen, dafiir aber berechneten sie die Volumina vieler anderer Kérper, die
vollig auBerhalb des Gesichtskreises der Babylonier, Agypter und Griechen geblieben
waren.

Die wichtigsten Angaben iiber die Berechnung der Volumina finden wir im Buch V

der ,,Mathematik in neun Biichern* (vgl. S.25). Hier werden Quader mit quadra-
tischer Grundfliche, gerade Prismen mit trapezférmigem und dreieckigem Grundrif§
sowie Pyramiden mit quadratischen und rechteckigen Grundflichen betrachtet. Man
beschriankt sich jedoch nicht nur auf diese einfachsten Fille, wir finden vielmehr im
Buch V genaue Regeln zur Berechnung wesentlich komplizierterer Korper. Wie aus
dem Kommentar des Liu Hui hervorgeht, zerlegte man diese zur Berechnung in
.Parallelepipeda, Prismen und Pyramiden. So berechnet Liu Hui den Rauminhalt
eines Pyramidenstumpfes mit rechteckiger Grundfliche, indem er diesen in einen
Quader, vier paarweis gleiche Prismen an den Seitenflichen und vier gleiche Pyra-
miden an den Ecken zerlegt.

Als Beispiel wollen wir den Text einer der kompliziertesten Aufgaben anfiihren,
und zwar den der Nr. 17:

,»Gegeben ist ein xian-chu. Die untere Breite ist 6 chi, die obere Breite 1 zhang
= 10 chi). Die Tiefe ist 3 chi, die obere Breite 8 chi, eine Tiefe ist nicht vorhanden, die
Lange betragt 7 chi. Gefragt wird, wie groB das Volumen ist.*“ Die Regel ist wie stets
lakonisch: ,,Zéhle zusammen (alle) drei Breiten, multipliziere mit der Tiefe, multipli-
ziere noch mit der La.nge, nachdem du durch 6 geteilt hast, nimm 1mal*“ [42, S. 475,
russisch).

Der Korper, um den es sich hier handelt, ist in Abb. 7 dargestellt. Dem Text der
Aufgabe entsprechend hat mana = 6,b=10,¢ = 8,1 = 7 und & = 3 zu setzen. Offen-
bar zerlegte man das xian-chu in ein gerades Prisma mit rechtwinklig-dreieckiger
Grundfliche (Katheten ! und &) und der Hohe a und zwei gleichgroBe Pyramiden mit

b5
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der Hohe b, deren Grundfliche von jeweils einem Trapez mit den Seiten b—;—‘i, c_;_a
und der Hohe ! gebildet wird. Die Regel
a+b+e)l
V= (a + 6+ )
zog noch einige Umformungen bei der Addition der Volumina des Prismas +- hla und
der Pyramiden e\ 1h
2y (7 + 3 |5

nach sich. — Spiiter, am Ende des 18. Jahrhunderts, wurde das Volumen eines solchen
Korpers von A. M. Legendre im zwanzigsten Satz des Buches VI seiner ,,Elemente
der Geometrie* (1794) bestimmt.

Das Volumen des Korpers chu-meng (Abb. 8) wird durch die Formel

1
V=5 2l +1,)ah

angegeben. Man gewinnt sie, wenn man aus dem Korper durch zur oberen Kante senk-
rechte Ebenen ein gerades Prisma mit dreieckiger Grundfiiche und zwei gleich groBe
Pyramiden mit rechteckiger Grundfliche herausschneidet. Auch hier werden alge-
braische Umformungen bendtigt.

Fiir das Volumen des Kérpers chu-tung, der einem viereckigen Pyramidenstumpf
#hnelt, dessen Seitenflichen jedoch nicht wie bei der Pyramide in einem Punkt zu-
sammenlaufen (Abb.9), wird die Formel

V= (2a1+a2)blg (2a, +a,) b,h

angegeben, wobei a,, b, die Seiten der Grundfliche und a,, b, die Seiten der Deckfliche
sind, wihrend kb die Héhe des Korpers bedeutet. Den Beweis fiir die Formel findet
man béi Wang Xiao-tong, einem Mathematiker des 7. Jahrhunderts. Den Korper
kann man gem#f der Abb. 9 in Prismen und Pyramiden zer]egen Dann gilt

V= h(azb SR LANEL. 1.2 azu Y 2V 4 3 )usw.l)
[+
// {
7 { ¢
Y /
V74 /
V/4
/ /
/ h / 4
/
/
a a
Abb.7 Abb.8

1) Vgl. Nachtrag (3).
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Abb.9 Abb. 10

Die Aufgaben zur Volumenberechnung in China &hneln teilweise denen, die man in
Mesopotamien betrachtet hatte. In den Keilschrifttexten findet man ebenfalls Auf-
gaben, in denen es um die Berechnung der fiir Bau- und Erdarbeiten bendtigten Ar-
beitskrifte sowie um die Berechnung der Volumina der Bauwerke geht. Das Volumen
eines Belagerungswalles (Abb. 10) bestimmten die babylonischen Mathematiker durch
die Naherungsformel

gi(a+b a'+b')h+h'

T2 2 2 2 b

Jedoch wissen wir iiber diese Seite der Mathematik in Babylon zu wenig, um solche
Vergleiche weiterfithren zu kénnen.

An Korpern mit gekriimmten Oberflichen wurden in der ,,Mathematik in neun
Biichern“ Zylinder, Kegel und Kegelstumpf dem Volumen nach bestimmt, und zwar
beziehungsweise durch die Formeln

c?
V="1gb

e h
V=-1o7

und
e tei+e b

12 3’
Sie sind richtig unter der Voraussetzung » = 3. Die Formel fiir die Berechnung des
Kugelvolumens tritt explizite nicht auf, ist aber im Bruch iiber das Ausziehen der
Wurzel zu finden. Der Kugeldurchmesser wird, wie bereits erwéhnt, durch das gege-
bene Kugelvolumen mit Hilfe der Formel

8 F
d=V§V

9
V=Ed3

V=

ausgedriickt, so daB

gilt. Da in Wirklichkeit der Koeffizient % lauten muB, ist hier demnach =28~7 gesetzt

und hat somit einen anderen Wert als fiir Kreis, Zylinder oder Kegel. Es kénnte
sein, daB man das Kugelvolumen gleich dem eines Zylinders mit einem GroBkreis als
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Grundﬁache und der Hohe 7 @ angenommen hat. Der GroBkreis hat den Flichenin-

halt —d2 also ergibt sich o 3 3
=@ =7d* d.

Spater findet man in dem Kommentar des Liu Hui, der, wie wir gesehen hatten, sich
erfolgreich mit der néherungsweisen Quadratur des Kreises beschaftigt, fiir das
Kugelvolumen die Ungleichungen [38]

8 s 9 13
L <V <52

womit die Zahl n zwischen den Grenzen
I<aK 3%

eingeschlossen wird.

Geometrie und Algebra. Wir haben gesehen, daB sich auf dem Gebiet der Geometrie
viele algebraische Aufgaben ergeben hatten. Geometrische Figuren wurden benutzt,
um algebraische Beziehungen zu erkliren und herzuleiten. Algebraische Beziehungen
wiederum dienten zur Untersuchung geometrischer Figuren. Beispiele dafiir findet
man in der gesamten geschichtlichen Entwicklung der Mathematik Chinas.
In diesem Zusammenhang ist es bemerkenswert, daB der erste Beweis des pytha-
goreischen Lehrsatzes in China nicht rein synthetisch war und einfache Konstrukti-
onen und algebraische Umformungen in sich vereinigté. Der Beweis steht im Kom-
mentar zur ,,Abhandlung @iber das Zhou-bi*“ des Zhao Jun-qing (2. oder 3. Jahrhun-
dert). Er beruht auf einer Zerlegung des Quadrats (Abb. 11) iiber der Kathetensumme
eines gegebenen rechtwinkligen Dreiecks in acht dem urspriing-
lichen Dreieck kongruente rechtwinklige Dreiecke und ein klei-

" neres inneres Quadrat, dessen Seite gleich der Kathetendifferenz
ist. Das ergibt

2= (@b — 45 =at B2
oder die bei Zhao Jun-qing in Worten angegebene Beziehung
Abb. 11 cz=4a_2b+(a,_b)2=az+bz_

Eine dhnliche Zeichnung findet man ohne jede Erlduterung, lediglich mit dem Hin-
weis ,,siehe!* bei dem indischen Mathematiker des 12. Jahrhunderts Bhaskara (siche
S.99). In der ,,Abhandlung iiber das Zhou-bi“ ist die gleiche Zeichnung wie hier fiir
den Fall a = 3, b = 4, ¢ = 5 angegeben, wobei das groBe Quadrat in 49 kleine Qua-
drate unterteilt ist; hier wird die Gleichung 25 = 49 — 4 - 6 benutzt.

Was die geometrische Darstellung algebraischer Beziehungen betrifft, so findet man
Beispiele hierzu bereits bei Liu Hui und Zhao Jun-qing, die beide etwa um die gleiche
Zeit gewirkt haben. Beide kannten planimetrische Veranschaulichungen der alge-
braischen Identititen

2ab+ (b—a)2=0a%2+40% a2—b%=(a—0)2+2b(a—0)
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oder a® —b2= (a —b) (a-+b).

Spiter werden wir sehen, dal geometrische Hilfsmittel in &uBerst scharfsinniger
Weise zur Herleitung einiger numerischer Reihen benutzt wurden. Wir wollen uns
hier lediglich mit dem Hinweis begniigen, daB die geometrischen Aufgaben einen
groBen EinfluB auf den Fortschritt der Algebra in China ausgeiibt haben, indem sie
zu Gleichungen 3. Grades fiihrten.

Bevor wir uns wieder der Algebra zuwenden, sei noch hinzugefiigt. daB im 13. Jahr-
hundert unter dem EinfluB der verstirkten wissenschaftlichen Beziehungen zu den
mittelasiatischen Landern bei einigen chinesischen Mathematikern das Interesse an
der theoretischen Seite der Mathematik im allgemeinen und an der Geometrie im
besonderen stark zunahm. So unterzog im Jahre 1275 Yang Hui die Arbeiten des
Li Chun-feng und des Liu Yi einer scharfen Kritik, weil diese Methoden anwandten,
ohne deren theoretische Begriindung zu geben. Im Altertum, sagte Yang Hui, dnder-
ten die Gelehrten die Bezeichnung ihrer Methode von Aufgabe zu Aufgabe, wodurch
die urspriinglichen Grundlagen verdeckt wurden. Yang Hui selbst gibt Beweise fiir
viele Methoden und Sitze an, z. B. die Regel zur Auflésung der vollstindigen quadra-
tischen Gleichung — wie wir bereits besprochen hatten — oder den Satz iiber die
Flichengleichheit von Erginzungsrechtecken zu Rechtecken, die lings der Diagonale
eines beliebigen Rechteckes konstruiert sind. Dieser Satz unterscheidet sich von dem
43. Satz im Buch I der ,,Elemente’ des Eukleides lediglich dadurch. daB dort von
Parallelogrammen die Rede ist.

Es besteht AnlaBl zur Vermutung, daB um die siebziger Jahre des 13. Jahrhunderts
chinesische Astronomen die ,,Elemente* des Eukleides als Lehrmittel benutzten;
jedoch hat sich die Geometrie im mittelalterlichen China nicht zu einer selbstindigen
deduktiven Wissenschaft entwickelt, und die Beschéftigung mit den Werken des
Eukleides hat, wenn sie iiberhaupt stattgefunden hat, keine merklichen Spuren hin-
terlassen [40, S. 104 bis 105]. Die ersten sechs Biicher der ,,Elemente* wurden erst
sehr viel spéter, und zwar im Jahre 1607, ins Chinesische iibersetzt.

Kubische Gleichungen. Aufgaben, die auf kubische Gleichungen mit Zahlenkoeffi-
zienten fiihren, sind bereits in der babylonischen Mathematik anzutreffen, wobei die
Auflésung durch Probieren oder mit Hilfe von Tabellen erfolgte. Esist jedoch unklar, ob
die babylonischen Mathematiker die kubischen Gleichungen als solche erkannt hatten.

In der griechischen Literatur wurden, wie wir wissen, kubische Gleichungen mit
Zahlenkoeffizienten fast iiberhaupt nicht betrachtet. Ausnahmen hiervon bilden das
niherungsweise Ausziehen der Kubikwurzel bei Heron von Alexandria und einzelne
Beispiele polynomischer Gleichungen mit einer kleinen ganzzahligen Wurzel, wovon
ein Beispiel in der ,,Arithmetik* des Diophantos erhalten geblieben ist. Im Beispiel

des Diophantos, 2®—3224 3z —1=2242z+3,

laBt sich die Wurzel x = 4 leicht ermitteln, wenn man die Gleichung auf die Form
B+r=422+4

bringt und durch 22+ 1 dividiert.
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Spiiter traten numerische kubische Gleichungen in expliziter Form in China auf.
Es ist durchaus maoglich, daB sie bereits von Zu Chong-zhi untersucht wurden. AuBer
Zweifel steht die Behandlung von Aufgaben, die auf kubische Gleichungen mit mehr
als zwei Gliedern fithren, bei dem Astronomen und Mathematiker Wang Xiao-tong,
(erste Halfte des 7. Jahrhundert), dem Verfasser der ,,Fortsetzung der alten Mathe-
matik (Qi gu suan shu).

In einer solchen Aufgabe wird gefordert, die Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks

aus dem Kathetenprodukt 1
zy=P= 706§)

und der Differenz aus der Hypotenuse und einer der beiden Katheten
9
2 1 2 =0 =36—>
Jx2+y x—-Q—3610

zu bestimmen. Wang Xiao-tong driickt das Verfahren zur Aufstellung der zugehérigen
Gleichung ) 2 '
33 % 2 P
Tryr=15
in Worten aus und fiigt lakonisch hinzu: ,,Fiihrt die Operation zur Bestimmung der
Wurzel gemiB dem Ausziehen der Wurzel aus. Das Ergebnis liefert die erste Seite.
Addieren wir hierzu den UberschuB, so erhalten wir die Hypotenuse. Nun teilet das
Produkt durch die erste Seite, der Quotient ist dann die zweite Seite* [34, S. 54,

englisch]. Die in der Lésung angegebenen Seitenlingen z = 1427—0, y= 49% und
Vot y?= 51—:— sind die exakten Losungen der Aufgabe. Die Losungsmethode ist nicht

angegeben, doch besteht kein Zweifel daran, daB es sich bei dieser um eine Weiterent-
wicklung der altchinesischen Methode zum Ausziehen von Kubikwurzeln handelt

Diese Methode liefert unmittelbar den ganzzahligen Anteil der Wurzel; der Bruch-
teil lieBe sich in Gestalt eines Dezimalbruches bestimmen. Es ist aber auch moglich,
daB man die Gleichung zunichst mit Hilfe einer linearen Transformation in eine Glei-
chung mit ganzzahliger Wurzel verwandelte: Derartige Substitutionen wurden von
den chinesischen Algebraikern im 13. Jahrhundert angewandt (vgl. S. 68). Selbst-
verstindlich sind die Zahlenangaben in der Gleichung entsprechend vorgegeben.
Interessant ist auch die Wahl der rationalen Losungen der Gleichung: Die Seiten des
rechtwinkligen Dreiecks sind den Zahlen 287, 984 und 1025, d. h. 7, 24 und 25 propor-
tional. Wir hatten bereits erwahnt, daB die chinesischen Gelehrten die Regel kannten,
mit deren Hilfe sich ganzzahlige und rationale pythagoreische Zahlentripel konstru-
ieren lassen.

Bei anderen Aufgaben iiber rechtwinklige Dreiecke oder zur Berechnung der Stiicke
eines Pyramidenstumpfes mit quadratischer Grundfliche bildet Wang Xiao-tong
Gleichungen von der allgemeineren Form

234 ax24br=c.
Gesucht werden z. B. die Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks aus dem Produkt einer

Kathete mit der Hypotenuse (P =) 1337516 und aus der Differenz der Hypotenuse
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und der anderen Kathete (D =) l . Bezeichnet man die Katheten mit z und y und
eliminiert y, so ergibt sich

(z+ D)? 2Dz + D?) = p?

1\2 2 21\2 1\2
(z+155) 2o+ 1555) =(139755) -
Wang Xiao-tong glbt véllig richtig den Wert!) z = 92—— an. Fir die Hypotenuse er-

gibt sich dann 93~ und fiir die andere Kathete y = 14 3 . Hier sind die Seiten

den Zahlen 143, 924 und 935 proportional.
Uber die weitere Entwicklung der Algebra in China bis zum Zeitpunkt ihrer héch-
sten Bliite im 13. Jahrhundert ist nichts Naheres bekannt.

oder

Die Algebra im 13. Jabrhundert; die Methode tian-yuan. Innerhalb einer Zeit-
spanne, die nur einige Jahrzehnte des 13. Jahrhunderts umfaBte, wirkten in China die
hervorragenden Algebraiker Qin Jiu-shao, Li Ye, Yang Hui und Zhu Shi-jie, deren
wichtigste Werke erhalten geblieben sind. Zweifellos hatten diese Gelehrten viele
Vorginger, auf die sie sich auch mitunter berufen. So verweist Yang Hui auf die
Arbeiten des Liu Yi, eines Mathematikers aus dem 11. Jahrhundert (vgl. S. 51), und
des jiingeren Jia Xian, der um 1100 das Werk ,,Erlauterung von Tabellen zu einer
wertvollen Methode der Wurzelberechnung“ (Li cheng shi suo) verfaBt hatte. Yang
Hui schreibt, daB sich Jia Xian mit dem Ausziechen von Wurzeln vierten Grades be-
schiftigt und eine Tabelle von Zahlen gekannt habe, die wir heute als Binomialkoeffi-
zienten bezeichnen. Zhu Shi-jie erwihnt die uns unbekannten Yuan Hao-wen und
Liu Ru-xie.

Obwohl Qin Jiu-shao, Li Ye, Yang Hui und Zhu Shi-jie gleichzeitig oder nahezu
gleichzeitig gelebt haben, liit sich nicht behaupten, daB deren Arbeiten in einer
Wechselbeziehung standen. Auf jeden Fall beruft sich keiner der Genannten auf einen
der drei anderen. Das ist im Falle des Qin Jiu-shao und des Li Ye. die beide in der
Mitte des 13. Jahrhunderts gewirkt haben. durchaus erklirlich. Der erste war ein
hoher Beamter in dem siidchinesischen Staat Sun, der zu den Mongolen in Feindschaft
stand. Diese hatten Nordchina erobert, wo der andere der beiden Genannten lebte
und ebenfalls hohe Beamtenposten bekleidete. In den Werken dieser vier Mathe-
matiker treten erhebliche Unterschiede in Terminologie und Schreibweise auf. Aufler-
dem ergénzen sich diese Werke in sehr vielen Beziehungen inhaltlich.

Die,,Neun Biicher itber Mathematik‘ (Shu shu jiu zhang) des Qin Jiu-shao, die 1247
erschienen waren, enthalten am Anfang einen zahlentheoretischen Abschnitt und im
algebraischen Hauptteil eine duBerst ausfiihrliche Darlegung der sog. Hornerschen
Methode zur Auflésung von Gleichungen héheren Grades, verbunden mit entspre-
chenden Aufgaben. Li Ye (1178 bis 1265) geht in seinem ,,Meeresspiegel der Kreis-

1) G. Loria, der bei seinen Uberlegungen einen Fehler gemacht hatte, kam zu dem falschen
SchluB, daB die Losung des Wang Xiao-tong falsch ist und da8 die Aufgabe keine Losung hat
[28, S. 156 — 157].



66 Die Mathematik in China

berechnung‘ (Ce yuan hai jing, 1248) und in seinen ,,Neuen Schritten der Berechnung®
(Yi gu yan duan, 1259) mit groBer Ausfiihrlichkeit auf die Zuriickfihrung geome-
trischer und anderer Aufgaben auf algebraische Gleichungen ein [47b]. Zur Vermei-
dung von MiBverstindnissen sei noch erwihnt, daB der Titel des ersten Buches von
Li Ye nicht mit der Berechnung von n zusammenhéngt, sondern verschiedene Auf-
gaben iiber Kreise enthilt, die Dreiecken einbeschrieben sind, usw. Die im Jahre 1261
herausgegebene ,,Ausfiihrliche Erliuterung der mathematischen Regeln in den ,Neun
Biichern‘ und deren neue Klassifizierung* (Xiang jie jiu zhang suan fa zuan lei) und
andere spitere Werke des Siidchinesen Yang Hui schlossen sich in thematischer Hin-
sicht vielfach an die antike ,,Mathematik in neun Biichern‘ an. Besondere Aufmerk-
samkeit wird hier der Summierung endlicher Reihen geschenkt., Der Wanderlehrer
Zhu Shi-jie schlieBlich gab in seiner ,,Einfithrung in mathematische Untersuchungen‘
(Suan xue qi men, 1299) eine allgemeine Einfithrung in die Algebra und erlduterte
insbesondere die Vorzeichenregeln bei der Addition und Multiplikation, wihrend er in
seinem ,,Jaspisspiegel der vier Elemente* (Si yuan yu jian, 1303) nach der Beschrei-
bung der Hornerschen Methode und der Methoden zur Aufstellung von Gleichungen
ein Bezeichnungssystem fiir Gleichungen hoheren Grades mit vier Unbekannten ent-
wickelte und eine Reihe von Aufgaben l6ste, die auf derartige Gleichungen fiihren
[47c]. Man kennt die Namen einiger Vorginger des Zhu Shi-jie, die sich mit der Lé-
sung solcher Systeme mit zwei und drei Unbekannten beschéiftigten, ja man kennt
sogar die Titel der von ihnen geschriebenen Werke, doch ist es bisher nicht gelungen,
diese aufzufinden [38].

Die Ursachen fir die Bliitezeit der Algebra im 13. Jahrhundert, in einer Zeit
schwerer Kriege gegen die Mongolen, sind ungeniigend erforscht. In der Mitte der
dreiBiger Jahre eroberten die Mongolen Nordchina und um 1280 auch den siidlichen
Teil des Landes. Das ganze Land kam dadurch in eine duBerste Notlage. Das Niveau
einzelner mathematischer Untersuchungen hingegen konnte zeitweise ansteigen, zum
Teil infolge eines stirkeren Kontaktes mit den Gelehrten der mittelasiatischen Lander,
die ebenfalls unter die Herrschaft der Mongolen geraten waren, zum Teil durch die
Forderung, die die mongolischen Herrscher den Astronomen und Mathematikern zu-
teil werden lieSen.

Die wichtigste Errungenschaft auf algebraischem Gebiet war die Erweiterung der
vorhin beschriebenen Methode zur Losung von Gleichungen zweiten und dritten Grades
auf beliebige algebraische Gleichungen mit numerischen Koeffizienten, d.h. eine
Weiterentwicklung der Hornerschen Methode. Die Ziffern der gesuchten Wurzel
werden schrittweise durch Probieren ermittelt, und zwar als die ganzzahligen Anteile
von Wurzeln der urspriinglichen Gleichung und verschiedener Hilfsgleichungen. Die
lineare Substitution z=ky, k=10m

1
ermoglicht es, daB der ganzzahlige Anteil der zu bestimmenden Wurzel die Zahl 9
nicht iibersteigt. Eine weitere lineare Substitution,

y=p+2,

wo p der gefundene ganzzahlige Anteil der Wurzel der niichsten Hilfsgleichung ist,
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liefert den Ubergang zur ndchsten Gleichung. Die Koeffizienten dieser Gleichung
werden nach dem Schema berechnet, fiir das wir frither Beispiele angegeben hatten,
d.h. nach dem sog. Hornerschen Schema.
Eine genaue Beschreibung dieser Methode gibt Qin Jiu-shao, indem er die biqua-
dratische Gleichung ' ‘
—zt 4 736200 22 — 40642560000 = 0

mit von vornherein gewéhlter Wurzel z = 840 16st. Interessant ist, daB auf eine Ld-
sung in Radikalen kein Wert gelegt wird, obwohl das bei dieser in 22 quadratischen
Gleichung sehr leicht méglich ist. Die angegebene Methode wurde auch fiir Gleichun-
gen hoheren als vierten Grades verwendet.

Es ist unbekannt, ob Qin Jiu-shao der erste war, der die Hornersche Methode auf
beliebige Gleichungen mit positiven Wurzeln iibertragen hat. Auf die Gleichung

z* = 1336336,

wo x = 34 ist, wandte sie etwa anderthalb Jahrhunderte friither Jia Xian an. Qin
Jiu-shao gebiihrt auf jeden Fall das Verdienst, diese Methode systematisch und voll-
stindig dargelegt zu haben.

Das Schema zur Berechnung der Koeffizienten im allgemeinen Falle kdnnte auf
verschiedene Art und Weise gewonnen worden sein. Entweder hat man es unmittelbar
von der Gleichung 23 = a auf die iibrigen Gleichungen iibertragen, oder aber es ent-
stand als Ergebnis konkreter Umformungen der Koeffizienten bei den iibrigen nume-
rischen Gleichungen héoheren Grades bei Anwendung der linearen Substitution
z = p- y, wobei die Reihenfolge der Rechnung so verlief, als hitte man die linke
Seite der umzuformenden Gleichung auf die Form

{laxz+b)z+clztd z
gebracht.

Die beschriebene Methode erhielt bei Li Ye die Bezeichnung ,,Methode des Him-
melselements* (tian-yuan shu); er nannte die Unbekannte das Himmelselement
,»tian-yuan®, wiahrend ,,shu*“ Methode bedeutete.

. Die Substitution = ky, die zunéchst nur angewandt wurde, um die Wurzeln der
Hilfsgleichungen kleiner als zehn werden zu lassen, wurde spiter auch angewandt, um
den Koeffizienten des hochsten Gliedes Eins werden zu lassen und um gebrochene
rationale Wurzeln zu ermitteln. Es sei hier ein Beispiel von Zhu Shi-jie betrachtet
[36, S. 142). Bei der Lasung der Gleichung

576 x% — 26402 4 172922 4 3960z — 1695252 = 0

nimmt Zhu Shi-jie, nachdem er den ganzzahligen Anteil der Wurzel zu 8 bestimmt
hat, die Substitution z = y - 8 vor und erhilt

5764 + 15792y + 159553 y2 + 704392y — 545300 = 0.

Dann setzt er y =5—;6 und findet
24+ 157922% + 9190252822 4 233700360192z — 104208452812800 = 0.
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384 2
Hieraus ermlttelt er, nachdem er z =384 erhalten hat, die Werte y =gz ==

und z= 8— Spater wurde diese Substitution von Fr. Viéte wieder eingefiihrt.

Die von uns benutzte moderne Schreibweise fiir die Gleichungen weicht natiirlich von
der Symbolik der chinesischen Algebraiker des 13. Jahrhunderts sehr stark ab. Fir
die Potenzen der Unbekannten und fiir das freie Glied wurden besondere Hierogly-
phen benutzt. Ein Gleichheitszeichen existierte nicht, doch wurde dieser Mangel durch
die Schreibweise selbst ausgeglichen. Qin Jiu-shao schrieb die Koeffizienten nach
aufsteigenden Potenzen der Unbekannten, angefangen vom freien Glied, in einer
Spalte von oben nach unten. Friiher war das freie Glied stets positiv, und ihm wurde
die Gesamtheit der iibrigen Glieder gleichgesetzt. Nunmehr wird es mit den iibrigen
Gliedern vereinigt und mit negativem Vorzeichen genommen; es wird angenommen,
daB die algebraische Summe der Glieder der Gleichung gleich Null ist. Diese Form-
anderung gewihrleistete ein einheitliches Operieren im Hornerschen Schema: Simt-
liche Koeffizienten der Hilfsgleichungen wurden frither mit Hilfe der Addition, das
freie Glied durch Subtraktion gewonnen; jetzt wird auch dieses genauso wie die
iibrigen Koeffizienten bestimmt.

Die in einer Gleichung fehlenden Potenzen wurden durch einen Kreis, d.h. durch
das Zeichen' Null gekennzeichnet. Rechts vom Koeffizienten der ersten Potenz er-
schien die Hieroglyphe der Unbekannten, die die Potenz der iibrigen Glieder be-

fw: 20=- ==ZT OO m

| 7
1 LO
234 880x 496000 = rovvverereecereones
l n
oo T é O i, | oder T f_;.o
m1OOO ml1O00k

x4160=

x34 16x2 = vesvee —_— T

| b
X+2+4x"t = ” k oder “
Il it

Abb. 12. Algebraische Ausdriicke (nach dem Buch des Li Yan)
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stimmte; mitunter wurden auch das Zeichen des freien Gliedes oder die Hieroglyphen
simtlicher Potenzen geschrieben. In unserer Symbolik hitte die Schreibweise fiir die
Gleichung

— % + 73620022 — 40642560000 = 0

die Form
—40642560000
Oz
736200
0
—1.

Die negativen, Koeffizienten sind bei Qin Jiu-shao in schwarzer Farbe, die positiven
in roter Farbe gedruckt; Li Ye verwandte zu dem gleichen Zweck ein Uberstreichen
der Ziffernzeichen. Urspriinglich lieB er das freie Glied unten erscheinen, doch im
zweiten Buch verfihrt er genauso wie Qin Jiu-shao. Wir wollen einige Beispiele fiir
die chinesische Schreibweise angeben, aus denen u. a. hervorgeht, daB die chinesischen
Algebraiker bei Anordnung der Koeffizienten auf beiden Seiten des freien Gliedes auch
in der Lage waren, negative Potenzen der Unbekannten wiederzugeben. In diesen
Beispielen bedeutet die Hieroglyphe tai Xdas freie GliedY), die Hieroglyphe yuan I,
(d.h. Himmel) bezeichnete die Unbekannte. ’

Die inChina eingefiihrte Normalform fiir die Gleichungen entspricht der im 17. Jahr-
hundert von Th. Harriot und R. Descartes eingefiithrten Schreibweise, bei der simt-
liche Glieder der Gleichung auf der einen Seite des Gleichheitszeichens erschienen,
wihrend auf der anderen Seite desselben Null stand. Die Ahnlichkeit wird dadurch
noch stérker, daB Descartes und einige seiner Nachfolger das Fehlen einzelner Glieder
der Gleichung durch Sternchen bezeichneten. Bis zum Beginn des 17. Jahrhunderts
schrieben die europidischen Mathematiker nach der griechisch-arabischen Tradition
die Glieder der Gleichungen mit positiven Koeffizienten beiderseits des Gleichheits-
zeichens. In China bildete die Schreibweise der Gleichungen vom Typ f(z) = 0 die
Grundlage fiir die einheitliche Anwendung des Hornerschen Schemas. Descartes be-
tonte, daB diese Schreibweise die Grundlage fiir die einheitliche Formulierung ver-
schiedener Sitze iiber die Eigenschaften der Gleichung bildet, z. B. fiir seine Vor-
zeichenregel usw.

Die Methode tian-yuan war eine der groBten Errungenschaften der Mathematiker
des alten China. Anderthalb Jahrhunderte spiter finden wir diese Methode bei
Gamsid al-Kagi wieder, der sie auf das Ausziehen der Wurzeln beliebig hohen Grades
anwandte. In Europa schlug im Jahre 1600 Viéte in einer.Arbeit ein analoges Ver-
fahren vor; er hat jedoch kein bequemes Schema fiir die Berechnung der Hilfskoeffi-
zienten angegeben. Zu Beginn des 19. Jahrhunderts wurde die Methode tian-yuan
nahezu gleichzeitig von P. Ruffini (1804, 1813) und von W. Horner (1819) neu ent-
deckt; nach dem letzteren wird sie gegenwiirtig am hiufigsten benannt. *

1) Mitunter schrieb man tai shi, d. h. die zu dividierende Zahl.
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Die allgemeinen theoretischen Probleme der Theorie der Gleichungen héheren
Grades lieBen die chinesischen Mathematiker abseits liegen. Die Methode tian-yuan
geniigte den wissenschaftlichen Bediirfnissen Chinas im Mittelalter vollauf. In prak-
tisch-numerischer Hinsicht gebiihrt ihr gegeniiber der Losung von Gleichungen in
Radikalen der Vorzug, zumal diese nur auf spezielle Klassen von Gleichungen an-
wendbar ist. Andererseits stand die tian-yuan-Methode auBerhalb jeden Zusammen-
hanges mit den grundlegenden Problemen, die durch die Untersuchungen der italie-
nischen Mathematiker bei der Entdeckung der Losungen der Gleichungen dritten und
vierten Grades auf die Tagesordnung gesetzt wurden und mit deren Erforschung die
gesamte Entwicklung der modernen Algebra zusammenhéngt. Es sei noch darauf
hingewiesen, daB sich die chinesischen Algebraiker bis zum 14. Jahrhundert damit
begniigten, eine positive Wurzel der Gleichung, d.h. eine einzige Lisung der Aufgabe
zu ermitteln. Auf die Moglichkeit der Existenz mehr als einer Losung bei Gleichungen
zweiten und héheren Grades wies spiater Wu Jing in seiner ,,Vollsténdigen Klassifi-
zierung der mathematischen Methoden des Werkes in neun Teilen* (Jiu zhang suan
fa bi lei da quan, 1450) hin. Es wire recht interessant, dieses Werk eingehender zu
studieren [38].

~ Nichtlineare Gleichungssysteme. Die Losung nichtlinearer Systeme mit vier Unbe-
kannten war eines der Kernprobleme des ,,Jaspisspiegels der vier Elemente von
Zhu Shi-jie. Die vier Elemente, d.h. die Unbekannten, werden als die Seiten eines
rechtwinkligen Dreiecks und als irgendeine andere mit diesem zusammenhéingende
GroBe aufgefaBt. Zhu Shi-jie bezeichnet sie als die Elemente des Himmels — tian,

X7, tI =1, T, ' k =Y, AT, k | =2,

@, i‘\ =w [ I1%: | X I =T+y+24+w.

I ol
TEFRARH:) | @) iino | =z 4yt et +ut+2zy
““O “ + 222 + 2zw + 2y2

I + 2yw + 22w,

Abb. 13
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der Erde — di, des Menschen — ren und schlieBlich des Dinges — wu. Wir -wollen sie
der Reihe nach mit z, y, 2 und w bezeichnen. Die Schreibweise fiir derartige Gleichun-
gen spiegelte die Anordnung der Koeffizienten auf dem Rechenbrett wider. Die Ko-
effizienten werden in Form einer rechteckigen Tabelle geschrieben, in deren Mitte
entweder das freie Glied steht oder, wenn ein solches fehlt, die Hieroglyphe tai (vgl.
hierzu S. 69). Die Koeffizienten der Potenzen von x werden vom Mittelpunkt aus
nach unten, die der Potenzen von y nach links, die der Potenzen von z nach rechts und
die Koeffizienten der Potenzen von w schlieBlich nach oben geschrieben. Die Produkte
2y, yw, wz, xz werden in den Schnittpunkten der entsprechenden Reihen eingetragen.
Die Produkte zw und 2y hingegen, fiir die derartige Plitze fehlen, erscheinen in
schriger Richtung vom Mittelpunkt aus. Die Abb. 13 zeigt die Schreibweise fiir die
Ausdriicke z + y + 2z + w und

224y 22wt 22y + 222 + 22w+ 2yz 4+ 2yw 4 2zw.

Die Gleichung
2y® — 8y —xy? + 28y +-Bry — a2 —22=0

schrieb Li Ye in der Form, wie die Abb. 14 zeigt.

Die Aufgaben wurden durch sukzessive Elimination der Unbekannten geldst. Die
Zwischengleichungen wurden gleichzeitig auf mehreren Rechenbrettern durch Teile
von Tabellen in der Art der angegebenen dargestellt. Wir wollen eine in unserer Sym-
bolik dargestellte Aufgabe des Zhu Shi-jie betrachten, in

der die wichtigste gesuchte Gréfle v = 2z 2y ist: " Ty —i—l ]’(
z—2y+2=0, '
Qr — a2 fdy—zxy?+ 42+ 22=0, O T

a? 4 y?—2t=0,

2z +4+2y—u=0. O O O
Hier ist x=3, y=4, 2=5 und » = 14. Die zweite Glei-
chung driickt die folgende Bedingung der Aufgabe aus: O O O O

2z + 4y + 43
z

=z+4y>—2z. Abb. 14

Wie man sieht, beachtete Zhu Shi-jie das Prinzip der Dimensionstreue der Gleichungs-
glieder nicht und faBte lineare und quadratische Glieder usw. ein einer Gleichung zu-
sammen.

Zum AbschluB der Ubersicht iiber die Entwicklung der Algebra in China sind noch
einige Besonderheiten einer recht umfangreichen Gruppe geometrischer Aufgaben
hervorzuheben. Zur Ubung im Lésen von Gleichungen hoheren Grades fiihrten die
chinesischen Algebraiker hidufig Aufgaben auch dann auf Gleichungen zuriick, wenn
dies nicht unbedingt erforderlich war, bzw. auf kompliziertere Gleichungen als unbe-
dingt notig. So bestimmte Qin Jiu-shao [28, S. 158] den Flicheninhalt x eines Dra-
chenvierecks (Abb. 15), dessen Seiten bekannt sind, als Wurzel der Gleichung

—at + 2(A+B)z2—(A—B)2=10
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SRS [ O [

Dabei kann man, sobald 4 und B bekannt sind, die Gré8e = y
unmittelbar zu y .
z=YA+yB ¢
erhalten. Y
AuBerst komplizierte vorbereitende Umformungen werden in b
der folgenden Aufgabe des Zhu Shi-jie bendtigt: Der Flichen- Abb. 15

inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks sei 30 und dessen Katheten-
summe 17. Gesucht ist die Summe aus der kleineren Kathete und der Hypotenuse.
Wir wiirden das Gleichungssystem

zy=60 z+y=17

lésen, dannaus z = 5 und y = 12die GroBe ¥ 22 + y2 = 13 und schlieBlich die gesuchte
Summe 5 + 13 = 18 berechnen. Zhu Shi-jie wihlt als Hauptunbekannte die Summe

aus der Kathete und der Hypotenuse v = z + sz + y? und sagt, daB die endgiil-
tige Gleichung
—3600 — 3706y — 7102 4 3403 — 1 =0

lautet. Die Wurzel 18 dieser Gleichung ist dann die gesuchte GréoBe. Die andere posi-
tive Wurzel, die den Wert 25 hat und die Zhu Shi-jie unbeachtet l1i8t, liefert die
Summe aus der Hypotenuse und der anderen Kathete. Die beiden noch fehlenden
Wurzeln sind —1 und —8. Danach 16st Zhu Shi-jie gesondert die Aufgabe, bei der die
Summe aus der gréfieren Kathete und der Hypotenuse gesucht ist, wobei er wieder
auf dieselbe Gleichung kommt. Es ist &uBerst verwunderlich, daB er dabeidie Existenz
zweier verschiedener positiver Wurzeln nicht bemerkt.

Es ist eine recht groBe Gewandtheit in algebraischen Umformungen erforderlich,
um auf die angegebene Gleichung vierten Grades zu kommen.?)

In den Werken aus dem 13. Jahrhundert findet man auch Gleichungen héheren als
vierten Grades. So verallgemeinerte Qin Jiu-shao die oben (vgl. 8. 50) angegebene
Aufgabe aus der ,,Mathematik in neun Biichern* iiber eine Stadt mit quadratischem
GrundriB auf einen Kreis und driickt unter der Voraussetzung » = 3 die Unbekannte
als Wurzel der Gleichung zehnten Grades

210 4 1528 4 7228 — 86424 — 1166422 — 34992 = 0

v? -yt _
1) Berechnet man z.B. z = 9y —BUSV=T+ Vz? + 2, so ergibt sich
v —y? . 03—yt
2 TV =17; o y =60
oder y? - 20y + (34v — %) =0, (a)
Yy — vty + 1200=0 (b)
und aus (a) y=1v-V2v2 - 340.

Setzt man y in (b) ein, kiirzt durch v, isoliert die Wurzel und quadriert dann, so ergibt sich
v4 —~ 3493 + 7102 + 37060 + 3600 = 0.
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aus, die sich allerdings unmittelbar auf eine Gleichung fiinften Grades zuriickfiihren
laBt. In der Aufgabe ist gefordert, den Durchmesser eines Kreises zu bestimmen,
wenn — modern ausgedriickt — eine Tangente von einem gegebenen Punkt C einer
Geraden, die den Kreis im FuBpunkt 4 eines Durchmessers 4B beriihrt, die Ver-
langerung dieses Durchmessers AB in einem gegebenen Punkt D schneidet. Bei Qin
jiu-shao ist AC =9, BD=3; die Wurzel z der Gleichung driickt den Radius des

Kreises aus, der sich zu+- 9 5-ergibt. Wie der Gelehrte auf seine Gleichung gekommen ist,
bleibt unklar. Auf ]eden Fall 1aBt sich die Aufgabe (siche Abb. 16) auf Grund der
Ahnlichkeit der Dreiecke 0ED und DAC durch die Gleichung vierten Grades

422 1223+ 922 —486x — 729 =10 0
ausdriicken. Aus der Gleichung 4 DAC = 4 OED 8
+ 24 0AC iber die Flicheninhalte der angefiihrten \

Dreiecke 1Bt sich [28, S. 1569] die noch wesentlich ein-
fachere kubische Gleichung 0

223 4 322 =243

gewinnen.
Bei Li Ye tritt eine Gleichung sechsten Grades, bei Zhu Abb. 16
Shi-jie eine solche 14. Grades auf.

Die Losung von Gleichungen héherer Grade fand keine praktischen Anwendungen. -
Es wire jedoch verfehlt, anzunehmen, da die Entwicklung der Algebra unabhéngig
von den Bediirfnissen anderer Wissenschaften verlief. Wie wir spiter sehen werden,
fanden Polynome zweiten und dritten Grades duBerst wichtige Anwendungen in den
empirischen Formeln der chinesischen Astronomie.

Binomialkoetfizienten. Im ,, Jaspisspiegel der vier Elemente gibt Zhu Shi-jie eine
dreieckige Zahlentabelle an, die aus den Binomialkoeffizienten bis # = 6 einschlieB-
lich besteht (siehe Abb. 17). Der- Verfasser des Werkes selbst erhebt keinen Anspruch
auf Originalitit beziiglich dieser Tabelle. Wir hatten bereits erwiihnt, daB Yang Hui
zufolge diese Tabelle bereits dem Jia Xian um 1200 bekannt war, allerdings nur bis
n = 6. Der Titel des Werkes (vgl. S. 65) von Jia Xian deutet darauf hin, daB diese
Tabelle beim Ausziehen von Wurzeln benutzt wurde.

Das Dreieck der Binomialkoeffizienten war indessen noch friiher bekannt. Die
indischen Mathematiker kannten es bereits im 2. Jahrhundert v.u.Z. Es wurde hier
allerdings in kombinatorischen Aufgaben benutzt, und es liegt keinerlei AnlaB vor,
zu behaupten, daB die Inder zu jener Zeit bereits die Potenzentwicklung eines Binoms
kannten. Fiir den Exponenten 4 war der binomische Lehrsatz dem iranischen Mathe-
matiker al-Karagi um 1000 bekannt. Es ist durchaus wahrscheinlich, da der bino-
mische Lehrsatz fiir einen beliebigen natiirlichen Exponenten von ‘Umar al-Hayyam
beherrscht wurde, der um 1100 gelebt hat.

Die Frage nach der Zeit der Entdeckung des binomischen Lehrsatzes fur beliebige
natiirliche Exponenten bleibt zunéchst offen. Nach Zhu Shi-jie findet man die Tabelle
fir die Koeffizienten bis zum Exponenten 9 bei Gamsid al-Kasi und in Europa bei

6  Juschkewitsch, Mathematik im Mittelalter



74 Die Mathematik in China

Petrus Apianus 1527 und bei Michael Stifel' 1544. Weite Verbreitung erhielt die Tabelle

der Binomialkoeffizienten nach Erscheinen der Abhandlung Blaise Pascals iiber das

arithmetische Dreieck, die 1665 erschien. Um die gleiche Zeit dehnte Newton die bino-

mische Formel auf beliebige reelle Exponenten aus, wobei er sich auf die von ihm ent-
deckte Regel der multiplikativen Koeffizientenbildung stitate.

Es ist keineswegs ausgeschlossen, daB

die Binomialkoeffizienten von den chinesi-

Y3 5] schen Mathematikern bei Aufgaben der

F3: KE_] kombinatorischen Analysisangewandt wur-

den. Der Gelehrte Shen Gua (11. Jahrhun-

2&@ dert) berichtete, daB der buddhistische

i Priester und Astronom Yi Xing, der den
ﬁ@ @ weltlichen Namen Zhang Sui fithrte (683

b& : bis 727), die Berechnung aller méglichen
Z]S@ @ @ Stellungen fiir ein an das Schachspiel er-
;) innerndes Spiel bei verschiedener Anzahl
i‘r@ @ @ @ .von Reihen und Figuren vorgenommen hat.
v/l Fiirr 5 Reihen und 25 Figuren ermittelte

;‘_@ @ @ Yi Xing die Anzahlder méglichen Kombina-
E 3 tionen zu 827 288 699 433. Fiir 7 Reihen
E@ @ @ @ @ @ haben Shen Gua zufolgedie entsprechenden
k-3 Zahlen bereits keine Namen; fiir 361 Reihen
i@ @ @ @ @ @ @ erreicht die Zahl eine GroBenordnung von
X ' A etwa 1028, Leider fehlt uns die genaue

Kenntnis iiber die Becfingungen und Metho-

& U v 45K X den bei den Berechnungen des Yi Xing, der
" B OB X X weder der erste noch der einzige Gelehrte
m & ¥ B N war, der sich mit kombinatorischen Aufga-
B & &£ B B ben beschiftigte. Die Werke Yi Xings sind
Ze Ho Mo ﬁ o M. simtlich verlorengegangen. Es ist durchaus

Abb. 17. moglich, daB die Binomjalkoeffizienten erst-

Binominalkoeffiizienten (aus der Enzy- malig in China durch buddhistische Ge-
klopidie Yong — le da dian, 1403—1424).  lehrte eingefiihrt wurden.

Probleme der Zahlentheorie. Eine kleinere Gruppe von Aufgaben iiber unbestimmte
lineare Gleichungen war, wie wir gesehen hatten, bereits in der altchinesischen ,,Mathe-
matik in neun Biichern* enthalten. In diesen Aufgaben war die gesuchte ganzzahlige
Losung eindeutig. In der Folgezeit untersuchten die chinesischen Gelehrten eine Reihe
anderer, allgemeinerer linearer Aufgaben aus dem Bereich der sog. diophantischen
Analysis.

Nicht spéter als zu Beginn des 3. Jahrhunderts diirfte die ,, Aufgabe iiber die Végel*
entstanden sein. Zhen Luan zufolge, der um 570 einen Kommentar zum mehrmals
erwithnten Werk des Xu Yue aus der Zeit um 190 geschrieben hatte, enthilt dieses
Werk die Losung der folgenden Aufgabe: Wieviel Hahne, Hiithner und Kiicken
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kann man fiir 100 Miinzen kaufen, wenn man insgesamt 100 Vogel kauft und
wenn ein Hahn 5 Miinzen, eine Henne 4 Miinzen und 4 Kiicken eine Miinze kosten?
Zhen Luan gibt folgende Losung an: 15 Hihne, 1 Henne und 84 Kiicken, wobei es
sich um eine eindeutig bestimmte Lésung handelt. Bei einer anderen Aufgabe, die auf
die Gleichung '

4z + 3y +§=100

fuhrt, gibt Zhen Luan ebenfalls eine Loésung, und zwar 2 = 8, y = 14, z = 78 an,
obwohl auch eine zweite Losung. mit z = 16, y = 3 und 2 = 81 existiert.

In der ,,Mathematischen Abhandlung* (Suan jing) des Zhang Qiu-jian, der wahr-
scheinlich in der zweiten Hélfte des 6. Jahrhunderts gelebt hat, wird bereits die Mog-
lichkeit mehrerer ganzzahliger Losungen bei der. Aufgabe iiber die Vigel beriicksich-
tigt. Die Aufgabe, die er in Worten ausdriickt, lautet wie folgt:

z+y+2=100,
5x+3y+%z=100.

Zhang Qiu-jian gibt drei Lésungen an:
4 Hahne, 18 Hiihner und 78 Kiicken,
8 Hihne, 11 Hiihner und 81 Kiicken,
12 Hihne, 4 Hiihner und 84 Kiicken.

Er bemerkt dabei, da die Anzahl der Hihne jedesmal um 4 zunimmt, die Zahl der
Hithner um 7 abnimmt und die Anzahl der Kiicken um 3 wiachst. Es 1Bt sich leicht
nachpriifen, dafl die von ihm angegebenen Losungen die einzigen ganzzahligen Lo-
sungen in positiven Zahlen darstellen. Dariiber hinaus existiert noch eine nichtnega-
tive Losung mit x =0, y =25 und z =75 als einzige, die von dem chinesischen
Mathematiker unbeachtet geblieben ist. Die Losung des Systems laBt sich in Para-
meterform ausdriicken:

r=4t, y=25—Tt 2="175+4 3t

Dabei durchlduft ¢ die Werte t =0, 1, 2, 3.

Die Aufgabe iiber die Vigel hat sowohl in China — bei Li Chun-feng im 11. Jahr-
hundert, bei Xie Cha-wei u.a. — als auch in anderen Lindern weite Verbreitung ge-
funden. Numerische Beispiele dazu findet man bei dem Inder Bhaskara (12. Jahr-
hundert), bei dem Agypter Abti Kamil (10. Jahrhundert), der den Varianten dieser
Aufgabe eine besondere Abhandlung widmete (siehe S. 232), und bei vielen anderen
Gelehrten des Nahen und Mittleren Ostens. Eine eingehende Untersuchung der Auf-
gabe stellte Gamsid al-Kasi an. Dabei ist interessant, daB die rechten Seiten der
Gleichungen bei ihm ebenfalls stets den Wert 100 haben. In Europa findet man eine
dhnliche Aufgabe mit der gleichen rechten Seite erstmalig in einer Aufgabensamm-
lung, die Alcuin (8. Jahrhundert) zugeschrieben wird. Unter verschiedenen Bezeich-
nungen tauchten diese Aufgaben spéter in der européischen arithmetischen Literatur
des Mittelalters auf.
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Eine andere, kompliziertere zahlentheoretische Aufgabe erscheint in der ,,Mathe-
matischen Abhandlung® (Suan jing), die von Sun-zi im 3. oder 4. Jahrhundert ge-
schrieben wurde. Bei dieser Aufgabe muB ein Gleichungssystem ersten Grades nach
verschiedenen Moduln gelést werden. Gesucht wird eine Zahl, die bei Division durch 3,
5 und 7 die Reste 2, 3 und 2 ergibt. Bei Sun-zi lautet die Aufgabe mit Losung:

»Bs gibt Dinge, ihre Zahl ist unbekannt. Z&hit man sie zu jedrei ab, ist der Rest 2,
zihlt man sie zu je finf ab, so ist der Rest 3, zihlt man sie zu je sieben ab, so ist
der Rest 2. Es ist gefragt, wieviel Dinge es sind.

Das Verfahren: Beim Abzihlen zu je drei und dem Rest 2 nimm 140; beim Ab-
zithlen zu je fiinf und dem Rest 3 nimm 63; beim Abzihlen zu je sieben und dem
Rest 2 nimm 30. Zahle dies zusammen, und du erhiltst-233. Hiervon ziehe 210 ab,
und du erhiltst [das Gesuchte]. Ganz allgemein [wenu] beim Abzéihlen zu je drei der
Rest 1 ist, so nimm 70; [wenn] bei ihrem Abzihlen zu je fiinf der Rest 1 ist, so nimm
21; [wenn] bei ihren Abzéhlen zu je sieben der Rest 1 ist, so nimm 15. [Wenn] die
Summe groBer ist als 108, so ziehe 105 ab, und du erhiltst [das Gesuchte]“ [43¢,
8. 37, russisch].

Man darf annehmen, daB solche Aufgaben im Zusammenhang mit astronomlschen
und Kalenderberechnungen entstanden sind. Auf jeden Fall haben sie gerade bei
diesen Berechnungen Anwendung gefunden. Die Lésung einer Reihe derartiger Auf-
gaben behandelte der bereits genannte Astronom Yi Xing, der Schopfer eines beson-
deren Kalendersystems. Qin Jiu-shao, der im ersten Buch seines Werkes (1247) eine
ausfithrliche Lésung der Aufgabe des Sun-zi angegeben hat, sagt, daBl die Methode
von den Kalenderschopfern und Astronomen entwickelt wurde. Er fiihrt folgende
Aufgabe an: Alten Kalendern zufolge wiederholt sich die Wintersonnenwende alle

365— Tage. Der Mondmonat hat 299 %0 Tage, wihrend der Zyklus ki sha-tsu 60 Tage

enthﬁ.lt Nach wieviel Jahren oder Monaten oder Tagen kehren diese drei Perioden
zu einer gewissen Ausgangsstellung zuriick?
Die Losung der Aufgabe Sun-zi wollen wir nach Qin Jlu-shao betrachten, wobei wir
die Bezeichnungsweise der modernen Theorie der Kongruenzen benutzen.
Gesucht ist die Losung eines linearen Kongruenzensystems mit paarweise teiler-
fremden Moduln:
z =7y (mod q)),
z =1, (mod g,),
z = 14 (mod ).

(In der Aufgabe des Sun-zi hat man
=2 r,=23, 73=.2) =3 g=>5 g=1

zu setzen.) Zunichst werden gewisse Hilfszahlen N;, N,, N; bestimmt, die folgenden
Gleichungen geniigen:

N,¢,q3 =1 (mod ¢), d.h. 35N, = 1 (mod 3),
Nyq,¢3=1(mod g,), d.h. 21N, = 1 (mod 5),
Nyg1g, =1 (mod gg), d.h. 15N, = 1 (mod 7).
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Die letzten Gleichungen lassen sich durch einfachere ersetzen, wenn man als Koeffi-
zienten die Reste der gegebenen Koeffizienten nach den Moduln

2N, =1 (mod 3),
N, =1 (mod 5),
Ng=1(mod7)

nimmt. Man findet leicht
N,=2 N,=1 N,=1
und erhilt
Nig23=10, Nyq,95=21, N3g q,=15.

SchlieBlich ergibt sich die gesuchte Zahl zu

r=(N1ga@sm1+No1 07+ N3 02 75) (mod g ¢299).
d.h.
z = (140 4 63 4 30) mod 105
oder
'z = 233 —105¢,

wobei ¢ eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Den kleinsten positiven Wert 23 erhilt
man fiir ¢t = 2.

Bereits Yi Xing dehnte die Methode des Sun-zi avf den Fall nicht paarweise teiler-
fremder Moduln aus. In diesem Falle hat die Aufgabe nicht immer eine Losung. Wir
wollen nicht bei den entsprechenden Anderungen der Losungsmethode verweilen, wie
sie von Qin Jiu-shao dargelegt werden. Es sei nur erwihnt, daB Qin Jiu-shao u.a.
folgendes Beispiel angibt:

z = 32 (mod 83),
z = 170 (mod 110),
z = 30 (mod 135).

Nicht einfach sind auch die Uberlegungen, die man bei der Lésung der Beispiele des
Yi Xing anzustellen hat [40, S. 120].

Ahnlich der Aufgabe iiber die Vogel hat auch die Aufgabe des Sun-zi eine inter-
essante geschichtliche Weiterentwicklung erfahren. In Indien tritt sie bereits bei
Aryabhata 1. auf. Mit den gleichen Zahlenangaben, aber auch in anderen Varianten,
erscheint sie im Jahre 212 im ,,Buch iiber den Abakus‘‘ Leonardos von Pisa und etwa
100 Jahre spiter in einer byzantinischen Handschrift. Im 15. Jahrhundert erscheint
diese Aufgabe mit verschiedenen Zahlenwerten in deutschen handschriftlichen Rechen-
biichern und im 17. Jahrhundert in russischen arithmetischen Handschriften [48].

Die altchinesische Methode wurde erneut von L. Euler entwickelt und 1740 veréffent-
licht und schlieBlich in ihrer ganzen Tragweite von C. F. GauB in den Paragraphen 32
bis 36 in seinen berithmten ,,Disquisitiones arithmeticae‘ vom Jahre 1801 abgehan-
delt. Euler und GauB wuBten nicht, daB man sich mit diesen Problemen anderthalb
Jahrtausend frither in China beschiftigt hat.

Es sei noch erwiahnt, daB sich die Mathematiker Chinas bereits vor Beginn unserer
Zeitrechnung mit der Bildung der sog. magischen Quadrate beschéaftigten, d.h. mit
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dem Problem, n2 aufeinanderfolgende Zahlen 1, 2, 3, ..., 2 in einem quadratischen
Schema so anzuordnen, daB die Summen der Zahlen in jeder Spalte und jeder Zeile

gleich und somit den Wert % (n?+ 1) haben. Die magischen Quadrate wurden hiufig

zu mystischen Spekulationen verwendet. AuBlerdem gehéorten sie zu den mathema-
tischen Unterhaltungen. Yang Hui gelang es im Jahre 1275, in die Entwicklung der
Methoden zum Aufbau magischer Quadrate eine gewisse Linie hineinzubringen. Seine
Arbejt wurde von vielen Mathematikern Chinas und Japans fortgefiihrt. Die ein-
fachsten magischen Quadrate kannte offenbar auch Theon von Smyrna um 130; mit
ihnen beschéftigten sich arabische und byzantinische Gelehrte.

Die Summation endlicher Reihen. Aufgaben iiber arithmetische und geometrische
Progressionen sind in der antiken ,,Mathematik in neun Biichern“ enthalten, und
zweifellos waren sie auch frither bekannt. Einige Aufgaben des genannten Werkes, die
mit der Anwendung arithmetischer Progressionen zusammenhéngen, sind recht kom-
pliziert. Wir wollen zwei Beispiele hierzu angeben.

In der Aufgabe 19 des Buches VI sollen die Glieder einer arithmetischen Progres-
sion a,, ay=a,+d,..., ag=a, + 8d aus den Bedingungen a, 4 a; + a, =4,
a, + a, + a3 + a, = 3 bestimmt werden. Der Losungsweg, der a; = % und d = 6_76

liefert, dhnelt teilweise der Losungsmethode bei einer altbabylonischen Aufgabe, in

10
der 3 a, = 100 und a; = 6 gegeben sind, wihrend d =—§— gesucht wird [42, S. 554
k=1

blsEisf 7S]'chﬁler aus unserer Zeit hitte hochstwahrscheinlich dié Gleichungen
3a,+21d=+4
4a,+ 6d=3

aufgestellt und nach Elimination von @, zundchst d = 4—,/73_-—3?/21 und dann a, be-

stimmt. Die chinesischen Gelehrten benutzten in dieser Aufgabe die arithmetischen
Mittel aus den Summen der Glieder. Zuniéchst wurde der ,,untere Koeffizient‘ als 4: 3
gebildet; diese Zahl wurde direkt als ag erklart. In der Tat ist

a, +a, +a, 4

"—"'ll=

3 3

Danach wurde der ,,obere Koeffizient* 3:4 berechnet:

a,+a,+a;+a, 3 ay+a,
4 T4\ )

SchlieBlich wurde die Differenz -g——— durch die Differenz 9 — (4 ++ 3\) dividiert und

damit d = 6 gewonnen. Die zweite Differenz hat man offenbar auf Grund folgender

Uberlegungen erhalten: Das Glied a, = a,+4 (m — 1) d unterscheidet sich von






























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































