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Erster Teil.

(Der erste Teil enthiilt nur die nachstehenden 17 Siitze, die als
elementare Einleitung zum Hauptteil, dem zweiten, dienen.)

1) Das Verhiltnis des Kreisumfangs zum Durchmesser ist
sehr nahe gleich dem der Zahlen 22 und 7.

2) Die Kreisfliche verhdlt sich zum Quadrat des Durch-
messers nahezu wie 11 zn 14.

3) Der gerade Zylinder verhdlt sich zu dem ijhm umge-
schriebenen rechtwinkligen Parallelepiped wie der Grundkreis
zu dem ihm umschriebenen Quadrat.

4) Das Prisma ist das Dreifache der Pyramide, der Zylin-
der das Dreifache des Kegels mit der gleichen Grundfliche
und Hohe. .

5) Die Mantelfliche eines geraden einer Halbkugel ein-
geschriebenen Kegels ist das V 2-fache des Grundkreises und
die Hilfte der Mantelfliche jenes Kegels, der derselben Halb-
kugel umschrieben ist.

6) Die Kugeloberfliche ist viermal so grof wie der grifite
Kugelkreis.

7) Die Oberfliche eines Kugelabschnitts ist einer Kreis-
fliche gleich, deren Radius der Abstand des—Pols von einem
Punkt des Grundkreises ist.

8) Die Kugeloberfliiche und der Durchmesser werden durch
eine zur Achse senkrechte Ebene im selben Verhiltnis ge-
schnitten.

9) Die Oberfliche eines geraden gleichseitigen Zylinders
ist gleich der Oberfliche der eingeschriebenen Kugel.

10) Von der Kugeloberfliche und der Mantelfliche des
der Kugel umgeschriebenen Zylinders werden durch eine zur
Zylinderachse normale Ebene gleiche Teile abgeschnitten.

11) Der Zylinder verhiilt sich zur eingeschriebenen Kugel
dem Inhalte nach wie 3 zu 2.

12) Das Verhiltnis des Wiirfels zum Inhalt der einge-
schriebenen Kugel ist sebr nahe 21 zu 11.
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13) Der Kegel, dessen Grundfliche der grofite Kugelkreis,
und dessen Hohe dem Kugeldurchmesser gleich ist, ist halb
so gro wie der Kugelinhalt.

14) Mit dem Kugelabschnitt ist ein Kegel iiber demselben
Grundkreis inhaltsgleich, dessen Hohe die Hohe des Abschnitts
um eine bestimmte Strecke tbertrifft; diese Strecke verhilt
sich zum Kugelhalbmesser wie die Hohe des Segments zaum
Rest des Durchmessers.

15) Problem. Gesucht werden drei Flichen, die zuein-
ander in demselben Verh#ltnis stehen wie die beiden Kugel-
abschnitte und die ganze Kugel.!)

16) Ein Kegel kann geschnitten werden entweder durch
eine durch den Scheitel gehende Ebene oder durch die Mantel-
fliche eines zweiten kleineren Kegels, der die Spitze mit dem
ersten gemeinsam hat. In beiden Fillen verhalten sich die
gleich hohen Kegelsegmente wie ihre Grundflichen. Geht die
Schnittebene nicht durch den Scheitel, so sind die Abschnitte
des Kegels nicht bestimmbar.

17) Wird ein gerader Zylinder durch eine zur Achse
parallele Ebene geschnitten, so verhalten sich die Teile wie
die Abschnitte des Grundkreises. Geht die Schnittebene schief
durch die Achse, ohne die beiden Grundflichen zu treffen, so
verhalten sich die Teile wie die Héhenabschnitte des Zylinders.
Wenn im letzteren Falle die Schnittebene die eine Grundfliche
berthrt und die andere schneidet, so entsteht ein Huf. Solche
Hufe tber demselben Kreisabschnitt stehen im Verhiltnis ihrer
Hohen. d. h. der Hohen der zu ihnen gehdrigen Zylinder.
Schneidet man aus einem geraden Kegelstampf den Zylinder
tber der kleineren Grundfliche heraus, so bleibt eine » Tunikas«
tbrig. Die Erglinzung dieser »Tunika« zu einer vollstindigen
zylindrischen Rohre von derselben Hohe wird »Limbus« ge-
nannt. Fir das Verhiltnis der beiden Korper ergibt sich,
wenn die Grundflichen des Rumpfes Kreise (R, 7) sind:
R+2r 2R+r,

3 3 )
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Erglinzung zu Archimedes.

Stereometrie der den Konmoiden und Sphéroiden am
ndchsten stehenden Korper.

Soweit sind Archimedes und die alten Geometer gelangt
bei der Untersuchung der Natur und der Abmessungen der
gerad- und krummlinigen regelmiBigen Figuren und der von
ihnen zunichst erzeugten Korper. Weil die FaBfigur von den
regelmiBigen Figuren stirker abweicht, habe ich es fiir lohnend
erachtet, die Entstehung der Faffigur und verwandter Korper
sowie die Schritte zu ihrer Erkenntnis mit den reguliren
Korpern gewissermaflen auf derselben Tafel darzustellen, zum
Teil, um die folgenden Untersuchungen lichtvoller zu gestalten,
dann auch, um den Eifer der jetzigen Geometer anzustacheln
und nach Eroffnung eines weiten geometrischen Gebietes zu
zeigen, was bis jetzt noch darauf zu bearbeiten und zu unter-
sucben bleibt.3)

Die Kegelschnitte als Erzeugende von Koérpern.

Es gibt vier Arten von krummlinigen Kegelschnitten, die
die zu betrachtenden Korper erzeugen. In der Figur sind sie
zur gegenseitigen Vergleichung dargestellt. Jeder Kegelschnitt
ist entweder ein Kreis CH L, oder eine Parabel PC(Q, oder
eine Hyperbel M/ CN, oder endlich eine Ellipse CI11

Der Einfachhbeit halber stellen wir folgende Ordnung auf:
1) Kreis, 2) Ellipse, 3) Parabel, 4) Hyperbel. Von diesen
kehren zwei, Kreis und Ellipse, in sich zuriick; die beiden
andern stimmen darin iberein, daB sie, ins Unendliche. fort-
gesetzt, einen immer grifer werdenden Zwischenraum umfassen,
wobei sie sich einer Geraden unendlich nihern, ohne sie jemals
zu erreichen. Sie unterscheiden sich darin voneinander, daf
die Parabeliste CP, CQ zu einer Geraden CI und ferner
auch zueinander immer mehr parallel werden, obgleich ein
unendlich groBer Zwischenraum zwischen ihunen liegt. Die
Hyperbeliiste schlieBen sich dagegen immer mehr dem Zuge
zweier divergierender Geraden RY und I/ an, denen sie
sich unendlich niihern, ohne sie jemals zu beriihren, weshalb
diese Geraden RY und RZ Asymptoten genannt werden.
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In jeder dieser beiden Gruppen gibt es wieder eine Kurve,
die ihre Klasse vollstiindig erfillt, unter den geschlossenen
ist dies der Kreis, unter den nicht geschlossenen die Parabel.

Fig. 1.

N

K

Denn es gibt so viele verschiedene Ellipsen, als es Formen der
umgeschriebenen Rechtecke gibt, und so viele Arten von Hyper-
beln, als Winkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden
existieren. Wie nimlich der Kreis in einem Verh#ltnis steht
zu dem umgeschriebenen Quadrat, von dem es nur eine Form
gibt, und die Parabel zu ihrer Achse oder der einzigen Ge-
raden, 8o besteht auch ein Verhiltnis zwischen der Ellipse
und dem umschriebenen Rechteck und der Hyperbel und den
unendlich vielen Arten sich schneidender Geraden.

Wie ferner nach der Beschreibung der Figuren im Kreise
alle Geraden AC, AF, AE untereinander gleich sind, so sind
in der Ellipse je zwei Strecken 40, O G, die aber nicht vom
Zentrum E, sondern von den Brennpunkten 4, G aus gezogen
werden, zusammen je zwei andern AH, GH oder AI, IG
zusammen gleich. Wird in der Ebene der Parabel, deren
Brennpunkt 4 ist, normal zur Achse CI eine Gerade KI ge-
zogen, 8o sind wieder je zwei Gerade AC, CI zusammen so
grof wie je zwei andere zusammen, z. B. 40, OK. Bei der
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Hyperbel, bei welcher der eine Brennpunkt A innerbalb, der
andere T auBlerhalb (des Kreises) liegt, welch letzteren die
#holiche Figur VSU umschlieBt, haben die beiden Strecken
zwischen einem Punkt N und den beiden Bremnpunkten A4, T
immer dieselbe Differenz, n#mlich die Entfernung zwischen
den beiden Scheiteln C und S.

Die Erzeugungsarten.

Durch die Rotation dieser vier ebenen Figuren — von
andern soll fernerhin nicht die Rede sein — werden unzihlige

Formen von Korpern erzeugt, deren
Oberflichen nicht wie beim Kegel
und Zylinder nach zwei Seiten hin
gerade, sondern nach allen Richtungen
gekriimmt sind, nach der einen mehr,
nach der andern weniger. Im allgemeinen gibt es finf
Rotationsarten, die spiter, wenn wir auf kompliziertere Figuren
tibergehen, noch genauer in Unterabteilungen zerlegt werden
sollen. In dem beigefiigten Schema sind diese Arten dargestellt.
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I. Wenn die Rotationsachse so weit vom Zentrum F der
rotierenden Figur ED absteht, dal sie diese nicht schneidet,
so entsteht durch den seiner Breite nach aufgerichteten Kreis
bei der Bewegung auf dem Kreise F'CG ein Ring (annulus),
innerhalb dessen ein leerer Raum ist, mit dem Zentrum A.

II. Die Achse CB bertihrt die rotierende Figur AD. Es
sei der Bertthrungspunkt 4, und der ganze Kreis rotiere um
CB, wobei der Punkt 4 des Kreisumfangs in Ruhe bleibt;
es entsteht ein Korper, den man einen geschlossenen Ring
(annulus strictus) nennen kann.

III. Die Rotationsachse schneide die rotierende Figur auBler-
halb der Mitte, so daB das groBere Kreissegment /DN um
die Schnittgerade M N gedreht werden kann, und das Zentrum
(des Kreises) durch F und G' hindurchgeht; es entsteht ein
an beiden Polen bei M und N hohler Korper von der Form
eines Apfels (malum).

1V. Die Achse geht durch das Zentrum, so daB der Halb-
kreis CDB um den ruhenden Durchmesser CA B rotieren kann;
dann wird eine vollkommene Kugel (sphaera, globus) erzeugt.

V. Die Achse schneidet die rotierende Figur innerhalb der
Mitte, so daB das kleinere Kreissegment CDB um die Schnitt-
gerade CAB gedreht werden kann; dann entsteht ein an den
beiden entgegengesetzten Seiten zugespitzter Korper, dem man
die Zitronenform (malum citrium) zuschreiben konnte.

Die Zahl der Korper und ihre Unterschiede.

Wenn die drei tibrigen Kegelschnitte so einfach wiren,
wie der bisher behandelte Kreis, so wiirden im ganzen durch
diese 5 Rotationsarten 20 verschiedene Formen von Korpern
erzeugt werden, nimlich von jedem Kegelschnitt 4. Wegen
der gemischten Eigenschaften der iibrigen Figuren erhdht sich
aber diese Zahl von 20 auf 92.

Da nimlich die drei eigentlichen Kegelschnitte nicht nach
allen Seiten hin gleichartig sind, so treten bei ihnen ver-
schiedene Gerade an die Stelle der einzigen als Rotations-
achse moglichen Geraden beim Kreise, weil es bei diesem nur
Punkte von einer Art, bei den iibrigen Kurven aber solche
von verschiedener Art glbt

Beim Kreise ist der Scheitel eindeutig bestimmt, und Jeder
Punkt des Kreisumfangs kann als Scheitel genommen werden;
bei den ibrigen gilt als Hauptscheitel (vertex primarius) nur
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ein einziger Punkt, n#mlich der Endpunkt der Achse des
Kegelschnitts CI in den beiden folgenden Figuren, deren
Scheitel bei C gelegen sind. Im weiteren Sinne gibt es aber
ebensoviele Scheitel als Gerade in der Figur als Erzeugungs-
achsen oder zu ihr Parallele gezogen werden konnen; man
konnte sie Positionsscheitel (vertex positionis) nennen,
weil der hochste Punkt Scheitel der Figur wird, wenn man
eine Gerade normal zum Perpendikel errichtet. So wird in
Fig. 4, wenn man den Durchmesser OS als Erzeugungsachse
annimmt, A4 der Positionsscheitel, wenn man dagegen die
Tangente EF als Achse wihlt, so gibt es entweder keinen
Scheitel, bei stumpfwinkligen Hyperbeln n#mlich und in einer
gewissen Lage, oder es ist gewill ein anderer als 4, etwa O.
Im Kreise fallen Zentrum und Bremnpunkt in 4 zusammen;
in der Parabel gibt es nur einen Brennpunkt A4, aber kein
Zentrum, wenn man nicht etwa annehmen will, dal das Zen-
trum in unendlicher Entfernung liegt, und der andere Brenn-
punkt in doppelt so groSe Entfernung auf CI vom Scheitel C
weg hinausgeriickt ist. Bei der Ellipse gibt es sowohl ein
Zentrum A4 wie auch zwei Brennpunkte 4, &, alle innerhalb
der Kurve. Ebenso ist es bei der Hyperbel, aber der Mittel-
punkt liegt auBerhalb bei R. Der eine Brennpunkt ist inner-
halb bei 4 gelegen, der andere auBerhalb bei 7', beziiglich des
andern Hyperbelastes V' SH aber innerhalb. Im Kreise sind
alle Durchmesser auch Aehsen, bei den ibrigen Kegelschnitten
gibt es oft andere Achsen und andere Diameter, wie die Art
von der Gattung verschieden ist.

Bei der Parabel haben alle Diameter, wie CI, OS, einen
sich stets gleichbleibenden Abstand voneinander, bei der Hy-
perbel und Ellipse gehen sie durch den Mittelpunkt der Kurven
R, der bei der Ellipse innerhalb, bei der Hyperbel auBerhalb
liegt. Im Kreise sind alle gleich lang, in der Ellipse sind
sie von verschiedener Li#nge, wie CI, OS, in der Parabel
und Hyperbel haben sie keine endliche Linge. Im Kreise
und in der Ellipse entspricht jeder Tangente ein ihr paralleler
Durchmesser. In der Parabel und Hyperbel kann es keinen
Durchmesser geben, der von einer beliebigen Tangente stets
gleichen Abstand hat, wie LK von FE. Infolge der Ver-
schiedenheit dieser Punkte und Linien entstehen durch die
Umdrehung der einzelnen Figuren mannigfaltige Korper, die
ihrer Natur nach immer, meist aber auch augenfillig ver-
schiedene Formen aufweisen, deren Betrachtung im einzelnen
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uns nicht reuen wird; doch sollen die funf Arten, wie sie
sich beim Kreise ergeben haben, nicht mehr wiederholt werden,
da jede einzelne eine ganze Familie der folgenden in sich
schlieft, und sie untereinander gemeinsame Beziehungen be-
sitzen.

Beginnen wir mit jenen, bei denen Archimedes seine Unter-
suchungen abbricht. Es sei CJ in der folgenden Figur die
Achse, um welche die Kurve PCQ rotiert, so daB der Punkt
N um die feste Gerade CJ kreisend nach O gelangt, Q nach
P. Es werden dann zwei Konoidflichen erzeugt, eine para-
bolische (1) und eine hyperbolische (2), und ein lingliches
Sphiiroid von der Form eines Eies (3) mit den Scheiteln C
und J; der grofte Kreis wird FRA. Mit ihnen beschiftigt
sich Archimedes in seinem Buche: De conoidibus et sphaeroi-
dibus. Die Art der Erzeugung ist dieselbe wie bei der Kugel
(2, IV). Nach der Zahl der Kurven gibt es drei Arten.

Als Rotationsachse nehmen wir jetzt nicht die Hauptachse
selbst, sondern eine dazu parallele Gerade. Die Rotations-
achse liegt entweder auBerhalb der Kurve, wie DF, oder sie
berithrt dieselbe, wie LH, in einem Punkte E, welche zwei
Fille nur fir die Ellipse zutreffen. Denn bei den tbrigen
Kegelschnitten schneidet jede zur Hauptachse parallele Gerade
die fortgesetzte Kurve. Bewegt sich eine Ellipse NOPQ um
die feste Gerade DF im Abstand R G, so entsteht ein Ring,
den man als einen hohen (annulus arduus) bezeichnen konnte
(4), #hnlich den Blumengewinden der Landm#4dchen, da in der
Mitte der Raum frei bleibt. Gerade so entsteht ein geschlos-
sener Ring (5) (annulus strictus), ohne Zwischenraum, durch
Rotation von NOP(Q, wenn die Gerade LK und der Be-
rithrungspunkt E in Ruhe bleiben. Beide kann man sich nach
Fig. 2, I und II vorstellen, wenn man an die Stelle der
Schnittkreise aufrechtstehende Ellipsen setzt.

Dann kann die Rotationsachse auch durch den Kegelschnitt
hindurchgehen, wie O P, und zwar diesseits der Achse der
Figur CJ, so daB der groflere Teil der Figur OCQ mit der
Achse CJ um OP rotiert und der Scheitel C durch S, J
durch 7V hindurchgeht, wihrend O in Ruhe bleibt; durch die
Parabel und Hyperbel entstehen dann, namentlich durch letz-
tere, Korperformen, welche der des Atna #hnlich sind durch
die Aushihlung am Gipfel, die von den Griechen als »Krater«
bezeichnet wird, (6, 7), die Ellipse erzeugt auf diese Art einen
Korper von der Form einer Quitte (8) (malum cotoneum),
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welche 2, III dargestellt wird, wenn man an die Stelle der
zusammenhingenden Schnittkreise ebensolche aufgerichtete El-
lipsen setzt. Die genannte Gerade OP kann auch auf der
andern Seite parallel zur Hauptachse CJ gezogen sein, so daB
der kleinere Teil der Figur, welcher die Achse nicht enthilt,
um OP rotiert. Die

Parabel und Iyperbel Fig. 3L

erzeugen dann gewisse ¢ ¢

Formen von geraden Pl ) \I L D
Hérnern, (cornua / 7/

recta), MOP, (9, 10), /
von denen die einen
zugespitzt, die an- 42
dern stumpf sind, wie
beim Vieh, wenn es ,
mit den Hornern zu \ z\\/
stofen beginnt. Die U
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der Figur gelegen sein soll. Bei der Rotation um 7X ent-

stehen ringformige Korper, die bei der Parabel und Hy-
perbel nach auBen hin unbegrenzt sind, weil ja die nach

Fig. 31V.

auflen sich dffuenden Arme CP, CQ im Kreise gedreht wer-
den (12,13). Die Ellipse dagegen erzeugt bei der Rotation
um eine solche zur Hauptachse CR normale, auflerhalb der
Figur gelegene Gerade TX einen flachen oder niedrigen
Ring, (annulus supinus seu sessilis), #hnlich jenen auf den
Kopf zu legenden Krinzen, wie sie zum Tragen von Gefillen
verwendet werden (14). Man kann sich diese Form wieder
nach 2, III vorstellen, wenn man an die Stelle der Schnitt-
kreise Ellipsen setzt, deren Scheitel von 7'X weggerichtet sind.
Bertthrt die Achse CS den Kegelschnitt im Scheitel C, so
entstehen durch Rotation drei Arten von geschlossenen Ringen,
von denen zwei wie frither nach auBen hin unbegrenzt sind
(16, 16), wihrend der von der Ellipse CJ erzeugte begrenzt
ist (17), es ist dies ein flacher, niedriger oder gedriickter Ring,
(annulus pressus). Man erh#lt ihn aus 2, II, wenn man statt
der Schnittkreise Ellipsen setzt, die sich mit ihren Scheiteln
berithren.

Endlich moge jene zur Hauptachse des Kegelschnitts nor-
male Rotationsachse die Figur schneiden, wie ON. Die Figur
wird so in zwei Teile zerlegt, die bei der Parabel und Hy-
perbel immer ungleich sind, weil der eine Teil PONQ un-
endlich, der andre O NC endlich ist, so daB die Kegelschnitte
drei Segmente ergeben, zwei unbegrenzte und ein begrenztes;
in der Ellipse ist das eine, obwohl beide endlich hegrenzt sind,
doch meistens groBer als das andere. Durch Rotation dieser
sechs Segmente um ON entstehen ebensoviel neue Formen
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von Korpern, von denmen zwei um die Mitte, nimlich bei O
und N und nach auBen ringsherum unbegrenzt sind, weil sie
durch die ins Unendliche reichended Linien PONQ erzeugt
werden (18, 19), das groBSere Ellipsensegment erzeugt einen
linsenformigen, oben und unten nabelférmig eingedriickten Kor-
per (20). Diese Form besitzt eine gewisse Art von kleinen
flachen Melonen, (melones sessiles), die ganz gegessen werden
konnen, auch gibt es manche Pilze von dieser Gestalt. Man
kann sich diese Form nach 2, III vorstellen, wenn man an
Stelle der zusammenhingenden Schnittkreise ebensolche Ellip-
sen setzt wie in Fig. 3. SchlieBlich entstehen durch Rotation
der kleineren Segmente O NC noch drei Kdrper, die dem Aus-
sehen nach einander #hnlich, ihrer Natur nach aber verschie-
den sind: den elliptischen Kérper OCNR konnte man als
eine dicke Pflaume, (prunum crassum) (21), die paraboli-
schen und hyperbolischen Korper O CNJ der Unterscheidung
wegen nicht unpassend als »Spindeln <, (fusus), bezeichnen
(22, 23). Und diese beiden Korper, besonders der durch eine
sehr stumpfwinklige Hyperbel erzeugte, sind besonders bemer-
kenswert. Denn es entstehen mit Spitzen versehene Korper,
die um den Bauch gewdlbt sind, wihrend sich der ibrige
Teil nach den Spitzen hin immer mehr der geraden Kegelform
anschlieBt. In diesen werden wir, wenn die Scheitel O und
N abgeschnitten sind, die natiirliche Fafiform zu suchen haben.

Wie erwihnt, sind aber die Ellipsensegmente bei dieser
Art des Schnitts nicht immer ungleich. Wenn ni#mlich die
zur Hauptachse Normale durch den Mittelpunkt IV geht, in
welcher Lage sie auch normaler oder kirzerer Durchmesser
heilt, dann erzeugt die halbe Ellipse, wenn bei der Rotation
von ECA der Scheitel C durch J hindurchgeht, eine andere
Form eines breiten Sphiroids (24) mit den Scheiteln E und
A und dem groften Kreis CRJ, ttber das schon Archimedes
Untersuchungen angestellt hat.

Die Betrachtung und Unterscheidung dieser Formen wiirde
fur die Untersuchung der Fafform geniigen; da ich mir aber
vorgenommen habe, bei dieser Spekulation etwas tiber die
Grenzen des Buches hinauszugehen, so mdgen der Erkenntnis
wegen auch die ibrigen Koérperarten angefiigt werden.

Es trete in Fig. 4 an Stelle der Hauptachse CJ irgend
ein Diameter OS als Rotationsachse. So wird die Ellipse in
zwei hnliche Hilften geteilt, deren jede bei der Drehung um
OS einen Korper von der Form einer Birne, (pyrum) (25),
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erzeugt, die nattirlich zu den Apfeln, Quitten und Pflaumen
gehort, damit der Nachtisch vollstindig wird. Die beiden
andern Kegelschnitte aber werden in zwei nicht dhnliche Teile
zerlegt, die beide unendlich sind; bei der stumpfwinkligen
Hyperbel gibt es nun zwei Fiille: entweder wird der stumpfe
Winkel durch den gewiihlten Diameter in zwei spitze Winkel
zerlegt, oder es ist nur der eine Winkel ein spitzer, der andere
dagegen ein stumpfer oder rechter. Mit Ausnahme des letzten
Falles werden die Figuren bei der Drehung Kérper erzeugen
(26, 27, 28, 29), welche sich beim Anblick in nichts von den
Kratern und Hoérnern unterscheiden, die frither mit 6, 7, 9, 10

Fig. 41 Fig. 41IL
A K? _H B

bezeichnet  worden
sind, obwohl sie ihrer
Natur nach von ihnen
abweichen, weil die
Hauptachse CJ hier
eine Kegelfliche, dort
aber eine Zylinder-
fliche beschreibt, und
weil der ganze er-
zeugende Teil der
Figur geneigt ist.
Wenn der im stumpfen Winkel gelegene grofere Teil der
Hyperbel um einen solchen Durchmesser rotiert, so kommt
eine Korperform hinzu, die eigentlich kein Korper mehr ist.
Denn dieser Kérper ist sowohl nach den Seiten wie nach
unten hin unbegrenzt, aufler man grenzt alle derartigen Kor-
per durch eine konische oder zylindrische Fliche ab, die durch
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die Rotation einer Geraden entsteht, und er bat keinen Scheitel,
an seine Stelle tritt vielmehr in der Mitte eine nabelférmige
Vertiefung, wihrend ringsherum die Oberfliche sanft ansteigt,
aber ohne Ende (30).

An Stelle des Diameters OS trete jetzt eine dazu paral-
lele Gerade BD, die aber fur die Ellipse keine andere Bedeu-
tung hat als eine zur Tangente parallele Linie, weil ja jedem
Ellipsendurchmesser eine parallele Tangente entspricht. Wir
haben also diese Parallele nur fir die beiden andern Kegel-
schnitte in Betracht zu ziehen; sie wird entweder auBerhalb
oder innerhalb der Figur liegen. AuBlerhalb kann sie aber
weder bei der Parabel, noch bei der Hyperbel sein, weil jede
zu einem Durchmesser parallele Gerade den fortgesetzten Zug
~des Kegelschnitts schneidet. Sie wird folglich innerhalb bei-
-der Figuren liegen miissen. In der Parabel ist aber jede zu
einem Dnrchmesser parallele Gerade selbst ein Durchmesser,
dieser Fall bietet also niohts Neues. Nur fiir die Hyperbel
hat dieser Fall eine eigentliche Bedeutung. Da der Durch-
messer OS die Hyperbel in zwei nicht #hnliche Teile zer-
schneidet, so kann die zu OS parallele Gerade durch den
groBeren oder durch den kleineren Teil gezogen werden. Im
letzteren Falle teilt die Achse BD die Figur in zwei stirker
verschiedene Teile, von denen der grolere entweder eine
Kraterform wie 7 erzeugt (31) oder einen Korper von unbe-
grenzter Ausdehnung wie Nr. 30 (32), der kleinere aber einen
Kérper von der Form eines Hornes (33) #hmlich wie Nr. 11.

Wird die Rotationsachse im grofleren Hyperbelteil parallel
zum Durchmesser OS gezogen, so treten bei der spitzwink-
ligen Hyperbel finf verschiedene Fille auf. Entweder geht
die Rotationsachse zwischen dem Durchmesser und dem Hy-
perbelscheitel, d. h. zwischen C und O hindurch, oder durch
den Scheitel C, oder zwischen dem Scheitel C und dem Po-
sitionsscheitel 4, oder sie liegt endlich jenseits des Positions-
scheitels 4. Bei stumpfwinkligen Hyperbeln gibt es aber
keinen Positionsscheitel. Aber in jedem Falle wird die Hy-
perbel in zwei nicht #hnliche Teile zerlegt.

So entstehen 13 Korperformen: 4 sind kraterformig
(3¢ —37), wie Nr. 7; 3 sind ausgehshlt wie Nr. 30 (38—40),
4 sind, weil zugespitzt, von der Form eines Hornes wie Nr. 10
(41— 44), die beiden letzten (45, 46) sind am BScheitel abge-
rundet wie das hyperbolische Konoid Nr. 2, und zwar ist der
eine Korper, der von dem grifleren Teil einer spitzwinkligen
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oder von dem durch den entsprechenden Diameter abgetrennten

Teil einer stumpfwinkligen Hyperbel — es mufl nimlich der
Diameter den stumpfen Hyperbelwinkel in zwei spitze zer-
legen — #hnlich einem abgestumpften Konoid, das andere,

vom kleineren Teile erzeugte aber #hnlich einem zugespitzten
Konoid.

SchlieBlich kann als Rotationsachse eine Tangente E I’
gewihlt werden, welche aber nicht durch den Scheitel - des
Kegelschnitts gehen soll; durch die Parabel und Hyperbel
entstehen dann zwei unbegrenzte Formen (47, 48), #hnlich wie
Nr. 15 und 16, doch weniger aufgerichtet, da sie sich nach
der Breite ins Unendliche erstrecken. Die Ellipse erzeugt
bei der Drehung um EF einen geneigten geschlossenen Ring
(49), der jemem Nr. 17 #hnlich ist, und den man nach 2, I
erhilt, wenn man an Stelle der Schnittkreise gegen den Be-
rithrungspunkt gleich geneigte Ellipsen setzt. Zu den Tan-
genten konnen auch die Asymptoten gerechnet werden, weil
sie die Hyperbel in einem. unendlich weit entfernten Punkt
bertthren; so entsteht eine neue Form (50), gewissermaBen
eine Mittelform zwischen offenen und geschlossenen Ringen.

Nehmen wir nun an Stelle der Tangente eine zu ihr pa-
rallele Gerade als Rotationsachse, und zwar zunichst auBlerhalb
der Figur. Es entstehen vier Arten von Ringen, die bei der
Parabel und Hyperbel der Breite nach unbegrenzt sind; beim
parabolischen Ring wird immer ein kreisférmiger hervorragen-
der Riicken vorhanden sein (51), von den hyperbolischen wei-
sen die einen einen solchen Riicken auf, die andern werden
nach auBlen hin hiher, als an ihrer engsten Stelle (52, 53),
nicht viel abweichend von der Form Nr. 13. Eine um GH
rotierende Ellipse erzeugt einen begrenzten geneigten Ring,
(annulus finitus connivens) (54), der nach der einen Seite hin
weiter wird und die Form einer Tiara oder eines Turbans mit
abgeschnittener Spitze besitzt. Auch diese Form kann man
sich nach dem ersten Umdrehungskorper vorstellen, wenn
man die Schnittkreise durch gleichmiflig gegeneinander ge-
neigte Ellipsen ersetzt.

Wenn die zu einer Tangente parallele Umdrehungsachse
durch den Kegelschnitt hindurchgeht, so treten entsprechend
den vielen Moglichkeiten auch viele Korperarten auf. Denn
entweder schneidet die LA die Hauptachse nicht innerhalb
der Figur, oder sie schneidet jene. Und wenn sie die Haupt-
achse schneidet, so geht sie entweder durch den Hauptscheitel
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C, oder sie geht an ihm vortiber, indem sie den Positions-
scheitel, der — falls es tiberhaupt einen gibt — nach Auf-
richtung der Figur um EF bei O ist, rechts liegen 140t, denn
bei der stumpfwinkligen Hyperbel gibt es keinen solchen
Scheitel, wenn die LK oder E'F mit der kontriren Asymptote
RB gegen den Kegelschnitt zu einen stumpfen Winkel bildet;
oder die Rotationsachse geht durch den Positionsscheitel, oder
sie 1iBt ihn auf dem abgeschnittenen Teil links liegen.

Es sind also bei jedem der drei Kegelschnitte finf Fille
zu betrachten; daher erhalten wir 15 Schnitte und bei jeder
Kurve je zwei Segmente. Bei der Hyperbel sind aber die
drei groBeren Segmente der ersten drei Fille beztglich ihrer
Wirkung in doppelter Weise zu betrachten; denn entweder
sind sie nach abwirts unbegrenzt wie bei der Parabel, oder
nach aufwirts. Es gibt also hier 33 Arten von Korpern;
von diesen sind 13 der Breite nach unbegrenzt, und unter
diesen wieder sind 9 beiderseits nabelférmig vertieft; von
diesen 9 sind 6 (55—60) mit einer kreisrunden vorspringen-
den Lippe versehen, wie die Krater Nr. 7, aber darin von
ihnen verschieden, daB sie einem auch von unten ausgehihlten
Berge gleichen; die drei andern (61—63) haben keinen vor-
springenden Rand, ihre Hthe ist unbegrenzt wie bei Nr. 19.
Dann sind zwei Korper (64, 65) hornformig zugespitzt wie
Nr. 10, zwei haben einen abgerundeten Scheitel, sie sind Ko-
noide (66, 67) wie Nr. 2; dies gilt ftir den Fall, dal die Achse
durch den Positionsscheitel geht, wenn ein solcher vorhanden
ist. Von den erwihnten 13 Korperformen sind 5 parabolisch
und 8 hyperbolisch; die dbrigen 20 sind endlich, nach der
einen Seite hin breiter, nach der andern schmiler. Fiinfzehn
von ihnen, je finf aus jeder Gruppe der Kegelschnitte, laufen
in Spitzen aus, und zwar nach beiden Seiten hin (68—76),
je drei aus jeder Gruppe, wir wollen sie Niisse (nuclei) nen-
nen; drei (77—79), je einer aus jeder Gruppe, sind an der
breiteren Seite wohl abgerundet und gleichen darin stark dem
breiten Sphiroid, wir konnten sie mit der Form der Erdbeere
oder des Pinienkerns vergleichen. Drei endlich (80—82), und
zwar wieder je eine aus jeder Gruppe, sind an der breiteren
- Btelle ausgehohlt, an der schmileren zugespitzt, nach Art der
schlanchférmigen Blase (folliculus vesicarius), welche die Deut-
schen »Judenkirsche« nennen, wenn sie in versteckter Weise
die Eichel des minnlichen Gliedes mit der Vorhaut bezeichnen
wollen. Die fiinf letsten (83—87) haben die Form einer
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Birne, sie werden von dem gréferen Ellipsenabschnitt erzeugt
auf Grund der genannten fiinf Schnittarten, sie sind si#mtlich
bohl, drei auf beiden Seiten, zwei nur auf einer Seite; nach
der schmalen Seite hin ist der eine Korper abgerundet wie
ein Sphiroid, der andere ist spitz, beinahe von der Form einer
Blase, welche vom kleineren Ellipsensegment erzeugt wird.
Figt man diesen 87 die 5 Kreiskdrper gewissermaflen als
Familienh4upter hinzu, so gibt dies 92 verschiedene Korper-
formen.

Soviel Korperformen entstehen also durch die Drehung
der Kegelschnitte lings eines Kreises; dabei sind aber die
Segmente, welche aus verschiedenen Teilen zusammengesetzt
sind, nicht mitgezdhlt. So besteht z. B. ein Zinnteller meist
aus drei Oberflichenteilen: einém Kugelsegment als Boden,
einem parabolischen Krater als Seitenwand, und aus einem
Rand (limbus), der der Oberfliche eines sehr stumpfwinkligen
Kegels angehort oder aunch der schiefen Zone einer Kugel.
-Und wenn man auch in der kiinstlichen Ausmessung bei
mehreren auf dasselbe kommt, so muB man doch die so viel-
filtigen Unterschiede ihrer geometrischen Erzeugung kennen,
damit man nicht bei der allgemeinen Betrachtung einzelner
besonderer Fille unvermutet in unentwirrbare Fallstricke ge-
riit. Mit diesen einzelnen Fillen mogen sich die Geometer
beschiftigen nach dem Beispiele des Archimedes, der von
ihnen nur vier und einen fiinften Fall, n#mlich die Kugel
betrachtet hat, nicht weil sie die nutzlichsten oder gewdhn-
lichsten sind, (denn was hat das parabolische Komnoid voraus
vor einem Ring, einem Apfel, einer Birne, einer Pflaume, einer
NuBi?), sondern weil sie sich als die einfachsten und der Kugel
am nlichsten stehenden darbieten. Wir werden jetzt nur jene
betrachten, die auf die spindelférmigen yperboloide fiihren,
deren mittlere Teile unsere heimischen Fiisser sind; auf diese
werde ich also die folgenden Lehrsitze anwenden.

Lehrsatz XVIII. Jeder Ring mit kreis- oder el-
lipsenformigem Querschnitt ist gleich einem Zylin-
der, dessen lihe gleich dem vom Mittelpunkt der
Figur bei der Rotation beschriebenen Kreisumfang,
und dessen Grundfliiche der Querschnitt ist.d)

Gemeint ist hier ein Schnitt, der durch eine Ebene ent-
steht, die durch den Mittelpunkt des Zwischenraums geht und
zur Ringobertliche normal ist. Der Beweis griindet sich zum
Teil auf Lehrsatz XVI und kann auf dieselben Elemente ge-
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stiitzt werden, mit denen Archimedes die Grundsitze der
Stereometrie vortrigt.

Wenn man nimlich den Ring G CD Fig. 21 durch Schnitte
aus dem Zentrum 4 in unendlich viele und sehr diinne Scheiben
zerschneidet, so wird eine Stelle der Scheibe gegen den
Mittelpunkt 4 hin um so viel schmiler sein, als diese Stelle,
z. B. E, dem Mittelpunkt 4 niher liegt als ¥ oder eine durch
F in die Schnittebene zn ED gezogene Normale, und um so-
viel breiter in dem #ufleren Punkte D. Danach wird, wenn
man D u. E zugleich betrachtet, die Dicke an diesen beiden
Stellen zusammen doppelt so grol sein wie in der Mitte der
Scheiben. Diese Uberlegung wiirde nicht gelten, wenn die
Scheiben ED mit ihren Teilen diesseits und jenseits des Um-
fangs F G und der durch F ukd G gezogenen Normalen nicht
gleich und gleich gelegen wiren.

Folgesatz. Diese Art der Messung gilt ebenso fiir einen
Ring mit kreisformigem Querschnitt, wie fiir einen elliptischen
hohen, niedrigen oder geneigten Ring, und ebenso fiir ge-
schlossene wie fiir offene Ringe, ja iiberhaupt fiir alle Ringe,
welcher Art auch ihr Querschnitt sein mége, sobald nur die
Schnitte in der durch 4D senkrecht zur Ringfliche gelegten
Ebene diesseits und jenseits von k' gleich und gleich gelegen
sind. Wir wollen dies untersuchen, wenn der Querschnitt ein
Quadrat ist. Es sei also der Ring von quadratischem Quer-
schnitt, und man denke sich iiber ED) ein Quadrat. Dieser
Ring kann auch anders berechnet werden. Denn er ist der
#uflere Teil eines Zylinders, dessen Grundfliche ein Kreis mit
dem Halbmesser AD und mit der Hohe ED ist, von welchem
der Kern oder der Zylinder mit der Basis AE und der Hghe
ED abzuziehen ist. Deshalb ist das Produkt von ED mit
der Differenz der Kreisflichen 4D und 4 F gleich dem Raum-
inhalt des Ringes mit quadratischem Querschnitt. Wird ED
mit der Differenz der Quadrate von 4D und 4 E multipliziert,
so verhiilt sich der so entstandene Korper zum vierten Teil des
Ringes, wie das Quadrat zum Kreise, also wie 14 zu 11.

Es sei AF gleich 2, 4D = 4, das Quadrat davon also 16;
das Quadrat von A4 F ist 4, die Differenz daher 12; mit der
Hohe 2 multipliziert gibt dies einen Korper vom Inhalt 24,
das Vierfache davon ist 96, wie sich also 14 zu 11 verhiilt,
so auch 96 zu 753, dem Rauminhalt des quadratischen Ringes.
Dies ist die Rechnung nach Lehrsatz XVI. Nach der obigen
Methode wird A4¥ 3, I'G 6; wie sich 7 zn 22, so verhilt
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sich 6 zu 19 weniger }; es wird demnach der Kreisumfang F'G
gleich der Hohe des Zylinders. Weil ED = 2, das Qua-
drat = 4 als Basis des Zylinders, so gibt das Produkt 4mal
19 — 4 =176 — 4. Also auch auf diesem Wege sehen wir die
Richtigkeit des Lehrsatzes ein.

Lehrsatz XIX und Analogie. Jeder geschlossene
Ring ist gleich einem Zylinder, der den kreisférmigen
Querschnitt als Basis und den Umfang des vom Mittel-
punkt beschriebenen Kreises als Hohe hat.

Die frithere Methode gilt fiir jedes Verhiltnis zwischen
AE u. AF, also auch fir den geschlossenen Ring, wo das
Zentrum F des rotierenden Kreises E'D einen Kreis F G be-
schreibt, der dem Kreis mit dem Halbmesser 4 D gleich ist.
Denn es wird ein solcher Ring durch Schnitte aus 4 in Scheiben
zerlegt, die in A4 die Breite Null haben, in D aber die
doppelte Breite wie in F, weil ja der Kreis durch D den
doppelten Umfang hat wie der durch F.

Folgesatz. Der zylindrazeische Kérper, der in Fig. 2, III
durch die Rotation der von geraden und krummen Linien be-
grenzten vierseitigen Figur M/ IK N erzeugt wird, ist auf Grund
desselben Satzes gleich einer S4ule, die diese vierseitige Figur
als Basis und den Umfang des durch F'G gehenden Kreises
als Hohe hat. Fir den 4ufleren Girtel KD, der den zylin-
drazeischen Korper umgibt wie ein Holzreifen ein FaB3, gilt
dieser Lehrsatz nicht, er muB nach andern Grundsitzen be-
rechnet werden.5)

Analogie. Dagegen gilt diese Berechnungsart auch wieder
fir alle zylindrazeischen Korper oder Segmente eines Apfels
oder einer Quitte, die immer schmiler werden konnen, bis
endlich /K u. MN zusammenfallen, was bei der Entstehung
der Kugel (2, 1V) stattfindet, wo an Stelle der beiden Ge-
raden MN u. IK nur die eine BC vorhanden ist; daher ver-
sagt fir diesen Korper zuerst die Richtigkeit und Anwendbarkeit
dieses Satzes.

Folgesatz. Die Kugel verhilt sich zu dem durch den-
selben Kreis erzeugten geschlossenen Ring wie 7 zu 33. Denn
der dritte Teil des Halbmessers mal dem Vierfachen des groSten
Kreises oder zwei Drittel des Durchmessers mal der Fliche
des grafBten Kreises ergeben einen Zylinder, welcher der Kugel
gleich ist. Der dem geschlossenen Ring gleiche Zylinder hat
gwar dieselbe Grundfliche, seine Hohe aber ist der Umfang
des Kreises. Wie sich also der Umfang zu % des Durch-
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messers, oder wie sich 33 zu 7 verhslt, so verhilt sich der
geschlossene Ring zur Kugel.

Lehrsatz XX. Der Apfelwulst setzt sich zusammen
aus einem Kugelwulst und dem Segment eines ge-
raden Zylinders. Die Basis dieses Segments ist gleich
dem fehlenden Abschnitt der Figur, durch deren Ro-
tation der Apfel entsteht, und seine Hohe gleich dem
Umfange desjenigen Kreises, welchen das Zentrum
des groBeren Figurensegments beschreibt.

Beweis. Es soll der Korper

des Apfels in derselben Weise in Fig. 5a.
ein zylindrisches Segment verwan- o~ T~
delt werden, wie .Archimedes in Z

Lehrsatz 2 die Kreisfliche in ein
rechtwinkliges Dreieck tberfiihrt.
Es sei AD der Halbmesser des
groBten Kreises des Apfels, in D
werde eine Gerade normal er-
richtet DS, deren Linge dem Um-
fang des grofiten Kreises gleich
ist, und welche der Mantelfliche N |
eines Zylinders angehdren soll.
Dann ist die Gerade M N gewisser-
maflen die Kante, um welche alle
ringformigen Apfelsegmente ange-
ordnet sind. Weil der Kreis in
die Gerade DS ausgezogen wurde,
so werden dabei auch alle diese
ringformigen Schnitte des Apfels mit
Ausnahme des ersten MDN in
Ebenen ausgebreitet, und es ent-
steht der von der Ellipse M SN be-
grenzte Korper. Klarer wird aber
die Bedeutung dieser Umwandlung
aus dem folgenden hervorgehen.
Es soll die Fliche MND durch
Gerade parallel zu M N in viele sehr
kleine Teile, gleichsam in Linien
zerlegt werden; wir ziehen die
Gerade A4S und errichten gegen die
Gerade A S hin in den Schnittpunkten des Durchmessers 4D
und jener linienfSrmigen Flichenelemente die Normalen F'G,
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OL; ist F' der Mittelpunkt, so schneidet die Normale in ¥ die
Gerade A4S in G, durch diesen Punkt G legen wir eine zur
Grundfliche F'D parallele Ebene GF. Es sei ferner O der
Halbierungspunkt der Geraden IK, OL die dazm Normale,
welche AS in L schneidet, durch L ziehen wir die Parallele
zu FD nimlich LR. Wenn die Figur um M N gedreht wird,
so erzeugt das Flichenelement M N beinahe nichts, da es sich
ja am wenigsten bewegt. Die durch F zu 3/ N parallele Ge-
rade bewegt sich lings eines Kreises von dem Umfang F G,
die Gerade durch O auf einem vom Umfang OL und so auch
alle ibrigen; die Teile des zylindrazeischen Korpers, welche
mit GF, OL bezeichnet sind, sind nach XVIII gleich jenen
zylindrischen Teilen oder Tuniken des Apfels, welche von den
zun MN parallelen Geraden bei der Rotation von MDN erzeugt
werden. Es ist also das Prisma MDSN des Zylinders, welches
aus allen diesen in Rechtecke ausgezogenen Tuniken besteht,
gleich dem ganzen Korper des Apfels, der sich aus den ein-
zelnen Tuniken zusammensetzt.

Weiter ist der zylindrazeische Korper tiber JM N K bis L,
welchen man erh#lt, wenn man den Zylinder durch eine die
Geraden OL und IK enthaltende Ebene schneidet, gleich dem
zylinderihnlichen Teile des Apfels, von welchem der 4uflere
Gitrtel weggeschnitten ist. Es wird also der durch diese Ebene
abgeschnittene Teil des Zylinders LSDO gleich dem Wulst
des Apfels. Da aber GT = FD und der Radius einer Kugel
mit dem groBten Kreis MNKI ist, und da ferner T'S den
Umfang dieses groBten Kreises darstellt (weil AD: DS =
GT:TS), so wird das Zylinderprisma GTS gleich dem zy-
linderihnlichen Korper der Kugel mit dem Halbmesser F'D,
welcher bei der Rotation der zu 4D normalen Geraden IK
entsteht. Deshalb ist der ilbrige Teil des Zylinders LSTV
gleich dem Wulst der Kugel, dessen Schnitt das Segment
IKD ist.

Aber ODSL setzt sich zusammen aus VTSL u. ODTV,
dem Zylindersegment mit der Basis JAI) und der Héhe F@,
welche gleich dem Umfang des Kreises ist, der vom Mittel-
punkt F des grdSeren Kreisabschnitts beschrieben wird bei der
Rotation der Figur um MN. Daraus folgt also, daB der Apfel-
wulst sich zusammensetzt aus dem Kugelwulst, der durch Rotation
des Segments IDK entsteht, und aus dem genannten Segment
des Zylinders. %)
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Folgesatz und stereometrische Anwendung. Die
Ausmessung des Apfels fihren wir folgendermaSen durch.
Es muB gegeben sein die Linge MN des fehlenden Segments
im Verhiltnis zum Durchmesser oder Halbmesser F'D des
Kreises. Damit ist der Sektor MFN und IFK nach Lehr-
satz II ‘gegeben. Wenn man nimlich die Hilfte von KI,
d. i. 70 in Teilen ausdrickt, von denen 100000 auf FD
gehen, so ist JO der sinus rectus des Bogens /D, damit ist
auch OF als Sinus des Komplements und O D, die Hthe des
fehlenden Segments, als »Pfeilc oder sinus versus in der Sinus-
tafel bestimmt. Multipliziert man OF mit IK, so erhilt man
die Fliche des Dreiecks /F'K, welches, vom Sektor /F'K sub-
trahiert, das Segment /K /) tibrig 148t. Dieses mit dem Um-
fang des Kreises, dessen Halbmesser AF ist, multipliziert,
ergibt nach dem eben bewiesenen Lehrsatz das Zylindersegment
tber den Kreisabschnitt mit der Héhe F'G. Das ist der eine
Teil des Apfels, nimlich ein Teil des Apfelwulstes.

Zieht man das doppelte Kreissegment von der Fliche des
Kreises ab, so bleibt der Teil zwischen MN und IK tbrig;
multipliziert man diesen mit dem Umfang des Kreises A4¥,
so erhilt man den Apfelzylinder; das ist der zweite Teil.

Weil man IK kennt, so ist auch I} bekannt; ich suche
also das Kugelsegment, dessen Basisdurchmesser I ist, nach
Lehrsatz XIV. Dieselbe Basis, mit der Hohe M.N multipliziert,
gibt den Zylinder tiber diesem Kugelsegment (Lehrs. 3); fugt
man die beiden Kugelsegmente zu diesem Zylinder hinzu, so
erhilt man den Kugelzylinder zwischen /K und MN. Ab-
gezogen vom bekannten Kugelkorper, ergibt sich der Kugel-
wulst, dessen Schnitt ADI ist, und dies ist der dritte Teil
des Apfels, n#mlich der zweite Teil des Apfelwulstes. Aus
diesen drei Teilen setzt sich der ganze Apfelkérper zu-
sammen.

Folgesatz 2. So besteht der Wulst einer Quitte und
der eines niedrigen Kiirbis aus dem Wulst eines verlingerten
Sphiroids beim ersten und dem eines breiten Sphiroids beim
zweiten und aus dem Abschnitt eines elliptischen Zylinders,
der im ersten Falle mehr flach, im zweiten mehr breit ist.
Die Grundfiichen dieser Zylindersegmente sind Ellipsen-
abschnitte, und zwar die fehlenden derjenigen Figuren, die
eine Quitte oder einen niedrigen Kirbis erzeugen. Die Héhen
sind die Kreisumfinge, die von den Mittelpunkten der Figuren
bei der Rotation beschrieben werden.
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Lehrsatz XXI. Der Zitronenkorper ist gleich der
Differenz zwischen dem Kugelwulst und dem ge-
nannten Zylindersegment.

Beweis. In derselben Art, wie friher (Fig. 2V) CDB
um CAB rotierte, rotiert hier IDK (Fig. 5a) um IOK. Das
kleine Flichensegment, das mit 7O K bezeichnet ist, erzeugt
beinahe nichts, da es sich fast gar nicht bewegt, die weiter
entfernten Teile bewegen sich schon auf den Umfiingen ihrer
Rotationskreise, bis endlich der letzte D oder der ihm ent-
sprechende R sich auf einer Linie von der Linge RS bewegt,
die gleich dem Umfang des groBten Kreises des Zitronen-
korpers ist. Daraus folgt, daB der Zitronenkorper (CDBE
in Fig. 2V) hier in Fig. 5 gleich dem Zylindersegment LRS
ist. Nun ist aber AO doppelt so groB wie FO oder GV,
es wird also OL doppelt so groB wie VL, oder der Korper
ODRL ist zweimal 80 gro wie VTRL. Es ist mithin der
Teil ODTV gleich VTRL. Es ist aber RLS gleich der
Differenz von LSTV und LRT V, von welchen Korpern jener
dem Kugelwulst, dieser dem Zylindersegment OD TV gleich
ist. So ergibt sich also der obige Satz.7)

Folgesatz und Anwendung. Es mufl gegeben sein
die L#nge der Achse der Zitrone und der Durchmesser des
grofiten Kreises um die Mitte des Korpers. Multipliziert man
die Achse zuerst mit sich selbst und dividiert dann das Pro-
dukt durch den Durchmesser, so erhilt man etwas, was man
zum Durchmesser der Zitrone hinzuzufiigen hat. Wie sich
nun dieses Aggregat zum Durchmesser des Kreises, der gleich
200000 angenommen werde, und wie die Achse zum Sinus
des Segments, welches die Zitrone erzeugt, so verhilt sich
auch der Durchmesser der Zitrone zum sinus versus. Dem-
nach ist die Rechnung #hnlich, aber um eine Operation kiirzer
als frither, denn wir brauchen dabei denm Apfelzylinder nicht.
Nachdem man aber zuerst das Segment VTDO (Fig. 4) und
dann den Kugelwulst LST V gefunden hat, braucht man nur
jenes von diesem abzuziehen, um den Zitronenkirper LSRR
zu finden.

Folgesatz II. 8o ist auch der Korper der Olive oder
einer elliptischen Pflaume gleich der Differenz zwischen dem
Wulst, dort eines verlingerten, hier eines abgeplatteten Sphi-
roids und dem genannten Segment eines elliptischen Zylinders.

Lehrsatz XXII. Der Giirtel einer Zitrone, von der
beiderseits die Scheitel durch gleiche Kreise abge-
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schnitten sind, setzt sich zusammen aus dem Korper
der kleineren Zitrone, die durch dasselbe Kreis-
segment wie der in Rede stehende Giirtel erzeugt
wird, und aus dem Abschnitt jenes Zylinders, dessen
Basis dasselbe kleinere Kreissegment, und dessen
Héhe dem Umfang des Schnittkreises gleich ist.

Wir betrachten wieder Fig. 5b. Es sei darin LSR der
dem groBeren Zitronenkirper gleiche Zylinderabschpitt, der
ftir sich allein so abgebildet werden soll, da man seine
Grundfliche sieht; diese Basis
ist aber jemer Kreisabschnitt, Fig. 5b.
welcher die grofere oder die r z X
in einen Stumpf zu verwan-
delnde Zitrone erzeugt hat.
Dieses Kreissegment sieht man ¢ I3 £
tiber der Geraden Y BL H unter
dem Bogen YCRQ. Es sei
diese Zitrone beiderseits abge- 2 /1
stampft (in der folgenden Figur8 !
EAHFSQCG), so dal wir er- ]
kennen, daB sie nicht von dem
vollstindigen Segment, sondern von dem innern Teil BCQH
erzeugt wird, wenn der Bogen CRQ um die Gerade BH
rotiert. Es stellen also die Geraden BC, HQ die Halbmesser
der Schnittkreise dar, und die Grundfliche wird in folgende
vier Teile zerlegt: 1) Die gemischtlinige dreiseitige Figur BCY
auf der einemn Seite, 2) die ihr #hnliche tiber HQ auf der
andern Seite, 3) das rechtwinklige Parallelogramm BHQC in
der Mitte, 4) das kleinere Kreissegment riickwirts zwischen
der Geraden CQ und dem Bogen CRQ.

Da nun dieser Korper der ganzen grioBeren Zitrone gleich-
kommt, so wird RS, die Hohe, gleich dem Umfang des Kreises
um die Mitte dieser Zitrone sein. Und weil die Hypotenusen
der rechten Winkel BCZ und LRS in die Ebene YSH
fallen, so wird sich BC zu CZ verhalten wie LR zu RS.
Dieses Verhiltnis ist aber gleich dem des Halbmessers zum
Kreisumfang, daher hat auch das von BC zu CZ denselben
Wert. Da BC der Radius des Schnittkreises ist, so ist also
CZ sein Umfang.

Auf den genannten vier Teilen der Grundfliche stehen
ebensoviele Korper: 1) Uber BCY steht der pyramidenfsrmige
Kérper BYCZ, der von geraden und krummen Flichen und
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Linien begrenzt ist; 2) der ihm #hnliche HQX. Diese beiden
sind gleich den beiden von der Zitrone abgeschnittenen Spitzen
(n Fig. 8 GEI und FNH). 3) Uber BHQC steht ein
Prisma oder Pentaeder BCZXHQ, weil es von den drei
Vierecken BCQH, CQXZ, XZBH und den beiden Dreiecken
CZB, QXH hegrenzt wird; seine Hohe ist CZ zwischen den
parallelen Geraden QC, XZ. Dieser Korper ist gleich dem
in der Mitte der abgestumpften Zitrone ‘liegenden Zylinder,
dessen Grundflichen die Schnittkreise sind. (Dieser Zylinder
ist in Fig. 8 durch EHF G bezeichnet und liegt vollstindig
innerhalb des Giirtels FCG, HAE.) 4) Endlich tber dem
kleinen Segment CQR steht der Koérper SRQCZSX, der
ghnlich ist jemem Korper, in welchen der Apfelwulst ver-
wandelt wurde. Da aber der ganze Korper HYSR dem
ganzen Zitronenkorper gleich ist, und die drei betrachteten
Teile ebenso den einzelnen Teile der Zitrone gleichkommen,
"80 muBl auch dieser restliche Teil des Zylinderabschnitts mit
dem Rest der Zitrone gleichen Inhalt haben. Dieser Girtel
umgibt aber den frtther genannten Zylinder in der abgestumpf-
ten Zitrone. Wie nun dieser Teil des Koérpers mit dem
fraheren #hnlich ist, welcher dem Apfelgiirtel gleich war, so
besteht er auch wie jener aus zwei Teilen, die voneinander
ganz verschieden sind; der eine ist ein gerader Zylinder-
abschnitt, Fig. bb, eingeschlossen von vier Flichen, dem ebenen
‘Parallelogramm CQXZ, der zylindrischen Fliche X ZCRQ
und den beiden kleinen Kreissegmenten, von denen das eine
Q CR sichtbar, das andere bei X Z aber nicht sichtbar ist.
Die Hohe CZ dieses Abschnitts ist, wie frither bewiesen
wurde, dem Umfang des Schnittkreises gleich. Der zweite
Teil des Gurtels ist das Prisma ZX S, welches itber demselben
kleinen Kreissegment bei X 7 aufsteht.

Da sich aber nach dem obigen LR zu RS verhilt wie
der Halbmesser zum Kreisumfang, und da dies auch fiir das
Verhiltnis BC zu CZ gilt, so, wird auch die Differenz von
LR und BC zur Differenz von RS und CZ, welche die Hohe
dieses zweiten Teils des Gtrtels ttber ZX ist, im n#mlichen
Verhiltnis stehen. Die Differenz von LR und BC ist aber
die Breite oder der sinus versus des Abschnitts CQR (in
Fig. 9 AP, welches der Halbmesser der kleineren Zitrone ist,
die durch den Bogen HEA bei der Drehung um HE erzeugt
wird). Folglich ist auch die Differenz von RS und CZ, d. h.
die Hohe des Zylinderprismas gleich dem Umfang des Kreises
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um die Mitte des kleineren Zitronenkorpers. Nach dem vor-
hergehenden Lehrsatz ist aber dieses Zylinderprisma ZXS
gleich der kleineren Zitrone, die von dem kleinen Segment
CQR erzeugt wird (in Fig. 9 HAFE). Es besteht also der
Gtirtel der abgestumpften Zitrone aus zwei solchen Teilen, wie
es im Lehrsatz ausgesprochen ist, so dafl er sich iberhaupt
aus drei Elementen zusammensetzt: aus dem Korper einer
kleineren Zitrone, aus einem Zylinder und dem geradem Ab-
schnitt eines Zylinders. 8)

Zusatz und Anwendung. Bei der Ausmessung einer
beiderseits abgestumpften Zitrone verfahren wir folgendermaBen.
Es mufl gegeben sein die Linge der Durchmesser sowohl des
groften Kreises um die Mitte des Kirpers wie der der Schnitt-
kreise, endlich muBl auch der Ahstand der Schnittkreise von-
einander bekannt sein. Dann hat man den Durchmesser der
Schnittkreise von jenem des griifiten Kreises abzuziehen, den
Rest in das Quadrat des Ahstands der Schnittkreise zu divi-
dieren und zum Quotienten den Divisor hinzuzufiigen. Wie
sich aber diese SBumme zum Divisor, so verhilt sich 200000,
das der Sinustafel zugrunde liegende MaB des Durchmessers,
zum sinus versus jenes Segments, welches 1. die kleinere
Zitrone, 2. den Giirtel der griBeren Zitrone, 3. den Wulst
der Kugel, und 4. den des Apfels erzcugt, welcher gleich-
zeitig mit der kleineren Zitrone durch das grollere Kreis-
segment entsteht. So steht auch diese Zahl 200000 zu den
Durchmessern und zum Abstand der Schnittkreise im ndmlichen
Verhiiltnis.

Nach dem Folgesatz zu XXI sucht man den Inhalt der
kleinen Zitrone aus dem Wulst des Apfels und dem der Kugel;
8o erhdlt man den ersten Teil der abgeschnittenen Zitrone.
Ferner berechnet man aus dem bekannten Durchmesser des
Schnittkreises seinen Umfang und multipliziert diesen mit dem
friher gefundenen Kreissegment; man erhilt so den zweiten
Teil, der, mit dem ersten vereinigt, den Giirtel der ahge-
stumpften Zitrone ergibt. Drittens hat man den Schnittkreis
mit dem Abstand beider Kreise zu multiplizieren, um den
dritten Teil zu finden. Die Summe aller ist der Inhalt der
ganzen abgestumpften Zitrone. )

Folgesatz II. Der Giirtel einer ahgestumpften Olive oder
einer elliptischen Pflaume setzt sich in dhnlicher Weise zu-
sammen aus einer Olive oder einer kleinen Pflaume, welche
durch dasselbe Ellipsensegment erzeugt wird, und aus dem
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Abschnitt eines gedrtickten Zylinders, welcher tiber dem glei-
chen Ellipsensegment steht, und dessen Hhe dem Umfang des
Schnittkreises gleich ist.

Zusatz. Ich habe den Beweis des Lehrsatzes XVI tiber
die Tunika oder den Gtirtel eines Kegelstumpfs, welcher den
Zylinder umgibt, hierher verwiesen, weil er mit dem Beweise
des hier besprochenen Satzes verwandt ist.

Es sei KLMP der Achsenschnitt eines geraden Kegel-
stumpfes, PM der Durchmesser der Grundfliiche, KL der des

Schnittkreises, welcher den Kegel in

Fig. 6. einen Stumpf verwandelt; darauf stehen

4 KO und LN normal, und zwar so, da8
KL und NO gleich sind, und KOP
mit LMN und die vierseitige Figaor
KVXO mit LVXN #hnlich ist. Es
soll aber der Stumpf in einen geraden
Koérper nach denselben Vorschriften
verwandelt werden, wie bisher Kdrper
\ von jeder Art, die nach allen Seiten
>Np von gekrtimmten Flichen begrenzt

? waren, ausgestreckt wurden. Da nun
die Linie PK auf der Oberfliche des
Kegels allenthalben eine Gerade ist,
so wird die abgewickelte Oberfliche
eine Ebene werden, nimlich A BKP,
und P4 wird der Umfang des Grund-
kreises PJM, KB aber der des Schnitt-
kreises KL ; dem KB ist O C und eben-
so PD gleich. Verbindet man die Punkte
D, C, B, so entsteht ein mit PO K glei-
ches Dreieck, die Seiten des einen sind
denen des andern parallel und ebenso
ihre Ebenen. Die beiden Pentaeder oder
Prismen BCVXOK und KOPDBC
sind gleich hoch, weil sie zwischen paral-
P lelen Ebenen stehen. Der Unterschied

zwischen beiden liegt darin, dag, wihrend
das Parallelepiped tiber X VKO mit der Héhe OC das Dop-
pelte des Prismas CB VXOK ist, das Prisma mit der Basis
PKO und derselben Hohe selbst ein Ganzes und demnach das
Dreifache der gleichhohen Pyramide POK D ist. Endlich steht
noch tber DCB die Pyramide DCBA, deren Hthe DA die

g
N

M
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Differenz der Kreisumfinge PM und KL ist, da die Basis
DCB der Grundfliche der Pyramide POKD gleich ist. Da
aber Pyramiden mit gleichen Grundfiichen sich wie ihre Hshen
verhalten, so wird eine dritte Pyramide ttber POK, deren
Hohe P A sich aus PD und DA zusammensetzt (deren Hohe
also dem Umfang des Kreises PM gleichkommt), gleich sein
den beiden Pyramiden POKD und DCB A zusammen.

Das Prisma mit derselben Grundfliche und Héhe wird das
Dreifache davon sein; wenn aber die Hohe der dritte Teil
von P 4 ist, so wird das Prisma gleich den beiden Pyramiden
sein. Was aber von dem niedrigeren Prisma KOPDBC
tbrig bleibt, nimlich DOKBC, kommt zwei Dritteln des
Prismas gleich.

Man erhilt also den Inhalt dieses restlichen Korpers, in-
dem man % der Hohe CO (oder den Umfang des Kreises KL
oder ON) mit der Grundfiiche PO K multipliziert. Dies sind
demnach die Teile des Kiorpers um den Stumpf, welchen wir
Gtrtel oder Tunika genannt haben. Der tbrige Teil, niimlich
der mittlere Zylinder, ist gleich dem Prisma CBVXOK, wel-
ches gewissermafBen das korperlich gewordene Dreieck COX
ist mit der itherall gleichen Breite OK, XV, CB. Daher
kommt es, daB ebenso wie bei den Dreiecken das Produkt
der Basis AOXV und der halben Hohe CO (d. i. der halbe
Umfang des Kreises KL oder ON) den Inhalt dieses Zylin-
ders ergibt. Soviel ilber die Entstehung; das tbrige, worauf
sich unsere bequeme Berechnung stiitzt, soll der Kiirze und
Klarheit wegen in einer Ubersicht dargestellt werden.

Nach dem Bewiesenen hat man also?)

1) fur die Tunika 2) fur den Zylinder
zu multiplizieren zu multiplizieren
KOP Koxv
oder mit gleichem Recht | oder OX oder das Doppelte
4+ PO oder PO mit davon ON mit
4PA4A uwnd 30C joc
oder m. gl. R, mit { PMu.3ON 10N, d.i. 0X
» » » » » PMund2.-ON | in ON, NX, nidmlich 3 - 0X

Vertauscht man die einzelnen Groflen, so hat man zu mul-
tiplizieren
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PO oder 2. PO = 2MN,
d. h. die Differenz der Durch-
messer KL, PM

mit PM und 20N ‘ mit dem kleineren Durchmesser
ON,

ON, NX, oder das Doppelte
davon, welches das Dreifache
des kleineren Durchmessers ist,

was zu beweisen war.

Man entnehme die bequeme Berechnungsart, wie sie sich
als sehr erwtinschtes Resultat aus dieser Demonstration er-
gibt, den Lehrsitzen XVI und XVII und schlieBe sie dieser
Erginzung zu Archimedes an, der sie zu besonderer Zierde
gereicht. 10)

Uber die Spindeln.

Bisher waren uns der Zylinder und die Kugel oder an
ihrer Stelle das Sph#roid, welche in Zylinderabschnitte ver-
wandelt wurden, behilflich bei der Auffindung der Inhalte der
Apfel, Zitronen, Quitten, der niedrigen Kilrbisse, der Oliven
und elliptischen Pflaumen. Denn da wir die Gesetze fiir alle
diese Korper nicht aus ihrer Gestalt entwickeln konnten, fan-
den wir Mafle fir die Teile der Korper in den Teilen von
Zylindern. Da aber fir gewisse Teile des Zylinders eine
sichere Berechnungsmethode vorliegt, so vermittelten die Kugel
und die Sphiroide die Kenntnis oder die Gesetze der Raum-
bestimmung, Gesetze, die in ihnen entweder nicht enthalten
oder bisher nicht ans Licht gebracht worden sind; diese Kor-
per, welche vor den andern eine Berechnungsmethode voraus
haben, lieen, in einen derartigen Zylinderteil transformiert,
die Anwendung der nimlichen Rechenmethode auch auf den
Zylinder zu. Es steht uns jetzt noch die etwas schwierigere
Untersuchung der parabolischen und hyperbolischen Spindeln
bevor, wobei uns die bisher angewendete Methode wiederum
im Stich 1iBt. Denn wenn man auch die Spindel ebenso wie
die Zitronen oder die Pflaumen in ein Zylinderprisma verwan-
delt, welches lings des Riickens die Krimmung der Kegel-
schnittslinien OCH, PCQ, oder MCN (Fig. 1) besitzt, so
kann doch dieser Korper ebensowenig berechnet werden wie
die Spindel selbst. Denn erstens gibt es iberhaupt keinen
vollstdndigen Korper, mit welchem das Prisma verglichen
werden konnte, da ja die Siule wie der Kegelschnitt selbst
bei PQ oder M N unendlich wird; dann fiigt sich auch weder
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eine Kugel mit ihrem grofiten Kreise, noch auch ein Sphiroid
einer solchen konischen Sidule ein: denn entweder berithrt der
Kreis den Kegel von innen in einem einzigen Punkt, wenn
er um den Brennpunkt als Zentrum durch den Scheitel C des
Kegelschnitts gelegt wird, oder wenn ein etwas groferer Kreis
durch C beschrieben wird, so bertihrt er zwar den Scheitel C
von auBlen, schneidet aber den Kegelschnitt sogleich in zwei
dem C sehr nahe gelegenen Punkten, wihrend er im Innern
von dem Kegelschnitt abweicht.

Es bleibt also nur ibrig, daBl wir, wie wir bei den durch
Kreissegmente erzeugten Koérpern unsere Zuflucht zur Kugel,
bei den durch Ellipsenabschnitte erzeugten zu den Sphiroiden
nahmen, so auch hei den durch hyperbolische und parabolische
Segmente entstandenen auf die ihnen verwandten Konoide
zurlickgreifen; wenn aber unsere Bemilhungen ginzlich ohne
Erfolg bleiben, werden wir ibrigens die Hilfe der Geometer
anrufen.

Lehrsatz XXIII. Die beiden Kegel, die bei der
Drehung eines ungleichseitigen rechtwinkligen Drei-
ecks um die beiden Katheten entstehen, verhalten
sich wie die Seiten, welche die Grundflichen der
Kegel beschreiben.

Ist ABC ein rechtwinkliges Dreieck, und wird die kleinere
Kathete AB als Achse genommen, so erzeugt die Hypotenuse
BC bei der Umdrehung um die Achse die

konische Fliche CBE mit dem Scheitel Fig. 7.

B und der Grundfliche CE. Wird da- B
gegen die lingere Seite 4 C als Achse

angenommen, und die Figur um 4 C ge- ¢ 7 E

dreht, so erzeugt sie einen Kegel BCD

mit dem Scheitel C und dem Grundkreis

BD. Die Behauptung ist: Wie sich B4

zu AC, so verhilt sich der vom Kreise CE und der Kegel-

fliche CEB eingeschlossene Kérper zum Kegel BD C.
Beweis. Nach den Ausfihrungen bei Lehrsatz XVII ist

das Verhiltnis des Kegels EBC zum Kegel BCD zusammen-

gesetzt aus dem Verhiltnis der Kreise £C und BD und aus

dem der Hohen AB und AC. Das Verhiltnis der Kreise EC

und BD ist aber das Quadrat des Verhiiltnisses der Halb-

messer AC und AB. Es setzt sich also das Verhiltnis der

Kegel EBC und BCD zusammen aus dem Verhiltnisse 4C

zu OB, dann nochmals aus diesem und drittens aus dem von
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AB zu AC. Aber das Verhiltnis 4C zu AB gibt mit dem
andern 4B zu AC zusammen das Verhiltnis gleicher Glieder,
welches das kleinste unter den Verhiltnissen ist, d. h. der
Endpunkt und die Gleichheit; dieses Verh#ltnis #ndert an den
tbrigen nichts, wenn es dazu addiert oder davon subtrahiert
wird. Es bleibt also von den drei Teilen des Verhiltnisses
der Kegel, weil die beiden letzten sich gegenseitig aufheben,
nur der erste bestehen, und der Kegel EBC verhdlt sich zum
Kegel BCD wie der Halbmesser AC des Kreises EC zum
Halbmesser BD.

Lehrsatz XXIV. Ein lingliches Sph#iroid, das
eingeschrieben ist einem breiten Sph#roid von der
Art, daB beide dieselben Durchmesser haben, wih-
rend ihre Achsen vertauscht sind, verhilt sich zum
breiten Sphiroid wie der kiirzere Durchmesser zum
lingeren.

Es sei (Fig. 3) CEJ ein lingliches Sphiroid mit den
Scheiteln C, J, ferner (Fig. 3II) ACE ein breites Sphiroid
mit den Scheiteln 4, E, und es sei die Achse CJ der ersten
gleich dem Durchmesser C.JJ des zweiten, und der Durch-
messer A E des ersten gleich der Achse AE des zweiten: Ich
behaupte, daB sich das l4ngliche Ellipsoid oder das Ei zum
breiten oder der Linse verhilt wie der kiirzere Durchmesser
AE zum lingeren CJ. Es mdige nidmlich in dem halben Ei
ACE ein Kegel ilber der Kreisfliche AE mit dem Scheitel
bei C heschrieben sein und in der halben Linse C AJ ein
Kegel iiher CJ mit dem Scheitel bei 4; nach dem Vorher-
gehenden verhilt sich der Kegel ACE zum Kegel J4 C wie
der Halbmesser AR des Kreises K4 zum Halbmesser RC des
Kreises JC. Das halbe Sphiroid ist aber immer das Dop-
pelte des ihm eingeschriebenen Kegels mit derselben Achse
und itber derselben Kreisfliche. Daher stehen die Hilften
und folglich auch die ganzen Sphiiroide im Verhiltnis der
GroBen AR und RC, d. h. auch in dem der doppelten A FE
und CJ.

Lehrsatz XXV. Das Kugelsegment scheint sich
zur Zitrone, die von demselben Kreisabschnitt er-
zeugt wird, zu verhalten wie der Halbmesser der
Grundfliche des Segments zur Achse oder der Hohe
des Segments.

Den rechtmifBigen Beweis migen andere filhren. Was ich
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nicht beweisen kann, darauf kann ich doch hinweisen, indem
ich mich auf vier Griinde stiitze.

1. Auf die Analogie. Was n#mlich fiir die Halbkugel, die
gewissermaflen das groBte Segment und der Anfang aller
Kugelabschnitte ist, und ebenso filr das kleinste Segment, ge-
wissermalen das Endglied aller Abschnitte der Kugel oder
des Sphiroids, gilt, das scheint auch fiir die zwischen diesen
Grenzen gelegenen Abschnitte Geltung zu haben. Fir die
Halbkugel verhilt sich die Sache so: Wie nimlich die Seiten
eines rechtwinkligen Dreiecks im Kreisquadranten gleich sind,
so ist auch der Korper, welcher durch Rotation des Quadran-
ten um die Hohe entsteht, gleich jenem, der durch Drehung
um die Grundlinie erzeugt wird. Fiir die kleinstmoglichen
Abschnitte findet dieses Verhiltnis in dhnlicher Weise statt,
weil, je kleiner der Kugel- oder Zitronenabschnitt ist, die den
Segmenten eingeschriebenen Kegelchen sich desto weniger von
diesen unterscheiden; das Verhiiltnis dieser Kegel und deshalb
auch das der umgeschriebenen Korper hat aber nach Lehr-
satz XXIII den genannten Wert. Gleichwohl gestehe ich, dafl
von dem absolut Kleinsten auf das jemem Kleinsten Niichst-
stehende nicht immer mit Sicherheit geschlossen werden kann.

2. Das genannte Verhiiltnis gilt fiir die llilfte eines Sphi-
roids auch dann noch, wenn die Durchmesser nicht wie bei
der Kugel gleich sind, und zwar fir die unendlich vielen
Sphiiroide und die unendlich vielen Verhiltnisse ihrer Durch-
messer, wie im vorangehenden Lehrsatz bewiesen ist. Und
wie ein lingliches Sphiiroid einem breiten eingeschrieben ist,
80 ist auch die ganze Zitrone dem doppelten Kugelabschnitt
eingeschrieben, und die in beiden Fillen ihnliche Erzeugungs-
art liegt klar zutage; da also das genannte Verhiiltnis zwi-
schen dem langen und dem breiten Sphiroid besteht, so wird
es auch, wie es scheint, zwischen der ganzen Zitrone und dem
doppelten Kugelsegment gelten.

3. An die Stelle eines vollstindigen Beweises kann auch
das treten, daf in Fig. 9 das schiefe Kreissegment zwischen
der Geraden AF und dem Bogen AFE, welches sowohl den
Uberschuf des Kugelahschnitts wie auch den der halben
Zitrone iiber ihre entsprechende Kegel hervorbringt, oben bei
A und unten bei F von gleicher Breite ist; daher stehen die
Wege der Teile £ bei der Rotation um PA zu den Wegen der
Teile 4 bei der Drehung um PE im selben Verhiltnis, wie
PFE und P4. Es kommt also der Rauminhalt der schiefen
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Zonen, welche das Verhiltnis der eingeschriehenen Kegel zu-
einander haben, zu den letzteren hinzu.

Zu dem Vorhergehenden tritt die Rechnung und das
Zeugnis der Zahlen hinzu; mag diese Rechnung auch sehr
umfangreich und genau auf Grund der Teilung des Durch-
messers in 100 000 Teile ausgefthrt werden, so sind die Zah-
len doch noch nicht hinreichend, um das obige Verhiltnis als
unrichtig verwerfen zu lassen.

Anmerkung des Herausgebers. Ohne auf die Rech-
nung selbst einzugehen, seien hier Aeplers Resultate kurz mit-
geteilt. Es sei PE =9 -PA4, AL =22 , LK = 27. Der
Kugelabschnitt sollte also das 9fache der halben Zitrone sein, die
durch APE erzeugt wird. Fiir den ersten Korper wird erhal-
ten 1825848 331 848, der neunte Teil davon ist 205872036 872.
Der Inhalt der halhen Zitrone ist 183463877474. Diese Zahl
ist zwar kleiner als der neunte Teil und auch kleiner als der
zehnte Teil des Segments, der Unterschied gibt aber bei diesen
kleinen Zahlen nichts aus, weil es sich dabei nur um den
1000. Teil der Kugel handelt. Die Differenz rithrt her von
einem einzigen 100000 stel des Halbmessers. Nimmt man statt
des fritheren Wertes PE = 21951 an 21952, so ergibt sich
fir die halhe Zitrone 222366031289, also zu viel. Aber 21952
ist groBer als der richtige Wert. Diesen Zahlen gem#B 140t
sich also gegen die Richtigkeit des in Rede stehenden Ver-
hiltnisses nichts einwenden. 1)

Lehrsatz XXVI. Wenn eine Gerade einen Kegel-
schnitt und das von ihm erzeugte Segment des Sphi-
roids oder Konoids in einem Punkt des Basisumfanges
bertthrt und die Achse schneidet, so erzeugen diese
Linien bei der Umdrehung um den Durchmesser der
Basis Korper, und zwar die Tangente einen Kegel,
die Kegelschnitte aber je nach ihrer Art eine Pflaume,
eine Olive oder eine Spindel; ebenso erzeugt die
Tangente bei der Umdrehung um die Achse einen
andern Kegel: das Verhiltnis der Hilfte der Pflaume
und der Olive zum Segment des zugehorigen Sphi-
roids, der Spindel aber zum Konoid ist sehr nahe
gleich dem Verh#ltnis des ersten Kegels zum zweiten.

Es sei Fig. 3 OCN eine Kegelschnittslinie {(3III eine
Parabel, 3 IV eine Hyperbel, 3 II eine Ellipse) mit der Achse
CI; rotiert die Hilfte CN des Schnittes OCN um ON als
Achse, so daB N ruhig bleibt, wibrend C durch I hindurch-
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geht, so entsteht offenbar die Hilfte CIN einer Pflaume, einer
Olive oder einer Spindel O CNI; durch Drehung derselben
Hilfte NC um CI, wobei C in Ruhe bleibt, und N durch O
hindurchgeht, wird ein Segment eines Sphiroids oder Konoids
OCN mit dem Scheitel C und dem Grundkreis ON erzeugt.
Ich behaupte, daB, wenn eine Linie den Kegelschnitt oder
den Korper in den duBersten Punkten N oder O beriihrt, durch
die Rotation dieser Linien zwei Kegel von nahezu der Be-
schaffenheit erzeugt werden, wie sie frither erwihnt wurden,
daB nimlich diese Kegel zueinander sich verhalten, wie die
Hilfte der Pflaume, Olive oder Spindel CIN zum Segment
des Sphiroids oder Konoids CON. Wihrend uns bisher Fig. 2
zur Erklirung des Lehrsatzes diente, wird das Folgende aus
Fig. 9 abgeleitet.

Es gilt n#mlich dieser Lehrsatz sowohl fir das Segment
eines Sphiroids, wie auch fitr die beiden Konoide, das para-
bolische und das hyperbolische, und er enthilt seinem Wesen
nach drei Schlisse; der erste und zweite ist gewifl, daB nim-
lich jenes Verhiltnis kleiner ist als das des vorhergehenden
Lehrsatzes, und zweitens, daB ein anderes als grifler nach-
gewiesen wird. Der dritte Schlul ist aber noch nicht voll-
kommen sicher, daB es schlechthin jenes Verhiltnis ist, wel-
ches in diesem Lehrsatz angesetzt wird. Da aber bei der
Hyberbel alles klarer hervortritt, so sei in Fig. 9 der durch
die punktierte Linie angedeutete Kegelschnitt #'CG eine Hy-
perbel; es ist aber durch F’CG auch ein Kreisbogen bestimmt,
den die Hyperbel in F' schneidet, von da an liuft die Kreis-
linie gegen S, die Hyperbel aber gegen R immer unterhalb
des Kreises, bis sie endlich im Scheitel C den Kreis von unten
berithrt, wie es von Apollonius in seinem Buche iiber die
Kegel 1V, 25, 26 bewiesen ist. Es entstehe auch durch FCG
ein Konoid mit dem Scheitel C und der Achse VCO und mit
dem Grundkreis (G, dessen Halbmesser FO ist; es sei ferner
V der Mittelpunkt des Kegelschnitts, VX und VZ seien die
Asymptoten, deren Schnittpunkte mit der verlingerten F'G
seien X, Z. Weiters beriihre die Hyperbel im Punkt F des
Grundkreises die Gerade F'Y, welche die Achse zwischen dem
Zentrum V und dem Scheitel C in Y schneide. Endlich sei
dem Kegelschnitt das Dreieck FCG iiber der Grundlinie F'@
eingeschrieben. Nachdem im vorhergehenden Lehrsatz be-
wiesen wurde, da8 sich der halbe Zitronenkorper, der von
dem Kreishogen F'SC bei der Drehung um FO beschrieben
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wird, zum Kugelsegment F'CG, das ebenfalls von F'SC, aber
bei der Drehung um CO erzeugt wird, sich verhilt wie CO
zu OF, behauptet dieser Lehrsatz, daBl zwischen der halben
Spindel, erzeugt von dem halben Hyperbelbogen FRC bei der
Drehung um F O, und dem Konoid, welches ebenfalls von FRC,
aber bei der Drehung um CO beschrieben wird, ein anderes
Verhiltnis besteht, nimlich das der GréBen YO zu OF; denn
dieses ist das Verhiltnis, das von der Tangente F'1 bei der
Rotation um OF beschriebenen Kegels zum Kegel, der von
FY bei der Drebung um YO erzeugt wird. Es ist aber offen-
bar, daBl das Verhiltnis YO zu OF Kkleiner, d. h. der Einheit
niher ist als das Verhiltnis CO zu OF; und da VX und YF
gegen X hin konvergieren, so ist wiederum das Verhiltnis V O
zu OX kleiner als das von YO zu OF.

Gleichwie das Verhiltnis YO zu OF ein mittlerer Wert
zwischen CO zu OF und VO zu OX ist, so kann auch be-
wiesen werden, daB das Verhiltnis des halben spindelférmigen
Korpers zum Konoid der Gré8e nach das mittlere Verh#ltnis
zwischen CO und OF und OV zu OX ist.

Es soll zuerst das Verhiltnis CO zu OF untersucht wer-
den; der Beweis gilt dann auch filr das parabolische Konoid.
Offenbar ist die Spindel mit dem Bogen FRC kleiner als die
Zitrone, deren Bogen F'SC ist; so ist auch das Konoid FRC G
kleiner als das Kugelsegment 'SC G. Da aber die ebene Figur
zwischen dem Kreishogen F'SC und dem Hyperbelbogen FFRC
bei F' und C von ungleicher Breite ist, denn sie ist an der
Schnittstelle bei F breiter, an der Berithrungsstelle bei C schmiiler,
so wird die Tunika, wit welcher der Kugelahschnitt das Konoid
umgibt, gegen die Grundfliche FG hin breiter, gegen den
Scheitel C aber schmiiler. Dagegen ist die Tunika, mit wel-
cher die Zitrone die Spindel umgibt, gegen die Basis C hin
schmiéler als gegen den Scheitel % Dem Konoid und der
Spindel fehlen also nicht proportionale GrofSen, sondern dem
Konoid fehlt mehr, der Spindel weniger (zum vollstindigen
Kugelsegment). Denn wenn auch das Konoid um den Scheitel
eine geringere Abweichung zeigt als die Spindel um ihren
Scheitel F, so tritt doch keine giinzliche Ausgleichung ein,
weil die Bewegung der Teile um den Scheitel sich auf einen
kleinen Raum beschriinkt, wihrend die Teile an der Basis
sich lings eines grifleren Umkreises bewegen. Die Spindel
steht daher dem Konoid niher als die Zitrone ihrem Kugel-
segment oder als die Grofe CO der GroBe OF (nach dem
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vorstehenden Lehrsatz); ebenso ist auch YO dem OF niher
als CO dem OF.

Hier haben wir den fritheren Lehrsatz angewandt, der
aber keine volle Beweiskraft besitzt. Es gilt diese Methode
aber auch dann, wenn wir an Stelle des Segments FSCG und
der Zitrone die Kegel FCG setzen. Der Kegel, der von der
Geraden CF bei der Drehung um OF erzeugt wird, verhilt
sich zu dem durch F'C entstehenden Kegel mit der Achse CO
wie CO zu OF. Die ebene Fliche zwischen der Hyperbel
FRC und der Geraden FC, die den Uberschuf des Konoids
und der Spindel dber die ihnen eingeschriebenen Kegel er-
zeugt, ist gegen C breiter, weil die Hyperbel hier stirker ge-
kriimmt ist, gegen F hin, wo die Hyperbel allmihlich in eine
Gerade iibergeht, aber schmiler. Daher kommen zu diesen
Kegeln wiederum keine proportionalen Griflen hinzu; denn
zum Kegel der Spindel mufl, damit eine Spindel entsteht, mehr
hinzukommen als zum Kegel des Konoids zum Zwecke seiner
Ergianzung. Es ist also der Inhalt der Spindel im Vergleich
zum Konoid groBer als CO im Vergleich mit OF, d. h. das
Verhiiltnis des kleineren Korpers (der Spindel) zum gréferen
(dem Konoid) ist kleiner und der Einheit niher gelegen.

Es ist dann auch fiir das Verhiltnis VO zu OX zu zeigen,
daB es kleiner ist als das Verhiltnis der Hilfte der Spindel
zum Konoid. Der Beweis gilt jedoch nur fiir die Hyperbel,
weil die Parabel keine Asymptoten besitzt. Ebenso wie frither
ist die von den drei Geraden FX, XV, VC und der Hyperbel
CRF eingeschlossene Fliche gegen 7 hin breiter als gegen
X; es ist daher der Korper oder die Matrix, in welcher das
Konoid steckt, am Scheitel 7 breiter als an der Basis X Z;
die Matrix dagegen, in welcher die Spindel steckt, ist gegen
den Scheitel F.X schmiler als an der Basis VC; folglich kommt
zum Kegel mit der Achse XV im Verhiltnis mehr hinzu als zum
Kegel, dessen Achse VO ist. Es ist demnach jener Kegel im
Vergleich mit diesem grofer als die Spindel im Vergleich zu
OX, und das Verhiltnis VO zu OX kleiner und der Gleich-
heit n#her als das Verhiltnis der Hilfte der Spindel zum Konoid.

Da aber zwischen den Verhiltnissen CO zu O und VO zu
OX unendlich viele andere liegen und nicht allein das von
OY zu OF, so ist dies zwar kein zwingender, aber wenig-
stens ein wahrscheinlicher Schlufl nach der dritten Figur der
Schliisse, welcher eine Behauptung aus reinen Primissen aufstellt.

Analogie. Man bhedenke, daB fiir Kugelsegmente zwar
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immer das Verhiltnis der eingeschriebenen Kegel gilt, daB aber
bei Sphiroiden jene Kegel, die zueinander das wirkliche Verh#ltnis
der Korper, nimlich das der Pflaume zum Segment des breiten
Sphiroids und das der Olive zum Abschnitt des langen Sphi-
roids besitzen, tiber den Scheitel der Ellipse herausragen, der eine
mit seiner Spitze, der andere mit der Grundfliche; daf sie jedoch
immer unterhalb der Tangente liegen. Beim parabolischen
Konoid erzeugt die Tangente Kegel, die in dem gesuchten
Verhidltnis stehen, so daB die Hohe des einen Kegels genau
das Doppelte der Hohe des Segments ist. Endlich beim hyper-
bolischen Konoid ragen der Scheidel und die Basis der Kegel
tiber die Tangente gegen den Mittelpunkt hinaus. Es liegt
zwar eine grofle und beinahe beweisende Kraft in dieser Ana-
logie. Doch geniigt sie nicht, um den Satz fiir bewiesen
gelten zu lassen, es muf auch etwas iiber die Lage der Punkte
zwischen der Tangente und dem Scheitel der Ellipse oder dem
Mittelpunkt der Hyperbel ausgesagt werden.

Lehrsatz XXVII. Wird die eine Kathete eines recht-
winkligen Dreiecks halbiert und auch im Verh§ltnis
der andern Dreiecksseiten geteilt, und gehen durch
den Scheitel des ihr gegeniiberliegenden Winkels ver-
schiedene Kegelschnitte hindurch, derart, dafl sie
sich gegenseitig berithren und die Hypotenuse als
Tangente haben, und daBl ihre Hauptscheitel auf der
geteilten Kathete liegen, so sind alle Kegelschnitte
zwischen dem hdchsten Punkt und dem Halbierungs-
punkt Hyperbeln; die Kurve, welche durch den Hal-
bierungspunkt geht, ist eine Parabel; zwischen die-
sem und dem Punkt der proportionalen Teilung liegen
aufrechte Ellipsen jeder Art; durch den Teilungs-
punkt geht ein Kreis; endlich die Kegelschnitte von
hier ab bis zur andern Kathete sind liegende Ellip-
sen von jeder Art, bei welchen der Endpunkt der
kleineren Achse abweichend vom gewdhnlichen
Brauch als Scheitel hezeichnet wird.

Es sei BAC ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Seite AC
in O halbiert wird, es werde auch der Winkel CBA durch
die Gerade NB halbiert, so dal sich AB zau BC verhilt wie
AN zu NC; es wird also AN kleiner als 40. Es liege ferner
zwischen C und O der Punkt ¥, zwischen O und N der Punkt
I, zwischen IV und 4 der Punkt E. Weiters mogen einander
und die Gerade BC verschiedene Kegelschnitte berithren, deren
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Scheitel der Reihe nach ¥V, O, I, N, E sein sollen. Ich be-
haupte, daB BV eine Hyperbel, BO eine Parabel, BI eine
aufrechte Ellipse, BN ein Kreis und BE eine liegende Ellipse ist.

1. Beweis fir BO. Den .

Kegelschnitt BO, dessen Achse Fig. 8.

oder Durchmesser CA4 und F
dessen Scheitel O ist, berithrt
in B die Gerade BC, welche
die Achse auflerhalb des Kegel-
schnitts in C schneidet; vom
Beriihrungspunkt B ist auf den
Durchmesser CA die Normale
B 4, das Perpendikel, gezogen,
und CO ist gleich mit O 4: des-
halb ist B O eine Parabel zufolge
der Umkehrung des Satzes des
Apollonius 1, 37.

2. Beweis fir BC. Es
bleibe alles iibrige ungeindert,
nur sei 7~ der Scheitel und CV
kleiner als die Hilfte von C.1;
dann werde das Doppelte von 4
CV von C. abgezogen und CF¥
auflen so gewiihlt, da8 sich
der Rest zu C'V verhilt wie CV
zu CF. Es ist also das Recht-
eck aus CF und dem genannten
Rest gleich dem Quadrat von CV;
addiert man zu beiden gleiches
hinzu, das Quadrat von CFKF D
und die beiden Rechtecke V C I
8o erhilt man auf der einen
Seite das Rechteck CF 4, auf der
andern das Quadrat von I'V; da diese gleich sind, so ist zu-
folge der Umkehrung des Satzes des Apollonius I, 37 der
Kegelschnitt B1” eine Hyperbel mit dem Mittelpunkt F.

3. Beweis fir BI, BN und BE. Unter den gleichen
Umstinden seien I, N, E die Scheitel und 7.1, N.1, E A klei-
ner als die Hilfte von C.l; wird das Doppelte von I.{ usf.
von CA abgezogen und die Beziehung aufgestellt, daBl sich
dieser Rest zu I.1 verhilt, wie dieses zu dem unterhalb ge-
legenen AD, so 1iBt sich auf demselben Wege wie frither

hl

SN
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zeigen, daB die Quadrate von DI usw. gleich den Rechtecken
ADC sind; und deshalb werden nach pollonius die Kegel-
schnitte BI, BN, BE endlich, ihre Mittelpunkte liegen inner-
halb der Figur, d. h. die Kurven sind Ellipsen und Kreise.

4. Beweis fiir BN unter denselben Voraussetzungen, wie
sie in 3 aufgestellt wurden; da sich auBlerdem AN zu NC
verhilt wie AB zu BC, welche Proportion in dem einen Drei-
eck nur einmal vorkommt, wihrend fir die Hyperbeln und
Ellipsen verschiedene Proportionen gelten, fiur die Parabel
allerdings nur eine, abher mit dem Werte 1, so konnte also
BN kein anderer Kegelschnitt sein als ein Kreis. Und in
der Tat ist es beim Kreise so. Es sei ndmlich BN ein Kreis
mit dem Mittelpunkt D, der mit dem Berithrungspunkt B ver-
bunden ist; es wird also CBD ein rechter Winkel, aber auch
CAB war ein rechter, folglich verhilt sich DC zu DB wie
DB oder DN zu DA. Das Verhiltnis DNV zu DA ist aber
gleich dem von CB zu B4 und dem von CN zu NA. Dem-
nach schneidet der Kreishogen die Seite, auf deren Verldnge-
rung sein Mittelpunkt liegt, im Verh#ltnis der Seiten 4 B,BC.12)

Folgesatz und Analogie. In dem Dreieck konnen
also unendlich viele Hyperbeln liegen, unter denen, um analog
zu sprechen, die am meisten stumpfe BC ist, deren Scheitel
V und deren Mittelpunkt F’ mit dem Scheitel C des Winkels
der Asymptoten zusammenfallen. Der Kegelschnitt selbst geht
in zwei Gerade tber (wenn nimlich der Schnitt durch die
Spitze des Kegels gelegt wird). Die spitzeste Hyperbel im
Dreieck ist die Parabel, deren Scheitel O sich im Halhierungs-
punkte und deren Mittelpunkt in unendlicher Entfernung sich
befindet. Wenn CV der dritte Teil von CA ist, werden CF
und CV gleich; ist CV kleiner, so tbertrifit CV die Grofle
CF, ist es groBer, so tibertrifit CF die GroSe CV.

Ebenso gehen unendlich viele Ellipsen BI zwischen O und
N hindurch, von denen die mit dem spitzesten Scheitel in
gleicher Weise die Parabel BO ist, welche den Scheitel in O,
den Mittelpunkt D in unendlicher Entfernung hat, die am
Scheitel am meisten abgestumpfte Ellipse ist der Kreis BN,
von da an kommen wieder die unendlich vielen transversal
liegenden Ellipsen; unter diesen ist am Scheitel (uneigentlich
gesprochen, weil es der Bauch ist) am meisten zugespitzt der
Kreis, aus ihm gehen immer stumpfer werdende Ellipsen BE
hervor, bis sie endlich in der Geraden BA verschwinden,
welche den uneigentlichen Scheitel £ und den Mittelpunkt D



Stereometrie der Fiisser. 41

in 4 hat, den eigentlichen Scheitel aber in B, und die in 4
als bloBe Gerade ganz abgeplattet ist. Wenn AFE der dritte
Teil von CA ist, so werden EA4 und A1) gleich; ist aber £ 4
kleiner, so ibertrifft sie die AD, ist sie groBer, so wird sie
von der AD iibertroffen.

Folgesatz II. Ohne Zweifel kann man aus den Tan-
genten einen Schiufl ziehen auf die Art der Krilmmung eines
Stumpfes. Wenn nimlich die Tangenten des Stumpfes, die
in den Punkten des Umfangs der Schuittkreise gezogen werden
— in Fig. 9 sind dies die Geraden FY, GY in den Punkten
I' und G —, einen gemeinsamen Schnittpunkt Y haben der-
art, da Y C mit CO, der halben Differenz der Durchmesser
des mittleren und des schneidenden Kreises, gleich ist, dann
haben wir den Stumpf einer parabolischen Spindel; wenn CY
kleiner ist, so gehort der Stumpf einer hyperholischen Spindel
an, ist C'Y groBer, so ist der Stumpf erstens ein Teil einer
I'lanme, dann einer Zitrone (wenn Y F zu FO sich verhiilt
wie YC zu CO), und endlich der einer Art von elliptischen
Oliven, wenn C'Y das Doppelte von CO ist.

Lehrsatz XXVIII. Wenn die vier Kegelschnitts-
arten, ein Kreis, verschiedene Ellipsen, eine Pa-
rabel und verschiedene Hyperbeln sich simtlich im
gemeinsamen Scheitel beriihren, und auBerdem zwei
vom Scheitel gleich weit entfernte Punkte gemein-
sam haben, so wird jeder Kegelschnitt von allen
andern in denselben zwei Punkten geschnitten, und
der Kreishogen zwischen den Schnittpunkten ist
der #uBerste; er umfaBlt die Ellipsenbogen, diese
den Parabelhogen; die innersten Bogen sind hyper-
boliseh, und zwar liegen unter ihnen diejenigen
weiter im Innern, welche stumpfer und ihren
Asymptoten niher sind.

Da niimlich Kegelschnitte von verschiedener Art und auch
verschiedene derselben Art angenommen werden, so werden
sie also keine gleichen Teile besitzen konnen; entweder be-
rilhren sie einander in einem einzigen Punkt, oder sie werden
sich gegenseitiz schneiden; die zwischen den Schnittpunkten
liegenden Bogen werden aber alle voncinander giinzlich ge-
trennt bleiben (Apoll. IV. 24). Weil vorausgesetzt wird, da8
sie sich alle im Scheitel des Kegels gegenseitig beriihren, dal
sie aber auch in zwei andern Punkten zusammentreffen, so
wird also kein einziger mit irgend einem der iibrigen in meh-
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reren andern Punkten zusammentreffen, mag man auch die
Parabeln und Hyperbeln ins Unendliche fortsetzen (Apoll. IV. 26).
Da aber drei Punkte als gemeinsam vorausgesetzt sind, so
konnen sie sich nicht in zweien von diesen Punkten bertihren.
Denn wirden sie sich in zweien bertthren, dann kdénnten sie
sich im dritten nicht treffen (dApoll. IV. 27). Daraus folgt
also, dafl die beiden andern gemeinsamen Punkte Schnittpunkte
sind; denn jeder gemeinsame Punkt ist entweder ein Beriih-
rungs- oder ein Schnittpunkt. In den letzterem #ndert sich
aber die Reihenfolge. Nun sind drei Punkte des Kreises an-
genommen worden, es wird also nur ein einziger Kreis durch
sie hindurchgehen nach dem Beweis des Euwklid im 3. Buche.
In dhnlicher Weise gibt es auch nur eine einzige Parabel.
Nehmen wir verschiedene an: sollen sie sich im Scheitel des
Kegels berithren, so werden sie, wenn sie verschieden sind
und einander schneiden, im gemeinsamen Schnittpunkt auch
verschiedene Tangenten haben; daher filhrt diese Annahme
nach derselben SchluBweise, welche Apollonius IV. 28 zu dem
Beweise anwendet, daBl zwei Parabeln einander nicht in mehr
als einem Punkt beriihren konnen, auf Unmdogliches, und das
Ganze wilrde seinem Teil gleich. Es geht also nur eine
einzige Parabel durch die drei Punkte hindurch. Da die
Hyperbeln auBerhalb der Schnittpunkte umso weiter ausein-
anderlaufen, je stumpfer sie sind, was von selbst einleuchtet,
so miissen sie innerhalb umso niher sein. Und weil unter
den ihnlichen Hyperbeln, niimlich unter jenen, deren Asymp-
toten denselben Winkel bilden, diejenige als grifler angesehen
wird, welche die groferen Achsen hat, so sind also die
stumpfen Hyperbeln in ihrer Art kleiner als die spitzen, mit
andern Worten, die innere hat niher gelegene Asymptoten,
sowohl weil sie kleiner, als auch weil sie stumpfer ist als die
ihr benachbarte; denn die stumpferen Hyperbeln nihern sich,
wie im vorhergehenden Lehrsatz erwihnt, ihren Asymptoten
immer mehr und mehr und fallen schlieflich mit ihnen zu-
sammen. Auch das ist im fritheren Lelhrsatz bewiesen, daB
der Mittelpunkt hei der Reihe der stumpferen Hyperbeln der
Tangente niher liegt, als diese dem Scheitel, wihrend er bei
den andern spitzeren weiter entfernt ist.

Dies kann auch vollkommen gezeigt werden nach Apoll.
I. 37. Da die Hyperbeln auBerhalb der Schnittpunkte die
Parabel umfassen, so umfafit umgekehrt die Parabel jene
innerhalb; ebenso wie die Parabel auBerhalb der Schnittpunkte
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die Ellipsen umfafit, so schlieBen die Ellipser den zwischen
den Schnittpunkten liegenden Parabelbogen ein. Da nun der
Kreis, welcher die Ellipsen im Scheitel beriihrt, sie in zwei
andern Punkten schneiden soll, so werden durch den Kreis
elliptische Monde ahgeschnitten, die auBerhalb des Kreises
stehen; bevor sie sich schneiden, werden also die Ellipsen-
bogen innerhalb der Kreishogen liegen.

Lehrsatz XXIX. Wenn die Zitrone, die Pflaumen,
die parabolische Spindel, die hyperbolischen Spin-
deln und der Doppelkegel, die simtlich abgestumpft
sind, sowohl dieselben Schnittkreise wie auch den-
selben Kreis um die Mitte des Korpers haben, so ist
die Zitrone der groBte Korper, die iitbrigen folgen
beziiglich der Grife in der angefilhrten Ordnung
aufeinander.

Dies kann leicht auf Grund des Vorhergehenden bewiesen
werden. Die Zitrone wird ndimlich durch ein Kreissegment
erzeugt, die Pflaume durch ein vertikales Ellipsensegment, die
Spindel durch ein vertikales Parabel- oder Hyperbelsegment,
der Doppelkegel durch ein gleichschenkliges Dreieck. Da aber
vorausgesetzt ist, daB alle Korper dieselben Schnittkreise be-
gitzen, so werden sich die Bogen aller Erzeugungslinien in
zwei Punkten schneiden, durch welche die Schnittkreise hin-
durchgehen. Und da aunch alle Kiorper um ihre Mitte den-
selhen grofiten Kreis haben sollen, so werden sich die er-
zeugenden Linien simtlich im gemeinsamen Scheitel beriihren,
welcher bei der Umdrehung irgend einer Figur jenen um die
Mitte des Korpers laufenden Kreis beschreibt. Da sich aher
die Kegelschnitte in der hier angefiihrten Reihenfolge gegen-
seitig umfassen, so werden sie einander auch in derselben
Reihe an Rauminhalt iihertrefien. Es wird also der doppelte
Kegelstumpf (in Iig. 9 zwischen HAFE, GCF) der kleinste
Korper sein; ihn umgeben die verschiedenen Hyperbeln mit
einzelnen Tuniken, so daB abgestumpfte hyperbolische Spin-
deln entstehen; durch die Parabel kommt nur ein einziger
Mantel hinzu, so daB eine parabolische Spindel entsteht; dann
fiigen wieder die verschiedenen Ellipsen einzelne Tuniken
hinzu, und es entstchen ahgestumpfte elliptische Pflaumen.
Schlieflich umkleidet der Kreis durch den Bogen FSQCG
den Kegel mit einer Tunika und verwandelt ihn damit in
eine abgestumpfte Zitrone.

Lehrsatz XXX. Ein Problem fiir die Geometer.
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Den Inhalt desjenigen Teils einer Zitrone, Olive,
Pflaume oder einer S8pindel zu suchen, der durch
eine zur Achse parallele Ebene abgeschnitten wird.

Die Brauchbarkeit dieses Problems kann leicht eingesehen
werden, aber seine Erkenntnis steht ans. Bei der Entwicklung
des Zitronenkorpers in einen geraden Korper, d. h. in den Teil
eines Zylinderprismas, entspricht einem derartigen Zitronen-
segment ein Segment jenes Zylinderteils, das von einer Ober-
fliche begrenzt wird, die einer zylindrazeischen Fliche oder
noch besser einem in bestimmter Weise eingerollten Blatt
Papier #hnlich ist: denn nach der einen Richtung hin ist sie
gerade und parallel einer Geraden in der Grundfliche des
zylindrazeischen Teils; nach oben aber ist sie gekrtimmt, doch
weist sie sicherlich nicht die Krtimmung eines Kreises und,
soviel ich weiB, auch nicht die eines Kegelschnitts auf, ob-
gleich sie unter den Kegelschnitten der Ellipse am niichsten
kommt, weil die Krimmung oben stirker wird. Und wenn
auch diese Krimmungslinie bekannt wire, so wiirde sich
daraus, so weit es wenigstens bis jetzt feststeht, doch noch
nicht der Inhalt eines solchen Teils ergeben.

SchluB dieser Ergiéinzung.

Wohlan denn, Snellius, du Leuchte unter dem Geometern
unseres Jahrhunderts, erbringe uns einen rechtmiBigen Beweis
fur dieses Problem und andre hier erwiinschte Lehrsitze; dir
ist, wenn ich nicht irre, die Entdeckung vorbehalten, dafl es
einen Mizenas gibt, der voll Hochachtung und Bewunderung
deines glinzenden Namens dir ein eines solchen erfindungs-
reichen Geistes wiirdiges Geschenk darbringt, durch welches
du n#mlich auch eine bedeutende VergrioBerung deines Ver-
mogens erfahren wiirdest, und dich fiir die Berechnung der
Zitrone mit einem goldenen Apfel belohnt.
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Zweiter Teil.
Stereometrie des dsterreichischen Fasses im besonderen.

Zu welcher Art der vorausgehenden Figuren das
osterreichische FaBl gehort.

Nach den allgemeinen Betrachtungen dessen, was mir in
der Stereometrie der regelmifligen Korper sowohl nach Archi-
medes wie nach meinen eigenen Entdeckungen zur Erkenntnis
niitzlich schien, trete ich meinem Vorhaben niiher -und fasse
vieles von Archimedes noch nicht herithrte tber die Korper
in derselben Kugel, ihre Parallelepipede, Zylinder und Kegel,
aber auch das, was sich allein auf die Form des dsterreichi-
schen Fasses zu bezichen scheint, unter der Aufschrift »Stereo-
metrie des osterreichischen Fasses« zusammen und schlieBe
es der vorangehenden Erginzung zu Archimedes an. Das
osterreichische FaB hat nimlich die Form eines bauchigen
Zylinders, oder, genauer gesprochen, man kann es sich zu-
sammengesetzt denken aus zwei ahgestumpften Kegeln, deren
nach entgegengesetzten Richtungen weisende Scheitel durch
die holzernen Fafihiiden abgeschnitten sind, und deren gemein-
same Basis, die Trennungstliche heider Kegel, der grofte
Kreis lings des Bauches des Fasses ist.

In der Fig. 9 ist HIEF( der Zylinder, ABC der eine
Kegel, der andre gleiche erstreckt sich von AC nach N/),
der eine abgeschnittene Scheitel ist £ G, der andre wird
von HF abgeschnitten. Die abgestumpften Kegel sind A EGC
und AHIFC, die gemeinsame Grundfliiche 4C.

Was von den Zylindern und abgestumpften Kegeln gilt,
kann auch auf die FaBfigur angewendet werden, weil diese
von der Zylinderform nur wenig und von der Form des ab-
gestumpften Kegels noch weniger abweicht, sobald nur die
Dauben, die hier durch die Gerade CRF dargestellt werden,
nach auflen schwach gekriimmt sind.
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Vollkommen genau ist jedes FaB der mittlere Teil einer
durch einen Kreisabschnitt erzeugten Zitrone oder einer durch
ein vertikales Ellipsensegment erzeugten Pflaume oder einer

parabolischen, meistens aber einer

Fig. 9. hyperbolischen Spindel mit beider-
! seits gleich abgeschnittenen Schei-
teln. Der Grund, weshalb ich die

I hyperbolische Spindel anfiihre, ist

der, daB die Fisser die Rundung
vorziiglich in der Mitte haben, und
daB sie sich gegen die Boden hin
gewohnlich einer Kegelfliche an-
schlieBen, damit die Reifen leichter
angetrieben und dadurch fester an-
gezogen werden koénnen. Dies ist
in der Tat bei der Hyperbel und
bei dem durch sie erzeugten Konoid
und der Spindel der Fall, indem
ihre Aste von der Kriimmung in
der Mitte an allmihlich in die
Asymptotenrichtung tibergehen. Das-
selbe ist zum Teil auch bei der
parabolischen Spindel und der ellip-
tischen Pflaume der Fall, am deut-
lichsten ist es an der hyperbolischen
Spindel, viel weniger aber an der
elliptischen Pflaume, jedoch nicht
an jeder, sondern nur an schlanken,
von einem vertikalen Ellipsensegment
erzeugten, dessen Achse nach der
Abstumpfung nicht bis an den Brenn-
punkt heranreicht, welche Einschrin-
kung auch fir die parabolische
Spindel Geltung hat. Bei der Olive,
welche von einem zwischen den
Scheiteln liegenden Ellipsensegment
3 erzeugt wird, findet das Entgegen-

gesetzte statt, denn sie kriimmt sich

nach den Enden hin stirker als in der Mitte und weicht da-
durch von der Faffigur ab. Gleichwohl will ich nicht in
Abrede stellen, daf manchmal wegen des kaum merkbaren
Unterschiedes jener Figuren ein FaB die Form einer ab-
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gestumpften Olive hat, aber nicht nach der Absicht des Ver-
fertigers, sondern infolge eines Fehlers in der Ausfiihrung.
Niemals aber ist, wie ich glanbe, ein FaB entsprechend dem
Bauche eines Archimedischen Sphiroids gebaut worden, welches
Clavius (Geom. pract. V. 10) als der Wirklichkeit zunichst
kommend annimmt (denn die andern Formen, deren Entstehung
ich oben gelehrt habe, waren ihm noch nicht bekannt); »doch
bin ich bereit«, sagt Clavius, >wenn jemand eine genauere
Form findet, sie gern und dankbar anzunehmen.« Denn ein
verlidngertes Sphiroid, das in der Mitte die richtige der FaB-
form angepalte Krimmung hat, besitzt gegen die abgestumpf-
ten Scheitel hin eine so starke Rundung, daB niemals ein
Reifen lingere Zeit darauf haften wtirde. Nimmt man aber
den Bauch eines sehr schlanken Sphiroids, so vermindert man
zwar diesen Nachteil der allzu starken Kriimmunpg an den
Enden, dann hat aber das FaB keinen Bauch, und man konnte
es meiner Meinung nach gleich als reinen Zylinder konstruieren.

In der Fig. 9 sind HAE und FCG die Bogen eines Kreises
mit dem Durchmesser BT, sie beschreiben eine abgestumpfte
Zitrone, deren abgeschnittene Scheitel HNF und EIG sind.
Die punktierte Linie zwischen der Geraden FRC und dem Bogen
F'SC bezeichnet eine hyperpolische Spindel, mit dem Hyperbel-
scheitel C, dem Zentrum V" und den Asymptoten VX und VZ,
deren Zug sich die Hyperbel CF' gegen F hin mehr und mehr
anschmiegt und hier von der Tangente F'QY, welche den Bogen
FSC in Q schneidet, kaum mehr zu unterscheiden ist.

Wie man die Visierrute als falsch erkennen kann,
und wie man sich ihrer Richtigkeit versichert.

Um zum Ausgangspunkt meiner Untersuchungen zuriickzu~
kehren, so war meine erste Frage iber die Visierrute die,
wie dieselbe Linge AF verschiedenen Faflfiguren zukommen
kann, die doch nicht gleichen Inhalt haben.

Um dies in der Ebene zu zeigen, empfiehlt es sich, statt
des Zylinders das Parallelogramm zu betrachten, in welchem
der Zylinder durch einen Achsenschnitt getroffen wird. Denn
was filr den Zylinder richtig ist, das kann aunch als gtltig
angesehen werden filr den abgestumpften Kegel AI/FC und
seinen Achsenschnitt, nimlich das Trapez AHFC, in das auch
die Visierrute hineinfillt. Diese ebene Fliche schien mir mit
mit dem Zylinderinhalt groBer und kleiner zu werden.

Mit diesem Gegenstande soll sich der Lehrsatz I be-
schiiftigen: Die Achsenschnitte gerader Zylinder, die
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gleiche Diagonalen haben, sind von ungleichem Fli-
cheninhalt, auBer wenn bei ihnen das Verhiltnis des
Durchmessers zur Hohe dasselbe oder das umge-
kehrte ist; unter ihnen ist der Schnitt jenes Zylin-
ders am groBten, dessen Héhe dem Durchmesser der
Grundfliche gleich ist.

Es sei CI der Durchmesser der Grundfliche eines Zylin-
ders, IA seine Hohe, die dem Durchmesser gleich ist und
die halbe Fafllinge vorstellt. Der
Schnitt des Zylinders sei das Recht-
eck AI0OC, das hier ein Quadrat ist,
AC die Diagonale, welche die quer
vom Spundloch 4 bis zam Rand des
Bodens IC reichende Visierrute dar-
stellt.. Weil der Zylinder als gerade
vorausgesetzt ist, so wird der Winkel
CIA ein rechter sein. Es werde AC
in N halbiert und um N mit dem
Halbmesser INA ein Halbkreis be-
schrieben, welcher durch I gehen
muB, weil AIC ein rechter Winkel ist. Weil die Geraden
AI und IC gleich sind, so sind die Bogen AI und IC Qua-
dranten des Kreises, die Winkel IN4 und INC sind rechte,
und IN ist die Senkrechte auf A4C.

Verbindet man irgendwelche Punkte eines Quadranten, z. B.
H und B durch die Linien H4, HC, BA, BC mit den End-
punkten 4 und C des Durchmessers, so verwandelt sich bei
unverindert bleibender Diagonale AC das Quadrat AICO oder
seine Hilfte, das Dreieck AIC, in eine Figur AHC, ABC,
wobei der rechte Winkel J bei H und B auftritt, weil ja alle
demselben Halbkreis angehéren: so sind AHC, ABC die IIilf-
ten eines geraden Zylinderschnitts mit den Durchmessern CH
und CB und den Héhen HA4, B A.

Ich behaupte, daB die Fliiche 4IC am grolten, dall AHC
kleiner und 4B C noch kleiner ist, weil B vom Punkt I weiter
entfernt liegt. Fillen wir von den Punkten B und H auf den
Durchmesser .{ C die Normalen HM und BK. Nach den Lehr-
sitzen des Euklid ist jedes Dreieck flichengleich mit einem
Rechteck tiber der halben Grundlinie .{C und mit der Dreiecks-
hohe NI, MH, KB als Seite. Deshalb verhdlt sich IN zu
HM und BK wie die Fliche AIC zu AHC und ABC. In
dem Quadranten .{I sind aber alle zum Halbmesser I N paral-
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lelen Geraden, wie HM, BK, kleiner als der Halbmesser IN,
und die entfernter liegende Gerade BK kleiner als die n#her
gelegene HM. Es ist mithin die Fliche 4 HC kleiner als 4IC,
und 4 BC wiedernm kleiner als AHC. In derselben Reihen-
folge sind also die Rechtecke, das Doppelte der Dreiecke,
kleiner.

Ich behaupte auch, daB die Zylinder, bei denen das Ver-
hiltnis der Hohen zu den Durchmessern der Grundflichen das
Umgekehrte ist, gleich grofe Schnittfiichen haben. Ist nim-
lich AB der Durchmesser der Grundfiiche und BC die Hohe
eines Zylinders, so ist klar, dall das Dreieck 4 BC, die Hilfte
des Achsenschnitts, denselben Inhalt wie frither hat, wenn BC
der Durchmesser und 4B die Hohe ist, wenn also das Ver-
hiltnis dieser Linien umgekehrt wird. 13)

Ich will den Fehler nicht verhehlen, in den mich am ersten
lage die flichtige Betrachtung dieses Satzes verfallen lief3.
Denn diese Erwihnung wird dem Leser eine Mahnung sein,
sich vor #hnlichen Fehlern auch sonst zu htiten. Ich habe irr-
timlich so geschlossen: wenn #hnliche Flichen im quadrati-
schen, #hnliche Korper im kubischen Verhiltnisse der Seiten
stehen, so wird auch bei nicht #hnlichen Kdrpern, sobald sie
nur dieselbe Diagonale A C besitzen, das Verhiltnis der Inhalte
immer analog sein dem Verhiltnis der Flichen und Linien.
Dies ist aber falsch; und wenn ich den Bindern den Rat ge-
geben hitte, den Durchmesser des FafBlbodens halb so gro8
wie die Li#nge der Dauben zu wihlen (wie es die oberflich-
liche Betrachtung der auszumessenden Fliche verlangt, und
wenn diese Nachlissigkeit auch auf die auszumessenden Kdrper
Anwendung gefunden hitte), so hitte ich ihrer Kunst auBler-
ordentlich geschadet und sie weit von ihrem Ziele weggefiihrt.
Denn nicht der Zylinder, der den gréfBten Achsenschnitt hat,
hat auch den grofiten Rauminhalt. Dies wird auch aus dem
Spiteren hervorgehen, jetzt aber will ich das fiir den geraden
Zylinder Gesagte auch auf den Kegelstnmpf ausdehnen.

Lehrsatz II. Fir abgestumpfte Kegel bleibt alles
ungeindert, auler dem einen, daB sich fir die dem
ersten Stumpf zun#chst stehenden, dessen Seite dem
Durchmesser der (kleineren) Basis gleich ist, das Ver-
hiltnis der Schnittflichen rascher, fir die weiter
entfernten aber langsamer dndert als fir die Zylinder,
die an die Stelle der Kegelstumpfe treten kinnen.

Weil der Winkel zwischen der Seite des Stumpfes und
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dem Durchmesser der kleineren Grundfliche griofler als ein
rechter ist, so gehdrt er nicht zu einem Halbkreis, sondern
zu einem Bogen, der kleiner ist als der Halbkreis. Es sei
PQ eine zu AC parallele Gerade, die den Halbkreis in den
Punkten PQ schneidet, es seien ferner IN, HM, BK die
Normalen in den Punkten R, S, V, und es mogen die Punkte
I, H, B mit den Punkten P und Q durch Gerade verbunden
sein. Dann stellt PQ die Visierrute, QI, QH, QB den Durch-
messer der Grundfliche des abgestumpften Kegels vor. IP,
HP, BP sind die Seiten der Stumpfe und gleich den halben
Daubenlingen. Die stumpfen Winkel QIC, QHP, QBP sind
untereinander gleich, weil sie in demselben Segment PIQ
liegen, und sie bilden eben die Grundlagen fir diejenige Ver-
4nderung durch alle diese Formen hindurch, welche ich hier
erkliren will.

Es verhilt sich wieder die Fliiche PIQ zu PHQ und PBQ
wie /R zu HS und BV, da nun von den ungleichen Strecken
IN und HM die gleichen Teile RN und SM abgezogen sind,
so ist das Verhiltnis der Reste IR und HS groBer (als das
von IN und HM). Es ist daher der Unterschied der Drei-
ecke PIQ und PQH bedeutender als der von 47C und AHC.
Das Wachstum der Perpendikel ist am stdrksten bei 4 und
daher bei P geringer. Bei P verschwinden die Hohen der
Stumpfe, bei 4 aber die Hohen der Zylinder; daher nehmen
die Flichen PBQ in der Nihe des Endpunktes P langsamer
ab als die Dreiecke ABC bei A. Nach dem fritheren nehmen
aber vom Anfangspunkt I die Flichen PHQ rascher ab als
die Dreiecke AHC. Dieser Lehrsatz ist sehr bemerkenswert
in Hinsicht auf eine andere weitliufigere Spielerei (hallucina-
tio), betreffend die Vergleichung von ahgestumpften Kegeln
untereinander, deren spiter Erwiihnung getan werden wird.

Die Untersuchung dieser genannten Spielerei enthilt der
folgende Lehrsatz.

Lehrsatz III. Die Inhalte gerader Zylinder, deren
Achsenschnitte gleiche Diagonalen haben, verhalten
gsich nicht wie ihre Schnittflichen; und nicht der-
jenigeZylinder hat den groftenInhalt, dessen Achsen-
schnitt am groften ist. 14)

Wenn in der letzten Figur AIC die Hilfte der Fliche 70,
des Achsenschnitts eines Zylinders ist, und /O den Durch-
messer der Grundfliiche bedeutet, so entsteht dadurch, daB die
Fliche AJOC lings des Durchmessers JC verschoben wird,
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ein rechtwinkliges Parallelepiped, das den Zylinder beriihrt.
Nach Lehrsatz 3 der vorausgehenden Stereometrie der regel-
miBigen Korper verhilt es sich zom Inhalt des zugehorigen
Zylindes wie 14 zu 11. Daher ist unter allen Parallelepipeden,
welche dieselbe Diagonale AC im Achsenschnitt haben, das-
jenige das grofSte, welches zum grofiten Zylinder gehort. Aber
zur Figur, deren Hilfte AIC ist, gehort nicht das griofte
Parallelepiped, obgleich die Schnittfliche AI7CO die griofite
ist. Ich will dies in folgender Art beweisen.

Es sei in dem Quadranten 4 der dem Punkt I, dem Ende
des Quadranten, nichstgelegene der Punkt H. Weil AHC
eine andere Figur ist als AJC, und weil sie beide dieselbe
Diagonale 4 C haben, so verhalten sich die Flichen .4/C und
AHC zueinander wie ihre Perpendikel /N und H{; sie werden
also am Ende des Quadranten in der kleinsten Proportion
stehen und nahezu gleich sein, weil auch die durch einen ge-
wissen Zwischenraum getrennten Geraden /N und HM in dem
kleinsten Verh#ltnis zueinander stehen:; dieses Verhiltnis wird
um so grofer, je mehr sie sich dem Anfang des Quadranten
A bei gleichbleibender Entfernung nihern. Damit ein Korper
erhalten wird, miissen die Flichen AJ/C und AHC mit IC
und CH multipliziert werden, und es verhilt sich per aeque-
pollentiam der parallelepipedische Koérper AICI zu AHCH
wie das Rechteck NI IC zu MH > AC; das Verhiltnis CH
zu IC ist aber groBer als das von JN zu HM: denn die Sehne
CI gehiort zum vierten Teil des Kreises, CH aber zu einem
etwas groBeren Teil, und ihre Hilften sind die Perpendikel
des halben Quadranten und eines etwas grofSeren Kreissektors ;
jene stehen aber nicht im kleinsten Verhiltnis, weil ja dieses
in der Mitte des Quadranten grofler ist als am Ende, wiederum
denselben Zwischenraum zwischen den Perpendikeln vorausgesetzt.

Wenn also die Perpendikel denselben Abstand haben, z. B.
die Hailfte des Bogens HI, so stehen sie beim Ende des
Quadranten I in Kkleinerem Verhiltnis als die Hilften von
CI und HI in der Mitte des Quadranten, welche Hilften
ebenfalls den Abstand von der GréBe des halben Bogens HI
haben. Weil zwischen den Hilften von CI und HI ein
groferer Unterschied besteht, als zwischen den Perpendikeln
bei I, welche um den halben Bogen HI voneinander ab-
stehen, so wird auch die Differenz der ganzen Strecken CI
und CH als das Doppelte der fritheren groBer sein als das
der Perpendikel J.V und I/M, diec um den ganzen Bogen
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HI voneinander abstehen. So findet man also, daB die
Differenz zwischen IC und CH gréBer ist als jene von HM
und IN. Obgleich das HM des zweiten Dreiecks nur um
weniges kleiner ist als das JN des ersten, so ist doch
anderseits das CH des zweiten Dreiecks um vieles grifler
als das CI des ersten. Es ist daher das Rechteck MHC
groBer als NIC, und ebenso ist der Zylinder und sein Pa-
rallelepiped AHCH groer als AICI, wihrend im Gegen-
satz dazu die Schnittfliche 4 H C des Zylinders A HCH frither
kleiner als AIC gefunden wurde. Das Verhiltnis der Kor-
per AICI und AHCH ist also nicht analog dem der Flichen
AIC, AHC. Und AIC ist zwar die griofite unter allen
Flichen tber derselben Diagonale, der Korper AICI da-
gegen ist nicht der griofte, sondern A HCH ist gréfer. 14)

Anwendung und daraus folgendes Resultat. Da
die Korper von I an gegen H zu wachsen, habe ich durch
Rechnung (logistice) untersucht, welches der grofite Korper ist,
denn der Kdrper wiichst nicht bestindig bis nach 4, sondern
in der Nihe von A4 wird er wieder kleiner und wird endlich
mit der Fliche 4BC im Punkte A4 vollstindig verschwinden,
weil die Hohe des Zylinders, analog gesprochen, ein Punkt
wird, nimlich 4, und der Durchmesser der Grundfliche 4C
mit der Diagonale zusammenfillt.

Der Vorgang war folgender: den Sinus der Bogen AH,
AB multiplizierte ich mit dem Sinus der H#lfte des Bogens
HC, BC der Reihe nach fir alle Grade des Quadranten. Da
aber die Multiplikation der Sinus sehr verdrieBlich ist, gebe
ich einen ktirzeren Weg an: es sei die Diagonale 20, ihr
Quadrat 400, die Hohe AG sei 1, das Quadrat davon ist
ebenfalls 1; dies von 400 subtrahiert, liBt das Quadrat von
GC tbrig 399; mit der Hohe multipliziert, kommt fir den
Inhalt dieser Siule 399 heraus im Vergleich zu den itbrigen.
Bei dem fritheren Vorgang achtete ich darauf, wo zuerst die
Zuwichse der Quotienten oder der Korperinhalte verschwan-
den, und von welchem Betrage an sie wieder abnahmen, und
notierte diese Sinus. Als ich die Rechnung nach dem Ver-
lauf einer Nacht wieder ansah, fand ich, daB der Punkt G
des Kreisumfangs, fir welchen der Kérper den grofSten Inhalt
bekommt, mit AC verbunden die Seite 4 Gt des der Kugel AIC
eingeschriebenen Wiirfels und die Diagonale G C der Seiten-
fliche des Wiirfels oder die Seite des eingeschriebenen Te-
traeders ergibt.
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Das wird denn aumch in den folgenden Lehrsitzen bewiesen
werden. Merke deshalb, was in diesen Sitzen vorgenom-
men wird.

Lehrsatz IV. Unter Tafel der bei der Ver-
allen Parallelepipeden  fertigung der dsterrei-
oder Siulen, die einer chischen Fisser verwen-

und derselben Kugel ein- deten Verhidltnisse.
geschrieben sind und auf Basis- Inhalt
zwei quadratischen, ein-  Wohe 4 i oo ot der Sinle

ander entgegengesetzten

Grundflichen stehen, ist ; ;g: 332
der Wiirfel am groBten. 3 920 — 1175
Ein Beweis dieses Theo- 1 90— 1536
rems wird an dieser Stelle 5 19 + 187
gefithrt, obgleich es aus einem G 19 + 2184
Analogieschluf8 klar hervor- 7 19 — 2457
geht. Die Kreistliiche ist 8 18 4 2688
unter allen ebenen Flichen 9 18 — o871
von gleichem Umfang die um- 10 17+ 3000
fassendste, wie Puppus im 1 17 — 3069
5. Buche seines Werkes be- Subsemidunl )
weist.  Unter den ebenen .uvzrmilltgg)ses 3080
Flichen, welche von gleich- 12 16 3072
vielen Seiten begrenzt sind 13 154 3003
und gleichen Umfang haben, 14 14 + 2856
sind dicjenigen dic groBeren, gipander gleich 2828
welche dem Kreise ihnlicher 15 13 4 2625
sind. Unter den Segmenten 16 12 2364
verschiedener Kreise mit glei- 17 11 — 1887
chen Umfingen ist wieder 18 8+ 1368
das halbkreisformige das um- 19 6+ 741
fassendste. In derselben Art 20 0 0

hat der Wiirfel unter allen regel-
miifligen Korpern, welche von mit der Wiirfeloberfliiche gleichen
Flichen umschlossen werden, den griofiten Inhalt. Und die
isoperimetrischen Polyeder sind wmso inhaltsreicher, je mehr
sie sich in der Gestalt und der Zahl der Seiten der Kugel
nihern; das Ikosaeder ist der grofite regelmiflige Kirper, weil
es von den meisten Flichen umschlossen ist, wie der Kreis
von unendlich vielen gewissermaBen geraden Linien. Dies ist
alles bei Puppus im 5. Buche enthalten.

Archimedes hat bewiesen, daB unter allen oberfliichen-
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gleichen Segmenten verschiedener Kugeln jene Halbkugel am
groften ist, welche von der gleichen Oberfliche begrenzt wird.
So hat die Kreis- und Kugelform den Vorzug vor den iibri-
gen Formen, mit denen sie oberflichengleich ist. Wenn aber
die Bedingung der Oberflichengleichheit anfgehoben wird, und
wenn dafir den Polyedern dieselbe Kugel umgeschrieben ist,
so tritt bei einigen das Gegenteil ein, daB ndmlich das Dode-
kaeder grofler ist als das Ikosaeder, welchen Beweis 4pollo-
nius und Hypsikles zu den BSitzen des Fuklid hinzugefilgt
haben; dies rihrt aber her von eben demselben Wesen der
‘Kugel und von der Ahnlichkeit des Korpers mit ihr, welche
hier die erste Rolle spielt. Denn frither, als die Oberflichen
gleich waren, bestand die Ahnlichkeit mit der Kugel in der
Menge der Flachen Hier, wo die gleiche Kugel die Ecken
der verschledenen KOrperformen enthilt und die Anordnung
auf ihr bestimmt ist, besteht die Ahnlichkeit in der Zahl der
Ecken, die beim Dodekaeder grofer ist als beim Ikosaeder.
Weil sich dies so verhilt, so ist leicht ersichtlich, daB
auch unter den Korpern, welche von der gleichen Zahl von
Flichen in der Kugel begrenzt werden, derjenige der griflere
ist, der der Kugel #hnlicher ist; hier besteht die Ahnlichkeit
in der Gleichheit und Ahnhchkelt der Oberflichen und der
Anordnung der Ecken. Diese Eigenschaften kommen dem
Wiirfel in hoherem Grade zu als den dbrigen Parallelepipeden
in der Kugel, und deshalb ist der Wiirfel grofer. Dieser
SchluBl ist nur ein solcher ex analogia; ich will jetzt den
vollstindigen Beweis fithren, der aller-
Fig. 11. dings einige Schwierigkeiten bietet des-
D halb, weil man sich in der Figur sehr
kleine Kdrperschnitte zu denken hat.
In der n#chsten beigesetzten Figur
7 y sei AGB der grofite Kugelkreis, AB
] i der Durchmesser und die Achse der
Kugel, ferner sei 4 G die Seite.des der
Kugel eingeschriebenen Wiirfels und
GB die Diagonale einer quadra-
tischen Seitenfliche des Wirfels.
Die derselben Kugel eingeschriebenen
Siulen mit je zwei quadratischen Grundflichen sind entweder
hoher als der Wiirfel und haben kleinere Grundflichen als
die Seitenfliche des Wiirfels, oder sie sind niedriger mit einer
groBeren Basis.

L]
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Es sei zunichst die Siule hoher als der Wirfel. Wir
ziehen zur Hohe A G des Wiirfels die etwas lingere Parallele
DF im Kreise, welche G B in K schneidet, und #hnlich legen
wir parallel zur Diagonale G B der Seitenfliche des Wirfels
durch den Endpunkt D der Hohe der Siule die Gerade DE:
ich behaupte, daB der Inhalt der Siule FDE kleiner ist als
der des Wiirfels AGB. Denn es verhilt sich DA zu BK
wie GK zu FK, und anderseits G K zu AD wie FK zu KB,
AG ist aber kleiner als FK, und GB ist grofler als KB:
folglich ist das Verhiiltnis 4 G zu G B grofer als FK zu KB.
AG und GB verhalten sich aber wie 1 zu V2, das Verhilt-
nis GK zu KD ist daher kleiner als 1 zu ¥2, und GK kann

entweder groBer sein als die Hilfte von KD, oder es ist
gleich mit A D, oder es ist linger als dieses.

Tatséichlich hat eine VergréfSerung nach der Héhenaus-
dehnung des Wiirfels durch das Ansetzen der Korper mit den
Siulenquadraten als Grundflichen und dem Teil KD als Hohe
auf beiden Seiten stattgefunden. Dagegen findet eine Ver-
minderung der Dicke des Wilrfels durch die vier gleichen
quadratischen Platten rings um die Siule statt von der Grofle
des Unterschieds zwischen der halben Seite des Wiirfelquadrats
und der halben Seite des Quadrats der Siiule; die GriofSe die-
ser Abnahme verhilt sich zu G K, der Abnahme der halben

Diagonale, wie 4 G zu GB, also wie 1 zu V2. Damit ist
aber noch nicht die ganze Verminderung ausgedriickt, weil
diese vier Platten von quadratischem Querschnitt, welcher
kleiner ist als ein Seitenquadrat des Wirfels, noch von zwolf
Siulchen umgeben sind, welche ebenfalls von der Dicke des
Wirfels abgezogen sind. Weil die vier Platten um die Siulen,
welche vom Wiirfel wegkommen, zusammengenommen grifler
sind als die beiden oben und unten aufgesetzten Platten zu-
sammen, so wird die gesamte Verkleinerung des Wirfels die
Vergroflerung nach der Hohe tthertreffen. Es sind aber auch
die vier Seitenplatten griofler als die beiden nach der Hohe
aufgesetzten, was ich in folgender Art beweise. Es verhilt
sich nimlich jede Seitenplatte zur oberen Platte wie die Ab-
nahme der Wirfelseite zur Zunahme der Hohe, deren Hilfte
KD ist. Dieses Verhiltnis ist aber zusammengesetzt aus dem
Verhiltnis 4 G zu GB und dem andern GK zu AD. Denn
wie sich die Abnahme der halben Seite zur Abnahme der
halben Diagonale G K verhilt, so verhilt sich AG zu G B,
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das ist der erste Teil des Verhiltnisses; der andre Teil ist
das Verhiltnis GA zu KD. Diese beiden miteinander ver-
einigt geben einen etwas kleineren Wert als §. Demn 4G

zu GB ist —1- und GK zu KD ist kleiner als —1_. Die
V2 Ve

Hilfte und etwas weniger als die Hilfte ergeben aber zusam-
men weniger als das Ganze. Wenn also das Verhiltnis einer
Beitenplatte zu oberen kleiner ist als das subsemiduple, so
wird die obere Platte nicht ganz das Doppelte der Seiten-
platte sein, und die eine obere Platte ist nicht vollstindig
gleich zwei Seitenplatten sondern etwas kleiner als diese, folg-
lich sind die beiden Hohenplatten kleiner als die vier Seiten-
platten, und die Vermehrung in der Hihe ist kleiner als die
Verminderung an den Seitenflichen des Wiirfels. Die Siule
in der Kugel, welche hoher ist als der Wiirfel, hat also einen
kleineren Iphalt als der Wiirfel. !5)

Zweitens sei die S#ule niedriger als der Wtirfel, und es
werde parallel zur Hohe G A des Wiirfels im Kreise die klei-
nere Strecke L N als Hiohe der Siule, und parallel zur Dia-
gonale GB des Winrfelquadrats aus L die Gerade ML als
Diagonale der quadratischen Grundfiiche der Siule gezogen,
welche die G4 in O schneidet. So wie frither verhilt sich
MO zu OA, wie GO, die Verminderung der Hohe auf der
einen Seite, zn OL, der Zunahme der halben Diagonale. BG
ist aber kleiner als MO, und G A grofer als OA: daher ist

das Verhiltnis BG zu G A, welches im Wiirfel ¥2 zu 1 ist,
kleiner als GO za OL. Daher ist dieses Verhiltnis groBer als

V2. Das Verhiltnis des Zuwachses OL der halben Diagonale

und jemem der halben Quadratseite ist aber V2. Setzt man
das semiduple Verhiltnis mit dem andern zusammen, welches

grofer ist als V2, so erhiilt man das Verhiltnis von OG, der
Verminderung der halben Hohe zum Wachstum der halben
Seite mit einem Werte grofler als 2. Durch Maultiplikation
der beiden Wiirfelquadrate mit O G erhilt man zwei Platten,
um die der Wiirfel nach der Hihe vermindert wird. Dagegen
erhilt man vier Platten iber den Wiirfelquadraten von der
Hobhe des Zuwachses der halben Seite, die griéfer sind als
der den Wirfel umgebende Giirtel. Denn wenn man diese
vier Platten ansetzt, so ist die S#ule noch nicht vollstindig,
weil an den vier aufrecht stehenden Seiten vier kleine S#ul-
chen fehlen, anderseits aber ragen diese vier Platten tber
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die Hohe der Siule mit acht andern S4ulchen hinaus, welche
mit den fehlenden gleich hoch aber doch dicker sind als jene.
Die Dicke ist bei diesen O G, bei jemen verhilt sie sich zm
OL wie AG zu G B, sie ist kleiner als OL und um vieles
kleiner als OG. Kurz gesagt, es sind die acht hervorragen-
den dicken Siulchen grioBer als die vier fehlenden dtinnen.
Deshalb sind die vier genannten Platten groBer als der den
Wiirfel umgebende Giirtel. - Wenn der Zuwachs der halben
Seite genau gleich der Hilfte von O G wire, dann wire das
Produkt von OG in die beiden Quadrate gleich dem Produkt
gebildet aus dem Zuwachs der halben Seite und jenen vier
Quadraten. Wie bewiesen wurde, ist aber der Zuwachs der
halben Seite kleiner als die Hilfte von O G, deshalb sind auch
die vier Platten kleiner als die zwei Platten oben und unten,
was also an den Seiten des Wiirfels hinzukommt, ist um vieles
kleiner als das, was in der Hohe weggenommen wird. Es ist
daher die S#ule in der Kugel, welche niedriger ist als der
eingeschriebene Wiirfel, kleiner als dieser. Frtther wurde die
hohere S#ule als kleiner erkannt; es erreicht also keine Siule
in der Kugel mit quadratischen Grundfiichen und rechtecki-
gen Seitenflichen den Inhalt des derselben Kugel eingeschrie-
benen Wiirfels, was zu beweisen war.18)

Lehrsatz V. Unter allen Zylindern mit gleichen
Diagonalen ist derjenige der grifite, dessen Basis-

durchmesser sich zur Héhe verhilt wie V2 zu 1, oder
wie die Seite des Tetraeders oder die Diagonale des
Seitenquadrats zur Seite des derselben Kugel ein-
geschriebenen Wiirfels.

Wir wiederholen die zum ersten Lehrsatz gehorige Figur 8.48.
Es sei AC die Diagonale des rechteckigen Achsenschnitts des
Zylinders, die hier die Mefrute vorstellt, ther AC werde der
Halbkreis A GC errichtet und 4C in drei gleiche Teile ge-
teilt; es seien AL der eine Teily L C die beiden andern. Zu
Punkt L sei die Normale L G errichtet, welche den Kreis
in G schneidet; G werde mit .4 und C verbunden. Weil CL
das Doppelte von LA ist, wird CA das Dreifache von L A.
Wie sich CA4 zu AG, so verhilt sich auch AG zu AL.
Wenn aber drei Grofen eine stetige Proportion bilden, so
verhilt sich das erste Glied zum dritten, wie das Quadrat des
ersten zum Quadrat des zweiten; weil also das erste Glied
CA das Dreifache des dritten Gliedes L 4 ist, so wird auch
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das Quadrat tiber dem Durchmesser CA das Dreifache des
Quadrats tber der zweiten Proportionale A G. Und weil das
Quadrat tiber AC gleich der Summe der beiden Quadrate
tiber 4 G und GC, von demen AG? der dritte Teil von A4 C?
ist, so wird das Quadrat ttber GC gleich } des Quadrats
tber AC, und mithin das Quadrat GC das Doppelte des
Quadrats AC. Es ist demnach 4G die Seite des der Kugel
AGC eingeschriebenen Wiirfels und G'C die Diagonale des
Seitenquadrats des Wiirfels oder die Seite des derselben Kugel
eingeschriebenen Tetraeders. Ich behaupte, daB der Zylinder
mit dem Basisdurchmesser G'C und der Hohe G'A unter allen
Zylindern, welche die-
selbe Diagonale AC
haben, der umfassend-
ste oder von grofitem
Inhalt ist. Weil G
und C Punkte der
Kugeloberfliche sind,
und die Gerade GC
der Durchmesser der
einen Grundfliche ist,
so wird der ganze
Umfang dieser Grund-
fliche auf der Kugel-
oberfliiche liegen,
ebenso wie die andre
Grundfiiche, von der
A ein Punkt ist.
Und wenn AG die
Seite des Wiirfels
und GC die Diago-
nale einer Seitenfliiche
des Wiirfels ist, so wird notwendigerweise das Wirfelquadrat
dessen entgegengesetzte Ecken bei G und C liegen, dem
Kreise GC und damit auch der Kugel eingeschrieben sein,
ebenso wie die andre durch A4 gehende kreisférmige Grund-
fliche. Demnach ist dem so bestimmten Zylinder ein Wiirfel
von gleicher Hohe eingeschrieben, dessen Eckpunkte simtlich
auf der Kugeloberfliche liegen.

In ganz gleicher Weise kann man sich in irgend einen
Kugelkreis, z. B, in den mit dem Durchmesser I/C, die qua-
dratische Grundfliche einer S#ule von der Hohe AI einge-
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schrieben denken, von welcher das eine Paar der einander
gegeniiberliegenden Ecken bei I und C, das andere bei 4 und
X gelegen ist; so ist dem Zylinder AIC eine gleich hohe
Sdule eingeschrieben. Das Verhiiltnis aller Sdulen zu den
ihnen umgeschriebenen gleich hohen Zylindern ist aber das-
selbe; unter allen diesen Siulen in der Kugel ist aber der
Wiirfel der groBte Korper, daher ist auch der dem Wiirfel
umgeschriebene Zylinder A G C der grifite unter allen andern
Siulen wie AIC.

Derselbe Beweis kann an der Figur 10 8. 48 auch in folgen-
der Art gefiithrt werden. Es mogen die Punkte H, G, B drei
Zylindern mit derselben Diagonale 4 C angehoéren, ihre Grand-
flichen seien CH, CG, CB, ihre Héhen HA4, GA, BA. Es
sei aber auch das Quadrat dber CG doppelt so groB wie
jenes tber G4, und es sei CH ktirzer, CB linger als CG.
Auf CA sind die Normalen HM, GL, BK gefillt. Weil
CGA ein rechter Winkel ist, so wird sich das Quadrat von
CG zum Quadrat von AG verhalten wie CL zu L4, CL
wird also doppelt so groB wie dieses (L.4); und wie sich das
Quadrat von CH zu dem von H.A, so verhilt sich auch CM
zu MA, und das Quadrat CB zum Quadrat BA wie CK zu
KA. Wie sich aber die Quadrate von CH, C G, CB, so ver-
halten sich auch die Grundkreise der Zylinder zueinander.
Daher verhalten sich die Grundkreise auch wie CM, CL, CK.
Das Verhiltnis von Zylindern setzt sich aber zusammen aus
dem der Grundfiichen und dem der Héhen. Mithin stehen
die drei Rechtecke mit den Hohen HA, G4, BA tiber CM,
CL, CK, welche sich wie die Grundflichen der Zylinder ver-
halten, im Verhiltnis der Zylinder. Andererseits verhalten sich
aber die Groflen A3, AL, AK zueinander wie die Quadrate
der Hohen AH, AG, AB. Es kommt nun dieselbe Grdfe
LM zu L4 dazu und von LC weg und ebenso die gleiche
GroBe LK von LA weg und zu LC dazu. Da nun CL das
Doppelte von LA ist, so ist das Verhiiltnis der kiirzeren
Strecke CM zur lingeren CL grdBer als das halbe Verhiltnis
der um ebensoviel lingeren A3f.{ zur kiirzeren L4. Wenn
CL 20 und LA gleich 10 ist, ferner CM 19, M4 11, so ist
das Verhdltnis 20 zu 19 groBer als das halbe Verhiltnis 11
zu 10 oder 22 zu 20. Denn das Verhiltnis 22 zu 20 be-
steht aus zwei Elementen 22 zu 21, und 21 zu 20, von denen
jedes kleiner ist als 20 zu 19. Es ist daher das Verhiltnis
MA zu LA und ebenso das der Quadrate von H4 und G A
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kleiner als das doppelte Verhiltnis CL zu CM. Das Ver-
hiltnis der Geraden HA4 und G A ist aber das halbe Ver-
hiltnis der Quadrate, und das Doppelte des halben Verhilt-
nisses ist das einfache Verhiltnis. Also ist das Verhaltnis
der Hohen HA und G.4 kleiner als das von LC und MC,
das Verhiltnis der Grundfiichen. Das Rechteck mit den Seiten
HA und CM, das den Zylinder CH.{ darstellt, ist mithin
kleiner als das aus G4 und CL gebildete, welches den Zy-
linder CG A darstellt, weil CM in seinem Verh#ltnis kleiner,
H.A aber grofler ist.

Dasselbe kann auch versis argonmentis fir den Zylinder
CBA bewiesen werden. Denn das Verhdltnis der lingeren
Strecke CK zur kiirzeren CL ist kleiner als die Hilfte des
umgekehrten Verhiltnisses der ktirzeren 4K zur lingeren AL.
Wenn LC = 20, L4 = 10, CK = 21, K4 = 9 genommen
wird, so ist das Verh#ltnis 20 zu 21 kleiner als das halbe
Verhiltnis von 9 zu 10 oder 18 zu 20. Die beiden Elemente
des Verhiltnisses 18 zu 20, nimlich 18 zu 19 und 19 zu 20,
sind einzeln groBer als 20 zu 21. Daher ist das Verhiltnis
von LA zu 4K oder das der Quadrate von G4 und 4B
groBer als das doppelte Verhiltnis KC zu CL; ebenso ist
das der Linien G A und AB groBer als das von KCzu CL;
doch ist BA nicht um ebensoviel kiirzer als G 4, als anderer-
seits CK linger ist als CL. Das Rechteck mit den Seiten
BA und CK ist kleiner als das Rechteck G4 >< CL; daher
ist der Zylinder CBA kleiner als der Zylinder CG 4, und
nur der Zylinder CG 4 ist unter allen am grofiten.17).

Folgesatz 1. Zylindrische Fiasser ohne Bauch, die ent-
weder hoher oder niedriger sind als die dsterreichischen Fisser,
fassen weniger als diese.

Folgesatz 2. Daraus geht hervor, dafl ein gewisser
praktischer geometrischer Sinn in der Regel liegt, nach der
die Osterreichischen Bottcher die Fisser bauen, wenn sie den
dritten Teil der Liinge der Dauben als Halbmesser des Bodens
annehmen. Dadurch wird nimlich erreicht, daB der Zylinder,
den man sich zwischen den beiden Biden denken kann, zwei
Bedingungen moglichst erftillt, daB er nimlich mit der Regel
des Lehrsatzes V tibereinstimmt und den moglichst grofiten
Inhalt besitzt, obgleich er von der vollstindigen Erfullung der
Regel etwas abweicht. Andere Gestaltungen, welche bis zu
den Punkten schr nahe bei (¢ diesseits und jenseits sich er-
strecken, #indern nur wenig an dem Rauminhalt, weil dieser
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fiir AGC der grofitmogliche ist: das einem groBten Wert auf
beiden Seiten Benachbarte zeigt niimlich am Anfang nur un-
merkliche Abnahme. 18)

In Fig. 12 verhilt sich CG zu A G wie V2 zu 1 oder
wie 100000 zu 70711; verdoppelt man 4 G, so erhiilt man
141422, Statt dessen nehmen die Bottcher 150000, das
Anderthalbfache der Basis, als Linge der Daunben, also etwas
mehr als 141422, Dies hewirkt eine grofere Anniherung an
die groBtmogliche Form. Die Dauben sind ni#mlich gekriimmt
und ragen heiderseits liber die Einkerbungen etwas hervor, in
denen die Boden festgehalten werden. Was also an der Dauben-
linge, die das Anderthalbfache des Basisdurchmessers ist, zu
viel genommen wurde, das wird fiir die Riinder (margines,
Frosche) in Rechnung gebracht, auf die bei der Priifung der
Figur nach der Regel des Lehrsatzes V keine Riicksicht ge-
nommen wurde.

Wer wollte in Abrede stellen, daB die Natur mit Hilfe
eines dunklen Gefiihls auch ohne Vernunftschliisse die Menschen
Geometrie lehrt, da die Béttcher nur nach dem Augenmaf
und aus Schonheitsriicksichten in der FaBhilfte die griifit-
mogliche Figur herzustellen gelernt hahen? Es trete ein Geo-
meter auf und lehre eine leichtere Methode, ein FaB zu kon-
struieren, das in seiner Hilfte dem Zylinder vom gro8ten Inhalt
nibher kommt, als es diejenige ist, die die isterreichischen
Binder von altersher anwenden, niimlich die Methode der »pro-
portio sesquialtera«, und er gehe eine zur bequemen Messung
geeignetere Form an als die in Osterreich gebriuchliche.

Ich michte fast glauben, daB einst in Osterreich ein sehr.
hervorragender (ieometer gelebt hat, der die Bottcher jenes
lehrte, wenn mich nicht der Umstand davon abbringen wiirde,
daB Spuren dieses sehr schonen Satzes sich nirgends in geo-
metrischen Biichern finden, und daBl diese Art der Konstruktion
eines Fasses, soviel ich weil, am Rhein und in andern wein-
bautreibenden Liindern nicht gebriuchlich ist; dort werden
nimlich nur lingere Fiisser gebaut. Denn wenn die Methode
nicht allgemein hekannt ist, wer konnte es fiir wahrscheinlich
halten, daB sie nur von einem einzigen Volke nach Biichern
oder der Anweisung der Geometer autfgenommen worden ist?

Ermahnong.

Welcher scharfsinnige und weithlickende Mann wird, nach-
dem er sich durch jemen Irrtum durchgerungen hat, nach
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welchem unter den Zylindern von gleicher Diagonale jenem
der grofte Inhalt zukommt, der den grifiten Achsenschnitt
besitzt, und nachdem er gelernt hat, daB der Zylinder der
groBte ist, bei dem der Durchmesser der Grundfliche das
semiduple der Hohe ist (nach Lehrsatz V), und, daB der
Achsenschnitt jenes Zylinders am grdften ist, bei dem diese
beiden Linien gleich sind nach Lehrsatz I, und weiter, daB
dasselbe Verhiltnis auch beztglich der Schnittflichen der
Kegelstumpfe besteht, nach Lehrsatz II, — welcher Mann, frage
ich, wird nach dieser Erkenntnis nicht dasselbe wie fiir den
Zylinder auch filr den Inhalt eines abgestumpften Kegels an-
nehmen, daB nimlich auch jener Kegelstumpf den grofiten
Inhalt hat, bei dem der Durchmesser der kleineren Grund-
fliche das Doppelte der schiefen Scite ist? Auch ich habe
dies wihrend der anderthalb Jahre geglaubt und habe mein
Augenmerk darauf gerichtet, und ich war schon geneigt, auf
diesen Grundsatz gestiitzt, die Fisser der Rheinlinder gemein-
sam mit allen andern ohne Riicksicht auf ihre Ausbhauchung
beziiglich ihres Fassungsvermigens den Osterreichischen Fissern
nachzustellen; damit hitte ich zwar jenen kein Unrecht getan,
aber sie doch nicht nach gleichem Recht behandelt. So habe
ich es der Lissigkeit des jetzigen Druckers zu verdanken,
daB die Geometrie hier den Herausgeber am Ohr zupfte und
mir gewissermaBen zur Vermehrung des Anhangs zu .drchi-
medes die folgenden Lehrsitze darbot; aus diesen geht eine
zweite noch merkwiirdigere Eigenschaft des osterreichischen
Fasses hervor. '

Definition. Ein Zylinder und ein abgestumpfter Kegel
sollen konjugiert (gesellt, conjugati, genannt werden, wenn die
Achsenschnitte beider dieselben oder gleiche Diagonalen haben,
und wenn sich der Durchmesser der Zylinderbasis zu seiner
Hobe verhiilt, wie der Durchmesser der kleineren Grundfliche
des abgestumpften Kegels zu seiner schiefen Seite. 19)

Lehrsatz VI. Problem. Wenn ein Zylinder und
von einem konjugierten Kegelstumpf die Seite oder
der Durchmesser der kleineren Grundfliche gegeben
ist, die itbrigen Stiicke des konjugierten Kegelstumpfs
zu finden. Es muss aber das Verhiiltnis der Seite
oder der Basis des Zylinders zur gegebenen Seite
oder zur Basis des Kegelstumpfs kleiner sein als
das Verhiiltnis der Summe des Durchmessers und
der Hohe des Zylinders zur Diagonale.2!)
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Gegeben sei der Zylinder 4 G CX Figur 12 mit dem Durch-
messer C G und der Hohe G 4 und der Diagonale 4 C, ferner der
Durchmesser der Grundflliche des Stumpfes CT; es sei weiter
das Verhiltnis von CG zu CT kleiner als das der Summe
von CG und G4 zu CA4. Gesucht wird die Seite des Stumpfes
und der Durchmesser der gréferen Grundfliche. Es moge
sich CG zu G4 verhalten wie CT zu einer gewissen Strecke,
beispielsweise 74, und es werde ilber C4 mit den Seiten
CT und AT ein Dreieck errichtet. Weil nun das Verh#ltnis
der Summe von CG und G A zu CA groBer ist als das von
CG@G zu CT, so ist es auch groBer als G4 zu AT, und wenn
man die Glieder addiert, so wird das Verhiltnis der Summe
von CG und AG zu CA grofer als das der Summen von
CG und 4G zu der von CT und AT. Daalso CTund AT
zusammen grofer sind als C4, so wird man aus CT und AT
iiber C.4 ein Dreieck bilden konnen. Legt man aber durch
die Punkte C, T, 4 einen Kreis, und zieht man von C aus
die mit TA gleiche Sehne CV, so behaupte ich, daB T4 und
CV die Seiten des konjugierten Stumpfes und 4 ¥ der Durch-
messer seiner groferen Grundfliche ist.

Verbindet man die Punkte 7 und V, so werden, da T A
und CV gleich sind und zu dem gemeinsamen Bogen 7'C die
Bogen T4 und CV hinzukommen, auch die Bogen 4C und
TV und daher auch die ihnen unterspannten Sehnen 4 C und
TV gleich, und der Winkel AT C ist so gro8 wie der Winkel
VCT, die vierseitige Figur ATCV ist dem Kreise einge-
schrieben und regelmiflig, die Diagonale AC oder TV ist mit
der des Parallelogramms 4 G CX gleich, und CT verhilt sich
zu T4, wie GC zu GA. Daher sind der Stumpf mit dem
Schnitt ATCV und der Zylinder mit dem Schnitt 4GCX
konjugiert.

Lehrsatz VII. Wenn ein Zylinder und ein Kegel-
stumpf konjugiert sind, und wenn die Differenz der:
Durchmesser des Stumpfes im Verhidltnis der Quad-
rate des Durchmessers und der Hohe des Zylinders
goeteilt wird, so ist das Quadrat des Zylinderdurch-
messers gleich dem Rechteck aus dem kleineren
Durchmesser des Stumpfes und einer Strecke, die
sich aus dem Durchmesser der kleineren Basis und
dem dem Zylinderdurchmesser entsprechenden Teil
der Differenz zusammensetzt.

Es sei AGCX Figur 12 ein Schnitt des Zylinders mit der
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Diagonale 4 C; diese werde durch das Perpendikel von G in die
Teile CL und LA zerlegt, so dal CL dem CG entspricht.
Es werde auch der Schnitt des Stumpfes 4 CTV tber der-
selben Diagonale nach den Voraussetzungen des Lehrsatzes VI
gebildet mit dem kleineren Durchmesser C T und dem gréferen
AV; nachdem man von AV die mit CT gleiche Btrecke V' B;
subtrahiert hat, bleibe der Rest B A tibrig. Weil das Viereck
ATCYV einem Kreise eingeschrieben ist, so wird das Quadrat
von ACgleich der Summe zweier Rechtecke, und zwar dem
ther CT und AV, und dem zweiten tiber 7’4, CV, welches
das Quadrat tiher T4 oder C'V ist. Zieht man also das Qua-
drat tiber AT vou jenem ilber 4C ab, so bleibt ein Rechteck
tiber TC, AV oder tiber BV, V'A. Ebenso bleibt, wenn man
das Quadrat von 4 G, welches groBer ist als das von A7, von
demselben Quadrat 4 C' abzieht, ein Rechteck GC, 4 X, das
ist das Quadrat G C, welches also kleiner ist als das Recht-
eck BV A.

Es wird also ein gewisses Rechteck, das kleiner ist als
BV A, dem Quadrat G'C gleich sein, z. B. das Rechteck BV D;
daher wird der Rest tlber DA, BV jenes Rechteck sein, um
welches das Rechteck BV 4 das Quadrat G C tbertrifft. Weil
nun das Rechteck BV D dem Quadrat G C gleich gesetzt wurde,
und das Rechteck DBV der Uberschul des Rechtecks BV D
tiber das Quadrat BV oder CT ist, so ist demnach DBV auch
der Uberschul des Quadrats G C iiber das Quadrat TC. Fassen
wir also zusammen: da das Quadrat 4G zam Quadrat GC
sich verhilt, wie das Quadrat 47 zum Quadrat 7C, so wird
sich auch das Quadrat 4 G zum Quadrat C G, oder AL zu CL
verhalten, wie der UberschuBl des. Quadrats 4 G tiber AT oder
das Rechteck D.4, BV, zum Uberschufl des Quadrats GC tiber
TC, das ist das Rechteck DBV. Wie sich folglich 4 L zu LC,
so verhilt sich auch das Rechteck AD, DV zum Rechteck
‘DBYV; weil die Rechtecke dieselbe Linge BV haben, so wer-
den sie sich auch verhalten wie AL zu LC und wie die Breiten
AD zu DB. Wenn also 4B im Punkte D so geteilt wird,
daf sich BD zu DA verhilt wie CL zu L 4, d. h. wie das
Quadrat CG zum Quadrat G4, so wird das Rechteck BV D
gleich dem Quadrat von G'C, was zu beweisen war 21).

Folgesatz I und Anwendung. Wenn die Quadrate der
Hohe und des Basisdurchmessers des Zylinders samt dem klei-
neren Durchmesser des Stumpfes gegehen sind, so dividiere man
das Quadrat der Basis durch den gegebenen Durchmesser des
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Stumpfes, von dem Quotienten ziehe den letzteren Durchmesser
ab, den Rest multipliziere mit der Summe der Quadrate, das
Produkt dividiere durch das Quadrat der Basis, so erhiltst
du die Differenz der Durchmesser, die zum kleineren hinzu-
gefiigt, den groferen Durchmesser des Stumpfes gibt.

Beispiel. Es sei das Quadrat von 4 G 20000, das Qua-
drat von CG ebenfalls 20000, und es sei TC 120.

Quotient 167 Summe derQuadrate 40000 934-Quotient AB
Divisor 120 Produkt 18666667 120 TC

ABDifferenz 47 20000 | 213441

Folgesatz II. Wenn dagegen nur das Verhiltnis des
Quadrats der Hohe zum Quadrat des Durchmessers und jeder
der beiden Durchmesser des Stumpfes gegeben ist, so wird
der Durchmesser des Zylinders in folgender Art gefunden.
Addiere die Verhiltniszahlen der Quadrate und multipliziere
die Differenz der Durchmesser des Stumpfes mit der Zahl des
grofleren Quadrats und dividiere dieses Produkt durch die
obige Summe, den Quotienten multipliziere mit dem kleineren
Durchmesser des Stumpfes, so kommt das Quadrat des Durch-
messers des Zylinders heraus. 22)

Es verhalte sich ('G zu G4 wie 3zu 2. Produkt 234
Daher die Quadrate 9 zu 4. Summe 13,18 Quotient
Ist CT = 130, V 4156, Differenz 26. 130CT
Produkt 234. Produkt 2340 als Qua-
drat von CG.

Oder, was dasselbe ist: multipliziere die Zahl des grifieren
Quadrats mit dem Durchmesser und bilde die Proportion:
Summe der Quadrate zur Differenz der Durchmesser des Stump-
fes, wie das Produkt zu einem vierten Gliede, welches das
Quadrat von CG sein wird.

Folgesatz III. Wenn das Quadrat 4 G zum Quadrat A C
sich wie 1 zu 2 verhilt, so ist DV das groBere der beiden
arithmetischen Mittel zwischen T'C, A1. Diese Anwendung
ist noch kiirzer. 23)

Durchmesser 19. 20. 21. 22.
19

399 Quadrat von G C.

Folgesatz IV. Sowie sich die kleinere Grundfliche des
Stumpfes zu der Basis des Zylinders, oder wie sich das Qua-
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drat der Seite des Stumpfes zum Quadrat der Hohe des Zylin-
ders, so verhilt sich auch der Durchmesser der kleineren
Basis zur zusammengesetzten Strecke DV.

Lehrsatz VIII. Das Verh#ltnis der Hohen eines
Kegelstumpfes und des konjugierten Zylinders setzt
sich zusammen aus dem Verh#ltnis des kleineren
Durchmessers des Stumpfes und dem Durchmesser
des Zylinders und aus dem Verh#ltnis des Perpen-
dikels zur Seite des Stumpfes. )

In Fig. 12 8. 58 seien die konjugierten Korper CG 4 X und
CTAYV, die Durchmesser der Zylindergrundfiichen seien CG,
XA, der kleinere Durchmesser des Stumpfes CT, der groBere
VA, endlich sei TR die Hohe des Stumpfes, T'4 seine Seite.
Ich behaupte, daB sich das Verhiltnis der Zylinderhdhe G 4
zur Hohe des Stumpfes zusammensetzt aus dem Verhiltnis G C
zu CT und dem andern AT zu TR. Der Beweis ist einfach,
nichtsdestoweniger soll er getrennt angefithrt werden wegen
der Folgesitze und der bemerkenswerten Analogie. Da sich
nimlich CG zu G4 wie CT zu TA verhilt, gilt auch das
Verhiltnis mit vertauschten Gliedern: GC zu TC wie G4 zu
AT. Das Verhiltnis GA zu TR setzt sich aber zusammen
aus G4 zu AT und aus AT zu TR, daher auch aus GC zu
CT und aus AT zu TR.

Folgesatz und Anwendung bei der Aufsuchung der
Hohe. 8ind CT und VA4 den Voraussetzungen gemif be-
stimmt, so ist auch das Quadrat von C G gegeben. Ist auch
das Verhdltnis des Quadrates von CG zu dem von G A be-
kannt, so sind auch die Quadrate G A und T4 bestimmt. Aber
anch die Differenz von CT und V' A4 ist bekannt, nimlich B 4.
Das Quadrat von B4 ist um den vierten Teil des Quadrates
BA groBer als das Quadrat TR in jeder Konjugation. Die
Winkel bei C und 7 sind ndmlich gleich und CT und B} gleich
lang nach der Voraussetzung, sie sind aber auch parallel;
verbindet man daher B und 7, so wird BT mit CV gleich;
dieses ist aber nach der Voraussetzung gleich 74, daher ist
BTA ein gleichschenkliges Dreieck mit der Htshe TR; RB
und R4 sind also gleich, und das Quadrat B4 ist das Vier-
fache des Quadrates R.A. Zieht man demnach ein Viertel des
Quadrates B4 von dem Quadrat 7.4 ab, so erhdlt man das
Quadrat der Hohe des Stumpfes, welches mit dem Quadrat G 4
verglichen die gesuchte Proportion liefert.

Folgesatz und Analogie. Im Falle der Gleichheit gibt
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es bei den konjugierten Korpern eine schone Reihe fur die
Verhiltnisse zwischen den Quadraten der Hohen, nidmlich:

Wenn sich 80 ist
CT zu AV verhiilt TR2: GA?=
wie 1: 2 1: 2
2: 3 3: 4
3: 4 5: 6
4: 5 7: 8
5: 6 9:10
6 7 11 : 12
7: 8 13 : 14
8: 9 15 : 16
9:10 17 : 18

Die Punkte D und R fallen zusammen.

Wenn CG2: GA2=1:2 und

CT: AV | g0 ist TR2 = | 1. Diff. | 2. Diff.
wiel: 2 3 =Diff. von 7 und 10 29
2: 3|21 11 32| g4 12
3: 4| 51 15 66! 4o 12
4: 5| 93 19 12| o 12
5: 6 |147 23 10| 9 12
6: 7 |213 27 240, g5 12
7. 8 |291 31 322| o 12
8: 9 |381 35 416! o0
9:10 (483 39 522‘

Ahnliches gilt in jeder beliebigen Konjugation.25)

Lehrsatz IX. Wenn man die Differenz der Durch-
messer eines Kegelstumpfes im Verhédltnis der Seiten
des konjugierten Zylinders teilt und den dem Zylin-
derdurchmesser entsprechenden Teil zum kleineren
Durchmesser des Stumpfes addiert, und wenn man
dann Rechtecke bildet 1. aus dem kleineren und dem
groferen Durchmesser und 2. ausdem kleineren Durch-
messer des Stumpfes und der so zusammengesetzten
Strecke, so gibt das Verhidltnis des ersten Rechtecks
vermehrt um den dritten Teil des Quadrates der Dif-
ferenz der Durchmesser des Stumpfes zum zweiten
Rechteck, zusammengesetzt mit dem Verhiltnis der

5*
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Hohe des Zylinders zur Hohe des Stumpfes das Ver-
hiltnis des Stumpfes zum Inhalt des konjugierten
Zylinders.

In der Fig. 12 soll alles so bleiben wie friher, und die
Differenz BA im Punkte D so geteilt sein, daf sich das Qua-
drat von 4 G zum Quadrat G C verhilt wie AD zu DB. Ich
behaupte, dafB das Verhiltnis des Rechtecks CT, AV, ver-
mehrt um den dritten Teil des Quadrats B 4, zum Rechteck
CT, VD, wenn es mit dem Verhiltnis GA zu TR zusammen-
gesetzt wird, das Verhiiltnis des Kegelstumpfes zum Inhalt des
konjugierten Zylinders ergibt. Nach dem Lehrsatz XVII des
ersten Teils verhdlt sich die Summe aus dem Rechteck CT,
VA, und dem dritten Teil des Quadrats B4 zum Quadrat
CT, wie der Kegelstumpf CT AV zum Inhalt des gleichhohen,
eingeschriebenen Zylinders tiber der Grundfliche CT. Wie
sich aber das Quadrat CT zum Quadrat C G, so verhilt sich
auch der Zylinder ther CT zu dem gleichhohen Zylinder tber
C@G nach III und XVI des ersten Teils. Wie sich also die
Summe aus dem Rechteck CT, VA4, und aus dem dritten Teil
des Quadrats B4 zum Quadrat CG, oder nach VI zum flichen-
gleichen Rechteck CT, VD, so verhdlt sich der Kegelstumpf
ilber CT, AV zum Inhalt des gleichhohen Zylinders. Wenn
also der Stumpf die Hohe G4 des konjugierten Zylinders hiitte,
wiirde die genannte Proportion allein gentigen. Wie sich aber
die Zylinderhohe G4 zu der kleineren Hohe RT verhilt, so
verhilt sich auch der konjugierte Zylinder zum Zylinder mit
der Hohe des Stumpfes bei gleichen Grundflichen nach XVII,
und ehenso auch der Stumpf mit der Héhe GA zum konju-
gierten Stumpf, dessen Hohe TR ist. Dieses ist also der zweite
Teil des zusammengesetzten Verhiltnisses. 26)

Folgesatz 1. In der Konjugation mit dem Werte 2 er-
gibt sich, wenn 27)

das Verhiltnis der fiir das Verhiiltnis

Durchmesser = des Zylinders u. des Stumpfes
1:2 15 : 11 4
2:3 48 : 46 4+
3:4 9 973
4:5 168 167 —
5:6 255 : 254 —
6:7 360 : 359 —
7:8 483 : 482 —




Stereometrie der Fisser. 69

das Verhiiltnis der fir das Verhiltnis
Durchmesser = des Zylinders u. des Stumpfes
8:9 i 624 : 623 4
9:10 783 T 782 4
19 : 20 3363 : 3362+
Folgesatz 2. Ist der Konjugationswert =1
1:2 54 : 60
2:3 180 T 197 +
3:4 | 378 : 405 4
4:5 | 648 : 685 —
5:6 | 990 : 1036 —
6:7 I 1404 : 1456 4+
7:8 | 1890 @ 1846 —
8:9 ; 2448 1 2521
9:10 3078 : 3160 4+
19 : 20 13328 : 13468 +

Eine analoge Betrachtung.

Bisher standen einige Theorien in Behandlung, deren sich
die Rechnung bedient bei der Aufsuchung des Verhiltnisses
eines Kegelstumpfes und des ihm konjugierten Zylinders. Bei
dieser Rechnung ergeben sich mancherlei beachtenswerte Re-
sultate. Zunichst erhellt aus den Folgesitzen 1 und 2 und der
Vergleichung der verschiedenen Ergebnisse, dafl das Verhilt-
nis des Stumpfes zum Zylinder in irgendeiner Konjugation
nicht immer das niimliche ist, sondern dafl es sich mit dem
Verhiltnis der Durchmesser des Stumpfes indert. In Folge-
satz 1 findet sich auch, dafl der Stumpf abnimmt, wiithrend der
Zylinder ungeiindert bieibt; in Folgesatz 2 wiichst dagegen der
Stumpf hei konstant bleibendem Zylinder. Es iibertraf nim-
lich der Stumpf den Zylinder um einen Teil, der auf der untersten
Zeile kleiner als 1/y,,, etwas hiher kleiner als /3 und dann 1/55
ist, der so immer grifler wird, his er auf der ersten Zeile itber-
haupt 1/;, betriigt. Es mul} aber, wenn die Rechnung weiter
fortgesetzt wird, der Stumpf endlich doch wieder kleiner wer-
den als der Zylinder in derselben Konjugation. Daraus ergibt
sich die Frage, welcher Stumpf in einer beliebigen Konjuga-
tion der grofite ist, und welcher dem konjugierten Zylinder
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gleich wird. Zweitens wurde aus den drei Folgesitzen und
der beigefiigten Rechnung klar, dafl zwischen den Konjuga-
tionen mit einem groferen Verhidltniswert als 2 wund jenen
mit einem kleineren Wert ein gewisser Unterschied vorhanden
ist. In der Konjugation mit dem Wert 2 tritt n4mlich zuerst
der Fall ein, dafl jeder Stumpf, wenn auch unmerklich, kleiner
zu scheint als der Zylinder, so dafl dieser, der gleichsam der
erste unter ihnen ist, und ebenso das Verhiltnis der Durch-
messer dieses Stumpfes, das den Wert 1 hat, am groBten unter
allen Stumpfen und mit sich selbst gleich ist. In einer Kon-
jugation mit einem grofieren Wert als 2 werden alle Stumpfe,
selbst die dem Zylinder ganz nahestehenden, merklich kleiner
als der konjugierte Zylinder. Dirfen wir daraus schliellen,
da in Konjugationen mit einem kleineren Wert als 2 die
Stumpfe zundchst bis zu einer gewissen Grenze grofler werden
als der Zylinder, daB sie dann wieder abnehmen und endlich
mit ihrem Zylinder gleich sind, und dal sie dann kleiner
werden, bis sie endlich vollstindig verschwinden, wihrend der
Zylinder der Konjugation sich nicht #ndert? Drittens, da die
Zylinder aller andern Konjugationen kleiner sind als der Zy-
linder mit dem Konjugationswert 2, werden wohl die Stumpfe
anderer Konjugationen tber ihre konjugierten Zylinder hinaus
wachsen? Es fragt sich, ob dieser UberschuBl so grof ist,
daf der Stumpf dem groBten Zylinder gleich ist oder ihn
noch ibertrifit, und wenn dies der Fall ist, welches ist das
Verhiltnis der Durchmesser, fir das der Stumpf dem grifiten
Zylinder gleich wird? Alles dieses will ich, soweit es mir
bei meinen Kenntnissen moglich ist, in einigen der folgenden
Lehrsitze untersuchen, weil es fir die Berechnung und Ver-
gleichang der Fisser besonders notwendig ist.

Lehrsatz X. In jeder Konjugation werden bei
einer VergriBerung des Verhiiltnisses der Durch-
messer die abgestumpften Kegel schlieBlich kleiner
als irgendeine vorgegebene feste Zahl.

Es sei irgendeine Konjugation gegeben mit dem Verhiltnis
CG zu GA (Fig. 12); ich behaupte, daB es in derselben Kon-
jugation einen Kegelstumpf wie C'T.{ gibt, bei welchem sich
CT zu TA verhiilt wie (‘G zu G.1, und welcher kleiner ist
als eine beliebig vorgegebene feste Zahl. Das ist leicht zu
zeigen. Denn die Seiten 'T und 7.4 konnen bei gleichblei-
bendem Verhiltniswert so weit vermindert werden, daBl sie zu-
sammen der Diagonale C.1 gleich werden; weil dann die drei
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Seiten V'C, CT, TA zusammen die vierte V.4 geben, so ist
dieses Verhiltnis der Durchmesser CT und V4 das grofit-
mogliche dieser Konjugation, und in diesem Fall steht der
Kegelstumpf ganz auf dem Kreise V.4. Der Stumpf ist also
kleiner als jede beliebig vorgegebene Grofle.28)

Lehrsatz XI. Die Grundfléiche eines Zylinders, der
mit einem gleichhohen Kegelstumpf inhaltsgleich ist,
setzt sich zusammen aus den Dritteln der be:den
Grundflichen des Stumpfes und dem dritten Teil ihrer
mittleren geometrischen Proportionale.

Das Rechteck aus den beiden Durchmessern des Stumpfes
ist nimlich gleich dem Quadrat der mittleren geometrischen
Proportionale zwischen den beiden Durchmessern nach Euklid
VI, 17, und zwei solche Rechtecke ergeben zusammen mit dem
Quadrat der Differenz die Summe der Quadrate der Durch-
messer nach Euklid II, 7. Drei solche Rechtecke sind also
gleich den drei Quadraten iiber den beiden Durchmessern und
der Proportionale. Ein Rechteck und der dritte Teil des Qua-
drates der Differenz zusammen sind also gleich dem dritten
Teil des Quadrates der Proportionale. Wie sich aber die
Bumme des Rechtecks und des genannten Drittels zn den
Quadraten der beiden Durchmesser des Stumpfes verhalten,
so verhilt sich auch der Stumpf zu den Inhalten der beiden
gleich hohen Zylinder tiber den beiden Grundflichen nach XVII
des ersten Teils. Wie sich also die Summe der genannten drei
Drittel zu den Quadraten der Grundflichen verhilt, so ver-
hilt sich auch der Inhalt des Stumpfes (und auch der des
inhaltsgleichen Zylinders) zu den Zylindern tiber den beiden
Grundflichen, welche mit dem Stumpf gleiche Hohe besitzen.
Da nun die Flichen selbst im Verhiltnis der Kdorperinhalte
stehen, so wird auch das Verhiltnis der Basis des mit dem
Stumpf inhaltsgleichen Zylinders zu den beiden Grundfiichen
des Stumpfes das nimliche sein: also wird jene Basis aus den
Dritteln dieser Grundfiichen und dem Drittel der geometri-
schen Proportionale bestehen 29).

Clavius benutzt im 5. Buche seiner Geometria practica
(Kap. 3) diesen Satz in etwas anderer Form, wie ich oben
erwihnt habe, aber die Grundziige seines Beweises sind ver-
wickelter und hi#ngen nicht so klar mit den meinigen zusam-
men, 8o daB ich zur Aufklirung die von mir angewandten
Prinzipien darstellen wollte.
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Lehrsatz XII. Der Zylinder, welcher mit einem
geraden Kegelstumpf die gleiche Hohe und Diago-
nale besitzt, hat als Basisdurchmesser das arithme-
tische Mittel der beiden Durchmesser des Stumpfes.

Es sei (Fig. 12) CEAS ein Zylinder mit der Diagonale
AC, und CTAV ein Kegelstumpf mit derselben Diagonale und
der Héhe TR, welche der Zylinderhéhe AE oder CS gleich
ist. Der Durchmesser CE der Zylinderbasis soll dann das
arithmetische Mittel zwischen den Durchmessern CT und 4V
des Stumpfes sein. Weil der Stumpf gerade und die Seiten
CV, TA gleich sind, und ebenso auch E4 und CS, und weil
die Winkel bei C' und S rechte sind, so sind auch die Seiten
VS und TE der Dreiecke VSC und TE.A gleich. Es ist aber
EC mit SA4 gleich; um wieviel also CE grofer ist als CT,
nimlich um die Strecke TE, um ebensoviel ubertrifit auch
AV die Strecken AS oder CE, n#mlich um V'S. Es ist also
CE das arithmetische Mittel zwischen CT und V A.

Lehrsatz XIII. Die Differenz zwischen einem Kegel-
stumpf und dem Zylinder mit derselben Hohe und der
gleichen Diagonale verhilt sich zu diesem Zylinder,
wie der zwdlfte Teil des Quadrates der Differenz der
Durchmesser des Stumpfes zum Quadrat des Zylinder-
durchmessers.

Betrachten wir einen Zylinder itber der Grundfliche CT
von der Hohe TR des Kegelstumpfes C T AV, 8o ist das Ver-
hiltnis dieses Zylinders zu dem gleich hohen Zylinder itber CE
gleich dem der Quadrate CT und CE; und wie sich diese
Quadrate zu ihrer Differenz, so verhalten sich auch die Zy-
linder zu dem Limbus oder Mantel zwischen dem groBeren
Zylinder CE und dem kleineren C7T. Die Differenz der Qua-
drate ist aber gleich dem doppelten Rechteck CT, TE ver-
mehrt um das Quadrat von TE, welche Strecke die Hilfte
der Differenz der Durchmesser CT und AV, also die Hilfte
von AB oder die Strecke .{R ist. Anderseits ist der Zylin-
der CT von der Tunika des Stumpfes CT.4V umgeben, deren
Verhiltnis zu dem eingeschriebenen Zylinder CT gleich ist
dem Verhiltnis der Summe aus dem Rechteck AB, BV (oder
TC) und dem dritten Teil des Quadrates von A B zum Qua-
drat CT. Das Rechteck 4B, CT ist aber gleich dem doppel-
ten Rechteck ET, T'C, weil AB das Zweifache von ET ist.
LiBt man in beiden Verhiltnissen das gleiche weg, so fiigt
in dem ersten das Quadrat der groBeren Strecke CE zum
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Quadrat CT das Quadrat AR hinzu, das ist der vierte Teil
des Quadrates AB; im zweiten Verhiltnisse kommt aber der
dritte Teil des gleichen Quadrates AD dazu. Das Drittel ist
aber um ein Zwolftel groBer als ein Viertel; im zweiten Ver-
h#ltnisse kommt also um ein Zwolftel des Quadrates 4 B mehr
zu dem ftbrigen hinzu als im ersten Verhiltnisse; um eben-
soviel ist also die Tunika des Stumpfes grofBer als der Mantel
des Zylinders CE. Figt man zu beiden den Zylinder CT
hinzu, so ist der Stumpf CT AV um den genannten Teil groBer
als der Zylinder CEAS. 39)

Folgesatz und Analogie. Vergréfert man die Diffe-
renz der Durchmesser des Stumpfes, wihrend die Hohe und
der gleich hohe Zylinder mit derselben Diagonale ungetndert
bleiben, so wichst auch dieser Uberschul des Stumpfes. Man
kann aber die Differenz AB so gro8 machen, dafl sie dem
arithmetischen Mittel der beiden Durchmesser gleich wird;
wenn ndmlich CT in einem Punkte verschwindet, so ist V4
tatsidchlich das Doppelte des Durchmessers CE in der Zylin-
dergrundfiiche. Dann kommt man aber zum Schluf aller
Kegelstumpfe, nimlich zum Kegel, dessen Diagonale mit der
Seite zusammenfillt, die die Kegelfiliche erzeugt.

Ein solcher Kegel, der mit dem Zylinder CE gleiche Hohe
hat, und dessen Durchmesser das Doppelte des Zylinderdurch-
messers ist, verhdlt sich aber zu jenem Zylinder wie 3 zu 4.
Da n#mlich die Durchmesser im Verh#ltnis 1 zu 2 stehen,
verhalten sich ihre Kreise wie 1 zu 4 und deshalb auch die
gleich hohen Zylinder tber denselben Grundflichen, wenn ein
Zylinder itber der Grundfliche des Kegels steht (nach Lehrs. III
und XVII des ersten Teils). Der Kegel ist aber nach IV
der dritte Teil eines Zylinders mit der gleichen Grundfliche
und Héhe.

Dies ist also der Grenzwert, welchen kein Kegelstumpf er-
reicht. Kein Kegelstumpf, behaupte ich, filgt zu dem gleich
hohen Zylinder, dessen Basisdurchmesser das arithmetische
Mittel ist, den dritten Teil seines Inhalts hinzu.

Lehrsatz XIV. Ein Zylinder, der mit einem Kegel-
stumpf gleiche Hohe und gleichen Inhalt besitzt, hat
eine grifere Diagonale als der Stumpf.

Nach dem Vorhergehenden ist ein Zylinder, der mit einem
Stumpf dieselbe oder eine gleich grofe Diagonale hat, kleiner
als der Stumpf, wenn beide gleich hoch sind; daher wird ein
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groflerer Kegel, n#mlich der mit dem gleich hohen Stumpf
inhaltsgleiche, auch eine griflere Diagonale haben.

Lehrsatz XV. Alle Verh#ltnisse der Durchmesser
der Kegelstumpfe, die in einer Konjugation mit einem
bestimmten Verhiltniswert gelten, gelten auch in
einer Konjugation mit einem gr6Beren Verh#ltniswert.

Weil nidmlich CT, TA in irgendeiner Konjugation von der
Gleichheit an vermindert werden kinnen, bis sie zusammen
mit C.1 gleich werden, und weil anderseits 4}V so vergroBert
werden kann, bis es der Summe von AC, CV oder von AT,
TC, CV gleich wird, so ist also das Verhiltnis 47 zu TC
kleiner als diese Konjugationen, niimlich 4T grofer als T'C;
auch kann das Verhiltnis der Durchmesser ('T, AV stirker
variiert werden als jene. Daher gilt jede Anderung des Ver-
héltnisses, die filr ein kleines A 7' giiltig ist, auch dann, wenn
AT groBer ist; aber hier, wo AT groBer ist, gelten mehr Wert-
#nderungen des Verhiltnisses. Wegen dieses Zusammentreffens
der verschiedenen Konjugationen in denselben Verhiltniswerten
der Durchmesser findet die folgende Vergleichung statt.3!)

Lehrsatz XVI. Zu jedem Zylinder, der hoher ist
als der grofte mit derselben Diagonale, gehort unter
denjenigen, die niedriger sind als der grofite, ein
mit ihm inhaltsgleicher Genosse (socius), den wir als
»subkontriren Zylinder« bezeichnen wollen.

Wenn das Verhiltnis der Grundflichen das Umgekehrte
des Verhiltnisses der Hohen ist, dann sind die Zylinder gleich.
Betrachten wir wieder Fig. 10, S.46 in welcher C G 4 der grofite
Zylinder ist mit der Grundfliche C G und der Hohe G.4. Neh-
men wir den héheren Zylinder CH.{, so behaupte ich, daB
es einen niederen, z. B. CBA gibt, dessen Hohe B4 sich zur
Hohe des fritheren verhdlt, wie die Grundfliche oder das Qua-
drat von CH zum Quadrat von CB. Denn wo es ein grofleres
und ein kleineres gibt, da ist auch ein gleiches vorhanden.
Das Quadrat von C'H wiichst vom Werte Null gleichmiBig mit
den Linien CQ, CI, CH, CG, CB, CP bis zum Quadrat des
Durchmessers ("4, und es entstehen so Verhiltnisse von jeder
Art. Dagegen nimmt die Hohe, die anfangs mit dem Durch-
messer 4 (' gleich lang war, mit den Linien .10, .{I, AH, AG,
AB, AP durch alle diese Werte ab, so dafl ein Verhiltnis
entsteht, das grofer ist als irgendein anderes, bis die Héhe
schliefllich im Punkt A verschwindet. Wo daher die Dekre-
mente der Hohen AB durch alle Verhiltniswerte hindurch-
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eilen, indem die Zunahme der Verhiltnisse ins Unbegrenzte
wichst, da nehmen die Inkremente der Quadrate CB mehr
und mehr ab, und die Inkremente der Verhiltnisse werden
kleiner. Da es auch einen niedrigeren Zylinder als C'I1.1 gibt,
und dieser, z. B. CG A, grofler ist als jener Zylinder ('H.{,
da also das Verhiltnis H.{ zu G 4 kleiner ist als das der Qua-
drate von CG und CH, so wird man beim Herahsteigen gegen
B durch einen bhestimmten Punkt kommen, wo das friiher
kleinere Verhiiltnis B.1 zu H., weil es stirker wichst, dem
Verhiiltnis der Quadrate von B.A und H.{ gleich wird, weil
dieses — frither das grofiere — langsamer zunimmt.32;

Lehrsatz XVII. In jeder Konjugation, in der das
Quadrat des Durchmessers kleiner ist als das Dop-
pelte des Quadrates der Hohe, werden alle dem Zy-
linder zuniichststehenden Kegelstumpfe allmiihlich
grofler als der konjugierte Zylinder, ohwohl ihre
1l6hen abnehmen, dann aber werden sie wieder klei-
ner, sie bleiben jedoch so lange grofBler als der kon-
jugierte Zylinder, als sie eine grofere Hobe haben
als der zum konjugierten Zylinder subkontrire Zy-
linder.

Es sei in Fig. 10 eine Konjugation mit dem Zylinder ("I1.1,
in welcher das Quadrat des Durchmessers H(' kleiner ist als
das Doppelte des Quadrates /1.{; jenem Zylinder aber sei zu-
gesellt, d. h. mit ihm inhaltsgleich, ein anderer ('B.{, der einer
andern Konjugation angehirt, und dessen Basis ('B, dessen
Hohe 1B ist. Ich behaupte zuniichst: Alle Stumpfe der Kon-
jugation CH .1, deren llihen zwischen I{.{ und B. liegen,
sind grofler als der Zylinder ('H.{ oder CB.l. Denn zwischen
den gesellten gleichen Zylindern liegt der grofite Zylinder ('G A,
bei welchem das Quadrat von C'G das Doppelte des Quadrates
G .l ist. Es sind also alle Zylinder ('G .1 zwischen C /7.4 und
('B.1 grofler als die duBlersten durch /I und B begrenzten nach
V dieses Abschnitts. Auch liegen ihre lohen zwischen /7.1
und B.{ ehenso wie jene der Stumpfe. Nach XIII sind aber
die Stumpfe, welche mit den Zylindern iiber derselben Dia-
gonale .1C gleiche Hohe haben, grofer als diese. Deshalb
sind sie um so mehr grofler als die kleineren Zylinder, deren
Endlagen durch H und I3 hestimmt sind 33)

Lehrsatz XVIII. In der Konjugation mit einem
kleineren Verhiiltniswert als 2 hat der mit dem kon-
jugierten Zylinder inhaltsgleiche Stumpf eine klei-
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nere Hohe als derjenige Zylinder, der der Genosse
des konjugierten und mit diesem inhaltsgleich ist,
der jedoch einer andern Konjugation angehort.

Der Stumpf, welcher gleiche Hthe besitzt mit einem der-
artigen gesellten Zylinder von gleichem Inhalt wie der kon-
jugierte, ist grofer als jemer nach XIII. Er ist also auch
grofer als sein konjugierter Zylinder. Daher hat derjenige
Stumpf, der mit dem konjugierten Zylinder inhaltsgleich ist,
nicht dieselbe Hohe wie jener (Zylinder CB d), er ist entweder
héher oder niedriger. Hoher kann er aber nach XVII nicht
sein. Folglich ist er niedriger. Von da an werden die Stumpfe
nach X kleiner als der konjugierte Zylinder, bis sie endlich
ganz verschwinden. 34)

Folgesatz. Unter der Annahme, dafl die F#sser aus
jenen einfachen Kegelstumpfen bestehen, haben die langlichen
Fisser mit m#iBiger Ausbauchung einen griferen Inhalt als
zylindrische ohne Bauch von derselben Visierlinge ; niemals
aber kommt es vor, daB sie so ungeheuerliche Biuche be-
stiflen, daB sie dadurch weniger fassen wiirden als zylindrische
Fisser von derselben Liinge.

Lehrsatz XIX. In allen Konjugationen von Kegel-
stumpfen undZylindern, bei denen der kleinere Basis-
durchmesser kleiner ist als das V2-fache der Seite,
gibt es zwei verschiedene Verh#ltnisse der Durch-
messer des Stumpfes, fiur die der Stumpf dem grofiten
Zylinder unter allen Konjugationen gleich wird.

Es sei (in diesem Lehrsatze) das Verhiltnis des Durch-
messers G'C der Zylindergrundfiiche zur Hohe kleiner als V' 2
zu 1. Ich behaupte, daB in dieser Konjugation zwei ver-
schiedene Verhiltnisse der Durchmesser C'T, 11" auftreten, fiir
welche der Stumpf dem grofiten Zylinder gleich wird, dessen
Basisdurchmesser das semiduple der Hohe ist. Wenn nimlich
G C kleiner ist als das ¥2-fache von G.l, so ist GA groBer
als CA :V3; es kann daher eine kleinere Grifie als 4 G, z. B.
AT angenommen und zu 7'C ins selbe Verhiltnis gesetzt wer-
den wie A G zu CG, derart, daB das von T gefillte Perpen-
dikel TR gleich CA : V3 ist. Der Stumpf CTAV wird so mit
dem grofiten Zylinder gleich hoch, dessen Durchmesser das
V2-fache der Hohe ist. Ein solcher Stumpf wird also moch
grofler als der grofite Zylinder nach XIII. Weil nach XIV
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der dem Stumpf gleichkommende Zylinder, wenn er mit ihm
gleiche Hohe hat, eine groflere Diagonale besitzt, so mu dem
Zylinder, der eine kleinere Diagonale, nimlich die des erst
zu suchenden gleichen Stumpfes hat, eine groBere Hohe als
die des Stumpfes zukommen, so daB der Verlust durch die
Verkiirzung der Diagonale ausgeglichen wird durch die Ver-
groferung der Hohe, d. h. der erst zu suchende mit dem Zy-
linder gleiche Stumpf muB kleiner sein als jener, welcher mit
dem grofiten Zylinder ilber derselben Diagonale die gleiche
Hohe besitzt. Dies kann aber in doppelter Weise geschehen.
Weil der Zylinder in jeder beliebigen Konjugation der Aus-
gangspunkt aller Stumpfe ist, und weil in den hier betrach-
teten Konjugationen der Zylinder kleiner ist als der grofte
Zylinder, so werden auch diejenigen Stumpfe, die ihrem kon-
jugierten Zylinder zuniichst stehen und hoher sind als dieser,
kleiner sein als der grifte Zylinder. Von da an wachsen sie
aber bei der Vergrofierung der Differenz AB der Durchmesser
CT, AV, bis sie endlich, wie frither bewiesen wurde, groSer
werden als der grofite Zylinder. Bei diesem Anwachsen von
AB tritt, solange TR kleiner ist als die Hohe G A des kon-
jugierten Zylinders, aber grofler als die Hobe des grofiten
Zylinders, einmal der Fall ein, daf} der Stumpf mit dem groB-
ten Zylinder inhaltsgleich wird. Die Stumpfe derselben Kon-
jugation wachsen aber mit zunehmendem .4 B nicht ins Un-
endliche, sondern sie nehmen nach X und XVII wiederum
ab, und in dieser Anderung tritt zum zweitenmal der Fall ein,
daB der Stumpf dem gloﬂten Zylinder gleich wird. Und weil
der Stumpf, der mit dem grifiten Zylinder gleiche Hiohe hatte
(dessen TR gleich .1 C : V3 war), grifler war als dieser Zy-
linder, so wird der Stumpf mit einer kleineren Héhe als die des
grofiten Zylinders wiederum einmal jenem gleich werden. Bis zu
diesem Werte ist also T4 weiter zu verkleinern. Wenn sich aber
TA und damit entsprechend der Proportion 77C' vermindert, so
vermindert sich auch das Quadrat von 7'4; dagegen bleibt das
Quadrat von C4 unverindert, die Difterenz beider, das Recht-
eck aus 7'C und .1V wird also grofler, aber seine Breite 7C
wird, wie gesagt, kleiner; mit andern Worten, die Linge des
Rechtecks AV wird grofer: deshalb gibt es ein bestimmtes
Verhiiltnis 7’C zu AV, fiir das der Stumpf zum zweitenmal
dem griften Zylinder gleich wird, was zu beweisen war.39)

Lehrsatz XX. Die verschiedenen Konjugationen
angehorigen Stumpfe, bei denen das Verhiltnis der
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Durchmesser dasselbe ist, sind um so grofer, je mehr
sie mit ihrer Hohe die Hohe des groBten Zylinders
ttber derselben Diagonale erreichen; je hoher sie sind,
um so kleiner ist ihr Inhalt.

Auch diesen Satz wiirde man nicht vermuten. Wer wiirde
nicht behaupten, dall der Stumpf mit der Héhe I A groBer ist
als ein anderer mit der Hohe G'.4, wenn beide dieselbe Dia-
gonale C4 und dasselbe Verhiltnis zwischen der kleineren
und der groferen Grundfliche besitzen? Aber gerade das
Gegenteil ist richtig. Betrachten wir den grofSiten Zylinder,
dessen Basisdurchmesser C'GF sich nach V zur Hohe G 4 ver-
hilt wie ¥2 zu 1; und einen Stumpf, dessen kleinerer Durch-
messer auf G C, dessen grioflerer auf der verldngerten 4 X liegt:
zwischen den letzteren bestehe irgendwie ein Verhiltnis, und
es sei, entsprechend Lehrs. XII, G (' das arithmetische Mittel
beider Durchmesser. Da fiir die verschiedenen Stumpfe das
Verhiltnis der beiden Grundflichen den gleichen Wert haben
soll, so wird auch fir alle Stumpfe das Verhiltnis der Diffe-
renz der Grundflichen zum arithmetischen Mittel dasselbe sein.
Weil aber jeder solche Stumpf den gleich hohen Zylinder im
Verhiltnis von einem Zwolftel des Quadrates der Differenz der
Durchmesser des Stumpfes zum Quadrat ihres arithmetischen
Mittels tibertrifft (nach XIII), so wird der UberschuB des
Stumpfes da groBer sein, wo der Zylinder griéfer ist. Der
Zylinder C G4 ist aber unter allen tiber derselben Diagonale
errichteten der grofte; deshalb wird der UberschuBl dieses
Stumpfes, d. h. das genannte Zwolftel, unter allen Betrigen
fir die tbrigen Stumpfe, die dasselbe Verhiltnis der Durch-
messer besitzen, am grofSten sein. Wenn auch die Hohe des
Stumpfes griBer ist als G'.4, so wird dennoch, weil der Zy-
linder von derselben Hohe kleiner ist, auch der Stumpf kleiner
sein. 38

Es)werde z. B. fiir das Verhiltnis der Durchmesser des
Stumpfes der groBte Wert, das ist eine unendlich groSe Zahl,
angenommen, oder es werde statt des Stumpfes der Kegel
gesetzt, der dem Endwerte aller Stumpfe entspricht. Nehmen
wir als Hohe des Kegels die Strecke J4, deren Quadrat die
Hilfte des Quadrates 4 C ist; als Basisdurchmesser des gleich
hohen Zylinders CIA4 setzen wir die Linie CI, die der Héthe
gleich ist. Weil CI das arithmetische Mittel der beiden Durch-
messer des Stumpfes, der eine Durchmesser aber gleich Null
ist, so wird der andere, nimlich der Basisdurchmesser des
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Kegels, das Doppelte von CI sein. Um den Inhalt dieses
Kegels zu finden, hat man den dritten Teil von 47 zu maul-
tiplizieren mit dem Quadrat des zweifachen CI, d. i. das Vier-
fache des Quadrates CI, also das Doppelte des Quadrates C.4.

Nimmt man statt des Stumpfes mit demselben Verh#ltnis-
wert einen andern Kegel mit der Hohe G4, deren Quadrat
der dritte Teil des Quadrats von CA ist, so wird der Basis-
durchmesser wieder das Doppelte von CG, das Quadrat die-
ser Strecke also das Vierfache sein. Es ist aber das Quadrat
von CG & des Quadrats von AC; einmal genommen, gibt
dies §, welcher Betrag das Doppelte oder § des fritheren
Kegels um 4 tbertrifft, wihrend das Quadrat der Hohe des
ersten Kegels, d. i. die Hilfte des Quadrats von C4, das
Quadrat der Hohe des zweiten Kegels, das ist der dritte Teil
des Quadrats von C4, nur um } des Quadrats CA tber-
trifft. Doch ist nicht dieser ganze Unterschied in Rechnung
zu ziehen, weil nicht die Quadrate, sondern die einfachen
Hohen in die Grundflichen zu multiplizieren sind, und auch
nicht die ganzen Hohen, sondern nur ihre Drittel. Es ist
daher der Zuwachs des Kegels bei einer VergroSerung der
Basis CG grofler, als die Abnahme bei einer Verktirzung der
Hohe G A.

Lehrsatz XXI. Unter allen derselben Konjuga-
tion angehorigen Stumpfen ist derjenige der griflte,

der die Hohe des groBten Zylinders oder das l-/l?fache

(subsemitriple) der Diagonale als Hihe hat. Zu bei-
den Beiten dieses grof8ten Wertes sind alle ihrigen
Stumpfe, sowohl die hiheren wie die niedrigeren
kleiner.

Den rechtmiBigen Beweis fiir die Richtigkeit dieses Satzes
mogen, falls es notig ist, die beiden Apollonius Belgiens, Snel-
lius und Adrianus Romanus, fihren. Es ist dies zwar ein
fir den Endzweck des Buches nebensichlicher Zusatz, doch
habe ich ihn wegen der Verwandtschaft mit dem vorherge-
henden Lehrsatz hier angefiihrt, dessen Ahnlichkeit mit dem
eben zu besprechenden mich zun#chst auf die Annahme
seiner Richtigkeit brachte, obwohl die Stumpfe des fritheren
Batzes nicht in dem Sinne konjugiert sind, in dem wir bisher
dieses Wort gebrauchten; doch sind sie tber derselben Dia-
gonale beschrieben, und sie besitzen dasselbe Verh#ltnis zwi-
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schen den Grundflichen, so wie die konjugierten dasselbe
Verhiltnis zwischen dem Durchmesser der kleineren Grund-
fliche und der Seite des Stumpfes aufweisen.

Anderseits sttitzt sich der behauptete Lehrsatz auf die
Eigenschaft des grifSten Zylinders in der Konjugation, und
auf das friaher Bewiesene, daBl sich fur den konjugierten
Stumpf eine groBere und eine andere kleinere Hihe als die
des grofiten Zylinders finden 148t, fir die die Stumpfe dem
grofiten Zylinder gleich werden, daB jemer Stumpf, der mit
dem grofiten Zylinder die gleiche Hihe hat, einen grofleren
Inhalt besitzt, und daB nach beiden Seiten sowohl gegen den
konjugierten Zylinder wie auch gegen die niedrigsten Stumpfe
hin die Stumpfe abnehmen. Nirgends ist aber ein Grund vor-
handen, daB sonstwo in der Nachbarschaft eine Ubergangs-
stelle fir die Anderungen des Korperinhalts bestehen sollte
als an jenmer einzigen Stelle.

Anm. Kepler begnilgt sich mit diesen Schliissen nicht,
er fithrt auch die Berechnung eines gleichseitigen Zylinders
und des ihm konjugierten gleichhohen Stumpfes durch und
findet seinen Satz bestiitigt. » Was aber in einer beliebigen
Konjugation richtig ist, gilt auch fiir alle andern «.

Lehrsatz XXII. In den Konjugationen, in denen
das Quadrat des Zylinderdurchmessers das Doppelte
des Quadrats der Hohe oder grofler ist, sind alle
Stumpfe kleiner als der gréBte, das ist der konju-
gierte Zylinder, und zwar umsomehr, je weiter der
Verhiltniswert von jener Gro8e entfernt ist.37)

Es sei in Fig. 10 CGA die Konjugation, in der das
Quadrat von GC das Doppelte des Quadrats von 4G ist,
ferner sei CHA eine Konjugation mit einem kleineren Wert
und den subkontriren Zylindern H und B: es sind also alle
Zylinder zwischen H und B und daher auch alle mit ihnen
gleichhohe Stumpfe grofer als der Zylinder H oder B, unter-
halb von B gegen A4 hin sind jedoch die Stumpfe kleiner als
der Zylinder I oder B nach XV und XVI. Je n#her aber
H gegen G riickt, desto niher kommt auch B an G, und der
Bogen HB, in dem die grofleren Stumpfe liegen, wird eben-
falls kleiner; es ist also der Zylinder CGA zu sich selbst
subkontrir, indem er sich auf H und B stiitzt. Sowie dem-
nach alle Zylinder hinter B kleiner sind als der Zylinder I
und ebenso alle Stumpfe etwas unterhalb von B, so werden
hier auch alle Zylinder hinter G und die mit ihnen gleich
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hohen Stumpfe kleiner sein als der ihnen konjugierte Zylin-
der CGA.

DaB friher die Stumpfe nicht in -B selbst, sondern erst
etwas unterhalb von B kleiner zu werden beginnen, hat seinen
Grund darin, dafl es im Punkt B selbst einen mit dem Zylin-
der gleichhohen Stumpf gibt, der der Konjugation CIA an-
gehort. Aber hier bei G gibt es keinen mit dem Zylinder
gleich hohen Stumpf der Konjugation CGA. Denn schon die
ersten dem Zylinder CG A benachbarten Stumpfe haben eine
kleinere Hohe als G4, und sie verlieren der Hohe nach mehr

— 2
als sie durch das Wachstum des Drittels [% (%) ] an In-

halt gewinnen.

Die Analogie wird auch folgendermaBen klar. Es sind
alle Stumpfe dieser Konjugation vom Zylinder angefangen
niedriger als der Zylinder, der gleichsam das Haupt der Kon-
jugation bildet. Weil der Zylinder selbst dem Maximalwert
hat, so werden alle ihm konjugierten Stumpfe nach XXI in
derjenigen Ordnung kleiner, in der sie sich der Hoéhe nach
von jemem entfernen; der grifite unter ihnen ist also der Zy-
linder, weil er ja allein unter den Stumpfen mit sich selbst
gleiche Hohe besitzt.

Dies ist ein unwiderleglicher Beweis per analogiam, weil
aber die Geometer an Analogien weniger gewdhnt sind, so
will ich einen mithevolleren und rein geometrischen Beweis
versuchen. Rufen wir uns Fig. 12 ins Ged4chtnis zurick,
wo CTAV ein zur Konjugation CG A gehoriger Stumpf ist;
wir verlingern CT bis zum Durchschnittspunkt E mit dem
Kreise uud verbinden hierauf £ und 4. Es wird also der
Zylinder CEA kleiner sein als der Zylinder CG A4 nach V.
Mit ihm ist aber gleich hoch der Stumpf CTAV gemiB der
Konstruktion, weil E4 und TR gleich sind. Der Stumpf ist
um 4 des Quadrats von AR grofler als der Zylinder CEA
nach XIII. Zu beweisen ist, daB das Verhiltnis GA zu EA4
grofer ist als das Verhdltnis der Summe aus dem Quadrat
von CE und dem dritten Teil des Quadrats von AR oder
ET zum Quadrat von CG, so daB der Zylinder CEA durch
eine Verkleinerung von EA4 mehr verliert, als er durch das
GroBerwerden des dritten Teils des Quadrats von ET ge-
winnt.

Zun#chst ist das Quadrat von RT oder AEF um das ganze
Quadrat von 4 R kleiner als das Quadrat von 74. Und das



82 Johannes Kepler.

-Quadrat von CE ist um den dritten Teil des Quadrats von
AR kleiner als die Summe aus dem Quadrat von CE und
dem dritten Teil des Quadrats von AR. Zwischen den bei-
den Gliedern im ersten Fall besteht ein Unterschied, der drei-
mal so groB ist wie die Differenz im zweiten Fall. Aufllerdem
sind hier die Glieder grofer als das Doppelte jener Glieder.
Weil nimlich das Quadrat von C G das Doppelte des Quadrats
von A G ist, so ist hier das Quadrat von CE grofler als das
Quadrat von CG, und das Quadrat iiber 4E kleiner als das
ther 4 G. Wenn aber zwischen zwei Zahlen (z. B. 25 und 26)
irgend ein Unterschied besteht (hier 1), und wenn der dreifache
Unterschied zwischen zwei andern Zahlen vorhanden ist, von
denen entweder jede kleiner ist als die Hilfte der friheren
Zahlen, oder bei demen wenigstens die zweite gleich ist der
Hilfte der friheren zweiten Zahl (z. B. 10 und 13), so ist
das Verhiltnis der kleineren Glieder grifier als das Sechsfache
des Verhiltnisses der gréfBeren Zahlen. So bilden die Zahlen
10 und 13 oder 20 und 26 ein groferes Verhiltnis als das
Sechsfache des Verhiltnisses 25 zu 26, und das erste Verhiltnis
wire noch um vieles grofler, wenn auch das zweite Glied (13)
kleiner als die H#lfte des andern zweiten Gliedes (26) gewe-
sen wire. Denn bei gleichbleibender Differenz wird ein Ver-
héltnis um so griofler, je kleiner seine Glieder werden. Es ist
also das Verhiltnis des Quadrats von 4 7 zum Quadrat von TR
oder £ 4 groBer als das Sechsfache des Verhiiltnisses der Summe
aus dem Quadrat von E'C und dem dritten Teil des Quadrats
tiher AR zam Quadrat von CE. Das Verhiltnis der Strecken
TA und TR oder EC ist folglich groBer als das dreifache
des Verhdltnisses des Quadrats itber CE vermehrt um 4 des
Quadrats tther 4R zum Quadrat iiber CE.

Ebenso konnen wir anch beweisen, daBl das Verhiltnis der
Quadrate von CFE und CG Kkleiner ist als das der Geraden
GA und AT. Das Quadrat von CG ist gleich dem Recht-
eck BV D, wenn BA in D so geteilt ist, dal 4D die Hilfte
von BD ist, sowie das Quadrat von 4 G die Hilfte des
Quadrats tiber G C ist nach VII. Es ist aber CE nach XII
das arithmetische Mittel aus VB und V4. Daher ist das
Quadrat von CE gleich dem Rechteck BV A vermehrt um
das Quadrat von AR; wenn also mit BV oder CT ein dem
Quadrat von AR gleiches Parallelogramm konstruiert werden
soll, so kommt zu VA die Breite des Parallelogramms hinzu,
und diese sei AH. Es wird demnach das Quadrat von CE
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gleich dem Rechteck BVH. Es war aber das Quadrat von
C G gleich dem Rechteck B VD, es verhilt sich also HV zu
VD, wie das Quadrat von EC zu jenem fiber CG. Ich be-
haupte, das Verhdltnis HV zu VD sei kleiner als das von
DV und VB

Es ist BD das Doppelte von D .4, und B.{ das Doppelte
von 4 I; daher ist auch 4D das Doppelte von DE. Selbst
wenn AH mit AD und ebenso HD mit DB gleich wire,
wiire das Verhiltnis HV zu VD kleiner als DV zu VB, es
ist aber 4 H kleiner als 4D und daher auch kleiner als DR.
Das Quadrat von CT oder VB ist niimlich immer griofier als
das Doppelte des Quadrats von B.l nach X. Denn wenn es
gleich dem Doppelten wire, so wire die Hohe des Stumpfes
und sein Inhalt gleich Null; daher ist das Quadrat von VB
groBer als das Achtfache des Quadrats iiber .{ R. Da nun die
Grofen VB, AR, AH eine stetige Proportion bilden, so wird
die Gerade V' B immer grifler sein als das Achtfache von .1 H,
und A4 R ist die mittlere geometrische Proportionale zwischen
AH =1 und B7 = 8 4. Die Wurzel 4R von 8 + ist in
Teilen von AH ausgedriickt. Diese Wurzel liegt aber zwi-
schen 2 und 3, wenn die Hihe des Stumpfes und sein Inhalt
gleich Null ist, und selbst bei einer sehr kleinen Ilghe des
Stumpfes wird sehr bald aus 8 - die Zahl 9, deren Wurzel
3 ist, und bei noch groferen Hohen wird .{R immer mehr
wachsen. Es liegt daher .IH selbst mit seinem groBten Wert
zwischen der Hilfte und dem dritten Teil von AR, und es
wird bei einer Vergriferung der Hohe der konjugierten
Stumpfe kleiner als ein bestimmter Teil von .12, so daB es
schlieflich mit verschwindendem 4 B, wenn der Stumpf in den
Zylinder iibergeht, ein unendlich kleiner Teil von AR ist.
Wenn nun aber 4 H weggelassen wilrde, so wire das Ver-
hiltnis AV zu VD kleiner als das Verhiltnis der Wurzeln
von DV und VB, weil AD die Hilfte von DB ist; da sich
DV zu VB verhilt wie das Quadrat von GC zn dem von
CT oder wie das Quadrat von G A zu dem von AT, so wiire,
wenn man von .{I1 absieht, das Verhiltnis AV zu VD und
damit auch das der Quadrate von EC und C G immer kleiner
als das der Geraden G.4 und AT.

Da aber fiir die verschiedenen Stumpfe zwischen IR und
AH Verhiiltnisse von jeder Art bestehen, so wird irgendwo,
nidmlich bei den mit dem Zylinder sehr nahe gleichhohen
Stumpfen, der Fall eintreten, daf .{H nicht soviel (zu V)
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hinzuftigt, daB das Verhdltnis HV zu VD dem Verh#ltnis
GA4 zu AT gleich wird; dann ist der oben ausgesprochene
Satz jedenfalls richtig, denn die beiden Elemente des Verhilt-
nisses G A zu AE, das eine AT zu AFE oder TR und das
andere GA zu AT sind einzeln grofer als die beiden Elemente
des Verhiltnisses: Quadrat von CE vermehrt um den dritten
Teil des Quadrats von AR zum Quadrat von GC. In den
Stumpfen, die dem konjugierten Zylinder zunichst stehen,
nahm also die Hohe rascher ab, als die Basis des mit dem
Stumpf gleichen Zylinders zunahm. Das war aber vor allem
zu beweisen, denn nachdem von Anfang an die Stumpfe klei-
ner waren als der Zylinder, nehmen ihre Inhalte weiterhin
bestiindig ab, bis sie endlich Null werden. Die tberflissiger
Weise noch folgenden Fille lassen den Beweis in noch grioBe-
rer Klarheit erscheinen. Entweder wird das Verhiltnis HV
zu VD bei den niedrigeren Stumpfen dem Verh#ltnis G4 zu
AT gleich, es sind also die zweiten Elemente der genannten
Verhiltnisse gleich, die ersten aber noch immer ungleich, und
das Verhsltnis des Uberschusses von AT ttber TR zu TR ist
mehr als dreimal griBer als das Verh#ltnis des dritten Teils
des Quadrats von AR zum Quadrat von CE, und zwar sine
compensatione.

Daher ist das vollstindige Verhiltnis der Hohen noch
immer gréfer als das der Grundflichen. Oder endlich es
tbertrifft das Verhiltnis HV zu VB das andere G A4 zu AT,
dies aber nur bei Stumpfen von noch geringerer Hihe, wenn
CE gro, TR dagegen klein wird; dann wird das Quadrat
von AR mehr und mehr dem Quadrat TR gleich und schlie3-
lich groBer als dieses, wobei das Verhidltnis von 74 zu TR
einen groflen Wert erreicht; dieses Verhiltnis ist unstreitig
von allem Anfang an und immer grofer als das Dreifache
des Verhdltnisses:, Quadrat von CE vermehrt um den dritten
Teil des Quadrats von AR zum Quadrat von CE allein, da
gerade der dritte Teil des Quadrats von R4 das Quadrat von
CFE verhiltnismdBig nicht so stark vermehrt, weil das letztere
ja selbst wichst. Da nun das erste Element der Proportion,
die die Hohen enthilt, d. i. das Verh#ltnis AT zu TR rasch
groBer wird als der dritte Teil des Verhiltnisses GA zu A T,
so wird demnach immer der Fall eintreten, daB dieses Ele-
ment beim GriBerwerden das zweite Element, das das Ver-
hiltnis der Grundflichen darstellt, nicht nur kompensiert, son-
dern auch mehr und mehr ibertrifit. Denn hier vermehrt das
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ganze Quadrat von AR beim Wachsen das Verhdltnis der
kleineren und abnehmenden Glieder, dort aber vermehrt nur
ein Drittel einer gleichfalls wachsenden Gré8e das Verhiltnis
groBerer und zunehmender Glieder. Der dritte Teil der Zu-
nahme gibt also hier mehr aus als dort die ganze Zunahme.

Das Vorhergehende war der Nachweis fiir jene Konjuga-
tion, in der das Quadrat von CG das Doppelte des Quadrats
von GA war., Wenn das Quadrat von CG griofler ist als
das Doppelte von jenem von G4, so gilt das Bewiesene um-
somehr. Was nimlich die Analogie anlangt, so sind die mit
solchen Stumpfen gleich hohen Zylinder CB.A subkontrir zu
den gleichen, aber hiheren Zylindern CH A4; von dem subkon-
triren Zylinder wurde in XVIII bewiesen, dafl von ihnen ange-
fangen die Stumpfe kleiner zu werden beginnen, auch diejenigen
Stumpfe, die hohe Zylinder CH A zu konjugierten haben, um-
somehr aber jene, die derselben Konjugation angehoren, wie
diese subkontriren Zylinder CBA, und die gerade hier von
alled Anfang an niedriger sind als der konjugierte Zylinder
CBA.

Was den restlichen Teil des Beweises betrifft, so wird,
da in Fig. 12 die Zylinder, die Hiupter der Konjugationen,
niedriger als die Zylinder C G 4 vorausgesetzt wurden, in ihnen
CG wachsen, aber mit abnehmenden Inkrementen, G4 aber
wird abnehmen, doch mit’ wachsenden Dekrementen. Wenn
auch GA und demgemi#f auch T4 abnimmt, so wird die
Differenz 4B der Durchmesser, migen diese auch wachsen,
zunehmen, jedoch mit abnehmenden Inkrementen nach X. Es
wird also die Verminderung des Inhalts des konjugierten Zy-
linders bei einer Verkleinerung von TR groB, sowohl wegen
der groflen Basis C'G wie auch wegen der um so grofleren
Differenz zwischen TR und A G'; die zum Inhalt des konju-
gierten Zylinders hinzutretende Vergrofierung um ein Drittel
des Quadrats von AR und die Vermehrung des Quadrats CE
um B4 werden aber klein und von geringerer Bedeutung.
Es moge der, dem es gefillt, alle Grundziige des vorstehen-
den Beweises auch auf diesen Fall anwenden, er wird beztig-
lich der Richtigkeit dieses Satzes nicht weniger Klarheit finden,
als sie friher im Lehrsatz IX dieses Teils aus der Rechnung
hervorleuchtete. .

Folgesatz. Gesetzt, die Weinfiisser besttinden aus zwei
reinen Kegelstumpfen, so wird in jenen, die kurz sind, der
Bauch jedesmal den Inhalt vermindern; bei den &sterreichi-
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schen Fissern trifft dies in der Tat meistenteils zu, mogen sie
einen Bauch haben oder sich mehr der Zylinderform n#hern, weil
es niemals vorkommt, daf der Bauch derartig gro8 wird, dafl
die Spundtiefe das Doppelte des FaBbodens erreicht; in die-
sem Falle wirde es wirklich nach dem Folgesatz zu IX mehr
als ein Viertel verlieren. Die Spundtiefe erreicht aber auch
niemals das Anderthalbfache des Bodendurchmessers, in wel-
chem Fall durch den Bauch ungefihr 4y des Inhalts verloren
geht. Wenn jedoch das Verh#ltnis den ungewdhnlich grofSen
Wert von 4 erreicht, dann vermindert sich der Verlust auf
den 70. Teil.

Das ist aber die andere und noch bemerkenswertere Eigen-
schaft des osterreichischen Fasses. Wie n#mlich nach V eine
kleine fehlerhafte Ab#nderung der FaBform durch den Ver-
fertiger keinen Einfluf hat, weil der Bottcher nach Vorschrift
und Gewohnheit die Form vom moglichst gréSten Inhalt zu
erreichen suchte und bei einer Abweichung auf die der gréfiten
Form zunichststehenden Figuren hingeleitet wird, bei denen
anfangs ein Fehler nach den Gesetzen des Kreises nicht merk-
bar ist, so #ndert auch hier bei diesem Fasse ein weiter oder
ein enger Bauch am Inhalt beinahe nichts, eine Sache, die filr
den Binder sehr schitzenswert ist, weil sich die Weite des
Bauches nicht so leicht nach Belieben gestalten 1it wie das
Verhiltnis der Daubenlinge zum Bodendurchmesser, und weil
er nicht genau darauf zu achten hat, wie weit der Bauch
ausfallen wird, und wie viel er enger gemacht werden mtfite,
wenn durch das Gesetz eine bestimmte Weite vorgeschrieben
wire. Deshalb ist ein derartiges l#stiges Gesetz nicht not-
wendig, und dies ist dem besonders geschickten Verhiltnis
der Daubenlinge zum Bodendurchmesser, wie es in Osterreich
gebrduchlich ist, zu verdanken.

Lehrsatz XXIII. Ein geometrisches Problem. Wenn
das Verh#ltnis der Durchmesser eines Stumpfes
gegeben ist, jene Konjugation zu finden, in der ein
solcher Stumpf dem Zylinder der gro8ten Konju-
gation gleich ist.

Zun#chst ist in der Konjugation, der der groSte Zylinder
angehort, jeder Stumpf und somit auch jener, fir den das
Verhiltnis der Durchmesser gegehen ist, kleiner als der griofte
Zylinder nach XXI. Es riickt also die gesuchte Konjugation
iiber @, die Konjugation des griften Zylinders, hinaus gegen
die Konjugation eines mit dem griften Zylinder gleich hohen
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Stumpfes, der das vorgegebene Verhiltnis der Durchmesser be-
sitzt. Wenn z. B. CFA4 ein mit dem grofiten Zylinder CG A
gleich hoher Stumpf und CI4 der ihm konjugierte Zylinder
ist, wenn ferner in der Konjugation C G A der S8tumpf CTA
vorkommt, und CF sich zu dem ihm auf AX gegentiberlie-
genden parallelen Durchmesser verhdlt wie CT zu 4V, so
wird der der Konjugation G angehorige Stumpf CT A kleiner
sein als der groBte Zylinder C G 4. Die gesuchte Konjugation
fallt deshalb tlber G hinaus gegen I hin, und der gesuchte
Stumpf wird eine Hohe haben, die grofler ist als GA4. Und
der Durchmesser der Grundfliche des gleich hohen Zylinders,
der das arithmetische Mittel aus den beiden Durchmessern
des gesuchten Stumpfes ist, wird kleiner sein als CG. Ich
behaupte, daB die gesuchte Konjugation auch jenseits von I
liegt, und die Hohe des gesuchten Stumpfes grofler als AT ist,
was verwunderlich erscheint. Weil n#mlich das Verh#ltnis
der Durchmesser des Stumpfes gegeben ist, so ist immer auch
ibr Verhidltnis zu ijhrem arithmetischen Mittel gegeben.. Wie
sich CF zu CG@, so wird sich auch der kleinere Durchmesser
des gesuchten Stumpfes zum Durchmesser des mit ihm gleich-
hohen Zylinders verhalten. Dieser letztere Durchmesser ist
jedoch kleiner als CG' und von A4 weiter entfernt, daher ist
auch jener Durchmesser kleiner als CF und von A4 entfernter,
also das Verhiltnis CF zu FA oder CI zu IA kleiner als
das des Durchmessers des gesuchten Stumpfes zu seiner Seite,
d. h. des Durchmessers des konjugierten Zylinders zu seiner
Hohe. Daher ist die Hohe in der gesuchten Konjugation
grofer als A der Durchmesser kleiner als IC. Soweit geht
mein Beweis, den Rest tlberlasse ich zur Bearbeitung dem
Adrianus Romanus und, falls es ein anderer ist, dem, der sich
mit Geber beschiiftigt.

Da jeder Stumpf grofler ist als der mit ihm gleichhohe
Zylinder, und zwar im Verh#ltnis von 5 des Quadrats der
Differenz der Durchmesser zum Quadrat des Durchmessers
des gleichhohen Zylinders, so mufl das Quadrat von CA4 so
geteilt werden, dall der eine Teil vermehrt um das Verhiltnis,
das durch die Differenz der Durchmesser gegeben ist, und
maultipliziert mit der Seite des andern Teils gleich wird dem
Quadrat von CG mal der Geraden G'4. Zieht man diesbeziig-
lich Geber zu Rate, so erhilt man in seiner Cossa den Auf-
schluf, daB man eine so grofle Hohe zu suchen hat, daf,
wenn es nach ihr drei stetige Proportionalen gibt, in dem
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Verhiltnis,, wie sie selbst zu CA sich verhdlt, ein gewisses
Vielfaches der ersten gleich wird einer absoluten Zahl ver-
mehrt um ein Vielfaches der dritten; die Cossisten suchen
noch eine geometrische Darstellung einer derartigen Gleichung,
meines Erachtens werden sie sie aber niemals finden38).

Lehrsatz XXIV. Ein geometrisches Problem. Wenn
eine Konjugation gegeben ist, in der das Quadrat
des Durchmessers der Zylindergrundfliche kleiner
ist als das Doppelte des Quadrats der Hohe, jene
beiden Verh#ltnisse der Durchmesser zu finden, fiur
die die Stumpfe dieser Konjugation dem groBten
Zylinder gleich werden.

Gegeben sei die Konjugation CIA4, in der das Quadrat
von CI Kkleiner ist als das doppelte Quadrat JA4; es sollen
die Durchmesser derjenigen konjugierten Stumpfe gefunden
werden, die dem grofSten Zylinder CG A gleich sind. Die
Hohe des einen Stumpfs wird grofer, die des andern kleiner
sein miissen als die Hohe G4 des groten Zylinders nach
XXI. Folglich wird bei dem ersten Stumpf das Verhiltnis
der Durchmesser kleiner sein als das der Durchmesser des
mit dem grofBten Zylinder C G A gleichhohen Stumpfes, bei dem
zweiten aber grofler, jeder der beiden Stumpfe wird seinen
gleich hohen Zylinder besitzen, die selbst nicht subkontrir
sind, wohl aber den subkontriren Zylindern sehr nahe stehen
werden; denn wenn sie subkontrir wiren, so wiren sie ein-
ander gleich nach XVI. Da aber die zu jemen Zylindern ge-
horigen Stumpfe ungleiche Verhiltnisse der Durchmesser be-
sitzen, zumal sie in derselben Konjugation verschiedene Héhen
haben, so wiirden durch sie zu den Differenzen [Stumpf — Zylin-
der] ungleiche Zwolftel der Quadrate hinzukommen nach XIII,
die Stumpfe wiirden also ungleich. Wir aber suchen gleiche
Stumpfe, von denen ja jeder dem einen Zylinder CG A gleich
gein soll.

Soweit geht mein Beweis, das tibrige mogen die Cossisten
vollenden. Ist das gesuchte CH bekannt, so ist auch FA4
nach der Konjugation, sein Quadrat und das Rechteck der
Durchmesser gegeben. Dieses, durch den kleineren Durch-
messer CF geteilt, liefert den groSeren Durchmesser; dadurch
ist auch ihre Differenz und das Viertel und Zwélftel ihres
Quadrats bekannt. Zieht man das Viertel vom Quadrat von
AF ab, so bleibt das Quadrat der Hohe, das mit dem Quadrat
von GA verglichen, den einen Teil des Verh#ltnisses der
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Korperinhalte liefert. Wenn jeder der beidemn Durchmesser
bekannt ist, so ist auch ftir den Zylinder, der die Hohe des
Stumpfes CF A besitat, der Durchmesser der Basis, bzw. sein
Quadrat nach XII bestimmt. Dieses Quadrat, mit dem frither
gefundenen Zwolftel vereinigt, liefert, mit dem Quadrat von CG
verglichen, den zweiten Teil des Verhiltnisses der Korper-
inhalte. Es milssen aber diese Elemente des Verh#ltnisses
subkontriir gleich (subcontrarie aequales) sein, wenn sie mit
einander vereinigt ein Verhdltnis mit dem Werte 1 geben
sollen. 39)

Ihr Cossisten, nehmet dieses eurem Scharfsinn auferlegte
Kreuz auf euch und folget mir: ihr werdet, wenn mir nicht
die ein wenig gewogene Minerva einen freundlichen Blick
geschenkt hat, finden, dafBl die erste, zweite und fiinfte meh-
rerer stetigen Proportionalen gleich ist der SBumme aus einer
reinen Zahl und den mit gewissen Zahlen multiplizierten dritten
und vierten Proportionalen. Daher ist die Gleichung keine
geometrische, sondern eine stochastische wie bei Nic. Raima-
rus Ursus oder eine mechanische wie bei Justus Byrgi; und
das Problem ist nicht eines von jenen, die Pappus nach der
Art der alten Geometer als plana bezeichnete, d. h. rein geo-
metrisch, sondern es ist kubisch (solidum) und geometrisch
cum conditione, indem n#mlich zwei mittlere geometrische Pro-
portionale gegeben sind, was eine geometrische Deutung nicht
zuléfit. Auflerdem gibt es aber nicht nur eine einzige Lisung
dieser Gleichung, denn es ist bewiesen worden, daf zwei
Stumpfe dieser Art vorhanden sind.

Lehrsatz XXV. Wenn die Stumpfe verschiedener
Konjugationen dasselbe Verh#ltnis der Durchmes-
ser und dieselbe Diagonale besitzen, so setzt sich
das Verh#ltnis ihrer Inhalte aus drei Elementen
zusammen, nimlich aus dem Verh#ltnis der Zylinder
der Konjugationen, und aus den Verh#ltnissen jedes
Zylinders zu seinem konjugierten Stumpf, wobei das
Verh#ltnis des ersten Zylinders indirekt, das des
zweiten aber direkt ist.

Es sei tber derselben Diagonale CF A ein Stumpf der
Konjugation CIA, dann CT A ein solcher der Konjugation
CGA; ferner verhalte sich CF zum grofleren Durchmesser
auf der verlingerten 4X wie CT zu 4 V. Ich behaupte, daB
sich das Verhdltnis des Korpers CF A zum Inhalt von CIA
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zusammensetzt aus den drei Verhiltnissen: 1. CI4Azu CG 4;
2. CFA zu CIA; 3. CGA zu CTA.

Die Zurtckfithrung auf den sehr bekannten Satz ist ein-
fach, da8, wenn vier Groflen in eine Reihe gestellt sind, das
Verhiltnis der ersten zur vierten sich aus dem Verhiltnissen
der dazwischen gelegenen Grofen zusammensetzt. In der Zu-
sammenstellung dieser Reihe ist aber eine gewisse Vorsicht
notig; weil wir es ndmlich mit dem Verhiltnis der Stumpfe
zu tun haben, so mufl der eine Stumpf an die vierte Stelle,
der andere an die erste gesetzt werden, die Zylinder aber
kommen in die Mitte, und zwar jeder seinem konjugierten
Stumpf zunichst. Nach dem Folgesatz zu III ist das Ver-
hiltnis der S#ulen und somit auch das der Zylinder CI 4 und
CG A gegeben. Lehrsatz IX ergibt das indirekte (eversa) Ver-
hiltnis CIA4 zu CFA und das direkte CGA zu CTA4; aus
dieser Zusammenstellung folgt dann der genannte Satz.

Folgesatz 1. In den Konjugationen mit den Werten
1 und 2 ist das Verhiltnis der Inhalte fir die verschiedemen
Verhiltnisse der Durchmesser das folgende:

Verh. d. Durchm. Der Stumpf mit dem Konjugationswert 1:
tibertrifft den andern um mehr als }
» > > > T
die Stumpfe sind gleich
ist kleiner um
1

O WU O WK -
O WD O W

» > » e
> > > -.213-
> > > ijﬁ

. > » » _‘1‘.

: 10 » » .

Folgesatz 2. Gesetzt, die Fisser bestinden aus zwei
reinen Kegelstumpfen, so wird, wenn zwei Fisser dasselbe
Verhiiltnis der Durchmesser hahen, das FaB von der dster-
reichischen Form, hei dem sich der Durchmesser des Fafl-
bodens zur halben Daubenlinge wie 2 zu 3 verhilt, meistens
einen grofleren Inhalt besitzen als das rheinische FafBl, bei
dem diese heiden Grifien gleich sind. Nur sehr selten und
vielleicht niemals werden sie inhaltsgleich sein, weil kaum
jemals das Verhiltnis der Tiefe am Bauch zum Durchmesser
des Faflbodens den Wert 4 erreicht.

Uber die kubische Visierrute und ihre Verldfi-
lichkeit.
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Lehrsatz XXVI. Bei Fissern von #hnlicher Form
ist das Verh#ltnis der Inhalte gleich dem kubischen
Verh#ltnis ihrer Lingen, diese gemessen vom obe-
ren Spundloche bis zum untersten Rand jedes Fafl-
bodens.

Es seien SQKT und XGCZ zwei Fisser von verschie-
dener Grolle aber gleicher Gestalt, mit den Spundléchern O
und 4 und mit den Durchmessern ST, QK, XZ, GC der
FaBboden, deren tiefste Punkte T, K, Z, C sind; die Lingen
OT und OK und ebenso 4Z und A4 C seien gleich. Ich be-
haupte, daB .die Faflinhalte im kubischen Verhiltnisse der
Lingen OK und AC

stehen.  Wir ziehen Fig. 13.
durch O und A parallel
zu den Boden die Ge- \‘ /

raden OV und 47,
dann sind die beiden
Kegelstumpfe SV und
VQ d#hnlich mit XG
und Y G@. Was aber fir
die Hilften der Fisser
gilt, ist auch fiir die
ganzen richtig. Betrach-
ten wir also die Figuren
OVKQund AYCQG als
Kegelstumpfe, deren Durchmesser OV, QK, AY, GC sind;
die Achsenschnitte OQ VK und A YCG sind ihnlich und ihre
Diagonalen OK und AC.

Da #hnliche Korper im kubischen Verhiltnis der analogen
Seiten stehen, so wird das Verh#ltnis des Inhalts von GY zu
QV gleich der dritten Potenz des Verhdltnisses der Seite 4 G
zu OQ oder des Durchmessers GC zu QK sein. In den
ebenen #hnlichen Dreiecken 4 G'C und OQV verh#lt sich aber
G C zur analogen Seite QK entweder wie 4 G zu OQ oder
wie die Diagonale AC zur analogen Diagonale OK. Deshalb
ist auch das Verhdltnis der Inhalte gleich dem kubischen Ver-
hiltnis der Diagonalen; in dewmselben Verhiltnis stehen auch
die ganzen Fisser GZ und QT.

Folgesatz 1. Konstruktion einer Visierrute. Es
ist klar, daB, wenn die MeBrute so grofle gleiche Teile ent-
hilt, daf der erste unterste die Li#nge OK eines Fifchens
von 1 Eimer Inhalt darstellt, zu den andern Teilen Zahlen zu
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setzen sind, die untereinander im kubischen Verhiltnis der
gleichmiBigen Teilung stehen, ohne Zweifel gehort zum Teil
1 die Zahl 1, zu 2 die Zahl 8, zu 3 .. 27 usw. Die ibrigen
Zahlen zwischen diesen Kubikzablen sind derart in die Zwi-
schenrume einzuteilen, daB der zweite Teil in 7 nicht gleiche,
aber proportionale Stticke zerfillt, demen die Zahlen 2, 3, 4,
5, 6, 7 entsprechen. Die Zahl auf der richtig eingefithrten
Rute, die der innere Rand der Fafidaube bei O und A mar-
kiert, zeigt die Zahl der Eimer an oder das Verhiltnis des
Faflinhalts zum Inhalt eines Fasses mit 1 Eimer Fassungs-
raum.

Folgesatz 2. Es kommt auf dasselbe hinaus, wenn
manche Mensoren im Dreieck 4 G C statt der Seite 4C die
Summe der Seiten AG und G C messen, indem sie statt der
Mefirute einen zusammengerollten Lederstreifen benutzen, auf
dem die Zahl der Eimer nach demselben Gesetze verzeichnet
ist. Der Anfang wird beim Rande C angelegt, und der Strei-
fen von C' nach G und hierauf nach A gespannt, die Zahl
bei A gibt dann den Inhalt an. Die Linge des bei G vor-
springenden Randes und die Dicke der Reifen, der Dauben
und der FaBlbéden, die sie beim Umlegen des Streifens aum-
spannen, nehmen sie n#mlich von vornherein bei allen Fis-
sern als #hnlich an.

Lehrsatz XXVII. Wenn die beiden Hilften eines
osterreichischen Fasses nicht vollstindig 4hnlich
sind, sondern der eine Falboden um weniges kleiner
und enger ist als der andere, so ist, sofern nur die
Visierlinge die nimliche ist, die Differenz der In-
halte beider Hilften nnmerklich.

Im Folgesatz zu Lehrsatz V dieses Teiles wurde gesagt,
daBl sich die osterreichische Fafform in der Nihe des grofit-
moglichen Fassungsraumes bewegt, und dafl bei einer Abwei-
chung hiervon nach beiden Seiten alle Fisser, sowohl die
laingeren wie auch die ktirzeren als das osterreichische, weni-
ger Inhalt haben. In jenen Punkten, in denen nach einem
gewissen Kreisgesetz eine Anderung vom Kleineren zum Grof-
ten und hier auch wieder zum Kleineren eintritt, ist aber jene
Differenz immer unmerklich.

Was also fiir die ganzen Fisser tiber derselben Diagonale
gilt, das wird auch richtig sein filr die heiden Stumpfe eines
Fasses, wie 4YX und AY @, so dal, wenn auch der eine
Boden XZ kleiner ist als der andere GC, sobald mur AC
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und CZ gleich sind, die beiden Inhalte mit ausreichender
Anndherung gleich werden.

Lehrsatz XXVIII. Wenn die Visierlingen ftir die
beiden Stumpfe nicht gleich sind, was vorkommt,
80 kann das arithmetische Mittel aus beiden ohne
Fehler als Mafl des Inhalts genommen werden.

Die kleinere Liinge gibt das Doppelte des Inhalts des be-
treffenden Stumpfes, ebenso die gréflere. Beide zusammen
ergeben also das Doppelte des ganzen Inhalts. Das Mittel
beider daher den einfachen Inhalt.

Lehrsatz XXIX. Die Krimmung der Fafidauben
4ndert beim dsterreichischen Fall die Angaben der
MefBrute nicht, bei linglichen Fiissern vermehrt sie,
bei kurzen vermindert sie unter gleichen Umstinden
den von der Rute angezeigten Inhalt.

Wenn auch nach XXIX des ersten Teils ein Fall von
der Form einer abgestumpften Zitrone, Pflaume, Olive, einer
parabolischen oder hyperbolischen Spindel an Inhalt ein zy-
lindrisches oder ein aus zwei Kegelstumpfen bestehendes in
der angefithrten Ordnung ubertrifft, so ist doch jeme Abwei-
chung an und fiir sich sehr klein, wie aus XXII des 1. Teils
hervorgeht, und soweit sie merkbar ist, schon in den Zahlen
der Mefirute eingeschlossen. Denn das erste Fafl, dessen In-
halt an der Rute als ein Eimer angegeben ist, hat eine #hn-
liche Kriimmung wie alle tibrigen: die Rute mift Fisser, die
alle #hnliche Kriimmung haben. Diese ist zwar nicht bei
allen Fissern gleich, doch ist sie bei allen in gewissem Malle
vorhanden, und dadurch wird der durch sie verursachte Fehler
kleiner. Wenn die Fisser linger sind als die dsterreichischen,
80 ist auch der gekriimmte Teil der Faldauben linger, daher
ibr Inhalt groBer, auch wenn die Krtimmung der beiden #hn-
lich ist; ebenso ist bei kiirzeren Fissern der gekriimmte Teil
kiirzer. Allerdings berticksichtigt die Rute eine miBige Kriim-
mung, wie sie beim &sterreichischen Fall vorkommt; sie wird
der Krtimmung aber nicht gerecht bei einem linglichen FaB,
die Krimmung hat einen zu groSen EinfluBl bei einem kitrzeren.
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Dritter Teil.

Anvendung der in der Stereometrie aufgestellten
Regeln,

Inhaltsangabe der vier ersten Kapitel.

Wenn ein Fall entsprechend den in Osterreich gebraiuch-
lichen Regeln gebaut ist, so kann man sich auf die Angaben
der kubischen Visierrnte vollkommen verlassen. Diese Me-
thode der Ausmessung ist zugleich die einfachste, weil durch
sie tatsiichlich der Hohlraum des Fasses gefunden wird, und
sie ist deshalb auch jemer Methode vorzuziehen, die von Jok.
Hartmann Bayer 1603 begriindet wurde, und die sich aunf den
Gebrauch einer planimetrischen Visierrute stitzt. Will man
den Inhalt eines Fasses durch Rechnung bestimmen, so bietet
das vorausgehende Buch die dafilr anzuwendenden Regeln.
Der Durchmesser des Fallbodens wie auch der des Bauches
sind durch eine auf der Visierrute angebrachte Teilung leicht
mit Sicherheit zm bestimmen. Die innere oder »technischec
Hohe 148t sich aus der Visierlinge und dem Unterschiede der
beiden Durchmesser berechnen. Fiir die Bestimmung der
Kriimmungsverhgltnisse der Faflidauben wird von Kepler fol-
gender Vorgang vorgeschlagen. Man teilt einen Metallstab in
die Hilfte und ordnet auf jeder Seite symmetrisch zum Hal-
bierungspunkt drei Schrauben an, deren Achsen auf dem Me-
tallstab senkrecht stehen. Den Stab legt man mit seiner Mitte
an den Bauch des Fasses an und dreht dann die Schrauben
8o lange, bis sie die Daube berithren. So erhilt man 7 Punkte
der Kriimmungslinie, die man bequem auf eine Ebene tiber-
tragen kann. Um die Krimmung der inneren Fliche zu er-
halten, hat man blof die Dicke der Danben am Spundloch
und an den vorspringenden R#ndern des Fasses, den »Fri-
schen« (margines), abzuziehen.

Die #uBlersten Punkte F' und G' verbindet man durch eine
Gerade, vom mittleren Punkt C (Fig. &, 8. 21) fillt man darauf
die Senkrechte CO. Ist S der dem Punkt F zun#ichst gelegene
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Punkt, so kann man, weil die Kriimmungsradien stets sehr
grof sein werden, F'S als Tangente der Kurve betrachten,
die die verlingerte C'O in Y schneidet. Die entsprechende
Tangente auf der andern Seite ¢ mufl ebenfalls durch Y
gehen. Geht die Halbierungslinie des Winkels OGY durch
(', so ist die Kurve ein Kreis, sind OC und CY gleich, so
ist sie eine Parabel. Wenn CO kleiner ist als C'Y, so hat
man es mit einer Ellipse zu tun, die nach Lehrsatz XXVII
aufrecht steht, wenn ('O : ('Y groflerist als OG: G Y. Der
Fall, dafl das erstere Verhiiltnis kleiner ist als das zweite, beson-
ders daBl das Fafl durch Rotation eines Ellipsensegments um
eine zur kleinen Achse parallele Linie entsteht, wird fast nie-
mals vorkommen. In allen diesen Fillen ist aber das Seg-
ment I G C leicht zu berechnen.

Methode, das Verhiltnis des geleerten Teils zum
Rest zu bestimmen, wenn das Fafl liegt und die
Durchmesser des Bauches und der Biéden lotrecht
stehen.

Soweit mir bekannt, ist diese Untersuchung bisher noch aus-
stiindig, die doch auch fiir Familienviiter zur Entdeckung und
Verhiitung von Diehstiihlen nitig ist, wenn schon Bacchus
seine Schiitze aus dem Bereich der Thetis brachte und ihr den
Zutritt dazu verbot; diese Gottin ptlegte nimlich die Ubel-
taten ihres Lustigmachers (verna), wenn er sich heimlich einen
Teil beiseite geschafft hatte, dadurch zu verbergen, daBl sie
den Rest ausschiittete. Die Methode des ('oignet und anderer
besteht, insofern sie zuverlissig ist, in der Verwendung der Enge
(angusti}, sie kann jedoch, wie ihre Entdecker wohl zugeben
werden, auf Fisser jeder beliebigen Art ohne schwerwiegende
Fehler nicht angewendet werden. Er teilt allerdings, wenn
das FaB die Figur eines Zylinders hat oder von ihr nur wenig
abweicht, die ebene Fliissigkeitsoberfliche der Kreise an den
Bioden und am Bauche in je zwei Kreissegmente; deshalb
stehen die beiden Teile des zylindrischen Fasses, der volle
und der leere, im Verhiltnis dieser Abschnitte. Das Faf
ist aber gewissermaBen aus zwei Kegelstumpfen zusammen-
gesetzt, deren lohe (altitudo technica) berechnet wird, d. h.
die Linge zwischen dem Kreise am Bauch und dem FaB-
hoden. Jeder Stumpf besteht wieder aus einem mittleren
Zylinder iiber der kleineren Grundfliche und einer um ihn
laufenden Tunika. So nenne ich nimlich die Hervorragung



