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VORWORT

Die erste F a\ssung des Buches ,,Mengen, Relationen, Funktionen®, die im Jahre 1965
erschien, hatte die Aufgabe, den Lehrern bei der Aneignung moderner Gesichtspunkte
fiir die Grundlegung der Mathematik zu helfen; denn nach der Annahme des Beschlusses
»Zur Verbesserung und weiteren Entwicklung des Mathematikunterrichts in den
allgemeinbildenden polytechnischen Oberschulen der DDR* durch das ZK der SED
und den Ministerrat der DDR am 17. Dezember 1962 war neue Fachliteratur fiir die
Lehrer dringend erforderlich. Das Buch Mengen, Relationen, Funktionen sollte besonders
den Unterstufenlehrer umfassend, in leicht lesbarer Diktion mit der fiir die Schule neuen
mathematischen Konzeption vertrautmachen. Die schnelle Verbreitung, die dieses
Buch erfahren hatte, dokumentierte anschaulich, wie wichtig eine Veroffentlichung zu
dieser Thematik war. Das Buch wurde in der Lehrerausbildung in der Deutschen
Demokratischen Republik verwendet und ist auch in einigen anderen Landern ver-
breitet worden. Dabei hat sich gezeigt, daB es aiich im nichtpddagogischen Bereich
eine Hilfe bei der mathematischen Aus- und Weiterbildung zu leisten vermag: Die
in diesem Buch versuchte Einfithrung in die Sprache der modernen Mathematik ohne
Voraussetzung besonderer Schulkenntnisse kann vor allem solchen Menschen den Zu-
gang zur Mathematik erleichtern, die einen Unterricht genossen haben, der mehr
Rechen- als Mathematikunterricht war, oder einen solchen, der den Stoff durch die
traditionelle Auffassung teils eingeengt, teils miBverstandlich darbot.

In den folgenden Nachdrucken waren aus technischen Griinden nur geringfiigige
Anderungen moglich, obwohl eine Uberarbeitung auf Grund der neuen Lehrpline,
die in den Jahren 1968 bis 1971 eingefﬁhrt wurden, und auf Grund von Anregungen zur
effektiveren Gestaltung des Buches, die in Leserzuschrlften zum Ausdruck gebracht
‘wurden, wiinschenswert gewesen wiire.

Die nunmehr vorliegende Neubearbeitung mit dem glelchen Titel ist eine erweiterte
und verbesserte Darstellung des Themenkreises, die aber nach wie vor in erster Linie
das Informationsbediirfnis des Lehrers der unteren Klassen beriicksichtigt. Thm soll
ein Uberblick iiber die neuartigen mathematischen Grundlagen des gesamten Schul-
stoffes. geboten werden. Dazu gehort vor allem ein Einblick in die Problematik der
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Mengeénlehre und in die Grundlagen der Analysis. Inhalt und Form des Buches, die sich

“offenbar bewihrt haben, bliecben im wesentlichen erhalten. Es will kein systematisch
aufgebautes Lehrbuch sein. Zwar stiitzen sich im theoretischen Teil die Ausfithrungen
auf V?rangegangenes, jedoch treten in den Beispielen oft Begriffe auf; die erst spiter
systematisch behandelt werden, z.B. Zahlen, unendliche Mengen, geometmsche
Abbildungen. Die dadurch notwendlgen Wiederholungen von Erklirungen sind meines.
Erachtens fiir das Verstéindnis von Vorteil, zumal sie meistens von einem neuen Stand-
punkt aus erfolgen. Viele Beweise werden nur angedeutet, an einem Beispiel erldutert
oder ganz fortgelassen. Mit Hilfe von Kleindruck sind die Textstellen gekennzeichnet,
die der Leser iiberspringen kann, ohne daB das Verstédndnis fiir das Nachfolgende be-
eintrichtigt wird. Um mathematisch weniger geschulten Lesern die Definitionen néher zu
bringen, wird nach Méglichkeit von vielseitig ausgewihlten und zum Teil im Unterricht
verwendbaren Beispielen ausgegangen. Auch finden sich gelegentlich Hinweise auf die
methodische Behandlung eines Unterrichtsgegenstandes. Dennoch kann das Buch
nicht den Anspruch erheben, einen Leitfaden fiir die unterrichtliche Aufbereitung des
Lehrplanstoffes zu geben.

Jedes Kapitel wird mit Kontrollaufgaben abgeschlossen, deren Losungen der Leser

"im 8. Kapitel findet. Schwerere Aufgaben und Textstellen sowie solche, die Vorkenntnisse
aus dem Stoff héherer Klassen voraussetzen, sind mit einem Stern (¥*) gekennzeichnet.
Inhalts- und Sachwortverzeichnis, die die Orientierung erleichtern sollen, befinden sich
am Anfang bzw. am Ende des Buches. Die im Text in eckigen Klammern aufttre-
tenden Ziffern verweisen auf die am Schlufl des Buches aufgefiihrte theratur
Neu ist die Voranstellung der in den weiteren Kapiteln benutzten Ausfuhrungen iiber
Aussagen und Aussagenverbindungen sowie der Bemerkungen iiber den Aufbau einer
mathematischen Theorie, die bisher im Anhang standen. Sie bilden jetzt den Inhalt des
ersten Kapitels.

Die folgenden beiden Kapxtel die- Mengen bzw. Relationen behandeln, sind kaum
verindert worden. Relationen, die ja selbst spezielle Mengen sind, werden fiir das
Verstindnis des Funktionsbegriffs, speziell der geometrischen Abbildung, und des
Zahlbegriffs benétigt. Aus den Relationen heben sich durch ihre besonderen Eigen-
schaften Ordnungs- und Aquivalenzrelationen heraus. Sie. haben fiir den Schulstoff
grofie Bedeutung und werden daher ausfiihrlich behandelt.

Abbildungen von Mengen, die Gegenstand dés vierten Kapltels sind, fithren auf den
Funktionsbegriff. Dieses Kapitel ist durch die Darstellung einiger wichtiger Eigen-
schaften von Funktionen (Beschrinktheit, Monotonie, Periodizitit, Stetigkeit) er-
weitert und durch kleine Umstellungen und Erliduterungen lesbarer gestaltet worden.
Der Isomorphiebegriff erhielt durch Beispiele aus dem Stoff hoherer Klassen mehr
Gewicht.

"Kapitel fiinf enthilt den genetischen Aufbau der Zahlenbereiche bis zum Bereich der
komplexen Zahlen. Auf diesem Gebiet liegen wohl die groBten Verénderungen des jetzt
giiltigen Lehrplans gegeniiber dem traditionellen Unterricht. Hier kommt in der Begriffs- -
bildung und in der Konsequenz, mit der die logische Reihenfolge der einzelnen Schritte
eingehalten wird, die neue Denkweise besonders stark zum Ausdruck. Obwohl der
mathematische Sachverhalt in den Lehrbiichern der einzelnen Klassen dargestellt und
in verschiedenen Artikeln unserer Fachpresse erldutert wird, scheint mir ein derartiges
Kapitel im Rahmen dieses Buches unerliBlich. Ganz abgesehen von der mathematischen,
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der erkenntnistheoretischen, der padagogischen Bedeutung des Zahlbegriffs als solchem,
verlangt seine Erarbeitung die stindige Anwendung von Mengen und Relationen und
trigt dadurch zum Versténdnis und zur Festigung dieser Begriffe bei. In diesem Ka-
pitel werden verschiedene Wege des Aufbaus skizziert. Bei den natiirlichen und bei
den reellen Zahlen werden mehrere Maglichkeiten der Einfithrung gezeigt. Dies soll dem
Lehrer, der vielleicht an verschiedenartigen Kursen teilgenommen oder sich mit Fach-
literatur beschiftigt hat, zu einem besseren Uberblick verhelfen und ihn zum Studium
_weiterfiihrender Literatur anregen. Das Prinzip der vollstindigen Induktion darf bei
einer Abhandlung der natiirlichen Zahlen nicht fehlen. Es gehort heute zu dem mathe-
matischen Bildungsgut, das auch dem Unterstufenlehrer bekannt sein muB.
Das Kapitel iiber unendliche Mengen steht an der Grenze der fiir den Unterricht
erforderlichen mathematischen Kenntnisse. Der Vergleich unendlicher Mengen, der zu
einer Abstufung des Unendlichen fiihrt, ist aber gut geeignet, die Ergiebigkeit mengen-
theoretischer Arbeitsweisen zu zeigen und die Kenntnisse iiber Mengen abzurunden.
Dabei ergeben sich tiefere Einblicke in Besonderheiten unserér Zahlenbereiche. Die
Beschiftigung mit dem Unendlichen eréffnet ferner philosophische Aspekte, durch die
manche oft anzutreffenden verschwommenen Vorstellungen zurechtgeriickt werden
konnen. Von dieser Seite her sind auch, wie Zuschriften zeigen, philosophisch interes-
sierte Nichtmathematiker an den Mengenbegriff herangefiihrt worden. SchlieBlich
bietet dieses Ka_pitel Stoff fiir Arbeitsgemeinschaften mit interessierten Schiilern.
Den Inhalt des letzten Kapitels bilden weitere Anwendungen von Mengen und Re-
lationen im Schulstoff, vor allem in der Lehre von den Gleichungen und Ungleichungen.
Dieses Gebiet, das im Unterricht eng mit der Behandlung entsprechender Funktionen
verbunden wird, ist durch die konsequente Anwendung der Variablen und des Mengen-
begriffs sehr viel klarer und einfacher geworden als nach den fritheren Lehrplinen.
Wenn das Buch den Leser zum Studium weiterer Literatur anregt und wenn es den
Lehrer dazu veranlaBt, seinen Unterricht noch tiefer zu durchdenken, so hat es seinen
Zweck erfiillt. Fiir alle Vorschlige, wie dies noch besser errelcht werden kann, bin ich
dankbar.
Dem im fritheren Vorwort ausgesprochenen Dank an meine Mitarbeiter, insbesondere
an die Herren Dr. Lorenz und Dr. Ilgner, méchte ich nunmehr den an'alle Leser
hinzufiigen, die mir zustimmende oder kritische Stellungnahmen zukommen lieBen.
Besonders gilt das fiir Herrn Dr. Harry Apelt, Professor an der Pidagogischen Hoch-
schule Potsdam, und fiir Frau Ingeborg Lehmann, Fachberaterin im Kreis Konigs
Wusterhausen. Ihre ausfiihrlichen Gutachten haben mir bei der Uberarbeitung des
Buches sehr geholfen.

Lilly Gorke
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o EINIGE LOGISCHE GRUNDLAGEN

1.1. Aussagen, Aussageformen

Der Mathematiker muff seine Erkenntnisse zwecks Kommunikation und weiterer
Verarbeitung sprachlich formulieren. Zwar hiingt der Erkenntnisproze8 selbst nicht
unbedingt davon ab. Zunichst bestehen die behaupteten Zusammenhiinge, oder sie be-
stehen nicht, unabhingig davon, ob sie vom BewuBtsein des Menschen erfaBt, geschweige
denn formuliert werden. Dem Erfassungsproze seinerseits haftet oft eine intuitive Kom-
ponente an. Jeder, der sich schon einmal intensiv mit der Losung eines mathematischen
Problems beschiftigt hat,.weill von einer Art vorwissenschaftlichen Denkens: Erinnerun-
gen tauchen auf, vage Vermutungen werden aufgeworfen, verschiedene Wege probeweise
ins Auge gefaBt, ehe durch Priifungen der einzelnen Vermutungen und der verschiedenen
Wege bis hin zur ausgefeilten sprachlichen Formulierung die Lésung heranreift. Wie
weit schon im vorwissenschaftlichen Denken mehr oder weniger bewuBt sprachliche
Kategorien wirksam sind, wird von Psychologen und Philosophen untersucht und steht
hier nicht zur Debatte. Auf alle Fille ist schlieBlich eine sprachliche Formulierung
in Form von miindlichen oder schriftlichen Aussagen erforderlich. Diese bedient sich
verschiedener Laute bzw. Zeichen, je nachdem, ob die Wiedergabe schriftlich oder
miindlich erfolgt. Jede Wissenschaft verwendet solche Zeichen (Buchstaben, Ziffern),
deren Anzahl sie noch fiir ihre speziellen-Zwecke um typische Zeichen vermehrt, in der
Mathematik gz. B. durch ,,=%, ,,<%, ,,==", ,,4“ usw. Eine Folge solcher Zeichen oder
Laute ist abef nur dann zweckdienlich, wenn jeder die Zeichen bzw. Laute in gleicher
Weise versteht: Ein gedrucktes, handgeschrlebenes, fotografiertes ,,a“ muB als der
bekannte erste Buchstabe des Alphabets, eine ,,1° als das Zeichen fiir die erste natiirliche
Zahl (* 8. 203), ein Komma als das bekannte Interpunktionszeichen aufgefa3t werden.
Auf. den hier unbewuBt vollzogenen AbstraktionsprozeB wird in Kapitel 3 (S. 105f.)
niher eingegangen werden.

Durch Aneinanderfiigen solcher Zeichen (Laute) werden Zeichenreihen (Lautfolgen)
gebildet, die zur Formulierung von Aussagen benutzt werden. Natiirlich ist nicht jede
Zeichen-(Laut)-Folge dazu brauchbar. So kann etwa die Reihe ,,,A(z = ,“ keine
Aussage ausdriicken. Die Zeichenreihen miissen vielmehr nach gewissen syntaktischen
Regeln gebildet sein. Jedem Lehrer sind einige dieser zum Teil technischen Regeln
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bekannt: Eine gesffnete Klammer muf8 auch geschlossen werden; da die Klammer der
Zusammenfassung mehrerer Glieder dient, ein Komma kann weder als erstes, noch ‘als’
letztes Glied einer Zeichenreihe auftreten usw. Bei Zusammensetzung von Ausdriicken
braucht man Klammern verschiedener Art, die das Ganze eventuell uniibersichtlich
machen wiirden. So hat man gewisse Regeln aufgestellt, die eine Einsparung von
Klammern erméglichen: Anstelle von (a - b) + ¢ oder (a:b) 4+ ¢ darf geschrieben wer-
den ab 4 ¢ bzw. a:b+ c. Soll anders gerechnet werden, so miissen Klammern ge-
setzt werden: a(b-¢) bzw. a:(b+ ¢). In der mathematischen Logik wird auf in-
duktivem Wege ein ausreichendes System von Regeln aufgestellt, das in jedem Fall
die Entscheidung dariiber erméglicht, ob eine vorgelegte Zeichenreihe sinnvoll ist oder
nicht. Ein Beispiel fiir solch induktives Vorgehen findet der Leser in Kapitel 6 in der
RussBLLschen Endlichkeitsdefinition fiir Mengen.

Sinnvolle Zeichenreihen verwendet der Mathematiker zur Formulierung seiner Aus-
sagen. Jede Aussage driickt einen entweder real bestehenden oder einen nur vermuteten,
in der Realitit méglicherweise nicht bestehenden Sachverhalt aus. Deshalb wird
zwischen wahren und falschen Aussagen unterschieden. So ist die Aussage ,,am 18. Okto-
ber 1971 stieg das Thermometer in Berlin auf 18°“ wahr, weil die Temperatur an diesem
Tag in Berlin in der Tat bis zu 18° betrug; die Aussage, daB es an diesem Tag in Ber-
lin geregnet habe, ist falsch, weil es damals in Berlin trocken blieb. Jede Aussage ist
entweder wahr oder falsch. Damit ist nicht gesagt, daB sich die Wahrheit oder Falsch:
heit.einer Aussage immer nachweisen lassen muB. Ob es z. B. drei von 0 verschiedene
Zahlen gibt, die, fiir a, b, ¢ in 112807 | p142807 — 112807 gingesetzt, auf eine wahre Aus-
sage fithren, konnen wir gegenwirtig noch nicht entscheiden.! Dennoch ist die Aus-
sage, die entsteht, wenn wir eine Einsetzung vornehmen, entweder richtig oder falsch,
und das kénnen wir sogar nachpriifen. -

Zusammenfassung : .

Die Erkenntnisse der Mathematik werden in Aussagen formuliert. Diese werden in
Zeichen-(Laut-)Folgen niedergelegt, die nach bestimmten Regeln gebildet sind.
Jede Aussage driickt einen Sachverhalt aus, der entweder in der Realitit besteht oder
nicht. Je nachdem wird die Aussage. als wahr oder falsch bezeichnet.

Es sollen jetzt einige Satze oder Formeln analysiert werden, die in mathematischen
Biichern oder in Schiilérarbeiten vorkommen kénnten.
a) 3 ist eine Primzahl. Kurz geschrieben: P (3).

8

c). Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: Wenn n Primzahl und n gréBer-als 2 ist, so ist n
ungerade.

d)5>8

1 Hier liegt ein Spezialfall der sog. FERMATschen Vermutung vor: Es gibt fiir natiirliche Zahlen n> 2 keine Tripel
. natiirlicher Zahlen g, b, ¢, fiir die a® 4 b® = cn ist. Fir viele n ist diese Vermutung berefts bewiesen, aber noch
nicht fiir alle.
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¢) Es gibt keine natiirliche Zahl n, fiir die gilt: n ist gerade und n ist Primzahl.

f) 3 teilt 6, kurz geschrieben: 3 | 6. .

Diese Aussagen, von denen a), b), ¢), f) richtig, d) und e) falsch sind, konnen in gram-
matischer oder in logischer Weise analysiert werden. Dabei stellen sich Gemeinsam-
keiten, aber auch Unterschiede heraus. In a) ist 3 sowohl in grammatischer als auch in

logischer Beziehung Subjekt, desgleichen 4 in b) und 3in f). In b) ist aber% grammatisch

gesehen Pridikatsnomen, 6 in f) Akkusativobjekt. In der Logik werden aber’% und 6

gleichfalls als Subjekte bezeichnet. In a) ist grammatisch und logisch ,,ist eine Prim-
zahl® Priidikat. Auch ,ist gerade“ (e), ,ist ungerade® (c) sind Pradikate, die einem
Subjekt zukommeén konnen oder nicht. Die Aussagen c) und e) sind zusammengesetzte
Sitze, in der Grammatik Satzgefiige von teilweise neben-, teilweise untergeordneten
Satzen. Logisch gesehen sind aber die Bestandteile der Aussagen c) und ¢) keine Aus-
sagen mehr, denn ,,n ist Primzahl®, ,n ist gerade %, »n ist ungerade® sind weder wahr
noch falsch. Erst wenn fiir n irgendeine natiirliche Zahl eingesetzt wird, entstehen
daraus wahre oder falsche Aussagen. Man nennt 7 eine Variable. Unter einer Variablen
versteht man ein Zeichen, fiir das ein beliebiges Individuum aus einem vorher ver-
abredeten Bereich eingesetzt werden kann. Solche sprachlichen Ausdriicke wie ,,n ist
gerade®, ,,n ist Primzahl, die weder wahr noch falsch sind, heiBen Aussageformen.
Weitere Beispiele fiir Aussageformen:

1) z4+3=5 3) z<3 5  y=a?
2) (a4 b)2= a2t b2 4) zoy=12 6) f(3,4) = 12

All diese Aussageformen gehen in wahre oder falsche Aussagen iiber, wenn fiir die
Variablen Einsetzungen wie eben beschrieben vorgenommen werden. Zum Beispiel
geht 1) in eine wahre Aussage iiber, wenn fiir z die Zahl 2 eingesetzt wird, bei jeder
anderen Einsetzung aber wird 1) falsch. Setzt man in 2) fiir a oder fiir b die Zahl 0 ein,
so wird 2) eine wahre Aussage, in allen anderen Fillen eine falsche. Die Aussageform 4)
wird wahr, wenn fiir das Paar [z, y] eines der Paare [1, 12], [2, 6], [3, 4], [4, 3], [6, 2],
[12, 1] eingesetzt wird. (Es wurde jédes Mal der Bereich der natiirlichen Zahlen
zugrunde gelegt.) Die Form y = 22 wird, wenn der Bereich der reellen Zahlen gewihlt
wird, durch Einsetzung unendlich vieler Paare [z, y] zu einer wahren Aussage, z. B.

durch [2, 4], [10, 100] 1'[1_ 1], aber . B. nicht dureh [5, 10]. In 6) tritt f als Zeichen fiir .

eine Rechenoperation auf. Setzen wir dafiir die Addition ein, so entsteht 3 4 4 = 12
eine falsche Aussage. Setzen wir die Multiplikation ein, so entsteht 3 - 4 = 12, eine
wahre Aussage. In 1) bis 5) treten Variable fiir Zahlen auf. Das in 6) stehende Zeichen
f ist dagegen eine Variable fiir eine Funktion.

Aussageformen treten nicht nur in der Mathematik auf. ,,Er ist nicht zu Hause ist
auch eine Aussageform, die erst dann zu einer wahren oder falschen Aussage wird,
wenn fiir ,.er” eine manhliche Person eingesetzt wird. Allerdings ergibt sich meist aus
dem Zusammenhang,.welche Person gemeint ist, so da man dann doch von Aussagen
reden kann. ‘

Sehen wir uns noch einmal die Aussagen c) und e) an. Sie zeigen, da8 Aussageformen
wie ,,n ist eine Primzahl®, ,,n > 2“ nicht nur durch Ersetzung der Variablen n durch eine
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1.24.  Die Verneinung

Die Aussage p ist wahr genau dann, wenn p eine falsche Aussage ist, und p'ist falsch
genau dann, wenn p eme wahre Aussage ist. Die Verneinung von p, also p, stimmt
wieder mit p iiberein, p = p. Im folgenden sollen die beiden Pradikate wahr, falsch als
Wahrheitswerte bezeichnet werden. Dann kann man formulieren: Beim Ubergang
von p zu p indert sich der Wahrheitswert. Die Wahrheitswerte von p und p konnen
also in folgender Tabelle Zusammengestellt werden:

P | wahr | falsch

falsch wahr

, P
Das Nichtzutreffen einer Aussage kann auf verschiedene Weisen ausgedriickt werden..
Ist p z. B. die Aussage ,,3 = 5, so wird die Verneinung oft ausgedriickt durch ,,3 &= 5;
bedeutet p die Aussage ,,3 teilt 12, geschrieben 3 | 12, so kann p geschrieben werden als
3t12.°

Die Verneinung einer Allaussage fiihrt auf eine Existenzaussage; ist p z. B. der Satz
»Alle gleichschenkligen Dreiecke sind gleichseitig” (falsche Aussage), so bedeutet p:
»Es gibt mindestens ein gleichschenkliges Dreieck, das nicht gleichseitig ist“ (richtige .
Existenzaussage). Umgekehrt fithrt die Verneinung einer Existenzaussage auf eine
Allaussage. Bedeutet ‘p z. B.: ,Es gibt mindestens eine gerade Primzahl“ (richtige
Existenzaussage, da 2 eine gerade” Primzahl ist), so bedeutet p: ,,Alle Primzahlen sind
ungerade (falsche Allaussage).

In den folgenden Abschnitten werden Verbindungen von zwel oder mehr Aussagen

untersucht, sog. Aussagefunktionen.

1.2.2.  Die Konjunktion

Héufig tritt im téglichen Leben wie auch in den Wissenschaften die Verbindung zweier
Aussagen p, g durch das Bindewort und auf, z. B. p: ,,Ich habe den Zug verpaBt®,
q: »Der nichste Zug Katte Verspatung®. N

Die Aussage p und ¢ (Konjunktion) ist genau dann walir, wenn sowohl p als auch ¢
wahr ist. Wird etwa als Entschuldigung fiir eine Verspitung angefiihrt: ,,Ich habe den
Zug verpalBit, und der nichste Zug hatte Verspitung®, und stimmt nur p, nicht aber
g, so ist die zusammengesetzte Aussage unwahr und damit eine schlechte Entschul-
digung.

Die neue Aussage p und g werde mit H bezeichnet, dann héngt die Wakhrheit von H von
der Wahrheit der Aussagen p und ¢ ab. Wir stellen diese Abhéngigkeit in einem Schema-
dar, bei dem die Wahrheitswerte von p in einer Spalte (senkrecht), die von g in einer
Zeile (waagerecht) aufgeschnehen werden. In die leeren Felder der so entstehenden
Tabelle werden die entsprechenden Wahrheitswerte von H eingetragen.
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q | wahr falsch
p
wahr

falsch

Dieses Schema findet auch bei den weiteren Aussageverbindungen Verwendung. Fiir
die Konjunktion hat es folgende Form:

H bedeutet p und g

N wahr falsch
P

wahr wahr falsch

falsch falsch falsch

In der 2. Zeile, 1. Spalte kann z. B. abgelesen werden, daB H falsch ist, wenn p falsch

und ¢ wahr ist. Von den vier méglichen Fillen ergibt sich nur in einem Fall die Wahr-
heit von H:

'1.2:3.  Die Alternative

Eine gleichfalls sehr hiufige Aussagenverbindung stellt p oder ¢ (Alternative) dar.
Hierunter wird in der Mathematik nicht das ausschlieBende entweder — oder verstanden,
das man beim Miinzenspiel ,,Zahl oder Bild“ meint. Vielmehr ist die zusammen-
gesetzte Aussage H (p oder g) wahr genau dann, wenn mindestens eine der beiden
Aussagen p, ¢ wahr ist. Bedeutet z. B. p die Aussage :Z—< g, q die Aussag ‘:i= g—,

so kann H geschrieben werden in der Form —2 = g (gelesen ,,:Z— ist kleiner oder gleich g“).

Diese Aussage ist wahr, da ¢ wahr ist.
Die Wahrheitswertetafel fiir H hat jetzt folgende Form:

H bedeutet p oder q

N wahr falsch -
14

wahr wahr wahr

falsch wahr _ falsch

Nur an einer Stelle des Schemas steht ,,falsch®, ndmlich dort, wo sowohl p als auch ¢
falsch ist. Bedeutet p zum Beispiel die Aussage: ,,Ich habe meiner Mutter deinen Brief
gegeben”, g die Aussage: ,Meine Mutter hat deinen Brief nicht gelesen®, und ist die
Alternative p oder q wahr, so ist mindestens eine der beiden Aussagen wahr; sie kénnen
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auch beide wahr sein. Die Alternative ist dann und nur dann falsch, wenn p und g beide
falsch sind, d. h.: ,,Ich habe meiner Mutter deinen Brief nicht gegeben* und ,,Meine
Mutter hat deinen Brief gelesen. (Sie konnte ihn ja von anderer Seite erhalten haben.)
Hiufig wird die Alternative zur Verbindung der GroBer- (Kleiner-)Beziehung mit der

Gleichheit benutzt. Bedeutet p die falsche Aussage ! > 2;; gq die gleichfalls falsche Aus-
sage 3 - %, so ist die Alternative ;— =27 falsch Umgekehrt folgt aus der Falschheit
einer Altematlve a2 b, daB8 a-weder griBer noch gleich b ist, also 2 < b. Die Verneinung
einer Alternative fithrt immer auf eine Kon]unktlon p oder g bedeutet. also p-und g.
Aufgabe 3

1.2.4.  Die Disjunktion

Das ausschlieBende oder, deutlicher das entweder-oder, stellt eine andere. Aussagen-
verbindung dar, die als Disjunktion bezeichnet wird. Diese Aussage ertweder p oder ¢
ist genau dann wahr, wenh eine der beiden Aussagen p, g wahr, die andere falsch ist.
In allen anderen Fillen ist sie falsch. Der Sprachgebrauch in der Mathematik stimmt
hier mit dem der Umgangssprache iiberein. Die Wabhrheitswertetafel hat die Form:

H bedeutet entweder p oder q

N wahr falsch
P

wahr falsch wahr

falsch - wahr falsch

Die zusammengesetzte Aussage H ist in zwei Fillen wahr, in den anderen beiden Fillen
falsch.

1.2.5.  Die Implikation

Die Aussagenverbindung aus p folgt q (Implikation) tritt uns in der Kriminalliteratur
hiufig entgegen, z. B.: ,,Wenn der Titer aus dem Fenster gesprungen ist, so miissen
auf der Erde Fulspuren sein®, oder: ,,Aus der Aussage des Zeugen folgt, daB die An-
gaben des Verdachtigen iiber sein Alibi falsch sind“. Auch der Mathematiklehrer
.benutzt die Implikation hiufig im Mathematikunterricht und verwendet dafiir ver-
schiedene Ausdriicke: ,,wenn p, so q“, »aus p folgt ¢, ,,p ist richtig, also (demnach,
mithin, demgemiB) gilt auch ¢, ,,p impliziert ¢“. Fiir-all diese Ausdrucksweisen wird
geschrieben p = ¢.

Der Gebrauch der Implikation in der Mathematik verlangt eine nihere Erliuterung.
Der Mathematiker prizisiert diese Aussagenverbmdulng dahin, 4aB die Implikation
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nur in einem Fall falsch ist, wenn néimlich p wahr, ¢-aber falsch ist. Diese Festsetzung
hat sich in der mathematischen Praxis durchaus. bewahrt. Viele Lernende, die sich um
die Mathematik bemiihen, stoBen hier auf Schwierigkeiten. Bedeutet p z. B. den —
offenbar falschen — Satz ,,Der Mond besteht aus weiBlem Kise®, g den falschen Satz
»2 4 2="5%, so ist die Implikation ;,Wenn der Mond.aus weiBem Kiise besteht, dann
ist 24 2= 5% eine wahre Aussage! Solche etwas iiberspitzten Beispiele haben viel
Staub aufgewirbelt. Wir wollen uns an Hand eines weniger absurden Beispiels iiber-
legen, daB der mathematische Sprachgebrauch gar nicht so stark von dem der Um-
gangssprache abweicht.

Zwei Freunde A und B verabreden sich zp einem Besuch im Strandhad Jeder ver-
spricht: ,,Wenn Sonntag schénes Wetter ist, bin ich um 10 Uhr am Eingang des Strand-
bades”. Aussage p ist demnach: ,,Sonntag ist schones Wetter”, Aussage g: ,Ich bin
um 10 Ubr am Eingang des Strandbades. Wann hat A4 (oder B) sein Versprechen
gebrochen? Doch offenbar nur dann, wenn er am Sonntag trotz des schonen Wetters
nicht zu der verabredeten Zeit am Eingang des Strandbades ist. Wenn er dagegen
trotz schlechten Wetters kommt, ist offenbar die Verabredung eingehalten. Natiirlich
ist sie auch eingehalten, wenn einer oder beide bei schlechtem Wetter nicht erschemen

Genau in dieser Weise wird die Implikation in der Mathematik gehandhabt.

Die Wahrheitswertetafel fiir H hat also folgende Gestalt:

H bedeutet aus p folgt q

N walr falsch
p

wahr wahr falsch

falsch wahr wah

In dieser Fassung hat sich die Implikation in der Mathematik bewihrt, und es liegt
kein Grund dazu vor, wegen einiger absurder Beispiele auBerhalb der Mathematik
.ihre Wahrheitswertetafel zu andern. Auf die in'diesem Sinn erklirte Imphkatlon werden
sich im folgenden viele Beweise stiitzen.

Auch an Hand der Wahrheitswertetafel kann man.sich iiberlegen, da nur in der
ersten Zeile der zweiten Spalte ,,falsch® stehen kann: Die in der ersten Zeile des Schemas
stehenden Wahrheitswerte ,,wahr — ,falsch® wird niemand bestreiten. Fraglich ist
nur die zweite Zeile. Wir untersuchen die Fille:

a) wahr falsch b) wahr falsch ¢) wahr falsch
falsch falsch wahr falsch falsch wahr

Fall a) Diese Wahrheitswertetafel gehort zu der Konjunktion p und g. Das ist aber
eine andere Aussagenverbindung als aus p folgt g. In p und g sind die beiden Aussagen
P, ¢ vertauschbar, in aus p folgt g nicht. Zum Beispiel folgt fiir jede natiirliche Zahl n
aus ,,4 ist Teiler von n* ,,2 ist Teiler von n*, aber das Umgekehrte gilt nicht fiir jedes n.
Dieser Fall kommt also nicht als Wahrheitswertetafel der Implikation in Frage.

Fall b) In diesem Fall wiire 'die Implikation zugleich mit dem Nachsatz g wahr bzw.
falsch. Der Vordersatz kénnte-beliebig, wahr oder falsch, sein, die Wahrheit der
Implikation hinge nicht von ihm ab. Das kann aber nicht der Sinn der Implikation sein.
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Fall ¢) Diese Wahrheitswertetafel gehért zu einer anderen Aussagenverhindung, die
unter 1.2.6. erdrtert werden wird: p ist dquivalent mit q. Die Aquivalenz von Aussagen
bedeutet, daB beide zugleich entweder wahr oder falsch sind. Das ist dasselbe, als wenn
man schreiben wiirde, aus p folgt g, und aus q folgt p. Das ist natiirlich, wie das Beispiel
»aus 4 teilt n folgt 2 teilt n zeigt, nicht gleichbedeutend mit der gewshnlichen Impli-
kation aus p folgt q.

Es bleibt also nur die oben angegebene Form der Wahrheitswertetafel

wahr falsch
] wahr - wahr

iibrig.

Die Implikation wird bei jedem mathematischen Beweis gebraucht. Dabei ist p die
Voraussetzung, ¢ die Behauptung. Ist der Nachweis aus p folgt g gelungen, so sagt man
auch: p ist eine hinreichende Bedingung fiir ¢, denn das Erfiilltsein der Voraussetzung
p reicht — wenn der Beweis schliissig ist — hin, um die in der Behauptung ¢ enthaltene
Aussage zu sichern. AuBerdem kann man auch sagen: g ist eine notwendige Bedingung
fiir p, denn wenn g nicht gilt, kann auch p nicht richtig sein, weil j ja die Richtigkeit von
p die von g nach sich zieht.!

1.2.6. Die Aquivalenz

Als letzte Aussagenverbindung soll die Gleichwertigkeit (Aquivalenz) von Aussagen
behandelt werden. Gleichwertige Aussagen sind schon verschiedentlich vorgekommen:
P ist gleichwertig mit p, p oder q gleichwertig mit p und q. Die Aussagenverbindung
p dquivalent q bedeutet, daB p und g zugleich wahr bzw. zugleich falsch sind. Die Aqui-
valenz der beiden Aussdgen wird auch ausgedriickt in der Form: p genau dann, wenn g,
was gleichbedeutend ist mit: Aus p folgt ¢, und aus g folgt p. Als Kurzschreibweise
verwenden wir dafiir den Doppelpfeil: p<&> q. Die Aussagen p und ¢ kénnen dabei
vertauscht werden. Dann und nur dann, wenn p und ¢ dquivalente Aussagen sind, ist
der Satz. (Aus p folgtq) umkehrbar. Der Leser mache sich dies an folgenden Beispielen klar:
Es sei n eine natiirliche Zahl. Satz p bedeute: 3 | n (gelesen: 3 teilt n), Satz g bedeute:
Die Quersumme von r ist durch 3 teilbar. Die Sitze p und ¢ sind aquxv.llent Die Zahl n
ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

Noch ein Beispiel aus der Geometrie: Die Geraden g; und g, werden durch eine Gerade 5
in den Punkten §; und S, geschnitten. Die dort entstehenden Winkel in entsprechender

9

il Bild 1.1.

/31 )

§ Vergleiche das iiber die Kontraposition auf Seite 23 Ausgefiihrte.
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Lage seien oy und ap (Bild 1.1.). Satz p bedeute: g |l g3, Satz ¢ bedeute: &y = a,. Die
Implikation p => g ist der bekannte Stufenwinkelsatz, die Implikation ¢=> p ist seine
gleichfalls richtige Umkehrung. Die Aussagen p und g sind #quivalent.

Die Wahrheitswertetafel der Aquivalenz hat folgende Form:

H bedeutet p ist dquivalent zu q

N wahr falsch
P

wahr wahr falsch

falsch falsch wahr

Im folgenden sei noch ein Beispiel angefiihrt, das in der Mathematik fiir die Technik
des Beweisens wichtig ist. Eine bestimmte Implikation p => ¢’ wird oft durch Kontra-
position bewiesen :] Man nimmt an, die Behauptung ¢ wiire falsch, und schlieBt daraus,
daB die Voraussetzung p falsch ist. Allgemein gilt, daB g =>‘p und p = ¢ dquivalente
Aussagen sind. Ziehen wir zur Veranschaulichung folgendes Beispiel heran:

p bedeute ,,4 ist Teiler einer Zahl n*, also 4 | n;

g bedeute ,,2 ist Teiler von n*, also 2 | n. Es gilt p= q.

Der Satz g bedeutet, daB n ungerade ist, p bedeutet, daB 4+ n ( gelesen: 4 teilt nicht n).
Die Implikation ¢ => p ist richtig. In der Tat kann keine ungerade Zahl durch 4 teilbar
sein.

* Um allgemein zu zeigen,~daB p=> g und g => p #quivalente Aussagen sind,
werde die erste Implikation mit H,, die zweite mit H, bezeichnet.

H, bedeutet p= ¢ H, bedeutet §= p

\' wahr falsch \;’ wahr falsch
p q

wahr wahr falsch wahy wahr falsch
{alsch wahr wahr falsch wahr wahr

Es ist zu zeigen, daB die Aussagen H; und H, zugleich wahr bzw. falsch sind. Dazu
braucht man nur im rechts stehenden Schema die einzelnen Stellen durchzupriifen.
In der ersten Zeile steht an erster Stelle wahr. Das bedeutet: Wenn g wahr (also ¢
falsch) und p wahr (also p falsch) ist, dann ist H, wahr. Somit ist H, wahr, wenn p und ¢
falsch sind. Dann ist aber auch H; wahr (# linkes Schema!). — An zweiter Stelle steht
in der ersten Zeile des rechten Schemas falsch. Also ist H, falsch, wenn ¢ wahr (also ¢
falsch) und p falsch (also p wahr) ist; das heiBt: H, ist falsch, wenn p wahr, aber ¢
falsch ist. Auch in diesem Fall hat Aussage H; denselben Wahrheitswert wie H,,
nimlich falsch. — An erster Stelle der zweiten' Zeile im rechten Schema steht wahr, d. h.,
H, ist wahr, wenn p wahr, aber g falsch ist. Also ist H, wahr, wenn p falsch, g aber wahr
ist. In diesem Fall ist auch H; wahr (# linkes Schema!). — SchlieBlich bleibt das zweite
Glied der zweiten Zeile zu untersuchen. Die Aussage H, ist wahr, wenn p und g falsch,
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also p und g beide wahr sind. Dann ist auch H; wahr. In allen Fillen, wo Hp wahr bzw..
falsch ist, gilt dies auch fiir H;. Die Aussagen H; und H, sind in der Tat éiquivalent.

Zusamm‘enfassung:

Aus Aussagen p, q, ... kénnen durch Aussagefunktionen neue Aussagen gebildet
werden. Ihre Wahrheit héingt nur von der Wahrheit, nicht von der inhaltlichen
Bedeutung von p, @, ... ab. Die einfachste Aussagefunktion ist die Vememung p
einer Aussage p. Die Aussage p ist wahr, wenn p falsch ist und falsch, wenn p wahr
ist. Durch die Aussagefunlktionen Konjunktion, Alternative, DIS]unL tion, -Implikation
und Aquivalenz werden aus einfachen Aussagen p, q zusammengebetzte Aussagen H-
gebildet. In welcher Weise die Wahrheit von H von der Wahrheii: oder der Falsch-
heit der Aussagen p, q abhiingt, wird durch die Wahrheitswertetafeln angegt'eben.

Damit seien die Betrachtungen iiber Aussagen und Verbindungen von Aussagen ab-
geschlossen. Anwendungen auf Mengen, ferner auf Gleichungen und Ungleichungen
sowie auf die Geometrie fﬁndet der Leser in den Kapiteln 3 und 6.

Aufgaben 4 und 5

1.3. Uber das Begriinden mathematischer Aussagen

Zum SchluB sei noch kurz auf das Begriinden von mathematischen Aussagen, d. h. auf
den Nachweis ihrer Richtigkeit, eingegangen. Jeder Lehrer, vor allem der Mathe-
matiklehrer, muB sich Rechenschaft dariiber ablegen, ob die in seinem Unterricht auf-
tretenden Begriindungen schliissig sind oder nicht. Was heiit es, einen Satz a aus
irgendeiner mathematischen Theorie, z. B. aus der ebenen Geometrie, beweisen? Es
heiBt, den Satz a auf andere, bereits bewiesene geometrische Satze b, ¢, d, ... und
auf Definitionen zuriickfiihren. Die Sitze b, ¢, d, ... miissen ihrerseits wieder auf
begriindete Sitze und Definitionen gestiitzt werden und so fort. Bei den dabei statt-
findenden Umformungen und Zusammensetzungen von Aussagen werden mathe-
matische SchluBregeln angewendet. Diesem Zuruckfuhren muB einmal an irgendeiner
Stelle ein Ende gesetzt werden.

Ein System von Sitzen, das wir fiir ausreichend halten, um z. B. die Geometrie auf
sie zu stiitzen, bezeichnen wir als ein Axiomensystem der Geometrie. Allgerein ist
ein Axiomensystem einer Theorie eine Zusammenstellung von Auspagen iiber be-
stimmte Eigenschaften und Beziehungen von Gegenstéinden dieser Theorie, die groBen-
teils der Erfahrung entnommen sind und sich in der Praxis bewihrt haben. Diese
Gegenstidnde und diese zwischen ihnen bestehenden Beziehungen werden als ,,Grund-
begriffe der axiomatisierten Thecrie® bezeichnet. Zu den Grundbegriffen der Elementar-
geometrie zihlt man z. B. Begriffe wie ,,Punkt“, ,»,Gerade®, ,,Ebene“, aber auch-
Beziehungen wie- ,,parallel ‘, liegt auf ..., ,, ... liegt zwischen ..., z. B. ,,Punkt P
liegt auf der Geraden g*, ,,Punkt B liegt zwischen den Punkten 4 und . In HILBERTS
Axiomensystem der Geometrie, das hier als Vorbild dienen kann, tritt u. a. neben den
genannten Grundbegriffen auch die Kongruenz (Gleichheit) von Strecken, Winkeln
und Dreiecken auf, dagegen z. B. nicht die axiale Symmetrie. Sie ist in HILBERTs Auf-
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; bau der Geometrie [1] ein’ abgeleiteter Begriff, der mit Hilfe von Definitionen auf die
in den Axiomen beschriebenen Grundbegriffe zuriickgefithrt werden kann. Was dabei
die Grundbegrlffe Punkt, Gerade, . . ., parallel, zwischen, liegt auf . . . usw. inhaltlich
bedetiten;, wird in den Axiomen nicht gesagt. Es werden nur zwischen 1hnen bestehende
Beziehungen durch die Axiome beschrieben.

Als Beispiele seien einige Axiome aus HILBERTs Aufbau der Geometrie angefiihrt:

Zu zwei Punkten A, B gibt es stets genau eine Gerade g, auf der A un.d B liegen.

Wenn A, B zwei Punkte einer Geraden g und ferner A” ein Punkt derselben oder
einer anderen Geraden g’ ist, so kann man auf einer gegebenen Seite der Geraden
g” von A’ aus stets einen und nur einen Punkt B’ finden derart, daB die Strecke
A’B’ der Strecke AB kongruent (gleich) ist. (Kurz ausgedriickt: Jede Strecke
kann auf einer beliebigen Geraden von einem beliebigen Punkt aus nach
einer beliebigen Seite abgetragen werden.)

Ist g eine beliebige Gerade und A ein nicht auf g liegender Punkt, so gibt es
in der durch 4 und- g bestimmten Ebene genau eine zu g parallele Gerade,
auf der 4 liegt (Parallelenaxiom).

Sind zwei Strecken ¢ und AB = a gegeben, so gibt es eine natiirliche Zahl n
mit folgender Eigenschaft: wird ¢ von A aus auf dem Strahl AB n-mal abge-
tragen bis zu dem Punkt Ay, so liegt B zwischen A und Ay. Oder, ansthau-
licher ausgedriickt: Durch geniigend hiufiges Abtragen von ¢ auf @ von 4
aus kann man nach endlich vielen Schritten iiber B hinaus gelangen (ARCHI-
MEDisches Axiom).

Es ist hier nicht m6glicf1, das gesamte Axiomensystem anzufiihren. Der interessierte
Leser muB auf Spezialliteratur verwiesen wetden (z. B. [2], [3], S. 33 ff., [4], S.6). E

sei nurnoch erwihnt, daB sich widerspruchsfreie ,,nichteuklidische* Geometrien, in denen
das Parallelenaxiom nicht gilt, aufbauen lassen, wie bereits vor iiber 100 Jahren durch
N. J. LoBATSCHEWSKT (1793 bis 1856), B. RrEMANN (1826 bis 1866) und J. BéLyar
(1802 bis 1860) gezeigt wurde. Auch ohne das ARCHIMEDische Axiom léBt sich eine
widerspruchsfreie ,nichtarchimedische” Geometrie aufbauen.

Wenn der Mathematiker eine mathematische Theorie aufbauen will, so sind ihm stets
schon viele Begriffe und Sachverhalte des betreffenden Gegenstandsbereichs bekannt.
In dieser Fiille sucht er nun Ordnung zu schaffen, indem er ein logisches Gebiude
errichtet. In ihm soll jeder Satz aus den vorangegangenen Sétzen und,Definitionen
folgen. Damit wird der Satz letztlich auf die drundhegrlffe und Axiome gestiitzt, aus
denen er mittels mathematischer SchluBiregeln hergeleitet werden kann. Wenn solch
ein logischer Aufbau einer mathematischen Theorie gelingt, so stehen am Anfang die
SchluBregeln und die ausgewahlten Grundbegriffe und Axiome. Auf die Forderungen,
die bei der Auswahl eines Systems von ‘Axiomen und Grundbegmffen gestellt werden,
und auf einige dabei entstehende Schwierigkeiten kann hier nicht eingegangen werden

Sie sind Gegenstand der mathematischen Grundlagenforschung
Aufgabe 6

Dem Leser, der sich mit den oben nur angeschnittenen logischen Fragen ndher
beschiftigen méchte, sei das sehr ansprechende Buch »Mathematische Logik . fiir
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Anfiinger” von VARGA [5] empfohlen, das wegen seiner zahlreichen lebensnahen Beispiele
besonders dem Pidagogen viele A.nregungen geben kann. Fiir ein in mathematischer
Bezichung weiterfiihrendes Studium sei auf die ,Einfilhrung in die mathematische
Logik® von ASSER [6] und auf die ,Zeitschrift fiir mathematische Leogik und Grund-
lagen der Mathematik® hingewiesen. In mehreren ilteren Jahrgingen dieser Zeitschrift
wird auch auf philosophische Fragen eingegangen.

1.4.
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Aufgaben: Einige logische Grundlagen

Zeigen Sie, daB die ‘Allaussage c) von:S. 14 wahr ist!

Verindern Sie die Aussageform 2) von S. 15 so, daB3
a) eine wahre Existenzaussage,
b). eine wahre Allaussage entsteht!

Verwandeln Sie die Aussage p und g in eine Alternative! (* S. 20)

Zeigen Sie, daB

H;:p= g und

H,:p oder q

dquivalente Aussagen sind! Benutzen Sie beim Nachwels die Wahrheitswerte-
tafeln fiir Hy und H,! (*'S. 24)

Zeigen Sie, daB

H;:p< ¢ und

Hy:peg

dquivalente Aussagen sind} (* S. 24)

a) Wihlen Sie drei Punkte A, B, C wie in Bild 1.2.a und verbinden Sie C
mit B, B mit A! Konstruieren Sie Punkt D, indem Sie um C mit | AB |s
d.i. die Lénge der Strecke AB, und um A mit | BC | als Radien Kreise
schlagen! Verbinden Sie D mit C und A!

b) Konstruieren Sie in einer zweiten Zeichnung Punkt D’ mit Hilfe von
Parallelverschiebung (Bild 1.2.b)!

c)' Beweisen Sie mit Hilfe kongruenter Dreiecke die Aussagen

DC| AB | Bild 1.2.a
DA BC J

und

| D’C|=| AB| }Bild1.2.b
|D’A|=|BC|!

d) Zeigen Sie die Aquivalenz der Aussagen
Hy: In dem konvewen Viereck ABCD sind je zwei gegeniiberliegende Seiten._ .
gleich lang!
‘Hy: In dem Viereck ABCD sind je zwei gegeniiberliegende Seiten parallel!
(* S. 25)



N

]
Bild 1.2.a

7.

“Fritz:

c r/
/ A jZ

Bild 1.2.b

Bei der II. Berliner Mathematik-Olympiade 1962 wurde fiir die dritte Stufe
der Klasse 8 folgende Knobelaufgabe gestellt:

Wer hat den Ring?

Ruth, Fritz, Ewald, Brigitte und Erika spielen ein Pfinderspiel. Ruth
verldBt das Zimmer; inzwischen versteckt'eines der anderen Kinder einen
Ring bei sich. Ruth kehrt zuriick und soll feststellen, wer den Ring hat. Nun
macht jedes Kind drei Aussagen. Von diesen Aussagen sind jeweils zwei
richtig und eine falsch. Ruth soll auf Grund dieser Aussagen, ohne zu raten,
finden, wer den Ring hat.

Ewald: 1. Ich habe den Ring nicht.

Fritz hat den Ring. '

Ich habe dieses Spiel schon oft gespielt.

. Ich habe den. Ring nicht. )

Ewald irrt sich, wénn er meint, daB ich den Ring habe.

Erika hat den Ring.

Jetzt unterbricht Ruth und sagt: ,,Jch muB nachdenken, vielleicht finde ich

jetzt schon, wer den Ring hat.“ Und nach wenigen Minuten sagt Ruth, wer
den Ring hat. Wie konnte sie das feststellen?

e W
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2 « MENGEN

2.1. Der Mengenbegriff

Wir lesen an einer LitfaBsiule die Ankiindigung der Neueinstudierung einer Oper.
In der fiir die Staatsoper vorgesehenen Spalte sind unter dem Titel Othello und einigen
weiteren Angaben die Namen der Hauptdarsteller angefiihrt:

TOMOWA-SINTOW SPRINGER RITZMANN STRYOZEK
BUOHNER Cx VOGEL " REEm GARDUHN LuNow

Durch diese Zusammenfassung werden einige Singer aus der Gesamtheit der Sénger
der Staatsoper herausgehoben. Solch eine Zusammenfassung von Individuen wollen
wir als Menge bezeichnen. An einer andern Stelle derselben LitfaBsdule lesen wir die
an alle Eltern gerichtete Aufforderung, ihre zwischen dem 1. 6. 1964 und dem 31. 5. 1965
geborenen Kinder zur Schule anzumelden. Die dadurch erfaBten Kinder bilden wiederum
eine Menge, die aber — im Gegensatz zum ersten Beispiel — nicht durch namentliche
Aufzihlung gegeben wird. Vielmehr werden die jetzt anzumeldenden Kinder durch
das besondere Merkmal ,,geboren zwischen dem . .. und dem...“ aus Jer Gesamtheit
aller Kinder herausgehoben. '

Im tiglichen Leben, in der Wirtschaft, in der Technik, in der Wissenschaft, in der Ver-
waltung eines Gemeinwesens ist man oft genétigt, gewisse Objekte zu einer Gesamtheit
zusammenzufassen. Man 48t sich dabei von Ahnlichkeiten, von gemeinsamen Eigen-
schaften leiten und vernachlissigt Merkmale, durch die sie sich voneinander unter-
scheiden. Es kann sich dabei um Menschen oder Tiere, um Stidte, Vélker der Gegen-
wart oder Vergangenheit, um irgendwelche Gegenstinde, um Zahlen, Buchstaben,
Woérter, um Ereignisse oder dergleichen handeln. Solche Objekte wollen wir ohneRiick-
sicht auf ihren speziellen Charakter als Individuen, die entsprechenden Zusammen-
fassungen als Mengen bezeichnen. Im ersten Beispiel waren die Individuen Sanger der
Staatsoper, im zweiten Beispiel Kinder. Es muf stets unmifverstindlick feststehen, ob’
ein Individuum m zu einer Menge M gehoren soll oder nicht. Wenn m zur Menge gehort,
sagen wir, daB m Element von M ist und schreiben dafiir m € M, andernfalls m ¢ M.

Im ersten Beispiel ist z. B. GARDUBN Element der Menge der Hauptdarsteller von Othello,
WENGLOR aber nicht. Wenn die Menge durch namentliche Auffiihrung ihrer Elemente
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ioder — falls sie unendlich. viele Elemente besitzt — durch Hinschreiben einiger Elemente
charakterisiert wird, so unterscheiden wir die Menge von ihren Elementen durch eine
geschwelfte Klammer; z. B. schreiben wir die aus den Elementen a, b, ¢ bestehende
Menge als {a, b, ¢} oder die'Menge N der natiirlichen Zahlen als {1, 2, 3, ...} (* S. 203).
Wie das zweite Beispiel von Seite 28 zeigt, ist es bisweilen nicht mﬁglich oder nicht
angebracht, eine Menge durch Aufzihlung ihrer Elemente anzugeben. In diesem Fall
braucht man ein zuverlissiges Kriterium dafiir, ob ein Individuum Element der Menge
ist. So sucht z. B. der Zoologe, der ein Tier aus fossilen Funden rekonstruiert hat,
nach untriiglichen Kennzeichen dafiir, ob dieses Tier zur Mengé der Tiere einer be-
stimmten Tiergattung gehort; der Kartograph, der auf seiner Karte Stidte nach ihrer
GriBe durch verschiedene Markierung bezeichnen will, trifft die Entscheidung, ob eine
bestimmte Stadt in die Menge der Stidte mit einer gewissen Markierung gehort,
nach der Einwohnerzahl; ob ein bestimmtes Verhaltén eines Verkehrsteilnehmers
zur Menge der Verkehrsvergehen gehért, kann an Hand der StraBenverkehrsord-
nung entschieden werden. Dagegen bildet die Gesamtheit der ,,guten Schuler einer
Klasse zuniichst keine Menge in unserem Sinne, denn es kann Memungsverschleden-
_heiten dariiber geben, ob ein bestimmter Schiiler als ,;gut* zu bezeichnen ist oder nicht.
Brst wenn klare Merkmale dafiir festgesetzt werden, kann von der Menge der ,,guten
Schiiler* gesprochen werden.

Zusammenfassung ..

Mengen sind Zusammenfassungen von Individuen eines bestimmten Berelchs Jede
Menge ist durch ihre Elemente bestimmt. Ist @ ein beliebiges Individuum und M eine
gggelsene Menge, so gilt entweder @ € M oder @ ¢ M. '

In der Mathematik spielen Mengen eine groBe Rolle, und zwar sind hier die Elemente
abstrakter Natur. Man betrachtet z. B. neben der oben erwiihnten Menge N der natiir-
lichen Zahlen die Menge R der rationalen Zahlen, die Menge der stetigen reellen Funk-
‘tionen einer Variablen iiber der reellen Achse, die Menge der Bewegungen der Ebene,
die eine gegebene Figur in sich_iiberfiihren, die Menge der geometrischen, der arithme-
tischen Folgen, Losungsmengen von Gleichungen und Ungleichungen.

Weitere Beispiele von Mengen:

M, : Menge der Einwohner von A-Stadt am 1. 1. 1971 um 12 Ubr.

M, : Menge der Personen des Telefonverzeichnisses von A-Stadt fiir 1971.

Mj : Menge der Mitglieder einer bestimmten Sportvereinigung von: A-Stadt.
M, : Das Alphabet als Menge von Buchstaben. -

Mjy : Menge der Werktagsnamen einer Woche.

Mg : Menge der Lehrer, die den Leser in seinem ersten Schuljahr unterrichtet haben.
Mj; : Menge der Schaltjahre zwischen 1961 und 1963. :

Mg : Menge der in einer Lottoziehung gezogenen Zahlen, z. B. {7, 20, 23, 54, 76}.
Mg : Menge der Primzahlen.

Myo: Menge der geraden Primzahlen.

Mj;: Menge der geraden ganzen positiven Zahlen.

M,y: Menge der Punkte in der durch diese Buchseite veranschaulichten Ebene.

29



M,3: Menge der Geraden einer Ebene.

M,;: Menge derjenigen Geraden von M3, die durch einen bestimmten fest gegebenen
Punkt A dieser Ebene gehen

M5: Menge derjenigen Geraden von 413, die zu einer bestimmten fest gegebenen
Geraden parallel sind.

Uberblicken wir die Menge dieser Beispiele, die sich beliebig vergroBern 1aBt, so stellen
wir fest:

a) Der Gebrauch des Wortes ,,Menge® in der Mathematik weicht in verschiedener Hin-
sicht von dem der Umgangssprache ab, in der es oft in einem unbestimmten Sinn
gebraucht wird, etwa: , Eine Menge Menschen .war -auf der StraBe.“ Damit will man
sagen, daB viele Menschen dort waren, ohne an eine Zusammenfassung dieser Menschen
zu einem Ganzen zu denken. Ferner wird im téglichen Leben und auch in der Physik
und Chemie zuweilen von einer bestimmten ,,Menge Wasser” oder einer ,,Gasmenge*
gesprochen. Eine Menge im mathematischen Sinn stellt dies aber erst dann dar, wenn
etwa die Gesamtheit der in dem Behilter enthaltenen Molekiile gemeint ist. Natiirlich
bildet die Gesamtheit von mehreren mit Wasser gefiillten Glasern auch eine Menge im
mathematischen Sinn. ]

Dagegen wiirde man in der Umgangssprache bei den Mengen M; und Mjy nicht von
»Mengen® sprechen. Zwischen 1961 und 1963 gab es kein Schaltjahr, diese Menge hat
keine Elemente, sie ist leer.

ERKLARUNG:

> Eine Menge ohne Elemente wird als leere Menge bezeichnet und als & ge-
schrieben. ‘

Die Menge M, der geraden Primzahlen enthilt nur ein einziges Element, die Zahl 2.
Auch hier spricht der Mathematiker von einer Menge, geschrieben {2}. Bei der Bildung
von Mengen brauchen wir also keine Voruntersuchung anzustellen, ob es Individuen der
verlangten Art iiberhaupt gibt. Wir kénnen z. B. die Menge der Schiiler von Klasse
1, 2, 3, ... betrachten, die iiber zwei Meter gro8 sind.

b) In der Mathematik werden neben endlichen Mengen auch unendliche Mengen
betrachtet, das sind Mengen, die unendlich viele Elemente haben. Um uns den Unter-
schied zwischen endlichen und unendlichen Mengen konkret vor Augen zu fiihren,
wollen wir uns eine sehr schnell arbeitende Maschine vorstellen, die jedem Element
einer bestimmten Menge M einen Stempel aufdriickt. Wird die Maschine einmal mit
dieser Arbeit fertig — sei es auch in einer Zeit, die dreimal so lange dauert, wie unsere
Erde existiert, oder noch linger, so heit M endlich, andernfalls unendlich. N, R, M,,
M, bis Mys sind unendliche Mengen.

Wir werden spiiter eine Eigenschaft unendlicher Mengen kennenlernen, die ihre Unter-
scheidung von endlichen Mengen ohne Vorstellung einer Abstempelung oder eines &hn-
lichen Verfahrens ermdglicht. .

c). Die Zugehorigkeit eines Individuums zu einer Menge kann stets durch eine bestimmte
Eigenschaft charakterisiert werden. Die Menge M ist der Eigenschaft eines Biirgers
eines bestimmten Landes, am 1. 1. 1971 Einwohner von A-Stadt zu sein, zugeord-
net, die durch den Personalausweis nachgewiesen werden kann; die Menge Mj ist der
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Eigenschaft zugeordnet, Mitglied dieser Sportvereinigung in A-Stadt zu sein, nachweis-
bar durch den Mitgliedsausweis; die Menge My der Primzahlen ist die Gesamtheit der
natiirlichen Zahlen, die gréBer als 1 sind und die Eigenschaft haben, nur durch 1 und
sich selbst teilbar zu sein; die Menge M5 umfaBt alle Raumpunkte mit der Eigenschaft,
auf der betreffenden Ebene zu liegen, feststellbar mit Hilfe eines idealen Lineals; auch
die Menge Mg kann durch eine Eigenschaft erklirt werden, ndmlich durch die Eigen-
schaft einer natiirlichen Zahl, mit einer der Zahlen 7, 20, 23, 54, 76 iibereinzustimmen.
Zu jeder dieser Mengen gehort also eine ganz bestimmte Eigenschaft Um die Beziehung
Menge—Eigenschaft allgemeiner zu fassen, brauchen wir noch einen Begriff, der oben
schon einmal anklang, als von den ,,Individuen eines bestimmten Bereichs® die Rede
war: den Begriff des Grundbereichs. Das ist derjenige Bereich, dem wir bei Bildung einer
Menge die Individuen entnehmen.

Greifen wir zur Verdeutlichung dieses Begriffs auf obenstehende Beispiele von Mengen
zuriick. Es gilt: Dienstag € My, aber Sonntag & Mj; ein Kiirbis gehért nicht zur
Menge M, der Einwohner von A-Stadt; ein Element von M; wiederum gehért nicht
zur Menge N, denn ein Mensch ist keine natiirliche Zahl. Aus diesen Beispielen er-
kennt der Leser bereits, daB8 es zweckmaBig ist, die Elementbeziehung nur bei solchen
Individuen zu priifen, die in Frage kommen. Der Mathematiker entnimmt bei Bildung
einer Menge die Elemente oft einem bereits verfiigbar vorliegenden Individuenbereich,
der dann als Grundbereich (oder Grundmenge) bezeichnet wird. Zum Beispiel kann als
Grundbereich fiir die Mengen M;, M,; M3 die Menge aller Einwohner von A-Stadt be-
zeichnet werden, als Grundmenge fiir Mg, My, My, die Menge der natiirlichen Zahlen.
Fir Mg hitte iibrigens auch die Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis 100 als
Grundbereich ausgereicht. '

Jetzt kann die Zugehprigkeit einer Menge zu einer bestimmten Eigenschaft allgemein
formuliert werden. .

Sei H eine Aussage iiber Individuen eines Grundbereichs. Ist z solch ein Indivi-
duum, so soll H(z) (gélesen: ,,H von z“) bedeuten, daBl = die durch H ausgedriickte
Eigenschaft besitzt. Driickt z. B. Hp die Eigenschaft einer natiirlichen Zahl aus,
nur durch 1 und sich selbst teilbar und gréBer als 1 zu sein, so bedeutet Hp (7),
daB die natiirliche Zahl 7 nur durch 1 und sich selbst teilbar und groBer als 1ist. Hp(8)
wire dagegen falsch, denn 8 ist auch durch andere Zahlen teilbar. Alle natiirlichen
Zahlen, fiir die Hp, gilt, bilden die Menge der Primzahlen. Darum wurde bei der Bezeich-
nung Hp fiir die erwihnte Teilbarkeitsaussage der Index P gewihlt.

Zu jeder Aussageform H(a) gibt es eine Menge M von Individuen a, fiir die H(a) gilt.
Das bedeutet erstens, daB jedes Individuum, das die Eigenschaft H besitzt, zu M
gehort, und zweitens, dafl Jedes Element von M die Eigenschaft H besitzt. Natiirlich
kann M die leere Menge sein.

In der Mathematik schreibt man dafiir kurz:

H@)e € M,

gelesen: ,,H(a) genau dann, wenn a Element von M*.
Die Aussagen H(a) und a € M sind #quivalent. Die Menge M wird auch folgender-
maBen geschneben

M= {a, H(a)},
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(W), zwischen den 1964 geborenen (A) und den 1965 geborenen (B), wir kénnen nach
den einzelnen Stadtbezirken Teilmengen bilden usw. Veranschaulichen wir uns die
Aufteilung der Menge M in J und W bzw. die in A und B durch ein Diagramm. Bei
diesem werden die Teilmengen J und W durch vertikale, A und B durch horizontale
Unterteilung des M darstellenden Rechtecks veranschaulicht und durch Schraffierung
bzw. Farbe unterschieden (Bild 2.1.).

ERKLARUNG:

> Allgemein heiBt die Menge A Teilmenge der Menge M, wenn jedes Element.von
A in M enthalten ist. Dafiir schreiben wir: A & M (lies: A Teilmenge von.
M). M wird bisweilen auch Obermenge von A genannt. Jede Menge ist eine
Teilmenge ihrer Grundmenge.

Nach unserer Erkliarung ist jede Menge Teilmenge von sich selbst. Damit weicht die
mathematische Terminologie wieder von dem Sprachgebrauch des téglichen Lebens ab.
Auch in der Wissenschaft galt es bis Mitte des vorigen Jahrhunderts als unwider-
sprochenes Axiom, daB ein Teil stets kleiner sein miisse als das Ganze. Spiter wird
sich zeigen, wie fruchtbar die zunichst befremdende mathematische Begriffsbildung
der Teilmenge ist.
Wir verschiirfen den Begriff der Teilmenge:
ERKLARUNG:
> Die Menge A heiit echte Teilmenge von der Menge M, wenn A Teilmenge
von M ist und wenn es in M mindestens ein Element gibt, das nicht Element
von A ist. Stimmt die Teilmenge mit der ganzen Menge iiberein, so heit sie
unechte Teilmenge.

\

Jede Menge hat aber auBer sich selbst noch eine weitere Téilmenge, die leere Menge.
Ist nimlich M eine beliebige Menge, so folgt aus m€ @: m€ M, da der Vordersatz
falsch ist. (Vgl. die Definition der Implikation Kap. 1, S. 20 f.). Ist die Menge M selbst
die leere Menge, so fallen diese beiden Mengen natiirlich zusammen. Man beachte:
Die leere Menge hat keine Elemente, sie hat aber eine (unechte) Teilmenge, némlich
sich selbst. 4

Auch bei anderen Mengen ist es wichtig, die Teilmengenbeziehung deutlich von der
Elementbeziehung zu unterscheiden. Die erste Beziehung kann zwischen zwei Mengen, die
zweite zwischen einem Individuum und einer Menge bestehen. (Spéter wird sich zeigen,
daB die Elemente einer Menge selbst Mengen sein konnen.) Zum Beispiel sind die
Zahlen 2, 4, 6 Elemente der Menge der geraden natiirlichen-Zahlen, die Menge {2, 4, 6}
ist Teilmenge von ihr. In den auf den Seiten 29 und 30 aufgefiihrten Mengen kamen
verschiedentlich Mengen vor, die Teilmengen anderer dort genannter Mengen waren,

z. B.
My S My, Mg S My, My, & Mys.

34



2.3. Komplementirmengen

Kehren wir noch einmal zu dem ersten Beispiel zyriick. Betrachten wir die Menge M
aller Singer und Singerinnen der Staatsoper als Grundmenge, so hebt sich sofort
neben der Menge A der Hauptdarsteller noch eine Menge B als Teilmenge von M
heraus, niimlich die Menge derjenigen Singer und Séngerinnen der Deutschen Staats-
oper, die nicht zu den Darstellern der Oper Othello gehéren. Diese Menge B soll als
Komplementérmenge von A in M bezeichnet werden. Man schreibt: B= A. Fol-
gendes Diagramm (Bild 2.2.), bei dem M als ein Oval dargestellt wird, mag die drei
Mengen M, A, A veranschaulichen.

ERKLARUNG:
> Ist allgemein A Teilmenge von M, so ist die

Komplementirmenge A von A in M diejenige
Teilmenge von M, die alle nicht zu A gehoren-
den Elemente umfafit.

Zur Unterscheidung der Komplementarmenge A von der
Menge A wurde nicht zuféllig der Querstrich iiber A be-
nutzt: Er soll an die Verneinung E einer Aussage E er-
innern. Ist ndmlich Menge M durch die Eigenschaft H charakterisiert:
M = {m; H(m)},
und die Teilmenge A von M durch die Eigenschaft E:
A={a; H(a) und E(a)},

Bild 2.2.

dann umfaBt A genau alle diejenigen Elemente von M, die die Eigenschaft E nicht
besitzen; fiir sie ist E (m) eine falsche Aussage. Mithin ist

A ={a; H(a) und E(a)}.

Ist speziell A = M, soist A= &, ist A = @, so ist A = M. Stets ist die Komplémentéir-
menge von A wieder A.

Zusammenfassung :

Die Menge A heibt Teilmenge einer Menge M, A & M, wenn jedes Element von 4
auch Element von M ist, d. h., wenn gilt

u €A —->ucM (wenmu €4, sou €M).

Jede Menge enthalt sich selbst und die leere Menge als Teilmengen. Es gibt nur eine
leere Menge, geschneben als @.Ist A & M, so existiert genau eine TellmengeA cM,
die Komplementirmenge von A, der die nicht zu A gehiérenden Elemente von M

angehéren. Ist also m € M, so ist entweder m €4 oderm € A.

Aufgabe 2
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2.4. Mengen im Mathematikunterricht

Der Leser, der uns bis hierher gefolgt ist, wird vielleicht fragen: ,,Wozu beschiftigen
wir uns mit Mengen? Dies sind doch alles ganz selbstverstandliche Dinge! Und warum
sollen- wir als Lehrer Mengen im Mathematikunterricht verwenden? Unsere Kinder
haben doch bisher auch ohne Mengen Rechnen und Geometrie gelernt!” Darauf kann
man erwidern: Jawohl, das ist méglich,’es wurde ja sogar bis in unser Jahrhundert
hinein héhere Mathematik ohne Mengenlehre betrieben. Mit Hilfe von Mengen lassen
sich- aber viele Begriffe klarer fassen. So wird z. B. heute in der Schule der Funktions-
begriff mit Hilfe von Mengen erklirt (* Kapitel 4). Auf weitere Beispiele aus dem Schul-
stoff wird noch spiter eingegangen. AuBerdem lassen sich die logischen Beziehungen,
die man im Mathematikunterricht benutzt, mit Hilfe von Mengen klarer einsehen,
und das ist fiir den Unterricht wichtig.
Mancher Lehrer, der in den Klassen 5 und 6 Geometrie unterrlchtet, hat z. B. die
Erfahrung gemacht, daB folgende Aussagen Schwierigkeiten-bereiten:
Es gibt gleichseitige, gleichschenklige und ungleichseitige Dreiecke. Ein Drei-
eck, das nicht gleichseitig ist, braucht nicht ungleichseitig zu sein, es kann
gleichschenklig ‘sein. Ein Dreieck, das nicht gleichschenklig ist, kann auch
nicht gleichseitig sein.
Wenn hierbei Schwierigkeiten auftreten, sollte man zunichst untei’suchen, ob der
loglsche Sachverhalt klar ist. Er 148t sich sehr einfach durch die Teilmengenbezeichnung
darstellen, etwa wie in Bild 2.3. Dabei stellen die als kleine Kreise gezeichneten Punkte

Bild 2.3.

Dreiecke dar. M, die Menge aller Dreiecke, wird als ein Oval wiedergegeben. Die
Teilmenge A von M (alle gleichschenkligen Dreiecke) ist blau umrandet, deren Teil-
menge B (alle gleichseitigen Dreiecke) ist zusitzlich durch ein blaues Raster gekenn- -
zeichnet. Dadurch zerfillt M in drei Gebiete, I, IT und III I ist das Gebiet von M,

das auBerhalb des blau umrandeten Ovals liegt, II das Gebiet innerhalb dieses Ovals,
aber auBlerhalb der Teilmenée B, 111 fallt mit B zusammen. An Hand des Bildes kann
man kliren, was es bedeutet, wenn ein Dreieck im Gebiet I (ungleichseitiges Drei-
eck), im Gebiet II (gleichschenkliges, aber nicht gleichseitiges Dreieck), im Gebiet II1
(gleichseitiges Dreieck) liegt. Ist die Komplementirmenge eingefiihrt worden, so lassen
sich die Gebiete I, II, III ‘leicht charakterisieren: I ist die Komplementirmenge von
Ain M, II die von B in A. Die logischen Beziehungen werden auf diese Weise abstrakt
und doch anschaulich erfaBt. Wenn der Sachverhalt gekldrt ist, muB die korrekte

~
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Sprechweise geiibt werden. Das wird hier dadurch erleichert, daB Sprechen und Zeigen
koordiniert werden kénnen. In der Umgangssprache wird die Verneinung (gut — nicht
gut) oft .verwechselt mit dem Gegensatz (gut — schlecht). In der Mathematik brauchen
wir aber genaue Unterscheidungen, z. B. bei der Verneinung einer Aussage. Ein ,,nicht
gleichseitiges Dreieck braucht kein ungleichseitiges Dreieck zu sein. Das Mengen-
diagramm von Bild 2.3. zeigt dies deutlich.

Aufgabe 3

Entsprechende Betrachtungen wie bei den Dreiecken lassen sich iibersli dort durch-
fiithren, wo Ober- und Unterbegrxffe auftreten, z. B. bei der Einteilung der konvexen
Vierecke (Bl]d 2.4.). Dabei heiBt cine Figur (ein Kérper) konvex, wenn fiir zwei be-

Rechtecke -, Quadrate Rhemben

Parallelogramme Trapeze konvexe Vierecke  Bild 2.4.

liebige Punkte aus dem Inneren der Figur (des Karpers) ihre Verbindungsstrecke
nur aus inneren Punkten der_ Figur (des Korpers) besteht. Die schwarz und blau
schraffierte Menge der Quadrate ist Teilmenge der Menge der Rechtecke, aber auch
der Menge der Rhomben. Die Menge der Rechtecke und die der Rhomben sind ihrerseits
Teilmengen der Menge der Parallelogramme, diese wieder Teilmenge der Menge der
Trapeze, diese schlieBlich Teilmenge der Vierecksmenge. Wieder ergibt sich die Maglich-
keit zu logischen Ubungen, indem man einen Punkt in irgendeinem der so entstandenen
Gebiete angibt und nach dem speziellen Charakter des betreffenden Vierecks fragt.
Der Mengenbegriff erméglicht auch eine genaue Unterscheidung zwischen ,,Kreis“
(Menge aller Punkte auf der Kreislinie), ,,offener Kreisfliche (Menge aller Punkte im
Inneren des Kreises), ,,geschlossener Kreisfliche (Menge aller Punkte im Inneren und
auf dem Rand), desgleichen bei anderen Figuren.

Entsprechend kann zwischen Begrenzungsfliche und Innerem eines Raumtells unter-
schieden werden.

Gute Dienste leisten Punktmengen in der Geometrie vor allem anstelle der fritheren
geometrischen Orter, die in der Regel an bestimmte Konstruktionsaufgaben gebunden
waren. Ist z. B. ein Punkt A gegeben und nach allen Punkten P der Ebene (des Raumes)
gefragt, die den Abstand 3 cm von A haben, so pflegte man im traditionellen Unterricht
zu sagen, der Kreis (die Kugel) um A mit dem Radius 3 cm sei der ‘geometrische Ort’
fiir die Punkte P. Damit driickte man die Aquivalenz von zwei Aussagen aus:

P liegt auf dem Kreis (der Kugeloberfliche) genau dann, wenn |PA] = 3 cm ist.
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Allgemein suchte man zu einer bestimmten Forderung F an einen Punkt P den zu-
gehorigen geometrischen Ort MF, so dal man sagen konnte:

P liegt auf M genau dann, wenn P die Forderung F erfiillt.
Dabei merkten die Schiiler oft nicht, daB es sich hier um Zzwei aqulvalente Teilaussagen
handelt: ,,Wenn Punkt P die Eigenschaft F hat, so liegt er auf Mr“ und ,,wenn Punkt
P auf MF liegt, so hat er die Eigenschaft F*. Oft wurde einer der beiden Sétze nicht
Beachtet. Unter Benutzung der oben eingefiihrten Bezeichnung fiir Mengen kann man
kurz, vollstindig und unmiBverstindlich formulieren: Mp={P; F(P)}, gelesen: ,,MF
ist die Menge aller Punkte P mit der Eigenschaft F*.
Wenn die Schiiler den Mengenbegriff richtig erfait haben, ist ihnen ohne weiteres klar,
daBl My alle und nur die Punkte mit der Eigenschaft F umfaBt. Dabei kann die Grund-
menge die Menge der Punkte der Ebene oder des Raumes sein. Je nachdem ist Mp die
Kreislinie oder die Kugeloberfliche. Auf diese Weise kann der fiir die Schiiler befremd-
liche Terminus geometrischer Ort oder der friither benutzte Ausdruck Bestimmungs-
linie vermieden werden. Der Begriff der Punktmenge hat sich im Geometrieunterricht
der héheren Klassen der Oberschule bereits durchgesetzt.
Wenn wir die rdumliche Anschauung entwickeln wollen, empfiehlt es sich ndmlich, friih-
zeitig rdumliche und ebene Betrachtungen nebeneinander zu betreiben; dann kommen
wir jedoch mit der ,Bestimmungslinie” nicht weit. Der Begriff der Punktmenge ist
wesentlich allgemeiner. AuBerdem trigt die Anwendung des Mengenbegriffs in der
Geometrie zu seiner Festigung bei. Fiir das Arbeiten mit Punktmengen im Unterricht
ist die oben erwihnte knappe Formulierung Mp={P; F(P)} nicht unbedingt er-
forderlich. Wichtig ist vor allem, daB die Schiiler beim Aufsuchen der Punktmenge
zundchst mehrere Punkte mit der verlangten Eigenschaft — etwa nach Augenmal} —
finden, die Form von Mp vermuten und dann Punkte, die nicht zu MF gehoren, auf die
verlangte Eigenschaft hin iiberpriifen. »
) Aufgaben 4 und 5

Auch der Begriff der Teilmenge (* S. 34) kann zur Verdeutlichung bei Bewelsen heran-
gezogen werden. Soll z. B. der Satz bewiesen werden:
Im Parallelogramm sind je zwei gegeniiberliegende Seiten gleich lang,
so empfiehlt es sich, den Satz zunichst in dje »wenn-so“-Form zu bringen, durch die
Voraussetzung und Behauptung ersichtlich werden. Dazu suchen wir einen Ober-
begriff zum Begriff ,,Parallelogramm®, z. B. ,konvexes Viereck®. Die Menge P_aller
Parallelogramme bildet eine Teilmenge der Grundmenge V aller konvexen Vierecke.
Wir formulieren den Satz jetzt folgendermafBen:
Wenn das konvexe Viereck ABCD ein Parallelogramm ist, so sind je zwei
gegeniiberliegende Seiten gleich lang.
Voraussetzung: ABCD ist ein Parallelogramm.
Behauptung: | AB|=|CD|,| BC|=| AD|.
Alle konvexen Vierecke mit der Eigenschaft, daB in ihnen je zwei gegeniiberliegende
Seiten gleich lang sind, bilden eine Teilmenge S von V. Unser Satz sagt dann aus:
P < 8. Ubrigens gilt auch § & P, also § = P. Der Satz ist namlich umkehrbar:
Wenn das konvexe Viereck ABCD je zwei gleich lange gegeniiberliegende
Seiterd hat, so ist es ein Parallelogramm.
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Die beiden Aussagen: ,,Das konvexe Viereck ABCD ist ein Element von P* und ,,das
konvexe Viereck ABCD ist Element von S“ sind dquivalent (# Kapitel 1, Aufgabe 5).
Wenn das Viereck nicht konvex ist, so ist der Satz nicht allgemeingiiltig, wie Bild 2.5.

A & Bild 2.5.

zeigt. Hier ist das Viereck zwar Element von S, wenn man BC und AD als gegeniiber-
liegende Seiten erklirt, aber das Viereck ist kein Parallelogramm

Fithren wir einen allgemeinen Beweis, so haben wir stets za zeigen, dal die Menge V
der mathematischen Gegenstinde, fiir die die Voraussetzung zutrifft, eine Teilmenge
der Menge B derjenigen Gegenstinde ist, die der Behauptung geniigen.

Ein leichtfertiges SchlieBen kann mit Hilfe von Mengenbildung oft leicht entlarvt-
werden. Als Beispiel diene die Feststellung: ,,Es gibt unter den Hunden, die viel
bellen (M,), solche, die nicht beien (M,)“ (also My = M,) in Verbindung mit dem

»SchluB“:,,Hunde, die viel bellen, beiBen nicht“ (M; — M,). Diese Teilmengenbeziehung
kann nicht aus der ersten geschlossen werden. Der Zweite Satz kann sich nicht auf den

ersten stiitzen. Solche und dhnliche Fehlschliisse treten hiufiger auf, als man denkt.

Priifen wir folgenden SchluB:

Satz a): Es gibt Parallelogramme, die keine Rechtecke sind.

Satz b): Es gibt Parallelogramme, bei denen die Diagonalen nicht senkrecht auf-
einanderstehen. .

Satz ¢): Also stehen im Rechteck die Diagonalen aufeinander senkrecht.

Die Sitze a) und b) sind richtig, der Satz c) ist falsch. Der Irrtum bei dem SchluB wird
bei der Betrachtung der entsprechenden Mengen deutlich (Bild 2.6.). Seien wieder P
die Menge aller Parallelogramme, R die Menge aller Rechtecke, D die Menge aller
Parallelogramme, bei denen die Diagonalen aufeinander senkrecht stehen (das sind
Rhomben) Es gilt: RS P, DS P. Dann sagt Satz a) aus, daB die Komplementir-

menge R von R in P nicht leer ist; Satz b) sagt aus, daB die Komplementirmenge D

Bild 2.6.
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von D in P gleichfalls nicht leer ist und Satz ¢) sagt aus: RS D. Das Bild 2.6,

in dem D schraffiert und R blau gerastert ist, macht deutlich: R und D haben zwar
einen nichtleeren Durchschnitt (die Menge der Quadrate), aber es gilt nicht R < D,
das heiit, es gibt Rechtecke, bei denen die Diagonalen nicht senkrecht aufeinander
stehen. Satz c) kann nicht aus a) und b) geschlossen werden. Noch iiberzeugendere
Beispiele fiir die Brauchbarkeit des Mengenbegriffs liefert die Lehre von den Glel-
chungen und Unglelchungen, die im Kapitel 7 behandelt wird.

Wenn weitere Begriffe aus der Mengenlehre eingefiihrt sind, wird sich erneut zeigen,
wie brauchbar der Mengenbegriff im Mathematikunterricht bereits von der ersten
Klasse an ist. In der Tat wird er jetzt in unserem Mathematikunterricht von Anfang an
verwendet. Eine kurze systematische Einfiihrung in die ersten Grundlagen der Mengen-
lehre — vor allem die Element- und die Teilmengenbeziehung — wird im Lehrplan
fiir Klasse 61 gefordert.

2.5. Operationen mit Mengen

2.5.1.  Durchschnitt von Mengen

Wir suchen in unserer Schule zwecks Unterstiitzung eines bevorstehenden Ferienlagers
Schiiler, die einen Lehrgang ,,Erste Hilfe bei Unfillen“ absolviert haben und die
auBerdem bereits bei einem Ferienlager im Sanititsdienst geholfen haben. Nennen wir
die erste Eigenschaft eines Schiilers Hy, die zweite H, und die zugehorigen Mengen M,
bzw. M,. Es ist also My={m;H (m}}, My={m; Hy(m)}. Wir suchen diejenige
Menge D von Schiilern, die zugleich die Eigenschaften H, und H, besitzen.
D ={m; H;(m) und Hy(m)}. Die Menge D ist Teilmenge sowohl von M als auch von
M,, kann daher auch geschrieben werden als D = {m; m € M; und m € M,}. Die zu
M;, gehérenden Schiiler seien a, b, ¢, d, die zu M, gehérenden a, d, h, k, j. Dann gehéren
die Schiiler a und d zu D und sonst keine. Diese Menge D = {a, d} wird als Durch-
-schnittsmenge, kurz auch Durchschnitt der Mengen M, und M,, bezeichnet.
Allgemein versteht man unter dem Durchschnitt zweier Mengen M;, M, die Menge
ihrer gemeinsamen Elemente, die natiirlich unter Umstidnden die leere Menge ist.
Man schreibt sie

D= M\ M,,

gelesen: ,,D ist der Durchschnitt der Mengen M; und M,.“
Dafiir kann auch geschrieben werden:

m€E M, N My m€ My und m€ M,.

Das heiBt: m ist Element von D genau dann, wenn sowohl m € M; als auch m€ M,
gilt. Der Durchschnitt von M, und M, ist also gemeinsame Teilmenge von M; und M,.
Wir veranschaulichen D, indem wir M; und M, als Ovale darstellen, die wir zum Schnitt

1 Lehrplan fiir Mathematik, Klassen 5 bis 8. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1971, S. 31.
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Bild 2.7.

M M,

Bild 2.8.a Bild 2.8.b

bringen (Bild 2.7.). Ist der Durchschnitt leer, so schreiben wir das Zeichen fiir die leere.
Menge in den Durchschnitt (Bild 2.8.a). Es kann jedoch auch die Darstellung 2.8.b
verwendet werden. Der Name Durchschnitt eriniert an das Schneiden der beiden
Ovale. An die Bedeutung des Wortes Durchschnitt als einer Mittelbildung darf man
dabei nicht denken.

Ist der Durchschnitt D von M; und M, die leere Menge, so heiBen M; und M, elemente-
fremd. Auch in diesem Fall ist D Teilmenge von M; und M, da ja die leere Menge
Teilmenge jeder Menge ist (* S. 34).

Es wurden jetzt mehrfach Mengen als Ovale und ihre Elemente als Punkte dargestellt.
Dabei spielt die Natur der Elemente keine Rolle. Insofern kann diese Darstellung als
abstrakt bezeichnet werden. Andererseits bringt sie aber die Elementbeziehung recht
anschaulich zum Ausdruck. Diese Mengendarstellung, die auch als Venndiagramm
bezeichnet wird, wird daher im folgénden hiufig benutzt werden. Um den Leser an
ihre Verwendung zu gewdhnen, sei folgendes Beispiel durchgefiihrt:

Die Grundmenge M sei die Menge aller Punkte einer Geraden. Dazu gehéren die Punkte
Ay, By, Ay, By. Es sei M die auf dem Strahl 4y By, M, die auf dem Strahl A, B, liegende
Punktmenge. Die Anfangspunkte Ay bzw. A, gehéren mit zur Menge. Die Mengen M,

M, ' . . M,
——o——0—0— o
5 4 4 B,
My M,
Bild 2.9.a oder
Bild 2.9.b
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- Mo
A 4 51
M M
D= M, : !
Bild 2.10.a Bild 2.10.b
Y M,
— M,
h=4h B = B, :
D = M1 = MZ M1 MZ
Bild 2.11.a Bild 2.11.1
M’ X Mz
—O0— o —O—
H‘I A1 =4 B8, )
M1 Mz
D ={m}={n}
Bild 2.12.a Bild 2.12.b
M, }
) .M
5, 4 A 6,
D ist echte Teilmenge von My und M,
Bild 2.13.a Bild 2.13.b

M,, D= M; (| M, sollen bei einigen Lagen der Punkte als Venndiagramme darge-

stellt werden (Bild 2.9. bis 2.13.). )
Weitere Beispiele, bei denen M die Grundmenge bedeutet:

M: Menge der Punkte einer Ebene;
M;: Menge der Punkte einer in dieser Ebene liegenden Geraden g;;

Mj;: Menge der Punkte einer Geraden g, dieser Ebene.
D besteht, falls die beiden Geraden einander schneiden, aus einem einizigen

Element, dem Schnittpunkt, anderenfalls ist D die leere Menge.
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M : Menge aller Figuren einer Ebene;

M;: Menge aller Rechtecke dieser Ebene;

M,: Menge aller regelmiBigen Vielecke dieser Ebene.
D besteht dann aus allen Quadraten dieser Ebene.

M: Menge aller Figuren einer Ebene;

M; : Menge aller regelmiBigen Vielecke dieser Ebene;

M,: Menge aller Rhomben (d. h. aller Parallelogramme mit vier gleich langen
Seiten) dieser Ebene;

D ist wieder die Menge aller Quadrate dieser Ebene.

M: Menge aller natiirlichen Zahlen;

M, : Menge der Teiler von 10 (d. h., My = {1, 2, 5, 10}},
M,: Menge der Teiler von 16 (d. h., My = {1, 2, 4, 8, 16});
D ist die Menge der gemeinsamen Teiler,(d. h., D = {1, 2}).

Die Durchschnittsbildung kann auf mehr als zwei Mengen ausgedehnt werden, indem
man erst<zwei beliebige der Mengen schneidet, die Durchschnittsmenge mit einer
weiteren Menge und so fort. In den folgenden Diagrammen (Bild 2.14.a und b) wird
dies fiir drei Mengen dargestellt:

M, M
IM1 n "fz’n Mg

My 0 (My 0 My
© Bild 2.14.a Bild 2.14.b

DaB allgemein (M N My) N M3= M; N (M5 N M) gilt, bedarf eines Beweises. Dieser
ergibt sich aus der Definition des Durchschnitts. Der Leser findet einen dhnlichen,
aber etwas schwierigeren Beweis, der als Muster dienen mag, auf S. 48f.

Zusammenfassung :

Die Durchschnittsmenge M; (| M, von M, und M, enthilt alle gemeinsamen Elemente
von M, und M, und keine weiteren. o

m EDs m € M; und m €M,.

D=M1 nM2= {m;m €M1 und meMz}. )

Stets ist D gemeinsame Teilmenge von M und M. Sind keine gemeinsamen Elemente
vorhanden, soist D = .M, und M, heiflen dann elementefremd.

Aufgaben 6 bis 8
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2.5.2.  Vereinigungsmenge

Wir betrachten wieder folgende beiden Schiilermengen M; und M,:

M enthalte diejenigen Schiiler einer Schule, die einen Lehrgang ,,Ersté Hilfe ab-
solviert haben (Eigenschaft H;), M, diejenigen, die in einem Ferienlager irgendwann
einmal Sanitéitsdienst geleistet haben (Eigenschaft Hy). Es seien wieder My = {a, b, c, d}
und M, = {a, d, h, k, j}. Wir stellen jetzt nur die Forderung, daB ein Schiiler die Eigen-
schaft H; oder H, besitzt. Die Menge V dieser Schiiler vereinigt also alle Schiiler, die
mindestens einer der beiden Mengen M;, M, angehéren. Sie besteht aus den Schiilern
a,b,c,d, bk, j.

Diese Menge V ={a, b, c, d, k, k, j} wird als Vereinigungsmenge der Mengen M, M,
bezeichnet. Sie enthilt M; und M, als Teilmengen. Entsprechend wird fir zwei he--
liebige Mengen M; und M, die Teilmengen der gleichen Grundmenge M sind, die
Vereinigungsmenge V' erklért, die simtliche Elemente von M1 und M, enthilt. Wir
fiihren fiir V folgende symbolische Schreibweise ein:

V= M; | M; (gelesen: ,,V gleich M, vereinigt mit M,"“).
Dafiir kann auch geschrieben werden:
V={m;m € M, oder m€ M,} oder auch V = {m; H; (m) oder l'lz (m)}.

Es sei daran erinnert, daB dieses oder nicht die ausschlieBende Bedeutung des entweder- ’
oder hat (vgl. Kapitel 1); vielmehr kann ein Schiiler sehr wohl beide Elgenschaften
zuglelch besitzen, wie die Schiiler a und d.

Wir stellen die Vereinigungsmenge zweier durch je ein Oval angegebener Mengen
M; und M, durch die blaue Fliche (Bild 2.15.) dar.

M M Bild 2.15.
Im ersten Schuljahr wird die Addition von zwei natiirlichen Zahlen durch Vereini-
gung von zwei elementefremden Mengen (Kugeln, Strichen usw.) eingefiihrt. Sie kann
durch Aneinandersetzen der beiden Mengen durchgefiihrt werden.

Im Lehrbuch fiir Klasse 72 wird der absolute Betrag von rationalen Zahlen einge-
fiithrt. Unter |z| ist die positive der beiden Zahlen z und —z zu verstehen, und es ist
|0] = 0. Zum Beispiel |+3| =43, |—3|= -

Wir stellen uns die Aufgabe, die Losungsmenge der Ungleichung [2]| > 3 fiir den ab-
soluten Betrag von z im Bereich der rationalen Zahlen zu suchen.

2 Mathematik, Lehrbuch fiir Klasse 7. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1872, S. 38.
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Die Ungleichung Issen bedeutet, alle Zahlen z zu suchen, fir die > -+ 3 (I) oder
x < — 3 (II) ist. Die Lésungsmengen L; und L, sind an der Zahlengeraden blau dar-
gestellt (Bild 2.16.). Dabei bedeutet die durch den Bogen — bzw. <= gekennzeichnete

@ T ﬂr
\ /

-8 -7 -f -5 -4
Bild 2.16.

Begrenzung des Strahls, daB der betreffende Punkt nicht zur Menge zu zihlen ist.

Die Losungsmenge L der Ungleichung | z | > 3 ist die Vereinigungsmenge der Mengen
Ly und L,.

* Folgendes etwas schwierigere Beispiel fiir die Darstellung einer Vereinigungs-
menge als Venndiagramm riickt den abstrakten Charakter dieser Darstellung in den Vor-
dergrund. Wir gehen von einer Grundmenge G aus, die aus allen Figuren der Zeichen-
_ebene besteht. Dazu gehoren alle Punkte, Geraden, Kreise, Vielecke usw. der Ebene.
Sie werden unterschiedslos als Individuen angesehen, d. h., ein Kreis, eine Gerade oder
ein Vieleck werden nicht als Punktmengen, sondern als selbstéindige Gebilde betrachtet.
Eine Gerade g der Ebene teilt diese in zwei Halbebenen. Die in einer dieser beiden
Halbebenen liegende Punktmenge sei M;. Die Punkte von g sollen nicht mit zu M
gezihlt werden. Unter M, soll die Menge aller Punkte einer Geraden h verstanden
werden (Bild 2.17.a). Es sollen G und M, |U M, als Venndidgramm gezelchnet werden.
Dann sind die in der Abbildung angegebenen Punkte 4, B, C, D, E, F, die Kreislinie k
und die Geraden g und h in das Venndiagramm einzutragen (Bild 2.17. b).

Bild 2.17.a ' 'Bild 2.17.b

In dem Venndiagramm féllt zunéchst auf, daB die Punkte 4, B, C, D, E, F, die Kreis-
linie k und die Geraden g und k in gleicher Weise als Punkte dargestellt werden. Alle
diese-Gebilde sind ja unterschiedslos Individuen aus G, muBten also im Venndiagramm
als Punkte angegeben werden. Die Punkte A und F liegen in M, die Punkte F, C, D
in M,. Alle diese Punkte gehéren mithin zu M; |J M,. Punkt E gehért weder zu M,
noch zu M,. Dasselbe gilt fiir die Elemente g und & von G, denn als Individuum
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aus G gehort b weder zu der Punktmenge M; noch zu der Punktmenge M,;. Wir
miissen nédmlich zwischen der auf & liegenden Punktmenge, der unter anderen die
Punkte F, C, D angehéren, und der Geraden %k als Element von G unterscheiden.
Ebenso muB zwischen g und der auf g liegenden Punktmenge unterschieden werden.
Diese Punktmenge, zu der die Punkte B und C gehéren, tritt in dem Venndiagramm
nicht in Erscheinung. i
Im ersten Schuljahr wird die Addition mit Uberschreiten eines Zeliners, z. B. 8 + 5 in
der Regel folgendermaBen eingefiibrt:

8+ (24 3) = (8+ 2) + 3. Hierbei liegt die Vereinigung von drei Mengen vor, die
in verschiedener Weise zusammengefaBt werden. )

Unter der Vereinigungsmenge von drei oder mehr Mengen ist die Menge aller Elemente
der Grundmenge zu verstehen, die mindestens einer der zu vereinigenden Mengen
angehoren. Wir kénnen sie sukzessive durch Vereinigung zweier Mengen bilden,
indem wir erst My und M, und dann die so entstandene Menge mit M3 vereinigen und
so fort, oder wir fangen mit zwei beliebig anderen dieser Mengen an. Das Ergebnis ist
das gleiche. In Bild 2.18.a und b sind zwei verschiedene Wege bei der Vereinigung
von drei Mengen durch zwei Diagramme veranschaulicht.

M1 u /MZ ] Mg]
Bild 2.18.a Bild 2.18.h

(Myu My u My A

Wir stellen fest: Die Reihenfolge der Vereinigungen spielt keine Rolle. Den Beweis
fiir drei Mengen findet der Leser auf S. 48 f.
Stellen wir Durchschnitts- und Vereinigungsmenge einander gegeniiber, so finden wir:
MESV, My& V; dagegen D& M;, DS M,. Wir kénnen daraus eine Kette von
Teilmengen herstellen: D & M; & V, oder, anders geschrieben,

(MyN\ M) & My & (MU M), (My 0 My) & My & (My U My).

Zusammenfassung :

Die Vereinigungsmenge M, | J M, von M; und M, enthiilt alle Individuen, die zu
mindestens einer der Mengen M, , M, gehéren und keine weiteren. D. h.,

m eV emeM; odlerm €EM,.

V= Ml U Mz = {m; m GMi oder m eMz}..

M), und M, sind Teilmengen von V.

Aufgaben 9 bis 16
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2.5.3.  Differenzmenge

Wir greifen noch einmal auf die Menge M der zur Schule anzumeldenden Kinder
zuriick. W sei wieder die Teilmenge der Méddchen, Z die Menge der aus gesundheitlichen
oder anderen Griinden vorliufig zuriickgestellten Kinder. Wir wollen die Menge C
derjenigen Médchen betrachten, die nicht zuriickgestellt wurden, also eingeschult
werden. Diese Menge C nennen wir die Differenzmenge aus W und Z und schréiben sie

C=W\_Z,

gelesen: ,,C gleich W minus Z*.

Allgemein versteht man unter der Differenzmenge A\ B die Menge derjenigen Elemente
von A, die nicht zu B gehéren. Qle Differenzmenge C = A\ B kann folgendermaBen
geschrieben werden.

A\B={m;m€EA und,m & B}.
Die Komplementirmenge einer Menge A in der Grundmenge M ist dann
A= M\ A.
Die Differeﬁzmenge A\ B ist. stets eine Teilmenge von A. Ist. B= (&, so i\st A\ B= A4;

ist B= A, soist A\ B=; ist B= A, soist A\.B= A. Wir stellen den letzten und
einige andere Fille durch Dlagramme dar. Im Bild 2.19.a bis d ist die Menge M schwarz,

A blau umrandet. B = A ist schraffiert und 4\ B blau gerastert.

\J ‘n' J
A\B=A
Bild 2.19.a—d

A\B=¢

Zusammenfassung :
Unter der Differenzmenge C = A \ B verstehén wir die Menge aller Elemente von 4,
die nicht zu B gehéoren.

={m;m €A undm ¢ B}.

Aufgaben 17 bis 22
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2.6. Etwas aus der Mengenalgebra

Wir haben u. a. zwei Operationen kennergelernt, durch die je zwei Mengen eine weitere
Menge zugeordnet wird, die in Spezialfillen mit einer der Ausgangsmengen zusammen-
fallen kann: zum Beispiel die Vereinigung und den Durchschnitt. Wir fiihlen uns dadurch
an das Rechnen mit Zahlen erinnert. Auch fiir Zahlen eines beliebigen Zahlenbereichs,
z. B. fiir rationale Zahlen, gibt es zwei Operationen, durch die je zwei rationalen Zahlen
wieder eine rationale Zahl zugeordnet wird, die in Spezialfillen mit einer der Ausgangs-
zahlen zusammenfallen kann, die Addition und die Multiplikation. Zwischen diesen
beiden Rechenoperationen einerseits und den Mengenoperationen andererseits bestehen
in der Tat einige Parallelen, die in folgender Ubersicht zusammengestellt wurden:

Zahlen Mengen
1. Fiir alle a, b gilt Fiir alle M, , M, gilt
a+b=b+a, My U My= M, U My,
a-b="b-a. MinM2=M20Mi'
(Kommutativgesetze)
2. Fir alle a, b, c gilt Fiir alle My, My, Mj gilt
a+G+o)=(a+b+e, My UMy U My) = (My U My) U M,
a-(b-c)=(a-b)-c. M (\(My () M) = (My () My) () M.
(Assoziativgesetze) - ;

3. Fiir alle a, b, ¢ gilt
a(b+ ¢)=ab- ac. - (Distributivgesetz)

Das erste Gesetz iiber die Vertauschbarkeit von M; mit M, liegt auf der Hand. Das
zweite Gesetz wurde auch bereits erwahnt und durch ein Dlagramm erldutert. Wir
wollen es jetat fiir Vereinigungsmengen beweisen. Der Leser, dem es mehr auf einen
Uberblick ankommt, mag die nun folgenden Beweise iiberschlagen oder durch ver-
anschaulichende Diagramme ersetzen.

Der Einfachheit halber nennen wir die links vom Gleichheitszeichen stehende Menge A,
die rechts stehende B, also A= M; (M, M;), B= (M; U M;) U M3. Wir haben
nach. der Erklirung der Gleichheit von Mengen (* S. 32) zu zeigen, daB ein beliebiges
Element a von A zu B gehért und umgekehrt ein beliebiges Element b von B auch
zu A gehért.

1. Teil 2. Teil
Voraussetzung: a€ A Voraussetzung: a€ B.
Behaupzung' a€B Behauptung: a€ A

Bewezs des ersten Teils:

Wir gehen auf die Definition der Vereinigungsmenge zuriick. Die Voraussetzung a€A
bedeutet: a € M, (1) oder a € My |J M3 (2). Nach dem im Kapitel 1 erklirten Sprach-
gebrauch von ,,0der” muB mindestens einer der Fille (1), (2) eintreten. Wir fiihren eine
Fallunterscheidung durch. Wenn (1), also a € My, gilt, so folgt daraus, daB a auch
Element von Mj U M, sein muB, da M, eine Teilmenge von My |J M, ist. Aus dem
entsprechenden Grund gilt dann a € B. In diesem Fall ist die Behauptung bewiesen.
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Tritt (1) nicht ein, so muB (2), also a € M, |J Mj, bestehen. Wir unterscheiden ‘wieder
a€ M, (2a) und a€ M3 (2b). Tritt Fall (2a) ein, so ist a als Element von M, auch
Element von M; |J M,, also auch von B. Tritt Fall (2b) ein, so ist a als Element von
Mj gleichfalls Element von B.

In allen Fillen folgt aus a € 4, daB a € B gilt.

Der Beweis des zweiten ‘Teils verliduft entsprechend und kann daher dem Leser iiber-
lassen bleiben: Er iibertrage das Beweisprinzip auf den Nachweis des Assoziativgesetzes
fiir den Durchschnitt!

Wie steht es nun mit dem Distributivgesetz? Gibt es auch hier etwas Analoges fiir die
Operationen mit Mengen? Da wir nicht wissen, ob der Addition von Zahlen die Ver-
einigung oder der Durchschnitt von Mengen entsprechen wird, setzen wir probeweise
zwei Gesetze an: Gilt fiir beliebige Mengen Mi, M,, My

a) My U (My (N Mp)= (M U M) N (Mg U M)
_b) My (MyU M) = (M N My) U (My N M3)?
Wir wollen uns zunichst den Inhalt der ersten Vermutung an Hand eines Beispiels
klarmachen und verwenden dazu ‘das Bild 2.4. von Seite 33 bzw. Bild 2.20. Im

Bild 2.20. wurde' zwecks Vereinfachung die M andeutende Umrandung der gesamten
Figur weggelassen.

J w

Bild 2.20.

An Hand dieser Figur soll die Beziehung
JUWNB)=JUWNJUB ()

veranschaulicht werden.

Die in (*) links stehende Menge wird dargestellt durch die Vereinigung des linken
Streifens mit dem rechten unteren Teilrechteck. Dabei entsteht die hlau gerasterte
Fliche. Rechts steht in (*) der Durchschnitt der gesamten Menge J | W=M mit J(J B.
Da JU B Teilmenge von M ist, steht rechts J |J B. Diese Menge wird gleichfalls
durch die blau gerasterte Fliche wiedergegeben. '
Dadurch wird einsichtig, daB Gesetz a) fiir die Mengen J, W, B gilt.

Wir versuchen jetzt den allgemeinen Beweis von a) und setzen wieder die linke Seite
gleich 4, die rechte gleich B.

1. Teil
Voraussetzung: a€ A
Behauptung: a€ B
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Bewets:

a € A bedeutet, daB a mindestens einer der beiden Mengen M, oder M, (| M3 angehért.
Wir machen wieder eine Fallunterscheidung. Wenn a Element von M, ist, so gehort es
auch zu der Obermenge M; |J My und ebenso zu M, |J M3, mithin zu ihrem Durch-
schnitt, also zu B. Wenn a aber nicht Element von M ist, so muB} es zu My (| M,
gehéren. Als Element von M, gehért es zu der Obermenge M;|J M;, als Element
von M3 zu der Obermenge M, |J M3. Auch in diesem Fall gehért a zu B.

2. Teil

Voraussetzung: b€ B

Behauptung: b€ A

Beswers:

b€ B bedeutet, daB b zugleich den Mengen M, U M, und M; U M; angehért. Das
erste bedeutet: b€ M, oder b € M,, das zweite b € M, oder b € M;. Wir machen wieder
eine Fallunterscheidung. Falls b€ Mj, so ist sicher b in der Obermenge A von Mj
enthalten, die M; mit einer anderen Menge vereinigt. Ist aber b nicht in M, enthalten,
so muBl b sowohl in M, als auch in M3, also auch in dem Durchschnitt My () M3, mithin
ebenfalls in der Obermenge A liegen.

Wir haben damit bewiesen: A & B und B& A,.d. h., die in a) vermutete Beziehung
ist richtig. Satz a) stellt also ein allgemeines Gesetz dar, das die Vereinigung mit dem
Durchschnitt von Mengen verbindet.

Der Vollstindigkeit halber wollen wir uns auch an der Vermutung b) versuchen.
Wieder bedeute A die links stehende Menge, 4 = M, N (M, U M3), wihrend

B= (My () My) U (My ) My) sei.

1. Teil

Voraussetzung: a€ A

Behauptung: a€ B

Beweis:

a € A bedeutet, daB a sowohl zu M gehért (1) als auch zu My |J M3 (2);a€ My U M3
sagt aus, daB a mindestens einer der beiden Mengen M, oder M angehort. Gehort a
zu M,, so gehort es wegen (1) auch zu M; | M,; gehért a aber nicht zu M, so muB3
a wegen (2) zu M3, also — wieder wegen (1) — zu My (| M3 gehéren. a gehort also zu
My N My oder zu M | M3, mithin zu der Vereinigungsmenge dieser beiden Mengen.
Folglich gilt a € B.

2. Teil

Voraussetzung: b€ B

Behauptung: b€ A

Bewets:

b€ B bedeutet, daB b mindestens einer der beiden Mengen M; N M, oder M; N M;
angehort. Auf alle Fille gilt also b€ M; (1). AuBerdem ist b noch Element von M, oder
von Msj, also sicher Element von M, |J M3, mithin — wegen (1) — Element von A.
Wir haben damit wieder gezeigt: A S B und B & /A. Folglich ist auch die Vermutung
b) richtig!

Wir kommen dadurch zu dem bemerkenswerten Ergebnis, daB es fiir die beiden
Operationen mit Mengen, Vereinigung und Durchschnitt, zwei Distributivgesetze gibt,
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die gleichartig gebaut sind. Man braucht nur iiberall in einem der Gesetze die Zeichen
»U“ und ,,N* zu vertauschen, um zu Yem zweiten Gesetz zu gelangen. Wenn wir bei
dem Ansatz eines Distributivgesetzes fiir Mengen im Stillen die Hoffnung hegten,
es wiirde uns eine Handhabe dafiir geben, welche der beiden Mengenoperationen,
Vereinigung oder Durchschnitt, wir als analog zur Addition, welche als analog zur
Multiplikation bezeichnen kénnten, so sehen wir uns in der Erwartung getiuscht.
Vielleicht wird uns spater die Heranziehung der Differenzmenge zur Erkenntnis
verhelfen, welche Mengenoperation eher als Analogon zur Multiplikation von Zahlen
angesehen werden kann.

Machen wir uns einmal klar, was es fiir Zahlen bedeuten wiirde, wenn es zwei Distri-
butivgesetze gibe: Fiir beliebige a, b, ¢ wiirde nicht ntr gelten: a - (b 4 ¢) = ab + ac,
sondern auch a + (b¢) = (a 4 b) - (a4 ¢)! '
Nun gibt es allerdings Tripel von Zahlen (d.h. drei Zahlen), fiir die auch
a— (bc) = (a - b) - (a + ¢) richtig ist, z. B. fiir a = 0; b, ¢ beliebig. Wenn wir aber einen
zur Mengenlehre analogen Satz aufstellen wollten, wiirde er aussagen: ,,Fiir jedes Tripel
a, b, c gilt a+ (be) = (a+ b) - (@ + ¢)*, und das ist falsch. Wir sehen aus diesem
Beispiel, wie wichtig es ist, deutlich zu unterschieden zwischen den beiden Aussagen
»Es gibt ein Tripel [a, b, ], so daB a 4 bec = (a + b) - (a - ¢) gilt“ (Existenzaussage),
und ,,Fiir jedes Tripel [a, b, c] gilt a4 be= (a + b) - (a 4 c)“ (Allaussage). Die erste
Aussage ist richtig, die zweite falsch.

Zusammenfassung:

Fiir Vereinigung und Durchschnitt von beliebigen Mengen M, . M, , M gelten folgende
Gesetze:

M, UM, = M, M,

M, M, =M, M, (Kommutativgesetze)

M UM, M;) = MM, M, )

M1 n (Mz n M3) = (Mi n Ma) ﬂ M3 (Assoziatlvgesetze)

M M, N\ My) = 0, M, N (M; M) )

M N MUM;) =M™, \ M) M, " M;) (Distributivgesetze)

Aufgabe 23

2.7. Gesetze der Differenzbildung

Wir wollen jetzt untersuchen, ob es entsprechende Gesetze fiir die Differenzbildung
‘gibt. Dies wire zu vermuten, wenn die Differenzbildung eine Umkehroperation zur
Vereinigung von Mengen darstellt, entsprechend wie die Subtraktion von Zahlen die
Umkehroperation der Addition ist. Das ist fiir Mengen aber keineswegs der Fall.
Es gilt

fiir Zahlen: fiir Mengen:

at+(b—a)=0b AU (B\4)= A B (*5.47)

Es ist also fraglich, ob es ein Distributivgesetz fiir die Differenz von Mengen gibt, das
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