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GELEITWORT 

Die stürmische Entwicklung der Wissenschaft w1d Technik in der sozialistischen Gesell­
schaft stellt laufend höhere Anforderungen an den Mathematikunterricht der Fachschulen 
der DDR sowbhl hinsichtlich des Umfanges als auch der Qualität der zu vermittelnden 
Kenntnisse und Fähigkeiten. Diese gesteigerten Anforderungen verlangen ein erhöhtes 
Anfangsniveau der Bewerber für das Fachschulstudium, das dem Abschluß eini,r Aus­
bildung an einer zehn.klassigen polytechnischen Oberschule entspricht. 
Um den Bewerbern für das Fachschulstudium während eines Vorbereitungslehrganges 
oder bei einer wiederholenden Orientierung ein für diesen Zweck zugeschnittenes Lehr­
buch in die Hand geben zu können, wurde auf Veranlassung des Staatssekretatiates für 
das Hoch-und Fachschulwesen in Verbindung mit der Zentralen Fachkommission für 
)lathematik ein Autorenkollektiv mit der Ausarbeitung des vorliegenden Lehrganges 
der Elementarmathematik beauftragt. 
Dieser Lehrgang enthält die der obengenannten Zielsetzung entsprechenden Stoffgebiete, 
wobei eine Betonung einzelner Themen sowie die Zusammenstellung der Aufgaben im 
Hinblick auf ein hierauf aufbauendes Studium an einer Fachschule erfolgte. 
Bei der Gestaltung des Manuskriptes zur 1. Auflage wurden die Autoren dieses Buches 
von Herrn FRITZ W ARNECKE t in einer Weise. unterstützt, die weit über das normale Maß 
einer Lektorentätigkeit hinausgeht. Ihm sei an dieser Stelle herzlichst dafür gedankt. Be­
sonderer Dank gilt auch Frau Prof. DR. GöRKE und Herrn HEINZ NICKEL für zahlreiche 
fachliche und methodische Hinweise und Ratschläge sowie dem VEB Fachbuchverlag 
für die sorgfält4ke Drucklegung. 
Wir sind überzeugt, daß der Lehf'l}ang der Elemenlannathema1,ik eine wertvolle Hilfe 
bei der Vorbereitung auf ein Fachschulstudium sein wird, und wünschen den Lesern viel 
Erfolg beim Studium. 

Dresden, Au�st 1962 Zentrale Fachkommission für Mathematik 
beim Staatssekretariat für das Hoch-und 
Fachschulwesen 
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1. Vorbemerkungen

Gewisse Zahlenrechnungen bereiten den Schülern erfahrungsgemäß immer wieder große 
Schwierigkeiten, und zwar handelt es sich hierbei besonders um Aufgaben aus der 
Bruchrechnung. Aus diesem Grunde haben sich die Autoren entschlossen, dem Buch 
einen Abschnitt über das Rechnen mit bestimmten Zahlen voranzustellen, in dem die 
Bruchrechnung im Vordergrund steht. Darüber hinaus· werden noch diejenigen Rechen­
hilfsmittel besprochen, deren Handhabung jeder beherrschen sollte, der das Studium 
an einer Fachschule aufnehmen möchte: die Zahlentafeln und der Rechenstab. 
Der zweite Teil des Buches enthält die Arithmetikl) und die elementare Algebra2), wo­
bei sich die Arithmetik mit den Rechengesetzen für bestimmte und allgemeine Zahlen 
befaßt, während die elementare Algebra die Gesetzmäßigkeiten untersucht, die bei der 
Bestimmung unbekannter Zahlen aus Gleichungen auftreten. Schließlich werden im 
dritten Teil die Gebiete aus der Geometrie dargestellt, auf denen der Mathematikunter­
richt an den Ingenieur-und Fachschulen aufbaut. 
Um den umfangreichen Lehrstoff auf einem verhältnismäßig geringen Raum unter­
bringen zu können, mußte er systematisch angeordnet werden, wobei die methodischen 
Gesichtspunkte bei der Behandlung der einzelnen Teilgebiete keineswegs außer acht 
gelassen wurden. Es wird de.her kaum möglich sein, den Lehrstoff im Unterricht in der­
selben Reihenfolge darzubieten, in der er im Lehrbuch angeordnet worden ist. Dies ist 
aber auch nicht erforderlich, denn das Buch soll dem Lernenden die Möglichkeit geben, 
den im Unterricht behandelten Stoff zu wiederholen und ihn an Hand zahlreicher 
Übungsaufgaben einzuprägen und zu festigen. 
Für den Lernenden genügt es nicht, sich mehr oder weniger mechanisch eingeprägte 
mathematische Kenntnisse zu erarbeiten, das Kennen muß zum Können weiterentwik­
kelt werden. Mathematische Fähigkeiten und Fertigkeiten kann man aber nur dann 
erwerben, wenn man die formalen Rechengesetze der elementaren Mathematik sicher 
beherrscht und sie auoh sinnvoll und folgerichtig bei der Lösung von Aufgaben anzuwen­
den weiß. Es ist daher notwendig, die im Buche vorgerechneten Beispiele sorgfältig 
durchzuarbeiten und erst dann zum nächsten Beispiel überzugehen, wenn jeder Schritt 
der Rechnung erfaßt ist und der gesamte, dem Problem zugrunde liegende Gedanken­
gang überblickt wird. Außer den durchgerechneten Beispielen enthält jeder Abschnitt 
eine große Anzahl von Übungsaufgaben, die es jedem Lernenden ermöglichen, seine 
Kenntnisse zu festigen und durch intensives Üben sichere Fertigkeiten in der Anwen­
dung· der einrelnen Rechengesetze und -verfahren zu erlangen. Es ist jedem Lernenden 
anzuraten, wenn auch nicht alle, so doch möglichst viele dieser Aufgaben selbständig 
durchzurechnen. 
Die Lösungen der Aufgaben sind am Ende des Buches zusammengestellt. Man ver· 
suche jedoch, alle Aufgaben ohne Kenntnis der Lösung zu rechnen und das gefundene 
Ergebnis erst nach Beendigung der Rechnung mit der im Buche stehenden Lösung zu 

1)arithmos (griech.) die Zahl.
•) Das Wort Algebra entstammt dem Arabischen. 
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vergleichen. Sollte das selbst erarbeitete Ergebnis ungenau oder gar falsch sein, so sind 
die Bemühungen so lange fortzusetzen, bis der Grund für die Ungenauigkeit bzw. der 
Fehler gefunden ist. Nur derjenige wird seine Sicherheit im Anwenden der verschiedenen 
Rechengesetze erfolgreich überprüfen können, der die Aufgaben in dieser Weise löst. 
Durch die hinten angegebenen Lösungen sollte man sich keinesfalls dazu verleiten 
lassen, die eigene Rechnung so „hinzubiegen", daß man auf die gewünschte Lösung 
kommt. Dieses Verfahren schadet mehr als es nützt, denn in diesem Falle hat man meist 
nur die Lösung im Auge, auf die man unbedingt kommen will. Man rechnet dann 
gedankenlos darauf zu, ohne sich dabei zu überlegen, warum man die einzelnen Rechen­
schritte unternimmt. 
Es sollen auch noch einige Bemerkungen über die Durchführung von Zahlenrechnun­
gen gemacht werden. Das Ziel einer jeden Zahlenrechnung besteht darin, aus gegebenen 
Zahlenwerten mit Hilfe bestimmter mathematischer Beziehungen einen neuen Zahlen­
wert zu ermitteln, der frei von Rechenfehlern ist. Fehlerfreies Rechnen aber verlangt 
einmal die Kenntnid der bei der jeweiligen Aufgabe anzuwendenden mathematischen 
Zusammenhänge und zum anderen auch eine gewisse Gewandtheit im Anwenden der 
richtigen Rechenregeln. Grundvoraussetzung ist jedoch eine peinliche Ordnung, die 
schon damit anfängt, daß man die gegebenen Zahlenwerte richtig aufschreibt und die 
nötigen Nebenrechnungen genauso sauber und übersichtlich anfertigt wie die eigent­
liche Rechnung. Dabei sollten die Nebenrechnungen nie auf irgendwelchen Schmier­
zetteln niedergeschrieben werden, sondern man sollte sie mit genau derselben Prä­
zision ausführen wie die Hauptrechnung und sie auch mit in das eventuell vorhandene 
Rechenschema einordnen. 
Um sich gegen Rechenfehler zu schützen, kann man verschiedene Wege einschlagen. 
Gegen grobe Fehler, z.B. falsche Kommastellung, schützt eine überschlägliche Rech­
nung, die man bei keiner Aufgabe unterlassen sollte. In manchen Fällen lassen sich 
Rechenfehler auch d�durch ausschalten, daß man die Rechnung noch einmal wieder­
holt. Dabei ist es jedoch ratsam, die beiden Rechnungen mindestens in ihrer Anord­
nung verschieden voneinander zu gestalten. Besser ist es, wenn man die Kontroll­
rechnung mit einem anderen Rechenverfahren durchzuführen versucht als die erste 
Rechnung. 
Wer dieses Buch in der angeführten Weise bewußt und gründlich durcharbeitet, der 
wird bald feststellen können, daß es gar nicht so schwierig ist, Mathematik zu erlernen, 
wie es häufig hingestellt wird. Es wird sich zeigen, daß der Erfolg bei fleißiger Arbeit 
und bei fortwährendem Üben nicht ausbleiben wird. Ein gediegenes Können in der 
elementaren Mathematik wird aber nicht nur das Studium der höheren Mathematik, 
sondern auch das Studium fast aller anderen Unterrichtsfächer, vor allem der tech­
nischen Wissenschaften günstig beeinflussen. 



2. Der Zahlbegriff

2.1. Die natfirlichen Zahlen

ARITHMETIK 

Der Zahlbegriff entwickelte sich aus dem Bedürfnis der Menschen heraus, gl.eichartige 
Gegenstände, später auch Begriffe abzahlen zu können. So entstanden zunächst die 
benannt.eo Zahlen, bei denen nach dem eigentlichen ZahlwOTt noch eine Erläuterung 
folgt, aus der hervorgeht, um welche Dinge es sich bei der Zählung handelte. (Beispiele: 
50 Menschen; 27 Tiere; 225 km usw.) 
Sieht man von der Natur der ·gezählten GegenständE; ab, so führt diese Abstraktion auf 
den Begriff der unbenannten Zahl. 
Unter „Zahl" schlechthin soll künftig stets eine unbenannte Zahl verstanden }'Verden. 
Steht eine Zahl dagegen in Verbindung mit einer physikalischen Einheit oder mit einem 
anderen Begriff da, aus dem hervorgeht, was abgezählt worden ist, so spricht man von 
einer Größe. 

Beispiele für Zahlen: 1; 127; 3520498 usw. 

Beispiele für Größen: 3 Kinder; 5 kg; 20 km/h usw. 

Alle Zahlen, die aus einem derartigen einfachen Zählvorgang hervorgehen, werden in 
dem bei uns gebräuchlichen Zahlensystem mit Hilfe bestimmter Zahlensymbole, den 
arabischen ZiOern 0, 1, 2, ... , 9 geschrieben: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, ... 

Jede dieser Zahlen, von denen die folgende jeweils durch Hinzufügen der Einheit 1 
aus der vorhergehenden entsteht, heißt eine natiirliche Zahl. 
Die natiirlichen Zahlen lassen sich durch Punkte auf einem Strahl veranschaulichen. 
Dazu trägt man vom Anfangspunkt A des Strahles aus auf diesem wiederholt eine 
Strecke von beliebig gewählter konstanter Länge ab und bezeichnet die entstehenden 
Teilpunkte der Reihe nach mit 1, 2, 3, 4, ... (Bild 1). 

Dlld 1 

Diese Darstellung wird Zahlenstrahl genannt. Da sich der Zahlenstrahl in Richtung 
des Pfeiles unbegrenzt fortsetzen läßt, lassen sich auf ihm unendlich viele natürliche 
Zahlen unterbringen, d. h.: 

I Es gibt keine größte natürliche Zahl. 
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2.2. Das dekadische Zahlensystem1) 

Da es unendlich viele natürliche Zahlen gibt, kann nicht jede Zahl ihr eigenes Zahlen­
symbol, d.h. eine eigene Ziffer, besitzen. Daher faßt unser Zahlensystem jeweils 10 Ein­
heiten zu einer höheren Einheit zusammen: 

10 Einer (E) 
10 Zehner (Z) 
10 Hunderter (H) 

= 1 Zehner (Z) 
= 1 Hunderter (H) 
= 1 Tausender (T) usw. 

Aus diesem Grunde wird es dekadisches Zahlensystem oder Dezimalsystem2) genannt. 
Im dekadischen Zahlensystem werden alle vorkommenden Zahlen mit Hilfe der zehn 
Ziffern 1 bis 9 und O geschrieben, wobei jeder Ziffer durch die' Stellung, die sie inner­
halb der Zahl ei\}nimmt, ein bestimmter Stellenwert zugeordnet ist. So könnte man 
z.B. für die Zahl 7402 ausführlicher auch schreiben:

7 Tausender+ 4 Hunderter+ kein Zehner+ 2 Einer. 

Es ist zu erkennen, daß die Ziffer Null1) für das dekadische Zahlensystem unbedingt 
erforderlich ist, denn sie steht als Zeichen für eine an der jeweiligen Stelle fehlende 
Einheit. 
Die Einheit 1 der natürlichen Zahlen läßt sich aber auch noch in kleinere Einheiten 
aufteilen. So unterteilt man 

1 Einer (E) = 10 Zehntel (z) 
1 Zehntel (z) = 10 Hundertstel (h) 
1 Hundertstel (h) = 10 Tausendstel (t) usw., 

wobei sich diese Feineinteilung beliebig weit vorantreiben läßt. Auf diese Weise ent­
stehen die Dezimalbrüche, bei denen die Bruchteile der Einheit von den ganzen An­
teilen durch ein Komma abgetrennt werden. So bedeutet z.B. die Zahl 502,307 : 

5 Hunderter + kein Zehner + 2 Einer + 3 Zehntel + kein Hundertstel +
+ 7 Tausendstel. 

Es gibt unendlich viele Dezimalbrüche, die auf dem Zahlenstrahl zwischen den n.atür­
lichen Zahlen untergebracht werden können. Eine genauere Einteilung der einzelnen 
Zahlenarten werden Sie im Verlaufe der folgenden Abschnitte noch kennenlernen. 

2.3. Bestimmte Zahlen und allgemeine Zahlensymbole 

Die in der Mathematik aufgestellten Gesetzmäßigkeiten gelten nicht nur für bestimmte 
einzelne Zahlenwerte, sondern sie sind ganz allgemein gültig. 
So weiß jedes Kind aus dem Anfangsunterricht im Rechnen, daß die Aufgabe 3 + 8 
das gleiche Ergebnis besitzt wie die Aufgabe 8 + 3. Es ist also 

3 + 8 = 8 + 3. 

1) deka (griech.) z(ilhn. 2) deoem (lat.) zehn. 3) nullum (lat.) nichts. 
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An Stelle der beiden bestimmten Zahlen 3 und 8 könnte in dieser Gleichung auch jede 
beliebige andere bestimmte Zahl stehen; so ist z.B. auch 2,79 + 0,86 = 0,86 + 2,79 
oder 705,36 + 1043,29 = 1043,29 + 705,36 usw. 
Man gelangt auf diese Weise schließlich zu dem aus der Arithmetik bekannten Satz: 

I Es ist gleichgültig, in welcher Reihenfolge man zwei Zahlen addiert. Stets erhält
man das gleiche Ergebnis. 

Verwendet man nun für die beiden Zahlen, die addiert werden sollen, keine bestimmten 
Zahlen (im Beispiel 3 und 8) mehr, sondern zwei allgemeine Zahlensymbole, etwa a
und b, so läßt sich der Inhalt des obigen Satzes in Form der kurzen und für jeden ver-
ständlichen Gleichung 

a+b=b+a 

darstellen. 
· Diese Gleichung besitzt allgemeine Gültigkeit, d. h., sie ist stets gültig, welche bestimm­
ten Zahlen man auch für die beiden allgemeinen Zahlensymbole a und b einsetzt.
Gewöhnlich verwendet man in Gleichungen von rein mathematischem Charakter für
die allgemeinen Zahlensymbole Buchstaben, wobei man für bekannte Zahlen die ersten
Buchstaben a, b, c, ... des Alphabets bevorzugt, während die letzten Buchstaben ... z,
y, z meist den unbekannten Zahlen in Gleichungen vorbehalten bleiben.
Die für die allgemeinen Zahlensymbole verwendeten Buchstaben können ganze, ge­
brochene, benannte oder auch unbenannte Zahlen bedeuten. Wichtig ist dabei nur,
daß innerhalb derselben Aufgabe einem bestimmten Buchstaben auch immer ein und der­
selbe Zahlenwert zukommt. Daher dürfen in einer Formel für verschiedene Größen nie­
mals die gleichen allgemeinen Zahlensymbole verwendet werden.

3. Das Rechnen mit bestimmten Zahlen

3.1. Bezeichnungen 

Am Beispiel der beiden allgemeinen Zahlen a und b werden zunächst die wichtigsten 
Bezeichnungen zusammengestellt, die bei den vier Grundrechenarten immer wieder 
auftreten: 

Sprechweise 
Grundrechenart a fflr de.s b Ergebnis Rechen-

symbol 

Addition a+b Summand pl'U8 Summand Summe 

Subtraktion a-b Minuend min'U8 Subtrahend DiOerenz 

Multlpllkatlon a·b Faktor mal Faktor Produkt 

Division a:b Dividend durch Divisor Quotient 

oder a Zähler durch Nenner Bruch b-
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Ein Produkt aus lauter gleichen Faktoren wird Potenz genannt. Man verwendet fol­
gende Schreibweise: 

a. a = a2 (gelesen: ,,a hoch zwei" oder „a Quadrat"),
a.a. a = a3 (gelesen: ,,a hoch drei").

3.2. Teilbarkeit von Zahlen 

Bei den in diesem Abschnitt dargestellten Eigenschaften von Zahlen handelt es sich nur um die 
Eigenschaften ganzer Zahlen. 

3.2.1. Primzahlen 

Läßt sich eine ganze Zahl durch eine andere ganze Zahl ohne Rest teilen, so wird der 
Divisor Teiler der gegebenen Zahl genannt. 

BEISPIEL 1 

Die Zahl 165 besitzt die Teiler l, 3, 5, 11, 15, 33, 55 und lti5. 

Da jede ganze Zahl durch sich selbst und durch 1 ohne Rest teilbar ist, nennt man iru 
Beispiel 1 die Zahlen 1 und 165 unechte Teiler, während alle übrigen Teiler echte Teiler 
heißen. 
Alle ganzen Zahlen, die keine eckten Teiler besitzen, heißen Primzahlen. Demnach gilt: 

I Eine Primzahl ist nur durch 1 und durch sich selbst teilbar. 

Die ersten Primzahlen sind 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 usw. Die Zahl 1 ist keine Primzahl.
Alle Zahlen, die echte Teiler besitzen, also z.B. 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15 usw., werden 
zusammengesetzte Zahlen genannt. 

I Jede zusammengesetzte Zahl läßt sich eindeutig in ein Produkt von Primzahlen
zerlegen. 

Die einzelnen Faktoren einer solchen Zerlegung heißen Primfaktoren. 

BEISPIEL 2 

165 = 3 · 5 · II 

3, 5 und 11 Bind die Primfaktoren; 3 · 5 · II das Primzahle:nprodukt; 165 = 3 · 5 · 11 die 
Zerlegung der Zahl 165. 

Wenn eine Zahl in ihre Primfaktoren zerlegt werden soll, empfiehlt es sich, systematisch
vo!'."zugehen und die Zahl der Reihe nach auf ihre Teilbarkeit durch die Primzahlen 2, 
3, 5, 7 usw. zu untersuchen. Dabei ist zu beachten, daß eine Primzahl auch mehrfach 
als Faktor in der Zerlegung auftreten kann. -Schließlich braucht man bei der Zer­
legung nur diejenigen Primzahlen zu berücksichtigen, deren Quadrat kleiner oder höch­
stens gleich der gegebenen Zahl ist. Im Beispiel 2 braucht man also nur die Primzahlen 
bis zur 11 zu untersuchen, denn 132 ist bereits größer als die gegebene Zahl 165. 



3.2. Teilbarkeit von Ze.hlen 

BEISPIBL 8 

Die Zahl 326 928 i.,t in ihre Prim/aktoren zu zerlegen.

Lösung: 

S.2.2.

326928 = 2 · 163464 
= 2 · 2 · 81732 
= 2 · 2 · 2 · 40866 
= 2 · 2. 2 · 2 · 20433 
= 2 · 2 · 2 · 2 · 3 · 6811 
= 2 . 2 · 2 · 2 · 3 · 7 · 973 
= 2 . 2 · 2 · 2 · 3 · 7 · 7 · 139 

326928 = 2• · 3, 7• · 139 

Tellbarkeltsregeln 

(139 ist Primzahl) 
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Wenn eine ganze Zahl auf ihre Teilbarkeit hin untersucht werden soll, ist es vorteil­
haft, die folgenden Teilbarkeitsregeln für die ganzen Zahlen von 2 bis 10 zu kennen. 

Eine Ziahl ist durch 2 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer durch 2 teilbar ist. 

Eine durch 2 teilbare Z�hl nennt man gerade; andernfalls heißt sie ungerade. 

Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist. 

Anmerkung: Die Quersumme einer Zahl ist die Summe der Ziffern, aus denen die Zahl zu­
sammengesetzt ist. So ist z.B. die Quersumme der Zahl 326928 (vgl. 3.2.1., Beispiel 3): 3 + 2 +
+ 6 + 9 + 2 + 8 = 30. De. 30 durch 3 teilbar ist, muß auch 326928 durch 3 teilbar sein. 
Bei der Bildung der Quersumme kann man von vornherein alle durch 3 teilbaren Ziffern strei­
chen und nur noch vom verbloibenden Rest die Quersumme bilden, in unserem Beispiel also 
2 + 2 + 8 = 12. Ist die Quersumme dieeos Restes durch 3 teilbar, so ist auch die ganv.e Zahl 
durch 3 teilbar. 
Eine Zahl ist durch 4 teilbar, wenn die aus ihren letzten beiden Ziffern bestehende 
Zahl durch 4 teilbar ist. 
Eine Zahl ist durch 5 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer eine 5 oder eine O ist. 
Eine Zahl ist durch 6 teilbar, wenn sie gerade ist und wenn sich ihre Quersumme 
durch 3 teilen läßt. 

(Hier können bei der Quersummenbildung ähnlich wie bei der Dreierprobe von vornherein alle 
Sechsen gestrichen werdon.) 

Eine Zahl ist durch 8 teilbar, wenn die aus ihren letzten drei Ziffern bestehende Zahl 
durch 8 teilbar ist. 
Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist. 

(Auch hier dürfen alle Neunen der Zahl vorher gestrichen werden.) 
Eine Zahl ist durch 10 teilbar, wenn sie mit einer Null endet. 

Die Teilbu.rkeitsregel für die 7 wurde weggelassen, weil sie so umständlich zu handhaben ist, 
daß die Division durch 7 schneller Klarheit über die Teilbarkeit verschafft als die Anwendung 
der Regel. 
2 Elementa.rmathematlk 
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8.2.8. Der größte gemeinsame Teller 
Zwei oder mehrere ganze Zahlen können gemeinsame Teiler besitzen oder nicht. So be­
sitzen die beiden Zahlen 

21 = 3 • 7 und 65 = 5 , 13 

keine gemeinsamen Teiler. Sie sind teilerfremd zueinander. 
Dagegen besitzen die Zahlen 

360 = 23 • 32, 5 und 945 = 33, 5 , 7

die gemeinsamen Teiler 3, 5, 9, 15 und 45. Von diesen fünf gemeinsamen Teilern ist 
45 der größte. Die Zahl 45 heißt de.her der größte gemeinsame Teiler der Zahlen '360 
und 945. 

IDer größte gemeinsame Teiler mehrerer ganzer Zahlen ist das Produkt der höch­
sten Potenzen der Primfaktoren, die in jeder dieser Zahlen gleichzeitig enthalten 
sind. 

BEISPIEL 1 
Wie butet der gröpte gemei118a.me Teiler der Zahlen 120, 252, 300, 672 und 29400? 
Lösung: Man benutzt vorteilhaft folgende übeTBichtliche Anordnung: 

120=2·2·2 .3 ·5 
252=2·2 .3.3 ·7
300=2·2 ·3 ·5·5
672 = 2 · 2 · 2 • 2 · 2 · 3 · 7
29400 = 2 , 2 , 2 
g.g.T. = 2 · 2

·3 .5.5.7.7
· 3 = 12

Der größte gemeinsame Teiler wird in der Bruchrechnung beim Kürzen 11011 Brüchen 
benötigt. 
Schreibt man zwei oder mehrere ganze Zahlen, z.B. 360 und 945, als Produkte mit je 
2 Faktoren, bei denen der eine Faktor der größte gemeinsame Teiler aller Zahlen ist, 
so müssen die Ergänzungsfaktoren teilerfremd zueinander sein. 
BEISPIEL 2 
Der gröpte gemei118a.me Teiler .der beiden Zahlen 360 und 945 ial 45 ( 8iela6 oben!). Die in den 
Zerlegungen 360 = S · 46 und 945 = 21 · 46 au/treteMen Erg(J:nzu.nga/aktoren S und 21 8ind 
tei�r/remde Zahlen . 

Ein einfaches Verfahren zur Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers zweier 
Zahlen stellt der EuKLJDische Algorithmus1) dar: Man dividiert die größere der beiden 
Zahlen durch die kleinere. Aus dem Divisor und dem Rest dieser ersten Divisionsauf­
gabe bildet man einen zweiten Quotienten; aus dem Divisor und dem Rest der zweiten 
Division einen dritten Quotienten usw. Dieses Verfahren setzt man so lange fort, bis 
die Division aufgeht. Der Divisor des zuletzt gebildeten Quotienten ist dann der größte 
gemeinsame Teiler der beiden Zahlen. 
BEISPIEL 8 
Mit Hilfe des EUXLiniachen Algorithmua iat der größte gemeinaame Teiler der beiden Zahlen 360 
und 945 zu ermitteln. 

l)Emu.ID (-365? bis -300?), griechischer Mathematiker. Algorithmus = Rechenvorschrift.
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Lösung: Man dividiert 
946 : 360 = 2 Rest 225. 

Aus dem Divisor 360 und dem Rest 225 bildet man den Quotienten 
360: 225 = l Rest 135, 

dann 225: 135 = l Rest 90, 
hieraus 135 : 90 = l Rest 45 
und sohließlich 

90: 46=2. 
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Der Dlvisor 45 des letzten Quotienten ist der größte gemeillB&me Teiler der beiden Zahlen 
��� I 

BEISPIEL 4 
Deagl. für die beiden Zahlen 81 und 98. 
Lösung: 98: 81 = l Rest 17,

81: 17 = 4 Rest 13, 
17 : 13 = l Rest 4, 
13: 4 = 3 Rest 1, 
4: l = 4. 

De. der Divisor der letzten Divisionsaufgabe die Zahl l ist, sind die beiden Zahlen 81 und 98
teilerfremd. 

8.2.4. Das kleinste gemeinsame Vielfache 

Die Vielfachen einer Zahl lassen sich durch Multiplikation der Zahl mit den ganzen 
Zahlen leicht ermitteln. 
Sind zwei oder mehrere Zahlen gegeben, so besitzen diese gemeinsame Vielfache. So 
sind z.B. 60, 120, 180, 240 usw. gemeinsame Vielfache der beiden Zahlen 12 und 30. 
Das kleinste gemeinsame Viellache von 12 und 30 ist 60. 
Ein Vielfaches mehrerer Zahlen muß durch jede dieser Ze.hlen teilbar sein. Es muß da­
her jeden Primfaktor mindestens so oft enthe.lten, wie er am häufigsten in einer der 
gegebenen Zahlen auftritt. 

I Das kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Ze.hlen ist die kleinste _Ze.hl, die durch
alle gegebenen Zahlen teilbe.r ist. 

Man bestimmt das kleinste gemeinse.me Vielfache wieder am besten durch Zerlegung 
der gegebenen Zahlen in ihre Primfaktoren. 
BEISPIEL 
Ea iat claa kleinate gemeinaame Vielfache der Zahlen 36, 48, 60 und 210 zu beatimmen. 
Lösung: 36 = 2 · 2 • 3 · 3 

48 = 2·2·2·2·3 
60=2·2 .3 ·5
210 = 2 · 3 · 5 · 7 

k.g.V. = 2 • 2 · 2 · 2 · 3 • 3 · 5 · 7 = 5040 

Das kleinste gemeinsame Vielfe.che wird bei der Bestimmung des Hauptnenners meh­
rerer Brüche benötigt. 
Es gibt kein größtes gemeinsames Vielfe.chi's zweier Ze.hlen, de. sich die Folge der gemeinse.men 
Vielfe.chen zweier Ze.hlen no.ch oben hin unbegrenzt weit fortsetzen lii.ßt. 
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3.3. Gewöhnliche Brüche 

8.8.1. Begrlffserkllirungen 

Unter einem gewöhnlichen Bruch oder einer gebrochenen Zahl versteht man einen Aus­
druck der Form : , worin a und b ganze Zahlen sind und b =l= 0 ist1). 
Die über dem Bruchstrich stehende Zahl heißt der Zähler des Bruches, während die 
darunter stehende Zahl der Nenner des Bruches genannt wird. 
Brüche, deren Zähler 1 ist, heißen Stammbt-üche. Demnach sind --} , ! , -} , } , 
Stammbrüche. 2 Jede ganze ZahJ, kann als Bruch mit dem Nenner 1 geschrieben werden: 25 =},
173=1�3.
Jeder Bruch kann als Divisionsaufgabe, umgekehrt kann auch jede Divisionsaufgabe
als Bruch aufgefaßt werden. Dabei entspricht der Zähler des Bruches dem Dividenden, 
der Nenner des Bruches dem Divisor qer Divisionsaufgabe. 

BEISPIEL 1 
5 

e.) ,=5:7
2b)2:3 = 3

Man unterscheidet echte und unechte Brüche. Bei einem echten Bruch ist der Zähler 
kleiner als der Nenner. Sein Wert ist demzufolge kleiner als 1. 

BEISPIEL 2 
1 3 51 . .. 2 '. tr , -9 uaw. innd echle Bruche.

Bei einem unecht.en Bruch ist der Zähler größer als der Nenner. Der Wert des Bruches 
ist also größer als 1. Auch diejenigen Brüche, deren Zähler unrl Nenner gleich sind, 
werden unechte Brüche genannt. Sie besitzen den Wert Eins. 

BEISPIEi. 8 

5 9 2 23 .00 h B .. ht 3 , 5 , T , 23 uaw . in unec le ruc .

Eine „gemischte Zahl" ist die Summe aus einer ganzen Zahl und einem echten Bruch. 
Dabei darf das Pluszeichen zwischen der ganzen Zahl und dem Bruch weggelassen 
werden. 

BEISPIEi, 4 

4 4 . 4 4 3 + T = 37. Ea iat zu beachten, daß 3 · 7 =l= 3,f 

Jeder unechte Bruch läßt sich in eine gemischte Zahl verwandeln, indem man die dem 
Bruch entsprechende Divisionsaufgabe durchführt. 

BEISPIEL o 
11 . 11 1 
5 = 11 : 5 = 2 Real, 1. Demnach Mt 5 = 25 .

1)DM Zeichen =J= wird gelesen „ungleich" oder „verschieden von".
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Die Umwandlung einer gemischt.en Zahl in einen unecht.en Bruch wird erst im Ab­
schnitt 3.3.3. behandelt. 
Die Brüche liegen auf dem Zahlenstrahl zwischen den ganzen Zahlen. 

8.8.2. Erweitern und Ktlrzen von Brftohen 

I 

Ein Bruch wird erweit.ert, indem Zähler und Nenner mit derselben Zahl, der Er­
weiterungszahl, multipliziert werden. Ein Bruch wird gekürzt, indem Zähler und 
Nenner durch dieselbe Zahl, die Kürzungszahl, dividiert werden. Beim Erweitern 
bzw. beim Kürzen ändert sich die Form, nickt aber der Wert eines Bruches. 

BEISPIELE 

l 3 3 · 5 15 D B 1 3 de • 5 . .. 
. 8 = S-:-S = 40 

. er nu:,. 8 wur „ mit enoeitert .

2 lö 15 : 5 3 �. B ..• 1 15 ..,_ . 5 ,. .. .. · 40 = 40 : 5 = 8 . J..Jer ruu• 40 u,ur..., ,,mit ge„urzt .

Das Erweit.ern von Brüchen wird benötigt, wenn mehrere Brüche mit verschiedenen 
Nennern auf einen gemeinsamen Nenner, den Hauptnenner, gebracht werden sollen. 

I Der Hauptnenner mehrerer Brüche ist das kleinst,e gemeinsame Vielfache aller Ein­
zelnenner. 

BEISPIELS 

Die B .. he 3 5 13 17 nd 49 llen I . . N ehr ht d nu: 8 , 24 , 72 , 108 u 120 80 au einen gemeinsamen enner g ac wer en.

Lösung: Bestimmung des Hauptnenners durch Faktorenzerlegung der Einzelnenner: 
8 = 21 31• 5 = 135 
24=21·3 31 ·5 = 45 
72 = 21• 31 3·5 = 15 
108 = 21• 31 2·5 = 10 
120 = 21 • 3 · 5 31 = 9 
HN = 21 • 38 • 5 = 1080 

Anmerkung: Hinter jeder Faktorenzerlegung sind nach der Bestimmung des Hauptnenners 
gleich die Erweiterungsfaktoren für jeden Bruch notiert worrlen. Diese Erweiterungsfaktoren 
erhält man, wenn man die Ergänzungsfaktoren zum Hauptnenner miteinander multipliziert. 
Es ergeben sich somit folgende Brüche: 

3 3 · 135 405 
8 = 8 · 135 = 1080 
13 13 • 15 195

5 5.45 225 
24 = 24 · 45 = 1080
17 17 • 10 170 
108 = 108 · 10 = 1080

49 49.9 441 

Das Kürzen von Brüchen ist insofern bedeutungsvoll, als es große Zahlen in Zähler 
und Nenner in kleinere verwandelt, so daß dadurch das Rechnen erleichtert wird. Es 
gilt als Grundsatz bei vielen Aufgaben mit gewöhnlichen Brüchen: 

I Erst kürzen, dann. rechnen! 
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Die größte Zahl, mit der ein Bruch gekürzt werden kann, muß alle in Zähler und Nenner
gemeinsam enthaltenen Teiler als Faktoren enti:ialten.

I Die größte Kürzungszahl für einen Bruch ist demnach der größte gemeinsame Tei­
ler von Zähler und Nenner. 

BEISPIEL 4

Der Bruch 14i:o i.91 durch Kürzen zu vereinfachen.

Lösung: Es ist 405 = 34• 5 und 1080 = 23• 38• 5. Der größte gemeinsame Teiler von 405 
und 1080 ist demnach 33 • 5 = 135 ; folglich ist 

405 405 : 135 3 
1080 

= 
1080 : 135 

= 
8 . 

8,8.8. Addition und Subtraktion gewllhnllcher Drilche 

Besitzen mehrere Brüche gleiche Nenner, so heißen sie gleichnamig; besitzen sie ver·
schiedene Nenner, so werden sie ungleichnamig genannt. Ungleichnamige Brüche lassen
sich gleichnamig machen, indem sie durch Erweitern auf den Hauptnenner gebracht
werden.
Für die Addition und Subtraktion gewöhnlicher Brüche gilt folgender Satz:

IGleichnamige Brüche werden addiert (subtrahiert), indem man ihre Zähler addiert
(subtrahiert) und den Nenner beibehält.
Ungleichnamige Brüche sind vor dem Addieren (Subtrahieren) gleichnamig zu
machen. Der Hauptnenner ist das kleinste gemeinsame Vielfe.che aller Einzel­
nenner.

BEISPIELE
7 5 7 + 512 1

1
. 24+ 24

=
24

=
24

=
2 

7 5 7-5 2 l 
2· 
24 24 - 24 -24 - l2 

2 2·4 1·3 8-3 5 
3
· 3 - 4 - 3 · 4 - 4 • 3 -12 - 12

4 �-�+_!_2.+� = · . 
4 6 9 12 48 

1 

Lösung: Bestimmung des Hauptnenners und der Erweiterungsfaktoren (vgl. 3.3.2., Bei­
spiel 3). 

4 = 2•
6 = 2 -3
9 = 3•
12 = 22 • 3
48 = 24·3 
HN = 24 • 39 = 144 

2• · 3• = 36
28·3 =24
24 = 10
21 • 3 = 12 
3 = 3
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Damit wird 
3 5 2 7 23 3 • 36 - 5 • 24 + 2 · 16 -7 • 12 + 23 • 3 
4-6 + 9-12

+
48
= 

l« 
108 -120 + 32 -84 + 69 5 

l« = l« 
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Beachtet man, daß sich jede ganze Zahl auch als Bruch mit dem Nenner 1 schreiben 
läßt, so kann man jede gemischte Zahl in einen unechten Bruch verwandeln oder, wie 
der Fachausdruck lautet, ,.einrichten"
BEISPIEL& 

32_ = 3+ 2_= 3·9+7=�9 9 9 9 
Bei gemischten Zahlen ist es vorteilhaft, wenn man die ganzen Zahlen und die Brüche 
getrennt addiert bzw. subtrahiert. 

BEISPIELE 

6 52_ + 3� = 5 + 3 + 2_ + � = S + 
35 + 16 = 8 + � = 9 !_! . 8 5 8 5 � � � 

7 52_ -3� = 5 -3 + _?... -� = 2 + 35 -16 = 2 + � = 2�' 8  5 8 5 40 40 40

8.8.4. Multiplikation von Brüchen 

Da sich jede ganze Zahl als Bruch mit dem Nenner 1 schreiben und jede gemischte 
Zahl sich in einen unechten Bruch verwandeln läßt, genügt es, die folgende Multi­
plikationaregel für gewöhnliche Brüche zu kennen: 

I Brüche werden miteinander multipliziert, indem man das Produkt der Zähler durch 
das Produkt der Nenner dividiert. 

Man spart unter Umständen erheblichen Aufwand an Rechenarbeit ein, wenn man 
grundsätzlich jede Möglichkeit zu kürzen vor dem Multiplizieren ausnutzt. 

BEISPIELE 
l 5 

13.35=�= l·li_ 5l.14 52 � • fll' ·2 • 4' - 8
2 4 

2 25• � = 25 • 4 = � = 11.!..' 9 l ·9 . 9 9 
:J 

l 9 J-6'....e' l · 3 3· 5i · 16 � ....r-� = n = 3
5 2 

2 7 , l l = :,H;';)Y = 5 · 2 _ 10 _ 3 l4· 9 5 K·.if 3 · l 3 3 
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Soll eine gemischte Zahl mit einer ganzen Zahl multipliziert werdei,, .so ist es rationeller, 
wenn man, anstatt die gemischte Zahl vorher einzurichten, wie folgt rechnet: 

BEISPIEL 8 

24-� · 2 = 24 · 2 + -� · 2 = 48 + � = 49 _!__ 
8 S 4 4 

8.8.ii. Der Kehrwert eines Bruches 

IDen Kehrwert (reziproken Wert) eines Bruches erhält man, indem man Zähler und 
Nenner des Bruches miteinander vertauscht. 

Bruch und Kehrwert des Bruches 8ind im allgemeinen 'verschieden voneinander. 

BEISPIELE 

1. Der Kehrwert von --} ist � . 

2. Der Kehrwert von} iat f = 9. 
3. Der Kehrwert von 5 iat i.
4. Der Kehrwert von 2f iat �. 

Das Produkt aus einer Zahl und ihrem Kehrwert ist stets 1. 

BEISPIEL o 

Der Kehrwert von f iat : • Daa Produlrl der beiden Zahlen iat {-• } = 1. 

Der Kehrwert vom Kehrwert einer Zahl ist wieder die ursprüngliche Zahl. 

BEISPIEL 8 

Der Kehrwert von ! iat : . Der Kehrwert hiervon ist wieder die ura-priingliche Zahl f. 
Bevor man den Kehrwert einer Summe von Brüchen bilden kann, müssen die Brüche 
addiert werden (vgl. Beispiel 4). 

BEISPIEL 7 

Ea iat der Kehrwert der Summe ! + i -: zu bilden. 

Lösung: Es ist {- + i -f == 8 + �2- 10 = � • Folglich ist der Kehrwert der gegebener 

Summe die Zahl 12. 

8.8.6. Division von BrD.chen 

Für die Division von Brüchen gilt die Regel: 

I Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit seinem Kehrwert multipliziert 
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BEISPIELE 
l 3 

1.7 : 
3 = 

7 . 
T = 

21 

2 6 2 7 7
2
· 5: T = 5. 6 = i5 

3 15 l 3 
3· 3°4 = 5 = -r 5 = 4 

4 7
2_.

5
! 
= 
�-� 

= 
567 = 1

167 

·s· 9 s 50 400 400 

3.8.7. Doppolbrllcbo 

Doppelbrüche sind Brüche, deren Zähler bzw. Nenner wiederum Brüche sind, L.B.:
5 5 

1.3 2.3 3.5 2 ' 2 ' 3 
5 2 
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Treten Doppelbrüche auf, so vereinfacht man sie, indem man die dem Doppelbruch
entsprechende Divisionsaufgabe löst.
BEISPIELE 

5 
3 5 2 25 l 

l
. 
2

=
3·5-6-4----ä-' 

5 

5 
3 5 5 

2
· 2

=
3

=2=
6, 

5 3 10 1 
3
· T = 

5
: 2 

= 
3 

= 3
3 . 

2 

Beim Rechnen mit Doppelbrüchen ist darauf zu achten, welcher der Hauptbruchstrich
5 

ist, denn wie die Beispiele 2 und 3 zeigen, besitzen+ und+ völlig verschiedene Werte.

2 
Es ist daher notwe11dig, den Hauptbruchstrich durch größere Länge hervorzuheben.
Bei komplizierteren Doppelbrüchen empfiehlt es sich, zunächst Zähler und Nenner
für sich zu vereinfachen und dann erst zu dividieren.

BEISPIELE 

3 2 13 
2 + 3 = 6 

= 
13. 5 = 

13 
= 2 

3 
4· 3 2 5 6 . 6 5 5 
2 -3 6 

4 2 3 1 
9 +3 -4+ 6 

·s
. 

17 3 5 
24+8-6 

16 + 24 -27 + 6 
36 19 6 19 1 

__ 1_7_+�9�--2�0�-
= 36: 24 = 9 = 2i"

24 
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3.4. 

8.4.1. 

Dezimalbriiche 

Begriffserklärungen 

I End.liehe Dezimalbrüche sind Brüche, deren Nenner Potenzen von 10 sind. 
BEISPIEL 1 

a) :0, b) 
1
�
0
, o) 1 =�O 'U8W. Bind endliche Dezimalbrüche.

Sie werden jedoch selten in der im Beispiel 1 angeführten Form geschrieben, sondern
meistens in der Dezimalschreibweise mit Hilfe eines Kommas. De.bei besitzt nach 2.2.
jede Stelle vor und hinter dem Komme. einen ganz bestimmten Stellenwert.
BEISPIEL 2 
3 

e.) Tii = 0,3
7 b)100 = 0,07 

7043 
c)1000000 = 0,007043

De.raus erkennt man folgende Regel für die Schreibweise von Dezimalbrüchen:

I 

Bei einem endlichen Dezimalbruch wird nur der Zähler hingeschrieben, während 
der Nenner durch die Kommastellung gekennzeichnet wird. De.bei werden vom 
Zähler so viele Stellen von rechts her durch das Komma abgetrennt, wie der Nenner 
Nullen besitzt. 

Der Wert eines Dezimalbruches ändert sich nicht, wenn Nullen als letzte Stellen hin­
ter dem Komma hinzugefügt bzw. weggestrichen werden, de. dies nur ein Erweitern 
bzw. Kürzen mit einer Potenz von 10 bedeutet. 

BEISPIEL 8 
a)0,67 = 0,67000 (enveitert mit 1000 : 1'3:o = 1:: )
b)0,050 = 0,05 (uckürzt mit 10: 1:0 = 1�)
Neben den endlichen Dezimalbrüchen gibt es e.uch unendliche Dezimalbrüche. Diese 
können reinperiodisch, gemischtperiodisch und nichtperiodisch sein.

BEISPIEL 4 

a)i = 0,333 ... und�= 0,001001001 ... Bind reinperiodi8che unendliche Dezimalbrüclie.

b){2 = 0,58333: .. i8t ein gemi8chtperiodi8cher unendlicher Dezimalbruch.

c)7t = 3,14159 ... i8t ein nichtperiodi8cher ur-endlicher Dezimalbrudi.

8.4.2. Addition und Subtraktion von Dezlme.lbrllchen 

Dezimalbrüche können wie ganze Zahlen addiert bzw. subtrahiert werden, wenn man 
sie so untereine.nderschreibt, daß Komme. unter Komme. steht. 

BEISPIEL 1 
a)35,0674 + 2,5732 = 35,0674

+ 2,5732
37,6406

b)35,0674 -2,5732 = 35,0674
- 2,5732
32,4942
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Besitzen die einzelnen Zahlen verschiedene Stellen hinter dem Komma, so können die 
am Ende fehlenden Stellen durch Nullen aufgefüllt werden. 
BEISPIEL 2 
0,54 + 0,0873 + 13,06052 + 253,8703 
Lösung: Entweder 0,54000 

0,08730 
13,06052 
253,87030 

267,55812 

oder einfacher 0,54 

8.4.8. Multiplikation von Dezimalbrüchen 

0,0873 
13,06052 
253,8703 

267,55812 

Dezimalbrüche werden zunächst ohne Rücksicht auf die Kommastellung multipliziert. 
Erst im Ergebnis teilt man dann von rechts her so viele Stellen durch das Komma 
ab, wie sämtliche Faktoren zusammen Stellen hinter den Kommata besitzen. Sollten 
dabei vorn Stellen fehlen, so sind diese durch Nullen aufzufüllen. 
BEISPIEL 1 
a) 0,37 · 563,62 = ? Lösung: 56362 · 37 

169086 
394534 

2085394 
0,37 · 563,62 = 208,5394 

b) 0,027 · 0,014 = ? 27 · 14 = 378 
0,027 · 0,014 = 0,000 378 

c) 0,028 = ? 28 = 8 
0,028 = 0,000 008 

Der Wert eines Produkts von Dezimalzahlen ändert sich nicht, wenn man in einem 
Faktor das Komma genau so viele Stellen nach rechts rückt, wie man es in einem 
anderen Faktor nach links verschiebt. 

BEISPIEL!! 
Ea ist 47,2 • 0,08 = 4,72 • 0,8 = 0,472 · 8 uaw. 

8.4.4. Division von Dezimalbrüchen 

Die Division von Dezimalbrüchen durch eine ganze Zahl wird zunächst so durch�eführt 
wie die Division zweier ganzer Zahlen. Wird bei der Division im Dividenden das Komma 
überschritten, so ist im Quotienten ein Komma zu setzen. 
BEISPIEL 1 
a) 1057,602: 13 = 81,354 

17 
46 
70 
52 

b) 0,070812: 84 = 0,000843 
00708 
361 
252 
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Ist durch einen Dezimalbruch zu dividieren, so erweitert man Dividend und Divisor 
rlerart, daß der Divisor eine ganze Zahl wird. 

BEISPIEL 2 
a) 2,601: 0,17 = 260,l: 17 = 15,3 
b) 0,0035112: 0,042 = 3,5112: 42 = 0,0836 

8.4.5, Umwandlung gewilhnlleher Drilche In Dezlmalbrtlehe und umgekehrt 

Ein gewöhnlicher Bruch wird in einen Dezimalbruch umgewandelt, indem man die 
dem Bruch entsprechende Divisionsaufgabe löst. 

BEISPIEL 1 
3 a)4 
= 3: 4 = 0,75 5 b)

160 
= 5: 160 = 0,03125 

Geht die Division nicht auf, so kehrt von einer gewissen Stelle an eine Ziffer bzw. eine 
Ziffernfolge immer wieder. Diese sich wiederholende Ziffer bzw. die kleinste immer 
wiederkehrende Ziffernfolge wird Periode des Dezimalbruches genannt. 
Die Periode eines Dezimalbruches wird durch Überstreichen der sich wiederholenden 
Ziffer bzw. Zifferngruppe gekennzeichnet; der Bruch wird nach der ersten Periode ab­
gebrochen. 
Beginnt die Periode unmittelbar hinter dem Komma, so heißt der Bruch reinperiodisch. 

BEISPIEL !l 
l -

a) a = l: 3 = 0,333 •.. = 0,3 
2 -

b)
999 = 2: 999 = 0,002002 ... = 0,002

0,3 und 0,002 11111d reinperiodiache Dezimalbrüche.

Gehen der Periode eines Dezimalbruches noch andere Ziffern voraus, so heißt der De­
zimalbruch gemischtperiodisch. 

BEISPIEL 8 
7 -

a)12 = 7 : 12 = 0,58333 ... = 0,58 3 

3 �� 
b)14 

= 3: 14 = 0,214 285 714 285 714 ... = 0,2142857 

0,58 3 und 0,2 142875 Bind gemischt-periodische Dezinuuhriiche. 

Jeder nichtperiodische endliche Dezimalbruch läßt sich ohne weiteres in einen gewöhn­
lichen Bruch verwandeln. 

BEISPIEL 4 
3 

a) 0,003 = 1000 
875 35 .. b) 8,75 = 100 = 4 

(Kurren!) 

Ein rein periodischer Dezimalbruch· wird in einen gewöhnlichen Bruch verwandelt, in­
dem man die Periode als Zähler und als Nenner so viele Neunen schreibt, wie die 
Periode Stellen besitzt. 
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BEISPIEL o 
- 927 103 o,927 = 999 = TII 

Begründung: DBB lOOOfe.che von 0,927 ist 927,927. 
DBB He.ehe von 0,927 ist 0,927. 

Durch Subtraktion fällen e.lle Stellen der Periode fort. 
DBB 999fe.che von 0,927 ist 927. 

Folglich ist 
927 103 

o,021 = 999 = TII • 
wie es behauptet worden we.r. 

Bei gemischtperiodischen Dezimalbrüchen geht man wie folgt vor: 

BEISPIEL 6 

0,4352 aoll in einen gewöhnlichen Bruch verwandelt werden. 

Lösung: De., lOOOOfache von 0,4352 ist 4352,52. 
DBB lOOfäche von 0,4352-ist 43,52. 

Durch Su btre.ktion fällen alle Stellen der Periode fort: 
DBB 9900fäohe von 0,4352 ist 4309. 

- 4309Damit ist 0,4352 = 9900 , 

8.4.6. Das Runden von Dezlmalbrllehen 
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Da die Zahlen in der Praxis meist nur bis zu einer bestimmten Stellenzahl benötigt 
werden, werden sie, falls sie mehr Stellen als erforderlich besitzen, den jeweiligen Ge­
nauigkeitsansprüchen entsprechend gerundet. Dies geschieht nach der folgenden Run­
dungsregel: 
Die letzten, nicht benötigten Stellen eines Dezimalbruches werden weggelassen, 
wenn die erste der weggestrichenen Ziffern eine 0, 1, 2, 3 oder 4 ist. (Der Bruch 
wird abgerundet.) 
Ist die erste der weggestrichenen Ziffern eine 6, 7, 8 oder 9, so wird die letzte stehen-
bleibende Ziffer um 1 erhöht. (Der Bruch wird aufgerundet.) 
Ist die erste der weggestrichenen Ziffern eine 5, so gelten folgende Anweisungen: 

a) Folgen auf die fragliche 5 noch weitere von NulZ verschiedene Ziffern, so ist auf­
zurunden.

BEISPIELE 
3,14159"" 3,142; 2,75003"" 2,8

b) Folgen auf die fragliche 5 keine weiteren Stellen oder nur noch Nullen, so ist für das
Runden die Art dieser 5 entscheidend. 
Ist bekannt, daß die 5 durch Aufrunden entstanden ist, so wird abgerundet. Ist be­
kannt, daß die 5 durch Abrunden entstanden ist, so wird aufgerundet.
Ist von der fraglichen 5 nicht bekannt, durch welche Art von Runden sie ent­
standen ist, oder ist sicher, daß sie eine „genaue" 5 ist (d.h., daß sie überhaupt
nicht durch Runden entstanden ist), dann wird so gerundet, daß die letzte atehen­
blei�nde ZiUer eine gerade Zahl wird.
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BEISPIELE 
Entafßnd 0,1265 aus 0,12648, ao iat 0,1266:::::: 0,126. Entstand 0,1265 dagegen durch Abrunden 
aus 0,12654, ao wird 0,1265 :::::: 0,127. 

Femer iat--} = 0,126:::::: 0,12, dagegen ! = 0,76 ""'0,8, denn hier wurden „genaue" Fünfm 
gerundet. 

Diese Rundungsregel wurde „für alle Zweige der Wissenschaft und Technik ... , jedoch 
nicht für das Geldwesen ... " zum Standard erklärt. 
BEISPIEL 1 
0,42576 auf die erste Stelle hinter dem Komma gerundet gibt 0,4; auf die zweite Stelle gerundet 
erlaäU man 0,43; auf die dritte Stelle: 0,426 und auf die vierte Stelle: 0,4258.

Die durch das Runden entstehende Ungenauigkeit kann damit nie größer werden als 
5 Einheiten des Stellenwertes der ersten weggelassenen ZiOer. 
Aus diesem Grunde darf eine beim Runden als letzte Ziffer entstehende Null nie weg­
gelassen werden, da durch ihr ausdrückliches Mitschreiben angedeutet wird, daß die 
Dezimalzahl bis zu dieser Stelle genau ist und daß die durch das Runden entstandene 
Ungenauigkeit 5 Stellen der nächsten Dezimalstelle nicht übersteigt. 
BEISPIEL!! 
Die ZahJ 0,143 kann durch Runden aus den ZahJen von 0,1426 bi.8 0,1434 entstanden aein; 
0,1430 dagegen aus den ZahJen von 0,14296 bi.8 0,14305.

Umgekehrt dürfen bei Dezimalbrüchen, die gerundet worden sind, keine Nullen mehr 
angehängt werden, da diese eine nicht vorhandene Genauigkeit vortäuschen würden. 
BEISPIELE 
3. 0,249903 a,i,/ 6 Stellen hinter dem Komma gerundet: 0,24990 
0,:249903 au/ 4 Stellen hinter dem Komma gerundet: 0,2499 
0,249903 au/ 3 Stellen hinter dem Komma gerundet: 0,250 
0,249903 au/ 2 Stellen hinter dem Komma gerundet: 0,25 
0,249903 au/ 1 Stelle hinter dem Komma gerundet: 0,2 

Anmerkung: Beim Runden a.uf eine bestimmte Stellenza.hl ist stets von der gegebenen Za.hl 
auszugehen: nicht etwa. von einem bereits gerundeten Wert. 

4. Die ZahJ 57465 ergibt au/ Zehner gerundet 5,746 · 101, auf Hunderter genau 5,76 · 101, auf 
Tausender genau 6,7 • 101 und auf Zehntausender genau 6 · 101• 

Zuweilen werden die Fehlergrenzen bei gerundeten Zahlen mit angegeben. So würde 
man bei den Zahlen aus Beispiel 2 wie folgt schreiben: 0,143 ± 0,0005 bzw. 0,1430
± 0,00006.

3.6. Potenzen und Wurzeln 

8.ö.l. Quadrate und Kuben 

Für das Produkt mehrerer gleicher Faktoren schreibt man zur Abkürzung eine Potenz. 
BEISPIELE 
1. 26 • 26 · 26 = 268 (geleaen: 26 hoch 3) 

2. 8,3 · 8,3 · 8,3 · 8,3 · 8,3 = 8,3• (geleaen: 8,3 hoch 5) 
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Die Potenzen, die bei Zahlenrechnungen am häufigsten auftreten, sind die zweiten 
und die dritten Potenzen. Man nennt sie auch Quadrate (oder Quadratzahlen) und Ku­
ben (oder Kubikzahlen).
Die Bezeichnung Quadratzahl bzw. Kubikzahl für a• bzw. a3 kommt de.her, weil die Zahl a• den 
Flächeninhalt eines Quadrates mit der Seitenlänge a und die Zahl a3 das Volumen eines Würfels 
(le.t. cubus) mit der Kantenlänge a angibt. 
Die Zahl, deren Potenz berechnet werden soll, heißt Grundzahl.
Für die Potenzen von Dezimalzahlen gelten einfache Kommaregeln. 
Es ist 1212=14641 

12,12 = 146,41 
1,2!2 = 1,4641 
0,1212 = 0,014641 usw. 

Es ist zu erkell.o.Bn, daß sich bei gleichbleibender Ziffernfolge in der Grundzahl die 
Ziffernfolge des Quadrates nicht ändert, sondern daß nur das Komma jeweils an eine 
andere Stelle tritt. Man erkennt als Kommaregel für Quadratzahlen:

IWird in der Grundzahl das Komma um 1, 2, 3, ... Stellen nach links (rechts) ge­
rückt, so ist das Komma im zugehörigen Quadrat um 2, 4, 6, ... Stellen nach links 
(rechts) zu verschieben. 

Entsprechend erkennt man aus 
1218 = 1 771 561 
12,!8 = 1 771,561 
1,218 = 1,771 561 
0,12!8 = 0,001 771 561 usw. 

die Kommaregel für Kubikzahlen:

IWir� in der Grundzahl das Komma um 1, 2, 3, ... Stellen n11,ch links (rechts) ge­
rüokt, so ist das Komma in der zugehörigen Kubikzahl um 3, 6, 9, ... Stellen nach 
links (rechts) zu verschieben. 

8.6.2. Quadrat-und Kubikwurzeln 1) 

Die Quadratwurzel aus einer Zahl a (geschrieben: V;i) ist diejenige Zahl, die a ergibt, 
wenn man sie quadriert. 
Es ist also v-

a= b, wenn b8 = a. ·-
Die Kubikwurzel aus einer Zahl a (geschrieben: Va; gelesen: Kubikwurzel aus a bzw. 
dritte Wurzel aus a) ist diejenige Zahl, die a ergibt, wenn man sie in die dritte Potenz 
erhebt: 

wenn c3 = a.

Die Zahl a, aus der die Wurzel zu ziehen ist, heißt Radikand2). Die Rechenoperation, 
einen Wurzelwert zu bestimmen, wird Radizieren oder Wurzelziehen genannt. 
') Die hier gemachten Festsetzungen über die Quadrat-und die Kubikwun:eln gelten nur für 
solche Zahlen a, b und c, die;.;; 0 sind. (V�!. hierzu Abschnitt 6.1.1.!) 
•) rndix (lat.) die Wurzel. 
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BEISPIEL 1 ·-
a) Ea iat VM = 8, weil 8' = 64. 

fr.,:-b)Ea iat y64 = 4, weil 43 = 64. 
Da. Radizieren und Potenzieren eng miteinander verwandt sind, gelten für die Wurzeln 
ähnliche Kommaregeln wie für die Potenzen. 

IWird im Ra.dika.nden einer Qua.dra.twurzel das Komma. um 2, 4, 6, ... Stellen na.ch 
rechts (links) verschoben, so ist das Komma. im zugehörigen Wurzelwert um 1, 
2, 3, ... Stellen nach rechts (links) zu rücken. 

BEISPIEL 2 

l'0,0729 = 0,27 

Entsprechend gilt: 

l'7.20 = 2,7 l'729 = 27 ]172900 = 270 

IWird im Radikanden einer Kubikwurzel das Komma. um 3, 6, 9, ... Stellen na.ch 
rechts (links) verschoben, so ist da.s Komma. im zugehörigen Wurzelwert um 1, 2, 
3, ... Stellen nach rechts (links) zu rücken. 

BEISPIEL 8 

yo,129 = o,o }'729 = 9 

3.6. Tabellenrechnen 

8.6.1. Bedeutung der Zahlentabellen 

·--
V729000 = 90 

Jedes Tabellenwerk (auch Tabelle oder Tafel genannt) ist ein Hilfsmittel zur Steigerung 
der Arbeitsproduktivität eines Rechners. Da.durch, daß in den Tabellen die Ergebnisse 
häufig wiederkehrender Rechnungen zusammengefaßt sind, ersparen sie dem Rechner, 
der sicher mit ihnen umzugehen weiß, langwierige Rechenarbeit. 

Tafel 1. Potenzen, Wurzeln, Kehrwerte, Kreisumfänge und -inha.lte (455···465) 

n• ]in 1000 1tn' 
n 4 

455 207025 94196375 21,3307 7,6914 2,19780 1429,4 162507 
456 207936 94818816 21,3542 7,6970 2,19298 1432,6 163313 
457 208849 95443993 21,3776 7,7026 2,18818 1435,7 164030 
458 209764 96071912 21,4009 7,7082 2,18341 1438,8 164748 
459 210681 96702579 21,4243 7,7138 2,17865 1442,0 165468 

460 211600 97336000 21,4476 7,7194 2,17391 1445,1 166190 
461 212521 97972181 21,4709 7,7250 2,16920 1448,3 166914 
462 213444 98611128 21,4942 7,7306 2,16450 1451,4 167639 
463 214369 99252847 21,5174 7,7362 2,15983 1454,6 168365 
464 216296 99897344 21,5407 7,7418 2,16517 1457,7 169093 

---
465 216225 100544625 21,5639 7,7473 2,15054 1460,8 169823 

Voraussetzung für ein erfolgreiches und zeitsparendes Arbeiten mit einer Zahlen­
tabelle ist, daß man es versteht, alle Vorteile der vorhandenen Tafeln auszunutzen. Es 



3.6. Tabellenrechnen 33 

wird daher jedem, der eine neue Tabelle erwirbt, dringend empfohlen, vor deren Ge­
brauch sorgfältig die Erläuterungen zu studieren, die den meisten Tafeln beigegeben 
sind. Aus diesen Erläuterungen ist zu erkennen, welche Zahlenwerte aus den einzelnen 
Tafeln entnommen werden können und in welcher Weise man dabei am vorteilhaf­
testen vorgeht. 
Alle Betrachtungen dieses Buches über das Rechnen mit Zahlentabellen beziehen sich 
auf das Tafelwerk „Fünfstellige Logarithmen und andere mathematische Tafeln", be­
arbeitet von DR. FRITZ MÜLLER, das im VEB Fachbuchverlag erschienen ist. Da dieses 
Tafelwerk im Anhang eine sehr ausführliche Anleitung zum Gebrauch der eip.zelnen 
Tabellen besitzt, reicht es aus, wenn die Anwendungsmöglichkeiten hier nur noch an 
einigen Beispielen demonstriert werden. 
Tafel 1 zeigt einen Ausschnitt aus diesem Tabellenwerk. 

3.6.2. Aufsuchen von Quadratzahlen 

Unter Beachtung der Kommaregeln lassen sich Quadratzahlen aufsuchen, indem man 
von der Spalte n zur Spalte n2 übergeht, aber auch dadurch, daß man von der Spalte 
Vn zur Spalte n übergeht. 
BEISPIELE 
1.4,58' = 20,9764
2.213,32 ""' 45500

(Übergang tion n zu n'.) 

rübergang ecm Vn zu n.J1> 

3.6.3. Aufsuchen von Quadratwurzeln 

Zur Bestimmung der Quadratwurzeln kann man von der Spalte n zur Spalte yn, aber 
auch von der Spalte n2 zur Spalte n übergehen. 
BEISPIELE 
1.v'4.66 ""' 2,13542
2.y2106,8l = 45,9

(Übergang·von n zu yn.) 
(Übergang von n• zu n.) 

3.6.4. Aufsuchen von Kubikzahlen 
3.-

Die Kuben findet man durch Übergang von n zu n3 bzw. von Vn zu n. 

BEISPIELE 
1. 45,83 = 96071,912
2.0,77033 ""' 0,457

(Übergang von n zu ns.) 

(Übergang rnn Vn zu n.) 

3.6.6. Aufsuchen von Kubikwurzeln ·-
Die Kubikwurzeln bestimmt man, indem man entweder von n zu jln oder von n3 
zu n übergeht. 
BEISPIELE 

1.y459000..,, 11,138
.lrC.n 2. l94,2 ""'4,55

·-
( Übergang vun n z� Vn.) 

(Übergang von n3 zu n.) 

1) Das Zeichen""' wird gelesen: ,,annähernd gleich" oder „ungefähr gleich".
3 Elcmeotarmnthemntlk 
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8.6.6. Anhnohen der Kehrwerte 

Der Kehrwert von n ist_!__. Da dies aber für sehr große Werte von n eine sehr kleine 71 
Zahl ist, wurden in der Tabelle die Werte lOOO angegeben. 71 
BEISPIELE 
1000 

( 
1000 ) 1.46

7 
""' 2,18818 Übergang oon 71 zu. ----;-- • 
1 aber: 467 ""'0,00218818 (Kommaverachiebunr, beachten/)

1 2· 2,1978 ""' 0•455 ( Übergang von 1� zu. 71.)
8.6.7. Weitere Anwendungamögllehkelten der Tabelle 

Aus der Vielzahl der Anwendungsmöglichkeiten seien noch einige Beispiele heraus­
gegriffen. 
Geht man von einer Zahl Z aus der Spalte für Vn zur Spalte t;; über, 80 erhält man 

yxi. 
BEISPIBL 1 

i21.4•.,. 7,71 
Lösung: Geht man von der Zahl 21,4 in der Spalte für }'n aua, so steht unter 71 der 
Wert 21,41 und unter i'n dann der llBBUohte Wert t21,4•.,. 7,71. 

Geht man von einer Zahl z aus der Spalte für tn zur Spalte fn über, so erhält man 
yii. (BegründungY) 
BEISPIEL I 
y1,a988 ... 21,35 

Beim Übergang von einer Zahl z aus det Spalte 7t71 zur Spalte n ergibt sioh der 
Wert� . (BegründungY) 

'lt 

BEISPIEL 8 

Ea ist 14�42 ""'4,59. Daraua folgl durch Übergang zu anderen Spallen weiter: 

(14�42)" ... 21.07 c4�42r ... 96,70 v14�42 ... 2,14 � ... 0,77 

Beim Übergang von einer Spalte in die Spalten der "'uadrat-oder der Kubikwurzeln
iet Vorsicht geboten, da hier die Kommastellungen genauesten& zu beachten sind. 
Man mache sich für das Tafelrechnen wie für jedes andere Rechnen den Gnnad,atz zu 
eigen: 

I Bevor eine Aufgabe gelöst wird, ist der ungefähre Wert des Ergebniaaes duroh eine
Überachlagarechnung featzustellen. 

Dadurch werden grobe Fehler auf alle Fälle vermieden. 
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8.8.8. Interpolation 

Die vorliegende Tabelle gestattet es zunä.chst nur, die Que.dre.te, Kuben, Quadrat­
wurzeln usw. von Zahlen mit drei geltenden Ziffern zu entnehmen. Durch das Verfah­
ren der llneBl'tln Interpolation ist es jedoch auch möglich, den Gültigkeitsbereich der 
Te.bellen auf vierziffrige Zahlen zu erweitern. Das Verfahren der linearen Interpola­
tion soll an einem Beispiel ausführlich dargestellt werden. 

BEI8PIELE 

l. Ea aoU t4ll6,3 ermitteU werden. 

Lösung: Der Radikand liegt zwischen den beiden Ze.hlen 456 und 457. Daher muß auch 

�456,3 zwischen v41i6,0 und V4ö7,0, d.h. zwischen den beiden in der Tafel stehenden Werten 
7,6970 und 7,7026 liegen. 
Während der Radikand von 456,0 bis 457,0 um 10 Einheiten der letzten Stelle anwächst, 
wachsen die zugehörigen Wurzelwerte von 7,6970 bis 7,7026 an, d.h. um 56 Einheiten der 
letzten Stelle. Verteµt man diese 56 Einheiten bei den Wurzelwerten gleichmllßig auf die 
10 Einheiten bei den Radikanden (daher „lineare" Interpolation), so kommen auf 1 Einheit 
Zuwachs bei den Radikanden li,6 Einheiten Zunahme bei den Wurzelwerten. Der gegebene 
Radikand 456,3 unteraobeidet sich vom Radikanden 456,0 um 3 Einheiten in der letzten 
Stelle. Auf diese 3 Einheiten Zuwachs beim Radikanden kommen dann 3 , li,6 = 16,8 ..., 17

Einheiten Zuwachs bei den Wurzelwerten. Es ergibt sich demnach V456,3 ..., 7,6970 + 0,0017
= 7,6987. 

2. DurcA lineare Interpolation aoll 45,871 aua der Tabelle srmittdl werden. 

Lösung: Laut Tabelle ist 

45,801 = 2097,64 und 45,908 = 2106,81. 

Die Grundzahlen 45,80 und 45,90 unterscheiden sich um 10 Einheiten der letzten Stelle von­
einander, die Potenzwerte 2097,64 und 2106,81 um 917 Einheiten der letzten Stelle. 
Auf 10 Einheiten bei den Grundzahlen kommen 917 Einheiten bei den Potenzen; auf 1 Ein­
heit bei den Grundzahlen demnach 91,7 Einheiten bei den Potenzen und auf 7 Einheiten 
bei den Grundzahlen 7, 91,7 = 641,9..., 642 Einheiten bei den Potenzen. Es ist demnach 

45,871 = 2097 ,64 
+ 6,42 

45,871 ..., 2104.06 

Es sei de.rauf hingewiesen, daß das Verfahren der linearen Interpolation nicht sorglos 
angewendet werden darf. Es führt nur dort zu brauchbaren Nä.herungswerten, wo die 
in der Te.belle stehenden Quadrate, Kuben, Wurzeln usw. im Rahmen der Te.bellen­
gene.wgkeit e.n.nä.hernd gleichmä.ßig zunehmen. 

BEI8PIEL 8 

a• 

WM! groß tat n, wenn t;; ,.. 7,7100 ild1 

Lösung: In der TabeUe findet man als ,,Nachbarwerte" zu 7,7100 die Zahlen 7,7082 und 
7,7138. Die zugehörigen Radikanden sind 458,0 und 459,0. Zwischen dieaen beiden Werten 
muß der g1111uohte Radikand liegen. 
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7,7082 und 7,7138 unterscheiden eich um 56 Einheiten der letzten Stelle, die zugehörigen 
Radikanden um 10 Einheiten. Demnach kommen auf 56 Einheiten bei den Wurzeln 10 Ein-

heiten bei den Radikanden, auf 1 Einheit bei den Wurzeln ; Einheiten bei den Radikanden. -
Sohließlich kommen auf 18 Einheiten Unterschied bei den Wurzelwerten (das iet der Unter­
schied zwischen dem gegebenen Wurzelwert und dem nächst kleineren in der Tafel stehenden 

Wert) 18 · !�"" 3 Einheiten Unterschied bei den Radikanden. Folglich ist n ""468,3. 

Es gibt Beziehungen, nach denen man die Interpolation rein formelmäßig durchführen 
kann. Wenn man aber die der Interpolation zugrunde liegenden Gedankengänge ver­
standen hat, wird man durch eigenes Nachdenken genau so schnell und überdies 
sicherer zum Ziel gelangen als bei der gedankenlosen Anwendung irgendwelcher 
Rezepte. 

3.7. Der Rechenstab 

3.7.1. Die Bedeutung des Rechenstabes 

Der Rechenstab ist eines der wichtigsten mechanischen Hilfsmittel zur Ausführung ge­
näherter Rechnungen. Er besitzt den großen Vorteil, daß er sich einfach handhaben 
läßt und daß die erforderlichen Einstellungen für die verschiedenen Rechenoperationen 
leicht verständlich sind. Man kann u.a. mit dem Rechenstab multiplizieren, dividieren, 
pote_nzieren und radizieren sowie logarithmische und trigonometrische Rechnungen 
durchführen. 
Die Genauigkeit, mit denen sich die Zahlenergebnisse mit einem Rechenstab ermitteln 
lassen, ist größer, als man gemeinhin annimmt. Bei sorgfältiger Einstellung ist der 
maximale Fehler bei nicht zu umfangreichen Rechnungen nicht größer als 0,5%, d.h., 
die mit dem Rechenstab gefundenen Ergebnisse werden nicht mehr als 2:X, vom tat­sächlichen Wert abweichen. 
Aus all dem ist ersichtlich, daß der Rechenstab ein Hilfsmittel ist, das die Rechenarbeit 
wesentlich erleichtern kann. Das sichere Rechnen mit dem Rechenstab setzt jedoch 
die Kenntnis der Grundgedanken des Stabrechnens sowie fleißiges Üben in der Hand­
habung des Instrumentes voraus. Es ist daher unbedingt notwendig, daß man sich 
eingehend mit den Eigenschaften des Rechenstabes vertraut macht (zu jedem Rechen­
stab wird ein ausführliches· Anleitungsheft mitgeliefert!) und daß man so lange übt, 
bis einem die Einstellungen für die verschiedenen Rechenoperationen „in Flei�ch und 
Blut übergegangen" sind, so daß man sofort -ohne erst lange überlegen zu müssen, 
wie man einstellen und wo man ablesen muß -die zweckmäßigste Einstellung vor­
nimmt. 
Die beiden gebräuchlichsten Systeme für Rechenstäbe sind das „System Darmstadt" 
und das „System Rietz". Daneben werden für spezielle Zwecke noch zahlreiche andere 
Systeme hergestellt. Die Rechenstäbe des Systems Darmstadt sind universeller an­
wendbar als die des Systems Rietz. Demjenigen, der einen technischen Beruf anstrebt, 
ist daher ein Rechenstab vom System Darmstadt zu empfehlen (Skalenlänge 25 cm), 
während für diejenigen, die nur einfachere Rechnungen auszuführen haben, ein Rechen­
stab des Systems Rietz ausreicht. 
Beim Rechnen mit dem Rechenstab sollte man immer daran denken, daß der Rechen­
stab ein Präzisionsinstrument ist, das eine schonende Behandlung erfordert. 
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S.7.2. Der Aufbau des Rechenstabes 
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Die drei Hauptteile des Rechenstabes sind der Stabkörper, die verschiebbare Zunge 
und der ebenfalls verschiebbare LAufer (Bild 2). 
Auf der Vorderseite des Stabkörpers und der Zunge sind Skalen eingraviert, die in 
gegenseitig�1r Beziehung zueinander steh,.m und die zur Ermittlung der gesuchten 

llil<l � 

Zahlenwerte dienen. Die einzelnen Skalen besitzen verschiedene Teilungen, und zwar 
befinden sich auf dem Stabkörper die Kubikteilung (K), die Quadratteilung (A), die 
Grundteilung (D) und die logarithmische Teilung (L). 
Die Rechenstäbe d�s Systems Darmstadt und die des Systems Rietz weisen e.uf der Vorderseite 
keine wesentlichen Unterschiede auf. 
An Stelle der logarithmischen Teilung enthalten manche Rechenstäbe des Systems Darmstadt 
eine trigonometriache Teilung. In diesem Falle findet man dann die logarithmische Teilung e.uf 
der Rückseite des Rechenstabes. 
Auf der Vorderseite der Zunge sind eine zweite Quadratteilung (B), die Reziprokteilung 
(Cl) und eine zweite Grundteilung (C) aufgetragen (Bild 3). Die Teilungen A und B 
sowie C und D stimmen jeweils miteinander überein. 

Bild 3 

Die Rückseite der Zunge enthält bei Rechenstäben des Systems Rietz trigono­
metrische Teilungen, während beim System Darmstadt neben den trigonometrischen 
auch Exponentialteilungen zu finden sind. 
Auf dem Läufer sind schließlich noch ein senkrechter schwarzer Strich, sowie zwei, 
meist kleinere, rote Striche eingeätzt, die zur besseren Einstellung der Zahlenwerte 
dienen. 
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Bei einem ordnungsgemäßen Rechenstab muß der Mittelstrioh, wenn er über den Teilstrich 1 
der D-Skale gestellt worden ist, auch genau iiber den Teilstrichen 1 der K-und der A-Skale 
sowie über dem Teilstrich O der L-Skale stehen. Ist dies nicht der Fall, so ist es ratsa.m, den 
Rechenstab bei einem Fachmann einrichten zu lassen. 

8,7,8. Einstellen und Ablesen Ton Zahlenwerten aur dem Rechenstab 

Die Teilungen Abis D, Kund CI des Rechenstabes enthalten keine Null, und die Zah­
len 10, 100 und 1000 sind dort nur der besseren Übersicht wegen angegeben. Beim 
Stabrechnen kann eine 10 genau so gut eine 100, eine 1 oder eine 0,1 usw. bedeuten. 
Ferner lassen sioh auf dem Rechenstab nv.r ZiOernfolgen ablesen. Da, Stabrechnen ist 
demnach eine reine Zahlenrechnung ohne Berücksiohtigv.ng der Kommast&lv.ng. Die rich­
tige Kommastellung wird -sofern sie nicht von vornherein klar ist -stets durch eine 
Überschl.agsrechnv.ng mit gerundeten Zahlenwerten ermittelt. 
Beim Einstellen und Ablesen der Ziffernfolgen sind die verschiedenartigen Unterteilun­
gen der einzelnen Bereiche zu belichten. 
So bedeutet beispielsweise ein Teilstrioh auf der D-Skale im Intervall von 1 bis 2 eine Einheit 
der letzten Stelle: 1--0-0, 1-0-1, ••. 1-9-8, 1-�9, 2--0--0. Zwisohen 2 und 4 besitzt dann ein Teil­
atrioh nur nooh den Wert von zwei Einheiten der letzten Stelle: .2-0-0, 2-0-2, ..• 3-�, 3-9-8, 
�. Bohließlioh wird die Unterteilung immer gr6ber, so daß ein Teilstrloh zwisohen 4 und 10 
jeweils nur nooh eine genaue Ablesung um fünf Einheiten der letzten Stelle gestattet: �. 
�5. "-l--0, ..•• 9-8-5, 9-9--0, 9-9-5, 1--0--0--0. 
In ähnlioher Weise sind auoh die übrigen Skalen verachledenartig unterteilt. 
Während eich das Intervall von 1 bis 10 auf den Skalen C, D und CI über den gesamten 
Rechenstab erstreckt, sind auf der gleichen Länge bei den Skalen A und B zwei Inter­
valle (von 1 bis 10 und von 10 bis 100), auf der K-Skale sogar drei Intervalle (von 1 
bis 10, von 10 bis 100 und von 100 bis 1000) untergebracht. Die genauesten Einstel­
lungen und Ablesungen lassen sioh daher auf den Skalen C, D und CI vornehmen, die 
für sämtliche Rechnungen zu bevorzugen sind. 
Auf dem Rechenstab können drei bzw. zwei Stellen einer Ziffernfolge genau abgelesen 
werden, während die vierte bzw. die dritte ZiOer geschätzt werden muß. 
Es wird dringend empfohlen„das Einstellen und das Ablesen von Ziffernfolgen auf dem 
Rechenstab eingehend zu üben. 

8.7.4. Das Rechnen mit dem Rechen1tab 

8.7.4,1. Quadrate und Kuben 

Die Skalen K, A und D sind so aufeinander bezogen, dal.l auf A die Quadrate, auf K 
die Kuben der Werte aus der D-Skale abgelesen.werden können. 
Dazu stellt man den Läuferstrich über die Grundzahl auf D und liest das Quadrat auf 
A, die Kubikzahl auf K unter dem Läuferstrich ab. 

BEISPIEL (Bild 4)1) 
2,41 = 5,76 
2,41.., 13.8 

1) In den folgenden lwohen&tabbildern sind die Einatel'ungen stete durch unterbrochene Linien,
die Ablesungen duroh ausgezogene Linien gekennzeichnet.
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Blld4 

1.7.U. Quadrannmeln 

,. ... , .. ,,, . 
..... $,71 
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Beim Quadratwurzelziehen geht man von der Bkale A zur Bkale D über. (Läuferstrioh 
benutzen!) Die Frage, von welchem der beiden Teilintervalle man ·auf A ausgehen 
muß, wird duroh eine Ubersohlagsreohnung geklärt 

BBIIIPIBL 1 (Bild IS) 

Vü-' 
L01ung: Vbenchl&g: }'T.ii > Vi"" ... 2; da du Ergebnis in der Nähe von 2 liegen muß, lat 
in der vorderen Hlllfte von Ader Wert 4,6 einzuetellen. 
Erpbni111 }'T.ii..., 2,121. 

Blld I 
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BEISPIEL 2 (Bild 6) 

yö:45 = 7 
.Lösung: Übereohle.g: Es ist V0.36 < V0,45 < l'o,49, e.lso 0,6 < }'o,46 < 0,7. Da das Er­
gebnis auf D zwischen 6 und 7 zu finden sein muß, ist die Ziffernfolge 4-5 in der hinteren 
Hälfte von A einzustellen. 

Ergebnis: yo.45 ""' 0,671. 
Für die Einstellung des Radikanden kann auch folgende MerkregeJ verwendet werden: Me.n teilt 
den Radike.nden vom Komme. aus nach links, bei echten Dezimalbrüohen naoh rechts in Zweier­
gruppen ein. Enthii.lt de.nn die e.m weitesten links stehende Zweiergruppe nur eine einziffrige 

4-.5 . . , 
p1,111111plitJllll[hi'tl·iltp1ir11111111tt{iihJiiHpPi\fiil\lHl\lH\\iiit{lh\\l1ctpntplH\\yf\,1tt\BC\\lihl 

, ., 1 • 1 s 16 1 1 , e ;- .z:a z.4 

1 / ' 

BlldO 

'I0.45 rw 0,611 

Zahl, so wird in der vorderen Hii.lfte von A eingestellt; enthält die am weitesten links stehende 
Zweiergruppe eine zweizi.ffrige Zahl, so wird der Radikand in der rechten Hälfte von A ein­
gestellt. 

BEISPIEL 8 

ya·40,os, �. yo,03·45·os """°·• werden llnka ei11{1utelll, dagegen werden yano,so. 
V34,60"80, yo,34·oo·so, yo,00·34·50·90 redala etnguteJU. 

3,7,4,3, Kublkwurzeln 

Wegen des in a.7.4.1. erläuterten Zusammenhanges zwischen den Skalen D und K 
erhält man die Kubikwurzel aus einer Zahl, indem man von K nach D übergeht. 
(Läuferstrich verwenden!) Die Entscheidung, ob der Radikand im ersten, zweiten oder 
dritten Drittel von K einzustellen ist, wird am besten wieder durch eine Überschlags­
rechnung getroffen. 
BEISPIEL 1 

e.) V4.5 =? 
Lösung: Überschle.g: Es ist fJ" < V4,5 -: VS, e.lso l < � < 2: daher Einstellung im 
ersten Drittel von K. 

Ergebnis: W"" 1,65 (Bild 7}. 
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Bild 7 

b) }146 ='
Lösung: Überaoh lag: f27 < � < 't1M, also 3 < � < 4; daher Einstellung von 4-5 
im zweiten Drittel von K. 
Ergebnis: �,..,, 3,66 (Bild 8). 

Blld8 

o)f46'ö = T
Lösung: Übel'BOhll!,g: 1Jsia < \!iiiö < �, also 7 < � < 8; da.her Einstellung von 
4-6--0 im dritten Dritte\ -v-;;n K.;
Ergebnis: �460""' 7,66 (Bild 9). 

Auch für die Kubikwurzeln läßt sioh eine Merkregel für die Einstellung des Radikanden auf K 
angeben: Der Radikand wird vom Komma aus nach links (bzw. bei eohten Dezimalbrüchen 
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naoh rechte) in Dreiergruppen eingeteilt.· Steht in der am weitesten links st.ehP-nden Dreiergruppe 
eine einziffrige Zahl, dann wird im ersten Drittel auf K eingestellt; st.eht dort eine zWt'izilfrige 
Zahl, 80 ist im zweiten Drittel einzustellen; steht dort eine dreizilfrige Zahl, 80 ist im dritten 
Drittel auf K einzustellen. 

Blld9 

BEISPIEL II 
Bei Ilm Wuneln ta·400·000, �3·400, �3,460, to,003·400, to,000·003·4&0 w. � rUe 
ZIO-loloe M-6 im erlCell Driltd au/ K et�: be� den Wwaltl �34'600, t34,600, 
�0,034°600, �0,000·034·000 w. im Neitffl Driltd; 1,e, den Wvndn fawooö, t346, 
�, �0,000'346 w. im lddm Drittel. 

8,7,4.4. Kehrwerte 
Auf der Reziprokekale CI können die Kehrwerte der Zahlen der 0-Bkale abgelesen 
werden. Dabei ist zu beachten, daß die Einteilung der Cl-Bkale gegenl/Ju(lg wr Ein­
teilung der C-Bkale angeordnet ist. (Grund: Mit wachsendem Nenner wird der Wert 
eines Bruches kleiner.) 
Gepnl&uflge Skalen sind auf vielen Rechelllltll.ben rot gekennzeiohnet. 

BEISPIEL 
1 = '
252 
L01ung: 

1 1 Überaohlag: 262 ..,, 250 = 0,004.
EinstenUDg : Läuferatrioh über 2-6-2 auf C. 
AblMUDg: Unter Läuferatrich auf CI (Bild 10). 

1 
Ergebnis: 232..,, 0,00397. 

Damelbe Ergebnis hitte man auoh erhalten, W8JID man den Läuferatrloh über 2-6-2 auf 01 
eingestellt und darunter auf C abgeleee11 h&tte. 
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Biid 10 

3.7.4.6. Multlpllkatlon 

Beim Multipliz�en mit dem Rechenstab werden mit Hilfe der beweglichen Zunge 
Strecken aMinand6f'gefügt1). Im a.llgemeinen verwendet man hierzu die Skalen C und D, 
da dort die Einstell-und Ablesegenauigkeit am größten ist. 
BBISPIEL 1 
2,42 • 0,324 - ? 
Löaung: 

Ubenchlag: 2,42 • 0,324 "" 2 · 0,3 = 0,6. 
An die der Zilfernfclge 2-4-2 ent.eprechende Strecke a.uf D wird die der Zilfernfolge 3-2-4 
ent.eprechende St�cke der C·Skale angesetzt. Dies geschieht d&duroh, da.ß ma.n zunächst a.uf 
D bis 2-4-2 geht, dar1iber die l von C ansetzt und a.uf C bis 3-2-4 weitergeht. Unter 3-2-4 
von C steht dann a.uf D die Zilfernfolge 7-8-4, des Ergebnisses: 2,42 · 0,324"" 0,784 (Bild 11). 

Biid 11 

') Eine nähere Begründung hierfür erfahren Sie im Abschnitt 12.9. 
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Zum Einstellen und Ablesen empfiehlt es sich, den Läuferstrich zu verwenden. 
Bei der Multiplikation kann es vorkommen, daß die dem zweiten Faktor entsprechende 
Strecke auf C über das Ende der D-Skale hinausragt. In diesem Falle denkt man sich 
links an die D-Skale eine zweite Skale der gleichen Art angesetzt. Stellt man nun statt 
der 1 die 10 von C über die Ziffernfolge des ersten Faktors, so würde damit �uch die 
1 von C über derselben Ziffernfolge der gedachten Skale stehen. Die Ablesung des Er­
gebnisses ist jetzt auf D unter dem auf C eingestellten zweiten Faktor durchführbar. 
-BEISPIEL !l 
4,25 · 0,00525 = ? 

Bild 12 

Lösung: 
Überschlag: 4,25 · 0,00525""' 4 · 0,005 = 0,02. 
Einstellung: 10 von C über 4---2-5 von D. 
Ablesung: auf D unter 5--2-5 von C (Bild 12). 
Ergebnis: Ziffernfolge 2-2-3; also ist 4,25 · 0,00525 "" 0,0223. 

, , , 
'+-2-5 

Bei der Multiplikation mit den Skalen A und B würde das „Durchschieben" der Zunge 
entfallen, jedoch wird dies mit einer Einbuße an Genauigkeit in der Einstellung und 
Ablesung erkauft. Sind mehr als zwei Faktoren miteinander zu multiplizieren, so sind 
entsprechend mehr Strecken aneinanderzufügen. 

3.7.4.6. Division 

Beim Dividieren mit dem Rechenstab wird die dem Divisor entsprechende Strecke 
mit Hilfe der beweglichen Zunge von der dem Dividenden entsprechenden Strecke 
,ubtrahiert. Auch hier werden im allgemeinen die Skalen C und D verwendet. 

BEISPIEL 1 Lösung: 
6,73: 0,425 = T Übemchlag: 6,73: 0,425 = 67,3: 4,25""' 68: 4 = 17. 
Von der der Ziffernfolge 6-7-3 auf der D-Skale entsprechenden Strecke ist die der Ziffern­
folge 4---2--5 entsprechende Strecke der C-Skala abzuziehen. Dies geschieht dadurch, daß man 
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den Läuferstrich über 6-7-3 auf D einstellt. Unter den Läuferstrich bringt man dann 4-2-6 
von C und geht schließlich aufC zurück bis zur 1. Unter der l liest man dann das Ergebnis 
1--5--8-4 auf D ab (Bild 13). Somit ist 6,73: 0,425"" 15,84. 

Biid 13 

Bei der Division kann es vorkommen, daß die 1 von C über das linke Ende von D 
hinausragt. In diesem Falle findet man die Ziffernfolge des Ergebnisses unter der 10 
von C. (Begründung?) Es ist demnach bei der Division ein „Durchschieben" der 
Zunge nie erforderlich, da man das Ergebnis immer unter dem passenden Endstrich 
(entweder 1 oder 10) ablesen kann. 

BEISPIEL 2 
3,06: 523 =? 

Bild 14 

Lösung: 
Überschlag: 3,06: 523 :==: 3: 500 = 0,006. 
Einstellung: 5-2-3 von C über 3-0-6 von D. 
Ablesung: unter der 10 von C (Bild 14). 
Ziffernfolge des Ergebnisses 5-8-5. 
Mithin ist 3,06 : 523 "" 0,00585. 
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B.'U.7. Zusammengesetlte Multiplikationen und DITislonen

Bei Brüchen der Form a
d
· b • e oder dergleichen wäre es unpraktisch, zunächst den Zäh-
• 11 

!er a • b • c, dann den Nenner d • e zu bestimmen und schließlich den Quotienten aus
Zähler und Nenner zu bilden. Es ist viel rationeller, wenn man die Multiplikationen 
und Divisionen abwechselnd durchführt, d. h., wenn man zunächst -i-bildet, de.ran 
ohne Zungenverschiebung und ohne das Zwischenergebnis : abzulesen die Multiplika­
tion mit b anschließt (Läufer benutzen!), dann mit entsprechender Zungenverschie­
bung durch e dividiert und schließlich wieder nur durch Lii.uferverschiebung 11 � b · 

c
ermittelt. · e 

BEISPmL 
740 ·0.36 

= ! 
82 

BlldU 

Lösung: 

... 740 • 0,36 70 • 4 
u bersohle.g: 

82 ""' 80 
= 3,6. 

Einst.ellung: 8-2-0 von C über 7-4--0 von D;·Läuferstrioh auf 3-6----0 
von C. 

Ablesung unter dem Lä.uferstrioh auf D (Bild llit ergibt 3--2-5. 
. 740·0,36 

Folglich ist 82 ""' 3,26. 

/ 
Y-t,-() 

8.7.4.8. Multiplikation und Division mit Hiife der Rezlprokskale 

Das Durch11chieben der Zunge bei Multiplikationsaufge.ben läßt sich vermeiden, wenn 
man die Reziprokske.le CI zu Hilfe nimmt. 
BEISPIEL 1 Lösung: Überschlag: 3,62 • 4,82 ""4 • ö = 20. 
3,62 • 4,82 = T Bei der üblichen Multiplikation (vgl. Abschnitt 3.7.4.ö.) müßte 

bei dieser Aufgabe die Zunge naoh links durch11eaohoben werden. 
1 

Beachtet ma.n aber, daß 3,62 · 4,82 = 3,62: 4,S2 ist, so braucht 
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man nur 4--8--2 von CI über 3-6-2 von D einzustellen (Läufentrioh benutzen) und unter 
der 10 von CI auf D die Ziffernfolge 1-7-4-15 des Erg ebnisses abzulesen (Bild 16). Demnach 
ist 3,62 · 4,82 "" 17 ,45. 

1-7'-+•I 

Bild 16 

a'-e-a ', '
,,.'.,-a 

Während bei der Multiplikation mit Hilfe der Reziprokske.le das Durchschieben der 
Zunge vermieden wird, kann bei der Division mit Hilfe 'der Reziprokeke.le ein Durch­
schieben erforderlich werden, was bei der norme.len Division nach 3.7.4.6. nicht ein­
treten kann. 
BEISPIEL II 
4,82 : 0,302 = 1 

Lösung: 
'Oberschlag: 4,82: 0,302 ""48: 3 = 16. 
Bea.ohtet man, daß 4,82 : 0,302 = 4,82 

· o.:02 ist, so rechnet man
wie folgt: 1 von Cl über 4--8--2 von D einstellen (Liuferstrioh!), 
ableaen auf D unter 3-0-2 von Cl. 
Ergebnis: l-ii--9-6 ; folglich ist 4,82 : 0,302 "" 15,96. 

8.7.4.11. Weitere Wnwelse zum Stabreehnen 

Im Re.hmen"dieses Buches konnten nur die wichtigsten Fälle des Rechnens mit dem 
Rechenstab kurz erläutert werden. Um eine Sicherheit im Ste.brechnen zu erlangen, 
genügt es nicht, die hier vorgeführten Beispiele nachzurechnen. Es ist vielmehr er­
forderlich, sich bei jedem Beispiel genau darüber klarzuwerden, warum die einzelnen 
Einstellungen eo vorzunehmen sind, wie sie hier beschrieben wurden. Danach sollte 
man bei e.llen Rechenarten eo lange üben, bis man bei einer beliebigen Aufgahe sofort 
die günstigste Einstellung findet, ohne de..13 man de.zu erst lange Überlegungen an­
stellen mu.13. 
Wer sich für weitere Anwendungsmöglichkeiten des Rechenstabes interessiert (z.B. 
Aufstellen von Zahlentabellen, Berechnung von Ausdrücken 'der Form Vii oder t,'zi 
usw.), der sei auf die Bpezie.llitere.tur über das Ste.brechnen1) hingewiesen. 
1)LUKANN: DtJr Red&enatab ullll ,eitle V fflllellllullf1. VEB Faohbuchverlas Leipzis , 11164..
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AUFGABEN 
l. Zerlege in Primfa.ktoren 

&) 41M8 

f) 48357

b) ll5797

g) 144875 

o) 63342

h) 55832

d) 98260

i) 5986890

e) 694512 

k) 453277

2. Bestimme den größten gemeinsamen Teiler von 

a) 27, 39, 57, 66, 72 und 87

b) 504,, 12780, 3132 und 180 

c) 1512, 2772, 630, 4662 und 65520 

d) 364, 1365, 91, 18018 nnd 3822 

e)30030, 1232, 565, 440 und 6641

3. Bestimme den größten gemeinsamen Teiler mit Hilfe des EUKI.IDischen Algorithmus von 

a)375 und 825 b)748 und 484 o)1871 und 391

d)16384 und 486 e)92778 und 1034 f) 848 und 318 

g) 1001 und 858 h) 19778 und 48763 i) 434146 und 119102

k) 66417 und 91962 

4. Bestimme d&a kleinste gemeinsame Vielf&ohe von 

5. 

a) 2, 3, 4, 5, 6, 10 und 12 b) 15, 42, 60 und 105 c) 210, 378, 315 und 90 

d) 37, 61, 71 und 74

f) 81, 225, 135, 125, 675 und 6 

h) 19683, 729 und 6561 

e)48, 126, 273, 156, 56, 189 und 646 

g) 77, 97, 221, 143, ll9, 539 und 2431 

i)83, 483 und 967 

k)64, 96, 243, 1296, 24, 81, 3888 und 384 

Verwandle die unechten Brüche in gemischte Zahlen: 

&} 
13 

b)27 o)
28 

d) 348 61 
4 15 87 e)Tii

f)97 g)199 h)
865

i)
503 

k)
223 

35 61 123 84 37
l)
502 m)729 n)814 o)964- 987 
317 115 99 109 p)467 

6. Verwandle die gemischten Zahlen in unechte Brüche: 

4 
b) 2 5 

38� 7� &) 3
TI 

13
15 

c) 27
21 

d)
41 

e)
9/i 

f)5! 3 
g) l� 

23 h)2� 
8 i) 41� 

43 k) 83� 7 

1) � m) 1 9 
52� 99..!_ 8 17

IT 
n)21

16 
o)

31 p) 2 



Aufgaben -1!1 

7.···11. Erweitere die folgenden Brüche zeilenweise mit 2, 3, 5, 7, 11, 17 und 48:

a) b) o) d) e) 

7. 1 5 14 23 31 
-f 13 17 24 35 

8. 3 4 11 17 44 
4 17 25 40 57 

9. 2 6 15 12 51 
5 19 38 35 60 

10. 6 8 17 42 72 
7 16 29 65 83 

11. 2 7 18 20 93 
18 37 71 97 

12.Kürze folgende Brüche:

a) 8 il) 
240 c) 

1260 d) 13838 e) 6 16 304 3024 25058 24 

f) 
189 g) 1232 h) 8232 i) 15 k) 103 252 2310 27783 21 570 

)) 
2352 m) 18900 n) 30 o) 111 p) 

2074 
1960 33075 54 186 8633 

q) 
64680 

r) 
51 s) 126 t) 

1771 
u) 
6006 

485 HXf 68 288 2618 14Öl4 

13.Desgl.

a) 34 b) 146 c) 3318 d) 16384 c) 
12 

41 438 3738 262144 27 

f) 112 g) 
3705 h) 

53475 i) 13 k) 3()0 210 3836 68725 65 420 

)) 
1197 m) 24676 n) 28 o) 270 p) 

3692 
1767 178625 21 504 8094 

q) 
126672 r) 65 s) 144 t) 6402 u) 

18()210 
188384 78 720 9894 32!)6)6 

14.Bestimme für folgende Gruppen von Nennern den Hauptnenner:

a)3, 5, 8, 16, 30 b)12, 16, 24, 32, 48 c) 48, 60, 144, 180, 240

d)45,76, 160, 225, 285,300 e)6, 20,63; 84,90, 105, 126

f)68, 72, 88, 102, 132, 187 g)21,27, 69, 161,483

h)2, 8, 64, 612 i) 16, 18, 30, 62, 90, 186 k)35, 77, 85, 385, 935
4 Elementannathematlk 



50 3. Das Rechnen mit bestimmten Zahlen 

15.Addiere folgende Brüche: 
l 2 3 l 

e.) 2 + 3 - 4 - 6
5 3 l 5 7 5 c)9 - 4 + 3 + 6 -8 + 12 
7 5 17 l 2 

e)-8 - 12 + 24 - 16 - 3 
12 3 7 25 17 

g)
13 + 5 + 16 � 26 - 20 

i)14 5 7 5 l 71 41
27 + fä + 9 + s -a -81 - M 

16. Berechne 
70 25 e.) 116117 + 2378 

7 2 5 l 
b)6-5- 12 + a
2 3 l 7 5 

d)
3 - 7 - 4 - 9 + 6 
11 5 25 79 19 

f)12 - sö + 42 + 84 - 2i 

l l l l 
h)5 + 1 + IT + i3 

c) 5_!__ - 6� + 7_!__ + _! - 9� + 2!! 
18 l 19 23 

d) 15
35 
+ 23

70 + 3120 + 4228 3 4 2 5 8 12 
29 31 17 19 53 

e)461
30 
+ 14145 + 70372 + 35540 + 29860 

17 7 41 23 5 61 

f)224 + 512 + 172 + 40 + 90 + 5120 
17 17 11 4 3 10 2 g) 83
30 + 6818 - 4714 - 7515 + 34io - 6663 + 25 

51 41 25 19 23 19 
h) 46

55 
+ 71

110 + 12132 + 1220 + 6360 + 2720 

i) 38; + 12 ! + 01175 - 243f + 18� + 25{o 

4 5 11 14 5 19 7 
k) 1913 - 5418 

- 1
12 + 3639 + 156 -T2 -24 

17.Berechne 

e.) 
3 
4· 12 

f)
14 
· 15 

25 
18. Deagl. 

e.) 

f) 

5 9 
s·ro 
143 75 
150 °99 

19.Desgl. 

e.) 

f) 

5!_ · 4 7 
2 1 
53-·6-2 

b) 

g) 

b) 

g) 

b) 

g) 

7 
s·8 

93. 
53
62 

16 7 
35

°4 

91 119 
102
. 
117

2 
3.73 

7 5 
78.39

c) 

h) 

c) 

h) 

c) 

h) 

5.!! 
12 

5 
68
. 51 

11 4 
21

°
3 

64 81 
27. 128 

13_!__ · 6 
18 

2_!_ · 2!! 
45 42 

d) 

i) 

d) 

i) 

d) 

i) 

5 __ !_7 
l 

42 "70 

25 18 
6

°
5 

399 286 
520 ° 285 

10!!!, 30 
24 

4�-2!Q 
94 89 

e) 

k) 

e) 

16-� 
24 

174-� 
29 

32 77 
63 ·so 

335 464 
k)116. 201

e)87, 21!!58 

k)l� · 1127 
96 336 



Aufgaben 

20.Berechne 

3 5 2 7 
a)8 °14°3 °

16 

d) � · 12 · '!°! · �98 45 55 

425 110 182 
g)252. 221 . iös 

I") 664 623 158 
873 

7663 . 2241 . . 4984 

21. Des gl. 

a) 2.! .�.
� 

3 8 5 

9 44 5 1 
dJ 6u · 1si' 5

67 · as
1 119 188 341 

g) 4124. 3ifa. 1427. 568 

b) 

e) 

h) 

k) 

7 11 9 34 
18

°
172i

°
44 

1 5 7 11 
6 °9 °8 °13 

2244 280 1729 
3185. 

207 • 
5643 . 25024

1024 25 725 297 
14175 ' 36608 

. 8036. 533 

b) 

e) 

h) 

4_! • l_!_ · 1-�5 4 11 

11.!_ · 3.!_ · 4-! · 2� 7 8 5 8 

12 45 7 l 
4n . 1ow . 25 . l°ii 

0) 

f) 

l") 3 
6 
5 8
3 
19 4

97 
2l
l0 

175. 297. 1152. 413 
k)179 169 

13 125
�. 385. 

2
165. 273 

22.Bestimme den Kehrwert von 

a) 8 

f)1 

23. Desgl. 

a) 3_!_3 

f) 
42
6
71 

24. Des gl. 
a) 

e) 

i) 

l 1 
2 + 3

5 3 14
12 -148 

l 1 1 
11-+5- 4

25. Berechne 

a)8 
13 
:4 

b) 

g) 

b) 

g) 

b) 

3 
6 
3 

4_! 9 
1 9
30 

b) 

f) 

k) 

o) 
l 
2

h) 
4 
17 

o) 13_!_ 2 

h) 54.!_5 

1 2 3 -
f- 3+ 4 

13� - � - 7� 9 18 27 

5_! - _!__ -22-
21 35 30 

4 
9 :2 c)4 6:5

o) 

g) 

d) 2 

i)
1 
13 

d)40!_'!
20 

i) 36!!! 
49 

5 
1-6

18 -5
1-1 + !__ 13 5 

d)42 43: 6 

51 

5} 8 -�� -�
29 25 111

15 16 51 
34 . 23 . 

19 . 32 

o) 

f) 

3 · 7_!_ · 6� · _! 14 15 18 

255 9 52 79 
256 . 

3
25 . 81 . 

1
221

l 
e)10 

k) 

e) 

k) 

d) 

h) 

7 
19 

28!.! 
25 

5130 
217 

8 5 
79-36 

3 5 7 
5
-
7+ 9 

e) 
15 iö :25

f) 
8 
9:16 g)

46
fi
:69 h)70 73: 14 i) 94 

99: 
141 k)255 

728: 
102

,. 



52 3.Das Rechnen mit bestimmten Zahlen 

26. Desgl. 

a)
1 
1
2
-: 3 

f) 
1 

3204-: 42 

27. Berechne 

a)8 
2 

r(n
e)
42 21 
lll:65 

i)
1088 272 
1863: 5589 

28. Desgl. 

e.) 

e) 

i) 

4 7 
5
9

=
9 

6 17 
4
7

=
35 

31 400 
3
1323: 3087 

29. Desgl. 

e.) 

e) 

1 1 
13:f: 4 !f

13 6 
1125: 635 

. 27 55 1)· 207
184: 

55
69 

30. Vereinfache 
6 

a) 
7 

3 

25 

f) 
36 

16 

31. Desgl. 

7 
a) 3

-2· 

f)
28
46 
63 

b) 

g) 

b) 

g) 

b) 

g) 

5 
57:5 c) 

1 
174 :46

1 
922

2-: 
35 h)

6 
28
IT : 
4 

b) 

f) 

k) 

b) 

f) 

k) 

b) 

f) 

k) 

7 
ü 
11 -,-
21 
26 
35 
78 

15 
T 
3 

84 
95 
70 

32 12 
52: 52 

37 69 w :94 
795 3975 
25232 : 6308 

1 5 
34=-s 

1 47 13
Is : 63 

2
3959 _ 1029 
6424

. 
4664 

3 1 
23 4 

= 7 8-

47 13 3
126: 

26
42 

209 103 
1217

216: 
37
120 

5 
-if 

c)T 
12 

91 

h) 360 
13 -

3240 

5 
c)8

76 

h) il1 19 

c) 

g) 

c) 

g) 

c) 

g) 

d) 
8 
4
!f: 

8 

i) 
l 

10
26: 

58 

15 15 
i7: 21 

216 135 
539: 308 

9 .9
1
211: 25 

1
4�. �5
72
. 
96 

16 4 
12
17 : 
3
17 

25 26 
66
3
6: 125

5 

d)12
5 
-6-

28 

i)
65 
16
46

d)5-
8

i)
360 
252 
425 

d) 

h) 

d) 

h) 

d) 

h) 

e) 
1 
7
s= rn

k) 11 17
29 : 
63 

21 42 
65: 91 

114 418 
287 
.: 2583 

_9_. l 9 
25. 25 

310 264 
2
637: 455 

9 3 
214: 1314 

23 11 2
176:

232 

17 

e) 
28 
5 
63 
742 

k) 3015 
2968 
24321 

28 

e)
45 
63 

729 

k) 730 
2187 



Aufgaben 

32. Desgl. 

4-!-2 
a) 

4.!_ 
4 

22� 
f) 

36 

262 84 

33. Vereinfache 

a) 

,1) 

g) 

2 1 
-g 
+ 3·:r

9_l__ _ 4! 2 3 

3 
4
8 
5 
6
12 

l 19 
-3 + 33 . --
2
- -

3.!..1�.7_!_ 8 45 7 
13 l 
3
69
.3
15 

7 
3
27 

b) 

g) 

5 
6
12 

-1 
3
18 

7 
70
22 

35� 
31 

b) 

e) 

h) 

5 

c) 
5
14 

-6 2--7 

17� 
h) 

47 
� 2
141 

1 7 
113- 7

12 

( 1
7
6 -!!) . l

; 

l�--lO_l__,.42!·6 
12 2 8 

. 

A6_l.3!_ 3!2.1_l_ 
4 
. 
4 20 14 

7 
22
4 64 13 

-1 + 
8
-117. BÖ 2

16 

l 
5� 
25 

-+ --
5 

12� 
35 

34. Vereinfache folgende Kettenbrüche 

a) b) 
l + -1 __ 3 + -1 _ _ 

2+-
1 
__ 3 + -1 ___ 

3 + _!._ 
1 

4 
3 + 3 

d) e) 
1 

3 + -1 __ ·--3 2+- -
5 9 6- 2 

4+- -
1 

6 + -7 

d) 

i) 

12-
9 

-5 
1
27 

1
151 
644 

14
131 
161 

c) 

f) 

l 

� 27 
e) 
� 45 
43 

k) 
98
fo"4 
539 1
1216 

2 1 
5
7 -

3
2 

9 2
14 

4.!_ 
8 10 

-1 +37 
2-
4 

1 1 
152. - 116 

2 5 
123 - 11

12 

4 5 
19;9:59 

l 7 l 
4 + -s":62 

c) 
- -1 2 + - --r 

3 + -1 
4 
+ -g-

f) 
5 
--1 
5-- - -5 

5- 6 

53 



54 3. Das Rechnen mit bestimmten Zahlen 

35. Die folgenden Brüche sind als Dezimalbrüche (K.ommaschreibweise) zu schreiben: 

a) 

e) 

h) 

3 
10 

102 
1000000 

31 018 
100 + 1000 

b) 

f) 

i) 

7004 
100 

7 5 
fö + 100 

90705 80004

c) 

g) 

·100000 + roooooo + 

12 d) 
35728 

10000 100000 

9 34 83 l 
10 + 10000 + 1000000 + 100 

600301 2 
l 000000 000 + 100 000 000 

k) 600i 073 7 85 G04 
10000 + 1000 + 10 + 10000 + 1000 

36. Man n<lclicre a:) ZC'ilcmrnisc, {J) spaltenweise; man addiere un, l subtrahiere abwechselnd 

)') zrilcnwl'ise, cl) spaltenweise 

i) k) I) m) n) 

a) 67,372 214,28853 0,327 137,45069 471,6 

b) 0,!12,",,1 0,07273 0,02 0,8 0,000407 

<') 81,:1 13,47 0,00081 72 4,16919 

d) ll,75 1,0101 0,0101 4,307 748,637663 

c) 122 04,04308 0,2 0,0009 526,08789 

f) 0,0072 5 0,0583 16,04 223 

g) 988,61119 317,2 0,11709 681,876 83 

h) 17,0405 4,00081 0,2667 87,5254 111,21901 

37. Berechne 

a) 33,42 kg 
+ 
5,063 kg 

+ 
742 g 

+ 
113,8 kg 

+ 
75 g 

+ 
146,9 kg 

b)'17,42.km -1- 57 m + 417 cm - 0,93 km - 306,17 m 
+ 
21,0264km - 38,79m - 3261 cm 

c) 94,2084 m• -4715 cm• 
+ 2,08774 km• - 39,0085 m• 

+ 
52716 cm• - 0,978 km• 

in kg, km und km1 I 

38. Berechne 

a)47,30·10 

c)0,00101 · 100 

i)7,72 · 1000 

39. Desgl. 

n) 71,6 · 4 

e) 0,00708 · 9 

i)54,073 · 204 

40. Dosgl. 

a) 7,64 · 3,2 

e)835,62 · 0,67 

i) 0,0059 · 2207 ,6 

b) 64,32 · 100 o) 83,04 · 1000

f) 0,04418 · 10000 g) 4,0253 · l 000000

k) 0,00000402 · 1000000

b)724,26 · 30 

f) 0,77152 · 400 

k) 0,03509 · 8300 

b) 24,903 · 14,3 

f) 0,7504 · 0,429 

k)100,97 · 0,074 

o)0,628 · 5 

g) 15,27 · 24 

o) 491,6 • 0,1 

g) 55427,3 · 0,0051 

d) 0,475 · 10 

h) 0,0704 · 100 

d)1,4669 · 70 

h) 267,9 ·.830 

d) 6,46 · 0,9 

h) 0,027 · 0,00563 



Aufgaben 

41.Desgl. 

a) 17,6: 2 

e) 49,704: 57 

i) 2821,8: 600 

42. Desgl. 

a) 4,2: 0,3 

e) 9,18: 0,27 

i) 134,68: 19,24 

43. Desgl. 

a) 173,664: 64,32 

e) 0,004189: 0,0059 

i) 48,112 : 0,91644 

b) 54,81: 7 

f) 0,357808 : 88 

k) 4,660149 : 4332 

b) 18,9: 0,7 

f) 0,0377 : 0,0029 

k)0,5461 : 0,001 

b) 121,233: 24,15 

f) 59,67216: 0,0912 

k) 63,4 : 0,032 

c) 386,722: 14 
g)67 ,302 : 90 

c) 14,26: 0,02 

g)463,2 : 0,1 

c)33,258: 72,3 

g)1,836: 0,00425 

44. Folgende gewöhnliche Brüche sind in Dezimalbrüche umzuwandeln: 

a)
{ 

b) ! c) ! d);0 

f) 
11 

) 
37 

h) 
29 

i) 
71

16 
g 
64 32 125 

45. Desgl. 

19 
a) 
16 

f) 
9365 
40 

46. Desgl. 

4 
a)-9

f) 
7 

47. Desgl. 

l 
a) 

6 

f) 
79 
205 

b) 
1027 
125 

16548 
g) 

3125 

2 
b) 

3 

g) 
9 
13 

5 
b) 
is 

g)� 

1099 
c) 
80 

h) 
17618 
250 

c) 
11 

21 
h) 37 

51 
c) 
275 

15 
h)52 

d) 
27431 
500 

i) 
2559 
512 

51 
d) 
99 

i) 
71 
271 

35 
d)36 

i) 
341 
425 

48. Folgende Dezimalbrüche sind in gewöhnliche Brüche umzuwandeln: 

a) 0,16 

f) 23,2375 

49. Desgl. 

a)0,8 

f) 0,00 

b) 0,625 

g) 0,0625 

b) 0,27 

g) 0,234 

o) 7,82 

h) 0,62672 

o) 0,00 

h) 0,037 

d) 0,588 

i) 115,65625 

d) 0,59 

i) 0,2211 

d) 23,6095 : 23 

h) 1,034: 752 

d) 4,88 : 0,08 

h) 44,64: 2,79 

55 

d) 30,7254: 18,735 

h) 0,0325 : 0,008125 

13 
e)25
k) ::6 

5037 
e) 
l28 

k)
97619 
1250 

8 
e) 
11 

19 
k) 
303 

3ll 
e) 
404 

k)4
25
808 

e) 0,4192 

k) 0,5234375 

e) 0,273 

k)0,5437 



56 3. Das Rechnen mit bestimmten Zahlen 

50. Desgl. 

a)0,37 b) 0,023 

g) 0,8783 

c) 0,5561 d)0,2407 e) 0,27083 

f) 0,63135 h) 0,9765853 i) 0,3106435 k) 0,7307692 

51. Durch Rundung welcher Zahlen können die folgenden Zahlen entstanden sein? 

a) 0,84 b) 7,127 c) 113,081 d) 64,0 e) 7163,29 

f) 614,300 g) 0,5001 h) 347,2 i) 0,010000 k) 1,0 

fi2. Auf die 4., 3., 2., l. Stelle hinter dem Komme. sind zu runden: 

a) 0,750283 b) 0,070605 c) 0,64627 d) 0,28786 

f) 17,98989 g) 5,09495 h) 9,82257 i)7,29996 

e) 3,00872 

k) 3,45678 

53. Die folgenden Zahlen sind e.uf Zehner, Hunderter und Zehntausender zu runden: 

a) 26461 b) 874478 c) 6899,7 d)7402976 e)86004

54.Welche Genauigkeit ergibt sich e.us folgenden Zahlenangaben: 

a)0,0700 km b) 0,30 p c) 4,200 kg d)163,08 s 

f) 394,60 m g)0,10 m h) 714,200 kg i) 4713,00 t 

e) 4168,0 V 

k)93,2000 MHz 

55. Man berechne die Produkte der Aufge.J;>e 40, indem man vor der Multiplikation jeden Faktor 
auf zwei Stellen hinter dem Komme. rundet und vergleiche die Ergebnisse mit denen, die 
durch nachträgliche Rundung der Ergebnisse der ursprünglichen Aufgaben entstehen. Welche 
Abweichungen treten auf? 

56. Man berechne bis auf die angegebenen Stellen genau: 

a)0,3938 · 5,348 (3 Stellen) b) 3677,02: 4,07 (l Stei�.e) 

c) 5,97604: 0,0236 (1 Stelle) 

e)
90807•2 (2 Stellen) 

312,4 · 17,6

d)
7825 · 0,735 

(2 Stellen) 
16,187 

f)
12,034 . 1,473 (4 Stellen) 
42,34 

16� · 15� · 0 15 
556,5 · 2,6016 

g)
7,588 · 101,76 

(3 Stellen) h)
8 21 ' 
15,2 

(4Stellen) 

i) (345,7 - 6,225 · 0,73): 7,285 (2 Stellen) 

k) (17,35: 37 + 18,53: 43) · �5 (3 Stellen) 

57. Welche Fehlerschranken ergeben sich, wenn man die folgenden periodischen Dezimalbrüche 
jeweils nach der zweiten Periode abbricht und rundet: 

e.) 0,4 b) om c) 0,643 d) 0,7529 e) 0,637 

f) 0,13723 g) 0,899 h) 0,45 i) 0,7154 k) 0,0329731 

58. Mit Hilfe der Zahlentabelle') bestimme man 

a) 6172 b) 6,172 c) 61702 d) 0,6172 e) 0,006172 

59. Desgl. 

a) 3723 b)3,728 c)37203 d) 0,3723 e) 0,03723 

1) MÜLLER: Fünfstellige Logarithmen· und andere mathematische Tafeln. VEB Fachbuchverlag 
Leipzig, 1961. 



Aufge.ben 57 

60. Desgl. 

a> y500 b) vw c) V5,9 d) yo,059 e) y500000 

f) vo,000059 gl V59ooo h) yo,0059 i) V59oo kJ yo,0000050 

61. Desgl. 

a) }700 b) yo,1 
8--

c) v10000 d)yo,001 e) }w
f) V7 8- -

g>vo.00001 h) 1/700000000 i) }1000 k) 110,0001 

62. Desgl. 

a) ll502 b)0,0879' c) 64,6' d) 7600' e) 0,313' 

f) 0,000502' g) 4,93' h) 25400' i)0,0000672 k) 0,009712 

63. Desgl. 

a) 56003 b) 0,07023 c) 8,693 d) 0,7983 e) 35,23 

f) 43703 g) 0,00923 h) 0,0001173 i) 627003 k) 0,2593 

64. Desgl. 

a) V8,74 b) yo,0421 c) yo,0059 d) y5100 e) yo,210 

r> y1,38 g) y450000 h> yo,03380 i) yoo100 k)yo,000841 

65. Desgl. 

a) \Jo.07 b) V6000 c) yo,534 d) yo,005 e) }o,000261 

f> v119000 g) y21000 h) yo,931 i) yo,004 k)}0,000000376 

66. Mit Hilfe der Zahlente.belle bestimme man die Kehrwerte von 

a) 2,56 b) 63,4 c)0,0478 d)0,509 e) 0,000826 

f) 361 g) 5140 h) 0,00909 i) 17,8 k) 0,727 

67. Mit Hilfe der Zahlentafel sind folgende Quadratwurzeln zu bestimmen: 

a> V49,61 bl y181,3 o) yo,006782 d) yo,0006784 e> V44353 

r> V9812 g>y5,421 h) yo,01442 i) y913,9 k)yo,00003881 

Stellen im Radikanden, die über die Tafelgenauigkeit hinausgehen, sind vor dem Aufsuchen 
des Wurzelwertes zu runden. 

68. Zu folgenden Quadratwurzelwerten ist der Radikand gesucht: 

a) 8,0808 b) 0,26633 e) 41,738 d)O,Oll388

f) 13,6858 g) 0,0079183 h) 0,299583 i) 2,52053 

e) 3,14246 

k) 0,077061 

69. Zu folgenden Radikanden ist mit Hilfe der Za.hlente.fel die dritte Wurzel zu ermitteln: 

a)65,3 b) 5710 c) 0,4678 d) 7,31 e) 932,6 

f)0,01673 g) 63918 · h) 0,0003472 i) 8,796 k) 0,00004138 

70. Zu folgenden Kubikwurzelwerten ist der Radikand gesucht (Tabellenwerte): 

a) 3,484 b) 0,77166 c) 0,0098935 d) 14,874 e) 0,056785 

f) 0,4376 g) 8,2387 h) 625,39 i) 0,0704 k) 0,002888 
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71.Mit Hilfe des Rechensta.bes ist zu ermitteln: 
a) 2,61 b)19,71 c)0,6281 

f)8,061 g)0,413" h)21,51 

72. Desgl. 
a) 3,63 

f) 2,043 

73.Desgl. 
a)VM
rJ vo.000243 

74.Desgl. 

b) 0,7043 

g)0,3123 

b) V8,32 

g)v4000 

c)12,7253 

h) 0,06043 

c)vo,832 

h) v1s,3 

d) 323' 
i) n:• 

d) n:3 
i) 100,63 

d) V60500

iJ vo,00681 

a) %4 b) l'B.45 c) i'0,766 d) j!o,0142 

f)j;o,00445 g)ys20000000 11i f'5350000 i) to,805 

75. Bestimme mit Hilfe des Rechenstabea die Kehrwerte von 

a.) 3,24 b) 43,2 c) 0,73 d) n: 

f) 0,0173 g) � h) 0,001695 i)�0,285 

76. Mit Hilfe des Rechenstabes ist zu berechnen: 

e) 0,014651 

k) 10,051 

e) 0,09448 

k) 0,008123 

e) vo.013 

k)1,775 

e) iJ005 

k) f 0,0000385 
e) 102,6 

k) 12,9' 

a) 1,24 • 6,35 b) 2,02., 0,442 

fl 0,243, 474 

k)72,4 • 81,2 

c) 54,6, 103,5 d) 0,0292 , n: 

e)14,45 • 0,000716 

i) 0,409 • 0,6575 

77. Desgl. 

a) 5,3: 2,7 

e) 24,7: n: 

i) 1,142: 94,8 

•78. Desgl. 

a) 203 • 10,45 · 0,0433 

d) 511 · 0,0845 • 1,93 

g)0,08275, 0,0773 h) 33,9, 0,00095 

b) 0,903: 0,46 c) 31,2: 0,663 

f) 0,4275 : 0,000262 g) 0,0713 : 9,08 
k) 0,0098: 1,04 

d) 0,0905 : 2,32 

h) n:: 180 

c) ll,3, 0,726, 6,28 

f) 0,0529 , 14,24 , 272 

g) 0,1262 · 0,1378 • 0,2262 

k>o,0410 . 3080 . vo.01ao

b) 0,147, 22,l, 0,0359

e) 0,274, 0,6425, 0,971 

h>V423,9 • o.n·,. 0,092 i) o,538 . j!o,284 . n: 

79. Desgl. 

a.
) 

3,71, 0,0525 
0,202 

0,472, 14,15 
c)

587,5, 0,000314 

1,414 · 27,6 
e)

39,7 · 0,445 · 102,5 · 71,4 

b 
27,3 

) 
614 · 0,744 

d)
793 · 8,55 · 0,0171 

0,213 · 59,2 

f) yo,495 · 173,4 · 0,0207 
0,936 · t24,6 · 606 · 0,1235 

g)7,26' + 12,421 - 2 · 7,26 · 12,42 · 0,788 

hl V
24,3' -9,ss• 
0,85 

i) 
2,16 · 0,0575 
31,2-707,5 

k) 1/ Vl67,3 ,0,0288 
13,62 - 8,042 
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4.1. Die vier Grundrechenarten

4.1.1. Elnfaohe Reohenoperatlonen mit allgemeinen Zahleneymbolen
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Soll eine Rechenvorschrift angegeben werden, die für alle Einzelfälle gültig ist, so ver­
wendet man hierzu allgemeine Zahlensymbole. Dabei bevorzugt man für ge­
gebene Zahlen die Anfangsbuchstaben a, b, c, ... des Alphabets, während die Endbuch­
staben ... u, v, w, x, y, z meist den gesuchten oder den veränderlichen Zahlen vorbehal-
ten bleiben. 
Die verwendeten Buchstaben können sowohl ganze als auch gebrochene, benannte als 
auch unbenannte Zahlen bedeuten. 
Soll ein Einzelfall berechnet werden, so sind an Stelle der allgemeinen Zahlensymbole 
die für diesen Einzelfall vorgesehenen speziellen Zahlenwerte einzusetzen, wobei zu 
beachten ist, daß innerhalb einer Aufgabe ein und demselben Zahlensymbol auch immer 
ein und derselbe spezielle Zahlenwert entspricht. 
Ferner gilt die Reg·el, daß die Rechenoperationen der dritten Stufe (P_otenzieren und 
Radizieren) denen der zweiten Stufe (Multiplizieren und Dividieren) und diese wiederum 
denen der ersten Stufe (Addieren und Subtrahieren) übergeordnet sind, das bedeutet, 
daß diese Operationl!n vorrangig auszuführen sind. Soll von dieser Regel abgewichen 
werden, so ist dies im Rechenausdruck durch eine Klammer zu kennzeichnen. 

BEISPIEL 1 

W eichen apeziellen Zahlenwert nehmen die folgenden allgemeinen Auadrücke fiJ.r a = 5, b = 2, 
c = 4 und m = 3 an: 

&) a+b·a-b b) (a + b)·a -b o) a + b ·(a -b)

d) (a + b)·(a -b) e) �-+b·a-b f) 
a+b·a-b c c 

g)
a+b

h) 
a ·b'" 

i) 
(a· b)"' - c-·(a -b) c c 

Lösung: 

a) a + b • a -b = 5 + 2 · 5 - 2 = 5 + 10 - 2 = 13 
b)(a + b) , a - b = (5 + 2) • 5 - 2 = 7 · 5 - 2 = 35 - 2 = 33 
o)a + b • (a -b) = 5 + 2 · (5 -2) = 5 + 2 • 3 = 5 + 6 = 11 
d)(a + b) (a -b) = (5 + 2) (5 - 2) = 7 · 3 = 21 
a ·5 

e) c + b • a -b = 
4 
+ 2 · 5 - 2 = 1,25 + 10 - 2 = 9,25 

f) a + b • a - h = 5 + 2 · 5 - 2 = !___ • 5 - 2 = �_li - 2 = 6 75 c 4 4 4 ' 
a + b 5 + 2 7 21 

g)-c -· (a -b) = -4- · (5 -2) 
= -r 3 = 

4 
= 5,25 

k) (a/r 
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a·b• 5·21 5·8 h)-
c
- = -4- = T 

= 10 

. (a • b)• (5 · 2)3 10' 1000 l) -
c
- = -4- = 4 = -4- = 250 

k)(a; br = (
5 /)" = 2,53 = 15,625 

Wenn zum Ausdruck gebracht werden soll, daß unter einem allgemeinen Zahlensymbol 
eine ganze Zahl verstanden werden soll, so verwendet man meistens den Buchstaben n 
bzw. die griechischen Buchstaben v (sprich „nü") bzw. l (sprich „lambda"). 
Ist n eine beliebige ganze Zahl, so lautet die vorhergehende Zahl n - 1 (die um 1 klei­
nere Zahl), während die auf n folgende Zahl n + 1 (die um 1 größere Zahl) ist. 
Das Doppelte einer ganzen Zahl n, also die Zahl 2n, ist stets eine gerade Zahl. 
Vermehrt bzw. vermindert man eine gerade Zahl um 1, so ergibt sich stets eine un­
gerade Zahl. Folglich sind 2n + 1 bzw. 2n - 1 stets ungerade Zahlen. 

BEISPIEL 2 
l at m irgendeine Zahl, so bedeutet 

m + 5 die um 5 größere Zahl als m, 
m -3 die um 3 kleinere Zahl als m, 
4 m das Vierfache von m, 
m 
7 
m• 

den siebenten Teil von m, 

die driUe Polenz von m, 

die vierte Wurzel aua m uaw. 

Häufig werden gleichartige Größen durch ein und dasselbe allgemeine Symbol gekenn­
zeichnet, wobei durch Indizes1) angedeutet wird, daß diese Symbole verschiedene Zah­
lenwerte besitzen können. 

BEISPIEL 8 
Werden vier Widerstände R1, R2, R3 und R, kintereinandergeachaltet, BO berechne! Bick der Ge­
aamtwideraland Ra a :., 

Ra = R1 + R9 + R3 + R,. 
Behaltet man sie dagegen pa.rallel zueinander, ao giU für den Geaamtwideraland Rp die Beziehung 
1 1 1 1 1 
- =-+-+-+­Rp R1 R2 R, R, 

4.1.2. Die negativen Zahlen 

Die Addition zweier Zahlen kann man mit Hilfe eines festen und eines beweglichen 
Zahlenstrahles sehr anschaulich darstellen, wenn me.n nach folgender Vorschrift ver­
fährt: 

Sollen die beiden Zahlen a und b addiert werden. so bringt man den Anfangspunkt A 
des beweglichen Zahlenstrahles unter die Zahl a des festen Zahlenstrahles. Die 
Summe a + b wird de.nn über der Zahl b des beweglichen Strahles auf dem festen 
Zahlenstrahl abgelesen. 

1) index (lat.) Anzeiger; Mehrzahl: Indizes. 
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Im Bild 17 ist die Aufgabe 2,5 + 4,5 = 7 auf diese Weise gelöst worden. 
Es ist zu erkennen, daß sich mit den uns bis jetzt bekannten Zahlen jede Additions­
aufgabe lösen läßt. 
In ähnlicher Weise läßt sich auch die 
Subtraktion veranschaulichen. Man geht 
hier wie folgt vor: A 

1 

Ablesung 
/ 

Ist die Differenz a -b zu bilden, so 
stellt man mit Hilfe des beweglichen 
Zahlenstrahles den Subtrahenden b
unter dem Minuenden a auf dem festen 
Zahlenstrahl ein. Die Differenz a -b
wird dann über dem Anfangspunkt A
des beweglichen Zahlenstrahls auf dem 
festen Zahlenstrahl abgelesen. 

�A-·�����J-·��-·�_.s_��-:+/��
--l

i 

Einstellung beweglich 

Bild 18 stellt die Lösung der Aufgabe 
8 -4,5 = 3,5 dar. 

Dild 17 

A 
1 

Es ist leicht einzusehen, daß sich nicht Dild 1s 

mehr jede Subtraktionsaufgabe mit den bis 

Ablesung 
( 

1 
3 

8 
�\ 

\ 
Einstellung 

jetzt verfügbaren Zahlen lösen läßt. Die Subtrakt}On läßt sich durchführen, solange der 
Subtrahend kleiner ist als der Minuend, denn in diesem Falle liegt der Anfangspunkt A
des beweglichen Zahlenstrahles stets unter einer bestimmten Zahl des festen Strahles. 
Ist jedoch der Subtrahend gleich dem Minuenden oder gar größer als dieser, so liegt 
der Anfangspunkt des beweg· 
lichen Strahles unter dem An­
fangspunkt des festen Strahles 
bzw. links davon. 
Um nun a11ch derartige Auf-

A•O 
: 
A 

3-3 =O 

gaben noch lösen zu kön­
nen, erweitert man den Zah­
lenstrahl nach links über 
den Anfangspunkt A hinaus 
und bezeichnet die bei den 

-1 9 +? +� +3 +lt { 
...._ ___ -;:::*i �i;==l:i =;:::i �=:::-..J- . 3-'t = -7 

Subtraktionsaufgaben 3 -3, 
3-4, 3-5, 3-6 usw. ent­
stehenden Endpunkte mit
0, -l, -2, -3 usw. (Bild 19),
so entsteht die Zahlengerade.
Auf ihr sind die bisher be­
kannten Zahlen, die positiven
Zahlen (und zwar die positi-

A +1 •2 +3 +Lt 

A +1 .� .3 +4 +s 

·J ·2 -1 0 +1 +2 'f-3 +'+ 
1 1 1 1 

l + 1 f z + � + � + 5 +6

3-5=-2 

J-6 = -3 

ven ganzen Zahlen und die
positiven Brüche), vom Null­-lt -3 -2 -7 0 +7 +2 +3 +lt +5 r{j +7 +8 r9 

punkt aus nach rechts abge-Bild 19 
tragen, während die neu ein-
geführten Zahlen, die Null und die negativen Zahlen (die sich ebenfalls untergliedern 
in negative ganie Zahlen und negative Brüche), vom Nullpunkt aus nach links abgetra­
gen werden. 
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Diese Darstellung der positiven und der negativen Zahlen ist jedem vom Thermometer her be­
reite bekannt. 

Um die positiven von den negativen Zahlen unterscheiden zu können, versieht man 
sie mit einem Vorzeichen, und zwar schreibt man vor die positiven Zahlen ein Plus­
zeichen, während die negativen Zahlen mit einem Minuszeichen versehen werden. 
Wenn Irrtümer ausgeschlossen sind, darf das Pluszeichen vor einer positiven Zahl weggel88Ben 
werden: + 3 = 3. Dagegen muß das Minuszeichen vor einer negativen Zahl stets mitgeschrieben 
werden. 

Von zwei Zahlen liegt die größere von beiden auf dem Zahlenstrahl stets rechts von der 
kleineren. 
Es ist also -3 > -71), 
dagegen +3<+7, 

0 >-1, 
0< + 1, 

+ 2 > -3;
- 2 < + 3. 

Unter dem Betrag einer Zahl versteht man den Wert dieser Zahl ohne Rücksicht auf 
deren Vorzeichen. Der Betrag einer Zahl wird gekennzeichnet durch senkrechte Striche 
vor und hinter der Zahl. 
So ist z.B.: 1 -3 1 = 1 + 3 1 = 3.
Die allgemeine Definition für den Betrag einer Zahl lautet l+ a, wenn a > 0

Ia 1 = 0, a= 0 

Es ist demnach 

-a, a < 0 

1-s 1 + 1 + 3 I -1-21 = 8 + 3-2 = 9.

(1) 

Der Betrag I a I einer Zahl a kann geometrisch gedeutet werden als Abstand dieser
Zahl vom Nullpunkt der Zahlengeraden. 
Zwei Zahlen mit gleichem Betrag, aber verschiedenen Vorzeichen werden entgegen­
gesetzte Zahlen genannt. So sind z.B. + 3 und -3 oder -0,27 und + 0,27 entgegen­
gesetzte Zahlen. 
Aus dem bisher Gesagten geht hervor, daß die beiden Zeichen+ (plus) und -(minus) 
mit zwei verschiedenen Bedeutungen verwen\let werden. Sie werden einmal verwendet 
als Rechenzeichen oder Operationszeichen und geben dabei an, welche Rechenoperation
(Addition bzw. Subtraktion) durchgeführt werden soll.
BEISPIEL 1 
In der Aufgabe 8 + 5 iat daa Zeichen + ein Operationszeichen. Es ist die Kurzform der Auf­
forderung: Addiere 5 zu 8! Entsprechend ist in 8 - 5 daa Zeichen - ebenfalla ein Operation8-
zeichen, daa die Aufforderung enthliU: Subtrahiere 5 von 81 

Zum anderen werden dieselben Zeichen auch als Vorzeichen der Zahlen verwendet. In 
dieser Eigenschaft geben sie an, ob die Zahl positiv oder negativ ist.
Operations-und Vorzeichen müssen stets deutlich voneinander unterschieden werden. 
Sind Verwechslungen möglich, so schließt man das Vorzeichen und die zugehörige 
Zahl in Klammern ein. 
1) Das Zeichen > wird gelesen „größer als"; entsprechend bedeutet das Zeichen< ,,kleiner als". 
Das Zeichen;;: wird gelesen „größer oder gleich"; entsprechend bedeutet;:;;; ,,kleiner oder gleich". 
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BEISPIBL 2 
Operalionneichen 
,/ \.. 

( +7) + ( -2) -( + 4) 
' t /' 
Vorzeichen 

63 

Die Aufgabe bedeutet: Addiere zur Zahl + 7 die Zahl -2 und 8'Ubtrahiere davon die Zahl + 41 

4,1,8, Addition und Subtraktion 

Addition und Subtraktion sind die Rechenarten erster Stufe.

I In jeder Additionse.ufge.be dürfen die Summanden vertauscht werden. Der Wert der
Summe ändert sich de.bei nicht. 

Es gilt somit de.s Kommutativgesetz1) (Vertauschungsgesetz) der Addition: 

I a+b=b+a I· (2)

Die Addition positiver und negativer Zahlen geschieht nach folgender Festsetzung:

I 

Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden addiert, indem me.n ihre Beträge addiert 
und der Summe de.s gemeinsame Vorzeichen der Summanden gibt. Sollen Zahlen 
mit ungleichen Vorzeichen addiert werden, so subtrahiert me.n den kleineren Be­
trag vom größeren und gibt der Differenz de.s Vorzeichen der Zahl mit dem größe­
ren Betrag. 

Demnach gilt für a, b;;;;;; 0: 

BEISPIEL 1 

(+ a) + (+ b) = + (a + b), 
(- a) + (-b) = -(a + b), 
(+ a) + (-b) = + (a-b), wenn a� b,
(-a)+(+b)=-(a-b), wenn a�b.

&) ( + 3) + ( + 5) = + (3 + 5) = + 8 
b) (-3) + (-5) = -(3 + 5) = -!! 
c)( + 3) + ( -5) = -(5 - 3) = -2 
d)(-3) + ( + 5) = + (6 -3) = + 2 

Der Leser bestätige die Ergebnisse aus Beispiel l mit Hilfe zweier gegeneinander verschieb­
barer Zahlengeraden! (Vgl. Abschnitt 4.1.2.) 

Aus der Regel für die Addition zweier Zahlen geht hervor, daß die Summe zweier ent­
gegengesetzter Zahlen Null ist: 

(+a)+(-a)=O. 

Die Subtraktion ist die Umkehrung der Addition; d.h., die Additionse.ufge.be 

a+b=c 
1) commutare (Iat.) vertauschen.
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sagt dasselbe aus wie die beiden Subtraktionsaufgaben 

c -a = b oder c -b = a. 

Aus diesem Zusammenhang zwischen Additior;. und Subtraktion folgt, daß 

a + b -b = a und a -b + b = a
ist. Addition und Subtraktion, mit denselben Zahlen nacheinander ausgeführt, heben 
sich also gegenseitig auf, d.h. 

I Addition und Subtraktion sind entgegengesetzte Rechenarten. 

Diese Eigenschaft wird bei der Probe für Subtraktionsaufgaben benutzt. 
Wie man mit Hilfe der im Abschnitt 4.1.2. beschriebenen gegeneinander verschiebbaren 
Zahlengeraden nachprüfen kann, ist 

(+ 8) -(+ 5) = (+ 3), 
(+ 8) -(-5) = (+ 13), 
(-8) -(+ 5) = (-13) 

und (-8) -(-5) = (-3). 

Diesen vier Subtraktionsa.ufgaben lassen sich vier Additionsaufgaben mit den Zahlen 
(+ 8) bzw. (-8) und (+ 5) bzw. (-5) gegenüberstellen, die die gleichen Ergebnisse
wie oben besitzen: 

und 

(+ 8) -(+ 5) = (+ 3) entspricht (+ 8) + (-5) = (+ 3), 
(+ 8) -(-5) = (+ 13) 
(-8) -(+ 5) = (-13) 
(-8) -(-5) = (-3) 

(+ 8) + (+ 5) = (+ 13), 
(-8)+ (-5) = (-13) 

(-8) + (+ 5) = (-3). 
Daraus erkennt man: Eine positive oder negative Zahl kann auch dadurch subtrahiert 
werden, daß man die ihr entgegen,gesetzte Zahl addiert. 
Diese Erkenntnis läßt sich verall�emeinern zu folgender Regel für die Subtraktion posi­
tiver urd negativer Zahlen: 
I Eine Zahl kann mar subtrahieren, indem man die ihr entgegengesetzte Zahl addiert. 
Die beiden Regeln für d:., Addition und Subtraktion lassen sich auch anwenden, wenn mehr als 
zwei Glieder zu addieren bzw. zu subtrahieren sind. 
Da sich jede Subtraktion a.uf eine Addition der entgegengesetzten Zahl zurückführen 
läßt, werden Ausdrücke, in denen die einzelnen Glieder nur durch Additions-bzw. Sub­
traktionszeichen miteinander verbunden sind, algebraische Summen genannt. 

BEISPIEL 2 

( +3) + ( -4) -(-2) -( + 1) iat eine algebraische Summe. Zu ihrer Berechnung beseitigt
man zunächst die Subtraktionszeichen und faßt dann zusammen: 

( +3) + (-4) -(-2) -( + 1) = ( + 3) + (-4) + ( + 2) + (-1) = 3 -4 + 2 -l = o.
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Auf diese Weise läßt sich jede algebraische Summe von bestimmten Zahlen ermitteln. 
Enthält eine algebraische Summe benannte Zahlen, so lassen sich nur die Maßzahlen 
g'leichartigef' Gröpen zusammenfe.BBen. (Gegebenenfalls sind vorher die Einheiten um­
zuformen.) 

BEISPIEL 8 
a) 3,6 m/s + 6,5 m/a = 10,l m/a 
b) 0,5 m• -1350 om• = 5000 cm• -1350 om• = 3650 om•

Beim Rechnen mit allgemeinen Zahlensymbolen unterscheidet man gleichartige und 
ungleichartige Glieder. So sind die beiden Glieder 4:a und 7 a gleichartig, da sie dasselbe 
allgemeine Zahlensymbol a enthalten und sich nur in der Vorzahl (auch Zahlenfaktor 
oder Koeffizient genannt) unterscheiden. 3a und 3b oder 5z1y und 5zy8 sind da­
gegen ungleichartige Glieder. 

Es gilt die Regel: 

IIn algebraischen Summen lassen sich stets nur gleichartige Glieder durch Addition 
und Subtraktion zusammenfassen. Dabei werden nur die Koeffizienter,. der Glieder 
addiert bzw. subtrahiert. 

Ungleichartige Glieder lassen sich nur dann zusammenfassen, wenn für die einzelnen 
allgemeinen Zahlensymbole bestimmte Zahlenwerte vorgeschrieben sind. (Vgl. 4.1.1., 
Beispiel 11) 
Sind in einer Aufgabe mehrere Additionen und Subtraktionen auszuführen, so darf 
die Reihenfolge der Rechenoperationen nach dem Kommutativgesetz vertauscht 
werden. 

BEISPIEL 4 
3a + 2b -4c + 2a - 7 b + 2c -a + b -5c = 
= 3a + 2a -a + 2b -7b + b -4c + 2c - 5c = 4a -4b -7c 

4.1.4. Multiplikation 

Soll eine Zahl a b-mal als Summand gesetzt werden, so schreibt man dafür auch kurz 
ein Produkt: 

a·b=a+a+a+···+a 
b Summanden 

wobei b zunächst eine positive ganze Zahl sein muß. 
Auch für die Multiplikation gilt das Kommutativgesetz: 

Ia·b=b·a 1, 
d.h.: 

I Die Faktoren emes Produkts dürfen miteinander vertauscht werden. 

(3) 

(4) 

Sind mehr als zwei Faktoren miteinander zu multiplizieren, so dürfen sie nach dem 
Assoziativgesetz1) der Multiplikation in beliebiger Reihenfolge zu Teilprodukten zu-

1) .Assoziation (lat.) Verbindung.

6 Elementarmathematik 
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sammengefaßt werden: 

BEISPIEL 1 

Ia • b • c = (a • b) • c = a · (b · c) = (a · c) · bI · 
3z, 5z · 4y = 3 • 5 • 4 • z • z • y = 60 • z, y • z 
(EB wt ilblich, die allgemeinen Zalile11.Bymbole im E,gelmw alpllabetiach anzuordnffl.)

(5) 

Zwischen allgemeinen Zahlenfaktoren sowie zwitchen allgemeinen Zahlensymbolen und 
bestimmten Zahlen darf das Multiplikationezeichen · weggelassen werden, eo daß das 
Ergebnis aus Beispiel 1 auch in der Form 60, xyz oder 60 xyz geschrieben werden kann. 
Mehrere gleiche Faktoren dürfen als Potenz g!!Bohrieben werden. 

BEISPIEL B 
2a • 3b • 6a • 5 b • 4a • c = 2, 3 • 6, 5, 4 • a, a .• a • b • b • c = 720a8b1c 

Auf Grund der Definition (3) für das Produkt ist 

Ia,0= O·a= 0 1 
I Ein Produkt ist dann gleich Null, wenn einer seiner Faktoren Null ist. 

Außerdem gilt der für die Gleichungslehre wichtige Satz: 

(6) 

I w.enn ein Produkt Null sein soll, dann muß mindestens einer der Faktoren Null
eem. 

Sind a und b beliebige, aber positive Zahlen, so gelten folgende Vorzeichenregeln für 
die Multiplikation: 

(+ a) · (+ b) = + a • b 
(-a) • (+ b) = - a • b

(+a)·(-b)=-a·b 

(-a) • (-b) = + a • b

IMan multipliziert zwei Zahlen, indem man das Produkt ihrer Beträge bildet. De.e 
Produkt ist positiv, wenn beide Faktoren gleiche Vorzeichen besitzen; andern­
falls ist es negativ. 

Die ersten beiden Regeln laaen eioh daduroh leioht nachprüfen, da.B .man die Multiplikations­
aufgabe in die entepreohende Addition umformt. Die Vol'7.8iohen in den beiden anderen FAllen 
wurden 80 feetgalegt, da.B alle bisher aufgestellten Reohengeeetze auoh weiterhin gtlltig bleiben. 

De.e Vorzeichen eines Produkts aus mehre„en Faktoren ist davon abhängig, wieviele 
negative J!'aktoren darin auftreten. 

IIst die Anzahl der negativen Faktoren in einem .t'rodu.kt gerade, so ist de.e Produkt 
positiv; ist sie ungerade, eo ist das Produkt negativ. 

Es ist stets ratsam, zunäch$t das V orzeiclien eines Produkts zu bestimmen, und da­
nach erst die reine Zahlenrechnung durchzuführen. 



4.1. Die vier Grundreohenarten 

BEIBPIELE 
3. (-2a) ( + 3b) ( + 4a) (-5b) (-3a) = - 2 • 3 • 4 • 5 • 3 • a • a • a • b • b = -360a8b• 

4. (-0,5:z:) (-311) (-0,25::i) ( -6u) = + 2,26uzyz = 2,26uz11z

5. (-2u) (+ 311) + (-l'iu) (-411) = (-6u11) + l+ 20u11) = + lh11 = 14u11
( Erat die Prodv.lde ber�c1111ffl, dann ad.dierml) 

6. (-2u) (+ 311) -(-5u) (-411) = (-6u11) -(+ 20u11) = -26u11 

4.1,6, Dhialon 

Die lxvinon ist die Umke�rung der Multiplikation. 
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Die Multiplikationsaufgabe a , b = c sagt demnach dasselbe aus wie die beiden Divi­
sionsaufgaben c: b = a oder c: a = b. Da die Faktoren eines Produkts vertauschbar 
Bind, besitzt die Multiplikation nur eine Umkehrung. 
Aus dem Zusammenhang zwischen Multiplikation und Division folgt, daß 

(a • b) : b = a und (a: b) • b = a 
gilt, d. h., daß sich Multiplikation und Division, mit denselben Zahlen ausgeführt, 
gegeneinander aufheben. (Anwendung bei der Probe für eine Divisionsaufgabe!) 

I Multiplikation und Division sind entgegengesetzte Rechenarten. 

Aus den entsprechenden Vorzeichenregeln füt die Multiplikation erhält man die Re­
geln für die Division: 

(+ a): (+ b) = + a: b 
(-a): + b) = -a: b 

(+ a): (-b) = -a: b 
(-a):(-b)-+a:b 

IMan dividiert zwei Zahlen durcheinander, indem man den Quotienten ihrer Be­
träge bildet. Der Quotient ist positiv, wenn Dividend und Divisor gleiche Vorzeichen 
besitzen; andernfalls ist er negativ. 

BEIBPIELE 

1. (+ 36zy): (-8y) = -4,5z 

2. ( -45u1) : ( -25u1) = + l,Su
3. a) ( + 36::i) : ( + 1) = + 36z 
o) (-36::i):(+l)= -36::i 

4. a) ( + 37,25a): ( + 37,26a) = + l 
o) (+ a7,25a): (-37,258) = - 1 

Probe: (-4,5z) (-811) = + 36zy 

Probe: ( + l,8u) ( -25u1) = -45-u• 

b) (+36:):(-1)=-36::i 
d) ( -36:) : ( -l) = + 36:

b) (-37,258): ( + 37,258) = - 1 
d) (-37,258): (-37,25,) = + 1 

5. 48u1v': [(-h) ( + 311)] -4u • [( -8u11): (-2u)] = ( + 48u1v'): (-12u11) -4u • ( + 411) = 
= -4u11 -l6u11 = -20u11 

Man beaehü die Reillmfoll,le der einzelnen Recheflo,peralionenl 

Bei der Division nimmt die Zahl Null eine Sonderstellung ein. Es ist 

0 : a = 0 für a =!= 0, 

weil O , a = 0 ist. 
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Dagegen ist die Aufgabe a: 0 nicht WBbar, weil es keine Zahl gibt, die mit Null multi­
pliziert den Wert a ergibt. 
Schließlich besitzt die Aufgabe O : 0 kein bestimmtes ErgebniB; denn jede Zahl ergibt, 
wenn man sie mit Null multipliziert, den Wert Null. 
Aus all dem folgt: 
I Die Division durch Null ist sinnlos und darf nioht ausgeführt werden. 

U.8. Die rationalen Zahlen 

Geht man von den natftrllchen Zahlen 1, 2, 3, ... aus, so läßt sich innerhalb dieses 
Zahlenbereiches jede Additions-und auch jede Multiplike.tionse.ufge.be lösen. Die Addi­
tion bzw. die Multiplikation zweier natürlicher Zahlen ergibt stets wieder eine natür­
liche Zahl. 
Es ist jedoch schon nicht mehr möglich, jede Subtre.ktionse.ufge.be innerhalb des Be­
reiches der natürlichen Zahlen zu lösen. Um jede Subtre.ktionse.ufgabe lösen zu können 
(z.B. 3 -5), muß man einen umfassenderen Zahlbegriff' verwenden, nämlich den der 
ganzen Zahlen. Der Zahlbereich der ganzen Zahlen umfaßt die positiven und die ne­
gativen ganzen Zahlen sowie die Zahl Null. 
Der Bereich der ganzen Zahlen ist aber immer noch nicht umfassend genug, um bei­
spielsweise auch jede Divisionsaufgabe lösen zu können. So besitzt z.B. die Aufgabe 
( +3) : (-5) keine Lösung innerhalb des Bereiches der ganzen Zahlen. De.mit nun auch
jede Divisionsaufgabe gelöst werden kann, 111uß man erneut zu einem umfassenderen
Zahlbegriff' übergehen, nämlich zum Bereich der rationalen1) Zahlen.

IJede Zahl, die sich als Quotient zweier ganzer (positiver oder negativer) Zahlen 
darstellen läßt, heißt eine rationale Zahl. 

Die rationalen Zahlen umfassen demnach alle positiven und negativen ganzen und ge­
brochenen Zahlen sowie die Zahl Null. 

4.2. Das Rechnen mit algebraischen Summen 

4,2.1. Die Bedeutung der·Kle.mmem 

Durch die Vorschrift, daß die Rechenarten der höheren Stufe vor den Rechenarten 
der niedrigeren Stufe durchzuführen sind, ist für jede Aufgabe eine eindeutige Auf­
einanderfolge der Rechnungen festgelegt. So ist z.B. in 2 + 3 , 4 zunächst das Pro­
dukt 3, 4 zu bestimmen und dann dazu die Zahl 2 zu addieren: 

2 + 3 • 4 = 2 + 12 = 14. 
Sollen dagegen zuerst die beiden Zahlen 2 und 3 addiert und deren Summe mit 4 
multipliziert werden, so muß dies de.durch gekennzeichnet werden, daß man die Summe 
in eine Klammer einschließt: 

(2 + 3) , 4 = 5 · 4 = 20. 

Der Wert einer Klammer ist demnach stets zuerst auszurechnen. Beim Rechnen mit 
bestimmten Zahlen bereiten die Klammern keine Schwierigkeiten, de. sich der Inhalt 
1) ratio (lat.) Verstand; Verhältcis. 
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der Klammern zahlenmäßig ermitteln läßt. Treten dagegen in den Klammem allge­
meine Zahlensymbole auf, so läßt sioh der Inhalt der Klammer häufig nicht ohne wei­
teres zusammenfassen, da in ihr meist verschiedenartige Glieder auftreten. In solchen
Fällen benötigt man die Regeln für das Rechnen mit Klammerausdrücken. 

4.2.2. Außlhlen und Setlllen additiver und aubtraktlver Klammem 

Soll die Summe 5 + 7 zur Zahl 8 addiert werden, so schreibt man 
8 + (5 + 7) = 8 + 12 =20. 

Das gleiche Resultat ergibt sich, wenn man die beiden Summanden 5 und 7 einzeln
addiert: 

s+ 5+ 1 = 20. 

Es ist demnach 
8 + (5 + 7) =8 + 5 + 7, 

oder allgemein 

Ia + (b + c) =a + b + c

In ähnlicher Weise überzeugt man sich von der Richtigkeit der Beziehungen 

in Worten: 

a + (b -c) = a + b -c
a -(b + c) = a -b -c
a -(b -c) = a -b + c

(7a) 

(7b) 
(7 c) 
(7 d) 

I Klammern, vor denen ein Pluszeichen steht, können ohne weiteres weggelassen
werden. Klammern, vor denen ein Minuszeichen steht, dürfen nur dann weggelassen
werden, wenn gleichzeitig die Zeichen innerhalb der Klammer umgekehrt werden. 

Diese Rechenregel gilt auch für drei-und mehrgliedrige Klammerausdrücke. 
Steht vor dem ersten Glied in einer Klammer kein Vorzeichen, so ist an dieser Stelle stets ein
Pluszeichen zu denken. Pluszeichen dürfen am Anfang einer algebraischen Summe weggel888en
werden; Minuszeichen müssen dagegen immer geschrieben werden. 
BEISPIELE 

l.3a + (4b -2c) = 3a + 4b -2c
2. (2z + 3y) + (2z -3y)= 2z + 3y + 2z -3y = 4z
3.(0,6u -0,311) -(0,2u + 0,111) =0,6u -0,311 -0,2u -0,111 =0,3u -0,411 

4. (16r + 2la) -(16r -12a)=16r + 218 -16r + 12a = r + 33, 
Bei verschiedenen Aufgaben kann es vorkommen, daß innerhalb einer Klammer noch
weitere Klammern auftreten. Zur besseren Übersicht verwendet man dann verschie­
dene Klammerformen (runde, eckige, geschweifte usw.). Es ist ratsam, die Klammern
stets von innen nach außen aufzulösen. 
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BEISPIELE 
5.3a + [4b -(2a + 3b)] = 3a + [4b -2a -3b] = Z1U11Jm1Mn/aue11/

= 3a + [b -2a] = 3a + b -lla = a + b 
6.(5z + 3y) -((2z -3y) -[(3z -2y) -(2z -5y)]I =
= 5z + 3y -(2z -3y -[3z -2y -2z + 5y]} = 
-= 5z + 3y -(2z -3y-:-[z + 3y]I = 
= 5z + 3y -(2z -3y -z -3yl = 5z + 3y -(z -6y} = 
-4z + 9y 

Die Umkehrung der Regel für das Ävfl6sen von Klammem lautet: 

I Die Glieder einer algebraischen Summe dürfen in eine Klammer eingeschlossen
werden, wenn vor diese Klammer ein Pluszeichen geschrieben wird. Wird dagegen
vor die eingeführte Klammer ein Minuszeichen gesetzt, so sind die Rechenzeichen 
der eingeklammerten Glieder umzukehren. 

Es ist demnach 

BEISPIEL 7 

a+b +c = a + (b + c) 
a+b- c = a + (b -c) 
a -b + c = a -(b -c) 
a -b - c -= a -(b + c) 

3v -211 + tD -2u -411 -3to+ 5u-3v +6to -u + 511 -2to = 
= (3u -2u + 5u -u) -(211 + 411 + 3i, -511)+ (to -3to + 6w -2w) =
= 5u -411 + 210 

t.2,8. Multlpllkatlon von Klammerauadrllcken 

Für die Multiplikation einer algebraischen Summe mit einer Zahl gilt das Verteilungs,
oder Dlstrlbutlvgesetz : 

I a • (b ± c) = a • b ± a • c J (8) 

I Eine algebraische Summe kann man mit einer Zahl multipli­
zieren, indem man die einzelnen Glieder der Summe mit dieser
Zahl multipliziert. Die Vorzeichen ergeben sich dabei aus den
Vorzeichenregeln für die Multiplikation. 

Im Bild 20 ist das Distributivgesetz für den Fall a · (b + c) ver­
anschaulicht für den Fall, daß a, b und c positive Zahlen sind. 
Das Umformen eines Ausdrucks der Forma · (b ± c) in eine alge­
braische Summe nennt man AusmuZtiplizieren. 
Das Distributivgesetz gilt entsprechend, wenn die algebraische
Summe aus mehr als zwei Gliedern besteht. 
BEISPIELE 

r 
a· c <> 

a· b -o 

___ l_ 1 1 -a-­
' 1 

Blld 20 

1. 258 · 37 = (200 +50 + 8) · 37 � 200 · 37 + 50 • 37 + 8 · 37 = 7400 + 1850 + 296 = 9546
( Rechenvorteile beim Kopfrechnen.) 
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2. (6m + Sn -3p) • 2,5q = 15 mq + 20nq -7,5pq 
3. 2(z -y) + 3(z + y) -4(y -z) -5(y + z) = 
= 2z -2y + 3z + 3y -4y + 4z -5y -5z = 4z -Sy 

Nach dem Distributivgesetz ist 
(a + b) • m = a · m + b • m. 

Setzt man hierin auf beiden Seiten m = c + d, so ergibt sich 
(a +b)(c + d) = a (c + d) + b (c + d),

woraus nach weiterem Ausmultiplizieren der rechten Seite 

1 (a + b) (c + d) = ac + ad+ bc + bd
folgt. 
Entsprechend erhält man

(a + b) (c -d) -ac -ad+ bc -bd
(a -b) (c + d) = ac + ad -bc -bd
(a -b) (c -d) = ac -ad -bc + bd
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(!la) 

(9b) 
(9c) 
(9d) 

I Zwei algebraische Summen kann man miteinander multiplizieren, indem man jedes
Glied der einen Summe mit jedem Glied der anderen Summe multipliziert und die
sich ergebenden Teilprodukte addiert. 

Eine geometrisohe Veranschaulichung der Formel (9a) für positive Zahlen a, b, c und d
liefert das Bild 21. In ähulicher Weise lassen sich auch die übrigen drei Formeln dar­
stellen. 
Der Satz für die Multiplikation algebraischer 
Summen gilt auch dann, wenn die Summen aus
mehr als zwei Gliedern bestehen. 
Sind mehr als zwei Summen miteinander zu
multiplizieren, so bildet man nach dem Asso­
ziativgesetz zunächst das Produkt zweier Sum­
men, multipliziert diese mit der dritten usw. 
Um beim Auamultiplizieren alle Glieder zu erfllllll8n, ist 
es rataam, zunäohst das erste Glied der ersten Klammer
der Reihe naoh mit allen Gliedern der 1:weiten Klammer 
zu multiplizieren, dann das zweite Glied der ersten 
Klammer mit allen Gliedern der zweiten Klammer 
usw., bis alle mögliohen Teilprodukte gebildet sind. 
Die Anzahl der Teilprodukte, die sioh bei einer Aufgabe 
ergeben, läßt sioh leioht feststellen: 

(a + b) (c + d) 
(a + b) (c + d -e) 
(a + b -c) (d -e + /)
(a + b) (c+ d -e) (/ -g +4(

ergibt 

a·d b·d 

Q·C b·c \.J 

__ j f--- a---- b ��·-.----i��---�-�· 
Bild 21 

2 • 2 = 4 Teilprodukte, 
2 • 3 = 6 Teilprodukkl, 
3 · 3 = 9 Teilprodukte, 

2 • 3 · 3 = 18 Teilprodukte usw. 
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BEISPIELE 
4. (12 + 3) (14 - 6) = 15, 8 = 120 
Anmerkung: Derartig einfache Summen wird man zweokmäßig nicht gliedweise ausmulti­
plizieren, eondem l10I' der Multiplikation Z'IUlammen/a.,11en I 

5. (2a + 3) (3a - 2) = 6a1 - 4a + 9a - 6 = 6a1 + 5a - 6 
6.(3:z: -2y + 5z) (2:i: -4y - 3z)
6:z:I -12:z:y -9:z:z
- 4:i:y +8y1 + 6yz 

+10:z:z -20yz - ·15z1 

6:z:1-16:z;y + :z;z + 8y1 - 14yz - 15z1 

Man beadite die iiberllicktliche Anordnung der &clmungl 

7. (3u - 2v) (6u + 3v) (2t1 -5u) = 
= (18u1 + 9uv - 12u11 -6v") (211 - 5u) =
= (18u1 - 3u11 -6v1) (211 - 5u) =
= 36u2v -90u8 - 6uv" + 15u111 -12v8 + 30u111 = 
= -ooua + 51 u•v + 24u11• -12v8 

8.(2r - 31) (4r - 2a) - (3r - 4a) (a + 3r) = 
= Br" - 16ra + 68" - (9r1 - 9ra - 48") = 
Anmerkung: Reihenfolge der Rechenoperationen beachten! Da vor dem zweiten Produkt
ein Minuszeichen steht, wird der beim Ausmultiplizieren entstehende Ausdruck zunächst in 
Klammem eingeschl08Ben. Die weitere Vereinfachung ergibt dann: 
.,,; 108" -7ra - r" 

9. (u + v), [u1 - (3u - 11) (2u + 311) - (3u + 11) (3u -2v) + v1] = 
= (u + v) · [u• - (6u1 + 7u11 -3v•) -(9u1 - 3u11 -2v1) + v•] = 
= (u + v) · [6v2 - 4uv -14u1] = 
= 6 v8 + 2uv" - 18u'v - 14u8 

4,2,4, Binomische Formeln 

Unter einem Binom1) versteht man eine zweigliedrige algebraische Summe, also z.B. 
a + b oder a -b oder 2 :i: -3 y usw. 
Bei den Potenzen der Binome treten Gesetzmäßigkeiten auf, die es gestatten, die Po­
tenzwert1, ohne große Rechnung niederschreiben zu können. 
Sohreibt man 

(a + b)2 = (a + b) (a + b), 
so erhält man, indem man die rechte Seite ausmultipliziert, die Formel 

1 (a + b)1 = a• + 2ab + b2 , • 
1) bi (lat.) doppelt; nomos (griech.) Gesetz, Gefüge, Glied. 

(lOa) 
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Entsprechend ergibt eioh 

1 (a -6)1 = a• -2a6 + 61 \. (lOb) 

Diese beiden Beziehungen werden er,te und zweite binomilche Formel genannt. 
Das Quadrat eines Binoms setzt sich demnach zusammen aus der Summe der Quadrate 
der beiden Einzelglieder sowie aus dem doppelten Produkt dieser Glieder. 
Multipliziert man die Summe a + 6 mit der Differenz a -6 zweier Zahlen a und 6, so 
erhält man die dritte 6inomilche Formel 

BEISPIELE 

1 (a + 6) (a -6) = a' -6' I · 

I.(2z + 3y)1.= (2z)1 + 2 · 2z · 3y + (3y)1 = h' + 12zy + 9y1 

2.(u -,h)1 = u• -2 • u • 411 + (411)1 = u• -81111 + 16111 

(lOc) 

Anmerkung: Nach einigem Üben muß man in der Lage sein, das Ergebnis sofort angeben 
zu können ohne dabei die hier noch angeführte Zwischenrechnung hinschreiben zu müssen.

3. (4a + 5b) (4a -5b) = (4a)1 - (5b)1 = 16a1 - 25b1 

4.( -}u + 911 r-( ! 1' -911 r-( ! U + 911) • ( -}u -9 II) =

= {u•+ 6u11 + 8111'-( ! u•-6u11 + 81112)-({u•-81112) =
1 = 81"" + 12u" -9u•

Die binomischen Formeln können auch oft bei gewöhnlichen Zahlenrechnungen vor­
teilhaft angewendet werden. · 

BEISPIELE 

5.471 = (40 + 7)1 = 1600 + 560 + 49 = 2209
6.2,3 · 3,7 = (3 -0,7) (3 + 0,7) = 9 -0,49 = 8,51

Stehen in der Grundzahl mehr als zwei Glieder, so wird auch das Quadrat eine ent­
sprechend mehrgliedrige Summe. So ist z.B. 

(a - 6 + c -�)1= a1+ 61+ c1+ d1-2a6+ 2ac-2ad-26c+ 26d-2cd. 
Das Quadrat einer algebraischen Summe setzt sich demnach zusammen aus der Summe 
der Quadrate sämtlicher Einzelglieder sowie aus allen möglichen doppelten Produk­
ten, wobei sich die Vorzeichen der doppelten Produkte aus den Vorzeichen der daran 
beteiligten Glieder ergeben. 
Für die dritte Potenz von (a + 6) erhält man 

(a + 6)3 = (a + 6) (a + 6) (a + 6) = (a + 6)• (a + b) = 
= (a1 + 2a6 + 61) (a + 6) 

(a + 6)3 = a8 + 3a16 + 3a61 + 63• 
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In ähnlicher Weise ergibt sich 

(a -b)a = a8 -3a•b + 3ab1 - b8• 

Diese beiden Formeln unterscheiden sich nur in den Vorzeichen der Glieder mit un­
geraden Potenzen von b, so daß beide Formeln wie folgt zusammengefaßt werden
können: 

.1 (a ± b)
1 = a8 ± 3a1b + 3a� . (11) 

Es sei an dieser Stelle besonders-auf den Unterschied zwischen (a± b)• und a• ± bl 
sowie zwischen (a ± b)8 und a8 ± b3 hingewiesen. 
Während (a + b)1 = (a + b) (a + b) = a• + 2ab + b1 ist, läßt sich a1 + b2 nicht in Fak­
toren zerlegen, die aus rationalen Zahlen bestehen. 
Ferner ist 

(a-b)1=a1-2ab+b1, de.gegen a1-b1=(a+b)(a-b); 
(a + b)' = a• + 3a1b + 3abl + b', a• + b' = (a + b) (a1 -ab+ bl);
(a-b)8= a8-3a1b+ 3ab1-b8, a8-b8 = (a-b)(a•+ ab+ bl). 

Die Richtiglceit der .frei" rechts angegebenen Formeln läßt sich leicht durch Ausmulti­
plizieren nachprüfen. 

4,2,o. Division von KlammeraoadrO.eken 

I Statt eine algebraische Summe durch eine Zahl zu dividieren, kann man auch jedes 
Glied der Summe durch diese Zahl teilen. Dabei ist die Vorzeichenregel für die Di­
vision zu beachten. 

Es ist also z.B. 

1 (a + b -c) : n = a: n + b: n -c: n I · (12) 

Probe: (a: n + b: n -c: n) • n = (a: n) • n + (b : n) • n -(c: n) · n = a + b - c 
BEISPIELE 
l.(45a -Mb): 9 = 41111: 9 -Mb: 9 = 5a -6b 
Probe,: (5a - Ob)· 9 = 45a - Mb 

2. (3z' - 6zy + 9zz): (-3z) = -z + 2y - 3z (Probe?) 

Sipd mehrgliedrige Ausdrücke durcheinander zu dividieren, so benutzt man vorteilhaft
das V erfahren der Partialdlvlslon. 
Es handelt sich dabei um das gleiche Verfahren, das bereits von der Division gewöhn-
licher Zahlen her bekannt ist. 
Man ordnet zunächst Dividend und Divisor nach gleichen Gesichtspunkten, wobei man
die einzelnen Glieder zum1;iist in alphabetischer Reihenfolge und außerdem nach fal­
lenden Potenzen anordnet. Dann dividiert man das erste Glied des Dividenden durch 
das erste Glied des Divisors. Der entstehende Quotient wird dann mit dem ganzen 
Divisor multipliziert und dieses Produkt vom Dividenden subtrahiert. Mit dem Rest 
wird dann in derselben Weise weitergerechnet bis entweder die Division aufgeht oder
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ein nicht mehr teilbarer Rest übrigbleibt. Während der Durchführung der Division 
darf man dabei keinesfalls vom ersten Glied des Divisors auf ein anderes Glied des 
Divisors überwechseln. 

BEISPIELE 

3. (zl + zly_ - 3zy1 + gl): (z - y) = z• + 2zy -y• 
-(zl -z'y) 

Probe: 2zly - 3zy• 

-(2zly -2zy') (zl + 2zy -y•) (z -y) = 

- zy' + 11' = zl + zly -3zy1 + y' 
-(-zy' + y') 

4. (49a1 -2özl - 961 - 30bz): (5z + 7a + 36) = ordru:nl 

= (49a1 - 961 - 30bz - 2l5zl) : (7a + 36 +.5z) = 7a - 36 - 5z

-(49a1 + 2la6 + 35az 
- 9h1 -306:z: -25:z:1 - 2la6 - 35az ordnen/ 

- 2la6 -35az - 961 - 306:z: -25zl 

-(-2la6 961 - 15bz) 

- 35az - 15bz -2özl 

-(-35az - 15bz - 25:z:I) 

Probe: (7a - 36 -5z) (7a + 36 + 5z) = 49a1 -961 - 306:z: -25:r1 
5. (u1 - fl'): (u -t1) = u• + ut1 + t18 
-(111 -v1t1) 

-vA + u•v 

+"'" -"'
-(+u•11-ull8) 

ordnen/ 

- 118 + ut11 ordnen/ 
+ ull8 -tri 

-( + 11118 -vA) 

Probe: (u1 + 1111 + 118) (u - 11) -u• -118 
Anmerkung: Vergleiohe dieses Ergebnis mit der letzten Formol der Gegenüberstellung am 
Ende von 4.2.4.1 
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6. (zl - 4zl + 6:z: - 5): (z - 2) = zl -2:z: + 2 Rest -1 
-(zl -2zl)

- 2zl + 6:z: 
-(-2zl+h) 

+2:z:- 5 
-(+ 2:z; -4) 

-1 

Anmerkung: Wenn die Division wie hier nicht aufgeht, BOhreibt man das Ergebnis ent­
weder in der oben angegebenen Form :z:1 - 2 :z; + 2 Reet -1 oder ähnlich wie bei den nicht 
aufgehenden Divisionsaufgaben mit gewöhnlichen Zahlen in der Form 

zl- 2:z: + 2 +--=-!.._ = z"-2:z: + 2 -_I_. :z:-2 :z:-2 

Probe: (:z:1- 2:z; + 2 --
1-) ·(:z: -2) = (:z:"- 2:z: + 2) (:z: - 2) - - 1-· (:z: -2) � 

:z:-2 :z:-2 
f:" :z:1 - 4:z:1 + 6:z: - 4 -1 = zl- 4:z:I + 6:z: - 5 

4.2.6. Au1klammem gemeinsamer Faktoren 

Faktoren, die in allen Gliedern einer algebraischen Summe enthalten sind, lassen sich 
auskJ8IDroem: 

an+ bn -cn = n • (a + b -c). 
Das Awklammem ist die Umkehrung du Äwmultiplizierens. (Verwendung bei der 
Probe!) 
Da beim Ausklammern eines gemeinsamen Faktors eine algebraische Summe in ein 
Produkt umgewandelt wird, nennt man diesen Vorgang auch Produktzerlegung oder 
Faktorenzerlegung. 

BEISPIEL 1 
(24zl - 36:z:y + 12:z:z) = 12:z: • (2:z: - 3y + z) 
Probe dvrcA Ä v.,multiplizieren du ErgebniaM.81 

Gegebenenfalls läßt sich das Ausklammern mehrfach nacheinander wiederholen, wenn 
man geeignete Summanden zusammenfaßt. 
BEISPIELE 

2.u• + 3u - uv -3v = u (u + 3) - v (v + 3) = (v + 3) (v -v) ( Probe/) 

3.6ab - 3b -2a + 1 = 3b (2a - 1) - 1, (2a - l) = (2a - l) (3b - l) (Probe!) 

1 1 1 4.
3
gA1+

3
g"A=

3
gA·(A"+g1) (Probe/) 

5. 4m (3a - 2b) + 8n (2b -3a) = 4m (3a - 2b) - 8n (3a - 2b) = 
= 4 • (3a - 2b) (m - 2n) (Probe!) 

6.64Q1 -36.R' = (SQ + 6R) (SQ - 6R) (Probe!) 
( Anwendung der dritten binomiachen Forma.)
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7. 16p' + 40pq + 25q1 - r' + 6ra -9al -

= (16p' + 40pq + 25q') -(r1 -6ra + 9al) = 
= (4p + 5q)1 - (r -3a)1= (Bt11Mnt11elae 'Formeln/) 
= [(4p + 5q) + (r -3a)] • [(4p + 5q) -(r -3a)] = 
= (4p + 5q + r -3a) (4p + 15q - r + 3a) (Probe/) 

4.2.7. Bruchrechnung 

77 

Die Rechenregeln, die im Abschnitt 3.3. für das Rechnen mit gewöhnlichen Brüchen 
angegeben wurden, gelten auch dann, wenn in den Brüchen allgemeine Zahlensymbole 
auftreten. 

,f.2.7.1. Erweitern und Kllrzen 

Es ist für m, n =i= 0 

BEISPIELE 

1.Der Bruch x + y ist mit x + y zu enveitern. x-y 

Lösung: 
x + y = 

(x + y) (x + y) (x + y)' 
x -y (x - y) (x + y) = x2 -y' · 

2 De B , 0,25 X y -0,5 Z • , 
S · r rucn O 125 

ut mit z zu enveitem. 
, xy + z 

Lösung: 

0,25:ry -0,5z 
0,125:ry + z 

(0,25:ry -'0,5z) • 8z 
(0,125:ry + z)·8z 

2xyz -4z2 

xyz+8z2 

. -a a a 
3. Es ut -

b
- = -=-;; = -,;'· (Enveiterl mit bzw. gelcürzt durcA -1.)

4.Die Brücke 

(13) 

a)0,2uv
2 

0,6u2v 
m.2 _ ft.2 

b) (m - 11)• 
c) 6ax-9ay 
3by- 2bz 

d) 9a
2 - 24ab + 16b2 

Bind zu lcürzen. 

Lösungen: 

0,2uv2 t' 
e.) 0,6u2v = 3u 

6ax -9ay c)
3by - 2bx 

b)m• -n• 
= 
(m + n) (m -n) = m + n 

(m -11)2 (m -11)2 m - n 

3a(2x-3y) 3a(2z -3y) 3a 3a 
b(3y- 2x) = -b(2x -3y) = -b 

= -
b 

16b2 - 9a• 
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d) 
9a.2 - 24a.b + 16b1 

16b1 - 9a.1 
(3a. -4b)' 

(4b + 3a.) (4b - 3a.) 

4b - 3a. 
4b + 3a. 

(4b -. 3a.)1 

(4b + 3a.)(4b - 3a.) 

Keine Summanden „lcürun", BOndem in Fa.lctoren zerlegen/ 

IM Brildie , - 11 p + q 26 a -36 b z' - ,1 lalllle aicA • 1i 5, 
"r:., 'P _ q, l>a. _ 6b , z' + i,• 

n nie I 

lcUr.un, da Zäliler und Nenner keine gemeinaa.men Fa.lcloren smllallen. 

U.7.2. Addition und Subtraktion von Drilchen 

Für gleichnamige Brüche gilt 

I .!!..+
!.- � = 

a.+b-c " " " " (14) 

Ungleichnamige Brüche müssen vor dem Addieren (Subtrahieren) gleichnamig ge­
macht werden. Die Bestimmung des Hauptnenners geschieht dabei in der gleichen 
Weise wie beim Rechnen mit bestimmten Zahlen: 

Der Hauptnenner ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Einzelnenner. 

Die auf einem Bruchstrich stehenden Glieder einer Summe gehören genauso zusam­
men, als wären sie durch eine Klammer eingeschlossen. 

BB18PIELB 
a.1 2a.b b1 a.1 - 2a.b + b' (a. -b)1 1. ---- + -= =---
zy :zg :zg :zy zy 

2. 8u - 311 4u - 711 
u• -111 u• -111 

8u - 311 -(4u -711) 
u• - v' 

(K'lammu beadaten!) 

4u +411 
u• -11• 

4·(u+11) 4 

9a + 8b - 3c 3b - 4a. - 12c a 2a.b + 3ac 

Lösung: Hauptnenner: 6a.bc 

Erweiterungsfaktoren: 3c, 2b und a. 

(u + 11), (u - 11) u -11 

27 c -
6 
�: 
-8 b = T 

(9a + 8b-3c),3c + (3b- 4a. - 12c),2b- (27c -7a. - 8b)·a. 
6abc 

27a.c + 24bc - 9c1 + 6b1 - 8a.b-24bc - 27a.c + 7a.2 + 8ab 
6a.bc 

7 a.1 + 6 b' -9 c1 
6a.bc 

4 2c-5b _ 5·(2c-3a) =T · 6a h -10b1 18a.1 - 30ab 
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Lösung: Ho.uptncnner (HN) und Erweiterungefe.ktoren:

6ab-10b2 =2b(3a-5b) 1 3a 
18a1 -30ab=6a(3a-5b) b 

HN = 6ab(3a - 5b) 

2c-5b 5·(2c-3a) 
6ab - lOb' 18a1 - 3011b 

(2c -5b)·3a -5·(2c - 311)·" 
6ab(3a -5b) 

6ac - 15ah - lObc + 151Jb 
6ah (3a - 5b) 

611c - lObc 2c(311 - 5b) 
- 6Gb(3a - 5b) - 6ab(3a - 5b) -

c 
= 311b 
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Anmerkung: Es ist ratsam, die Faktoren im Nenner erst dann auszumultiplizieren, wenn 
feststeht, daß nioht mehr gekürzt werden kann. 

3m _ 3m 
+ 

1 
= T 5

· 9m1-24mn+l6111 9m1-16111 3m+411 

Lösung: Hauptnenner: 
9m1 - 24mn + 16n1 = (3m - 4n)• 

9m1 - 16111 = (3m + 411)(3m - 411) 
3m+411=3m+411 

HN = (3m - 411)1·(3m + 411) 

3m + 4n 
3m -4n 
(3m -4n)1 

3m 3m 1 
9m1 - 24tn11 + 16111 - 9m1 - 16111 + 3m + 411 

3m(3m + 411) - 3m(3m - 411) + (3m - 411)1 9m1 + 16111 

(3 ,n - 411)1(3 m + 4n) -= (3 m -411)1(3m + 411) 

6 _
3 ___ 4_ + _5 __ 3=T 

. .z+4 .z+3 .z-1' 

Lösung: Hauptnenner: (.z + 4) (.z + 3) (.z - l) 
Erweiterungafa.ktoren: (.z + 3) (.z - 1) = .zl + 2.z -3 

(.z + 4) (.z - 1) = .zl + 3.z -4 
(.z + 4) (.z + 3) = .zl + 7.z + 12 

(.z + 4)(.z + 3) (.z - 1) = .zl + 6.zl.+ 5.z - 12 

_3 ___ 4_ + _
5 __ 3=

.z+4 .z+3 .z-1 

3(.zl+ 2.z- 3)-4(.zl+ 3.z-4) + 5(.zl+ 7.z+ 12)-3(.zl+ 6.zl+ 5.z-12) 
(.z + 4)(.z + 3)(.z - 1) 

103 + 14.z - 14.zl - 3.zl 
(.z + 4)(.z + 3)(.z - 1) 

7. -"-- _b_= ' 
11-b b-o 
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Lö1ung: Wegen 

- b � a = - (b
b
-a) = a � b (vgl.

 Beispiel 3 des Abschnittes 4.2.7 .1.) ergibt sich

a b a b a+b 
a-b- b-a- a-b+ a-b- a-b"

4.2.7.8. Mnltlpllkatlon ud Division von BrD.chen 

Für die Multiplikation und Division von Brüchen gilt:

und (15a, b) 

Da sich jede ganze Zahl als Bruch mit dem Nenner 1 schreiben läßt, sind hierin auch
die Regeln für die Multiplikation und Division eines Bruches mit einer ganzen Zahl
enthalten. 
Bei der Multiplikation und Division von Brüchen ist es nicht empfehlenswert, die ent­
stehenden Zähler und Nenner sofort auszumultiplizieren. Es ist ratsamer, gemeinsame
Faktoren auszuklammern, da man dann besser übersehen kann, ob sich etwas kürzen
läßt. (Vgl. hierzu besonders das folgende Beispiel 51)

BEISPIELE

2.(; - : )( ! -; ) = 
z z 11 11 l z 11 l -----+-------+-
:i:11 11• z' z11 11 11• z• z 

anderer LönngNeg:

(: _ :)(! _ ; ) = 
z'
;/
'. 
\
-
/ = 

:i:'11-z:;/
' + :i:11•

Der Luer prii.fe 'TUJ,M, da/J die beiden Ergebniaae überein.,tim-n/
m m m m•n 3· m: n = T: n = 1. m = n

m m•l l 4. -:m= --= -n n·m n 

ö. 6 zl + 1811 • ö z' 11 -25 z . ö z' + 1511 _ 6(:i:2 + 311) · 5 z(z 11 - 5) · 4 z(y -2 z) _ 4 z2 2:i:11- IO 311-6:i: "4zy-8z2- 2(z11-5)·3(11-2z)·ö(z'+3y) -

4.2.7.4. DoppelbrD.che 

Doppelbrüche lassen sich stets auf einfache Brüche zurückführen.
BEISPIELE

b a c adl. e-= b . d -bc



Aufgaben 

�- .JL z•-11• 
11 z zy x• -11• z'.+ 11• z'-11• 

2
· � + .JL 

z• + 11• z 11 z 11 z• + 11• 
11 z zy

u + 11 _ � (u + 11)1 - (u - 11)' 
u- 11 u+v (u+v)(u-11) 

= �:�= 2 3
· u + 11 u• + 11• (u + t1)• - (u1 + 11•) u• - 11• u• -112 

u -t1 
-
u' -112 (u + v)(u - 11) 

4. 1 _ = 1 _ 
1 = 1 _ a -b = 1 + a -b = b + a -b a 

a-b-a -b b b 
=
,; 1-- a­

a-b a-b

81 

5 Für den Ge.,amtwideratand R zweier parallelge.,chaUeter Einzelwideratände R, und R2 gilt die 
Beziehung 

1 1 1 -=-+­R R, R,' 

Man berechne R. 

Lösung: Rist der Kehrwert von � • Es ist demnach 

AUFGABEN 

1 R= -
1
--�

l-
-+­R, R, 

R = 
R, ·R2 
R, + R2 

1 

80. Unter welchen Bedingungen ergeben sich für die folgenden Ausdrücke «) gerade und ß) un­
gerade Za.hlen? 

a) 3n b) n -1 c) 2n + 5 
81. Ma.n berechne die allgemeinen Ausdrücke 

a) (a -b) • c b)a - b • G 

e) �-b c 
f) (a:c-b)·d 

i) a : d - b • c : d 

d) 7n -3 

a-b
c)

g) (a -b · c): d 

e)4n + 6 

b 
d) a - -·­

c 

h) a: d -b • c 

k)(2a - b)(3c + d), 
wenn folgende bestimmte Zahlenwerte gegeben sind: 

a) a = 7; 

ß) a = 2; 
y) a= - 14; 

6) a= - 21; 

6) a = 5,5; 

9 Elementarmathematik 

b = 5; 

b = 9; 

b = 11; 

b= - 5; 

b-= 
2 
-3;

c = 3; 

c = 6; 

C= - 5; 

e= -6 ; 

e=2�· 
6 ' 

d=2 

d=7 

d=9 

d= - 10 

d = 0,25 
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82. Welches der drei Zeichen >, < oder= kann zwischen die folgenden Z&hlen gesetzt werden: 
a) -13 und + 13 b) + 5 und -12 c)1 ..f- 5 1 und 1 -12 1
d) - 3 und -1 e) -16 und + 2 f) 1 -16 1 und 1 + 2 1 
g) + 21 und + 35 h)-11 und -27 i)+ 7 und -7
k) 1 + 7 1 und 1 -7 1

83.Berechne
&) (+ 35) + (+ 15)
d)(+ 35) -(-15)
g) (-35) -(+ 15)

b) (+ 35) + (-15)
e) (-35) + (+ 15)
h) (-35) -(-15)

c) (+3
5
)-(+15) 

f) (-35) + (-15) 

84.Bilde entsprechende Kombinationen wie in Aufgabe 83 mit den folgenden Za.hlen: 
«) 6 und 7 P) 11 und 22 ,..) 46 und 14 c5) 16 und 16

85. Berechne 
&) ( -3) + ( + 2) -( + 5) -( -11) + ( -6) 

b) (-4) + 1 -3 1 - 1 -5 I + (-8) -(-12) + 1 - 4 1 
c) 418 -(69 -83) + (116 -327)

d) (+ 89,7) -(-24,3) + (37,2 -52,6) -(+ 44,1) 
e) 1 + 4 1 + 1 -19 1 - 1 -31 1 + 1 -10 1 - 1 + 2 1 

f)( + f) -( -4{-) -( + f) + ( -�) + ( 5{-)

g) 172,6 -(+ 37,2) + I -89,71 + (-54,4) - I -91,91

h) ( + 4) + 1 -4 1 -1 + 4 1 -( - 4) -( + 4) -1 -4 ! + ( -4) + I + 4 1
i) (16 -108) -(73 -147) -:-(89 + 13) + (186 -41) 

k)(3_!_ 
-1_!_) + I.!--5�1-(55 - �) -17_!_ -132.1 8 3 3 4 12 6 2 8 

86.Desgl.
a)17a -23b + 35c -9a -4lc + 30b
b) 37m -15Z -64n + 13l + lOOn -38m 
c)8ly -59z + 15: + 99z -75: -3ly
d)5p -3q -7r + 9q + 138 -17t -3p + 19r -68 
e)34u -69w + 5lt, + 27w -16u -22v -18u 
f)3,13a -7,25b + 9,08c -2,02b -6,52a + 4,02c 
2 l 4 1 1 5 4 g)ad+ 56 -71-a + 21-66 -9 d 

h)1081,27z -495,3 + 726,BSy -693,04: -375,42y + 484,14: -92,3z 
. 1 2 1 2 3 5 13 
1) 4iR1 - 9yR1 + 212R, -15R8 + 5-j-R,-194R, + 126R1 + 321R, 

2 3 o 1
k) 175u -69,258 + 314v -44,327w + 12,6u + 59

16
w + 248--87,63v
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87. Desgl. 

� 4a·2c·6b·3c·2a b):,:,3y,2z·6zz·3zy 

c) 2rt·6h·7ra,6t,3 
2 1 3 7 3 

d) 3"'41/W•8W•61/'9""'
14
1/ 

e) 0,4pq • 2,72q • 0,626a, l,6pt, 2,6ra • 6,26 

f) (+2rz)·(-6ay)·(+3tz) 

h) (+ 3z) (-2y) - (-6:,:) (-4y) + (-y) (+ 6z) - (+ 4z) (-9y) 

i) (-3u) (6v w) + ( + 2u) (-3w) (-11) - ( + hvw) (-6) + (-vw), 8u 

k) 2a · (- ; at) · ( + s} b) - { b · (-� aa)( + !J t) + 166 t ( + !� a) (-� b8) 

88. Berechne 

a) (+ 132:i:J: (-11) 

d) ( + 3r): (-3r) 

b) (+ 16ab): (-3b) 
e) (-102y1): (17y)

o) (-96"11): (-12") 

f) ( -7 a1b) : ( -21 ab•)

g) (-66u111w): (72uv'w) h) ( + f z): (-z) i) 32,66ab:(-7,lra) 

k) (-�zy•z•):(-� z•yz•) 

89. Desgl. 

a) +4
8:,: 

b) 
-133u c) 

403 d) 
-209:,:z 

6 
--19- -3lc -·_ 38yz

-6,29a:,: -0,4a2b 
_!ab•:,: 

e) f) 
+ rat:,: g) h) 

4 
4,81 ab z 

+---
-l,2ab 

-�a•bz 
-atz 

8 

i) 
8,69 :,:y k) -6aat-
79 :,:y +

+9atz 

90. Berechne 

a) 34a8b1: [( + 2a) (-b)] - 64a'b8: [(-a•) (9 b1)) 

b)u'v'w: [(-u111) ( + uw)) + (-u8v8w'): [( + u111w) (-uvw)]

o) (-17,49:i:' yz): [( + l,lz) (-6,3y)] + [13,34z'y1z1: (- 2,9z'y1)): ( + 2,3zz) 
d) [(-63ra1t): ( + 3r'a8t')], (-2,.,, -( + 29,a't): [( +7r'a8t'): (-14,1811)1 

e) [(-a'b): ( + 6a8b1)) • 7 ab - 14a8b1: [(-3ab) • (7 a1b)] 

91. Vereinfaohe

a) (z - 6y) - (4:,: - 9y)

b) (3q - 6r) - (4q + Sr) + (2q + 6r) - (q - 9r) 

c) (6n - 7p - Sm) - (2p -m -3n) + (9m - Sn+ 7p) 

d) 3,6, - 7,2a -(6,4r + 3,68) + (2,7, + 11,88) 

e) ( { 1' - {-II -! W) + ( {-1' + ; II + -} W) -( ! 1' - l� II + ! W)
f) 6:,: -[2y - !4z + (3:,: - 2y) + 2zl - 6z) 
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g)2fa-(0,76b- ! c)+ [!a-(o,6b+ !c)] 

h)(3u -11) -{(311 - (2u -11)] - [(6u + 411) + w])
i) 6:,; - 7y-{3z + 3y + [-4:,; + Ilz - (IOy- z) - (- 3:,; + 8z)]) 

k)(6a + 3b) + [(12a - 6b) - l(IOa -2b) -(3a -4b)) - lib] 

92. Deegl. 

a) 16a -(13b + [9c + 16d -(14a + 36d)]) + 14b - 29c 

b)200m - (30n + 76p + (16n - 90m) + [7p + n - (3p + 2q) -47q ]  + l6n) + 25p 

c)46d - {38c + [60k - (29Z + 12d)] - 65c) -
- (77d -[63d + I6l - (124k + 98l)] - 6lc + k) - 43c + 87k 

d) 26{ z2yz - {37 ! zy•z - 76{ z2y2z + [27 ! zy2z + 46-} z2yz -

- ( 69� :,;2 y2 z + 2, z2 y2 z -46� z2 y z) - 6sf z2 y2 z -

- 99 : z2 y z + 78{- :,; 11• z] -16 z' y z} - 107 z2 y
2 z 

e)4a2b -(2ab2 - 4ab + 4a - 6b - 4) + ( - 4a'b + ab• - 2ab + 3a - 3b - 3) -

- (-a -ab• - 2ab + 2b + 1) 

f) 17 + 6 - { 18 - [ 9 -( 3 + 2f) - 17] + 25} 

g) 18a1 - {24a1 + [ -36b1 - (- 18a2 + 4b2) + 48b2] - 20a2) 

h) _!_ _ {_!-_ [_!__ _ (_!__ _ ..!._) + ..!._] + 13} 4 6 4 2 3 6 15 

i) (9,7:,; -5,08 y) - { 13,642 z + 18,612 y -( 39,7 y -12} z) -

- [3f z- (7,39y + 16�z)] - 14,sz} 

k) 49;
2 
a• b c• - { 60,07 a• b c• + [ 103,372 a• b c -0,46 a• b c• + 

+ (l3fa•bc + 45,062a1b2c)]}- 1sf a3bc - (1�-a•bc + a'b'c) 

93. Die letzten beiden Glieder sind in eine Klammer, vor der ein Pluszeichen stehen eoll, ein­
zuschließen: 

a) :,; + a -b b)u -II+ w 

d) 1 + a -b + c e) 2z- 3y+4z-5 

q 2 1 
c)2 - 311+ 43 

94. Die letzten beiden Glieder sind in eine Klammer, vor der ein Minuszeichen ete.11.en eoll, ein· 
zuschließen: 

a) z-2 y+4z c) 0,26q - . 
0,49r - 0,52a + 2,121 

d) 37,2a - 42,5b + 41,6c -0,62d 
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95. Die letzten drei Glieder sind in eine Klammer, vor der das Vorzeichen des drittletzten Glie­
des stehen soll, einzl18chließen: 

a) a -36 + 2c - 4d b):z: -0,2y + 0,311 - 4,2z + 6,3u 

c) 3p -6q -2r - 4a + lit 1 2 4 5 2 1 
d) 3 u -s" + 7 w -o :z: -311 + 4 z 

e) 0,3k + 3,2Z - 4,lim - 2,7n -l,6p 

96. Berechne 

a) 3 · (lir -2a + t) b)(:z: -211 -6z), (-4a) 

c)( fu -! v+ !w)( -!v) d) -5,2·(3,la -2,3b + 4,7c -7,6d)

e) (.!.. _ � + c). :z:" 
f
) 
� 

( 
5u2 
+ 
7v2 _ lOu•v) 

:z: :z:2 20uv 3p2 3p 9p2 

g) 3(:z: + 11 + z) -5(:z: + 11 -z) -2(11 -:z: -z) 
h) 2(4b -a) - 6(2'a - b) -7(-2a + 2b)
i)(3-!-a•-�a•+ l�a•-�a + 4_!_) , ( -l�a) 2 4 8 4 4 5 

k) 2(18 -3(7w -5)) -3[5w + 2(9 -4w)] + 4[2w -5(210 - 3)) 

97. Deegl. 

a)(2:z: + 3y) (li:z: + 2y) 
c) (2m - n) (9m + 4n) 
e) (llv + 9w) (lh - 910) 

g)( fa+: b)(-fa-: b) 

·
(
l 1

)(
2 1

) 1) 2-j-a - 13 b 2-j-m + 5i n 

98. Desgl. 

a)(:z: + y -z) (:z: - y -z)

b) (lia + 7b) (3a - 4b)
d) (9u -2z) (7u - 3z)

f) ( -13:z: - 11 y) (9:z: - 14 y) 

h) (0,7u -0,3v)(-0,3v + 0,7u) 

k)(2a:z:+3by)( }a-: b
) 

b)(2a + 3b + 4c) (a -2b -3c)

c) (13u -27v -l810)(6v -911 -6w) d)( } p -: q + ! r )( ! P + f q --i,.)
e) (-0,3k -0,71-2,lm) (l,4m + 0,6l -0,5k) 
f)(2:z: -l) (3:z: + 5) (:z: + l) g) (3u + 5) (2u - 3) (u - 1)
h) (3:z: + 2y) (4:z: - 3y) (5:z: -7 y) 
i) (4a -2b) (5a - 3b) (6a + 4b) k) (k -2Z) (3m -n) (2p + 3q) 

99. Desgl. 

a) (a + b) (2a -36) -(3a + 2b) (a -b)
b) öm(3m1 - 4m) (7m1 - 2m1 + lim + 1)
c) (:z: + y) · [(:z: + y) (:z: -2y) -(:z: + 2y) (:z: -11)]
d) ((u - v), [(2u - 3v) (3u -2v) -(2u + 3v) (3u + 2v)] + ua -v8J , (u + v) 
e) (k + 9) (k + 7) -(k + 4)1 - (k + 1) (k -1) + (k -2)1 
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100. Be?eohne 

a) (u-11)1 

e) (2a -b)1 

b) (m + 1)1 

f) (z + 3 y)1 
i)(3,la - IS,7t) (3,la + IS,7') 

101. Deag.l. 

o) (1 + z) (1 - z) 
g)(3p -2q)1 

k)(-0,7u + 1,211)1 

d) (1 -y)1 

h) (f m +in)'

a)( -1 + z)1 - (1 -:e)1 b)(3a-! br-(3a+ ! br 
o) (4zl + 3y1) (4zl - 3y1) 

e)(3 zl - 1)1 + (2 - ts:e)• 
d) (- 5:e - 3y)1 + (-lS:e + 3y)1 

f) (5 - 9a1) (5 + 9a1) 
g)(l,3m·- l,7n)1 - (0,9n + l,9m)1 

h)( � " _ � "r-( � u 
+ i "H; " _ � ")

i)(4m + 3n)1 -(2m - 4n) (2m + 4n) -(3m - tsn)1 - 3m1 

k) (3k + 4l)' - (2l -tsk)' + (41: -3Z) (3l + 41:) - 2z• 

102. Deagl. 

a)(z + 11 -z)1 b) (u - 11 + w)1 o)(2a -3b -4c)1 

d) (k + l + m + n)1 e)(2p- !q+{r-,)
' 

103.Bereohne unter Verwendung der binomiaohen Formeln 
a)411 b)871 o)38 • 42 d)691 -31' 

f)10101 g)14fSI - ISIS1 h) 304 • 296 i) 9971 

104. Berechne 

a)(2:e + 3y)1 b) (2a -1)8 o)(-h-lS11)1 

e)(9a1 + 6ab + 4b1) (Sa - 2b) 
1 OIS. Bereohne die a.llgemeinen Zahlenausdrücke 

a)(a + b)1 b)a• + b1 o) (a - b)' 
e)(a + b)1 f)a1 + b8 g) (a - b)8 

ff1r folgende Zahlenwerte 

d) a• - b1 

h)a1 - b1 

e) 383 • 417 

k) 671S1 - 251 

cz) a -ts; b - 3 
a)a= -4; b-9 

{J) a „ 2; b = 7 
e) a = 10; b -10 

y) a = 8; b --6 
Cl a = 10,1 ; b = 9,9 

106. Berechne 

a) (21:e - 14 y): 7 b) (lOa - 2ab +· 16ac) : 2a 

o) (12uvw - 2uvz + 6u11wz): 9uv d) (15kmq + 6lnpq - kn): 3knq 

e)(-64:e'y + 18z"y1 -36zly8 + 10:e8y• -2:e8y•): (-f z1y) 



Aufgaben 

107. Deagl. 
a) (2,7:i: - 2,7y): (z -y) b) (28m + 2ln): (4m + 3n) 

o) (38u1 - 117u11): (2u - 311) 

e) (a1 + 2ab + b'): (a + b) 
g) (u1 - lOu + 26): (u - II) 

d)(27a1b+36a1b1):(ia•+{b•) 

f) (9zl + 6:i; + 1): (3z + 1)
h)(zl - y1): (z -y) 

i) (196m1 - 169): (14,n - 13) k) (zl + y'): (z + y) 
108. Deagl. 

a) (3zl + hy + 2y1): (z + y)
c) (9:i:I - 7zy1 + 3y'): (3z -2y) 

b) (2la1 - 34a1b + 25b8): (7a + 5b)
d) (231 + 24,' + 58a' - 15) : (II + 41) 

e) (10a1b' - 4ab1 - 7a1b1 + 2a1 - 4a1b + b1): (a1 + b1 - 2ab) 

f)(a•-! ab-! b1):(2a+ ! b) 
g)(3711a1 + 1536b1) : (211a1 - 40ab + 64b1) 
h) (4lu1 - lOu•11 + 1Hu1v' - 2lu1v' + 20uv'): (u1 - u11 + 111) 
i)(144z'-81111): (36zl + 2711) 

k) (104p'!f' - 59p'tf + 60p'q' -99p'q' + 18p'tf + 18p'q'): (llp' - 7p1q + 9pql) 

109. Bei den folpnden Auadrlloken sind gemeinsame Faktoren auszuklammern 
a)ab + ac -b -o b) Hlr, -1 -llr + 3, 
o) p. -p. • oc, t d) a•b• -zly' 
e) 9:i:I - 111:i:ls + 8:i:r' -6:i:'11 + 10:i:ys - 4ys1 

f) lOOz' -,I' g)4p1 + 20pq + 211q1 - 16r1 

h)9:i:I -6zy + y' -16"1 + 8u -1 
i) 3a:r -3b:z: -2a11 + 2by + 4a:i; - 4b:z: + 7ay - 7by 
k)18r' -411r, + 14r', -311a' 

110. Die folpnden Brllohe sind aoweit wie mOglioh zu ldlnen: 
ab-b a:i; a11 a•b-ab• 

) b) - ) �-� a ab+b 11:i:-lly
O 
a•c-ac• 

4:i:-4 
e)
9-9

:i; 

'
) 
kl + l: 1 kl - 1 

lll. Deegl.

a• -b1 
f) 
a1 - ab

k)" -17 II - " 

g) 
(u -11)1 
u• -111 

16 - 49m1 
a)
16 - 28m b)zl - 4:i;y + 4y1 

d)
lOa:i; + lllbz - lOay - lllb y 
8az -8ay + 12by -12bz 

ml + m, -nl -na 9a1+6a+l 

3a -6b 
d) Sb - 4a

m• - n• 
h) m1 + n• 

c)a• + 4a + 
4 

a+2 

e) 
a -bc 
a,bo 

fit -2, 

87 

f)_m_t_-.:__m--',-_---"-n -, -+-n-, g) 1 + 3a
h),,. -206' + 211,1 

i)U17•ZII.u:i:+1111 
k) 112mz-117nz+63ny-28my 

13:i; - 7y 
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ll2. Man bringe den Bruch _.!._ auf die Nenner 
a 

a) a• b)ab c) b d)a•b

113. Man bringe den Bruch -
1
- auf die Nenner

z-y 

a) y-z b) :,;1- 2zy + y1 

d)Z•Y e)zl- y8

114. Man bringe den Bruch 
m -! auf die Nenner m+ 

a) m -1 b) m• +m 

d) m• - 1 e) m• + 1 

11.'i. Man bringe den Bruch •
2 8 -

7
t auf die NennE · 

.,.8 - t 

a) 21t -12a b)08 -8t 

d) l6a2 - 56st + 49t1 e) 343t8 - 64a1 

116. Berechne 
3a -b 3a + b a) - -
2
- - - -

2
-

c) (a + b)
2 (a -b)' 

_ _  4 __ __ 4_ 

löa + llb 6a -13b 7a - 24b e) 48 48 + 48

e)3a f) az -2ay

c) :,;I - y• 

f) az -z + y -ay 

c)m1 + 2m + 1 

f) m1 - 2m -3 

c) 49t' -l6a1 

f) 12aa -2lat - 4ba + 7bt 

b)a + b a -b -
2
-+ -

2
-

u + 3 u + 4 2u - 5 d)-3
� + -

3
-· -- - 3

-

f)
z -2y z + 3y -
2
-+ -

3
-

g)
4u-öv+7w 

3 
3u -711 + 610 

4 
u -" - 5w 

6 

h)
z - 2 3(z -1) 2(3z - 4) 5(2z - 1) z -9 -
6
--

8 
-

9 + 12 +18 

i)
9 a + 8 b -3 c 3 b - 4 a -12 c 27 c - 7 a - 8 b 

2ab + 3ac - 6bc 

u3+3u 8u-lö 3u1+ 7u-12 7u+5-2u2 
k) 18 

-� + 7 2  + 40 

117. Desgl. 
2z+l z+I a)__ z __

_ :z:_

b)
(öa - 2b)2 

12 
(öa + 2b)2 + (5a -2b)(5a + 2b) 

12 12 
7 :z: - 8 y + 9 z 9 z + 8 y + 12 z: 16 y + 3 z 

c) 24 - 32 + 48 

d) 
(a + b)2 (a - b)2 (a + 3b)2 (4a - b)I - -
4
- - --6

-+ 9 24 



Aufgaben 

..!_ _ 4a - 36 
+ b 

_ a -5b 
� 4 3 6 

f)9 z + 7 5 z -3 zl -4 9 zl -5 zl + 2 z -8 
� - 8zl + 108:i:" 

g) 
2(z -1) 3(z - 2) 4(z - 3) 5(z -4) 3(6 -z) 
3 - 4 + 5 - 6 - 10

5a - 2z 3b - 4z 4a1 - lib a• -z a -b 2 h) lOaz 12bz + 20a1b -4111z - 5ab + 3b

i)a(3zl - 2b) b(5zl - 3a) 5a - 6b a b 
12bzl - 15azl + 30zl -4b + 3a

k
) (
3b -2c)a b(4a - 5c) 8a1 + 3b1 

6bc - lOac + 6ab 

118. Desgl. 

5a -4b 
lOc 

5 4 9b -a 
a)a + b - a -b+ a• -b1

b)z + 11 + z -y -2 zl + y
2 

z-y z+y zl-y2 

u+l u+2 u-1 v-2
o)v - 1 - u -2 + v + 1 - v + 2

e) az -by az + by
2zly - 2zy1 2zly + 2zy2 

1 1 1 b' 

d) 2 a -3 b _2 _ 7 a - 4 b
5a + b 5a + 2b 

2a + 3 3a-2 5 
f) 2a -2 - 3a + 3 -6a• -6

g)a• + 2 ab + b1 + a1 -b1 - al - a' -a•b•

h q+l q-1 1 4 ) 
tf- q 

-
q'+ q 

+
q- tf -1 

: 5 2 3 1) --------
z-1 z-2 z-3 

ll9. Berechne 

k
) 
z -2 z -1 
z-3- z-2 

7a 
a)3z, 12bz b)uw ·4vw16v 

7r• o)Dab•c ·3a
2b2c

8ut 51 2 1 d)17zly"z ' zy z e)(2a -b) (-
1-+ _.!._)2a b ( 

z 3y
) f) -+- ,3zy3y z 

g) (:
-
: 
)
(} + : ) h)(� + � _ __!lL_) ,42zyz3zy 6yz 7zz 

i)( a -! ) ( 2 a + : ) ( 3 a -! )k) 5m1n + 7n 3m-2n 
4n1 - 9m2 
15n1m + lOn• 

120.Berechne 

56abz 7b 
a)39cdy : 13 y

v-v v-ub)12v : 24v

(
zl-10z+25 z-5

) 
z1-25 

d) 3a -1 - 9a2 - 1 : 1 -3a 

o) 
3(1-2a).4(2a-l) 
c(b -1) ' (1 + b)c 

89 
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e)(
8u11w _ _!!_ _ .!.!.) . -9uv 
2abc 5a 4b · IOab 

f) (� -E..) : (_! -_!)2y 2z :,; y 

9ab -31,I 4a1 + IOab 4ab + 10b1 

g)4ab - 3a · l 8a -6b : 8ab -6a 

h) 
36zl - 48:i:' + 16:i:' Uz7 + Szl 

3 (3 z - 2)1 : 81 z' -36 zl 

2(7u - v)• 
( 
28u1 - 4u11 2a1 

) k) 84au - 105u1 - 12av + lllu11 : 48a1u1 - 75u• : 49u1 - 111 

121. Vereinfache folgende Doppelbrflohe: 
2 a :,;-l z 
a
+

2 
-
z
- - z+l 

a) 2 a 
b) z z + 1 

a
-
2 1-z + - z

-

U-11 u+11 -----
d) 

U + II U - II 
118 

g) 

1 + u• -118 

_9_ -25 4a1 

15 + 25 + -9-
G 4a1 

122. Deegl.
a 
-,,+ 1 

a)-,----
�+ 1 

d) 

g) 

i) 

a 

a 
4 a- --=-
3
-
a
­

a--
3
-- -a 

z+ 22:• 2z--­
l +:,; 

e) 

h) 

a z 
a 

.!.+ �-2 z a 

b) � -
u�l 1--

bh 2h ala 2h 
2·a+2·se) 

(a + b)·h 
2 

56 
h) 3z+ 2h 7 + 8 -3z 

k)1 -
a 

1--1-
l+a 

o) 

f) 

i) 

m--m 

1 + _!_ 

1 1 - - + --
z+l 1-z 
1 1 -- + -

-l+z z -1 

r• +' r + ,• -----' r 
r•+ra+a• 

ra 

_z_ + _II_ 
o) 

z + II z -II 
_:z: ___ 11_ 
:z:- y :z:+ II 

f) 1--- 21--
1- - z­

:z: + 1 



5.1. Begriffserklärungen 

5. Potenzrechnung

ö.1. Begriffserkllrungen 
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Durch die Addition gleicher Summanden wurde eine neue Rechene.rt definiert: die
Multiplikation. 

a+a+a+···+a=n·a 
n Summanden 

Multipliziert me.n mehrere gleiche Faktoren miteinander, so he.t me.n e.uch hierbei de.s
Bedürfnis, eine Abkürzung einzuführen. Me.n definiert de.her eine weitere neue Rechen­
e.rt, die Potenzrechnung. 

I Unter der Potenz an versteht me.n de.a Produkt von n gleichen Faktoren a. 

a . a . a . ... .  a = an = b 

n Faktoren a 

Man nennt hierbei 

a die Grundzahl oder die Basis, 
n die Hochzahl oder den Exponenten und
b die Potenz oder den Potenzwert. 

(16) 

Der Reohenvorge.ng wird Potenzieren genannt. Die Potenzrechnung gehört zu den
Rechenarten dritter Stufe. Die Grundzahl a de.rf jeden beliebigen Wert annehmen. De.gegen 
muß die Hochzahl n e.uf Grund der Definition (16) der Potenz zunächst immer eine 
natilrlicke Zahl> 1 sein. Um jedoch e.lle natürlichen Zahlen e.la Hochzahlen verwen­
den zu können, führt me.n eine Erweiterung des Potmt.begrifjes durch, indem me.n
festsetzt, de.J3 

:(17) 

sein soll. Es wird eich beim Rechnen mit Potenzen erweisen, de.J3 diese Erweiterung
des Potenzbegriffes sinnvoll ist. 
Für alle zulässigen Werte der Hochzahl n gilt 

B und 8 (18e., b) 

Für die Potenzen negativer Grundzahlen gelten folgende Regeln:

I Alle geraden Potenzen von negativen Zahlen sind positiv; e.lle ungeraden Potenzen
negativer Zahlen sind negativ. 
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Es ist also 

5. Potenzrechnung 

1 (-a)•n = +azn I und 1 (-a)tn+l = -a•n+1 I• (19a, b) 

denn bei der Berechnung von (-a)Zn wird eine gerade Anzahl negativer Faktoren mit­
einander multipliziert, so daß ein positives Ergebnis entsteht, während bei (-a)2"+1 
eine ungerade Anzahl negativer Faktoren zu multiplizieren ist, woraus sich ein nega­
tiver Wert ergibt. 
Man beachte den Unterschied zwischen ( -a)• und -a• 1 Bei ( -aJ-ist die negative Zahl -a 
in die n-te Potenz zu erheben, während bei - a• zunächst die Zahl a mit n potenziert und dann 
du gefundene Ergebnis mit einem negativen Vorzeichen versehen werd, 'l soll. (Die höhere 
Rechenoperation geht der niedrigeren voran 1) 

Aus (19a, b) folgt für a = 1 

1 (-})In= + 1 1 und (-l)ln+l = -1 (20a, b) 

d.h., die Potenzen von -1 ergeben+ 1, wenn die Hochzahl gerade ist, sie ergeben
dagegen -1, wenn die Hochzahl ungerade ist. 
Während bei der Addition die Summanden und bei der Multiplikation die Faktoren
vertauscht werden konnten, gilt hier der Satz: 

I Grund-und Hochzahl einer Potenz sind im allgemeinen nicht miteinander ver­
tauschbar: 

I a" ,t= 'Tla (21) 

Für die Potenzrechnung gilt demnach 'flicht das Kommutativgesetz. 

BEISPIELE 

l.Ea iat 3' = 3 • 3 · 3 · 3 = 81, dagl'{len 48 = 4 • 4 • 4 = 64. 

2.E, in (-2)8 = + 256; dagegen -28 = -256. 
3. E, iat ( -2)• = -32 und a'!Uh -2• = -32. 
4. (+ 3)• + (-5)8 =(+ 243) + (-125) =ll8 
5. Die AbMngigkeie de, Poetnzwerlu b von der Grundzahl a wird /6r eine ungerade Hochzahl n 
durch folgende Überaiche 11eranac1iauliche: 

E, in 51 = 125, allgemein: für a>l 
11 = l 

0,53 = 0,125 

08 = 0 
( -0,5)1 = -0,125 

(-1)8=-l 
(-5)8 = -125 

a=l 

O<a<l 

a=O 

-l<a<O 

a = -l 

a< -1 

"' b>a; 
b = a; 

b<a; 

b = a; 

b >a; 

b = a; 

b< a. 

Der Luer Btelle aich aelbst eine ähnliche Vberaiche für eine gerade Hochzahl auf I 
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ö.2. Potenzgesetze 

ö,2,l,Addition und Subtraktion von Potenzen
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Da sich nur gleichartige Glieder durch Addition (Subtraktion) zusammenfassen lassen,
gilt die Regel

I Potenzen lassen sich nur dann addieren (subtrahieren), wenn sie sowohl in ihren
Grundzahlen e.ls auch in ihren Hochzahlen übereinstimmen. 

Allgemeine Ausdrücke wie am ± an oder am ± bm, die entweder nur in ihren Grundzahlen 
oder nur in ihren Hochzahlen übereinstimmen, lassen sich demnach nicht weiter verein­
fachen, es sei denn, es sind für die allgemeinen Zahlensymbole bestimmte Zahlenwerte vor­
geschrieben. 

BEISPIELE 
I.9as + 5b8 - 2aB - 4b3 + 7a• -3b8 = 14a• -2b3 = 2(7aB -bB)

2.{ u• -f u• = -�
3.5• -51 = 625 -25 = 600
4.3• + 2' = 81 + 16 = 97 ; dagegen iat (3 + 2)• = 5• = 625.
5.a z"' + b z"' -c z"' = (a + b -c) • z"'
6.q10 - ( -q)10 + ( -r)5 + r• = q10 - ( + q10) + ( -r") + r6 = q10 - q10 - r" + r" = 0

5.2.2.

Es ist

Multiplikation von Potenzen mit gleichen Hochze.hlen

an• bn = (a • a · a · ... • a) · (b • b • b · ... · b). ------� 
nFaktorena nFaktorenb

Ne.eh dem Assozie.tivgesetz der Multiplikation dürfen rechts die Faktoren wie folgt
umgestellt werden:

an . bn = (a • b) (a • b) (a • b) • ... · (a · b) 

n Faktoren a · b
De.re.us. folgt

Ian •b" == (a • W I (22) 

I Potenzen mit gleichen Hochze.hlen können de.durch multipliziert werden, de.ß me.n
de.s Produkt der Grundzahlen mit der Hochzahl potenziert. 

Umgekehrt gilt e.uch:

I Ein Produkt ke.nn man potenzieren, indem me.n jeden Fe.ktor einzeln potenziert
und die entstehenden Potenzen 'multipliziert. 

BEISPIELE 

1.0,1251 • 81 = (0,125 • 8)1 = 11 = 1 ( Reclaenvorteü!)
2.(a-b)3, (a + b)8 = [(a -b) (a + b)]8 = (a1 - b1)8 
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3. (-2:i:)1, (-3y)5 = [(-2:i:) (-3y)]5 = (6:i:y)'= 7776:i:'y' 

4. Man bt.aehte die Reihenfolge dM Reclienoperationen: 
Ea iae 
dagegen 
dagegen 

-(5a1) = -5a1, 
- (5a)1 = - 51, a1 "" -25a1, 
(- 5a)1 = + 25a1• 

6.2.8, Dlv.lsJon von Potenzen mit gleichen Hochzahlen 

Es sei b + 0. Dann ist 

a• a • a , a , ; , • , a 
b"= b·b·b· ... ·b. 

wobei im Zähler und im Nenner gleich viele Faktoren stehen. Ne.eh den Regeln der 
Bruchrechnung kann der rechte Ausdruck in Einzelbrüche zerlegt werden: 

a• a a a a 
b" = 1,·1,·1,· ... 'li"

'

Es ist demnach 

a n Faktoren b

(23) 

I Potenzen mit gleichen Hochzahlen können durcheinander dividiert werden, indem
me.n den Quotienten der Grundzahlen mit der gemeinsamen Hochzahl potenziert. 

Umgekehrt gilt auch: 

I Einen Bruch kann man potenzieren, indem man Zähler und Nenner für sich poten·
ziert und die entstehenden Potenzen durcheinander dividiert. 

BEISPDLE 

1. (4r ( �r= (�
4
:f r= a· = 216 

24• 2.w= T 
Lösung: Da verschiedene Hochzahlen vorhanden sind, darf vor dem Potenzieren nicht ge­
kürzt werden; di<' höhere Rechenart hat den Vorzug. Es kann wie folgt gerechnet werden: 

24' = 
242 • 24

" = 24
' • 
(
24
)
" = 242 • (.!.)8 = 

576 . 27 = 72 • 27 = 1944 • 168 16' 16 2 8 

3. Man beaclite den Unterachied ?:Wiachen :• 11.ncl ( : )" 1 ( Reihenfolge der Rechenoperationen be­
achten/) 

4. (
511. -211

)
": ( 
2511.1 - 4112 

)
8 
= 
(
511. -211 : 25

11.2 -4112
)
8 
= ( 

(511. -211). 8 
)" = 4 8 4 8 4, (511. -211) (511. + 211) 

( 2 
)
" 8 = 

511. + 211 = (511. + 211)8 



6.2.4. 

Es ist 

6.2. Potenzgesetze 

Multlpllkatlon von Potenzen mit gleichen Grundzahlen 

a'"·an,.. (a·a·a· ... ·a),(a·a·a·a· ... ,a) = a,a,a· ... ,a. 

m Faktoren a n Faktoren a (m+n) Fe.kt.oren a 
Daraus folgt 

a'"·a"=a '"+" I· 
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(24) 

IPotenzen mit gleichen Grundzahlen können dadurch multipliziert werden, daß man 
die gemeinsame Grundzahl mit der Summe der Hochzahlen potenziert. 

Umgekehrt gilt auch: 

IJede Potenz läßt sich in ein Produkt von Potenzen mit der gleichen Grundzahl 
aufspalten. 

BEISPIELE 
1. 6u1, 2u•, 4u1 = 40uu 
2. 0,15a1z", 0,Sahb•zl. 2a'b1zl = 0,16, 0,8, 2 · al+'"+'. b•+z. z"+z+a = 0,24a'"+'b•+>z"+' 

3. (z -r,)"-•. (z -r,)1+-= (z -r,)1• 
4. v9 kann zerlege werden in v • v' oder v' , v• oder v' • v• oder v• • v8 • v' uaw. 
6. yw+-+• = II". y" • II" 
6. 5r8 - 7r8 + 2r1 = r8(6 -7r1 + 2r8)
7. ,"+1 - ,"-1 = .,--• (a' -1) 

6.2.6. Potenzieren einer Potenz 

Aus dem Multiplikationsgesetz für Potenzen mit gleichen Grundzahlen folgt für die 
Potenz (a'"t 

(a'")" = (a'") (a'") (a'") •... , (a'") = am+m+m+ ···+m 

n Faktoren n Summanden 
Es ist demnach 

�'")"= a .... I· (25) 

IEine Potenz kann man potenzieren, indem man die Grundzahl mit dem Produkt 
der Hochzahlen potenziert. 

Daraus folgt auch, daß man jede Potenz, deren Hochzahl sich in Faktoren zerlegen 
läßt, durch mehrmaliges Potenzieren berechnen kann. 

Wendet man (25) auf die Potenz (a")'" an, so erhält man 

Durch Vergleich mit (25) folgt daraus 

(a'")" = (a")"' = a'""" I · (26) 
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I Beim Potenzieren einer Potenz dürfen die Hochzahlen miteinander vertauscht
werden. 

BEISPIELE 
1.(-38')8 = -38 • a• = -27 a8
2. (a•)7 • (a1)' = a ..• all = a•1
3.211 = (2')' = 10• = 4096
4.( -a)10 - ( -a•)• + [( -a)1]5 -[( -a)1]1 = a10 - ( + a10) + ( + a10) - ( + a10) = 0

Schließlich unterscheide man (amr von a<m•>, wobei im zweiten Falle die Klammer 
nicht gesetzt zu werden braucht. 

BEISPIEL 6 
Ea ist (3')' = 9' = 6561 ; 

dag egen 3<1•> = 31' = 318 = 43046721 •

6,2,6. Division von Potenzen mit gleichen Grundzahlen 

Es sei a =I= 0. Dann ist 

a„ a·a a·a· ... ·a . (m Faktoren)
a• a·a·a· ... ·a (n Faktoren)" 

Hier sind drei Fälle zu unterscheiden: 
1.Fall: m> n.
Im Zähler stehen mehr Faktoren als im Nenner. Folglich können sämtlichen Fak· 
toren des Nenners gegen n Faktoren des Zählers gekürzt werden, wodurch im Zäh­
ler noch m-n Faktoren übrigbleiben:

1 � = a'"-" für m > n I · 
2.Fall: m = n.

(27 a) 

Im Zähler stehen genauso nele Faktoren wie im Nenner. Folglich lassen sich alle
Faktoren des Zählers gegen alle Faktoren des Nenners kürzen, und es verblei�t:

1 � = 1 für m = n I · 

3.Fall: m < n.

(27h) 

Im Nenner stehen mehr Faktoren als im Zähler. Folglich lassen sich allem Faktoren
des Zählers gegen m Faktoren des Nenners kürzen, eo daß im Nenner noch n -m
Faktoren übrigbleiben:

Ia"' = -1- für m < nI · a• a•-.. . 
(27 c) 
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BEISPIELE
1.( -v)ll : ( - v)' = ( -v)n-• = ( - v)• =-9'

(Htmoeia: Ea ial m + 2 > m - 2 .)

(Ea i8' m -2 < m + 21)

(9:ql)' (6zly1)1 (31)1z1y'·(28)"zl0yl 38·216z28yH 2'y 16y4
· (12:i:111)8

: (8:i:811)• = (21)8-�zly8·28·31zliy' = 37·211zl8y11 
=
3 =-3-

4 12 9 
5. r1' -r'al + .. 

= '

Lösung: Hauptnenner: r11a8. Damit wird

_! _ _!!_ !_ = 48' -12r'a8 + 9r11 = (28' - 3r')I = (28' -3,"
)
2

,11 r' a8 + a8 ,11 a8 ,1• a8 r' a8 

6 __ z'--� +--zl--� =T
· (z + 11)7 (z + y)• (z + 11'1 (z + y)7 

Lösung: Hauptnenner: (z + 11)7• 
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= :i:7 -2:i:'(z + y) + zl(z + 11)•-zly1 = z' -2:i:7 -2:i:'y + z7 + 2:i:'y + zl11'-zly1 = 0�+d �+d

7._l __ q• - 1 _ q1 - 1 = T!/"-' 1/"+1 q"-1 

Lösung: Hauptnenner: </'+' (n + 1 ist der größte der drei Exponenten n + 1, n -1 und
n -3.) 

Erweiterungafaktoren: q8, 1 und q•. Damit wird

1 ql - 1 ql - 1 q8 -(q1 -1) -(q1 -l)ql 1 
</'-· -q"+l -!/"-· 

= 
q"+l = !/"+' 

.

6.2. 7. 'Uberbllek tlber die Potenzgesetze ltlr Potenzen mit glelehen Grundzahlen

Betrachtet man die Potenzgesetze für das Multiplizieren (24), Dividieren (27) und Po­
tenzieren (25) von Potenzen mit gleichen Grundzahlen (wobei für das Divisionsgesetz
hier zunächst nur der Fall m > n ins Auge gefaßt werden soll), so stellt man fest, daß
durch diese Gesetze die Multiplikation zweier Potenzen übergeführt wird in die Addi­
tion der Hochzahlen, die Division in die Subtraktion der Hochzahlen und das Poten­
zieren in die Multiplikation zweier Hochzahlen. Die Reckengeaetze für Potenzen mit
gleichen Grundzahlen führen also das Rechnen mit Potenzen auf die Rechnungsart der
niichstniedrigen Stufe mit den jeweiligen Hochzahlen zurück.

Damit ist auch erklärlich, daß es für die Addition und Subtraktion von Potenzen keine verein­
fachenden Potenzgesetze gibt.
7 Elementarmathematik 
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6.3. Erste Erweiterung des Potenzbegriffes 

o.8.1.Potenzen mit ganzzahligen negativen Hochzahlen 

Die ursprüngliche Definition des Potenzbegriffes (vgl. Abschnitt 5.1.) läßt nur die 
natürlichen Zahlen als Hochzahlen zu. Die Folge de.von ist, daß me.n bei der Division 
von Potenzen mit gleichen Grundzahlen (Abschnitt 5.2.6.) die drei Fälle m> n, m = n 
und m < n voneinander unterscheiden muß. 
Will man erreichen, de.ß für alle Divisionen das gleiche Divisionsgesetz gilt: 

I Potenzen mit gleichen Grundzahlen können dividiert werden, indem me.n die Grund­
zahl mit der Differenz aus der Hochzahl des Dividenden (Zählers) und der des Di­
visors (Nenners) potenziert 

I a'":a" =am-nfür allem und n 1, (27) 

so ergeben sich im Falle m < n negative Hochzahlen und im Falle m = n die Hochzahl
Null. Me.n ist de.her gezwungen, den Potenzbegriff zu erweitern. 
Rechnet man a4: a7 nach der bisherigen Divisionsregel (27c), so ergibt eich 

a4· a7 = _!_ • 
aB • 

Rechnet me.n dieselbe Aufgabe de.gegen nach der erweiterten Divisionsregel (27), so 
erhält man 

Aus dem Vergleich der beiden Ergebnisse erkennt man, de.ß es sinnvoll ist, 

a-• = _!_ aB 
zu definieren. 
Allgemein kommt me.n e.uf ähnliche Weise zur Definition

I a-n = � füralle a ,+, 0 I · (28) 

I Die negative Hochzahl ist nur eine andere Schreibweise für den Kehrwert der Po­
tenz mit positiver Hochzahl. 

Die Bedingung a ,+, 0 ist notwendig, da nioht duroh Null dividiert werden darf. 

BEISPmLE 
1 1 

1.2-1 = 27 = 128
1 1 l 

2· ( -3r' = ( -3)3 = -27 = -27
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3. 10-• = l� = 100
1

000 
= 0,00001 

1 
4. 5 • 10'"6 = 5 • 10

6 = 5 , 0,00001 = 0,00005 

5. _l_ =-1-= :r!' 
:z:-• 1 
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6. Die BrikAe 
1

1

0, ! , !1 , � , :. könmn okm Bruckatrieh mit Hilfe von negativen Ex'f)O· 

nenten wie /olgl geacllrieben werden: 10-1, a-1, b-2, r-•, a • b-•. 

1,,s.2. Die Hoohzahlen Null und Eins 

Wendet man die Verallgemeinerung (27) der Divisionsregel auch auf den Fall gleicher 
Hochzahlen an, so erhält man 

Vergleicht man dieses Ergebnis mit (�1 DJ: 

so gelangt man zu der weiteren Festaetzung 

I a0 = 1 für alle a =!= 0 I · 
I Die nullte Potenz jeder (von Null verschiedenen) Zahl besitzt den Wert Eins. 

Im Abschnitt 5.1. (Formel 17) wurde schließlich noch 

a1 = a 

definiert. Man überzeuge sich selbst von der Zweckmäßigkeit dieser Festsetzung. 

6.8.8. Du Beohnen mit Potenzen mit negativen Hoohzablen 

(29) 

Die in 5.3.1. und 5.3.2. eingeführten Erweiterungen des Potenzbegriffes können natür· 
lieh nur dann sinnvoll sein, wenn man beim Rechnen mit Pote.nzen mit negativen 
Hochzahlen die bisher geltenden Rechengesetze anwenden kann, ohne dabei auf Wider­
sprüche zu stoßen. 
Daß dies der Fall ist, soll an einigen Beispielen gezeigt werden. Nach den Potenz· 
gesetzen ist 

a-m. a-n = a<-m>+(-n) = a-m-n = a-<m+n).

Beseitigt man dagegen die negativen Hochzahlen, so ergibt sich 

a-m. a-n = _!_. _!_ = _l_ = _1 _.
a,• 0,• a• ·a• a•+• 

Die beiden Ergebnisse stimmen überein. 
7• 
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In ähnlicher Weise ergibt sich für (a-"')" nach den .Potenzgesetzen a-'"", wä.hre.ud man 
nach Beseitigung der negativAn Hochzahlen (a-'")" = 

( 
�)" = ( �)• = ! .. erhält. Auch 

hier stimmen beide Ergebnisse überein. a a a 

Man überzeuge sich selbst davon, daß auch die übrigen Potenzgesetze für Potenzen 
mit negativen Hochzahlen Gültigkeit besitzen. Es gilt somit der Satz: 

I Für Potenzen mit negativen Hochzahlen gelten die gleichen Rechengesetze wie für
die Potenzen mit positiven Hochzahlen. 

Insbesondere ist, wenn a und b =I= 0, 

woraus 
1 (i-t" = 

(�)
" 
1

(30) 

folgt. 

I Statt einen Bruch mit einer negativen Hochzahl zu potenzieren, kann man auch
den Kehrwert des Bruches mit der entsprechenden positiven Hochzahl potenzieren. 

BEISPIELE 

1.(zy)-2: (zyJ-1
= (zy)l-2>-H> = (zy)'
-•b•c< 2.Im Ausdruck� Bind die negativen Hochzahlen zu bueitigen.z !I

Lösung: 
_!__ • b• c• a-•b•c• a• b•c• y'

x• y-• = --1-= z• a•x•·-
11 

Faktoren, die mit negativem Exponenten im Z�er (Nenner) eines Bruches atehen, können 
demzufolge mit dem entaprechenden positiven Exponenten in den Nenner (Zähler) gebracht 
werden. 

-2 + -·
3.1 m Bruck z _2 !I 2 Bind die negativen Hochzahlen zu. beaeitigen. . z - !I
Lösung: 

4.[(3z - 4yJ-3]0 = l

l l 
;. + y2 
l l
z2 -y'

y• + z2 
z2 • y• y• + z2 

= y'-z2 =y•-x• 
z•. y• 

24 a• b-• 8 b-< c-• 
5. �: 21a-•b-• aoll ao umgeformt werden, daß im Ergebnia keine Brüche auftreten.

Lösung:
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o.4. Anwendungen der Potenzen 

6.4.1. Schreibweise rationaler Zahlen mit Hilfe von Zehnerpotenzen 
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Sehr große und sehr kleine Zahlen lassen sich mit Hilfe der Potenzschreibweise als 
Zehnerpotenzen recht übersichtlich darstellen. So ist z.B. 

0,00001 = 10-5 

0,0001 = 10-4 

0,001 = 10-3 
0,01 = 10-a 
0,1 = 10-1 

Allgemein gilt: 

1 = 10°. 

100000 = 101 

10000 = 104 
1000 = 103 
100 = 109 

10 = 101 

I 

Ist n eine positive ganze Zahl, so ist 1on diejenige Zahl, die aus einer Eins und n 
nachfolgenden Nullen besteht. Dagegen ist 10-n derjenige echte Dezimalbruch, bei 
dem in der n-ten Stelle nach dem Komma als erate von Null verschiedene Ziffer 
eine Eins folgt. 

Auch alle anderen Zahlen lassen sich mit Hilfe von Zehnerpotenzen darstellen. So ist 
beispielsweise 

300000 = 3 • 100000 = 3 • 105 

und 0,000125 = 125, 10-0 = 1,25 , 10-•. 

Man richtet es bei dieser Darstellungsweise der Zahlen mit Hilfe von Zehnerpotenzen 
meist so ein, daß der auftretende Faktor vor der Zehnerpotenz eine Zahl zwischen 
1 und 10 ist. 

BEISPIELE 

l. Die Lichtguchwindiglceit betriiflt c = 3 , 1010 cm/s. ( A'IUlfahrUch guchrieben w1lrde diue Zahl 
30000000000 cm/s lauten.) 

2. Die Avoo.ADB08Clie Zahl gibt an, da/J in einem Mol einu Stoffu etwa 6,02, 1011 Molek-üle ent-
halten Bind, da8 Bind 602000000000000000000000 Moleküle. 

3. Der Ela41mtiü8modul dlJ8 Eillena betriiflt 2,16 , 108 kp/cm•, da8 Bind 2160000 kp/cm•. 

4.Der Durchme.8aer eines Atomkerne.8 beträf/1 rund 10-u cm, da8 Bind 0,000000000001 om. 

6. Die Maaae einu Protons beträf!t 1,637, 10-u g, da8 Bind 0,000000000000000000000001637 g. 

Diese wenigen Beispiele dürften die Schreibweise großer und kleiner Zahlen mit Hilfe 
von Zehnerpotenzen hinreichend rechtfertigen. 

6,4.2. Schreibweise von Maßeinheiten 

Bei Maßeinheiten verwendet man häufig Potenzen mit negativen Hochzahlen, um 
Brüche zu vermeiden. 
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BEISPIELE 
1.EinAeit der Guchwi11digluit:
EinAeit der Buchlev.nigv:ng:
Eiwit der Dichte:
Eiwit du Heizwertu:

2.1 nm (gelesen: Nanometer)
1 pF (gelesen: Picofarad)
1 dyn = 10-•N.

m ·s-1 
m-r•
g • cm-• 
koal • kg-1 

= 10-9 m = 10-e mm 
= 10-11 F 

6.6. Potenzen von Binomen 

Im Abschnitt 4.2.4. wurden die Formeln 

(a ± b)8 = a• ± 2ab + b8 
und (a ± b)8 = a8 ± 3a2b + 3ab2 ± b3 
für die Quadrate und Kuben von Binomen hergeleitet. 
Für die vierten Potenzen von a + b bzw. a -b erhält man 

(a + b)' = (a + b)8 , (a + b)• = 
= (a8 + 2ab + b8) (aZ + 2ab + b•) 

(a + b)' = a' + 4a8b + 6a2b2 + 4ab3 + b', 
und entsprechend 

Es ist somit 
(a -b)' = a' -4a8b + 6a2b2 - 4ab8 + b'. 

(a ± b}° = 
(a ± b)1 =
(a ± b)1 =

a±b 
a• ± 2ab + b2 

(a ± b)3 = a8 ± 3a1b + 3ab2 ± b8 
(a ± b)' = a' ± 4a8b + 6a2b1 ± 4ab3 + b' usw. 

Vergleicht man die rechten Seiten dieser Zusammenstellung miteinander, so kann man 
folgende Gesetzmäßigkeiten feststellen: 
1.Die .Anzahl der Glieder ist stets um 1 größer als die Hochzahl des Binoms.
2.Jede Entwicklung beginnt mit einer Potenz von a und endet mit einer Potenz von b,
deren Hochzahl mit der Hochzahl des Binoms übereinstimmt.

3.Während die Hochzahlen von a von Glied zu Glied jeweils um 1 abnehmen, wachsen
die Hochzahlen von b im gleichen Maße an.

4.In jedem Glied einer Entwicklung ist die Summe der Hochzahlen von a und b !Jleich
der Hochzahl des Binoms.

5. Zu jedem Glied jeder Entwicklung !Jehört ein bestimmter Zahlenfaktor, ein SO!Jenannter
Binomialkoeffizient.
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6.Die Binomialkoeffizienten aind innerhalb einer Entwicklung aymmetriBch angeordnet;
der erste und der letzte Koeffizient ist stets 1, der zweite bzw. der tJorletzte Koeffizient
· stimmt mit der Hochzahl des Binom, überein.

7.Bei (a + W treten nur posititJe Glieder auf (warum1), während bei (a -b)" die Vor-
zeichen tJon Glied zu Glied wechseln. Daa V oruichen des ersten Gliedes ist stets positiv.

Zur Ermittlung der Binomialkoeffizienten dient folgende Zahlenanordnung, die nach 
dem französischen Mathematiker BLAISE PASCAL (1623 bis 1662) PASCALSchea Dreieck 
genannt wird: 

n=O 1 
n=l 1 1 
n=2 1 2 1 ----
n=3 1 3 3 1 
n=4 1 4 6 4 1 
n=5 1 5 10 10 5 1 
n=6 1 6 Hi 20 15 6 1 
n=7 1 7 21 35 35 21 7 1 
n=8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 
n=9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 
n= 10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 

usw. 
Das PASCALsche Dreiecl• ist symmetrisch aufgebaut. Jede Zeile beginnt und endet 
mit einer 1. Jede Zahl der Anordnung ist gleich der Summe der beiden schräg darüber­
stehenden Zahlen. 

(In der obigen Anordnung ist diee an einigen Stellen duroh K.lam.mem angedeutet: die beiden 
nebeneina.ndentehenden Zahlen l und l ergeben als Summe die darunterstehende Ze.hl 2; ent­
apreohend iat-z.B. l + 2 = 3; 2 + l = 3; 21 + 35 = 56; 56 + 28 = 84; 84 + 36 = 120uew.) 
Mit Hilfe der erwähnten Gesetzmäßigkeiten ist es möglich, Potenzen beliebiger Binome 
ohne langwieriges Ausmultiplizieren zu ermitteln. 
Eine ausführliche Begründung für die Allgemeingültigkeit der festgestellten Gesetz­
mäßigkeiten bei der Bildung der Potenzen von Polynomen kann nicht gegeben we.:den. 
Sie führt weit über den Rahmen dieses Buches hinaus. 

BEISPIELE 

l.(r -a)1 = r' -6r'a + 15r'a' -20,..a.,a + 15r".,. - 6,,. + ,•
2. (2a -3b)' = (2a)' - 4 • (2a)• • 3b + 6, (2a)1 • (3b)1 -4 • 2a • (3b)8 + (3W =
= 16a' -96a8b + 216a1b1 -216ab8 + 8lb' 

In (a + b)" dürfen die beiden Zahlen a und b ohne weiteres miteinander vertauscht 
werden: 

(a + b)" = (b + a)". 
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Vertauscht man dagegen in (a -b)" die beiden Zahlen a und b miteinander, so ist zu 
beachten, daß sich bei ungeraden Hochzahlen das Vorzeichen ändert, denn es ist 

(a - b)" = [(-1) • (b -a)]"

1 (a -b)" = (-1)" • (b -a)" , . 

BEISPIELE 

3.Ea iat (a -b)1 = (b -a)
1 ; dagegen iat (a - b)1 = -(b -a)1 • 

(z - y)8 (z - y)1 4. 
(y - z)• = (z - y)• = z 

-g 

5. (2z - 4y)
1 [2 · (z - 2y)]1 

(2y -z)' (z -2y)' 
21(:i: -2y)1 8 
(z -2 y)' = z - 2 g 

(8u + 8t1)2(3u -3t1)1 81·(u + v)1·31·(u -11)8 · 6· (24u2 -24112)2 = 242 • (u + 11)'(u -11)' = 
3 (u -t1} 

AUFGABEN 
123. Die Übereinstimmung der folgenden AWKlrücke ist zu überprüfen: 

? T ? 
a) ( -3)' = + 81 b) (-2)' = 128 o) ( - 5)8 --31 

d) ( -2)' ..!.. + 41 e)37 ..!.. 71 f) ( -12)11 ..!.. -1211 

g) (z -1)1' ..!.. (1 - z)" h) (-4)1 .!. (+ 3)' i) 2' ..!.. 41 

k) ( - 5)8 • ( - 9)1 ..!. 58 • 91 
124. Folgende Potenzwerte sind zu bereohnen: 

a) { !")' b) 0,017 o) 0,00041 d) 6,31 e) 26 + 3,71 

f) 3 + 2. 71 g) (3 + 2) • 71 h) 3 + (2 • 7)1 i) (3 + 2 • 7)1 k) ( -a)11-• 

125. Die Übereinstimmung der folgenden Ausdrücke ist zu überprüfen: 
e.) 2• + 31 .!, 51 b) 31 + 41 .!, 51 c) 61 -31 .!, 31 

d) 68 -58 -48 ,,;, 31 e)ll1 + 128 + 138 + 141 .!, 208 

126. Berechne 
e.) 51 + 71 b) (5 + 7)1 
e) (-9)1 +( + 6)1 f) (- 9 + 6)1 
i) (-2)1 + (-5)8 + (-7)1 

127. Folgende Ausdrücke sind zusammenzufassen: 
a) 7aa :_ 2a1 + 4a1 + lla8 - 15a1 

c)21:e2 -16y1 -37 zl + 9yl 

o) 141 - 31 d) (14 -3)1 

g) 51 - 31 - 2• h) (5 - 3 - 2)1 

k) [(-2) + (-5) + (-7)]8 

b)4u7 - llu7 - 14u7 + 6u7 

2 8 5 l d)
3
u11I -ITU

1t1 + 
6u

t11 + 
2 u

111 

l 2 1 5 l e) 7
1f
ay•+ 6

3
ay"-5-j-a11a+ 2r2a111-4i·bg 

f) 2az"- 3b"z"+ 7c8z"- 5d'z" 

(31) 



Aufgaben 

1 5 3 1 
g)2 a•b - ,-a•b• + a a•b•- 2a•b• + 6ab• - 14b9 + 2a 

h) l�u•v• - 21.!u211• - 9-!u111• + 17 2u•111 9 5 3 ' 

i) 211a1 - 89b' + 75ea - 62d8 k) 14%7 - 9z' + 12z" - 5z' 

128. Berechne 

105 

a.) z". z' b) a•·a 
f) 1/'-a, yau g) 1!'-•,z;"-• 

o) u .. ,u8 

h) m1,m7 
d)b•. b ... b• 

i)m••,m7 
e) p•,p•-1 

k) , •• t7. ,2-· 

129. Deegl. 

a.) 4z" y8,2 :z:
1y'· 0,5z'y1 

g) (-a)7·(- a)1•·(-a)'-• 

i) (7a' - 3a1 + 5a1)(3a1 - 2a1 + 1) 

5 6 4 b) 
9
a1b2:z: ,

7
a2by•.5

a•btz-. y
• 

d) �m•n•t",2.m n•t1,_!m•n,-
6 8 7 

f)3 :z:1(y -z)1, 51:z:7 (y -z)• • 21:z:3(z - y)• 
2 5 3 4 h> a<-z>•·a <-:z:>10·4:z:&·5

:z:'" 

k)(5zA-1 - 3:z: .. +1119+1 + 4:z:a.-•y3•-1)(3z"+1 -zA-•y2m+1> 
130. Die folgenden Potenzen Bind als Produkt.e zu BOhreiben: 

a.) a•+- b) a11 o)b•-+1 d) c"+I 

f)31 g) 12• h) (a -b)1° i)3z- +2 

131. Bereohne 

e) �+••+u 

k) (-a)101 

a.) 161• 258 ...-:- o) 0,92': 0,23' b) ("
3 
_l )·· ( 

5
3 ). 

d) 0
,
375'. (f r 

e) (1�)',(�)":a•f) [(3�)':(�)}(4)'
g) 

158• 28'. 351 
h) 1478 (-a)•·(-a•) i) (!Y.(!Y.(:rk) 177':59' 

132. Desgl. 

(6ab:z:)1• (l011by)' 
e.
) 
(4ab)•·(311:z:)1·(25by)2 

(
u111•)•, (

"211•)'· (
z'"')' 

c) z'y" z"y" . u•y10 

b) 
(311b)1• (411c)"· (5bc)• 
(2511bc)• · (6abc)" 

d) (: = :r-(:: = ::r (:·= :r 
((m + n)••-•. nu -• ) , m•-••na.-• e) m•-111 • m••-1(m + n)"-•• (m + nr-·
(�)8· (

5z"y")'· (5b'y")" 
f
) 
2a :z:• 3a2b1 • 411• 

1-r• l+r 2r8 
g) -

r"
- + � - -,:. 

i) 
18 2a l 

(a -3)8 + (a - 3)8 :- (a - 3)7 

3• -111-•. b ... 24• 
h) 
58• a•-••. 210• b .. +i. 6• 

a b c . d e 
k) zA+l + zA-1 +z2 

- z"-· + :i -1
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133. Desgl. 

3 -a a8 - a• + 2 a• - 1 2 a• + 1 a) a•-, + a•+l - a•-• 

(135uz3)'. (70118!/8)8 c) 
(27 z' y1)1 • (28 u•112)8 

(21r'a81)8 (7 r8 a2 t1)8 e) 
(6 r'.,. t)8 : (14,.. a• e')' 

[ (6 a
• z• )': (�)•] : (

27 a• z)•g) 5!1' l5ay• 8y 

i (
"" • 6•+1 

)
a· (a" · 62-•

)
• 

) 27c1-u · 45c•-u 

134. Desgl. 

a) (9a' -58a161 + 496'): (3a1 - 446 - 761) 

c) (a-+• - a•): (a' + a) 

b)(z:rr (�tr 
z2-1 d)z•-� 

z' 2z'-z' z•-z"+z• 
f) (1 - z)' + (1 - z)• + (1 -z)• 

II"· (u11)"+r • w' h)(uw)"+-• [(u )"]" 

( 
27 x'y 

)
" -(6"'"")'· -� 

k). 25 z' y• . 
( 
15119 zl !I)' 
4u' 

b) (y8" + zll"): (y" + z") 

d)(zl -3z'y8 + 3z"y8 -y1): (z' - z"y - zy' + y')

e) (p•+1 -p•+i + p' - p•-1 + p•-•)(p'-• + p'-•) 
135. Berechne folgende Potenzen: 

a) (21)1 b) 2<a•> o)(-6•)• d) (z')" 

e)(-!I')' f) (62•)• g) (b•)•• h)(z9+1)2 

i) [( -y)l•-11••.+ 1 k) (z"+ u) .. -• 

136. Deagl. 

a) (a2 b1)1 b) (z' y)1 o) (u"11')" d) (2m2 n1)8 

e) (-3z•,,.,•-1)1 f) (
-3a•

r g) (m
•n'
)
' 

h) (u
3118)1 

568 z'y' (uv)11 

i)(-6a
8b1)1 

k) 
(zy)'" 

(- 4a'b1)5 (z')'. (y•)• 

137. Bei den folgenden Ausdrücken sind die negativen Hochzahlen zu beseitigen: 

a) 2-• b) 3-1 c) 0,2-• d) 2 • 5-• e) 5 • 2-• 

f) (-4,J-1 

138. Deagl. 

e.) (-}r 
f) (1�r

g)-4-a 

b) (-ir
g)c 

17
r 24734 

h) (-4)-' 

c) (:r
h) (�r

i) -4-, k) 0,1-1 

d) (ft1 e) 
( 

1 
r 

-23 

i) 
4-• 

k) (
�
r
m 

T 
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139. Bei den folgenden Ausdrüoken sind die Brüche zu beseitigen (Umformung in Potenzen mit negativen Hoohz&hlen): 

c ) 
1 

b) 
1 

) 
5 a T � c 
1 d) 

ab e) 
a-b 

m 
u• n f) z + y z-y 

g) �-.!.+ 1 z2 z h) 
v• i)

n k) z• - 1 
a-• y• + 2 

140. Die folgenden Ausdrücke sind so zu schreiben, daß nur negative Hochzahlen auftreten: 
1 � 3 a) 
5 b) 5 o)m• d) p e) 

z2 
f) m 
n• g) 

(:
)

" 141. Sohreibe a.1s Bruch: 

m• 
h) 

n i) 
m�• 

1 
k) 
(mn)" 

a) :i;"'-1 b) 3a••-1 o) b•-• d) a•-•b-•• 
e) a-• • (bc)•-• • d�-· f) (a - b)•-• 
g)z-•• + z-•• + z-"'+1 h) 2a-0 + 5a1-"' - 3a•-• 
i) (2a)-u + (5a)-l+• - (3a)•-• k) :r1 + y-1 

142. Forme so um, da.ß keine negativen Hoohz&hlen mehr auftreten: 

a) 3 a-8 • 5 a1 • 2 a-• b) � a•b-•c • � a-•b-1 c• · 
20 
a•b•c-• 

8 25 21 

o) 

e) 

g) 

i) 

35 z8 y-• 22: 14 z-• y-a z4 

3 a-2 b-• 6 a8 z-1 
4 �-· ,,-.• . 5 b-· y• 
a-• b• c-• z" y• z4 
z-1 y-• z-8 

: 
a• b-• c• 

(
z-•y-•

)
"·

(
b-•y-•

)
-• 

a-1 b" z-1a2 

d) 

f) 

h) 

k) 

143. Desgl. 

a) (z-•)• b) (2 :i:2)-1 

e) r a . (b-1)']-• f) (-2-•)• 

.!. m•-111•+21• 
5 

� m1-•n2•+•,c 
15 

12 m•n-• 15m-•b• 
25a-• b" • 16a'n 
m2•-1

11,
1-• ma-•n-•+a 

,•+ 1 ,a• : 
al-• "'I" 

(

v-•z+"
)
'· 

(
z-1y-•

)
-• 

u-• y-• · u• v-• 

o) (- 5z-ai-• 

g) (- 2-•)-• 

i) 
[ (r�• )-•1-•k) [(z-:-�--rr 

144. Berechne 

a) (6 :r• y-• - 2 z-• y-• + 7 z-a y-•) . 5 z-1 y-a 
b) (fa•-2b•-• - f a„ b-h + fa1-•b•+a) ·:O a-•b'" 

o) (3 z-• + 2 z-• - z-•) : z-• 
d) (Sm-•n• - 15m-•n + 7m-• -2m-•n-l): 12m-•n-3 
e) (5yu-i -3y-0 • + 6y-••-•): 15y-01 

d) ((23 z-8)8]0 

h) (- 2-•i-• 
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145.Entwickle folgende Binome
&) (z + y)' b)(z -l)"

d)(3 z -2 y)" e) ( 1 -! b)8 
146.Vereinfa.che

c)(2a-!)" 

&) (9a+3b)
2

9b2 -8la2 b)(qz -pqy)•(z -'P y)" 
(az + ay)•

d)(abz-abyi9-1 

147.Deegl.

e)(au+ av)"' • (bu -b v)•

o)(6u + 3v)
2(12u -Ot·)'

(24u2 - 6 v•J• 

&) (a -z)1 + (z -a)1 
c) (a -z)1 • (z -a)8 • (a -z)8 

b) (a -z)1 -(z -a)1 

d)(a + z)• • (z + a)•
1 l f)2(z-y)"-8·aa·(Z-y)01 · l 2(Y -z)2 

2 l 4 
g) la <P - qJ". 42 (q -P>'. 46 <P-qJ•-• 

h)5(a -b)21-•.1±-(b -a)'-u. �(b -a)21-• 5 3 

i)(15a -27 b)8 + (27b -15a)1 

6. Wurzelrechnung

k)(200:z: -600y)• + (600y -200:z:)'

6.1. Radizieren als erste Umkehrung des Potenzierens

Für die beiden direkten Rechenarten erster und zweiter Stufe, die Addition und die 
Multiplikation, gilt das Kommutativgesetz 

a + b = b + a und a • b = b • a. 

Aus diesem Grunde besitzt jede dieser beiden Rechenartea nur eine Umkehrung. Die 
Umkehrung der Addition ist die Subtraktion, die Umkehrung der Multiplikation ist 
die Division. 
Das Kommutativgesetz gilt aber nicht für die Potenzrechnung, die direkte Rechen­
art dritter Stufe, denn es ist 

a" =!= n•. 

Aus diesem Grunde muß die Potenzrechnung zwei Umkehrungen besitzen. 
Ist aus der Potenzgleichung 

a" = b 



6.1. Radizieren als erste Umkehrung des Poten:,ierens 109 

bei bekanntem n und b � 0 die Grundzahl a zu bestimmen, so nennt man die zugehörige 
Rechenart Wurzelreohnong oder Radizieren1) und schreibt 

mit a und b� 0 

(gelesen: a ist die n-te Wurzel aus b). 
Für nicht negative Werte von a und b drücken demnach die beiden Gleichungen 

an = b und a = y'b 
denselben Sachverhalt aus; sie sind nur nach verschiedenen Zahlen aufgelöst. 
Es gilt somit folgende Definition der Wurzel: 

(32) 

I Die n-te Wurzel aus b � 0 ist diejenige nicht negative Zahl a, deren n-te Potenz b
ergibt. 

In a = Vb nennt man
b den Radikanden, 
n den Wurzelexponenten und 
a die Wurzel oder den Wurzelwert. 

Die hier verwendete Definition des Wurzelbegriffes erlaubt es nicht, Wurzeln aus nega­
tiven Zahlen zu ziehen, denn es wird in (32) gefordert, daß b � 0 sein soll. Desgleichen 
gibt es auch keine negativen Wurzelwerte, da verlangt wird, daß man unter der n-ten 
Wurzel aus b diejeni_gc nicht negative Zahl a verstehen soll, deren n-te Potenz b ergibt. 

Die Besch,ränkung auf positive Wurzelwerte wurde eingeführt, um das Wurzelsymbol zu einem 
eindeutigen Rechenzeichen zu machen. Würde ma.o nämlich diese Einschränkung nicht einführen, 
ao könnte man beispielsweise dem Zeichen V:i zwei Werte zuschreiben, nämlich + 2 und -2, denn 
es ist sowohl ( + 2)2 = 4 als auch ( -2)2 = 4. Für Anfgaben der Art \!i + \,'9 -�16 = ? würde
es da.on eine ganze Reihe verschiedener Lösungsmöglichkeiten geben. 
Da.gegen besitzt die vorliegende Aufgabe auf Grund der Beschränkung auf positive Wurzelwerte 
die eindeutige Lösung . 

V4 + i,'ö -tw = 2 + a -4 = 1 . 
Eine Begründung da.für, da.ß man auch als Radikanden nur positive Zahlen bzw. die Za.hl Null 
zuläßt, wird im Abschnitt 6.4.5. gegeben. 

Aus der Definition der Wurzel folgt für b � 0 

wobei man im Falle {1,!b)" die Klammern auch weglassen darf.

1)ra.dix (lat.) die Wurzel.

(33)
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Bei nicht negativem Radikanden heben eich demnach Potenzieren und Radizieren mit 
dem gleichen Exponenten gegenseitig auf, d. h. 

das Radizieren ist die erste Umkehrung des Potenzierens. 

Hiervon wird bei der Probe für die Richtigkeit einer Aufgabe der Wurzelrechnung Ge­
brauch gemacht. 

Die zweite Umkehrung der Potenzrechnung, die Logarithmenrechnung, wird im Abschnitt 7. 
' beh&ndelt. 

BEISPIELE 

1. f0,0121 

V-125 
V256

= 0,11; denn 68 i8t 0,111 = 0,0121. 
gibt 68 nicht, denn der .Radikand darf laut Definition nicht negativ sein. 

=4; denn ea iaC 4• = 256. 

2.Für a ;;;;; 0 gilt

Vaa. = a•; denn 68 iaC (a•)B = a••. 
= a•; 

3.Die Gleichung v;_;' = a iBI nur für a ;;;;; 0 richtig, weil nur positive .Radikanden zugelassen Bind. 

Dagegen gilt die Gleichung y,ii = 1 a I für -oo < a < + oo • Auf der rechten Seite di88er Glei­
chung ist der Betrag von a zu schreiben, da ala W urulwerte nur nicht negative Zahlen in Frage 
kommen, a aber in di68em Falle ohne weiter68 negativ sein darf. 

Als Verallgemeinerung des Beispiels 3 kann man schreiben 

h 

Va2"=1a[ -oo<a<+oo. (34) 

2 ir:' II 

va = a gilt für a � O; dagegen 

Man darf also nicht leichtfertig gleiche Wurzel- und Potenzexponenten gegeneinander 
,,kürzen"! 
Bei der zweiten Wurzel lii.ßt man gewöhnlich den Wurzelexponenten 2 weg: 

VA =VA. 
Man nennt die zweite Wurzel auch Quadratwurzel, da sie die Lii.nge der Quadratseite 
bei gegebenem Flächeninhalt A angibt. 
Entsprechend liefert die dritte Wurzel, die Kubikwurzel Vv. die Kantenlänge des­
jenigen Würfels, dessen Volumen V beträgt. 



6.2. Rationale und irrationale Zahlen 

Sonderfälle:

1.Es ist stets

denn es gilt für alle n l" = 1.

2.Für alle n > 0 gilt

denn unter der genannten Voraussetzung ist 0" = 0.

3.Ferner ist für b � 0

denn es ist b1 = b.

6.2. Rationale und irrationale Zahlen 

111

(35) 

(36) 

(37) 

Im Abschnitt 4.1.6. wurde gezeigt, daß es sich erforderlich macht, immer umfassendere
Zahlbegriffe zu verwenden, wenn man jede Aufgabe lösen will.
Ausgehend vom Bereich der natürlichen Zahlen, in dem sich jede Additions-, Multi­
plikations-und Potenzrechnungsaufgabe uneingeschränkt lösen läßt, mußte man zum
Bereich der ganzen Zahlen µ.hergehen, wenn man jede Subtraktionsaufgabe lösen
wollte.
Um jede Divisionsaufgabe durchführen zu können, muß man zum Bereich der ratio­
nalen Zahlen übergehen.

I Jede rationale Zahl läßt sich stets als endliche oder als unendliche periodische
Dezimalzahl schreiben. 

Jeder rationalen Zahl entspricht genau ein Punkt auf der Zahlengeraden. Man sagt:
Die rationalen Zahlen liegen auf der Zahlengeraden „in sich dicht"; d. h. zwischen
zwei rationalen Zahlen, und mögen sie noch so dicht beieinanderliegen. gibt es stets
mindestens noch eine weitere rationale Zahl. ( So liegt z.B. zwischen den beiden ratio­
nalen Zahlen a und b als weitere rationale Zahl u. a. die Zahl a ; b . )
Man könnte nun annehmen, daß mit den rationalen Zahlen bereits all� Zahlen erfaßt
sein müßten. Dies ist aber nicht der Fall, denn es lassen sich nicht alle Aufgaben
der Wurzelrechnung im Bereich der rationalen Zahlen lösen. So läßt sich zeigen, daß
beispielsweise schon lf2 keine rationale Zahl sein kann.
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Wäre nämlich lf2 eine rationale Zahl, eo müßte man eie als Quotient zweier ganzer Zahlen 

schreiben können, wobei a und b teilerfremd und * 1 vorauszusetzen sind. Dann ist

a = lf2 • b, 
woraus 
(•) a• = 2b1 

folgt. Dae bedeutet aber, daß a• eine gerade Zahl sein muß. Da jedoch d&e Quadrat einer geraden 
Zahl stets gerade, d&e Quadrat einer ungeraden Zahl stets ungerade ist, 80 folgt daraus, daß auch 
a gerade sein muß, d. h., die Zahl a muß eich als Produkt aue der Zahl 2 und einer anderen Zahl a:. 
daretellen l&BBen: 

a=2·a1• 

Setzt man dies in (•) ein, 80 ergibt eioh 

4a11 = 2b1 

oder b1 = 2af. 

Dies würde jedoch bedeuten, daß b1 und damit auch b gerade sein müBBen. Es würde &lso nicht 
nur a, sondern auch b den Faktor 2 enthalten. Dies widerspricht unseren oben gemachten Vor-
aueaetzungen über a und b, die teilerfremd sein sollten. Daraus folgt, daß eich }'2 nioht als Quo­
tient zweier ganzer Zahlen darstellen lii.ßt und somit auch keine rationale Zahl sein kann. 

Man nennt f2 eine Irrationalzahl, und man definiert ganz allgemein: 
Alle Zahlen, die sich nicht als Quotienten zweier ganzer Zahlen schreiben lassen, 
werden irrationale Zahlen genannt. 

Zu den irrationalen Zahlen gehören neben V2 alle „nicht aufgehenden" Wurzeln, wie z.B. 
}13, "V5, lf6, \f2, l,13, V4 usw. sowie solche Zahlen wie 1t und andere mehr. 
Der Wert einer Irrationalzahl läßt sich nur angenähert als Dezimalzahl angeben, d. h., 
er läßt sich beliebig eng zwischen zwei rationale Zahlen einschließen. So ist z.B. 

usw. 

1 <V2 < 2, denn 
1,4 <V2 < 1.�. 
1,41 <V2 < 1,42, 
1,414 < °V2 < 1,415, 
1,4142 <V2 < 1,4143, ,, 

18 = 1 

1,41 = 1,96 
1,411 = 1,9881 
1,4141 = 1,999396 
1,41421 = 1,99996164 

21 = 4 

1,51 = 2,25 
1;421 = 2,0164 
1,4151 = 2,002225 
1,41432 = 2,00024449 

In der höheren Mathematik wird bewiesen, daß sich alle irrationalen Zahlen als un­
endliche nichtperiodische Dezimalbrüche darstellen lassen. 
Für das praktische Rechnen werden Näherungswerte verwendet: 

°V2 = 1,4142 oder va = 1,7321 usw. 

Erst wenn man alle rationalen und irrationalen Zahlen auf der Zahlengeraden unter­
gebracht hat, entspricht jedem Punkt der Zahlengeraden auch genau eine Zahl. 
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Die Gesamtheit der rationalen und der irrationalen Zahlen wird die Menge der reellen 
Zahlen genannt. 
Ein umfassenderer Zahlenbereich als der der reellen Zahlen wird in diesem Buche nicht 
benötigt. Es ergibt sich damit zunächst folgender Aufbau des Zahlenreiches: 

Rationale Zahlen Irrationale Zahlen 

Ganze Zahlen Brüche 

Positive ganze Zahlen Negative ganze Zahlen 

6.3. Wurzeln als Potenzen mit gobrochenen Exponenten 
(Zweite Erweiterung des Potenzbegriffes) 

Im Abschnitt 5.3. wurde der Potenzbegriff, der ursprünglich nur Sinn hatte, wenn 
die Hochzahl eine natürliche Zahl > 1 war, dadurch erweitert, daß auch Potenzen mit 
negativen Hochzahlen sowie Potenzen mit den Hochzahlen Null bzw. Eins definiert 
wurden. Es zeigte sich, daß die bisher geltenden Potenzgesetze auch für den erweiter­
ten Potenzbegriff angewendet werden durften. 
Es soll nun untersucht werden, ob es sinnvoll ist, auch mit.Potenzen mit gebrochonen 

t s m 2 
Hochzahlen zu rechnen. Solche Potenzen wären beispielsweise 3T, 4""i", 36'·•, an, 5-"'f 
usw. 
Wenn diese vorläufig noch recht undurchsichtigen Potenzen einen Sinn haben sollen, 
dann müssen für sie auch die Potenzgesetze gelten. Es muß also beispielsweise 

( ')
2 1 2 32 = 32· = 31 = 3

sein. 
Nun ist aber andererseits auch 

so daß es nahe liegt, 

zu setzen. 

1 -
32 = ]13 

8 Elemeotarmnthcmatlk 
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In ähnlicher Weise führt der Vergleich von (2rt)' = 21f·• = 273 und (j;273)' = 273 
auf die Beziehung 

2rt = im3. 
Verallgemeinert man diese beiden Beispiele, so kommt man zu einer zweiten Erweite­
rung des PotenzbegriUes, indem man für a � 0 definiert:

(38J 

Dabei stimmt der Zähler der Hochzahl mit der Hochzahl des Radikanden, der 
Nenner der Hochzahl mit dem Wurzelexponenten überein. I 

Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen sind Wurzeln. 

Umgekehrt läßt sich auch jede Wurzel als Potenz mit einem gebrochenen Expo­
nenten schreiben. 

Es läßt sich zeigen, daß alle Potenzi;(esetze auch für diesen erweiterten Potenzbegriff 
gültig bleiben, so daß die durch die Definition (38) getroffene Erweiterung des Potenz­
begriffs sinnvoll ist. 
BEISPIELE 
l. Verwandlung von Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen in Wurzelausdrücke: 

a) 5i = V52 = f/25 b) 16! = yi6 = 2 c) 243°·• = 2431 = V243 �0 3 
_ l l 1 1 1 )0,-

d)q 2 = - = -.- e) :i:-0·" = -= -- f)u•·· = u•, u•·· = u•, vu•
ql. �q J Vx3 

2. Verwandlung von Wurzeln in Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen: 

a))lz2 = :i:l 

l m 
d)--= z "vz- e) va• + b2 = (a' + b'i

Da jede irrationale Zahl beliebig genau durch eine rationale Zahl angenähert werden 
kann, lassen sich auch Potenzen wie av2 oder :r" usw. mit jeder gewünschten Genauig­
keit berechnen. 

6.4. Wurzelgesetze 

Für die Wurzelrechnung sind keine neuen Rechengesetze erforderlich, weil sich jede Wur­
zel als Potenz mit einer gebrochenen Hochzahl schreiben läßt. Jede Aufgabe der Wurzel­
rechnung läßt sich mit Hilfe der Potenzgesetze lö.�en. 
Da eich jedoch viele Aufgaben der Wurzelrechnung in der Wurzelechreibweiee bequemer dar­
stellen laeeen ale durch Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen, wird im folgenden auch die 
Wurzelechreibweiee der einzelnen Rechengesetze angegeben. 

6,4,1. Addition und Subtraktion von Wurzeln 

Gemä.ß Abschnitt 5.2.1. gilt für Wurzeln: 

I Wur_zeln lassen sich n�r �ann addieren bzw. subtrahier�n, :wenn sie sowohl in ihren 
, Radikanden als auch rn ihren Wurzelexponenten überernst1mmen. 
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Allgemeine Ausdrücke wie z.B. V;;± Vb oder Va2 ± b2 und anderes mehr lassen sich
demnach nicht weiter vereinfachen, es sei denn, daß für die allgemeinen Zahlensym­
bole bestimmte Zahlenwerte gegeben sind. 

BEISPIELE 

1. s-Vd+B·Vd-ll·\ta=2·Vd

2. 4 . v:x + 2 • ifz -3 . \rz -V:x = V:x + V:x
3.a• '(q-b• yq + c• '(q = (a - b + c) • �q
4. Be.achte, daß im allgemeinen ya• ± b• ,J= a ± b und lfä ± lfb ,j= lfa ± b. 1''iir welche Werte von
a und b gilt da8 Gleichheitazeichen? 

5. v3• + 4• + s• = y21 + 64 + 125 = v216 = 6 

6. ysi-ysi= 9-3=6 

6,4,2, Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten 

Nach den Potenzgesetzen gilt für a und b � 0 
1 1 1 
a", b" = (a, b)". 

In Wurzelschreibweise lautet dieses Geset1 

(39) 

IWurzeln mit gleichen Wurzelexponenten können dadurch multipliziert werden, daß 
man das Produkt der Radikanden mit dem gemeinsamen Wurzelexponenten radi­
ziert. 

Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes: 

IDie Wurzel aus einem Produkt läßt sich auch dadurch ziehen, daß man die Wurzel 
aus jedem Faktor zieht und die entstehenden Wurzelwerte miteinander multi­
pliziert. 

BEISPIELE 

1. i,'6. ys. ya = � = y144 = 12 

2. V6 · V3 + 9 · °V6 · va -9 = V(6 · V3 + 9) (6 · V3 -9) = V(6 · yaJ2 -92 = V36 · 3 -81 = 

= v21 = 3 

3. (yä-}'b)Z = (l/ä>2- 2·fa·Vb + (%">2 = a -2·Vab + b 

4. (yu + "(v) (Vii-fv) = u - 11 

s• 
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5.3 · \ll25 -2 · }f2o -3 · y'iso + 6 · J/45 = 7
Lösung: In jedem Radikanden ist eine Quadratzahl als Faktor enthalten. Dadurch lassen 
sich die Wurzeln wie folgt vereinfaohen: 

=3 . y25 • 6 -2. yw -3 • V36 . 5 + a . Vs-5 =
= 3 . 5 · l'5 -2 . 2 · % -3 . a · % + a . 3 . Y5 = 11 • ys ,., 24,5971 

<>. (t,'az -"6Htra + v,i2) = ya1 + va•b• -}ab -\lb3 = a + �<ab)' -f·ab -b 

8. lat ein Faktor mit unter ein Wurzelzeichen zu bringen, ao rechnet man wie im folgenden Beispiel.

V-,; -l� V ( y') X· 1 -z2 = }lz2 · V 1 -z2 = x2 1 -:i;f = y:r:2 -y'
9.Unter dem geo111etriachen Mittel der n Zahlen a1, a,, a1, ••• a. verateht man den AUBdnu:k

"------ffl = ya, ·a2·a.· ... ·a".

Bo iBl daB gwmdriache Mittel der Zahlen 6 und 24 die Zahl � = V144 = 12; daa geo­
metriache Mittel von 12, 45 u71d50dieZahl\'12 .45 · 50 = }'22• 3 · 32 • 5 • 62 • 2 = \'(2 .3 · 5)3 = 30.

6.4.3. Division von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten 

In ähnlicher Weise wie bei der Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Wurzelexpo­
nenten läßt sich herleiten, daß für a und b ;ä;; 0 

(40) 

ist. 

I Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten können durcheinander dividiert werden,
indem man den Quotienten der Radikanden mit dem gemeinsamen Wurzelexpo­
nenten radiziert. 

Oder umgekehrt: 

I Einen Bruch kann man radizieren, indem man Zähler und Nenner für sich radiziert
und die entstehenden Wurzelwerte durcheinander dividiert. 

BEISPIELE 

1.vn , vs = y12 , s = Vii = a
2.ys1 a•b7: V3ab = V(Sl a6b7): (3ab) = }'27 a• b" = 3ab2 • ya
_ VB4 VB4 9 1652 3. yo,84 = 100 = 10 ,., 2w-- = o,91652·-• ,'2]f) f/210 9439 4.vo.21 = v :� = � ,., 

5
• 10 = o,59439 
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Anmerkung: Die Beispiele 3 und 4 zeigen, wie man Wumiln, deren Wumilwerte nicht in 
der Tabelle stehen, duroh geeignetes Umformen doch noch aus der Tabelle entnehmen kann. 
(Vgl. hierzu auch Abachnitt 3.6.1) 

6. (u· fu +" · (v"): (yü' + (v") = u -l!uv +"
-<u·Vu + u·fv">

-u·fv" + II .y;;-< -". yv -" . Vü>
+11·fu+t1·fv 

- ( + t/ • yu + " . y;;) 

11.4.4. Ratlonalmaehen des Nenners 

Um einen Näherungswert für den Bruch� zu erhalten, müßte man die Zahl 1 durch

den Näherungswert 1,41421 dividieren. Man gelangt jedoch wesentlich schneller zum
Ziel, wenn man den Nenner so erweitert, daß man nur noch durch eine ganze Zahl
zu dividieren braucht: 

l l·}/2 112 l 1' --=- = --= -= -· 112"" -. 1,41421 = 0,70711 
y2 112. Jil 2 2 2 

Man nennt dieses Verfahren Rationalmachen des Nenners. 
Steht im Nenner eines Bruches eine n-te Wurzel, so läßt sich dadurch eine Verein­
fachung erreichen, daß man den Bruch so erweitert, daß der Radikand im Nenner 
die n-te Potenz einer Zahl wird. Daraus läßt sich dann die Wurzel ohne weiteres ziehen.
Ganz allgemein ist für das Zahlenrechnen eine irrationale Zahl im Zähler eines Bruches weniger 
unbequem als eine irrationale Zahl im Nenner. Man wird daher stets versuchen, den Nenner 
rational zu machen. 
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Steht im Nenner eine Summe, in der Quadratwurzeln auftreten, so läßt sich der N en­
ner mit Hilfe der dritten binomischen Formel 

(a + b) (a -b) = a2 -b2 
rational machen. 

BEISPIELE 

2 · va2 · l'3 · q/6 + l'3) 2 · l'3 · (V5 + ya) _ , 6
. 115 -va = (115 -va1 ( V5 + vaJ = 2 = 

V15 + a 

7. 

s. 

9. 

va va. (2 . vs + va) 2. Vf5 + a 2 . vi5 + a 

2·vs- va (2·vs- V3H2·V6 + yaJ 20 -a 11 

_a_= 
a(a+Vb) a(a+Vb) 

a -% (a -VbJ · (a + }'b) a• -b

\16 - V2 (\f6 -i,'2) (i,'2 + V6 + l'fö ) 

y2 + }16 -l'fö [(i,'2 + Vä> - Vfö] · [(y2 + \16) + VföJ 

VI2 + Vä6 + yoo -V4 -VI2 -V2Ci 6 + 2 · fi5 -2 -2 · l/6 (2 + Vf5 -V5l . 2 

2 + 2 . VI2 + 6 -10 4 . va -2 4 . ya -2 

(2 + Y15 -vs> (2 · va + 1) 4 · Y3 + 2 + 2 · f45 + vw -2 · Y15 -l/6 
(2·l'3-1J(2·V3+1) 4·3-1 

4·lfä + 2 + 6·VS + Vf5- 2·Vf5-V5 2 + 4.ya + 5·l'5-YI5 
II 

6.4.6. Radizieren von Potenzen

Na.eh Formel (25) ist für a 6 0 
1 ( t )m 

(am)n = a" 
Demnach ist auch für a 6 0 

II 

(41) 

I Es ist gleichgültig, ob man eine nicht negative Zahl zuerst potenziert und dann radi­
ziert oder ob man in der umgekehrten Reihenfolge vorgeht. 

Bei der Anwendung dieses Gesetzes kommt es auf die gegebenen Zahlenwerte an, in 
welcher Reihenfolge man am besten rechnet. 

HEISI'IELE 

1. f12433 = fiw' � a• = 21 

2. V(9x'-12xyi 4y2)0=]1(3x-2y)-·=l3x-2y[' 
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Anmerkung: Der Radikand (3z -2y)2 der :i.weiten Wurzel ist e.ls Quadrat e.uf e.lle Fälle
positiv, so de.ß die Wurzel ohne weiteres gezogen werden de.rf. De. e.ber der Ausdruck 3z -2y
sowohl positiv e.ls e.uch negativ sein ke.nn, ist der Wurzelwert der Que.dre.twurzel in Absolut­
striche zu setzen. (Vgl. hierzu e.uch Formel (34) im Abschnitt 6.1. !) 

3. \'52Iö.ßt eich e.ls Quadrat einer vieletelligen Dezime.lze.hl nur sehr unbequem ermitteln. Be­
achtet me.n de.gegen (41), eo wird die Rechnung sehr einfach: 

S 2 S 
,� V5 = � = v25 ""'2,9240 (lt. Te.belle). 

Für a � 0 folgt schließlich aus der Potenzschreibweise 

die Beziehung 

(42) 

IWurzel-und Potenzexponent dürfen mit der gleichen Zahl multipliziert bzw. durch 
die gleiche Zahl dividiert werden. 

Man nennt diesen Vorgang in Analogie zur Bruchrechnung Erweitern bzw. Kürzen von 
Wurzeln. 

BEISPIELE 

4. i25 = }52 = f6 ::::: 2,2361 . ---. 
V 
8a8b12 = ( 

2a2b' 
)
" 
= 5· 27c'd15 3cd• 

. --
2a2b' b ·v2a

2b 
3cd• = d' 3cd2 

• 
6. VU3 i8I als zwölfte Wurzel zu schreiben. 

An dieser Stelle soll noch eine Begründung dafür gegeben werden, warum bei der Definition des
Wurzelbegriffes die Einschränkung auf nicht negative Radikanden gemacht wurde. 
Würde man nämlich diese Einschränkung fällen le.eeen, so könnte man beispielsweise als Wert von ·--V-64 die Zahl -4 angeben, denn es ist (-4)3 = -64. De.mit wäre dann auch die folgende, 
offensiohtlich zu fe.lsohen Ergebnieeen führende Rechnung möglich: 

·v-·v-·= 11--4 = -64 = (-64)2= t642 = 64 = +4. 
Derartige Trugschlüsse können nicht auftreten, wenn man sich konsequent an die Bedingung hält,
daß nur Wurzeln e.us nicht negativen Zahlen gezogen werden dürfen. 

fl.4.�. Radizieren von Wurzeln 

Aus mit a;? 0 
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folgt (43) 

I Beim Radizieren einer Wurzel darf die Reihenfolge, in der radiziert werden soll, ver­
tauscht werden. 
Jede mehrfache Wurzel kann auch ats eine einfache Wurzel geschrieben werden 
mit einem Wurzelexponenten, der gleich dem Produkt der gegebenen Wurzelexpo­
nenten ist. 

BEISPIELE 

1.V v21 = V v21 = yä""' 1,7321 

·- f� �(.; 2. V9 = V V9 = V 3 ::::, 1,4422 

3.vru� = 'v"u•
4. V3-v3-va= V3·Vv3'·3= 'v3·v3'= 'v3-v3'= vv3•.3·=V:i• 

6.4.7. Wurzeln mit verschiedenen Wurzelexponenten 

Beim Rechnen mit Wurzeln mit verschiedenen Wurzelexponenten ist es meistens am 
vorteilhaftesten, wenn man die Wurzeln als Potenzen mit gebrochenen Exponenten 
schreibt und dann die Potenzgesetze anwendet. 

BEISPIELE 
.. _ .. . ,,!_ ..!. .!..+..!. �..!.!... '""--1.yas. yai = a" ·a"' = a" "'= a '"" = Va"'z+•, 

' V,. V' i,. + [, ,+ rtr -j, [,t 1'f -j, ,+)1 -1,1 )+ .,+. �"
Vgl. Abschnitt 6.4.6., Aufg. 4 ! 

:1. (4. V xy + yzi• + 3. i xy•)l'f:x-y' -2. yxy) = 
I l 1 2 1 ") ( l 1 1 1) 

= ( 4 x• y 2 + x • y 
8 + 3 x • y • · xii y • -2 z • y T = 

7 & a & 1 , u � & 
�· 4xii y• -8zy + z12y -2z• y• + 3x" yii -6z• y• = 

= 4 · 'Vz7 y10 - 8 z y + y · 'yxi -2 y · y:1Fy + 3 y .'f?y -6 y y? y 

6.4.8. Rückblick auf die Wurzelgesetze 
Da jede Wurzel als Potenz mit einer gebrochenen Hochzahl geschrieben werden kann, ließen sich 
sämtliche Wurzelgesetze aus den ihnen entsprechenden Potenzgesetzen gewinnen. Um mit Wur­
zeln rechnen zu können, würde es daher genügen, wenn man die Potenzgesetze genau kennt. 
Man verwendet jedoch beim Rechnen mit Wurzeln sowohl die Schreibweise als Potenz mit ge­
brochener Hochzahl als auch die Wurzelform, wobei es ganz von der Aufgabe und von den ge-
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gebenen Zahlenwerten abhängt, welche der beiden Formen zweckmäßiger ist. Wer Aufgaben der 
Wurze�hnung schnell und sicher lösen will, der muß mit der einen Schreibweise genau so sicher 
umzugehen wissen wie mit der anderen. Es wird daher empfohlen, beim Üben eine Anzahl der 
Aufgaben sowohl mit Hilfe der Wurzelschreibweise als auch mit Hilfe der Potenzschreibweise 
zu läsen und die ErgebniBBe auf ihre Übereinstimmung hin zu überprüfen. 

AUFGABEN 

148. Es ist anzugeben, für welche z-Werte die folgenden Wurzeln existieren: 

a) Vz b) Vz8 c)y;:• d)Vz
e) vx2 f) \/z2 

g)v1 -Z h)ycz -y)2 

o Vz - , 
2 

k>va• - z• 

149. Es ist nachzuprüfen, ob die folgenden Wurzelwerte stimmen: 
• 

1 fi'i""",o, ? a) Voül76 .:a + 224 b) r0,121 - +0,11 
4 9 8 '? 

dJ v20136.;. +12 e> V-4096= +4 
--- . ---'

g) V Ca+ b)'.;. + (a+b)' h)V66,2596 - + 8,14 

k> V-0,08 .: -0.2 

150. Desgl. 

",,-, c)v0,001 = + 0,1 

f) f6562 .!, +3 

i)V 132 651 .!. ± 51

n>V-161051 .!.. -11 �� 
? 

�J-ii 
T 

b) y-78125= +5 c) ya"•=a• 

d) Va' -b' l a -b �,-. e>v 220000 ! +410 ri V9 + 16 .!. 3 + 4 = 1 
g) r65..;. -0,40207 h)�0,0016:z:u ! + 0,2 z• 

/ ___ ,i) \ 100. -36 - + (10 -6) = + 4 
·---? 

kJ V z1 + r = + <z + ,>
151. Die folgenden Wurzeln sind soweit wie möglich zu vereinfachen: 

ß) l'64 b) y=-I c) VM d) v21•e) �64 
f) V<uv)1 g)Va + b

1 
h) v125z• i) v1 - z• k)V<8a8b8)1 

152. Deegl. 

a) i/�b11c8 b) V<l -z)• c) Vcu -8)3 d)i/16a•b8cl1 

e) (7 • Va -b)2 + (5 • V b -c)1 + (4 • V c -a)1 - (3 • V b -c)1 
r> s . v36 -8 . VM + 1 . v121 - 9 . VM
gJ s . �w -io . \tsi -9. VM + 8 . \!24a
hJ (2. VW>' -(10-v2>' + (4. vw>"
i) V-f + 

V {
-
V2!6+ �

+
'v-

1 

153. Folgende Wurzeln sind als Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen zu schreiben: 

aj� �� tj� �� �� 

f) \'b3 g) yzi h) Vz1 i) Va + b k)vz1 -11' 
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154. Desgl. 

a) W,
e) ·-� , 

i) VP'(q - r)• 

155. Desgl. 

b) 
l
� c) hi: + y)B 

f) •-V(m -=-3n)"•-• g) }m• + n•·����� 
k) Vz"y"z'lu"v1'w16 

V. ;.g) -
y' 

c) 

h) 

1 

t9 
a'" 

Yb" 

d)
1 

Vx- Y 

i)VU6 --.=--
Vv<

•.-
d)m•]lp' 

h) 6 · 1f4a'b0c• 

e) 
1 

V(l -x)' 

k) 
3 

Vz· ty2
156. Die folgenden Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen sollen als Wurzeln geschrieben werden: 

1 .!. _.!_ 
a) 4• b)x• c) a •
• ,.!. _..!.. 

f) y --. g)z • h) (m-n) . 
157. Desgl . 

• -.!. 11 

a) aT b)b • c)e•
f) x'·· g)y-2.1 h)zl,C 

158. Berechne die folgenden Zahlenwerte: 

a) 2°·• b) 16···· c) (!r·
f) 1024-o,l g) 1296·0·" h) 274,625{ 

159. Vereinfache 

2 
d)b·c -.-
i) a-o.rt 

_.,_.:_ 
d)d -. 

i)u-U,'76 

d) 0,3438 

i) 7,842„

e) (bc)-' 

k) a · b'·" 

e) e0•04 

k) v-0·'" 

e) 256°·"' 

k) 0,5610011•6 

a) 7 • lf2 -13 · lf2 + lf2 + 12 · lf2 b) f · jra --�-· \!ä + {--· \!ä -l; j;ä

o> o,7. \t5li -1: 3,1 • V5b -o,4. \!öb + 6,2. Vati -2,3 . v5b
d) 4. V2 -5 • V3 + 2 • V2 + vs + 4. va - 3 . V2 -11 + s 
e> 3 • 1'5 + yo -2 • V7 + 2 • Vö -3 - 4 • Vö + 2 • P�, . v� r>vä -yä g>Va• - b• h> 225 

+ 1 

i> v 12• - 1os - s• k>yxo + 2a • t'z• -4b. yx, + c. vx·
160. Deagl. 

e.) V3. yI2 b) lf48. j;a6 

d) \!a. \!Is e) l'fi. yag
g) V4a'b · bsa•b• · y3ä
i)Voouv•w. V576u•vw'. V12v•w 

c) 

f) 

h) 

k) 

Vf.5. lfl25 
fx· l'2x 

yayz · }16xy • vax. ·-Va"-+-2 •Va"+'
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161.Desgl.

a.) 3 , V125 -2 • lf20 -3 , lll80 + 6 , }'46 
b)}'720 - 2 · l-'242 + VS -a. ya20 + 5. }172 + a. \f162 -4 · lf605
o>(s • lt2 -2. yis + ti. VW -2 • Vösl. 2 • \!2
d) (Jt2 + 3 • \13) (3 Jt2 + 4, \13)

e)(y,i + J!b) (y,i -Jlb) 
g)(3 l'6 -2 }15)1 

i)�2 + }16 -\!54 + \l2oo -\tös6

f)(2 Jt2 - 3 \f3 + 5 yti) , 3 y!i
h>V 2+p . V 2 -va

k) 15. b029 -s ym -u . \!Mä + 5 ya63 + 4. \ti92 -2 y1s15
102. Berechne

a.> (% + p)' + (l'5 -p)' b)(V 9 + 4 lf2 + V 9 -4 lf2}
2 

o>VV23 + v,. VJ/23-v, + V5V2 + 7. V5l12-1
d)( lt2 -\13 +vs + yis + 3 VI-vo.s) · lt2
o)V4a' -461 + V(a + b)1 - 5 V<a + b) (a -b) + V9 (a' - b1

) -V<a -b)1 
f)v9 + yi7. v9 -yi7 g)(2 + va)· _ (2 _ pi2 

h)(Vo + \iä + �)(Va -\,12) i)(t'w -2 • Ve)(2 • \f2 -3 • tii)
k)(v, + vrr + Vi3) (y, + vrr -Vi3) (v, -vrr + Yi3' (VlT + Vi3 -v,)

123 

163. Bei den folgenden Aufga.ben ist der vor der Wurzel stehende Fa.ktor mit unter die Wurzel 
zu bringen: 

a.) z • 11Y b) 4 • \f3 o)3a,\rz d)zy, Vz e)2 m· V,n.

f)Z• V� g) _!_. \!öY y

i)(yrr + y2). vvrr - 2 • lt2 k)-- · u + v V u• -u8 v 
u u2 + 2uv + v• 

164.Berechne

a.> y141: \13 bl Vill= Vi'f o)yöo: yfEi d)yi20: vs
e) Vf=�
h>tze = tzi i) V a•+•: V a•-• 



124 6.Wurzelrechnung

165. Deegl.

a)(10 y4ä - 6 V27 + 4 Jfi2) : \13

g)(� - }'iiibi) : ya'b" 
r>(Vii1i + a Vb + b Val : va
h) (zy" -y): yY

i)(3:i; , {z _ o 4 V 
3 + _!_ 1 fü) = ±. 1 jäy 

2 VY ' zy 3 VT 15Vfi 
k)(ita2b+

3
�• � - :: �): :5a:. v�� 

166. Berechne 

Va+ z 
o) . Va2 + :z:2 Va• -z1
e)(m - n) : (}'m -'(n)

g)(t36z"-\fö"yi):(\!6i-�3y)
f) (4 -a) : (2 + va>

h)(a + b) : (\iä + 'yb) i) (4m - 7n): (lf4m -\'7,i)
k)(12z" - 9::r: }'z°y + 20y Vzy -8::r: yY + 6y llz -15y1): (4 l'z -3 yY) 

167. Bei den folgenden Brüchen ist der Nenner rational zu machen: 
7 2 5 1 

a) 
3 lf7 b

) lf2 c) l'f2 d) lf3

f); g) 
Vi 

h) Vi i)20 · Vi 
168. Deegl. 

1 
b) _a_ c)3

::r:2 
a)-
}lz \tai Yii
1 

f) 
4 + 2\'3 8 -12 \15

e)- -
l'2 

i) Vi f y•-4 
1-\,'2 

i)4a
2 - 2562 k) 7m - 3n h)- -

v2a + 5b Vs V7m+3n 

e)- -\15
k) _
5
_. 1/!o Vif
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169. Desgl. 

l 
a)- -- ­
ya + 2 

6 e)�--
lf5+VS
7ll2+2fß 

h)-=------c=-
7 va + a v10 

170.Desgl.

,1 /! +_! va

b) 

f) 

i) 

l 9 

V7 -l/6 
c) -----
2lf3 -3 

cl)��. 
1 -3];, 

14 
g)1

15 + va
ffö- V3 J/5- ]13 

4lfl4- 7V3 k) Vs+
2l'6 

4yä-3Y, V 5 -2vs

V2 + Ili z ai IT 5 

3V5+ 5N 
b) va-1/i c) 

Vz+y-Vy 

l- l'2+yä 1 4 + 2ffö 
d)---- -
V2+l'3+li5 

e)
1+}'2- yä

f)
V2 + va-vs

g)
2

}13-J/5 + Vi2 
i) l 
2 + J/2 + va + lf6 

171. Berechne 

a)(J/5)'

f)lfm'ny8-
1

b)(�)8
• 1 

g)va•b•c•

h) 

k) 

1 

ffö - Vi6 + lfl4 -Vfil 

2 + li6 
2}'2+ 2V3- yä-2 

o) (\fb)'
h)\ti-·

d)(\ty)'''="iJ vr'a6t8 

172.Der Wurzelexponent ist soweit wie möglich zu erniedrigen: 

a)\iis b)yi6 o)yi6 d) 
1
\,si

f)1125 g)yi29 h) �1296 i) 
1
t6561

173.Desgl.

a)v25s• 

ri 'v125• 

174. Desgl.

a)}'ai ·---
e)V 16m"n' 

b) y409s•

g)VI,44' 

15,-
b)vz2U 

c) }2161 

hJ yo,018 

dJ y1oos 

i) 'V12s• 

g)·v v• 

e) Vziyä" 

k)Vabc-• 

tnr-
e)V64
k) 'v•5625 

e) y4gs 
k) 
2
V59049,

m+2--
h) vu•m+lU 

125 
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175. Erweitere den Wurzelexponenten auf die Zahl, die neben der Aufgabe in Klammern steht: 

a) fu (6) _b) \!v2 (12) c) V x"y (8) d) ya•b•c• (21) 

e) ya + b (20) f) }rkz (4) g) �a2b3 - c (18) 

h>Vx - y <4> i) Vmn• (13) k) �a• -b• (18)

176.Beseitige die Doppelwurzeln: 

a)� b)� c) Vv 32 

f) v�p,.,,.
d) vi,;-

e) 
1
V("it;:::;u,;:::_::::::;:3u:::;•=v=+::; 3;:::u=v:;:• =_=;;118 g) v� m•n• 

h) Vta1b•c• k) v� zlyl0zl6 

177. Berechne

a) 
1
}'6561 b) 

1
�262144 c) V12os 

d) Vf·V�· Vi 

g) V m• Vm Vm•Vm• 

i) �·V Vu< · 'i,u. · \!u3

h) Va. Va•. va : Va . Va•. y;z
V ze . \i? V z• • lrz1

k)- :---

178. Desgl. 

a) V2 · \!i b) �5· V2 

f) \tfö : V2 g) 1,13 : 112
179. Desgl. 

V z• · l'z4 V z7 • Vz

1/M ifs k>Vw' V5 

a) \/xi• Vz b) � · yuv' ·'1!uv• c)tr,n.. ym•n•. yn"

d) 
\12 · 1,13 · V2 

c) (syio -2 • � + v'25) · \r2 f) (112 + VaH� -yä)
V2. \lä

g) (4vs + 6. i,'2), V2 h> (211
112 + 4. Y4 -6. lm), 2. V2

,'I5.1rg • 
i) 
v:�v

o
k) (}'2- l)·V5lf2+ 7 



7. 

7.1. 

7.1.1. 

7.1. Logarithmieren als zweite Umkehrung des Potenzierens 

Logarithmenrechnung 

Logarithmieren als zweite Umkehrung des Potenzierens 

Begrlffserklilrungen 

Ist aus der Potenzgleichung 

a• = b 
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bei bekannter Grundzahl a und bekanntem Potenzwert b die Hochzahl n zu bestim­
men, so nennt man die zugehörige Rechenart Logarithmenrechnungl) oder Logarith· 
mieren und schreibt 

(gelesen: n ist der Logarithmus von b zur Basis a). 

Folgerung: 

I Der Logarithmus ist eine Hochzahl. 

In n = log. b nennt man 

a die Grundzahl oder die Basis des Logarithmus, 
b den Numerus3) und 
n den Logarithmus. 

(44) 

Das Zeichen log ist das Rechensymbol, das angibt, welche Rechenart ausgeführt wer­
den soll. Es ist beispielsweise vergleichbar mit dem Wurzelzeichen der Wurzelrechnung. 
Mit diesen neuen Begriffen kann die Definition des Logarithmus genauer formuliert 
werden: 

IDer Logarithmus einer Zahl b zur Basis a ist diejenige Hochzahl, niit der die Basis 
a zu potenzieren ist, wenn man den Numerus b erhalten will. 

Die beiden Gleichungen 

a• = b und n = log.b 

drücken demnach denselben Sachverhalt aus; sie sind nur nach verschiedenen Zahlen 
aufgelöst. 

1) logos (griech.) Vernunft, richtige Beziehung; arithmos (griech.) Zahl. Der Logarithmus ist dem­
nach die Zahl, die zwischen Basis und Potenzwert die richtige Beziehung herstellt.
1) In der älteren Literatur findet man für den Logarithmus von b zur Basis a meist das Zeichen
"log b. Inzwischen wurde die den internationalen Gepflogenheiten entsprechende Schreibweise
log. b durch TGL 0-1302 für verbindlich erklärt.
3) Eigentlich: ,,numerus Iogarithmandus" (lat.), die zu logarithmierende Zahl.
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Aus diesem Zusammenhang zwischen Potenz-und Logarithmenrechnung folgen die 
beiden wichtigen Beziehungen 

I alo11ob = log.(al1 = b I · (15) 

Logarithmieren und Potenzieren mit den gleichen Grundzahlen heben sich gegenseitig 
auf, d.h., 
das Logarithmieren ist die zweite Umkehrung des Potenzierens. 

Hiervon wird Gebrauch gemacht, wenn die Richtigkeit eines ermittelten Logarithmus 
überprüft werden soll. 

BEISPIELE 

1.log6625 = 4,
1 2. log80,5 = -3,

3.logo,25 = -1 ,

1 4.log10010 = 2,

5.log.(k2) = 2,

6.log 1 (k2) = -2,-. 
Sonderfälle: 

Aus a1 = a folgt 

tknn 51 = 625 . 

1 
100} = lflOO = 10.

( 
1 
)
-· 

k = k•.

I log.a = 1 I· 
I Der Logarithmus der Basis ist stets Eins. 

Aus a0 = 1 folgt 

l 1og.l= O I· 
I Der Logarithmus von Eins ist bei jeder Basis gleich Null. 

(46) 

(47) 

Da es im Endlichen keine Hochzahl n gibt, für die a" = 0 ist, ist log.O nicht erklärt.
Anmerkung: Als Basis eines Logarithmus ist jede von Null und Eins verschiedene poaitive Zahl 
geeignet. 
Da jede Potenz einer positiven Grundzahl wieder positiv ist, gibt es keine Logarithmen von 
negativen Zahlen. 
Aber beachte: Es gibt negative Logarithmen. (Vgl. Beispiele 2, 3 und 61) 
Es sei noch einmal der Zusammenhang zwischen den drei Rechenarten dritter Stufe 
herausgestellt: 
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Sind a und b nicht negative Zahlen, so besagen die drei, Gleichungen 

I a• = b I
,/' \. 

I a = Vb 1-1 n = lo�b I 
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alle dasselbe; sie sind nur jeweils nach ei,ner anderen der drei, Grö/Jen a, b und n aufgelöst. 

7,1,2, Logarlthmengesetze 

Es seien x und y zwei beliebige positive Zahlen. Dann lassen sich zu einer gegebenen
Grundzahl a stets zwei Hochzahlen u und v so finden, daß 

x = a" und y = a" 

wird, woraus 

folgt. 
Es ist dann 

u = log0x und v = log.y

Löst man diese Gleichung nach der Hochzahl u + v auf, so erhä.lt man

log,,(x • y) = u + v,
woraus wegen u = log,, x und v = lo� y folgt

l 1og0(x. y) = log,,x + lo�y I· (48) 

I Der Logarithmus eines Produkts stimmt mit der Summe der Logarithmen der ein­
zelnen Faktoren überein. 

Was hier für zwei Faktoren gezeigt wurde, lä.ßt sich auf beliebig viele Faktoren er­
weitern: 

lo� (x1 • x2 • x3 • ••• • x,,) = log,, x, + log,, x2 + log,, x1 + 
+ ··· + log0x.

(49) 

Bildet man statt des Produktes x, y den Quotienten�. so erhä.lt man nach einer
ä.hnlichen Rechnung wie oben y 

l 1og0 f = log0x -log0y I · (50)

I Der Logarithmus eines Bruches stimmt mit der Differenz der Logarithmen des
Zä.hlers und des Nenners überein. 

9 Elementarmathematik 
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Setzt man in (49) :i:1 = :i:s ... :i:1 = ••• - Zn= z, so ergibt sioh 

log.(z") "" log.z + log.z + log. z + ··· + log.z . 
n Summanden 

l log.(:z:n) = n, log,, :z: j . (61) 

I Um den Logarithmus einer Potenz zu bestimmen, kann man den Logarithmus der
Grundzahl mit der Hochzahl multiplizieren. 

l 

Wegen Vz = zn folgt daraus sohließlich für den Logarithmus einer Wurzel: 

' log.�= ,l-· Iog0z I · (62) 

I Um den Logarithmus einer Wurzel zu bestimmen, kann man den Logarithmus des
Radikanden durch den Wurzelexponenten teilen. 

BEISPIELE 
1. M tl H il/e der Logarithmen log1 4 = 2, log1 16 = 4 und log2 64 = 6 aoll /ür jedu Logarilh.men­
gueu ein Beupiel gebildet werden.
a)log1(4 · 16) = log14 + log116 = 2 + 4 = 6 = log164
b)log1(64: 2).= log,64 -log12 = 6 - 1 = 5 = log132
o)log,(48) = 3 .Jog14 = 3 • 2 = 6 = log164

1 1 d)log1yfli .., 2 • log116 = 2 • 4 = 2 = log14 

2. Iog.(:z:y1zl) = log.z + log.(y1) + log.(zl) =
.., log.z + 2 .Jog.y + 5 .Jog.z 

3.log, �·: = log,(p'q') -log,(ra') =

= 2 • log,p + 3 ° log,q - (log, r + 4 • log,•)
W6(16n log,p = l /olge tlaraua acAließlich:
= 2 + 3 ° Iog.q -log,r - 4 ° log,a

fnacA (49)] 
fnacA (51)] 

/nacA (50)] 

fnacA (49) und (51)] 

1 4.log,T = log.1- log.1: = -log,1: (dennlog,l = 0) 

V
a'b·]tc 1 ( l 

3 )5.log, �=a· 2·1og..a+log,b+2-Iog,c-3·1og,d-4.Jog,e flB • veB 

6.log,z + log.y - log.1 14/JI nc1& nu,ammen/aaaen zu log. zy.z 

1 3 a'. V;; 
7. a • log. a + 3 · log. b -r · log. c -2 · log. d = log. �

8.log.(:z:1 + y1) '14/JI nc1& nicM in einulM Logarithmen au/apaUen, da u kein Loganlhmengeadz
/ür den Loganlh.mu a eiMr Summe gibl.

9.log.z + log1z kann zun4ch.al ntcAI zuaammenge/aßl werden, da nc1& die beiden Logarith.men auf 
wrachiedene Baam bezieh.m. 
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7 .2. Die dekadJsohen Logarithmen 

7.2.1, Begrll!eerkllrungen 
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Die Gesamtheit aller Logarithmen zur Basis a nennt man das Logarithmenayatem zur 
Baaia a. Als Basis für ein Logarithmensystem ist jede Zahl a > 0 außer a = 1 geeignet. 
Für logarithmische Berechnungen eignet sich vor allem das dekadlsehe Logarithmen• 
system (auch dekadiache, Zehner-oder Bruaasache Logarithmen genannt), dessen Basis 
die Zahl 10 ist. 
Für die dekadischen Logarithmen schreibt man nach TGL 0-1302 statt log10xku.rz lgx: 

Es ist dann 

log,0:z; = lgz j. 

lg 1 = lg 10° = 0 
lg 10 = lg lQl = 1 
lg 100 = lg 1()1 = 2 
lg 1000 = lg 108 = 3 
lg 10000 = lg 10' = 4 usw. 

lg 0,1 = lg (l0-1) = - 1 
lg 0,01 = lg (l0-8) = - 2 
lg 0,001 = lg (10-8) = - 3 

(53) 

lg 0,0001 = lg (10-•) = -4 usw. 

Aus dieser kur.llen Zusammenstellung spezieller dekadischer Logarithmen erkennt.man: 

Die dekadischen Logarithmen der Zehnerpotenzen sind ganze Zahlen. Die deka­
dischen Logarithmen der Zahlen zwischen 1 und 10 liegen zwischen Null und Eins. 
Die dekadischen Logarithmen der echten Dezimalbrüche sind negativ. Die deka­
dischen Logarithmen der in der obigen Zusammenstellung nicht aufgeführten Nu­
meri zwischen 0,0001 und 10000 müssen zwischen den Werten - 4 und+ 4 liegen. 

Die meisten dekadischen Logarithmen sind irrationale Zahlen, die man im allgemeinen 
als gerundete Dezimalzahlen schreibt. 
Die besondere Bedeutung der dekadischen Logarithmen beruht auf folgenden Eigen­
schtAnen: 
Kennt man die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10, so lassen sich daraus die Log­
arithmen aller anderen Zahlen leicht ermitteln. So folgt beispielsweise aus vw = 10• ... 10°,11111 ... 2,1544. 
daß 

lg 2,15H = 0,33333 
ist. 
Nach den Logarithmengesetzen ergibt sich daraus 

lg 21,544 = lg (10, 2,1544) = lg 10 + lg 2,1544 = 1 + 0,33333 = 
= 1,33333 

lg 215,44 = lg (100, 2,1544) = lg 100 + lg 2,1544 = 2 + 0,33333 = 
= 2,33333 

lg 2154,4 = lg (1000, 2,1544) = Jg 1000 + Jg :!,1544 = 3 + 0,33333 = 
= 3,33333 usw. 
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Entsprechend erhält man 
21644 lg 0,21544 = lg � = lg 2,1544 -lg 10 = 0,33333 - 1 
21644 lg 0,021544 = lg '100 = lg 2,1544 -lg 100 = 0,33333 - 2 
21644 lg 0,0021544 = lg iooo = lg 2,1544 -lg 1000 = 0,33333 - 3 usw. 

In den letztei;i. drei BeiRpielen hätte man die Differenzen 0,33333 - 1 , 0,33333 - 2 und 
0,33333 - 3 noch umrechnen können in -0,66667, -1,66667 und -2,66667. Das 
wäre jedoch sehr unvorteilhaft, denn es ist aus den angeführten Beispielen zu erkennen, 
daß für die gleiche Ziffernfolge 2-1-5-4--4 im Numerus unabhängig von der Komma­
stellung immer wieder die Ziffernfolge 3--3--� im Logarithmus erscheint. 
Es läßt sich allgemein zeigen, daß der dekadische Logarithmus folgende Eigenschaften 
besitzt: 
1.Jerler dekadische Logarithmus besteht aus zwei Teilen: einer positiven oder negativen
ganzen Zahl, r1er Kennziffer, sowie einem aus einer Jr.rationalzahl durch Runden ent­
standenen echten Dezimalbruch, der Mantlsse1).

2.Numeri mit der gleichen ZiUern/olge besitzen unabhängig von der Kommastellung die­
aelbe Mantisse.

3.Ist der Numerus ;,;; 1, so ist die zugehörige KennziUer eine positive ganze Zahl oder
Null.

4.Ist der Numerus ein echter Dezimalbruch, so ist die zugehörige KennziUer eine negative
ganze Zahl.

Für die Bestimmung der KennziUer gilt folgende einfache Regel: 

I Die Kennziffer eines dekadischen Logarithmus stimmt mit der Hochzahl des Stellen­
wertes der ersten von Null verschiedenen Ziffer des Numerus überein. 

BEISPIELE 

l.lg 7259 hat die Kennziffer 3, da die erate geltende Ziffer, die 7, den Stellenwert 10" beaitzt.
(7259 = 7 • 10" + 2 • 101 + 5 • 101 + 9 • 10°) 

2.lg 46203405 hat die Kennziffer 7, da die 4 den Stellenwert 107 beaitzt.

3.lg 0,024315 hat die Kennziffer -2. da die erAte von Null verschiedene Ziffer, die 2, den Stellen­
wert 10-1 beaitzt.

4.lg 0,000007251 hat die Kennziffer -6 ,
lg 7 352026869 hat die Kennziffer 9,
lg 2,000004061 hat die Kennziffer O.

·1.2.2.

7.2.2.1. 

Die Logarlthmeotarel 

Die Einrichtung der Logarlthmentarel 

Da sich die Kennziffern der dekadischen Logarithmen leicht ermitteln lassen, enthal­
ten die „Logarithmentafeln" im allgemeinen keine Logarithmen, sondern nur die 
Mantissen. 

1)mantissa (lat.) das Bleibende.
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Den folgenden Beispielen wurde das Tafelwerk ,,FünfBtellige Logarithmen und andere malhemati6clae
Tafeln", bearbeitet von Dr. FBrrzMÜLLEB, erschienen im VEBFachbuchverlag, zugrunde gelegt.
Die fünfstelligen Te.fein enthalten die Mantissen aller vierziffrigen Numeri auf fünf 
Stellen genau. Die ersten drei Ziffern des Numerus findet man in der äußersten linken 
und der äußersten rechten Spalte, während die vierte Ziffer des Numerus in der obersten 
bzw. untersten Zeile jeder Seite aufzusuchen ist. Von der Mantisse sind im allgemeinen 
nur die letzten drei Ziffern aufgeführt. De. die ersten beiden Ziffern der Mantisse für 
mehrere Zeilen gleich lauten, sind sie der besseren Übersicht wegen nur einmal e.m 
Anfang der Zeile gedruckt, in der sie erstmalig auftreten. 
Ein Stern (*) vor den letzten drei Ziffern einer Mantisse deutet de.rauf hin, daß als 
erste und zweite Ziffer der Mantisse nicht mehr diejenigen Ziffern niederzuschreiben 
sind, die noch für den Anfang der Zeile galten, sondern bereits die beiden Ziffern, die 
am Anfang der nächsten Zeile stehen. 

BEISPIBLE 
1.Ziffernfolge Mantisse 2. Mantisse I ZiOemfolge tk.s N umerua de8 NumeM/,8 

5--9-3-7 77357 84466 6-9-9-3
l� 00346 93435 8--5-9-7
4-3---0-2 63367 46240 2-9--0--0
5--0-1-1 69992 64777 4--4--4--4
5--0-1-2 70001 56003 3--6--3--1 
6-1� 79000 35005 2-2--3--9 
( In den letzten Beiapielen jeder ,fofgabe Bind die Sterne t:or den M anliuen zu beachten/) 

Es sei noch auf die Tafel der natürlichen Werte und der Logarithmen häufig gebrauchur 
Zahlen (Seite 1 bis 2) hingewiesen, mit deren Hilfe sich manche Rechnung abkürzen 
läßt. 

7.2.2.2. Du Aufsuchen der Logarithmen 

Wenn der Logarithmus einer Zahl bestimmt werden so!l, schreibt man zweckmäßiger­
weise erst die Kennziffer nieder und setzt dann die Ziffernfolge der dem Numerus ent­
sprechenden Mantisse de.zu. 

BEISPIELE 
1.lg27,35 = ! KennziOer: l Manti&,e: 43696
lg27,35 = 1,43696

2.lg0,5847 = ? KennziOer: - 1 Mantia�: 76�93
lg0,5847 = 0,76693 - l

3. lg7945000 = 6,90009 (Stun beaditenl)
4.lg65170 = 4,81405
5.lg0,000012 = 0,07918 - 5
6. lgl,446 = 0,16017
7. lg0,001518 = 0,18127 - 3
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7.2.2.8. Du Aufluchen de11 Numerus 

Wenn zu einem gegebenen Logarithmus der zugehörige Numerus bestimmt werden 
soll, ermittelt man aus der MantiBBe zunächst die Zifjernfolge du Numerus und legt 
dann die Kommastellung mit Hilfe der Kennziffer fest. 

BEISPIELE 

1.Welclaen Wm buitd :i:, wnn lg:i: = 3,111646 iat1
Lösung: Zur Ma.ntillse 19646 gehört die Ziffernfolge 1-5-7-2 für den Numerus. Die Kenn­
ziffer ist 3, folglioh ist :i: = 1572 .

2.Dtl8(Jl, /6,r lg :i: = 0,64028 -4.
Lösung: Zur Ma.ntiue 64028 gehört die Ziffernfolge � für den Numerus (Stern be­
achten4). Die Kennziffer ist -4, folglich ist :i: = 0,0004368.

3.Jg :i:-= 5,80003 :i: = 631000 
4.lg:i:= 0,81003 :i: = 6,457 (Sltm beadlunlJ 
5.lg z = 0,99078 - 1 :i: = 0,9790 
6.lg :i: = 25,89020 :i: = 7,766 • 1011 

7.lg:i: = 0,70001 -12 :i: = 5,012 • 10-11 

U.2.4.Interpolation 

Die fünfstelligen Logarithmentafeln sind so fein unterteilt, daß auch die Logarithmen 
von fünfziflrigen Numeri mit guter Genauigkeit durch lineare Interpolation gefunden 
werden können. 
Besitzt jedoch ein Numerus mehr als fünf geltende Ziffern, so ist er vor der Bestim­
mung des Logarithmus auf fünf geltende Zi.fjern zu runden. 
Das Verfahren der linearen Interpolation, das bereits im Abschnitt 3.6.8. erwähnt 
wurde, soll an einigen Beispielen vorgeführt werden. 
BEISPIEL 1 

lg 356,27 =? 

Lösung: Die Kennziffer iBt 2. 
In der Logarithmentafel findet man als Naohbarwerte 

Jg 856,20 = 2,63169 und lg 336,30 = 2,55182. 
Die „Tafeldifferenz" (MantiBBendifferenz) ilot demnach D = 13 Einheiten der Jetr;ten Stelle. 
Die zugehörigen Numeri wachsen von 356,20 auf 356,30 um 10 Einheiten der letzten Stelle an. 
Auf 10 Numerus-Einheiten kommen demnach 13 MantiBBen-Einheiten; 
auf 1 Numerus-Einheit kommen demnach 1,3 MantiBBen-Einheiten; 
auf 7 Numerus-Einheiten kommen demnach 7 , 1,3 = 9,1 ""' 9 MantiBBen-Einheiten. 
(7 Einheiten deahaJb, weil sich der gegebene Numerus 356,27 um 7 Einheiten vom in der Ta­
belle stehenden Numerus 356,20 unterscheidet.) Es ist somit 

Jg 356,27 = 2,55169 
+ ll

Jg 356,27 = 2,55178. 
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Ist D die Tafeldifferenz (Mantissendifferenz), d der gesuchte Mantissenzuwaohs und n 
die fünfte Ziffer des Numerus, so erhält man nach einer entsprechenden Überlegung 
die Proportion 

d:D=n:10, 

aus der sioh 
d=..E_,n10 

ergibt. 
Diese Umrechnung kann man sich jedoch ersparen, indem man die „Proportional­
täfelchen" benutzt, die am Rande jeder Seite stehen. In diesen Proportionaltafeln sind 
für die auf der betreffenden Seite auftretenden Tafeldifferenzen für alle n von 1 bis 9 
die zugehörigen d-Werte ausgerechnet. So steht z.B. in der Proportionaltafel für D = 13 · 
neben der 7 der im Beispiel 1 berechnete Wert 9,1. 

BEISPIEL I 
Jg 0,309028914 = t 
Lösung: Der Numerua wird zunächst auf fünf geltende Ziff'ern gerunqet: 

Jg 0,309028914 ::t:: Jg 0,30903 
Kennziffer: - 1 
Benaohbarte Logarithmen: 

Jg 0,30900 = 0,48996 - 1 
Jg 0,30910 = 0,49010 - 1 

Tafeldift'erenz D ""' 14 
Aus der Proportionalt&fel für D = 14 entnimmt man den zur fünften Ziff'er n = 3 gehörenden 
MantiBllenzuwaoha d = 4,2 =:, 4, so daß 

wird. 

Jg 0,30903 -= 0,48996 - 1 
+ 4

Jg 0,30903 = 0,49000 - 1 

Die umgekehrte Aufgabe, zu einem gegebenen Logarithmus den zugehörigen Numerus 
auf fünf Ziffern genau zu bestimmen, löst man entsprechend. 

BEISPIEL 8 
W elc1am Werl buifze :z:, tt'ffln Jg :z: -3,81500? 
Lösung: In der Tabelle findet man die der gegebenen Manti.aae 81500 benachbarten Werte 
81498 und 81805, zu detlen folgende Ziffernfolgen für die Numeri gehören: 6--ö-3-1-0 und 
6-5-3-2-0. 
Tafeldifferenz: D = 7 (Dilferenz zwischen 81498 und 81505) 
Mantiasenzuwacha: d = 2 (Dilferenz zwischen 81498 und 81500) 
In der Proportionalt&fel für D = 7 findet man linka neben dem dem Manti.aaenzuwacha d = 2 
am nächsten liegenden Wert 2,1 die fünfte Ziffern= 3 des Numerua. Somit ist die zur Man­
ti.aae 81500 gehörende Ziffernfolge für den Numerus 6--ö-3-1-3. 
Festlegung des Kommas (Kennziffer ist 3) ergibt 

:z: = 6531,3. 
Der Leser bestimme :z: zur Üb ung auch ohne Benutzung der Proportionaltafeln l 
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BEISPIEL 4 

Man bestimme z aua lg z = 0,40000 - 8 ! 

Lösung: Benachbarte Wert.e sind: 
Me.ntisse: 39985 Numerus: 2-6-1-1-0 

40002 2-6-1-2-0 
Tafeldifterenz: D = 17 (Differenz zwischen 39985 und 40002) 
Mantieeendifferenz: d = 15 (Differenz zwischen 39985 und 40000). 

Daraus folgt n = 9. (Die 16 liegt näher an 16,3 als an 13,6.) 
z = 2,6ll9 • 10-1 

7 .3. Das Rochnon mit dekadischen Logarithmen 

De. durch die Loge.rithmengesetze jede Rechene.rt auf die 11achst niedrigere Stufe zurück­
geführt wird, eignen sich die Logarithmen besonders de.zu, umfangreiche Ze.hlenrech­
nungen zu erleichtern und zu verkürzen. 
Bevor die Anwendung der Logarithmen bei den Grundrechenarten erläutert wird, soll 
an einem Beispiel de.s Prinzip aller logarithmischen Berechnungen ausführlich erläutert 
werden. 

BEISPIEL 

Ea aoll cla8 Produkt z = 3,1479 • 12,3166. 9,43 berechnet werden. 

Lösung: Überschlag: z:::::: 3 • 12 • 10 = 360 
Statt des Produkte z ermittelt man zunäohst den Logarithmus des Produkte. (Statt zu multi­
plizieren, braucht man nur zu addieren.) 

lg z = Jg (3,1479 · 12,3166 • 9,43) = 
= Jg 3,1479 + lg 12,3166 + Jg 9,43 = 
= 0,49802 + 1,09047 + 0,974"51 

Jg z = 2,66300 
Durch den Überg e.ng zum zugehörigen Numerus erhält man das Ergebnis z der gestellten 
Multiplikationsaufgabe: 

z = 366,69 
Das Ergebnis stimmt in der Größenordnung gut mit dem Überschlag überein. 

Es empfiehlt sich, den Rechenge.ng in folgenden Schtjtten durchzuführen: 

1. Schritt: Überschlag. 

2. Schritt: Aufstellen eines Rechenschemas für die logarithmische Berechnung. In dieses 
Scheme. werden sofort die Numeri und die zugehörigen Kennziffern eingetragen 
sowie die vorzunehmenden Rechenopere.tionen vermerkt. 

Nu.m Log 

3,1479 0, + 
12,316 1, + 
9,43 0, + 

z 
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3. Schritt: Eintragen der Mantissen und Ausführen der vorgesehenen Rechenope­
rationen: 

Num Log 

3,1479 0,49802 + 
12,316 1,09047 + 
9,43 0,97461 + 

z= 2,66300 

4. Schritt: Bestimmung des Numerus:,;= 365,59. 
Dieser Wert wird in das Schema eingetragen. 

5. Schritt: Vergleich mit der "Überschlagsrechnung. 

VoraUBBetzung für ein erfolgreiches Rechnen mit Logarithmen ist die sichere Beherr­
schung sämtlicher Logarithmengesetze sowie eine peinliche Sauberkeit und Ordnung 
beim Aufstellen und Ausfüllen der Rechenschemata. 

7.8.1. Logarithmische Berechnung von Produkten 

BEISPIBL 

Man berechne daa Produkt 

:,; = 46,3 · 72,65 • 0,0469 • 0,00328 • 27 ,384 ! 

Lösung: 'Obenichlag: :,; :::::, 4 • 10 • 7 · 10 · 5 • 10-• · 3 · 10-• · 3 · 10 
:,; ""' 1400 · 10-• = 14 

Logarithmisohe Berechnung: 

Num Log 

46,3 1,65610 + 
72,65 1,86124 + 
0,0469 0,67117 - 2 + 
0,00328 0,51587 - 3 + 
27,384 1,43749 + 

:,; = 13,864 6,14187 - 5 = 1,14187 

Das Erg ebnis stimmt gut mit dem 'Obenichlag überein. 

Anmerkungen: 

1. Auch die negativen Kennziffern sind. mit zu addieren! 
2. Der Logarithmus des Ergebnisses 6,14187 - 5 wird umgeformt in 1,14187. 

7.8.2. Logarithmische Bereehnung von Quotienten 

BEISPIEL 1 

M 'berwi de Quot. 378,46 
an ne n Je1lten :,; = 

16,754 1 

Lösung: 'Obenichlag: :,; :::::, 400: 20 = 20 
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Logarithmische Berechnung: 
Num 1 Log 

378,46 

1 

2,67802 
16,764 1,22411 

Z= 22,689 
1 
1,36391 

Gut.e Obereill8timmung mit Oberaohla.g. 

BEISPIEL B 
M buti denn.. . 16,764 l an mme ..i„oljenten z = 378046 
Lösung: Oberaohla.g: z"" 20: 400 = 0,0o 
Logarithmische Bereohnung: 

Num 

16,764 
378,46 

Z= 0,044268 

Log 

:J - 2 
/.22411 
2,57802 

0,64609 - 2 

+ 

+ 

Anmerkung: Wenn der Nenner größer ist als der Zähler, läßt sioh die Subtraktion 
der Logarithmen nicht ohne weiteres ·ausführen. Um negative Mantissen zu vermeiden, 
vergrößert man die Kennziffer des Zählers um so viel, daß sioh die Subtraktion durch­
führen läßt und zieht den vorn hinzugefügten Betrag in Form einer negativen Kenn­
ziffer wieder ab. (Vgl. Beispiel 21) 

BEIBPIBL 8 
JI, bt;rtdl den l"l.,-,· 0,036901 °" 116 ..i ..... tenten z = 0,00076482 l

Lösung: Überaohla.g: z"" � = 50 (Kommaverachiebungl) 

Loge.rith.miaohe Bereohnung: 

Num 

0,036901 
0,00075482 

z = 50,027 

Log 

1 -:J
J(.56704 -Jt+ 
0,87784 - 4 -

0,68920 + l = l ,(.ill920 

Gute Übereinstimmung mit dem Überachlag. 

Anmerkung: Man beachte die Subtraktion der negativen Kennziffern! 
Durch geschickte Anordnung des Rechenschemas lassen sioh all� zusammengesetzte 
Ausdrücke, in denen Produkte und Quotienten auftreten, leicht logarithmisch be­
rechnen. 
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BBIBPIBL, 

.Mflft berecAne :i: = 74,36 • 0,3105 • 93,57 1 6,279 • 0,824 • 12,62 

�.,,___ 7 • 10 • 3 • 10-1 • 101 Lösung: uUt1r11ohlag: :i:"" 
5• 1 • 10 = 42 

LogarithmiBohe Bereolmung: 
Num lag 

1,,36 1,87134 + 
0,3105 o,,9206 - 1 + 
93,57 1,9711' + 
z 3,33464 1) I+ 

5,279 0,72256 + 
0,824 0,91593 - 1 + 
12,62 1,10106 + 
N l,739M1) 1-
:i: = 39,336 1,59500 

Gut.e 'ObereiDBtimmung mit dem 'ObenohlBg. 

7,8,8, Loprlthmlaehe Berechnung von Poten11n 

BEISPIELE 

1. .Man ben!cAne :i: = 6',251 1

Lösung:
Num 
6',25 

:i: = 1,0948 • 10" 

2 . .Man benchne :i: -= 0,0372511 

Löeung: 
Num 
0,03725 

:i: = 1,9284 • 10-• 

lag 

1,80787 
9,03936 

lag I 
0,67113 - 2 1 • 4 
2,28452 - II = 0,28452 - 0 

( 
37,155, 482,39 • 0,04692 

)
' 3· .Man beredane :i: = 485,36, 0,5273 • 3,36'71 1 

139 

1) Da die Zahlenwerte deB Zählen und deB Nennen nicht intereuieren, wurde im Rechenschema 
der Zihler duroh Z, der Nenner durch N angedeut.et. 



140 7.Logarithmemechnung

Lösung: 

Num Log 

37,155 1,57002 
482,39 2,68340 
0,04692 0,67136 - 2 

z 4,92478 - 2 I 
485,36 2,68606 
0,5273 0,72206 - 1 
3,3647 0,52695 

N 3,93507 -1 I 

+ 
+ 
+ 

+ 
+ 
+ 

Br 0,98971 - 1 1 • 6 

I+ 

1-
Z= 0,86748 5,93826 -6 = 0,93826 - 1 

7 .8.4. Logarl&hmlsche Berechnung von Wnrzeln 

BEISPIELE 

1.Man bemmme z =t267,451

Lösung:

Num 

267,45 
z = 6,4429 

Log 

2,42724 : 3 
0,80908 

7-----
2.Man butimme z = VI,3652 • 10-11 ! 

L61ung: 
Num 

l,3652. 10-11 

z = 0,028047 
Log I 

Anmerkung: Da die negative Kennziffer ihrer Bedeutung nach nur eine ganze Zahl 
sein kann, ist sie gegebenenfalls vor der Division durch den Wurzelexponenten so um­
zuformen, daß die Division ganzzahlig aufgeht (vgl. Beispiel 21). 

BEISPIEL 8 

Man berechne z = ( 
7 ,35 • 13,68 • 864,3

)
1 
I 24,59 • 93,35 • 7082,6 
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Löliung: 

Num 1 Log
7,35 0,86629 + 

13,68 1,13609 + 

864,3 2,93666 + 

1 

7 -3 
z 4,93904 + 

24,59 1,39076 + 
93,3f, 1,97011 + 

7082,6 3,85020 + 
N 1 7,21107 

-

Br 0,72797 -3 .2 

(Br)' 1,45594 - 6 :3
:r = 0,030571 0,48531 - 2 

7 .8.6. Logarithmische Berechnung komplizierterer AusdrD.cke 
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Bei technischen Problemen, vor allem in der Wärmelehre, treten häufig Potenzen auf, 
deren Hochzahlen Dezimalbrüche sind. 
BEISPIELE 

I.Man bulimme z = {:!;!)1'' 1

Lösung: 
Num 

35,24 

24,75 

Br 
z = 1,6400 

(

0,00372

)

1,1'7 
2. Man berech ne z = O,Ol 7M 

I 

Lösung: 

Num 

0,00372 

0,01764, 

Br 

(Br)1·m 

z = 0,16775 

Log I 
1,54704

1 

+ 

1,39358 

0,15346 1 . 1,4 

0,21484 

Log I 
0,57054 - 3

1 

+ 

0,24650 - 2 

0,32404 - 1 1 . 1,147 

0,37167 -1,147 

-0,147 + 0,147 

0,22467 - 1 
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Nebenreohnung zur Ermittlung des l'rodukta (Pr) 0,32404, 1,147: 

Num 

0,32404 

1,147 

Pr: 0,37167 

Log 

0,51060 - 1 + 
0,06956 + 
0,57016 - 1 

Anmerkung: Da duroh die Multiplikation der negativen Kennziffer mit der gebroche­
nen Hochzahl ein Dezime.lbruoh entstand, mußte der Logarithmus des Ergebni11Sea 
erst nooh so umgeformt werden, da.13 sioh eine ganzzahlige negative Kennziffer ergab. 
(Vor-und drittletzte Zeile des Rechenschemas der Hauptrechnung.) 

BEISPIEL 8 

Man benchm :,: =

Lösung: 
Num 

16,241 

�276,4 
23,43 

472,51 

23,7' 

�982,3 

N 

Br 

:,; = 0,026999 

16,241 , � , 23,48 

472,51, 23,7', �982,3 

1,21059 ·2 
2,44154 :4 
1,36922 .3 

1 
2,67440 . 2 
1,37475 • 4 
2,99224 :3 

1 

Log 

1 

1 

2,42118 
0,61039 
4,10766 

12 - 5 
lf,13923 

5,34880 
5,49900 
0,99741 

11,84521 

1 6 
.'-29402 -1 
0,43134 - 2 

+ 
+ 

+ 

+ 

+ 
-

: 3 

Wenn in einer Aufgabe Summen oder Differenzen auftreten, die sioh nicht in ein Pro­
dukt umformen lassen, muß die logarithmische Berechnung der Summanden einzeln 
erfolgen. 

BEISPIEL 4 



Lll1ung: 

Aufgaben 

Nwn 

0,09325 
�0,09325 = 0,4634 7 

0,()(M701 
yo,()(M70l = o,06857 

Z = 0,38490 
�0,000973 

z = 1,5407 

Log 

1,96965 - 3
1 
: 3
1 

0,65665 - 1 

1,67219 - 4
1 
: 21 

0,83610 - 2 

1,98811 -5 1 : 5
1
0,58535 - 1 
0,39762 - 1 

0,18773 
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+ 

Anmerkung: Die logarithmische Berechnung der Quadratwurzel ergibt genauer den 
Wert 0,068066. De. aber die dritte Wurzel nur bis zur fünften Stelle hin.ter dem Komme. 
genau angegeben werden kann, muß e.uoh die Quadratwurzel e.uf diese Stellenzahl 
gerundet werden. 

7 .4. Ausblick auf andere Logarlthmensystome 

Alle bisherigen Aufgaben wurden mit Logarithmen zur Basis 10, mit den dekadischen Logarithmen, 
gelöst. Die1e1 Logarithmeruiyatem ist für du praktische Zahlenrechnen de1h&lb be1ondera geeig­
net, weil ma.n für alle Zahlen mit der gleichen Ziffernfolge -UI1&bhii.ngig von der Kommastellung -
denlelben Zahlenwert aus der Logarithmentafel entnehmen kann und ma.n dazu dann nur 
noch die zugehörige Kennziffer fe1tlegen muß. 
LogarithmeDBylteme mit einer von 10 verachiedenen Basis be1itzen diese vorteilhafte Eigen­
aahaft nicht. 
Ea Bei aber darauf hingewie1en, daß sich jede positive Zahl + 1 als Basis für ein Logarithmen­
ayatem eignet, mit dem ma.n dann nach den gleichen Logarithmengesetzen rechnen kann. Ea ist 
nur zu beachten, daß innerhalb einer Rechnung nicht mit Logarithmen aus verachiedenen Log­
lrithmeDByBtemen gerechnet werden darf. Auf die Zusammen.hänge zwischen den verachiedenen 
l:;ogarithmeDByBtemen soll im Rahmen dieBeB Buche1 nicht eingegangen werden. 

AUFGABEN 
180. Die fo)senden Potenzgleichungen Bind in Logarithmengleiohungen umzuwandeln: 

a) 2• - 16 b)({)'= !o)0,2-1 = 25 d) (-5)1 = 25 

e)6-• -_!_ 36 f)a-, = z g) s• = 512 h) z' = 1

i) 0,01• = 0,00000001 k)( -3)-• = - y 

181.Es ist nachzuprüfen, ob die folgenden Logarithmen stimmen: 

log.64 ..!. 3 r • 
log0,10,25 ..!. 2 a) b) log10100-2 c) log1050 .;.1 d) 

' ? e)log0,15 ..:. 1 f)logo,.s-- 4 g)log100,0000001.;,, - 7 
r r r 1 h)log_!_J:1 - - 2 i) log81 11-0,25 k)log,0,7071 - -21 
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182. Die Wurzelgleichungen eind in Loge.rithrnengleichungen umzuwandeln: 

e.) Vii4 = 8 b) v243 = 3 c) �0.001 = 0,1 d) 

e) t,'k= q f) l'ät = b
g) 
�

=
y 

h) V1J' = r i)� =n k) 

183. Bestimme den Wert folgender Loge.ri.thmen: 

e.) log181 b) 
1 

logo,a 64 
c) log100,0001 d) log0,070,004 9 

f)log16 g) 
1 

Iog.4 h) log.0,0625 i) 
1 

log.a 

184. Deegl. 

e.) Iog.2 b)log813 o) log„0,5 d) log1000,l 
f)log. 0,008 g)log8(- 81) h) log273 i) log708,3666 

1 
k)log,, .. 40,001688 

186. Bestimme z e.ua folgenden Gleichungen: 

e.) log1z = 5 b) log,z = 6 c) 
1 

log„z = 
3 

d) 

e) log,0,5 = -1 f) log8z = -2 g)loglz = -0 h) 

i) log,0,000001 = -6 -k) log.a = 1 

186. Deegl. 

·�-
y300020 = ö 

V 
1 
=

, 

a• 

e) log16661 

k) 
1 

log,?' 

e) log, .. 1 

log.25 = 2 

loglz = -0,5 

e.) log1z = 1 b)logo,az = 4 
1 

c) logm1 z = -4 
d)log. 2197 = 3 

1
e)log.a = -1 f) log;,,m

3= X g) z = log, y"; hl log2z = 4 

i) log. 243 "-' 5 

187. Desgl. 

&) X= logpp' 

1 
d)X = log.-.-

ya-
g)lo�l9683 = 9 

k)X = log6 0,0016 

1 
k) z = log. c + log_!_ c . 

b)log4z = 0,5 

e) log8z = -1

1 
h) :r: = log1 k" 

c)log.4096 = 6 

1 
f) log„z = -

3 

i) log, l = 0 

188. Für die Be.Bis 2 sind die Loge.ri.thmen folgender Zahlen zu bestimmen: 

e.) 16 

f)1,4142

b) 64 

g) 0,25

c) 2 

h) -32 

d) 0,5 

i) 1024 

e) 
32 

k) 1,2599 
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189. Für die Basis 0,5 sind die Logarithmen folgender Zahlen zu bestimmen: 

a) b) v2 c) 2 d) tF e) 16

f)0,125 g) y'Fo h)256 i)0,5 k)0,7071 

190. Folgende Ausdrücke sind soweit wie möglich aufzuspalten: 

a) :r:' l{y b)
3 u2 

c) V 4a
3·VP log. ----V log. 

(v" 
log. ___ 

4 II b"q' Z1• IL 

d) 
z'-y' 

log10� +y 

g) 
a. \fb

log.c' 

1 
k) log. 

1
=
V z'y• 

e) log,(:,;+ y) 

h) log,(z. yz + y) 

191. Zu einem einzigen Logarithmus ist zusammenzufassen: 

f)
5 

Jog,z2"° • y 

i) log0(3a)6 
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a) log1a + log1b -log.c - log1d b) 2 ·log.:,;+ 3 · log.y -log.u -4 · log.11 

1 1
c)
2 · log,u + -:f • log,v 

1 1 
d)
2 
· (log,u + 3 • l

og,v) 

f)p • log.q -q • log. p 1
g) - k • log, z - k · log, y

h)n • log,a + (n -1) · log,b + (n -2) · log,c 

i) P I q I 
b b c

k) a·log.c + c· log,,a - -,; · log,b - 3 q· og,r -
p
- • og,a 

192. Mit Hilfe von Jg 4,036 = 0,60595 sind folgende Logarithmen zu ermitteln: 

a) lg403,6 

e) Jg 0,004036 

i) Jg 0,00040361 

b) lg403600 

f) lg40,36 

k) 1g V4,o36

c) lg0,4036 

g) Jg 0,040362 

193. Welche Kennziffern gehören zu den Logarithmen folgender Zahlen: 

a) 72,5 b) 0,000004 c) 1,00000063 

e) 200,75 f)0,001000000084 g) 0,04736 

i) 9 k) 0,000100054 

d) lg4036 

h)Jg Jf 40360

d) 37120,6 

h) 18003259

194.Welche Stellenzahl besitzt der Numerus, wenn die Kennziffer des dekadischen Logarithmus
folgenden Wert besitzt: 

a) 4 b) 0 c) 17 d)2 e) - 1 

f) -3 g) h) n i) -2 k) - k 

10 Elementarmathematik 
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195. Bestimme folgende Logarithmen: 

a)lg 60,05 b)lg 947000 
e)lg 9333 f) lg 7,766 
i) lg 0,2239 k) lg 0,005784 

196. Desgl. 

c) Jg 120400000

g) lg45720

d) Jg 725,6 

h) Jg 10,01 

a)lg 0,001234 b)Jg (2,345 · 10-•i 
d) Jg 0,008319 e) Jg 0,000045700 

c) lg0,9999 

f) Jg 23 

g) lg 1,2 h) Jg 0,005 i) Jg 0,07009 

k) Jg 0,000000000000000 000000004579

197.Deegl. 

a)Jg 1956 

e)lg (4 • 10-•J 

i) Jg 8,319 

b) Jg 0,2456 

f) Jg 0,000000087 

k)lg 0,09333 

c) Jg 91200

g) lgl7,18 

198. Bestimme die Numeri zu folgenden Logarithmen: 

a) 4,91286 b)0,62066 c) 2,51746 

e) 0,90956 - 7 f) 12,66001 g) 0,00043 - 5 
i) 3,92101 k)0,68833 - 2 

199. Desgl. 

a)0,44654 - 3 b) 1,81358 

e) 18,00000 f) 0,01030 - 8 

i) 0,99991 - 1 k) 2,26269 

200.Desgl. 

a) 0,92210 b) 0,33304 - 2 

e) 3,76035 f) 0,55558 - 7 

i) 0,01072 -10 k)0,99961 - l 

c) 0,72477 -10 

g) 0,20003 - 2 

c) 0,96459 - 4 

g) 1,93982 

d) Jg 735400

h) Jg 229,8 

d) 0,99978 - 4 

h) 0,60066 - l 

d) 0,59373 - ll 

h) 7,77779 

d) 5,69399 

h) 0,49248 - 5 

201. Bestimme folgende Logarithmen (Berücksichtigu ng der letzten Stelle durch Interpolation) 

a) Jg 13574 b) Jg 648,72 c) lg 9746500 d) Jg 72547

e) lg 813070 f) Jg 60,002 g) Jg 851174 h)Jg 4,0047 

i) Jg 61659000 k) Jg 72,448 

202. Desgl. 

a) Jg 0,0032894

e) Jg 853,08 

b) Jg 0,072648 

f) Jg 630,02 

c) Jg (2,6304 · 10-•) d) Jg 0,12006 
g) Jg 0,579268431h) Jg 12884

i) Jg 0,0000074652k) Jg 0,000001584927403

203. Bestimme die Numeri folgender Logarithmen: 

a)3,81375 b)5,93780 c) 1,96999 

f) 0,91010 - 3 g) 4,80225 h) 0,79004 

204. Desgl. 

a) 0,10000 b) 4,47048 c) 0,66667 

f) 0,01000 - 4 g) o,r.7973 - 4 h) 0,25000 

d) 0,50000 e) 2,75000 

i) 0,36250 - 2 k) 0,15000 

d) 1,71595 e) 3,81950 

i) 0,99990 - 1 k) 0,33333 - 3 



Aufgaben 

205. Berechne logarithmisch und führe eine Kontrollrechnung mit dem Rechenstab durch: 

a) 463,27 · 12,753 b) 0,1746 · 0,563 • 0,00387 c)28,64 • 0,0253 · 0,187 

!JY 933,28 • 0,00369 , 0,02758, 0,18624, 35,271 , 285,09 
e) 638,45. 2946,4 · 12,402, 0,0003 6 • 0,75243 

f) 1765 • 698,23 • 3,4165 • 0,94124 • 0,0061447 
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g) 0,2468 · 13,579 · 0,8423 · 0,00096543 h)0,003 56 · 0,0007214 · 98,325 · 124,25 

206. Desgl. 

) 
1247,4 

b) 
1,6745 

a 
936,26 82946 

d) 
0,004670 

e) 
0,000013050 

0,000579 0,007 004 

) 
0,002746 · 0,0003914 • 0,9375 • 0,0000752 6 

g 
0,0007483, 0,001 846 • 0,002 549 · 0,01957 

i) 
1745 · 9472 · 24,73 • 1408, 3724 
9752 · 3784 · 2,467 · 358,2 • 973,5 

207.Desgl. 
a) 0,00038628 b) 1,25610 

e) ( 
0,003752 . 738.1 . 0,4673 

r 
31,25 · 0,008124 ,0,03625 

g)(
7.25·3.126-0,172 r 
0,063 � 34,62 · 5,12 

i)( 
0,0837 r 

0,0432 • 6,513 

208. Desgl. 

c) 

f) 

h) 

k) 

357,24 
c) 
0,005367 

1 
f) 

0,00823 

h) 
36,72, 1746 · 0,836 

0,2548 · 100 ,35 • 8,004 

k) 
3,0006 · 0,0072003 , 26,007 

34 ,06 • 29,031 

0,894701 d) 1,000 110000 

( 
376,8 • 4903 . 8006 . o.3645 r 

20,48 · 45004 • 60325, 0,00412 

c
,285. 24,036

r 
3,628 

(°'
4325. 7,316

r 
24,51 · 0,9863 

a) \fisä,43 b)yt957,8 c) 
1\12 d) y12,645 

e) vo,000826 

i) lyo,i 

f)yo,000009723 g) yo,000001642 h) V 0,000 0001 91423

k) yo,0005 

209. Desgl. 

, .. , v42,6. 97,3. 62,1. 50,08 
• 

17,42 , !l,235, 482,3 b) 
0,00 316 • 0,0001004 

c) 
' 
(°'

382 · 6,415 • 106,4 • 0,8102
) 
• 

0,008573 • 19,37 • 72,08 , 4,03 
d) V (

403.2 • 186,37. 92,14. 0,6245
)
. 

641,8 · 203,5, 1592 · 0,00 52 

e) VC'
293 .o:7602·0,00349r 
36,07 • 8,603 · 0,01007 

f) v-l 79,25 

'/ 1 62,36 • 0, 725 
g) 

1 0,00736 8 
h) 

1986 • 432,ä' 

i) vr
926. 63,24 • o.8204, 
615 · 8,925 · 0,00 124 

k) 
lv 
(
0.608. 0,300 7. 0,01264. 0,0073

)
. 

14,86 · 9,072 · 0.8001, 0,006009 

10• 
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210. Deagl. 

'1'> c
84·2r

··· 
275,9 

b) ( • 
0,7263

r
„ 

1t 0,0625 

e)(0,001206 r
128 

0,07924 
f) 0,0072-0•63 1 

211. Desgl. V.62,05•. Vo,0314. 120.04• 
a) 

14 7,23 • 40,57' · l'25,64 

c) ( l'f.076 . f/o;öM .) a 

Vo,6807 • Vo,00082 

c) ' , 
(
0124-0 873r 

... 
0,075 • 0,436 

g) • • e 
716 .1 419rll 
6,028 • 2,513 

(23 53 • 17 24'
)
' 

b > 1�.8· . 8,078 

d) V 
0,06701 • 6,304· 
12,6352 • 1,000• 

5 

e) V , 31,06 ·. 753,43• v'7005. \to.of 62 
)
. 

\ 9,6588• v912,3 • Vo,002024 . 86,03• 

212.Deagl. 

d) 

h) 

c
2·53r

·· 

84,06 , 

cl
71.26r .. ,, 

398,04 

t102,4 -y10,24 
a) - -

1
-,0-24-• --

b)v
· 
( 
0.074·. 6.2853 + l.00 1'·0.0072· )

. 

0,6028 . l'596,2 0,095' , ,/3,ooi 
c) ( 

7,l25•·\!o.oI2 
v36,52"·4,619')

' 
d) v

•4,36'·72,533 +1/0,076
a.W,oof§ 

2,416•. yö,6s + 100,4• · 45,07• t75,6 . 604' 0,0024•. �o.0426· 

e)V (
26,48·· ll782.4· 0.1845·

)
· + ( 176,4'· �- 24.75· )' 

8,41•. �1514. 0,0156• 25,16•. y30,21. 003,2• 



ALGEBRA 

8. Lineare Bestimmungsgleichungen mit einer Unbekannten

8.1. Die verschiedenen Arten von Gleichungen

Unter einer Gleichung versteht man in der Mathematik die Aussage, daß zwei Aus­
drücke gleich sind, bzw. die Forderung, daß diese Ausdrücke einander gleich sein sollen. 
Das mathematische Zeichen für eine derartige Gleichheit ist das Gleichheitszeichen = . 
Die Gleichungen werden eingeteilt in identische Gleichungen, Funktionsgleichungen und 
Bestimmungsgleichungen. 

Identische Gleichungen (auch Identitäten genannt) sagen allgemeine mathematische 
Wahrheiten aus. So sind z.B. 

6+3=3+5 
oder (a + b)1 = a• + 2ab + b1 

identische Gleichungen. 
Treten in einer identischen Gleichung allgemeine Zahlensymbole auf, so gilt die Glei­
chung für jeden speziellen Wert dieser Zahlensymbole. 
Zuweilen wird bei Identitäten an Stelle des Gleichheitszeichens= das Identitätszeichen =
verwendet.(= wird gelesen: ,,identisch" oder „identisch gleich".) 
Funktionsgleichungen stellen eine eindeutige Zuordnung von veränderlichen Gröpen dar. 
So sind z.B. 

1 
s = 2 gt• (Fallgesetz), 

n1: n1 = r2: r1 (Übersetzungsverhältnis bei Zahnrädern), 
u = 2(a + b) (Umfang eines Rechtecks), 
y = mz + n (lineare Funktion) 

Funktionsgleichungen. 
Treten in einer Funktionsgleichung n Veränderliche auf, so darf man für n -1 Veränder­
liche innerhalb gewisser, durch die Funktionsgleichung bestimmter Grenzen beliebige 
Zahlenwerte einsetzen. Die n-te Veränderliche kann dann nicht mehr willkürlich ge­
wählt werden, ihr Wert ist durch die Werte der übrigen Veränderlichen und durch die 
Funktionsgleichung festgelegt. 
BEISPIELE 

1 
1. W aAU man im FallgMetz s = 2 gt• für die veränderliche Größe I den Werl 1 = 4 s, so ist dami,
der in 4 B zurikkgekgte Weg durch

1 11 = 2°9,Bl m · s-• · (4e)2 = 78,48m 

eindeutig butimmt. 
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2.Für ein Ruhteck mit den 8eiten/4ngen a = 23,8 cm und b = 43,6 cm iat der Umfang durch

u = 2(a + b) = 2, (23,8 + 43,6) cm= 134,8 om 

ei7ideu.tig futgeugt.

Bestimmungsgleichungen enthalten neben bekannten Größen auch eine oder mehrere 
Unbekannte. So sind z.B. 

z + 3 = 4 oder z1 + 2z - 8 = 0 
Bestimmungsgleichungen. 
Eine Bestimmungsgleichung lösen heißt, diejenigen Zahlen zu suchen, die für die Unbe­
kannte eingesetzt werden können, so daß die Gleichung zu einer Identität wird. Ein 
spezieller Wert der Unbekannten, für den die Gleichung erfüllt ist, heißt Lösung oder 
Wurzel der Gleichung. 

BEISPIELE 

3.z + 3 = 4 wt eine Butimmungagleicllung filr die Unbelcannte z. Setzt man in diue GleicllufVJ
für zeinen willlcilrlicllen Wtrl ein, ao ergibt aicA im allgemeinen ein Widerapruch. So erMU man
z.B. f,lr z = 3 die Ung leicllung 3 + 3 + 4. Dage.gen iat für z = 1 die ge.gebene Gleicllung er­
füllt: 3 + 1 = 4. z = 1 iat damit die Löau ng der Gleicllung .

4.z1 + 2z - 8 = 0 iat eine Butimmung agleicllung filr die Unbekannte z. Bi,, beaitzt :iwei Löaun­
gen: z1 = -4 und z1 = 2; denn u iat

( -4)1 + 2 • ( -4) -8 = 0

21+2·2-8=0. 

Aus einer Bestimmungsgleichung wird eine identische Gleichung, wenn man für die 
Unbekannte die Lösung der Gleichung einsetzt. Davon wird bei der Probe Gebrauch 
gemacht. 

8.2. Das Umformen von Gleichungen 

Bezeichnet man die links bzw. rechts vom Gleichheitszeichen �tehenden Ausdrücke 
als linke bzw. rechte Seite der Gleichung, so kann man die beiden für das Auflösen 
von Gleichungen nützlichen Sätze formulieren: 

1

1.Eine Gleichung bleibt bestehen, wenn man die beiden Seiten der Gleichung mit 
einander vertauscht.

2.Die Lösung einer Bestimmungsgleichung bleibt erhalten, wenn auf beiden Seiten
der Gleichung die gleiche Rechenoperation durchgeführt wird.

Satz 1 liefert die einleuchtende Feststellung, daß die Gleichung a = b gleichbedeutend 
ist mit der Gleichung b = a.
Die Gültigkeit des zweiten Satzes soll für die Rechenoperationen erster und zweiter 
Stufe an einem Beispiel nachgeprüft werden. 
Die Gleichung 

(a) 3z - 5 = 7
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besitzt die Lösung Z= 4. (Probe!) 

Aus dieser Gleichung (a) lassen sich u. a. folgende neue Gleichungen bilden: 

durch beiderseitige Addition von 3 die Gleichung 

(b) 3z -2 = 10, 

durch beiderseitige Subtraktion von 3 die Gleichung 

(c) 3z-8=4,

durch beiderseitige Multiplikation mit 3 die Gleichung 

(d) 9z-15=21

und durch beiderseitige Division durch 3 die Gleichung 

(e) 

(An Stelle der Zahl 3 hätte auch jede andere Zahl zur Addition, Subtraktion usw. 
verwendet werden können.) 

Alle diese aus der Gleichung (a) durch Umformung hervorgegangenen Gleichungen 
(b)bis (e) besitzen dieselbe Lösung z = 4 wie die Ausgangsgleichung (a).

Inwieweit der zweite Satz auch auf die Rechenarten dritter Stufe angewendet werden darf, ist 
noch besonders zu untersuchen. 
Auch für die Division muß noch eine Einschränkung gemacht werden. Da die Diviaion durch Null 
nicht erlaubt ist (vgl. Abschnitt 4.1.6.), darf eine Bestimmungsgleichung nicht ohne weiterea 
durch die Unbekannte oder durch einen Ausdruck, der die Unbekannte enthält, dividiert wer­
den, denn man weiß ja noch nicht, ob dieser Ausdruck für die vorliegende Gleichung vielleicht 
den Wert Null annimmt. Man darf erst dann durch einen Ausdruck dividieren, der die Un­
bekannte enthält, nachdem man sich durch die Probe oder durch andere Überlegungen davon 
überzeugt hat, daß dieser Ausdruck von Null verschieden ist. 

�.3. ,umerische Lösung von linearen Bestimmungsgleichungen 
mit einer Unbekannten 

R.8.1.Begriff der linearen Bestimmungsgleichung mit einer Unbekannten 

Jede lineare Bestimmungsgleichung mit einer Unbekannten z läßt sich auf die all­
gemeine Form 

A z + B = 0 (A + 0) 
bringen. Sie enthält die Unbekannte x nur in der ersten, keinesfalls in einer höheren 
Potenz. 
Lineare Gleichungen werden auch als Gleichungen ersten Grades bezeichnet, da die 
Unbekannte in diesen Gleichungen nur in der ersten Potenz auftritt. 
Das Glied Ax, das die Unbekannte enthält, wird das lineare Glied der Gleichung ge­
nannt, während das von z freie Glied B das Absolutglied heißt. 
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Da die linearen Gleichung en nur in den seltensten Fällen unmittelbar in der allgemeinen 
Form A z + B = 0 gegeben sind, führt man die gegebene Gleichung mit Hilfe der 
beiden Sätze aus Abschnitt 8.2. auf immer einfachere Gleichungen mit derselben Lö­
sung zurück, bis man schließlich auf die leicht zu lösende Form A z + B = 0 kommt. 

8.8.2. Gleichungen einfachst.er Form 

Enthält eine lineare Gleichung mit einer Unbekannten auf beiden Seiten sowohl lineare 
als auch absolute Glieder, so wird die Gleichung zunächst geMdnet, ipdem man durch 
geeignete Additionen und Subtraktionen gleicher Zahlen dafür sorgt, daß die Glieder 
mit der Unbekannten allein auf der einen Seite, die abso1uten Glieder allein auf der 
anderen Seite der Gleichung stehen. Schließlich wird der nach dem Zusammenfassen 
bei der Unbekannten verbleibende Zahlenfaktor durch Division beseitigt. Der Rechen­
vorgang, bei dem die Glieder, die die Unbekannte enthalten, auf eine Seite der Glei­
chung gebracht werden, wird auch Isolieren der Unbekannten genannt. 

BEISPIEL 1 

8z + 2 = 24 -3z 

Lösung: Ordnen der Gleichung durch beiderseitige Addition von 3 z -2: 
8z + 2 + 3z -2 = 24 - 3z + 3:r - 2 

ZUS&mmenf88Sen: 
Division durch 11 : 

Probe: 

11:r = 22 

z=2 

8·2+2
1
24-3·2 

16+2 24-6 
18 = 18 

Die Gleiohung ist richtig gelöst. 

Die Rechnung sollte beim Lösen einer Gleichung stets so angeordnet werden, daß 
Gleichheitszeichen unter Gleichheitszeichen steht. Dadurch wird die Rechnung über­
sichtlicher. 
Beim Lösen einer Gleichung geht man von der Annahme aus, daß die gegebene Gleichung 
eine Lösung besitzt und führt an der ·meichung mehrere Umformungen durch, bis 
man schließlich zu einem Ergebnis kommt. Ob dieses Ergebnis auch tatsächlich eine 
Lösung der Gleichung ist, das zeigt die Probe, die bei keiner Gleichung unterlassen 
werden sollte. 
Dabei ist es unbedingt erforderlich, die Probe an der Ausgangsgleichung durchzuführen 
und nicht an einem besonders einfachen Zwischenglied der Rechnung, da sonst Rechen­
fehler, die sich im Verlaufe des Rechenganges eingeschlichen haben, möglicherweise 
nicht entdeckt werden können. Außerdem ist es ratsam, jede Seite der Gleichung bei 
der Probe für sich zu vereinfachen, und zwar so lange, bis die Übereinstimmung beider 
Seiten zu erkennen ist. 
Da am Anfang der Probe die Übereinstimmung beider Seiten in den seltensten Fällen 
überblickt werden kann, wurde an Stelle des Gleichheitszeichens ein senkrechter Strich 
gezeichnet, der so lange fortgesetzt wird, bis beide Seiten der Proberechnung offen­
sichtlich gleich oder verschieden voneinander sind. 
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BEISPIELE 

2.az + b = bz + a 
Lösung: Ordnen (beiderseitige Subtraktion von b und bz): az -bz = a -b 
z ausklammern: z ·(a -b) = a -b

Division durch (a - b): 

Probe: a, l + b , b • l + a 
a+b=b+a 

Die Gleichung ist richtig gelöst. 

3. Die Gleichung a.z + b = b z + a ist nach a aufzulösen.

a-b
Z=a-b 
z=l 

Lösung: Ordnen (Glieder mit der Unbekannten a auf die linke Seite):
az -a = bz -b 

a ausklammern: a •(z - l) = b ·(z - l)
Division durch z - 1 : a = b
Probe: bz + b = bz + b 

4. Die Gleichung 

Probe stimmt. 

B - 6a - 7aa + l = 7b -7a - Saa + ba - 6b
iat nach a aufzulöaen. 

Lösung: Ordnen (Glieder mit der Unbekannten sauf die linke Seite): 
8 -7 aa + 8aa -ba = 7 b -7 a - 6b + 6a - l

Zusammenfassen: a + as -ba = b -a - l 
aausklammern· a(I + a -b) = b -a -1

Division: 8 = b -a -1 = (-1) · (1 + a -b) l+a-b l+a-b 
8 = -1 

Probe: -1-6a+7a+l: 7b-7a+Ba-b-6b 
a=a Probo stimmt.

8.3.3. Gleichungen mit Klammerausdrücken 

Bevor geordnet werden kann, sind die Klammern aufzulösen. 
BEISPIELE 

l.z -(7z -69) = 2z -(z -8) - (6z + 50) 

Lösung: Klammern auflösen: z -7z + 69 = 2z...: z + 8 -6z -50
Ordnen: z -7z - 2:t + z + 6z = 8 -50 -69 
Zusammenfassen: -z = -111 
Division durch -1 : z = 111 
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Probe: 111 - (777 - 69) 
1
222 -(111 - 8) -(666 + 50) 

111 - 708 222 - 103 -716 
- 697=-697 

2. 2· (4·[6·(7z -8)-6] - 3) -1 = 241 

Lösung : Innere Klammer auflÖlleD.; beidenieits 1 addieren: 
2 · (4 • [42z - 48 - 5] - 3) = 242 

Innere Klammer zusammenfassen; Division durch 2 : 
4 · [42z -53] -3 = 121 

Beidenieits 3 addieren: 4·(42z - 53) = 124 
Division duroh 4: 
Beiderseits 53 addieren: 

42z -53 = 31 

42z = 84 
Z= 2 Division duroh 42: 

Probe: 2·(4·[6-(7·2-8)-5]-3)-l 241 
2 · (4 • [6 · 6 -5] - 3) -1 241 

2 · (4 • 31 - 3) -1 241 
2 · 121 -1 241 

241 = 241 

3.(a -z) (z -b) = (ab -z) (z - 1) 

Lösung: Klammem auamultiplizieren: 
az -.pf, -.,! + bz = abz - .p(, -/ + z 

Ordnen: az + bz -abz -z = 0 
Ausklammern: z(a + b -ab - l) = 0 

z=O 

[Bei der Lösung wurde Formel (6) angewendet.] 

Probe: (a - 0) (0 -b) 
1 
(ab - 0) (0 - 1) 

a • (-b) ab· (-l) 

8.8.4. Bruchgleichungen 

- ab= - ab Probe stimmt. 

Bei Bruchgleichungen lassen sich die Brüche sofort beseitigen, wenn man beide Seiten 
der Gleichung mit dem Hauptnenner multipliziert. 
BEISPIELE 
2 z + 9 12 z - 3 4 z + 4 5 z -4 1. -
4
- - � = -5- - � 

Lösung: Hauptnenner: 220. Multiplikation der Gleichung mit 220 ergibt: 
55(2z + 9) - 5(12:i: - 3) = 44(4:i: + 4) - 4(5z -4) 

Beseitigung der Klammem: 
llOz + 495 - 60:z: + 15 = 176z + 176 - 20z + 16 
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Ordnen: llOz - 60z - 176z + 20z = 176 + 16 -495 -15 

Zusammenf8886n: 

Division durch -106: 

Probe: 

2.z + 4 = z -l z-4 z+l 

-106z = -318 

z=3 

Probe stimmt. 

Lösung: Multiplikation mit dem Hauptnenner (z - 4) (z .,. 1): 

(x + 4) (x + 1) = (x -l) (x -4)

Probe: 

;t1 + 5x + ,1 = i' -5:i: +,,K 
102' = 0 
z=O 

+41 =-!
-4 + l 
-1 = -1 Probe stimmt. 

3.
3 2 31 

1-z- l+z= l -zl 

Lösung: Multiplikation mit dem Hauptnenner (1 + z) (1 -z): 
3(1 + z) - 2(1 -z) = 31 

Probe: 

3 + 3z - 2 + 2x � 31 
5x = 30 
x=6 

3 2 31 
=-5 ---.,- 35 

21 10 31 
- 35- 36 -35

31 31 
-35= -35

b+x 2x x-b x +b x-b 4
· a• + 2 ab + b' + a = a• - b' + a + b + a -b 

Lösung: Hauptnenner: 
(a + b)1• (a -b) • a

Multiplikation mit dem Hauptnenner: 

Probe stimmt. 

{ 
(z - b) · a · (a + b) + (z + b) • a • (b+x),a•(a-b)+2x(a+b)'(a-b) = . (a _ b). (a + b) + (z _ b). (a + b)' · a 
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Ausmultiplizieren: 
a•b+a•z-ab1-abz+2a3z+} = {

a•z+abz-a•b-ab•+a•z-ab'z+a•b-ab'+ 
+ 2a'bz-2ab 1z -2b8z + a8z + 2a'bz + ab•z-a8b-2a1b1 -ab• 

Zusammenfassen und ordnen: 
2a1b + 2a1b2 + 2ab3 = 2abz + 2ab'z + 2b8z 

Ausklammern: 2ab(a + ab + b2) = 2bz(a + ab + b2) 

Division durch 2b(a + ab + b1): z=a 

Probe: 
---+- - -+--+--b + a 2a I a - b a + b a -b 
(a + 6)2 a a• -b' a + b a - b 

- 1-+2=-
1
-+l+l a+b a+b 

8.3.o. Wurzelgleichungen 

Probe stimmt. 

Wurzelgleichungen sind dadurch gekennzeichnet, daß in ihnen die Unbekannte im 
Radikanden einer oder mehrerer Wurzeln auftritt. 
Um die Glieder, die die Unbekannte enthalten, zusammenfassen zu können, müssen die 
Wurzeln beseitigt werden. Dies geschieht dadurch, daß beide Seiten der Gleichung 
eventuell mehrmals) mit der gleichen Hochzahl potenziert werden. 

BEISPIELE 

l. V2z + 6 -6 = 0 

Lösung: Wenn man beide Seiten der Gleichung sofort quadriert, erhält man: 

cy2z + 6 -5J' = o 

2 z + 5 -lO • y2 z + 6 + 25 = 0 (Binomische Formel beachten 1) 

Durch das doppelte Produkt tritt die Wurzel, die beseitigt werden sollte, auch noch nach 
dem Quadrieren auf. 
Man stellt daher vor dem Quadrieren die Gleichung so um, daß die Wurzel zunächst allein 
auf einer Seite der Gleichung bleibt: 

Quadrieren: 
Auflösen nach z: 

Probe: 

2.v2 z + 6 + 6 = o

y2z + 6 = s 
2z + 6 = 25 

z = lO 

y2 . lO + 6 - 5 
1 
0 

V25- 5 0 
5 - 5 � 0 

Lösung: Isolieren der Wurzel: y2z + 5 = - 5
Quadrieren: 2 z + 5 = 25 
Auflösen nach z: z = 10 

Probe stimmt. 



8.3. Numerische Lösung von linaareu Bestimmungsgleichungen mit einer Unbekannten 157 

Probe: V25 + 5 1 0 
5+5=!,0 

Die Probe stimmt nicht; z = 10 ist demnach keine Lö111Lng der Gleichung. 
Trotz des anscheinend einwandfreien Rechenganges erfüllt das Ergebnis x = 10 des 
zweiten Beispieles nicht die gegebene Gleichung. Die Probe zeigt also in diesem Falle, 
daß die Ausgangsgleichung keine Lösung besitzt. 
Die beiden Gleichungen aus Beispiel 1 und 2 unterscheiden sich nur durch das Vor­
zeichen vor der Zahl 5. Durch das Quadrieren aber fällt dieser Vorzeichenunterschied 
weg, denn es ist ja (-5)2 = (+ 5)2 = 25. Man darf daher aus der Glewhheit zweier
Quadrate ni,cht schließen, daß auch die zugehörigen Grundzahlen glei,ch sein müssen. (Das 
gleiche gilt auch für alle anderen Potenzen mit geradzahligen Hochzahlen.) 
Es kann also durchaus wie im Beispiel 2 der Fall eintreten, daß.die Gleichung, die durch 
das Quadrieren entstand, durch das gefundene Ergebnis erfüllt wird, die Ausgangs­
gleichung dagegen nicht. 
Aus diesem Grund gilt der Satz:

IWird während des Auflösen& einer Gleichung mit einer geraden Hochzahl poten­
ziert, so muß stets durch die Probe an der Ausgangsgleichung nachgeprüft werden, 
ob das gefundene Ergebnis auch die Ausgangsgleichung erfüllt, d. h. Lösung ist. 

BEISPIELE 

3.9 · ysz + l = 20 + 4. ysz + l

Lösung: Zusammenfassen der gleichen Wun:elglieder: 5 · V5z + l = 20
Division durch 5: j/5z + l = 4 
Quadrieren: 
Auflösen nach z: 

Probe: 9·VW, 20+4·j/l6
9.4 20+4·4 
36=20+16 

5z + l = 16 
z=3 

Die Probe stimmt. z = 3 ist demnach eine Lösung der Ausgangsgleichung. 

t. 9. ]lz -21 + 7 · ]/z + II = 0

Lösung: Man bringt auf jede Seite der Gleichung eine Wurzel und quadriert dann:
9 · Vz -21 = -7 • ]lz + II
81 · (z -21) = 49 · (z + II) 

[z = 701 

Probe: 9-j/49+7·]1811 0 
9-7+7·9=!,0

z = 70 ist demnach keine Lösung der gegebenen Gleichung. 
(Aus diesem Grunde wurde das Ergebnis z = 70 in Klammem eingeschlossen.) 

5.V9z -17 - 3 · ]lz - 4 = l
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Losung: Man verteilt die Wurzeln gleichmäßig auf beide Seiten der Gleiohung (warum?): 

y0:z: -11 = 1 + 3. Vz -4 
und quadriert dann (Binomische Formel beachten 1): 

9z - 17 = 1 + 6 • Vz -4 + 9(z - 4). 

Damit durch das erneute Quadrieren auch die letzte Wurzel wegfällt, muß sie vorher isoliert 
werden: ,,--18 = 6 • rZ -4 

Kürzen: 3 = Vz -4 
Quadrieren: 9=z-4 

z = 13 

Probe: yn 1 - 17 -3 . 1'13 -4 11 
yioo -3·lf9 1 

10 -9 = 1 
z = 13 ist LOsung der Gleichung. 

6. �2 + Vz + 5 -� - Vz + 14 = 0

Losung: Gleiohmäßige Verteilung der Wurzeln auf beide Seiten: 

V�+ J'x+5 = Yz='7 + yz + 14 

Quadrieren: z -2 + 2 · V<z -2) (z + 5) + z + 5 = z -7 + 2 • V<z -7) (z + 14) + z + 14 
Ordnen: 

Kilnen: 

2 • Vzt + 3z - 10 -4 = 2 · Vz• + 7z -:._-98 

Vzt + 3z - 10 -2 = Vz• + 7z -98 
Quadrieren: 

zl + 3z - 10 -4 • Vz• + 3z - 10 + 4 = z• + 7z - 98 

Ordn�: 92 - 4z = 4 · Vz• + 3z -lU 

Kürzen: 23 -z = Vzt + 3z - 10 
Quadrieren : 529 - 46z + zl = zl + 3z - 10 

z = 11 

Probe: V9 + ff6 -l'4 -vu 1 0 
3+4-2-5=0 z = 11 ist Lösung. 

7.b·V�-b=a·Va-:

Losung: Damit die Wurzeln wegfallen, wird die Gleichung beidemeits in die fünfte Potenz
erhoben:

b• · ( : -b) = a• · ( a -T)
b6 z _ b' = a• _ 

a• z
a b 
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Multiplikation mit dem Hauptnenner ab: 
b1z -ab' = a'b -a•z 

Ordnen: a•x + b1z = a'b + ab' 
Ausklauunern: 

z • (a• + b8) = ab(a• + b•) 
z = ab

Probe: b • � 1 a · \,'a="a
0 = 0 z = ab ist Lösung. 

8.8.6. Das Umstellen von Formeln 

Kennt man von einem Stromkreis die Spannung U und den Widerstand R, so kann 
mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes 

(a) U= R,J 

die Stromstärke 1 bestimmt werden. Dazu muß die Formel (a) nach 1 „umgestellt" 
werden: 

(bJ 1 = !!...R 
Entspr.ichend würde man bei bekanntem U und 1 den unbekannten Widerstand R zu 

(c) R= !!__ 1 
ermitteln können. 
Das „For-lumstellen" ist mithin nichts anderes, als eine gegebene Gleichung (die For­
mel) nach einer unbekannten Größe aufzulösen. 

BEISPIELE 
l.Die Formel V p = V O p0 ( l + a !) ia! nach cz umzualellen. 

Lösung: Y0p0(1 + czl) = Vp 
Ausmultiplizieren: Y0p0 + Y0p0czl = Vp
Ordnen: V0p0al = Vp - V0p0 

AufläAen nach a: ri. = Vp-YoPov0p01 
2. Die Formel 1 = R

n V 
R i
st nach n umzualellen.n , + • 

Lösung: 

Nenner beseitigen: 
Ausmultiplizieren: 
Ordnen: 
n ausklammern: 

Auflösen nach n : 

I = nUnR, + R. 
l(nR, + R.) = nU
InR, +IR.= nU 

IR.= nU -nIR, 
1 R. = n(U -1 R,) 

1 R. n = U -1 R, 
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3.Die Formel v = V2g(k1 - h,) iat nad,, k, aufzulösen.

Lösung: v = V2g(k1 - h2) 

Quadrieren:

Ordnen: 

Auflösen no.ch h2 : 

v2 = 2uh1 - 2gh2 
2gh2 = 2gh1 - v2 

h _ 2gh1 - v•• - 2g 

8.3. 7. Anwendungen 

Viele Anwendungsaufgaben lassen sich mit Hilfe von Bestimmung11gleichungen lösen. 
Zur Lösung einer Anwendungsaufgabe (Textgleichung) empfiehlt es sich, folgenden 
Weg einzuschlagen: 
a)Feststellung, welche Größe gesucht ist;

b)wenn möglich: Überschlag, in welcher Größenordnung das gesuchte Ergebnis sein
muß;

c)Festlegung einer Benennung der gesuchten Größe;
d)Umformung der in der Aufgabenstellung gemachten Angaben über die Beziehungen
zwischen den bekannten und den unbekannten Größen in eine mathematische Glei­
chung (Lösungsansatz);

e)Lösung der aufgestellten Bestimmungsgleichung; (dabei werden häufig die auf­
tretenden Maßeinheiten, die vorher in Übereinstimmung zu bringen sind, weggelas­
sen, d. h., es wird nur mit reinen Zahlenwerten gerechnet);

f)Zusammenfassen des gefundenen Ergebnisses in einem Antwortsatz und

g)Überprüfen der Lösung an Hand der Aufgabenstellung.

Allgemeingültige Regeln für das Aufstellen des Lösungsansatzes lassen sich nicht un­
g�ben. Eine Sicherheit im Ansetzen der Gleichungen lii.ßt sich nur durch gründliches 
Uben erreichen. 

BEISPIELE 
l.Die Summe dreier Zahlen, von tknen die folgentk jeweila um 3 größer i.,t ala die vorhergehende, 
i.,t 63. Wie heißen die drei Zahlen?

Lösung: Die erete der drei Zahlen sei x. Da die beiden anderen jeweils um 3 größer sein
sollen, muß die zweite x + 3 und die dritte x + 6 sein. -Die Summe der drei Zahlen soll 
63 ergeben, folglich ergibt eich die Gleichung 

x + (x + 3) + (x + 6) = 63, 

woraus X= 18 folgt. 

Die drei gesuchten Zahlen sind demnach 18, 21 und 24. 

Probe: Jede folgende Zahl ist um 3 größer als die vorhergehende, die Summe der drei Zah­
len ist 18 + 21 + 24 = 63. Die in der Aufgabenstellung genannten Bedingungen sind dem­
nach alle erfüllt. 
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2. Unter drei Perarmen A, B und C Bollen 1000 MDN BO verteilt werden, daß A doppelt BOIJiel wie 
B und B dreimal ao viel wie C erhält. Wieviel erhält jede Peraon? 

Lösung: Cerhält:z:MDN. Dann erhält B 3:z:MDN (dreimal soviel wieC) und A 2·3:z: = 
6:z:MDN (doppelt so viel wie ß). 
Die drei Anteile müBBen zusammen 1000 MDN ergeben: 

6:z: + 3:z: + :z: = 1000 

:z: = 100 

Ergebnis: C erhält 100 MDN, B 300 MDN und A 600 MON. 

Die Probe, ob das gefundene Ergebnis mit den Forderungen der Aufgabe übereinstimmt, 
sei dem Leser überl&BBen. 

3. lOkg einer Legierung au., Silber und Zinn buitun eine DicJlte I} = 9 kg/dm8• Wieviel Silber 
und wieviel Zinn-enthält die Legierung? (eA• = 10,2 kg/dm8; !}�. = 7,3 kg/dm8) 

Lösung: Die Legierung enthält :z:-kg Silber, damit verbleiben dann für das Zinn (10 -:z:) kg. 

:z: kg Silber besitzen das Volumen 

(10 -:i:) kg Zinn besitzen das Volumen 

VA•= :i:
kg
!}Ag 

vf. = 
c10 -:i:J kg

. 
l}s. 

10 kg der Legierung besitzen das Volumen V = lO kg. 
I}

Das Volumen des Silbers und das des Zinns ergeben zusammen das Volumen der Legierung. 
Also muß gelten 

:i:kg 
+ 
(10 -:i:)kg 

= 
lOkg

. 
q.,.. l}s. I} 

Mit den gegebenen Zahlenwerten erhält man 

woraus :z: = 6,644 folgt. 

Ergebnis: Die Legierung enthält 6,644 kg Silber und 3,356 kg Zinn. Probe! 

4. Ein Waaaerbehälter kann durch drei Röhren gefiillt werden, und zwar durch die erate allein in
3, durch die zweite allein in 4 und durch die drille allein in 6 Stunden. In welcher Zeit wird 
der Behälter gefüllt, wenn alle drei Röhren gleichzeitig laufen? 

Lösung: Wenn alle drei Röhren gleichzeitig laufen, dauert die Füllung x Stunden. 
l 

Die erste Röhre füllt in l Stunde ·f des Behälters, 

1 
die zweite Röhre füllt in l Stunde 4-des Behälters und 

l 
die dritte Röhre füllt in l Stunde -

6 
des Dehälters. 

11 Elementarmnthemallk 
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1 
Laufen alle drei Röhren gemeinsam, so füllen sie in 1 Stunde z des Behältera. Da. die Summe 
der Teilf'tlllungen von A, Bund O innerhalb einer Stunde mit der Gesamtfüllung während der 
gleichen Zeit übereinstimmen muß, ergibt sich die Gleichung 

woraus 

1 1 1 1 
3+4+6 =;-, 

4
X= --

3 folgt. 

4 
Ergebnis: Wenn alle drei Röhren gemeinsam laufen, dann ist der Behälter in -3 Stunden 
( = 1 Stunde, 20 Minuten) gefüllt. Probe ! 

·5. Um 7 Uhr fährt ein LKW mit einer Durchachnitt8geschwindigkeit 111 = 40 km/h nach dem
e = 225 km entfernten Ort B ab. Ihm fährt von B aua um 8.30 Uhr ein PKW mit einer Durch·
achnitt8geschwindigkeit 112 = 70 km/h entgegen. Wann und wo begegnen aich die beiden Fahr­
uuge? 

Lösung: Die Fahrzeuge begegnen sich nach einer gewissen Zeit t nach Abfahrt des J,KW. 
In dieser Zeit t legt der LKW eine Strecke 

81 = 111 • t
1 

zurück. -Der PKW fährt 12 Stunden später ab als der LKW, also ist er bis zur Begegnung 
nur t -1,5 Stunden unterwegs. Während dieser Zeit legt er die Strecke 

81 = v •. (t -l,5h) 

zurück. Da. die beiden Fahrzeuge einander entgegenfahren, muß die Summe der Teilstrecken 
s1 + 81 gleich der Entfernung e der beiden Orte A und B sein, also 

oder v1 • t + v1 • (t -1,5 h) = e. 

Mit den gegebenen Zahlenwerten ergibt sich da.raus 

woro.us 
folgt. 

km km 40
11
-t + 70

11
-(t-l,5h) = 225km,

t = 3 h 

Ergebnis: Die beiden Fahrzeuge treffen sich 3 Stunden nach der Abfahrt des LKW, also 
um 10.00 Uhr. Der Treffpunkt liegt 120 km von A entfernt. Probe! 

6.In einem Stromkreia mie 24 V Spa nnung besitzt ein Zweig AB einen Wideratand R1 = 6 Q. 
SchaUet man zwiachen A und B einen weiteren Widerstand R2 "� 2 Q parallel, 80 steigt die 
Stromstärke auf 4 A an. Wie groß ist der W ideratand des Stromkreises uhne den des Zweiges AB?

Lösung: Na.eh dem ÜHMschen Gesetz ist 

U=R.J. 
Dabei setzt sich der Wideratand R zusammen aus dem Widerstand R. der Parallelschaltung 
von R, und R. sowie aus dem noch unbekanntrn Widerstand R3 des restlichen Stromkreises. 
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Der Widerstand RP der Parallelschaltung ergibt sich aus 
l l l l .  l 2 l 
R -R + R = 6 n + 2 n -·3 · n • 1 2 

3 
zu R,= 2n.
Der Gesamtwiderstand des Stromkreises ist demnach 

3 R =R, +Ra= 2 !l + Ra· 
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Setzt man diesen Widerstand für R in das ÜHMsche Gesetz ein, so ergibt sich mit U = 24 V 
und l = 4 A die Gleichung 

24 V=(-} !l +Ra)· 4A, 

aus der sich 
9 Ra= 2n = 4,5 Q

ergibt. 
Ergebnis: Der gesuchte Widerstand beträgt 4,5 !l. 

8.4. Das Rechnen mit Ungleichungen 

Probe! 

Sind a und b zwei beliebige reelle Zahlen, so -bedeutet das Zeichen 

a< b, 

dalJ die Zahl a kleiner ist als die Zahl b.

Das Zeichen a < b wird gelesen: ,,a kleiner als b". Entsprechend bedeuten: 

a � b „a kleiner oder gleich b", 
a � b „a größer oder gleich b", 
a > b „a größer als b" und 
a =!= b „a verschieden von b". 

Wird die Zahlengerade in der üblichen Lage gezeichnet, so liegt die kleinere von zwei 
Zahlen stets links von der größeren. Es ist also beispielsweise 

3< 7, -10<-2, -3> -7, + 10> -12.

Beim Rechnen mit Ungleichungen ist stets äußerste Vorsicht am Platze. Es gelten die 
folgenden Regeln: 

Regel 1:

I Werden die beiden Seiten einer Ungleichung vertauscht, so ist das Ungleichheits­
zeichen umzukehren. 

Au� a < b folgt demnach b > a und umgekehrt. 
Die Regel ist ohne weiteres einzusehen. 
II' 
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HEISPIEL 1 

Es iat -3 < +2 und +2 > -3. 
Regel 2: 

I Eine Ungleichung bleibt bestehen, wenn man auf beiden Seiten die gleiche Zahl
addiert bzw. subtrahiert. 

Mit a < b ist dem.nach auch a ± c < b ± c.
BEISPIEL 2 

Es iat -2 < + 1. Darau.s folgen u.a.
-2+3<+1+3 oder -2-3<+1-3

1<4 -5<-2
Regel 3: 

I 

Eine Ungleichung bleibt erhalten, wenn man beide Seiten mit der gleichen positiven 
Zahl multipliziert bzw. durch die gleiche positive Zahl dividiert. Multipliziert man 
(dividiert man) beide Seiten durch die gleiche negative Zahl, eo ist das Ungleich­
heitszeichen umzukehren. 

Es ist also mit a < b auch ac < bc, wenn c > 0, dagegen 
ac>bc,wennc<O. 

BEISPIEL 8 

Es iat -4 < +3 . 
Multiplikation mit + 2: - 8 < + 6 ; Ungkichheitszeichen bleibt.
Division durch + 2: - 2 < + 1,6; 
Multiplikation mit - 2: + 8 > -6 ; Ungleichheitszeichen ändert sich.
Diviaion durch -2 : +2 > -1,5;

Regel 4: 

I Besitzen beide Seiten einer Ungleichung dasselbe Vorzeichen, eo ist das Ungleich­
heitszeichen umzukehren, wenn man beiderseits den Kehrwert bildet. 

Mit O < a < b bzw. 
BEISPIEL 4 

e.) Es iat 3 < 5, 

b) Es ist -3 > -5, 

. l l ist dem.nach "a > b.

aber 

1 1 aber-3<-5· 

Für den Fall, daß die beiden Seiten ein11r Ungleichung verschiedene Vorzeichen be­
sitzen, bleibt das Ungleichheitszeichen bei der Kehrwertbildung erhalten. 
Regel 5: 

I Zwei Ungleichungen mit gleichartigen Ungleichheitszeichen dürfen addiert, nicht
aber subtrahiert werden. 

Aus a < b uncl c < d folgt demnach auch a + c < b + d, aber nicht unbedingt 
a-c<b-d.



Aufgaben 

BEISPIEL 6 

E, iat - 2 < + 3 und - 8 < -2.
Addiert man die beiden Seiten der U11gleickungen, 80 ergibt aich 

( -2) + ( -8) < ( + 3) + ( -2) 

-10<+1; 

da, U111JlacMeitazeicken bleibt erhalttn. 
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Subtrahiert man dagegen beide Beilen der Ungleichungen voneinander, 80 erhielte man linka + 6 
und recht, + 5. Ea iat aber + 6 > + 5. Da, UngleicMeitazeichen iat in dieaem Falle alao 
umzukehren. 

Regel 6: 

IMit a < b und c < d ist auch ac < bd, wobei a oder c negativ sein kann, während 
die anderen Zahlen alle positiv sein müssen. 

BEISPIELE 

li. Ea iat - 2 < + 5 und + 3 < + 4. 
Mv.ltiplizien man die beiden Seiten der Ungleichungen miteinander, so ergwt sich 

-6 < + 20. 
Da, Unglmbheitazeichen bleibt erhalttn. 

7. Für wekAe Werte von z gilt die Ungleichung 

5z -2 < 2z + 10? 
Lösung: Man subtrahiert auf beiden Seiten der Ungleichung 2:i: -2 (Regel 2), de.mit die 
Glieder mit der Unbekannten z allein auf einer Seite der Ungleichung stehen: 

(h -2) - (2z -2) < (2z + 10) - (2:i: - 2) 

3z< 12 

Division durch + 3 ergibt (Regel 3) 

z<4, 

Wenn es also z-Werte gibt, für die die Ungleiohung erfüllt ist, dann muß J; < 4 sein. Die 
Probe muß schließlich noch sichern, daß dies auch tatsächlich der Fall ist. (Der Leser führe 
die Probe selbst durch 1) 

AU}'GABEN 
:!13. a) 

d) 

g) 

k) 

z + 17 = 21 

14+2z=ll-7z 

2 3 
iz+5= T z-6 

9az - 5a = 6az + 7a 

b) 64+:i:=89 

e) 5-:i:=2 

h)az+b=c-dz 

c) z + 35 = 17 

f) 4:i: - 13 = 3:i: 

. 5 
4 
1 37 

.11 ·,-z + 
if 9 
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214. a) 13 - (5z + 2) + (z - 7) = 8z - 20 

b) 5(2u - 3) + (4 -u)3 -2(u + 7) = (2u - 4) + 2(6 -u) 
c)2[18 - 3(7z - 5)] = 3[5z + 2(9 - 4z)] 
d) 5la -2 j3z + 5[2a - 3(2z - 7a) + 4z] - 3[(5z -2a) - 2(3x + a)]l � 72a - 3:r 

e) 0,3(4 - 5z) - 0,5(6 - 7z) + 0,7(8 -9z) = 1,1 -4z 
f) 3(5y - 7a) + 5(3b - 7y) = 7(5b -3a) 
g)a -(a + b)z = (b -a)z - (c + bx) 

h) 9[3z - 2(4z + 3) + 7] - 2[5(z + 9) - 6z + l] = (5 -8z)3 + 2x 
i) 17(2 -3t) -8(1 - 71) = 5(t + 12) 

k) 7(2z - l) - 6(11 - z) = 3(z + 4) 
215. a) (z - 5) (z -7) = (z + 4) (z -9) -13 

b) (3z -2) (z + 7) -(4z -1) (1 + x) = (z -2) (5 -z) 

c)(z + 4b) (z + 3a + 6b) - 3b(z + lOb) = (z + 6b) (3a + z -5b) + 4b(a + :r + 3b) 
d) (z -a)2 + (z -b)2 -(z - a) (z - b) = z2 + a• + b' 
e) (4t + 3)2 + (71 - 3)2 = (81 - 7)3 + (t + 7)' 
f)(a + z) (b -z) = (a - z) (b + z) 
g) 5u(z + 2v) -4v(2z -3u) -3u(2z -u) + 4v(3z - lOu -lOv) = -64"' 
h) (3y - 10) (10 + 3g) -(2y + 3)' = 5y1 -157 
i) (l,2z + 0,56) (0,6x - 0,22) = (0,9z + 0,92) (0,8z - 0,46) 

k) (3z - 5a) (8z - a) - (4z -3a) (5z - 7a) - (2z - 5a) (2z + a) = 5a• 

216_ a) 
Z + l 2 Z -10 n 3 X - 16 
1

5 + - -
5
- = i) - - -3-

3 4z- � l b) l-
5
(2z+ll)==� -12(4z-5) 

5z-6 9- lOx 3z-4 3-4x 
c)-1-0 -

- _1_4_ 
= 
-5-

- - 7-

d)
7 z - 2 _ _! 

(x 
+ 
3) 
+ 
6 
,,;, 3(z + 2) 

3 5 2 
az - b2 bx -a• a - ab b -ab 

e) --b-
+ 
-a-

-
,-- -b- + -a-

f) !!... + b = _b + a
Z X 

) 
10 + X X + 4 _ 

l 
X + 3 

g 24z 
-
12x - -8z 

7 8 9 l 31 -7 z 
h) 2z-3x+ 4x- 3---� 

i)
3a - 5 b a + 7 z 5 b +4 z 

+ 
�
-+ 

2-_ _ __!__ "" 0 
15ab + 12ax + 20bx 4a ,ib 3x 

1 + X a 
k)l -X b 



Aufg&ben 

z+4 z+6 2li. &) 
7 X+ 1 

= 
7 X+ 6 

a-bx a 
b)
a x+b

=
b 

5:.. - 1 _ 5x + 2 _ 4z + 1 + 
7 x -2 

= 1 
c
)
2z-l 4z-2 6z-3 Sz-4 

d) 
5z + 3 4z + 9 _ 2 
7z-9

-
9-7:r.-

7z-l oz-3 Sz-5 9z-7 
e) z-2 

-
3z-6+ 5z-10

-
7z-14

= 0 

f)
X + 3 _ 2 X + 5 _ X -5 

+ 
4 X -3 _ O 

z+ l z+ 2 3z+3 3z+6 

g) � + ____!!!:___ = a• + b2 
a+b a-b 

2z+ l 2z+ 4 2z-9 4- Sz h)
z--=T 

+ 
T="z 

+ 
x• -1 

= 
1 -z2

z+ 5 X 

i
)
8-4z--8

-
16-4z2+ 16+ 8z

=O

k)
3 X -� 

+ 
7 X - 10 

+ 
X + 99 = lO 

z+ 2 z+·l z2+ 3z+ 2 

218. Stelle die Formeln um: 

&) p(l + q) = m: 
o) Q = Gc(l1 - 11) 

g e)B = -
2
-(21 -1) 

r +Ig)
r1 + a + /

i)r• = a' + (r - p)' 

219. &) li'z = 13 
) 
4,� 1. 

C 6 r� X+ 1 + ·jr = 1 

e) V� = a+2

g)Vrn + V3z + 15 = 5 

n&ch q 

n&ch 11 

n&chl 

n&ch/ 

n&chr 

i) Vs5 - 4 y19 x + 5 = 3 V5 

220. &) 4 Vz + 3 - 3 Vz + 10 = 0 

o) Vz + 7 -Vx -5 -2 = 0 

e)V4x + 5 + 2vx -a = 11 

b) 

d) 

f) 

h) 

k) 

l, = l0(l + al) 

g = a + (n - l)d 

1 + m a 
1-m

=
b 

y- Y1 = X - X1 

Y2 - Y1 x,-x, 

a -b(a - c) 
= 1 

a+ tl 

b) 3\14z-7 = 0 

d)4 y'6 X -1 + 5 = 0 

f) f7 X + 4 + 3 = 0 

na.ch a 

na.oh n 

na.chm 

n&chy 

n&cha 

hi 6 V4 -x - 9 = 7 + 2 V4 -x 
k) 5V2z + 7 = V50x + 175 

b) Vx -1 + Vx + 8 = 9 
dJ vx -3 -1 = yx -10 
f)vx + 5 + Vz -V4 x + 9 = 0 
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g) 3]fz + 2 -2yz=Ta = 5Vx-10 h) yx + 2 -Vx -9 = Vx -1s -y:i:·-25 

i) �1+2� - �-1=0 

k) { Jl3z -5 + V5x + 2 -3V3z - 5 = 6 
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221.a) Welche Zahl muß man zu 87,3 addil!J1ln, damit man 102,4 erhä.lt?
2 l 

b) Welche Zahl muß man von 533 subtrahieren, damit man 176 erhä.lt? 

c) Welche Zahl muß man um -l., vermindern, damit man f erhiilt? 
d)Welche Zahl muß mit 9,7 multipliziert werden, damit man 652,325 erhä.lt? 

e) Mit welcher Zahl muß man 5 ! multiplizieren, damit man { erhä.lt?

f)Welche Zahl muß man durch 17,29 teilen, damit man 1,3 erhä.lt? 
5 

g) Durch welche Zahl muß man 31,4 dividil!J1ln, damit man -6 erhä.lt? 

h)Welche Zahl liegt in der Mitte zwischen 527,2 und 916{?

i)Addiert man zu 33f eine Zahl, 80 erhä.lt man dasselbe wie bei der Subtraktion der glei: 

eben Zahl von 55 � . Wie heißt diese Zahl? 

k) Um welche Zahl muß man 427,96 vermindern, damit man das Dreifache der gesuchten 
Zahl erhä.lt? 

222. a) Die vierfache Summe des Doppelten und des Dreifachen einer Zahl ist gleich der Diffe­
renz des Siebenfachen dieser Zahl und 39. Wie heißt die Zahl? 

b) Welche Zahl ergibt versechsfacht 2f mehr, als wenn man sie halbiert?

c) Die Faktoren der Produkte 236,6 ·72,38 und 137,9· lll,86 sollen alle so um den gleichen 
Betrag vermindert werden, daß die neuen Produkte gleich sind. 

d)Hä.ngt man an eine bestimmte Zahl eine 5 an, subtrahiert dann 9, hä.ngt danach eine 
3 an, addiert dazu 37 und dividiert die ganze bis jetzt erhaltene Zahl durch 52, 80 erhä.lt 
man l weniger als das Doppelte der ursprünglichen Zahl. Wie heißt diese Zahl? 

e) Multipliziert man eine Zahl mit 7, addiert eine 9 und hängt an diese Summe eine Null
an, subtrahiert dann 17, hä.ngt an das Ergebnis noch eine Null an, subtrahiert davon 30 
und dividiert diese Differenz durch 7, so erhä.lt man 200. Wie heißt die Zahl? 

f)Die erste Ziffer einer vierstelligen Zahl ist eine 5. Streicht man sie links weg und setzt
sie rechts an, 80 verringert sich der Wert der Zahl um 4410. Wie heißt die Zahl? 

g) Die letzte Ziffer einer dreistelligen Zahl ist eine 7. Streicht man sie rechts weg und setzt
sie links an, so ergibt sich eine Zahl, die um 2 größer ist o.ls das Doppelte der gesuchten 
Zahl. Wie heißt diese Zahl? 

h) Die Summe des 3. und 5. Teiles einer Zo.hl ist gleich der Differenz aus dem Doppelten 
der gesuchten Zahl und 11. Wie heißt die Zahl? 

21 
i)Addiert man zum Zähler des Bruches 40 eine Zahl und subtrahiert die Hä.lfte dieser 

gesuchten Zahl vom Nenner, 80 erhält man� . Wie heißt die Zahl? 

k) Der .Zähler eines Bruches ist um 12 kleiner als der Nenner. Vergrößert man den Zähler 
um 54, den Nenner um 6, so erhält man den reziproken Wert des gesuchten Bruches. 
Wie heißt der Bruch?
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223. a) Ein Kollektiv hat sich verpflichtet, in ainem Jahr eine Anzahl Aufbaustunden im 
Nationalen Aufbauwerk zu leisten. Wenn jedes Kollektivmitglied 30 Stunden arbeitet, 
80 wird die Verpflichtung mit 70 Stunden übererfüllt; hat jedes Mitglied aber nur 
25 Stunden geleistet, 80 fehlen noch 25 Stunden zur Erfülhmg der Verpflichtung. Wieviel 
Mitglieder hat das Kollektiv und zu wieviel Aufbaustunden hat es sich verpflichtet? · 

. l 
b) Aus emem Motorradtank, von dessen Inhalt 5 verbraucht war, wurden noch 2,4 l Ben-

zin abgela.ssen. Im Tank blieb ein Rest von ! des gesamten Inhaltes. Wieviel Liter
Benzin enthielt der Tank!

c)In einem Stromkreis fließt bei einer Spannung von 120 V ein Strom von 6 A. Welcher
Widerstand muß zugeschaltet werden, damit der Strom auf 2,4 A sinkt?

d)Wieviel kg Kupfer (ec .. = 9 kg·dm-8) und Zink (ezu = 7 kg·dm-8) benötigt man zu einer
Messinglegierung von 2 kg mit einer Dichte e = 8,5 kg · dm-8?

l 
e) Ein Facharbeiter benötigt zur Endmontage einer Apparatur 52 Tage, ein anderer für 

die gleiche Arbeit 7 Tage. Wieviel Tage brauchen beide zusammen, wenn der erste Ar­
beiter erst 2 Tage später als der zweite mitarbeitet?

f)Welchen Strom verbraucht eine 75-W-Glühbirne bei einer Spannung von 220 V?

g) Zum Entleeren eines Beckens benötigt eine Pumpe 4 h 30 min, eine andere 6 h 45 min. 
In welcher Zeit ist das Becken leer, wenn beide Pumpen gleichzeitig arbeiten?

h) Der zwischen den einzelnen Eisenbahnschienen vorhandene Schienenstoß verursacht ein
im fahrenden Zug wahrnehmbares taktmäßiges Aufschlagen der Räder. Wie groß ist
die Geschwindigkeit eines Zu

g
es in km· h-1, wenn die Strecke 30-m-Schienen hat und

35 Stöße in 30 s gezählt wurden? 

i)Ein Radrennfahrer habe eine durchschnittliche Geschwindigkeit von 42 km , h-1• Sein 
Verfolger, der im Zeitfahren l min später gestartet ist, hat ihn nach 28 min eingeholt. 
Berechne die durchschnittliche Geschwindigkeit des Verfolgers! 

k) Wieviel Liter 20prozentigen und 78prozentigen Alkohol braucht man zur Herstellung
von 5 l 35prozentigem Alkohol? 

:!:!4. l<'ür welche Werte von z gelten die Ungleichungen: 

a.) 4z<3 

2 1 1 1 
c)3 - 2·Z<·iZ- .2 

e)6(5x-7)>18z-42

2z -1 X+ 6 
g
)
- 3- < �

· 

i) (z t 3)2 < (z - 3)1 

b) 3z-5>4

d)4 z + l > 5 z + 3 

4 13 2 l f)-3 z -18 15 < 5 z + 6 ·:r
h)2 + 3(z + l) < 3 - � 8 4 

k)3z- l _ 13 -z > 7 z _ ll(z + 3)
5 2 3 6 
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9. Proportionen

9.1. Begriffserklärungen 

Um zwei Größen a und b miteinander vergleichen zu können, bildet man häufig deren 
Quotienten a : b ( oder in anderer Schreibweise: : ) und nennt diesen Quotienten das 
V erhiiltnis von a zu b . 
Die beiden Größen a und b heißen die Glieder des Verhältnisses. 
Sind a und bin gleichen Maßeinheiten angegeben, so ist das Verhältnis a: b eine un­
benannte Zahl. 

I Da jedes Verhältnis durch einen Bruch dargestellt wird, gelten für die Verhältnisse
die gleichen Rechenregeln wie für die Brüche. 

So dürfen z.B. die Glieder eines Verhältnisses mit derselben Zahl multipliziert bzw. 
dividiert werden, ohne daß sich dadurch der Wert des Verhältnisses ändert. (Beispiel: 
6: 8 = 12: 16 = 3: 4 usw.) Es ist jedoch üblich, Verhältnisse durch möglichst kleine
ganze Zahlen auszudrücken. 

BEISPIEL 1 

Die Geschwindigkeit des Sputnik II betrug ·etwa 8000 m/s, während die TU 104 eine Geschwin­
digkeit von etwa 900 km/h e"eicht. In welchem VerhäUnia stehen die beiden Geachwindigkeiun 
zueinander? 

Lösung: Um die beiden Geschwindigkeiten miteinander vergleichen zu können, werden sil' 
zunächst auf gleiche Maßeinheiten gebracht. 

Es sind 900km/h = 
900 km· 1000� h km = 250�.

S S 3600-h 

Das Verhältnis der beiden Geschwindigkeiten ist damit 

(gelesen: t>sp verhält sich zu v'fu wie 8000 zu 250). 
KürLt man dieses Verhältnis mit 250, um auf möglichst kleine ganze Zahlen zu kommen, so 
ergibt sich 

Vsp : VTU = 32 : 1. 
Sputnik II war demnach 32mal so schnell wie die TU 104. 

Werden zwei gleiche Verhältnisse zu einer Gleichung zusammengefaßt, so entsteht ei11e 
Verhältnisgleichung oder Proportion1). So läßt sich z.B. aus den beiden gleichen Vn-

1) proportio (lat.) Gleichmaß, Ebenmaß.
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hältnissen 1 : 32 und 250: 8� aus Beispiel 1 die Proportion 

1 : 32 = 250 : 8000 

(gelesen: 1 zu 32 wie 250 zu 8000) aufstellen. 
In allgemein�r Form schreibt man eine Proportion

I a:b=c:d I oder [BJ (54) 

Dabei werden die einzelnen Glieder nach ihrer Anordnung innerhalb der Proportion
wie folgt benannt: l--Außenglieder-,

Innenglieder \
i i ! 

a b c d 

l�
,------

------'! i l 
Vorderglieder Hinterglieder 

!1.2. Rechengesetze für Proportionen 

De. jede Proportion eine Gleichung zwischen zwei Verhältnissen ist, lassen sich alle
Proportionen nach den Gesetzen der Gleichungslehre umformen, ohne daß de.bei die 
Gleichheit der beiden Seiten verlorengeht. 
Multipliz1ert man die Proportion-} = : mit dem Hauptnenner bd, so tritt e.n die Stelle 
der Proportion (59) deren Produktgleichung 

la·d=b·cj. (55) 

I In jeder Proportion ist das Produkt der Innenglieder gleich dem Produkt der Außen­
glieder. 

Proportion und zugehörige Produktgleichung sind einander vollkommen gleichwertig.
�fit Hilfe der Produktgleichung läßt sich die Richtigkeit einer Proportion nachprüfen. 

IIEISl'IEL 1 

Zur Proportion 1: 32 = 250: 8000 (vgl. Abschnitt 9.1.) gehört die l'rod1iktgleichung
1 • 8000 = 250 · 32 
8000 == 8000. 

Da die Produktgleichung stimmt, muß auch die Proportion richtig sein und umgekehrt . 

. \us jeder Proportion lassen sich stets neue Proportionen herleiten, die untereinander 
völlig gleichwertig sinc1. Es gilt nämlich der Satz: 
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I In jeder Proportion darf man 
a)die Seiten miteinander vertauschen,
b)die Innenglieder untereinander vertauschen,
c)die Außenglieder untereinander vertauschen,
d)die Innenglieder gegen die Außenglieder vertauschen.

Aus der Proportion a : b = c : d folgt also durch Vertauschung der Innenglieder: 
a: c = b: d; durch Vertauschung der Außenglieder: d: b = c: a und durch Vertau­
schung der Innenglieder gegen die Außenglieder: b: a = d: c. 
Da alle diese Proportionen dieselbe Produktgleichung ad= bc besitzen, sind sie ein­
and�r gleichwertig. 
Daß die beiden.Seiten einer Proportion miteinander vertauscht werden dürfen, bedarf keiner 
weiteren Erläuterung. 
Schließlich bestätigt man noch durch die Bildung der Produktgleichung, daß mit der 
Proportion 

gelten. 

a+b c+d -
b
-=-

d
-

a:b=c:d 
auch 

a-b c-d -
b
-=-

d
-; 

(56) 

Die hier angeführten Formeln (56) heißen die Gesetze der korrespondierenden1) Addition 
und Subtraktion. 

BEISPIELE 

2. Für die Papierformate gelten folgende Standard.J: 

Klaue Reihe A Reihe l3 Reihe C Reihe D
0 841 • ll89 1000 • 1414 917 • 1297 771 • 1090 

l 594 • 841 707 • 1000 648 • 917 545 • 771 

2 420 · 594 500. 707 458 · 648 385 · 545 

3 297 • 420 353, 500 324 • 458 272 · 385 

4 210, 297 250 · 353 229 • 324 192, 272 

5 148, 210 176 • 250 162 • 229 136 • 192 

6 105 · 248 125 · 176 ll4 • 162 96 • 136 

7 74 • 105 88 · 125 81 • ll4 68 · 96 

8 52 • 74 62 • 88 57 · 81 48-68 

Für alle diue Papierformate giU für die Breite b und Höhe h das Verhältnis b : h ,,, l: V:!. 
3. Aus der Produktgleichung 3 • 8 = 4 · 6 laaaen aich u.a. folgende Proportionen bilden:

3:4=6:8 

8:4=6:3 

3:6=4:8 

8 : 6 = 4 : 3 U8U:. 

1) corrcspondere (lat.) entsprechen:
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1. p . 
2u+3v 3m+4n

lä ß _,_1 • H'lf �--G �-, _____ ,,. -�---!. 1,e roporhon 2u _ 3v = 3m _ 4,n „ t """' mit , s...,., uetzea ...,r ,wrr-:,,v,-uire.,..,,.,-,. 

Addition und Subtraktion wie folgt verein/�: 

2u + 3v 
2u - 3u 

3m + 4n 
3m-4n 

(2u + 3v) + (2u - 3")' 
(2u + 3t·) -(2u -3v) 

(3m + 4n) + (3m -4n) 
(3m + 4n) -(3m - 4n) 

4u 6m 
6v = """an
2u 3m 
a;,
= 4n • 

9.3. Fortlaufende Proportionen 

Mehrere gleiche Verhältnisse, z.B. 2: 3, 4: 6, 6: 9, 8: 12 usw., können in einer fort­
laufenden Proportion zusammengefaßt werden: 

2: 3 = 4: 6 = 6: 9 = 8: 12 oder 
2 4 6 8 
3- 6- 9-12' 

,Jede fortlaufende Proportion läßt sich in eine Anzahl einfacher Proportionen aufspal­
ten, indem man jeweils zwei Verhältnisse aus der fortlaufenden Proportion heraus­
greift und diese einander gleichsetzt. So lassen sich aus der obigen fortlaufenden Pro­
portion u.a. folgende einfache Proportionen bilden: 

2:3=4:6 2:3=6:9 

4: 6 = 8: 12 

2: 3 = 8 : 12 4: 6 = 6 : 9 

6: 9 = 8: 12 

Für fortlaufende Proportionen hat sich noch eine andere Schreibweise eingebürgert, 
und zwe.r schreibt me.n die obige fortlaufende Proportion auch in der Form 

2: 4: 6: 8 = 3: 6: 9: 12. 

Dabei werden auf der einen Seite die Vorderglieder, auf der anderen Seite die Hinter­
glieder der Proportionen in der gleichen Reihenfolge niedergeschrieben. Es ist zu be­
achten, de.ß diese letzte Form eine auf einer Übereinkunft beruhende vereinfaphende 
Schreibweise der fortlaufenden Proportion ist, und daß diese Schreibweise nicht etwa. 
bedeutet, 2 durch 4 zu dividieren, den Quotienten dann durch 6 usw. 

BEISPIELE 

l. Die beidl;n Proportionen a : b = 4 : 5 und b : c = 5 : 6 kann man zu der fortlaufenden Pro· 
portion 

a:b:c=4:5:6 

zusammen/asaen. 

2. Aus der fortlaufenden Proportion x: y: z = 3: 5: 7 laasen sich u.a. /OVJende einfache Pro­
portionen bilden: 

x:y=3:5 x:z=3:7 y:z=5:7. 
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3.Um die ProportiUMn u: 11 = 2 : 3, 11 : w = 5 : 6 und w: :,; = 8 : 11 als /orll.au/ende Proportion
achreibe:n zu können, müssen die rwiten Seiten der einzelnen Proportionen erst so erweitert wer­
den, dafJ sie sich aneinander anschließen:
1L: V = 10: 15 
v: w = 15: 18 v: w = 60: 72

w::,; = 72: 99
1L : V : W : Z = 40 : 60 : 72 : 99,

9.4. Direkte Proportionalität

U: V = 40: 60
v:w=60:72
w::,; = 72: 99

Fährt ein PKW mit der konstanten Geschwindigkeit von 100 km/h auf der Autobahu
entlang, so besteht zwischen dem zurückgelegten Wegs und der Zeittein Zusammen·
hang, der in der folgenden Tafel zusammengestellt worden ist.

Tafel 2
t in 8 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ainm 27,78 55,55 83,33 111,11 138,89 Hl6,67 194,44 222,22 250,00 277,78

Zwei zusammengehörige Werte von t und s stehen hier immer im gleichen Verhältni.,
zueinander: 

27,78 m: 1 s = 55,55 m: 2 s = 83,33 m: 3 s = ...

Allgemein gilt im vorliegenden Falle

s: t = c = 27,78 �.8 

Man sagt: Bei konstanter Geschwindigkeit ist der zurückgelegte Weg s direkt pro-·
portional zur Fahrzeit t.

I Besteht zwischen zwei Größen ein sachlicher Zusammenhang, so spricht man dann 
von direkter Proportionalität, wenn sich das Verhältnis von jeweils zwei zueinander·
gehörenden Werten nicht ändert. 

Die direkte Proportionalität zweier Größen wird durch das Zeichen -(lies: proportio­
nal) ausgedrückt.
Im einführenden Beispiel ist s-t, da für zwei beliebige zusammengehörige Werte vou
s und t immer gilt

s : t = c oder s = c , t .

Der Faktor c heißt Proportionalität.slaktor. ( Im Beispiel ist der Proportionalitätsfaktor
c die Geschwindigkeit v = 27,78 : .)
Mit s = c • t gilt für zwei zusammengehörige Wertepaare s1 ; t1 und s2 ; '2 auch s, = c · t,
und s2 = c , '2, woraus durch Division der beiden Gleichungen

folgt. Die direkte Proportionalität der beiden Größen s und t läßt sich demnach auch
in dieser Form ausdrücken.
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Das einfachste Kennzeichen der direkten Proportionalität ist, daß sich die eine Größe verdop­
pelt, verdreifaoht, ... , wenn man die andere Größe verdoppelt, verdreifacht, ... 
HEISPIELE 
für direkte Proportionalität: 

1. Der BruUoarbeitalohn List direkt proportional der Anzahl n der Arbeitaslunden. Der Proporti-0-
nalilätafaklor c ist dabei der Stundenlohn in MDNjh: L = c, n 

2.Die Auadehnung einer Feder LI s ist der Belastungszunahme LI p direkt proportional:
LI s = c, LI p (HooKEschea Gear.tz)

Anmerk ti n g: Der Proportionalitätsfaktor c ist hierbei in gewissen Grenzen abhängig vom
Material wid von den Abmessungen der Feder.

3.Die Saatgutmenge M, ist direkt proportional der Größe F de8 zu bestellenden Felde.8: M, = c, F,
Proportionalilätafaktor c: benötigte Saatgutmenge in �!.

4.D,r Fahrpreis K bei der Eisenbahn ist direkt proportional der Fahrstrecke: K = c, s, wobei
c = 0,08 M!N (bei Benutzung der 2u:eiten Klasse Personenzug) ist.

5.Die Masse m eines 'h1m1ogenen Körpers ist direkt proportional seinem Volumen: m = e · V,

wobei der Proportionalitäta/aklor e die Dichte in � ist.cm 

!l.ö. Umgekehrte Proportionalität 

In der folgenden Tafel sind die Zeiten t in s zusammengestellt, die man benötigt, um 
Pine Strecke s = 100 m bei bestimmten Geschwindigkeiten zu durchfahren. 

'7'afel 3 
,, in km/h 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 

t in e 36,0 18,0 12,0 9,0 7,2 6,0 5,1 4,5 4,0 3,6 3,3 3,0 

Da hier die t-Werte mit wachsender Geschwindigkeit v immer kleiner werden, kann 
keine direkte Proportionalität vorliegen. 
Dagegen ist in jedem Falle das Produkt aus je zwei zusammengehörenden v-und t­
W erten konstant:

km km km km 10 h , 36,0 s = 20 h , 18,0 s = 30 h , 12,0 s = 40 h , 9,0 s = .. -

Es gilt demnach allgemein 
V •  t = C, 

Man sagt: Die Fahrzeit t, die für eine bestimmte Strecke s benötigt wird, ist um­
gekehrt proportional der Geschwindigkeit v und schreibt dafür 

t - l

I Besteht zwischen zwei Größen ein sachlicher Zusammenhang, so spricht man dann 
von umgekehrter (oder indirekter) Proportionalität, wenn das Produkt von jeweils
zwei zueinander gehörenden Werten sich nicht ändert. 
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Sind t1; v1 und t2; v2 zwei zueinander gehörende Wertepaare der obigen Bewegung, 
so gilt 

woraus durch Gleichsetzen 

folgt. Demnach läßt sich die umgekehrte Proportionalität im obigen Beispiel auch wie 
folgt schreiben: 

11, : Vz = 'z : t1 

Das einfachste Kennzeichen der umgekehrten Proportionalität ist, daß sich die eine Größe ver­
doppelt, verdreifacht usw., wenn man von der anderen Größe die Hälfte, ein Drittel usw. nimmt. 
BEISPIELE 

für die umgekehrte Proportionalität: 
l.Die Zeit T, die für die Fertigstellung einer bestimmten Arbeit benötigt wird, iat (innerhalb be­

iatimmter Gre'Tl,ZJ!,n) umgekehrt p,-O'JK)rtional der Anzahl n der Arbeitskräfte: T -n otkr
T · n = conet.

2.Bei konstanter Spannung U iat die BtromJJfiirke I dem Wideratand R umgekehrt prO'JK)rticmal:
I • R = U = conet. (OHMSches Gesetz)

3.Bei konstanter Tem-peratur iat da8 Volumen V einea eingeacAlouenen GaaBB dem Druclc p um­
gekehrt p,-O'JK)rtional: V • p = conet.

9.6. Proportionen als Bestimmungsgleichungen 

Sind drei Glieder einer Proportion bekannt, so kann man die Proportion als Bestim­
mungsgleichung für das fehlende vierte Glied auffassen. Dabei kann die unbekannte 
Größe auch an mehreren Stellen der Proportion auftreten. 

BEISPIELE 

l.Beatimmeza'U83:z=5:81
Lösung: Produktgleich�ng 5:i: = 24

z = 4,8 

2.Bestimme u a'UB (u + 5): u = 3: 2.
Probe! 

Lösung: Auch hier führt der Weg über die Produktgleichung zum Ziel. Eleganter ist jedoch 
die Anwendung des Gesetzes der korrespondierenden Addition und Subtraktion:

'U, + 5 3 
-f

u+ 5-u 3-2=-2-

5 1 
-;-= 2·
u= 10 Probe! 
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Proportionen, bei denen die Innenglieder gleich sind, heißen stetige Proportionen. Das 
gemeinsame Innenglied wird mittlere Proportionale genannt. 

BEISPIEL 8 

Wie lautet die mittlere Proportionale m der beiden ZaAfen a uml b? 

L ö s u n g: Die mittlere Proportionale m ist definiert durch die Proportion 

aus der 

folgt. 

a:m = m:b, 

m• = ab 

m = ± yäii 
Die mittlere Proportionale zweier Zahlen a und b wird auch geometrisches Mittel dieser 
beiden Zahlen genannt. 
Die Feststellung, daß zwischen verschiedenen Größen einer Aufgabe direkte bzw. um­
gekehrte Proportionalität herrscht, kann die Lösung der Aufgabe wesentlich er­
lc•ichtern. Dies zeigt 

BEISPIELE 

4. Welche Ma88e besitzt 1 km eine., DraAtu von 120 mm• QuerackniU, wenn 300 m eine., Dralues 
a'UB dem gleichen Material, jedoch mit 50 mm• Queracknitt die Maaae 30,2 kg besitzen. 

Lösung: Oberschle.g : Da der Draht, dessen MB88e gesucht ist, ungefähr die dreifache Lii.Dge 
und den doppelten Querschnitt des Vergleichsdrahtes besitzt, muß etwa die sechsfache :M&l!Ele 
herauskommen, also rund 200 kg. 

300 m Draht von 50 mm• Querschnitt besitzen 30,2 kg MBBse. 

b . 
30,2

kg 1 m „ 50 mm• e&1tzt 
300 

(Direkte Proportionalität zwischen Linge und MB88e bei gleichbleibendem Querschnitt,) 

I m Draht von 1 mm• Querschnitt besitzt 3!0:!o kg Mass e. 
(Direkte Propo rtionalität zwischen Querschnitt und Masse bei gleichbleibender Linge.) 

30,2 • 120
1 m Draht von 120 mm• Querschnitt besitzt 

300. 50 kg M88Be. 

lkm „ 120mm 1 

= 30,2 , 120 · 1000 kg = 241 6 kg m 
300-50 

30,2 • 120 · 1000 
k 

300 ·50, g 

Die M88Be von 1 km Draht mit dem Querschnitt 120 mm• beträgt also 241,6 kg. 
Bei einiger Obung läßt sich der L6aungsa.nsatz für derartige Aufgaben sofort in der end­
gültigen Form 

m 
== 30,2kg-120mm2-1000 m 

300m • 50mm2 
niederschreiben. 

12 Elementarmathematik 
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5.Ein Riementrieb beaitzt zwei Rieme118Cheiben mit den Durchmeaaern d1 und d1, von denen die
eine Scheibe die Umdrell'u:ngazakl n1 buitd. Wie gro/J iaC die UmdrehungazaAl 71s der zweiten
Scheibe! Welche Beziehung beaeekt zroi.,cAn den U,rukdw,ngazaklen und den Dureh.meuern der
Scheiben? 
Zal&lenbeiapiel: d 1 = 120 coi, d1 = 50 om, n1 = 150 min-1

Lösung: Der Umfa.ng des ersten Rades ist u1 = n · d1. Da. dieses Rad die Umdrehungszahl
n1 besitzt, hat es eine Umfangsgeschwindigkeit 111 = n • d1 • n1. Entsprechend erhält man 
für die Umfangsgeschwindigkeit des zweiten Rades 111 = n • d1 • n1• 
Da beide Riemenscheiben durch den Treibriemen miteinander verbunden sind, müBBen beide 
Umfa_ngsgeschwindigkeiten gleich sein: 

"1 = v. 
n • d1 • n1 = n · d1 • n1• 

Dieses Ergebnis läßt sich auch in Form einer Proportion-schreiben: 

d.h., die UmdrehunginaJiJ.en Bind umgebArl proporCional zu den Dureh.meaaern der Riemen­
aeh.eiben.
Aus dieser Proportion läßt sich die noch unbekannte Umdrehungszahl der zweiten Scheibe
ermitteln:

Mit den gegebenen Zahlenwerten ergibt aioh eine Umdrehungszahl 

n = 12
0cm · 150min-1 = 360min-1. 2 50cm 

6. Bei einem ZalmradgeCriebe greifen zwei ll4tk,, miC den Radien r1 und r1 ineinander, von denen 
daa erate z 10 daa zweiCe z1 ZäAne beaiezt. W elcke Beziehung lä/Jt Bieh. zwiaeAen den vier Größen 
r 1, r 1, z1 _und z1 au/8Cellen! 

Lösung: Die Umfänge der beiden Zahnräder sind 

Teilt man jeden Umfang duroh die zugehörige Zii.hnezahl, so erhält man die Teilkreisteilungen 
t1 und t1 der beiden Zahnräder: 

Bei ineinandergreifenden Zahnrädern mÜBBen die Teilungen gleich sein (warum?); folglich 
gilt 

woraus r1: r, = z1: z1 
folgt, d.h.: 
bei ineinandergreifenden Zah.nrädern verhallen Bieh. die Zä.l&nezah.len direkt proportional zu den 
Radien. 
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Ähnlich wie im Beispiel 5 läßt sich naohweisen, daß zwischen den Radien (und de.mit auch 
den Z&hnezahlen) und dein Drehzahlen umgekehrte Proportionalität herrscht: 

9.7. 

9.7.1. 

r1: r1 = n1: n1 und z1: z1 = n1: n1• 

Prozentreehnung1)

Grundbegriffe 

Erklärung: 

I Ein Prozent (1 % ) einer Größe G ist der hundertste Teil von G. p Prozent (p%) 
einer Größe G sind p Hundertstel von G. 

Die Größe G wird dabei als Grundwert bezeichnet. Der Prozentwert P ist ein Teil des 
Grundwertes. Der Prozentsatz p gibt an, wieviel Hundertstel des Grundwertes dem 
Prozentwert entsprechen. Aus der Erklärung des Prozentsatzes folgt die für die ge­
samte Prozentrechnung grundlegende Proportion 

I p : 100 = P : G I 
Mit Hilfe dieser Proportion lassen sich alle Prozentrechnungsaufgaben lösen. 

9.7.2. Berechnung des Prozentsatzes 

BEI8PIBLE 

1.Wieviel Prozent von 1250 Bind 148?
Lösung: Übersohlag mit gerundeten Größen:

150: 1200"" 0,12; also muß p"" 12 sein._ 

Genauer Wert von p: 

p: 100 = P:G
100-P 100· 148

P = -G- = . 1250 -
p = 11,84 (Vgl. Überschlag!) 

148 sind demnach 11,84% von 1250. 

(57) 

2. Während von 1200 Werkatikken, die der Arbeiter A anfertigte, 36 ata Awschuß gewertet wurden,
galten von 1400 Werkstücken, die der Arbeiter B anfertigte, 49 als AUIISchuß. Welche Leiatung
i8t die buaere 1
Lösung: Um die beiden Leistungen miteinander vergleichen zu können, berechnet man, 
wieviel Prozent A UBBchuß jeder der beiden Arbeiter fabriziert he.t:

p,,: 100 = 36: 1200 
3600 

p,, = 1200 = 3

Ps : 100 = 49: 1400
4900

p,, = 1400 = 3•5 

Die Leistung des Arbeiters A ist die bessere, denn er fertigt nur 3 % Ausschuß, während B 
3,5 % A1lll80huß fabriziert. 

1)pro centum (le.t.) für (vom) Hundert.
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9.1.8. 

BEI8l'IELE 

9. Proportionen

Berechnung des Prozentwertes 

1.Wielliel Bind 4% von 7248MDN? 

Lösung: P: 7248 = 4: 100 

P = 4 
. 7248 = 289 92 100 ' 

4% von 7248 MDN sind demnach 289,92 MDK.

2.Rohbaumwolle wird in Ballen zu etwa 180 kg geliefert. Wieviel kg Garn kann man aus einem 
aokAen Ballen produzieren, wenn mit 6% Abfall gerechnet werden muß? 
Lösung: Da. mit 6% Abfall zu rechnen ist, verbleiben für da.s Ga.m noch 94% von den 
180 kg eines Ballens. 

94 : 100 = P : 180 
p = 94 · 180 = 169 2100 ' 

Aus dem Ballen können mithin 169,2 kg Ga.m gesponnen werden. 

Für bestimmte Prozentsätze lassen sich die zugehörigen Prozentwerte sofort angeben: 
100% f;:, Grundwert 10% ist ein Zehntel des Grundwertes 
50% f;:, Hälfte des Grundwertes 5% ,, ,, Zwanzigstel „ 
25% ist ein Viertel des Grundwertes 33,3% Drittel 
20% ,, ,, Fünftel „ 12,5% Achtel 

9.7.4. Berechnung des Grundwertes 

BEISPIELE 

1. Im Jahre 1967 atudierten an den Hochachulen und UniverBitiiten der DDR 20660 Studentinnen. 
Das Bind 31 % aller Studierenden. Wie groß war die Anzahl der Studierenden in diesem Jahre? 
Lösung: Übemohla.g durch gerundete Werte: 31 % entspricht rund einem Drittel; a.lso müß­
ten etwa. 60000 Studierende a.n den Hochschulen und Universitäten immatrikuliert ge­
wesen sein.
Rechnung: 

31 : 100 = 20550 : G

G = 20550 · 100 = 6630031 

Im Jahre 1957 waren demnach 66300 Studierende a.n den Hochschulen und Universitäten 
der DDR immatrikuliert. 

2.In einer Produktionsplanung wird einem lndUBtriezweig die Auflage erteilt, im Jahr 108000
Stück <·iner Ware hr'rzuatellen. Dies bedeutet eine Steigerung um 181 % ge,geniiher der Jahrespro­
duktion von 1968. Wieviel Stück wurden 1968 hergeatelU? 
Lösung: Überschlag mit gerundeten Werten: Da. es eich um eine Erhöhung um 181 % ha.n·
delt, entspricht die mit 108000 angegebene Stückzahl 281 % der J a.hresproduktion von 1968, das 
ist rund da.s Dreifache. 1968 müeeen demnach etwa. 36000 Stück hergestellt worden sein. 
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Reohnung: 

281 : 100 = 108000 : G 

G = 108000. 100 "" 38400 281 

Im Jahre 1958 wurden rund 38400 Stück produziert. 
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3.Die VBrpaelcung eimr Warenaendung wird mit 12% des Bruttogewichte., veranachlagt. Wie gro/J
iat da, Bruttogewicht, wenn da, Nettogewicht 66 kp beträgt?

Lösung: Der Über11chlag sei dem Leser überlassen. 
Da vom Geaamtgewioht 12% für die Verpackung abgehen, verbleiben für das Nettogewicht
noch 88% des Grundwertes; folglich gilt 

88 : 100· = 66 kp: G 

G = 75 kp. 

Das Bruttogewicht beträ.gt demnach 75 kp. 

9.8. Promillerechn1111� 

Erklärung: 

I Ein Promille (1°/00) einer Größe G ist der t!f.usendste Teil von G. p* Promille einer 
Größe G sind p* Tausendstel von G. 

Auf Grund dieser Erklärung gilt für die Promillerechnung eine ganz ähnliche !Jf'Und­
legende Proportion wie bei der Prozentrechnung, und zwar ist 

I p*: 1000 = P: G I (58) 

Die Promillerechnung wird meist da angewandt, wo es sich um sehr kleine Prozent­
sätze handelt. 
Jeder Prozentsatz kann in Promille umgerechnet werden und umgekehrt: 

1 % = 100/00 10/00 = 0,1 % 

BEISl'IEI, 

Bei einer zwei Stunden nach einem VerkehrBUnfall durchgeführten Blutprobe wurden bei einem
Kraflfahrer in 120 g Blut 95 mg Alkohol Jutge&tellt. Welche Alkoholkonzentration lag zur Zeil
du Unfalla v01>, wenn der Körper je Stunde 0,120fo0 Alkohol ausscheidet? 

Lösung: p•: 1000 = 0,095 g: 120 g 

p• = 0,7!) 

Zur Zeit der Untersuchung betrug die Alkoholkonzentration demnach 0,79°/00 • Hinzu kom­
men weitere 0,24°/00 , die in der Zeit zwischen Unfall und Unter11uchung bereits ausgeschieden 
worden sind, so daß der Fahrer zur Zeit des Unfalls mit 1,036/00 unter erheblicher Alkohol­
einwirkung stand. 
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9.9. Zinsrechnung 

Zinsen sind ein prozentualer Anteil, den die Spe.rke.ssen jedem Spe.rguthe.ben ne.ch 
einer gewissen Zeit gutschreiben. Der Prozentsatz p, der bei der Berechnung der Zin­
sen Z angewendet wird, heißt Zinsfuß. Die Sparsumme, die verzinst wird, heißt Grund­
betrag G. 
Da die Zinsrechnung im Prinzip eine Aufgabe der Prozentrechnung ist, werden die 
Jahruzimm wie in 9.7.1. aus der grundlegenden Proportion 

I p: 100 = Z: G I (59) 

ermittelt. 
ZiDsen für Bruchteile eines Jahres werden als entsprechende Bruchteile der Jahres­
zinsen berechnet, wobei unabhängig von der wirklichen Länge des Monats 1 Monat 
= 30 Tage und 1 Jahr = 360 Tage zu setzen sind. 
Die Zinsen für mehrere Jahre werden aus den Zinsen für ein Jahr durch Multiplikation 
mit der Anzahl t der Jahre ermittelt, so de.ß die Zinsen Z bei einem bestimmten Pro­
zentsatz (Zinsfuß) p proportional zum Grundbetrag G und zur Anzahl t der Je.hre 
sind: 

(60) 

De.bei ist nicht berücksichtigt, daß die nach Ablauf eines Je.hres gutgeschriebenen Zinsen eben­
falls wieder verzinst werden. Die dadurch entstehenden te.teä.chliohen Zinsbeträge können hier 
nicht bereohnet "'Verden. Dies ist eine Aufgabe der Zineeszinereohnung. 

BEISPIELE 

1. Wieviel betragen die jährlichen Zinsen für 1500 MDN bei 3% Verzinaung?
Lösung: p: 100 = Z:G

Z = p, G = _ 3 · 1500 MDN = 45 MDN 100 100 

1500 MDN bringen bei 3% Verzinsung im Jahre 45 MDN Zinsen. 

2.Ein Darl,e.hen von 8000 MDN tuUrde nach 80 Tagen zurückgezahlt. Wieviel ZiMen aind zu
mhlen., wenn u mit 5% verzinat tuUrde?
Lösung: Für die Jahreszinsen ergibt sich

5: 100 = Z : 8000 MDN 
Z = 400MDN. 

Die J e.hreezineeq betragen 400,-MDN. De. das Darlehen nur 80 Tage in Ans pruoh genommen 
wurde, eind nur :! dieses Betrages zu zahlen; de.e sind 88,89MDX.

3.Zu. welchem Zina/ufJ wurde ein Darlehen von 3600 MDN verzinat, wenn nach 8 M cmat..11
3720 MDN zurückzuzahlen waren?
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Lösung: Da es aich bei den 120 MDN Zinsen nicht um Jahreszinsen handelt, empfiehlt 
es Bioh, von der Zinsformel (60) auszugehen: 

Z =
G·
p
·t 

100 

lOO·Z 100· 120 
p
= 

<F:t = 3600·!_ = 
5
" 

12 

Du Darlehen wurde mit 5 % verzinst. 

4. Wie lang e wurde ein Darlehen von 7500 MDN mit 4 % verzinat, wenn 7625 MDX zu zahlen waren? 

Lösung: Aus der Zinsformel (60) folgt 

lOO·Z 100· 125 
t= �

= 
7500·4 

5 
t 
= 12· 

Du Darlehen wurde 5 Monate ausgeliehen. 

,\l"FGABEN 

(Bruoh kürzen!) 

225. Gib folgende Verhältnisse in kleinsten ganzen unbenannten Zahlen an:

a)54: 81 b)57: 38 c)11961: 2991 

e) 10min38e: 11 min 7 e 2 4 
f)3=5 

h) 4,13 me-1: 4,72 me-1 i) 3,87 hl: 473 l 

220. Bilde aus jeder der folgenden Gleiohungen 8 Proportionen: 
a) 2 • 9 = 6 • 3 b) 3. 81 = 9. 27 

c) 3a = lib d) 0,3z = 0,7y 

e)12 m • 7,a = 2lm · 4,a f) ab= zy 

d) 

g) 

k) 

3,36 m: 1,4 m 

1 1 
8
4 :

5
2 

2,64 kg : 2970 g 

g) 111 Vii; = 111 'Vhi ' h) (11 + b) (a -b) = a• -b• 
i) I,R, = /1R1 k) a1tl = a11f 

227. Vereinfache folgende Proportionen durch Kürzen: 
a) 111: 111 = 32: 48 b)Z1: Z1 = 2,66 km: 1520 m 

o) i1: i1 = 102 mA: 0,255 A d) r1: r1 = 3806 mm: 311,4 cm 

e) n1: n1 = 693: 847 f) t1: t. = 22,2 e: 59,2 s 

g) R1: R, = 0,4 Mil: 76 kll h) ..11.1: A1 = 4032 ha: 52,92 km• 
I) m1:.m1=4,4ldt:63kg k) U1:U1=220V:220kV 

228 Prüfe die Riohtigkeit der folgenden Proportionen: 

a)8 : 15 = 48: 90 b)23: 16 = 254: 176 

o) 33,8 : 11,7 = 5,2 : 1,8 

e)15,8 : 4,9 = 0,79 : 0,24 

4 3 
d)7 : 8 = 32 : 21

f) 555,6 : 231,5 = 93,73 : 36,05 
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) 208 . 32 = 34 . 221 g 
7 • • 7 

i)657,4: 207,6 = 12,291 : 4,338 

229.Berechne die 4. Proportionale: 
a) 9: 8 = 27: X
o)0,8:z:: 4,9 = 7,2: 3,5
5a2b2 lOab 4a x e)2c2d2 : -c-= 7cd: 14
12u2 9uw 2v x g)-,;,w: 14118 = 3u8w2: 1'2 

i) 12,25 : X = X : 4

25 h)3: 5 = 5: 3 

88 56 k)7: 8 = 8: 11

b) 36:5:z: = 9:35
d)92,4: 13,2 = 0, 75 X: 4,5

.! 2. -�·� f)4 a · :i: - 6 a · 3 
27m2 3z 18m' 2m2 h)10n2 : m = 5 n• : n
2,5a2 ob•k)�: X= X : 6a4

230.Berechne x unter Verwendung der korrespondierenden Addition und Subtraktion: 
a)24::z:=17:(z-5) b)(15+z):8=z:5
c)(z - 27): 2 = x: 5 d)(13 + z): (13 - z) = 5: 3 
e)(24 - z) : 48 = x: 24 f)12: x = 18 : (z + 4) 
g) (15 + z) : (15 - z) = 3 : 2 h) (26 -z): 5 = (26 + z) : 8 
i) (3z + 4): (3z - 4) = 2: 1 

231.Wieviel Prozent von 
a)120 sind 30?
c)70 t sind 6,3 t?
e) 5 k!l sind 400 Q?
g)220 kV sind 176 V?
i) 930 hl sind 6000 1? 

k) (2z -7): 13 = (2z + 7): 26 

b) 6400 MDN sind 704 MDN? 
d)37,5 kg sind 1500 g?
f) 3 A sind 72 mA ? 
h) 580 m sind 6,50 m ? 
k) 495 °C sind 14,3 °C T 

232. o.) Von 29 Studierenden einer Ingenieursohulkl&BBe stammen 19 von Arbeitern und Bauern,
6 von Angestellten und 4 von Selbständigen. Wie ist die prozentuale Verteilung? 

b) Im Rahmen der Durchsetzung des „Grü.nen Planes" wurden in Westdeutschland bisher 
363960 Ba.uernwirtsche.ften aufgegeben; und zwar 
137000 von den 604000 Betrieben zwischen 0,5 und 2 ha, 
166200 ,, ,, 725000 2 „ 5 ha und 
60750 ,, ,, 405000 5 „ 10 ha. 
Bestimme den Prozentsatz der ruinierten Wirtschaften der einzelnen Gruppen!

c)Zwei Arbeiter erhalten je 688,-MDN monatlichen Bruttolohn. Ale Lohneteuer werden
dem älteren, der verheiratet ist und zwei Kinder hat, 67 ,40 MON, dem jüngeren, der ledig 
ist, 115, 10 MDN abgezogen. Bestimme den Prozentsatz der Lohneteuer für beide Arbeiter! 

d) Wieviel Prozent Alkohol besitzt eine Mischung von 165 cm• Alkohol und 782 cm• We.eser?
e)Ein Arheiter erhält einen mone.tliohen Nettolohn von 582,-MDN und spart de.von
(H. MDX: <'in anderer Arbeiter spart von seinem 755,-MDN betragenden Nettolohn 
monatlich 71 ,-MDN. Bestimme den Prozentso.tz der beiden Sparbeträge! 

f)Wieviel Prozent Kristallwe.eser enthält kri,111.lline Potte.sehe, wenn 39, 120 g einen Glüh· 
rückstand von 31,044 g ergeben? 
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g) Die Gesa.mtza.hl der Besucher und die Anza.hl der Vorstellungen in den Theatern der 
DDR wuchs von 13957800 in 25851 Vorstellungen in der Spielzeit 1950/51 auf 16020908
Besucher in 30621 Vorstellungen in der Spielzeit 1959/60. Bestimme den Prozentea.tz
der Steigerung der Besucherza.hl und den der Anzahl der Vorstellungen!

h) Eine Kohle enthält 9,75% Feuchtigkeit. Wie groß ist der Aschegehalt der Kohle, bezogen
auf die Trockensubstanz, wenn 53,4 mg feuchter Kohle einen Veraschung&riicksta.nd
von 2,95 mg ergeben?

i)Bestimme die prozentuaJe Zusa.mmensetzung des Kohlendioxids C02 (Atomgewicht
von C: 12,01; von O: 16) 1 

k)Welche Konzentration erhält ma.n, wenn man 7 kg 60prozentige und 33 kg lOprozen­
tige Sa.lzsäure mischt? 

233. Bestimmung des Prozentwertes. Berechne:
a)53 % von 678 MDN b)122% von 1456 kg
c)11,5% von 34200 t d)41,4% von 6362 ha
e) 26,4% von 374 m f) 17,75% von 484 Stück 
g)8,7% von 912 MDN h)2,4% von 57,2 hl 
i) 0,3 % von 156 MW k) 181 % von 873000

:?:J4. a) Eine Prüfungsarbeit werde bei richtiger Lösung mit 60 Punkten bewertet. Die Noten 
werden nach folgender Skale festgelegt: 

:?:JJ. 

0 ··· 39,9% der Gesa.mtpunktza.hl: Note 5 
40 .•. 54,9% ,, 4 
55 ... 74,9% ,. 3 
75 ... 93,9% ,, 
94 ···100 % ,, 

2 

Berechne die zugehörige Pwikteskale (gerundet)! 

b)" Drei Landwirtschaftliche ProduktionsgenoBBenscha.ften haben sich zu einer LPG mit 
4163 ha Gesamtfläche zusa.mmengeschlossen; da.von sind 47% Ackerland, 28% Wiesen 
und Weiden, 19% Wald, der Rest Wege, Baugelände und Sumpf. Wie groß sind die 
einzelnen Anteile? 

c)An den Fachschulen der DDR studierten 1958 110073 Studenten. 1960 ist ihre Zahl
auf 155,64% angewachsen. Wieviele studierten 1960?

d)Der Anteil der weiblichen Studierenden von den 66027 im Jahre 1959 an den Hoch­
schulen und Universitäten der DDR im Direktstudium immatrikulierten Studenten be­
trug 32,62%. Wieviel Frauen und Mädchen studierten 1959?

e) Vier Siemens-Martin-Ofen benötigen eine tägliche Erzmenge von 9200 t, woraus 20%
Roheisen gewonnen wird. Wie groß wird die tägliche Produktionsleistung, wenn noch
zwei weitere Ofen in Betrieb genommen werden?

Berechne den Grundwert: 
a) 885 Stück Q 121% b)l40,42MDN".,,.... 17% 
c) 690 m Q 149% d) 8117,5kg Q 324,7% 
e) 294,528 ha .,,.... 38,4% f)169,6MDN Q 212% 
g) 226,8MW Q 189% h) 75,69 g Q 87% 
.i) 183 642 Einwohner Q 254 % k) 58,11 hl � 103,4% 
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236. Bel'90hne die Zinsen von: 

a.) 

b) 

o) 

d) 

e) 
f) 

g) 
h) 

i) 

k) 

10. 

10.1. 

10.1.1. 

763500 MDN zu 4,5% in 1 Jahr 
8953,50 MDN „ 12% ,, 1 " 

56,SOMDN 4,2% ,, 
3 
·.;r" 

7165,50MDN ,..!..% 
1 " 3 "7,, 

69547MDN „ 14% ,, 4 Monaten 
SOMDN „ 5% " 6 
250MDN „ 4%" 2 12 Ta.gen 
240MDN „ 2,5% ,, 18 

16200MDN „ 3,5% ,, 2 Jahren 3 Monaten 22 Ta.gen 
24MDN „ 5%" 3 6 

Lineare Gleichungssysteme 

Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten 

Begrlffserklllrungen 

Eine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten läßt sich stets in der Form 

I az+b11= c J (61) 

schreiben. Dabei bedeuten a, b und c beliebige, abM /eate Zahlen, während :,; und y 
die beiden Unbekannten darstellen, die bestimmt werden sollen. Da die Gleichung 
linear sein soll, dürfen die beiden Unbekannten :,; und 11 nur einzeln und nur in der 
ersten Potenz auftreten. 
I Ein Zahlenpaar z; 11, de.e die Gleichung (61) erfüllt, heißt Lösung dieser Gleichung. 
Eine Gleichung mit zwei Unbekannten besitzt unendlich viele Lösungen, denn man 
kann für die eine Unbekannte einen ganz beliebigen Zahlenwert annehmen und die 
andere Unbekannte dann so bestimmen, daß die Gleichung erfüllt ist. 
BEISPIEL 

Die Gleichung 3:,: + y = 15 be..ritzt u.a. die /ol,genden Löningen: 

:,: = 0, y = 15 
:,: = 4, y = 3 

:,: = 1, y = 12 
:,: = 5, y = 0 

und noch unendlich vtele andere LÖB'Ungen. 

:,: = 2, y =-9 
:,: = 6, y = -3 

:,: = 3, y = 6 

:,: = -22,5, y = 82,5 

Um die beiden Unbekannten:,; und 11 der Gleichung 3z + 11 = 15 eindeutig bestimmen 
zu können, muß noch eine zweite Gleichung vorhanden sein. 
Besteht beispielsweise neben der Gleichung 3:,; + y = 15 nooh die zweite Gleichung 

5:,;- 6y= 2, 
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so gibt es auch für diese zweite Gleichung unendlich viele Lösungen, von denen einige 
in der naohfolgenden Wertetabelle zusammengestellt sind: 

X 0 1 2 
4 
3 

3 

13 
6 

4 

3 

6 
23 
6 

6 

14 
3 

usw. 

Die J,ösungen dieser zweiten Gleichung sind im allgemeinen von denen der ersten Glei­
chu�g verschieden bis auf ein einziges Wertepaar, nämlich z = 4; y = 3, das beide 
Gleichungen gleichzeitig erfüllt. 
Di�es Wertepaar heißt Lösung des linearen Gleichungssystems mit zwei Unbekannten 

l 
3z + y = 15

1 
5x-6y= 2. 

Die beiden senkrechten Striche, in die das Gleichungssystem eingeechlo886n wurde, solien an­
deuten, daß diese beiden Gleichungen a.ls zusammengehörig betrachtet werden sollen und da.ß die 
gemeinsame Lösung dieser beiden Gleichungen zu bestimmen ist. 
Aus diesen Oberlegungen geht hervor, daß zur eindeutigen Bestimmung zweier Un­
bekannter stete zwei Gleichungen erforderlich sind, die zu einem Gleichungssystem zu· 
sammengefaßt werden. 
Das Auflösen eines linearen Gleichungssystems 

I 
al X + b1 y = C1 11
a2x+b2y=c2 

(62) 

läuft darauf hinaus, eine der beiden Unbekannten zu beseitigen (zu eliminieren), so 
daß nur noch eine Gleichung mit einer Unbekannten übrigbleibt. 

10,1.2, 

10.1.2.1. 

Numerische Lösungsverfahren filr lineare Gleichungssysteme 
mit zwei Unbekannten 

Das Elnsetzverfahren 

Beim Einselzverfahren wird eine der beiden Gleichungen nach einer Unbekannten auf­
gelöst. Der entstehende Ausdruck ist dann an Stelle dieser Unbekannten in die andere 
•Gleichung einzusetzen. Dadurch entsteht eine neue Gleichung, die nur noch eine Un-
bekannte enthält.

BEISPIEL 

Daa Gleichungnystem 

!3z + y = 16
1 

: 6z-6y= 2 

ist mit Hü/e du Einselzver/ahrens zu lösen. 

Lösung: Ma.n löst hier vorteilhaft die erste Gleichung nach y auf: 

(a) y = 16 -3z 
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und setzt diesen Wert in die zweite Gleichung ein: 
5z.:... 6, (15 -3z) = 2.

De.raus folgt z = 4. 

Den zugehörigen Wert der anderen Unbekannten erhält man, indem man den gefundenen
Wert z = 4 in eine der beiden gegebenen Gleichungen oder zweckmäßiger in (a) einsetzt: 

y = 15 -3 .4 
y = 3. 

Probe: 3 • 4 + 3 1 15 
12 + 3 = 15 

5,4-6,3 1 2 
20 - 18 = 2 

Das Zahlenpaar z = 4; y = 3 erfüllt beide Gleichungen. Demnach ist z = 4; y = 3 die Lö·
sung des Gleichungssystems. 

Bei einem Gleichungssystem mit mehreren Unbekannten ist die Probe stets e.n allen 
Ausgangsgleichungen durchzuführen. (Warum 1) 
Das Einsetzverfahren eignet sich vor allem dann, wenn sich eine der beiden Gleichun· 
gen auf einfache Weise nach einer Unbekannten auflösen läßt. 
Das Einsetzverfahren wird gelegentlich auch Sttbstitutionsverfahren1) genannt. 

Hl.t.2.2. ,Das Gleichsehverfahren 

Das Gleichsetzverfahren ist eine Abart des Einsetzverfahrens. Man löst beide Gleichun­
gen nach derselben Unbekannten auf und setzt die so entstehenden Ausdrücke einander 
gleich. 

BEISPIEL 
Das Gleichungssystem 

1.3z + y = 151; 5x-6y= 2 

ist nach dem Gleichsetzverfahren zu lösen. 
Lösung: . .\urlösen der ersten Gleichung nach y: 

Auflösen der zweiten Gleichung nach y: 

y = 15 -3x; 
5 l y= 6z-:f"

Die heiden Ausdrücke für y müssen miteinander übereinstimmen: 
5 l l.i -3z -6.z- 3

Xc 4. 

Die zweite Unbekannte ermittelt me.n e.m besten aus einer der beiden nach y umgestellten
G leichnngen: 

y = 15 -3 · 4 
y = 3. 

Probe siehe Beispiel aus 10.1.2.1. ! 
1) substituere (lat.) einsetzen.
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Das Gleicheetzverfahren eignet eich vor allem dann, wenn sich beide Gleichungen 
möglichst einfach nach ein und derselben Unbekannten auflösen lassen. 

10.1.2.8. Das Additionsverfahren 

Beim Additionsverfahren multipliziert man die beiden Gleichungen mit geeigneten 
Faktoren, so daß eine der beiden Unbekannten herausfällt, wenn man die neuen Glei­
chungen addiert. 

BEISPIEL 

Das Gleichungssyl/Um 

l 
3z + y = 15

1 5z -6y = 2 
ist mit Hilfe des Addition8Verfakrena zu lösen. 
Lösung: Multipliziert ma.n die erste Gleichung mit 6, so werden die Koeffizienten ,·on y in 
beiden Gleichungen entgegengesetzt gleich. Es entsteht so das neue Gleichungssystem 

l 18z + 6y= 90 I · 
5z -6y= 2 

Addiert man die Seiten der beiden Gleichungen, so ergibt sich 

23z = 92 
z= 4. 

Mit z = 4 erhält man schließlich y aus einer der beiden Ausgangsgleichungen. 
Das Additionsverfahrrn eignet sich besonders dann, wenn eine der beiden Unbekannten 
in beiden Gleichungen bereits den gleichen Koeffizienten besitzt, oder wenn es sich 
durch eine einfache Multiplikation einrichten läßt, daß eine Unbekannte in beiden 
Gleichungen den gleichen Koeffizienten erhält. 

10.1.2.4. Bemerkungen zu den drei Lösungsverfahren 
Bei jedem Lösungsverfahren wurde angegeben, welche Gleichungssysteme sich damit vorteilhaft 
lösen lassen. Ein allgemeingültiges „Rezept", in welchem Falle dieses oder jenes Lösungsverfah­
ren am günstigsten anzuwenden ist, kann nicht gegeben werden. 
Nur wer eine große Anzahl von Aufgaben systematisch durchgerechnet hat (dabei möglichst zu­
nächst einmal jede Aufgabe mit jedem der drei Verfahren), wird auf Grund seiner Erfahrungen 
bei einem gegebenen Gleichungssystem sehr. schnell den dafür am besten geeigneten Lösungsweg 
finden. Grundsä.tzlich sei jedoch betont, daß jedes der drei Verfahren zum Ziele führt. 

10.1.s. Die Lllllbarkelt von linearen Gleichungssystemen mit zwei Unbekannten 

l':-oll ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten gelöst werden, so können 
drei Fälle auftreten. 

1.FaU:
l 
2z + 3y = 12

1 
2x-3y= 0 
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Das Gleichungssystem ist eindeutig lösbar und hat die Lösung 

z=3; y=2. 

2. FaU: 
1
2z+3y= 12

14z+6y=24 

Dieses Gleichungssystem besteht nur formal aus zwei Gleichungen, denn die zweite 
Gleichung sagt dasselbe aus wie die erste. ( Sie geht aus der ersten durch Multiplikation 
beider Seiten mit 2 hervor.) 
Man nennt zwei derartige Gleichungen linear abhängig voneinander. 
Da in diesem Falle im Grunde genommen nur eine Gleichung mit zwei Unbekannten 
vorhanden ist, muß das Gleichungssystem unendlich viele Lösungen besitzen, so u. a. 

X= 3; y = 2 x = O; y = 4 x=6; y=O 
usw. 
Der Versuch, ein lineares Gleichungssystem mit zwei voneinander abhängigen GleichUDgen mit 
Hilfe eines der drei Lösungsverfahren zu lösen, führt immer auf eine identische GleichUDg, in 
der die Unbekannten nicht mehr auftreten. So führt z.B. das Additionsverfahren (Multiplikation 
der ersten Gleichung mit -2) auf die Identität 

0 == 0. 

1
2z+3y=l2,

1
. 

4x+6y=30 
3. Fall: 

In diesem Falle sind zwar zwei voneinander unabhängige Gleichungen gegeben, die 
beiden Gl,eichungen widersprechen jedoch einander. Während nämlich nach der ersten 
Gleichung 2z + 3y = 12 sein soll, müßte nach der zweiten Gleichung 2x + 3y = 15 
sein. Das ist aber nicht möglich. 
Ein derartiges Gleichungssystem, bei dem die beiden Gleichungen einander wider­
sprechen, kann keine Lösung besitzen. 
Der Versuch, ein solches Gleichungssystem zu lösen, führt stets auf eine Ungleichung. So liefert 
z.B. das Additionsverfahren (erste Gleichung mit - 2 multipliziert) die Ungleichung

O=t=6. 

De.mit gilt: 

I Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten liefert im allgemeinen eine 
eindeutige Lösung. 
Sind die beiden Gleichungen des Systems linear abhängig voneinander, so existiert 
keine eindeutige Lösung, In diesem Falle gibt es unendlich viele Lösungen. 
Stehen die beiden Gleichungen im Widerspruch zueinander, so gibt es keine Lösung. 

10.1.4. Schwierigere Gleichungssysteme 

Ist ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten nicht von vornherein in der „Normal­
form" 

i a1 X+ b, y = C1 1
I a2z+b2y= c2 
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gegeben, so bringt man es meist zu.nächst auf diese Form und löst es dann mit einem 
der drei Lösungsverfahren. 

BEISPIELE 

l. 
1 
(z + 2) (y -1) = (z + 6) (y -2) 
(z -4) (y + 7) = (z -3) (y + 4) 

Lösung: Durch Ausmultiplizieren und Ordnen wird zunächst die Normalform hergestellt: 

woraus 

folgt. 

I 
z -3y = -8

1 · 
3z - y = 16 

z=7 

Probe: 9.4 j 12·3 
36 = 36

3 • 12 1 4. 9 
36 = 36

2. 
l 
5(z -2) -3(y -1) = 0 

1 
2(z -2) + 7(y -1) = 0 

Beide Proben stimmen. 

Lösung: Durch Ausmultiplizieren könnte man das Gleichwigssystem zunächst wieder auf 
die Normalform bringen. Da aber die Unbekannten in beiden Gleichungen in denselben 
Verbindungen z - 2 bzw. y - 1 auftreten, kann man auch sofort das Additionsverfahren 
anwenden und daduroh eine Unbekannte eliminieren: 

1 
5(z -2) - 3(y -1) = 0 

, 
• 7 

2(z -2) + 7(y -1) = 0 • 3 

l 
36(z -2) -2l(y -1) = 0 

1 
+

6(z -2) + 21 (y -l) = 0 +
4l(z -2) =0 

z-2=0
:z:=2

[vgl. Formel (6) auf Seite 66!] 

y wird am besten aus einer der Ausgangsgleichungen berechnet: 

5(2 -2) -3(y -1) = 0 
-3(y -1) = 0 

y-1=0
y=l 

3. (u + 11): (u + l): (9 -11) = 3: 2: 1 

Probe! 

Lösung: Zerlegung der fortlaufenden Proportion in zwei Einzelproportionen: 

1 
(u + 11) : (u + 1) = 3 : 2

1 
(u + 1): (9 -11) = 2: 1 

Produktgleiohungen: 

l 
2(u + 11) = 3(u + 1) j 
u + 1 = 2(9 -11) 
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