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Vorwort

Das vorliegende Werk entstand nach Vorlesungen über Statistische Physik für
Physiker, Chemiker, Verfahrenstechniker und Lehrerstudenten. Nach dem Vorbild
der „Physik in Beispielen“ von Hajko gliedert sich jeder der 22 Abschnitte in eine
kurzgehaltene Einführung, die Lösung ausgewählter Probleme und eine große Anzahl
von Aufgaben mit Angabe der numerischen Lösung.
Gegenüber dem Lehrbuch von Hajko wurde der Lehrtext erweitert, der sowohl der
Einführung als auch der Zusammenfassung dient. Zum besseren Verständnis wurden
in die Einführungen einige prägnante Beispiele eingearbeitet. Die aufgestellten
Formeln und Lehrsätze sind durch Ausführungen über ihre theoretischen Grundlagen
miteinander verknüpft.
Der überwiegende Teil des Buches befaßt sich mit der Lösung systematisch aus-
gewählter Probleme. Sie sollen sowohl dem Verständnis der theoretischen Zusammen-
hänge dienen als auch den Leser befähigen, physikalische Gesetze in der Praxis
anzuwenden. Aus diesem Grund wird jede Lösung mit einer kurzen Darlegung der
Theorie eingeleitet, gleichzeitig jedoch das Problem bis zur Durchrechnung eines
numerischen Beispiels behandelt. Schwierigere Probleme, deren Lösung für die ein-
führende Behandlung nicht unbedingt erforderlich ist, sind durch * gekennzeichnet.
Die Aufgaben können in der Hegel nach Lösungsverfahren bearbeitet werden, die
im gleichen Abschnitt bei der Behandlung der Probleme abgeleitet wurden. Als
Lösung der Aufgaben werden daher im allgemeinen nur numerische Ergebnisse mit-
geteilt.
Für die Unterstützung bei der Auswahl der Beispiele und Probleme danke ich be-
sonders Herrn Prof. Dr. Kattanek. Herr Prof. Dr. habil. Schultz-Piszachich
beriet mich bei der mathematischen Behandlung des Stoffes. Für einige Hinweise
möchte ich auch Herrn Prof. Dr. habil. Vojta danken. Mein besonderer Dank ge-
bührt dem Verlag, der wesentlich zum Gelingen des Werkes beitrug.

Der Verfasser
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1. Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung
und der mathematischen Statistik

1.1. Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung — Newtonsche Formel —
Fehler erster und zweiter Art

E Einführung

Die mathematische Statistik untersucht Massenerscheinungen. Sie sind dadurch
gekennzeichnet, daß die mehrfache Wiederholung eines Versuches unter gleich-
bleibenden Bedingungen unterschiedliche Ereignisse zur Folge haben kann. Als
Versuch definiert man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung allgemein die Reali-
sierung exakt festgelegter Vorschriften und Bedingungen, die prinzipiell beliebig oft
reproduzierbar sind. Das Ergebnis eines Versuches wird als Ereignis bezeichnet.
Beispiele für Versuche sind: Analyse einer Substanz auf Wirkstoffe, Prüf messen eines
Produktes auf Herstellungsfehler, Untersuchung auf Kristallisationskeime, Beob-
achtung auf radioaktiven Zerfall, Feststellung über die Passierbarkeit einer Ver-
kehrsVerbindung .
Trifft das Ereignis A in n gleichartigen Versuchen mit der Häufigkeit kn (A) ein, so
bezeichnet

n

die relative Häufigkeit des Ereignisses A in der Versuchsreihe. Im allgemeinen
schwankt die Größe h(A) für die einzelnen Versuchsreihen. Strebt der Ausdruck (1)
für n -> oo gegen einen Grenzwert

(2)

so wird dieser als Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A bezeichnet. Die Wahrschein-
lichkeit für ein Ereignis A läßt sich somit stets bis auf eine vorgegebene, beliebig
kleine, vom Wert Null verschiedene Ungenauigkeit durch eine hinreichend große,
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endliche Zahl von Versuchen annähern (Gesetz der großen Zahlen — Satz von
Bernoulli).
Auf Grund der klassischen Wahrscheinlichkeitsdefinition (2) folgt

O P(A) 1 .  (3)

Für das unmögliche Ereignis ergibt sich die Wahrscheinlichkeit P = 0 ; das mit
Sicherheit eintreffende Ereignis besitzt die Wahrscheinlichkeit P = 1 . Die Um-
kehrung dieser Schlußfolgerung ist im allgemeinen nicht richtig. Aus P = 0 ist
lediglich zu schließen, daß das betrachtete Ereignis außerordentlich unwahrschein-
lich, jedoch nicht absolut unmöglich ist. In gleicher Weise folgt aus P = 1 im all-
gemeinen eine sehr große Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen des in Frage stehen-
den Ereignisses, nicht jedoch die absolute Gewißheit.

Beispiel 1

Die Wahrscheinlichkeit, inMeerwasser einen Salzgehalt von genau 4,000...% festzustellen, hat
exakt den Wert Null, da der Bereich der gefragten Meßwerte auf einen Punkt zusammenge-
schrumpft ist. Dagegen ist es prinzipiell nicht ausgeschlossen, in einer Probe genau diese Menge
vorzufinden.

Zwei Ereignisse A und B werden als unvereinbar bezeichnet, wenn sie bei Aus-
führung eines Versuches nicht gleichzeitig eintreten können. Als Vereinigung zweier
Ereignisse

G = A U B (4)

wird das Auftreten eines der beiden Ereignisse A oder B bezeichnet. (J bedeutet
soviel wie „entweder — oder“. Für zwei unvereinbare Ereignisse A und B ist die
Wahrscheinlichkeit, daß eines der beiden Ereignisse A oder B eintrifft, durch den

Additionssatz der Wahrscheinlichkeiten

P(AUB)=P(A)+P(B)
(5)

gegeben.

Beispiel 2

Betrachtet wird die Analysenreihe über einen Gärungsprozeß. Die Wahrscheinlichkeit, eine
Probe mit einem niedrigen Alkoholgehalt unter 10% anzutreffen, sei gleich 0,3 ; die Wahrschein-
lichkeit eines mittleren Gehaltes zwischen 10% und 40% betrage 0,5. Es wird vorausgesetzt,
die Intervallgrenze bei 10% sei nur einem der beiden Intervalle zugeordnet. Dann beträgt die
Wahrscheinlichkeit, in einer Probe bis zu 40% Alkohol vorzufinden, 0,8.

Für die folgenden Betrachtungen wird festgelegt, daß die linke bzw. die untere
Grenze eines Intervalles stets diesem Intervall zuzurechnen ist, während die rechte
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bzw. die obere Grenze dem Intervall nicht angehören soll. Im betrachteten Beispiel 2
wäre eine Probe mit genau 10% als mittlerer Alkoholgehalt zu klassifizieren.
Das zu einem Ereignis Ä entgegengesetzte bzw. komplementäre Ereignis, das dann
eintritt, wenn A nicht eintritt, wird mit A bezeichnet, ü gibt das sichere, V das un-
mögliche Ereignis an. Zwischen einem Ereignis A und seinem entgegengesetzten
Ereignis A besteht die Beziehung

(6)

Hieraus folgt

PMU Ä) =P(U)  = 1 (7)

und daraus auf Grund des Additionssatzes (5)

P ( J )=1 -P (A) .  (8)

Als Durchschnitt zweier Ereignisse

c = A A B (9)

wird das gleichzeitige bzw. aufeinanderfolgende Eintreffen der beiden Ereignisse A
und B bezeichnet. Q hat die Bedeutung „sowohl — als auch“.
Zwei Ereignisse sind unabhängig voneinander, wenn das Eintreffen des einen Ereig-
nisses die Wahrscheinlichkeit des anderen nicht beeinflußt. Für zwei unabhängige
Ereignisse gilt der

Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten

P(AnP)  = P (A) .P (B)

Beispiel 3

Es werden für einen Gebirgsort Schneehöhe und Bewölkung zum Jahreswechsel betrachtet. Aus
langjährigen Beobachtungen ergebe sich in 90% aller Fälle eine Schneehöhe von mehr als 60 cm,
in 70% aller Fälle wolkenfreier Himmel. Zwischen dem Eintreffen der beiden Ereignisse bestehe
im Ergebnis sämtlicher Beobachtungen kein Zusammenhang. In 63% aller Fälle werden daher
beide Ereignisse gleichzeitig eintreten.

Beispiel 4

In der Analysenreihe des Beispieles 2 wird die Zusammensetzung durch Entnahme einer Probe
verändert. Nur wenn die entnommene Probe sofort ersetzt wird oder wenn der Vorrat so groß ist,
daß seine Zusammensetzung praktisch nicht vom Fehlen einer Probe abhängt, bleiben die Wahr-
scheinlichkeiten für die verschiedenen Ereignisse unverändert. In diesem Falle folgt nach dem
Multiplikationssatz als Wahrscheinlichkeit, eine Probe mit niedrigem Gehalt und anschließend
eine Probe mittleren Gehaltes zu ziehen, der Wert 0,15.

2 Schilling, Physik
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Verändert ein Ereignis A die Versuchsbedingungen und damit die Wahrscheinlich-
keit für ein Ereignis B, so bezeichnet man beide Ereignisse als voneinander abhängig.
Die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen von B unter der Voraussetzung, daß A
eingetreten ist, wird als bedingte Wahrscheinlichkeit P(B\A)  bezeichnet. Für das
gleichzeitige bzw. aufeinanderfolgende Eintreffen zweier abhängiger Ereignisse A
und B gilt der Multiplikationssatz in der Form

P(A Q B) = P (A)P(B \A)  = P (B)P(A \B)  (11)

(siehe Problem 1.1.1.).
Führt man n voneinander unabhängige Versuche durch und ist bei jedem dieser Ver-
suche die Wahrscheinlichkeit für ein Ereignis A gleich p, so beträgt die Wahrschein-
lichkeit, daß das Ereignis A fc-mal eintrifft,

(
7? \ 1
fc ) - py- k = fc!(w l fc)! (i - pi”-*

(NEWTONsche Formel)

Diese Formel läßt sich auf mehrere unabhängige Ereignisse A 19 A 2 , . . .  erweitern.
Ihre Wahrscheinlichkeiten seien durch

p1 =P(A  1 ), P»=P(A 2 ), p3 =P(A  3 ), . . .

festgelegt. Als Wahrscheinlichkeit, daß in n Versuchen Z -mal das Ereignis A r ein-
trifft, &2 -mal das Ereignis A 2 usf., folgt, wenn n = k r + k2 + ••• gilt,

n ’
P n (k k kg, . . . )  = — Pppf'Ps 1'’ . . .  (13)

/v j ! /vg • Ä/3 • • • •

Beispiel 5

Die Analysenserie des Beispieles 2 sei so groß, daß sie in ihrer Zusammensetzung durch Entnahme
einzelner Proben praktisch nicht verändert wird. Als Wahrscheinlichkeit, in fünf Versuchen
zwei Proben niederen Alkoholgehaltes, zwei Proben mittleren und eine Probe höheren Gehaltes
zu ziehen, folgt nach der verallgemeinerten NEWTONschen Formel

5’
P 5 (2, 2, 1) = °> 32 ’ °> 52 ‘ °> 2 = 0,135 = 13,5% .

Bei statistischen Serienprüfungen kann sich der Fall ergeben, daß ein unwahrschein-
liches Ereignis wiederholt eintrifft. Es ist daher möglich, daß eine richtige Hypothese,
z. B. das Auftreten von Giftstoffen, infolge der zufälligen Häufung unwahrschein-
licher Fehlmessungen abgelehnt wird. Als Wahrscheinlichkeit, einen derartigen
Fehler erster Art zu begehen, definiert man die Größe oc. Ebenso ist es möglich, daß
einer falschen Hypothese irrtümlich zugestimmt wird. Beispielsweise kann eine gift-
freie Substanz infolge statistischer Zufälligkeiten als nicht einwandfrei klassifiziert
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und daher ausgesondert werden. Die Wahrscheinlichkeit für einen derartigen Fehler
zweiter Art bezeichnet man mit ß.
Grundsätzlich wird bei Serienprüfungen der schwerwiegendere, qualitätsmindernde
Fehler als Fehler erster Art, der weniger bedeutungsvolle, nur quantitätsmindernde
Fehler als Fehler zweiter Art bezeichnet (vgl. Probleme 1.1.5. und 1.1.6.).

p Probleme

1.1.1. Addition und Multiplikation von Wahrscheinlichkeiten

Ein Sortiment von n = 30 Transistoren besteht aus k — 20 brauchbaren und n — k = 10
nichtbrauchbaren Elementen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, der Probe nacheinander
einen brauchbaren und danach einen nichtbrauchbaren Transistor zu entnehmen, wenn diese
nach Prüfung nicht wieder in das vorhandene Sortiment zurückgelegt werden? Bestimmen Sie
die Wahrscheinlichkeit, bei zweimaligem Ziehen einen brauchbaren und einen nichtbrauchbaren
Transistor zu finden.

Lösung

Wir bezeichnen mit A das Ereignis, daß ein brauchbarer Transistor gezogen wird. A bedeutet
das Ziehen eines nichtbrauchbaren Transistors. Die Wahrscheinlichkeit, einen brauchbaren
Transistor zu ziehen, beträgt

P(A) = ± =
n

= — = 0,666...
30

(1)

Nachdem das Ereignis A eingetreten ist, besteht das Sortiment nur noch aus k — 1 = 19 brauch-
baren und n — k = 10 nichtbrauchbaren Elementen; die Versuchsbedingungen haben sich
geändert. Als Wahrscheinlichkeit, im Anschluß an ein Ereignis A ein Ereignis A festzustellen,
folgt

PMM)=  — - =
n — 1

= — = 0,344...
29

(2)

Für die Wahrscheinlichkeit, daß die beiden Ereignisse nacheinander eintreten, erhalten wir
somit durch Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten (1) und (2)

P(A,A-) = P(A)P{AA} = =
n(n  — 1)

20
30

— = 0,229...
29

(3)

2*
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In knapp 23% aller Fälle wird bei der vorliegenden Verteilung brauchbarer und nichtbrauchbarer
Transistoren nach einem brauchbaren ein nichtbrauchbares Element gezogen.
Für die umgekehrte Folge, zunächst einen unbrauchbaren, danach einen brauchbaren Transistor
zu ziehen, ergibt sich aus

P(J)  = =n

= — =0,333 . . .
30

und aus
_ k

P(A \A)=  ------- =

(4)

(5)

nach dem Multiplikationssatz

n — k k
n n — 1

P(A)P(A \A)  =

10 20
30*29

(6)= 0,229...

Die Beziehung

P(A)P(A \A)  = P (A)P(A  |A)

besitzt unabhängig von dem betrachteten Übungsbeispiel allgemeine Gültigkeit.
Als Wahrscheinlichkeit, bei zweimaligem Ziehen einen brauchbaren und einen unbrauchbaren
Transistor, d. h. entweder den durch (3) oder den durch (6) beschriebenen Fall zu erhalten, folgt
durch Addition der Größen (3) und (6)

P ( l , l )  = 2P(A)P(Ä\A)  = 2Ä: (”~  Ä:) = 2 -  - = 0,458...
n(n — 1) 30 • 29

In knapp 46% aller Fälle wird bei zwei Versuchen ein brauchbarer und ein unbrauchbarer Tran-
sistor gezogen.

1.1.2. Newtonsche Formel

In einer sehr großen Prüf serie weisen p± = 70% der Meßproben Verunreinigungen auf, p2 = 30%
sind von Verunreinigungen frei. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei n = 8maligem Ziehen
k = 5 verunreinigte und n — k = 3 nicht verunreinigte Proben zu erhalten?

Lösung

Als Ergebnis eines Versuches können zwei Ereignisse eintreten: A die untersuchte Probe ist
verunreinigt, A die untersuchte Probe ist nicht verunreinigt. Auf Grund der Voraussetzungen
gilt

P{A) = P1 , P (A)  = i — P1 = p2 .
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Im vorliegenden Fall haben wir pr = 0,70, _p2 = 0,30 einzusetzen. Als Wahrscheinlichkeit für
das Eintreffen einer bestimmten Folge A,  Ä ,  A ,  . . .  ergibt sich, wenn die einzelnen Ereignisse
wie vorausgesetzt voneinander unabhängig sind,

P(A,  Ä ,  A ,  . . . )  = P (A)P(Ä)P(A)  -=  P1 -p2 - P1 - = rfpf*. (1)

Wie man sieht, ist diese Wahrscheinlichkeit von der Reihenfolge der einzelnen Ereignisse A und A
unabhängig; sie hängt außer von den Größen pr und p2 nur von der Anzahl k der geforderten
Ereignisse A und von der Anzahl n — k der Ereignisse Ä ab. Für das vorgegebene Beispiel
erhalten wir

P1 k . p2n-fc = 0,75 • 0,33 = 0,004538.

Die Anzahl der Folgen mit Ä>maligem Auftreten von A und (n — k) -maligem Auftreten von A
beträgt

(
n \ n \ n(n  — l)---(n — k + 1)
k ] k \ (n  — k)\ ~ #(& — i)---3 • 2 • 1 ’ '

Mit den vorgegebenen Zahlen folgt

L = 8 1 7_6 =56

\ k )  \ 3 /  3 !5 !  3 -2 -1

Als Wahrscheinlichkeit für das ß-malige Eintreffen des Ereignisses A in n Versuchen ergibt sich
damit

P«(k) = (NEWTONsche Formel). (3)

Setzt man die vorliegenden Werte ein, so erhält man

P g (5) = (8  j 0;7 5 . 0 , 3 3 = 0 ,2541 .

Bei acht Versuchen werden sich in etwas über ein Viertel aller Fälle fünf Proben als verunreinigt
erweisen.

1.1.3. Verallgemeinerte Newtonsche Formel

Die Anzahl der täglichen Arbeitsunfälle in einem Großbetrieb weist über einen langen Zeitraum
gemittelt folgende Verteilung nach Tabelle 1 auf :

Tabelle 1. Unfallverteilung

Anzahl der täglichen Unfälle Beobachtete Häufigkeit in Prozent

0
1
2
3
4
5 und mehr

31,2
36,1
24,5
6,3
1,7
0,2
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Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Woche folgende Unfallverteilung zu erhalten:
zweimal kein Unfall, zweimal ein Unfall, einmal drei Unfälle?

Lösung

Wir haben die NEWTONsche Formel für mehrere Variable

72, t
P(k0 , kl t  k2 , . . . )=  ƴ ƴ ' — p 'p  p/* . . .  (1)

ko'.kp.k.,! . . .

anzuwenden. Im vorliegenden Fall bezeichnet k0 die Zahl der unfallfreien Tage, kr die Zahl der
Tage, an denen ein Unfall auftritt, allgemein die Zahl der Tage, an denen i Unfälle auftreten.
Ferner gibt

oo

n = s h (2)
i=0

die Gesamtzahl der Versuche an. Für das betrachtete Beispiel bezeichnet n = 5 die Zahl der
Arbeitstage einer Woche. p bedeutet die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten von i Unfällen
an einem Tag.
Aus Spalte 2 der Tabelle 1 entnimmt man die Werte pi9 indem die dort stehenden Größen durch
hundert dividiert werden. Als Wahrscheinlichkeit, die vorgegebene Verteilung

k0 = 2, k± = 2, k2 = 0, k3 = 1, kj = 0 mit j 4

zu erhalten, folgt aus der NEWTONschen Formel (1)
5’

P (2, 2, 0, 1, 0, . . .) = P (2, 2, 0, 1) = ------ - -  ------ 0,3122 • 0,361 2 • 0,245° • 0,063 x =v v ' 2! 2! 0! 1 !

= 30 • 0,000795 = 0,02385.

In knapp 2,4% der Statistiken über die Unfallzahlen einer Woche ist demzufolge mit zwei un-
fallfreien Tagen, zwei Tagen mit einem Unfall, einem Tag mit drei Unfällen zu rechnen.

1.1.4. Addition von Wahrscheinlichkeiten bei Anwendung der Newtonschen
Formel

Untersuchungen über das Auftreten von Maschinenfehlern ergeben in 30% aller Fälle weniger
als 5 Fehler je Tag, in 50% aller Fälle zwischen 5 und 12 Fehler, in 20% aller Fälle mehr als
12 Fehler. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, an drei Tagen einer Woche mehr als 12 Fehler
zu erhalten?

Lösung

Unter Anwendung der Newtons eben Formel sind die folgenden Wahrscheinlichkeiten zu be-
rechnen und zu addieren:

5’
P (2, 0, 3) = 0,32 • 0,23 ,

2! 3!

5’
P (0, 2, 3) = 0,52 - °’ 23 ’

5’
P (1, 1, 3) = 0,3 • 0,5 • 0,23 .
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Damit sind sämtliche Fälle erfaßt, bei denen an 3 Tagen mehr als 12 Fehler auftreten. Wir er-
halten durch Addition

P = P (2, 0, 3) + P (0, 2, 3) + P(l, 1, 3) =

= — 0,23

3!
= 0,051.

In 5,1% aller Fälle treten in einer Woche an drei Tagen mehr als 12 Maschinenfehler auf.

1.1.5. Fehler erster und zweiter Art

Untersucht wird das Auftreten eines unerwünschten Kristallisationskeimes. Hierzu werden
Röntgenaufnahmen ausgewertet. Die Wahrscheinlichkeit, eine schwache Keimbildung zu er-
kennen, betrage für das einzelne Röntgenbild p = 0,8. Dagegen besteht die Möglichkeit, daß
aus einer fehlerhaften Aufnahme auf Keimbildung geschlossen wird. Die Wahrscheinlichkeit
für das Auftreten derart fehlerhafter Abbildungen betrage q = 0,015. Für jede der vorhandenen
Proben werden n = 4 Aufnahmen ausgewertet, die voneinander unabhängig sind. Der Test
wird positiv entschieden: Keimbildung ist vorhanden, wenn wenigstens eine der Aufnahmen
Keimbildung aufweist. Er wird negativ entschieden, wenn in keiner der Aufnahmen eine Keim-
bildung zu erkennen ist. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, a) einen auftretenden Keim nicht zu
erkennen (Fehler erster Art), b) auf Keimbildung zu schließen, obgleich diese nicht vorhanden ist
(Fehler zweiter Art)?

Lösung

Es bezeichne A die Hypothese, daß die untersuchte Probe keimbehaftet ist. Mit A wird die
Alternative, die keimfreie Probe, bezeichnet. Wir definieren eine Zufallsvariable X und geben
ihr den Wert Null, wenn kein Keim festgestellt wird. Werden Keime beobachtet, so gilt X > 0.
Die Wahrscheinlichkeit, einen auftretenden Keim bei einer einzigen Messung nicht zu entdecken,
beträgt 1 — p = 1 — 0,8 = 0,2. Jede der Messungen erfolgt unabhängig von den übrigen.
Als Wahrscheinlichkeit für die n-fache Wiederholung, d. h. für die Richtigkeit von A,  obgleich A
in n Versuchen abgelehnt wird, folgt somit

a = P (X = 0|A) = (1 -p ) w.

Im vorliegenden Fall erhalten wir

= P(X = 0 |  A) = (1 - 0,8) 4 = 0,24 = 0,0016.

In l,6°/oo aller Fälle wird durch die vorgenommene Untersuchung ein vorhandener Keim nicht
erkannt.
Der Fehler zweiter Art wird begangen, wenn irrtümlich auf Keimbildung geschlossen wird.
Bei nur einer Messung beträgt die Wahrscheinlichkeit hierfür g = 1 — (1 — q). 1 — q gibt da-
bei die Wahrscheinlichkeit an, im Falle der keimfreien Probe eine einwandfreie Aufnahme anzu-
treffen. Die n-fache Wiederholung dieses Ereignisses tritt mit der Wahrscheinlichkeit (1 — q) n auf.
Mit zunehmender Meßzahl n erhöht sich die Wahrscheinlichkeit, eine keimfreie Probe als keim-
behaftet anzusehen, da bereits aus einer fehlerhaften Aufnahme auf Keimbildung geschlossen
wird. Als Wahrscheinlichkeit, einen Fehler zweiter Art zu begehen, ergibt sich damit

ß = P(X > 0 |  Ä)  = 1 - (1 - q) n .



24 1. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

Im vorliegenden Fall erhalten wir

ß = P(X > 0 |  Ä)  = 1 - (1 - 0,015) 4 = 1 - 0,9854 = 1 - 0,941 = 0,059.

Die Wahrscheinlichkeit, eine Probe irrtümlich als keimbehaftet anzusehen, beträgt somit 5,9%.
Als Gütefaktor

H = 1 - P(X > 0 |Ä)  = 1 - ß

bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit, in einem Test die Hypothese A abzulehnen, wenn A zu-
trifft. JJ gibt somit den Anteil einwandfreier Proben an, die den Test unbeanstandet passieren.
Mit den vorliegenden Zahlen folgt

n = 1 - 0,059 = 0,941.

94,1% der einwandfreien Proben werden somit durch den Test richtig als einwandfrei klassifiziert.

1.1.6.* Erweiterte Testbedingungen bei Reihenuntersuchungen

Bei der Untersuchung auf Fabrikationsfehler wird jedes Stück einer Großserie fünf Kontroll-
messungenunterworfen, deren jede einen vorhandenen Fehler mit der Wahrscheinlichkeit p = 0,8
nachweist. Die Wahrscheinlichkeit, aus einer Messung irrtümlich auf Fabrikationsfehler zu
schließen, betrage q = 0,04. Der Test wird positiv entschieden, wenn sämtliche fünf Kontrollen
keinen Fehler ergeben. Er wird negativ entschieden (Ausschuß), wenn wenigstens zwei Messungen
Fehler verzeichnen. Für den Fall, daß in nur einer Messung Fehler angezeigt werden, wird der
Test wiederholt. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit für einen Fehler erster Art (Ausschuß
passiert das Kontrollsystem), für einen Fehler zweiter Art (einwandfreie Produkte werden irr-
tümlich als Ausschuß erklärt) und den Gütefaktor.

Lösung

Analog 1.1.5. ergibt sich als Wahrscheinlichkeit, eine fehlerhafte Probe in n = 5 Versuchen irr-
tümlich als einwandfrei festzustellen,

P(X = 0|A) = (1 - p) n =

= (0,2) 5 = 0,000320. (1)

O,32O°/oo aller fehlerhaften Produkte passieren also ohne jede Beanstandung die Kontrollen. Als
Wahrscheinlichkeit, in n = 5 Messungen n — 1 = 4 Fehlmessungen durchzuführen, folgt
nach der NEWTONschen Formel (1.1./12)

P(n -1 ,1 )=  n (1 - =

= ( $ ) 0,24 - 0,8 = 5 • 0,0016 • 0,8 = 0,0064. (2)

6,4°/00 der fehlerhaften Produkte werden hiernach einer zweiten Testserie unterworfen. Von diesen
passieren erneut O,32°/oo unbeanstandet das Kontrollsystem. Ihr Anteil an der Gesamtzahl be-
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trägt nach (1) und (2)

P(ffl-1,1)P(I.= OM) = ( n (l-pytn-lp =

= 0,00032 • 0,0064 = 0,000002048. (3)

Die zweite Testserie liefert im betrachteten Fall nur einen Beitrag von etwas mehr als O,OO2°/oo .
In Fortführung der Überlegungen folgt für die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art die
Reihe

00 00 r /  n \ v-i
<x = P(X = 0|A) V [P{n - l,!)]”' 1 = (1 -P )  n ( • (4)

„=i v =i  [ \n  — 1/ J

Das dritte Glied dieser Reihe ergibt mit den vorgegebenen Zahlen den Wert

(1 pyn n 1 j (1 p)w-ipj 2 = o,25 ® j 0,2* • 0,8 =

= 52 • 0,213 • 0,8 2 < 1,5 • IO“8 .

Bei einer Genauigkeitsforderung bis zur Größenordnung 10 -6 brauchen wir daher nur die ersten
beiden Glieder der Reihe (4) zu berücksichtigen. Für den Fehler erster Art folgt aus (1) und (3)

* = O,32O°/oo 4- O,OO2°/oo + . . .  = 0,322% 0 ,

wobei die nicht berücksichtigten Glieder kleiner als 0,000 1 0/00 sind. Der Anteil fehlerhafter Stücke,
die durch den Kontrolltest nicht ausgesondert werden, beträgt weniger als 0,322 l°/ 00 .
Der Anteil einwandfreier Stücke, bei denen die erste Testserie in allen n = 5 Versuchen positiv
ausfällt, beträgt

P(X = 0 |Ä)  = (1 - q)n =

= 0,965 = 0,8154. (5)

Nur reichlich 81,5% aller einwandfreien Elemente passieren die erste Testserie unbeanstandet.
Für den Anteil mit nur einer irrtümlichen Beanstandung ergibt sich nach der Newtons chen Formel
(1.1./12)

P ( W -1 ,1 )=  ( l -g )« -*g  =

= ( * ) (0,96)* • °’ 04 = 0,169869. (6)

Diese knapp 17% werden einer zweiten Testserie unterworfen. Für die Wahrscheinlichkeit, ein
einwandfreies Element bereits nach der ersten Kontrollserie dem Ausschuß zuzuordnen, erhält
man somit nur noch den Wert

ß1 = l -  P(X = 0|Ä) - P(n  - 1, 1) =

= l - ( l -g ) " -  ( “ j ( l -g )» - lg  =

= 1 - 0,96s - 5 • 0,96* • 0,04 = 0,014758 . (7)

Von den der zweiten Kontrollserie unterworfenen Teilen fallen mit der Wahrscheinlichkeit (5)
sämtliche n = 5 Versuche positiv aus, mit der Wahrscheinlichkeit (6) ist ein Versuch negativ»
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mit der Wahrscheinlichkeit (7) ergeben sich zwei und mehr fehlerhafte Versuche. Dieses Ver-
fahren wird sukzessive fortgesetzt.
Durch Summierung folgt als Anteil der irrtümlich dem Ausschuß zugerechneten einwandfreien
Teile, d. h. als Wahrscheinlichkeit für einen Fehler zweiter Art,

.ß = ßi S [P(® - 14)]’
v=Q

= ( i -  ? )«-ig]S [ ( i ) ( i -  (8)

Mit den gegebenen Zahlen erhalten wir

ß = 0,014758 (1 + 0,169869 + 0,169869 2 + •••),
d. h.,

ß = 0,017777.

Infolge der Einführung wiederholter Testserien erhöht sich der Fehler erster Art nur unwesent-
lich von O,32O°/oo auf O,322°/oo . Dagegen sinkt der Fehler zweiter Art von ursprünglich fast 18,5%
auf weniger als 1,8%.
Für den Gütefaktor ergibt sich

n= 1 -ß  = 0,98222,

d. h., reichlich 98,2% aller einwandfreien Produkte werden richtig als einwandfrei klassifiziert.

Aufgaben

A 1.1.1. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, unter 12 roten und 8 blauen Kugeln drei-
mal hintereinander blau zu ziehen, a) wenn die gezogene Kugel zurückgelegt wird,
b) wenn die gezogene Kugel nicht zurückgelegt wird.

A 1.1.2. Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, a) aus n = 30 verschiedenen Zahlen
k = 4 vorgegebene zu ziehen, b) aus n = 30 verschiedenen Zahlen k = 4 in einer
vorgegebenen Reihenfolge zu ziehen, wenn die gezogene Zahl zurückgelegt wird.

A 1.1.3. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, aus n =• 30 Zahlen bei kQ = 5 Versuchen
wenigstens k = 4 vorgegebene Zahlen zu ziehen?

A 1.1.4. In einer großen Fertigungsserie von Stiften sind pr = 25% der Stifte zu lang,
p2 = 15% zu kurz, p3 = 60% liegen innerhalb einer festgelegten Toleranz, a) Wie
groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei sechsmaligem Ziehen zweimal nacheinander
einen zu langen, einen richtigen, einen zu kurzen Stift zu ziehen? b) Wie groß ist
die Wahrscheinlichkeit, bei sechsmaligem Ziehen zwei Stifte von jeder Sorte zu
ziehen? Die Serie kann als so groß vorausgesetzt werden, daß die Entnahme einiger
Stifte die Gesamtverteilung nicht verändert.

A 1.1.5. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei sechs Würfen a) genau eine Sechs, b) min
destens eine Sechs zu werfen?

A 1.1.6. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daß bei n = 5 Geburten 0, 1, 2, 3, 4, 5
Knabengeburten auf treten. Als Verhältnis von Knaben- zu Mädchengeburten werde
auf Grund langjähriger Beobachtungen die Beziehung 106 : 100 angenommen.
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A 1.1.7. Untersuchungen über die Zahl der Telefongespräche von einer Anschlußstelle er-
geben folgende, über einen längeren Zeitraum gemittelten Werte :

Zahl der Telefongespräche prozentuale Häufigkeit
je Stunde

0 25
1 40
2 20
3 15

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit folgender Verteilung über 4 Stunden: zwei
Stunden kein Gespräch, eine Stunde ein Gespräch, eine Stunde zwei Gespräche.

A 1.1.8. Eine Flüssigkeit wird auf Giftstoffe untersucht. Die Wahrscheinlichkeit, in einer
Messung einen der vorhandenen Giftstoffe festzustellen, betrage p = 0,9. Für die
Wahrscheinlichkeit, in einer Analyse durch Meßfehler auf Giftstoffe zu schließen,
werde der Wert q = 0,02 vorausgesetzt. Die Zahl der Messungen betrage n = 4.
Die Hypothese Ä wird als richtig angenommen, wenn einer der Kontrollversuche
das Vorhandensein des Giftstoffes anzeigt. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit,
daß eine vergiftete Probe das Testsystem unbeanstandet passiert, die Wahrschein-
lichkeit, eine einwandfreie Probe irrtümlich auszusondern, und den Prozentsatz
richtiger Entscheidungen bei einwandfreien Proben. Welche Werte ergeben sich bei
n = 2 Messungen?

A 1.1.9. Bei der Analyse von Abdämpfen beträgt die Wahrscheinlichkeit, eine schädliche
Beimengung in einer Probe festzustellen, p = 0,5. Die Wahrscheinlichkeit, irr-
tümlich auf den unerwünschten Stoff zu schließen, betrage q = 0,02. In welchem
Bereich liegt die Zahl n der zulässigen Meßversuche, wenn der Fehler erster Art
kleiner als ein Promille, der Fehler zweiter Art kleiner als 15% sein soll. Das Ab-
gas gilt als einwandfrei, wenn in sämtlichen n Kontrollversuchen keine Beimengung
festgestellt wird.

A 1.1.10. In einem Abfallprodukt werden Spuren einer hochwertigen organischen Substanz
entdeckt. Die Wahrscheinlichkeit, diese durch eine Messung festzustellen, betrage
p = 0,60. Es wird gefordert, 95% der substanzhaltigen Proben zu erfassen und
mindestens 90% der wertlosen Proben auszusondern. Berechnen Sie die Mindest-
zahl n notwendiger Messungen für eine Probe und geben Sie den Wertebereich
der zulässigen Wahrscheinlichkeit q an, bei einer Messung irrtümlich auf das Vor-
handensein der Verbindung zu schließen. Die Hypothese, daß der gesuchte Stoff in
der Probe enthalten ist, gilt als bestätigt, wenn ein Versuch positiv ausfällt.

A 1 . 1 . 1 1 .* Bei Tiefenbohrungen wird radioaktiver Stoff aus einer Messung mit der Wahrschein-
lichkeit p = 0,85 nachgewiesen; die Wahrscheinlichkeit, irrtümlich auf die Sub-
stanz zu schließen, betrage q = 0,1 ; n = 4 sei die Zahl der Messungen einer Serie.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit für einen Fehler erster Art (Radioaktivität
nicht erkannt) und für einen Fehler zweiter Art (Irrtum beim Schluß auf Radio-
aktivität). Im Falle von zwei und mehr positiven Messungen wird die Probe als
radioaktiv klassifiziert, im Falle nur eines positiven Versuches wird die Testserie
wiederholt, im Falle, daß sämtliche Messungen negativ ausfallen, gilt die Substanz
als nicht radioaktiv.

A 1.1.12. Wie ändern sich die Verhältnisse der vorhergehenden Aufgabe A 1.1.11., wenn die
Zahl der Messungen auf n = 3 reduziert wird?
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1.2. Mittelwert und Streuung — Gaußsche Fehlerverteilung und Gaußsches
Fehlerintegral — Abschätzung der Verteilungsparameter aus Stichproben —
Konfidenzintervalle

Einführung

Als Verteilungsparameter oder charakteristische Größen spielen der Mittelwert p,
und die Streuung <r bzw. die Varianz u2 eine bedeutende Rolle. Bei einer diskreten
Zufallsgröße X, die mit den Wahrscheinlichkeiten Pi die Werte (i = 1, 2, 3, . . . , n)
annimmt, wird der Mittelwert durch

(1)

definiert ; die Streuung ist durch

(2)

festgelegt.
Für die Wahrscheinlichkeit, daß die Zufallsgröße X einen Wert kleiner als x an-
nimmt, erhält man

P(X<x)=F(x )=% Pi .
Xt<X

(3)

Die Funktion F(x) wird als Verteilungsfunktion bezeichnet.

F(x)

Bildl.  Verteilungsfunktion F(x) zu Beispiel 6.

Beispiel 6

Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, mit einem Würfel einen Wert kleiner als 3 zu werfen.
Hierfür ergibt sich F(3) = 2/6 = 0,333 . . . .  Als Wahrscheinlichkeit, einen Wert kleiner als 3,1 zu
würfeln, folgt F(3,l) = 3/6 = 0,5, als Wahrscheinlichkeit für einen Wert kleiner als 7 : F(7) = 1
(vgl. Bild 1).
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Ist X eine stetige Zufallsgröße, die innerhalb eines endlichen oder unendlichen
Intervalles sämtliche Werte annehmen kann, so definiert

(4)

die Wahrscheinlichkeitsdichte bzw. Dichtefunktion, auch kurz Dichte genannt. Bei
einer stetigen Zufalls variablen tritt f(x) dir an die Stelle der Wahrscheinlichkeit pi.
Mittelwert und Streuung sind durch

[jl = j xf(x) dir, er = j/j (ir — /z) 2 /(ir) dir (5)

bestimmt.
Als Wahrscheinlichkeit, für die stetige Zufallsvariable X einen Wert im Intervall
iru < X < ir0 zu ziehen, ergibt sich

Xo

P(xa < X <x 0 ) = y f(x) da: = F(xü ) — F(x,j .  (6)
Xu

Die Intervallgrenzen können bei stetig veränderlichen Zufallsgrößen in die Unter-
suchung einbezogen oder ausgeschlossen werden, ohne daß sich an der Wahrschein-
lichkeitsaussage etwas verändert.
Führt man für iru den Grenzübergang itu —> — oo durch, so erhält man wegen

F(-oo)  = P(X < -oo) = 0
Xo

als Darstellung der Verteilungsfunktion F(ir0 ) = f f(x) dir. Der anschließende
— oo

Grenzübergang x0 > -(-oo ergibt die Wahrscheinlichkeit, daß die Zufallsvariable
einen Wert zwischen — oo und + 00 annimmt. Hierfür muß man den Wert Eins er-
halten. Es folgt daraus die Normierungsbedingung

f° f (x)dx = l .  (7)
— OO

Für die grundlegende mathematische Theorie und für die technische Anwendung
gleichermaßen von Bedeutung ist die Gaußsche Normalverteilung

(8)

Die Dichtefunktion der Normalverteilung wird in Bild 2 dargestellt. Das Maximum
ist um so höher, d. h. die Präzision um so größer, je kleiner die Streuung <r ist.
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Durch die Transformation

x — u,
z = -------

er
(9a)

geht die Normal- oder Gauss- Verteilung (8) in die normierte Normalverteilung

über. Dichte- und Verteilungsfunktion der normierten Normalverteilung (9) sind in
Tafel 1 und Tafel 2 tabelliert. Bild 3 zeigt den graphischen Verlauf der Verteilungs-
funktion. Eine Zufallsvariable z, die einer normierten Normalverteilung genügt,
besitzt den Mittelwert /z = 0 und die Streuung a = 1 .

Bild 3. Verteilungsfunktion der
Normalverteilung.

Als Grundgesamtheit G bezeichnet man den gesamten Wertevorrat einer Zufalls-
größe. Erfolgt die Abschätzung der Parameter einer statistischen Verteilung durch
Stichproben, so definiert man als Umfang n einer Stichprobe £ die Zahl der durch-
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geführten Versuche. Aus den gemessenen Werten x (i = 1, 2, . . . ,  ri) ergeben sich
Mittelwert x und Streuung s der Stichprobe nach den Formeln

(10)

(11)V
I n

--------7 S ( i — «) 2 '
1 i = l

Der Wert n — 1 , die Zahl der um eins verminderten Beobachtungen, wird dabei
als Freiheitsgrad / bezeichnet.

Beispiel 7

Eine Stichprobe über die Temperaturverteilung eines Tages enthalte nur eine Messung mit dem
Wert 25 °C. Dann gibt diese Größe den Mittelwert der Stichprobe vom Umfang n = 1 an. Für
die Streuung dieser Stichprobe folgt der Ausdruck 0/0; die Streuung bleibt unbestimmt.

Zieht man aus der Grundgesamtheit G einer normalverteilten Größe X eine Reihe
Stichproben S v (y = 1, 2, . . . , m) vom Umfang n, so unterliegen die Mittelwerte xv

und die Streuungen sv dieser Stichproben bestimmten Verteilungsgesetzen. Die Meß-
werte der Stichproben seien mit xv i (i = 1, . . . ,  n) bezeichnet. Für die Stichproben-
Mittelwerte

| n
X, = — X X ,i (12)

n i= i

ergibt sich eine Normalverteilung (8), deren Verteilungsparameter /z „ und mit
den Verteilungsparametern /z und er der Grundgesamtheit G durch die Formeln

(13)

verknüpft sind. Man erhält somit für die Streuung der Mittelwerte x einen um so
kleineren Wert, je größer der Umfang n der einzelnen Stichproben ist. Die Unter-
suchung der Streuung sv verschiedener Stichproben S v vom Umfang n zeigt, daß die
Größen

TZ n — 1  2 K 2 n — 1  2V = s*  bzw. %2 = s* (14)

einem Verteilungsgesetz genügen, welches als x 2 -Verteilung mit n — 1 Freiheits-
graden bezeichnet wird (siehe Bild 4). Es weicht von der Normalverteilung (8) ab.
Mittelwert /zSv2 und Streuung cr5r 2 der Größen s* hängen mit den Parametern /z und a



32 1. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

der Grundgesamtheit durch die Formeln

1 m 1 m | n
/u.Sv* = lim — = lim - S ------7 S ( x’i ~ = ff2 >

m TO oo m , =1 n — 1 i=1
(15)

(16)
1 m

= 11111 m _ 1 ~ ff2)2
m—>oo "v v=i

zusammen.

Bild 4. Dichtefunktionen Ay(rr) der / 2 -
Verteilungsfunktion. P (/ 2 / a 

2 ) =
oo

= f kf(x) dx = 1 — a. für verschiedene
V

Freiheitsgrade /.
f

%2 = S Xf , Xu normalverteilte Zufalls-
2 = 1

großen = 0 ,  a = 1).

Es bezeichne Z eine Zufallsgröße aus einer normierten Normalverteilung. V gebe
eine Zufallsgröße aus einer %2 - verteilten Grundgesamtheit an. f = n — 1 sei der
Freiheitsgrad der /-verteilten Größen. Bildet man hieraus den Quotienten

(17)

Bild 5. Dichte Sj(x) einer
STUDENTschen -Verteilung

= f s f(z)

so erhält man für die Größen t ein Verteilungsgesetz, das als Studentsche t-Verteilung
mit / Freiheitsgraden bezeichnet wird (s. Bild 5). Dabei ist vorauszusetzen, daß die
Größen V und Z unabhängig voneinander sind. Um aus einer Stichprobe das Konti-
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denzintervall des Mittelwertes /z der Normalverteilung abzuschätzen, setzt man

x v — ! xv = x v — [I y = (n — l)s, 2

0 ’ U 2

]/n

(18)

Der Freiheitsgrad / = n — 1 ist durch den Umfang n der betrachteten Stich-
proben S v festgelegt. Aus den Verteilungsfunktionen der t- Verteilung läßt sich die
Wahrscheinlichkeit P = 1 — <x bestimmen, eine Stichprobe 8 mit einem Wert t zu
erhalten, der sich innerhalb des Intervalles

<1  1 — (19)

befindet, dessen Betrag also unterhalb einer Schranke ta liegt. In Tafel 3 wurden für
verschiedene Risikowahrscheinlichkeiten <x und für verschiedene Freiheitsgrade
f = n — 1 die Werte tabelliert. Mit einem Risiko tx folgt damit aus den Stich-
probenwerten x und s : Der Mittelwert liegt im Konfidenzintervall

(20)

Wurde der gesuchte Verteilungsparameter /z durch den Mittelwert x der Stichprobe
genau getroffen, so gibt <x die Wahrscheinlichkeit an, in nachfolgenden Stichproben
einen Mittelwert außerhalb des Konfidenzintervalles zu erhalten.
Die Konfidenzabschätzung der Streuung erfolgt nach der Theorie -verteilter
Größen. Zu einer vorgegebenen Risikowahrscheinlichkeit <x lassen sich danach stets
zwei Zahlen und / 2 

a derart festlegen, daß die beiden Gleichungen
- ,n- l  l -y,n- l

p (*as  4. , , ) -4 -  ,21 >
erfüllt sind. Hieraus ergeben sich zwei Koeffizienten L x und L 2 , die das Konfidenz-
intervall der Streuung

(7 - 2 (22)

mit einer nach beiden Seiten gleichen Risiko Wahrscheinlichkeit abgrenzen. Die
Koeffizienten L t und L 2 sind mit der / 2-Verteilung durch

l 2 (22 a)

verknüpft.
In Tafel 4 sind die Koeffizienten und L 2 für verschiedene Freiheitsgrade n — 1
und für verschiedene Sicherheitswahrscheinlichkeiten 1 — <x tabelliert.

3 Schilling, Physik
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* Probleme

1.2.1. Mittelwert und Streuung einer Grundgesamtheit

Die Messung der Temperatur ergibt zu einem bestimmten Zeitpunkt an den verschiedenen Meß-
plätzen die folgenden Werte: 10,2°C, 12,4 °C, 14,5°C, 13,6°C, 11,4°C, 10,8°C.
Berechnen Sie den Mittelwert und die Streuung.

Lösung

Die Grundgesamtheit besteht aus 6 Meßwerten. Mittelwert /z und Streuung a sind durch

n n
j» = 2 Pi i ,  ff2 = 2 Pd x i -

i=l i=l

definiert. Im vorliegenden Fall sind die einzelnen Messungen gleichberechtigt. Wir setzen daher
die Wahrscheinlichkeit gleich der relativen Häufigkeit = 1/n .= 1/6 und erhalten

n i n  1 6  70 q
I* = 2 = - 2 = i- 2 °C = 12,15°C.

i=l i=i b i 6

Für die Streuung folgt

/~n / 1 n / 13 875
<r = 1/ S = 1/ - S ° C = 1 ’ 52 ° C *

]/ i=i y i= i  f 6

1.2.2. Mittelwert und Streuung einer Stichprobe — Aussagen aus der
Verteilungsfunktion

Stichproben über den Fremdstoff gehalt eines Industrieabwassers ergeben für die einzelnen Ver-
schmutzungsgrade die Häufigkeit nach Tabelle 2.

Tabelle 2. Verschmutzung eines Industrieabwassers

Laufende Nummer i 1 2 34567

Fremdstoffgehalt in g l"1 40 ± 5 50 ± 5 60 ± 5 70 ± 5 80 ± 5 90 ± 5 100 ± 5
Häufigkeit 11 48 160 385 246 113 37

Die Verteilungskurve wird durch eine GAUSSsche NormalVerteilung genähert. Berechnen Sie die
Parameter der GAUSSschen Normalverteilung und ermitteln Sie danach die Häufigkeit der Proben
mit einem Fremdstoffgehalt a) größer als 82 g/l, b) kleiner als 54 g/l.
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Lösung

Wir bestimmen zunächst den Mittelwert des Fremdstoff gehaltes. Die Zahl der insgesamt unter-
7

suchten Proben beträgt n = 2 1 000. Wir erhalten daher die relativen Häufigkeiten
i= i

indem wir die Häufigkeiten durch n = 1 000 dividieren. Für den Mittelwert x folgt

x = — £ ktXi = 72,94. (1)
n i=1

Das mittlere Schwankungsquadrat ergibt sich aus

S2 = — £ kilXi - x)* =
n — 1 «=i

= — £ - 72,94)2 = 139,70.999(71* '
(2)

Hieraus folgt für die Streuung

s=  11,819.

Wir setzen die Parameter der GAUSSschen Normal Verteilung gleich den errechneten Werten:

= 72,94, a = 11,819.

Die Verteilungsfunktion lautet somit

(3)

(4)

der Proben mit einem Fremdstoffgehalt x > x0 zu bestimmen, transformieren wir mittels

z =V (6)

auf das normierte Gaus ss ehe Normalintegral und erhalten

Zo

P(x>x 0 ) = l — § exp yj dz  = 1 - 0(ZO ) .  (6)

— oo

3*
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Für den Anteil der Proben x < xu folgt
Xu

P(x<  xa ) = —L- f exp [ -  1 dz  = F(xn ) (7)
V2tv<7 J L 2ff J

— oo

und weiter mittels (5)
Zu

P(x < xu ) = F(xu ) = J* exp -|-j dz = $ (zu ) .  (8)

— OO

Auf Grund der Symmetrie der GAUSSschen Normal Verteilung gilt (vgl. Bild 2)
Zu — Zu

® (Zu) + <P(-zu ) = J' exp ( -  dz  + J exp ( -  dz  = 1 . (9)

— OO — oo

Im Falle eines negativen Wertes zu < 0 ergibt sich 0 (zu ) aus Tafel 2 mittels

a>(zu ) = i - 0 ( - z u ) .  (io)

Mit den vorgegebenen Werten folgt

82 - 72,94 54 - 72,94
zQ = --------------- = 0,767, z„ =0 11,819 "

= ----------- — = —0,160.
11,819

Damit erhalten wir aus (6) unter Verwendung von Tafel 2

P(x > 82) = 1 - 0(0,767) = 1 - 0,7785 = 0,2215

und aus (9) in Verbindung mit (10)

P{x < 54) = 0(—  0,160) = 1 - 0(0,160) = 1 - 0,5636 = 0,4364.

Bei 22,15% aller Abwasserproben ist daher mit einem Fremdstoffanteil von über 82 g/l zu rechnen.
43,64% aller Proben weisen nach der Normalverteilung einen Anteil von weniger als 54 g/l auf.

1.2.3. Parameter der Normalverteilung — Anteile außerhalb
festgelegter Grenzen

Die Untersuchung des Salzgehaltes in Proben mit einem Inhalt von 100 cm3 Lösung ergibt in
30% der Fälle einen Gehalt von mehr als 10,8 g, in 20% der Fälle einen Gehalt von weniger als
8,6 g. Berechnen Sie unter der Voraussetzung, daß eine Normal Verteilung vorliegt, den Mittel-
wert p und die Streuung a. Geben Sie bei gleichmäßiger Abgrenzung nach beiden Seiten an,
innerhalb welchen Bereiches 90% der Proben liegen. Ermitteln Sie den Salzgehalt, unterhalb
dessen ein Prozent der Proben liegt. Oberhalb welcher Grenze liegt ein Promille der Proben?

Lösung

Die Verteilungsfunktion
Xo

(x — ) 2 “l
-------— dx

2u2F{xq ) = (1)
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gibt den Anteil der Zufallsvariablen x an, für die x x0 gilt. Um Tafel 2 der normierten Normal-
verteilung anwenden zu können, transformieren wir

und erhalten aus (1)
Xo—p.

a z 2

f e ~dz .  (3)
J

— oo

Indem wir die Symmetrie der GAVssschen Normalverteilung berücksichtigen, entnehmen wir
Tafel 2

0,70 = 0 (0,524), 0,20 = 1 - 0,80 = 1 - 0(0,842) = 0 (-0,842). (4)

Wir setzen die ermittelten z-Werte

= 0,524, z2 = -0,842

und die zugehörigen vorgegebenen a>Werte

x± = 10,8, x2 = 8,6

in (2) ein und erhalten die beiden Gleichungen

z< = (i = 1,2), (5)a

bzw., umgeformt und Zahlen eingesetzt,

0,524er + = 10,8, -0,8420 + = 8,6. (6)

Hieraus folgt für die gesuchten Parameter:

10,8 • 0,842 + 8,6 • 0,524
1,366 7

2 2
o = —2— = 1,611. (8)

1,366

Um zu berechnen, innerhalb welcher Grenzen 90% aller Proben bei gleichmäßiger Abgrenzung
nach beiden Seiten liegen, haben wir die Werte zu , z0 zu bestimmen, die zu

0 (zu ) = 0,05 , 0 (z0 ) = 0,95 (9)
gehören.
Zur Ermittlung des Wertes zu berücksichtigen wir die Symmetrie der Dichtefunktion und er-
halten wie in (1.2.2./10)

0(zu ) = l - 0 ( - z u ) = O,O5, (10)
d. h.,

0 ( - z u ) = 1 - 0,05 = 0,95 = 0 (zo ) .  (11)
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Aus Tafel 2 folgt durch Interpolation

z0 = 1,645. (12)

Damit ergibt sich

zu = -1,645.

Aus (5) erhalten wir durch Umformung

xo = p + (rzo’ = + (13)

und hieraus für die gesuchten Grenzen

x0 = 9,956 + 1,6H ǅ 1,645 = 12,606,

xu = 9,956 - 1,611 • 1,645 = 7,306.

90% aller Proben weisen einen Salzgehalt zwischen 7,306 g und 12,606 g auf.
Zur Bestimmung 0(zu ) = 0,01 haben wir in Tafel 2 den zu 0(—  zu ) = 0,99 gehörenden Wert
aufzusuchen und erhalten zu = —2,326, woraus sich xu = 6,205 ergibt. Ein Prozent aller
Proben weist einen Gehalt unter 6,205 g auf. Ebenso folgt aus Tafel 2 0 (zo ) = 0,999 für z0 = 3,1
und daraus x0 = 14,950 .
Ein Promille aller Proben weist im Falle einer Normalverteilung einen Gehalt über 14,950 g auf.

1.2.4. Konfidenzintervalle

Aus einer Fertigungsserie werden 10 Stichproben entnommen und dabei die folgenden Abmes-
sungen festgestellt:

{5,75 cm; 5,71cm; 5,79 cm; 5,81cm; 5,72 cm; 5,76 cm; 5,73 cm; 5,71cm;

5,74 cm; 5,73 cm}.

Bestimmen Sie die Konfidenzintervalle des Mittelwertes und der Streuung a unter der Voraus-
setzung, daß die Abmessungen der Fertigungsserie normalverteilt sind. Für die zu berechnenden
Werte wird eine Sicherheit von 90% gefordert. Welche Grenzen ergeben sich, wenn die geforderte
Sicherheit 99% beträgt?

Lösung

Wir bestimmen zunächst den Mittelwert der Stichprobe :

1 ” 57,45 . . .
x — — 2j 

x i = ------ cm = 5,745 cm. (1)
n i =1  10

Die Streuung der Stichprobe errechnet man gemäß

/ i n / n 01005
s = 1 /— I— s (Xi - x)  2 = 1/ - — cm = 0,033 cm. (2)

|/ n — 1 |/ 9
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Für den Konfidenzbereich des Parameters /z ergibt sich auf Grund der STUDENTschen Verteilung
nach (1.2./20)

| ä  — /z| = t(n — 1) • (3)
in

t (n — 1) bedeutet dabei t als Funktion von n — 1 .
Im Falle der geforderten Sicherheit von 90% entnehmen wir aus Tafel 3

= 1,83.

Damit folgt aus (3)
0 033

\ x  - = 1,83 • cm = 0,019 cm. (4)
yiö

Mit einer Sicherheit von 90% liegt der Mittelwert im Bereich

5,726 cm < p, < 5,764 cm. (5)

Ist eine Sicherheit von 99% gefordert, so erhalten wir aus Tafel 3 £(9) = 3,25.
Daraus ergibt sich

0 033
| x — [jl | = 3,25 • — ---- cm = 0,034 cm . (6)

yio

Der gesuchte Mittelwert liegt somit mit einer Sicherheit von 99% im Bereich

5,711 cm < p, < 5,779 cm. (7)

Ist p, = 5,745 cm die richtige Hypothese, so wird sich bei einer großen Zahl von Kontroll -
messungen zu je 10 Versuchen in 99% der Untersuchungen ein Mittelwert im Intervall (7) er-
geben. Die Wahrscheinlichkeit, in einer Serie von 10 Versuchen einen Mittelwert außerhalb (7)
festzustellen, beträgt ein Prozent (Fehler erster Art). Dagegen muß man bei Festlegung auf das
Intervall (5) damit rechnen, daß 10% aller Kontrollserien einen Mittelwert außerhalb der vor-
gegebenen Grenzen aufweisen, wenn /z = 5,745 cm die richtige Hypothese ist.
Zur Bestimmung des Konfidenzintervalles für den Streuparameter entnehmen wir im Falle der
geforderten Sicherheit von 90% aus Tafel 4

L ± = 0,78, Z2 = 1,47

und erhalten

sLi (j sL2 . (8)

Unter Verwendung von (2) ergibt sich

0,033 • 0,78 cm < a < 0,033 • 1,47 cm.

Daraus folgt für das gesuchte Konfidenzintervall des Streuparameters

0,026 cm < o < 0,049 cm. (9)

Bei der vorausgesetzten Sicherheit von 99% folgt aus Tafel 4

L ± = 0,64, L 2 = 2,08

und daraus gemäß (8)

0,021 cm < a < 0,069 cm.
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1.2.5.* Das Risiko bei vorgegebener Länge der Konfidenzintervalle

Die chemische Analyse von Kupferschiefer ergibt bei einer Stichprobe vom Umfang n = 21
einen mittleren Prozentsatz an Kupfer von x = 3,31% . Als Streuung wird der Wert s = 0,70%
berechnet. Mit welcher Sicherheit wird auf die Parameter und a der Normalverteilung geschlos-
sen, wenn das Konfidenzintervall des Mittelwertes [j, die Ausdehnung 0,6%, das Konfidenz-
intervall der Streuung a die Ausdehnung 0,5% besitzen soll?

Lösung

Zwischen dem Mittelwert /z der Normalverteilung und dem Mittelwert x der Stichprobe besteht
mit der Risikowahrscheinlichkeit die Beziehung

I®— j«| <„(» — ! ) •  (1)

Das Konfidenzintervall des Mittelwertes hat demzufolge die Länge

J = 2 | ä  — = 2 (71-  1) -  (2)

Aus (2) ergibt sich für den Funktionswert t (n  — 1) der STUDENTschen -Verteilung

= (3)
2s

Mit den vorliegenden Zahlen erhält man

<(20) = V21 = 1,96. (4)

Aus Tafel 3 über die -Verteilung entnehmen wir durch Interpolation, daß dem Funktionswert (4)
ein Konfidenzniveau

1 - a = 93,2%

entspricht. Der Mittelwert /u, liegt daher mit einer Sicherheit von 93,2% im Konfidenzintervall
3,01% < jiz < 3,61%.
Die Streuung er liegt innerhalb der Grenzen

Lj s g L 2 «s . ( 5 )

Das Konfidenzintervall der Streuung hat demzufolge die Länge

zl = (L2 — Lj) s .

Daraus folgt für die Differenz der Koeffizienten Lj und L 2

AL(n - l )  = L t -L 1 = (6)
5
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Im vorliegenden Fall ist
0 5

AL(n  - 1) = L 2 - L± = = 0,71

gefordert. Aus Tafel 4 entnimmt man durch Interpolation, daß

L(20) = 0,71

dem Konfidenzniveau

1 - <x = P = 97,9%

entspricht. Wir interpolieren für dieses Niveau die Koeffizienten L r und L 2 und erhalten aus
Tafel 4 die Werte

£ 1 = 0,76, L 2 = 1,47.

Damit folgt : Mit einer Sicherheit von 97,9% liegt der Streuparameter cs im Intervall

0,53% < o < 1,03%.

1.2.6.* Extrapolation statistischer Aussagen bei veränderten Versuchsbedingungen

Zur Untersuchung der Höhenstrahlung wird in einer Meßsonde die Zahl der Gasentladungen
automatisch registriert. Die einzelnen Messungen erfolgen jeweils über einen Zeitraum von 5 Minu-
ten. Dabei zeigt sich das in Tabelle 3 zusammengestellte Ergebnis. Die Verteilung wird durch
eine Normalverteilung genähert. Welche Werte ergeben sich für die mittlere Entladungszahl und
für die Streuung, bezogen a) auf fünf Minuten, b) auf eine Minute, c) auf eine Stunde? Wie groß
sind die Konfidenzintervalle? Die RisikoWahrscheinlichkeit beträgt <x = 0,01 .

Tabelle 3. Entladungszahlen bei Untersuchung der Höhenstrahlung

I Laufende Nummer
des Zeitintervalles i 123456789  10 11 12

II Zahl der Entladungen 17 14 19 19 17 22 19 13 22 18 16 20

Lösung

Wir berechnen zunächst die mittlere Entladungszahl, bezogen auf 5 Minuten. Es folgt

1 n

x = ~Z  x i =
n i=i

= 18,0
12 (1)

Über den Zeitraum von 5 Minuten ergeben sich somit im Mittel 18,0 Entladungen. Für die Streu-
ung der Stichproben, bezogen auf 5 Minuten, erhalten wir

(2)
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Nach Tafel 3 gilt für a = 0,01

t (n  - 1) = £(11) = 3,11.

Damit folgt unter Verwendung von (2)

t ( n - l ) - s  3,11 • 2,80
------F----- = -----F=— = 2 > 51 • (3)

Bezogen auf das Zeitintervall von 5 Minuten ergibt sich somit bei einem Risiko von einem Prozent
für den Mittelwert der Entladungszahl

15,49 < < 20,51. (4)

Im folgenden schätzen wir das Konfidenzintervall der mittleren Entladungszahl für Messungen
über eine Minute ab. Hierbei müssen relativ größere Schwankungen auftreten, da sich die einzel-
nen Abweichungen bei ihrer Summierung über längere Zeiträume ausgleichen.
Die gemessenen Entladungszahlen in Tabelle 3 gehen gemäß

m
= S & = 1 ....... TO) (5)
j=l

aus der Summierung von jeweils m = 5 Messungen über den Zeitraum von je einer Minute
hervor. Die Werte dieser Zufallsvariablen x sind uns nicht bekannt; wir kennen jedoch ihren
Mittelwert

| n m 1 n £
x ij = S S x ij = S = x • (0)mn  i =1 j =1 mni  =1 m

Im vorliegenden Fall folgt

* £ = 1 = 3>6
” m 5

als mittlere Entladungszahl je Minute.
Wir definieren

1 tn .
* i=— ( i= l , . . . , n ) .  (7)m j =1 m

Denken wir uns jede der n = 12 Messungen in m = 5 Messungen zu je einer Minute aufgeteilt,
so bedeuten die Größen

i=  —m 5

die Mittelwerte dieser n = 12 Stichproben vom Umfang m = 5 .  Jede Stichprobe besteht dabei
aus Messungen zu je einer Minute. Die Streuung der auf den Zeitraum von m Minuten bezogenen
Entladungszahlen = mx i schreibt sich unter Verwendung der auf eine Minute bezogenen
Mittelwerte

1 • n n
S2 = ------7Z(  - )a = ------rS (  - )s - (8)

n — 1 i= i  n — 1 i==x
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Als Streuung der auf eine Minute bezogenen Mittelwerte x = x m definiert man

— 1/ 1 S ( x i x ijY* (9)|/ n - 1 * =1

Diese Größe ist von der auf m = 5 (in Minuten) bezogenen Streuung s zu unterscheiden, deren
Zahlenwert in (2) auf Grund der Meßergebnisse nach Tabelle 3 berechnet wurde. Zwischen
beiden Größen besteht nach (8) und (9) die Beziehung

Nach der Theorie über die Streuung der Mittelwerte x einer Normal Verteilung in Stichproben
vom Umfang m gelten die Formeln

K = Hx> °x = ~7=> (11)

Aus (11) entnehmen wir für die Streuung der auf eine Minute bezogenen Entladungszahlen x

n m 1 _
= lim 2 2 ---- (xtj — x,7 ) 2 = ]/m a St (12)

n—»oo i—1 j=l

und schließen daraus unter Verwendung von (10)

= Vw «Si = -p • (13)

Als Streuung der auf eine Minute bezogenen Entladungszahlen x folgt somit, s aus (2) sowie
m = 5 eingesetzt,

*x tl = = 1,252.
V5

Hiernach ergibt sich

t(n - 1) . = 3,11 • — = 1,12.
1/n V12

Für das Konfidenzintervall der mittleren Entladungszahl je Minute folgt

2,48 < y < 4,72.

Zur Berechnung der mittleren Entladungszahl fi0 und des Konfidenzintervalles, bezogen auf eine
Meßzeit von einer Stunde, setzt man am einfachsten m = 5/60 = 1/12. Aus (6) folgt für die
mittlere Entladungszahl je Stunde

bzw. = 12 • 18,0 = 216,0.

Als Streuung ergibt sich aus (13)

s0 = — = yi2 • 2,80 = 9,699,
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woraus folgt

t(n _ i )  . A. = 341  ' 9 ’ 699 = 8,71.
Yn ]/12

Damit erhalten wir das Konfidenzintervall

207,29 < 0 < 224,71.

Für die Konfidenzintervalle der Streuwerte entnehmen wir aus Tafel 4 L r = 0,67, L 2 = 1,90.
Es ergibt sich damit für Meßintervalle von 5 Minuten

1,87 < a < 5,32,

für Messungen über eine Minute

0,84 < aXi . < 2,38

und für einstündige Messungen

6,50 < <J0 < 18,43.

A Aufgaben

A 1.2.1. Die Messung der Temperatur # von drei Schmelzöfen ergibt die folgenden Werte :
# = {880 °C, 920 °C, 750 °C}. Berechnen Sie Mittelwert und Streuung.

A 1.2.2. Bei einer Fertigungsserie von Stiften werden die folgenden Längsabmessungen x
in cm bestimmt: 1,25, 1,27, 1,22, 1,26, 1,25, 1,29, 1,21. Berechnen Sie Mittelwert
und Streuung der Stichprobe.

A 1.2.3. Bei einer normalverteilten Meßserie wird als mittlerer Salzgehalt von Meerwasser
ein Wert /z = 1,85% gemessen, die Streuung beträgt a = 0,15%. Wie groß ist
die Wahrscheinlichkeit, eine Meßprobe mit einem Salzgehalt von weniger als 1,5%
vorzufinden?

A 1.2.4. Untersuchungen über den Kohlenstoffgehalt eines Industriegases ergeben einen
Mittelwert von 2,4%. Berechnen Sie die Streuung der Normalverteilung, wenn in
75% aller Fälle die Abweichung vom Mittelwert weniger als 10% des Mittelwertes
beträgt.

A 1.2.5. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Normalverteilung einen Wert außer-
halb des Bereiches p, dz 3 a anzutreffen?

A 1.2.6. Messungen von Trockenbatterien ergeben in 10% aller Fälle eine Spannung über
4,5 V. Dagegen zeigen 15% aller Batterien eine Spannung unterhalb 4,2 V. Be-
rechnen Sie Mittelwert und Streuung unter der Voraussetzung, daß eine Normal-
verteilung vorliegt. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, a) eine Batterie unterhalb
4 V, b) oberhalb 4,7 V vorzufinden?

A 1.2.7. Eine Meßserie ergibt in 25% aller Fälle einen Wert größer als 9, in 40% aller Fälle
einen Wert größer als 7. Berechnen Sie Mittelwert und Streuung der Normal-
verteilung. Innerhalb welches Bereiches liegen bei gleicher Abgrenzung nach beiden
Seiten 99% der Werte?
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A 1.2.8. Einer Walzenserie werden drei Stichmuster entnommen und deren Durchmesser
bestimmt. Es werden die folgenden Werte gemessen: dr = 8,18 cm, d2 = 7,88 cm,
d3 = 7,94 cm. Berechnen Sie den Mittelwert und die Streuung der Stichprobe.
Innerhalb welcher Grenzen liegt der Mittelwert der Serie, wenn eine Sicherheit von
90% gefordert wird, innerhalb welcher Grenzen bei 99% Sicherheit?

A 1.2.9. Bei der Herstellung von Stahllegierungen wird der Kohlenstoffgehalt in verschiede-
nen Proben gemessen. Es zeigen sich dabei die folgenden Prozentsätze an Kohlen-
stoff: x = {0,42%; 0,44%; 0,47%; 0,41%; 0,44%; 0,43%; 0,40%; 0,43%}. Be-
rechnen Sie den Mittelwert und die Streuung der Stichprobe. Innerhalb welcher
Grenzen liegen Mittelwert und Streuung, wenn eine Sicherheit von 99% gefordert
wird, innerhalb welcher Grenzen bei 90% Sicherheit?

A 1.2.10. Eine Stichprobe vom Umfang n = 60 ergibt den Mittelwert x = 14,51 und die
Streuung s = 0,68 . Berechnen Sie für die Parameter und a der Normalverteilung
die Konfidenzintervalle, wenn 90%, 95%, 99% Sicherheit gefordert werden.

A 1.2.11.* Die Untersuchung eines Qualitätspuddeleisens ergibt bei einer Stichprobe vom
Umfang n = 5 für den Mangangehalt einen Mittelwert von x = 4,53%. Für die
Streuung der Stichprobe wird der Wert s = 0,40% ermittelt. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit der Angabe, daß im Mittel der Mangangehalt über 4% liegt und
daß die Streuung weniger als 1% beträgt.

A 1.2.12.* Zur Kontrolle des Aluminiumgehaltes bei einem Kokillenguß werden aus jeder von
4 gleichen Gußformen 5 Proben entnommen. Für den Aluminiumgehalt in den
einzelnen Gußformen ergeben sich als Mittelwerte der jeweils 5 Proben: xT = 54,6%,
x 2 = 52,4%, x 3 = 53,5%, x± = 55,1%. Berechnen Sie die mittlere Streuung für
eine Probe und das Konfidenzintervall des Mittelwertes einer Probe bei einer
Risikowahrscheinlichkeit von einem Prozent.

A 1.2.13.* Messungen des elektrischen Widerstandes bei 10 Drähten der Länge l = 8 m
ergeben folgende Werte in mQ:  235, 242, 237, 243, 240, 240, 242, 242, 239, 238, 244.
Berechnen Sie Mittelwert und Streuung des Widerstandes für Drähte der Länge
ein Meter. Welche Konfidenzintervalle ergeben sich bei 1% Risiko?

1.3. Prüfung von Hypothesen — Prüfung auf gleichmäßige Verteilung (x 2 -
Test) und auf Normalverteilung (A-Test) — Prüfung über die Veränderung
der Grundgesamtheit (t-Test und F-Test)

i-; Einführung

Nimmt man auf Grund des empirischen Materials ein bestimmtes Verteilungsgesetz
an, so gibt der y 2 -Test die Möglichkeit zur Prüfung der aufgestellten Hypothesen.
Die vorliegende Stichprobe wird in n Klassen unterteilt, kj gebe den Meßwert einer
bestimmten Klasse an;  <pi bezeichne den auf Grund der angenommenen Verteilung
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n
zu erwartenden Wert. Dabei gilt 2 — N,  Nach dem / 2 -Test muß die Bedingung

i=l

z2 = S (ki < xM
<Pi

(1)

erfüllt sein, wenn das empirische Material die Hypothese über die vorausgesetzte
theoretische Verteilung bestätigen soll. In Tafel 5 finden sich die Werte %a 

2 (f) für
verschiedene Freiheitsgrade / und für verschiedene Risikowahrscheinlichkeiten <x
tabelliert. Die Zahl der Freiheitsgrade / ergibt sich aus der Zahl der Klassen, ver-
mindert um die Zahl der Bestimmungsgrößen, in denen empirische und theoretische
Verteilung übereinstimmen müssen. Im allgemeinen sollen die Klassen hinreichend
groß sein, so daß Besetzungszahlen über 5 bis 10 auftreten.

Beispiel 8

Wird der %2 -Test zur Prüfung auf Normalverteilung angewandt, so müssen empirische und
theoretische Verteilung in Gesamtzahl, Mittelwert und Streuung übereinstimmen. Die Zahl
der Freiheitsgrade ist daher um drei geringer als die Zahl der Klassen.

Zur Überprüfung speziell auf Normalverteilung wurde von Kolmogorov ein als 2-
Test bezeichnetes Prüfverfahren entwickelt. Es gebe hi den Anteil der Meßwerte im
Intervall

Xi — J Xi X < Xi + A Xi

an. Für den gemessenen Anteil der Werte x < Xi Axi ergibt sich daraus

1c •
P (x<  Xi + Axi) = Fi = EÄi  = S4 -  (2)

j i

Die theoretische Wahrscheinlichkeit Fi* folgt aus der normierten Normalverteilung
(vgl. 1.2./9):

F = F* + Ax i )=  ( Xi + AXi  ~ . (3)
\ (7 /

Der 2-Test bestimmt die Größe

2 = ]/Nmax \F*  - . (4)

Wird ein Risiko vorgegeben, so existiert eine Zahl 2a derart, daß 1 2,< 2, | gelten
muß, wenn das vorliegende empirische Material durch eine NormalVerteilung ge-
nähert werden kann. Tafel 6 enthält die Werte 2a für verschiedene Risiko Wahrschein-
lichkeiten <x.
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Die Überprüfung der Parameter zweier Stichproben hat den Zweck festzustellen, ob
sich die Grundgesamtheit in der Zeit zwischen den Stichproben verändert hat oder
ob die Abweichung der Parameter statistisch bedingt, also zufällig ist.
Zur Überprüfung der Mittelwerte wird der f-Test angewandt. Die Abweichung
zweier Mittelwerte aus den Stichproben 8} (n t ; x\,  s x ) und S 2 (n2 ; x2 > s2 ) wird mit einer
Irrtumswahrscheinlichkeit <x auf veränderte Versuchsbedingungen zurückgeführt,
wenn die Ungleichung

(5)

erfüllt ist. Die Werte ta gehen aus Tafel 3 der STUDENTschen -Verteilung hervor. Im
entgegengesetzten Fall 1 1 1 < kann die Hypothese zufallsbedingter Abweichungen
aus der Überprüfung der Mittelwerte nicht abgelehnt werden. Es verbleibt dann
noch die Untersuchung der Streuwerte.
In vielen Fällen ist die Änderung der Grundgesamtheit, z. B. die Verbesserung der
Qualität einer Fertigungsserie, gar nicht auf die Veränderung des Mittelwertes,
sondern auf die Herabsetzung der Streuung gerichtet. Um aus der Streuung zu
prüfen, ob die Grundgesamtheit sich verändert hat oder ob Abweichungen auf
statistische Schwankungen zurückzuführen sind, wird der F-Test von Fisher an-
gewandt. Aus den beiden Streuquadraten «j 2 und s2 

2 bildet man den Quotienten
derart, daß der kleinere Wert im Nenner steht. Die Abweichung beider Größen wird
unter Zulassung eines Risikos oc auf eine Veränderung der Grundgesamtheit G
zurückgeführt, wenn die Ungleichung

(6)

besteht. f 1 =n 1 — l und f 2 = n 2 — 1 bezeichnen die Freiheitsgrade der beiden
Stichproben. In Tafel 7 wurden die Schranken Fa (/x , /2 ) für verschiedene Irrtums-
wahrscheinlichkeiten tabelliert.

Jt Probleme

1.3.1. x 2 - Anpassungstest für spezielle Verteilung

Untersuchungen über die Reißdehnung von Glasfasern zeigen das Ergebnis nach Tabelle 4a .

Tabelle 4 a. Reißdehnung von Glasfasern. Länge l = 100 cm

I Laufende Nummer i 123456789  10

II Reißdehnung A l ± 0,05 cm 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9

III Anzahl der Fasern ks 2 14 20 25 36 37 28 20 12 6
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Prüfen Sie, ob diese Verteilung als linear veränderliche Verteilung entsprechend Bild 6 aufgefaßt
werden kann. Das Risiko der Aussage darf nicht größer als 0,01 sein, d. h., die Sicherheit der
Aussage soll über 99% betragen.

Bild 6. Reißdehnung von Glasfasern. Erwartungswert <p in Abhängigkeit von der
Reißdehnung A l.

Lösung

Wir wenden den / 2 -Test an. Die Gesamtzahl der Easern beträgt

£ = N = 200.
i=l

Um hinreichend große Besetzungszahlen zu erhalten, fassen wir die Klassen 1 und 2 zu einer
Klasse zusammen. Ebenso verfahren wir mit den Klassen 9 und 10. Nach dem vorausgesetzten
Verteilungsgesetz ergeben sich die in Zeile IV der Tabelle 4 b aufgeführten Wahrscheinlichkeiten
P 9-. Den zu erwartenden Meßwert = NP,- erhält man daraus durch Multiplikation mit
N = 200 (Zeile V).

Tabelle 4 b

I Laufende Nummer i 1/2 3 4 5 6 7 8 9/10

IV Wahrscheinlichkeit P 0,08 0,10 0,14 0,18 0,18 0,14 0,10 0,08

V <Pi = NPi 16 20 28 36 36 28 20 16

VI Meßwert 16 20 25 36 37 28 20 18

VII (h - <pj) 2 0 0 0,32 0 0,03 0 0 0,25

In Zeile VI sind noch einmal die gemessenen Werte k unter Berücksichtigung der neuen Klassen-
festsetzung aufgeführt.
Die einzelnen Summanden der Summe

sind in Zeile VII eingetragen. Addieren wir die einzelnen Zahlen, so ergibt sich

%2 = 0,60.
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Als Zahl der Freiheitsgrade haben wir f = n — 2 = 6 einzusetzen. Aus Tafel 5 folgt bei einem
Risiko von einem Prozent

Zloi(6) = 0,872.
Es gilt somit

/ 2 = 0,60 < 0,872 = %o >ol (6) .

Die Hypothese linear veränderlicher Verteilung wird somit bestätigt, wenn man die Randklassen
in der angegebenen Weise zusammenfaßt, so daß hinreichend große Besetzungszahlen auftreten.
Betrachtet man die Randklassen i = 1 und i = 10 getrennt von den Nachbarklassen, so ergibt
der / 2-Test %2 = 2,68 > 1,65 = %o,oi(8)-
Auf Grund der Randstörungen wäre danach die Hypothese linearer Veränderlichkeit abzulehnen.
Zusammenfassend ergibt somit der Test: Mit Ausnahme der Randzonen, für die sich wegen der
geringen Besetzungszahlen keine genaue Aussage machen läßt, wird die Hypothese einer linearen
Verteilung entsprechend Bild 6 bestätigt.

1.3.2.* A-Test zur Prüfung einer umfangreichen Stichprobe auf Normalverteilung

Einem Sortiment Kugeln wird eine umfangreiche Stichprobe entnommen. Der Sollwert des
Kugeldurchmessers beträgt x0 = 20,00 mm. Die automatische Aussortierung und Abzählung
der Kugeln zeigt das in Tabelle 5 a zusammengestellte Ergebnis.

Tabelle 5 a. Sortiment eines Kugellagers

I
Klasse

i

II
Durchmesser
in mm
Xi ± 0,01

III
Abweichung vom Sollwert
in mm

— xQ ) ± 0,01

IV
Häufigkeit

ki

1 19,90 -0,10 0
2 19,92 -0,08 1
3 19,94 -0,06 2
4 19,96 -0,04 5
5 19,98 -0,02 14
6 20,00 0 24
7 ' 20,02 0,02 28
8 20,04 0,04 23
9 20,06 0,06 16

10 20,08 0,08 6
11 20,10 0,10 1
12 20,12 0,12 0

Untersuchen Sie, ob die vorgelegte Verteilung als NormalVerteilung anzusehen ist, und berechnen
Sie das Konfidenzintervall des Mittelwertes und der Streuung, wenn für die Angaben eine Sicher-
heit von 99% gefordert wird.

Lösung

Die Gesamtzahl der untersuchten Kugeln beträgt nach Tabelle 5 a
n 12

N = s h = S h = 120.
i=l i—1

4 Schilling, Physik
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Wir bestimmen zunächst den Mittelwert der Stichprobe

Zu diesem Zwecke multiplizieren wir die für jede Klasse in Spalte III angegebene Abweichung
Xi — xQ mit der Häufigkeit ki (Spalte IV). Das Ergebnis zeigt Spalte V in Tabelle 5b.  Wir ad-
dieren die einzelnen Produkte in Spalte V und erhalten nach Division durch die Gesamtzahl
N= 120

ki (Xi — Xq) i f x
S 77 — S i( x i x o) — x XQ*

i=l IX i=l

Tabelle 5 b

I IV V VI VII
i ki (ajj #0) 4

x i % (Xi — x) 2 ki
in mm in mm in mm2

1 0 0 0,1195 0
2 1 -0,08 0,0995 0,0099
3 2 -0,12 0,0795 0,0126
4 5 -0,20 0,0595 0,0177
5 14 -0,28 0,0395 0,0218
6 24 0 0,0195 0,0091
7 28 0,56 -0,000 5 0,0000
8 23 0,92 -0,0205 0,0097
9 16 0,96 -0,0405 0,0262

10 6 0,48 -0,0605 0,0220
11 1 0,10 -0,0805 0,0065
12 0 0 -0,1005 0

Mit den vorliegenden Zahlen folgt

1 n

— S kd x i - x o)
4 = 1

2 34—— mm = 0,0195 mm.
120

X — Xq

Der Mittelwert

x = xQ + 0,0195 mm = 20,0195 mm

weicht also um fast 0,02 mm vom Sollwert x0 = 20,00 mm ab. Zur Bestimmung der Streuung 5
berechnen wir in Spalte VI zunächst die Differenz zwischen dem Klassenmittel und dem
Mittelwert x der Stichprobe, quadrieren und multiplizieren den errechneten Wert mit der in Spalte
IV stehenden Häufigkeit . Das Ergebnis ist in Spalte VII eingetragen. Als Summe folgt

12

2 k Xi — x) 2 = 0,1355 mm2

4 = 1

und daraus für die zunächst zu berechnende Streuung der Stichprobe

_ / 1 12 _ /n IQ55
5=1 /  -------- 2 d x i — x ) 2 = 1 /  -------- mm = 0,0337 mm.

I' A ' - l  “ , 1  ‘ k 119
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Für das Konfidenzintervall des Mittelwertes ergibt sich bei der vorausgesetzten Risikowahr-
scheinlichkeit a = 0,01

<? 0 0337
| ä  - 1 = t (119) ------- - -  2,62 • mm = 0,00807 mm.

]/12Ö 1°>95

Der Mittelwert liegt also im Intervall

20,011 mm < p, < 20,028 mm.

Zur Berechnung des Konfidenzintervalles der Streuung entnimmt man Tafel 4

Zi = 0,87, Z 2 =l ,17 .

Auf Grund der Beziehung L r s < g < L 2 s folgt hieraus

0,87 • 0,0337 mm < er < 1,17 • 0,0337 mm.

Es gilt somit

0,0293 mm < g < 0,0395 mm.

Trotz der großen Meßzahl N = 120 beträgt die Länge des Konfidenzintervalles noch immer
rund ein Viertel des Wertes der Streuung.

Zur Prüfung, ob die vorgelegte Verteilung als Normalverteilung angesehen werden kann, haben
wir nach dem A-Test von Kolmogorov zu untersuchen, ob die Beziehung

fy maxl  - *1 <4

erfüllt ist. Dabei gibt Fi = F x) die gemessene Verteilungsfunktion, Ff = F* + A x)
die theoretische Verteilungsfunktion an. Der Parameter Aa ist Tafel 6 zu entnehmen. Für das
festgelegte Risiko von einem Prozent folgt Aa = 0,44 .
Wir ermitteln zunächst die Werte der theoretischen Verteilungsfunktion. Hierzu nehmen wir
mittels

x — u,
z = -------

g

eine Transformation auf die normierte NormalVerteilung vor. Bei der Bestimmung der Vertei-
lungsfunktion haben wir uns auf die rechten Intervallgrenzen zu beziehen. Bezeichnet 2d x die
Intervallänge, so sind also die Werte

_ Xi 4- A x — /z
4 G

zu bestimmen. Unter Verwendung der abgeschätzten Parameter

= 20,0195 mm, g = 0,0337 mm

und des Wertes Ax  — 0,01 mm ergeben sich die in Spalte VIII, Tabelle 5c ,  zusammengestellten
Größen. Aus Tafel 2 entnehmen wir die zugehörigen Größen Ff = 0(z$) der normierten Ver-
teilungsfunktion (s. Spalte IX). In Spalte X wurde die nach Spalte IV, Tabelle 5 a, zu bestimmende
Größe

S

4*



52 1. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

eingetragen, Spalte XI enthält die hieraus bestimmte, gemessene Verteilungsfunktion . Spalte
XII gibt den Absolutbetrag der Differenz zwischen der gemessenen und der berechneten Ver-
teilungsfunktion an. Man entnimmt

max |  -F i* \  = 0,010.

Hieraus folgt

]/N max I Fi - J’/'l = 10,95 • 0,010 = 0,1095.

Dieser Wert ist kleiner als der vorgegebene Parameter 2a = A0>01 = 0,44. Man kann hiernach
die vorgelegte Verteilung als Normalverteilung ansehen.

Tabelle 5 c

I
i

II

in mm

VIII IX

Ff = Wi)

X XI

Fi

XII

I-Ff - *1

1 19,90 -3,25 0,001 0 0 0,001
2 19,92 -2,66 0,004 1 0,008 0,004
3 19,94 -1,07 0,019 3 0,025 0,006
4 19,96 -1,46 0,072 8 0,067 0,005
5 19,98 -0,87 0,192 22 0,183 0,009
6 20,00 -0,28 0,390 46 0,383 0,007
7 20,02 0,31 0,622 74 0,617 0,005
8 20,04 0,90 0,816 97 0,808 0,008
9 20,06 1,50 0,933 113 0,942 0,009

10 20,08 2,09 0,982 119 0,992 0,010
11 20,10 2,69 0,996 120 1,000 0,004
12 20,12 3,28 0,999 120 1,000 0,001

1.3.3. Test über die Mittelwerte von Stichproben

Aus einem Messingguß wird eine Stichprobe entnommen. Sie ergibt die folgenden Prozentsätze
für den Kupfergehalt:

X1 = {63,6%; 65,0%; 64,1%; 64,4%; 63,3%; 64,5%; 65,7%; 64,6%}.

Einem zweiten Guß wird ebenfalls eine Stichprobe entnommen, wobei sich die folgenden Werte
für den Kupfergehalt ergeben:

x2 = {65,2%; 63,9%; 65,7%; 64,4%; 66,0%; 64,8%} .

Es ist zu prüfen, ob sich die Mittelwerte beider Stichproben prinzipiell unterscheiden, oder ob
die Abweichungen zufallsbedingt sind. Die Sicherheit der Aussage betrage 99%.

Lösung

Wir setzen zunächst voraus, daß die beiden Stichproben vom Umfang n r bzw. n 2 mit den Mittel-
werten x± bzw. x 2 und den Streuungen bzw. s2 der gleichen normalverteilten Grundgesamtheit
G entstammen. Bei wiederholten Stichproben S lv und S 2v müssen daher die Mittelwerte xlv und
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x2v ebenfalls normalverteilt sein. Das gleiche gilt für die Differenzen

ft = x lv — ft,, (1)

die einer normalverteilten Zufallsgröße mit dem Mittelwert

ft X1 — X2 — 0

angehören müssen. Für das Streuquadrat dieser Verteilung folgt

2 1 m

= lim -------- 2 [(ft, — ft,) — (ft — ftz)]2 - (2)
m—>oo 1 v—1

Wir formen die Klammer um und multiplizieren aus. Damit ergibt sich

[(ft, — x2„) — — /z2)] 2 = [(ft, — — (ft, — ii2 ')’]
2 =

= (ft, — ft) 2 + (ft, — ft) 2 — 2 (ft, — ft) (ft, — ft)-

Die Stichprobenmittelwerte xlv und ä 2r sind voneinander unabhängig. Das gleiche gilt für die
Differenzen xlv — und x2v — 2 , d. h., auch die Abweichungen der Stichprobenmittelwerte
xlv und x2v von den Mittelwerten und fi2 sind voneinander unabhängig. Daher gleichen sich die
Schwankungen der Stichprobenmittelwerte um die Mittelwerte derart aus, daß

m
lim -------- S (xir — ft) (ft, — ft) = 0

m—>oo W 1 v =i

gilt (vgl. 1.4., Korrelationsrechnung). Wir können daher schreiben

2 1 m

= lim -------- 2 [(ft, — ft) 2 + (x2, — ft,) 2 ] = ft 2 + ft 2 -
m- oo m 1 v=i

Wenden wir die Gleichung (1.2./13) für die Streuung der Mittelwerte aus Stichproben vom Um-
fang n an, so erhalten wir schließlich

<4,-s„ = ft 2 + ft 2 = o2 (-L + -L) . (3)
\»i ft 2 /

Die Größe

z = - X 2 = X ± - X 2
— Xa -| / 1 1

a / 2 H-----2|/ Wj 2 n 2
2

gehört daher einer normierten Normalverteilung an. Ferner ist die Summe

_ (n± l )s i2 (n2 — l ) s2
2

a 2 a2 (5)

X2 -verteilt, da jeder der beiden Summanden einer / 2 -Verteilung genügt.
Als Zahl der Freiheitsgrade dieser Verteilung folgt

/ = fi + fz = ft + ft — 2 .

Für den Ausdruck

1/—
I' f

(6)

(7)
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erhalten wir somit eine STUDENTsche t-Verteilung vom Freiheitsgrad /.  Setzen wir (4) bis (6) in (7)
ein, so ergibt sich

t(/) = - — *2 . _ i Mi - n 2 ----2
V(»i — l)Sja + (n2 — l ) s2

2 |/ »i + raa

Für eine Verteilung von / = n1 H-n2 — 2 = 84 -6  — 2 = 12 Freiheitsgraden folgt bei der
Risikowahrscheinlichkeit oc = 0,01 aus Tafel 3

~ o,oi ~ 3,06.

Soll die Abweichung der beiden Verteilungen zufallsbedingt sein, so muß also für den nach (8)
zu errechnenden Wert t (/) gelten

Im vorliegenden Fall erhalten wir aus den gegebenen Zahlen

#x = 64,4%, ir2 = 65,0%, sx
2 = 0,577, s2

2 = 0,628.

Daraus folgt

fö • 0,628 + 7 • 0,577 k 14

Es gilt also

£(/) = 1,43 < 3,06 = o,oi»

d. h., der £-Test gestattet bei der geforderten Sicherheit von 99% keine Aussage, daß die Ab-
weichung der Mittelwerte auf prinzipiellen Unterschieden beruht. Die Abweichungen können also
im Rahmen der normalen Streuung entstanden sein.

1.3.4. Test über die Streuung von Stichproben

Es ist zu untersuchen, ob im vorangegangenen Beispiel 1.3.3. auch auf Grund der Streuung beide
Stichproben der gleichen Normalverteilung zuzuordnen sind. Das Risiko der Aussage betrage 1%.

Lösung

Die erste Stichprobe hatte den Umfang = 8, den Mittelwert = 64,4, das Streuquadrat
s±

2 = 0,577. Für die zweite Stichprobe mit n 2 = 6 ergab sich # 2 = 65,0, s2
2 = 0,628. Die

Mittelwerte sind für den F-Test von Fisher nicht von Interesse.
Zur Prüfung der Hypothese = cr2 bilden wir das Verhältnis

Aus Tafel 7 über die F-Verteilung entnehmen wir für das Risiko a = 0,01 im Falle der Freiheits-
grade f ± = — 1 = 7 und f 2 = n 2 — 1 = 5

-Fo,oi(5; 7) = 7,46.
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Es gilt somit

F = 1,09 < #o,oi(5; 7) = 7,46.

Die Hypothese, daß beide Stichproben der gleichen Normalverteilung zuzuordnen sind, ist somit
auch nach Vergleich der Streuwerte nicht abzulehnen.

1.3.5. Statistischer Vergleich der Genauigkeit verschiedener Meßverfahren

Eine langjährige Untersuchungsmethode über das Auftreten eines radioaktiven Nuklids ergibt
einen Mittelwert von 0,104%. Die Streuung der einzelnen Proben beträgt 0,017%. Es wird ein
neues Meßverfahren eingeführt, das in n = 17 Versuchen den gleichen Mittelwert, jedoch eine
Streuung 0,043% ergibt. Untersuchen Sie, ob dieser Unterschied auf Zufall zurückzuführen ist
oder ob das zweite Verfahren eine genauere Analyse ermöglicht. Für das Risiko wird ein Wert
kleiner als 0,005 gefordert.

Lösung

Wir bilden

Aus Tafel 7 entnehmen wir für das Risiko <x = 0,005

#0,005 ( i ß ;  °°)  = 1 ,64 .

Es gilt somit # > # 0005  •
Mit einem Risiko von weniger als 0,5% kann gesagt werden, daß das neue Meßverfahren die Grund-
gesamtheit G genauer ermittelt, d. h. genauere Angaben über den Anteil des radioaktiven Isotops
ermöglicht.

A 1.3.1. Untersuchungen über die Schwankung der Netzspannung zeigen das Ergebnis
nach Tabelle 6.

Tabelle 6. Spannungsverlauf

Uhrzeit 000 300 600 900 12 00 15 00 18 00 21 00

Spannung in V 210 205 195 200 210 220 190 210

Stellen Sie fest, ob diese Verteilung bei einem Risiko von 0,10 als gleichmäßig an-
zusehen ist.

A 1.3.2. Untersuchungen über das Reißen von Bändern an Maschinen ergeben an einem
Tag für die einzelnen Maschinen folgende Werte :

14, 17, 15, 18, 17, 15, 18, 15, 14, 17.

Untersuchen Sie, ob diese Verteilung nach dem %2 -Test als gleichmäßig angesehen
werden kann.
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Härteprüfungen an Schleifringen aus Metallgraphit zeigen folgendes Ergebnis nach
Tabelle 7.

Tabelle 7. Härte von Schleifringen

Härte x in Shore 11 ± 1 13 ± 1 15 ± 1 17 ± 1 19 ± 1

Häufigkeit k 41 48 51 53 57

a) Untersuchen Sie mit dem %2 -Test, ob diese Verteilung als gleichmäßig angesehen
werden kann, b) Untersuchen Sie die Gültigkeit der Näherung k = 2x  + 20.
c) Nähern Sie nach der Methode der kleinsten Quadrate und wenden Sie auf das
Ergebnis den %2 -Test an.

Einer Fertigungsserie wird eine Stichprobe vom Umfang n = 41 entnommen.
Gegenüber der Sollabmessung xQ = 10,0 mm werden die Differenzen nach Tabelle 8
festgestellt.

A 1.3.3.

A 1.3.4 *

Tabelle 8. Abweichungen vom Sollwert

Klasse i 1 2 3 4 5 6 7

Differenz — 0,3
(d ± 0,05) nun

-0,2 -0 ,1 0 0,1 0,2 0,3

Häufigkeit 1 4 8 16 7 3 2

Prüfen Sie, von welchem Risiko an diese Verteilung als Normalverteilung behandelt
werden kann.

Die Untersuchung der Reichweite einer ionisierenden Strahlung ergibt einen Mittel-
wert von 6 cm bei einer Streuung von 1 cm. Insgesamt werden 100 Messungen vor-
genommen. Es ergibt sich die Verteilung nach Tabelle 9.

Tabelle 9. Reichweite ionisierender Strahlung

Reichweite in cm < 4,5 5 ± 0,5 6 ± 0,5 7 ± 0,5 8 ± 0,5

Anteil in % 10 20 30 25 15

Untersuchen Sie, ob diese Verteilung als Normalverteilung anzusehen ist (a = 0,20).

Bei der Herstellung einer Tombaklegierung werden über einen größeren Zeitraum
zwei Stichproben entnommen. Die erste besteht aus 4 Proben. Für den Kupfer-
gehalt ergibt sich der Mittelwert x r = 71,4%, die Streuung beträgt = 1,6%.
Die zweite enthält 5 Proben, wobei der Mittelwert x 2 = 74,3%, die Streuung s2 =
= 1,0% beträgt. Untersuchen Sie, ob der Unterschied auf veränderte Versuchs-
bedingungen zurückzuführen ist. Für die Angabe wird eine Sicherheit von 99% ge-
fordert.

Eine Stichprobe vom Umfang = 26 ergibt bei der Messung des Elastizitäts-
moduls von Nickelstählen den Mittelwert x r = 20462 kp/mm2 . Für die Streuung
wird ein Wert = 160 kp/mm2 bestimmt. Bei einer zu einem späteren Zeitpunkt
durchgeführten Stichprobe vom Umfang n 2 = 12 wird der Mittelwert x 2 =
= 20280 kp/mm2 und die Streuung s2 = 250 kp/mm2 festgestellt. Berechnen Sie,
von welcher Risikowahrscheinlichkeit an der Unterschied beider Messungen auf
normale Streuung zurückgeführt werden kann.

A 1.3.5.*

A 1.3.6.

A 1.3.7.
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A 1.3.8. Zwei Meßverfahren werden miteinander verglichen. Das erste liefert in 15 Stich-
proben den Mittelwert x± = 4,50, die Streuung = 0,35. Für das zweite ergibt
sich in 21 Stichproben der Mittelwert x2 — 4,48, die Streuung s2 = 0,87. Es ist zu
entscheiden, ob die Abweichung der Mittelwerte zufällig ist und ob beide Verfahren
in ihrer Genauigkeit als gleichwertig anzusehen sind. Das Risiko betrage a = 0,01.

A 1.3.9. Die Messung der Temperatur eines Stahlzylinders an verschiedenen Punkten wird
nach zwei Verfahren durchgeführt. Bei der ersten Methode wird an 5 Punkten,
bei der zweiten an 9 Punkten gemessen. Für die Mittelwerte ergibt sich in beiden
Fällen die gleiche Größe, jedoch erhält man beim ersten Verfahren eine Streuung
s1 == 9,25 °C, beim zweiten s2 = 2,15 °C. Es ist zu untersuchen, ob die Unterschiede
zufallsbedingt sind oder auf prinzipiellen Unterschieden beruhen.

A 1.3.10. Zur Untersuchung über Lärmbelastung erfolgt stündlich eine Stichprobenmessung.
In 10 Messungen ergibt sich dabei ein Mittelwert von 95 db, die Streuung be-
trägt 10 db. Aus der Daueraufzeichnung der Belastungskurve berechnet man einen
Mittelwert von 92,5 db bei einer Streuung von 17 db. Untersuchen Sie, ob die
Abweichung im Rahmen der statistischen Streuung liegt. Das Risiko beträgt 1%.

1.4. Korrelationsrechnung und Korrelationsanalyse — Methode der kleinsten
Quadrate — Regressionsgerade

E Einführung

Die Korrelationsrechnung untersucht den statistischen Zusammenhang zwischen zwei
Zufallsgrößen X und Y, z. B. der Luftfeuchtigkeit und dem Luftdruck, der Lärm-
belastung und der Zahl der Arbeitsunfälle, dem elektrischen Leitvermögen und der
Zahl der lonisierungsstöße in einem Plasma usw. Bezeichnet die Häufigkeit des
Auftretens eines Wertepaares x , y , so geben

k ix = S bzw. Kl = S (!)
7 i

die Häufigkeit für das Auftreten eines Wertes Xi bzw. eines Wertes y? an. Die Gesamt-
anzahl der Beobachtungen ist durch

S = S yj ~ S 0’ = (1 8«)
i j i, j

bestimmt. Mittelwert und Varianz der Zufallsgrößen X und Y folgen nach den
Formeln

S = y = 77 S KiVh ( 2 )
™ i Tb j

V = -7— ? S M«; — «) 2 , V = * < S Mso — y) 2 - (3)
tu  J. t u  1 y
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Als Kovarianz der Verteilung zweier Zufallsvariabler X und Y definiert man den
Ausdruck

S X - «) - y)
Ǐ _ hi ______________ ƴ (4)

Die Kovarianz sxy kann auch negative Werte annehmen.
Zur Näherung der Meßwerte y? durch ein Polynom m-ten Grades

m
Y = S (5)

v=0

wendet man am einfachsten die Methode der kleinsten Quadrate von Gauß an. Die
Koeffizienten av werden aus der Forderung bestimmt, daß die Summe der Quadrate

(
m \ 2
S Vj\
v=0 /

zu einem Minimum wird. Hierzu müssen die m + 1 Bedingungsgleichungen

— 2 ky Yj — 2/y) 2 = 2 £ k i} I 2 — y,) = 0
VU'p j i,j \v=0 /
(p = 0, 1, . . . ,  m)

erfüllt sein, aus denen sich das algebraische Gleichungssystem

m
S S = S kijXfyi
v=0 i,j i,j

ergibt. In der Ausgleichs- und Näherungsrechnung schreibt man

[k xcyf} = S IX d = S k n x i ’  IX’] = S x ir -
i, j i, j i

Diese Schreibweise angewandt, folgt als Lösung des Gleichungssystems (8)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

[XJ • 1]
[kij i] ƴ [k X ] l i yj] IX,-«*’+2 ] 1 iX,«/”* 1]
IX,fi 2] ƴ [k xf +1 ] IX,«?«/,] • •• [ki/  xi

m+2 ]

[kif x +1 ] ƴ••• [kii x i2m l
[*i/] •• •• Uea x im ]

1 • IX,»;’] • •  X,  a: i’ B+1 ]
• • [ki j  xf+1 ] Xy«i’ +a ] ••• [k 2 ]

[ki }  Xim+r ] •ƴ ƴ ' [kijXi2”1]

Die Berechnung der Koeffizienten a„ ist im allgemeinen sehr langwierig und erfolgt bei
Näherungen höheren Grades zweckmäßigerweise mit Hilfe von Rechenautomaten.
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Normalerweise wird man zunächst versuchen, das empirische Material durch eine
Gerade zu nähern. Hierfür gibt der Korrelationskoeffizient

$xy _ x)(Vj £/)]
s* s v \k ix (Xi - x)*][kvj (.yj — yf]

(11)

ein Maß, der den linearen Zusammenhang der Zufallsgrößen X und Y kennzeichnet.
Er ist auf Werte

(12)-1  +1

beschränkt (vgl. A 1.4.11.). Im Falle | r |  = 1 hegen sämtliche Meßwerte x auf
einer Geraden, die als Regressionsgerade bezeichnet wird. Ist | r |  < 1, so können
unter Verwendung einer Irrtumswahrscheinlichkeit <x die beiden Zufallsgrößen X
und Y als voneinander linear abhängig behandelt werden, wenn die Ungleichung

(13)

besteht. Die Schranke ta ist Tafel 3 zu entnehmen.
Bild 7 zeigt den Korrelationskoeffizienten r für verschiedene Verteilungen.

Bild 7. Der Korrelationskoeffizient r für verschiedene Verteilungen.

Beispiel 9

Für einen Gebirgsort ergibt die hundertjährige Überlieferung über Schneehöhe und Bewölkung
zum Jahreswechsel:

kein Schnee, wolkenfreier Himmel (X = 0, Y = 0) : 7 mal,
kein Schnee, völlig bedeckter Himmel (X = 0, Y = 1): 3 mal,
Schneehöhe 1 m, wolkenfreier Himmel (X = 1, Y = 0): 63 mal,
Schneehöhe 1 m, bedeckter Himmel (X = 1, Y = 1): 27 mal.
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Daraus folgen die Mittelwerte x = 0,90, y = 0,30 d. h. 90% Schneetage, 30% der Tage mit be-
decktem Himmel. Für die Kovarianz erhält man

sxy = — (0,07 • 0,9 • 0,3 - 0,03 • 0,9 • 0,7 - 0,63 • 0,1 • 0,3 + 0,27 • 0,1 • 0,7) = 0 .
99

Damit folgt auch für den Korrelationskoeffizienten r = 0. Beide Ereignisse, Schneehöhe und Be-
wölkung, sind voneinander linear unabhängig.

Die Parameter der Regressionsgeraden

Y = a0 + bzw. Y = a + bx  bzw. Y = a y. x + by. x x (14)

erhält man nach der Methode der kleinsten Quadrate. Danach ergeben sich die beiden
Gleichungen [vgl. (7)]

S “ 30)8 = 2 S M«o + ~ 30) = 0 ,  (15)

$
— 2 k yj (Yj — y = 2 2 + «i«i — yi) i = 0- (16)oa  l j i.j

Nach (1) und (2) folgt aus (15)

-y + aQ + a ± x =0 .  (17)

Die Regressionsgerade geht also durch den Schwerpunkt der Punktmenge Xj> y .
Von der Gleichung (16) kann man die mit x multiplizierte Gleichung (15) abziehen.
Außerdem kann der Ausdruck (17) in jeder Klammer der sich ergebenden Summe
hinzugefügt werden. Damit folgt

S k n\y — Vi + »ife — — «) = 0- (18)

Unter Verwendung der Gleichungen (1) bis (4) ergibt sich hieraus schließlich als
Lösung des Gleichungssystems (15) und (16)

t }{yj £/)] s xy
1-  “ - x) 2] - Sx ~ s/’ (19)

(20)_ x\JCjjXj,yj\ _ _ _
fcte-S) 2] ~ y sx 

X -

Diese Lösungen können nach Umformung auch aus dem allgemeinen Lösungssystem
(10) entnommen werden.
Die Regressionsgerade (14) wird als Regression der y auf x bezeichnet. Sie ist durch

5S  ( -2/ ; )  2 = 0 (21)
7

definiert, d. h., die Summe der Schwankungsquadrate der y um die Regressions-
gerade Y = a y. x + by. x x wird zu einem Minimum.
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Definiert man die Regressionsgerade aus der Forderung

= (22)

d. h., soll die Summe der Schwankungsquadrate der Xi um die Regressionsgerade

X = a x . y + bx . y y (23)

zu einem Minimum werden, so folgt für die Regression x auf y nach der Methode der
kleinsten Quadrate

sx _
X'y — ~ y t

Sy
(24)

A __ r— 1 — 2*
s y s y

(25)

Es gilt somit die Beziehung

b -b  = S*v — r2u yx u T.-y ' (26)

p Probleme

1.4.1. Korrelation zweier Zufallsgrößen

Untersuchungen über den Gehalt eines Nutzwassers an Kalisalzen und an organischen Stoffen
ergeben bei 100 Proben für die verschiedenen Konzentrationsklassen die Häufigkeit nach Tabelle 10.

Bild 8. Regressionsgerade
y = —0,25 a; + 4 über den Gehalt
eines Nutzwassers an organischen

X Stoffen x und an Kalisalzen y.
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Tabelle 10. Ergebnis der Analyse eines Nutzwassers auf Kalisalze und auf organische
Stoffe.

i
1 2 3 4 5 6 kix

Org. St. Xi in mg l-1 Kalisalze y in
1±1  3±1

mgl“1

5±1 7 ± 1 9±  1 11 ±1

1 1±1 7 8 9 7 2 1 34
2 3±1 9 13 9 5 2 1 39
3 5±1 5 7 6 2 — — 20
4 7 ± 1 2 4 1 — — — 7

23 32 25 14 4 2 100

Untersuchen Sie die Korrelation im Auftreten von Kalisalzen und von organischen Stoffen. Be-
stimmen Sie die Regressionsgerade.

Lösung

Wir bezeichnen die Mittelwerte der einzelnen Intervalle des Gehaltes an organischen Stoffen mit
xi9 des Gehaltes an Kalisalzen mit yj. Durch Addition der gemessenen Werte einer Zeile

S =

i

erhalten wir die Häufigkeit für das Auftreten eines Wertes Addiert man die Größen einer Spalte,
so folgt gemäß

S == k y j

die Häufigkeit für das Auftreten eines Wertes y Die errechneten Werte kix bzw. k y j sind am
rechten bzw. unteren Rand der Tabelle 10 eingetragen. Als Gesamtzahl der durchgeführten Ver-
suche ergibt sich

S ky ~ S kix = S kyj — n = 100.
i, j i 7

Für die Mittelwerte folgt

x = — S kix  Xi = 3,0, y = — S k yj yj = 4,0.
n i n j

Mit diesen Werten erhält man als Korrelationskoeffizient

S kii&i — - y)
r _ ™

sx sv ]/'£ki .c (xi - x ' )*Z  kvj (yi — y) 2
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Hierin ergibt sich

S 3,0) (y$ 4,0) = 995 = 92,

S yj(yj — 4) = 99 s/ = 588.
3

Für den Korrelationskoeffizienten folgt daraus

r = - 2- = — 92 - = -0,209.
s x s v )/588 • 328

S kix (x{ — 3) = 99 s/ = 328,

Zur Durchführung des £-Tests berechnen wir

1*1 = — L±_ l/w -2
V1 — r2

und erhalten

|«| = 0,209 98 = 2,11.
]/l - 0,2092

Aus Tafel 3 entnehmen wir für / = n — 2 = 98 unter der Voraussetzung einer Wahrscheinlich-
keit P = 0,95

o,o5 = 1>99.
Es gilt somit

\ t \=  2,11 > 1,99 = *0 ,05 .

Trotz des niedrigen Korrelationskoeffizienten r besteht daher mit der Wahrscheinlichkeit 0,95
zwischen dem Gehalt an organischen Substanzen und dem Gehalt an Kalisalzen eine Korrelation.
Wir bestimmen die Regression y auf x. Die Steigung der Regressionsgeraden folgt aus

S - *)(?/,• — y) Q0

a1 = b = id ------ ---------- - ------ = —— = -0 ,28 .
328

Gemäß
aQ = a = y — bx

ergibt sich
a = 4,0 + 0,28 • 3,0 = 4,84.

Die Gleichung der Regressionsgeraden lautet somit

Y = -0,28 4-4,84.

Ein hoher Gehalt an organischen Substanzen ist hiernach im allgemeinen mit einem geringeren
Gehalt an Kalisalzen verbunden (vgl. Bild 8).

1.4.2. Korrelation zwischen Fertigungs- und Meßfehlern

In einem Prüffeld wird die Streuung der Meßwerte einer Fertigungsserie von Widerständen regi-
striert und dabei die Größe er = 0,15 £1 festgestellt. Aus den Untersuchungen der vorhandenen
Meßgeräte ist bekannt, daß diese bei der Messung ein und desselben Widerstandes die Streuung
cf y = 0,08 £1 zeigen. Die langjährige Auswertung von Kontrollmessungen mit Präzisionsmeß-
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geraten zeigt, daß zwischen den Fehlern x bei der Fertigung der Widerstände und den Fehlern y
bei ihrer Messung eine Korrelation besteht, die durch den Korrelationskoeffizienten r = 0,40
wiedergegeben wird. Welcher Wert ergibt sich daraus für die Streuung ax der gefertigten Wider-
stände?

Lösung

Für das Quadrat der Streuung einer Summe oder Differenz zweier Zufallsgrößen ergibt sich bei
einer Stichprobe aus n Wertepaaren

s x+y = 7 S i y$ % ~F y) 2 =

= — —7 S + (?/?• — y) 2 ± 2 te — - y}\- W
n — 1 i,j

Setzt man in (1) den Korrelationskoeffizienten r gemäß (1.4./11) und die Streuung gemäß (1.4./3)
ein, so folgt für n -> oo

± 2r  a z°V • (2 )

Besteht also keine Korrelation, so ist das Streuquadrat der Summe oder Differenz zweier Zufalls -
großen gleich der Summe beider Streuquadrate.
Im vorliegenden Fall r = 0,40 bedeutet das positive Vorzeichen des Korrelationskoeffizienten,
daß ein Fertigungsfehler durch die Meßgeräte vergrößert registriert wird. Für das Streuquadrat
der gemessenen Werte ergibt sich nach (2)

ff 2 = oI+d = + er/ + 2 r  ax av . (3)

Unbekannt ist die Streuung ux der gefertigten Widerstände. Nach dieser aufgelöst, folgt aus (3)

= V 2 — (1 — r)2 <7/ — ra  .

Einsetzen von Zahlen liefert

ax = ]/0,152 - (1 - 0,16) 0,08 2 Q - 0,40 • 0,08 Q = 0,10 £1

als Streuung der gefertigten Widerstandsserie.

1.4.3. Regressionsgerade durch Meßpunkte

Messungen über die Abhängigkeit der Zugfestigkeit von der Temperatur ergeben bei sauerstoff-
haltigem Kupfer höchster Reinheit die folgenden Werte nach Tabelle 11.

Tabelle 11. Zugfestigkeit sauerstoffhaltigen Kupfers höchster Reinheit

Laufende Nr. i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Temperatur xi in °C 0 50 100 150 200 300 400 500 600 700

Zugfestigkeit yi in kp mm-2 23,3 21,0 19,2 16,4 15,5 13,3 9,4 5,9 4,1 1,9
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Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten und untersuchen Sie, ob die beiden Größen korre-
liert sind. Stellen Sie die Gleichung der Regressionsgeraden Y = a bx auf. Das Risiko soll
nicht größer als a = 0,001 sein.

Lösung

Der Korrelationskoeffizient ist definiert

r = ~ * )  (y? — £)]  : .

[kix (x - x)*][kvj (y - yn  V,'

Wir behandeln die Größen ebenso wie die Größen als Zufallsvariablen. Dabei haben wir auf
Grund der vorliegenden Messungen zu setzen

[ 0 für i =|= j sowie für i > 10 bzw. j > 10,
kfy = 1

[ 1 für i = j, wenn i 10 gilt.

Für diesen speziellen Fall gehen die allgemeinen Formeln (1.4./3) über in die bekannten Formeln
(1.2./11)

1 n in
V = --------7 S - * )  2 , V = --------7 S - ) 2 .n — 1 =1 * n — 1 i= i

Die Kovarianz wird nach (1.4./4)

S («< — (yi — y)
„ _ _i _______________

xy ~ n - 1

für den Korrelationskoeffizienten erhält man nach (1.4./11)

S {Xi — x)(yt - y)
r _ SW _ <ƴ

s * s » i/s ( *< -* )*£  (V i - y ) 2 '
]/ i i

Wir berechnen zunächst die Mittelwerte und erhalten aus den vorgegebenen Zahlen nach Tabelle 1 1

x = 300, y = 13,0.

Damit ergibt sich für die Schwankungsquadrate

v = — S («« - *) 2 = 525000 = 58333,3 . . . ,
® 9 i±i 9

1 10 499, 9!9!
J £(V i  - y f  = = 54,691 . . .

und für die Kovarianz

1 “ -15980 (n r , cc
= y - V) = - - - -  ---- = -1775,5

5 Schilling, Physik



66 1. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

Als Korrelationskoeffizienten erhalten wir

r = - 2- = -15980 ----- = —0,9941.
]/525000 - 492,22

Zum Nachweis, daß die beiden Größen X und Y korreliert sind, betrachten wir nach dem f-Test

und erhalten mit den errechneten Größen

1 - - - -0,9941 ----  yg = 25

1/1 - 0,994 1 2

Aus Tafel 3 entnehmen wir

0,001(8) = 5,04.

Es gilt somit

|*| = 25,84 > 5,04 = #0 , 001 (8).

Zwischen der Zufallsgröße Y und der Temperatur X kann innerhalb des betrachteten Werte-
bereiches von 0°C bis 700 °C bei einem Risiko unter 0,1% mit einer linearen Abhängigkeit ge-
rechnet werden.
Die Parameter der Regressionsgeraden bestimmen sich nach den Formeln

a = a 0 = y — x b = a± = r - = .ü 
Q 2 1 „ „26 X ö x b x

Mit den errechneten Zahlen folgt

a 0 = a = 13,0 + 300 = 22,13, a, = & = -300 — 980 = - 0,0304.0 525000 1 525000

Als Gleichung der Regressionsgeraden ergibt sich somit

y = —0,030z + 22,1.

Bei ansteigender Temperatur nimmt die Zugfestigkeit ab.

1.4.4. Korrelation nach Koordinatentransformation

Untersucht wird die Durchstrahlung von Stahlplatten mit Röntgenlicht. Zur Bestimmung der
erforderlichen Bestrahlung wird die Intensität der durchgehenden Strahlung auf einen konstanten
Sollwert gebracht. Die aufzuwendenden Belichtungsgrößen werden in Abhängigkeit von der
jeweiligen Stahldicke z z- gemessen. Es ergeben sich die Wertepaare nach Tabelle 12 a. Unter-
suchen Sie die Abhängigkeit der Bestrahlungsgröße von der Stahldicke und bestimmen Sie die
Korrelation.
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Tabelle 12 a. Belichtungsintensität in Abhängigkeit von der Stahldicke

I Laufende Nr. i 1 2 3 4 5 6

II Dicke der Stahlplatte x in mm 60 80 100 120 140 160

III Belichtungsgröße in mAh 304 502 855 1425 2390 4015

Lösung

Wir behandeln wieder beide Meßgrößen als Zufallsgrößen. Die Meßdaten lassen eine lineare
Abhängigkeit nicht erkennen. Wir logarithmieren daher die Werte der Belichtungsgröße gemäß

Vi = log« «4 = 1g Zj

und erhalten die in Tabelle 12 b, Zeile IV, angegebenen Werte (vgl. Bild 9).

Bild 9. Die Belichtungsgröße z
zur Durchstrahlung einer Stahl-
platte der Stärke x mit Röntgen-
licht.

Tabelle 12 b.

I Laufende Nr. i i 2 3 4 5 6

IV yt = ig «4 2,4829 2,7007 2,9320 3,1538 3,3784 3,6036

V X X -50 -30 -10 10 30 50

VI Vi -y -0,5590 -0,3412 -0,1099 0,1119 0,3365 0,5617

Nunmehr bilden wir die Regression der i/-Werte auf x. Für die Mittelwerte ergibt sich

z = 110, £ = 3,0419.

Damit erhält man für — x und y i~y  die in Zeile V und VI, Tabelle 12b, eingetragenen
Werte. Hieraus errechnen wir

n
S (»« - )(yi - y)

b = -----------------

S - V*
i=l

78,58
7000

= 0,0112,

a = y - bx  = 3,0419 - 0,0112 • 110 = 1,8099.

5*



68 1. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

Als Gleichung der Regressionsgeraden folgt somit

y = 1,81 ± 0,0112z.

Wir berechnen abschließend den Korrelationskoeffizienten

T = SxV = ~ ~ .
s *> s v Vs ( x t — S (Vi — y)2

Es ergibt sich aus Tabelle 12 b unter Benutzung der bereits erhaltenen Zwischenergebnisse

r _ 584 _ 0M9

V7000 1/0,8822

Die Überprüfung auf Korrelation mit dem t-Test liefert

t = - - --- ---- Vn-  2 = 0,999 ]/< = 44,70.
j/1 - r2 }/0,002

Nach Tafel 3 folgt bei dem Risiko 0,001

«o.ooi W = 8,61 < t = 44,70.

Zwischen der Stahldicke x und dem Logarithmus y = log10 z der zur Durchstrahlung erforder-
lichen Belichtungsgröße besteht somit eine praktisch vollständige lineare Abhängigkeit. Daraus
ergibt sich bis auf geringe Abweichungen zwischen der Stahldicke x und der Belichtungsgröße z
die exponentielle Abhängigkeit

z _ iqp __ e lnio(a+&#) _ Q4 55e°« 02579a; .

1.4.5.* Näherung zweier Zufallsgrößen durch eine Kurve zweiten Grades

Untersuchungen über den Anteil an Wasserstoff und an Stickstoff in Braunkohlenschwel-
koks zeigen in n = 100 Analysen folgendes Ergebnis nach Tabelle 13 a.

Tabelle 13 a. Anteil an H 2 und an N2 in Braunkohlenschwelkoks (in Masseprozent)

i i
1 2 3 4 5 6 7

N2 yj
H-2 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 kix

±0,05 ± 0,05 ± 0,05 ± 0,05 ±0 ,05  ±0 ,05  ±0 ,05

1 2,5 ± 0,125 2 1 1 1 1 — - 6
2 2,75 ± 0,125 2 4 2 2 2 1 1 14
3 3,0 ± 0,125 9 17 16 9 6 2 2 61
4 3,25 ± 0,125 3 3 2 2 1 1 - 12
5 3,5 ± 0,125 2 1 2 1 — 1 - 7

kyj 18 26 23 15 10 5 3

Bestimmen Sie nach der Methode der kleinsten Quadrate die Näherungskurve

Y = a0 ± «x z ± a 2 z
2 .
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Lösung

Wir berechnen zunächst die Mittelwerte nach den Formeln

3? = = S (1)
n it j n i

y = S = S (2)n i,j n i yi 1

Mit den vorliegenden Zahlen ergibt sich

x =*3,00, y = 0,6.

Zur Vereinfachung der numerischen Rechnung betrachten wir anstelle der Ausdrücke xi9 y
die Wertepaare

Vj = Vj y (3)

und erhalten das Schema nach Tabelle 13b.

Tabelle 13 b. Häufigkeit der Größen — x ,  rjj = y$ — y

i i
i 2 3 4 5 6 7

j-
fr

r

II 1 «i tu = yj
-0,2

- y
-0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 k

1 -0,5 2 i 1 1 1 — — 6
2 -0,25 2 4 2 2 2 1 1 14
3 0 9 17 16 9 6 2 2 61
4 0,25 3 3 2 2 1 1 — 12
5 0,5 2 1 2 1 — 1 — 7

18 26 23 15 10 5 3

Für die Mittelwerte folgt

£=0 ,  77 = 0 .

Die Koeffizienten der Näherungsgleichung

V = a 0 + + a 2 £
2 (4)

sind durch die Formeln

X1= Ä
2

Ä 2 =  7’
(5)
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bestimmt, wobei sich die Größen A o , A 19 A 2 , A aus dem nach der Methode der kleinsten Quadrate
abgeleiteten allgemeinen Lösungssystemen (1.4./10) bis (1.4./13) ergeben. Man erhält

A =
n
0
(n - W

0
(n - 1)$£ 2

EWi 3]

(n - l ) s{
2

EM?]
> (6)

—
0 0

(n -  W
M 3 ]

(n - 1)S£2

EW]
EM?]

, (7)

A =
n
0
(n - l ) sf 

2

0
Vj]

(W - l ) s{
2

E i3]
EM« 4]

, (8)

a 2 =
n
0
(n - l )  2

0
(n - W

0

E fi 2 »?;]
(9)

Für die einzelnen Glieder in den Determinanten ergibt sich aus dem vorliegenden Zahlenmaterial
nach Tabelle 13 b

(n - l )  2 = S k = 4,875,
i'i

Ikii&lj] = S = —0,125,

= S = -0,00625,

\.W\ = S i3 = 0,09375,

[k fi = S = 0,9140625.

Daraus folgt für die Determinanten (6) bis (9)

A = 328,869, 4 0 = 0,091 406,

A r = -8,396484, A 2 = -1,875

und für die Koeffizienten (5) der Regressionsgeraden (4)

a 0 = 0,00027794, = -0,025531, <x2 = -0,005701 .

Setzt man für £ und r] die Werte nach (3) ein, so ergibt sich

Y — y = <x0 + a r (x — x) + oc2 (x — x) 2 . (10)

Für die Koeffizienten der Näherungskurve

Y = a0 4- a-jX 4~ c 2
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folgt hieraus

a 0 = y + *0 — W + oc2 x 2 , (11)

«i = (Xi — 2<x2 x ,  (12)

= a 2* (13)

In (11) bis (13) die errechneten Zahlen eingesetzt, ergibt

a0 = 0,625282, a± = 0,008677, a2 = -0,005701.

Als Näherung zweiten Grades erhält man somit

Y = 0,625 + 0,0087 z - 0,0057 z 2 . (14)

A Aufgaben

A 1.4.1. Bestimmen Sie nach der Methode der kleinsten Quadrate zu den Beobachtungs-
paaren (zp yr ; z 2 , y2 ; . . .) die Regressionsgerade

X = a1 + b1 y = ax . y + bx . y y

derart, daß die Summe

S ( - -) 2
»2 _ _i __________X V ~ Y —2  9

ib — £

der z z- -Werte auf ein gegebenes zu einem Minimum wird. Dabei ist

ƴ%-i ~ a x-y “H xyVi'

A 1.4.2. Bestimmen Sie zu Problem 1.4.3. die Regressionsgerade

A = G'x.y X-yV •

A 1.4.3. Für die Abhängigkeit der Zugfestigkeit Y vom Kohlenstoffgehalt X ergeben sich
bei gewalzten Kohlenstoffstählen die folgenden Wertepaare nach Tabelle 14.

Tabelle 14. Zugfestigkeit von Stählen in Abhängigkeit vom Kohlenstoffgehalt

Xi in % 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

inkpmm- 2 39,7 46,8 54,6 63,3 69,7 76,9 83,6

Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten und untersuchen Sie, ob eine lineare
Abhängigkeit besteht. Bestimmen Sie die beiden Regressionsgeraden

Y = a y . x + by . x x und X = ax . y + bx . y y ,

A 1.4.4. Für die Bruchdehnung von Aluminium mit einem Reinheitsgehalt von 99,9%
werden in Abhängigkeit von der Temperatur die Werte nach Tabelle 15 gemessen.
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Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten und die Regressionsgerade. Unter-
suchen Sie die Hypothese, daß die Größen korreliert sind, wenn das Risiko a) 0,05,
b) 0,001 beträgt.

Tabelle 15. Bruchdehnung von Aluminium in Abhängigkeit von der Temperatur

Temperatur X in °C 250 350 450 550 650

Bruchdehnung Y 44% 37% 24% 18% 17%

A 1.4.5. Vorgegeben sind die folgenden Wertepaare :

x 1 -1  1 -10

y 1 1 -1 -10

Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten. Welches Ergebnis zeigt die Berech-
nung der Regressionsgeraden?

A 1.4.6 * Untersuchungen über die elektrische Leitfähigkeit einer Kupferlegierung in Ab-
hängigkeit von der Temperatur zeigen das Ergebnis nach Tabelle 16. Nähern Sie
den Zusammenhang durch eine Kurve zweiten Grades.

Tabelle 16. Spezifische elektrische Leitfähigkeit legierten Kupfers

Temperatur X in °C 0 200 400 600 800

Spez. elektr. Leitf . Y in m Q-1 mm-2 66 32 26 20 16

A 1.4.7. Vorgegeben sind die drei Punkte 0/0, 2/1, 4/3. Untersuchen Sie, ob Korrelation vor-
liegt. Das Risiko beträgt 10%.

A 1.4.8. Vorgegeben sind die Werte nach Tabelle 17. Untersuchen Sie, ob Korrelation vor-
liegt, und bestimmen Sie die beiden Regressionsgeraden. Das Risiko betrage 0,001.

Tabelle 17. Wertepaare

x 0 1 2 3 5 7

y 3 4 5 8 12 16

A 1.4.9* Bestimmen Sie die in Problem 1.4.1. sich ergebende Korrelation, wenn die Intervall-
größen verdoppelt werden, so daß sich die Verteilung nach Tabelle 18 ergibt.

Tabelle 18. Organische Verbindungen (x) und Kalisalze (y) in einem Nutzwasser

«(%) y(%)/0 ' 2 ±2  6±2  10 ±2

2 ± 2 37 30 6
6±2  18 9 -

Berechnen Sie die beiden Regressionen y auf x und x auf y.
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A 1.4.10* Untersuchungen über den Gehalt an A12O3 und an Fe 2O3 in verschiedenen Sand-
proben zeigen das Ergebnis nach Tabelle 19. Berechnen Sie den Korrelationskoeffi-
zienten und untersuchen Sie, ob auf eine Korrelation geschlossen werden kann,
wenn für das Risiko ein Wert a = 0,10 zugelassen wird. Nähern Sie die Verteilung
durch eine Kurve zweiten Grades.

Tabelle 19. Gehalt an A12 O3 (x) und an Fe 2 O 3 (y) in Sandproben

*(%) ?/(%)
2 ± 0,5 3 zt 0,5 4 zE 0,5 5 ±0 ,5 6 ±0 ,5

76 4z 1 — — 1 — —
78 ± 1 — 1 2 2 —
80 ± 1 1 3 16 3 1
82 ± 1 2 14 2 13 2
84 ± 1 14 4 3 — 16

A 1.4.11 * Beweisen Sie aus der Gl. (1.4.2./2) für die Streuung der Summe oder Differenz
zweier Zufallsgrößen, daß der Korrelationskoeffizient r innerhalb der Grenzen
— 1 5g r 5g ± 1 liegt.



3. Klassische Statistik idealer CJase

2.1. Das Gibbssche Energieverteilungsgesetz — Maxwell-Boltzmann-
Verteilung

JCj Einführung

Die statistische Physik befaßt sich mit den Gesetzmäßigkeiten makroskopischer
Systeme, die aus sehr vielen Einzelteilchen bestehen. Jedes dieser Teilchen zeigt
ein bestimmtes individuelles Verhalten, das durch Koordinaten qt der Lage und Ko-
ordinaten qi der Geschwindigkeit darstellbar ist. Anstelle der Geschwindigkeits-
komponenten qi werden allgemein die (generalisierten) Impulskomponenten ver-
wendet. Die Gesamtzahl s aller frei wählbaren Koordinaten qt und pt eines makrosko-
pischen Systems wird als Zahl der Freiheitsgrade bezeichnet.
Der Phasenraum umfaßt die Gesamtheit aller möglichen Lage- und Impulskoordi-
naten von sämtlichen Teilchen. Die Zahl seiner Dimensionen stimmt überein mit der
Zahl der Freiheitsgrade. Ein Punkt des Phasenraumes wird daher durch s Koordi-
natenangaben i, q2 , . . . , Pi, p 2 > • • • definiert. Er legt für einen bestimmten Zeitpunkt
den Zustand sämtlicher Teilchen des Systems nach Lage und Impuls fest. Das zeit-
liche Verhalten des makroskopischen Systems wird im Phasenraum durch eine Kurve
qi = q t), pi = Pi(t) dargestellt, die als Phasentrajektorie bezeichnet wird.

Beispiel 10

Das betrachtete System bestehe aus nur einem Molekül eines einatomigen Gases. Dieses Molekül
habe die Masse Es kann sich frei im Raum bewegen. Daher wird der Körper durch die drei
Lagekoordinaten qr = x ,  q2 = y ,  z nnd durch die drei Impulskoordinaten pr = px ,
p2 = py  , p3 = pz beschrieben. Die Gesamtzahl der frei wählbaren Koordinaten beträgt somit
<s = 6 .  Der Phasenraum umfaßt sechs Dimensionen. Durch den Punkt

<Zi = 0 ,  q2 = 0,  q3 = 0 ,  p± = 100, p2 = 0 ,  p3 = 0

wird der Zustand charakterisiert, daß sich das Teilchen im Ursprungspunkt des räumlichen
Koordinatensystems befindet und in Richtung der x-Achse einen Impuls von 100 Einheiten
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besitzt. Die Kurve

q± = 10£, q2 = 0 ,q 3 = 0 ,  p± = 100, p2 = 0 ,  p3 = 0

beschreibt die Bewegung des Systems aus einem Teilchen längs der x- Achse mit 10 Geschwindig-
keits- und 100 Impulseinheiten.

Beispiel 11

Ein kugelförmiger Ballon enthält TV = 10 25 Moleküle eines einatomigen Gases. Jedes Teilchen
wird durch 3 Lage- und 3 Impulskoordinaten charakterisiert. Daß die Teilchen den Ballon nicht
verlassen können, schränkt die Zahl der Freiheitsgrade nicht ein. Insgesamt sind also 3 N Lage-
und 3N Impulskoordinaten zur vollständigen Beschreibung des makroskopischen Systems er-
forderlich. Der Phasenraum umfaßt daher 67V = 6 • 10 25 Dimensionen, d. h., ein Punkt des
Phasenraumes wird durch 67V Koordinaten markiert.

Zur Untersuchung über das Auftreten bestimmter Zustände des makroskopischen
Systems wird der Phasenraum in Zellen der Größe

AT = Aq • Ap  = Aq± Aq2 ••• Aqr Ap  1 Ap2 ••• Ap  r (1)

unterteilt. Dabei ist r = s[2. Bei differentieller Unterteilung kann man an Stelle
von (1) auch schreiben

dT  = dq  • dp  = dq± ••• dp  r . ( la)

Bei einem speziellen Prozeß kann man die Wahrscheinlichkeit, den makroskopischen
Körper in einem bestimmten Zustand anzutreffen, durch Beobachtung feststellen.
Es sei der betreffende Zustand durch die Phasenzelle A definiert. Der Prozeß laufe
in der Zeit von 0 bis t ab. Während dieser Zeitspanne befinde sich für die Zeit A
die Phasentrajektorie in der Zelle ATi. Als Wahrscheinlichkeit Aw den makrosko-
pischen Körper während des beobachteten Prozesses im physikalischen Zustand A
anzutreffen, erhält man damit

Ah
t

Awi =

Durch Grenzübergang auf unendlich lange Beobachtungszeiten t gelangt man hieraus
zur Definition der Wahrscheinlichkeit A w, ein beliebiges Makrosystem in einem be-
stimmten physikalischen Zustand A r anzutreffen :

A 1 • A t IAAAw = hm — = f AqAp
t—>oo t

(2)

Die Verteilungs- oder Phasendichte

t = f (q»  • • • > Pr) = f(q,P) =l im 4
zir-»o 1 (3)
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genügt der Normierungsbedingung

' £ fdqdp  = l .  (4)

Bei infinitesimaler Unterteilung des Phasenraumes lautet die Normierungsbedingung

f fdg  dp  = 1 .  (4a)

Summierung und Integration erstrecken sich dabei über sämtliche Zellen des Phasen-
raumes. Auf diese Weise läßt sich bei Beobachtung spezieller Systeme jeder Zelle eine
bestimmte Wahrscheinlichkeitsdichte / und eine bestimmte Wahrscheinlichkeit Aw
empirisch zuordnen.
Der Mittelwert g einer physikalischen Größe g ergibt sich nach den Formeln

t

g =lim — I g(t') dt' = g(q, p) f Aq Ap  = g(q, p) Aw ,
<-»oo t J (5)

0

bzw. g = f g(q, p) / dg dp = J g(q, p) dw.

Die zeitliche Mittelwertbildung kann hiernach durch eine statistische Mittelwert-
bildung ersetzt werden, indem über sämtliche möglichen Zustände jedes einzelnen
Teilchens integriert wird.

Beispiel 12

Untersucht wird die Impulsverteilung für einen Körper, der aus zwei Teilchen der Masse
p = 10-20 kg besteht. Die beiden Teilchen seien in einem langgestreckten Zylinder mit dem
Volumen V eingeschlossen (vgl. Bild 10). Bewegungen seien nur parallel zur Zylinderachse
möglich, die als z-Achse gewählt wird.

Bild 10. Bewegung zweier Masseteilchen in einem Zylinder nach Beispiel 12.

Der Phasenraum umfaßt in diesem Falle 12 Dimensionen. Von Interesse sind jedoch nur die
beiden Impulskoordinaten

dz. dz2
Pl = “TT >d£ P2 = “77 •d£

Es werde als ausreichend erachtet, wie folgt zu unterteilen:
Zelle 0 umfaßt den gesamten Raum außerhalb des Zylinders mit allen Geschwindigkeiten. Die
Zellen 1 bis 16 sind entsprechend Tabelle 20 festgelegt (siehe auch Bild 11). Zelle 17 enthält
sämtliche Phasenpunkte, die zumindest eine der beiden Ungleichungen

| Pi | > 4 • IO-20 kg m s-1 , | p2 1 > 4 • 10~20 kg m s-1

erfüllen.
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Das Ergebnis der Beobachtungen über das Verweilen der Phasentrajektorie in den einzelnen
Zellen ist in Tabelle 20 zusammengestellt.
Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichte f aus der Wahrscheinlichkeit A w hat man diese
durch das Phasenvolumen der jeweiligen Phasenzelle zu dividieren. Im vorliegenden Fall ist

J & d & £5 = V 2 ,

Pz

7 2 3 4-

5 6 7 8-

9 10 11 12

13 74 15 16 Bild 11. Zur Aufteilung des Impulsraumes
nach Beispiel 12.

ferner kann

A p 3 A p 4 A p5 A pQ = 1 kg 4 m 4 s-4

gesetzt werden. Nach Spalte 2 in Tabelle 20 gilt für die beiden verbleibenden Impulskoordinaten

J Pi A p2 = 2 • 10- 20 • 2 • IO" 20 kg 2 m 2 s~ 2 .

Tabelle 20. Beobachtung zweier Massenpunkte

Nummer
der Zelle

Impuls-
bereich

Verweil-
zeit

Beobachtete
Wahrschein-
lichkeit

Dichte

i Pi ± 1 P2 ± 1 t w f
in IO-20 kg m s -1 in s in kg -6 m -12 s 6

0 — 00 - - - — OO-“ -f-00 0 0 0
1 -3 +3 0 0 0
2 -1 4-3 0 0 0
3 +1 +3 0 0 0
4 +3 4-3 0 0 0
5 -3 4-1 200 0,25 0,0625 • 10 40 • V~ 2

6 -1 4-1 0 0 0
7 +1 4-1 400 0,50 0,125 • 10 40 • V- 2

8 +3 4-1 0 0 0
9 -3 -1 0 0 0

10 -1 -1 0 0 0
11 + 1 -1 0 0 0
12 +3 -1 0 0 0
13 -3 -3 0 0 0
14 -1 -3 0 0 0
15 +1 -3 200 0,25 0,0625 • 10 40 • 7“ 2

16 +3 -3 0 0 0
17 0 0 0
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Die Zellen 0 und 17 haben ein unendlich großes Phasenvolumen.
Bei der Berechnung der kinetischen Energie hat man für die einzelnen Zellen zu schreiben

«kin(») = 7“ (Pi 2 + Pa 2 ) = ƴ£-2{i 2/z

und erhält z. B. für i = 5
)- z o  2-10-20

IO20 r
Pi2 d Pi + — / P22 d P2

-20 Q

= — • 10“ 20 J = — • IO-20 kg m2 s- 2 .
3 3

/ -21i
1 I 1020 c

ekta{ ) “ 2p  ( 2 J

Der gleiche Wert ergibt sich für die mittlere kinetische Energie der Zelle 15, während als kinetische
Energie der Zelle 7

4
SW n(7) = — • IO’ 2» J

O

folgt. Für die mittlere kinetische Energie des betrachteten Systems aus den beiden Teilchen
erhält man den statistischen Mittelwert

Sjdn = 2 • 0,25 • y • IO-2» + 0,5 • y • 10- 2» — 10~20 J .
3

Bei der Berechnung des zeitlichen Mittels geht man davon aus, daß über drei Zeiteinheiten jedes
der beiden Teilchen die mittlere kinetische Energie

2-1O"2 0

— • — f p2 dp = — • IO-20 J
2p 2 J 3

0

besitzt, während als kinetische Energie über eine Zeiteinheit im Mittel

4-1O"20

— ƴ — f p2 dp = — • IO-20 J
2p 2 J * 3

2-10“ 29

folgt. Die mittlere kinetische Energie des von den beiden Teilchen gebildeten makroskopischen
Systems beträgt demnach

= 2 - - ( 3  • - + 1 - -  10- 2» J = — • 10- 20 J .Mn 4 \ 3 3 / 3

Zeitliches und statistisches Mittel stimmen also überein.

Durch die Definition des Phasenraumes wird die Grundlage geschaffen, die thermo-
dynamischen Zustandsfunktionen mit den Arbeitsmitteln der Statistik zu berechnen.
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Zu diesem Zweck unterteilt man den Phasenraum in Mikrozellen gleicher Größe.
Die Mikrozellen charakterisieren bestimmte Mikrozustände. Durch einen Mikrozu-
stand werden Lage und Impuls jedes Einzelteilchens innerhalb bestimmter, von den
Abmessungen der Mikrozellen abhängiger Grenzen festgelegt.
Physikalisch meßbar ist bei einem System gleicher Teilchen jedoch nur der Makro -
zustand. Für diesen ist es unwesentlich, welche Teilchen bestimmte Zellen besetzen.
Maßgeblich ist allein, wie die Gesamtheit der Lage- und Impulskomponenten sta-
tistisch verteilt ist, wie also die einzelnen Lage- und Impulsbereiche mit Teilchen
belegt sind. Ein Makrozustand umfaßt daher alle diejenigen Mikrozellen des Phasen-
raumes, die den gleichen physikalischen Zustand repräsentieren.
Jeder Mikrozustand trifft mit der gleichen Wahrscheinlichkeit ein. Ereignissen, die
im Phasenraum durch gleichgroße Makrozellen repräsentiert werden, kommt daher
die gleiche Wahrscheinlichkeit zu (Theorem von Liouville). Das Theorem von
Liouville kann mit Hilfe der HAMiLTONschen Gleichung bewiesen werden.
Auf Grund des Theorems von Liouville läßt sich aus der Zahl der Mikrozustände
die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Makrozustandes ableiten.
Man bezeichnet diese Zahl der Mikrozustände, durch die ein vorgegebener Makro-
zustand verifiziert werden kann, als statistisches Gewicht W der Verteilung. Das
statistische Gewicht W ist eine positive ganze Zahl. Dividiert man diese durch die
Gesamtzahl aller physikalisch möglichen Mikrozustände, so erhält man die mathe-
matische Wahrscheinlichkeit des Makrozustandes. In der statistischen Physik hat
es sich jedoch als zweckmäßig erwiesen, mit dem statistischen Gewicht W einer Ver-
teilung zu rechnen, während der mathematischen Wahrscheinlichkeit nur geringe
Bedeutung zukommt.
Zur Charakterisierung eines Makrozustandes unterteilt man die betrachtete Zu-
standsgröße, z. B. die z-Komponente des Impulses, in Intervalle und gibt für jeden
dieser Phasenbereiche die Belegung mit Teilchen an. Die zum gleichen Makrozustand
gehörenden Mikrozustände unterscheiden sich allein dadurch, daß zwischen den
einzelnen Phasenbereichen Teilchen vertauscht wurden, ohne jedoch die Belegungs-
zahlen zu ändern. Da sich das statistische Gewicht W eines Makrozustandes aus der
Zahl der Mikrozustände ergibt, hat man also nur die Zahl der möglichen Vertauschungen
zu bestimmen, um das statistische Gewicht W angeben zu können.
Für eine Verteilung N 19 . . . , N k von N Teilchen auf k Makrobereiche ergibt sich
damit nach der NEWTONschen Formel (1.1./13) als Zahl möglicher Permutationen
das statistische Gewicht

...... (6)

Da k Zellen durch N Teilchen nach kN verschiedenen Möglickeiten belegt werden
können, ist die mathematische Wahrscheinlichkeit eines Makrozustandes N 19 2V2 , •••,
N k durch

P(N l t  N 2 , . . . , N k ) =
NI

WN NJ. ƴƴƴNk ]
(7)

gegeben.
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Beispiel 13

Betrachtet wird die Geschwindigkeitsverteilung zweier Teilchen 1 und 2 auf die Phasenzellen
1 bis 16 nach Tabelle 20. Beide Teilchen seien nur längs der z-Achse mit Impulsen zwischen
—4 • IO-20 kg m s-1 und 4-4 • 10 -20 kg m s-1 beweglich. Die Unterteilung erfolgt in 4 gleiche
Intervalle

I —4 • IO"20 pz < —2 • IO"20 , II —2 • IO-20 pz < 0 ,

III 0 pz < 2 • IO-20 , IV 2 • 10- 20 pz 4 • IO-20 .

Daraus ergeben sich für die beiden Teilchen die in Tabelle 21 zusammengestellten 10 Makro-
zustände mit den durch Abzählung der zugehörigen Mikrozellen in Übereinstimmung mit (6)
folgenden statistischen Gewichten W. Greift man etwa den Makrozustand Nr. 5 heraus, ein Teil-
chen im Bereich I, ein Teilchen im Bereich II, so ist dieser durch zwei Mikrozustände zu reali-
sieren. Entweder kann Teilchen 1 in den Bereich I, Teilchen 2 in den Bereich II fallen (Mikro-
zelle 9), oder Teilchen 1 im Bereich II, Teilchen 2 im Bereich I liegen (Mikrozelle 14). Das sta-
tistische Gewicht der Verteilung beträgt somit W = 2 .

Tabelle 21. Makrozustände zweier Massenpunkte

Nr. Belegung Mikrozustände Statistisches
nach Tabelle 20 Gewicht W

I II III IV

1 2 0 0 0 13
2 0 2 0 0 10
3 0 0 2 0 7
4 0 0 0 2 4
5 1 1 0 0 9,14
6 10  10  5, 15
7 10  0 1 1, 16
8 0 1 1 0 6, 11
9 0 10  1 2, 12

10 0 0 1 1 3, 8

1
1
1
1
2
2
2
2
2
2

Zur angenäherten Berechnung und zur analytischen Behandlung von Ausdrücken
der Form N Q ! wendet man eine Näherungsformel an, die für N Q 1 gültig ist.
Logarithmiert man,

In N o ! = In N o + In (No - 1) 4- ••• + In 2 + In 1 ,

so können für große Werte N o die Intervallabstände AN = 1 als Differentiale
dN gedeutet werden. Es folgt damit die Näherungsformel

In JV0 ! & /’ln N AN = [TV In N - l]f» TV0 (ln N o - 1)
0

(8)

Sie ist für die folgenden physikalischen Untersuchungen mit Werten in der
Größenordnung 1026 ausreichend. Etwas genauer als die Näherungsformel (8) ist die
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Formel von Stirling

— ) . (8a)

Ein thermodynamisches System, d. h. die Besetzung seiner Phasenzellen, ändert
sich so lange, bis der Gleichgewichtszustand hergestellt ist. Dieser ist dadurch ge-
kennzeichnet, daß das statistische Gewicht W = W (A15 . . . , N k ) bzw. der natür-
liche Logarithmus dieser Größe zu einem Maximum wird. Die Besetzungszahlen
variieren dabei derart, daß stets der Energiesatz

fc
E = S Ni 8i (9)

i=l

erfüllt ist, wobei die Energie eines Teilchens im Phasenbereich i bezeichnet.
Außerdem ist die Zahl der Teilchen konstant zu halten, d. h., es sind nur Zustände

fc
E Ni = N (10)

Z = 1
zulässig.
Nimmt man an, die Besetzung N 19 N 2 , . . . , N k des Gleichgewichtszustandes sei
bekannt, so muß die erste Variation (bzw. das totale Differential) für diesen Zu-
stand gleich Null werden :

A!
Sln l7=S ln  ] ! =0  '

Aus (11) folgt

S lnA!  - S lnA x ! - S in  A 2 ! ------ =0

bzw. mit der Näherungsformel (8)

8N (InA - 1) - SAX (In A x - 1) - S N 2 (In N 2 - 1) ------ =0 .

Hieraus erhält man, wenn die Variationen wie Differentiale behandelt werden,

(In N - 1) SA + SA - (In A x - 1) SAX - SAi - (In N 2 - 1) SA2 -

- 3 N 2 ------ = 0
bzw.

In N SA - In A x S A x - In A 2 S A 2 ------ = 0 .

Aus (10) ergibt sich

SA = SA, + 3A2 + . . . ,

womit folgt
Ni N n 

k 'N -
- In 87 - In —2 8iV2 ------ =0  bzw. In 82V; = 0 .  (12)

xV IV i=l

Von den k Größen SA; sind wegen der beiden Nebenbedingungen (9) und (10) nur
k — 2 frei wählbar. Um zwei weitere frei wählbare Größen zu erhalten, wird Glei-

ß Schilling, Physik






































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































