Statistische Physik
SCHILLING In Beispielen

P(4) = lim M
SE T

LIS i (8-;T-;Q){l"r'

S=FkInW

o = Vf (& — p)?f(x) da

U=F+ T8
po=[af(@) da H=U+ PV
I T Bl @=H— T8
J'n Jn
PV = aRT
Irl
— |n — 2 >, 2
J1— r® l hy P: =W,

o

lgdp=h

HEREIINI Mathematische Statistik
Chemische Prozesse [IIIIEEEEEE
BMEENEIIII Ideale und reale Gase
Quantenvorgange 1111111000 D

VEB FACHBUCHVERLAG LEIPZIG







Schilling - Statistische Physik in Beispielen






Statistische Physik
in Beispielen

Verfa3t von Prof. Dr. rer. nat. habil. Heinz Schilling,

Deutsche Akademie der Wissenschaften zu Berlin

Mit 143 durchgerechneten Beispielen und 301 Aufgaben mit Losungen

VEB FACHBUCHVERLAG LEIPZIG



Copyright by VEB Fachbuchverlag Leipzig 1972

1. Auflage

Lizenznummer 114-210/4/72 « Deutsche Demokratische Republik
ES18B1

Verlagslektor: Dipl.-Phys. Klaus Vogelsang

Gestaltung: Gottiried Leonhardt, Leipzig

Satz und Druck: VEB Druckhaus ,,Maxim Gorki“, 74 Altenburg
RedaktionsschluB3: 15, 8. 1972

Bestellnummer 5458955



VYorwort

Das vorliegende Werk entstand nach Vorlesungen uber Statistische Physik fiir
Physiker, Chemiker, Verfahrenstechniker und Lehrerstudenten. Nach dem Vorbild
der ,,Physik in Beispielen‘ von Hasko gliedert sich jeder der 22 Abschnitte in eine
kurzgehaltene Einfithrung, die Losung ausgewéhlter Probleme und eine groBle Anzahl
von Aufgaben mit Angabe der numerischen Losung.

Gegeniiber dem Lehrbuch von Hasro wurde der Lehrtext erweitert, der sowohl der
Einfithrung als auch der Zusammenfassung dient. Zum besseren Verstindnis wurden
in die Einfiihrungen einige prignante Beispiele eingearbeitet. Die aufgestellten
Formeln und Lehrsétze sind durch Ausfithrungen iiber ihre theoretischen Grundlagen
miteinander verkniipft.

Der iiberwiegende Teil des Buches befalt sich mit der Losung systematisch aus-
gewihlter Probleme. Sie sollen sowohl dem Verstéandnis der theoretischen Zusammen-
hinge dienen als auch den Leser befihigen, physikalische Gesetze in der Praxis
anzuwenden. Aus diesem Grund wird jede Losung mit einer kurzen Darlegung der
Theorie eingeleitet, gleichzeitig jedoch das Problem bis zur Durchrechnung eines
numerischen Beispiels behandelt. Schwierigere Probleme, deren Losung fir die ein-
fiihrende Behandlung nicht unbedingt erforderlich ist, sind durch * gekennzeichnet.
Die Aufgaben kénnen in der Regel nach Losungsverfahren bearbeitet werden, die
im gleichen Abschnitt bei der Behandlung der Probleme abgeleitet wurden. Als
Losung der Aufgaben werden daher im allgemeinen nur numerische Ergebnisse mit-
geteilt.

Fiir die Unterstiitzung bei der Auswahl der Beispiele und Probleme danke ich be-
sonders Herrn Prof. Dr. KarraneEr. Herr Prof. Dr. habil. ScHULTZ-PISZACHICH
beriet mich bei der mathematischen Behandlung des Stoffes. Fiir einige Hinweise
mochte ich auch Herrn Prof. Dr. habil. VogTa danken. Mein besonderer Dank ge-
bithrt dem Verlag, der wesentlich zum Gelingen des Werkes beitrug.

Der Verfasser
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1. Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung
und der mathematischen Statistik

1.1. Elemente der Wahrscheinlichkeitsreechnung — Newtonsche Formel —
Fehler erster und zweiter Art

E Einfiihrung

Die mathematische Statistik untersucht Massenerscheinungen. Sie sind dadurch
gekennzeichnet, daBl die mehrfache Wiederholung eines Versuches unter gleich-
bleibenden Bedingungen unterschiedliche Ereignisse zur Folge haben kann. Als
Yersuch definiert man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung allgemein die Reali-
sierung exakt festgelegter Vorschriften und Bedingungen, die prinzipiell beliebig oft
reproduzierbar sind. Das Ergebnis eines Versuches wird als Ereignis bezeichnet.
Beispiele fiir Versuche sind : Analyse einer Substanz auf Wirkstoffe, Priifmessen eines
Produktes auf Herstellungsfehler, Untersuchung auf Kristallisationskeime, Beob-
achtung auf radioaktiven Zerfall, Feststellung iiber die Passierbarkeit einer Ver-
kehrsverbindung.

Trifft das Ereignis A in n gleichartigen Versuchen mit der Héaufigkeit &, (4) ein, so
bezeichnet

__ k. (4)
h(d) === 1
die relative Hiufigkeit des Ereignisses A in der Versuchsreihe. Im allgemeinen

schwankt die Grofie h(A) fiir die einzelnen Versuchsreihen. Strebt der Ausdruck (1)
fir n — oo gegen einen Grenzwert

@)

P(4) — lim ©2@)
n

n—>00

so wird dieser als Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A bezeichnet. Die Wahrschein-
lichkeit fiir ein Ereignis 4 148t sich somit stets bis auf eine vorgegebene, beliebig
kleine, vom Wert Null verschiedene Ungenauigkeit durch eine hinreichend groSe,
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endliche Zahl von: Versuchen anndhern (Gesetz der groBen Zahlen — Satz von
BervouLLi).
Auf Grund der klassischen Wahrscheinlichkeitsdefinition (2) folgt

0<P(4)<1. 3)

Fiir das unmogliche Ereignis ergibt sich die Wahrscheinlichkeit P = 0; das mit
Sicherheit eintreffende Ereignis besitzt die Wahrscheinlichkeit P = 1. Die Um-
kehrung dieser SchluBfolgerung ist im allgemeinen nicht richtig. Aus P =0 ist
lediglich zu schlieBen, da8 das betrachtete Ereignis auBerordentlich unwahrschein-
lich, jedoch nicht absolut unméglich ist. In gleicher Weise folgt aus P =1 im all-
gemeinen eine sehr groBe Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen des in Frage stehen-
den Ereignisses, nicht jedoch die absolute GewiBheit.

Beispiel 1

Die Wahrscheinlichkeit, in Meerwasser einen Salzgehalt von genau 4,000...9, festzustellen, hat
exakt den Wert Null, da der Bereich der gefragten MeBwerte auf einen Punkt zusammenge-
schrumpft ist. Dagegen ist es prinzipiell nicht ausgeschlossen, in einer Probe genau diese Menge
vorzufinden.

Zwei Ereignisse 4 und B werden als unvereinbar bezeichnet, wenn sie bei Aus-
fithrung eines Versuches nicht gleichzeitig eintreten konnen. Als Vereinigung zweier
Ereignisse

C=AUB (4)
wird das Auftreten eines der beiden Ereignisse 4 oder B bezeichnet. |J bedeutet

soviel wie ,,entweder — oder<. Fiir zwei unvereinbare Ereignisse 4 und B ist die
Wahrscheinlichkeit, daBl eines der beiden Ereignisse 4 oder B eintrifft, durch den

Additionssatz der Wahrscheinlichkeiten

(5)
P(4U B) = P(4) + P(B)

gegeben.

Beispiel 2

Betrachtet wird die Analysenreihe iiber einen GéarungsprozeB. Die Wahrscheinlichkeit, eine
Probe mit einem niedrigen Alkoholgehalt unter 109, anzutreffen, sei gleich 0,3; die Wahrschein-
lichkeit eines mittleren Gehaltes zwischen 109, und 409, betrage 0,5. Es wird vorausgesetzt,
die Intervallgrenze bei 109, sei nur einem der beiden Intervalle zugeordnet. Dann betrigt die
Wahrscheinlichkeit, in einer Probe bis zu 409, Alkohol vorzufinden, 0,8.

Fir die folgenden Betrachtungen wird festgelegt, dafl die linke bzw. die untere
Grenze eines Intervalles stets diesem Intervall zuzurechnen ist, wihrend die rechte
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bzw. die obere Grenze dem Intervall nicht angehdren soll. Im betrachteten Beispiel 2
wire eine Probe mit genau 109, als mittlerer Alkoholgehalt zu klassifizieren.

Das zu einem Ereignis 4 entgegengesetzte bzw. komplementire Ereignis, das dann
eintritt, wenn A nicht eintritt, wird mit 4 bezeichnet. U gibt das sichere, V das un-
mogliche Ereignis an. Zwischen einem Ereignis 4 und seinem entgegengesetzten
Ereignis 4 besteht die Beziehung

Aud="U. (6)
Hieraus folgt (

PAUA)=PU)=1 (7)
und daraus auf Grund des Additionssatzes (5)

P(4d)=1—P(4). (8)
Als Durchsehnitt zweier Ereignisse

C=A4ANBA8 9)

wird das gleichzeitige bzw. aufeinanderfolgende Eintreffen der beiden Ereignisse 4
und B bezeichnet. N hat die Bedeutung ,,sowohl — als auch<.

Zwei Ereignisse sind unabhiingig voneinander, wenn das Eintreffen des einen Ereig-
nisses die Wahrscheinlichkeit des anderen nicht beeinfluflt. Fiir zwei unabhéngige
Ereignisse gilt der

Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten

(10)
P(AN B) = P(4) - P(B)

Beispiel 3

Es werden fir einen Gebirgsort Schneehohe und Bewo6lkung zum Jahreswechsel betrachtet. Aus
langjahrigen Beobachtungen ergebe sich in 909, aller Fille eine Schneeh6he von mehr als 60 cm,
in 709, aller Fille wolkenfreier Himmel. Zwischen dem Eintreffen der beiden Ereignisse bestehe
im Ergebnis sémtlicher Beobachtungen kein Zusammenhang. In 639, aller Fille werden daher
beide Ereignisse gleichzeitig eintreten.

Beispiel 4

In der Analysenreihe des Beispieles 2 wird die Zusammensetzung durch Entnahme einer Probe
verdndert. Nur wenn die entnommene Probe sofort ersetzt wird oder wenn der Vorrat so grof ist,
daB seine Zusammensetzung praktisch nicht vom Fehlen einer Probe abhéngt, bleiben die Wahr-
scheinlichkeiten fiir die verschiedenen Ereignisse unveréndert. In diesem Falle folgt nach dem
Multiplikationssatz als Wahrscheinlichkeit, €ine Probe mit niedrigem Gehalt und anschlieBend
eine Probe mittleren Gehaltes zu ziehen, der Wert 0,15.

2 Schilling, Physik
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Verédndert ein Ereignis A die Versuchsbedingungen und damit die Wahrscheinlich-
keit fiir ein Ereignis B, so bezeichnet man beide Ereignisse als voneinander abhiingig.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen von B unter der Voraussetzung, daf 4
eingetreten ist, wird als bedingte Wahrscheinlichkeit P (B|A) bezeichnet. Fir das
gleichzeitige bzw. aufeinanderfolgende Eintreffen zweier abhingiger Ereignisse A4
und B gilt der Multiplikationssatz in der Form

P(AN B) =P(4) P(B|A) = P(B) P(4|B) (11)

(siehe Problem 1.1.1.).

Fithrt man n voneinander unabhéngige Versuche durch und ist bei jedem dieser Ver-
suche die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A gleich p, so betrigt die Wahrschein-
lichkeit, da8 das Ereignis 4 k-mal eintrifft,

!
Pull) = () 740 — ot = e 0 — |

(NewToNsche Formel)

(12)

Diese Formel 146t sich auf mehrere unabhéngige Ereignisse 4,, 4,, ... erweitern.
Thre Wahrscheinlichkeiten seien durch

p = P(4y), P2 = P(4,), ps = P(4s), ...

festgelegt. Als Wahrscheinlichkeit, daB in n Versuchen k,-mal das Ereignis 4, ein-
trifft, k,-mal das Ereignis 4, usf., folgt, wenn n = k; + ky + --- gilt,

n!
Py(ky, ko, g,y ..0) = AVATARS P pFapste ... (13)

Beispiel 5

Die Analysenserie des Beispieles 2 sei so groB, da$ sie in ihrer Zusammensetzung durch Entnahme
einzelner Proben praktisch nicht veréindert wird. Als Wahrscheinlichkeit, in fiinf Versuchen
zwei Proben niederen Alkoholgehaltes, zwei Proben mittleren und eine Probe hoheren Gehaltes
zu ziehen, folgt nach der verallgemeinerten NEwToNschen Formel

1
5 032.05.02 = 0,135 — 13,5%.
212111

Py(2,2,1) =
Bei statistischen Serienpriifungen kann sich der Fall ergeben, dafl ein unwahrschein-
liches Ereignis wiederholt eintrifft. Es ist daher mdglich, daB eine richtige Hypothese,
z. B. das Auftreten von Giftstoffen, infolge der zufilligen Haufung unwahrschein-
licher Fehlmessungen abgelehnt wird. Als Wahrscheinlichkeit, einen derartigen
Fehler erster Art zu begehen, definiert man die GréBe «. Ebenso ist es moglich, daB
einer falschen Hypothese irrtiimlich zugestimmt wird. Beispielsweise kann eine gift-
freie Substanz infolge statistischer Zufélligkeiten als nicht einwandfrei klassifiziert
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und daher ausgesondert werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen derartigen Fehler
zweiter Art bezeichnet man mit 8.

Grundsitzlich wird bei Serienpriifungen der schwerwiegendere, qualitdtsmindernde
Fehler als Fehler erster Art, der weniger bedeutungsvolle, nur quantititsmindernde
Fehler als Fehler zweiter Art bezeichnet (vgl. Probleme 1.1.5. und 1.1.6.).

P Probleme

1.1.1. -Addition und Multiplikation von Wahrscheinlichkeiten

Ein Sortiment von 7» = 30 Transistoren besteht aus & = 20 brauchbaren und n — &k = 10
nichtbrauchbaren Elementen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, der Probe nacheinander
einen brauchbaren und danach einen nichtbrauchbaren Transistor zu entnehmen, wenn diese
nach Prifung nicht wieder in das vorhandene Sortiment zuriickgelegt werden? Bestimmen Sie
die Wahrscheinlichkeit, bei zweimaligem Ziehen einen brauchbaren und einen nichtbrauchbaren
Transistor zu finden.

Losung

Wir bezeichnen mit 4 das Ereignis, daB ein brauchbarer Transistor gezogen wird. 4 bedeutet
das Ziehen eines nichtbrauchbaren Transistors. Die Wahrscheinlichkeit, einen brauchbaren
Transistor zu ziehen, betrégt

P(A)=%=

20 0,666... (1)
30

Nachdem das Ereignis 4 eingetreten ist, besteht das Sortiment nur noch aus £ — 1 = 19 brauch-
baren und » — k = 10 nichtbrauchbaren Elementen; die Versuchsbedingungen haben sich
gedndert. Als Wahrscheinlichkeit, im Anschluf an ein Ereignis 4 ein Ereignis 4 festzustellen,
folgt

_ —k
P(A|4)= :_ o=
10 _o344... @)
9

Fir die Wahrscheinlichkeit, daB die beiden Ereignisse nacheinander eintreten, erhalten wir
somit durch Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten (1) und (2)

P4,d) = P(A)P(ZA)= k(_n—-_k) =
n(n — 1)
—20 10 _ (999... ®)
30 29

2%
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In knapp 239, aller Fille wird bei der vorliegenden Verteilung brauchbarer und nichtbrauchbarer
Transistoren nach einem brauchbaren ein nichtbrauchbares Element gezogen.

Fir die umgekehrte Folge, zunichst einen unbrauchbaren, danach einen brauchbaren Transistor
zu ziehen, ergibt sich aus

P(Z) _n— k _
n
10
= — =0,333... 4
30 4
und aus
- k
P(A|d)= —— =
n—1
20 oes9... (5)
9
nach dem Multiplikationssatz
PA)PAA) = 2=k & _
n n—1
= 1020 909 (6)
30 29

Die Beziehung

P(A)P(4|d) = P(4) P(4|A)

besitzt unabhingig von dem betrachteten Ubungsbeispiel allgemeine Giiltigkeit.
Als Wahrscheinlichkeit, bei zweimaligem Ziehen einen brauchbaren und einen unbrauchbaren
Transistor, d. h. entweder den durch (3) oder den durch (6) beschriebenen Fall zu erhalten, folgt
durch Addition der GréB8en (3) und (6)

k(n — k) 20 - 10

P(1,1) = 2P(4) P(A]4) = 2k =F) _,

L 0,458,
n(n — 1) 30.29

In knapp 469, aller Fille wird bei zwei Versuchen ein brauchbarer und ein unbrauchbarer Tran-
sistor gezogen.

1.1.2. Newtonsche Formel

In einer sehr groBen Priifserie weisen p, = 709, der MeBproben Verunreinigungen auf, p, = 309,
sind von Verunreinigungen frei. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, bei n» = 8maligem Ziehen
k = 5 verunreinigte und n — k& = 3 nicht verunreinigte Proben zu erhalten?

Losung

Als Ergebnis eines Versuches konnen zwei Ereignisse eintreten: 4 die untersuchte Probe ist
verunreinigt, 4 die untersuchte Probe ist nicht verunreinigt. Auf Grund der Voraussetzungen
gilt B

PAd)=p, Pld)=1—p =p.
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Im vorliegenden Fall haben wir p, = 0,70, p, = 0,30 einzusetzen. Als Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreffen einer bestimmten Folge 4, 4, 4, ... ergibt sich, wenn die einzelnen Ereignisse
wie vorausgesetzt voneinander unabhingig sind,

P(A,Z,A,...) =P(A)P(1‘I)P(A)"' =Py PPy = PP (1)

Wie man sieht, ist diese Wahrscheinlichkeit von der Reihenfolge der einzelnen Ereignisse 4 und 4
unabhéngig; sie hingt auller von den GréBen p; und p, nur von der Anzahl k der geforderten
Ereignisse 4 und von der Anzahl n — k der Ereignisse 4 ab. Fiir das vorgegebene Beispiel
erhalten wir

PiF - PPk = 0,75 - 0,33 = 0,004538.

Die Anzahl der Folgen mit k-maligem Auftreten von 4 und (n — k)-maligem Auftreten von A
betragt

. = . @)

n\ n! nn—1)---(n — k +.1)
( )_ kl(n — k)! k(k —1)---3-2-1

Mit den vorgegebenen Zahlen folgt

n)y_ (8)_ 8 _87-6_ .

k 3 315! 3-2-.1
Als Wahrscheinlichkeit firr das k-malige Eintreffen des Ereignisses 4 in n Versuchen ergibt sich
damit

Pu(k) = ( ;:) PPy (NEwToNsche Formel). (3)
Setzt man die vorliegenden Werte ein, so erhalt man

Py = () 0,75 038 = 0,2541.
8 3

Bei acht Versuchen werden sich in etwas iiber ein Viertel aller Fille fiinf Proben als verunreinigt
erweisen.

1.1.3. Verallgemeinerte Newtonsche Formel

Die Anzahl der téglichen Arbeitsunfille in einem GroBbetrieb weist iitber einen langen Zeitraum
gemittelt folgende Verteilung nach Tabelle 1 auf:

Tabelle 1. Unfallverteilung

Anzahl der tdglichen Unfille Beobachtete Héaufigkeit in Prozent

0 31,2
1 36,1
2 24,5
3 6,3
4 1,7
5 und mehr 0.2
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Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Woche folgende Unfallverteilung zu erhalten:
zweimal kein Unfall, zweimal ein Unfall, einmal drei Unfélle?

Losung

Wir haben die NewToNsche Formel fiir mehrere Variable

n!
P(ky, by, kg, ...) PoFopFrpgke ... 1)

T ooy ey -
anzuwenden. Im vorliegenden Fall bezeichnet k, die Zahl der unfallfreien Tage, &k, die Zahl der
Tage, an denen ein Unfall auftritt, allgemein k; die Zahl der Tage, an denen ¢ Unfille auftreten.
Ferner gibt

oo
n=>3k; 2

i=0
die Gesamtzahl der Versuche an. Fiir das betrachtete Beispiel bezeichnet n = 5 die Zahl der
Arbeitstage einer Woche. p; bedeutet die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von ¢ Unfillen
an einem Tag.
Aus Spalte 2 der Tabelle 1 entnimmt man die Werte p;, indem die dort stehenden GroSen durch
hundert dividiert werden. Als Wahrscheinlichkeit, die vorgegebene Verteilung

ko=2 k=2 k=0 k=1 k=0 mit j=4

zu erhalten, folgt aus der NEwToNschen Formel (1)
!
P2,2,0,1,0,...) =P (2,2,0,1) = 5 0,3122 . 0,3612 - 0,245° - 0,063 =
2121 0! 1!

= 30-0,000795 = 0,02385.

In knapp 2,49, der Statistiken iiber die Unfallzahlen einer Woche ist demzufolge mit zwei un-
fallfreien Tagen, zwei Tagen mit einem Unfall, einem Tag mit drei Unféllen zu rechnen.

1.14. Addition von Wahrscheinlichkeiten bei Anwendung der Newtonschen
Formel

Untersuchungen iiber das Auftreten von Maschinenfehlern ergeben in 309, aller Fille weniger
als 5 Fehler je Tag, in 509, aller Fille zwischen 5 und 12 Fehler, in 209, aller Félle mehr als
12 Fehler. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, an drei Tagen einer Woche mehr als 12 Fehler
zu erhalten?

Losung

Unter Anwendung der NEwronschen Formel sind die folgenden Wahrscheinlichkeiten zu be-
rechnen und zu addieren:
: !
P2,0,3) = i 0,32 - 0,23,
21 3!
5!

B 0,2,3) = 3131 0,5% . 0,28,

!
P(1,1,3) = g’—' 0,3-0,5- 0,25
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Damit sind sdmtliche Fille erfaft, bei denen an 3 Tagen mehr als 12 Fehler auftreten. Wir er-
halten durch Addition

P=P(20,3)+P(0,2,3) + P(1,1,3) =

( 0,32 0,52

51
—_ 3 > —_
=5 %2 21 + 21

5 0 - 0,5-0,3) — 0,051.

In 5,19, aller Fille treten in einer Woche an drei Tagen mehr als 12 Maschinenfehler auf.

1.1.5. Fehler erster und zweiter Art

Untersucht wird das Auftreten eines unerwiinschten Kristallisationskeimes. Hierzu werden
Roéntgenaufnahmen ausgewertet. Die Wahrscheinlichkeit, eine schwache Keimbildung zu er-
kennen, betrage fiir das einzelne Rontgenbild p = 0,8. Dagegen besteht die Moglichkeit, da8
aus einer fehlerhaften Aufnahme auf Keimbildung geschlossen wird. Die Wahrscheinlichkeit
fiir das Auftreten derart fehlerhafter Abbildungen betrage ¢ = 0,015. Fiir jede der vorhandenen
Proben werden n =4 Aufnahmen ausgewertet, die voneinander unabhingig sind. Der Test
wird positiv entschieden: Keimbildung ist vorhanden, wenn wenigstens eine der Aufnahmen
Keimbildung aufweist. Er wird negativ entschieden, wenn in keiner der Aufnahmen eine Keim-
bildung zu erkennen ist. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, a) einen auftretenden Keim nicht zu
erkennen (Fehler erster Art), b) auf Keimbildung zu schlieBen, obgleich diese nicht vorhanden ist
(Fehler zweiter Art)?

Losung

Es bezeichne A die Hypothese, daB die untersuchte Probe keimbehaftet ist. Mit 4 wird die
Alternative, die keimfreie Probe, bezeichnet. Wir definieren eine Zufallsvariable X und geben
ibr den Wert Null, wenn kein Keim festgestellt wird. Werden Keime beobachtet, so gilt X > 0.

Die Wahrscheinlichkeit, einen auftretenden Keim bei einer einzigen Messung nicht zu entdecken,
betrigt 1 —p =1 — 0,8 =0,2. Jede der Messungen erfolgt unabhingig von den iibrigen.
Als Wahrscheinlichkeit fur die n-fache Wiederholung, d. h. fiir die Richtigkeit.-von 4, obgleich 4
in » Versuchen abgelehnt wird, folgt somit

a=PX=0/4)=(1—p)m
Im vorliegenden Fall erhalten wir
a=PX=0]|4)=(1—08)*=0,2¢ =0,0016.

In 1,6, aller Fille wird durch die vorgenommene Untersuchung ein vorhandener Keim nicht
erkannt.

Der Fehler zweiter Art wird begangen, wenn irrtiimlich auf Keimbildung geschlossen wird.
Bei nur einer Messung betriagt die Wahrscheinlichkeit hierfir g =1 — (1 —¢g). 1 — g gibt da-
bei die Wahrscheinlichkeit an, im Falle der keimfreien Probe eine einwandfreie Aufnahme anzu-
treffen. Die n-fache Wiederholung dieses Ereignisses tritt mit der Wahrscheinlichkeit (1 — ¢)" auf.
Mit zunehmender MeBzahl » erhoht sich die Wahrscheinlichkeit, eine keimfreie Probe als keim-
behaftet anzusehen, da bereits aus einer fehlerhaften Aufnahme auf Keimbildung geschlossen
wird. Als Wahrscheinlichkeit, einen Fehler zweiter Art zu begehen, ergibt sich damit

B=PX>0[A)=1—(1— g




24 1. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

Im vorliegenden Fall erhalten wir
B=PX>0/4)=1— (1 —0,015)* = 1 — 0,985 = 1 — 0,941 = 0,059.

Die Wahrscheinlichkeit, eine Probe irrtiimlich als keimbehaftet anzusehen, betrigt somit 5,99,.
Als Giitefaktor

II=1—-—PX>0/4d)=1—-8

bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit, in einem Test die Hypothese 4 abzulehnen, wenn 4 zu-
trifft. IT gibt somit den Anteil einwandfreier Proben an, die den Test unbeanstandet passieren.
Mit den vorliegenden Zahlen folgt

II=1— 0,059 = 0,941.

94,19, der einwandfreien Proben werden somit durch den Test richtig als einwandfrei klassifiziert.

1.1.6.* Erweiterte Testbedingungen bei Reihenuntersuchungen

Bei der Untersuchung auf Fabrikationsfehler wird jedes Stiick einer GroBserie fiinf Kontroll-
messungen unterworfen, deren jede einen vorhandenen Fehler mit der Wahrscheinlichkeit »p = 0,8
nachweist. Die Wahrscheinlichkeit, aus einer Messung irrtiimlich auf Fabrikationsfehler zu
schlieBen, betrage g = 0,04. Der Test wird positiv entschieden, wenn simtliche fiinf Kontrollen
keinen Fehler ergeben. Er wird negativ entschieden (Ausschu), wenn wenigstens zwei Messungen
Fehler verzeichnen. Fiir den Fall, daB in nur einer Messung Fehler angezeigt werden, wird der
Test wiederholt. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster Art (Ausschuf
passiert das Kontrollsystem), fiir einen Fehler zweiter Art (einwandfreie Produkte Werden irr-
timlich als AusschuB erklart) und den Gittefaktor.

Lisung

Analog 1.1.5. ergibt sich als Wahrscheinlichkeit, eine fehlerhafte Probe in » = 5 Versuchen irr-
ttimlich als einwandfrei festzustellen,

PX=0/4)=(1—ppr =
= (0,2)* = 0,000320. (€]

0,320/, aller fehlerhaften Produkte passieren also ohne jede Beanstandung die Kontrollen. Als
Wahrscheinlichkeit, in n =5 Messungen n — 1 =4 Fehlmessungen durchzufithren, folgt
nach der NEwronschen Formel (1.1./12)

n
Pa—1n=(, " )a—prip=
= (i) 0,2¢. 0,8 = 5-0,0016 - 0,8 = 0,0064. (2)

6,4°/ der fehlerhaften Produkte werden hiernach einer zweiten Testserie unterworfen. Von diesen
passieren erneut 0,32%/,, unbeanstandet das Kontrollsystem. Thr Anteil an der Gesamtzahl be-
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tragt nach (1) und (2)
P(n—1,1)P(X = 0]4) = (n " 1) (1 —ppeip =
= 0,00032 - 0,0064 = 0,000002048. 3)
Die zweite Testserie liefert im betrachteten Fall nur einen Beitrag von etwas mehr als 0,002°/4,.

In Fortfithrung der Uberlegungen folgt fiir die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art die
Reihe

t438

® =P(X =0]4)

v

o= 0 = =S (") a - o] @

1 r=1

Il

Das dritte Glied dieser Reihe ergibt mit den vorgegebenen Zahlen den Wert

W=pr[(,2,) @ o] =02 [(T) 02t-05] =

= 52.0,21%.0,8%2 < 1,5-1078,

Bei einer Genauigkeitsforderung bis zur Gro8enordnung 106 brauchen wir daher nur die ersten
beiden Glieder der Reihe (4) zu beriicksichtigen. Fiir den Fehler erster Art folgt aus (1) und (3)

& = 0,320%g, + 0,002/ + -+ = 0,322%/¢,,

wobei die nicht beriicksichtigten Glieder kleiner als 0,0001%/,, sind. Der Anteil fehlerhafter Stiicke,
die durch den Kontrolltest nicht ausgesondert werden, betrégt weniger als 0,32219/y,.

Der Anteil einwandfreier Stiicke, bei denen die erste Testserie in allen # = 5 Versuchen positiv
ausfallt, betragt

P(X=0]d)=(1—qr=
= 0,965 = 0,8154. (8)
Nur reichlich 81,59, aller einwandfreien Elemente passieren die erste Testserie unbeanstandet.

Fir den Anteil mit nur einer irrtiimlichen Beanstandung ergibt sich nach der NEwToNschen Formel
(1.1./12)

Pln—1,1) = (f) (1 — gig =
= ( f ) (0,96)% - 0,04 = 0,169869. (6)

Diese knapp 179, werden einer zweiten Testserie unterworfen. Fiir die Wahrscheinlichkeit, ein
einwandfreies Element bereits nach der ersten Kontrollserie dem AusschuB3 zuzuordnen, erhilt
man somit nur noch den Wert
Bi=1—P(X=0[A)—P(n—1,1) =
n
—t——ar—(})u—gma=
=1—0,96° — 5-0,96%. 0,04 = 0,014758. (7)

Von den der zweiten Kontrollserie unterworfenen Teilen fallen mit der Wahrscheinlichkeit (5)
samtliche n = 5 Versuche positiv aus, mit der Wahrscheinlichkeit (6) ist ein Versuch negativ,
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mit der Wahrscheinlichkeit (7) ergeben sich zwei und mehr fehlerhafte Versuche. Dieses Ver-
fahren wird sukzessive fortgesetzt.

Durch Summierung folgt als Anteil der irrtiimlich dem Ausschufl zugerechneten einwandfreien
Teile, d. h. als Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art,

B=B 3 [P —1,1))

=t —t—or— (7 a-omaF [(})u - om ®

Mit den gegebenen Zahlen erhalten wir

B = 0,014758 (1 4 0,169869 + 0,169869% + ---),
d.h.,
B = 0,017777.

Infolge der Einfiihrung wiederholter Testserien erhoht sich der Fehler erster Art nur unwesent-
lich von 0,320%/, auf 0,322%/,,. Dagegen sinkt der Fehler zweiter Art von urspriinglich fast 18,59,
auf weniger als 1,8%,.

Fir den Giitefaktor ergibt sich

II=1—p§=098222,

d. h., reichlich 98,29, aller einwandireien Produkte werden richtig als einwandfrei klassifiziert.

A Aufgaben

Al11. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, unter 12 roten und 8 blauen Kugeln drei-
mal hintereinander blau zu ziehen, a) wenn die gezogene Kugel zuriickgelegt wird,
b) wenn die gezogene Kugel nicht zuriickgelegt wird.

At11.2, Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, a) aus n = 30 verschiedenen Zahlen
k = 4 vorgegebene zu ziehen, b) aus #» = 30 verschiedenen Zahlen . = 4 in einer
vorgegebenen Reihenfolge zu ziehen, wenn die gezogene Zahl zuriickgelegt wird.

A1.1.3. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, aus #» = 30 Zahlen bei ky = 5 Versuchen
wenigstens k = 4 vorgegebene Zahlen zu ziehen?

Al.14. In einer groBen Fertigungsserie von Stiften sind p, = 259, der Stifte zu lang,
Py = 15%, zu kurz, p; = 609, liegen innerhalb einer festgelegten Toleranz. a) Wie
groB} ist die Wahrscheinlichkeit, bei sechsmaligem Ziehen zweimal nacheinander
einen zu langen, einen richtigen, einen zu kurzen Stift zu ziehen? b) Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit, bei sechsmaligem Ziehen zwei Stifte von jeder Sorte zu
ziehen? Die Serie kann als so gro3 vorausgesetzt werden, dal die Entnahme einiger
Stifte die Gesamtverteilung nicht veréindert.

A1.1.5. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, bei sechs Wiirfen a) genau eine Sechs, b) min
destens eine Sechs zu werfen?
A1.1.6. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daBl bei n = 5 Geburten 0, 1, 2, 3, 4, 5

Knabengeburten auftreten. Als Verhéltnis von Knaben- zu Madchengeburten werde
auf Grund langjidhriger Beobachtungen die Beziehung 106:100 angenommen.
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A1l.1.7.

A1.1.8.

A1.1.9.

A 1.1.10.

Al1d1*

A1.1.12.

Untersuchungen iiber die Zahl der Telefongespréiche von einer AnschluBstelle er-
geben folgende, iiber einen lingeren Zeitraum gemittelten Werte:

Zahl der Telefongespréche prozentuale Haufigkeit
je Stunde

0 25

1 40

2 20
=3 15

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit folgender Verteilung iiber 4 Stunden: zwei
Stunden kein Gesprach, eine Stunde ein Gesprich, eine Stunde zwei Gespréche.

Eine Flussigkeit wird auf Giftstoffe untersucht. Die Wahrscheinlichkeit, in einer
Messung einen der vorhandenen Giftstoffe festzustellen, betrage p = 0,9. Fir die
Wabhrscheinlichkeit, in einer Analyse durch MeBfehler auf Giftstoffe zu schlieBen,
werde der Wert ¢ = 0,02 vorausgesetzt. Die Zahl der Messungen betrage n = 4.
Die Hypothese 4 wird als richtig angenommen, wenn einer der Kontrollversuche
das Vorhandensein des Giftstoffes anzeigt. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dafB eine vergiftete Probe das Testsystem unbeanstandet passiert, die Wahrschein-
lichkeit, eine einwandfreie Probe irrtiimlich auszusondern, und den Prozentsatz
richtiger Entscheidungen bei einwandfreien Proben. Welche Werte ergeben sich bei
n = 2 Messungen?

Bei der Analyse von Abdampfen betrigt die Wahrscheinlichkeit, eine schidliche
Beimengung in einer Probe festzustellen, p = 0,5. Die Wahrscheinlichkeit, irr-
timlich auf den unerwiinschten Stoff zu schlieBen, betrage g = 0,02. In welchem
Bereich liegt die Zahl » der zulissigen MeBversuche, wenn der Fehler erster Art
kleiner als ein Promille, der Fehler zweiter Art kleiner als 159, sein soll. Das Ab-
gas gilt als einwandfrei, wenn in sémtlichen » Kontrollversuchen keine Beimengung
festgestellt wird.

In einem Abfallprodukt werden Spuren einer hochwertigen organischen Substanz
entdeckt. Die Wahrscheinlichkeit, diese durch eine Messung festzustellen, betrage
p = 0,60. Es wird gefordert, 959, der substanzhaltigen Proben zu erfassen und
mindestens 909, der wertlosen Proben auszusondern. Berechnen Sie die Mindest-
zahl » notwendiger Messungen fiir eine Probe und geben Sie den Wertebereich
der zuldssigen Wahrscheinlichkeit g an, bei einer Messung irrtiimlich auf das Vor-
handensein der Verbindung zu schliefen. Die Hypothese, dal der gesuchte Stoff in
der Probe enthalten ist, gilt als bestétigt, wenn ein Versuch positiv ausfallt.

Bei Tiefenbohrungen wird radioaktiver Stoff aus einer Messung mit der Wahrschein-
lichkeit p = 0,85 nachgewiesen; die Wahrscheinlichkeit, irrtiimlich auf die Sub-
stanz zu schlieBen, betrage ¢ = 0,1; n = 4 sei die Zahl der Messungen einer Serie.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster Art (Radioaktivitit
nicht erkannt) und fir einen Fehler zweiter Art (Irrtum beim Schlufl auf Radio-
aktivitdt). Im Falle von zwei und mehr positiven Messungen wird die Probe als
radioaktiv klassifiziert, im Falle nur eines positiven Versuches wird die Testserie
wiederholt, im Falle, daB simtliche Messungen negativ ausfallen, gilt die Substanz
als nicht radioaktiv.

Wie éndern sich die Verhiiltnisse der vorhergehenden Aufgabe A 1.1.11., wenn die
Zahl der Messungen auf » = 3 reduziert wird?
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1.2. Mittelwert und Streuung — GaufBische Fehlerverteilung und GauBsches
Fehlerintegral — Abschétzung der Verteilungsparameter aus Stichproben —
Konfidenzintervalle

E Einfiihrung

Als Verteilungsparameter oder charakteristische GroBen spielen der Mittelwert u
und die Streuung o bzw. die Varianz o2 eine bedeutende Rolle. Bei einer diskreten
ZufallsgroBe X, die mit den Wahrscheinlichkeiten p; die Werte z; (¢ =1, 2,3, ..., n)
annimmt, wird der Mittelwert durch

u =2 %p; 1)

i

definiert; die Streuung ist durch

o= VZ (@i — w)?p; )

festgelegt.
Fiir die Wahrscheinlichkeit, daB die ZufallsgroBe X einen Wert kleiner als # an-
nimmt, erhilt man

P(X <a)=F() =2 pi- ®3)

<z
Die Funktion F (z) wird als Verteilungsfunktion bezeichnet.
Fix)
A

10

a5

Bild 1. Verteilungsfunktion F (z) zu Beispiel 6.

-3 X

1723456783
Beispiel 6

Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, mit einem Wiirfel einen Wert kleiner als 3 zu werfen.
Hierfiir ergibt sich F(3) = 2/6 = 0,333 .... Als Wahrscheinlichkeit, einen Wert kleiner als 3,1 zu
wiirfeln, folgt F (3,1) = 3/6 = 0,5, als Wahrscheinlichkeit fiir einen Wert kleiner als 7: F(7) =1
(vgl. Bild 1).
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Ist X eine stetige ZufallsgroBe, die innerhalb eines endlichen oder unendlichen
Intervalles simtliche Werte annehmen kann, so definiert

f@) = =g, @

die Wahrscheinlichkeitsdichte bzw. Dichtefunktion, auch kurz Dichte genannt. Bei
einer stetigen Zufallsvariablen tritt f(z) do an die Stelle der Wahrscheinlichkeit p;.
Mittelwert und Streuung sind durch

p=[af@de, o=])[(@—uPf@)de ®)

bestimmt.
Als Wahrscheinlichkeit, fiir die stetige Zufallsvariable X einen Wert im Intervall
z, < X < %, zu ziehen, ergibt sich

Pa, < X <) = [ f(z) do = F(z,) — P(z). ®)

Die Intervallgrenzen konnen bei stetig verdnderlichen ZufallsgroBen in die Unter-
suchung einbezogen oder ausgeschlossen werden, ohne daf sich an der Wahrschein-
lichkeitsaussage etwas veréndert.

Fihrt man fiir z, den Grenziitbergang xz, — —oo durch, so erhdlt man wegen

F(—oo) =P(X < —00) =0
To
als Darstellung der Verteilungsfunktion F(x,) = f f(x,) dz. Der anschlieBende

—00

Grenziibergang x, — +oo ergibt die Wahrscheinlichkeit, dal die Zufallsvariable
einen Wert zwischen —oo und +-oco annimmt. Hierfiir muB man den Wert Eins er-
halten. Es folgt daraus die Normierungsbedingung

+ 00 .
[f@)de =1. (7

Fir die grundlegende mathematische Theorie und fir die technische Anwendung
gleichermafen von Bedeutung ist die GauBsche Normalverteilung

_i(ﬂ*
2

o/ dx |. (8)

1 Zo
Flng) = ——
() amfe

Die Dichtefunktion der Normalverteilung wird in Bild 2 dargestellt. Das Maximum
ist um so hoher, d. h. die Prazision um so gréBer, je kleiner die Streuung o ist.
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Durch die Transformation

B
2 =— (9a)

geht die Normal- oder Gauss-Verteilung (8) in die normierte Normalverteilung

1 .z
D (2,) =?fe 2 dz 9)
T
—00
f(x)
A
07
07
03
% Bild 2. Dichtefunktionen zentrierter Normal-
x  verteilungen.

0-7:0-2':03:02= 7:Z5:]:Z§

iber. Dichte- und Verteilungsfunktion der normierten Normalverteilung (9) sind in
Tafel 1 und Tafel 2 tabelliert. Bild 3 zeigt den graphischen Verlauf der Verteilungs-
funktion. Eine Zufallsvariable z, die einer normierten Normalverteilung geniigt,
besitzt den Mittelwert 4 = 0 und die Streuung ¢ =1.

d(x)
70
075
05
0zs}
Bild 3. Verteilungsfunktion der
L Normalverteilung.

UST Wl @ § pro Rl pee

Als Grundgesamtheit G' bezeichnet man den gesamten Wertevorrat einer Zufalls-
grofie. Erfolgt die Abschitzung der Parameter einer statistischen Verteilung durch
Stichproben, so definiert man als Umfang » einer Stichprobe S die Zahl der durch-
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gefithrten Versuche. Aus den gemessenen Werten z; (¢+ = 1,2, ..., n) ergeben sich
Mittelwert  und Streuung s der Stichprobe nach den Formeln

1 n
= > %, (10)

&I

1
1 n

s = l/n — g (; — 7)2. (11)

Der Wert » — 1, die Zahl der um eins verminderten Beobachtungen, wird dabei
als Freiheitsgrad f bezeichnet.

Beispiel 7

Eine Stichprobe iiber die Temperaturverteilung eines Tages enthalte nur eine Messung mit dem
Wert 25°C. Dann gibt diese GroB8e den Mittelwert der Stichprobe vom Umfang n = 1 an. Fir
die Streuung dieser Stichprobe folgt der Ausdruck 0/0; die Streuung bleibt unbestimmt.

Zieht man aus der Grundgesamtheit G einer normalverteilten GroBe X eine Reihe
Stichproben S, (v =1, 2, ..., m) vom Umfang n, so unterliegen die Mittelwerte z,
und die Streuungen s, dieser Stichproben bestimmten Verteilungsgesetzen. Die MeB-
werte der Stichproben seien mit x,; (¢ =1, ..., n) bezeichnet. Fiir die Stichproben-
Mittelwerte

1 n
T B (12

ergibt sich eine Normalverteilung (8), deren Verteilungsparameter uz, und oz, mit
den Verteilungsparametern 4 und o der Grundgesamtheit G durch die Formeln

Mz, =W, 0z = —= (13)
Vn

verkniipft sind. Man erhilt somit fiir die Streuung oz der Mittelwerte Z einen um so
kleineren Wert, je groBer der Umfang n der einzelnen Stichproben ist. Die Unter-
suchung der Streuung s, verschiedener Stichproben §, vom Umfang n zeigt, daB die
GroBlen

8,2 (14)

einem Verteilungsgesetz geniigen, welches als y2-Verteilung mit n» — 1 Freiheits-
graden bezeichnet wird (siehe Bild 4). Es weicht von der Normalverteilung (8) ab.
Mittelwert us, und Streuung o2 der GroBen s,2 hingen mit den Parametern u und ¢
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der Grundgesamtheit durch die Formeln

lim £ 362 —lim £ 3 — 1 3 (@ — ) = o? (15)
vﬂ == — M —_ — 7. — xv — R
Ha m—o0 M =1 m—oo M =1 N — 1 i=1 !
oss = lim ! § (s,2 — 0?)? = o? 2 (16)
s;» 'm—>oom_1v=1v n—1
zZusammen.
ke

\

Bild 4. Dichtefunktionen k(x) der y*-

f=1 Verteilungsfunktion. P(y? = x,%) =
f=2 o
= [kg(x)de =1 — & fiir verschiedene
73
f=6 Freiheitsgrade f.
f
pP=7-a 22 = X2, X; normalverteilte Zufalls-

i=1
x groBen (u=0,0=1).

Es bezeichne Z eine Zufallsgrofie aus einer normierten Normalverteilung. V gebe
eine Zufallsgrofe aus einer y%-verteilten Grundgesamtheit an. f=n — 1 sei der
Freiheitsgrad der y-verteilten Grofen. Bildet man hieraus den Quotienten

Z
t=—:,
VZ
f

(17)

\—Dichte der
\ Normalverteilung

Dichte der
#-Verteilung

Bild 5. Dichte s;(x) einer
STupENTschen ¢-Verteilung
Zo

8¢ (%) = [ () dz.
X —a

~N

so erhélt man fir die GroBen ¢ ein Verteilungsgesetz, das als Studentsche ¢-Verteilung
mit f Freiheitsgraden bezeichnet wird (s. Bild 5). Dabei ist vorauszusetzen, dafl die
GroBen V und Z unabhéngig voneinander sind. Um aus einer Stichprobe das Konfi-
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denzintervall des Mittelwertes u der Normalverteilung abzuschéitzen, setzt man

> o = - — 2
g Tt _ T p V=(n )s,? (18)

- ’
oz, o o2

Va
Der Freiheitsgrad f=mn — 1 ist durch den Umfang » der betrachteten Stich-
proben 8, festgelegt. Aus den Verteilungsfunktionen der ¢-Verteilung 148t sich die
Wahrscheinlichkeit P =1 — « bestimmen, eine Stichprobe S mit einem Wert f zu
erhalten, der sich innerhalb des Intervalles

—t¢<|t|:l/i_v ='i—_s—"|ﬂ<ta (19)
7v

befindet, dessen Betrag also unterhalb einer Schranke #, liegt. In Tafel 3 wurden fiir
verschiedene Risikowahrscheinlichkeiten « und fir verschiedene Freiheitsgrade
f=mn—1 die Werte t, tabelliert. Mit einem Risiko « folgt damit aus den Stich-
probenwerten z und s: Der Mittelwert u liegt im Konfidenzintervall

_ Sty <u<z+ Sty

Z—— zZ+—=|.
R

Wurde der gesuchte Verteilungsparameter 4 durch den Mittelwert z der Stichprobe

genau getroffen, so gibt « die Wahrscheinlichkeit an, in nachfolgenden Stichproben

einen Mittelwert auBlerhalb des Konfidenzintervalles zu erhalten.

Die Konfidenzabschitzung der Streuung erfolgt nach der Theorie x2-verteilter

GroBlen. Zu einer vorgegebenen Risikowahrscheinlichkeit « lassen sich danach stets

zwei Zahlen 42 und % , derart festlegen, daf3 die beiden Gleichungen
Xa n-1 x1—— n-1 g g
2’ 2

(20)

PREA )=1—§ (21)

5 n-1

2 < 2 = =
d (x = Xg,n-l) 2’
erfullt sind. Hieraus ergeben sich zwei Koeffizienten L; und L,, die das Konfidenz-
intervall der Strenung

Lis <o < Lys (22)

mit einer nach beiden Seiten gleichen Risikowahrscheinlichkeit abgrenzen. Die
Koeffizienten L; und L, sind mit der y2-Verteilung durch

I

L, — _Eu . L=1/%= ! (222)
P Y
1-?,7;—1 g n-1

verkniipft.
In Tafel 4 sind die Koeffizienten L; und L, fiir verschiedene Freiheitsgrade n — 1
und fiir verschiedene Sicherheitswahrscheinlichkeiten 1 — « tabelliert.

3 Schilling, Physik
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P Probleme

1.2.1. Mittelwert und Streufmg einer Grundgesamtheit

Die Messung der Temperatur ergibt zu einem bestimmten Zeitpunkt an den verschiedenen MeB-
platzen die folgenden Werte: 10,2°C, 12,4°C, 14,5°C, 13,6°C, 11,4°C, 10,8°C.
Berechnen Sie den Mittelwert und die Streuung.

Losung

Die Grundgesamtheit besteht aus 6 MeBwerten. Mittelwert-x und Streuung ¢ sind durch
n n
p=3pr, 0*=3F pix; — p)?
i=1 i=1

definiert. Im vorliegenden Fall sind die einzelnen Messungen gleichberechtigt. Wir setzen daher
die Wahrscheinlichkeit p; gleich der relativen Haufigkeit A; = 1/n = 1/6 und erhalten

n n 6
#=Zhi$i=i2%=i2xi= @°C=12,15°C.
i=1 7 i=1 6 (=1 6
Fir die Streuung folgt
n n
o=/E mw—up =)= 3 i —pp = 1/13—875 °C = 1,52°C.
i=1 n i=1 6
1.2.2. Mittelwert und Streuung einer Stichprobe — Aussagen aus der

Verteilungsfunktion

Stichproben iiber den Fremdstoffgehalt eines Industrieabwassers ergeben fiir die einzelnen Ver-
schmutzungsgrade die Haufigkeit nach Tabelle 2.

Tabelle 2. Verschmutzung eines Industrieabwassers

Laufende Nummer 1 2 3 4 5 6 7

Fremdstoffgehalt «; in g - 40 +5 5045 6045 70+5 804+L5 905 10045
Haufigkeit &; 11 48 160 385 246 113 37

Die Verteilungskurve wird durch eine GAusssche Normalverteilung gendhert. Berechnen Sie die
Parameter der Gaussschen Normalverteilung und ermitteln Sie danach die Haufigkeit der Proben
mit einem Fremdstoffgehalt a) grofer als 82 g/l, b) kleiner als 54 g/l.
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Losung

Wir bestimmen zunéchst den Mittelwert des Fremdstoffgehaltes. Die Zahl der insgesamt unter-
suchten Proben betrigt » = Z k; = 1000. Wir erhalten daher die relativen Haufigkeiten &;,
indem wir die Haufigkeiten k; durch n = 1000 dividieren. Fiir den Mittelwert Z folgt

27‘,_ x; = 72,94, (1)

§|v—

Das mittlere Schwankungsquadrat ergibt sich aus

s =

1 7 _
1 > ky(x; — 72 =
i=1

n —

7
= 9-1— ;_ k; (z; — 72,94)% = 139,70. @)

Hieraus folgt fir die Streuung
s =11,819.

Wir setzen die Parameter der Gavussschen Normalverteilung gleich den errechneten Werten:
u="1294, o=11819.

Die Verteilungsfunktion lautet somit

Zo

1 (@ — p)p
F = — "L |dz =
(70 = ——= f exp [ o | 4
—00
. Zo
1 (x — 72,94)2]
- exp | — ——————| d=z. 3
11,819 V2= f [ 279,4 ®
—o00
Um den Anteil
o0
— 2
Px > x,) = fexp [— u] doe =1 — F(x,) (4)
27 o 20®

Zo
der Proben mit einem Fremdstoffgehalt x > z, zu bestimmen, transformieren wir mittels

auf das normierte Gausssche Normalintegral und erhalten

%o

P(x>x0)_1—— exp (— %2) dz=1—D(z,). (6)

VE:

3*
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Fiir den Anteil der Proben z < z, folgt

ZTu

Px <y = V%gfexp [— (ic—é—z)—] dz = F(x,) (7)
und weiter mittels (5)
Pa <ay) = Flog) = —— [ exp (~ "—) dz = D(zy). ®)
V27c 2

Auf Grund der Symmetrie der Gaussschen Normalverteilung gilt (vgl. Bild 2)

D (zy) + D( -zu)——fexp dz+Efexp (— %)dz:l. 9)

Im Falle eines negativen Wertes z, << 0 ergibt sich @ (z,) aus Tafel 2 mittels

D(zyg) =1 — D(—2y). (10)
Mit den vorgegebenen Werten folgt
2o = w = 0,767, 2y = 54— 72,04 = —0,160.
11,819 11,819

Damit erhalten wir aus (6) unter Verwendung von Tafel 2
P(x>82)=1—P(0,767) = 1 — 0,7785 = 0,2215

und aus (9) in Verbindung mit (10)
Pz < 54) = &(—0,160) = 1 — 9(0,160) = 1 — 0,5636 = 0,4364.

Bei 22,159, aller Abwasserproben ist daher mit einem Fremdstoffanteil von iiber 82 g/l zu rechnen.
43,649, aller Proben weisen nach der Normalverteilung einen Anteil von weniger als 54 g/l auf.

1.2.3. Parameter der Normalverteilung — Anteile auBerhalb
festgelegter Grenzen

Die Untersuchung des Salzgehaltes in Proben mit einem Inhalt von 100 cm® Lésung ergibt in
309, der Fille einen Gehalt von mehr als 10,8 g, in 209, der Fille einen Gehalt von weniger als
8,6 g. Berechnen Sie unter der Voraussetzung, dal eine Normalverteilung vorliegt, den Mittel-
wert 4 und die Streuung o. Geben Sie bei gleichméBiger Abgrenzung nach beiden Seiten an,
innerhalb welchen Bereiches 909, der Proben liegen. Ermitteln Sie den Salzgehalt, unterhalb
dessen ein Prozent der Proben liegt. Oberhalb welcher Grenze liegt ein Promille der Proben?

Losung

Die Verteilungsfunktion
Zo

__1 _e—pp
F(%)_Vﬂgfexl)[ 202 ]dx (0

—00
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gibt den Anteil der Zufallsvariablen z an, fur die 2 < x, gilt. Um Tafel 2 der normierten Normal-
verteilung anwenden zu kénnen, transformieren wir

R @)

und erhalten aus (1)

To—p

D(z,) = V%_T;fe——z_ dz. (3)

Indem wir die Symmetrie der Gaussschen Normalverteilung beriicksichtigen, entnehmen wir
Totel 2 0,70 = @ (0,524), 0,20 =1 — 0,80 =1 — &(0,842) = &(—0,842). 4)
Wir setzen die ermittelten z-Werte

2 =0524, 2,=—0,842
und die zugehorigen vorgegebenen z-Werte

z, = 10,8, z, = 8,6

in (2) ein und erhalten die beiden Gleichungen

=2t (=19, (5)

bzw., umgeformt und Zahlen eingesetzt,
0,5240 4+ u = 10,8, —0,8420 + p = 8,6. (6)

Hieraus folgt fiir die gesuchten Parameter:

10,8 - 0,842 + 8,6 - 0,524

- — 9,956, 7

" 1,366 @

o= 22 _ q611. ®)
1,366

Um zu berechnen, innerhalb welcher Grenzen 909, aller Proben bei gleichméBiger Abgrenzung
nach beiden Seiten liegen, haben wir die Werte z,, 2, zu bestimmen, die zu

D(z) = 0,05, D(2,) = 0,95 9)
gehoren.
Zur Ermittlung des Wertes 2, beriicksichtigen wir die Symmetrie der Dichtefunktion und er-
halten wie in (1.2.2./10)

D(zy) =1 — D(—2y) = 0,05, (10)
d. h.,
D(—zy) =1 — 0,05 = 0,95 = B(z,). (11)
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Aus Tafel 2 folgt durch Interpolation

2z, = 1,645. (12)
Damit ergibt sich

2y = —1,645.
Aus (5) erhalten wir durch Umformung

To=p+ 0%, Xy=4p+ 02z (13)
und hieraus fiir die gesuchten Grenzen

x, = 9,956 4 1,611 - 1,645 = 12,606,
2y = 9,956 — 1,611 - 1,645 = 7,306.

909 aller Proben weisen einen Salzgehalt zwischen 7,306 g und 12,606 g auf.

Zur Bestimmung @ (z,) = 0,01 haben wir in Tafel 2 den zu @(—z,) = 0,99 gehorenden Wert
aufzusuchen und erhalten 2z, = —2,326, woraus sich xz, = 6,205 ergibt. Ein Prozent aller
Proben weist einen Gehalt unter 6,205 g auf. Ebenso folgt aus Tafel 2 @(z,) = 0,999 fiir 2z, = 3,1
und daraus z, = 14,950.

Ein Promille aller Proben weist im Falle einer Normalverteilung einen Gehalt iiber 14,950 g auf.

1.2.4. Konfidenzintervalle

Aus einer Fertigungsserie werden 10 Stichproben entnommen und dabei die folgenden Abmes-
sungen festgestellt:
z = {5,75 cm; 5,71 cm; 5,79 cm; 5,81 cm; 5,72 cm; 5,76 cm; 5,73 cm; 5,71 cm;
5,74 cm; 5,73 cm}.
Bestimmen Sie die Konfidenzintervalle des Mittelwertes x4 und der Streuung ¢ unter der Voraus-
setzung, daBl die Abmessungen der Fertigungsserie normalverteilt sind. Fiir die zu berechnenden

Werte wird eine Sicherheit von 909, gefordert. Welche Grenzen ergeben sich, wenn die geforderte
Sicherheit 999, betragt?

Losung

Wir bestimmen zunédchst den Mittelwert der Stichprobe:

o 57,45

x.
=1 10

7— L cm = 5,745 cm. (1)
n

Die Streuung der Stichprobe errechnet man gemaf

n
§= V . Y (x— %) = ]/9101—002 em = 0,033 cm. @)

'n—li=1 9
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Fir den Konfidenzbereich des Parameters u ergibt sich auf Grund der STupENTschen ¢-Verteilung
nach (1.2./20)

= s
|2 —pl=tn—1). —. ®3)
Vn
t(n — 1) bedeutet dabei ¢ als Funktion von n — 1.
Im Falle der geforderten Sicherheit von 909, entnehmen wir aus Tafel 3
1(9) = 1,83.
Damit folgt aus (3)

% — | — 1,83, 9033

cm = 0,019 cm. (4)

Mit einer Sicherheit von 909, liegt: der Mittelwert im Bereich
5,726 cm < p < 5,764 cm. (5)

Ist eine Sicherheit von 999, gefordert, so erhalten wir aus Tafel 3 #(9) = 3,25.
Daraus ergibt sich

F— =325, %0

cm = 0,034 cm. (6)
0

Der gesuchte Mittelwert liegt somit mit einer Sicherheit von 999, im Bereich
5,711 em < pu < 5,779 cm. (7

Ist u = 5,745 cm die richtige Hypothese, so wird sich bei einer groBen Zahl von Kontroll-
messungen zu je 10 Versuchen in 999, der Untersuchungen ein Mittelwert im Intervall (7) er-
geben. Die Wahrscheinlichkeit, in einer Serie von 10 Versuchen einen Mittelwert auBerhalb (7)
festzustellen, betrégt ein Prozent (Fehler erster Art). Dagegen muBl man bei Festlegung auf das
Intervall (5) damit rechnen, da8 109, aller Kontrollserien einen Mittelwert auBerhalb der vor-
gegebenen Grenzen aufweisen, wenn u = 5,745 cm die richtige Hypothese ist.

Zur Bestimmung des Konfidenzintervalles fiir den Streuparameter entnehmen wir im Falle der
geforderten Sicherheit von 909, aus Tafel 4

L, = 0,78, L, = 1,47
und erhalten

sLy, <o < sL,. (8)
Unter Verwendung von (2) ergibt sich

0,033 - 0,78 cm < ¢ < 0,033 - 1,47 cm.
Daraus folgt fiir das gesuchte Konfidenzintervall des Streuparameters

0,026 cm < ¢ < 0,049 cm. 9)
Bei der vorausgesetzten Sicherheit von 999, folgt aus Tafel 4

L, = 0,64, L, = 2,08
und daraus gemiB (8)

0,021 cm < ¢ < 0,069 cm.
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1.2.5.* Das Risiko bei vorgegebener Linge der Konfidenzintervalle

Die chemische Analyse von Kupferschiefer ergibt bei einer Stichprobe vom Umfang n = 21
einen mittleren Prozentsatz an Kupfer von z = 3,319,. Als Streuung wird der Wert s = 0,709,
berechnet. Mit welcher Sicherheit wird auf die Parameter x und ¢ der Normalverteilung geschlos-
sen, wenn das Konfidenzintervall des Mittelwertes u die Ausdehnung 0,6%,, das Konfidenz-
intervall der Streuung o die Ausdehnung 0,59, besitzen soll?

Losung

Zwischen dem Mittelwert 4 der Normalverteilung und dem Mittelwert Z der Stichprobe besteht
mit der Risikowahrscheinlichkeit o« die Beziehung

|5a'—m§ta(n—1)-vi_. (1)
n

Das Konfidenzintervall des Mittelwertes hat demzufolge die Linge

AL, =217 — u| =2, (n — 1) - —. @)

Vn

Aus (2) ergibt sich fiir den Funktionswert ¢(n — 1) der STuDENTschen -Verteilung
t(n-—l)=ﬂﬂl/;b. 3)
2s
Mit den vorliegenden Zahlen erhélt man
0,6
£(20) = —— V21 = 1,96. 4
(20) = 570= V2t 4)

Aus Tafel 3 iiber die ¢-Verteilung entnehmen wir durch Interpolation, daBl dem Funktionswert (4)
ein Konfidenzniveau

1— o =09329%
entspricht. Der Mittelwert u liegt daher mit einer Sicherheit von 93,29, im Konfidenzintervall

3,019% < u < 3,61%,.
Die Streuung o liegt innerhalb der Grenzen

Ls <0 < Lys. (5)
Das Konfidenzintervall der Streuung hat demzufolge die Lénge

Al, = (Ly — Ly)s.
Daraus folgt fiir die Differenz der Koeffizienten L; und L,

AL —1) =L, — L, = Asla. (6)
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Im vorliegenden Fall ist

Aun~n=era=g§=mn

gefordert. Aus Tafel 4 entnimmt man durch Interpolation, daf
L(20) = 0,71

dem Konfidenzniveau
1—a=P=2979%

entspricht. Wir interpolieren fiir dieses Niveau die Koeffizienten L, und L, und erhalten aus
Tafel 4 die Werte

L, =0,76,  L,=1,47.
Damit folgt: Mit einer Sicherheit von 97,99, liegt der Streuparameter ¢ im Intervall
0,53% < o < 1,03%.

1.2.6.* Extrapolation statistischer Aussagen bei veriinderten Versuchsbedingungen

Zur Untersuchung der Hohenstrahlung wird in einer MeBsonde die Zahl der Gasentladungen
automatisch registriert. Die einzelnen Messungen erfolgen jeweils iiber einen Zeitraum von 5 Minu-
ten. Dabei zeigt sich das in Tabelle 3 zusammengestellte Ergebnis. Die Verteilung wird durch
eine Normalverteilung genidhert. Welche Werte ergeben sich fiir die mittlere Entladungszahl und
firr die Streuung, bezogen a) auf finf Minuten, b) auf eine Minute, ¢) auf eine Stunde? Wie gro3
sind die Xonfidenzintervalle? Die Risikowahrscheinlichkeit betrigt « = 0,01.

Tabelle 3. Entladungszahlen bei Untersuchung der Héhenstrahlung

I Laufende Nummer
des Zeitintervalles ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

II Zahl der Entladungen z; 17 14 19 19 17 22 19 13 22 18 16 20

Losung

Wir berechnen zunéchst die mittlere Entladungszahl, bezogen auf 5 Minuten. Es folgt

L 216
i = — = 18,0. 1
Ta= =18 ®

Uber den Zeitraum von 5 Minuten ergeben sich somit im Mittel 18,0 Entladungen. Fiir die Streu-
ung der Stichproben, bezogen auf 5 Minuten, erhalten wir

n
Y (v — Z)?
s = E;__= 86 _ 9 80. 9
n—1 11 ’ (2)
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Nach Tafel 3 gilt fir o« = 0,01
t(n — 1) =¢(11) = 3,11.
Damit folgt unter Verwendung von (2)
t(n—1)-s 3,11 -2,80

7 =" s = 2,51. (3)

Bezogen auf das Zeitintervall von 5 Minuten ergibt sich somit bei einem Risiko von einem Prozent
firr den Mittelwert der Entladungszahl

15,49 < u < 20,51. @)

Im folgenden schétzen wir das Konfidenzintervall der mittleren Entladungszahl fiir Messungen
itber eine Minute ab. Hierbei miissen relativ groBere Schwankungen auftreten, da sich die einzel-
nen Abweichungen bei ihrer Summierung iiber lingere Zeitrdume ausgleichen.

Die gemessenen Entladungszahlen x; in Tabelle 3 gehen gemif

xizgjxii (t=1,...,n) (5)
j=1

aus der Summierung von jeweils m = 5 Messungen iiber den Zeitraum von je einer Minute
hervor. Die Werte dieser Zufallsvariablen z;; sind uns nicht bekannt; wir kennen jedoch ihren
Mittelwert
_ 1 m 1 2 1 _
Tj=— % Say=-——3 5 =72 (6)
mn i=1j=1 mmn i=1 m

Im vorliegenden Fall folgt

als mittlere Entladungszahl je Minute.
Wir definieren
— i m x; .
xi=—2x”‘=—z (z=1,...,n). (7)
m j=1

3

Denken wir uns jede der n = 12 Messungen in m = 5 Messungen zu je einer Minute aufgeteilt,
so bedeuten die GroBen

die Mittelwerte dieser » = 12 Stichproben vom Umfang m = 5. Jede Stichprobe besteht dabei

aus Messungen zu je einer Minute. Die Streuung der auf den Zeitraum von m Minuten bezogenen

Entladungszahlen z; = mZ; schreibt sich unter Verwendung der auf eine Minute bezogenen
Mittelwerte

S S P

S AT T

m2

M=

@; — ). (8)
1
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Als Streuung der auf eine Minute bezogenen Mittelwerte Z; = x;/m definiert man

5= I/n 5 5 E—E ©

Diese GroBe ist von der auf m = 5 (in Minuten) bezogenen Streuung s zu unterscheiden, deren
Zahlenwert in (2) auf Grund der MefBergebnisse nach Tabelle 3 berechnet wurde. Zwischen
beiden GroBen besteht nach (8) und (9) die Beziehung

.
&, = % (10)

Nach der Theorie iiber die Streuung der Mittelwerte Z einer Normalverteilung in Stichproben
vom Umfang m gelten die Formeln

O,
Mz = Mg 0z = 2 (1)

S

Aus (11) entnehmen wir fiir die Streuung der auf eine Minute bezogenen Entladungszahlen z;;

. n om q _ .
Gy =lim ¥ 3 progny (35 — Ty5)? =Vm o3, (12)

n—>00 {=1j=1

und schliefen daraus unter Verwendung von (10)

s
8gy = Vm sz, = — (13)
Als Streuung der auf eine Minute bezogenen Entladungszahlen z;; folgt somit, s aus (2) sowie
m = b eingesetzt,

50y = 220 _ 1,259
V5
Hiernach ergibt sich
tn—1) - %2 =311 . 2252 _ (g5,
Vn 12

Far das Konfidenzintervall der mittleren Entladungszahl je Minute folgt
2,48 < py,, < 4,72.

Zur Berechnung der mittleren Entladungszahl 4, und des Konfidenzintervalles, bezogen auf eine
MeBzeit von einer Stunde, setzt man am einfachsten m = 5/60 = 1/12. Aus (6) folgt fir die
mittlere Entladungszahl je Stunde

Mo = 1 " bzw. e = 12+ 18,0 = 216,0.
m

Als Streuung ergibt sich aus (13)

= 112 - 2,80 = 9,699,

8y =

Ym
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woraus folgt
S _ 3,11-9,699

Vn V12

Damit erhalten wir das Konfidenzintervall

tn —1) =8,71.

207,29 < po < 224,71.

»

Fir die Konfidenzintervalle der Streuwerte entnehmen wir aus Tafel 4 L, = 0,67, L, = 1,90.
Es ergibt sich damit fiir MeBintervalle von 5 Minuten

1,87 < 0 < 5,32,
fur Messungen iiber eine Minute

0,84 < 0,, < 2,38
und fiir einstiindige Messungen

6,50 < 0y < 18,43.

A Aufgaben

A1l.2.1. Die Messung der Temperatur & von drei Schmelzéfen ergibt die folgenden Werte:
9 = {880°C, 920°C, 750°C}. Berechnen Sie Mittelwert und Streuung.
A1l1.2.2. Bei einer Fertigungsserie von Stiften werden die folgenden Langsabmessungen x

in cm bestimmt: 1,25, 1,27, 1,22, 1,26, 1,25, 1,29, 1,21. Berechnen Sie Mittelwert
und Streuung der Stichprobe.  ~

A1.2.3. Bei einer normalverteilten MeBserie wird als mittlerer Salzgehalt von Meerwasser
ein Wert p = 1,859, gemessen, die Streuung betrigt ¢ = 0,159%,. Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit, eine Me8probe mit einem Salzgehalt von weniger als 1,5%,
vorzufinden?

A124. Untersuchungen iiber den Kohlenstoffgehalt eines Industriegases ergeben einen
Mittelwert von 2,49,. Berechnen Sie die Streuung der Normalverteilung, wenn in
759, aller Fille die Abweichung vom Mittelwert weniger als 109, des Mittelwertes
betragt.

A1.25. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Normalverteilung einen Wert auBer-
halb des Bereiches u + 3¢ anzutreffen?

A1.26. Messungen von Trockenbatterien ergeben in 109, aller Fille eine Spannung iiber
4,5V. Dagegen zeigen 159, aller Batterien eine Spannung unterhalb 4,2 V. Be-
rechnen Sie Mittelwert und Streuung unter der Voraussetzung, dafl eine Normal-
verteilung vorliegt. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, a) eine Batterie unterhalb
4V, b) oberhalb 4,7 V vorzufinden?

A1.27. Eine MeBserie ergibt in 25%, aller Fille einen Wert groBer als 9, in 409, aller Fille
einen Wert groBer als 7. Berechnen Sie Mittelwert und Streuung der Normal-
verteilung. Innerhalb welches Bereiches liegen bei gleicher Abgrenzung nach beiden
Seiten 999, der Werte?
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A1.28.

A1.209.

A 1.2.10.

Al1.211%*

A1.2.12.%*

A1.2.13.*

1.3.

E

Einer Walzenserie werden drei Stichmuster entnommen und deren Durchmesser
bestimmt. Es werden die folgenden Werte gemessen: d; = 8,18 cm, d, = 7,88 cm,
d; = 7,94 cm. Berechnen Sie den Mittelwert und die Streuung der Stichprobe.
Innerhalb welcher Grenzen liegt der Mittelwert der Serie, wenn eine Sicherheit von
909, gefordert wird, innerhalb welcher Grenzen bei 999, Sicherheit?

Bei der Herstellung von Stahllegierungen wird der Kohlenstoffgehalt in verschiede-
nen Proben gemessen. Es zeigen sich dabei die folgenden Prozentsitze an Kohlen-
stoff: x = {0,42%; 0,44%; 0,47%; 0,41%; 0,449%; 0,43%; 0,40%; 0,43%}. Be-
rechnen Sie den Mittelwert und die Streuung der Stichprobe. Innerhalb welcher
Grenzen liegen Mittelwert und Streuung, wenn eine Sicherheit von 999, gefordert
wird, innerhalb welcher Grenzen bei 909, Sicherheit?

Eine Stichprobe vom Umfang »n = 60 ergibt den Mittelwert Z = 14,51 und die
Streuung s = 0,68. Berechnen Sie fiir die Parameter 4 und ¢ der Normalverteilung
die Konfidenzintervalle, wenn 909%,, 959, 999, Sicherheit gefordert werden.

Die Untersuchung eines Qualitdtspuddeleisens ergibt bei einer Stichprobe vom
Umfang n =5 fiir den Mangangehalt einen Mittelwert von Z = 4,53%,. Fir die
Streuung der Stichprobe wird der Wert s = 0,409, ermittelt. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit der Angabe, da8 im Mittel der Mangangehalt iiber 49, liegt und
daB die Streuung weniger als 19, betrégt.

Zur Kontrolle des Aluminiumgehaltes bei einem KokillenguB3 werden aus jeder von
4 gleichen GuBformen 5 Proben entnommen. Fir den Aluminiumgehalt in den
einzelnen GuBformen ergeben sich als Mittelwerte der jeweils 5 Proben: Z; = 54,69,
Ty = 52,4%,, T3 = 53,6%, T, = 55,19%,. Berechnen Sie die mittlere Streuung fir
eine Probe und das Konfidenzintervall des Mittelwertes einer Probe bei einer
Risikowahrscheinlichkeit von einem Prozent.

Messungen des elektrischen Widerstandes bei 10 Dréhten der Linge [ =8m
ergeben folgende Werte in m Q: 235, 242, 237, 243, 240, 240, 242, 242, 239, 238, 244.
Berechnen Sie Mittelwert und Streuung des Widerstandes fiir Drihte der Lange
ein Meter. Welche Konfidenzintervalle ergeben sich bei 19, Risiko?

Priifung von Hypothesen — Priifung auf gleichmiBige Verteilung (jy2-
Test) und auf Normalverteilung (2-Test) — Priifung iiber die Veréinderung
der Grundgesamtheit (¢-Test und F-Test)

Einfiihrung

Nimmt man auf Grund des empirischen Materials ein bestimmtes Verteilungsgesetz
an, so gibt der y2-Test die Moglichkeit zur Prifung der aufgestellten Hypothesen.
Die vorliegende Stichprobe wird in n Klassen unterteilt. k; gebe den MeBwert einer
bestimmten Klasse an; ¢; bezeichne den auf Grund der angenommenen Verteilung
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n
zu erwartenden Wert. Dabei gilt >, k; = N. Nach dem y2-Test muBl die Bedingung
i=1

n ki — @; 2
) % <22 (1)

erfiilllt sein, wenn das empirische Material die Hypothese iiber die vorausgesetzte
theoretische Verteilung bestétigen soll. In Tafel 5 finden sich die Werte x,2(f) fiir
verschiedene Freiheitsgrade f und fiir verschiedene Risikowahrscheinlichkeiten o
tabelliert. Die Zahl der Freiheitsgrade f ergibt sich aus der Zahl der Klassen, ver-
mindert um die Zahl der Bestimmungsgrofen, in denen empirische und theoretische
Verteilung iibereinstimmen miissen. Im allgemeinen sollen die Klassen hinreichend
groB sein, so dafl Besetzungszahlen tber 5 bis 10 auftreten.

Beispiel 8

Wird der x%Test zur Prifung auf Normalverteilung angewandt, so miissen empirische und
theoretische Verteilung in Gesamtzahl, Mittelwert und Streuung iibereinstimmen. Die Zahl
der Freiheitsgrade ist daher um drei geringer als die Zahl der Klassen.

Zur Uberpriifung speziell auf Normalverteilung wurde von KoLMoGoROV ein als A-
Test bezeichnetes Priifverfahren entwickelt. Es gebe h; den Anteil der MeBwerte im
Intervall

2 — Adx; S x < x; + Adx;

an. Fir den gemessenen Anteil der Werte z < x; + Adx; ergibt sich daraus

P(x<a‘i+Azi):F1’=Zhi=2T\;' (2)
isi isi

Die theoretische Wahrscheinlichkeit F';* folgt aus der normierten Normalverteilung
(vgl. 1.2./9):

F* = F*(w; + Aw;) = © (-——”" + AG”" — ”) : 3)
Der A-Test bestimmt die GroBe
A = YN max |F* — F;| |. (4)

Wird ein Risiko & vorgegeben, so existiert eine Zahl A, derart, daB gelten

mufl, wenn das vorliegende empirische Material durch eine Normalverteilung ge-
nihert werden kann. Tafel 6 enthilt die Werte 4, fiir verschiedene Risikowahrschein-
lichkeiten o.
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Die Uberpriifung der Parameter zweier Stichproben hat den Zweck festzustellen, ob
sich die Grundgesamtheit in der Zeit zwischen den Stichproben veridndert hat oder
ob die Abweichung der Parameter statistisch bedingt, also zuféillig ist.

Zur Uberpriifung der Mittelwerte wird der #-Test angewandt. Die Abweichung
zweier Mittelwerte aus den Stichproben S; (n; Z;, $;) und S, (ng; Za, 8p) Wird mit einer
Irrtumswahrscheinlichkeit « auf veréinderte Versuchsbedingungen zuriickgefiihrt,
wenn die Ungleichung

|71 — % V%+nr—2
¢ = >, 5
4 V(vnl — 1)82 4 (ng — 1)8,2 ny o+ My e ®

erfiillt ist. Die Werte #, gehen aus Tafel 3 der STupENTschen ¢-Verteilung hervor. Im
entgegengesetzten Fall |¢| < ¢, kann die Hypothese zufallsbedingter Abweichungen
aus der Uberpriifung der Mittelwerte nicht abgelehnt werden. Es verbleibt dann
noch die Untersuchung der Streuwerte.

In vielen Fillen ist die Anderung der Grundgesamtheit, z. B. die Verbesserung der
Qualitét einer Fertigungsserie, gar nicht auf die Veranderung des Mittelwertes,
sondern auf die Herabsetzung der Streuung gerichtet. Um aus der Streuung zu
prifen, ob die Grundgesamtheit sich verdndert hat oder ob Abweichungen auf
statistische Schwankungen zuriickzufithren sind, wird der F-Test von FisHER an-
gewandt. Aus den beiden Streuquadraten s;2 und s,2 bildet man den Quotienten
derart, daf der kleinere Wert im Nenner steht. Die Abweichung beider GroBen wird
unter Zulassung eines Risikos « auf eine Verdnderung der Grundgesamtheit G
zuriickgefiihrt, wenn die Ungleichung '

8,2
> R > 1 ©)

<

besteht. f; =n; — 1 und f, =n, — 1 bezeichnen die Freiheitsgrade der beiden
Stichproben. In Tafel 7 wurden die Schranken F,(f,, f,) fiir verschiedene Irrtums-
wahrscheinlichkeiten tabelliert.

P Probleme

1.3.1. y2- Anpassungstest fiir spezielle Verteilung

Untersuchungen iiber die ReiBdehnung von Glasfasern zeigen das Ergebnis nach Tabelle 4a.

Tabelle 4a. ReiBdehnung von Glasfasern. Linge I = 100 cm

I Laufende Nummer ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1I Rechiehnung 414+ 0,056em 2,0 2,1 2,2 23 24 25 26 27 28 29
III Anzahl der Fasern k; 2 14 20 25 36 37 28 20 12 6
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Priifen Sie, ob diese Verteilung als linear verénderliche Verteilung entsprechend Bild 6 aufgefaft
werden kann. Das Risiko der Aussage darf nicht gréfer als 0,01 sein, d. h., die Sicherheit der
Aussage soll tiber 999, betragen.

p=NP N=200

50

40

30 P N

20 P

014 . N\

. ~x Al
20 25 30

Bild 6. Reidehnung von Glasfasern. Erwartungswert ¢ in Abhéingigkeit von der
Reifldehnung A1.

Losung

Wir wenden den y2-Test an. Die Gesamtzahl der Fasern betrigt
n
> k; = N = 200.
i=1

Um hinreichend gro8e Besetzungszahlen zu erhalten, fassen wir die Klassen 1 und 2 zu einer
Klasse zusammen. Ebenso verfahren wir mit den Klassen 9 und 10. Nach dem vorausgesetzten
Verteilungsgesetz ergeben sich die in Zeile IV der Tabelle 4b aufgefiihrten Wahrscheinlichkeiten
P;. Den zu erwartenden Mefwert ¢, = NP; erhidlt man daraus durch Multiplikation mit
N = 200 (Zeile V).

Tabelle 4b

I  Laufende Nummer ¢ 1/2 3 4 5 6 7 8 9/10

v Wa,hrscheinlichkeii: P; 0,08 0,10 0,14 0,18 0,18 0,14 0,10 0,08

V ¢;=NP; 16 20 28 36 36 28 20 16 -
VI MeBwert k; 16 20 25 36 37 28 20 18
)2
VII M 0 0 0,32 0 0,03 0 0 0,25
(2}

In Zeile VI sind noch einmal die gemessenen Werte k; unter Beriicksichtigung der neuen Klassen-
festsetzung aufgefiihrt.
Die einzelnen Summanden der Summe

(ks — @i)? (k; — N Py)?
X=X =3
1 P 7 NP;

sind in Zeile VII eingetragen. Addieren wir die einzelnen Zahlen, so ergibt sich
%2 =0,60.
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Als Zah] der Freiheitsgrade haben wir f = n — 2 = 6 einzusetzen. Aus Tafel 5 folgt bei einem:
Risiko von einem Prozent

Xo,01(6) = 0,872.

Es gilt somit
22 = 0,60 < 0,872 = 22 1, (6).

Die Hypothese linear veranderlicher Verteilung wird somit bestétigt, wenn man die Randklassen
in der angegebenen Weise zusammenfaft, so daf hinreichend groBe Besetzungszahlen auftreten.
Betrachtet man die Randklassen 7 = 1 und 7 = 10 getrennt von den Nachbarklassen, so ergibt
der x2-Test x* = 2,68 > 1,65 = 3 ,,(8).

Auf Grund der Randstorungen wire danach die Hypothese linearer Veréinderlichkeit abzulehnen.
Zusammenfassend ergibt somit der Test: Mit Ausnahme der Randzonen, fiir die sich wegen der
geringen Besetzungszahlen keine genaue Aussage machen 148t, wird die Hypothese einer linearen
Verteilung entsprechend Bild 6 bestitigt.

1.3.2.* 2-Test zur Priifung einer umfangreichen Stichprobe auf Normalverteilung

Einem Sortiment Kugeln wird eine umfangreiche Stichprobe entnommen. Der Sollwert des
Kugeldurchmessers betrigt z, = 20,00 mm. Die automatische Aussortierung und Abzdhlung
der Kugeln zeigt das in Tabelle 5a zusammengestellte Ergebnis.

Tabelle 5a. Sortiment eines Kugellagers

I II 111 Iv
Klasse Durchmesser Abweichung vom Sollwert Hiufigkeit
in mm in mm

) z; + 0,01 (%; — x,) £ 0,01 ks
1 19,90 —0,10 0
2 19,92 —0,08 1
3 19,94 —0,06 2
4 19,96 —0,04 5
5 19,98 —0,02 14
6 20,00 0 24
T 20,02 0,02 28
8 20,04 0,04 23
9 20,06 0,06 16

10 20,08 0,08 6

11 20,10 0,10 1

12 20,12 0,12 0

Untersuchen Sie, ob die vorgelegte Verteilung als Normalverteilung anzusehen ist, und berechnen
Sie das Konfidenzintervall des Mittelwertes und der Streuung, wenn fiir die Angaben eine Sicher-
heit von 999, gefordert wird.

Losung

Die Gesamtzahl der untersuchten Kugeln betrégt nach Tabelle 5a

n
i=1

i=

12
k; = 120.
i=1

i=

4 Schilling, Physik
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Wir bestimmen zunéchst den Mittelwert der Stichprobe
L ro kx;
T=Y kz; =Y .
P R
Zu diesem Zwecke multiplizieren wir die fur jede Klasse in Spalte III angegebene Abweichung
xz; — %, mit der Haufigkeit k; (Spalte IV). Das Ergebnis zeigt Spalte V in Tabelle 5b. Wir ad-
dieren die einzelnen Produkte in Spalte V und erhalten nach Division durch die Gesamtzahl
N =120

12 Ay, — n
5 AT _ S ke — o) =7 —
i=1 i=1
Tabelle 5b
I v \'% VI VII
i ok @m—xky i —T (4 — TPk
in mm in mm in mm?
1 0 0 0,1195 0
2 1 —0,08 0,0995 0,0099
3 2 —0,12 0,0795 0,0126
4 5 —0,20 0,0595 0,0177
5 14 —0,28 0,0395 0,0218
6 24 0 0,0195 0,0091
7 28 0,56 —0,0005 0,0000
8 23 0,92 —0,0205 0,0097
9 16 0,96 —0,0405 0,0262
10 6 0,48 —0,0605 0,0220
11 1 0,10 —0,0805 - 0,0065
12 0 0 —0,1005 O

Mit den vorliegenden Zahlen folgt
= 12 . 2,34
T — %y = TV-Elki(mi — %) = 120 BB = 0,0195 mm.

Der Mittelwert
T = %, + 0,0195 mm = 20,0195 mm

weicht also um fast 0,02 mm vom Sollwert z, = 20,00 mm ab. Zur Bestimmung der Streuung s
berechnen wir in Spalte VI zundchst die Differenz zwischen dem Klassenmittel z; und dem
Mittelwert Z der Stichprobe, quadrieren und multiplizieren den errechneten Wert mit der in Spalte
IV stehenden Héufigkeit &;. Das Ergebnis ist in Spalte VII eingetragen. Als Summe folgt

12

S k;(z; — %)? = 0,1355 mm?

i=1

und daraus fir die zunichst zu berechnende Streuung der Stichprobe

1z
s = l/Nl— 1 > ki(x; — ZT)?2 = 0,1355 mm = 0,0337 mm.

i 119
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Fir das Konfidenzintervall des Mittelwertes ergibt sich bei der vorausgesetzten Risikowahr-
scheinlichkeit o« = 0,01
s 0,0337
Z —u| =£(119) - = 2,62 . —
|Z — u| = ¢£(119) % 10,95

mm = 0,00807 mm.

Der Mittelwert liegt also im Intervall
20,011 mm < p < 20,028 mm.
Zur Berechnung des Konfidenzintervalles der Streuung entnimmt man Tafel 4
L, =087, L,=1,1T7.
Auf Grund der Beziehung L,s < ¢ < L,s folgt hieraus
0,87 - 0,0337 mm < ¢ < 1,17-0,0337 mm.
Es gilt somit
0,0293 mm < ¢ < 0,0395 mm.

Trotz der groBen MeBzahl N = 120 betréigt die Linge des Konfidenzintervalles noch immer
rund ein Viertel des Wertes der Streuung.

Zur Priifung, ob die vorgelegte Verteilung als Normalverteilung angesehen werden kann, haben
wir nach dem 4-Test von KoLM0oGOROV zu untersuchen, ob die Beziehung

VN max |F; — F*| < 4,

erfillt ist. Dabei gibt F; = F (»; 4 dx) die gemessene Verteilungsfunktion, F;* = F*(x; + Ax)
die theoretische Verteilungsfunktion an. Der Parameter 4, ist Tafel 6 zu entnehmen. Fir das
festgelegte Risiko von einem Prozent folgt A, = 0,44.

Wir ermitteln zunichst die Werte der theoretischen Verteilungsfunktion. Hierzu nehmen wir
mittels

eine Transformation auf die normierte Normalverteilung vor. Bei der Bestimmung der Vertei-
lungsfunktion haben wir uns auf die rechten Intervallgrenzen zu beziehen. Bezeichnet 24z die
Intervallédnge, so sind also die Werte

_xmtdr—p
v c
zu bestimmen. Unter Verwendung der abgeschétzten Parameter
4 = 20,0195 mm, o = 0,0337 mm

und des Wertes 4z = 0,01 mm ergeben sich die in Spalte VIII, Tabelle 5c¢, zusammengestellten
GroBen. Aus Tafel 2 entnehmen wir die zugehorigen GréBen F;* = @D(z;) der normierten Ver-
teilungsfunktion (s. Spalte IX). In Spalte X wurde die nach Spalte IV, Tabelle 5a, zu bestimmende
GroBe

jsi

4%
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eingetragen, Spalte XI enthélt die hieraus bestimmte, gemessene Verteilungsfunktion F;. Spalte
XTI gibt den Absolutbetrag der Differenz zwischen der gemessenen und der berechneten Ver-
teilungsfunktion an. Man entnimmt

max | F; — F*| = 0,010.
Hieraus folgt
VN max | F; — F*| = 10,95 - 0,010 = 0,1095.

Dieser Wert ist kleiner als der vorgegebene Parameter A, = 4;¢; = 0,44. Man kann hiernach
die vorgelegte Verteilung als Normalverteilung ansehen.

Tabelle 5¢
I 1II VIII IX X XTI XTI
% z F*=®() NF;=X k; F; |F; — F;*|
in mm isi
1 1990 —3,25 0,001 0 0 0,001
2 19,92 —2,66 0,004 1 0,008 0,004
3 19,94 —1,07 0,019 3 0,025 0,006
4 19,96 —1,46 0,072 8 0,067 0,005
5 19,98 —0,87 0,192 22 0,183 0,009
6 20,00 —0,28 0,390 46 0,383 0,007
7 20,02 0,31 0,622 74 0,617 0,005
8 20,04 0,90 0,816 97 0,808 0,008
9 20,06 1,50 0,933 113 0,942 0,009
10 20,08 2,09 0,982 119 0,992 0,010
11 20,10 2,69 0,996 120 1,000 0,004
12 20,12 3,28 0,999 120 1,000 0,001
1.3.3. Test iiber die Mittelwerte von Stichproben

Aus einem MessingguB8 wird eine Stichprobe entnommen. Sie ergibt die folgenden Prozentsitze
far den Kupfergehalt:

2, = {63,6%; 65,0%; 64,1%; 64,49 ; 63,3%; 64,5%; 65,7%:; 64,6%}.

Einem zweiten Gul wird ebenfalls eine Stichprobe entnommen, wobei sich die folgenden Werte
fir den Kupfergehalt ergeben:

Ty = {6532%; 63’9%; 6577%; 6494%; 66’0%; 6438%}

Es ist zu priifen, ob sich die Mittelwerte beider Stichproben prinzipiell unterscheiden, oder ob
die Abweichungen zufallsbedingt sind. Die Sicherheit der Aussage betrage 99%.

Losung
Wir setzen zunichst voraus, daB die beiden Stichproben vom Umfang n, bzw. n, mit den Mittel-

werten Z, bzw. Z, und den Streuungen s, bzw. s, der gleichen normalverteilten Grundgesamtheit
G entstammen. Bei wiederholten Stichproben §;, und 8,, miissen daher die Mittelwerte Z,, und
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Z,, ebenfalls normalverteilt sein. Das gleiche gilt fiir die Differenzen

E, =%y, — Ty, (1)
die einer normalverteilten Zufallsgr68e mit dem Mittelwert
bz-z,=0
angehoren miissen. Fiir das Streuquadraf dieser Verteilung folgt
bz, = lim —— 3 [, — Za) — (1 — )P @
m—soo M — 1,21
Wir formen die Klammer um und multiplizieren aus. Damit ergibt sich
[(@y — Tp,) — (U1 — )PP = [(By, — pa) — Ty — p2)1* =
= Ty, — ) + @z — p2)® — 2(@1, — t2) (Tpy — o) -

Die Stichprobenmittelwerte Z,, und Z,, sind voneinander unabhingig. Das gleiche gilt fir die
Differenzen Z%,, — y; und Z,, — u,, d. h., auch die Abweichungen der Stichprobenmittelwerte
Ty, und Z,, von den Mittelwerten u, und u, sind voneinander unabhingig. Daher gleichen sich die
Schwankungen der Stichprobenmittelwerte um die Mittelwerte derart aus, da '

1 =

lim —— E (Tyy — 1) (T — p12) = 0
m—>o0 M — 1 =1

gilt (vgl. 1.4., Korrela.tionsrechnung). ‘Wir kénnen daher schreiben
0'25“—5” lim —— 2 [(xlv - :ul + (EZV - 1“2)2] = 0'12 + O'22'
. m—>o0 M — 1

Wenden wir die Gleichung (1.2./13) fiir die Streuung der Mittelwerte aus Stichproben vom Um-
fang n an, so erhalten wir schlieBlich

1 1
Ohmiy = 07 + 0 = 0 ( . —2). ®)
LG\ Ny
Die GréBe
Z=51_52= EI_EZ (4)
p— —
f1m o o i. + .L
Ny Ny?

gehort daher einer normierten Normalverteilung an. Ferner ist die Summe

n; — 1)8,2 — 1)s,?
1 2)1 +(n2 2)2
o o

U=(

®)

x2-verteilt, da jeder der beiden Summanden einer y%-Verteilung geniigt.
Als Zahl der Freiheitsgrade dieser Verteilung folgt

f=h+fi=n+n—2. (6)
Fiir den Ausdruck
1= 2 )

V

~|q
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erhalten wir somit eine STUDENTsche ¢-Verteilung vom Freiheitsgrad f. Setzen wir (4) bis (6) in (7)
ein, so ergibt sich

H(f) = 2 R S V”‘”Z“%mz. ®)
Ving— Dag + (g — Do | m+m

Fir eine Verteilung von f=mn; +n, —2 =8 4 6 — 2 = 12 Freiheitsgraden folgt bei der
Risikowahrscheinlichkeit o« = 0,01 aus Tafel 3

ty = t,01 = 3,06.

Soll die Abweichung der beiden Verteilungen zufallsbedingt sein, so muB} also fiir den nach (8)
zu errechnenden Wert ¢(f) gelten

tf) <t,.
Im vorliegenden Fall erhalten wir aus den gegebenen Zahlen
T, = 64,4%, T, =65,09%, &2=0577, s=0,628.

Daraus folgt

t(f) = l/—-s 6 = 1,43.
V5 - 0628+7 0,677

£(f) = 1,43 < 3,06 = fo o1,

Es gilt also

d. h., der ¢-Test gestattet bei der geforderten Sicherheit von 999, keine Aussage, daBl die Ab-
weichung der Mittelwerte auf prinzipiellen Unterschieden beruht. Die Abweichungen kénnen also
im Rahmen der normalen Streuung entstanden sein.

1.3.4. Test iiber die Streuung von Stichproben

Es ist zu untersuchen, ob im vorangegangenen Beispiel 1.3.3. auch auf Grund der Streuung beide
Stichproben der gleichen Normalverteilung zuzuordnen sind. Das Risiko der Aussage betrage 19%,.

Losung

Dle erste Stichprobe hatte den Umfang n; = 8, den Mittelwert z, — 64,4, das Streuquadrat
= 0,577. Fir die zweite Stichprobe mit 7, = 6 ergab sich z, = 65,0, s,2 = 0,628. Die

Mltbelwerte sind fiir den F-Test von FisHER nicht von Interesse.

Zur Priifung der Hypothese o; = o, bilden wir das Verhéltnis

2
pof 0628 0.
5 0,577

Aus Tafel 7 iiber die F-Verteilung entnehmen wir fiir das Risiko o« = 0,01 im Falle der Freiheits-
grade fy=m; —1=7 und fy=n,—1=25

Fo,o1 (557) =17,46.
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Es gilt somit
F=1,09 < Fy(5;7) =17,46.

Die Hypothese, daB beide Stichproben der gleichen Normalverteilung zuzuordnen sind, ist somit
auch nach Vergleich der Streuwerte nicht abzulehnen.

1.3.5. Statistischer Vergleich der Genaunigkeit verschiedener MeBverfahren

Eine langjdhrige Untersuchungsmethode iiber das Auftreten eines radioaktiven Nuklids ergibt
einen Mittelwert von 0,1049,. Die Streuung der einzelnen Proben betragt 0,017%,. Es wird ein
neues MeBverfahren eingefiihrt, das in n = 17 Versuchen den gleichen Mittelwert, jedoch eine
Streuung 0,0439, ergibt. Untersuchen Sie, ob dieser Unterschied auf Zufall zuriickzufithren ist
oder ob das zweite Verfahren eine genauere Analyse ermoglicht. Fir das Risiko wird ein Wert
kleiner als 0,005 gefordert.

Losung -

Wir bilden
& (0043
8,2 0,077
Aus Tafel 7 entnehmen wir fiir das Risiko « = 0,005
Fy 005(16;5 00) ='1,64.

Es gilt somit F > Fy 495.

Mit einem Risiko von weniger als 0,59, kann gesagt werden, da8 das neue MeBverfahren die Grund-
gesamtheit G' genauer ermittelt, d. h. genauere Angaben iiber den Anteil des radioaktiven Isotops
ermoglicht.

A Aufgaben

A13.1. Untersuchungen iiber die Schwankung der Netzspannung zeigen das Ergebnis
nach Tabelle 6.

2
) = 6,40.

Tabelle 6. Spannungsverlauf

Uhrzeit Qo 300 goo g0 1200 4500 1800 2100

Spannungin’ V. 210 205 195 200 210 220 190 210
Stellen Sie fest, ob diese Verteilung bei einem Risiko von 0,10 als gleichmiBig an-
zusehen ist.

A1.3.2. Untersuchungen iiber das Reiflen von Béndern an Maschinen ergeben an einem
Tag fiir die einzelnen Maschinen folgende Werte:

14, 17, 15, 18, 17, 15, 18, 15, 14, 17.

Untersuchen Sie, ob diese Verteilung nach dem y2-Test als gleichmé&Big angesehen
werden kann.
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A1.3.3.

A134.F%

A13.5.%

A 1.3.6.

A1.3.7.

Harteprufungen an Schleifringen aus Metallgraphit zeigen folgendes Ergebnis nach
Tabelle 7.

Tabelle 7. Hérte von Schleifringen

Hirte « in Shore 114+1 1341 1541 174+1 1941

Haufigkeit & 41 48 51 53 57

a) Untersuchen Sie mit dem y2-Test, ob diese Verteilung als gleichméBig angesehen
werden kann. b) Untersuchen Sie die Giiltigkeit der Naherung k = 2x - 20.
¢) Nédhern Sie nach der Methode der kleinsten Quadrate und wenden Sie auf das
Ergebnis den y>-Test an.

Einer Fertigungsserie wird eine Stichprobe vom Umfang n = 41 entnommen.
Gegeniiber der Sollabmessung z, = 10,0 mm werden die Differenzen nach Tabelle 8
festgestellt.

Tabelle 8. Abweichungen vom Sollwert

Klasse ¢ 1 2 3 4 5 .6 7

Differenz —0,3 —0,2 —0,1 O 0,1 0,2 0,3
(4 4 0,05) mm

Hiufigkeitk, 1 4 8 16 7 3 2

Priifen Sie, von welchem Risiko an diese Verteilung als Normalverteilung behandelt
werden kann.

Die Untersuchung der Reichweite einer ionisierenden Strahlung ergibt einen Mittel-
wert von 6 cm bei einer Streuung von 1 cm. Insgesamt werden 100 Messungen vor-
genommen. Es ergibt sich die Verteilung nach Tabelle 9.

Tabelle 9. Reichweite ionisierender Strahlung

Reichweite in cm  <4,5 >5 +056+05 7405 8+0,5

Anteil in 9, 10 20 30 25 15
Untersuchen Sie, ob diese Verteilung als Normalverteilung anzusehen ist (x = 0,20).

Bei der Herstellung einer Tombaklegierung werden iiber einen gréBeren Zeitraum
zwei Stichproben entnommen. Die erste besteht aus 4 Proben. Fiir den Kupfer-
gehalt ergibt sich der Mittelwert z, = 71,49, die Streuung betrigt s, = 1,69%.
Die zweite enthilt 5 Proben, wobei der Mittelwert Z, = 74,39, die Streuung s, =
= 1,09, betrigt. Untersuchen Sie, ob der Unterschied auf verénderte Versuchs-
bedingungen zuriickzufiihren ist. Fir die Angabe wird eine Sicherheit von 999, ge-
fordert.

Eine Stichprobe vom Umfang 7, = 26 ergibt bei der Messung des Elastizitdts-
moduls von Nickelstéhlen den Mittelwert Z,; = 20462 kp/mm?. Fir die Streuung
wird ein Wert s; = 160 kp/mm? bestimmt. Bei einer zu einem spéteren Zeitpunkt
durchgefithrten Stichprobe vom Umfang n, = 12 wird der Mittelwert z, =
= 20280 kp/mm? und die Streuung s, = 250 kp/mm? festgestellt. Berechnen Sie,
von welcher Risikowahrscheinlichkeit an der Unterschied beider Messungen auf
normale Streuung zuriickgefithrt werden kann.
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A13.8. Zwei MeBverfahren werden miteinander verglichen. Das erste liefert in 15 Stich-
proben den Mittelwert z; = 4,50, die Streuung s, = 0,35. Fiir das zweite ergibt
sich in 21 Stichproben der Mittelwert Z, = 4,48, die Streuung s, = 0,87. Es ist zu
entscheiden, ob die Abweichung der Mittelwerte zufillig ist und ob beide Verfahren
in ihrer Genauigkeit als gleichwertig anzusehen sind. Das Risiko betrage o« = 0,01.

A1.3.9. Die Messung der Temperatur eines Stahlzylinders an verschiedenen Punkten wird
nach zwei Verfahren durchgefiihrt. Bei der ersten Methode wird an 5 Punkten,
bei der zweiten an 9 Punkten gemessen. Fiir die Mittelwerte ergibt sich in beiden
Fillen die gleiche GroBe, jedoch erhdlt man beim ersten Verfahren eine Streuung
8 = 9,25°C, beim zweiten s, = 2,15°C. Es ist zu untersuchen, ob die Unterschiede
zufallsbedingt sind oder auf prinzipiellen Unterschieden beruhen.

A 1.3.10. Zur Untersuchung iiber Larmbelastung erfolgt stiindlich eine Stichprobenmessung.
In 10 Messungen ergibt sich dabei ein Mittelwert von 95 db, die Streuung be-
tragt 10 db. Aus der Daueraufzeichnung der Belastungskurve berechnet man einen
Mittelwert von 92,5 db bei einer Streuung von 17 db. Untersuchen Sie, ob die
Abweichung im Rahmen der statistischen Streuung liegt. Das Risiko betrigt 19,.

1.4. Korrelationsrechnung und Korrelationsanalyse — Methode der kleinsten
Quadrate — Regressionsgerade

E Einfithrung

Die Korrelationsrechnung untersucht den statistischen Zusammenhang zwischen zwei
Zufallsgréfen X und Y, z. B. der Luftfeuchtigkeit und dem Luftdruck, der Lirm-
belastung und der Zahl der Arbeitsunfille, dem elektrischen Leitvermégen und der
Zahl der Ionisierungsstoe in einem Plasma usw. Bezeichnet %;; die Haufigkeit des
Auftretens eines Wertepaares x;, y;, so geben

kiz =5 Z kij bZW. kw = Z kii (1)
i i

die Haufigkeit fiir das Auftreten eines Wertes x; bzw. eines Wertes y; an. Die Gesamt-
anzahl der Beobachtungen ist durch
Zkio=2kyj =2 kij=n (1a)
A i 9
bestimmt. Mittelwert und Varianz der ZufallsgroBfen X und Y folgen nach den
Formeln
1 _ 1
r= Z kigw;, y== ; kyiy;s 2)

K2

1 1 _
8 = —— 2} kiz(@; — 2, 8% =——7 ; kyi(y; — 9)%. 3)
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Als Kovarianz der Verteilung zweier Zufallsvariabler X und Y definiert man den
Ausdruck

2 (@ — )y — )
P« R (4)
" n—1
Die Kovarianz s,, kann auch negative Werte annehmen.
Zur Naherung der MeBwerte x;, y; durch ein Polynom m-ten Grades
m
Y =>auw (5)

»=0

wendet man am einfachsten die Methode der kleinsten Quadrate von GauB an. Die
Koeffizienten a, werden aus der Forderung bestimmt, dafl die Summe der Quadrate

ka (Y; — y;)? Z’%(Z“wz —?/l) (6)
zu einem Minimum wird. Hierzu miissen die m + 1 Bedingungsgleichungen

0 m
= 2 k(Y — g2 =23 kij | X a2 —y;) w4 =0
o, 5 | »=0

(v =0,1,...,m) (7)
erfiillt sein, aus denen sich das algebraische Gleichungssystem

m

Z 2 kt]xs ta, = 2 k,,x.f‘y, (8)

ergibt. In der Ausgleichs- und Naherungsrechnung schreibt man
ke yp] = 2 ke yy, o]l = X ke, [a]l=2 @ (9)
¥ %9 2

Diese Schreibweise angewandt, folgt als Losung des Gleichungssystems (8)

kil o [Rijee—] [kl [Rggeett] .- [ijze™]
[kiixi] [kz::xz 1 [kzy z; y]] [k”xzw-z] [kzy $Zm+1]
[kil.xl ] [kum T ] [ki]$7' y]] [kuxz +3] [kt;xzm+2]

[y - Thyge=] [hyaimy,] [kz,x/w] gz
[kw] [k”x,’ 1 [kwxz] [knxz 1
(i) - [kijai] iy 1] -« [kyymm+i]
(kijwi®] -+ [higwtt]  [hyzet®] - [k x””z]

a, = (10)

[hijarin] -+ Thiy 3] [hijasm] - [y 2]

Die Berechnung der Koeffizienten g, ist im allgemeinen sehr langwierig und erfolgt bei
Néherungen héheren Grades zweckméiBigerweise mit Hilfe von Rechenautomaten.
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Normalerweise wird man zunédchst versuchen, das empirische Material durch eine
Gerade zu nihern. Hierfiir gibt der Korrelationskoeffizient

Soy _ [kij(x; — 7)(y; — 7)1
828y Ylkig (@i — 7)21[ky; (y; — 7)%]

(11)

ein MaB, der den linearen Zusammenhang der Zufallsgrofen X und Y kennzeichnet.
Er ist auf Werte

i=r=<41 (12)

beschrankt (vgl. A1.4.11.). Im Falle |[r| =1 liegen simtliche MeBwerte x;y; auf
einer Geraden, die als Regressionsgerade bezeichnet wird. Ist |r| < 1, so koénnen
unter Verwendung einer Irrtumswahrscheinlichkeit « die beiden Zufallsgrofien X
und Y als voneinander linear abhéingig behandelt werden, wenn die Ungleichung

|t] = Yn—2>t, (13)

]/l—r2

besteht. Die Schranke ¢, ist Tafel 3 zu entnehmen.
Bild 7 zeigt den Korrelationskoeffizienten r fiir verschiedene Verteilungen.

r=171

r=0
Bild 7. Der Korrelationskoeffizient r fiir verschiedene Verteilungen.

Beispiel 9

Fiir einen Gebirgsort ergibt die hundertjihrige Uberlieferung iiber Schneehohe und Bewolkung
zum Jahreswechsel:

kein Schnee, wolkenfreier Himmel (X = 0, ¥ = 0): Tmal,

kein Schnee, véllig bedeckter Himmel (X =0, ¥ = 1): 3mal,

Schneehéhe 1 m, wolkenfreier Himmel (X = 1, ¥ = 0): 63 mal,

Schneehshe 1 m, bedeckter Himmel (X = 1, ¥ = 1): 27mal.
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Daraus folgen die Mittelwerte Z = 0,90, y¥ = 0,30 d.h. 909, Schneetage, 309, der Tage mit be-
decktem Himmel. Fiir die Kovarianz erhilt man

Spy = % (0,07-.0,9-0,3 —0,03-0,9-0,7—0,63-0,1.0,3 4 0,27 -0,1.0,7) = 0.

Damit folgt auch fiir den Korrelationskoeffizienten r = 0. Beide Ereignisse, Schneehéhe und Be-
wolkung, sind voneinander linear unabhingig.

Die Parameter der Regressionsgeraden
Y=ay+ax bzw. Y =a+bx bzw. Y =a,,+ b,z (14)

erhdlt man nach der Methode der kleinsten Quadrate. Danach ergeben sich die beiden
Gleichungen [vgl. (7)]

0
da, 2 k(Y — 9;)* =2 % kij(ao + a2 — 9;) =0, (15)
? . 19

0
9a, 2 ki (Y — y)? =2 3 kij(ag + ay%; — yj) @ = 0. (16)
7 %19

Nach (1) und (2) folgt aus (15)
—7 + a0 + a,7 = 0. (17)

Die Regressionsgerade geht also durch den Schwerpunkt der Punktmenge z;, ;.
Von der Gleichung (16) kann man die mit # multiplizierte Gleichung (15) abziehen.
AuBerdem kann der Ausdruck (17) in jeder Klammer der sich ergebenden Summe
hinzugefiigt werden. Damit folgt

2 kil§ — 9 + an (@ — )] (@ — 7) =0. (18)
OF

Unter Verwendung der Gleichungen (1) bis (4) ergibt sich hieraus schlieflich als
Losung des Gleichungssystems (15) und (16)

kij (2 — 7)(y; — ¥)] Sy _ Sg
4 =b =L a([zm(x:cly;)z] 9l _ re =t (19)
Glkipx2] — Flhiasy;] Sy _
0 = = y [kix(a;i i 5)72] y] = y — 7 8_:. xX. (20)

Diese Losungen koénnen nach Umformung auch aus dem allgemeinen Losungssystem
(10) entnommen werden.
Die Regressionsgerade (14) wird als Regression der y auf x bezeichnet. Sie ist durch

02 by (Y; —y)? = . (21)

definiert, d. h., die Summe der Schwankungsquadrate der y; um die Regressions-
gerade Y = a,., + b, x wird zu einem Minimum.
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Definiert man die Regressionsgerade aus der Forderung

02 kip(X; — )2 =0, (22)

d. h., soll die Summe der Schwankungsquadrate der z; um die Regressionsgerade
X =04y + b,y (23)

zu einem Minimum werden, so folgt fiir die Regression x auf y nach der Methode der
kleinsten Quadrate

Opy =F — 17, (24)
) Y
52 _Sw 2
bpy=r ry = o (25)

Es gilt somit die Beziéhung

byg- b o e

vz " Ozy = 8,25, =r. (26)
P Probleme
14.1. Korrelation zweier ZufallsgroBen

Untersuchungen iiber den Gehalt eines Nutzwassers an Kalisalzen und an organischen Stoffen
ergeben bei 100 Proben fiir die verschiedenen Konzentrationsklassen die Haufigkeit nach Tabelle 10.

y
[

0

Bild 8. Regressionsgerade

y = —0,252 + 4 iber den Gehalt
eines Nutzwassers an organischen
L L — L 710 x Stoffen x und an Kalisalzen y.
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Tabelle 10. Ergebnis der Analyse eines Nutzwassers auf Kalisalze und auf organische
Stoffe.

j
1 2 3 4 5 6 kig

Org. St. z; in mg 17! Kalisalze ¥jin mg 1t
141 341 54+£1 741 941 1141

1 141 7 8 9 7 2 1 34
2 341 9 13 9 5 2 1 39
3 541 5 7 6 2 — — 20
4 741 2 4 1 — — — 7

k 23 32 25 14 4 2 100

vi

Untersuchen Sie die Korrelation im Auftreten von Kalisalzen und von organlschen Stoffen. Be-
stimmen Sie die Regressionsgerade.

Losung

Wir bezeichnen die Mittelwerte der einzelnen Intervalle des Gehaltes an organischen Stoffen mit
%;, des Gehaltes an Kalisalzen mit y;. Durch Addition der gemessenen Werte &;; einer Zeile

Zj) kyj = ki

erhalten wir die Haufigkeit fiir das Auftreten eines Wertes z;. Addiert man die GréBen einer Spalte,
so folgt gemiB

2 ki = ky;
k2

die Hiufigkeit fiir das Auftreten eines Wertes y;. Die errechneten Werte k;;, bzw. k,; sind am
rechten bzw. unteren Rand der Tabelle 10 eingetragen. Als Gesamtzahl der durchgefithrten Ver-
suche ergibt sich

9
Fir die Mittelwerte folgt

- 1 - 1

Z = — 3 kix; = 3,0, y=—2k7y,_.40

n 4 n o

Mit diesen Werten erhilt man als Korrelationskoeffizient
5 2 k1.7 — ) (?/7 -9
= Say _

825y I/Z kw (z; — =) Z ky;; (y: —
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Hierin ergibt sich
Y, ki (x; — 3,0) (y; — 4,0) = 99s,, = —92, > kg (x; — 3) = 99s,% = 328,

%7 K2

3 kyi(y; — 4) = 99,2 = 588.
i

Fiir den Korrelationskoeffizienten folgt daraus

=l =92 909,

5,8, Y588 -328
Zur Durchfithrung des ¢-Tests berechnen wir

i L N

]/1 — 72

und erhalten

1t = —229  yos —2.11.
/1 — 0,209

Aus Tafel 3 entnehmen wir fir f =n — 2 = 98 unter der Voraussetzung einer Wahrscheinlich-
keit P = 0,95

to,0s = 1,99.
Es gilt somit
8] = 2,11 > 1,99 = £; o5.

Trotz des niedrigen Korrelationskoeffizienten r besteht daher mit der Wahrscheinlichkeit 0,95
zwischen dem Gehalt an organischen Substanzen und dem Gehalt an Kalisalzen eine Korrelation.
Wir bestimmen die Regression y auf x. Die Steigung der Regressionsgeraden folgt aus

X ke — D)y =9 gy
b o b = =2 _ _oss.

% ki (; — TP 328
i

a

Gemif
g, =a=y —bT
ergibt sich
a =4,04 0,28 - 3,0 = 4,84.

Die Gleichung der Regressionsgeraden lautet somit
Y = —0,28z + 4,84.

Ein hoher Gehalt an organischen Substanzen ist hiernach im allgemeinen mit einem geringeren
Gehalt an Kalisalzen verbunden (vgl. Bild 8).

1.4.2. Korrelation zwischen Fertigungs- und MeSfehlern

In einem Priiffeld wird die Streuung der MeBwerte einer Fertigungsserie von Widerstéinden regi-
striert und dabei die GréBe o = 0,15 Q festgestellt. Aus den Untersuchungen der vorhandenen
MeBgerite ist bekannt, da diese bei der Messung ein und desselben Widerstandes die Streuung
o, = 0,08 Q zeigen. Die langjihrige Auswertung von Kontrollmessungen mit PrizisionsmeB-
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geriten zeigt, da zwischen den Fehlern x bei der Fertigung der Widerstdnde und den Fehlern y
bei ihrer Messung eine Korrelation besteht, die durch den Korrelationskoeffizienten » = 0,40
wiedergegeben wird. Welcher Wert ergibt sich daraus fiir die Streuung o, der gefertigten Wider-
stinde?

Lﬁsung

Fir das Quadrat der Streuung einer Summe oder Differenz zweier ZufallsgroBen ergibt sich bei
einer Stichprobe aus n Wertepaaren

1 I
Spiy = o izy_kij(xz:t?/j_w:*:y)zz

T : 7 2 Ryl — 2)° + (g — §)° = 2(2 — 2) (9 — )] 1)
—1z

Setzt man in (1) den Korrelationskoeffizienten » gemaf (1.4./11) und die Streuung gemi8 (1.4./3)
ein, so folgt fir n — oo

Opiy =0, + 0,2 & 27 0,0, | 2)

Besteht also keine Korrelation, so ist das Streuquadrat der Summe oder Differenz zweier Zufalls-
groBen gleich der Summe beider Streuquadrate.

Im vorliegenden Fall r = 0,40 bedeutet das positive Vorzeichen des Korrelationskoeffizienten,
daB ein Fertigungsfehler durch die MeBgerite vergrofert registriert wird. Fir das Streuquadrat
der gemessenen Werte ergibt sich nach (2)

0% = 0p4y = 0,2 + 0,2 + 27 0,0y, 3)
Unbekannt ist die Streuung o, der gefertigfen Widersténde. Nach dieser aufgelost, folgt aus (3)
Oy = Vo2 — (@ — )20, — ro,.

Einsetzen von Zahlen liefert

o, = 10,152 — (1 — 0,16) 0,082 Q — 0,40 - 0,08 Q = 0,10 Q

als Streuung der gefertigten Widerstandsserie.

1.4.3. Regressionsgerade durch MeBpunkte

Messungen iiber die Abhéngigkeit der Zugfestigkeit von der Temperatur ergeben bei sauerstoff-
haltigem Kupfer hochster Reinheit die folgenden Werte nach Tabelle 11.

Tabelle 11. Zugfestigkeit sauerstoffhaltigen Kupfers hochster Reinheit

Laufende Nr. % 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Temperatur x; in °C 0 50 100 150 200 300 400 500 600 700

Zugfestigkeit y; in kp mm—2 23,3 21,0 19,2 16,4 15,5 13,3 9,4 59 4,1 1,9
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Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten und untersuchen Sie, ob die beiden GréBen korre-
liert sind. Stellen Sie die Gleichung der Regressionsgeraden Y = a + bz auf. Das Risiko soll
nicht groBer als o = 0,001 sein.

Losung
Der Korrelationskoeffizient ist definiert

= ki =)y =91 _ Sy
Vlkip (@ — Z700ky; Gy — 521 2%

Wir behandeln die Gré8en z; ebenso wie die Groen y; als Zufallsvariablen. Dabei haben wir auf
Grund der vorliegenden Messungen zu setzen

[0 fur ¢==j sowie fiir s > 10 bzw. j > 10,
47 11 fir i =4, wemn i <10 gilt.

Fiir diesen speziellen Fall gehen die allgemeinen Formeln (1.4./3) iiber in die bekannten Formeln
(1.2./11)
L 1

Z (zi - E)Z, 8y2 =

n
2 (y —¥)*.
n—1i=

n—1i=1

2
8 =

Die Kovarianz wird nach (1.4./4)

Z (@ — %) (y; — 9)

Spy =

n—1 ’

fiir den Korrelationskoeffizienten erhilt man nach (1.4./11)

\ S (o — B — 1)
p = oy i

sm_Vzm—wzm—w'

Wir berechnen zunéchst die Mittelwerte und erhalten aus den vorgegebenen Zahlen nach Tabelle 11
z =300, y=13,0.

Damit ergibt sich fiir die Schwankungsquadrate

10
= = 3 (w — 7 = 220000 gg3333 .,
9 ;=1 9
1 10 — 492,22
2 ; — Y)?2 = —— = 54,691...
& =7 i=1(yz ) 9
und far die Kovarianz
{ 10 _ _ —15980
Soy = — X (@& —E)ys — ) = = —17155
9 =1 9

5 Schilling, Physik
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Als Korrelationskoeffizienten erhalten wir

p S 15980 (9941,

8z8y 1525000 - 492,22

Zum Nachweis, dal die beiden GréBen X und Y korreliert sind, betrachten wir nach dem ¢-Test

= — ya—3
1— 72

und erhalten mit den errechneten GroSen

0,994 1

J1 — 0,99412

Aus Tafel 3 entnehmen wir

[t] = V8 = 25,84.

to,001(8) = 5,04-'
Es gilt somit
[t] = 25,84 > 5,04 = £, 00 (8).

Zwischen der ZufallsgréBe Y und der Temperatur X kann innerhalb des betrachteten Werte-
bereiches von 0°C bis 700°C bei einem Risiko unter 0,19, mit einer linearen Abhéingigkeit ge-
rechnet werden. .

Die Parameter der Regressionsgeraden bestimmen sich nach den Formeln

- — K s s

G=ay=7 — % 2L, b=a; =14 = 2
82 s 8g2
T z x

Mit den errechneten Zahlen folgt
' 15980 15980

= 22,13, a; =b= —300 ——— = —0,0304.
525000 525000

a, = a = 13,0 + 300

Als Gleichung der Regressionsgeraden ergibt sich somit

y = —0,030z 4 22,1.

Bei ansteigender Temperatur nimmt die Zugfestigkeit ab.

1.4.4. Korrelation nach Koordinatentransformation

Untersucht wird die Durchstrahlung von Stahlplatten mit Rontgenlicht. Zur Bestimmung der
erforderlichen Bestrahlung wird die Intensitét der durchgehenden Strahlung auf einen konstanten
Sollwert gebracht. Die aufzuwendenden Belichtungsgrofen z; werden in Abhéngigkeit von der
jeweiligen Stahldicke x; gemessen. Es ergeben sich die Wertepaare nach Tabelle 12a. Unter-
suchen Sie die Abhingigkeit der BestrahlungsgroBe von der Stahldicke und bestimmen Sie die
Korrelation.
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Tabelle 12a. Belichtungsintensitdt in Abhéngigkeit von der Stahldicke

I Laufende Nr. ¢ 1 2 3 4 5 6

IT Dicke der Stahlplatte 2; in mm 60 80 100 120 140 160

III BelichtungsgréBe z; in mAh 304 502 855 1425 2390 4015

Losung

Wir behandeln wieder beide MeBgréBen als ZufallsgréBen. Die MeBdaten lassen eine lineare
Abhingigkeit nicht erkennen. Wir logarithmieren daher die Werte der Belichtungsgrofe gemi

y; =logyz; =g 2

und erhalten die in Tabelle 12b, Zeile IV, angegebenen Werte (vgl. Bild 9).

z
5000
4
200
0 —
7000 /
7~
500 4
/ Bild 9. Die Belichtungsgrofe z
200 zur Durchstrahlung einer Stahl-
platte der Stérke x mit Rontgen-
700 x licht.
20 60 700 %0
Tabelle 12b.
I Laufende Nr.¢ 1 2 3 4 5 6
IV y;=1gz; 2,4829 2,7007 2,9320 3,1538 3,3784 3,6036
V x—% —50 —30 —10 10 30 50
VI y,—¥y —0,5590 —0,3412 —0,1099 0,1119 0,3365 0,5617

Nunmehr bilden wir die Regression der y-Werte auf x. Fir die Mittelwerte ergibt sich
z =110, y = 3,0419.

Damit erhdlt man fiir xz; — Z und y; — ¥ die in Zeile V und VI, Tabelle 12b, eingetragenen
Werte. Hieraus errechnen wir

3 = 2w~ 7)

b 78,58

= = 0,0112,
7000

n "
2 (o — Z)?
i=1
a=%y —bz =3,0419 — 0,0112- 110 = 1,8099.

5%
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Als Gleichung der Regressionsgeraden folgt somit
y = 1,81 4 0,0112z.
Wir berechnen abschlieBend den Korrelationskoeffizienten
ot Sw—Di—7)
Sa8y VX (5 — 2P X (s — 9
Es ergibt sich aus Tabelle 12b unter Benutzung der bereits erhaltenen Zwischenergebnisse
_ 78,584
17000 10,8522

= 0,999.

Die Uberpriifung auf Korrelation mit dem ¢-Test liefert

]/n—2=—wﬂ=44,70.

1—02 70,002
Nach Tafel 3 folgt bei dem Risiko 0,001
to,001 (4) = 8,61 < ¢ = 44,70.

t =

Zwischen der Stahldicke # und dem Logarithmus y = logy, z der zur Durchstrahlung erforder-
lichen Belichtungsgrofe besteht somit eine praktisch vollstdndige lineare Abhéngigkeit. Daraus
ergibt sich bis auf geringe Abweichungen zwischen der Stahldicke z und der Belichtungsgréfie z
die exponentielle Abhéngigkeit

2z = 10V = eln10(a+bz) — 64’5560,02579::;_

1.4.5.% Niherung zweier ZufallsgroBen durch eine Kurve zweiten Grades

Untersuchungen iiber den Anteil an Wasserstoff und an Stickstoff in Braunkohlenschwel-
koks zeigen in n = 100 Analysen folgendes Ergebnis nach Tabelle 13a.

Tabelle 13a. Anteil an H, und an N, in Braunkohlenschwelkoks (invMasseprozent)

v j
1 2 3 4 5 6 7
N, Y;
H, z; 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 ki
40,05 +0,05 40,05 + 0,05 40,05 + 0,05 4 0,05
1 2540125 2 1 1 1 1 — — 6
2 27540,125 2 4 2 2 2 1 1 14
3 3,040,125 9 17 16 9 6 2 2 61
4 32540125 3 3 2 2 1 1 — 12
5 3,540,125 2 1 2 1 — 1 — 7
ky; 18 26 23 15 10 5 3

Bestimmen Sie nach der Methode der kleinsten Quadrate die Ndherungskurve

Y =ay + o,z + aya?.
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Losung

Wir berechnen zuniichst die Mittelwerte nach den Formeln

_ 1 1

T=—3 kyz;=— X kip;, (1)
n 4,5 n g

—_lzk. ._lzk.. @)

y=7 & Y= ; vi¥i+

Mit den vorliegenden Zahlen ergibt sich

=300, 7=086.

Zur Vereinfachung der numerischen Rechnung betrachten wir anstelle der Ausdriicke x;, y;
die Wertepaare

Si=x—%, m=y;—Y (3)

und erhalten das Schema nach Tabelle 13b.

Tabelle 13b. Héufigkeit der GréBen & =2; — %, 7, =9; — ¥

@ ]
1 2 3 4 5 6 7
=z —% M=Yi—Y
S=EE Toet o1 0 o1 02 03 04 &
1 -0,5 2 1 1 1 1 — — 6
2 —0,25 2 4 2 2 2 1 1 14
3 0 9 17 16 9 6 2 2 61
4 0,25 3 3 2 2 1 1 — 12
5 0,5 2 1 2 1 - 1 — 7
18 26 23 15 10 5
Fiur die Mittelwerte folgt
E=0, g5=0.
Die Koeffizienten der Naherungsgleichung
=0 + %, & + ;&2 (4)

sind durch die Formeln

A
, 062=°Zz, (5)
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bestimmt, wobei sich die GroBen 44, 4,, A,, 4 aus dem nach der Methode der kleinsten Quadrate

abgeleiteten allgemeinen Losungssystemen (1.4./10) bis (1.4./13) ergeben. Man erhilt

A

n
0
(n — 1)

0

[k5585m;5
[ki;i &2 177’]

(’I’L — 1)852

0

(n — 1)s;2
[ &8

0

(n — 1)s?
[k &

0

[%:5&:m;]
[k:58:°n;]
0

(n — 1)852
(ke &7

(n — 1)
[ki§ 513]
[ki5 ‘Si4]

(n — 1)82
(k.84
[kt &)

(n — 1)
[k 67
[k:: 641

0
(ki;&:m;]
[k:i€2n4]

-

-

(6)

(9

Fiur die einzelnen Glieder in den Determinanten ergibt sich aus dem vorliegenden Zahlenmaterial

nach Tabelle 13b

(n— 1)s2 = 3 k&P = 4,875,
%)

Leii&imil = 2 k;;&m; = —0,125,
4]

(kijélng] = T kyjéiPn; = —0,00625,
2%}

[kif Eis] = Z k@ysza = 0,09375,
i, ]

[k;6:81 = X k&t = 0,9140625.
%)

Daraus folgt fiir die Determinanten (6) bis (9)

A = 328,869,

A4, = —8,396484,

A, = —1,875

Ay = 0,091406,

und fir die Koeffizienten (5) der Regressionsgeraden (4)

xp = 0,00027794,

oy = —0,025531,

Setzt man fiir £ und  die Werte nach (3) ein, so ergibt sich

Y —§ =0+ oq@—7) + a(x— 7).

Fir die Koeffizienten der Néherungskurve

Y =ay + a . + a2

oy = —0,005701.

(10)
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folgt hieraus

Ay =Y + &g — 0 T + 372, (11)
a4y = &) — 20,7, (12)
Ay = Oy (13)

In (11) bis (13) die errechneten Zahlen eingesetzt, ergibt

ay = 0,625282, a; = 0,008677, a, = —0,005701.

Als Naherung zweiten Grades erhélt man somit

A

Al4.1.

A14.2.

A14.3.

Al44.

Y = 0,625 4 0,0087x — 0,0057z2. (14)

Aufgaben

Bestimmen Sie nach der Methode der kleinsten Quadrate zu den Beobachtungs-
paaren (Z;, ¥;; s, Ys; - -.) die Regressionsgerade

X=a;,+by=a,y+byyy
derart, dafl die Summe

X (@ — X

2

n—2

2
Spy =

der x;-Werte auf ein gegebenes y; zu einem Minimum wird. Dabei ist
X; =gy + byyy;-

Bestimmen Sie zu Problem 1.4.3. die Regressionsgerade

X =agy+ byyy.

Fur die Abhingigkeit der Zugfestigkeit ¥ vom Kohlenstoffgehalt X ergeben sich
bei gewalzten Kohlenstoffstahlen die folgenden Wertepaare nach Tabelle 14.

Tabelle 14. Zugfestigkeit von Stéhlen in Abhéngigkeit vom Kohlenstoffgehalt

z; in 9, o1 02 03 04 05 06 07

yiinkpmm=2 39,7 46,8 54,6 63,3 69,7 76,9 83,6

Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten und untersuchen Sie, ob eine lineare
Abhéngigkeit besteht. Bestimmen Sie die beiden Regressionsgeraden

Y=uay,+by,% und X =agy+bgyy-

Fir die Bruchdehnung von Aluminium mit einem Reinheitsgehalt von 99,99,
werden in Abhéngigkeit von der Temperatur die Werte nach Tabelle 15 gemessen.
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Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten und die Regressionsgerade. Unter-
suchen Sie die Hypothese, daB die GréBen korreliert sind, wenn das Risiko a) 0,05,
b) 0,001 betrigt.

Tabelle 15. Bruchdehnung von Aluminium in Abhéngigkeit von der Temperatur
‘Temperatur X in°C 250 350 450 550 650
Bruchdehnung Y 449, 37% 249, 18% 179%
A14.5. Vorgegeben sind die folgenden Wertepaare:
z 1 —1 i —1 0
y 1 1 —1 —1 0
Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten. Welches Ergebnis zeigt die Berech-
nung der Regressionsgeraden?

A1.4.6.% Untersuchungen iiber die elektrische Leitfséhigkeit einer Kupferlegierung in Ab-
hingigkeit von der Temperatur zeigen das Ergebnis nach Tabelle 16. Néhern Sie
den Zusammenhang durch eine Kurve zweiten Grades.

Tabelle 16. Spezifische elektrische Leitfdhigkeit legierten Kupfers
Temperatur X in °C 0 200 400 600 800
Spez. elektr. Leitf. ¥ in m Q*mm—2 66 32 26 20 16

A14.7. Vorgegeben sind die drei Punkte 0/0, 2/1,4/3. Untersuchen Sie, ob Korrelation vor-
liegt. Das Risiko betriagt 10%,.

A148. Vorgegeben sind die Werte nach Tabelle 17. Untersuchen Sie, ob Korrelation vor-
liegt, und bestimmen Sie die beiden Regressionsgeraden. Das Risiko betrage 0,001.
Tabelle 17. Wertepaare
z 0123 5 7
Y 3 4 5 8 12 16

A14.9% Bestimmen Sie die in Problem 1.4.1. sich ergebende Korrelation, wenn die Intervall-

groBen verdoppelt werden, so daB sich die Verteilung nach Tabelle 18 ergibt.

Tabelle 18. Organische Verbindungen (z) und Kalisalze (y) in einem Nutzwasser

y(%)
=) 9% 612 1042

242 37 30 6
6L+2 18 9 —

Berechnen Sie die beiden Regressionen y auf = und z auf y.
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A1.4.10%

Al14.11.*

Untersuchungen iiber den Gehalt an Al,O; und an Fe,O; in verschiedenen Sand-
proben zeigen das Ergebnis nach Tabelle 19. Berechnen Sie den Korrelationskoeffi-
zienten und untersuchen Sie, ob auf eine Korrelation geschlossen werden kann,
wenn fiir das Risiko ein Wert « = 0,10 zugelassen wird. Néhern Sie die Verteilung
durch eine Kurve zweiten Grades.

Tabelle 19. Gehalt an Al,O; (z) und an Fe,0, (y) in Sandproben

(%)
z(%) 2 :{:00,5 34+05 4405 5+056 6405

76 4+ 1 — — 1 — —
78+ 1 - 1 2 2 —
80+ 1 1 3 16 3 1
8241 2 14 2 13 2
84 41 14 4 3 - 16

Beweisen Sie aus der Gl. (1.4.2./2) fiir die Streuung der Summe oder Differenz
zweier ZufallsgroBen, daB der Korrelationskoeffizient r innerhalb der Grenzen
—1 =<r =<+ 1 liegt.



2. Klassische Statistik idealer Gase

2.1. Das Gibbssche Energieverteilungsgesetz — Maxwell-Boltzmann-
Verteilung

E Einfithrung

Die statistische Physik befafit sich mit den GesetzméaBigkeiten makroskopischer
Systeme, die aus sehr vielen Einzelteilchen bestehen. Jedes dieser Teilchen zeigt
ein bestimmtes individuelles Verhalten, das durch Koordinaten ¢; der Lage und Ko-
ordinaten ¢; der Geschwindigkeit darstellbar ist. Anstelle der Geschwindigkeits-
komponenten ¢; werden allgemein die (generalisierten) Impulskomponenten p; ver-
wendet. Die Gesamtzahl s aller frei wahlbaren Koordinaten ¢; und p; eines makrosko-
pischen Systems wird als Zahl der Freiheitsgrade bezeichnet.

Der Phasenraum umfaBt die Gesamtheit aller moglichen Lage- und Impulskoordi-
naten von sdmtlichen Teilchen. Die Zahl seiner Dimensionen stimmt iiberein mit der
Zahl der Freiheitsgrade. Ein Punkt des Phasenraumes wird daber durch s Koordi-
natenangaben ¢, ¢s, - - ., P1, Ps, - - - definiert. Er legt fiir einen bestimmten Zeitpunkt
den Zustand sdmtlicher Teilchen des Systems nach Lage und Impuls fest. Das zeit-
liche Verhalten des makroskopischen Systems wird im Phasenraum durch eine Kurve
q; = q;(t), p; = p;(t) dargestellt, die als Phasentrajektorie bezeichnet wird.

Beispiel 10

Das betrachtete System bestehe aus nur einem Molekiil eines einatomigen Gases. Dieses Molekiil
habe die Masse . Es kann sich frei im Raum bewegen. Daher wird der Kérper durch die drei
Lagekoordinaten ¢, =%, ¢, =¥y, ¢; =2 und durch die drei Impulskoordinaten p;, = uz,
Py = uy, ps = uz beschrieben. Die Gesamtzahl der frei wihlbaren Koordinaten betrigt somit
s = 6. Der Phasenraum umfaBt sechs Dimensionen. Durch den Punkt

=0, =0, =0, P, = 100, P, =0, ps=0

wird der Zustand charakterisiert, daB sich das Teilchen im Ufsprungspunkt des rdumlichen
Koordinatensystems befindet und in Richtung der z-Achse einen Impuls von 100 Einheiten
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besitzt. Die Kurve
%= 10t,Q2=0,q;,~=0,p1=100,p2=0,p3=0

beschreibt die Bewegung des Systems aus einem Teilchen lings der z-Achse mit 10 Geschwindig-
keits- und 100 Impulseinheiten.

Beispiel 11

Ein kugelférmiger Ballon enthdlt N = 10%® Molekiile eines einatomigen Gases. Jedes Teilchen
wird durch 3 Lage- und 3 Impulskoordinaten charakterisiert. Dal die Teilchen den Ballon nicht
verlassen konnen, schrinkt die Zahl der Freiheitsgrade nicht ein. Insgesamt sind also 3N Lage-
und 3N Impulskoordinaten zur vollstdndigen Beschreibung des makroskopischen Systems er-
forderlich. Der Phasenraum umfaBt daher 6N = 6.10%> Dimensionen, d. h., ein Punkt des
Phasenraumes wird durch 6 N Koordinaten markiert.

Zur Untersuchung iiber das Auftreten bestimmter Zustdnde des makroskopischen
Systems wird der Phasenraum in Zellen der GroBe '

AI' =A4q-Ap = Aq14qy -+ Aq, Ap Apy -+ Ap, (1)

unterteilt. Dabei ist r = s/2. Bei differentieller Unterteilung kann man an Stelle
von (1) auch schreiben

dr =dg-dp =dg, -+ dp,. (1a)

Bei einem speziellen ProzeB kann man die Wahrseheinlichkeit, den makroskopischen
Korper in einem bestimmten Zustand anzutreffen, durch Beobachtung feststellen.
Es sei der betreffende Zustand durch die Phasenzelle A I'; definiert. Der Prozef} laufe
in der Zeit von 0 bis ¢ ab. Wahrend dieser Zeitspanne befinde sich fiir die Zeit 4i;
die Phasentrajektorie in der Zelle A4 I';. Als Wahrscheinlichkeit 4 w;, den makrosko-
pischen Korper wihrend des beobachteten Prozesses im physikalischen Zustand 4 I
anzutreffen, erhdlt man damit

At;

Durch Grenziibergang auf unendlich lange Beobachtungszeiten ¢ gelangt man hieraus
zur Definition der Wahrscheinlichkeit 4w, ein beliebiges Makrosystem in einem be-
stimmten physikalischen Zustand 4 I" anzutreffen:

Aw:lim-é;jzquAp . 2

t—o00

Die Verteilungs- oder Phasendichte
. Adw
f=f(41:-wqf,f’1>--~,2’r)=f(¢1:P)=hmA—F (3)

ar—o
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geniigt der Normierungsbedingung

2 fdqdp =1. 4)
Bei infinitesimaler Unterteilung des Phasenraumes lautet die Normierungsbedingung
[fdgdp=1. (42)

Summierung und Integration erstrecken sich dabei iiber sémtliche Zellen des Phasen-
raumes. Auf diese Weise 148t sich bei Beobachtung spezieller Systeme jeder Zelle eine
bestimmte Wahrscheinlichkeitsdichte f und eine bestimmte Wahrscheinlichkeit 4w
empirisch zuordnen.

Der Mittelwert § einer physikalischen GroBe g ergibt sich nach den Formeln

t

1
7] =}im - | 9@ At =29 p)fA9dp = > 9(q, p) Aw, (5)

0

bzw. 7g=/[9(@pfdgdp = [g(g p)dw.

Dic zeitliche Mittelwertbildung kann hiernach durch eine statistische Mittelwert-
bildung ersetzt werden, indem tiiber sdmtliche moglichen Zustinde jedes einzelnen
Teilchens integriert wird.

Beispiel 12

Untersucht wird die Impulsverteilung fiir einen Korper, der aus zwei Teilchen der Masse
u = 1020 kg besteht. Die beiden Teilchen seien in einem langgestreckten Zylinder mit dem
Volumen V eingeschlossen (vgl. Bild 10). Bewegungen seien nur parallel zur Zylinderachse
méoglich, die als z-Achse gewahlt wird.

e —

Bild 10. Bewegung zweier Masseteilchen in einem Zylinder nach Beispiel 12.

Der Phasenraum umfaBt in diesem Falle 12 Dimensionen. Von Interesse sind jedoch nur die
beiden Impulskoordinaten

_xdn —uda
pl_”dt’ P =p ai
Es werde als ausreichend erachtet, wie folgt zu unterteilen:
Zelle 0 umfaBt den gesamten Raum auBlerhalb des Zylinders mit allen Geschwindigkeiten. Die
Zellen 1 bis 16 sind entsprechend Tabelle 20 festgelegt (siehe auch Bild 11). Zelle 17 enthilt
simtliche Phasenpunkte, die zumindest eine der beiden Ungleichungen

|py| >4-10"°kgmst, |py] >4-10"20kgm s
erfillen.
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Das Ergebnis der Beobachtungen iiber das Verweilen der Phasentrajektorie in den einzelnen
Zellen ist in Tabelle 20 zusammengestellt.

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichte f aus der Wahrscheinlichkeit 4w hat man diese
durch das Phasenvolumen der jeweiligen Phasenzelle zu dividieren. Im vorliegenden Fall ist

Aq, 49, 49349, 495 Ags = V?,

P2

A
71213 1| 4
51617\ 8

pr
g|l\w|mnm|r
Bluln| e Bild 11. Zur Aufteilung des Impulsraumes
nach Beispiel 12.

ferner kann
Apy Ap, Aps Aps = 1 kg m* s~

gesetzt werden. Nach Spalte 2 in Tabelle 20 gilt fiir die beiden verbleibenden Impulskoordinaten
Apy Ap, =2-10720. 2. 10-20 kg? m2 52,

Tabelle 20. Beobachtung zweier Massenpunkte

Nummer Impuls- Verweil- Beobachtete Dichte
der Zelle bereich zeit Wahrschein-
lichkeit
i ppE1 P £ 1 ¢ w
in10-*kgm st ins in kg—6 m—12 g8
0 —00 ¢+ 400 —o00-+ 400 0 0 0
1 —3 +3 0 0 0
2 —1 +3 0 0 0
3 +1 +3 0 0 0
4 +3 +3 0 0 0
5 -3 +1 200 0,25 0,0625 - 10%0 . V-2
6 —1 +1 0 0 0
7 —+1 +1 400 0,50 0,125 . 10%° . -2
8 +3 +1 0 0 0
9 —3 —1 0 0 0
10 —1 —1 0 0 0
11 +1 —1 0 0 0
12 +3 —1 0 0 0
13 —3 —3 0 0 0
14 —1 —3 0 0 0
15 +1 -3 200 0,25 0,0625 - 1040 . V-2
16 +3 —3 0 0 0
17 0 0 0
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Die Zellen 0 und 17 haben ein unendlich groBes Phasenvolumen.
Bei der Berechnung der kinetischen Energie hat man fir die einzelnen Zellen zu schreiben

Px + -—Apl 112 + _Ap,
1 — — 11 1
(3 = — (pe 7)) — — - 24
funll) = o (2% + ) o / Pl dp + f P, dp,
F—Apl I—’-_Apz
1 2 2

und erhdlt z. B. fir ¢ = 5

02 10-20 2-10-20
1 [102 1020
&in(8) = — ( f p® dp; + 5 f Pa? dpz) =

2u\ 2
—4:107% 0

210720 J = 36 1020 kg m? 52,

I

“|s

Der gleiche Wert ergibt sich fiir die mittlere kinetische Energie der Zelle 15, wahrend als kinetische
Energie der Zelle 7

exin(7) = % L1007

folgt. Fur die mittlere kinetische Energie des betrachteten Systems aus den beiden Teilchen
erhidlt man den statistischen Mittelwert

Sxin = 3 &xn () dw (i) = (2 0,25 - 3 -10-20 4 0,5 - ‘; 0—2°)J—? 10-20 J.

Bei der Berechnung des zeitlichen Mittels geht man davon aus, daB iiber drei Zeiteinheiten jedes
der beiden Teilchen die mittlere kinetische Energie

2:107%
11 2
1.1 tdp— 2 .10-0J
2 2 ) PPT

0

besitzt, wihrend als kinetische Energie iiber eine Zeiteinheit im Mittel

4:107%° 14
1 1
— .= 2dp = —-10-20J
o 2 ) POPT
2.107%°
folgt. Die mittlere kinetische Energie des von den beiden Teilchen gebildeten makroskopischen
Systems betragt demnach

@=2.%(3 —+1 14) 10—2°J—13—0 1027,

Zeitliches und statistisches Mittel stimmen also tiberein.

Durch die Definition des Phasenraumes wird die Grundlage geschaffen, die thermo-
dynamischen Zustandsfunktionen mit den Arbeitsmitteln der Statistik zu berechnen.
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Zu diesem Zweck unterteilt man den Phasenraum in Mikrozellen gleicher Grofie.
Die Mikrozellen charakterisieren bestimmte Mikrozustinde. Durch einen Mikrozu-
stand werden Lage und Impuls jedes Einzelteilchens innerhalb bestimmter, von den
Abmessungen der Mikrozellen abhéngiger Grenzen festgelegt.

Physikalisch meBbar ist bei einem System gleicher Teilchen jedoch nur der Makro-
zustand. Fir diesen ist es unwesentlich, welche Teilchen bestimmte Zellen besetzen.
MaBgeblich ist allein, wie die Gesamtheit der Lage- und Impulskomponenten sta-
tistisch verteilt ist, wie also die einzelnen Lage- und Impulsbereiche mit Teilchen
belegt sind. Ein Makrozustand umfaflt daher alle diejenigen Mikrozellen des Phasen-
raumes, die den gleichen physikalischen Zustand reprasentieren.

Jeder Mikrozustand trifft mit der gleichen Wahrsceheinlichkeit ein. Ereignissen, die
im Phasenraum durch gleichgrofle Makrozellen repréisentiert werden, kommt daher
die gleiche Wahrscheinlichkeit zu (Theorem von LiouvirLe). Das Theorem von
LiouvitLe kann mit Hilfe der HamirToNschen Gleichung bewiesen werden.

Auf Grund des Theorems von LiouviLLE 148t sich aus der Zahl der Mikrozustdnde
die- Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Makrozustandes ableiten.

Man bezeichnet diese Zahl der Mikrozustédnde, durch die ein vorgegebener Makro-
zustand verifiziert werden kann, als statistisches Gewicht W der Verteilung. Das
statistische Gewicht W ist eine positive ganze Zahl. Dividiert man diese durch die
Gesamtzahl aller physikalisch moglichen Mikrozusténde, so erhdlt man die- mathe-
matische Wahrscheinlichkeit des Makrozustandes. In der statistischen Physik hat
es sich jedoch als zweckmifig erwiesen, mit dem statistischen Gewicht W einer Ver-
teilung zu rechnen, wihrend der mathematischen Wahrscheinlichkeit nur geringe
Bedeutung zukommt.

Zur Charakterisierung eines Makrozustandes unterteilt man die betrachtete Zu-
standsgroBe, z. B. die z-Komponente des Impulses, in Intervalle und gibt fiir jeden
dieser Phasenbereiche die Belegung mit Teilchen an. Die zum gleichen Makrozustand
gehorenden Mikrozustdnde unterscheiden sich allein dadurch, daf zwischen den
einzelnen Phasenbereichen Teilchen vertauscht wurden, ohne jedoch die Belegungs-
zahlen zu dndern. Da sich das statistische Gewicht W eines Makrozustandes aus der
Zahl der Mikrozustidnde ergibt, hat man also nur die Zahl der méglichen Vertauschungen
zu bestimmen, um das statistische Gewicht W angeben zu kénnen.

Fiir eine Verteilung N,, N,, ..., N, von N Teilchen auf k& Makrobereiche ergibt sich
damit nach der NEwToNschen Formel (1.1./13) als Zahl moglicher Permutationen
das statistische Gewicht

N!

Wl No oo Vo) = 3,
1:4Ve: :

(6)

Da k Zellen durch N Teilchen nach k¥ verschiedenen Moglickeiten belegt werden
koénnen, ist die mathematische Wahrscheinlichkeit eines Makrozustandes N;, N, «--,
N, durch

Wy Ny, Ny !
kv " k¥DN,I!N,!... N,!

P(NlaN2:-"7Nk): (7)

gegeben. ’
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Beispiel 13

Betrachtet wird die Geschwindigkeitsverteilung zweier Teilchen 1 und 2 auf die Phasenzellen
1 bis 16 nach Tabelle 20. Beide Teilchen seien nur léngs der z-Achse mit Impulsen zwischen
—4-.10"20kgm s und +4.10"20kgm s beweglich. Die Unterteilung erfolgt in 4 gleiche
Intervalle
I —4.10% =<9, <—2-10"%, II —2.-10° <p, <0,
IMMmo=p,<2-1072, IV 2.1020 <p, =< 410720,

Daraus ergeben sich fir die beiden Teilchen die in Tabelle 21 zusammengestellten 10 Makro-
zustinde mit den durch Abzihlung der zugehérigen Mikrozellen in Ubereinstimmung mit (6)
folgenden statistischen Gewichten W. Greift man etwa den Makrozustand Nr. 5 heraus, ein Teil-
chen im Bereich I, ein Teilchen im Bereich II, so ist dieser durch zwei Mikrozustdnde zu reali-
sieren. Entweder kann Teilchen 1 in den Bereich I, Teilchen 2 in den Bereich II fallen (Mikro-
zelle 9), oder Teilchen 1 im Bereich II, Teilchen 2 im Bereich I liegen (Mikrozelle 14). Das sta-
tistische Gewicht der Verteilung betrégt somit W = 2.

Tabelle 21. Makrozusténde zweier Massenpunkte

Nr. Belegung Mikrozustinde  Statistisches
nach Tabelle 20 Gewicht W

I II TIII IV

13
10

7

4
9,14
5,15
1,16
6, 11
2,12
3, 8

OO WIS U W =
OO R HR R OOON
O R OO OONO
HFOROROONMOO
H R OROONOOO
DO DO DO DD DO DD =

[y

Zur angeniherten Berechnung und zur analytischen Behandlung von Ausdriicken
der Form N,! wendet man eine Néherungsformel an, die fir Ny> 1 giiltig ist.
Logarithmiert man,

InNy!=InNy+In(Nyg—1)+ .- +In2+41Intl,

so konnen fir grofe Werte N, die Intervallabstdinde AN =1 als Differentiale
d N gedeutet werden. Es folgt damit die Naherungsformel

Ny
InNy!~ [nNAN =[NIn N — 1}{* ~ No(ln Ny — 1) |. (8)
(1]

Sie ist fiir die folgenden physikalischen Untersuchungen mit Werten N, in der
GroBenordnung 1026 ausreichend. Etwas genauer als die Naherungsformel (8) ist die




























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































