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Yorwort

Die Struktur des Lehrbuches blieb erhalten, lediglich die Gliederung in die Teile I, 1T
wurde aufgehoben. Im einzelnen wurden zahlreiche Verbesserungen ausgefiihrt;
das betrifft besonders die Ubungen. Gegeniiber dem 1977 erschienenen Studienbuch
wurden folgende Erginzungen vorgenommen : Es wurden die rationalen Funktionen
in mehreren Unbestimmten aufgenommen, die &quiaffine Geometrie und die spezielle
lineare Gruppe kurz erwihnt und die Beziehungen zwischen den Begriffen ,,alter-
nierend” und ,schiefsymmetrisch® prézisiert. Ferner haben wir den Sturmschen
Satz iiber die Nullstellen reeller Polynome eingefiigt. Dagegen konnten wir uns
nicht entschliefen, die Mengenlehre streng axiomatisch aufzubauen, wie es einer
unser Kritiker forderte; wir betrachten sie als einen Bestandteil der ,naiven*
Logik, die wir wie in jeder Wissenschaft iiblich anwenden, ohne sie néher zu begriin-
den. In diesem Sinne spielt das Kapitel 0, die Einfiithrung, eine besondere Rolle
gegeniiber den anderen; es dient nur der Prizisierung des mathematischen Sprach-
gebrauchs und erhebt nicht den Anspruch einer strengen Einfiihrung in die Grund-
lagen der Mathematik. Gleichfalls muBten wir uns aus Zeit- und Raumgriinden
historischer Kommentare enthalten. Wenn mitunter einzelne Sétze oder Begriffe
nach einem Mathematiker benannt werden, so geschieht das der Tradition folgend
und bedeutet keine Aussage iiber die Quellen. SchlieBlich wurde das Literatur-
verzeichnis aktualisiert; dem Inhaltsverzeichnis wurden Angaben iiber die folgen-
den Bénde 2, ,Moduln und Algebren®, und 3, ,Projektive und Cayley-Kleinsche
Geometrien* angefiigt, die in den néchsten Jahren erscheinen werden.

Wir danken Frau J. KERGER fiir die technische Vorbereitung des Manuskripts
der zweiten Auflage und Frédulein E. ARNDT fiir die wiederum sehr prizise redak-
tionelle Bearbeitung herzlich. Frau I. GR6GER machte uns beim Lesen der Kor-
rekturen auf eine Reihe von Druckfehlern aufmerksam und half, einige Fliichtig-
keiten zu korrigieren, wofiir wir uns verbindlichst bedanken. Dem VEB Druckerei
»Gottfried Wilhelm Leibniz*“ gebiihrt Dank und Anerkennung fiir den sorgfiltigen
Satz und die ausgezeichnete Arbeit bei der Herstellung des Bueches.

Berlin und Moskau, im Juni 1986 A. L. ONISCIK
R. SULANKE



Yorwort zur Studienbuchausgabe

Die Entwicklung der Mathematik in der zweiten Halfte unseres Jahrhunderts 148t
neben einer immer weiter gehenden Aufspaltung in anwendungsorientierte Spezial-
gebiete zweifellos auch die Tendenz erkennen, die fiir die Vielfalt aller Anwendun-
gen grundlegenden klassischen Disziplinen Geometrie, Analysis und Algebra als eine
Einheit zu betrachten und zu einer Synthese dieser Gebiete zu gelangen. Diese
fiir die mathematische Forschung sehr fruchtbare Tendenz zu férdern und sie be-
reits vom ersten Studienjahr an den Mathematikstudenten nahezubringen ist ein
wesentliches Anliegen unseres Lehrbuches. Es beginnt nach einer kurzen Beschrei-
bung der notwendigen mengentheoretischen Begriffe mit einem algebraischen Teil,
den Kapiteln 1 bis 3, in dem die wichtigsten Tatsachen iiber Gruppen, Ringe und
Korper dargestellt sind. Darauf aufbauend fiithren die Kapitel 4 bis 6 von der axio-
matischen Begriindung der Punkt- und Vektorrdaume iiber die affine zur euklidi-
schen Geometrie. Die Beziehungen zur Analysis kommen direkt nur in einigen Bei-
spielen und Bemerkungen zur Sprache; wir waren jedoch bemiiht, durch Stoff-
auswahl und Art, der Darstellung einen groB8en Teil der fiir eine moderne Analysis-
Ausbildung benétigten algebraischen und geometrischen Hilfsmittel bereitzustellen.
Die Traditionen und Erfahrungen in der Grundausbildung der Mathematikstuden-
ten an der Humboldt-Universitdt zu Berlin und der Staatlichen Lomonosov-
Universitit in Moskau sind natiirlich in dieses Lehrbuch eingeflossen. Den Lei-
tungen der genannten Universitdten mochten wir herzlich dafiir danken, dal sie
unser Vorhaben in ihren Freundschaftsvertrag aufnahmen und so unsere Zusam-
menarbeit ermdoglichten.

Fiir eine vielseitige und anwendungsbereite Darlegung der n-dimensionalen
affinen Geometrie iiber einem beliebigen Koérper sind natiirlich einige algebraische
Kenntnisse notwendig. Daher ist der algebraische Teil dem geometrischen voran-
gestellt. Ein Leser, der schneller zur Geometrie vordringen méchte, braucht jedoch
nicht das gesamte algebraische Material durchzuarbeiten; es geniigt, neben der Men-
genlehre (Kapitel 0) die §§1.1, 1.2, 1.4, 2.1, 2.2, 2.9 zu lesen. Die iibrigen beim Auf-
bauder Geometrie benstigtenalgebraischen Hilfsmittelknnenspéiter nachgeholt wer-
den. Durch viele Verweise, ein ausfiihrliches Register und einkurzes Verzeichnis dhn-
licher oder weiterfithrender Literatur bemiihten wir uns, ein Lehrbuch zu schrei-
ben, das zu recht unterschiedlich konzipierten Vorlesungen benutzt werden kann.
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Trotz verhdltnismiBig knapper Darstellung waren der Stoffauswahl durch den
vorgesehenen Umfang enge Grenzen gesetzt. Die Anzahl der Abbildungen und moti-
vierenden einfachen Beispiele wurden auf ein Minimum beschrinkt. Wir méchten
den Leser daher ermuntern, sich selbst Skizzen anzufertigen, einfache Beispiele zu
bilden und durchzurechnen und sich intensiv mit den zahlreich eingefiigten Ubungen
zu beschiftigen, die zum Teil spiter im Haupttext angewandt werden. Die Arbeit
an den Ubungen wird durch Hinweise erleichtert. Wir haben einen Teil der Ubungen
auch dazu benutzt, in kurzer Form wichtiges erginzendes Material bereitzustellen.

Fiir die sorgfiltige Ausfiilhrung der miihevollen Schreibmaschinenarbeit danken
wir Frau BARWOLF und Frau RoHDE. Unser Dank gebiihrt auch Herrn Prof. Dr.
H. REICHARDT, der das Manuskript begutachtete und durch kritische und interes-
sante Bemerkungen zu seiner Verbesserung beitrug. Den Herren Dr. H. GoLLEK
und Dr. J. LEHMANN danken wir fiir ihre sehr schnelle und wertvolle Hilfe bei der
Bogenkorrektur. Die sachkundige und prizise redaktionelle Bearbeitung des
Manuskripts leistete Fraulein E. ARNDT, der wir fiir zahlreiche Ratschige und
Korrekturen herzlich danken.

Berlin und Moskau, im Februar 1976 A. L. ONISGIK
R. SULANKE
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0. Einleitung, Mengenlehre

§1. Einleitung

Ohne erschépfend sein zu wollen, méchten wir in diesen einfiihrenden Bemerkungen
versuchen, den allgemeinen Charakter der mathematischen Disziplinen Algebra
und Geometrie anzudeuten und ihre Wechselbeziehungen, soweit sie den in diesem
Lehrbuch behandelten Stoff betreffen, kurz zu beschreiben.

Dem Anfinger wird die Algebra hiufig als ,,Buchstabenrechnen dargestellt. Das
ist natiirlich nur ein duBeres Erscheinungsbild : Die Buchstaben stehen als Variable
oder Symbole fiir bestimmte mathematische Objekte mit gegebenen Eigenschaften,
und die zwischen ihnen auftretenden mathematischen Relations- oder Operations-
zeichen =, <,—, +, —, - usw. driicken Beziehungen zwischen diesen Objekten aus.
Die Eigenschaften der zu untersuchenden Objekte werden durch eine Reihe von
Axiomen beschrieben, die einige Grundbegriffe des zu betrachtenden Bereiches und
deren Grundeigenschaften fixieren. Aus den Axiomensystemen wird dann die je-
weilige Theorie entwickelt. So werden in der Algebra sogenannte ,algebraische
Strukturen® untersucht ; das sind Mengen, in denen eine oder mehrere Operationen
gegeben sind, welche bestimmte, die jeweilige Struktur charakterisierende Axiome
erfiillen.

In der Algebra haben sich etwa gegen Ende des vorigen Jahrhunderts drei wich-
tige Klassen von algebraischen Strukturen herausgeschilt: die Gruppen, Ringe
und Kérper. Die Entwicklung dieser Strukturen hingt eng mit den Anwendungen
der Mathematik zusammen: Insbesondere war die Frage nach der Losung alge-
braischer Gleichungen ein wichtiger Ausgangspunkt. Zum Beispiel hat die Unter-
suchung der Nullstellen von Polynomen mit zur Entwicklung der Gruppentheorie
gefithrt. Auch heute beruhen viele Ndherungsverfahren der numerischen Mathe-
matik letztlich auf der Losung linearer Gleichungssysteme oder auf Betrachtungen
iiber Polynome.

Andererseits hat man es seit R. DESCARTES und in immer stirkerem MaBe seit Be-
ginn des vorigen Jahrhunderts verstanden, mit Hilfe von Koordinatensystemen,
Vektoren und anderen algebraischen Begriffen geometrische Probleme in alge-
braischer Form darzustellen und mit algebraischen Methoden zu behandeln. Hier-
durch entstand eine intensive Wechselwirkung zwischen Algebra und Geometrie,
die die Entwicklung der modernen Mathematik auch heute noch entscheidend be-
stimmt. Der wichtigste, gleichzeitig geometrische und algebraische Begriff isv
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hier der des Vektorraumes, auf dem bei ,,analytischer” Darstelung die Axiomatik
der Geometrie aufbaut. Wir bemerken, dal man friiher (und oft auch heute
noch) die Koordinaten oder Vektoren anwendende Geometrie als ,,analytische Geo-
metrie* bezeichnete; diesen Namen wollen wir vermeiden, einerseits, weil er eine
irrefiihrende Assoziation zur Analysis hin weckt, und andererseits; weil neuerdings
die geometrische Theorie der analytischen Funktionen mehrerer Variabler mit ihm
bedacht wird.

In unserer Einfithrung erscheint die Geometrie als Anwendungsgebiet der Algebra,
was die Wechselwirkung zwischen beiden Gebieten etwas verschleiert. Man moge
stets beachten, daBl viele algebraische Bereiche, vor allem die grundlegenden Zah-
lenbereiche, eine unmittelbare geometrische Veranschaulichung besitzen und da8
viele algebraische Begriffe im Zusammenhang mit der Losung geometrischer Pro-
bleme entstanden sind. Da8 wir mit den Elementen der Algebra beginnen, hat vor
allem zwei Griinde : Erstens sind die algebraischen Strukturen begrifflich einfacher
zu fassen als die geometrischen, und zweitens sind sie besser geeignet, die abstrakte,
der modernen Mathematik eigene axiomatische Methode herauszuarbeiten. Wir
wollen uns im folgenden bemiihen, die Zusammeénhénge zwischen Algebra und Geo-
metrie hervorzuheben, und dabei nicht auf diesem abstrakten Standpunkt ver-
harren, sondern spitestens von Kapitel 4 an auch die geometrische Anschauung
gehorig zu Worte kommen lassen.

Zum Verstindnis dieses Lehrbuches geniigt die Kenntnis des iiblichen Schul-
stoffes, von dem ausgiebig Gebrauch gemacht wird. Auch die Beweismethode der
vollstindigen Induktion wird als bekannt vorausgesetzt. Einige Bezeichnungen
und Definitionen der Mengenlehre werden im folgenden Paragraphen zusammen-
gestellt.

§ 2. Elemente der Mengenlehre

In diesem Abschnitt behandeln wir die wichtigsten Begriffe und Regeln der Mengen-
lehre. Dabei stellen wir uns auf einen naiven Standpunkt, d. h., wir betrachten
die Mengenlehre als Bestandteil der Logik, die wir als gegeben voraussetzen und
in diesem Buch nicht exakt begriinden. Fiir einen axiomatischen, strengen Aufbau
der Mengenlehre verweisen wir auf D. Krava [1, 2] und fiir eine breitere Erldute-
rung ihrer Grundlagen auf G. ASSER [1].

Schon aus der Elementarinathematik ist bekannt, daB die mathematischen Ob-
jekte uns nicht nur als Individuen gegeniibertreten, sondern in Gesamtheiten or-
ganisiert sind, die man Mengen nennt. Beispiele solcher Mengen, fiir die wir gleich
Bezeichnungen festlegen wollen, da sie sehr hdufig auftreten, sind:

N — die Menge der natiirlichen Zahlen (ohne Null),

N, — die Menge der natiirlichen Zahlen einschlieBlich der Null,
Z — die Menge der ganzen Zahlen,

Q — die Menge der rationalen Zahlen,

R — die Menge der reellen Zahlen,

C - die Menge der komplexen Zahlen (vgl. § 2.3).



§ 2. Elemente der Mengenlehre 15

In der Geometrie konnen wir eine Ebene als Menge ihrer Punkte betrachten, wir
koénnen die Menge aller Geraden der Ebene bilden usw.

Im allgemeinen bezeichnen wir Mengen mit groBen Buchstaben, etwa 4, B, ...,
M, ..., X. Die Elemente einer Menge werden hdufig mit kleinen Buchstaben be-
zeichnet; die Schreibweise

acM (1)

bedeutet, daB a Element der Menge M ist; die Verneinung dieser Beziehung wird
durch
a¢ M (2)

(lies: ,,a ist nicht Element von M*) gekennzeichnet.

Der Mengenbegriff und die Elementbeziehung (1) sind Grundbegriffe, die keiner
expliziten Definition unterliegen. Wir stellen uns eine Menge stets als wohlbestimmte
Zusammenfassung ihrer Elemente vor; eine Menge ist gegeben, wenn klar ist, fiir
welche Individuen ¢ die Beziehung (1) gilt, wobei jedes Individuum @ héchstens
einmal in der Menge M vorkommt. Zum Beispiel deutet die Schreibweise N3=
={1,2,3},Ng={0; 1, ..., », ...} an, aus welchen Elementen diese Mengen bestehen;
allgemein definieren wir Mengen durch Angabe ihrer Elemente in geschweiften
Klammern. Besteht eine Menge nur aus endlich vielen Elementen, so kann man sie
durch direkte Angabe definieren; z. B. ist

N,:={1,..,2}) (neN) (3)

die Menge der ersten » natiirlichen Zahlen. Das Zeichen : = bedeutet stets, dal das
links stehende (neue) Symbol durch den rechts stehenden Ausdruck definiert wird,
dessen Bestandteile bereits gegeben (bekannt) sind. Allgemeiner kann man Mengen
durch eine sie charakterisierende Eigenschaft definieren. So bedeutet z. B.

2Z:={m | meZund m=2k, kcZ} 4)
die Menge aller geraden Zahlen. Kiirzer schreibt man dafiir auch

2Z:= {2k} 2; (5)
das angefiigte k€ Z gibt an, daB k die Menge Z durchlduft. Das allgemeine Schema
der Definition einer Menge ist

A:={a| H(a)}; (6)

dabei ist @ das Symbol fiir die Elemente der zu definierenden Menge und H(a) eine
gie eindeutig charakterisierende Bedingung; in Worten bedeutet (6): A4 ist die
Menge aller derjenigen Elemente a, welche die Bedingung H(a) erfiillen. Zum Bei-
spiel ist (3) gleichbedeutend mit N,={a |a€Z und 1 =a=n}.

Definition 1. Wir sagen, die Menge A se: enthalten tn der Menge B oder B ent-
halte 4, in Zeichen 4 £ B (oder auch B2 4), wenn mit a€ 4 auch stets a € B gilt.
Ist dabei 4 + B, so schreiben wir A c B.

Beispiel 1. Es gilt
NcNycZc@QcRcC. (7)
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Beispiel 2. Unter der leeren Menge @ versteht man die Menge, die kein Element
enthilt. Offenbar gilt fiir alle Mengen A4

0S4, AcA. (8)

Den einfachen Beweis der folgenden Eigenschaften der Enthaltenseinsrelation
iiberlassen wir dem Leser:

1. Aus AS B und BSC folgt ACC.
2. Aus AS B und BS A folgt A=B.

Definition 2. Es sei E eine Menge. Unter der Potenzmenge B(E) versteht man
die Menge aller Tetlmengen von E':
P(E):={4 | ASE} . (©)

Nach (8) gilt also @€ R(E), E € P(E). Die Teilmengen von SB(Z) nennt man auch
Mengensysteme.

Ubung 1. Far die Menge N, (vgl. (3)) beweise man: B(N,) enthélt genau 2” Elemente.

Fiir A, B¢B(E) definiert man folgende Mengenoperationen :
1. Durchschnitt von A und B

ANB:={x|z€4 und z€ B}; (10)

gilt speziell AN\ B=9, so heien 4, B disjunkt.
2. Vereinigung von A und B

AUB:={x| z€ A oder z¢ B} . (11)
3. Differenz von A und B
A\B:={z|x€A und z¢ B} . (12)

Ist eine feste Menge E als ,,Grundmenge“ gegeben, so versteht man unter dem
Komplement der Menge A €B(E) die Menge

CA:=E\A. (13)

Fiir die so erkldrten Operationen N, U, \ beweist man leicht folgende Eigen-
schaften

1. die assozvativen Geselze

(ANB)NC=4AN(BNC), (14)

(AUB)UC=A4U(BUC); (15)
2. die distributiven Gesetze

AN(BUC)=(ANBUMALANC), (16)

AU(BNO)={4U ByN(4UC); (17)
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3. die kommutativen Qesetze

ANB=BNA, (18)
AUB=BUA; (19)
4. (ANB)NC=(ANCON\(BNC), (20)
(ANB)UB=AUB. (1)

Auf Grund von (14) und (15) kann man leicht die Definition (10) bzw. (11) auf
endlich viele Mengen ausdehnen; wegen der Assoziativitit kommt es ja nicht auf die
Reihenfolge der Anwendung der Operationen an. Jedoch braucht man sich damit
nicht aufzuhalten, da man leicht die folgende, allgemeine Definition formulieren
kann: ‘

Definition 3. Es sei E eine Menge und € S B(E) ein System von Teilmengen.
Dann heift

N A:={x|zcAfiiralle 4¢S} (22)
4¢6
der Durchschnitt des Mengensystems S und
U d:={zx|esgibt ein A€E mit x€ 4} (23)
4¢c€
die Vereinigung des Mengensystems e.
Man beweist leicht: ( A4 ist die grofte Menge, die tn allen Mengen A €S enthal-

4ec€
ten ist, d. h., gilt fiir eine Menge B die Beziehung BE 4 fiir alle 4 €S, so ist auch

BC n A. Analog st U A die kleinste Menge, die alle Mengen A €S enthilt, d. h.,
€€
gilt BDA fiiralle 4 e@ so ist auch B2 U A. Man sagt, daB ‘B(E) beziiglich der

Ordnungsrelation C ein vollstindiger Verband ez, vgl. Beispiel 15 weiter unten.

Ubung 2. Man beweise fiir §< P(E):
C(,0 4)=U_C4,
A4

€S A€6
C( )~ N C4.
4¢6 4€€

Ein zweiter fundamentaler Begriff, den wir hier nicht explizit definieren wollen,
ist der einer Zuordnung. Um ihn in voller Allgemeinheit beschreiben zu kénnen,
miissen wir den Begriff einer Klasse erldutern. Unter einer Klasse versteht man eine
Gesamtheit mathematischer Objekte, die lediglich durch ihre Eigenschaften, nicht
aber als geschlossene Gesamtheit von Individuen, charakterisiert sind. Jede Menge
konnen wir als eine Klasse betrachten, aber nicht umgekehrt. Zum Beispiel konnen
wir von der Klasse aller Mengen sprechen, nicht aber von der Menge aller Mengen.
Offenbar kénnen wir nédmlich ,alle Mengen“ niemals als eine in sich geschlossene
Gesamtheit von Individuen auffassen; denn durch einen rein gedanklichen Akt
148t sich etwa eine beliebige Anzahl von Mengen reeller Zahlen R;, R,, ... betrach-
2 Onisdik, Algebra 1
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ten, wir kénnen also sinnvoll nicht die Frage stellen, wie viele Exemplare von
Mengen reeller Zahlen es gibt. Haben wir andererseits eine Menge, beispielsweise R,
vor ums, go ist jedes Element dieser Menge, etwa 0 € R, ein Individuum, das einmal
und nur einmal in R vorkommt. Wenn wir hervorheben wollen, daB eine Gesamt-
heit eine Klasse, aber keine Menge ist, so verwenden wir fiir sie hiufig Symbole in
Schreibschrift, beispielsweise N fiir die Klasse aller Mengen. Fiir Klassen bedeutet
die Formel M €ofl, daBl M die of charakterisierende Eigenschaft besitzt, M ¢ oA, daB
dies nicht der Fall ist. Viele der fiir Mengen erklérten Begriffe und Operationen sind
auch fiir Klassen sinnvoll. Zum Beispiel bedeutet o S8, daB aus der of definieren-
den Eigenschaft die 8 definierendefolgt ; die Definitionen (10) bis (13) und die daraus
folgenden Regeln (14) bis (21) sind auch auf Klassen anwendbar. Wir bemerken,
daB die Verwendung von Begriffen wie der ,,Menge aller Mengen* auf Widerspriiche
fithren wiirde, die man in einer axiomatisch begriindeten Mengenlehre (vgl. etwa
D. Krava [2]) vermeiden kann.

Haben wir eine Klasse K und eine Klasse £ mathematischer Objekte, so sprechen
wir von einer Zuordnung ®:K ~£ von & in £, wenn jedem Objekt K ¢ K ein ein-
deutig bestimmtes Objekt L=®(K)€E zugeordnet ist. Wollen wir die Tatsache,
daB L zu K gehort, besonders hervorheben, so schreiben wir ausfiihrlicher

O: K> L=d(K)c €.

Beispiel 3. Es bezeichne M die Klasse aller Mengen. Dann ist B: E¢ M
> P(E) €I eine Zuordnung von M inJN, die jeder Menge ihre Potenzmenge zu-
ordnet.

Beispiel 4. Es seien A, B Mengen. Eine Zuordnung f: a€ A+ b=f(a)€ B, kurz
f: A— B, heiit eine Abbildung von A in B, A heiBt der Definitionsbererch und B
der Wertebereich der Abbildung. Statt Abbildung sagt man haufig auch Funktion.
Die Menge aller Abbildungen von 4 in B bezeichnen wir mit M(4, B); gilt A= B,
so schreiben wir kiirzer M(A4):=M(A, A).

Ist AS R, BSR, so heiBt f eine reelle Funktion einer reellen Variablen; Beispiele
hierfiir sind alle elementaren Funktionen, etwa

z€R— 2"€R (neN),
zeR— e*¢cR,
Z€R— sin z€R  usw.
Gilt y=f(x), so heibt y das Bild von z bes f und z ein Urbild von y bez f.

Beispiel 5. Es sei f: 4~ B eine Abbildung von 4 in B. Wir definieren
MeP(A) > [(M):={{(2))zex € B(B) , (24)
CeP(B)— f~4C):={x | z€A4 und f(z)€C} e P(4) . (25)

Mit jeder Abbildung f: A~ B sind also zwei neue Abbildungen f: (4)-B(B)
und f~1: B(B) ~P(A4) gegeben. DaB die Abbildung (24) mit demselben Buchstaben

bezeichnet wird, fiihrt nicht zu Verwechslungen und ist recht sinnvoll; wendet man
nimlich (24) auf die Einermengen M ={z}€P(4) an, so ist {y}=f({x}) gleich-
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bedeutend mit y=f(z), so daB man (24) als eine Ausdehnung der urspriinglichen
Abbildung f: A -~ B ansehen kann. f(M) heiBit das Bild von M bei der Abbildung f.
Speziell nennt man

Im f:=f(A) (26)
das Bild von f. Man beweist leicht
Hn M)g n (o), (27)
€6 MeS
HHu My=u (M) (BSH(4)).. (28)
€S Me@

Fiir C ¢ ‘B(B) heibt /-1(C) das Urbild der Menge C. Man beachte, da CNIm f=9
mit f~4(C) =90 gleichbedeutend ist. Ist C = {y} einelementig, y € B, so liBt man meist
die geschweiften Klammern fort und nennt f~1(y): =f-4({y}) das Urbild des Elemen-
tes y. Man beachte, dal f~%(y) eine Teilmenge von A4 ist, die auch mehrere Elemente
enthalten kann. Ist beispielsweise f: z€ R — 22€ R, so gilt f~1(y) ={ + V;, - V;}, falls
y=>0 ist, f~1(0)={0} und f~(y) =0 fiir y<0. Man beweist leicht

I n €)= n {40, (29)
Ces CceS

f71(u C\=uU fY0) (BSR(B)). (30)
Ced Ced

" Ubung 3. Man finde ein Beispiel, fir das in (27) f( N M)+ N f(M) ist.
McS McS

Definition 4. Eine Abbildung f: A -~ B heiBt surjektzv (oder. Abbildung auf B),
wenn Im f= B gilt. f heiBit tnjektrv (oder eineindeutrg), wenn jedes y€ B hochstens
ein Urbild z€f~1(y) aus 4 hat, wenn also aus f(z) =f(£) die Gleichheit x=% folgt.
Eine Abbildung f: 4+ B heiit bijektiv (oder umkehrbar), wenn sie injektiv und
surjektiv ist. In diesem Fall hat jedes Element y€ B ein und nur ein Urbild {z}=
=f~%(y) S A, und man definiert die Jnverse Abbildung f~1: B—~A durch

YyeB—> [~Ny): =z, wenn Hx)=y ist. (31)
Beispiel 6. Es sei by€ B fest. Die durch f(z): =b, fiir alle z€ 4 definierte Abbil-
dung heiBit eine konstante Abbildung. Sie ist surjektiv genau dann, wenn B= {b}

einelementig ist, injektiv, wenn A einelementig ist, und bijektiv, wenn beide Men-
gen A, B einelementig sind.

Beispiel 7. Es sei A S B eine Teilmenge. Die durch ¢: € 4+ i(z): =z € B defi-
nierte Abbildung heifit die Einbettung von 4 in B. Eine Einbettung ist stets in-
jektiv, sie ist bijektiv genau dann, wenn 4 = B ist. Man nennt

id:x€d —idy(x):=2c4 (32)

die vdentische Abbildung von A ; sie ist bijektiv. Die bijektiven Abbildungen f: 4 ~4
nennt man auch Transformationen von A.

Beispiel 8. Es sei f: A~ B eine Abbildung und M S 4 eine Teilmenge. Unter
der Einschrinkung f| M von f auf M versteht man die Abbildung /| M: M - B,

2‘
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die auf M mit f iibereinstimmt. Sie ist definiert durch
z€M o f | M(z):=f(x)€B. (33)
Ist f injektiv, so ist auch die Einschriankung f | M injektiv.

Man beachte, daB zur Definition einer Abbildung (Beispiel 4) stets die Angabe
des ins Auge gefafiten Wertebereiches B gehort; sonst wire die Definition des
Begriffes surjektiv nicht sinnvoll. Ist f: 4 — B gegeben und definiert man B:=Im f
und }: 4B durch f(z):=f(z) fiir x€ A4, so ist }: A~ B surjektiv. Da diese Ein-
schrinkung des Wertebereiches jedoch selten notwendig ist, wollen wir fiir f kein
besonderes Symbol einfiihren.

Beispiel 9. Es sei I +0 eine nichtleere Menge, die wir Indexmenge nennen, «€I
variiere in I. Ist jedem « € I ein mathematisches Objekt m, zugeordnet, so schreiben
wir (m,),y und sprechen von der Familie (m,),¢. Die m, konnen dabei einer Menge
oder einer Klasse angehéren oder auch in verschiedenen Mengen oder Klassen
liegen. Formal kénnen wir jede nichtleere Menge A als Familie auffassen, indem wir
(%), 4 schreiben, d. h. 4 =1 als Indexmenge wihlen. In einer beliebigen Familie
(m,)qcr brauchen die Elemente m, jedoch nicht paarweise verschieden zu sein, es
kann m,=my fiir a+ g gelten. :

Beispiel 10. In Beispiel 9 sei I={1, 2} zweielementig. Man nennt dann die
Familien mit I als Indexmenge (geordnete) Paare und schreibt fiir sie (a, b), wenn
1+—>my=a,2— my=>b gilt. Es sei nun (M,, M,) ein Mengenpaar. Unter dem
Produkt M, x M, versteht man die Menge aller Paare (m4, my) mit m € M,, a =1, 2:

M X My:={(my, my) | me€ M, my€ My} . (34)
Die Abbildung
D, (my, mg) €My X My — p,(my, my):=m,EM,, a=1,2, (35)

heiBt die a-te Projektion des Produkts. Die Projektionen sind surjektiv. Die Ur-
bilder, z. B.

Py my) = {m}X MyS M X M,, (36)
analog fiir « =2, heilen Schnitte des Produkts.

Diese Begriffe lassen sich leicht verallgemeinern: Ist (M,),; eine beliebige Men-
genfamilie, so versteht man unter ihrem Produkt

X M¢:={(m¢)¢€, | m, e M,} 37
acl
die Menge aller Familien (m,),c; mit m,€M,. Die Projektionen ps: X M,—~M;
(B€I) und die Schnitte sind analog zum Fall I={1, 2} definiert. el
Beispiel 11. Sind in der Familie (M), ; alle Mengen M,=M, so ist X M,
gleich der Menge M* aller Abbildungen von I in M: el

MI:=M(I, M)={f|f: I -~ M Abbildung}. (38)
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Jeder Familie (m,), .y entspricht umkehrbar eindeutig eine Abbildung f: a €+ f(a)
:=m, € M. Besonders wichtig fiir uns sind folgende drei Fille:
. 1. Es sei I={1, ..., n}, M beliebig. Dann schreibt man M":=M!; die Elemente
von M* sind die n-T'upel (my, ..., m,) mit m, € M. Wenn keine MiBverstdndnisse zu
befiirchten sind, schreiben wir kiirzer (m,) fiir (m;, ..., m,).

2. Es sei I=Ng (oder I=N). Dann ist MNo die Menge der Folgen (m,),cn,=
= (Mg, My, «eey My, ..) Mit Werten in M.

3. Essei I=N,xN,, vgl. (3), und M eine beliebige nichtleere Menge. Die Ele-
mente aus M! sind Abbildungen (7, j)€I— a;€ M, die man in Form einer Tabelle
in runden Klammern aufschreibt:

(/27 BERTTI 77
(a'i,_) = (- e s s o o o .) ; (39)
Qpy oo Qpon

(«;;) ist einfach eine Kurzbezeichnung der rechten Seite von (39). Die Elemente
(a;;) € MT heiflen Matrizen mit n Zeilen und m Spalten aus Elementen von M.

Beispiel 12. Wir betrachten eine Abbildung f: A+ B und ordnen ihr ihren
Graph G,S A X B durch die Definition G;: = {(z, f(x))},¢ 4 zu. G, ist eine naheliegende
Verallgemeinerung der graphischen Darstellung der elementaren Funktionen. Ist
P1: AXB—+A die erste Projektion des Produktes 4 x B, so gilt: p, | Gy: Gy~ A4
ist bijektiv; offenbar ist umgekehrt f durch G; eindeutig bestimmt, vgl. (40). Man
sagt, eine Menge G S A4 x B liegt schlicht iber A, wenn p, | G bijektiv ist. Zu jeder
derartigen Menge G gibt es genau eine Abbildung f mit G =G}, namlich

zed— po((py | @)~ (2))€B. (40)

f ist injektiv genau dann, wenn G; schlicht iiber Im f liegt, d. h. p, | G;: G,—~Im f
bijektiv ist; f ist bijektiv genau dann, wenn G, schlicht iiber 4 und iiber B ist. Aus
dem Gesagten erkennt man, da die Abbildungen f: 4 -~ B mit den tiber 4 schlich-
ten Teilmengen GE A x B identifiziert werden konnen; hdufig benutzt man diese
Tatsache zur Definition der Abbildungen, die so als ein aus dem Mengenbegriff ab-
geleiteter Begriff und nicht als ein Grundbegriff erscheinen.

Beispiel 13. Es sei (M,),.; eine Mengenfamilie, M, ¢ B(E). Dann sind Durch-
schnitt und Vereinigung der Familie analog (22) und (23) definiert:

NM,:={x|xcM, firalle a€cl}, (41)
acl
UM,:={x|esgibt eina€l mit zc M,}. (42)
acl

Beispiel 14. Eine Menge M heiBt endlich, wenn es ein » €N und eine bijektive
Abbildung f: M —~ N, gibt; n heilt die Anzah! der Elemente von.M oder auch die
Michtigkeit von M ; wir schreiben [M|=n. Eine Menge M heillt abzihlbar, wenn es
eine bijektive Abbildung f: M -~N gibt. Man kann beweisen, dal die Menge R der
reellen Zahlen nicht abzéihlbar ist. Fiir die allgemeine Theorie der Michtigkeiten
beliebiger (unendlicher) Mengen verweisen wir auf D. Krava [3], Teil II.
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Wir wollen nun den wichtigen Begriff der Verkniipfung zweier Abbildungen ein-
fiithren.

Definition 5. Es seien f: A—~B und ¢: B—~C zwei Abbilduﬁgen. Unter ihrer
Verkniipfung gof: A - C versteht man die Abbildung

acA— gof(a):=g(f(a))€C .

Analog wird die Verkniipfung allgemeiner Zuordnungen erkliart. Man beachte,
daB die Verkniipfung g of nur fiir solche Zuordnungen g, f definiert ist, fiir die der
Definitionsbereich B von ¢ gleich dem Wertebereich von fist. Es wiirde auch genii-
gen, daB Im f im Definitionsbereich von g enthalten ist. Die Verkniipfung o hat fol-
gende Eigenschaften:

1. Ist f: A~ B eine Abbildung, so gult
foid,=idgof=f.

2. Die Assoziativitit: Fiir f: A~B, g: B—~C und h: C~D qilt
(hog)of=ho(gof) .

Wegen der zweiten Eigenschaft kann man die Klammern bei der Hintereinander-
ausfiihrung von Verkniipfungen auch fortlassen. Die erste Eigenschaft bedeutet,
daB die identischen Abbildungen , Einselemente“ der Verkniipfung sind.

Ubung 4. Es sei f: A +B eine Abbildung. Man beweise: f ist bijektiv genau dann,
wenn Abbildungen k4, hy: B—+A existieren, so daB hyof=id4 und foh,=idp gilt. In
diesem Fall ist by =h,=f—1 die zu f inverse Abbildung.

Hiufig hat man gleichzeitig mehrere Abbildungen zu betrachten, die in ver-
schiedener Weise miteinander verkniipft sind. Um die Beziehungen iibersichtlich
darzustellen, schreibt man die Abbildungen in Form eines Diagramms auf, z. B.

M, h >y M, Iz fa

> M, — M,

b s Ty h

91 ga
N, > N, 3 N,

Die Pfeile bedeuten Abbildungen, an ihrem Anfang steht der Definitionsbereich der
Abbildung und am Ende der Wertebereich der Abbildung. Aufeinanderfolgende
Pfeile gehéren zu Abbildungen, die miteinander verkniipft werden kénnen. Eine
endliche Folge (f4, f3, ..., f,) von Abbildungen heift eine Kette, wenn ihre Verkniip-
fung f,of,_,0...0fy definiert ist; z. B.ist (f,, f, f3) bei dem obigen Diagramm
eine Kette, wiahrend (f;, 7y, g,) keine Kette ist. Ein Diagramm heit kommutativ,
wenn fiir zwei in ihm vorkommende Mengen M, N die Verkniipfung jeder M mit N
verbindenden Abbildungskette dieselbe Abbildung ergibt. Fiir das obige Diagramm
ist die Kommutativitat gleichbedeutend mit den Beziehungen

®ip10fi=g;0m;, 1=1,2;  fy=homg;
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die iibrigen méglichen Identitidten ergeben sich aus diesen. Zum Beispiel kann man
die Eigenschaft 1 der Verkniipfung o durch die Kommutativitét des Diagramms
/

A—— B
id, F iag

a—1L 3B
beschreiben ; das assoziative Gesetz 2 der Verkniipfung wird durch daskommutative
Diagramm

/

A—— » B
gof ] hog

C——-—h—yD

ausgedriickt. Nach Ubung 4 folgt aus der Kommutativitdt des Diagramms

B—" 4

idg f o \idy

B——A
by

daB f bijektiv und hy=hy=F11ist.

Zum Abschlu dieses Paragraphen wollen wir noch den Begriff der Relation ein-
fiihren und uns besonders mit den Aquivalenzrelationen beschiftigen, die ein wich-
tiges Hilfsmittel fiir die Bildung neuer mathematischer Begriffe sind.

Definition 6. Es sei 4 4@ eine nichtleere Menge. Unter einer Relation iiber 4
verstehen wir eine Teilmenge QS A4 X A. Fiir zwei Elemente a, b€ 4 sagt man, sie
stehen in der Relation 2, und schreibt a$2b, falls (a, b) €Q gilt; falls (a, b) ¢ ist,
schreibt man a §b.

Beispiel 15. Eine Relation 2E A x 4 heilt eine Ordnung, wenn sie folgende
Eigenschaften besitzt: 1. Fiir alle ac 4 gilt aQa; 2. gilt aQb und bQa, so ist a=b;
3. aus a02b und bQc folgt aQc. Zum Beispiel ist fiir jede Menge E die Enthaltenseins-
relation S eine Ordnung iiber $B(E); fiir die Zahlenbereiche N, Ny, Z, @, R ist
=eine Ordnung. Es sei [4, <] eine Menge, 4+ und < eine Ordnung iiber 4. Ein
beA heiBlt eine obere (untere) Schranke der Teilmenge M S A, wenn m <b (bzw.
b < m) fiir alle m € M gilt. Eine obere Schranke by (bzw. untere Schranke ¢y) von M
heiBt das Supremum sup M (bzw. das Infimum inf M) von M, wenn by < b (bzw.
b < ¢yp) fiir jede obere (bzw. untere) Schranke b von M gilt. Supremum und In-
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fimum sind offenbar auf Grund ihrer Definition eindeutig bestimmt, brauchen je-
doch im allgemeinen nicht zu existieren, wie man am Beispiel der iiblichen Ord-
nung =iiber der Menge @ der rationalen Zahlen erkennt. Existiert zu beliebigen
a,becA stets aVb:=sup {a, b} und e Ab:=inf {a, b}, so heilt das Paar [4, <] ein
Verband ; existieren sup M und inf M fiir beliebige nichtleere M S A4, M +@, so heifit
[4, <] ein vollstindiger Verband. Wie bereits nach Definition 3 bemerkt, ist [{B(E), &]
ein vollstindiger Verband; das Supremum ist hier die Vereinigung und das
Infimum der Durchschnitt eines Mengensystems. Die reellen Zahlen [R, =] mit der
iiblichen Ordnungsrelation bilden keinen vollstdndigen Verband, weil z. B. inf R
und sup R in R nicht existieren. Bildet man jedoch mit den neuen Symbolen
—eo, + oo die Menge R': = RU { — w, + =} und setzt —«~=a, a= + fiiralle a€¢ Rund
— o= +e0, 50 wird [R’, =] ein vollstindiger Verband.

Man beachte, daBl es bei einer Ordnung < im allgemeinen auch unvergleichbare
Elemente geben kann, d. h. a, b€ A, fiir die weder & <b noch b <a gilt. Erfiillt
eine Ordnungsrelation < neben den Eigenschaften 1 bis 3 noch die Eigenschaft 4:
Fiir beliebige Elemente a, b€ 4 gilt wenigstens eine der Beziehungen a < b oder
b < a, so heiBt < eine lineare Ordnung. Jede linear geordnete Menge [4, <] ist ein
Verband. Die Relation=iiber N, Ny, Z, @, R, R’ ist eine lineare Ordnung. Aus-
fiihrlicher ist die Theorie der Verbdande z. B. in A. G. KuroS§ [2], Abschnitt 4, dar-
gestellt.

Wir bemerken, daBl man die mengentheoretischen Operationen wie Vereinigung,
Differenz, Durchschnitt, Produkt sowie den Begriff der Relation sinngemé auch
auf Klassen anwenden kann, wobei als Ergebnis wiederum Klassen entstehen. Das
trifft insbesondere auf den folgenden grundlegenden Begriff zu:

Definition 7. Eine Relation=iiber 4 heiBt eine Aquivalenzrelation, wenn sie
folgende Eigenschaften besitzt:

1. Fiir alle a€ 4 gilt a =a (Reflexivitit).

2. Aus a=b folgt b=a (a, b€ A) (Symmetrie).

3. Aus a=b und b=c folgt a=c (a, b, c€ A) (Transitrvitit)..

Es sei nun =eine Aquivalenzrelation iiber 4. Fiir jedes a€ A definieren wir die
zu a gehorende dquivalenzklasse & durch

d:={x|z€cAdund z=a}. (43)

Dann gilt

Satz 1. Das System &:=1{d|acA} der Aquivalenzklassen einer Aquivalenz-
relation =iiber A ist eine Klasseneintetlung von A, d. h., es gult:

1. U M=A4.
McS

2. Aus Ml’ Mzeg und M10M2=I=0/Olgt M1=M2.
3. Fiir alle MG gilt M +9.
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Ist umgekehrt exne Klasseneinteilung © mit den Eigenschaften 1, 2 und 3 iiber A ge-
geben, so wird durch

=g:={(a,b) | (a,b)€ A X A, undes gibtein McS mitac M undbc M}  (44)

eine Aquivalenzrelation iber A definiert, deren Klasseneinteilung gerade das vor-
gegebene System & 7st.

Beweis. Aus (43) und Eigenschaft 1 aus Definition 7 folgt a€d, also 4+@ und
A= | d. Wir zeigen die Eigenschaft 2 der Klasseneinteilung. Es sei M;=4 und

[ 13
M,=b. Wegen M,NM,+9 gibt es ein cc4Nb. Nach (43) gilt c=a und c=b.
Aus der Symmetrie-Eigenschaft 2, Definition 7, erhalten wir a=c¢ und c¢=b, und
aus der Transitivitit 3 folgt @ =b und analog b =a. Somit gilt b€d; ist nun z¢€ b be-
liebig, so gilt z=b und b=a, also nach der Transitivitit x=a und nach (43) z<d,
also b S 4. Genauso zeigt man 4Sb, woraus ¢ =b folgt.

Wir beweisen nun die Umkehrung. Essei =g durch (44) definiert. Da U M=4
McS
gilt, gibt es zu jedem e €4 ein M €S mit a € M, und es gilt die Reflexivitit a =g a.

Die Symmetrie 2 aus Definition 7 folgt unmittelbar aus (44). Fiir den Beweis der
Transitivitit 3 sei a=g b und b=gc. Dann gibt es M, M,€S mit a, b€ M, und
b, c€ M,. Folglich gilt b€ M N M40, und aus der Bedingung 2 fiir & folgt M =M,.
Somit sind a, c€ M;=M,€&, also a=gc. Die letzte Behauptung ergibt sich so:
Wegen Eigenschaft 3 ist fiir M €& die Menge M nicht leer, und nach (44) folgt fiir
a€M sofort 4=M. O

Definition 8. Die Menge S < B(A4) der Aquivalenzklassen von 4 nach einer
Aquivalenzrelation =heiBt die Faktormenge A/ = von A nach =. Die Abbildung

p:acA—> deAl= (45)
nennt man die zu =gehérende kanonzsche Abbildung.
Beispiel 16. Es sei f :!A - B eine Abbildung. Dann wird durch
=s1={(a, b) | (a, b)€A4 X A und f(a)=f(b)} (46)

eine Aquivalenzrelation iiber A definiert. Es gibt genau eine Abbildungj: 4/ =,~ B,
fiir die das Diagramm

f

A———B

» f

Al=,

kommutativ wird ; sie ist durch f(d): =f(a) definiert. Ist f surjektiv, so ist f bijektiv,
und man kann 4/=, und B durch die Festsetzung j(4)=4 identifizieren. Dann
gilt p=f. Die Aquivalenzklassen von =, sind die sogenannten Niveaumengen



26 0. Einlaitung, Mengenlehre

f1(x)*0, x€B, von f, d. h. die nichtleeren Urbilder von Einermengen. Es gilt
d=f"1(f(a)); die Aquivalenzrelation = sstimmt genau dann mit der Gleichheit = iiber-
ein, wenn f injektiv ist.

Beispiel 17. Es sei A=R. Wir definieren fiir a, b€ R:a=bmod 2= (,a ist
kongruent b modulo 27“), wenn @ —b=k - 2x fiir ein k€Z gilt. Man beweist leicht,
daB hierdurch eine Aquivalenzrelation gegeben ist. Die Aquivalenzklassen dieser
Relation konnen wir als Niveaumengen der Abbildung

f:teéR — (cost, sin ) €St

erhalten; hierbei bezeichnet S1SR2 den Einheitskreis 22+y2=1 der Ebene
R2=Rx R. Die Urbilder sind f~1((cos ¢, sin ¢)) = {¢ + k2x}; . z. In diesem Sinne sagt
man, daB der orientierte Winkel ¢ zwischen dem Radius (1, 0) und dem Radius

(cos ¢, sin ¢) des Einheitskreises bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 2r eindeutig
bestimmt sei.
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Schon beim elementaren Rechnen haben wir es mit algebraischen Operationen zu
tun, ndmlich mit den Operationen der Addition, der Subtraktion, der Multiplikation-
und der Division von Zahlen. Ein anderes wichtiges Beispiel einer algebraischen
Operation ist die Verkniipfung von Abbildungen, vgl. Definition 0.2.5. In diesem
Kapitel werden wir den fiir die Algebra fundamentalen Begriff einer Menge mit
einer Operation betrachten. Vom Standpunkt der Anwendungen aus sind gewisse
algebraische Operationen mit bestimmten speziellen Eigenschaften, die wir in
§ 1 angeben werden, besonders interessant; sie filhren uns auf den Begriff der
Gruppe, einen der Grundbegriffe der Algebra und iiberhaupt der gesamten Mathe-
matik. Die Gruppentheorie hingt besonders eng mit der Geometrie zusammen, in
der die Gruppen als Transformationsgruppen auftreten. Historisch gesehen begann
die Gruppentheorie mit dem Studium spezieller Transformationsgruppen, nimlich
der Permutationsgruppen.

In §5 schlieBlich behandeln wir kurz Grundbegriffe der Kategorien und Funk-
toren. Dabei gehen wir jedoch auf die eigentliche Theorie der Kategorien nicht ein;
wir begniigen uns damit, anhand von wichtigen Beispielen, etwa der Kategorie der
Mengen oder der Kategorie der Gruppen, die Ansétze dieser Theorie zu motivieren.
Diese wenigen Begriffe geniigen schon, eine fiir die Beschreibung begrifflicher,
struktureller Zusammenhinge geeignete und in der neueren Literatur viel benutzte
Terminologie verstindlich zu machen.

§1. Monoide, Halbgruppen, Gruppen

In diesem Paragraphen fiihren wir den Begriff einer algebraischen Operation in
einer beliebigen Menge ein und betrachten gewisse Klassen von Mengen mit einer
algebraischen Operation.

Definition 1. Es sei M eine nichtleere Menge. Unter einer algebraischen Opera-
tion auf M verstehen wir eine Vorschrift, die jedem geordneten Paar (a, b) aus
Elementen der Menge M ein eindeutig bestimmtes Element a % b derselben Menge
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zuordnet. Anders gesagt ist eine algebraische Operation auf M einfach eine Ab-
bildung von M x M in M. Die Menge M zusammen mit einer auf ihr gegebenen
algebraischen Operation % nennen wir ein Monoid; wir bezeichnen es mit [ M, ]
(oder einfach mit M, wenn klar ist, welche algebraische Operation gerade betrach-
tet wird).

Mit R bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen mit den iiblichen Rechen-
operationen. ‘

Beispiell. M=R,a xb:=a+b.
Beispiel 2. M=R,a xb:=ab.
Beispiel 3. M=R,a *b:=a—b.
Beispiel 4. M=R, a * b:=max (a, b).

Man bemerkt, da man in den Beispielen 1 bis 4 die Menge R der reellen Zahlen
auch durch die Menge @ der rationalen Zahlen oder die Menge: Z der ganzen
Zahlen ersetzen kénnte.

Beispiel 5. Mit der Definition a * b:=a/b ist [R, ] kein Monoid, da die Opera-
tion der Division nicht fiir alle Paare erklirt ist. Ist aber R*:={a | a€R, a+0} die
Menge der von 0 verschiedenen reellen Zahlen, so ist [ R¥*, %] ein Monoid.

Beispiel 6. Es sei M =V die Menge aller Vektoren der Ebene, die von einem
festen Punkt o ausgehen. Setzt man a *b:=a+D, wobei die Vektoren nach der
bekannten Parallelogrammregel addiert werden, so ist [V, *] ein Monoid.

Beispiel 7. Es sei X eine nichtleere Menge und M(X):=M(X, X) die Menge
aller Abbildungen von X in X. Durch die Verkniipfung o der Abbildungen wird
dann [M(X), o] ein Monoid.

Beispiel 8. Punktwevse Operationen fiir Funktionen. Es sei X eine nichtleere
Menge und [H, ] irgendein Monoid. Die Menge M(X, H) aller Abbildungen X —~H
nennt man manchmal auch Menge der H-wertigen Funktionen auf X. Die Opera-
tion  auf H gestattet es nun, eine gleichbezeichnete Operation in der Menge der
H-wertigen Funktionen M(X, H) zu definieren, indem man

(f »9) (2):=f(z) xg(x)  (f, 9 M(X, H), z€ X)

setzt. Man nennt diese Operation ,punktweise®, weil sie in der Ausfithrung der
urspriinglichen Operation * von H fiir die Werte der Funktionen in jedem ,,Punkt*
2€X besteht. Gilt X SR und ist H eines der Monoide von Beispiel 1 bis 3, so er-
geben sich die iiblichen, in der Analysis betrachteten Operationen fiir reelle Funk-
tionen einer reellen Variablen als Spezialfall.

Der Begriff des Monoids ist sehr allgemein und daher inhaltsarm. Im weiteren
werden wir Monoide untersuchen, deren Operation gewissen Bedingungen geniigt.

Definition 2. Ein Monoid [M, ] heiBt eine Halbgruppe, wenn die zugehérige
Operation * assoziativ ist, d. h., wenn

(a*xd)*xc=a*(b=*c) (a, b, ce M)
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gilt. Fiir Halbgruppen bezeichnet man die algebraische Operation gewShnlich als
Multiplikation und schreibt entsprechend ab oder a - b, anstatt a * b; diese S¢hreib-
weise nennt man multiplikativ.

Wir wollen nun eine Eigenschaft der Halbgruppen herleiten, die wir im folgenden
hdufig anzuwenden haben. Es sei ay, ay, ..., a, eine Folge von Elementen der
Halbgruppe M. Um das Produkt dieser Elemente in der durch die Numerierung
gegebenen Anordnung zu bilden, miissen wir eigentlich Klammern setzen, die
angeben, in welcher Reihenfolge wir die Operationen auszufithren wiinschen.
Hier gilt nun

Satz 1. In einer beliebigen Halbgruppe M hingt das Produkt einer Folge a,,ay,...,a,
von Elementen aus M in der durch die Numerierung gegebenen Anordnung nicht von
der Verteilung der Klammern tn dem Produkt ab.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch vollstindige Induktion nach der Anzahl n
der Faktoren. Fiif »=2 ist die Behauptung trivial. Wir beweisen sie fiir » unter
der Annahme, daB sie fiir eine kleinere Anzahl von Faktoren gilt. Ausgehend von
irgendeiner Verteilung der Klammern fithren wir die hierdurch vorgeschriebenen
Multiplikationen schrittweise aus und erhalten als letzten Schritt ein Produkt der
Gestalt (a4 ... ;) (a;44 ... a,) mit 1 =7=n—1. Nach Induktionsvoraussetzung sind
ndmlich die in den Klammern stehenden Produkte eindeutig bestimmt. Von einer
anderen Verteilung der Klammern ausgehend kommen wir analog auf ein Produkt
der Gestalt (ay ... @;) (@; 44 -.- @) mit 1=j=n—1. Es bleibt also

(B vee @) (B 41 oor By) = (A1 on @) (@j4g oo )
zu beweisen. Im Fall =7 ist das klar. Es sei etwa 7<j. Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt

Bipgooee By =(C; 14 o0 @) (@ 1y oo By)
und

g oo @;=(ay 0. @) (@44 o0 @;) .

Aus der Assoziativitdt der Multiplikation, die tibrigens mit unserer Behauptung fiir
n=3 iibereinstimmt, erhalten wir bei Anwendung auf die Elemente a=a, ... q;,
b=a;y ...a;, c=0a;,, ... a, die zu zeigende Gleichheit. O

Definition 3. Ein Element e ¢ M heilt neutrales Element (oder Einselement) des
Monoids [M, x], wenn fiir alle ac M

exa=axe=a 3

gilt. Wenn ein neutrales Element existiert, heiit das Monoid [M, *] ein Monoid mat
neutralem Element (mit Evnselement).

Satz 2. Wenn in esnem Monoid evn Einselement existiert, vst es eindeutig bestimmd.

Beweis. Es seien ¢, ¢’ Einselemente des Monoids M. Dann gilt e=e x¢'=¢’. O
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Definition 4. Es sei [ M, x] ein Monoid mit Einselement e und a € M. Ein Element
be M heiBt invers zu a, wenn

axb=bxa=¢

gilt. Wenn ein solches Element b¢ M existiert, heiBt a invertierbar. Die Menge der
invertierbaren Elemente des Monoids M bezeichnen wir mit M*.

Offenbar ist das Element e zu sich selbst invers, also e€ M*. Ist ferner ac M*
und b invers zu a, so ist auch a invers zu b, also be M*.

Satz 3. Es set M eine Halbgruppe mit Einselement. Dann qilt:

1. Fiir jedes a € M* ist das zu a inverse Element eindeutrg bestimmi; man bezeichnet
es mit a1,

2. Sind ay, ..., a € M*, so ist auch ay ... a, ¢ M*, und es gult
(@y o ap)"1=a; "' ...af
Beweis. 1. Es seien b, b’ invers zu a. Dann ist b(ab’) =be =b. Andererseits gilt:
b(ab’) =(ba) b’ =eb’ =b’, also b=D'.
2. Offenbar gilt nach Satz 1

(@1 e ) (07" o a7 ) =ay(on (@ y (e ) aily) ) a7t =e.
Ebenso erhélt man (a; ! ... a;!) (@4 ... ap)=e. O

Wir erwahnen noch folgende Beziehungen, die sich aus dem oben Gesagten er-
geben: ’

e"l=e, (a=)~1=a (ae M*) . (1)
Definiition 5. Ein Monoid [M, ] heiBt kommutativ, wenn
axb=b=xa (a, be M)
gilt.

Beispiele. In den oben angegebenen Beispielen 1, 2 und 6 sind die Monoide
kommutative Halbgruppen mit Einselement. Beispiel 4 ist eine kommutative Halb-
gruppe ohne Einselement. Die Monoide der Beispiele 3 und 5 sind weder assoziativ
noch kommutativ noch besitzen sie ein Einselement. Aus den Eigenschaften der
Verkniipfung von Abbildungen (vgl. § 0.2) erkennt man, daB das Monoid [M(X), o]
aus Beispiel 7 eine Halbgruppe ist; ihr Einselement ist die identische Abbildung
idy. Die Menge M(X)* besteht aus allen umkehrbaren, d. h. den bijektiven Ab-
bildungen von X in X, die wir auch Transformationen von X nennen.

Einer der grundlegenden algebraischen Begriffe, der in vielen Teilen der Mathe-
matik wichtige Anwendungen findet, ist der Begriff einer Gruppe, den wir nun defi-
nieren wollen. '

Definition 6. Unter einer Gruppe versteht man eine Halbgruppe mit Eins-
element, deren simtliche Elemente invertierbar sind.
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Nach dem oben Gesagten ist eine Gruppe also ein Monoid [G, -], das die folgenden
Eigenschaften besitzt:

1. (ab) c=a(bc) (a, b, ce@).
2. Es existiert ein ¢ €@, fiir das ae =ea =a gilt fiir alle ¢ €G.
3. Fiir jedes a €G existiert ein be@, so daB ab=ba =e gilt.

Das Element ¢ heilt Evnselement und ist eindeutig bestimmt; das Element b in
Eigenschaft 3 ist durch a eindeutig bestimmt, es heiBt das Inverse zu a und wird
mit b=a~1 bezeichnet.

Statt ,kommutative Gruppe‘ sagt man auch abelsche Gruppe.

Beispiel 9. Das Monoid aus Beispiel 1 ist eine abelsche Gruppe, die additive
Gruppe [R,+] der reellen Zahlen. Analog wird die additive Gruppe der ganzen
Zahlen [Z, +] und die der rationalen Zahlen [@, +] definiert. Das Monoid ¥V aus
Beispiel 6 ist ebenfalls eine abelsche Gruppe.

Neben der multiplikativen Schreibweise und Terminologie, wie wir sie fiir be-
liebige Halbgruppen vereinbart haben, wird in der Gruppentheorie auch die ad-
ditive Schreibweise viel angewandt, allerdings nur beir abelschen Gruppen. Beide
Bezeichnungsarten werden durch die entsprechenden Operationen in den Zahlen-
bereichen nahegelegt. Bei der additiven Terminologie wird die Operation mit +und
das neutrale Element, die Null, mit 0 bezeichnet; das zu @ inverse Element
nennt man auch zu a entgegengesetzt und bezeichnet es mit —a; der Division ent-
spricht die Subtraktion, fiir die man zur Abkiirzung

b—a:=b+(-0a)
schreibt (vgl. auch Satz 4 und Formel (5)).

Beispiel 10. Ist M eine beliebige Halbgruppe mit Einselement, so ist die Menge M*
threr invertierbaren Elemente eine Gruppe beziiglich der in M gegebenen Operation
(genauer: deren Einschrinkung auf M* x M*). In der Tat, aus Satz 3, 2., folgt,
daB diese Operation nicht aus M* hinausfiihrt. Nach (1) besitzt M*ein Einselement,
und zu jedem a € M* gibt es ein a~1c M*.

Wenden wir das in Beispiel 10 Ausgefiihrte auf die Halbgruppe aus Beispiel 2 an,
so erhalten wir die multiplikative Gruppe [R*, -] der reellen Zahlen, R¥=R\ {0}.
Sie ist abelsch. Beispiel 7 gibt uns die wichtige Gruppe S(X):= M(X)* aller Trans-
formationen der nichtleeren Menge X.

Ubung 1. Man beweise: Das Monoid M(X, H) aus Beispiel 8 besitzt genau dann
eine der folgenden Eigenschaften: 1. assoziativ zu sein; 2. ein neutrales Element zu
haben; 3. kommutativ zu sein; 4. eine Gruppe zu sein, wenn das Monoid H die ent-
sprechende Eigenschaft besitzt. Enthélt H ein Einselement e, so ist die konstante Funk-
tion e(x) =e¢, z€X, das Einselement des Monoids M(X, H), und es gilt M(X, H)* =
=M(X, H*), wobei das zu f€M(X, H)* inverse Element durch f~(z) =(f(x))~1, z€X,
gegeben wird. (Achtung! Man verwechsle diese Inversenbildung nicht mit der Um-
kehrfunktion f~1 (inversen Abbildung) z. B.in S(H)! Aus dem Zusammenhang wird
immer klar sein, welche Funktion gemeint ist.)
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Aus den oben angegebenen Beispielen erkennt man, daf die Operationen in
Halbgruppen oder Gruppen natiirliche Verallgemeinerungen der Addition und
Multiplikation von Zahlen sind. Die Subtraktion bzw. Division wird in der Ele-
mentarmathematik als Umkehrung der Addition bzw. Multiplikation betrachtet;
es zeigt sich nun, dafl man in einer beliebigen Halbgruppe mit Einselement eine
analoge Umkehrung finden kann:

Satz 4. Es set M eine Halbgruppe mit Einselement, a € M*, b€ M. Dann haben die
Gleichungen

ar=>, ya=>b (2)
n M je eine und nur eine Losung, die entsprechend dve folgende Gestalt hat:
‘ x=a"1b, y=ba~1. (3)
Be weis. Offensichtlich geniigt =a~1b der ersten der Gleichungen (2):
a(a~1b)=(aa"1) b=>b. (4)

Ist andererseits , irgendeine Lésung dieser Gleichung, so erhalten wir aus azy=b
durch Multiplikation mit a~1 von links zy=a~1b. Analog behandelt man die zweite
Gleichung. O

Speziell existieren in einer beliebigen Gruppe @ stets Losungen der Gleichungen
(2), welche eindeutig bestimmt sind und die Gestalt (3) bzw. (4) haben. Die Formeln
(3) und (4) definieren in G' zwei Operationen, die ,,Umkehrungen“ der Multiplikation
sind; man nennt sie entsprechend die linke und rechte Division. Ist G abelsch, so
stimmen beide Operationen iiberein und bestimmen die Operation der Division in G,
die man folgendermafBen schreibt :

b
—=a"t=ba"1. (5)

Aus drucktechnischen Griinden benutzt man fiir den Bruch auch haufig das Symbol

b
b/a statt = Den Bruch b/a kann man in einer beliebigen kommutativen Halb-

gruppe M mit Einselement betrachten; er ist aber nur fiir Paare (a, b) mit a € M*
definiert.

Ubung 2. Es sei M eine Halbgruppe mit Einselement und a€M. Man beweise:
Existieren Losungen der Gleichungen ax =e und ya =e (rechtes und linkes Inverse von a),

so stimmen sie iiberein, und es gilt a ¢ M*. Wenn die Gleichung ax =e fiir beliebiges a
eine Lésung hat, ist M eine Gruppe.

Ubung 8. Man beweise: Besitzen in einer Halbgruppe M beide Gleichungen (2) fir
alle Paare (@, b) wenigstens eine Losung, so ist M eine Gruppe.

Definition 7. Unter der Ordnung evner Gruppe G versteht man ihre Machtigkeit
|@|. Eine Gruppe @ heiBt endlich, wenn ihre Ordnung endlich ist, und unendlich
sonst.

Beispiel 11. Es sei N, ={1, ..., n} die Menge der ersten n natiirlichen Zahlen.
Man setzt S, :=8(N,), vgl. Beispiel 10, und spricht von der symmetrischen Gruppe
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S,,. Ihre Elemente sind die Transformationen von ¥, die man auch Permutationen
nennt. Die Permutationen s€S, beschreibt man durch ihre Wertetabellen:

1 ... n

s=(8(1) s(n)) ’ (6)
Weil e Transformation s bijektiv ist, kommt jedes Element der Menge N, in der
unteren Zeile der Tabelle (6) einmal und nur einmal vor, und umgekehrt ent-
spricht jeder Anordnung der Zahlen aus N, eine eindeutig bestimmte Permuta-
‘tion. Durch vollstindige Induktion beweist man leicht |S,|==!; also ist die Grup-
pe S, endlich. Da die Multiplikation von Permutationen durch die Verkniipfung
von Abbildungen definiert wird, ergibt sich fiir das Produkt ¢ - s zweier Permuta-

tionen
(16 7 ) (st 7 o) = (it - )

Ubung 4. Man beweise, da3 die Gruppe S, fiir n =3 nicht abelsch ist.

Mitunter bendtigen wir eine etwas andere Schreibweise fiir die Permutationen.
Wenn man niamlich in der Tabelle (6) die Spalten in irgendeiner Weise umordnet,
beschreibt die neue Tabelle offenbar dieselbe Permutation

Ty e Uy
= . . N 7
(s(zi) 3(1,,)) (7)
hierbei ist 7y, 7y, ..., %, irgendeine Anordnung der Zahlen 1, 2, ..., n. Hat daher s
die Form (6), so kénnen wir s~1 wie folgt schreiben:

s—1o (s(l) s(n)) .
1 ... n
Wir betrachten nun eine Gruppe G'={ay, ..., a,} der Ordnung n, wobei a,=e sei.
Die Produkte von je zwei Elementen aus G ordnen wir in Form einer Tabelle an, die
man die Gruppentafel der Gruppe G nennt:

(4 a,2 a,- a”

Ay GGy QoQ; Aol

.............. ®)
a; G0 Al oo Gyl

Up Oy oo Qi oo GGy
Die Vorgabe der Gruppentafel bestimmt die Operation der Gruppe @ eindeutig. Die
Anordnung der Elemente in der Gruppentafel ist natiirlich nicht willkiirlich; z. B.

folgt aus Satz 4, daB in jeder Zeile und in jeder Spalte der Tafel (8) jedes Element
der Gruppe @ genau einmal vorkommt.

Ubung 5. Es sei G eine Gruppe der Ordnung n. Man beweise, daB eine quadratische
Tabelle

©)

Apg s CQpp
3 Onidtik, Algebra 1
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mit a;;€G, 4, j =1, ..., », existiert, die folgende Eigenschaften besitzt: 1. In jeder Zeile
und in jeder Spalte der Tabelle (9) kommt jedes Element der Gruppe G genau einmal
vor: 2. es gilt

Qi =i (¢4 k=1, .., n). (10}

Umgekehrt beweise man: Ist eine Tabelle (9) aus Elementen einer Menge G gegeben,
welche die Eigenschaft 1 besitzt, und wird durch (10) eine Operation in G korrekt defi-
niert, so wird G mit der Operation (10) eine Gruppe. (Dabei bedeutet ,korrekt defi-
niert“, daB sich aus (10) immer dasselbe Produkt a - b ergibt, unabhingig davon, in
welcher Zeile man das Element a =a;; aufsucht.)

Ubung 6. Fiir n =2, 3, 4 bestimme man alle moglichen Tabellen aus Elementen der
Menge {ay, ..., @,}, die Gruppentafeln von Gruppen der Ordnung » sind. (Tabellen, die
durch Umnumerierung der Elemente ineinander iibergehen, brauchen wir dabei nicht
zu unterscheiden.)

Der Begriff einer algebraischen Operation kann wesentlich verallgemeinert wer-
den. Es seien 4, M, N beliebige nichtleere Mengen; unter einer Operation kann
man dann eine Abbildung (@, b)€A X M+> a xbeN verstehen, die jedem Paar
(a,b)€AX M ein eindeutig bestimmtes Element a % bcN zuordnet. Derartige
Operationen werden wir im folgenden haufig antreffen. Ist speziell M =N, so sagt
man, daB eine Aktvon der Menge A auf der Menge M gegeben sei. Diese Terminologie
rithrt daher, daB jedem a €A eine Abbildung I, von M in M entspricht, die durch
die Formel I (z)=a * x (x€ M) definiert wird.

Eine andere Verallgemeinerung besteht in Folgendem. Es sei » eine natiirliche
Zahl. Unter einer n-stelligen Operation auf der Menge M versteht man eine beliebige
Abbildung

(@gy vees @) EMP—> c=ay* ... %0, €M . (11)

Die oben betrachteten algebraischen Operationen sind binédr (zweistellig); als Bei-
spiel einer uniren (einstelligen) Operation erwihnen wir die Abbildung a— a~1
in einer beliebigen Gruppe. Im folgenden werden uns noch einige n-stellige Opera-
tionen begegnen, so daB wir hier auf Beispiele verzichten kénnen.

§2. Untergruppen und Homomorphismen

In diesem Paragraphen wollen wir einige wichtige Grundbegriffe der Gruppen-
theorie entwickeln, die es uns gestatten, verschiedene Gruppen miteinander zu ver-
gleichen. Eine einfache Relation zwischen Gruppen kann darin bestehen, daB eine
Gruppe als ,,Untergruppe“ in einer anderen enthalten ist. Hierunter verstehen wir
folgendes:

Definition 1. Eine Teilmenge H der Gruppe G heift eine Untergruppe von G,
wenn H eine Gruppe beziiglich der Einschrankung der auf G X @ gegebenen Multi-
plikation auf H x H ist.

Satz 1. Eine Teilmenge H der Gruppe G ist eine Untergruppe dann und nur dann,
wenn ste die folgenden Bedingungen erfiillt:
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1. H=0;
2. mit a, b€ H ¢ilt auch abe H;
3. mit a€H gilt auch a—1c H.

Beweis. Offenbar besitzt eine beliebige Untergruppe die Eigenschaften 1 bis 3.
Moge umgekehrt die Teilmenge H diese Bedingungen erfiillen. Infolge der Eigen-
schaften 1 und 2 ist [H, - ] ein Monoid. Da die Operation in G assoziativ ist, ist das
Monoid eine Halbgruppe. Wegen der Eigenschaften 2 und 3 gilt mit a€H auch
e=aa~1€H. Offenbar ist e auch Einselement in H. Aus der Eigenschaft 3 ergibt
sich schlieBlich, daB [H, - ] eine Gruppe ist. O

Beispiel 1. In einer beliebigen Gruppe ist die nur aus dem Einselement be-
stehende Teilmenge {e} eine Untergruppe, die man die triviale Untergruppe nennt.

.- Beispiel 2. Jede Gruppe ist Untergruppe in sich selbst. Ist.eine Untergruppe
picht trivial und von der ganzen Gruppe G verschieden, so nennt man sie eine eigent-
liche Untergruppe.

_ :Be'ispiel 3. Die additiven Gruppen Z und @ sind Untergruppen von [R,+],
und Z ist eine Untergruppe von Q.

Beispiel4. Die Menge {1,—1} ist eine Untergruppe in der multiplikativen
Gruppe R*. Ein weiteres Beispiel einer Untergruppe von R* ist die Menge R
allgr,tp:psitiven reellen Zahlen.

‘Beispie] 5. Fiir jedes k€ Z ist die Menge AZ:={km | m€Z} der durch k teil-
baren ganzen Zahlen eine Untergruppe von Z. Es ist bemerkenswert, da8 iiber-
haupt jede nichttriviale Untergruppe von Z diese Gestalt hat:

Satz 2. Jede nichttriviale Untergruppe H c Z hat die Form H =nZ, wober n dre
kleinste natiirliche Zahl vst, die tn H liegt.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, da jede nichttriviale Untergruppe Hc Z
wenigstens eine natiirliche Zahl enthilt. In der Tat, gilt m€ H und m =0, so ist
entweder m >0 oder m <0; aber im zweiten Fall ist —m ¢ H und —m >0. Offensicht-
lich existiert in H eine kleinste natiirliche Zahl n. Ist k€ Z und k>0, so folgt induk-
tiv aus nk=n (k—1)+n, daB nk auch in H liegt. Ist k€ Z und k<O, so ist nk=
= —(n(—k))€H, denn es gilt —k=0. Schlieflich ist »0=0¢H. Damit ist ge-
zeigt, dafl die gesamte Untergruppe nZ in H enthalten ist. Wir zeigen, dafl die
Untergruppen H und »Z zusammenfallen. Dazu teilen wir ein beliebiges m ¢ H mit
Rest durch n, d. h., wir stellen es in der Form m=ngq+r, q, 7€Z,0=r<mn, dar.
Da ng in H liegt, gilt auch r=m —ng€ H. Wire nun r=>0, so erhielten wir einen
Widerspruch, da n die kleinste natiirliche Zahl ist, die in H liegt. Also gilt =0 und
m=ngenZ. O '

Ubung 1. Man beweise, daB die Gruppe [R, +] keine nichttrivialen endlichen Unter-
gruppen enthilt und daB die einzige nichttriviale endliche Untergruppe der multipli-
kativen Gruppe R* die Gruppe {1, —1} ist.

Wir wollen nun eine wichtige Untergruppe der symmetrischen Gruppe S, be-
schreiben. Dazu bendtigen wir einige Eigenschaften dieser Gruppe, die auch an sich
3+
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von Interesse sind. Es sei 7, j€N,=({1,2, ..., n}, ?+j. Mit (7 j) bezeichnen wir
die Permutation, die auf N, folgendermaBen wirkt:

Ij fir x=4,
@ )@= fir z=j,
x fir x=1,5.

Anders gesagt ist (¢ j) die Permutation
.. 1 zyn)
@ 7)‘(1 IR &

Diese Permutationen (¢ §) heiBen Transpositionen. Offenbar gilt
@ N~t=G )= 7).

Satz 3. Jedes Element der symmetrischen Gruppe S,, n=2, lipt sich als Produkt
von endlich vielen Transpositionen darstellen.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach %. Fiir n =2 gilt der Satz
offensichtlich. Die Behauptung sei schon fiir S,_, bewiesen, und es sei s€¢S,. Wir
unterscheiden die beiden Fille

1. s(n)=mn, 2.8(n)*mn.

Im ersten Fall fiithrt s die Teilmenge N, _, c N, in sich iiber und induziert eine ge-
wisse Permutation s’ €8, _,. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

8'=(iy fy) 0w 0 (g Ji)
mit ,, j,€N, _,. Dann gilt aber auch

8=(tq jy)o..o(? fi)»

wobei jetzt die rechts stehenden Transpositionen als Elemente der Gruppe S, be-
trachtet werden. In der Tat fithren die rechts und links stehende Permutation das
Element n€N,, in sich iiber, wihrend sie auf N, _, iibereinstimmen. Im zweiten
Fall betrachten wir die Permutation s;=(s(n) »n)os. Offensichtlich gilt s,(n)=n.
Nach dem bereits Bewiesenen kénnen wir s, als Produkt

81=(2 Jy) 00 (% Jp)
darstellen. Hieraus ergibt sich
s=(8(n) m)~tos =(8(n) m)o(?y jy)o..o(% fi) - O

Man bemerkt unschwer, da8 die Zerlegung einer Permutation in ein Produkt von
Transpositionen nicht eindeutig bestimmt ist; nicht einmal die Anzahl der Fak-
toren einer solchen Zerlegung ist eindeutig bestimmt. Wir werden jedoch gleich
sehen, daB die Eigenschaft dieser Zahl, gerade oder ungerade zu sein, nicht von
der Wahl der Zerlegung abhéngt. Fir eine beliebige Permutation s€S, bezeichne
N(s) die Anzahl der Paare (7, j) €N, X N, fiir die 7 <j und s(v) >s(j) gilt. Diese Zahl
N(s) kann man leicht aus der Gestalt (1.6) einer gegebenen Permutation bestimmen.
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Definition 2. Eine Permutation s€8, heilt gerade, wenn N(s) gerade ist, und
ungerade sonst.

Lemma 1. Es set s€8,, (¢ §) etne beliebige Transposition aus S, und s;=so(¢ j).
Dann ist 8 gerade (bzw. ungerade) genau dann, wenn s, ungerade (bzw. gerade) Vst.

Beweis. Es sei zundchst j=7+1. Dann gilt

1 .. 7 241 .. n ..
“1=(s(1) o 8(3) 8(i+1) ... s(n))°(’ i+1)
1 .. 7 A+l o
_(3(1) v S(z+1) 8(3) ... s(n))'
Man sieht, dal N(s;)=N(s)+1 ist, falls s(z+1)=s(¢) gilt, und N(s;)=N(s)—1
im umgekehrten Fall. Fiir beliebige ¢, j mit 7 <j ist

(@ §)=@ i+1)o..0(j—2 j—1)o(j—1 j)
o(j—2 j—1)o..o(t+1 ?+2)o(z 7+1)
ein Produkt aus 2(j—7) —1 Transpositionen zweier aufeinanderfolgender Zahlen.

Also entsteht s; aus s durch sukzessive Multiplikation einer ungeraden Anzahl
von Transpositionen der Formx (¢ k+1) von rechts, woraus unsere Behauptung

folgt.O

Satz 4. Die Permutation s€S,, n=2, ist dann und nur dann gerade, wenn bei
einer beliebigen Zerlegung von s in etn Produkt von Transpositionen die Anzahl der
Falktoren gerade vst.

Beweis. Fiir eine beliebige Zerlegung von s kann man auch
8= (€0(?y jp))0.e) 0 (B i)
schreiben. Da N(e)=0 gilt, ist N(s) nach Lemma 1 genau dann gerade, wenn die

Anzahl der Faktoren gerade ist. O

Satz 5. Es seten s, t€S,, n=2. Dann ist sot gerade genau dann, wenn entweder
s und t beide gerade oder beide ungerade sind. Mut s€ 8, ist auch s~1 gerade (bzw. un-
gerade).

Beweis. Zerlegen wir s und ¢ irgendwie in Transpositionen, so erhalten wir
durch Multiplikation dieser Zerlegung eine Zerlegung von sotf, wobei die Anzahl
der Faktoren von sot gleich der Summe der Anzahlen der Faktoren von s und ¢
ist. Die erste Behauptung folgt dann unmittelbar aus Satz 4. Die zweite Behaup-
tung ergibt sich aus der ersten und der Bemerkung, dal e=sos~! gerade ist. O

Aus den Sitzen 5 und 1 erhdlt man sofort

Folgerung 1. Die Menge A, aller geraden Permutationen s aus S, ist eine Unter-
gruppe von S,, die man die alternierende Gruppe nennt. 0

Fiir das Weitere ist es zweckmaifig, das Symbol
sgn g:=(—1)¥® (s€8,) (1)
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(lies: ,,Signum von s“) einzufithren. Es gilt sgn =1, wenn s gerade ist, und sgn s =
= —1 im entgegengesetzten Fall. Aus Satz 5 ergibt sich

Folgerung 2. sgn (sot)=sgn s.- sgn ¢, sgn (s~ 1)=sgns. O
. 1
Ubung 2. Man beweise |4, =5 |8l =3 n

Ubung 8. Wir betrachten die folgende Funktion von n Variablen #;€R, 1 =1, ..., n:
f(xb eeey x‘n): = II (xi —2'1) .

1si<j=n

Man beweise, daB3 fiir s €S,
f(x8(1)1 ooy xb(n)) =sgn s f(xb ey xn)
gilt. Hieraus leite man Lemma 1 her.
Ubung 4. Man beweise N(s~1) =N(s).

Ubung 5. Man beweise, daB das Signum einer Permutation s, die in der Form (1.7) ge-
geben ist, nach der Formel sgn s =( —1)?+? bestimmt werden kann, wobei p die Anzahl
der Paare («, f) mit o <f und 4, >1g ist, wihrend ¢ die Anzahl der Paare («, ) bezeich-
net, fiir die « <f und s(i,) >s(ig) gilt.

Wir wollen noch eine Verallgemeinerung des Begriffs einer Transposition defi-
nieren. Es sei (7y, ..., ¢;) ein k-Tupel aus k=1 verschiedenen Elementen von N,,.
Unter dem Symbol (2 ... ¢;) verstehen wir diejenige Permutation s, die folgender-
maBen auf N, definiert ist:

8(2) =79 v, 8(Gp—g) =%,  8(%) =7y,  S() =7

fiir alle j¢ {Zy, ..., 7;}. Eine solche Permutation heiit ein Zyklus der Ldnge k. Zwei
Zyklen heiBen unabhingig, wenn die sie definierenden Tupel elementfremd sind.
Jeder Zyklus der Linge k =1-ist gleich der identischen Permutation (j)=e =idy, .

Ubung 6. Man beweise, daB3 jede Permutation s +e¢ bis auf die Reihenfolge der Fak-
toren eindeutig in ein Produkt paarweise unabhiingiger Zyklen der Liéinge k >1, zer-
legt werden kann. Ferner gilt sgn s =(— 1)*+P~4, wobei p die Anzahl der Faktoren dieser
Zerlegung und g die Anzahl derjenigen Elemente der Menge N, bezeichnet, die be1
Anwendung von s €8, in sich iibergehen.

Es sei nun Sc@ eine beliebige nichtleere Teilmenge einer Gruppe G. Mit [8]
bezeichnen wir die Menge aller derjenigen Elemente a €G, die als ein Produkt der
Form a=a, ... a, darstellbar sind, wobei fiir alle 7 die Faktoren a; oder ihre In-
versen a1 zu S gehoren und €N gilt.

Satz 6. Fir beliebiges nichtleeres SSG ist die Menge [S] eine Untergruppe von G,
die S enthilt. Diese Untergruppe vst die kleinste aller derjenigen Untergruppen, die S
enthalten: Ist H eine Untergruppe von G und gilt SSH, so ist [S1S H.

Beweis. Aus der Definition ergibt sich sofort, daB das Produkt « - b zweier Ele-
mente a, b€[S] wieder in [S] liegt. Nach Satz 1.3 liegt mit a auch das invérse
Element ¢~1in [S]. Da S nicht leer ist und offenbar S S[S] gilt, folgt aus Satz 1, daB
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{S] eine Untergruppe ist. Ist schlieBlich H eine S enthaltende Untergruppe, so mu
H auch alle Inversen zu Elementen von § und daher auch alle in [S] liegenden
Produkte enthalten, womit auch die zweite Behauptung bewiesen ist. O

Definition 3. Die Untergruppe [S] heift die von S erzeugte Untergruppe und S
eine erzeugende Menge von [S]. Ist speziell @ =[S], so heiBt S eine erzeugende Menge
der Gruppe G. Es ist zweckmiBig, [0]: = {e} zu verabreden.

Zum Beispiel ist nach Satz 3 die Menge aller Transpositionen eine erzeugende
Menge der Gruppe S,,.

Ubung 7. Man beweise, da8 S, durch die Menge {(1 2), ..., (r —1 n)} erzeugt wird.
Ubung 8. Man beweise, daB in einer kommutativen Halbgruppe die Regel
As(1) «+- Bs(n) =@y oo Cp

fiir alle s €S, gilt.
Ubung 9. Man beweise, daB 4, durch die Menge {(1 2 38), ..., (1 2 n)} erzeugt wird.

In der Gruppe @ sei nun eine beliebige Familie von Untergruppen (H,), 4 ge-
geben; hierbei sei 4 eine endliche oder unendliche beliebige Indexmenge. Nach
Satz 6 kann man leicht die kleinste Untergruppe der Gruppe @ angeben, die alle

H,, a€A, enthilt; es ist dies H :=[ U H,]. Wir nennen H die von der Familie
a€d
(H,)sca erzeugte Untergruppe. Andererseits konnen wir leicht die groBte Unter-

gruppe bestimmen, die in allen H,, a€ 4, enthalten ist:

Satz 7. Ist (H,),c4 eine beliebige Familie von Untéergruppen der Gruppe G, so vst
der Durchschnitt N H, eine Untergruppe, die in allen H,, a€ A, enthalten vst. Fiir

acd
jede Untergruppe K S @, die die Bedingung K  H, fiir alle a € A erfillt, plt KS N H,.
acd
Beweis. Die erste Behauptung folgt leicht aus Satz 1 und die zweite ist offen-
sichtlich. O

Bemerkung. Mit der in Beispiel 0.2.15 eingefiihrten Terminologie kénnen wir
Satz 7 und die davor stehende Behauptung folgendermafen zusammenfassen: Das
System W(Q): = {H | HSQ Untergruppe} der Untergruppen von G ist beziiglich der Ord-
nung Sern vollstindiger Verband.

Ubung 10. Man beweise, daB [S] gleich dem Durchschnitt aller derjenigen Unter-
gruppen der Gruppe @ ist, die S enthalten.

Wir wollen nun einige Begriffe einfiihren, die im folgenden hiufig gebraucht
werden. Es sei [M, ] irgendein Monoid, und 8, 7 seien Teilmengen von M. Mit
ST bezeichnen wir die Menge aller Produkte der Form ab mit a€S und beT.
Besteht eine der Mengen S, 7' nur aus einem Element, so schreibt man auch
aT=1{a} T bzw. Sb=S8{b}. Ist [M, -] eine Halbgruppe und S;E M, 7=1, ..., r, eine

T
endliche Familie von Teilmengen, so bezeichne [J S;=§8, ... S, die Menge aller Pro-
=1

r
dukte der Form &, ... @, mit ;€S;. Man nennt [J] S; das  Produkt der Teilmengen
84y ey 8,0 i=t
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Wir betrachten schlieSlich den Fall, daB M =G eine abelsche Gruppe ist, in der
wir die Operation additiv schreiben. Hier 148t sich die soeben gegebene Definition
auf eine beliebige Familie (H,);.; von Untergruppen der Gruppe G verallgemeinern.
Unter.der Summe 2, H; der Untergruppen H; versteht man die Menge aller derjeni-

iel
gen Elemente ger die in der Form g=h; +...+h; mit neN, s, €l, i, *7p fiir
a*p, a=1, ..., n, dargestellt werden kénnen. Ein solches Element g schreibt man
auch als formal unendliche Summe g= D, h, mit h,€¢ H; und k;=0 fiir fast alle, d. h.
alle bis auf endlich viele, 7€1. el

Satz 8. Es ser [G,+] eine abelsche Gruppe und (H,); ; eine Familie von Unter-
gruppen H;SG. Dann ist die Summe 3, H; gleich der von der Familie (H,); y erzeug-
ten. Untergruppe. el

Beweis. Es sei H die von der Familie (H,);.; erzeugte Untergruppe. Offenbar
- gilt ZH SH. Gilt umgekehrt heH, so 148t sich k in der Form h=h; +...+h;

mit h €H darstellen, weil die H; Untergruppen sind. Wegen der Kommutativitat

und Assozm,tlwtat der Operatlon und weil die H; Untergruppen sind, kénnen wir
die Summanden, die zu derselben Untergruppe gehﬁren, zusammenfassen und er-
halten h=h; e +h,k, wobei die j; paarweise verschieden sind. Daher gilt
ke H,. O

iel

Bemerkung. Fiir nichtabelsche Gruppen wird eine Verallgemeinerung dieses
Satzes durch Satz 3.2.2 gegeben.

Wir wollen nun Homomorphismen untersuchen, das sind Abbildungen, die mit
den gerade betrachteten Operationen vertauschbar sind. Zuerst definieren wir
Homomorphismen fiir beliebige Monoide und spezialisieren dann auf den Fall der
Gruppen. ’

Definition4. Esseien [M, -]und [N, -] Monoide. Eine Abbildung f: M -+ N heifit
ein Homomorphismus, wenn fiir alle a, be M

f(ab)={(a) - f(b)

gilt. Ein Homomorphismus eines Monoids in sich heifit ein Endomorphismus des
Monoids M.

Beispiel 6. Die Exponentialfunktion f(z)=2% ist ein Homomorphismus der
additiven Gruppe R in die multiplikative Gruppe R*.

Beispiel 7. Die Funktion f(z) = |z| ist ein Endomorphismus des Monoids [R, -].

Beispiel 8. Nach Folgerung 2 ist die durch (1) definierte Abbildung sgn: S, - R*
ein Homomorphismus der Gruppen.

Beispiel 9. Es sei H eine Untergruppe der Gruppe G. Dann ist die durch
acHr i(a):=a €@ definierte Einbettung ern Gruppenhomomorphismus.
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Satz 9. Sind f: M -~ N und g: N-- P Homomorphismen von Monoiden, so ist auch
gof: M~ P ein Homomorphismus. Ist der Homomorphismus f: M-~ N wmkehrbar,
80 18t auch f~1: N-- M ein Homomorphrsmus.

Beweis. Fiir a, be M gilt

(g0/) (ab) =g(f(ab)) =g(f(a) /(b)) =g(/(a)) g(f(B))=(g of) (a) - (gof) () .
Ist f umkehrbar und sind a, b€ N, so gilt

(I~ Ya) - 71(b) =f(f~(a)) - /(/~%(b))=ab .
Wendet man auf diese Gleichung f~1 an, so folgt f~1(a) - f~4(b)=f"¥ab). O

Definition 5. Ein Homomorphismus von Monoiden heifit ein Isomorphismus,
wenn er umkehrbar, d. h. bijektiv, ist. Einen Isomorphismus eines Monoids auf sich
nennt man auch Automorphismus. Zwei Monoide M, N heien 7somorph, wenn es
einen Isomorphismus von M auf N gibt; es kénnen natiirlich mehrere derartige Iso-
morphismen existieren. Ist M isomorph zu N, so schreiben wir M= N,

Satz 10. Die Isomorphie = ist esne Aquivalenzrelation in der Klasse aller Monoide.

Beweis. Offenbar ist die identische Abbildung eines Monoids ein Automorphis-
mus, also M= M. Gilt M= N, so existiert ein Isomorphismus f: M- N. Nach Satz 9
ist f~1: N-M ebenfalls ein Isomorphismus, d. h. N=M. Gilt M=N und N=P
und sind f: M - N und g: N- P entsprechende Isomorphismen, so folgt aus Satz 9,
daB auch gof: M- P ein Isomorphismus ist, also M= P gilt. O

Die Operationen in zwei isomorphen Monoiden besitzen offenbar vollkommen
gleiche algebraische Eigenschaften. Ist z. B. ein Monoid einer Gruppe isomorph, so
ist es selbst eine Gruppe. Daher werden isomorphe Monoide mitunter identifiziert.

Beispiel 10. Der Homomorphismus aus Beispiel 6 bildet [R, +] isomorph auf
die multiplikative Gruppe R, ab (vgl. Beispiel 4).

Beispiel 11. Der Homomorphismus sgn aus Beispiel 8 bildet die Gruppe S,
isomorph auf die Untergruppe {1, —1}S R* ab.

Ubung 11. Man beweise, daB die Menge End M der Endomorphismen eines belie-
bigen Monoids M beziiglich der Verkniipfung o eine Halbgruppe mit Einselement bildet;
die Automorphismen bilden sogar eine Gruppe Aut M. Man bestimme End M und
Aut M fiir die Gruppen M =Z und M =S8,.

Ubung 12. Wir bezeichnen mit Hom (@, H) die Menge aller Homomorphismen G - H
der Monoide. Man beweise: Ist H eine abelsche Gruppe, so ist Hom (G, H) eine Unter-
gruppe der abelschen Gruppe M(G, H) (vgl. Ubung 1.1).

Ubung 13. Man beweise, da S(X) =8,, wobei n =|X]| ist, fiir eine beliebige endliche
Menge X =+ gilt.

Ubung 14. Man beweise, daB8 jede Gruppe der Ordnung 2 zur Gruppe S, und jede
Gruppe der Ordnung 3 zur Gruppe 43 isomorph ist (vgl. Ubung 1.6).

Ubung 15. Man beweise, daB die additive Gruppe Q nicht isomorph ist zur multipli-
kativen Gruppe Q. aller positiven rationalen Zahlen (vgl. Beispiel 6).
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Wir wollen nun die wichtigsten Eigenschaften der Homomorphismen von Grup-
pen herleiten.

Satz 11. Es set f: G-H ein Homomorphismus der Gruppen. Dann gilt f(e)=e
und f(a)~1=f(a~1), a €G. Sind G und H abelsch, so gilt fiir alle a, b€@ die Beziehung
f(a/b) =f(a)/[(b)-

Beweis. Aus e - e=e folgt f(e) - f(e) =f(e). Multipliziert man diese Gleichung von
links mit f(e)~1, so erhdlt man f(e) =e. Wendet man f auf die Gleichung aa=1=
=a~la=e an, so folgt aus dem eben Bewiesenen

f(a) fla=t) =f(a"1) f(a)=e .

Also ist nach Definition des Inversen f(a~1)=f(a)~1. SchlieBlich ist nach
Definition a/b=ab—1, also

f(a/b) =f(a) f(b)~1={(a)/[(b). O

Definition 6. Unter dem Kern des Homomorphismus der Gruppen f: G- H ver-
steht man die Teilmenge Ker f:=f"1(e) SG.

Satz 12. Es sel f: G—~H ein Homomorphismus der Gruppen. Dann st das Bild
Im f=f(G) eine Untergruppe von H. Fiir beliebige ‘Untergruppen H'SH ist das
Urbild {~1(H') SG eine Untergruppe. Speziell ist Ker f exne Untergruppe von G. Ist
schlieflich Q' eine beliebige Untergruppe von G, so st f(G') Untergruppe von H.

Beweis. Wir zeigen, da Im f und f~1(H’) den Bedingungen von Satz 1 geniigen.
Es seien z, y€Im f. Dann gilt 2 =f(a), y=f(b) mit a, beG. Weiter ist zy=f(a) f(b) =
=f(ab) €Im f und nach Satz 11

@ 1=f(a)"t=fla"t)€Im f.

Nach Satz 11 ist ecf~1(H’'). Sind «, bef~1(H’), so gilt f(ab)=f(a) f(b)eH’, also
abef~Y(H'); aus f(a~1)=f(a)"1€H’' folgt a~1€f~1(H’). Die dritte Behauptung des
Satzes folgt aus der ersten wegen f(@')=Im f|G'. O

Satz 13. Der Gruppenhomomorphismus f: G—H ist injektiv dann und nur dann,
wenn Ker f={e} gilt. In diesem Fall ist f exn Isomorphismus von G auf die Gruppe
Im f.

Beweis. Offensichtlich ist der Kern eines injektiven Homomorphismus trivial.
Es sei umgekehrt Ker f={e}. Sind a, b€@ und gilt f(a)=f(b), so ist nach Satz 11
flab—ty=f(a) f(b)~1=e, d. h.ab~1€Ker f. Hieraus folgt ab~1=e, also a=>b; f ist
injektiv. Die zweite Behauptung ist offensichtlich. O '

Folgerung 3. Ein Gruppenhomomorphismus f: G—H vst ein Isomorphismus dunn
und nur dann, wenn Im f=H und Ker f={e} gilt. O

Beispiel 12. Fiir den Homomorphismus sgn aus Beispiel 8 gilt Im sgn={1, -1},
Kersgn=4,.
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§3. Die Ordnung eines Elementes. Zyklische Gruppen

Es sei [G, -| eine Gruppe, a €G. Fir eine beliebige ganze Zahl k€Z definieren wir
die k-te Potenz des Elementes a folgendermaBen:

a%:=e, a¥tl:=qak.q induktiv fiir £=0,1, ...,
und
at:=(a"1)*¥ fiir k¢Z, k<0

-Bei einer additiv geschriebenen Gruppe spricht man vom k-ten Vielfachen statt von
der k-ten Potenz und schreibt ka statt a*. Die entsprechende Definition ist:

0a:=0, (k+1)a:=ka+a induktiv fiir £=0, 1, ...,
und

ka:=(—k) (—a) fir keZ, k<0.

Wir kehren nun wieder zur multiplikativen Schreibweise zuriick und formulie-
ren einige Eigenschaften der Potenz.

Satz 1. a) Fiir festes ac@ ist die Abbildung k> o* ein Homomorphismus der
additiven Gruppe von Z in G, d. h., es gilt

akb =gk . ql. (1)

b) Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f:G—H gilt f(a*) = f(a)* fiir alle k¢ Z,acq.

Beweis. Die Behauptung (1) gilt offenbar fiir alle k=0 und /=0. Bei festem
k=0 beweisen wir sie fiir alle positiven I durch vollstindige Induktion: a*++1=
=aktl.g=a*- o' - a=a* - a'+1, Dabei haben wir die Induktionsvoraussetzung und
zweimal die induktive Definition angewandt. Als nidchstes betrachten wir den
Fall k=0,1<0, aber k+1=0. Durch vollstindige Induktion beweist man leicht
al - a~l=efiir alle € Z. Da wir bereits gezeigt haben, daB (1) fiir alle nichtnegativen
k, 1 gilt, erhalten wir aus & +1=0,—1>0 die Beziehung a**! - a~!=a*; aus der eben
erwihnten Identitdt folgt (1) durch Multiplikation der letzten Gleichung mit a'
von links. Ahnlich beweist man die noch ausstehenden Fille. Die Behauptung
b) folgt leicht aus der Definition eines Homomorphismus und Satz 2.11. O

Ubung 1. Man beweise, daB in der Gruppe Z das k-te Vielfache kI mit dem Produkt
der Zahlen kI iibereinstimmt.

Ubung 2. a) Aus ﬁbung 1 und Satz 1, b), leite man her, da fﬁr‘ eine beliebige
Gruppe G

a* =(a*)}, a€@, k,l1cZ, (2)

gilt. — b) Es sei [M, -] eine Halbgruppe mit Einselement. Man beweise : Die in der ersten
Formelzeile des Paragraphen gegebene induktive Definition der Potenz af, a €M,
k €Ny, bleibt auch in diesem Fall sinnvoll, und es gelten die Regeln (1), (2) fiir k, ! €N,.

Man formuliere und beweise die Analoga von Satz 1 und Satz 2 fiir diesen Fall.
by

|
Ubung 3. Man zeige, daB fiir eine abelsche Gruppe G und beliebiges k ¢ Z die durch
a €G > pi(a): =a* €G definierte Abbildung p; ein Endomorphismus von @ ist.
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Fiir ein festes Element a der Gruppe G sind die folgenden Fille méglich:
1. Es gibt ein k>0, k€ Z, mit a¥=e.
2. Es gilt a*+e fiir alle k>0, k€ Z.

Definition 1. Geniigt das Element a ¢G' der Bedingung 1, so heiit die kleinste
der natiirlichen Zahlen k=0, fiir die a*=e gilt, die Ordnung o(a) des Elementes a.
Wenn a der Bedingung 2 geniigt, sagen wir, a sei von unendlicher Ordnung, und
schreiben o(a) = .

Definition 2. Das Bild des Homomorphismus f: k€ Z+> a¥* €@ heit die vom
Element a €G erzeugte zyklische Untzrgruppe der Gruppe G; sie wird mit [a] bezeich-
net. Das Element o heiflt ein erzeugendes Element der Untergruppe [a].

Nach Satz 2.12 ist ndmlich das Bild eines Homomorphismus eine Untergruppe.
Offensichtlich ist [a] die Menge aller ganzzahligen Potenzen des Elementes a und
stimmt daher mit der von der Einermenge {a} erzeugten Untergruppe [{a}] iiberein
(vgl. Satz 2.6).

Satz 2. Es ser @ eine Gruppe, a€G, ncN, o(a)=n. Fiir den Homomorphismus f
aus Definition 2 gilt dann Ker f=nZ, |[a]|=n und [a] ={e, a, ..., a®1}. Ist jedoch
o(a) = o, 80 bildet | die Gruppe Z isomorph auf [a] ab.

Beweis. Nach Satz 2.12 ist Ker f eine Untergruppe von Z. Offenbar ist n die
kleinste natiirliche Zahl, die in Ker f liegt. Daher gilt Ker f=nZ (vgl. Satz 2.2).
Fir k€ Z, k=ng+r mit ¢, r€Z, 0=r<n, gilt a*=f(k)=f(nq) f(r)=f(r) =a". Da jede
ganze Zahl in der angegebenen Form darstellbar ist (Division durch » mit Rest),
gilt [a] ={e, a, ..., a®1}. Zum Beweis von o(a)=|[a]| =% zeigen wir, daB alle diese
Elemente verschieden sind. Angenommen, k und sind ganze Zahlenmit0 sk =l<m=,
fir die a*=q' gilt. Dann ist f(k)=f(), also f(I—k)=e, d.h. I—kéeKer f=nZ.
Aus 0=l—k<n und weil n die Zahl I -k teilt, folgt I=*F.

Es sei nun o(a) = c. Dann ist Ker f={0}. Gilt namlich f(k) =a*=e, so kann nach
Voraussetzung nicht k>0 gelten. Wire etwa k<0, so wire auch f (—k)=a"%=e,
was wegen — k>0 wiederum nicht moglich ist. Somit mu8 k=0 sein. Die Behaup-
tung folgt nun aus Satz 2.13. O

Beispiel 1. Ist s€8, ein Zyklus der Linge k, so ist o(s)=k. Folglich hat die
zyklische Untergruppe [s] die Ordnung k.

Definition 3. Eine Gruppe @ heiBt zyklisch, wenn sie mit einer ihrer zyklischen
Untergruppen iibereinstimmt, d. h., wenn es ein @ €G gibt mit [a] =G'; a heifit dann
ein erzeugendes Element von G.

Beispiel 2. Offenbar gilt Z=[1]; daher ist Z eine unendliche zyklische Gruppe.

Beispiel 3. Es bezeichne d,, die Drehung der euklidischen Ebene E im positiven
Sinne um den festen Punkt o und den Winkel ¢, —<@< +<. Offenbar gilt
dyyy=0,00d,,d ' =d_, dy=idg. Daher bilden die Drehungen d, eine Untergruppe
CZS(E) der Gruppe aller Transformationen der Ebene E, namlich das Bild des
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Homomorphismus ¢€R > d,€8(E). Fiir neN gilt o(d,,,) =n. Die entsprechende
zyklische Untergruppe C,, =[d,,] besteht aus den Drehungen dy, dyp/, +-es & —1y2/ 5
man kann sie auch als die Gruppe derjenigen Drehungen definieren, die ein gewisses
regulires n-Eck mit dem Zentrum in o in sich iiberfithren.

Nach der in § 2 eingefiihrten Terminologie kénnen wir die zyklischen Gruppen
auch als diejenigen Gruppen charakterisieren, die eine erzeugende Menge aus nur
einem Element besitzen. Sie bilden daher eine natiirliche Klasse von Gruppen,
die eine besonders einfache Struktur haben. Wir wollen nun eine Klassifikation aller
zyklischen Gruppen bis auf Isomorphie angeben, d. h.die Klassen isomorpher
zyklischer Gruppen eindeutig kennzeichnen.

Satz 3. Jede unendliche zyklische Gruppe ist vsomorph zur Gruppe Z. Zwer endliche
zyklische Gruppen sind rsomorph dann und nur dann, wenn sie dieselbe Ordnung
haben.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein a€G mit [a¢] =G. Ist G unendlich, so
muB nach Satz 2 auch o(a)=c gelten, und der Homomorphismus k€Z+— a*c@
ist ein Isomorphismus. Es sei nun |G| =n und H =[b] eine weitere zyklische Gruppe
derselben Ordnung n. Nach Satz 2 gilt dann o(a) =0(b) =7 und G ={e, q, ..., a® 1},
H={e,b, ..., b"1}. Wir definieren die Abbildung ¢ durch die Formel p(a*)=>* fiir
k=0,1, ..., n—1. Offenbar ist ¢ bijektiv; wir zeigen, daf ¢ ein Isomorphismus ist.
Esseienk, I€Z,0=k<n,0=l<n,und k+l=ng+r, 0 =r<mn, sei die durch Division
von k+1 durch » mit Rest entstehende Darstellung. Dann gilt a*a!=a*+!=a’, also
¢(a*a’) = p(a") =b". Andererseits ist

(p(a") tp(al) =bEpt =pk+l —pr .,
Hieraus ergibt sich die Behauptung. O

Ubung 4. Man zeige, daB jede zyklische Gruppe abelsch ist.
Ubung 5. Man bestimme alle erzeugenden Elemente der Gruppe Z.

Ubung 6. Es sei G =[a] eine zyklische Gruppe der Ordnung 7, b €G. Man beweise die
Aquivalenz der folgenden Aussagen: 1. G =[b]. 2. o(b) =n. 3. Es gilt b =a*, wobei k und n
teilerfremd sind.

Ubung 7. Man beweise, daB der in Ubung 3 definierte Endomorphismus p; im Fall
einer zyklischen Gruppe G der Ordnung n dann und nur dann ein Automorphismus ist,
wenn k und » teilerfremd sind.

Ubung 8. Aus Ubung 2.14 folgt, daB alle Gruppen der Ordnungen 2 und 3 zyklisch sind.
Man beweise, daB3 eine Gruppe der Ordnung 4 entweder zyklisch oder zur ,,Kleinschen
Vierergruppe V isomorph ist, die ausden vier Permutationene, (1 2)o(3 4),(1 3)o(2 4),
(1 4)o(2 3)€S; besteht (vgl. Ubung 1.6).

Satz 4. Jedes homomorphe Bild einer zyklischen Gruppe und jede Untergruppe einer
zyklischen Gruppe sind selbst wieder zyklisch.

Beweis. Es sei G=[a] und ¢: @—@G ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
jedes beIm ¢ in der Form b=g(a*) =¢(a)t, k€ Z, darstellbar, also Im ¢ =[¢(a)].

Es sei nun H eine Untergruppe der zyklischen Gruppe G'=[a]. Wir betrachten
den Homomorphismus f: k> a* der Gruppe Z auf @. Nach Satz 2.12 ist f~1(H)
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eine Untergruppe von Z. Aber aus Satz 2.2 erkennt man, daB jede Untergruppe von
Z zyklisch ist. Nun gilt H=f(f~4(H)); H ist also Bild der zyklischen Untergruppe
/~4(H)c Z bei dem eingeschriankten Homomorphismus f | f~1(H) und ist nach dem
zuerst Bewiesenen selbst zyklisch. O

Ubung 9. Es sei @ =[a] eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Man beweise, da8 fiir
jede natiirliche Zahl m, die n teilt, eine einzige Untergruppe H SG der Ordnung m
exigtiert, némlich H =[a"™]; auf diese Weise erhilt man alle Untergruppen von G.

Ubung 10. Es seien @, H zyklische Gruppen. Man zeige, da die Gruppe Hom (G, H)
(vgl. Ubung 2.12) eine zyklische Gruppe ist, bestimme ihre Ordnung und finde ein er-
zeugendes Element.

§ 4. Transformationsgruppen

Es sei X eine nichtleere Menge. In Beispiel 1.10 haben wir die Gruppe S(X) aller
Transformationen der Menge X eingefithrt. Wir wollen nun die Grundbegriffe der
Theorie der Transformationsgruppen darlegen, die sich auf die Untergruppen
von S(X) stiitzt.

Definition 1. Unter einer Wirkung der Gruppe G auf einer nichtleeren Menge X
versteht man eine Abbildung

(@, 2) EGXx X > axcX
der Menge @ x X in X, welche die folgenden Eigensehaften besitzt
1. a(bz)=(ab) x firalle @a,b€cG@ und z€X;
2. ex=x firalle xz¢X.
Wir wollen zuerst eine andere Formulierung dieses Begriffs angeben. Jedem be-
liebigen a € G entspricht eine Abbildung
t,rx€X—>axcX,

und fiir diese Abbildungen sind nach den Eigenschaften 1 und 2 folgende Bezie-
hungen erfiillt:

tll Otb = tdb > (1)
t,=idy . @)
Aus (1) und (2) ergibt sich ¢, 0t,-1=#,-,0t,=idy, d. h., jede Abbildung f, ist bijek-

tiv und daher eine Transformation ¢,€.8(X); ferner gilt ¢,-,=¢;"1. Daher ist nach (1)
die Abbildung

9:a€Gr t,€8(X) (3)
ein Homomorphismus der Gruppe G in die Gruppe S(X). Ist nun umgekehrt ein

Homomorphismus ¢: @ 8(X) gegeben, so erfiillen die Transformationen #,: = ¢(a)
die Eigenschaften (1) und (2), vgl. Satz 2.11. Definieren wir: (a, x)€G XX +—
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—>az:=g(a)(x)€X, so erhalten wir offenbar eine Wirkung der Gruppe G auf X.
Die Vorgabe etner Wirkung der Gruppe G auf der Menge X ist also gleichwertig zur Vor-
gabe eines Homomorphismus G- 8(X).

Beispiel 1. Die Gruppe S(X) und jede ihrer Untergruppen wirkt in natirlicher
Weise auf der Menge X nach der Formel sx=s(x) fiir x€ X, scS8(X). Dabei gilt
t,=s.

Beispiel 2. Fiir jede beliebige Gruppe G kann man die triviale Wirkung von G
auf X durch die Festsetzung azx=z fiir alle a€G, x€ X definieren. Dabei gilt
t,=1dy fiir alle a €@.

Beispiel 3. Es sei @ irgendeine Gruppe. Die Multiplikation von @ ist eine Opera-
tion G X G—@, die den Bedingungen der Definition 1 fiir X =@ geniigt. Hierdurch
ist eine Wirkung der Gruppe G auf sich definiert, fiir die

t(x)=ax (x€@) (4)

gilt. Diese Transformation £,€S5(@) heiit die Linkstranslation um das Element a;
sie wird gewShnlich mit 7, bezeichnet. Die Wirkung selbst nennt man die Wirkung
von G auf sich mit Hilfe der Linkstranslationen.

Beispiel 4. Unter der Rechistranslation um das Element a €G versteht man die
durch

ry(%):=2xa (x€@) (5)

definierte Transformation r, € S(G); nach Satz 1.4 ist », ndmlich bijektiv. Man priift
leicht die Formel

Pap=Tp07, (@, bE@)
nach. Definiert man ¢, durch

by ="g-1 (a'EG) s
so ist die Zuordnung ¢:a€G+— t,€S(Q) ein- Gruppenhomomorphismus. Die ent-
sprechende Wirkung heifit Wirkung von G auf sich mit Hilfe der Rechitstranslationen.
Wir erwihnen noch die Beziehung

lyor,=r ol (a, bEG) ,
die nur eine andere Formulierung des Axioms der Assoziativitét ist.

Beispiel 5. Noch eine Wirkung der Gruppe G auf sich erhdlt man durch die

Definition

ogi=lory=7,-40l, d.h. a(@)=aza"! (x€@) . (6)
Aus (5) und (6) folgt leicht a, oay=xy, d. h., die Zuordnung a+> «, definiert eine

Wirkung von G auf sich, die man die Wirkung mit Hilfe der inneren Automorphismen
nennt; denn es gilt

Satz 1. Diec durch (6) definierte Transformation der Gruppe G vst exn Automorphis-
mus von G (,der zu a gehorige tnnere Automorphismus®). Die tnneren Automorphis-
men bilden eine Untergruppe Int G < Aut G (vgl. Ubung 2.11).
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Beweis. Es gilt «,(zy)=oxya—1=(aza~1) (aya~1) =ay(%) a,(y). Hieraus und
aus Beispiel 5 folgt, daB die Zuordnung @+ z, ein Homomorphismus der
Gruppe G in die Gruppe Aut G ist. Nach Satz 2.12 ist sein Bild eine Untergruppe. O

Definition 2. Die Wirkung der Gruppe G auf X heit effektiv, wenn der zuge-
horige, durch (3) definierte Homomorphismus ¢: G—8(X) injektiv ist. Im allge-
meinen Fall heit die Untergruppe IN:=Xer ¢ c G der Nichteffektivititskern der ge-
gebenen Wirkung.

Aus Satz 2.13 folgt, daB die Gruppe G dann und nur dann effektiv auf X wirkt,
wenn N = {e} gilt; in diesem Fall ist G=Im ¢.

Definition 3. Gegeben sei eine Wirkung von @ auf X. Ein Element € X heilt
Fizpunkt des Elementes a€@, wenn ax=z, d. h. {,(xr)==, gilt. Die Menge aller
derjenigen z€ X, fiir die ¢,(x) =z fiir alle a €@ gilt, wird mit X bezeichnet.

Bemerkung zur Terminologie. Ist etwa durch einen Homomorphismus ¢
nach (3) eine Wirkung von G auf X gegeben, so nennt man das Tripel [G, X, ¢]
eine Transformationsgruppe; ist klar, um welche Wirkung von G auf X es sich
handelt, so spricht man einfach von der Transformationsgruppe [@, X]. Weil die
Transformationsgruppen in der Geometrie ihre wichtigsten Anwendungen finden
und um sich einer anschaulichen Redeweise zu bedienen, nennt man X auch den
Raum der Transformationsgruppe und die Elemente von X Punkte. Leider ist die
Terminologie nicht ganz einheitlich. So wird die im folgenden Satz 2 definierte
stationire Untergruppe G, auch der Stabilisator oder die Isotropiegruppe von x ge-
nannt; statt Fixpunkt sagt man auch stabiler Punkt usw.

Satz 2. Die Menge aller der Elemente a €Q, fiir die ein gegebenes Element x€ X Frizx-
punkt ist, st eine Untergruppe G, von G, die die stationdre Untergruppe des Punktes x
hexft. Es gilt

Guz=2,(G;)  (a€@). (7
Der Nichteffektivititskern der Transformationsgruppe vst
N=nagaG,. (8)
zcX

Beweis. Es gilt (bc) x=b(cx)=bx =z, falls b, c€@, sind. Weiter ist ex=x. Ist
bx=z, so folgt b—1lz=b"1(bxz)==x. Somit erfiillt G, die Bedingungen von Satz 2.1
und ist eine Untergruppe. Wir beweisen nun (7). Gilt bx =z, so ist (aba 1) ax =a(bx) =
=az, d. h. a,(G;) EG,,. Ebenso folgt a1(G,,) EG,, also G,, S a,(G,). Die Gleichung
(8) ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen. O

Definition 4. Die Wirkung der Gruppe G auf der Menge X heilt frez, wenn kein
von e verschiedenes Element a€@, a +e, einen Fixpunkt besitzt, d. h., wenn
G, = {e} fiir alle z€ X gilt.

Aus (8) ergibt sich sofort, daB eine frete Wirkung effektiv vst.

Beispiel 6. Die Wirkung einer Gruppe @ auf sich mit Hilfe der linken (bzw.
rechten) Translationen ist stets frei. In der Tat, gilt fiir gewisse a, x€G die Gleichung
ar=z, so fclgt a=e.
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Mit Hilfe der Linkstranslationen beweisen wir nun den folgenden Satz, der zeigt,
welche Rolle die Transformationsgruppen in der allgemeinen Gruppentheorie
spielen.

Satz 3 (Theorem von CAYLEY). Eine beliebige Gruppe G ist 1somorph zu einer
Untergruppe von S(@). Eine beliebige endliche Gruppe G der Ordnung n vst isomorph
zu etner Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,.

Beweis. Die Wirkung der Gruppe @ mit Hilfe der Linkstranslationen auf sich
ist frei und daher effektiv. Somit bildet der zugehorige Homomorphismus ¢: G-~
—-8(G@) die Gruppe @ isomorph auf die Gruppe aller Linkstranslationen ab. Gilt
|G| =n, so existiert ein Isomorphismus g:S(G)—~S, (vgl. Ubung 2.13). Dann ist
B o @ ein Isomorphismus von @ auf eine gewisse Untergruppe von S,. O

Beispiel 7. Wir betrachten die Wirkung der Gruppe G auf sich mit Hilfe der
inneren Automorphismen (Beispiel 5). Ein Element z¢@ ist dann und nur dann
ein Fixpunkt fiir ¢ €@, wenn aza~1=z, d. h.

ar=za ,

gilt. Man sagt, daB zwei derartige Elemente  und a der Gruppe @ kommutieren. Die
stationdre Untergruppe eines Elementes z€@ ist die Menge aller mit z kommutie-
renden Elemente. Sie heiBt der Zentralisator des Elementes x und wird mit Z, be-
zeichnet. Nach (8) ist der Nichteffektivitdtskern der betrachteten Wirkung gleich

N Z,. Diese Untergruppe ist die Menge aller derjenigen Elemente der Gruppe G,
ze@
die mit allen x€G kommutieren; sie heiBt das Zentrum der Gruppe G und wird mit

Z bezeichnet.

Gegeben sei nun eine Transformationsgruppe [@, X]. Wir definieren eine Re-
lation ~ in X folgendermaBen:

y~x: <> es gibt ein €@ mit y=ax. (9)
Satz 4. Die Relation (9) ist eine Aquivalenzrelation in X.

Beweis. Offenbar gilt x=ez, also z~z. Ferner folgt aus y~z,d. h. y=ax
fiirein a €@, daB x=a"1y, also x~y ist. Es seischlieBlich y~z und z~y, und a, €@
seien so beschaffen, daB y=ax und z=by gilt. Dann ist z=>b(ax)=(ba) z, d. h.
z~z. O

Die Aquivalenzklasse des Elementes z¢ X ist die Menge aller Elemente der Ge-
stalt az, wobei a die Gruppe G durchlduft; sie heiBlt der Orbit von z beziiglich der
Wirkung von & und wird mit G(x) (auch Gx) bezeichnet. Aus Satz 4 und Satz 0.2.1
folgt, dafp X disjunkte Vereinigung der Orbits ist. Unter dem Orbitraum X/G ver-
steht man die Faktormenge X/G:= X/~ , vgl. Definition 0.8.

Definition 5. Eine Wirkung der Gruppe G auf X heillt transitiv, wenn fiir be-
liebige =, y€ X ein a €@ existiert mit y =ax, d. h., wenn X der Orbit eines beliebigen
seiner Punkte ist; in diesem Fall nennt man X einen homogenen Raum mat der
Gruppe G. Die Wirkung heit einfach transitiv, wenn sie transitiv und frei ist.

4 Onidtik, Algebra 1
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Beispiel 8. Die natiirliche Wirkung der Gruppe S, auf N, (Beispiel 1) ist tran-
sitiv, aber fiir »>2 nicht einfach transitiv. Die stationire Untergruppe (S,), des
Punktes k€N, ist isomorph zur Gruppe S, _;.

Beispiel 9. Die Wirkungen der Gruppe @ auf sich mit Hilfe der linken bzw.
rechten Translationen (Beispiele 3 und 4) sind einfach transitiv.

Beispiel 10. Die Wirkung der Gruppe G auf sich mit Hilfe der inneren Auto-
morphismen (Beispiel 5) ist nicht transitiv, wenn G = {e} gilt. Der Orbit des Punktes.
¢ €@ ist namlich gleich {e}. In diesem Fall gilt z~y dann und nur dann, wenn ein
a €@ existiert, fiir das

y=aza~1
gilt; derartige Elemente z, y €@ heiBlen konjugiert.

Wir wollen nun einige einfache notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die
Transitivitdt und die einfache Transitivitdt einer Transformationsgruppe ange-
ben. Zu jedem beliebigen Element z¢ X definieren wir die Abbildung

Pgi 6€EQ—> pya):=axcX . (10)

Man erkennt leicht Im p, =Gz und p!(x) =G,. Den einfachen Beweis des folgen-
den Satzes iiberlassen wir dem Leser.

Satz 5. Es sei [G, X etne Transformationsgruppe. Dann qult: Fiir alle € X besitzt
die Abbildung p, die Eigenschaft

proly=t,0p, (a€G). (11)

Die Wirkung der Gruppe G auf X st frer dann und nur dann, w2nn p, fir alle x€ X
injektiv ist; ste ist transitiv genau dann, wenn p, fir irgendein x€X surjektiv vst;
sie 1st exnfach transitiv dann und nur dann, wenn p, fir vrgendern x € X bijektrv vst. O

Ubung 1. Man gebe eine geometrische Interpretation der Translationen l4 =74 in der
Gruppe V der Vektoren der Ebene (Beispiel 1.6).

Ubung 2. Es sei f: G »@G eine Abbildung von @ in G, fiir die fo I, =1, of fiir alle a aus
der Gruppe G gilt. Man beweise, dal f dann eine Rechtstranslation ist.

Ubung 8. Mit Hilfe des Theorems von CAYLEY finde man eine Realisierung der zy-
klischen Gruppe der Ordnung n als eine Untergruppe der Gruppe S,,.

Ubung 4. Man beweise, dal die Gruppe der Drehungen C (Beispiel 3.3) einfach tran-
sitiv auf einer Kreislinie mit dem Zentrum o wirkt und da@ die Gruppe C, einfach tran-
sitiv auf der Menge der Ecken eines reguldren n-Ecks wirkt.

Ubung 5. Man zeige, da eine zyklische Untergruppe der Form [(i4 45 ... 1,)]E8»
einfach transitiv auf N, wirkt und daB die Kleinsche Vierergruppe V (Ubung 3.8)
einfach transitiv auf N, wirkt.

Ubung 6. Man beweise Ubung 2.6 mit Hilfe von Satz 4. (Hinweis. Man betrachte
die Orbits [s] 4 fiir ¢ €N,; die Elemente der Orbits, genommen in der durch sukzessive
Anwendung von s entstehenden zyklischen Anordnung, bilden die unabhéngigen Zy-
klen. Gilt [s] © ={¢}, so setze man (2): =e €S,.)
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§5.  Kategorien und Funktoren

In diesem Paragraphen wollen wir einige einfache, jedoch recht abstrakte Begriffe
einfithren, die in der modernen Mathematik hdufig gebraucht werden. Wir benéti-
gen dabei nur die Terminologie der Kategorien und Funktoren; fiir die eigentliche
Theorie verweisen wir auf die Spezialliteratur, vgl. etwa H. ScRUBERT [1]. Der Le-
ser kann diesen Paragraphen zunéchst iiberspringen und spéter bei Bedarf auf
ihn zuriickkommen.

Definition 1. Eine Kategorie [ofl, Hom, o] besteht aus einer Klasse o von
Objekten A, B, ..., X¢ofl, einer Zuordnung Hom, die jedem geordneten Paar
(X, Y)€oA xR eine Menge Hom (X, Y) zuordnet, deren Elemente die Morphismen
von X in Y heiflen, und einer Komposition oder Morphismen, wobei folgende Be-
dingungen erfiillt sind:

1. Ist (X, Y)=*(X,, Yy), so gilt Hom (X, Y)NHom (X,, Yo)=90.

2. Fiir alle Tripel (X, Y, Z) von Objekten ist die Komposition oeine Abbildung

(f, 9)€Hom (X, Y)x Hom (Y, Z)— gof€¢Hom (X, Z) .

3. Die Komposition ist assoziativ, d. h., fiir alle f¢Hom (X, Y), g¢Hom (Y, Z),
heHom (Z, U) gilt

ho(gof)=(hog)of .

4. Zu jedem Objekt X €ofl gibt es ein zugehdoriges Einselement ex, d. h. einen Mor-
phismus ey ¢ Hom (X, X), der fiir alle Y ¢€oA, feHom (¥, X) und gc¢Hom (X, Y)
die Gleichungen

exof=f,  goex=g
erfiillt.

Beispiel 1. Die Klasse ol: =91 aller Mengen wird zu einer Kategorie, wenn wir
als Morphismen feHom (X, Y):=M(X, Y) die Abbildungen f von X in Y und als
Komposition die Verkniipfung der Abbildungen definieren, vgl. Beispiel 0.2.4 und
Definition 0.2.5. Die Einselemente sind dann die identischen Abbildungen ey =idy.
In diesem Sinne spricht man von der Kategorie aller Mengen.

Beispiel 2. Es sei § die Klasse aller Gruppen, Hom (X, .Y) fiir X, Y ¢§die Menge
der Homomorphismen von X in Y und odie Verkniipfung der Homomorphismen.
Nach Satz 2.9 erhalten wir so eine Kategorie, die Kategorie aller Gruppen. Analeg
kann man von der Kategorie aller Monoide sprechen. Die Einselemente ey sind
wieder die identischen Abbildungen; man verwechsle sie nicht mit den Einsele-
menten ¢ € X der multiplikativ geschriebenen Gruppen X € §, die streng genommen
ebenfalls alle unterschiedlich bezeichnet werden miiiten. Man nennt eine Kategorie
B eine Unterkategorie von oA, wenn die Objekte von & auch Objekte ven ofl sind,
fiir die Morphismenmengen Homg(X, Y) S Hom 4 (X, Y) firralle (X, Y)€Bx B gilt
und die Komposition der Morphismen in & die Einschrankung der Komposition der
Mcrphismen in ofl ist. Somit ist die Kategorie der Gruppen eine Unterkategorie der
Kategorie der Monoide, und beide sind Unterkategorien der Kategorie der Mengen.
4*
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Definition 2. Es seicf eine beliebige Kategorie. Ein Morphismus f¢ Hom (X, Y)
heiBt ein Isomorphismus, wenn er ein Inverses g€ Hom (Y, X) besitzt, das ist ein
Morphismus, der

gof=ex und fog=ey
erfiillt. Ein Isomorphismus f¢Hom (X, X) heiBt ein Automorphismus.
Man beweist leicht

Satz 1. Zu jedem Objekt X einer Kategorie R gibt es genau ein Einselement ey;
ex st ein Automorphismus. Zu jedem Isomorphismus f der Kategorie ol gibt es genau
einen inversen Isomorphismus, den man mat f~1 bezeichnet. Fiir jedes Objekt X € ol 15t

Aut (X):={f| feHom (X, X), f Automorphismus}

beziiglich der Komposition oeine Gruppe, die man die Automorphismengruppe von
X nennt; thr Einselement ist ex. O

Zwei Objekte X, Y der Kategorie ol heiBen 7somorph, wenn ein Isomorphismus
J€Hom (X, Y) existiert. Genauso wie Satz 2.10 beweist man, dal die Isomorphre
eine Aquivalenzrelation tn der Klasse der Objekte der Kategorie #st. Unter dem Klas-
sifikationsproblem versteht man die Aufgabe, die Isomorphieklassen dieser Aqui-
valenzrelation aufzuzédhlen und zu beschreiben. Fiir die Kategorie der Gruppen z. B.
ist dieses Problem ungelést. In der Kategorie der Mengen nennt man die Isomor-
phieklassen Mdchtigkeiten, und statt von isomorphen Mengen spricht man von
gleichmiichtigen. Da zwei endliche Mengen genau dann gleichmichtig sind, wenn sie
dieselbe Anzahl von Elementen besitzen, konnen wir die Miachtigkeiten als Verall-
gemeinerungen der natiirlichen Zahlen ansehen (vgl. auch Beispiel 0.2.14).

Beispiel 3. Es bezeichne § die Klasse aller Transformationsgruppen [G, X, ¢],
vgl. Definition 4.1.3. Oft unterdriickt man die explizite Angabe der Wirkung ¢;
man beachte jedoch, daB es in der Regel sehr viele Wirkungen von G iiber X gibt
und daB man sich stets eine bestimmte dieser Wirkungen vorzustellen hat, wenn
man von einer Transformationsgruppe [@, X] spricht. Man nennt (F, f) einen dquz-
varianten Morphismus der Transformationsgruppe [G, X] in die Transformations-
gruppe [H, Y], wenn FcHom (G, H) ein Gruppenhomomorphismus, f¢ M (X, Y)
eine Abbildung ist und fiir alle g€@ das Diagramm

t

. GuLES ¢
(1)
fl tr) lf
Y —5Y
kommutativ ist, d. h.
/(g - 2)="F(g) - f(=) (2)

gilt. Die Komposition zweier d#quivarianter Morphismen

(F,)):16, X]~[H, Y] und (P,p):[H, Y]~[L, 2]
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wird durch die Verkniipfung der Abbildungen erkléirt:
(P,p)o(F, f):=(PoF, pof); @)

(P, p)o(F, [) ist dann ein dquivarianter Morphismus von [@, X] in [L, Z]. Das zu
dem Objekt [G, X] gehérende Einselement ist (idg, idy), und die Komposition (3)
ist assoziativ. Folglich kénnen wir von der Kategorie § der Transformationsgruppen
sprechen. Insbesondere ist der Begriff der Isomorphie fiir Transformationsgruppen
definiert.

Ubung 1. Man beweise: Ein dquivarianter Morphismus (F, f): [@, X]~[H, Y] der
Kategorie § ist ein Isomorphismus dann und nur dann, wenn F und f bijektiv sind, und
es gilt

(F, )~1=(F~1, 7). (4)

Beispiel 4. Es sei G eine bestimmte Gruppe. Wir definieren die Unterkategorie
(@) von § als die Klasse aller Transformationsgruppen der Form [@, X]; als Mor-
phismen werden nur die d&quivarianten Morphismen der Gestalt (idg, f) der Katego-
rie § angesehen. Ein derartiger Morphismus ist also allein durch Angabe der Ab-
bildung f: X Y bestimmt, welche wegen (2) die Bedingung

f(g-2)=g-f(x) (9¢G,zeX) (5)
erfiillen muB; derartige Abbildungen nennt man G-Abbildungen oder G-Invarianten.

Ubung 2. Die Wirkungen einer Gruppe @ auf sich mit Hilfe der Linkstranslationen I,
und mit Hilfe der Rechtstranslationen r,-1 (vgl. die Beispiele 4.3 und 4.4) definieren
zwei Objekte der Kategorie §(G). Man beweise, daB3 diese Objekte isomorph sind.

Man macht sich leicht klar, da man die Kategorien als eine Verallgemeinerung
der Halbgruppen [H, o] mit Einselement betrachten kann (vgl. die Definitionen 1.2,
1.3). In jeder Kategorie ol ist niamlich fir alle X€ofl die Morphismenmenge
Hom (X, X). mit der Operation o eine Halbgruppe mit Einselement ey. Daher
konnen wir eine Halbgruppe H als eine Kategorie betrachten, deren Objektklasse
nur ein einziges Element X enthilt, fiir das H = Hom (X, X)gilt (vgl. auch Ubung5).
Es ist deshalb nicht verwunderlich, daB man auch fiir Kategorien selbst ,,Ho-
momorphismen” hat, die man hier, um sie nicht mit den Morphismen der Kate-
gorien zu verwechseln, Funktoren nennt:

Definition 3. Unter einem kovarianten (bzw. kontravarianten) Funktor T:R-B
der Kategorie ol in die Kategorie & versteht man eine Zuordnung, die jedem Ob-
jekt X €l ein Objekt T(X)€®B und jedem Morphismus feHom, (X, Y) einen
Morphismus Tfc¢Homg (T(X), T(Y)) (bzw. Tf¢ Homg(T(Y), T(X))) zuordnet, so
daB

T(ex)=epc) (6)
und

T (gof)=T(g)o T(f) (7
(bzw.

T (gof)=T(}) > T(g)) (8)

fiir alle f¢ Hom, (X, Y), gcHom (Y, Z), X, ¥, Z¢oA, erfiillt sind.
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Beispiel 5. Ordnen wir jeder Transformationsgruppe [G, X]1€§ die Gruppe
H (@G, X):=G und jedem dquivarianten Morphismus (7, f) der Kategorie § den
Homomorphismus H(F, f):=F zu, so erhalten wir einen kovarianten Funktor
H,:§-G. Analog kénnen wir durch Hy(@, X):=X und Hy(F, f):=f einen ko-
varianten Funktor H,: § -9 von § in die Kategorie der Mengen definieren.

Beispiel 6. Es sei G irgendeine (z. B. multiplikativ geschriebene) ‘Gruppe:
Nach Beispiel 1.8 und Ubung 1.1 wird dann durch G¥:=[M(X, @), -] jeder nicht-
leeren Menge X € 9 eine Gruppe, die Gruppe der Abbildungen von X in G, zuge-
ordnet. Bezeichnet e €G das Einselement von G und setzen wir Q?: = {¢}, so erhalten
wir eine Zuordnung Fg: X € l— GX G der Klasse der Mengen in die Klasse der
Gruppen. Es sei nun g€ M(X, Y). Wir definieren einen Gruppenhomomorphismus
Fo(p): G¥—+GX durch

Fele): 1€GT > [P:=fopeGX. 9
Man beweist leicht, daB die Abbildung (9) wirklich ein Gruppenhomomorphismus
ist, daB
gilt und daB Fg:M—~@ ein kontravarianter Funktor ist: Aus der Beziehung
fPe?=fo(ypop)=(foyp)op folgt ja sofort

Fg(yop)=Fg(p)oF(y) - (11)
Zur Veranschaulichung stellen wir noch die entsprechenden Diagramme gegen-
iiber, wobei wir zur Abkiirzung ¢’:= Fg(p) setzen: '

;/\ / \

7
Yoo (ww)

Beispiel 7. Wir behalten die Bezeichnungen von Beispiel 6 bei, betrachten nun
aber X als fest und G€§ als variabel. Setzen wir fiir 6¢ Hom (G, H)

O4:f€GX— O, f:=00fc HX,
80 zeigt folgende einfache Rechnung, daB 6, c¢Hom (GX, HX) gilt:
bx (/- 9) (@) =60(f - g) (2) =0 (f(2) - g(x)) =6(f(2)) - (g(=))
=04f() - 0*9(“‘) (041 - 649) (%) -
Man beweist leicht, daB die Zuordnung
GeG—>GXcgq, 6¢Hom (G, H)— 6,c¢Hom (GX, HX) ,
einen kovarianten Funktor der Kategorie § in sich definiert.

Die Beispiele 6 und 7 kann man zusammenfassen, indem man sagt, da8 (G, X)¢
€GXM> GX€G, 01> Oy, > ¢', ein Bifunktor sei, der im ersten Argument
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kovariant und im zweiten Argument kontravariant ist. Analog kann man Mult:-
funktoren von endlich vielen Argumenten betrachten.

Ubung 3. Man beweise: Ordnet man jeder Menge X ihre Potenzmenge P(X) und
jeder Abbildung f€ M(X, Y) ihre ebenso bezeichnete Ausdehnung féM(PB(X), B(Y))
(vgl. (0.2.24)) zu, so entsteht ein kovarianter Funktor von & in dll. Analog definiert
die Zuordnung

XeM—> PX)eM,  feEM(X, Y) > f~1eM(B(Y), B(X)),
nach (0.2.25) einen kontravarianten Funktor von 9l in sich.

Ubung 4. Man beweise, daf3 die folgenden Zuordnungen v kovariante Funktoren der
Kategorie G in die Kategorie § sind: Fiir jede Gruppe G bezeichne 7(G) die Transforma-
tionsgruppe [@, G}, fiir die die Wirkung von G entweder iiber die Linkstranslationen
oder die Rechtstranslationen oder iiber die inneren Automorphismen von G definiert
ist (vgl. die Beispiele 4.3 bis 4.5); fiir jeden Homomorphismus g€ Hom (G, H) wird z(p)
durch z(p): =(¢p, p) definiert.

Ubung 5. Es sei I eine Klasse mit einer Operation fog, die nicht notwendig fiir
alle Paare f, g €91 definiert zu sein braucht. Eine derartige Operation o heilt assoziativ,
wenn fiir beliebige f, g, k €9 folgende Bedingung erfiillt ist: Sind fog und gohk oder
fog und (f og) ok oder goh und f o(g ok) definiert, so sind auch die iibrigen zwei der vier
Produkte fog, gok, (fog) ok und fo(goh) definiert, und es gilt (f og) ok =fo(goh). Ein
Element ¢ €91 heillt eine Einheit, wenn eof =f und goe =g fiir alle diejenigen f, g €9
gelten, fiir die eof und g oe definiert sind. Es bezeichne & die Klasse aller Einheiten von
9. Ein Element f€IN heilt invertierbar, wenn ein g €N existiert, fiir das fog €8 und
gof €& gilt. — a) Fiir eine beliebige Kategorie [f, Hom, 0] betrachten wir die Klasse
Mm: = lLrJ&)z Hom (X, Y) aller Morphismen der Kategorie mit der Operation o. Man be-
weise, da3 o eine assoziative Operation ist, daB} & ={ex}x ¢t gilt und daB ein f €I dann
und nur dann invertierbar ist, wenn f ein Isomorphismus ist. — b) Es sei umgekehrt 9
eine Klasse mit einer nicht notwendig iiberall definierten Operation o, welche die fol-
genden Eigenschaften besitzen moge: 1. die Operation oist assoziativ; 2. fiir jedes f€JI
existieren Einheiten e, e’ €8, so dal eof und foe’ definiert (und gleich f) sind; 3. fiir
beliebige e, e’ € & ist die Klasse Mor (e, ¢’) aller derjenigen f € IN, fiir die ¢’ of und f oe defi-
niert sind, eine Menge. Man beweise, dal [§, Mor, 0] eine Kategorie ist. Falls die Opera-
tion o fiir alle f, g €9 definiert ist, ist [N, 0] eine Halbgruppe mit Einselement.

Nach Ubung 5 konnen die Kategorien also auch als Klassen definiert werden,
in denen eine nicht notwendig iiberall definierte algebraische Operation gegeben
ist, welche die Eigenschaften 1 bis3 besitzt. In dieser Sprache sind die kovarianten
(bzw. kontravarianten) Funktoren dann Zuordnungen = zwischen Klassen, welche
Einheiten in Einheiten iiberfithren und die Bedingung 7 (fog)=1(f) o7(g) (bzw.
7 (fog) =7(g) o7(f)) erfiillen. Abschliefend sei bemerkt, da eine Kategorie, in der
alle Morphismen invertierbar, d. h. Isomorphismen sind, ein Gruppoid heilt. Ist
[oA, Hom, o] eine beliebige Kategorie und bezeichnen wir mit Iso (X, Y)&
S Hom (X, Y) die Menge aller Isomorphismen f: X+ Y, so ist [of], Iso, 0] eine Un-
terkategorie, die sogar ein Gruppoid ist. Da in einem Gruppoid alle Morphismen in-
vertierbar sind, konnen wir die Gruppoide als Verallgemeinerungen der Gruppen
betrachten.



2. ‘Ringe und Korper

Im ersten Kapitel betrachteten wir Monoide, das sind Mengen mit einer Operation.
Dieses Kapitel ist eine Einfiihrung in die Theorie der Ringe und Korper, das sind
Mengen, in denen zwei algebraische Operationen mit gewissen Eigenschaften ge-
geben sind. Der Begriff eines Ringes ist komplizierter als der einer Gruppe; jedoch
wird er vielen Lesern eher vertraut sein, da er eine direkte Verallgemeinerung der
Bereiche der ganzen, der rationalen und der reellen Zahlen mit den beiden Opera-
tionen der Addition und der Multiplikation ist. Ein anderes wichtiges Beispiel ist
der Ring der Polynome. Die Untersuchung dieses Ringes hingt eng mit der Auf-
gabe, die Losungen algebraischer Gleichungen zu bestimmen, zusammen, die eine
der Quellen fiir die Entstehung der modernen Algebra darstellt. Wir werden speziell
die Frage nach der Anzahl und der Lage der reellen Nullstellen eines Polynoms
mit reellen Koeffizienten behandeln und das Kapitel mit einer Methode zur Lésung
linearer Gleichungssysteme abschlie8en. -

§1.  Definition und einfachste Eigenschaften der Ringe

Definition 1. Ein Tripel [4, +, -] einer Menge 4 mit zwei algebraischen Operatio-
nen, der Addition +und der Multiplikation -, heiBt ein Ring, wenn folgende Bedin-
gungen erfiillt sind: _

1. [A, +] ist eine abelsche Gruppe;

2. es gelten die Distributivgesetze

a (b+c)=ab+ac, (b+c)ea=ba+ca (a,b,ceA).

Die Gruppe [4, +] heiflt die additive Gruppe des Ringes, ihre Null heit die Null
des Ringes. Fiir die additive Gruppe gelten natiirlich alle Definitionen und Siatze
der Theorie der abelschen Gruppen; speziell ist in jedem Ring die Operation der
Subtraktion erkldrt: a —b=a+(—b) (vgl. §1.1).

Ein Ring [4, +, -] heilt assoziativ, wenn die Multiplikation assoziativ, d. h.
[4, -] eine Halbgruppe ist, und kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ
ist. Wenn in [4, -] ein Einselement e existiert, sprechen wir von einem Ring mit
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Einselement; die Menge der invertierbaren Elemente von [A4, -] wird mit 4* be-
zeichnet; wir nennen ihre Elemente die invertierbaren Elemente des Ringes.

Wir wollen nun einige einfache Eigenschaften der Ringe beweisen, die unmittelbar
aus den Definitionen folgen. Zunéchst bemerken wir, daf} [A4*, -] fiir einen asso-
ziativen Ring 4 mit Einselement eine Gruppe ist (vgl. Beispiel 1.1.10), welche die
multiplikative Gruppe des Ringes A4 heiBt.

Definiert man die Links- und Rechtstranslationen in einem Ring analog zu
(1.4.4) bzw. (1.4.5) im Fall einer Gruppe

l(x)=ax, 74(%) =2a (xed),

so kénnen wir die Distributivgesetze auch folgendermagen schreiben:
I (b +e)= 1a(b) +1(c), 7a (b+c) =7,(b) +74(¢) (a, b, c€4);

sie driicken also aus, da8 I, und r, Endomorphismen der additiven Gruppe des

Ringes 4 sind.

Satz 1. In einem beliebigen Ring A gelten die Beziehungen

a0=0a=0, :
a(—b)=(—a) b= —ab,
@ (b—c)=ab—ac,
(b—c)a=ba—ca

(a, b, ced).

Beweis. Man wende Satz 1.2.11 auf die Endomorphismen ,, 7, der additiven
Gruppe 4 an. O

Satz 2. Ist A ein Ring mit Einselement e, A + {0}, so qilt 0¢ A*.

Beweis. Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann wiirde sich aus Satz 1
die Identitdt e=0 - 0~1=0 ergeben. Multiplizieren wir diese Gleichung von rechts
mit einem beliebigen a€4, so folgt a=ea=0-a=0, was der Voraussetzung
A+ {0} widerspricht. O

Ubung 1. Fiir einen beliebigen Ring 4 beweise man
(ma) (nd) =(mn) (ad) (m,neZ;a,bcd).

Beispiel 1. Die Mengen Z, @, R mit den iiblichen Operationen der Addition
und Multiplikation sind kommutative, assoziative Ringe mit Einselement. Die ad-
ditiven und multiplikativen Gruppen dieser Ringe betrachteten wir schon in § 1.1.
Speziell gilt Z*={1,—1}. '

Beispiel 2. Es sei M(X, R) die Menge der auf einem Intervall X SR definier-
ten reellwertigen Funktionen. Dann wird M(X, R) bei punktweiser Definition der
Addition und Multiplikation (vgl. Beispiel 1.1.8) ein kommutativer, assoziativer
Ring mit dem Einselement e: e(x) =1 (€ X). Dieses Beispiel 1d8t sich leicht ver-
allgemeinern: Ist 4 ein Ring und X eine nichtleere Menge, so wird die Menge
M(X, A)aller Abbildungen X — 4 bei punktweiser Definition der Addition und der
Multiplikation zu einem Ring.

/
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Beispiel 3. Es sei [G, +] eine abelsche Gruppe und End G die Gruppe ihrer
Endomorphismen (vgl. Ubung1.2.12). Nach Satz 1.2.9 ist in End G eine Operationo,
die Verkniipfung der Endomorphismen, definiert. Nehmen wir diese als Multipli-
kation, so wird End @G ein assoziativer Ring mit Einselement, der sogenannte Endo-
morphismenring der abelschen Gruppe G. Zum Beweis braucht man nur die Distri-
butivgesetze zu tiberpriifen. Wir beweisen z. B.

folg+h)=fog+fok  (f,9,h€End@).
Fiir beliebiges x€@ gilt

(folg+h)) () =F(g(x) +h(2)) =f(g(x)) + f(~(x))
=(fog) (z)+(foh) (x)=(fog+foh) (2).

Beispiel 4. Es sei X irgendeine Menge und ‘B(X) die Menge ihrer Teilmengen.
In B(X) betrachten wir die Operation der symmetrischen Differenz

YAZ=(YN\2)U(Z\Y) (Y, ZeP(X))

als ,,Addition“ und die Durchschnittsbildung Y NZ als ,,Multiplikation“. Mit diesen
Operationen wird B(X) ein kommutativer, assoziativer Ring mit Einselement.
X eB(X) ist das Einselement und die leere Menge 0 ¢SB(X) die Null des Ringes.
Man beachte, daB [PB(X),U,N] fiir [X|+0,1 kein Ring ist, obwohl sogar zwei
Distributivgesetze gelten, vgl. (0.2.16), (0.2.17).

Definition 2. Es sei 4 ein beliebiger Ring. Ein Element a € 4 heifit ein linker
{bzw. rechter) Nullteiler, wenn @ +0 gilt und ein b€ 4, b=+0, existiert, so da « - b=0
(bzw. b - «=0) ist. Ein Ring A heiBt nullteilerfrei, wenn in 4 weder rechte noch
linke Nullteiler existieren.

Die Ringe Z, @, R sind nullteilerfrei; der Ring M(X, R) aus Beispiel 2 besitzt
offenbar Nullteiler, wenn X mehr als ein Element enthilt.

Offenbar ist ein Ring nullteilerfrei, wenn er keine rechten oder keine linken Null-
teiler enthilt. Aus Definition 2 ist ersichtlich, daBl ein Element €4 genau dann
linker (bzw. rechter) Nullteiler ist, wenn der Endomorphismus I, (bzw.r,) der
Gruppe [4, +] einen von Null verschiedenen Kern hat. Nach Satz 1.2.13 ist also a
genau dann nicht linker (bzw. rechter) Nullteiler, wenn I, (bzw. r;) injektiv ist.
Hieraus folgt unmittelbar

Satz 3. In einem nullteilerfreien Ring A ¢ilt die folgende Kiirzungsregel: Aus
ab;=ab, (oder bja =bya) und a+0, a, b, by€ 4, folgt by=by. O

Es sei nun 4 ein assoziativer Ring mit Einselement. Wir erwéhnten bereits, dal3
in diesem Fall [A*, -] eine Gruppe ist. Durch die Multiplikation in 4 ist eine Abbil-
dung (%, a)€A*x Ar> ua €A definiert, die eine Wirkung von A* iiber 4 ist. Die
dieser Wirkung entsprechenden Transformationen f, (v € A*) sind die Linkstrans-
lationen I,. Analog 148t sich eine Wirkung der Gruppe 4A* iiber 4 mit Hilfe der
Rechtstranslationen definieren.
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Definition 3. Die Elemente a, b eines Ringes 4 mit Einselement heien asso-
zivert — wir schreiben hierfiir a~b—, wenn ein Element u€ A* existiert, so daB
b =wua gilt.

Satz 4. In etnem assoziativen Ring mit Einselement ist die Assoziiertheit ~ eine
Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse des Einselementes e ist gleich A*. Die Ele-
mente u€ A* sind weder rechte noch linke Nullteiler.

Beweis. Die Assoziiertheit ist gerade die durch die Wirkung von A* iiber 4
mit Hilfe der Linkstranslationen erzeugte Aquivalenzrelation (vgl. Satz 1.4.4).
Offenbar gilt « ~ e genau dann, wenn « € 4* ist. Da fiir € 4* die , und 7, als Trans-
formationen der entsprechenden Wirkungen bijektiv sind, kann ¢ weder rechter
noch linker Nullteiler sein. O

Fiir den Ring der ganzen Zahlen Z beispielsweise ist Z*={1,—1}, so daB in Z
die Beziehung a~b genau dann gilt, wenn b= +a ist.

Natiirlich definiert auch die Wirkung r,, a € A*, mit Hilfe der Rechtstranslationen
eine Aquivalenzrelation iiber 4. Wenn 4 ein kommutativer Ring ist, stimmen beide
Relationen iiberein, und mit diesem Fall werden wir uns im folgenden hauptséichlich
beschéftigen.

Definition 4. Eine Teilmenge B des Ringes 4 heilit ein Unierring, wenn B be-
ziiglich der Einschrdnkung der iiber 4 definierten Operationen ein Ring ist.

Man erkennt leicht (vgl. Satz 1.2.1), daB eine Teilmenge BS A evn Unterring ist
genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. [B, +] ist eine Untergruppe der additiven Gruppe [4,+];

2. fiir beliebige a, be B gilt a - b€ B.

Zum Beispiel ist Z Unterring von @ und von R, und @ ist Unterring von R.
Offenbar ist jeder Unterring eines nullteilerfreien Ringes ebenfalls nullteilerfrei.

Definition 5. Es seien 4, B Ringe. Eine Abbildung f: A-— B heillt ein Ring-
homomorphismus, wenn f gleichzeitig Homomorphismus der additiven Gruppen
[A4,+]-[B,+] und der multiplikativen Monoide [4, -]-[B, -] ist, d. h., wenn fol-
gende Bedingungen erfiillt sind:

1. f(a+b)=f(a)+£(b),

Ay .
2. f(a-b)=f(a) - f(b) } (a,bed)
Aus Satz 1.2.9 folgt leicht

Satz 5. Sind f: A~ B und g: B~C Ringhomomorphismen, so ist auch gof: A-~C
ein Ringhomomorphismus. Ist der Ringhomomorphismus f: A—~ B umkehrbar, so ist
auch f~1: B~ A ein Ringhomomorphismus. O

Definition 6. Ein bijektiver (d. h.umkehrbarer) Ringhomomorphismus f: 4 ~ B
heiBt ein Isomorphismus. Wenn ein derartiger Isomorphismus existiert, heilen die
Ringe 4 und B vsomorph, in Zeichen: A= B. Die Homomorphismen f: A~A4
heiBen auch Endomorphismen, und die Isomorphismen von 4 auf sich werden Auto-
morphismen genannt. -
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Ist f: A~ B ein Isomorphismus, so ist auch f~1: B+A4 ein Isomorphismus. Die
Relation = ist eine Aquivalenzrelation in der Klasse aller Ringe (vgl. Satz 1.2.10).
Man beweist leicht, daB die Klasse aller Ringe mit den Ringhomomorphismen als
Morphismen und deren Verkniipfung o als Komposition eine Kategorie bildet, vgl.
Satz 1.5.1 und die darauf folgenden Bemerkungen.

Beispiel 5. Es sei 4 ein Ring mit Einselement e. Dann ist die Abbildung
@: k€ Z> ke € A ein Ringhomomorphismus (vgl. Ubung 1 und Satz 1.3.1).

Ubung 2. Man finde Isomorphismen, die a) End ([Z, +]) = Z und b) End S, = P({z})
beweisen.

Ubung 3. Man zeige: Ist f ein Ringhomomorphismus von R in sich, so ist entweder
J(z) =0 fir alle z €R oder f=idg.

Definition 7. Unter dem Kern des Ringhomomorphismus f: A+ B versteht

man den Kern Ker f=f-1(0) des entsprechenden Homomorphismus der additiven
Gruppen.

Satz 6. Es sei f: A~ B ein Ringhomomorphismus. Dann sind das Bild Im f=
=f(A)S B und der Kern Ker f S A Unterringe.

Beweis. NachSatz1.2.12 sind Im f und Ker f Untergruppen der entsprechenden
additiven Gruppen. Sind z, y€Im f, so gilt x=f(a), y=f(b) fiir gewisse a, b€ 4. Also
ist auch z - y=f(a) f(b) =f(a - b) €Im f. Sind ferner a, b € Ker f, so gilt nach Satz 1

fla - b)={(a) {(b)=0,
d.h.a-beKerf. O

Folgerung 1. Ist Ker =0, so ist f ein Isomorphismus des Ringes A auf den Ring
Im f. Ein Ringhomomorphismus f: A— B ist etn Isomorphismus dann und nur dann,
wenn Ker f=0 und Im f=B gilt. O

Ubung 4. Es sei 4 ein Ring mit Einselement ¢ und f: 4 - B ein Ringhomomorphis-
mus. Dann ist f(e) Einselement des Ringes B, wenn eine der beiden Bedingungen erfiillt
ist: 1. Im /=B oder 2. Im f +{0}, B ist nullteilerfrei und besitzt ein Einselement.

Definition 8. Es sei 4 ein Ring mit Einselement e. Ist die Ordnung O(e) von e
in der additiven Gruppe [4, +] unendlich, so sagen wir, A habe die Charakteristik O,
und schreiben char 4 =0; ist O(e) endlich, so definieren wir char 4:=0(e).

Satz 8. Ist A ein nullteilerfreier Ring mit Einselement, so tst char A =0, oder
char A ist eine Primzahl.

Beweis. Ist m=char A+0 und m=0(e) keine Primzahl, so gibt es eine echte
Zerlegung m=r - smit 1 <7 <m, 1 <8<m, und nach Ubung 1 gilt (re) (se) = (rs) (ee) =
=me =0. Andererseits ist re +0, se +0, und wir erhielten Nullteiler im Widerspruch
zur Voraussetzung. 0O

Beispiel 6. Offenbar gilt char Z =char @ =char R=0. Fiir den Ring P(X) aus

Beispiel 4 gilt char B(X)=2. In § 2 werden wir Beispiele fiir Ringe mit beliebiger
Charakteristik angeben. '
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Ubung 5. Es sei 4 ein nullteilerfreier Ring mit Einselement. Man beweise, daB alle
von Null verschiedenen Elemente dieselbe Ordnung (in der additiven Gruppe [4, +])
haben.

Ubung 6. Man beweise, daB jeder Ring 4 mit char 4 =0 einen zum Ring der ganzen
Zahlen Z isomorphen Unterring enthilt.

§2. Korper, Schiefkorper, Integrititshereiche

In diesem Paragraphen wollen wir zunéchst bestimmte Klassen von Ringen unter-
suchen, in denen eine zur Multiplikation inverse Operation, die Division, existiert.

Definition 1. Ein Ring K heifit ein Schiefkérper, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1. K+{0};
2. K ist ein assoziativer Ring mit Einselement;
3. K¥=K\{0}.
Wenn auBerdem die Bedingung
4. K kommutativ

erfiillt ist, heiBt K ein Kdrper.

Ist K ein Korper, so ist die multiplikative Gruppe K* =K\ {0} abelsch. Nach
Satz 1.4 ist jeder Schiefkorper nullteilerfrei. In einem Korper ist die Operation
der Division (b, a) € K X K*—~b/a€ K fiir Elemente a +0 definiert (vgl. (1.1.5)).

Beispiel 1. Die Ringe @, R sind Kérper. Der Ring Z ist kein Kérper, da Be-
dingung 3 nicht erfiillt ist.

Beispiel 2. Der Ring B({x}) der Teilmengen einer einelementigen Menge {x} ist
ein Korper, der nur die beiden Elemente 0 =9 und e={x} enthilt (Beispiel 1.4).
Wenn X wenigstens zwei Elemente enthilt, hat (X) Nullteiler und ist daher kein
Schiefkorper.

Als Beispiel fiir einen nichtkommutativen Schiefkérper werden wir im néichsten
Paragraphen die Quaternionen kennenlernen. Es sei bemerkt, daB auBerhalb der
§§ 2.1, 2.2 der Begriff des Schiefkérpers in dieser Einfithrung nur in den Ubungen
gelegentlich benétigt wird.

Definition 2. Eine Teilmenge L des Kérpers K heifit ein Teilkorper, wenn L
beziiglich der Einschrinkungen der iiber K definierten algebraischen Operationen
ein Korper ist. In diesem Fall sagt man auch, daB K eine Erweiterung von L ist
(analog fiir Schiefkérper).

Zum Beispiel ist der Korper R der reellen Zahlen eine Erweiterung des Kérpers @
der rationalen Zahlen.
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Satz 1. Eine Teilmenge LEK ist ein Teilkirper dann und nur dann, wenn die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. L ist ein Unterring von K;
2. L+{0};
3. gilt ac L und a0, so ist auch a=1¢ L.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen ist klar. Es mége umgekehrt L die
Bedingungen 1 bis 3 erfiillen. Dann ist L ein assoziativer und kommutativer Ring,
und es gibt ein a € L, @ +0. Nach Bedingung 3 ist auch a~1¢ L, und weil L ein Unter-
ring ist, enthilt er die Einheit e=a - a~1. Nach Bedlngung3 ist L*=L\ {0}, d. h.,
L ist ein Korper. O

Wir wollen nun Homomorphismen eines Kérpers untersuchen. Fir sie gilt der
folgende Satz, dessen Aussage man mit dem in Ubung 8 beschriebenen Beispiel
vergleichen moége:

Satz 2. Es sev K exn Korper, B ein Ring und f: K- B etn Ringhomomorphismus.
Dann tst entweder Imi f = {0}, oder f ist injektiv und bildet K isomorph auf den Unter-
ring Im fS B ab, der etn Korper ust.

Beweis. Angenommen, es ist Im f3{0}. Dann existiert ein a € K mit f(a)=0.
Wir behaupten, dal in diesem Fall Ker f={0} gilt. Ware ndamlich d€Ker f, b=+0,
so folgt aus a=> - (a/b) nach Satz 1.1 f(a)=f(b) - f (a/b)=0 im Widerspruch zu
f(a) 0. Aus Ker f={0} erhalten wir nach Folgerung 1.1, dal f den Kérper X iso-
morph auf den Unterring Im f abbildet. Aber offensichtlich ist jeder Ring, der
einem Korper isomorph ist, selbst ein Korper. O

Wie bereits bemerkt wurde, ist in einem Kérper die Division durch von 0 ver-
schiedene Elemente stets ausfiihrbar. In einem beliebigen Ring dagegen hat man
stattdessen nur den Begriff der Teilbarkeit. Um nicht rechte und linke Teilbarkeit
unterscheiden zu miissen, wollen wir jetzt voraussetzen, dafl der Ring kommutativ
sei.

Definition 4. Es sei 4 ein kommutativer Ring und a, b€ A. Man sagt, a teile b,
oder b ist etn Vielfaches von a, wenn ein c€ A existiert, so daBl b=uac gilt, d. h., die
Gleichung

ax=>b (1)
l6sbar ist. In diesem Fall schreiben wir a | b; die Verneinung ,a teilt nicht b“

driicken wir durch a1b aus.

Die Menge aller derjenigen Elemente des Ringes 4, die durch ein gegebenes Ele-
ment a geteilt werden, ist gleich dem Bild vonl,; wir bezeichnen siemit a4:=Iml, =
= {ax}, 4. Die Eigenschaft « | b ist also dquivalent zu bcad.

Satz 4. Die Teilbarkeitsrelation in einem kommutativen Ring A besitzt folgende
Eigenschaften:

1. Ausa|bund a|c folgta | (b+c);

2. ausa |b folgt a | (—Db);
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. 18t A assozialiv, so folgt aus a | b auch a | be fiir alle c€ A;
18t A assozialiv, so folgt aus a | b und b | ¢ die Beziehung a | c;

QU W

. tst A exn Ring mit Einselement, so ist a € A* dann und nur dann, wenn a | e gilt.

6. ist A etn Ring mit Einselement, so folgt aus a,bc A und a~b,daf a|b und
b | gilt.

Beweis. Die Eigenschaften 1 und 2 gelten, weil 4 =Im [, eine Untergruppe
von [A,+] ist, vgl. Satz 1.2.12. Die Eigenschaft 3 folgt unmittelbar aus der Asso-
ziativitat. Wir beweisen Eigenschaft 4. Aus a | b und b | ¢ folgt die Existenz von
Elementen a’, b'€4 mit b=aa’ und ¢=>bb". Nach dem assoziativen Gesetz gilt
c=(aa’) b’ =a(a’d’), d. h. a | c. Die Eigenschaft 5 ist offensichtlich. Wir beweisen
Eigenschaft 6. Aus a~b folgt die Existenz eines u€A* mit b=wua, alsoa | b. Da
die Relation ~ symmetrisch ist, folgt ebenso b | ¢. O

Wir wollen nun eine recht natiirliche Klasse von Ringen definieren, die alle in
Satz 4 formulierten Teilbarkeitseigenschaften besitzen und fiir die auBlerdem die
Loésung der Gleichung (1) mit @ +0, wenn sie existiert, eindeutig bestimmt ist.

Definition 5. Ein Ring A4 heilt ein Integrititsbereich, wenn er folgende Eigen-
schaften besitzt: A4 3{0}, 4 ist kommutativ, assoziativ, nullteilerfrei und hat ein
Einselement.

Beispiel 3. Jeder Korper ist ein Integritédtshereich. Der Ring der ganzen Zahlen
Z ist ein Integrititsbereich, aber kein Kérper.

Nach Satz 1.3 hat eine Gleichung der Form (1), falls =0 gilt, h6chstens eine
Losung. Gilt also in einem Integritdtsbereich a | b, @ +0, so gibt es genau ein Ele-
ment c€A mit b=ac.

Definition 6. Ist 4 ein Integritdtsbereich, a€4, a +0, b=ac, so nennen wir
das eindeutig bestimmte Element ¢ den Quotienten von b durch ¢ und schreiben
c=b/a.

Wenn A ein Korper ist, stimmt diese Definition mit den iiblichen, bei der Division
verwendeten Bezeichnungen iiberein.

Satz 5. Ist A ein Integrititsbereich, so sind fiir a, be A folgende Aussagen dqui-
valent:

1. a~b;

2. a|bundb|a;

3. ed=0bA4.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen 2 und 3 ergibt sich aus Satz 4, Eigenschaft
4. Nach Satz 4, 6., gilt mit Aussage 1 auch Aussage 2. Wir beweisen nun die Um-
kehrung. Es gelte @ | b und b | . Dann gibt es a’, b’ €4 mit a =bb’, b=aa’. Wir er-
halten also a =(aa’) b’ =a(a’d’). Ist ¢ =0, so muBl wegen a | b auch b=0 sein, und da-
her gilt a~b. Wenn ¢ =0 gilt, kénnen wir die eben bewiesene Identitit durch a
kiirzen und erhalten o'd’ =¢; somit gilt a’, b’ € A* und a~b. O

Definiticn 7. Es seien a, b Eleniente des Ringes 4. Ein Element d€ A heilt
gemeinsamer Teiler der Elemente a, b, wenn d | @ und d | b gilt. Ein Element d¢€ 4
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heiBt gréfter gemeinsamer Teiler (Abkiirzung ggT) von @ und b, wenn d gemein-
samer Teiler ist und d, | 4 fiir jeden gemeinsamen Teiler d, von a, b gilt.

In einem beliebigen Ring brauchen grofte gemeinsame Teiler nicht zu existieren
(vgl. Beispiel 5.4). Im folgenden werden wir einige Klassen von Ringen angeben,
in denen der ggT stets existiert. Zunidchst wollen wir nur eine Eindeutigkeitsaus-
sage beweisen:

Satz 6. Ist A ein Integrititsbereich, a, bc A, und sind d, d’ ggT von a und b, so
giltd~d’'. Mit anderen Worten: Der ggT vst bis auf Assoziverthert eindeutig bestimmd.

Beweis. Ist d ggT von a und b und gilt d~d’, so ist auch d’ ggT von @ und b,
wie man leicht aus Satz 4, 6., erhilt. Es seien umgekehrt d und d’ ggT von a und b.
Dann gilt offenbar d | d’ und d’ | d, nach Satz 5 also d~d’'. O

Im Sinne dieser Eindeutigkeitsaussage spricht man auch von dem gg7T der Ele-
mente a, b und bezeichnet ihn mit (a, b).

Ubung 1. Die Definition des ggT laBt sich leicht auf n Elemente ay, ..., @, eines
Ringes 4 ausdehnen. Ein Element d¢4 heiBt ggT der Elemente aj, ..., a;, wenn
d | a; fir 1 =1, ..., n gilt und wenn fiir alle d&’, fiir die d’ | a;, 2 =1, ..., n, gilt, auch d’ | d
erfiillt ist. Offenbar gilt das Analogon von Satz 6 auch in diesem Fall; fiir den ggT
schreibt man entsprechend d =(ay, ..., @,). Man beweise : Existiert fiir je zwei Elemente
a, b des Ringes A der ggT, so existiert er auch fiir je n Elemente ay, ..., a, €4, n=1.
(Hinweis. Man betrachte die Folge dy =(a,, a;), dy =(dy, a3), .., dn_1 =(d,_2, a,) und be-
weise dy_1 =(ay, ..., @p).)

Offenbar sind die invertierbaren Elemente gemeinsame Teiler von zwei beliebigen
Elementen a, bc A. Haben zwei Elemente a, b keine anderen gemeinsamen Teiler,
80 nennt man sie relattv prim (oder terlerfremd) und schreibt dafiir (a, b) =e.

Ubung 2. Es seien a, b €4, 4 Integritdtsbereich, @ +0, b +0 und d =(a, b). Man be-
weise (a/d, b/d) =e.
~ Definition 8. Ein Element p des Ringes A heift ein Primelement, wenn es fol-
gende Eigenschaften besitzt: 1. p+0; 2. p¢ A*; 3. wenn a | p, so gilt ac4* oder
a~p.
Satz 7. Es sev A Integrititsbereich, p€ AN\ A*, p+0. Wir behaupten: p ist Prim-
element genau dann, wenn a€ A* oder be A* fiir jede Zerlegung p=ab gilt. Ein zu
einem Primelement assozviertes Element ist ebenfalls prim.

Beweis. Es sei p prim und p=ab. Ist a¢ 4¥, so ist a~p, d. h. p=ab=au mit
ucAd*. Aus p=+0 folgt a=+0, und wir kénnen diese Gleichung durch a kiirzen.
Es folgt b=u¢ A*. Umgekehrt besitze p die Eigenschaft aus Satz 7. Gilt a | p, so
folgt p=ab mit beA. Also ist a€ A* oder be A*, und im zweiten Fall gilt a~p.
Die zweite Behauptung ergibt sich aus der Tatsache, daB assoziierte Elemente die-
selben Teiler haben. O

Beispiel 4. Die Primelemente des Ringes Z sind die gew6hnlichen Primzahlen
p=2,3,5,7,11, ... und die dazu negativen p= -2, —3, -5, ...

Satz 8. Ist pc A Primelement, so gilt fiir jedes a € A entweder p | a oder (p, a) =e.
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Beweis. Sind p und a nicht teilerfremd, so existiert ein ,echter gemeinsamer
Teiler d¢ A*. Da p prim ist, folgt d~p, und aus d | a folgt p [a. O

Zum AbschluB dieses Paragraphen wollen wir eine interessante Folge von Ringen
untersuchen, die sogenannten Restklassenringe. Es sei n+0 eine feste natiirliche
Zahl. Wir sagen, zwei ganze Zahlen a, b¢ Z seien kongruent modulo n, und schreiben

a=bmodn,

wenn 7 | @ —b gilt. Diese Beziehung ist eine Aquivalenzrelation im Ring Z. Offen:
bar ist sie reflexiv und symmetrisch. Wir beweisen die Transitivitit. Es sei
a=bmodn und b=cmodn, also n|a—b und n|b—c. Aus a—c=(a—b)+(b—c)
folgt n | @ —c¢, d. h. a=¢ mod n.

Wir bezeichnen mit 7 die Aquivalenzklasse unserer Kongruenzrelation, zu der
m gehért, d. h.-die Menge aller derjenigen ganzen Zahlen, die zu m kongruent sind.
Hierdurch wird Z in ein System paarweise disjunkter Aquivalenzklassen zerlegt
(vgl. Satz 0.2.1). Wir wollen zeigen, daB die Klasseneinteilung gerade aus den n
Klassen 0,1 ..., n—1 besteht. In der Tat, gilt0=i<j=n—1,s0ist 0<j—i=n—1,
also 7 1 j—1%, und somit j%+ mod n. Somit sind die angegebenen Aquivalenzklassen
alle verschieden. Es bleibt zu zeigen, da jede ganze Zahl m¢Z in einer dieser
Klassen liegt. Das folgt aus dem bekannten Satz iiber die Division mit Rest:
Ist m eine ganze Zahl und n >0 eine natiirliche Zahl, so gibt es eindeutig bestimmte
ganze Zahlen g, r mit 0 =r<n so, da m=q - n+r gilt. Aus der letzten Gleichung
folgt m=r mod n, d. h. m€7. Man beweist leicht: Es gilt m=m" mod » dann und
nur dann, wenn m und m’ bei Division durch n denselben Rest r=r" ergeben.
Hieraus erklirt sich die Bezeichnung Restklassen modulo %, die wir im folgenden
verwenden. L

Mit Z, bezeichnen wir die Menge {0, I, ...,m—1} der Restklassen modulo .
In Z, fithren wir durch

E+li=k+1, Ek-l:=k-1 (% 1€Z) (2)
eine Addition und eine Multiplikation ein; es ist zu zeigen, daf} diese Definitionen
korrekt, d.h.unabhidngig von der Auswahl der Vertreter sind: Es seien ky=Fk,
1,=1, d. h. ky—k=nz, I, —l=ny mit z, ycZ. Dann gilt '

ki+li=k+1l+n (z+y)=k+Imodn,
ky-liy=k-l+n(xl+yk+nx-y)=k-lmodn.
Den recht einfachen Beweis des folgenden Satzes wollen wir dem Leser iiberlassen:

Satz 9. Die durch (2) definierten Operationen verwandeln in in einen kommutat:-
ven, assoziativen Ring mit Einselement 1, und die kanonische Abbildung meZ —
M€ Z, ist ein Ringhomomorphismus. O

Definition 9. Der durch Satz 9 definierte Ring Z, heiBt der Restklassenring
modulo n.
5 Onidtik, Algebra 1
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Satz 10. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. n ist etne Primzahl;

2. Z,, vst esn Integrititsbereich;

3. Z, st ein Korper.

Beweis. Wir verwenden die folgende Eigenschaft der ganzen Zahlen (sie ist ein
Spezialfall von Satz 5.4): Ist p eine Primzahl und gilt p | ab, a, b€Z, so gilt p | a
oder p | b. Es sei nun 7 prim; wir zeigen, daB Z,, nullteilerfrei ist. Aus % -[=k - =0
folgt ndmlich n | k - I, also nach der eben formulierten Eigenschaft » | k oder = | I,
d. h. =0 oder I =0. Ist n>1 nicht prim, so gibt es eine echte Zerlegung n=r - s
mit 1 <r<n, 1 <8<mn, also 7 - §=0, #+0, §+0, d. h., 7, § sind Nullteiler. Z,= {0} ist
ebenfalls kein Integritdtsbereich. Es bleibt zu zeigen, daB aus der Aussage 2 die
Aussage 3 folgt; denn die Umkehrung ist trivial. Hierfiir geniigt es zu beweisen,
daB jedes a€Z,, a+0, invertierbar ist. Multiplizieren wir alle Elemente aus Z,

mit a, 8o erhalten wir die Restklassen @ - 0, @ - 1, ..., @ + (n—1). Alle diese Klassen
sind verschieden; denn aus ak=al, a +0, folgt k=1, weil Z,, ein Integrititsbereich
ist. Da die Anzahl dieser Klassen gleich n ist, ergibt sich der ganze Ring Z,; es
existiert also ein k mit ak =1, also k=a~1. O

Wenn » prim ist, nennt man Z, auch den Restklassenkirper modulo n.

- Ubung 3. Man beweise, daB char Z, == gilt und daB [Z,, +] eine zyklische Gruppe
der Ordnung = ist.

Ubung 4. Man beweise, da8 jeder Ring der Charakteristik n mit Einselement einen
zu Z, isomorphen Unterring enthélt; jeder Korper der Charakteristik p (p prim) ent-
hiilt einen zu Z, isomorphen Teilkorper; jeder Kérper der Charakteristik 0 enthiilt einen
zu Q isomorphen Teilkérper.

Ubung 5. Man beweise, da8 die Aquivalenzrelation =mod n durch eine Wirkung der
Gruppe Z iiber sich definiert werden kann (vgl. Satz 1.4.4).

Ubung 6. Man zeige, da ein endlicher Integrititsbereich stets ein Korper ist.

Ubung 7. Ein Korper K, heit Primkirper, wenn er keinen echten Teilkérper
Lc K, besitzt. Man zeige: Jeder Korper K enthélt genau einen Primkorper K, und
dieser liegt in jedem Teilkérper L c K. Dabei ist K, zu einem der Kérper Q, Z,, p prim,.
isomorph; es gilt char K =p (bzw. =0) genau dann, wenn K,=Z, (bzw. = Q) ist. Alle
Teilkorper des Korpers K haben folglich dieselbe Charakteristik.

Ubung 8. Es sei K ein Korper. In der Menge K X K der Paare fiihren wir die Opera-
tionen +, - durch komponentenweise Definition ein:
(a, b) +(c, d): =(a +¢c,b+d), (a,Dd)- (c, d):=(ac, bd) .
Man beweise: a) [KX K, +, °] ist ‘ein Ring (vgl. Beispiel 1.2). — b) [K X K, +, -] ist kein.
Korper. — ¢) Die Abbildung f: a€K > (a, 0) €K XK ist ein Ringhomomorphismus,
Im f ist ein Korper, und jedes von 0 verschiedene Element aus Im f ist ein Nullteiler
in K XK, besitzt also in K X K kein Inverses. (Man beachte, da3 das Einselement von

K XK nicht in Im f liegt.)

Ubung 9. Es sei K ein Kérper und 4 SK, A4 {0}, ein Unterring von K. Man be-
weise: Ist ¢ ein Einselement in 4, so ist & gleich dem Einselement ¢ von K (vgl. da-
gegen Ubung 8¢)).
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§3. Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen verdanken ihre Entstehung dem Umstand, daB viele alge-
braische Gleichungen mit reellen Koeffizienten keine reellen Losungen besitzen.
Das einfachste Beispiel ist die Gleichung

22+1=0. (1)

Wir stellen uns nun die Aufgabe, eine Erweiterung K des Kérpers R zu konstruie-
ren, in der die Gleichung (1) 16sbar ist. Hierdurch ist K nicht eindeutig bestimmt ;
fordert man jedoch, daB K eine kleinste derartige Erweiterung ist, so ist K bis auf
einen Isomorphismus eindeutig festgelegt.

Zuerst wollen wir direkt einen Korper mit den erforderlichen Eigenschaften an-
geben. Wir gehen von der Menge C=R xR der geordneten Paare (a, b) reeller
Zahlen aus und definieren in ihr komponentenweise die Addition

(@, b)+(c, d):=(a+c, b+d). (2)
Man erkennt leicht, dafl € hierdurch eine abelsche Gruppe mit dem Nullelement
0=(0, 0) wird; ferner gilt —(a, b)=(—a, —b). Die Multiplikation definieren wir
in C folgendermaflen:

(@, b) - (¢, d):=(ac—bd, ad +bc) . 3)

Satz 1. Durch die Operationen (2), (3) wird C exn Korper. Sein Einselement ist
(1, 0), und das zu (a, b) =0 inverse Element hat die Gestalt

(a b)-i =(L __b) (4)
? a?+b2’ a2+b2)"
Beweis. Offenbar ist die Multiplikation kommutativ. Die Assoziativitit ergibt
sich durch etwas umstdndliches Nachrechnen:
((a,d) « (¢, d)) (P, q)=(ac—bd, ad +bc) (p, q)
=((ac —bd) p —(ad + bc) g, (ac —bd) q + (ad +be) p)
= (acp — bdp — adq — beq, acqg —bdq + adp + bep)
=(a (ep—dg) —b (cq +dp), a (cq +dp) +b(cp —dg))
=(a, b) (cp—dg, cq+dp)=(a, b) (¢, d) * (p, 9)) -
Die Nachpriifung des distributiven Gesetzes iiberlassen wir dem Leser. Aus (3)
folgt (1, 0) (¢, d) =(c, d). SchlieBlich rechnet man mit Hilfe von (3) leicht aus, da

b (=2, =2 V=10
| (a, b) m,mli—( »0)
ist. O

Nun wollen wir zeigen, daf wir C in recht natiirlicher Weise als eine Erweiterung
von R auffassen kénnen:

Satz 2. Die Abbildung

a:a€R—> a(a):=(a, 0)€C

b*
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18t ein Isomorphismus von R auf den Teilkirper R:=Im « c C. Identifizieren wir
R und R mit Hilfe des 1somorphismus « und definieren wir

ir=(0,1),

80 konnen wir jede komplexe Zahl (a, b) € C in der Gestalt
(a, b)=06+bi (a, b€R)

schreiben, und es gilt
i241=0.

Der Kérper C ist eine minimale Erweiterung des Kérpers R, d. h., fiir jeden Tezlkorper
LS C folgt aus RS L entweder L=R oder L=C.

Beweis. Aus (2) und (3) folgt sofort, daB « ein Ringhomomorphismus ist. Offen-
bar gilt Ker a =0, d. h., « ist injektiv und bildet R isomorph auf R ab (Folgerung
1.1); hierbei ist R= {(a, 0) | a€ R}. Offenbar ist R ein Teilkorper von C. Nach Aus-
filhrung der im Satz beschriebenen Identifikation folgt sofort (e, b)=a +bi und
i24+1=0. Zum Beweis der Minimalitét betrachten wir irgendeinen Teilkérper L
mit RELESC. Angenommen, es sei R+ L. Dann existiert ein Element ¢ +bicL
mit b=+0. Aus a,bcRc L folgt bi=(a+bi)—acL und i=b-{(bi)€L. Dann muB
aber fiir beliebige ¢, d€ R auch ¢+di€ L sein, d. h., es gilt L=C. O

Definition 1. Der nach Satz 1 konstruierte Kérper € heif3t der Korper der kom-
plexen Zahlen. Ist z=a +bi eine komplexe Zahl, so heiit R(z):=a€R der Realieil
und I(z):=be€R der Imagindrteil von 2. Die komplexen Zahlen mit R(z)=0 heifien
imagindr.

Wie schon in Satz 2 identifizieren wir im folgenden stets R mit dem Teilkérper
RcC vermoge a€R—> a(a)=a+0i=a€C. Statt 2=(a, b) benutzt man im allge-
meinen die Schreibweise z=a +bi. Jetzt wollen wir zeigen, da die im Satz 2 an-
gegebenen Eigenschaften den Korper der komplexen Zahlen bis auf einen Iso-
morphismus eindeutig bestimmen.

Satz 3. Es sei K eine Erweiterung des Korpers R, die folgende Eigenschaften besitzt:

1. Es existiert ein j€ K mit §2= —1;

2. K ist exne minimale Erweiterung von R, d.h., ist LS K ein Teilkorper mit
REL, so gilt L=R oder L=K.

Dann gibt es genau ernen Isomorphismus f: C—~K mat f | R=idg und f(i)=j.

Beweis. Wenn f: C—~K ein derartiger Isomorphismus sein soll, muB notwendig
f(@+bi)=f(a)+/(b) - f(i)=a+bj gelten, es gibt also hochstens einen derartigen
Isomorphismus. Definieren wir f durch f (@ +bi): =a +bj, so folgt leicht f (21 +2,) =
=f(24) +f(z5) ; wir priifen die Multiplikativitit nach:

f (& +bi) (c +di)) =f ((ac —bd) + (ad + bc) i) = (ac —bd) + (ad +be) j
=(a+b) (c+dj)=f (a +bi) - f (c+di) -
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Dabei haben wir j2= —1 angewandt. Offenbar gilt f | R=idg und f(i) =j, speziell
also Im f+0. Daher wird € isomorph auf den Teilkorper L:=Im f<S K abgebildet
(Satz 2.2). Offenbar gilt RELC K und L=+ R, dennesist f(i)=j ¢ L\ R, weil j2= —1
ist und die Gleichung (1) in R keine Lésung besitzt. Nach Eigenschaft 2 folgt L= K,
und f: C~ K ist ein Isomorphismus. O

Wir wollen nun die einfachsten Eigenschaften des Kérpers der komplexen Zah-
len herleiten. Zuerst geben wir eine geometrische Interpretation an. Wir wihlen
in der Ebene ein festes, kartesisches Koordinatensystem (vgl. § 4.1). Der kom-
plexen Zahl z =a +bi € C ordnen wir den Punkt p mit den Koordinaten (a, b), a, b€R,
zu. Offenbar erhalten wir so eine bijektive Abbildung von € auf die Ebene. Oft ist es

zweckmaifig, statt der Punkte p der Ebene die entsprechenden Ortsvektoren o?z
beziiglich des Ursprungs o zu betrachten. Bei dieser Abbildung gehen 1 und i in die
auf den Koordinatenachsen liegenden Einheitsvektoren iiber (Abb.1). Aus der

12
5 Zz=a+bi
i /9
/?:
by
Arg2
I o a i b Abb. 1
.H

elementaren Geometrie ist wohlbekannt, daf die Addition von zwei Ortsvektoren
komponentenweise erfolgt. Wir kénnen also feststellen, dal die Zuordnung z€ C+—

- o;e V ein Isomorphismus der additiven Gruppe von € auf die Gruppe V der
Vektoren der Ebene ist (vgl. Beispiel 1.1.6). Damit erhalten wir eine geometrische
Interpretation der Addition der komplexen Zahlen. Zur geometrischen Interpreta-
tion der Multiplikation miissen wir zunédchst zwei neue Begriffe einfiihren:

Definition 2. Unter dem Betrag |z| der komplexen Zahl z verstehen wir die
Lange des z entsprechenden Ortsvektors:

z=a+bicC— |z|:=]/a2+b2€R

(nach dem Satz von PyTHAGORAS). Unter dem Argument von z€ C* — Schreibweise
Arg z — verstehen wir den Winkel zwischen der positiven Abszisse (der reellen
Achse) und dem z entsprechenden Ortsvektor; Arg z ist bis auf ein ganzzahliges
Vielfaches von 2x eindeutig bestimmt (vgl. Beispiel 0.2.17), falls z+0 gilt; fir
2=0 wird Arg z nicht definiert.
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Offenbar gilt

cos (Arg z) =a/|z|, 8in (Arg z) =b/|7|,
also
z=|z| (cos (Arg z) +i sin (Arg z)) (2€C*) .

Diese sogenannte trigonometrische Schreibweise der komplexen Zahlen ist ein-
deutig in dem folgenden Sinne: Ist z2€ C* und '

z=r (cos ¢ +1sin ¢), 7, p€R, r=0, (B)
so gilt r=|z| >0 und ¢ = Arg 2, wie man sofo_tt nachrechnet.
Eine geometrische Deutung der Multiplikation enthélt der folgende
Satz 4. Betrag und Argument besitzen folgende Eigenschaften:
jowl=lel - ol (2, w€C), (6)
Arg (z - w) =Arg 2+ Arg w (2, we C¥) . (7N

Beweis. Fiir z=0 oder w=0 gilt (6) trivialerweise. Es seien also z, w¢c C*, und
es gelte »
2=|z| (cos ¢ +1 sin @), w=|w| (cos y+isin p)
mit ¢ =Arg 2, y=Arg w. Multiplikation ergibt unter Beriicksichtigung der Addi-
tionstheoreme fiir die Winkelfunktionen
2w =|z| |w| (cos (p+y)+igin (¢ 4;1/))).
Aus der oben bereits bemerkten Eindeutigkeit der trigonometrischen Schreib-

weise folgen sofort (6) und (7). O

Aus Satz 4 erhilt man sofort eine Moglichkeit zur geometrischen Konstruktion
des Produkts zw: In Abb. 2 sind die Dreiecke (0, 1, z) und (0, %, zw) dhnlich.
Wir zeigen

Satz 5. Fiir 26 C* und nec Z gilt

|2 = |2|?, Argz"=n Argz.
zwW

"
2w\

"T jwm
' z
1zi
Agz Abb. 2
o 1
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Beweis. Fiir n=0 ist. die Behauptung trivial. Fiir n >0 ergibt sie sich leicht
durch Induktion aus Satz 4. Nach (4) gilt mit ¢ =Arg z

1 Co 1 -
z‘1=W(|zlcos ¢ —i|z| sin q))=ﬂ (cos (—¢) +isin (—¢));

das ist aber die Behauptung fiir » = —1. Ist schlieBlich n € Z eine beliebige negative
Zahl, so gilt 2" =(z~1)!7, und hieraus folgt
2% =z~ 1™ = (|| )" = 2|,
Argz» =Arg (z~1)=|n| Argz~1= —|n| Arg z=n Arg z. O
Folgerung 1 (Formel von MOIVRE). Ghlt z=|z| (cos ¢ +i8in ¢) und ne Z, s
folgt
2" =|2|® (cos np +i sin ng). O
Die bewiesenen Eigenschaften der Multiplikation der komplexen Zahlen ge;
statten eine gruppentheoretische Deutung. Zum Beispiel besagt die Gleichung (6),
daB die Abbildung u:z€ C*— [z|€R, ein Homomorphismus der multiplikativen
Gruppe C*in die Gruppe R ist. Daher ist die erste Behauptung von Satz 5 einfach
ein Spezialfall des Satzes 1.3.1b). Nach Satz 1.2.12 ist der Kern S1:=Ker u eine

Untergruppe von C¥; sie besteht aus allen z2€ € mit |2| =1 und wird geometrisch
als Kreis vom Radius 1 mit dem Zentrum 0 dargestellt.

Bemerkung. Aus der geometrischen Deutung der Addition folgt sofort, dafl
|z +w| = z| + |w|

fiir alle 2z, we € gilt. Offenbar ist auch stets |z| =0, und es gilt |z| =0 dann und nur
dann, wenn z=0 ist. Hieraus und aus (6) folgt, daB der Betrag alle Eigenschaften
einer Norm (vgl. § 6.1) erfiillt.

Ubung 1. Man beweise, daB die Abbildung
A:2€C* > dy g, €C

ein Homomorphismus von C* auf die Gruppe C der Drehungen der Ebene um 0 ist
(vgl. Beispiel 1.3.3). Man bestimme Ker 7 und zeige, daB3 1 die Gruppe S1=Ker ,uCC*
isomorph auf C a.bblldet

Ubung 2. Man benutze den Isomorphismus §1=C von Ubung 1, um die natiirliche
Wirkung von C iiber der Ebene mittels der Multiplikation komplexer Zahlen zu be-
schreiben.

Eine wichtige Rolle in der Theorie der komplexen Zahlen spielt die Abbildung
z=a+bicCr— z:=a-bicC (a,beR),"

die jeder komplexen Zahl z ihre konjugierte Z zuordnet. Geometrisch bedeutet die
Abbildung z—Z die Spiegelung an der Abszissenachse. Offenbar gilt

1z] =1z|, Argz=—Argz.
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Satz 6. Die Abbildung z€ €+ z€C ist ein Automorphismus des Kérpers C, d. k.,
es qult
Ztw=2z+w, Zw =% (z, weC).

Beweis. Aus z=z folgt, daB die Abbildung umkehrbar, also bijektiv ist. Die Ver-
tauschbarkeit mit den Rechenoperationen ergibt sich unmittelbar aus den Defi-
nitionen. O

Ubung 3. Es sei y ein Endomorphismus des Korpers C, der R in sich iiberfiihrt.
Man beweise: Dann gilt entweder y(z) =0 fiir alle z€C, oder es gilt y =idc oder y(z) =2
fiir alle z€C. (Hinweis. Man wende Ubung 1.3 an.)

Nach Satz 2 ist die Gleichung #2+1=0 im Kérper € losbar. Wie wir spéter
sehen werden, hat in € jedes Polynom Nullstellen. Wir wollen nun die Lsungen
der Gleichung 2"®=c (€N, c€ C) bestimmen, die man die n-ten Wurzeln aus c
nennt. Wenn ¢ =1 ist, spricht man von den n-ten Einheitswurzeln. Gilt ¢ =0, so gibt
es nur die Losung £ =0; es geniigt also, den Fall ¢+:0 zu betrachten.

Satz 7. Es gibt genau n verschiedene n-te Einheitswurzeln, ndmlich
&2 =cos (2nk/n) +isin (2nk/n)  (k=0,1,..,n—1).

Die Menge K,,:={eg, &4, -.., £,_1} 18t eine zyklische Untergruppe von C*, die von &,
erzeugt wird.

Beweis. Fiir z¢C gilt 2"=1 genau dann, wenn |2[*=1 und = Arg z=2nk gilt
fiir ein gewisses k€ Z (Satz 5). Hierausfolgt 2| =1 und Argz=2xk/n mit k€ Z, d. h.

z2=g¢g,:=cos (2nk/n) +1i sin (2nk/n) (keZ). (8)

Die Gleichung (8) beschreibt also die Menge K,,. Offenbar gilt ¢, =¢ fiir k¢ Z, und
somit ist K, die von &, erzeugte zyklische Untergruppe von C*. Nun gilt o(e;) =n;
in der Tat ist ¢} =1, wihrend 0<2xl/n<2x fir 0 <l<mn gilt, also e =g=+1. Nach
Satz 1.3.2 sind die Zahlen ¢, k=0, 1, ..., » —1, paarweise verschleden, und ihre
Vereinigung ist K,. O

Folgerung 2. Fiir jedes ncN und c€C* existieren genau n verschiedene n-te
Wurzeln aus c.

Beweis. Wir setzen ¢:=Arg ¢ und b=m (cos (¢/n) +1 sin (¢/n)). Nach Folge-
rung 1 gilt b* =c. Daher existiert wenigstens eine Losung der Gleichung 2% =c. Es
sei nun b]-: =bs’-, §=0,1, ..., n—1. Diese Zahlen sind paarweise verschieden; denn
aus b;=b; folgt ¢;=¢;, also =j. Andererseits hat jede Wurzel aus ¢ die Gestalt be;;
denn aus a,"—c folgt (a./b)" =1, d. h. a/b=¢; fiir ein gewisses j. O

Ubung 4. Man beweise, das der Homomorphismus 4 aus Ubung 1 die Untergruppe K,
isomorph auf die Untergruppe C, c C abbildet (vgl. Beispiel 1.3.3).

Ubung 5. Mit Hilfe des Ergebnisses von Ubung 1.3.6 bestimme man die n-ten Ein-
heitswurzeln ¢;, die K, erzeugen: [¢;] =K, ; sie heillen primitive Einheitswurzeln.

Ubung 6. Man beweise, daB die n-ten Einheitswurzeln in der Ebene durch die Ecken
eines reguléiren n-Ecks mit dem Zentrum 0 dargestellt werden; eine der Ecken ist 1.
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Ubung 7. Man beweise, da8 die Menge {K,}n¢cN alle endlichen Untergruppen von C*
enthilt.

Ubung 8. Man zeige, daB U K, eine abzihlbare (iiberall dichte) Untergruppe in
81 ist. n=1

Zum AbschluB dieses Paragraphen wollen wir als ein interessantes Beispiel den
Schiefkérper der Quaternionen einfithren. Es sei H:=Cx C die Menge der geord-
neten Paare (z, w) komplexer Zahlen. In H definieren wir die Addition wieder kom-
ponentenweise durch

(%, v) +(w, 2): =(u+w, v+2) (9)
und die Multiplikation durch

(u, v) - (w, 2):=(uw — Zv, zu +oD) . (10)
Offenbar ist [H, +, -] ein Ring; wir werden sehen, daB er sogar ein Schiefkérper

ist. Man nennt ihn den Schiefkorper der Quaternionen.

Ubung 9. Man zeige, da8 H assoziativ, aber nicht kommutativ ist; das Element
(1, 0) ist Einselement von H.

Man erkennt leicht, dafl die Abbildung 8: z€ €+ B(z):=(z, 0)€H ein injektiver
Ringhomomorphismus ist. Daher kénnen wir mittels § den Kérper € mit dem Un-
terring aller Elemente der Form (z, 0) von H identifizieren. Dabei wird R mit dem
Unterring aller Elemente der Form (a, 0), a € R, von H identifiziert. Wir definieren
nun die sogenannten imaginiren Einheiten

i:=(i,0), i:=(0, 1), k:=(0)i)'
Ubung 10. Man verifiziere die Gleichung
(a +bi, ¢ +di) =a +bi +cj +dk (a, b, ¢, d€R)

und zeige, da die Multiplikationstabelle der Elemente i, j, k folgendermaBen aus-
sieht:

| i i k
i -1 k —j
i -k -1 i
k i - -1

Fiir ein beliebiges Quaternion ¢=(z, w)=a +bi+cj+dk definieren wir den Betrag
durch

lgl:=VIzl2+ [w]2 = }a2 +b2 +c2 +d?
und das konjugierte Quaternion § durch
§:=(Z,—w)=a—-bi—cj—dk.
Ubung 11. Man Beweise die folgenden Regeln:
1. g +g3=g1 +

2. 192 =429,
3. g3=aq9=I91%
4. |q192] =lg4l lgal

(9 91, g2€H) .
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Aus Ubung 11 folgt unmittelbar, daB der Ring H ein Schiefkorper ist. In der
Tat, fiir g¢H und ¢ +0 gilt |g| >0; daher ist das Element §/|q|2 wohldefiniert, es ist
invers zu q. )

Ubung 12. Man zeige, daB die Elemente +1,+i,+j, tk eine Untergruppe von H*
bilden. .

Aus (9) und (10) ist ersichtlich, daB der Schiefkérper H aus dem Kérper der kom-
plexen Zahlen nach demselben Prinzip definiert wurde wie € aus dem Kérper der
reellen Zahlen. Wendet man dieses ,,Verdopplungsprinzip®“ noch einmal auf den
Schiefkorper H an, so erhilt man einen neuen Ring O mit Einselement, den Ring der
Oktaven, auch Cayleysche Zahlen genannt. Fiir ihn gilt O*=0\ {0}, aber er ist
weder kommutativ noch assoziativ. Versucht man das Prinzip noch einmal an-
zuwenden, so erhilt man schon keinen Ring mehr, in dem alle Elemente aufler der
Null umkehrbar wiren; vgl. hierzu I. L. KanToRr und A. S. SoLoDOVNIKOV [1].

§4.  Polynomringe

In diesem Paragraphen wollen wir Polynomringe mit Koeffizienten in einem Inte-
grititsbereich definieren und untersuchen. Die Frage nach der Bestimmung der
Nullstellen eines Polynoms wurde noch im vorigen Jahrhundert als Grundaufgabe
der Algebra betrachtet. In der Algebra werden die Polynome nicht als Funktionen,
wie in der Elementarmathematik iiblich, definiert, sondern durch eine formale
Konstruktion eines gewissen Ringes. In den wichtigsten klassischen Fillen sind
beide Definitionen dquivalent; iiber endlichen Ringen, z. B. den Restklassenkdor-
pern, ist die algebraische Definition reichhaltiger (vgl. Beispiel 1 weiter unten).

Definition 1. Es sei 4 ein Integritidtsbereich. Unter einem Polynom iiber A
verstehen wir eine unendliche Folge «=(ag, &, ..., @, -..), @;€ A fiir alle 1€Ny, in der
alle bis auf endlich viele Glieder a; gleich 0 sind. Das Polynom 0=(0, 0, ..., 0, ...),
in dem alle Glieder 0 sind, heiBt das Nullpolynom. Ist «+0, so gibt es genau ein
n€Ng mit a, +0 und a;=0 fiir ¥>=; n heiBt der Grad des Polynoms und wird mit
gr @ bezeichnet. Fiir «=0 wird gr nicht definiert. Die Menge aller Polynome be-
zeichnen wir mit A[z].

Bemerkung. Die von der iiblichen abweichende Bezeichnung der Polynome
ist nur zur Klirung der begrifflichen Zusammenhinge notwendig; nach Einfiihrung
der Unbestimmten x kénnen wir durch (4) (siehe unten) zu der bekannten Schreib-
weise iibergehen. Man beachte, daB « keine Variable ist! Offenbar hitten wir A[x]
auch als Menge aller endlichen Folgen (a, ay, ..., a,), a,+0, nENy, definieren
koénnen; jedoch lassen sich die einzufiihrenden Operationen in der yon uns bevor-
zugten ,,formal unendlichen* Schreibweise einfacher formulieren. '

Wir wollen nun die Operationen der Addition und Multiplikation in A[x] defi-
nieren. Es sei

a=(ao, Gey veey Gy ...), [3=(bo, bi’ ceny bi N ...) .
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Dann setzen wir

¢+ﬂ:=(ao+bo, a1+b1, veoy ai+bi y ...) ,

@ B:=(Cp, Cpy oy ;5 -..) Mt c;i= D azb;. (1)
k+l=i

Man beweist leicht, daB « +8, « - § wieder Polynome sind.

Satz 1. Es sei A ein Integrititsbereich. Die Menge A[x] mat den durch (1) defi-
nierten Operationen 18t dann wieder ein Integritiitsbereich. Die Teilmenge der Poly-
nome der Form (a, 0,0, ..., 0, ...), a € 4, ¥st etn 2u A isomorpher Unterring von A[z].
Es gt

gr(z+p)=max(gra,grh) (a6 «+f=0), (2)
gr(z-p)=gra+grf (z, 8+0) . (3)

Beweis. Man bemerkt sofort, daB [A[«], +] eine abelsche Gruppe mit dem Poly-
nom 0 als Nullelement ist. Die Kommutativitit der Multiplikation ist ebenfalls
leicht einzusehen. Wir beweisen die Assoziativitit. Es seien a, § wie oben und
Y=(Cgs Cqy ++ey C;5 «oo). Wir setzen (af) v=(uqy, uy, ...), « () =(vg, ¥4, ...). Nach (1)
gilt

u= 2 ( 2 ablag= 2 abo= 2 « 2 bg =7, .
L+k=r i+j=l iti+k=r i+m=r j+k=m
Der Beweis der Distributivitit ist trivial. Somit ist A[«] ein assoziativer, kommu-
tativer Ring. Man priift leicht nach, daB (e, 0, ..., 0, ...) sein Einselement ist und da8
die Abbildung f:a€Ad— (4,0, ..., 0,..)€A[x] ein injektiver Homomorphismus
ist, der 4 isomorph auf den im Satz angegebenen Unterring abbildet.

Die Verifikation von (2) ist trivial, wir beweisen (3). Es seien a, f und a - f=
=(Cps €1y ++» G4 ) Wie in (1) definiert, n =gr a, m =gr g. Nach Definition (1) gilt
¢; =0 fiir k>n+m, da in jedem Summanden von ¢; wenigstens ein Faktor 0 ist.
Weiter folgt ¢, , ,,=a, * b,,+0; denn 4 enthilt keine Nullteiler. Somit ist gr « - g=
=m +n. Hieraus folgt aber auch « - 0 fiir «+0 und g+0, so daB A[x] ebenfalls
keine Nullteiler hat. O

Im weiteren werden wir das Element « € A mit dem Polynom

f(e)=(a, 0, ..., 0, ...)

identifizieren, so dafl 4 — A[«] ein Unterring ist. Wir bemerken noch, daBl man den
Ring A[x] ebenso ausgehend von einem beliebigen Ring A4 definieren kann. Dann
impliziert die Kommutativitidt, Assoziativitidt, Existenz eines Einselements bzw.
Nullteilerfreiheit von A die entsprechende Eigenschaft des Polynomringes A[x].

Folgerung 1. Es gilt A[x]*=4*.

Beweis. Da das Einselement ¢ € 4 auch Einselement von A[x] ist, gilt A*CS A[x]*.
Es sei nun a€A[z]*. Dann existiert ein a~1€ 4[], so daB aa~1=e gilt. Aus (3)
folgt gr «+gr a~1=gr e=0, und daher muBl gr «=0, also a€ 4 sein; offenbar ist
dann auch ac4*. O
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Wir definieren nun die Unbestimmte x durch

z:=(0,¢,0,..,0,..).
Es gilt
2= (dgg, Dyps ooy Bz 5 +o2)
mit
0 fir 7=k,

d“’zle fir =k i, kN

Zunichst gilt das fiir k=1 wegen z=2x!, fiir k>1 beweist man es durch vollstindige
Induktion nach k. Setzen wir schlieSlich noch

x0:=e,

80 konnen wir jedes Polynom a=(ay, ay, ..., @,, 0, ...) vom Grad gra=n in der
tiblichen Form
L .
a= D exi=apt+ag+.. +aa" (4)
i=0
schreiben. Verlangen wir noch gr a=n, d. h. @, +0, so ist die Schreibweise (4)
durch « eindeutig bestimmt. Im weiteren werden wir diese Bezeichnung benutzen.
Die oben gegebenen Definitionen fiir die Addition und Multiplikation der Poly-
nome sind weiter nichts als die bekannten Rechenregeln der Elementarmathematik
fiir Ausdriicke der Gestalt (4).

Ubung 1. Wir bezeichnen mit A[[x]] die Menge aller Folgen a =(ag, ay, ..., Gj, --.)
mit a;€4, A ein Integritdtsbereich. Man beweise, da8 die Operationen (1) A[[z]] in
einen Integrititsbereich verwandeln, der A[z] als Unterring enthilt. Ein Element
a € A[[x]] ist invertierbar genau dann, wenn ay€A* gilt. A[[z]] heiBt der Ring der for-
malen Potenzreihen tber A; seine Elemente schreibt man gewohnlich in der Form

a= 2 axi=ag+ax+... +azt +...
t=0

Wir wollen nun einige wichtige Eigenschaften der Polynomringe beweisen.

Satz 2 (Satz iiber die Division mit Rest). Es set A ein Integrititsbereich und
a, peA[z], B=by+bx+...+b,a", b, € A*. Dann existieren Polynome y, é € A[x], so
dap

a=fy+6 mit 6=0 oder gré<grf=n (5)

gult; die Polynome y, 8 sind hierdurch exndeutig bestimmd.

Beweis. Wir beweisen zuerst die Existenz einer Darstellung (5). Ist a =0, so
kann man offenbar y =6 =0 setzen. Fiir a +=0 fithren wir den Beweis durch Induk-
tion nach gr a; dabei denken wir uns g fest. Angenommen, fiir alle « mit gr a<m
sei die Existenz bereits bewiesen. Es sei gra=m und a=ay+ax+... +a,2™.
Gilt m<mn, so setzen wir einfach y=0, §=a. Falls m=n ist, betrachten wir das
Polynom

d=a—(a,/b,) 2" "8 .
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Offenbar gilt grd<m. Nach Induktionsannahme gibt es 7, § € A[x] mit G=87 +
46,6 =0 oder gr § <n. Hieraus erhalten wir

@ =G +(ty/by) 2™ "B =B (7 +(a/by) 2™ ")+ .

Setzen wir nun y =7 +(a,/b,) ™", =4, so resultiert (5).

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Darstellung. Angenommen, auBer (5)
gelte noch a=pgy,+6; mit 6,=0 oder gr 6;<n. Dann folgt 6—8,=8 (y4—7). Ist
y1=19, so folgt 6=46,. Gilt y;+7y, so ist gr (8 (y,—7))=gr f=n nach (3), wihrend
nach (2) gr (8 (y1—7))=gr (6 —8,) <n gelten miiBte, so dall wir einen Widerspruch
bekdmen. 0O

Definition 2. Das Polynom é aus der Darstellung (5) heiBt der Rest und das
Polynom y der Quotient bei Division von a durch g.

Offensichtlich gilt g | « genau dann, wenn 6 =0 gilt. Man bemerkt, daB der Be-
weis von Satz 2 einen Algorithmus zur Berechnung von y und  enthilt, ndmlich
das aus der Elementarmathematik bekannte Verfahren zur Division zweier Poly-
nome. Ist f=x—c, c€A, so kann man die Division auch nach dem Hornerschen
Schema durchfiihren, das wir nun beschreiben wollen.

Satz 3. Es sei a=a@+a@" 1 +...+a, und f=2x—c, a;, ¢ Elemente des Integri-
titsbereiches A. Dann lassen sich die Koeffizienten des Quotienten y=cqa®~!+
+c@”2+..+¢,_, und der Rest rc A rekursiv nach den folgenden Formeln be-
rechnen:

Co = Qy,
61=Cco +a1,
........... (6)

Cp—q1=CCp_og+ay_g,
T=CCph_y+ay.
_Beweis. Nach Satz 2 gibt es eine Darstellung
a=(x—c)y+4d (7

mit =0 oder gr § =0. Somit gilt §=rc 4. Vergleichen wir die Koeffizienten auf
der rechten und linken Seite von (7) — man beachte die von (4) abweichende,
ebenfalls gebrauchliche Numerierung der Koeffizienten —, so erhalten wir

ap=0Cp
ai=ci—cci_1 (7/21, ...,n—l),
a”=r—ccn_1 N

woraus (6) folgt. O

Wir wollen nun die Polynome von einem anderen Gesichtspunkt aus betrachten.
Jedem Polynom « € A[x] werden wir eine Funktion ¢€ 4 — a(c) € 4 zuordnen; aller-
dings ist diese Zuordnung im allgemeinen weder injektiv noch surjektiv, speziell
konnen verschiedene Polynome dieselbe Funktion ergeben (vgl. Beispiel 1 weiter
unten).
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Definition 3. Es sei a=ag+ax+...+a,2"c A[z] und ccA. Das Element
a(c):=ag+ac+...+a,tcA ’

heiBt der Wert des Polynoms « an der Stelle c. Ein Element ¢ € A heifit eine Nullstelle
des Polynoms a oder eine Wurzel der Gleichung a(z) =0, wenn a(c) =0 gilt.

Satz 4. Es sei c€A fest. Dann st die Abbildung «€ A[z]— «(c)€A ein Ring-
homomorphismus von A[x] auf A, dessen Einschrinkung auf Ac Alx] die Ideptitit
ergibt.

Beweis. Es ist zu zeigen, daB fiir beliebige «, 8 € A[z] die Gleichungen

(a+B) (c)=alc) +B(c),  (aB) (c)=x(c) - Alc)
gelten. Es seien a= 2 a’, = 2 bjel. Die erste Beziehung ist trivial. Wir zeigen
die zweite, die unmitti,elbar aus (jl) folgt:

af(c)= %‘, (iHZ:‘,k ab;) k= g abgciti= (iz ac) (; bf) =a(c) B(c) .
Die letzte Behauptung ist offensichtlich. O

Bemerkung. Satz 4 gilt fiir jeden assoziativen, kommutativen Ring 4.

Satz 5 (Theorem von BEzovutT). Es sei A etn Integrititsbereich, a€ A[x], c€A.
Dann vt der Wert a(c) gleich dem Rest von a bei Division durch x —c. Das Element ¢
18t exne Nullstelle von a dann und nur dann, wenn x—c | « gilt.

Beweis. Nach Satz 2 gilt (7) mit §=r€ A. Setzen wir hier x=¢ ein, d. h., be-
stimmen wir auf der rechten und linken Seite den Wert des Polynoms an der Stellec,
so folgt aus Satz 4 a(c)=(c—c) y(c) +d(c) =r. Daher gilt a(c) =0 genau dann, wenn
r=0 ist, d. h.,, wenn z—c¢ | a gilt. O

Definition 4. Die natiirliche Zahl k€ N heit Vielfachheit der Nullstelle c des Poly-
noms a, wenn (z—c)¥ | a und (z—c)¥+! { a gilt. Ist die Vielfachheit k=1, so heit ¢
eine mehrfache und im Fall k=1 eine einfache Nullstelle von a; formal zweckmaig
ist es, ¢ eine Nullstelle der Vielfachheit 0 von a zu nennen, wenn a(c) %0 ist.

Es ist klar, da8 fiir die Vielfachheit k einer Nullstelle von a +0 stets k =gr « gilt.

Satz 6. Ein Element c des Integrititsbereichs A vst Nullstelle der Vielfachhert k des
Polynoms « genau dann, wenn

a=(x—c)k B mit Plc)+0 (8)
gilt.

Beweis. Ist ¢ Nullstelle der Vielfachheit %, so folgt aus der Definition, daB ein
BeA[x] mit a=(x—c)* B existiert. Wire f(c) =0, so erhielten wir z—c |8, d. h.
(z—c)¥+! | a, was nicht méglich ist. Gilt umgekehrt (8), so folgt (z—c)¥ | @, z—c 1 8.
Wiirde nun (z —c)¥+! das Polynom « teilen, so gidbe es eine Darstellung der Form
a=(xz—c)¥+! y. Da A[z] ein Integrititsbereich ist (Satz 1), folgt aus (zx—c)kt! y=
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=(z—c)* B, daB f=(z—c) y ist (Kiirzen durch (z—c)¥). Das wire aber ein Wider-
spruch zu g(c)+0. O

Satz 7. Es set A exn Integritiitsbereich, a € A[x], a+0, und ¢, 2=1, ..., r, seten
verschiedene Nullstellen von a; c; habe die Vielfackheit k;. Dann gibt es eine Darstellung

a=(z—c)H ... (a:—c,)" B 9

mit e Alx], B(c;) +0 fiir =1, ..., r. Ferner gilt

4
> k;=gra;
i=t

ein Polynom a0 kann also hichstens gr a verschiedene Nullstellen besitzen.

Beweis. Wir fiihren den Beweis von Satz 7 durch Induktion nach r. Der Fall
r=1 ist durch Satz 6 erledigt. Die Behauptung sei bereits fiir r —1 verschiedene
Nullstellen bewiesen. Dann gilt

a=(@—c) . (@—c,_ )18, Plc)+0  firi=1,.,r—1.
Aus Satz 4 folgt

0= a(cr) = (6' —ci)kl oo (cr _cr—i)kr—l B(cr) H
und da die Nullstellen alle verschieden sind, ergibt sich f(c,) =0. Es sei I die Viel-
fachheit der Nullstelle ¢, fiir 8, d. h. f=(z—c,) 8, f(c,) +0. Offenbar gilt auch
Blc,) +0fiirt=1, ..., r—1. Es bleibt =k, zu zeigen. Jedenfalls gilt a = (:c—c,)k' » mit
(z—c,) 19, also auch

(2=c,)" y=(z—c)t . (5=, )" (@0, B

Da k, die Vielfachheit der Nullstelle ¢, ist, muB I =k, gelten; wire nun l<k,, so
kiirzen wir die Gleichung durch (z —c,) und erhalten aus (x—c,)k' - y=(:::—c,)"i

(:::—c,_l)"'—i B nach Einsetzen von ¢, den Widerspruch f(c,) =0. Damit ist (9)
bewiesen. Aus (3) folgt

i=1

r r
gra= 2 k;+grf= D k;. O
i=1

Folgerung 2. Es set A ein Integrititsbereich a, f€ A[x] und r>max (gr «, gr f).
Wenn r verschiedene Elemente cy, ..., ¢, € A existieren, fir die a(c;)=p(c;), T=1, ..., 7,
qilt, ist a=p.

Beweis. Wir betrachten y=a—pg. Nach Satz 4 gilt y(c;)=0 fir ¢=1, ..., 7.
Daher mufl y=0 sein; denn sonst wire gr y=max (gr a, gr f) <7 und wir erhielten
einen Widerspruch zu Satz 7. O

Folgerung 3. Fiir einen unendlichen Integrititsbereich A ist die Abbildung A[x]—~
~M(A), die jedem acA[x] die entsprechende Funktion c€ A a(c)€A zuordnet,
injektiv.
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Beweis. Wenn «(c)=p(c) fiir alle ccAd gilt, gilt diese Gleichung speziell fiir
r>max (gr «, gr ) Elemente, da ja 4 unendlich ist, und die Behauptung ergibt
sich aus Folgerung 2. O

Betrachtet man M(A) nach Beispiel 1.2 als Funktionenring, so erkennt man mit
Hilfe von Satz 4 sofort, daB die in Folgerung 3 definierte Abblldung ein injektiver
Ringhomomorphismus ist, der A[z] in M(A4) einbettet.

Beispiel 1. Das folgende Beispiel zeigt, daB im Fall eines endlichen Ringes 4
ein Polynom nicht eindeutig durch die ihm entsprechende Funktion bestimmt wird :
Es sei 4={cy, ..., ¢;}. Dann ist ay=(x —cy) ... (x—c;)*+0, wihrend ay(c) =0 fiir alle
c€ A gilt. Fir A=1Z, gilt beispielsweise ay=22—x=22+2.

Ubung 2. Man beweise, daB fiir einen endlichen Integritéitsbereich 4 der Kern des
oben betrachteten Ringhomomorphismus A[z] -~M(A) gleich der Menge «yA[x] aller
durch «; teilbaren Polynome ist.

Ubung 3. Man zeige, daB jeder Ringhomomorphismus f: A[x] ~A4 mit f| A =id,
von der Form f(x) =a(c) ist, wobei c € 4 ein festes Element ist.

In der niachsten Ubung, deren Durchfiihrung wir dem Leser sehr empfehlen, be-
handeln wir zwei wichtige, klassische Interpolationsformeln.

Ubung 4. Es sei 4 ein Kérper, und ¢y, ¢y, ..., ¢, seien n +1 verschiedene Elemente
aus A, ferner seien b;, i =0, 1, ..., n, Elemente aus 4. Man beweise : Es gibt ein Polynom
o € A[x] mit a(c;) =b; fir 2=0, 1, ..., n. (Hinweis. a) Eine Lésung stellt die Interpola-
tionsformel von Lagrange dar:

a= 3 b (z —co) (£ —¢) .o (B —Ci-1) (X —Cit1) .o (X —C5)
= ; .
i=0  (ci—co) (ci—¢4) - (€i —Ci—q) (€i —Cit1) oo (€;—Cn)
b) Ein anderes Interpolationsverfahren geht von der Newtonschen Interpolationsformel

aus:

a=rg+ry (x—co) +r3 (X —cp) (T —c1) +... +75 ( —cp) (T —c1) .. (¥ —Cn-1)
fiir die die Koeffizienten rekursiv durch sukzessives Auswerten der Bedingung a(c;) =b;
zu bestimmen sind. Aus a(cg) =bg folgt durch Einsetzen von x =c¢, sofort ry=by. Sind
T0s T4 +++y Ti—1 bereits bestimmt, so erhélt man r; sofort aus

a(c;) =b; =7 +74 (6; —¢o) +72 (65 —Cp) (¢; —¢1) +-.. +7i(c;i —Cp) ... (€5 —Ci—y) .

Die angegebenen Interpolationsformeln haben wichtige Anwendungen in der numeri-
schen Mathematik. Mit ihrer Hilfe 148t sich ein Polynom vom Grad =n bestimmen, das
fiir die Argumente cy, ¢4, ..., ¢, dieselben Werte wie eine Funktion ¢ annimmt, die nur
an diesen Stellen bekannt ist. Man kann dann die Funktion ¢ mit einer gewissen Ge-
nauigkeit durch das Interpolationspolynom a ersetzen. Dieses Verfahren nennt man auch
parabolische Interpolation.)

Wir wenden uns nun wieder Satz 7 zu und betrachten den Fall, da8 Z k;=gra
i=1

ist; nach (3) muf dann fiir den Faktor g aus (9) gr f=0 gelten, d. h. =ac4.
Dann wird « vollstindig in Linearfaktoren x —c, zerlegt:

a=a (:o:_—cl)‘kl ee (x.—c,)k", acd; (10)

man nennt 4 in diesem Fall einen Zerfillungsring fiir das Polynom «. Wir wollen
zeigen, daB die Zerlegung (10) bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig be-
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stimmt ist. In der Tat, ist

a=b(x—d)" ... (x—d,)" (11)
irgendeine Zerlegung von « in Linearfaktoren, wobei b, d;€ 4 gilt und dy, ..., d, ver-
schiedene Elemente sind, so ist d; eine Nullstelle von «, muB also unter den ¢; vor-

kommen. Setzen wir y,-:=a/(:c—di)li, 8o gilt y,(d;) %0, d. h., I; ist gleich der Viel-
fachheit von d,. Das geht aber nur, wenn die Faktoren in (10) und (11) sich hdchstens
in der Reihenfolge unterscheiden. Betrachten wir noch die iibliche Darstellung

a=ag+ax+... +a,z"

von a, n=gr a, so ergibt der Vergleich der hochsten Koeffizienten a, =a =b, womit
die Eindeutigkeit von (10) bewiesen ist. Es zeigt sich, daB man statt (10) auch

a=a, (x—c)™ ... (z—c,)" (12)

schreiben kann. Eine andere, oft niitzliche Darstellung erhilt man folgendermafBen:
Es sei by, ..., b, eine Folge von Nullstellen von « aus einem Zerfallungsring 4, wobei
in dieser Folge der Wert jeder Nullstelle von « so oft auftritt, wie ihre Vielfachheit
angibt. Dann wird aus (12)

a=a, (x—by) ... (x-b,), a,€4,a,+0. (13)

Satz 8 (Satz von VIETA). Es sei A evn Zerfillungsring des Polynoms a =ay+a,x +
+... +a,2" Ist dann by, ..., b, eine Folge von Nullstellen von «, in der jede Nullstelle
80 oft vorkommt, wie thre Vielfachheit angibt, so gqilt

Gy_1= —@, (by+...+b,),

Gy o =0y (biby+bbs+...+b,_,b,),

ap=(—1)""Fa, (bby ... by +bDy .. by —1bp g 11 (14)
+oetbp b 1o o By),

a°=( “—l)n a'nbi ...b” .

Der Beweis ergibt sich leicht durch Koeffizientenvergleich aus (13). O

Zum AbschluB dieses Paragraphen wollen wir noch die ,,Taylor-Entwicklung*
eines Polynoms und den damit zusammenhingenden Begriff der Ableitung be-
trachten.

Satz 9. Es sei A evn Integritiitsbereich, c€ A und a€ A[z]. Dann gibt es eine und
nur exne Darstellung von « tn der Form

a=bo+b1 (x—0)+u.+b" (z—'c)" (15)
mit n=gra, b;cA.

Beweis. Die Existenz einer Zerlegung (15) beweisen wir durch vollstindige
Induktion nach gr «. Fiir e =0 oder gr « =0 ist die Behauptung trivial. Angenom-
6 Onistik, Algebra 1
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men, sie sei schon fiir alle Polynome vom Grade =n —1 bewiesen, und es sei gr a ==.
Nach Satz 2 gibt es eine Darstellung @ = (z —c¢) g+ by mit byc A. Danngiltgr f=n—1
(nach Satz 1), und wir kénnen fiir 8 eine Darstellung der Form (15) finden:

B=by+by (x—c)+...+b, (x—c)*~!

mit b;€A. Hieraus folgt (15). Die Eindeutigkeit beweisen wir ebenfalls durch
Induktion nach gr «. Ist « in der Form (15) dargestellt, so folgt wieder a =(z —c) g+
+ by, p wie oben. Nach Satz 2 sind g und by durch « und ¢ eindeutig bestimmt. Aus
der Induktionsvoraussetzung folgt dann, daB die b;, =1, ..., n, ebenfalls eindeutig
bestimmt sind. O

Aus dem Beweis von Satz 9 ist ersichtlich, da man die Koeffizienten b; als Folge
der Reste bei der Teilung von « durch z—¢, dann bei Division des Quotienten g
dieser Teilung durch z —¢ usw. erhalten kann. Diese Divisionen lassen sich mittels:
des Hornerschen Schemas ausfiihren (Satz 3).

Folgerung 4. Evn Element ¢ des Integrititsbereiches A ist Nullstelle der Vielfach-
heit 'k des Polynoms a€A[z], wenn vn der Darstellung (15) by=by=...=b,_, =0
und b0 gilt. O

Definition 5. Unter der Ableitung a’ des Polynoms
a= D, agt=ag+ax+... +a,z"
iz0
versteht man das Polynom
a':= 2 taxi~t=a.+2a,z+... +na,z" 1.
>0
Wir setzen rekursiv a®®:=al—1, a®:=a und nennen a® die i-te Ableitung von
a (iENo).
Satz 10. Die Ablettung eines Polynoms hat folgende Evgenschaften:
1. (a+p) =a"+§;
2. (ap) =a'B+af';
3. (a*) =ka*—1a’;
4. Qilt gr a=>0, so vst gr a’=(gra a)—1 oder a'=0; falls char A =0 ist, gilt stets
gra’'=(gra)—1.
Beweis. Die Behauptung 1 ist trivial. Zum Beweis der zweiten Behauptung setzen
wir a= Z axt, = 2 bz/. Dann gilt

(af)' = Zk( 3 ap)#i= 3 ( 3 GHia

k>0 t+j=k k>0 +3—k
(1 > wb ¥+ Z( ,7b,)x" ‘=a'ﬁ+aﬂ'.
I:>0 +i=k k>0 \i+i=k

Die Eigenschaft 3 erhilt man leicht aus der Eigenschaft 2 durch vollstindige In~
duktion. SchlieBlich folgt die Eigenschaft 4 aus Ubung 1.5. O
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- Satz 11: Fir einen Integrititsbereich A, a€A[x], ceA betrachten wir:die Dar-
stellung (15). Dann g:lt

Ca®e)=k!b,  (k=0,1,..). (16)

Das Element c ist mehrfache Wurzel von « genau dann, wenn a(c)=a'(c)=0 gilt. Ist
char 4=0, so ist ¢ Nullstelle der Vielfachheit I von « dann und nur dann, wenn
a®(c)=0 fir £=0,1,..,1—1 und a®(c)*=0 qilt. Ist A sogar ein Kérper mit
char 4=0, so kann man (15) auch folgendermaPen schreiben:

a= a(c)+ ( z—¢)+:. +——(:c oM. (17)

" Beweis. Die Formel (16) ergibf sich leicht durch sukzessive Differentiation von
(15) unter Anwendung von Satz 10. Die Behauptungen iiber die Vielfachheiten
ergeben sich aus Folgerung 4. O

Die Formel (17) heiBt die Taylor- Entwicklung des Polynoms a an der Stelle c.

§ b. Euklidische Ringe

In diesem Paragraphen betrachten wir eine Klasse von Integrititsbereichen, in
denen es ein Analogon der Division mit Rest gibt, die wir fiir die ganzen Zahlen
und die Polynomringe iiber beliebigen Koérpern bereits kennen. Viele Sidtze der
elementaren Arithmetik gelten in derartigen Ringen.

 Definition 1. Ein Integritatsbereich 4 heiBt ein euklidischer Ring, wenn fiir ihn
eine Funktion w: A\ {0}~N, gegeben ist, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Sind a, beA4 und ist b+0, so gibt es Elémente ¢, €A mit a=bc+r, wobei
r=0 oder w(r) <w(b) gilt;

2. ist 5+0 und a | b, so gilt w(a) =w(b).

Beispiel 1. Es sei 4 =Z. Wir setzen w(a): = |a|. Die Eigenschaft 1 folgt aus dem
bekannten Satz iiber die Division mit Rest fiir die ganzen Zahlen, den man folgen-
dermafen formulieren kann: Sind a, b€Z und gilt b=0, so existieren (eindeutig
bestimmte) Zahlen ¢, r € Z mit e =bc +r, wobei 0 =r<|b| gilt. Die Eigenschaft 2 ist
offenbar erfiillt.

Beispiel 2. Es sei 4= K[z], K ein beliebiger Korper. Wir definieren fiir « € K[«],
a+0: w(x):=gr «. Die Eigenschaft 1 folgt aus Satz 4.2, die Eigenschaft 2 aus
Satz 4.1, (3)..

Beispiel 3. Ein beliebiger Kérper ist ein euklidischer Ring; es geniigt, w(a): =1
fiir @ € K* zu setzen.

Ubung 1. Es sei A der Ring der ganzen GauBschen Zahlen, d. h. der Unterring der

Zahlen der Gestalt a +bi, a, b€ Z, von C. Wir definieren w(z): = |z|2 fiir z€ 4. Man zeige,
daf3 A ein euklidischer Ring ist.

6*
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.. Ubung 2. Man zeige, daB die Existenz eines Einselementes aus den iibrigen Axiomen
eines euklidischen Ringes folgt.

Satz 1. Es sev A ein euklidischer Ring. Dann gibt es fiir beliebige Elemente a, be 4
evnen ggT.

; .ngeis. Ist a =b=0, so ist offenbar 0 =(0, 0). Ist etwa b=+0, dahp gilt
a=bci+r; mit #,=0 oder w(r)<w(d).
Ist 7,+0, 8o erhalten wir I
b=rey+ry mit r,=0 oder w(ry)<w(ry) .

Gilt 79+0, so konnen wir r; durch r, teilen und dieses Verfahren fortsetzen er
erhalten auf diese Weise eine Folge von Gleichungen

a =bey+ry,
b =7'102+7'2,
Ty=ToC3+73,
1=T03 1173 (1)

........

Th—3=Tk—2Ck—1tTk—1
Tp—2=Tp_1C+ 7,

wobei w(b) >w(r,) >w(ry) >...>w(r,_,)>w(r;) gilt, falls r,+=0 ist. Da w(b)EN,
ist fiir b€ AN\ {0}, muB8 das Verfahren nach endlich vielen Schritten abbrechen,
d. h., einmal muB der Rest gleich O sein. Dies sei bei der (k4 1)-ten Division
der Fall, d. h., es gelte

Th—1 ="gCk 41 - (2)
W1r beweisen 7, =(a, b). Nach (2) gllt 7+ | 7,4 Betrachten wir die Folge (1) und
wenden Satz 2.4 an, so erhalten wir schrittweise 7, | r, fiir I<k und schlieBlich
#; | b, ;. | a. Somit ist 7, ein gemeinsamer Teiler. Ist schlieBlich d irgendein gemein-
samer Teiler von a und b und schreiben wir (1) in der Gestalt

ry=a—be,,

ro= b—r €2,

Ta=7"q—T7T
3=T1—TC3, (3)

Th—1=Tp—3 " Tp—2Ck—1 »

Te=Tk—2"Tk—1C > .
so folgt schrittweise d |ry, ..., d [ 7, womit unsere Behauptung bewiesen ist. O
Das im Beweis von Satz 1 enthaltene Verfahren zur Bestimmung des ggT heiBt
der euklidische Algorithmus.
Folgerung 1. Es seien a, b A und d=(a, b), wobei A en euklidischer’ Rzng ist.
Dann g?bt es 2 vEA mit it
‘ d=au+bv. (4)
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Beweis. Nach Satz 2.6 ist d assoziiert zu 7;. Daher geniigt es, die Behauptung fiir
rp 2u beweisen. Die letzte der Gleichungen (3) driickt », durch r,_; und r,_, aus.
Setzen wir fiir , _; den Ausdruck aus der dariiber stehenden Gleichung ein, so ist 7,
aus r,_, und r;_, kombiniert. Durchlaufen wir auf diese Weise die Gleichungen (3)
von unten nach oben, so erhalten wir die gesuchte Darstellung der Form (4). o

Satz 2. Es set A ein euklidischer Ring, a,b, c€ A und d=(a, b). Wir behaupten:
Es qilt d | ¢ dann und nur dann, wenn r, s€ A existieren mit

c=ar+bs. (5)
@Gilt hierber b+0, so laft sich r so wihlen, daf r=0 oder w(r) <w(b) ist.

Beweis. Aus Satz 2.4 folgt sofort: Wenn r und s existieren, fiir die (5) gilt, dann
gilt auch d | c. Es sei umgekehrt d | ¢ und ¢, =c¢/d. Nach Folgerung 1 gibt es u, v€ 4
mit (4). Multiplizieren wir (4) mit ¢4, so erhalten wir

c=auc,+bvc, .

Dabher ist (5) mit r =uc,, s =vc, erfiillt. Es seien nun 7, s beliebig so gewahlt, daB (5)
gilt. Dann gibt es Elemente 7, g€ 4 mit r =bg +r,, wobei r, =0 oder w(r,) <w(b) gilt.
Setzén wir die letzte Gleichung in (5) ein, so folgt

c=a (bg+r)+bs=ar;+b(s+aq),
womit Satz 2 bewiesen ist. [

Folgerung 2. Zwer Elemente a, b aus etnem euklidischen Ring sind teilerfremd
genay dann, wenn es u, vE€A gibt mit au+bv=e, O

Satz 3. Es set A ein euklidischer Ring, a, b, c€ A, und es gelte ¢ | ab und (a, c) =e.
Dann folgt c | b.

Beweis. Nach Folgerung 2 gibt es u-und v mit e = au + cv. Multiplizieren wir diese
Gleichung mit b, so folgt b=(ab) « +cbv. Wegen ¢ | ab erhalten wir die Behauptung
aus Satz 2.4. O

Ubung 3. Ein Element m € 4 heiBt kleinstes gemeinsame Vielfache (kgV) von a, b€ 4,
wenn a | m und b | m und fiir alle m; mit a | m; und b | my; auch m | m, gilt. Man zeige:
Ist A4 ein Integntatsberelch so ist das kgV bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt.
Wenn A ein euklidischer Ring ist, existiert das kgV m fiir beheblge Elemente a, b€A4,
und es gilt ab ~m(a, b).

Ubung 4. Es sei 4 =K[z], K ein Korper, w =gr. Man beweise: Gilt unter Vorausset-
zung des zweiten Teiles von Satz 2 gr ¢ <gr a +gr b, so gilt auch gr s <gr a oder s =0.

Ubung 5. Es seien die Bedingungen des zweiten Teils von Satz 2 erfiillt. Man beweise:
Es gibt Elemente r, s € 4 so, daB (5) mit » =0 oder w(r) <w(b/d) gilt; ist K ein Kérper und
A =K][z], so sind 7, 8 hierdurch eindeutig bestimmmt.

Wir wollen nun den Beweis dafiir ansteuern, da8 sich in einem euklidischen Ring
jedes Element in Primfaktoren zerlegen 1a8t. Zur Vorbereitung heweisen wir zu-
nichst Satz 4 und Lemma 1.
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Satz 4. Es seien p, a,€ A fiir 1=1, ..., 8, A ein euklidischer Ring, p prim, und es
gelte p | ay ... a,. Dann gilt auch p | a; fiir ein 2.

Beweis. Fir s=1 ist die Behauptung trivial. Angenommen, sie sei schon fir
s—1 Faktoren bewiesen. Nach Satz 2.8 gilt p | a, oder (p, a,) =e. Im ersten Fall
sind wir fertig, im zweiten folgt aus Satz 3 p | a, ... @,_,. Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt p | @, fiir ein ¢ mit 1 =s=s—-1. O

Lemma 1. Es seien a, b von Null verschiedene Elemente des euklidischen Ringes 4.
Gilt a ~Db, so ist w(a) =w(b). Falls w(a)=w(b).-und a | b gult, ist a ~b.

Beweis. Die erste Behauptung ist eine einfache Folgerung aus Bedingung 2 von
Definition 1. Es sei nun ¢ | b und w(a) =w(b). Wir zeigen, da dann auch b | « gilt,
womit nach Satz 2.5 unsere Behauptung bewiesen ist. Dazu betrachten wir die
Darstellung a=bc+7 mit ¢,7€A4,7=0 oder w(r)<w(b). Falls r+0 ist, erhalten
wir aus r=a —bc die Bezichung « |7, also w(b)>w(r)=w(a) im Widerspruch z
w(a)=w(b). O

Satz 5 (Satz iiber die Zerlegung in Primfaktoren). Es se7 A evn euklidischer Ring.
Jedes von O verschiedene Element acA lift sich als Produkt von anelcmenten
p;€ A darstellen: :

a=py D, - (6)
Drese Darstellung vst eindeutig in dem folgenden Sinne: Ist

a=g; g )

irgendeine Zerlegung von a in Primelemente q;, so gilt s =t, und nach einer geeigneten
Umnumerierung der Elemente q; gilt p;~ q;.

Bemerkung. Gilt a € A*, 80 sei a =ae formal als Zerlegung in Primfaktoren ver-
standen. Wir benutzen die Verabredung, da8 ein Produkt aus s =0 Faktoren gleich
dem Einselement e ist, '

Beweis. Die Existenz einer Zerlegung (6) zeigen wir durch Induktion nach w(a).
Angenommen, die Existenz sei schon fiir alle a’ mit w(a’)<n gezeigt, und es sei
w(a) =n. Ist a ein Primelement, so ist die Existenz von (6) trivial. Anderenfalls gilt
a=bc mit b, c§ A*. Nach Lemma 1 ist w(b)<n w(c)<mn, und wir kénnen nach
Induktionsvoraussetzung die Elemente b, ¢ in Primfaktoren zerlegen: b=p, .. <P
€=p, 4 ... P;. Die Multiplikation dieser Zerlegungen ergibt (6).

Die Emdeutlgkelt beweisen wir durch Induktion nach der Anzahl s der Faktoren
von (6). Ist s=1, so ist @ prim, und daher gilt ¢ ~a, g5 ... ¢,€ A* bei geelgneter
Numerierung der ¢;, Wenn nun ein Element ¢ ein invertierbares Element c€A4*
teilt, muB es selbst invertierbar sein; denn wir haben e =cc~1=gbc™1, also ¢~1=bé 1.
Da die ¢; Primelemente sind, muB also =1 und a=p,=g¢, gelten. Angenommen,
die Behauptung sei schon fiir Zerlegungen (6) mit s —1 Faktoren bewiesen. Aus.(6)
und (7) folgt p, | ¢ ... ¢, Nach Satz 4 erhalten wir p, | g, bei geeigneter Numerierung
der Elemente ¢;. Da p,§4* und ¢, prim ist, gilt p,~g, also g,=p,c mit ccA*.
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Kiirzen wir die Gleichung p, ... p,_,p,=4¢; ... (¢,—1¢) P, durch p,, sofolgt p, ... p,_, =

=g« (,_4¢). Weil nun ¢,_,c prim ist, kénnen wir auf diese Zerlegungen die In-
duktionsvoraussetzung anwenden. Wir erhalten { —1=s—1 und p;~¢; nach einer
geeigneten Umnumerierung. O

Beispiel 4. Es sei A4 die Menge aller komplexen Zahlen der Form z=a+b V§i,
@, beZ. Man priift leicht nach, daB 4 ein Unterring von € ist; 4 ist offenbar ein
Integritdtsbereich. Wir wollen zeigen, daB es in 4 zwei Elemente gibt, die keinen
geT besitzen, und daB die Primfaktorzerlegung in A nicht eindeutig ist. Daraus
folgt speziell, da8 4 kein euklidischer Ring sein kann. Wie man leicht erkennt, ist
A*={—1,+1} gleich der Menge aller z€ 4 mit |z| =1. Hieraus folgt: Gilt z€ 4 und
|z] =2, so ist z ein Primelement. Bis auf Assoziierte sind das die Elemente 2 und

1+ Vg i. Offenbar gilt4=2-2=(1 + ]/?Ti) (1- V:?i), und folglichist 4 nicht eindeutig
in Primfaktoren zerlegbar. Die gemeinsamen Teiler der Elemente z=4 (1 +i V?T),
w=4 (1—13) sind (bis auf Assoziierte) 2, 1+i 3, 4,2/(1+i }/3). Wegen2 { 1+i /3
besitzen z und w keinen ggT.

Ubung 6. Man beweise, da3 im Ring 4 von Beispiel 4 jedes a +0 eine Zerlegung in
Primfaktoren besitzt.

Ubung 7. Es sei P die additive Halbgruppe der Zahlen a/2* mit a, k €Ny. Mit 4 be-
zeichnen wir den Unterring des Ringes M(]0,-[, R) (vgl. Beispiel 1.2), der aus den

k
Funktionen Z axz", a; €R, p; € P, k €N, besteht. Man beweise: a) A4 ist ein Integritdts-

=1
bereich. — b) A* =R*. — ¢) Alle Teiler f von €A haben die Gestalt f =az?, a¢R¥*,
p€P, p=1. — d) Das Element x €A besitzt keine Zerlegung in Primfaktoren,

Es sei 4 ein euklidischer Ring, p ein Primelement und a€ 4, a+0. Unter der
Vielfachheit von p in @ verstehen wir diejenige Zahl kecN,, fiir die p* | @, aber
Pkt { a gilt.

Satz 6. In einem euklidischen Ring sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Die Vielfachheit des Primelementes p tn o ist k.

2. a=p*b, und es gilt p 1 b.

3. In der Primfaktorzerlegung von a gibt es genau k Primfaktoren, die zu p assozi-
tert sind. '

Beweis. Es sei die erste Aussage erfiillt. Dann gilt a =p*b. Wire p | b, so hiitten
wir p*+1 | a, was der Aussage 1 widerspricht. Ist umgekehrt die zweite Aussage
wahr, so gilt p* | «. Wire p**! | a, so hitten wir a =p*h=p*+ic mit cc 4. Hieraus
folgte p | b, was nicht mdoglich ist. Somit sind die Aussagen 1 und 2 dquivalent.
Wir leiten die dritte Aussage aus der zweiten her. Es gilt b=p, ... p,, wobei die p;
prim sind. Wegen p { b folgt p,=p fiir =1, ..., s. Folglich kommen in der Zerle-
gung a=p*p, ... p, genau k zu p assoziierte Faktoren vor. Der Beweis der zweiten
Aussage aus der dritten ist trivial. O

Folgerung 3. Jedes Element a des euklidischen Ringes A, a0, ist in der Form

a=cp§1 pf’, r=0, (8)
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darstellbar, wobei cc A* gilt, die p; paarweise nickt assoziterte Primelemente und die k;
thre Vielfachheiten tn a sind. O

Beispiel 5. Aus Beispiel 2.4 folgt, daB im Fall A=Z in (8) ¢=+1 und (8) die
eindeutige Primfaktorzerlegung einer ganzen Zahl ist.

Beispiel 6. Es sei A= K[z], wobei K irgendein Integritdtsbereich ist. Ein Poly-
nom @€ K[z] heiBt irreduzibel, wenn gr ¢ =0 gilt und ¢ nicht echt zerlegbar ist,
d. h., es gibt keine Darstellung ¢ =8y mit gr §=0, gr y>=0. Ist K ein Korper, so
ist @ irreduzibel genau dann, wenn ¢ Primelement des Ringes K[z] ist. Jedes Poly-
nom vom Grad 1 ist irreduzibel. Fiir c€ K ist die Vielfachheit des irreduziblen
Polynoms z—c¢ in einem Polynom «¢€ K[x] gleich der Vielfachheit der Nullstelle
¢ von a. Ist gr ¢>1 und ¢ irreduzibel, so besitzt ¢ keine Nullstelle, wie sofort aus
dem Satz von Brzout (Satz 4.5) folgt. Ist gr ¢ gleich 2 oder 3 und ist K ein Kérper,
so gilt hiervon auch die Umkehrung. Zum Beispiel ist das Polynom x2?+1 irreduzibel
in R[z], also erst recht in @[z] oder in Z[x]. Das Polynom x3—2 ist irreduzibel in
Q[z], aber reduzibel in R[z].

Es sei nun wieder K ein Kérper. Ein Polynom « € K[z] heiBt reduziert, wenn sein
hochster Koeffizient a, =e ist. Offenbar ist jedes Polynom a+0 zu einem eindeutig
bestimmten reduzierten Polynom assoziiert. Aus (8) folgt leicht, da man jedes
Polynom vom Grad = in der Form

L

a=a,,p‘;1 “ D, 9)

darstellen kann, wobei die p; verschiedene irreduzible reduzierte Polynome und die
k;€N sind; diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.
Wenn K ein Zerfallungskérper von a ist, stimmt die Zerlegung (9) mit der Dar-
stellung (4.10) iiberein, deren Eindeutigkeit in § 4 auf andere Art bewiesen wurde.

Ubung 8. Man beweise, daB ein euklidischer Ring dann und nur dann ein Kérper ist,
wenn er keine Primelemente enthilt.

Ubung 9. Man beweise, da die Ringe Z und K[x], K Kérper, eine unendliche Menge
nicht assoziierter Primelemente enthalten. (Hinweis. Man zeige: Sind py, ..., p, ¢ 4%,
so gilt p; { py ... ps+1 fiir i =1, ..., 8.)

Wir wollen nun mit Hilfe der Primfaktoren und ihrer Vielfachheiten ein Teilbar-
keitskriterium formulieren.

Satz 7. Sind a, b von 0 verschiedene Elemente des euklidischen Ringes A, so gilt
a | b dann und nur dann, wenn fiir jedes Primelement p€ A die Vielfachheit in a
kleiner oder gleich der Vielfachheit in b 7st.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar; denn wenn £k die Vielfach-
heit von p in a ist, gilt p* | a, also auch p* | b, und daher muf} die Vielfachheit in b
groBer oder gleich & sein. Es sei nun umgekehrt a,=cp'f1 pf’. Nach Vorausset-
zung gilt b=dp:1 p,"pi’;';‘ pi' mit ¢, d€A*, k;=1; fir i=1,..,r, ;>0 fir
j=r. Hieraus folgt b=(d/c) a,p,i‘ k. pl'—k"pi'ﬁ‘ p:‘, d.h.a|b O

r
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Es sei nun P eine Menge von Primelementen des Ringes A, die aus jeder Klasse
assoziierter Primelemente genau einen Vertreter enthilt, beispielsweise die Menge
aller positiven Primzahlen aus Z oder die Menge aller reduzierten irreduziblen
Polynome aus K[z]. Fiir jedes Element a +0 des euklidischen Ringes A bezeichnen
wir mit k,(a) die Vielfachheit von p in a. Dann gilt k,(a) =0 fiir fast alle p€ P, und
wir kénnen statt (8) auch ein formalunendliches Produkt schreiben, in dem fast
alle Faktoren 1 sind:

a=c J] p7®  (a+0,ce4%). (10)
pepP

Satz 7 lautet dann:
a | b~ fir alle pc P gilt ky(a) =k, (b) .

Satz 8. Es seien a,b von O verschiedene Elemente eines euklidischen Ringes.
Dann gilt fiir thren ggT

( a, b) — II pmin(kp(a),kp(b)) . ( 11 )
PEP

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 7. O

Folgerung 4. Es qilt (a, b)=e¢ dann und nur dann, wenn ¢ und b keine gemein-
samen Primfaktoren besilzen. O

Hat der euklidische Ring A die Eigenschaft, daB fiir jedes a 0, & € A nur endlich
viele b mit w(b) <w(a) existieren (z. B. fiir 4 =Z oder 4 = K[«] fiir einen endlichen
Korper K), so 18t sich aus Satz 8 ein Algorithmus zur Bestimmung des ggT ge-
winnen.

Ubung 10. Man verallgemeinere Satz 8 auf den Fall von endlich vielen Elementen.
Ubung 11. Man beweise (vgl. Ubung 3)
kgv {a, b} —_ H pm‘(kp(a)pkp(b»
PeP

fiir a, b aus einem euklidischen Rir;g A.

AbschlieBend betrachten wir noch einige spezielle Eigenschaften der Ringe
K[z], wenn K ein Korper ist. Ist L2 K eine Erweiterung des Korpers K, so ergibt
sich eine natiirliche Einbettung des Ringes K[«] in den Ring L{x].

Satz 9. Ist L Erweiterungskorper von K, so st K[x] Unterring von L[x]. Sind
a, BEK[x], f+0 und B | « tn L[x], so qilt a/B € K[x], d. h. B | « tn K[x]. Fiir y, 8 € K[x]
18t der ggT (y, 8) in K[z] gleich dem ggT (y, 6) tn L[x].

Beweis. Die erste Behauptung ist offensichtlich. Aus der Eindeutigkeitsaus-
sage des Satzes 4.2 iiber die Division mit Rest folgt, daf das Ergebnis der Division
von « durch g nicht davon abhéngt, ob wir « und f§ als Polynom iiber K oder iiber L
betrachten. Speziell folgt aus § | a iiber L auch a/g € K[«]. Die letzte Behauptung er-
gibt sich aus Satz 1, weil die Anwendung des euklidischen Algorithmus auf zwei
Elemente p, § von K[z] nicht aus K[«] hinausfiihrt. O
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Fiir einen Korper K der Charakteristik 0 geben wir nun ein Verfahren zur Be-
stimmung der Vielfachheit eines irreduziblen Faktors in einem Polynom a € K[z]
an, das sich auf den Begriff der Ableitung stiitzt. Fiir irreduzible Faktoren ersten
Grades haben wir das schon im Satz 4.11 getan.

Satz 10. Es set K ein Korper, a€K[z], a’+0 und ¢ ein irreduzibles Polynom.
Hat ¢ die Vielfachheit k>0 in a und die Vielfachheit k' in ', so ist k' =k —1. Gilt
char K=0, so ist k' =k —1.

Beweis. Nach Satz 6 gilt a = g*g, wobei ¢ { § ist. Nach Satz 4.10 ist
o' = k" 1o’ + ¢ =gk~ (ke'B+9f) -
Somit gilt ¢¥F~! | a’, also &’ =k —1. Ist char K =0, so gilt kp'8=(ke) ¢'f~¢'B. Aus
gr ¢’ <gr ¢ folgt ¢ 1 ¢'. Nach Satz 4 gilt ¢ 1 k¢’8 und daher auch ¢ 1 (ko'f+@p’).
Wenden wir wieder Satz 6 an, so ergibt sich unsere Behauptung. O
Folgerung 5. Ist K ein Korper der Charakteristik 0, so ist die Vielfuchheit des

wrreduziblen Polynoms ¢ in a € K[z], a+0, gleich derjenigen Zahl k, fiir die ¢ | a®—1),
aber ¢ 1 a® gilt. O

Ubung 12. Es sei K ein Korper, a €K[z], o’ +0. Man beweise: a) Ein irreduzibler
Faktor ¢ von a hat eine Vielfachheit k >1 genau dann, wenn ¢ | a’ gilt; b) das Poly-
nom a/(«, «’) hat keine mehrfachen irreduziblen Faktoren; seine irreduziblen Faktoren
stimmen bis auf Assoziiertheit mit denen von « iiberein.

§ 6. Faktormonoide, Quotientenkdrper

In diesem Paragraphen entwickeln wir ein Verfahren, einen beliebigen Integritéts-
bereich zu einem Korper, dem Quotientenkérper des Integritéitsbereiches, zu er-
weitern. Als Modell fiir diese Konstruktion dient die Erweiterung des Ringes der
ganzen Zahlen zum Kérper der rationalen Zahlen. Zunichst wollen wir jedoch einen
allgemeinen Begriff einfiihren, den wir auch im néchsten Kapitel benétigen.

Definition 1. Es sei [M, %] ein Monoid und ~ eine Aquivalenzrelation in M.
Man sagt, die Aquivalenzrelation ~ sei vertrdglich mit der Operation *, wenn aus
ay~ay und by ~b, die Beziehung a, * by ~a, * by folgt.

Wir setzen voraus, daB die Bedingungen der Definition 1 erfiillt sind, und defi-
nieren in der Faktormenge M : = M/ ~eine Operation durch die Formel

@xb:=axb (a,beM); 1)
hierbei bezeichnet @ die Aquivalenzklasse von a €M (vgl. (0.2.43)).

Satz 1. Unter den Bedingungen der Definition 1 wird durch (1) eine algebraische
Operation in M definiert. Die kanonische Abbildung p: M —~ M ist ein Homomorphis-
mus der Monotde. Ist [ M, x] assoziativ (bzw. kommutativ), so st cuch [ M, %] assoziatvv
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(baw. kommutativ). Enthilt M ein Einselement e, so ist & Einselement von M. Gilt
ac M*, 30 ist ¢ M*, und es gilt (@)~1=(a"1).

Beweis. Aus Definition 1 folgt, daB die rechte Seite nur von den Aquivalenz-

klassen @, b und nicht von der Wahl der Vertreter a, b abhidngt. Somit ist (M, %] ein
kcrrekt definiertes Monoid. Die Gleichung (1) kann man auch in der Form

p(a) * p(b)=p (a *b)

schreiben, die ausdriickt, daB p ein Homomorphismus der Monoide ist. Die iibrigen
Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus der Definition. O

Definition 2. Das durch Satz 1 definierte Monoid [ M, *] heiBt das Faktormonoid
von [ M, %] nach der Aquivalenzrelation ~.

Als Beispiel fiir die Definition 2 erinnern wir an die Konstruktion der Rest-
klassenringe Z,, vgl. Definition 2.9.

Es sei A ein Integrititsbereich. Wir betrachten die Menge A=A4x(A4\{0}).
In A definieren wir die folgende Relation:

(ag, by) ~(ag, by), wenn aby=asb, ist. (2)

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation. Offenbar ist sie reflexiv und symmetrisch ;
wir zeigen die Transitivitdt. Gilt (a4, b;) ~(ay, by) und (@g, by) ~ (a3, b3), so ist

a1b2=a/2b1 N (3)
a,2b3 =a3b2 . (4)

Multiplizieren wir (3) mit b3 und (4) mit b,, so folgt absbs =asbb,. Weil by +0 ist,
konnen wir diese Gleichung durch b, kiirzen und erhalten ab;=asb,, also (a4, by) ~
~ (a3, bs).

Wir bezeichnen mit Q(4) die Faktormenge 4/ ~.In Q(4) wollen wir die Operatio-
nen der Addition und Multiplikation so einfiihren, daBl Q(A) ein A erweiternder
Korper wird. Dazu definieren wir zunéchst zwei Operationen in 4, wobei wir uns
an der elementaren Bruchrechnung orientieren ((@, b) entspricht a/b im Fall der
ganzen Zahlen!):

(@, b) + (¢, d): =(ad +be, bd), (a, b) - (¢, d): =(ac, bd) . (5)

Sind b0, d+0, so ist auch bd+0; daher sind die Definitionen (5) korrekt. Un-
mittelbar aus den Definitionen folgt, daB [A4, +] und [4, -] kommutative Halb-
gruppen mit dem Nullelement (0, ¢) bzw. dem Einselement (e, ) sind. Wir bewei-
sen, daB die Operationen (5) mit der Aquivalenzrelation ~ vertriglich sind. Dazu
geniigt es — wegen der Kommutativitdt der Operationen in 4 — zu zeigen, da3 aus
(a, b) N(a": b')

(a, b) +(c, d) ~(a’, b') +(c, ), (a, b) - (¢, &) ~(a’, b') - (c, d) (6)
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folgt. Diese Formeln beweist man durch einfache Rechnungen, beispielsweise
(ad +bc) (b'd) =ab'd?+ beb'd =a'bd? + beb'd = (a’'d + b'c) (bd) .

Aus Satz 1 ergibt sich, dal die Operationen aus A4 auf Q(4) iibertragen werden.
Nach (1) gelten fiir die Operationen in @(4) folgende Formeln:

(,0) +(c,d)=(ad +bc, bd),  (a,b) - (c, d) =(ac, bd) . (7)
Satz 2. Ist A ein Integrititsbereich, so wird die Menge Q(A) mit den Operationen
(7) exn Korper.
' Beweis. Aus Satz 1 folgt, daB [@(4),+] und [Q(A), ‘] kommutative Halbgrup-
pen mit dem Nullelement (0, ¢) bzw. dem Einselement (e, ¢) sind. Zum Beweis,
-daB [@(A), +] eine Gruppe ist, bemerken wir, da8

(a, b) +(—a, b)=(0, b2)=(0, ¢)

gilt. Setzen wir nun voraus, da8 (e, b)+(0, ¢) ist, dann gilt a=+0, also (b, a)€ 4.
Wir erhalten

(a, b) * (b, a) =(ab, ba)=(e, ),
d. h., alle von 0 verschiedenen Elemente sind invertierbar. Es bleibt zu beweisen,
daB das distributive Gesetz erfiillt ist. Nun gilt

((a, B) +(c, @) (u, v) =(ad +be, bd) (u, v)=((ad +be) u, bdv) ,

{a, b) (u, v) +(c, d) (u, v) = (an, bv) + (cu, dv) = (audv + cubv, bdv2)

= ((ad + be) uv, bdv?) .

Da die beiden erhaltenen Paare offenbar dquivalent sind, ist unsere Behauptung
bewiesen. [

~ Wir wollen nun zeigen, daB der konstruierte Korper @(A) den Integritidtsbereich
erweitert und aus den Quotienten der Elemente von 4 (in @(A)) besteht. Dazu
betrachten wir die Abbildung
f:a€A — f(a):=(a, e)€Q(4).
Satz 3. Die Abbildung f bildet den Integrititsbereich A isomorph auf einen Unler-
ring von Q(A) ab. Identifiziert man A und Im f mit Hilfe der Abbildung f, so gilt

(a, b)=a/b fiir a, bc A, b=+0.
Beweis. Wir zeigen, daB f ein Ringhomomorphismus ist. Es gilt
f(@+b)=(a+b, e)=(a, ) +(b, ) =f(a) +/(b) ,
f(a-b)=(abe) =(a,e)-(b,e)=f(a)f(b).

Weiter ist Ker f=0. Ist ndmlich f(a) = (a, €) =(0, e), so gilt « =0. Nach Folgerung 1.1
bildet f den Ring A isomorph auf den Unterring Im f ab, der aus allen Klassen
der Form (a, ) besteht. Identifizieren wir a und (a, ¢). dann gilt fiir a, b€ 4, b+0

alb=ab~1=(a, e) (b, €)~1=(a,e) - (¢, b)=(a, b). O
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Definition 3. Der Koérper Q(A4) heilt der Quotientenkérper des Integritéts-
bereiches A. Diese Bezeichnung steht mit Definition 2.6 in Einklang. Gilt ndmlich
a=bc fiira, b, c in 4, b+0, so ist c=a/b auch in Q(4).

Der Kérper Q(4) ist ein minimaler Korper, der den Ring A enthdlt, d. h.; gilt
AZSK<Q(4) und ist K Teilkérper, so ist K=Q(A4). In der Tat, mit-a, b4, b+0
gilt ab—1¢ K, aber die Menge dieser Elemente ist schon @(4) (Satz 3). Wir wollen
nun zeigen, daB diese Eigenschaft Q(4) charakterisiert.

Satz 4. Es sev L ein Korper, der den Integrititsbereich A als Unterring enthilt;
ferner gelte: Ist K S L Teilkorper mit AS K, so 1s¢t K=L. Dann existiert exn Iso-
morphismus f: Q(A)~L mit f| A=id,, Im f=L.

Beweis. Wir definieren f durch f(a/b): =a/b fiir a, b€ A, b+0, wobei die Division
rechts in L ausgefiihrt wird. Diese Definition hingt offenbar nicht von der Wahl
der Darstellung des Quotienten ab: Ist a'/b'=a/b, so gilt a=a'=0 oder a’ =ac,
b’ =be mit @, a’, b, b’ € A4, c€ L, also f(a’/b’) =f(a/b). f ist ein Homomorphismus:

a c\  fad+bc\ ad+bc a ¢
f 3*7)-’ 5 )" 5 vt

analog fiir die Multiplikation. Offenbar gilt f(e)=f (%)=a fiir a€A. Somit ist

Agfm f+0. Nach Satz 2.2 ist f injektiv und Im f ein Kérper. Wegen ASIm fS
S L mub Im f=L gelten. O

Beispiel 1. Es gilt Q(Z)=@: Der Quotientenkorper des Ringes der ganzen
Zahlen ist der Korper der rationalen Zahlen.

Beispiel 2. Es sei K ein beliebiger Kéiper. Dann heifit K(z):=Q(K[z]) der
Korper der rationalen Funktionen ilber K (man beachte, daB im allgemeinen diese
Bezeichnung irrefiihrend ist, vgl. Definition 5 und Ubung 5 weiter unten).

Ubung 1. Man beweise: Ist K ein Korper, so gilt Q(K) =K.

Ubung 2. Man beweise: Ist A ein Integrititsbereich, so gilt Q(A[x]) =Q(4) (x) (vgl.
Beispiel 2).

Bis zum SchluB dieses Paragraphen werden wir Quotientenkérper Q(4) von
euklidischen Ringen 4 untersuchen, wobei wir vor allem die Beispiele 1 und 2 vor
Augen haben.

Satz 5. Es sev A evn euklidischer Ring. Dann kann man jedes ¢ €Q(A) in der Form
e=a/b, a,beAd mit (a, b)=e, b0, (8)

darstellen; die Elemente a, b sind in A bis auf exnen gemeinsamen invertierbaren Faktor
evndeutig bestimmid.

Beweis. Es sei g=u/v, u, v€A4, v+0. Nach Satz 5.1 existiert der ggT d=(u, v),
und wegen v +0 gilt d +0. Die Elemente a =u/d, b=v/d+0 des Ringes 4 sind teiler-
fremd (Ubung 2.2), und es gilt offenbar g =a/b. Ist nun ¢ =a’/b’ eine andere Dar-
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stellung der Form (8), so folgt ab’ =a'b. Hieraus ergibt sich nach Satz 5.3 b'| b’ und
b’ | b. Nach Satz 2.5 ist daher b’ =bc mit c€ A*, und wir erhalten abc =a'b. Kiirzen
durch =0 ergibt ' =ac. O

Definition 3. Eine Darstellung der Form (8) nennt man Darstellung von p als
unkiirzbarer Bruch.

Definition 4. Es sei 4 ein euklidischer Ring. Ein Element geQ(A) heifit ein
einfacher Bruch (oder Partialbruch), wenn g in der Form

Q:fu,/pk, u=+0, (9)
darstellbar ist, wobei p ein Primelement von 4, k€N und u €4 mit w(u) <w(p) ist.

Man bemerke, dal der Bruch (9) unkiirzbar ist. In der Tat gilt p { « wegen der
Eigenschaft 2 aus Definition 5.1. Nach Folgerung 5.4 ist also (p*, u)=e. Unser
nichstes Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 6. Es ser A ein euklidischer Ring. Dann 1ipt sich jedes Element p€Q(A) als
Summe etnes Elementes aus A und einiger einfacher Briiche mit paarweise nicht assozi-
terten Nennern darstellen. '

Beweis. Fiir ein von 0 verschiedenes Element c€ A bezeichne i(c) die Anzahl
der Primfaktoren in der Primfaktorzerlegung des Elementes c; fiir ¢ € A* setzen wir
A(c)=0. Wir beweisen die Existenz der geforderten Darstellung durch Induktion
nach A(b), wenn g¢=a/b eine Darstellung von p als unkiirzbarer Bruch ist. Dabei
wird sich herausstellen, da die Nenner der einfachen Briiche unserer gesuchten
Darstellung Teiler von b sind.

Fiir A(b) =0 ist unsere Behauptung offenbar erfiillt. Angenommen, sie sie schon
fiir alle ¢ mit A(b) <n bewiesen. Wir betrachten ein ¢ mit 4(b) =n. Es sei p ein Prim-
teiler von b mit der Vielfachheit k>0. Dann gilt b=p¥c mit (p, ¢) =e. Nach Satz 5.2
existieren u, v€ A mit

a=cu+pv,

wobei =0 oder w(u)<w(p) gilt. Da p=a/b ein unkiirzbarer Bruch ist, haben wir
? 1 a, so daB w+0 sein muB. Multiplizieren wir diese Gleichung mit b~1, so folgt

o=a/b=u/p* +v/(p*~1c) .

Der erste Summand ist ein einfacher Bruch. Es sei o' =v/p*~!c=a’/b’ eine Dar-
stellung des zweiten Summanden als unkiirzbarer Bruch. Aus dem Beweis von
Satz 5 erkennt man, daB b’ =p*—1c/(v, p*~1c) gilt; also ist A(b')=A(p*~ic)=n—1.
Folglich kdnnen wir ¢’ nach Induktionsvoraussetzung als Summe eines Elementes
von A und gewisser einfacher Briiche darstellen, die paarweise nicht assoziierte
Nenner haben, welche b’ und folglich auch b teilen. Diese Nenner kénnen nicht zu
p* assoziiert sein; denn es gilt p* 1 b'. O

Satz 7. Es sev A=K[xz], K ein Korper. Dann ist die in Satz 6 beschriebene Dar-
stellung der Elemente des Korpers Q(A)= K(x) eindeutig.

Beweis. Angenommen, wir hitten zwei verschiedene Darstellungen des Elemen-
tes o. Bringen wir alle Glieder auf eine Seite und fassen die einfachen Briiche mit
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assoziierten Nennern zusammen — hierbei entsteht nach Satz 4.1 entweder 0 oder
ein einfacher Bruch mit demselben Nenner —, so erhalten wir eine nichttriviale
Darstellung der Null in der Form

@ +oy++0,=0, (10)

wobei a € K[z] und die g; einfache Briiche mit paarweise nicht assoziierten Nennern
sind. Es seien p,, ..., p, alle paarweise nicht assoziierten Primelemente, die in den

Nennern der g; auftreten, und k,, ..., k, ihre hochsten vorkommenden Potenzen.

Speziell sei 91=u/pf1 mit gr w<gr p,. Multiplizieren wir (10) mit pf‘-lpgz D,

so erhalten wir eine Gleichung der Gestalt
k k
up,? ... p,*

+8=0,
Py

fiir die fcK[z] gilt. Somit miite p,| up;c2 p’:' gelten, was Satz 5.4 wider-
spricht. 3 '

Wir bemerken, da man die in Satz 6 beschriebene Zerlegung im Fall K(z) auch
Partialbruchzerlegung der rationalen Funktionen nennt. Sie hat viele Anwendungen,
z. B. fiir K =R bei der Integration der rationalen Funktionen.

Ubung 3. Fiir den Korper der rationalen Zahlen ist die Zerlegung in einfache Briiche
nicht eindeutig; z. B. gilt 2/9=1/3 +(—1)/9. Man kann die Eindeutigkeit jedoch er-
zwingen, indem man nur positive einfache Briiche, also solche mit 0 <wu <p, zuldBt.
Man beweise, dal jede rationale Zahl eindeutig als Summe einer ganzen Zahl und
einiger positiver einfacher Briiche mit verschiedenen positiven Nennern dargestellt
werden kann.

Ubung 4. Es sei K ein Korper. Man beweise, da jedes Element p € K(z) als Summe
@ =0 + @4 darstellbar ist, wobei gq € K[z] gilt und g4 die Form gy =a/f mit a, § € K[z] und
a=0 oder gr a <gr f besitzt. Eine solche Darstellung ist eindeutig. Man formuliere
und beweise eine analoge Eigenschaft fiir den Korper Q.

Wenn der Korper K unendlich ist, kann man die in Beispiel 2 angegebene algebra-
ische Konstruktion von K(z) vermeiden und den Koérper der rationalen , Funk-.
tionen“ als Menge von wirklichen Funktionen definieren.

Definition 5. Eine Funktion g, deren Definitionsbereich und Wertemenge in
K liegen, heiflt rational, wenn es Polynome a, 8 € K[] gibt, so daB o fiir alle ¢ € K mit
Blc) +0 definiert ist und

e(c)=a(c)/B(c) fir ceK, p(c)+0, (11)

gilt. Zwei rationale Funktionen werden als gleich betrachtet, wenn sie auf dem
Durchschnitt ihrer Definitionsbereiche iibereinstimmen. Man definiert die Opera-
tionen der Addition und der Multiplikation der rationalen Funktionen element-
weise fiir alle die ¢ € K, die im Durchschnitt der Definitionsbereiche der beiden Sum-
manden bzw. Faktoren liegen.

Ubung 5. Man beweise, daf fiir einen unendlichen Kérper K die rationalen Funk-
tionen im Sinne der Definition 5 einen Kérper bilden. Ist K unendlich, so ist die Zu-
ordnung ¢ —> a/f € K(x), «, f nach (11), ein Isomorphismus dieses Koérpers auf den im
Beispiel 2 beschriebenen Quotientenkorper K(x).
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§7. Polynome in mehreren Unbestimmten. Symmetrische Polynome

Es sei 4 ein Integrititsbereich. In § 4 konstruierten wir den zu 4 gehérenden Poly-
nomring A[z], der wiederum ein Integrititsbereich ist. Wiederholen wir mit diesem
Integritdtsbereich dieselbe Konstruktion, so erhalten wir einen neuen Integritéts-
bereich A[z, y]:=A[z] [y]. Verallgemeinern wir dieses Verfahren, so kommen wir
auf folgende rekursive Definition:

Definition 1. 1. Es sei A[z,] der zum Integrititsbereich 4 gehérende Polynom-
ring. 2. Fir n=2, 3, ... sei
Alzy, ..., 2,]:=A[zy, ..., 2,_4] [2,] .

Der Integritatsbereich A[x,, ..., z,,] heiBt Polynomring in n Unbestimmien x,, ..., 2,
tiber A.

Aus Satz 4.1 und Folgerung 4.1 erhilt man leicht durch vollstindige Induktion:

Satz 1. Ist A evn Integritiitsbereich, so ist auch A[xz, ..., x,) exn Integrititsbereich.
Es qibt kanonische Einbettungen
Ac A[zj]c A[zy, x5]c...c A[zy, ..., Z]C... .
Ferner gilt
Alzy, ..., z,]*=A* O
Speziell zeigt die Relation
Alzy, ..., z;_ ] [x] =A[=zy, ..., z]c A[=y, ..., 2,] , »
daB8 man z;, 1 =7=n, als Element des Ringes 4[z,, ..., 2,] betrachten kann. Jedes

n-Tupel (k,, ..., k,) von Zahlen k;€N, bestimmt ein Element

£y

... x:"EA[xi, ey Tyl

Satz 2. Jedes Element ac A[z,, ..., z,] lipt sich eindeutig vn der Form
oa= Z ah__.kn:t:‘ .o x:” (1)
ki""'kﬁ

darstellen, wobet ay, , €A gilt, (ky, ..., k,) die Menge Ny durchliuft und hochstens
endlich viele der Koeffizienten ay, ;. von O verschieden sind.

Beweis. Wir zeigen die Existenz der Darstellung (1) durch Induktion nach n.
Fiir n=1 ergibt sich die Behauptung aus (4.4). Angenommen, sie sei schon fiir

Alzy, ..., ¢, _,] bewiesen. Wir stellen das Polynom a € A[z, ..., %, _,] [#,] inder Form
(4.4) dar:

= %a zin
@x= k”n’

kp=0
wobei a; € A[z, ..., 7, _4] ist. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
= ko a1
X = 2 k. ke kg1 o TnZg s

k‘,...,k" -1



§ 7. Polynome in mehreren Unbestimmten. Symmetrische Polynome 97

wo nur endlich vielea, , ., ungleich 0 sind. Durch Einsetzen in die vorstehende
Formel erhalten wir die gesuchte Darstellung. '
Die Eindeutigkeit der Darstellung (1) beweisen wir ebenfalls durch Induktion

nach n. Fiir n =1 ist die Behauptung offensichtlich (vgl. § 4). Angenommen, sie sei
schon fiir n —1 bewiesen, und es sei

ky K
a= 2 by k% oo T
Efreenskiy
eine neben (1) existierende Darstellung von «. Dann gilt

.k k, k.

1 n—1 n

2 2 Oy i@ Tt )xn

T Kgyebip g

_ =y kn—1\ ,*n

- Z Z bkl...k”_lk”xi e Ty ) Ty
kp Eqyenkp —1q

Hieraus folgt, daB die rechts und links stehenden inneren Summen fiir alle &, ent-
sprechend gleich sein miissen:

7R S Ky Ep_1
2 Uy gy kg Ty o Tp2y = 2 bkl...kn_iknxi e Tpg
Eyenrbipy —q Epyerkp —1
und nach Induktionsvoraussetzung ist ay, . &, =be,. k, _, TUr alle kq, ., by _y,
k.. O
Definition 2. Ein Element der Gestalt

k.
p=azl .. zn

n

acA,a+0,
heiBt ein Monom. Unter dem Grad des Monoms versteht man die Zahl
gru=kit+..+k,.

Monome mit demselben n-Tupel (k,, ..., &,) heiBen dhnlich. Die in der Darstellung (1)
vorkommenden Monome heifen die Glieder des Polynoms a. Ein Polynom « heiBt
homogen vom Grad m, wenn alle seine Glieder denselben Grad m haben. Im allge-
meinen Fall versteht man unter dem Grad des beliebigen Polynoms « +0

gra:=maxgru,
wobei u alle Glieder des Polynoms « durchléuft.

Ubung 1. Es sei 4 ein Integritdtsbereich. Man beweise fiir a, 8 € A[z, ..., Z,]
gr(o-pB)=gra+grf (x+0, B%0) . .
Ubung 2. Man beweise, daB jedes Polynom eindeutig als Summe homogener Poly-
nome verschiedener Grade dargestellt werden kann.
Fiir n =1 sind die Glieder eines Polynoms durch ihren Grad in natiirlicher Weise
geordnet. Ist jedoch n>1, so reicht der Grad nicht aus, um eine Reihenfolge der

Glieder festzulegen. Im weiteren werden wir die sogenannte lexikographische Ord-
nung bendtigen, die wir nun beschreiben wollen.

Definition 3. Es sei N? die Menge aller n-Tupel (ky, ..., k,) mit &N,
i=1, ..., n. Die lexikographische Ordnung vn N? wird folgendermaBen definiert: Es
7 Oni#dik, Algebra 1
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gelte

(kg ooes Keg)=(Tg5 o0y L) 5
wenn ein < existiert, so daB ky=I,, ..., k;_,;=I;_, und k;=1I gilt. Die entspre-
chende Ordnung der Monome heif3t ebenfalls lexitkographisch.

Satz 3. Die lextkographische Ordnung in N% ist eine lineare Ordnung, d. h., es
gelten '

1. Fir zwer n-Tupel o,, 7, N¥ ¢ilt eine und nur eine der Relationen o,>1,,
0, =1, oder 7,>a,.

2. Ist o, =0, und o,>1, fir g,, o,, 1,€NB, so gilt auch o,>1, (Transitivitit).

Beweis. Die Eigenschaft 1 folgt unmittelbar aus der Definition und der linearen
Ordnung der natiirlichen Zahlen. Wir beweisen die Eigenschaft 2. Es sei g,=
=(Tygy cees T)s Op =(84, ooes 8,) und 7,,=(ty, ..., &,). Dann gibt es nach Voraussetzung
solche natiirlichen Zahlen 7, j, 1 =%, j=n, mit

TI=84y eees T34 =8;_1» 7;>8;,
81=t‘, ey 3,-_1 =t’-_1, 8’>t’ .

Es sei k=min (¢, j). Offenbar gilt ry=8,=t, ..., 7, _1 =8 _ ;=84 _, und r, =8, =4,
wobei in wenigstens einer der letzten beiden Ungleichungen das Zeichen>stehen
muB. Folglich ist r,=¢,, ..., 7,y =8 _, und r,>#, d. h. g, >7,. O

Folgerung 1. In jeder nichtleeren, endlichen Teilmenge von N% existiert ein im
Sinne der lexikographischen Ordnung groptes Element. Analog gibt es in jedem von 0
verschiedenen Polynom ein lexikographisch hichstes Monom. 0O

Satz 4. Es seien py, po, vy, o€ Alzy, ..., 2,] Monome, und es gelte p,>u, und
entweder vy=>v, oder es seten vy, vy dhnlich. Dann qult auch pw,>pswy. Das hichste
Glied des Produktes zweier von 0 verschiedemer Polynome 1st glezch dem Produkt
threr hochsten Glieder.

. . Bk !

Beweis. Es seien py=cgy! .. 2% py=cyzd ... 2, vi=dgd .2 vy=
= d.2Y In i
=dyx,! ... 2;*. Dann gilt

kp+Py
n

— k1 +py In+p
ﬂivi—cid‘xi e T, 'n .

und MoV = C2dzxil +ay e &,
Eine einfache Abschitzung unter Beachtung von (ky, ..., &,,)) = Iy, «ees 1) (D45 oo0s Pp) =

=(qy, ..., ¢,) ergibt die erste Behauptung. Zum Beweis der zweiten Behauptung
zerlegen wir die Polynome a, f€ A[z;, ..., 2,] in paarweise nicht é&hnliche Monome

a=po+ gyt +py, B=vo+vi+..+v,,
wobei pug>p, fiir =1, ..., » und vy>; fiir j=1, ..., v gelte. Es folgt

*f = poo+ ZI1 By + Z sov;+ Z 2 uy; (2)

1=1fmi
Die Zerlegung des Polynoms af in paarweise nicht dhnliche Monome erhiilt man
durch Zusammenfassen der dhnlichen Glieder in (2). Aus dem ersten Teil des.
Satzes folgt, daB ugvo hoher ist als alle iibrigen Summanden in (2). O
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Man beachte, da} die lexikographische Ordnung der Glieder eines Polynoms nicht
unmittelbar mit seinem Grad zusammenhédngt. Das hochste Glied eines Polynoms «
kann einen kleineren Grad als « haben.

Analog wie bei den Polynomen in einer Unbestimmten kann man jedem Polynom
a€A[z,, ..., 2,] eine Funktion der Variablen z,, ..., 2, die den Ring 4 durchlaufen,
mit Werten in 4 zuordnen. Es ist jedoch niitzlich, eine etwas allgemeinere Situa-
tion zu betrachten. Es sei B ein assoziativer und kommutativer Ring, der 4 als
Unterring enthilt, beispielsweise B=4 oder B ein Polynomring iiber 4, und
by, ..., b, € B. Hat a die Gestalt (1), so setzen wir

alby, ., by)i= 3 @y g byt Bn. (3)
Eyyky

Satz 5. Es set AS B Unterring, B assoziativer und kommutativer Ring, cy, ..., ¢, € B
feste Elemente. Dann ist dve Abbildung

a€A[zg, ..., Tu]> alcy, ..., ¢,) €B

ein Ringhomomorphismus, dessen Einschrinkung auf A die Identitit vst. Umgekehrt
gibt es fiir einen beliebigen Ringhomomorphismus f: A[z,, ..., 2,1 B mit f | A=id,
etndeutig besttmmie Elemente cy, ..., ¢, € B so, daf

f(d) =a(ci) eeey 0”) (a EA[x,, cooy xn])
qult.
Beweis. Es sei

p= 3 by g2 20
4y

ebenfalls ein Polynom aus A[z;, ..., x,]. Dann gilt
a-f= 2 ( 2 Gy, zi...z,,) AR i

Myy... .My ki +ll =my

Nach (3) ist fiir ¢;€ B fest, 7=1, ..., n:

@ ﬂ(cis ooy cn) = 2 ( 2 a‘kl...k”bli...ln) G'lni oo cnm”

Mmy,...,My,

=afCygy ouey €y) * B(Cgs ees C) ©

Ahnlich beweist man (a+8) (G4, «vvy Cp) =&(Cqy +ery €5) +B(Cgs uvs €p)-

Bezeichnen wir mit g: A[zy, ..., 2,] B den gerade betrachteten Homomorphis-
mus, so gilt g(x;) =¢;; die Elemente c; sind also durch g eindeutig bestimmt.

Es sei nun umgekehrt ein Homomorphismus f: 4[z;, ..., 2,]~B mit f | A=id,
gegeben. Wir setzen ¢;:=f(x;) € B, =1, ..., n. Ist a € 4[«;, ..., %,] durch (1) gegeben,
7‘
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so folgt
flay=" 3 Hon,.a,) H@)™ o flag)n
"1' "‘n
kl Zk @,.. anf cﬁ":a(cl, vy €) - G
ek

Ubung 3. Es sei B ein beliebiger assoziativer und kommutativer Ring und ¢: 4 -~ B
ein Ringhomomorphismus. Man beweise, daB fiir beliebige ¢, ..., ¢, € B ein und nur ein
Ringhomomorphismus f: A[zy, ..., ;] B existiert, fiir den f| A=¢ und f(x;) =c;,
i=1, ..., n, gilt.

Ubung 4. Es seien B und C zwei assoziative und kommutative Ringe, die 4 als
Unterring enthalten. Ferner sei ¢: B —+C ein Ringhomomorphismus mit ¢ | 4 =id 4.
Man beweise: Fiir alle ¢y, ..., ¢, € B und a € A[xy, ..., ,] gilt

P(ale, .y €a)) =a(@(cy), -.., Plen)) -
Satz 6. Der Integrititsbereich A sei unendlich, und es seien «, f€ Az, ..., x,]. Gilt
dann a(cy, ..., ¢y) =pB(Cy, --., ;) fiir beliebige cy, ..., ¢, €A, s0 ist a=p.

Beweis. Nach Satz 5 geniigt es zu zeigen, daB «a=0 aus a(cy, ..., ¢,) =0 fiir alle
€4y «ey €y €A folgt. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach . Fiir n=1 ist
unsere Behauptung durch Folgerung 4.3 bewiesen. Angenommen, sie sei fiir den
Ring A[z,, ..., z,_,] giiltig. Wir schreiben a € 4[zy, ..., z,] in der Gestalt

m .
a= 2 a,
i=0
mit a;€ A[z4, ..., 2, _,]. Aus Satz 5 folgt

a(ci, vony G”) = a,’(cb eoey cn—l) cfl =0

e

)

fiir alle ¢y, ..., ¢, € A. Wir fixieren nun ¢y, ..., ¢, _, € 4 und betrachten das von diesen
Elementen abhingende Polynom der einen Unbestimmten z,,:

B= Z {(Cgs vons Cpg) T+

Offenbar gilt (c) =0 fiir alle ¢c 4, so daB #=0 gilt. Daraus folgt (cy, ..., Cn—1)=0
fir 2=0,1, ..., m und beliebige ¢,,...,c,_;€A4. Nach Induktionsvoraussetzung
muB «;=0, 7=0, 1, ..., m, also auch «=0 gelten. O

Der letzte Teil dieses Paragraphen ist der wichtigen Klasse der symmetrischen
Polynome gewidmet. Beispiele solcher Polynome haben wir schon in § 4 kennen-
gelernt; sie stehen auf der rechten Seite der Formel (4.14) von VieTa. Um die sym-
metrischen Polynome zu definieren, betrachten wir zuerst eine natiirliche Wirkung
der symmetrischen Gruppe S, iiber A[z,, ..., z,], ndmlich die Permutation der
Unbestimmten z;: ‘

Fiir beliebige s€.S, und € 4[zy, ..., z,] definieren wir

Sat *a( (1), “eey xs(”))EA[xb coey x”] . (4)

















































































































































































































































































































































































































































































































































































