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Geleitwort

Die inhaltliche Gestaltung des vorliegenden Programms kennzeichnet Mindest-
anforderungen an Studienbewerber im Fachschulwesen der Deutschen Demo-
kratischen Republik. Die Autoren haben es gut verstanden, mit diesem program-
mierten Lehrmaterial auf die Arbeit im Lehrgebiet Mathematik an Ingenieur- und
Fachschulen vorzubereiten. Als Wiederholungsprogramm von Lehrstoff aus der
10klassigen Polytechnischen Oberschule hat es auBerdem fiir alle interessierten
Leser den Charakter einer aktivierenden Kenntnisuberpriifung, durch die der
Benutzer seinen Fihigkeitsstand feststellen und selbst qualitativ einschatzen
kann.

Der umfassende Einsatz des Wiederholungsprogramms im Rahmen der Studien-
vorbercitung entspricht unserer Forderung nach standiger Steigerung der Effek-
tivitat von Bildung und Erziehung.

Zentrale Fachkommission Mathematik
beim Ministerium fiir Hoch- und Fachschulwesen
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0. Informationen iiber das
Wiederholungsprogramm

0.1. Zielstellung des Wiederholungsprogramms

Bestimmt sind Sie schon einmal in die Situation gekommen,'in der Sie etwa die
folgende Bemerkung gemacht haben: ,,Das hatten wir im Mathematikunterricht
zwar behandelt, aber ...”“. Mit dem Wiederholungsprogramm zur Elementar-
mathematik soll Ihnen so weit geholfen werden, daB alles, was nach dem Aber
kommt, keine Entschuldigung wird.

Das vorliegende programmierte Lehrbuch entstand aus der Notwendigkeit, den
zukiinftigen Studenten an Ingenieur- und Fachschulen eine gute Unterstiitzung
zu geben, um die notwendigen Voraussetzungen fiir die Mathematikausbildung an
diesen Schulen zu sichern.

Bedingt durch den Proze des Vergessens treten besonders im Lehrgebiet Mathe-
matik immer wieder Mingel in den bereits vorhenden gewesenen Kenntnissen,
Fahigkeiten und Fertigkeiten auf, die mit dem herkdmmlichen Selbststudium nur
durch groBen Zeit- und Kraftaufwand iiberwunden werden konnen. Das Lehrbuch
dient der Reaktivierung von bereits gelernten Stoffgebieten aus der Mathematik.
Daraus ergibt sich auch der Leserkreis, dem das Buch bei der Qualifizierung helfen
will und kann.

- Zukinftige Studierende an den Ingenieur- und Fachschulen, um die Voraus-
setzungen zu iberpriifen und zu sichern, auf denen die Lehrpline an diesen
Schulen aufbauen?

— Horer der Volkshochschule zur Vorbereitung auf Abiturlehrginge®
— Teilnehmer an Wiederholungslehrgingen Mathematik der Volkshochschulen
~ Schiiler der POS, die sich auf die AbschluBprifung vorbereiten®

— Erwachsene, die sich auf Qualifizierungslehrgiange vorbereiten, in denen das
Lehrgebiet Mathematik im Niveau der POS vorausgesetzt wird, die ganz einfach

1 Zu diesem Zweck wurden Schwerpunkte aus dem Lehrplan der POS fiir das Fach Mathe-
matik ausgewihlt, bei denen erfahrungsgemi immer wieder Schwierigkeiten auftraten, die
aber unbedingt notwendige Voraussetzungen fiir das Studium darstellen. Das Lehrmaterial
wurde dazu im Jahre 1974 erprobt. Es konnte nachgewiesen werden, da8 Bewerber, die das
Material griindlich studierten, bessere Ergebnisse und damit wesentlich weniger Schwierig-
keiten zu Beginn des Studiums hatten.

2 Hierzu sei bemerkt, daB in dem Wlederholungsprogramm zwar vnc]mge Schwerpunkte aus
dem Lehrgebiet Mathematik der POS wiederholt werden, jedoch eine umfassende Behandlung
der im Lehrplan angegebenen Kapitel nicht erfolgt.
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ihre Kenntnisse auffrischen wollen, um etwa die eigenen Schulkinder zu unter-
stiitzen u.a.m.

Neben fachlichen Zielstellungen sollen Sie nicht zuletzt auch durch das Studium
Fahigkeiten erhalten, die fiir die Durchfithrung eines rationellen und effektiven
Selbststudiums notwendig sind.

Insgesamt geht es darum, mit dem Buch eine Unterstiitzung fiir die Erreichung
der sozialistischen Bildungs- und Erziehungsziele zu geben bzw. Voraussetzungen
dafiir zu sichern.

0.2. Aufbau des Wiederholungsprogramms

Jeder Abschnitt besteht aus Teilen zur Kenntnisiiberprifung (Kennzeichen T),
Informationen (I), Ubungen (U) und Kontrollméglichkeiten durch Lésungen (L).

Im einzelnen beginnt l1hr Studium mit einem Schritt zur Kenntnisiiberpriifung.
Bestehen Sie diesen Test erfolgreich, so erfahren Sie das in der zugehdrigen
Losungseinheit. In diesem Fall wird eine Wiederholung blockiert. Sie gelangen zur
nichsten Kenntnisiiberpriifung. Haben Sie jedoch bei einem T-Schritt nicht mehr
alle notwendigen Voraussetzungen zu der erfolgreichen Losung, so kommen Sie
erst iber eine Wiederholung (I) nach anschlieBender Ubung und Kontrolle der
Losung zum néchsten Schritt T.

Fiir Zusatzinformationen und -iibungen sci verwiesen auf :

j,Lehrgang der Elementarmathematik®, der im VEB Fachbuchverlag erschienen
ist, oder auf Mathematiklehrbiicher aus Ihrer Schulzeit u.a.m.

0.3. Hinweise fiir den Lernenden

1. Der Lernerfolg ist gesichert, wenn Sie sich nicht selbst betriigen. Schreiten Sie
erst dann zum nidchsten Schritt, wenn Sie die vorangegangenen richtig ver-
standen haben. Sie vertuschen andernfalls die Liicken nur vor sich selbst. Schon
das Erkennen dieser Liicken ist der halbe Erfolg, der zum vollen Erfolg wird,
wenn Sie die angegebenen MaBnahmen befolgen. Raten Sie demzufolge keine
Lésungen. ,,Mogeln* Sie sich nicht an den Ubungen vorbei. Wenn Sie iiben
miissen, dann ist das auch notwendig.

2. Das Lernen erfordert eine hohe Konzentration von Thnen. Deswegen kann das
Buch nicht nebenbei bearbeitet werden. Brechen Sie das Studium zeitweise ab,
wenn die duBeren Bedingungen diese Konzentration beeintrachtigen bzw. Ihre
Konzentrationsfihigkeit nachlaBt. Sie kénnen das Studium vor jedem T-Schritt
unterbrechen.

3. Verwenden Sie neben dem Buch ein Heft fiir schriftliche Aufzeichnungen.
Halten Sie dort Thren Lernweg organisatorisch (d.h. durch die Schrittnummern)
und inhaltlich fest. Diese Aufzeichnungen fiihren Sie bitte sauber und ordentlich
(es wird nicht seitenweise studiert). '
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4. Die Leistungskontrolle am Ende jedes Abschnittes ist fiir Sie eine Moglichkeit,
die Ergebnisse zusammenfassend zu beurteilen. Stellen Sie dann noch Liicken
fest, so wiederholen Sie die entsprechenden Informationen und Ubungen.

5. Ihre derzeitigen Kenntnisse bestimmen Ihren individuellen Lernweg. Diesen
miissen Sie im Buch finden. Damit durch das Blattern keine unnotige Zeit ver-
lorengeht, wird empfohlen, sich Papierstreifen als Lesezeichen auszuschneiden,
die mit T, I, U, L beschriftet sind und zwischen die jeweils zu bearbeitenden
Seiten gelegt werden.

6. Die Numerierung der einzelnen Schritte (T, I, U, L) beginnt in jedem Abschnitt
neua.

7. Fiir die Durcharbeit benétigen Sie das Tafelwerk der POS oder eine andere
Zahlentafel. )

0.4. Zcichenerklirung

» I,: Dieser Pfeil besagt, daB ‘der nidchste Schritt, der studiert
werden soll, I, ist. Um gu diesem Schritt zu gelangen, muB
vorwarts geblittert werden.

4————— Ty: Nachster Schritt ist Ty (riickwirts blittern). -

An dieser Stelle méchten sich die beiden Autoren bei allen Lehrkraften und Stu-
denten bedanken, die sich an der Erprobung des Lehrbuches beteiligten und damit
beitrugen, daB es in dieser Form den Lesern iibergeben werden kann. Der Dank gilt
besonders Herrn Dr. paed. K. Nacxrigarr, Herrn Fachschuldozent Ingenieur
G. KrEPKE und Herrn Dipl.-Ing.-Pad. D. ADELMEYER sowie Herrn Ing. GERHARD
BavusR fiir ihre wertvollen Hinweise bei der Erprobung und Erarbeitung des
Werkes und schlieBlich dem Institut fiir Fachschulwesen der DDR, das die Ent-
wicklung des Programmes erméglichte.

Die Autoren sind fiir Hinweise und Meinungen iiber das Buch schr dankbar und
bitten, diese iiber den Verlag,an sie zu richten.

Viel Erfolg beim Studium des Buches!
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T 1. Vom Umgan.g mit mathematischen Zeichen

Vom Umgang
mit mathematischen Zeichen.

1.1. Wissens- und Kénnensziele

Die Mathematik bedient sich einer Sprache, die viele Symbole verwendet. Mancher
glaubt ,,Mathematik nie verstehen zu kinnen*, nur weil er die Bedeutung einiger
fremd aussehender Zeichen nicht kennt. Wenn Sie diesecn Abschnitt durcharbeiten,
werden Sie

1.

diein der elementaren Mathematik gebriauchlichen Zeichen benennen und damit
unterscheiden lernen,

2. die Fachbezeichnung der wichtigsten Operationen und der daran beteiligten
Operanden wiederholen,

3. den fiir die gesamte héhere Mathematik grundlegenden Begriff der Variablen
erfassen und das Belegen von Variablen erlernen,

4. bei Termen mit unterschiedlichen Rechenoperationen die vorgeschriebene
Recihenfolge einhalten,

5. wissen, wo Klammern erforderlich sind und wie man sie auflost,

6. Summen und Differenzen miteinander multiplizieren kénnen und Summen und
Differenzen durch Ausklammern gemeinsamer Faktoren in Produkte um-
wandeln kénnen, '

7. den Aussagegchalt der wichtigsten Relationszeichen kennen,

8. wissen, wie man mathematische Ausdriicke mit den Mitteln der Umgangs-
sprache wiedergibt, und

9. Sachaufgaben leichter 16sen, weil Sie gelernt haben, wie man sprachlich fixierte
Gegebenheiten in die mathematische Symbolsprache iibersetzt.

» T,

1.2. Kenntnisiiberpriifung

T1

Ordnen Sie die einzelnen Zahlen und Rechensymbole des mathematischen Aus-
drucks

4-a—(—-13)=%
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den in der Tabelle vorgegebenen Begriffen zu, und kennzeichnen Sie Ihre Ent-
scheidung durch ein Kreuz im betreffenden Feld. Geben Sie in der letzten Spalte
weitere IThnen bekannte Symbole an.

Symbole fir 4l |a|l=|(]=[13])]= = ;v;li:il;ie

konkrete mathematische Objekte

Variablen

technisehe Zeichen

Relationszeichen

Operationszeichen

Vorzeichen

Haben Sie bei der Losung Schwierigkeiten, dann lesen Sie _
Die richtige Zuordnung finden Sie unter — L

T2

Bei mathematischen Operationen wird aus 2 Operanden ein Ergebnis ermittelt.
Setzen Sie im Schema an den mit ... gekennzeichneten Stellen die fehlenden Be-
zeichnungen ein.

Operation Zcichenreihe 1. Opcrand 2. Operand  Ergebnis
Addition a+b a Summand b Summe
Subtraktion a—b a... b

a b a. b..

a :b a.. b...

a® a.. n ...

-

Va a. n

log 4b a. b

Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit —» L

T3 '
Welches Vorzeichen erhilt die Veranderliche z > 0, weﬁp in dem Term
Tx) = —[—(—2) - (—2)]

alle Klammern aufgelost werden ?
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Antworten:

a) x wird negativ. —_— L

b) x wird positiv. —> Ly

¢) Ich mochte mich iiber das Rechnen mit Vorzeichen —» I,
informieren. :

Ta

Welchen Wert nimmt 7'(x) an, wenn man die Variable x mit (—3) belegt ?

12
T(x) =T — ?
Antworten :
a) Damit weil ich nichts anzufangen. —r ]
b) T(—38) = —7 —_— L
c) T(—3)=1 —» L
d) T(—3) = —1 —_— L,
e) T(—3)=1717 —» L,
f) Keine der angegebenen Antworten ist richtig. —» L,

Ts

Es sei Ty(z) = 20 ;; iz . Fiillen Sie die Wertetabelle aus.
z =2 =1 |o|2|4
@ |1 ]
Die Losung finden Sie unter —_—» L,

Te

In dieser Aufgabe geben wir Ihnen einen Term mit den 3 Variablen r, s, ¢ vor.
Damit sollen 3 verschiedenartig zu besetzende Leerstellen gekennzeichnet werden.
Welchen Wert nimmt der Term an, wenn man die Leerstellen r mit 3; s mit 2
und ¢ mit 5 belegt ?

T(r,s,t)=s+r-%——r

Rechnen Sie mit Dezimalzahlen.
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Antworten:

a) Der Wert ist 2,4. —» L,
b) Der Wert ist 4,4. —  »L,
¢) Keine der angegebenen .Antworten ist richtig. ——» L,

T7 ]

In diesem Test wollen wir prifen, ob Sie iber die einzuhaltende Reihenfolge bei
verschiedenen Rechenoperationen Bescheid wissen.

Berechnen Sie:

100 — 25-2 4 28:7 — 2- 32,
Antworten : .
a) Ich weiB nicht, wie Sie das meinen. —» 1,
b) Die Losung heiit 36.- —» L,
¢) Die Losung heiBt 18. —_—» L,
d) Keine der angebotenen Losungen ist richtig. —» L,

Ts

Diese und einige der folgenden Wiederholungsaufgaben wollen Thre Kenntnisse
iiber das Rechnen mit Termen, in denen Klammern vorkommen, auffrischen.
Berechnen Sie:

(124+8):44(6—2)-3.
Vergleichen Sie Thre Lésung. —» L,

To

Losen Sie in dem folgenden Term die Klammern auf, und fassen Sie zusammen:
T = 2[20z — 3(4 — 3x) + 10(2 — 2)].

Antworten:

a) Ich méchte zunichst eine Erklarung. —» I
b) Mein Ergebnis lautet: 19x + 8. —» L,
¢) Mein Ergebnis lautet: 38z + 16. ———» L,
d) Mein Ergebnis lautet: 2z 4 16. —» L,

e) Keine der angebotenen Antworten ist richtig. —_—p Ly,
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T10

EsseiT,=m—n+42und T, =3 — p.
Bilden Sie das Produkt T, - T,.

Antworten :
a) Ich brauche eine kleine Anleitung. —» 1
b) Ich habe eine Losung und méchte vergleichen. —» L,

T11

Verwandeln Sie durch Ausklammern in ein Produkt:

~

1. —::—(tzb _ —;-ab’ + %ab

. a3+ a—a

3. 2z +y) — bz + y)

Uberfiihren Sie die algebraische Summe z + 2 in die angedeutete Produktform so,

daB nach einem probeweisen Ausmultiplizieren wieder der urspriingliche Term
entsteht :

4 xz+2=2(...... )

5 x4+ 2=2(......... )

Antworten:

a) Das kann ich nicht mehr. —_— 1
b) Ich méchte meine Lésungen vergleichen. —» L,

¢) Das ist doch nicht schwer. Ich méchte mich an kniffligeren
Problemen erproben. — 0,

T12

Fiihren Sie eine Division der beiden Terme durch:
T, = 63an — 35n — 49bnp
Ty=—Tn
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Antworten:

a) Ich brauche eine Hilfe. —» I
b) Meine Losung heiBt: 9a + 5 + 7bp. —» L,
¢) Meine Losung heiBt: —9a + 5 + Tbp. — L,
d) Keine der angebotenen Lésméén ist richtig. —_— Ly,

T3
Fiir welche z wird —2 < z < 3; (z€ G) eine wahre Aussage ?

Antworten:

a) Die Variable z darf mit den ganzen Zahlen 1 und 2 belegt werden.
—> L,

b) Die Variable x darf mit den ganzen Zahlen 1, 2, 3 belegt werden.
¢) Die Variable z darf mit den ganzen Zahlen —1, 1, 2 belegt werden.

d) Die Variable x darf mit den ganzen Zahlen —1, 0, 1, 2, 3 belegt
werden. —>» L,

e) Ich méchte eine Erlauterung zur Bedeutung der Zeichen < und <.
e )

T1a

Bilden Sie aus dem folgenden Text einen Term:

Multipliziere die Summe aus 100 und 10 mit der Differenz aus 8 und 3, und ver-
mindere das Produkt um die Differenz aus 20 und —2.

Antworten:

a) Ich brauche eine kleine Hilfe. — I,
b) Mein Term heiBt: 100 + 10- 8 — 3 — 20 — 2. —>» L
¢) Mein Term heiBt: (100 + 10) - (8 — 3) — (20 — 2). — > L

d) Keine der angebotenen Losungen ist richtig. —_— L
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T1s

Obersetzen Sie in einen Term:

Die Summe aus einer Zahl und dem 4fachen einer anderen Zahl ist durch die
Differenz aus dem 10fachen der zweiten Zahl und der Hilfte der ersten Zahl zu
dividieren.

Antworten:
a) Ich wei mit den Textteilen ,,eine Zahl‘‘ und ,,eine andere Zahl‘ nichts anzu-

fangen. —_— I,
b) Mein Term heiit: (z + '4z) : (10:: - %) . —> L,
¢) Mein Term heiBt: (z + 4y) : (10z — y : 2). —» L,
d) Mein Term heiBt: (z + 4y) : (10y — z : 2). —>» L,
e) Mein Term heiBt: (x + 4y) : [10y — (z:2)]. —>» L,
f) Mein Term heiBt: (z + 4y) : (10y — —:—;-) . —>» L,
g) Mein Term heiBit: Lﬂ;. —> L,

106 — — -
) )

h) Ich bin zu keinem Ergebnis gekommen. ——» L,
1.3. Informationen
‘|1 von T

Wir wollen Ihnen helfen, die symbolische Sprache der Mathematik zu lesen und
fehlerfrei zu gebrauchen. Dazu machen wir uns mit der Bedeutung einiger grund-
legender Vokabeln vertraut. Eine Ubersicht soll Ihnen das Zurechtfinden in ihrer
Vielfalt erleichtern.

Die in der elementaren Mathematik verwendeten Symbole lassen sich inhaltlich
so unterscheiden :

Symbole far Beispiele

7
konkrete mathematische Objekte 1;2;18; 5%

Variablen 5 Y; 25 2y 235 %g; @5 b; €5
”n

Operationen T A

Vorzeichen +;—;

Relationszeichen =; <; =3

technische Zeichen He
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12 von T, oder Ly

Variablen dienen der Markierung von Leerstellen. In dem Term z + 4 ist « Leer-
stelle fir einen an dieser Stelle einzusetzenden konkreten Wert. Wird z mit der
Zahl 6 belegt, so nimmt der Ausdruck z 4+ 4 den Wert 10 an. Bei einer Belegung
mit der Zahl 0 entsteht der Wert 4, denn 0 4 4 = 4.

HeiBt der Term z.B. 3z — 10 , so entsteht aus einer Belegung von x mit der Zahl
3. (—92) — -
(—2) der Wert (=2) — 10 = 16 = 48
-2 —2
Versuchen Sie es noch einmal «—T,

I3 von T,

Beachten Sie beim Auflésen der Klammern die Vorzeichenregeln.
(+a) - (+b) = ab (+a)- (—b) = —ab
(—a)- (+b) = —ab (—a)- (—=b) =ab

Daraus folgt:

,,Ist die Anzahl der negativen Faktoren in einem Produkt gerade, so ist das Produkt
positiv;
ist sie ungerade, so ist das Produkt negativ.*

Beispiele:

(—1)[(—1)2] = z oder —[—z] = =z, da gerade Anzahl von negativen Faktoren.
(—D[(—=1){(—1)2}] = —x oder —[—{—=}] = —=, da ungerade Anzahl von nega-
tiven Faktoren. «—T;

|4 von T,

Soll es an einer Strafenkreuzung zu keiner Kollision kommen, so muB es eine die
Vorfahrt regelnde Vorschrift geben.

Sind in einem Term verschiedene Rechenoperationen auszufiihren, so heifit die
», vorfahrtregel :

Die Rechenoperationen einer. hoheren Stufe haben Vorrang vor den
Rechenoperationen einer niederen Stufe.
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Die Rangordnung ist aus dieser Tabelle ersichtlich.

Stufe Operationen Rangfolge
in der Ausfilhrung

1 Addition, Subtraktion 3 A

2 Multiplikation, Division 2

3 v Potenzieren, Radizieren, Logarithmieren 1
Beispiele:
20 + 4:8 = 20 + 0,5 = 20,5 Division (2. Stufe) geht vor Addition (1. Stufe)
5:22=5-4=20 Potenzieren (3. Stufe) geht vor Multiplizieren

. (2. Stufe)

12214 —-1=3—-1=2 Division geht vor Subtraktion

3-5—2=15—-2=13 Multiplikation geht vor Subtraktion

Soll von dieser Regel abgewichen werden, so ist dies im jeweiligen Term durch

eine Klammer zu kennzeichnen.

Beispiel: 20 + 4:8 = 20 + 0,5 = 20,5, aber (20 4 4):8 = 24:8 =3
«—T,

|5 von T,
Zur richtigen Losung bedarf es der Kenntnis zweier Klammerregeln:

1. Regel: Zusammengesctzte Klammern werden vorteilhaft von innen nach
auBen aufgelost.

1. Schritt : Alle inneren Klammern werden aufgelost, die duBere Klam-
mer bleibt unverandert.

2. Schritt : Die duBere Klammer wird aufgelost.
2. Regel: Eine Summe wird mit einem Faktor multipliziert, indem jeder Sum-

mand mit dem Faktor multipliziert wird (Distributivgesetz).
Als Formel:a: (b + ¢) = ab + ac

t ¢

Beispiel:

la(a® +a — 1) — a¥(a 4 1)] - 5
1. Schritt: Auflésen der runden Klammern: [a® + a2 — a — a3 — a?]- D
Bevor weitergerechnet wird, sollten gleichartige Glieder zusammengefait werden.
Es ergeben Null: +a¢3 und —a?

+a?2und —a?

Inhalt der eckigen Klammer nach dem Zusammenfassen: [—a]
2. Schritt: Auflésen der eckigen Klammer: [—a] - 5 = —ba —_— U,
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|6 von Ty,

T, und T, sind Summen (Differenzen), die miteinander multipliziert werden. Also
miissen Sie Klammern setzen.
T,'Ty=(m—n+2)(3—p)
Wie ,,Klammer mal Klammer** ausgefiihrt wird, wissen Sie gewil noch.
«—Ty

|7 von T;,

a) Einfaches Ausklammern

Faktoren, die in allen Gliedern einer algebraischen Summe enthalten sind, lassen
sich ausklammern.

Beispiel:
da? 4+ 2ab+-%ca= 2a_(2a+b+_§_)

b) Mehriaches Ausklammern

Das Ausklammern laBt sich mehrfach nacheinander wiederholen, wenn geeignete
Summanden zusammengefat werden.

Beisprele: .
1. a® 4 3¢ — ab — 3b =a(a + 3) — b(a + 3) = (a + 3)(@ — b)
[ J | | 1
a —b (e + 3)
ausklammern ausklammern

2. a? 4 Tab + 1062 = a2 L 3ab + 2ab + 1062 = a(a + 5b) + 2b(a + 5b)

A
Zerlege 7in 2 Summanden, = (« + Hb)(a + 2b)
deren Produkt 10 ist.

3. a? + dab — 12b% — a? — 2ab + Gab — 12b* = a(a — 2b) + 6b(a — 2b)

/ LN | | | I
N P N 6b a—2b
ISR = (@ — 2b)(a + 6b)
c) Sonderfall

Bei Bedarf 148t sich jede algebraische Summe als Produkt nach folgendem Muster
schreiben :

1 1
a’+a—1=a2(1 +7—?),denn
I ' v

2 2
az(l-l-%—;la-):u’—}-a a—z=a3+a_1

@ a — U
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18 von Tye

Schreiben Sie zunachst den Text der Aufgabe in mathematischer Symbolsprache
nieder, damit Sie deutlicher sehen, was wir von Ihnen verlangen:

T.\(x):Ty(x) = 63an — 35m — 49bnp: —Tn.
Spiegelt dieése Zeichenreihe das Anliegen der Aufgabe wider ? Laut Vorrangregel
(s. I,) miiBten Sie zundchst —49bnp: —Tn 16sen.
Damit hatten Sie aber nur mit einem Teil des Terms 7', die Division ausgefiihrt.
Das Setzen von Klammern garantiert die vollstdndige Erfassung des Terms T',.
T\(x):Ty(x) = (63an — 3bn — 49bnp) : (—Tn)

Sie gehen jetzt wie bei der Muitip].ikation vor: Jedes Glied der 1. Klammer wird
durch den Divisor — Tn geteilt.
Beachten Sie dabei dic Vorzeichenregeln von L.

Beispiel:
(16zy + 422 — 24x2) : 4o = 162y :4x + 42:4x — 242z:4x
1 t -t =4y + lx — 6z
— U
|9 von Ty,

Diese Zeichen sind Relationszeichen und dienen dem Vergleich von Termen.
Wendet man sie auf Zahlen an, die in gewohnter Weise auf dem nach rechts orien-
tierten Zahlenstrahl aufgetragen sind, so 148t sich die Relation veranschaulichen.

Zeichen- gelesen Veranschaulichung Deutung
reihe auf dem Zahlenstrahl
a<b a ist kleiner als b b Die Zahl a steht links von b
4 - (ohne b zu erreichen).
—
asb a ist kleiner oder b Die Zahl a steht nicht rechts
. &
gleich b; - vonh
a ist nicht groBer als b l (@ kann b aber erreichen).
a
a>b a ist groBer als b by Die Zahl a steht rechts von b
E‘ ® (kann aber b nicht erreichen).
-————————
’ a
az=b a ist groBer oder b Die Zahl a steht nicht links
gleich b; N #  von b (kann aber b erreichen).
a ist nicht kleiner als b
h———— s
a
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Bewspiele:

Wird eine wahre Aussage angestrebt, so bedeutet

1. z< 5 Dbedeutet, daB die Variable mit allen Zahlen, die kleiner als 5 sind,

’ belegt werden darf; z.B. mit z = 4, 3, 2, 1, 0, —1 usf., in der Regel

aber auch mit allen Dezimalbriichen, die ihren Platz zwischen den
angegebenen ganzen Zahlen haben.

2. 25 Dbedeutet gegeniiber Beispiel 1, daB 2 auch mit der Zahl 5 belegt
werden darf. Zahlen wie 5,01, die groBer als 5 sind, werden durch die
Bedingung z < 5 ausgeschlossen. «—T,

110 von Ty,

Sie sollen multiplizieren. Dazu gehdren mindestens 2 Faktoren. Welcher ist der
erste? Die Summe aus 100 und 10. Ubersetzen Sie das in die mathematische
Symbolsprache.

Welcher ist der zweite ? Dle Differenz aus 8 und 3. Ubersetzen Sie das.

Da Summe und Differenz die fertigen Ergebnisse einer Addition und Subtraktion
kennzeichnen, miissen Sie durch entsprechende Zeichen dafirr sorgen, da die
niedrigeren Rechenoperationen Addition und Subtraktion vor der Multiplikation
ausgefiihrt werden.

Jetzt miiBten Sie es selbst schaffen.

Nur wenn Sie mit dem zweiten Teil des Textes Schwierigkeiten haben sollten,
lesen Sie I,;. «—T7T,

111 von Tyq

Den ersten Satz des Aufgabentextes haben Sie sicherlich zunachst so iibersetzt:
100 + 10 - 8 — 3; und dann zur Aufhebung der Vorrangregel ,,Multiplikation vor
Subtraktion‘‘ die Klammern gesetzt: (100 4 10) - (8 — 3). Dieser Teil stellt das
Produkt dar, von dem der Text spricht. Sie sollen es ,,vermindern‘‘. Das ist eine
Vokabel fiir die Rechenoperation ,,Subtraktion‘“. Der nun gebrauchte Subtrahend
ist die Differenz aus 20 und —2. Vergessen Sie die Klammern auch hier nicht.
—Ty

112 von Tys

Bei den bisherigen Ubersetzungsiibungen haben wir Ihnen gesagt, welche Opera-
tionen mit welchen Zahlen auszufiihren sind. In T;; kennen wir die Zahlen selbst
noch nicht. Sie miissen i Term an ihrer Statt Leerstellen (Variablen) vorsehen.
Die beiden unbestimmten Artikel ,,eine‘‘ und ,,eine andere sagen Ihnen, daB wir
an zwei verschiedene Zahlen denken, was Sie durch Bereitstellung von zwei ver-
schiedenen Leerstellen  und y (oder a und b) beriicksichtigen. Die Variablen treten
in dem Term an die Stelle der bisher gewohnten Zahlen. «—T;

2.
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113 von Tys

Ist in einem Text von ,,einer‘‘ (unbestimmter Artikel) Zahl die Rede, so ist iiber
diese Zahl noch nicht verfiigt. Sie libersetzen einen solchen Satz, indem Sie sich
einer Leerstellenbezeichnung bedienen. Ist iiberdies noch von einer ,,anderen‘
Zahl die Rede, so miissen Sie noch eine zweite Variable vorsehen.

Den Gang der Ubersetzung des’Textes: ,,Die Summe aus einer Zahl und dem
4fachen einer anderen Zahl ist durch die Differenz aus dem 10fachen der zweiten
Zahl und der Halfte der ersten Zahl zu dividieren‘’ macht das folgende Schema
deutlich:

Text Ubersetzung Bemerkungen
in mathematische
Zeichen
eine Zahl z
eine andere Zahl y
4faches der anderen Zahl 4y
Summe aus einer Zahl und dem Weil mit dieser Summe weitere
4fachen der anderen Zahl (z + 4y) Operationen auszufihren sind,
werden Klammern empfohlen.
die zweite (der) Za'hl(e'n) Y ,,Zweite** kennzeichnet die im

1. Satzteil mit ,,die andere*
markierte Zahl, also y.

10faches der zweiten Zahl 10y
die Hjlite der 1. Zahl 2:2 oder —
E
Differenz aus ... (IOy - 7)
Text im Zusammenhang (z + 4y) Da ein Bruchstrich Klammern
7 z\ ersetzt, sind bei dieser Schreibweise
(10.'1 - T) die Zahler- und die Nennerklammern
- entbehrlich.
—» U,
14. Ubungen

U1 von Ly

1. Schreiben Sie den folgenden Term ohne das Zeichen ,,:‘ unter Verwendung
eines Bruchstrichs.

T=(@+b—2):(8a — D)
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2. Schreiben Sie den folgenden Term, ohne einen Bruchstrich zu gebrauchen.

_ 3v4 6w
T Tw— 1o

3. Setzen Sie in den Term 12 4 8:4 4 6 — 2 - 3 mogliche Klammern so, daB Sie
fiir den Term drei unterschiedliche Werte erhalten, wie z.B. (12 4 8):4 + 6
—2:3=20:446—6=>5.

—» L

Uz von I

Losen Sie die Klammern auf und fassen Sie zusammen:

1. (@ + 2) + [3(2a — 7) — 5] — (@ — 6)

2. Bu—2r) — (v +w) — [u— (v + w)]

3. 3.[40x — 2(5x + 8) + 10(2 — )]

4. 10r — [(5m 4+ 2n) — (6m — n)]. —» L,

U3 von I, '

Formen Sie durch Ausklammern die Summen in Produkte um, und weisen Sie
durch anschlieBendes Ausmultiplizieren nach, daB Ihr Ergebnis richtig ist:

1. 2arh 4 272
2. 25a — 15b 4+ 10c

3. 3z(a — b) — dy(a — b)
3

1,
4, Tab— 1

ab +—Z—ab’

5, ca+c2+c+1+%=cs(...)

U4 von T,,

+ Uberfiihren Sie in Produktform, indem Sie gruppenweise ausklammern, und weisen
Sie durch anschlieBendes Ausmultiplizieren nach, daB Ihr Ergebnis richtig ist:

1. 24ab — 80+ 3a — 1
2. 12pr —4p —3r+1
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3. 6aa:—4ay—9bx+6by
4. 2% 4 8zy 4 15y® Zerlegen Sie 8xy so in 2 Summanden, da8 das Produkt der
Koeffizienten 15 wird.

5. a® — 2ab — 80> Wenden Sie die Losungsidee von Beispiel 4 an.
—_— LB‘I

U5 von I,
Fiihren Sie jeweils die Division T';: Ty durch

T, T,

42abc —Gac

—108mnop —12np

40kl + 18kn — 54k Ok

axr® 4+ acx® — adx —azx

—_—,

UG von Ly oder Ly,

Ubersetzen Sie in einen Term:

1. Vermehre das Produkt aus 4 und —7 um den Quotienten aus —5 und 10.

2. Dividiere 18 durch das Produkt aus 6 und der Differenz aus —2 und —4.

3. Bilde die Summe aus 25 und dem Produkt aus —7 und —3. Vermindere das
Ergebnis um 18.

. Nimm die Summe aus 25 und —7 mit der Differenz aus —3 und 18 mal.

b. Zahle das 3fache von 7 und die doppelte Summe aus-—5 und —6 zusammen.

_» I‘JB

[T

U7 von I,; oder Ly oder L,, oder L,

Der schwere Anfang beim Lésen einer Textaufgabe besteht im Ubersetzen von
Sitzen der Umgangssprache in angemessene mathematische Terme.
Uben Sie sich in dieser Fertigkeit durch die folgenden Beispiele:

1. Bilde die Summe aus dem 10fachen, dem 5fachen und dem Poppelten einer
Zahl.

2. Die Summe aus zwei Zahlen ist mit der Differenz aus der ersten und zweiten
malzunehmen.
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3. Eine um 6 verminderte Zahl ist durch die doppelte Differenz aus 100 und dieser
Zahl zu teilen.

4. Die Summe aus 3 Zahlen ist mit der halben Summe aus der zweiten Zahl und

1.5. Losungen

der vierten Potenz der ersten Zahl zu multiplizieren. —» L
1.5. Lisungen
L1 von T,
Thre Kreuze muBlten so eingetragen sein:
- z | weitere
Symbole fiir |- e | =1 =B ])]=|F | symbole
konkrete 1,23,..
mathematische Objekte | x X X | m@e
Variablen X X Y, 2, %, U, W,
a,b
technische Zeichen X X I
Relationszeichen x < 2Z>, =
Operationszeichen X X X | +.v
Varzeichen X +
«—T,
L2von T,
Operation Zeichenreihe 1. Operand 2. Operand Ergebnis
Addition a+b a Summand b Summand Summe
Subtraktion a—b a Minuend b Subtrahend Differenz
Multiplikation a - b a Faktor b Faktor Produkt
Division , a:b a Dividend b Divisor Quotient
Potenzieren a® a Basis n Exponent Potenz(wert)
Radizieren ,}‘/;- a Radikand n Wurzelexponent Wurzel
Logarithmieren logg b a Basis b Numerus " Logarithmus

. Prigen Sie sich neben den Begriffen bitte auch deren Rechtschreibung ein.

Ts
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l-3 von T,
+Falsch. «—1,

I-4 von T,

Sie haben richtig erkannt, daB man fiir die Variable z die Zahl (—3) setzen muB.
Doch dann sind Sije tiber einen Vorzeichenfehler gestolpert. Rechnen Sie noch

einmal nach. «—T,
Ls von T,
Das ist richtig. Prifen Sie jetzt Ihre Sicherheit im Umgang mit dem etwas schwie-
rigeren Term des Tj. ‘ «—T;
I-G von T,

Sie haben beim Schreiben ein Vorzeichen vergessen.
Priifen Sie Ihre Rechnung, und entscheiden Sie sich fiir eine andere Antwort.

«—T,
L7 von T,
Sie haben nicht beachtet, da nach dem Einsetzen der Minuend —3 heiBt. Ent-
scheiden Sie sich fiir eine andere Antwort. «—T,
|.8 von T,
Sie haben das Prinzip noch nicht verstanden. «—1I
I-9 von T,
Sieht Ihre Wertetabelle so aus ?
x -2 -1 0 2 4
) _ _‘__)_ _E . 174 i * nicht definiert
5 5 p) F)

Ja ? Dann kénnen Sie mit Tg fortfahren. «—T;
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Nein ? Dann denken Sie mit, wenn wir Ihnen jetzt zwei Beispiele vorrechnen.
« wird mit —2 belegt: Ty(—2) — o+ 2 (=2) _ 12 6.

5-(—2) —10 3’
2 wird mit 0 belegt: T,(0) = % = % Eine Division durch Null aber ist
nicht ausfiihrbar. So hat der Term bei dieser Belegung keinen angebbaren Wert.

. . 20 + 4z, . L
Wir sagen kurz: Der Term ;; % ist fiir # — 0 nicht definiert.

Die restlichen Belegungen konnen Sie jetzt selbstindig vornehmen.
«—T;

|.10 von T

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben beider Deutung der Zeichenreihe r—%— einen Fehler
gemacht. Zwischen Variablen darf das Multiplikationszeichen weggelassen werden.

r—;- bedeutet also 7 - {s:¢). Bei der von Ihnen vorzunehmenden Belegung entsteht

2
aus r% der Wert 3 - 5 (Zwischen Zahlen muB das Multiplikationszeichen immer

gesetzt werden!).
Entscheiden Sie sich fiir eine andere Antwort von Tj. «—T,

L11 von T,

Sie haben gleich 2 Fehler gemacht. Zunichst haben Sie r und s verwechsalt, und
dann haben Sie iibersehen, daB die Zeichenreihe rs bedeutet r - s. Aus der Zeichen-

reiho 7= entsteht nicht die Zahl 3%- , sondern 3 - % = % =12
Entscheiden Sie sich fiir eine andere Antwort von T, «—T;

L12 von Ty,

Sie haben nur einen Teil der moglichen Werte erfaBt.

Durchdenken Sie Ihre Losung, und entscheiden Sie sich fir eine andere Antwort.
«—Ty,
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L13 von T

Haben Sie % =0,2?

Ja? Dann haben Sie sich nicht irritieren lassen und richtig gerechnet. Man soll
Vertrauen zu seiner eigenen Rechnung haben ; es sei denn, man wird eines Besseren
belehrt.

Nein ¢ Dann rechnen wir es Ihnen vor:
2 1

6 6

Achten Sie darauf, daB r% bei der Belegung mit unseren Zahlen 3 mal % wird.

«—T
L1 4von T,
Richtig. - Ts
I-1 5 von Ty,

Sie haben nicht alle méglichen Werte gefunden. Die Skizze verdeutlicht die Auf-
gabenstellung. Der Pfeil markiert den Teil des Zahlenstrahls, aus dem die Bele-
gungen fir  entnommen werden.

X -l
1 1 E‘ 1 1 ) 1 1
-4 =3 2 -1 0 1 2 3

1
‘ Bild L5
Durchdenken Sie Ihre Losung, und entscheiden Sie sich fiir einc andere Antwort.
«—1Ty,

L16 von T,

Sie haben nur bei der Berechnung von 2 - 32 einen Fehler gemacht.
4—— I, (Beachte Beispiel 2)

L17 von T,

Sie haben Fehler gemacht, deren Ursachen uns nicht bekannt sind.
Lesen Sie I, durch, und probieren Sie es mit T, noch einmal.
«—LT
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L18 von T,

(124 8):4 4+ (6 —2)-3=20:4+4+4-3=5+412= 17
Hatten Sie diesen Losungsweg, dann ist Ihnen bewuBt, daB durch Klammern die
Vorrangregeln fiir Rechenoperationen aufgehoben werden.
Fiir alle, die in dieser Aufgabe Schwierigkeiten hatten, sei das noch einmal an zwei
Beispielen verdeutlicht. ’

1. (2432 =5"—=25aber 2+ 33 =24 9 =11

2. (2-3? —62—=36aber2-32 —2-9=—18 «— 1,
L1 von U,
1 a+b—2
" 3a—b
Wenn Sie (@tb—2) haben, ist das nicht falsch, da aber der Bruchstrich

3a — b)
Klammern ersetzt, sind diese im Ergebnis iiberfliissig.
2. (3v + 6w) : (Tw — 1v)

Wenn Sie die Klammern hier nicht gesetzt haben, wird wegen der Vorrangregel
nur 6w durch 7w dividiert. Das wire falsch.

3. Wir zeigen Ihnen nur eine Auswahl aus den vielen Moglichkeiten, diese Aufgabe
zu l6sen:

(124 844+6—-2-3)=124+2+6—6=14
(1248:44+6—2)-3=(12+2+4)-3=54
1248:(446)—2-3=12+8:10—6=12+ 0,8 —6 = 6,8
12+ 8:(4+6—2-3)=124+8:4=124+2=14

(12 4+ 8):(4+6)—2-3=20:10—6=2— 6= —4

' 20 15

[(12+8):(4+6—2)] 3=[20:8]-3="2-3=— < T,

LZOvonU, -
lLatz4[6a—32—5—at6=246+6a—3z—5=6a—2+1

2 u——uv—w—[u—rv—w=2u——w—utvitw=u—v
3. 60z 4 12 '
4. 10r + 1m — 3n «—T,
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L21 von T,

Sie haben nur den Inhalt der eckigen Klammer angegeben und iibersehen, daB vor
dieser Klammer noch cin Faktor steht. Fiihren Sie den noch ausstehenden Rechen-
schritt aus, und entscheiden Sie sich fiir eine andere Antwort von T,.

< T,
|.22 von T,
Thr Ergebnis ist richtig. «—T,,
I-23 von T,

Sie haben beim Ausmultiplizieren einen Vorzeichenfehler begangen. Arbeiten Sie
I, durch, und entscheiden Sie sich fiir eine andere Antwort von T,,.

«—1ILT,
L24 von T,
Sie haben mehrere prinzipielle Fehler gemacht. «—I]
L25 von Tio

Haben Sie an das Setzen der Klammern gedacht ? Dann war ja nur noch die Regel:
»Multipliziere jedes Glied der einen Klammer mit jedem Glied der anderen
Klammer* zu beachten, um auf 3m — 3n + 6 — mp + np — 2p zu kommen. Ein

weiteres Zusammenfassen ist nicht mgglich. «—T,
Haben Sie ein anderes Ergebnis, so gehen Sie zu «—I
L26 von U,

1. 2arh + 271 = 2ar(h 4 7)

2. 25a — 15b + 10c = 5(5a — 3b + 2¢)

3. Hier war die Differenz (@ — b) der gemeinsame Faktor:
3z(a — b) — dy(a — b) = (@ — b) - (8 — by)
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4. %—ab(a—3+5b)

5. Bei dieser Umformung muBten Sie das in I, angedeutete Prinzip mehrfach
anwenden:

1 1 1 1 1
63+C’+C+1+';-=03(1 +7+?2-+?+F)

Zur Kontrolle multipliziere man den Faktor mit jedem Glied in der Klammer.
Entsteht wieder der Ausgangsterm, war die Umformung richtig. ¢———— T,

L27 von 0,

1. 24ab— 80+ 3a — 1 =8b(3a — 1) + 3a — 1 Jetzt erkennen Sie den Term
= 8b(3a — 1) 4 (3¢ — 1) (3a — 1) als gemeinsamen
= (3a — 1)(86 + 1) Faktor.

2.12pr —4p —3r+1=4p(3r— 1) — 3r +1 Klammert man (—1) aus den
= 4p(3r — 1) — (3r — 1) letzten beiden Gliedern aus,
wird der Term (3r — 1)
gemeinsamer Faktor.
=@Br—1)-(4p—1)

3. 6axr — 4ay — 9bx + 6by = 2a(3z — 2y) — 3b(3z — 2y)
= (32 — 2y) - (2¢ — 3b)

4, 2® 4 8xy + 16y = 22 + 3xy + dzy + 15y = x(z + 3y) + dy(z + 3y)
/
/

3:5=15 = (z 4+ 3y) - (x + 3y)
5. a® — 2ab — 8b® = a® + 2ab — 4ab — 8b® = a(a + 2b) — 4b(a + 2b)

t t N

(+2)- (—4) = (-8)
= (@ + 2b) - (a — 4b)

Hatten Sie Fehler, gehen Sie zu «—I,
Sonst gehen Sie zu «—Tp
L28 von Ty

1 %ab(ba—b+7)

2. a(a® +a — 1)
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3. (x+y)-(2e—b)

4. x+2=x(1+%),dennz(1+%)=x+2

b. x+2=2(%+ 1),den.n2(%+1)=x+2

Hatten Sie Fehler, dann gehen Sie zu <
Sonst arbeiten Sie weiter mit <

L29 von U,
42abc: (—6ac) = —T7b
—108mnop:(—12np) = +9mo
(45K - 18kn — 54k):9k = 50 + 2n — 6
(azx® + acx® — adz):(—ax) = —22 —cx +d <

L30von Ty

Sie haben richtig jedes Glied der 1. Klammer durch den Divisor — 7n geteilt, sind

dann aber iiber die Vorzeichen der Teildivisionen gestolpert.
Beachten Sie die 4 Moglichkeiten :

L (+a):(+b) = +(a:b)
II. (—a):(—b) = +(a:d)
OI. (—a):(4+b) = —(a:d)

IV. (4a):(—b) = —(a:bd) < Tiq
L31von T,

Sie haben richtig gerechnet. ¢— Ty
L32von Ty,

Sie haben sich verrechnet. < I,
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L33 von Ty,

Sie haben nur einen Teil der moglichen Werte erfalt. Ordnet man in gewohnter
Weise die Zahlen auf dem Zahlenstrahl an, dann bedeutet a << b, daB die Zahl a
links von b steht. Diese Vorstellung ermoglicht es uns, T;3 zu veranschaulichen.
Die fiir x einzusetzenden Zahlen sollen rechts von —2 und nicht rechts von +3
stehen. '

Als Skizze:
- X -l

—e L 1 E 1 1 1 1 | N

-5 4 -3 -2 -1 7 7 2 3 4 Bild 1.6
Durchdenken Sie Thre Losung, und entscheiden Sie sich fir eine andere Antwort.

«—Ty

l-34 von T,
Sie haben die Relationszeichen < und = richtig gedeutet. «—T,
L35 von Ty,

Sehen Sie sich Ihre Zeichenreihe an, und denken Sie an die Vorrangregel. In
Threm Term wird 10 mit 8 multipliziert, gefordert aber war die Bildung eines Pro-
duktes aus der Summe von 100 und 10 (110) und der Differenz aus 8 und 3 (5). Sie
miissen durch Klammern dafiir sorgen, da3 aus 100 und 10 vor dem Multiplizieren
110 wird. Ebenso verhilt es sich mit der Differenz aus 8 und 3.

Der letzte Teil Ihres Terms ist richtig. Sind Sie ohne vorherige Klammern darauf
gekommen, sehen Sie sich bitte zur Sicherheit die komplette Losung in Ly, darauf-
hin noch einmal an.

Entscheiden Sie sich fiir eine andere Antwort. «—T7T,

]
l-36 von T,

Ihr Term ist fast richtig. Nur bei der letzten Klammer haben Sie einen Vorzeichen-
fehler gemacht. Der Textteil ,,Differenz aus 20 und (—2)* muB so in eine Zeichen-
reihe iibersetzt werden: 20 — (—2). Da diese Differenz von dem weiter vorn ste-
henden Produkt subtrahiert werden soll, ist die Schreibweise:

(Produkt) — [20 — (—2)] richtig. «—7U,
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L37von Ty,

Sie haben unser Lob verdient, weil Sie sich nicht haben verbliiffen lassen. Die
richtige Ubersetzung des Textes: ,,Multipliziere die Summe aus 100 und 10 mit der
Differenz aus 8 und 3. Vermindere das Produkt um die Differenz aus 20 und —2*
in eine Zeichenreihe kam so zustande:

Text Ubersetzung in Zeichenreihe

Summe aus 100 und 10 100 + 10 '

Differenz aus 8 und 3 8§— 3

Produkt aus Summe und Differenz (100 4 10) - (8 — 3)

Differenz aus 20 und —2 20 — (—2)

Vermindere das Produkt ... {100 4 10) - (8 — 3)] — [20 — (—2)]
um diese Diffcrenz ' T Produkt Differens

Diesc eckige Klammer ist wegen der Regel
»»+ vor —** cntbehrlich.

Fertige Losung: (100 4 10) - (8 — 3) — [20 — (—2)] «—7U,

L38 von U,

1. 4-(—7) + :_;’ oder 4-(—7) + (—5):10
18

2. od

6-[(—2) —(—9]

3. [20 + (—7)-(—3)] — 18 Die eckige Klammer ist entbehrlich.

4 [264 (—7)]-(—3 —18)  Beachten Sie den Unterschied zu 3.

5. 3-7+ 2-[(—3) + (—6)] «—Ty

er 18:6-[(—2) — (—4)]

Iﬁ9 von Ty

Das haben Sie fiir den Anfang schon recht gut gemacht. Ein feiner Textunter-
schied ist Thnen jedoch entgangen. T,; spricht von ,einer Zahl und ,.einer
anderen Zahl“. Es sind also zwei Veranderliche im Spiel, was in Threm Term durch
die Verwendung von 2 Zeichen fir 2 verschiedene. Variablen Beriicksichtigung
finden muB.

Korrigieren Sie, und gehen Sie zu «—Ty
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Lao von Tys

Sie haben richtig erkannt, daB der gesuchte Term 2 Leerstellen (Variablen) auf-
weisen muB. Leider haben Sie bei der Ubersetzung der 2. Klammer nicht genau
genug gelesen. Es heiBt im Text ,,... 10faches der zweiten Zahl ...*. Fir diese
zweite Zahl haben Sie in der ersten Klammer bereits die Variable y verwendet. Da
in der zweiten Klammer die gleiche Zahl am Anfang vorkommt, miissen Sie hier
auch wieder das Zeichen y verwenden.

Korrigieren Sie, und gehen Sie zu «—T;

L41 von Ty

Wir freuen uns iiber Sie. T;5 war nicht einfach, und Sie haben eine richtige ,,Uber-
setzung‘‘ angefertigt.

Nehmen Sie noch zur Kenntnis, daB auch die in der Antwort f) und g) benutzten
Schreibweisen richtig sind.

Absolvieren Sie noch Beispiel 3. und 4. aus U,. «—7,

L42 von Ty

Thre Antwort ist richtig, und wir beglickwiinschen Sie.
Beachten Sie, daB auch die Antworten d), f), g) richtig sind. Absolvieren Sie noch
die Beispiele 3. und 4. aus U,. «—7T,

La3 von Tys

Sie haben nicht nur richtig iibersetzt, sondern auch noch eine ansprechende Form
gefunden. Wir sprechen Ihnen ein Lob aus. Absolvieren Sie noch Beispiel 4.
aus U,. «—7

l-44 von Ty

Richtig. «—T,
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I-45vonU-,
1. 10z + dx + 2z oder 10a + 5a + 2a
2. z+y)(x—y)

3. (@ —6):2(100 —a)  oder o —6

2(100 — a)

b+ at 1

4 (@a+b+c)- 5 oder (a:+y+z)?(y+:v‘)

Sollten Sie alle Aufgaben zur Kenntnisiiberpriifung fehlerfrei gelost haben, dann

(aber nur dann) diirfen Sie sich jetzt die Leistungskontrolle (1.6.) ansehen. Bei

auch nur geringen Losungsschwierigkeiten empfehlen wir Ihnen unbedingt, die

erforderlichen Informationen und Ubungen griindlich zu verarbeiten. Verwenden

Sie zum leichteren Auffinden der Informationen und Ubungen auch das Sachwort-

verzeichnis am Ende des programmierten Lehrmaterials.

Gehen Sie nach einer Erholungspause zur Leistungskontrolle dieses Abschnitts.
» 1.6.

1.6. Leistungskontrolle

1.6.1. Aufgaben

Im zuriickliegenden Abschnitt haben Sie eine Reihe neuer Erkenntnisse gewonnen
und schon Bekanntes gefestigt. In dem nun folgenden Test legen Sie vor sich selbst
Rechenschaft ab, ob Ihre Leistungen den eingangs formulierten 11 Teilzielen des
Abschnittes entsprechen. Darum legen Sie das Programm beiseite, nehmen Sie
ein Blatt Papier und 15sen Sie die folgenden Aufgaben unter Klausurbedingungen.

Zeit : 45 Minuten Hilfsmittel : keine

Aufgaben;

1. Gegebensind 4 Terme: Ty =a 4+ 2;Ty=a—1;Ty3=a+3;Ty=0a — 4

1.1. Bilden Sie den zusammengesetzten Term T = T, - Ty — T, - T,, fiithren Sie
die verlangten Operationen aus und vereinfachen Sie.

1.2. Belegen Sie die Variable a mit der Zahl 3, und ermitteln Sie den Wert von 7'
1. im vereinfachten Term
2. im nichtvereinfachten Term.
Was stellen Sie fest ?

24 2x—4
323 — 1

soll in Zahler und Nenner 22 als Faktor ausgeklammert werden.

2. Indem Term T(x) =
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8. Ty=6a2+4z; T, = 4x — 5; Ty = 3z

3.1. Bilden Sie einen neuen Term (3T, — 6T',): T, fihren Sie die verlangten Ope-
rationen aus und vereinfachen Sie.

3.2. Belegen Sie die Variable  mit (—2), und ermitteln Sie den Wert des Terms.

4. Ubersetzen Sie in einen Term: ,,Das Doppelte einer Zahl vermindert um 10,
dividiert durch die Differenz aus dieser Zahl und 5 ergibt immer 2.*

Haben Sie die Aufgaben geldst oder sind 45 Minuten vergangen, beenden Sie die
Klausur, und gehen Sie zu 1.6.2.

1.6.2. Auswertung
1. T=(a+2-(a—1)— (a + 3)a — 4)
= (a2 — la 4 2a — 2) — (a® — 4a + 32 — 12)
=a*—la+2 —2—a%+ 4a— 3a+ 12
=2 + 10 3 Punkte

12.1.73)=2-3+10=16

2.T3)=(34+2)-3—-1)—(3+3)3—4)

=5.2—6.(—1)
=10 —(—6)
=16 2 Punkte

Der Wert des Terms hat sich durch das Zusammenfassen nicht geindert:

Wenn Sie den Wert 16 nicht errechnet haben, miissen Sie sich im ,,Lehrgang der Ele-
mentarmathematik'* die Regeln iiber das Rechnen mit vorzeichenbehafteten Zahlen
einpriagen.

"(3‘5) 3 Punkte

Wenn Sie diese Form nicht haben herstellen kénnen, studieren Sie I,, und rechnen Sie alle
Beispiele von U, durch.

3.1. (3T, — 6T,) : Ty = (1822 — 12z + 30) : (3z) 2 Punkte

10
=6a:—4+?- 4 Punkte

3.
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10
6(~2) — 4+

=-=12—-4-5
=-2 2 Punkte

3.2. T(—2)

Hatten Sie mit 3.1. Schwierigkeiten ? Dann gehen Sie I, und die Beispiele von U; noch
einmal griindlicher durch.

4. (2x—10):(r—5) =2 4 Punkte

Die Ubersetzung kam so zustande:

Text Zeichenreihe Bemerkungen

das Doppelte einer Zahl vermindert um 10 2.2 — 10 -

Differenz aus der Zahl und 5 z—b

ergibt 2 —=2

kompletter Text (2r —10) : (x — 5) = 2  Die Klammcemn
heben ,,: vor —*
auf

Summieren Sie die errcichten Punkte.
Die Tabelle zeigt Thnen, mit weleher Note wir Thren Leistungsstand bewerten wiirden.

Punkte Note
19-20 1
16-18 2
12-15 3
8-11 4
-7 5

Nach einer angemessenen Ruhepause gehen Sie zu Abschnitt 2.
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2.1. Wissens- und Kénnensziele

In diesem Abschnitt werden Kenntnisse aus dem Bereich der Bruchrechnung
iberpriift, gegebenenfalls wiederholt und geiibt, so daB Sie nach der Abarbeitung

.dieses Abschnittes gesicherte Kenntnisse haben. Diese konnen Sie wieder im

AbschluBtest iiberprifen. Die Bruchrechnung ist ein wichtiges und unbedingt
notwendiges Handwerkszeug, um angewandte Aufgaben aus anderen Gebieten
16sen zu konnen. Im einzelnen ist durch die Abarbeit des Abschnittes folgendes
zu erreichen:

1.

Briiche sollen Sie durch Kiirzen vereinfachen konnen.
Dabei ist das in Abschnitt 1. Gelernte anzuwenden.

. Das Erweitern von Briichen miissen Sie so beherrschen, da8 Sie es bei der

Addition und Subtraktion von ungleichnamigen Briichen sicher anwenden
konnen.

. Essollen Fertigkeiten ausgebildet werden, die Sie befdhigen, Briiche zu addieren

oder zu subtrahieren.

. Sie miissen bei der Durchfithrung der Multiplikation von Briichen Sicherheit

erlangen. Dabei werden die Vorzeichenregeln wiederholt.

. Die Division von Briichen sollen Sje so beherrschen, daB es Thnen mdglich ist,

diese selbstandig auf die Losung von Spezialfillen der allgemeinen Regel an-
wenden zu konnen. So werden Sie alle Aufgaben 16sen konnen, die eine Division
von Briichen enthalten.

. Insgesamt miissen Sie in der Anwendung der Bruchrechnung so sicher sein,

daB Sie auch kompliziertere Aufgaben (etwa Doppelbriiche) berechnen oder ver-
einfachen konnen.

. Sie wiederholen einige Abschnitte aus den vorangegangenen Themen.

\—’Tl
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2.2, Kenntnisiiberpriifung

T1

Vereinfachen Sie den folgenden Bruch.
2z% + 22 —day
8(z* — o)

Antworten:

1. Diese Aufgabe kann ich nicht sofort 16sen. Ich bitte
deswegen ufn eine Hilfe.

2. Ich habe eine Losung gefunden und mdchte sie vergleichen.

3. Ich kann die Losung der Aufgabe auch mit der
Information 1 nicht finden.

> 1,

—'—’Ll

>,

T2

Erweitern Sie den Bruch

m+n
m—mn

80, daB ein gleichwertiger Bruch mit dem Nenner 3am? — 3an? entsteht.

m+n_..... .......
m—mn_ 3am® — 3an?

v

Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit

Ts

Berechnen Sie.

1 8 1

3 + r Ranrb RRCRLREERERERE
Antworten:

1. Ich kann diese Frage nicht beantworten und brauche
zunéchst eine Hilfe.

> 1,
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2. Mein Ergebnis heiBt: 1 —> L

3. Mein Ergebnis heiBt: % —_—» L,
. s 4

4. Mein Ergebnis heiBt: 135 —_— L,

5. Ich habe ein anderes Ergebnis bestimmt, denn keine der
angegebenen Losungen halte ich fir richtig. —_—» 1,

Ta

Berechnen Sie:
R I
422 + 22y 82% + 4xy bzy — 32 ' Gy
Arbeiten Sie sorgfiltig, wozu Sie sich die notwendige Zeit nehmen sollen.

Es ist notwendig, daB Sie hier vor allem die Kenntnisse aus Abschnitt 1. ver-
wenden.

Wenn Sie dic Losung bestimmt haben, so gehen Sie zum
Vergleichen zu —p Ly

Ts

Berechnen Sie:

( 4\ 15 ¢ 7\ 25
'ﬁ) [ _?) 8

_)Lu

Te

Berechnen Sie:

T4y 122% — 623 2 — 4°
bry — 322 2+ 4y (z+ y)?

Gehen Sie zum Vergleich der Losung zu —_—» L,
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2. Das Rechnen mit Briichen

Tz

Wie wird die Division einer ganzen Zahl durch einen Bruch ausgefihrt ?

1. Ich weiB es nicht.

2. Die ganze Zahl wird mit dem Zahler des Bruches multipliziert

und der Nenner beibchalten. -

3. Die ganze Zahl wird mit dem reziproken Wert des Bruches

multipliziert.

— Ly

4. Die ganze Zahl wird in einen unechten Bruch verwandelt und

mit dem Kehrwert des Bruches multipliziert.

—> Ly

Ts

Bestimmen Sie:

Ya%(z + y)* 3a(@® —3P)
dam + 6m?2° 2a 4 3m

—_— L,
To
Vereinfachen Sie den folgenden Ausdruck:
z—1 + x
] z+1
z =z + 1
1—2z z
Vergleichen Sie Ihre Losung mit » Ly,

2.3. Informationen

h von T,

Beachten Sie bitte bei der Durchfiihrung von T, die binomischen Formeln.

Sie sollen hier zur Wiederholung angegeben werden:

1. (@ + b)?2 = a® 4 2ab 4 b2
2. (@ — b)2 = a® — 2ab + b
3. @+ b)(a —b) =a%—b?
Entscheiden Sie sich neu.
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12 von T, oder L,

GesetzmiBigkeit

Zahler und Nenner eines Bruches kénnen mit dem gleichen Faktor multipliziert
werden, ohne daf sich der Wgrt des Bruches dandert.

a ca c+0

b b b0

Diese GesetzmiBigkeit: von rechts nach links gelesen heiBt:

Zihler und Nenner eines Bruches konnen durch die gleiche Zahl (verschieden
von Null) dividiert werden, ohne daB sich der Wert des Bruches andert.

Beispiele:
30 2
1. E == —3—

Zahler und Nenner des Bruches auf der linken Seite wurden durch 15 dividiert.
a4+ ¥ +2b  (@a+b)?: add
a2—bh»  (a+b(e—b a—0>

Der zweite Bruch entsteht aus dem ersten durch Anwendung der binomischen
Formeln. Es wird dann der Zahler und der Nenner des zweiten Bruches durch

(@ + b) dividiert.

2.

Eine Anwendung dieser GesetzmaBigkeit, ist das Kiirzen eines Bruches.

Der Zahler und der Nenner eines vorgegebenen Bruches werden durch den Faktor
(oder die Faktoren) dividiert, der (oder die) gemeinsam in Zihler und Nenner auf-
tritt (auftreten).!

Wie wird nun der Faktor (oder die Faktoren) bestimmt, durch den (oder durch die)
Zéhler und Nenner dividiert werden ?

Dazu werden die ganzen Zahlen in Zahler und Nenner des Bruches in ein Produkt
aus Primzahlen zerlegt (Primfaktorzerlegung). Sie konnen, wenn das notwendig
ist, die bekannten Teilbarkeitsregeln wiederholen.?

1 Diese Faktoren nennt man den groBten gemeinsamen Teiler von Zahler und Nenner.
2 Eine Zahl ist ohne Rest teilbar durch

2, wenn die letzte Ziffcr eine gerade Zahl ist,

3, wenn die Quersumme durch 3 teilbar ist,

4, wenn die letzten beiden Ziffern eine durch 4 teilbare Zahl bilden,

5, wenn die letzte Ziffer eine 0 oder 5 ist,

6, wenn sie durch 2 und 3 teilbar ist,

8, wenn die letzten drei Ziffern eine durch acht teilbare Zahl bilden,

9, wenn die Quersumme durch 9 teilbar ist.
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Beisptel:
1188
3960
Primfaktorzerlegung :
3960=2-1980=~2’f2-990=2-2-2 495 =2-2-2-3-165 =
=2-2-2:-3-3-56=2- 233511
1188 =2-594=2-2- 297_2 2:3:99=2-2-3-3-33=

=2-2-3-3-3-11

Es folgt aus der Primfaktorzerlegung:
1188 2-2-3-3-3-11 3 3
3960 2-2-2-3-3-5-11 2-5 10

Etwas schwieriger kann es werden, wenn im Zahler oder Nenner Summen oder
Differenzen auftreten (vgl. T;). In diesem Fall ist diese Summe oder Differenz
durch- Ausklammern! in ein Produkt von Faktoren zu zerlegen, so daB die ent-
stehenden Faktoren nicht weiter zerlegt werden konnen (Primfaktoren). Dazu
sind mitunter die Kenntnisse iiber die binomischen Formeln notwendig.

Gehen Sie zu I, wenn Sie diese Formeln nieht sicher beherrschen. Kommen Sie
dann an diese Stelle zuriick.

1. Aufgabe aus T, 2. binomische Formel
222+ 27 — 4oy 22 —22y+¢") 20z—9)(z—9y)_ 22—y
8(2* — o) 8(=* — %) 8z+y)(z—y 4Uz+y)

3. binomische Formel

2042y 2ztazy) 22(1+4y) 2214y 1
" bzy+ 6z Blay +2) 6bz(y+1) 3-2z(1+y) 3

Nach der am Anfang angegebenen GesetzmaBigkeit dndert sich der Wert des
Bruches nicht. Es wvereinfachen sich jedoch dadurch Zahler und Nenner des
Bruches, wodurch weiteres Rechnen mit dem Bruch erleichtert wird. Vor dem
Rechnen werden Briiche deswegen so weit wie moglich gekiirzt.

— 7,

13 von L,

In I, hatten Sie als GesetzmaBigkeit erkannt, daB Zéhler und Nenner eines Bruches
mit dem gleichen Faktor multipliziert werden kénnen, ohne daB sich dadurch der
Wert des Bruches andert.

1 Die Durchfilhrung des Ausklammerns wurde im Abschnitt 1. behandelt. Orientieren Sie
sich mit Hilfe des Sachwortverzeichnisses, wenn Ihre Kenntnisse Liicken zeigen.
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a ca c¢+0

B b b0

Das miiiten Sie aber doch noch gewuBt haben.
Es wird hier nicht mit den gemeinsam vorkommenden Faktoren wie beim Kiirzen
dividiert. -

Die hier zu 16sende Aufgabe, den Zahler und Nenner eines Bruches so mit einem
Faktor zu multiplizieren, daB ein neuer vorgegebener Nenner entsteht, wird

Erweitern

eines Bruches genannt.

Beispiel:
1. Aufgabe:
E e Teilschritte:
17 51 1. Bestimmung des Erweiterungsfaktors
51:17=3
2. Bestimmung des neuen Zahlers
13-3=139
Losung:
133
17 51
2. Aufgabe:
2 s Teilschritte:
t—1 32-—3 1. Bestimmung des Erweiterungsfaktors

(3 — 3):(t — 1) = 3(8 — 1):(t — 1)
=3¢+ 1)(t—1):(¢t —1)
=30+ 1) ’
Bemerkung: Hier wurde der Erweiterungsfaktor durch Ausklammern und Kiirzen
bestimmt. Der Erweiterungsfaktor kann jedoch auch durch die Partialdivision
bestimmt werden. Auf die Wiederholung dieses Verfahrens soll jedoch verzichtet
werden.

2. Bestimmung des neuen Zahlers
2.3t + 1) = 6( + 1)
Losung:
2 6(t+1)
t—1 3—3
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Sie konnen sehr leicht iiberpriifen, ob der Bruch richtig erweitert wurde. Wenn der
erweiterte Bruch wieder gekiirzt wird, muBl der urspriingliche Bruch entstehen.
Dabei erkennen Sie auch den Zusammenhang zwischen dem Erweitern und dem
Kiirzen. Beides beruht, wie deutlich wurde, auf der eingangs angegcbenen Gesetz-
miBigkeit.

Probe zu Beispiel 2:
6(t+1) 2-3¢t4+1)  2-3(t41) 2

3 —3 3&—1) 3¢+0)e—1 t—1
3. binomische Formel

Bevor Sie weiterlesen, formulieren Sie die in den zwei Teilschritten erkennbare

allgemeine Losungsvorschrift.

1. Teilschritt: Der Erweiterungsfaktor wird bestimmt, indem der Nenner des
erweiterten Bruches durch den Nenner des urspriinglichen Bruches
dividiert wird.!

2. Teilsehritt: Der Zahler des erweiterten Bruches ergibt sich durch Multiplikation
des Zahlers vom gegebenen Bruch mit dem Erweiterungsfaktor.

—_—— Uz
|4 von T,
Es sollen Briiche addiert (subtrahiert) werden, deren Nenner nicht gleich sind
(ungleichnamige Briiche).

Erweitern Sie die Briiche zunachst so, daB sie den gleichen Nenner erhalten. Es
entstehen auf diese Weise gleichnamige Briiche. Entscheiden Sie sich fiir eine
andere Antwort. «—7T,

I5 von L;, L, oder Lg

Es soll die Regel fiir die Addition und Subtraktion von Brfichen wiederholt
werden:

Nur gleichnamige Briiche? konnen addiert oder subtrahiert werden.
Gleichnamige Briiche werden addiert (subtrahiert), indem die Zahler der Briiche
addiert (subtrahiert) werden und der gemeinsame Nenner beibehalten wird.
Sind die Nenner der zu addierenden oder zu subtrahierenden Briiche nicht
gleich, dann miissen sie zunachst so erweitert werden, daB sie den gleichen
Nenner erhalten.

1 Steht im Nenner des erweiterten Bruches eine Summe, so muB8 sich diese so in ein Produkt
zerlegen lassen, daB ein Faktor dem Nenner des gegebenen Bruches entspricht.
2 Briiche sind gleichnamig, wenn sie den gleichen Nenner besitzen.
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Der Hauptnenner ergibt sich aus dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen
(k.g.V.) der einzelnen Nenner.
Dieser wird durch eine Primfaktorzerlegung bestimmt.

Beispiele:
1 2 3 14 17
Loty =uta—a

2. Die Aufgabe aus Ty wird demzufolge so geldst:

FT9 "6 ~90"% 90 9
5 3,0 2.5 1 _1% 10 9% 300 10
16 " 24 15 12 72 720 © 720 720 720 720
_ 185 -+ 150 — 96 + 300 — 10 _ 479
720 720
Bestimmung des Hauptnenners (k.g.V. der Nenner):
16=2-2-2-2
24=2-2-2-3
15=3-5
12=2-2-3
72=2-2-2-ﬁ

Hauptnenner: 2-2-2:2-5-3-3 = 720

Uben Sic die Addition und Subtraktion von Briichen in — 0,

IG von L,

Bei der in T, angegebenen Aufgabe handelt es sich, das haben Sie sicher selbst
bemerkt, ebenfalls um eine Addition (Subtraktion) von ungleichnamigen Briichen.
Durch das Ausklammern werden die Nenner in Primfaktoren zerlegt, damit der
Hauptnenner durch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache bestimmt werden
kann.

Die Briiche werden nun so erweitert, daB sie alle als Nenner den Hauptnenner
haben. Dann erfolgt die Addition (Subtraktion), wie Sie das schon wiederholt
haben.
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An Hand der Aufgabe aus T, wird das jetzt gezeigt:

Nenner Primfaktor- Erweiterungsfaktor erweiterter Zahler
zerlegung (Hauptnenner geteilt durch (Erweiterungsfaktor
des Nenners Nenner) mal urspringlicher

Zihler)
" 2:2.3ry2x+y) _
4 4 22y 22(2z + y) 52 1 9) = by 6y -5 =30y
2.2-3ay(2x + y)
. 2.9. - - 3=
2-2-3zy(2z +y)
L gy2 (2 —_— = 2=8z
b+ 3 Bty 3@z + 3) 4=
2.2.3zy(2z +y) 202z +y)-1
by 2-3ay T3 Y _ gy

Aus der zweiten Spalte der Tabelle ergibt sich der folgende Hauptnenner:

22 3zy(2z + y) = 122y(22 + )
Somit heilt die Losung der Aufgabe:

30y — 9% —8z+44x 4+ 2y 23y — 4z
122y(2z + y) 12zy(2z + y)

Wie Sie sehen, miissen Sie die Kenntnisse iiber das Erweitern von Briichen sicher
anwenden konnen. — U,

17 von Ly,

Briche werden multipliziert, indem das Produkt der Zahler dui'ch das Produkt
der Nenner dividiert wird.

Um Rechenarbeit zu sparen, wird vor der Multiplikation erst gekiirzt. Die ge-
kiirzten Briiche sind leichter zu multiplizieren.
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9 1 4 35 12 3-3-2-2-5-7-3-2-2 3
66 2 5 9 71 2-2-2-7-2:6-3-3-7-11 71 —p

I8 von T,, Lyg oder Ly,
Die allgemeine Regel fiir die Division von Briichen lautet:

Zwei Briiche werden dividiert, indem der Dividend mit dem reziproken Wert
des Divisors multipliziert wird.

I
|a
a.

afo
>
[«

a .
7

Tritt als Dividend oder Divisor eine ganze Zahl auf, dann kann diese Regel eben-
falls angewandt werden. Die ganze Zahl wird zu diesem Zweck in einen unechten
Bruch verwandelt, indem sie in den Zahler geschrieben und als Nenner die Zahl 1
genommen wird.

Beispiel:

a
a=< , — T,

|9 von L,,

Briiche, in deren Zahler und Nenner wieder Briiche stehen, werden Doppelbriiche
genannt. ‘

Bei der Losung von Aufgaben dieses Types ist zu beriicksichtigen, dal jeder
Doppelbruch einer Division entspricht.

Beachten Sie bitte, daB8 der Hauptbruchstrich bei Doppelbriichen immer klar zu
erkennen ist.

Beispiele:
2
5

1 —-
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Diese Aufgabe bedeutet, daB der Bruch % durch die ganze Zahl 2 zu dividieren
ist. :

Ergebnis:
2., 2 1_1
3°°T3 2 3
2
"3
2

3 -
Diese Aufgabe bedeutet, daB die ganze Zahl 2 durch den Bruch -z dividieren
ist.

Die Ergcbnisse in beiden Beispielen unterscheiden sich. Bei der Berechnung von
Doppelbriichen ist es sinnvoll, Zihler und Nenner des Bruches weitestgehend zu
vereinfachen.

So heiflt die Lésung von Ty:

z—1 n z Hauptnenner im Zghler: x(z + 1)
z z 41 Erweiterungsfaktor fir den ersten Bruch: (z 4 1)
P T+ 1 Erweiterungsfaktor fiir den zweiten Bruch: z
l—=z z Hauptnenner im Nenner: z(1 — z)

Erweiterungsfaktor fiir den ersten Bruch: z
Erweiterungsfaktor fiir den zweiten Bruch: (1 — z)

(2 —1) (@ + 1) + 2*

z(x+ 1) Addition der Briiche im Zahler
Z—(z+ 1) (1l —2)
(1 —2)z Subtraktion der Briiche im Nenner

Die Briiche im Zahler und Nenner des Doppelbruches wurden addiert oder subtra-
hiert. Der Doppelbruch wird als Divisionsaufgabe geschrieben.

(=1 (z+1)+2* 22— (z4+ 1) (1 —2)
z(z 4+ 1) ) L z(1l — x)

Die Division wird ausgefiibrt.
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Dabei wird der erste Bruch mit dem Kehrwert des zweiten Bruches multipliziert
(vgl. diesen Abschnitt in Ig).
Beachten Sie hier, daBl der Bruchstrich Klammern ersetzt hat (vgl. Abschnitt 1.).

[ — D+ 1) + 2|l —2)z
2z + D — (= + )1 — 2)]

Zunichst kann z gekiirzt werden.

[(z—1E+1) + 21 —2) [2*+ (z— 1)z + DKL — 2)
@+ 1= —(@+ 1)1 —2)] [#—(+1)1—2)z+1)

In dem letzten Schritt wurden nur Summanden bzw. Faktoren vertauscht.

Problem: Kann der erste Faktor im Zahler und der erste Faktor im Nenner ge-
kiirzt werden ?

Dazu werden in den eckigen Klammern die Produkte gebildet. Achten Sie dabei
im Nenner auf das Minus vor den runden Klammern.
[2* + 22 —1](1 — ) (22 — 1) (1 — ) Zusammenfassen in den,
[2® 422 — 1) (x + 1) (222 — 1) (z + 1) eckigen Klammern

Es kann jetzt gekiirzt werden.
Ergebnis:

l1—2

z+1

Das Problem, ob die Terme in den eckigen Klammern gleich sind, kann auch anders
gelost werden.

Im Nenner steht:

[#— (= + 1)1 —2)]

An der Stelle wird (—1) ausgeklammert.

Damit steht vor der ersten runden Klammer —(— 1), also ein Pluszeichen. In der
zweiten runden Klammer dndert sich das Vorzeichen der Summanden. So ent-
steht:

[2* + (z + 1)z — 1)]
Das stimmt mit dem Term in der eckigen Klammer im Zahler des Bruches iiber-
ein.
Verwenden Sie das Gelernte, um die Aufgaben in Uy zu lésen. ——— U,
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2.4. Ubungen
U1 von I,
Die folgenden Briiche sind so weit wie moglich zu vereinfachen:
28 22 + 44
1. = 2. T
208 2112
3 1066 4 264
5 82 6 ™+ 7
" 1683 " 14b.4 14
. a?® — b? g _mn
" ab + b? “mn+n

9 4mx + 6nx — dmy — 6ny 10 6ab 4 6b® + Ga + 6b
" 6mzx + 9nx + bmy + Yny " Q9ab + 96 + 9a + 9b

Vof dem Vergleich mit den Ergebnissen lésen Sie zundchst alle Aufgaben.

> L,

Uz.on I,

Bestimmen Sie die fehlenden Ziahler der Briiche:

1 .. 1 ...
L ==5 2 T= %3
4 ... 3 ...
3-ﬁ=-1—6— 4.T§=51—3
L2 L 1.
% 77 = 3027 b Z =@ Ta
7 B e g 1 __eeeiiiiiene
" 3bz — 3by "a—b axrta—ab—0b
9 3¥4+1 ... 10 dn—m  L.oiieiiieil....
T2%—1 8—2 "8n+m  3n®— 3n+ mn—m

»L,
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l.,3vonl5

Berechnen Sie:

Lk r3oded
shelog -r
Ny ¢ 3egoted
Lt o Bttt B

9. Zwei Armee-Einheiten bewegen gich von 2 Standorten aus aufeinander zu.
Die erste Truppeneinheit konnte die gesamte Entfernung zwischen den beiden
Standorten in 4 Stunden und die zweite in 6 Stunden bewiltigen.

Um welchen Teil der gesamten Entfernung zwischen beiden Standorten haben
sich beide Truppenteile in einer Stunde einander genahert ?

10. Ein leerer Behélter kann durch eine Zuleitung in 6 Stunden gefiillt werden. Der
volle Behalter wird durch einen AbfluB in 8 Stunden entleert.

Der Behalter ist zu -2— des Inhaltes gefillt.
Welcher Teil des Behalters ist gefiillt, wenn die Zuleitung 2 Stunden und der

AbfluB 6 Stunden gedffnet werden ? —_ L,
U4vonl.
Berechnen Sie:
Lt et E AR
3 %_%—% 4.a33 b’+aib aj-b
SIS E
v zﬁfy—z'zfy’ 8. zil_liz-l-x’l—l

Hinweis: Beachten Sie bei der Losung der Aufgaben 4, 7, 8 die binomischen
Formeln. —>» L,

4°*
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Us von I,

Berechnen Sie:

2 2

2= 9. (—3) [ —=-
L 5 (=2) -3 (—5)

1 3 1y(3
Sew + (—3)(5)

33 7 14
5. E ¢ 13 ¢ ﬁ. E
Vergleichen Sie Ihre Losungen mit den in L,, angegebenen. @———— —p L,
UG von L,
Berechnen Sie:

4c 2z
. 3a?b - — 2 — - (22 —

L 3% oo 5 —7) ¢ )

3. (%+%) (2z — y)

sE+3)ES)

5a%b + da _da? — b2

i 2a —b Hab+ 4

— L

U7 von I,
Berechnen Sie:

9a?b.
1. 3a: e

3. (—2): (—‘;-)

3 1
o (2 1
5.ab.(4 2)

4m + n)*  8(m 4 n)

3(m® — n?) 15(m — n)
dx — 1) 2d%(1 — )
32z — 1) (2 — 1)

2. 3:(— %)

2_b2
2 2.2

4. (a +2ab+b)'a3—b2
. 84 12

b 33

g 1%z + y) Sab(3= — )
To2ls 4Tt T —14(3s4-1)
10. (m’— 0m  m ) m
2m + 1 4m2 — 1) 8m2 — 2
—r Ly
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U8 von Ly,

Wenn Sie bei dieser Stelle in der Wiederholung angelangt sind, haben Sie noch
nicht die notwendige Sicherheit bei der Division von Briichen erlangt.
Losen Sie deswegen die folgenden Aufgaben:

2 42
1. I 2 2. 5 6
8 6 12
3. 4: T 4. T
. 338 1014 2zy
5 153 183 6 a5 =
. 2
1. i: -2 8. g.ﬁa_bmz: %
4ab 3Ty?  OxyPz
32x(a + b)* 8y(a — b)? 7 1\
Y =%Em T 1om 10. (T” - _) ¢
P Lal
U9 von I,
Berechnen oder vereinfachen Sie die folgenden Doppelbriiche:
2 3
L3 2
d 11
4 1 1
T L 23
T8 T 1
21 2 3
1
5 ! 6. = B
1 1 1
_——— ——x
b] 6 z
. 24
7. 8. 2

—
+
Io—
8|
+
=
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a b P+ 22y+ P z+y
9. > 2 10. —Z+9 -9
L b P z+y
b a PRy
—_p ]:,3
2.5. Lisungen
L1 von T,
Die richtige Losung heift:
z—y
4z +y)
Hatten Sie dieses Ergebnis ?
Nein: «a—1,
Ja: Sie haben gezeigt, daB Sie Briiche kiirzen konnen, und haben dariiber hinaus
die binomischen Formeln richtig angewandt. < T,
L2von U,
2 1 M+ 1)
1. 5 6. 5 Faktorzerlegung T T
6 a—0 (e +b)(a—0b)
2. = 7. 3 Faktorzerlegung ETTET NN
8 m m-n
8. O 8. w1 Faktorzerlegung am T D)
2(z — y) 2(z — y) (2m + 3n)
4. 8 9. Faktorzerle
3+ ) B8 3@ + v) (2m + 3n)
5. Der Bruch laBt sich  10. %

nicht vereinfachen.
Man findet diese
Laosung sofort, wenn
man Zahler und
Nenner in Prim-
faktoren zerlegt.



Ot
(&1}

Haben Sie alle Ergebnisse wie angegeben bestimmt ?

Ja: Sie beherrschen das Kiirzen von Briichen.

Nein: Berichtigen Sie die falsch gelosten Aufgaben, und vollziehen Sie die Losung
nach. «—T,

L3 von T,

HeiBt Thre Gleichung

m4n 3a(m + n)? 2
m—mn 3am®— San?’

Der Zihler kann selbstverstindlich auch ausmultipliziert werden.

Ja: Sie beherrschen das Erweitern von Briichen und konnen die Kenntnisse bei
der Losung von Aufgaben anwenden. 4«—T,

Nein: Sie hatten Schwierigkeiten bei der Losung dicser Aufgabe ? Die in I, ange-
gebene Gesetzmqugkelt beherrschen Sie nicht sicher bzw. konnen sie nicht
sicher anwenden.

Nachdem Sie in I; nachgeschlagen haben, kommen Sie ohne die Beachtung
der dortigen Laufanweisung an diese Stelle zuriick. «— 13

L4 von Uz

.
1. % Erweiterungsfaktor 5
23 .
2, — Erweiterungsfaktor 23
253
36 .
3. 153 Erweiterungsfaktor 9
4 81 Erweiterungsfaktor 27
. m welterung or
. 3672 . -
5 3997 Erweiterungsfaktor 51
b+ 1 .
6. pryy Erweiterungsfaktor b + 1
9z — 9
e Y Erweiterungsfaktor 3(z — y)
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z+1
‘ax4+a—2axb—b

Erweiterungsfaktor £ + 1

1262 4 10t + 2

9.
82 — 2

Erweiterungsfaktor 2(2¢ + 1)
2 —dn —mn +m

10. 32— 3n+mn —m

Erweiterungsfaktor n — 1

Wenn Sie nicht alle der hier angegebenen Losungen bestimmt haben, berichtigen
Sie zunachst die Fehler. «—T

L5 von T,

Ihre Antwort 1 haben Sic wie folgt erhalten und dabei einen Fehler gemacht, der
eigentlich nicht mehr passieren sollte.
Sie rechneten:

1 8 1 14+8-—-1 8
I i S vy eyl S

Das kann aber doch nicht richtig sein.
Uberlegen Sie sich das an einem cinfachen Beispiel.
Es ist

1 1
—_—t =1
2+2 ’

aber doch nie

LG von Ty

Ihre Antwort % ist richtig.

Werden Sie das eben Durchgefiihrte auch richtig anwenden konnen, wenn die
Aufgabe ctwas schwieriger wird ?
Arbeiten Sie weiter so sorgfaltig. «—7T;
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L7 von Ty

Ihre Antwort ist falsch.
Sie beherrschen die Addition und Subtraktion von Briichen nicht.
Sie rechneten:

1 8 1 8 . 4

Das stimmt aber doch nicht. «—]

LB von T,

Ihr Ergebnis ist falsch.
Sie sind nicht in der Lage, die Addition und Subtraktion von Briichen richtig

auszufiihren. «—I]
Lo von U,
1. (i Hauptnenner 6
)
23 ‘
2. o Hauptnenner 30
3. 35 Hauptnenner 35
4 ! Hauptnenner 225
- 35 uptnenne:
7
5. 3 Hauptnenner 40
25
6. % Hauptnenner 120
1039
7. 3080 Hauptnenner 3080
g 16028 — y) + 12(x — y) — 3(2z — 3y) _ 38z — 19y Hauptnenner 48

48 48

-

9. Die beiden Einheiten nihern sich um % der gesamten Entfernung. Die erste

1 1 .
legt T und die zweite s des Gesamtweges zuriick. Die Summe der Teilwege

ergibt den Teil der bewiltigten Gesamtentfernung.
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10.
2 b 3 1 5 72+40—7o 37
Tt 83 P38 T 10 12
37 des Behalters sind dann gefiillt (et i)
120 € €ers 811 ann geiu wWa 3 .

Haben Sie sorgfiltig gerechnet, so darf hier kein Fehler mehr aufgetreten sein.

Die Addition und Subtraktion von Briichen miissen Sie nun sicher beherrschen.
Wenn es notwendig ist, berichtigen Sie aufgetretene Fehler. Uben Sie vor allem
die richtige Bestimmung des Hauptnenners. Dieses wird noch an anderen Stellen

benétigt (z.B. im Abschnitt 4.). «—T,
I-1o von T,
Haben Sie als Ergebnis
23y — 4z 28y — 4z
—_——  oder ——————
12zy(2z + ¥) 2422y 4 12292
bestimmt ?

Ja: Dicse Losung verdient cin Lob. Dafiir sind Sie von weiteren Aufgaben zu
diesem Problem befreit. Sie haben insbesondere bewiesen, daf3 Sie das im
Abschnitt 1. Behandelte und das Erweitern der Briiche verstanden haben.

«—T

Nein: Sie hatten noch Schwierigkeiten beim Erweitern oder bei der Addition bzw.
Subtraktion von Briichen ? Das erste ist vermutlich naheliegender. Die
Aufgabe war auch nicht einfach. Gehen Sie deswegen zu I, denn dort wird
die Losung der Aufgabe erklart. «—1];

L11 von 0,
R,R, + R.R, + R\R,
R, R,R,
ac + b 4+ ¢?
be

3. W Hauptnenner bc
3 4 2a + 6b
at — H?

1. Hauptnenner R, R,R,

2. Hauptnenner be

4, Hauptnenner a? — b2



. 2.5. Losungen L ‘b9

—a? 4 6a —1

5. p Hauptnenner a(a — 1)(e 4 1)
6. % Hauptnenner 622

7.. a:%yy’ Hauptnenner 2> — 32

8. %:t—: Hauptnenner 2® — 1

Beachten Sie bei der Losung der letzten Aufgabe, daB der 2. Bruch zunichst mit
(—1) erweitert wird.

1

x—1

2 1
tr—itE—1 «— T,

L1 2 von T

Das richtige Ergebnis heiBt:
5

1
Haben Sie gekirzt, bevor Sie die Briiche multiplizierten ?
Wenn nicht, haben Sie die Aufgabe umstiandlich gelost.

Hatten Sie dieses Ergebnis bestimmt, dann «— T,
Wenn Sie das Ergebnis nicht gefunden haben, dann «—1
L13 von Us
1 4 Haben Sie bei der Multiplikation die Vorzcichenregeln be-
T3 achtet ?
2. 2
3
8. 17 +D-(+)= 1 (=1 (+1) =-1
HD-(=1)=-1 =)-(-)= 1
4 -3
T 16
5.1

Berichtigen Sie, wenn notwendig, Ihre Fehler. «—T,
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Liavon T,
Haben Sie
z(x — 2y) oder 2% — 2:ry?
z+y z+y
Ja: Gehen Siezu T,, denn Sie haben gezeigt, daB Sie das Ausklammern, Kiirzen
und die Multiplikation von Briichen beherrschen. «—T,

Nein: TIhr Fehler ist beim Ausklammern, Kiirzen oder bei der Multiplikation von
Briichen aufgetreten.
Wahrschejnlicher sind die ersten beiden Fehlerquellen. Orientieren Sie sich
deswegen mit der Hilfe des Sachwortverzeichnisses, wo Sie im Abschnitt 1.
das Ausklammern wiederholen kénnen. Das Kiirzen wurde in diesem Ab-
schnitt in J, und die Multiplikation der Briiche in I, behandelt.

Die Losung der Aufgabe aus Ty:

(z +y) - 2-3ex(2y — )z + 2y)(x — 29) _ x(x — 2

3x(2y — 22z + )z + Yz +y) x4y
«— U,

L15von U,
e ) B 2
_% %:%ﬁ 4. 2a%2 + ab
SIS 13I8,
Berichtigen Sie wieder die Fehler, wenn das notwendig ist. «—T,

I-1 6von T,

Die Antwort ist falsch.

Gehen Sie zu I, dort wird das Gesetz von der Division der Briiche wiederholt.
Die hier zu lésende Aufgabe wird im allgemeéinen Gesetz als Spezialfall enthalten
sein. «—]J
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L17 von T,

Die Antwort ist richtig.
Beachten Sie jedoch, daB auch die Antwort 4 richtig ist. Thr Weg ist jedoch ein-
facher.

Betspel:

s 3
6:—=0" g-5

T K3
2

| 5.

«—T,

L18 von T,

Die Antwort ist richtig:

Bemerkung: Beachten Sie, daB auch Antwort 3 richtig ist. Sie haben die Regel aus

der allgemeinen Regel der Division von Briichen abgeleitet und sich fiir diese

etwas umsténdliche, jedoch richtige Antwort entschieden.

Diese Kenntnisse sollen Sie nun bei der Losung einer Aufgabe anwenden.
«—T,

L19 von T,
Heiflt Ihr Ergebnis

Ba(z +y)

2m(z —y)
Ja:  Sie konnen die Regel zur Division der Briiche anwenden. 4—— T,
Nein: Fir Sie wird die Regel der Division von Briichen wiederholt. Sie werden

dann iiben, um die notwendige Sicherheit zu erlangen. —— I,
L20 von 0,
4c 15
T 2y
3 7 (“ + b) (a® — V?)
T2 a—b

5. 4a®b 6. 49
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.5 o Moz +9)
) T 3(3z — )
2z — 1) m(m — 10) (2m 4 1) —m 2(4m® —1)
9. - 10. o ) — 4m? — 42m 4+ 18
Sind mehr als zwei Fehler aufgetreten ?
Ja: Uben Sie weiter. < U,
Nein: < T,
L21 von U,
1 7
1. 5 2. T3
11 1
3. > 4. T
161 Y
> 153 % Gabz
1 2ax2y
" o S5
12z(a + b)? 10 7 1
ry(a — b)? "8 a?
< T,
L22 von T,

l1—=z
. 1l—z .
Haben Sie als Ergebnis 1Tz bestimmt ?

Ja: Esscheint, daB Sie die Bruchrechnung beherrschen. Damit soll die Wieder-

holung der Rechengesetze zur Bruchrechnung abgeschlossen sein.

Haben Sie die Schritte T, bis Ty ohne jegliche Unsicherheit durchgearbeitet,
dann diirfen Sie zu der Leistungskontrolle des Abschnittes 2. gehen. Be-
denken Sie jedoch, daB Sie bei auch nur geringer Unsicherheit zweckmaBig
die erforderlichen Informationen und Ubungen heranziehen sollten. Uber-
triebener Optimismus kann leicht zum Fehlen der notwendigen Fertigkeiten

fithren.
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Nein: Immer noch sind Unsicherheiten bei der Durchfiihrung der Bruchrechnung
aufgetreten ? Sie sollten die Thnen bekannten Rechengesetze nur konsequent
anwenden.

Die Rechengesetze der Bruchrechnung miissen so gefestigt sein, daf Sie
diese auch zur Losung komplizierterer Aufgaben anwenden kénnen. Gehen

Sie zu Iy, denn dort wird diese Aufgabe besprochen. «—1I
L23 von 0,
10 33
1. ? 2. T
3. -g- 4.5
1+ 2®
5. 30 6 =
7. 2—1 8. —
y
9.a‘_b 10 22— —2—y

a+b

Berichtigen Sie, wenn notwendig, 1hre Ergebnisse.
Gehen Sie zu L,,. Lesen Sie dort bei der zu ja gehérenden Antwort weiter.

— Iy

2.6. Leistungskontrolle

2.6.1. Aufgaben

Lasen Sie zunichst alle Aufgaben auf einem Blatt Papier. Stellen Sie an sich selbst
Bedingungen, wie sie in einer Klausur gegeben sind.

Zeit: 90 Minuten Hilfsmittel : keine
1. Kiirzen Sie die folgenden Briiche so weit wie moglich.
48 168
* & ®) 310
2 __
o) (a® — 1) (@ + 1) d 2lax?

@+ 132 @—1) ) Taz + 1407
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2. Formen Sie die Briiche um.

a) % auf den Nenner 84
2
b) i auf den Nenner 198
. :
2 __ —
c) Py auf den Nenner (a? — b%) (@ — b)
24ml
o J
d) T T 3 auf den Nenner 18ml20 4+ 9nl%0

3. Berechnen Sie.

a) Bis zu einem bestimmten Tag wurden auf -%— der gesamten Anbaufliche die

Kartoffeln gerodet. An diesem Tag wurde ein Zugang von % der Flache
gemeldet. Welcher Teil der gesamten Anbaufliche ist nach diesem Tag ge-
rodet ?

7 ) 3
Miets %

3 7 1
Ot T

3kp 7 3p . 4

D Sm T min 8 T3m
4. Berechnen oder vereinfachen Sie.

3 24 ' 31 7
”?(Wﬂ b) 3593

5. Berechnen oder vereinfachen Sie.

1 24 36
8;) 2: ? b)‘% .8—7
3a% — 126* 3(a +b) a 3ay? 9y
) ~Za% " bab

4(z—y) 8(z+y)
6. Berechnen oder vereinfachen Sie.
2

a

- 3

3) 4 b5
-
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2
3 3z +1
°) 7 d) 4+
-7 w12

Haben Sie alle Aufgaben geldst oder sind die 90 Minuten um, so gehen Sie zu 2.6.2.
und korrigieren Ihre Arbeit selbst.

2.6.2. Auswertung

3
1) 1 Punkt b) % 1 Punkt
1 2 Punkt Q) —= 2
c) 2 e ) 1T % 2 Punkte

Dicse Punkte diirfen Sie sich nur geben, wenn Ihr Ergebnis vollig mit den angegebenen Werten
abereinstimmt. '
Haben Sie nicht alle Punkte erreicht, so ist einc Wiederbolung von I, und U, zu empfehlen.
Wenn Sie sich fir diese Aufgabe 6 Punkte geben konnten, dann haben Sic das 1. Ziel der
anfangs gegebenen Zielstellung erreicht und kénnen lhre Kenntnisse aus Abschnitt 1. an-
wenden.

36 36
2. a) ﬁ 1 Punkt b) m 1 Punkt
(a — b7 2 Punkt
° (@ — 89 (a —b) : €
1 2 2 Punkt
a 18mi%0 + 9Inl%o = tunxte

Sic haben das 2. Ziel des Abschnittes erreicht und konnten die Kenntnisse ans Abschnitt 1.
anwenden, wenn Sie hier alle Punkte erhielten.

Sind Schwierigkeiten aufgetreten, dann wiederholen Sie I; und U,. Betraf das insbesondere
die Aufgabe c, so sehen Sie sich I, an.

3 1 . 9944 .
3. a) Ansatz: T + = 1 Punkt Losung: ETTH 1 Punkt

Es sind 103/132 der Anbaufliche gerodet.

P) 231
43 2 Punkte 2

—_— —_— 9
b) 330 . 9] 1300 2 Punkte

d Ykmnp + 14 + 96m® — 2Tm2np
) 2m2n

2 Punkte

Sie haben das 3. Ziel des Abschnittes erreicht, wenn Sie alle Punkte fiir diese Aufgabe erhalten
haben.

5 Hofmer/Wittwer, Wiederh. Elementarmath.
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Traten Abweichungen auf, so sind Sie bei der Addition und Subtraktion von Briichen nicht
sicher. Wiederholen Sie deswegen I, I; und U,, U,.

24 1
4. a) ~55 1 Punkt b) = 1 Punkt

Diese Aufgaben waren nicht schwer. Wenn Fehler aufgetreten sind, dann wiederholen Sie
I, und U, U,. Sie haben doch sicher gekiirzt, bevor Sie multipliziert haben ?

5. a) 16 1 Punkt b) 2 1 Punkt
5(a? — 4b%) 2iy(z 4 y)
c) m 2 Punkte d) m 2 Punkte

Wenn Sie die 6 Punkte fiir die Losung der Aufgabe 5 erhalten haben, dann ist Ziel 5 erfillt.
Gehen Sie sonst zu T, und U,, U,.

6.8) — 2 Punkt b) 22— 3 punkt
Mg Phuke B °
8 Gz+1)@Bz—1) Bz+1Bz—1
e) — 9 3 Punkte d) o = 26z + 1) 2 Punkte
—1

1 Punkt

2
(Ist das Vorzeichen falsch, gibt es nur 2 Punkte.)

Ziel 6 ist erfiillt, wenn Sie alle Teilaufgaben richtig gelost haben. Hatten Sie bei Aufgabe 6.
keine 11 Punkte erreicht, so arbeiten Sie I, und U, gut durch.

Sie kénnen nun IThr Wissen und Kénnen iiber die Bruchrechnung durch eine Note ausdriicken,
so daB Sie selbst einschitzen kénnen, wie gut Sie die Anforderungen erfiillt haben.

Punkte . Note

37-39 1
31-36 2
23-30 3
18-22 4

0-17 5

Wir sind gewiB, daB Sie mit der errcichten Leistung vor sich bestehen kénnen. Ist fiir Sie die
erreichte Note jedoch nicht zufriedenstellend, so wiederholen Sie die Informationen, die zur
Erhohung der Punkteanzahl fiihren konnen.

Erinnern Sie sich an die Hinweise in der Einleitung, daB Sie Zusatzaufgaben und -informa-
tionen dem Lehrbuch der Elementarmathematik entnehmen kénnen.

Gehen Sie dann zu Abschnitt 3.
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3.1. Wissens- und Konnensziele

Die sichere Beherrschung der Potenz- und Wurzelrechnung ist oft eine Voraus-
setzung, um angewandte Aufgaben aus vielen Gebieten der Praxis bewiltigen zu
konnen. Ob Sie die dazu notwendigen Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten
haben, konnen Sie in diesem Abschnitt iiberprifen und Fehlendes erwerben.
Arbeiten Sie wieder so sorgfaltig, daB die Abschnittsleistungskontrolle mit guten
Ergebnissen absolviert werden kann. Im einzelnen ist nach Abarbeitung des
Abschnittes folgendes nachzuweisen :

1. Die Rechenoperationen der dritten Stufe (Potenzieren, Radizieren und Log-
arithmierenY sind dem Begriff nach klar. Sie kennen die Bezeichnungen, die bei
diesen Rechenoperationen verwendet werden.

2: Der Potenzwert kann richtig bestimmt werden, wobei besonderer Wert auf die
richtige Bestimmung des Vorzeichens zu legen ist.

3. Sie werden spezielle Potenzdefinitionen so wiederholen, daf Sie die Voraus-
setzungen zur Bestimmung des Potenzwertes kennen werden. Dadurch konnen
Sie unter anderem die Kenntnisse aus der Potenzrechnung fiir die Wurzel-
rechnung ausnutzen.

4. Nach der Abarbeitung ‘dieses Abschnittes kennen Sie die Voraussetzungen,
wann die Gesetze der Potenz- und Wurzelrechnung angewendet werden diirfen.
Es werden in dem MaBle Fertigkeiten ausgebildet sein, daB Sie komplizierte
Aufgaben dieses Types sicher und rationell 16sen kénnen.

. Die Potenz- und Wurzelgesetze sind beim Rationalmachen der Nenner be-
stimmter Briiche und in der Verwendung der Zehnerpotenzenschreibweise
praktisch anzuwenden.

Der Abschnitt 3. bereitet erfahrungsgeméB die meisten Schwierigkeiten und er-

fordert den hochsten zeitlichen Aufwand.

(<1}

3.2. Kenntnisiiberpriifung

T1

Ist die folgende Behauptung richtig ?

Das Quadrat einer beliebigen positiven Zahl ist groBer als die Zahl.

Ja: — U,
Nein: — 0,

5.
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[

T2

Das Volumen eines Zylinders mit einem Kreis als Grundfliche wird nach der
Formel berechnet:

Vy=Ag-h=nrh

Wie dndert sich das Volumen eines Zylinders, wenn, ohne die Hohe zu dndern, der
Radius der Grundfliche verdoppelt wird ?

Antworten :
a) Das Volumen wird viermal so gro8. —» L,
b) Das Volumen wird doppelt so gro8. —_—> L,

T3

Wie andert sich das Volumen eines Zylinders, wenn, ohne die Grundfliche zu
andern, seine Hohe halbiert wird ?

a) Das Volumen verringert sich auf ein Viertel des urspriinglichen Volumens.
» L

b) Das Volumen verringert sich auf die Halfte des urspriinglichen Volumens.
» L

Ta

Wie dndert sich das Volumen cines Zylinders, wenn der Radius seiner Grundflache
verdreifacht und die Hohe auf ein Viertel verringert wird ?

Antworten:
a) Das Volumen des neuen Zylinders betragt  des Volumens vom alten Zylinder.
—_—> L,
b) Das Volumen des neuen Zylinders betrigt { des Volumens des alten Zylinders.
. » L,
c¢) Ich habe eine andere Losung bestimmt. —» L

Ts
Bestimmen Sie den Wert des folgenden Terms.
—2 — (=3P =
Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit —_— L,
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Te

a) Setzen Sie fest.
a® =
a soll dabei eine reelle Zahl ungleich Null sein.
b) Setzen Sie fest.
al =
a ist hier eine beliebige reelle Zahl.
¢) Was kann fiir a~" geschrieben werden ?
a "=
a soll dabei eine reelle Zahl ungleich Null sein.
d) Schreiben Sie als Potenz.
Vam =
a ist eine positive reelle Zahl.

Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse mit —» L,

Tz

Haben Sie die Schreibweise von Potenzen mit negativen Exponenten oder umge-
kehrt richtig verstanden ?

Sie erhalten hier noch einmal die Méglichkeit, dieses zu iiberpriifen.

Schreiben Sie ohne Bruchstrich:

1
a" — L,

Ts

Welche Werte von z diirfen in den Radikanden eingesetzt werden, damit die
Wurzel bestimmt werden kann ?
4

- —r Ly
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To

Bestimmen Sie den Wert:
1\ 0.3
(%)
Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit ——» L,

Hinweis: Losen Sie diese Aufgabe recht sorgfaltig. Sie miissen hier wieder alles
anwenden, was Sie iiber Potenzen wiederholt haben.

T10

Fassen Sie, wenn moglich, den fqlgenden Term zusammen :

1,, 1 1 7

T

Vereinfachen Sie:

L (z 4 9= + 9) - 2F 2. Yaoy - Yabd ———» L,

T12

Vereinfachen Sie:

1. (%)’I :a® 2. a}/z—" :‘i/; > L,

T13

Vereinfachen Sie:

[T 2 Wiz —
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T1a

Bearbeiten Sie diese Aufgabe besonders sorgfaltig. Wenn Sie das Ergebnis richtig
bestimmen, so beherrschen Sie alles das oder beherrschen es wieder, was in den
vorangegangenep Abschnitten wiederholt wurde.

Vereinfachen Sie soweit wie moglich:

Vs Ve
VoVa Vo

Vergleichen Sie IThr Ergebnis mit ——> Ly

T1s

Machen Sie den Nenner des folgenden Bruches rational.

Erklirung: Der Bruch ist so umzuformen, daB keine Wurzeln im Nenner des
Bruches auftreten.

Vo —b
Va + Vb

Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit —>» L

T1e

Beispielsweise in der Physik oder der Chemie treten oft sehr groBe oder sehr kleine
Zahlen auf, die dann als ein Produkt aus einer Zahl und einer Zehnerpotenz ge-
schrieben werden.

Die Masse eines Protons betragt :

0,000000000000000000000001673 g

Schreiben Sie diese Zahl in der angegebenen Weise durch Zehnerpotenzen.
—_— L:’s
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3.3. Informationen

|1 yon Lll
Definition der Potenzen:

Das Produkt von n gleichen Faktoren a bezeichnet man als die Potenz a* (n ist
eine natiirliche Zahl).

aaa-...a=a"®
n Faktoren

« nennt sich Basis der Potenz.

n nennt sich Exponent der Potenz.

Durch a" wird ein Potenzwert festgelegt.

Die Basis der Potenz kann positiv oder negativ sein.

Fall 1: Ist die Basis der Potenz positiv, dann ist der Potenzwert in jedem Falle
positiv.
Fall 2: Ist die Basis der Potenz negativ, dann ist der Potenzwert
a) positiv, wenn der Exponent eine gerade Zahl ist, und
b) negativ, wenn der Exponent eine ungerade Zahl ist.
Beispiel zu Fall 1:
31=23-3-3-3=281

(1)3_1_1_1_1

Beispiel zu Fall 2:
zu a) (=1 = (=I)(=1)(=I(=D)(=1)(-1) =1

(~5) =(-3)(=5) () (%)=

zu b) (—4P = (—4(=4)(—4) = —64

2 )5 [ 2\(-2 2 2 ) 2 ) 32

( 5 "( 5)( 5)(‘5)( 5 ( 5) 3125
Beachten Sie jedoch, daB beispielsweise bei der Berechnung des Potenzwertes von
—24 oder — 32 nicht —2 oder — 3 zu potenzieren ist, sondern die Basis 2 oder 3. Das
Minuszeichen wird demzufolge hier beim Potenzieren nicht beriicksichtigt. Es
gehort nicht zu der Basis und ist ein Vorzeichen, das nicht mit potenziert wird.
Im Unterschied dazu heiBt bei (—3)2 die Basis —3. Deswegen ergibt sich

(=3)(=3)=9
Wenn das Minuszeichen zur Basis gehort, so stehen in jedem Fall Klammern.
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Die Aufgabe aus T, wird demzufolge wie folgt geldst :
-2 — (=3P =—4—(—27)=—4+27=23

Wenn Sie es fiir notwendig erachten, die Vorzeichenregeln wiederholen zu miissen,
dann kénnen Sie das im Abschnitt 1. des Programmes tun. —_—» U,

|2 von Ly,
Prigen Sie sich ein:
Jede Zahl oder jeder Term ungleich Null hoch Null hat den Wert 1.
Beispiele: (—4)° =1
(x+y)°=11"firz4y+0
Bemerkung: 0° ist nicht definiert. —» U

|3 von Ly,
Prigen Sie sich ein:

Jedo Zahl oder jeder Term zur 1. Potenz crhoben ist gleich der Zahl oder dem
Ausdruck selbst.

Beisprele: (—3)' = —3
(a® — B*)! = a® — b? — U,

'4 von Ly,
Prigen Sie sich ein:
Die negativen Potenzen sind nur eine andere Schreibweise fir den reziproken

Wert der Potenz mit positivem Exponenten.

Das heiBit:
Jede Potenz mit negativem Exponenten ist gleich dem reziproken Wert der
Potenz mit positivem Exponenten.
1 1 a

o ga_ L _ 1 a
Beispiele: 107% = 15 = 1560 T,
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|5 von L4

In I, wird der Unterschied zwischen (—a)" und —a™ behandelt. Sie haben den hier
nicht beachtet.

Noch einmal:
1. Bei (—a)" soll die Zahl —a int die n-te Potenz erhoben werden.
Dazu im Unterschied :

2. Bei —a® wird a in die n-te Potenz erhoben und vor diesen Potenzwert ein Minus
gesetzt.

(Wenn Sie sich genau informieren wollen, kénnen Sie noch einmal zu I; zuriick-
bldttern, diesen Abschnitt studieren und miissen dann, ohne die dortige Lauf-
anweisung zu bea'chfen, hierher zuriickkommen.) —» U,

|6 von L,y

Whurzeln und- Potenzen mit gebrochenem Exponenten sind verschiedene Darstel-
lungsformen des gleichen Sachverhaltes.

Wourzeln werden in folgender Weise als Potenzen geschrieben :

Der Zihler des gebrochenen Exponenten der Potenz wird die Potenz des Radi-
kanden, und der Nenner ist der Exponent der Wurzel.

a = 0, r und s sind ganze Zahlen! mit r > 0
Vo __—f;:']

Betspiel:
3 2
Va* = a3

Potenzen mit gebrochenem Exponenten werden wie folgt als Wurzeln geschrieben :
Die Basis wird als Radikand mit dem Zahler des gebrochenen Exponenten poten-
ziert und als Wurzelexponent der Nenner des Exponenten genommen.

z y -
av = |a* Einschrankungen wie oben fiir a, z, y
Beispiel:
4 7,
a7 = fat — 0,

1 Ganze Zahlen sind:
G=4{.,-2-1,01,2..}
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17 von Ly oder Ly,

Da Sie genau gewuBt haben bzw. jetzt wieder wissen, daB jede Wurzel als Potenz
mit gebrochenem Exponenten geschrieben wird, soll die Wurzelrechnung gar
nicht getrennt von der Potenzrechnung betrachtet werden. Die Wurzel wird als
Potenz mit gebrochenem Exponenten geschrieben. Es konnen dann die Potenz-
gesetze angewandt werden. Im folgenden wird nicht zwischen Potenz- und Wurzel-
- rechnung unterschieden. —_— ]

|8 von I,

Es erscheint trotzdem notwendig, noch einmal etwas zur Definition der Wurzel
Zu sagen. '
Lassen Sie sich bei der Durcharbeit des Schrittes I  bitte die notwendige Zeit.
Das Radizieren (zur Losung der Wurzelaufgabe) ist eine Umkehroperation Zum
Potenzieren (zur Losung der Potenzaufgabe).
Beim Potenzieren sind Basis und Exponent bekannt, und der Potenzwert wird
gesucht.

a®"=1>

Beim Radizieren sind der Potenzwert und der Exponent bekannt, und gesucht ist
die Basis.
Schreibweise der Wurzelaufgabe:

a= ,}‘/IT n ist eine natiirliche Zahl' mit » = 1

Dabei wird vorausgesetzt, daB a und b nichtnegative Werte sind.

Definition:

Ist b eine nichtnegative reelle Zahl (b = 0) und = eine natiirliche Zahl, so versteht
man unter der n-ten Wurzel aus der Zahl b diejenige Zahl a, deren n-te Potenz b
ist.

Schretbweise:

| | Jp—
a=)b oa*=>bmitb=0

Bezeichnungen:

b Radikand

n Wurzelexponent
a Wurzelwert

1 Natiirliche Zahlen sind:
N={(,23,..}
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Bemerkungen:

1. Aus der Definition erkennen Sie, daB es im Bereich der reellen Zahlen nicht
moglich ist, den Wurzelwert aus negativen Radikanden zu bestimmen.

2. Die Rechenoperation Wurzelziehen oder Radizieren hat ein eindeutig bestimm-
tes Ergebnis, da immer nur der positive Wurzelwert betrachtet wird.

+2, denn 2:—=4 und 20

Vi ==

+«—Ty

19 von Ly,

In I; wurde vorausgesetzt, daB der Wurzelwert nur aus nichtnegativen Radi-
kanden bestimmt werden kann. In der vorgegebenen Wurzel

4
4 —=x

ist der Radikand immer negativ, wenn ein Wert fiir z eingesetzt wird, der groBer
als 4 ist. Das heiBt, fir alle Werte z, dic nicht groBer als 4 sind, ist der Radikand
positiv, und der Wurzelwert kann somit bestimmt werden.

Bemerkung: x kann insbesondere auch negative Werte annehmen.

Beisprel: x = —4

4 4
Vi—(—9=V8
Bearbeiten Sie nun Uy, sehr sorgfaltig.  — ]
110 von L,,

Die Aufgabe aus Ty wird ausfithrlich besprochen.
Bis auf die Reihenfolge der Operationen hitte Ihre Losung wie folgt aussehen

miissen:
1 —-0,25 1 _1
@ -

Ll
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Dieser Schritt ist klar.

1
-2
= 1
K
16
Die negative Potenz wurde als Quotient geschrieben.
1 1

1y /1
(T€ 16
Der gebrochene Exponent wurde als Wurzel geschrieben.

Die Aufgabe im Nenner des Bruches heit nun nach der Definition der Wurzel in

I,, diejenige Zahl zu finden, deren 4. Potenz -]-% ergibt. Das ist die Zahl %

|

—
-

Somit ergibt sich:

1 1
i
16 2
Durchdenken Sie die angegebenen Schritte griindlich. Schlagen Sie gegebenenfalls

in den Informationen I, und I; des Abschnittes nach. —» 0,

111 von Log
Es wird wiederholt:

Summen und Differenzen von Potenzen diirfen nur dann zusammengefaBt
werden, wenn sie sowohl in der Basis als auch im Exponenten iibereinstimmen.

Beispiele:

1. a* + a5 — a® kann nicht zusammengefaBt werden, da zwar die Basen gleich,
aber die Exponenten verschieden sind.

2. a% 4+ b* 4 ¢4 kann nicht zusammengefaBt werden, da zwar die Exponenten
gleich, aber die Basen verschieden sind.

Die Aussage gilt gleichermaBen fiir Wurzeln.

werden, wenn sje sowohl im Radikanden als auch im Wurzelexponenten iber-

Summen und Differenzen von Wurzeln diirfen nur dann zusammengefaBt
einstimmen. —» U,
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I12 von L,,

Es wird wiederholt:

1. Potenzen mit gleichen Basen werden multipliziert, indem die gemeinsame
Basis mit der Summe beider Exponenten potenziert wird.

a" - g™ = gttm (1)

2. Potenzen mit gleichen Exponenten werden multipliziert, indem das Produkt
der Basen mit dem gleichen Exponenten potenziert wird.

a - b = (a- b)" (@)

Die zweite Beziehung von rechts nach links gelesen :

Ein Produkt wird potenziert, mdem jeder Faktor potenziert und die Potenzwerte
‘multipliziert werden.

Beisprele:
za 1. a) an+l . an—l — an+l+n—l _ a?)t
b) (a — b)"""(a — b)5+" =(a — b)s n+5+n = (a — b)lo
P m, p mgtrn  ng 4
c) V;";}/a" —a!'aa —ant—q M = Ja™a?"
zu 2. a) 0,258-48 = (0,25- 48 =18 =1

Beachten Sie hierbei den Rechenvorteil.
b) (a + bMa — b)t = [(a + b)(a — b)}¢ = (a® — bE)t
3. a8-b%-¢

Dieses Produkt 1aBt sich nicht weiter zusammenfassen, da weder gleiche Basen
noch gleiche Exponenten auftreten. —» Uy

113 von L,y
Es wird wiederholt:

1. Potenzen mit gleichen Basen werden dividiert, indem die Basis mit der
Differenz der Exponenten (Zihler- minus Nennerexponenten) potenziert
wird.

= =gmn (1)
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2. Potenzen mit gleichen Exponenten konnen dividiert werden, indem der
Quotient der Basen mit dem gemeinsamen Exponenten potenziert wird.

-G o

Gleichung (2) von rechts nach links gelesen:

Ein Quotient wird potenziert, indem der potenzierte Dividend durch den poten-
zierten Divisor dividiert wird.

Bersprele:
a® _ 2
zu 1. ﬂ.)?=a’7=a
ar—4 e _ _ 1
b) an_2=an 4-(n-2) _ o—4+2 _ 4 2=;§
Beachten Sie hier, daB der gesamte Exponent subtrahiert wird. Setzen
Sie den Exponenten des Divisors in Klammern. Schreiben Sie das
Minuszeichen vor die Klammer. Beachten Sie die Vorzeichenregeln.
Vom 5 mg-np ¢
[ m p —
c) Va =gﬂ—=a;—-0-=a ng = g:'.
e
SPRNE JEY S
e 6 \6/) ~\3) =3 " 6561
Beachten Sie den Rechenvorteil.
483
b) T

In diesem Fall kann die Division zundchst nach keinem der beiden Gesetze ver-
einfacht werden, da weder die Basen noch die Exponenten iibereinstimmen. Es
wird umgeformt :

48=4'12=4‘4'3
36=3-12=4-3-3
(4.4.3)3 43.43.33 46.33 48 16

(4-3:3)p8 18-36.36 48.38 35 243 — 0
15
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ha von Ly,
Wiederholung :

Eine Potenz wird potenziert, indem die Basis mit dem Produkt der Exponenten
potenziert wird.

(an)m —_ awm

Beispiele:

1. (;1,-)3 = (n"P = n = %

s ) () = Y
115 von Ly,

Bevor Sie weitere Aufgaben zur Potenz- und Wurzelrechnung lésen, wird kurz
zusammengefat.

Definition der Potenzen:

a*a-* ... a=a" nist eine natirliche Zahl
" n-Faktoren

. - 1 .
2.a%=1 fira=s0 3.al=a 4.a"=7‘- fira+ 0

t )
5. at = Va‘ fir @ = 0 und s,f ganze Zahlen mit ¢ = 1

Potenzgesetze

1. Summen und Differenzen von Potenzen kénnen nur dann zusammengefaBt
werden, wenn sie gleiche Basen und Exponenten haben.

2. Produkte und Quotienten von Potenzen konnen vereinfacht werden, wenn sie
gleiche Basen oder Exponenten haben.

a®- o™ =g"tm (1) ar- bt = (aby*  (2)
a" n—m P an — a " ,
= ® =G W

3. Patenzen werden potenziert, indem die Exponenten multipliziert werden.

(a®)™ = q™'™ (5)
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aber auch
M
Vam = (@mys = an

Gehen Sie nun zu U,,. Es wird sich an dieser Stelle zeigen, ob Sie die hier behandel-
ten Gesetze anwenden konnen. —» U,

116 von Ly

Stehen im Nenner eines Bruches Wurzeln, so legen rechentechnische Griinde nahe,
diese zu umgehen.

Beispiel:

1

1 ) —
V—g— R Tae ist schwerer zu berechnen als (V2 ~ 1,414 ...)

1 1-Y2 Y2 1,414

7‘; W —?~—2—-—0707

Erweiterung mit }/2
1. Besteht der Nenner nur aus einer n-ten Wurzel, dann wird der Bruch so er-

weitert, daf der Radikand der Nennerwurzel die n-te Potenz einer Zahl oder
eines Terms wird.

Beispiele:

B O

3.3 3 R J— 3
2 2)5 V5 225 2¥25  2¥25
¢ 3-=m5 3 5 -—"3 =35 15
36 s ¥s s 3(/5p
1 3 3
5 1 I (@ + b)3 _ Va+bd Va+b

T a+d

VGTOF @+bF @+bF@+bp (atb s

2. Besteht der Nenner eines Bruches aus einer Summe oder Differenz, in der
Quadratwurzeln auftreten, so konnen diese Nenner durch Anwendung der
3. binomischen Formel ebenfalls rational gemacht werden.
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Beispiele:
1 22 + 2

1L ——— = —= — =
Y2 —2 (2y2—2)(2¥2+2 814

.o __afa—afp
- Va + Vb a—b

_2/241)_Y2+1
2

» Uy

l17von Ly,

Rationalmachen des Nenners eines Bruches bedeutet :

Der Bruch wird mit einem geeigneten Faktor erweitert, so daB dann im Nenner

keine Wurzeln mehr stehen.

Das Rationalmachen wird in folgenden zwei Fallen durchgefiihrt :

1. Fall: Der Nenner wird durch eine Wurzel gebildet.

2z der Erweiterungsfaktor heit dann

»

Vo

(Vb—)"‘l, denn

— n-1 n-1 n—1
R i i i .
%('i/b_)n—l b‘;ﬁ—' b%*‘”—;'l‘ b?" b
Beispiele
5,— [
L. _a}/b" _ a}/b"
V5 - b§+%— b
5 5 )5 55—
2. T =5—= —5—- = ng.)
V125 58

Spezialfall : Im Nenner steht eine Quadratwurzel.

Berispiele:
zZ Zja

. T—— I e———

7= a
0 1%5 _ 15}/‘2’ V5 _ 3y
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2. Fall: Im Nenner des Bruches steht eine zweigliedrige Summe oder Differenz,
deren Summanden nur rationale Zahlen oder Quadratwurzeln sind.

Der Erweiterungsfaktor ergibt sich dann nach der 3. binomischen Formel.
Betspiele:
i a(l/b + Vo) Erwelterungsfaktor Vb + }/c da
iy —c
o —Ve) (b +Ve)=b—c¢

3 3(V2—V5) _ e
2 rayE = o5 —V Ve de (24520 =2 5= -3

» U,

118 von L
Es gilt folgender Zusammenhang:
0,0001 = 10—4
0,001 =103
0,01 =102
0,1 =101
1 = 10°
10 =10t
100 = 10?
1000 =103

10000 = 10*

Es ist zu merken, daB fiir eine positive ganze Zahl » gilt :
1. 10" ist eine Zahl, die aus einer 1'und n nachfolgenden Nullen besteht.

2. 107" ist eine Zahl,in der (n — 1) Nullen nach dem Komma stehen und in der
n-ten Stelle nach dem Komma eine 1.

Beispisle:
1. 10® = 100000000, also eine 1 und 8 Nullen

2. 10~% = 0,000000001 9. Stelle nach dem Komma —_—» Uy
r
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119 von Lyg oder Ly,

Das Studium des Abschnitts 3. ist damit beendet. Bevor Sie jedoch zur Abschnitts-
leistungskontrolle gehen, soll noch auf eine weitere Rechenoperation der dritten
Stufe hingewiesen werden.

Lesen Sie den nachfolgenden Abschnitt nur informativ.

Die Aufgabe der Potenzrechnung wird wiederholt:

Zu einem gegebenen Exponenten bei einer gegebenen Basis ist der Potenzwert
gesucht.

a =5
Die Logarithmenrechnung ist eine weitere Umkehrung der Potenzrechnung. Sie

bestimmt bei einer vorgegebenen Basis und einem gegebenen Potenzwert den
Exponenten.

Schreibweise:
n = log,b b>0, a>0unda=1

Definition: Der Logarithmus einer Zahl zu einer gegebenen Basis ist demzufolge
derjenige Exponent, mit dem die Basis des Logarithmus potenziert
werden mufl, um diese Zahl zu erhalten.

In der Beziehung
n = log,b

wird genannt:

a die Basis des Logarithmus
b der Numerus und
n der Logarithmus von b zur Basis a

Die Rechenoperationen der dritten Stufe werden zusammengefaBt:
Rechenoperation der dritten Stufe: Potenzrechnung
Aufgabe: a*=b

Zu einer gegebenen Basis a und einem gegebenen Exponenten n ist der Potenzwert
Zu bestimmen.

Um die Zusammenhinge zwischen der Potenzrechnung und deren beiden Umkehr-
operationen auch uber die betreffenden Begriffe klarzustellen, sind die jeweils ent-
sprechenden Bezeichnungen in den Klammern angegeben.

1. Umkehroperation zur Potenzrechnung : Wurzelrechnung

.n
Aufgabe: a = l/b_ b= 0, n eine natiirliche Zahl

Zu einem gegebenen Radikanden (Potenzwert) und einem gegebenen Wurzel-
exponenten (Exponenten) ist der Wurzelwert (Basis) zu bestimmen.
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| s5

2. Umkehroperation zur Potenzrechnung: Logarithmenrechnung

Aufgabe: n = log,b

Zu einem gegebenen Numerus (Potenzwert) und einer gegebenen Basis des Log-

arithmus (Basis) ist der Logarithmus gesucht.

Beisprel:
Der zu berechnende Wert wurde unterstrichen.

23 — 8 Aufgaben der Potenzrechnung

v ]
28 =28 2?' =8
Aufgabe der Wurzelrechnung Aufgabe der Logarithmenrechnung
. .
2=}8 3 = log,8
Rechenoperation Bezeichnung Kurzform Umkehroperation Kurzform
1. Stufe Addition at+b=c Subtraktion a=c—b
a: Summand a: Differenz
b: Summand ¢: Minuend
¢: Summe b: Subtrahend
2. Stufe Multiplikation @ -b = ¢ Division a=c¢:b b40
a: Faktor a: Quotient
b: Faktor ¢: Dividend
¢: Produkt b: Divisor
3. Stufe Potenzieren  a* — b 1. Radizieren  a=Fb  5=0
&: Basis a: Wurzelwert
n: Exponent n: Wurzelexponent

b: Potenzwert
2. Logarithmicren

b: Radikand

n = log, b b>0
a>0
a1

n: Logarithmus

a: Basis des

Logarithmus

b: Numerus

Gehen Sie dann zur Leistungskontrolle des Abschnitts 3.
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3.4. Ubungen

Utvon T,

Priifen Sie den Satz an den folgenden Zahlen nach:
(Er sollte fiir alle Zahlen giiltig sein.)

a) 2 b) 6 c)1l d)%

Sie stellen somit fest, Thre Antwort war ...

a) richtig —» L
b) falsch » U,
U2 von T, oder U,

Fir welche Zahlen gilt diese Behauptung nicht ?

Schreiben Sie die Bedingung auf. » L,
U3 von Ly

1. Wie dndert sich das Volumen eines Zylinders, wenn der Radius halbiert und die

Hohe 4mal so groB ist ?

.2. Wie éndert sich das Volumen eines Zylinders, wenn der Radius das Vierfache

und die Hohe nur noch den achten Teil betragt ?

3. Wic dndert sich der Weg beim freien Fall, wenn die Fallzeit das 5fache betragt ?

4. Der wievielte Teil des Weges wird beim freien Fall zuriickgelegt, wenn die Fall-

zeit halbiert wird ?

5. Um welchen Faktor erhoht sich das Volumen einer Kugel, wenn der Radius

verdoppelt wird ?

Bemerkung:

8= %zz Weg-Zeit-Gesetz des freien Falls

V=—nr® Volumeneiner Kugel mit Radius r

|

» Ly
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U &

U4 von I,

Bearbeiten Sie U, bitte mit der notwendigen Sorgfalt, damit nachher keine

Flichtigkeitsfehler festgestellt werden missen.

1. Berechnen Sie die folgenden Potenzwerte:

a) 3 d) — (—4)
b) 0,013 e) —54

3
o) (—3p n (-

2. Sind folgende Gleichungen richtig ?

113 1\3

o (-5) ——w=—(g) +2

b) (—1)f + (—3)2 =1 + 3¢
1\2 1142

o (-5) —#=—{5) -

d) 3% 4 (—34 =34 — 3¢

€) —18 4 (=2 = (—1)8 + 2

f) 20 — (—2)8 =24 24

U5 von I,

Bestimmen Sie:

1. (—1)° 2, (x2+3/2)°,fﬁrx=i=Qund y+0

3.0° — L,

UG von I

Bestimmen Sie:

1 2. 0 3 1y
1 (=1t 2 : (3 _a)

> Ly

U7von I,

1. Formen Sie in Potenzen mit positivem Exponenten um. Berechnen Sie:

a) 2-2  b)2-5% ¢)(—2)"? d) —22
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2. Schreiben Sie die folgenden Briiche als Potenzen, so daB die Bruchstriche ver-
schwinden:

1 a m 1
Ry b) g °) ey ——» L,
Usvon I
Berechnen Sie:
L\—3p 2. (=4 3 —2 4 —(—3p —_— L,
U9 von Ly
Berechnen Sie:
1\71 1 2\~ 2-2
—> Ly
U10 von I,
1. Schreiben Sie die folgenden Wurzeln als Potenzen:
7,— — 15 31
a) Va2 b) V& 0) Vur® d) |/ =
2. Schreiben Sie die folgenden Potenzen als Wurzeln:
2 1 1 1
a) ab b) 42 c)a 2 d) (@ — b)y* — L,
U11 von I,

Geben Sie die z-Werte an, fiir die der Wurzelwert bestimmt werden kann:
Lyl1422 2. Y4 — 22 3. V9+= 4. Y1+ 2= 5. f—a2

U12von I,

Bestimmen Sie die folgenden Wurzelwerte:

3 P —_— - 1
1. Y@a+oF 2 yoorad 3. y—% 4 (—1-) 516t
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U13von I,
Fassen Sie, wenn moglich, die folgenden Summen und Differenzen zusammen:
1. 327 — 427 4 227 — 827 2. %ﬁy—%yﬁ-{—%zy’—uyz
1 1 L
3. 2a%b% — dab + 2ab® — 3a? 4. ab® -+ a® — ?ab + ?ba2 — Tb
3 3 3
5. a%b + ba 4 ab? 4 ab? 6. V7 —2V4 +2V7
4 4 13 13 73
7. Vi@ + b —V(a + by 8. Vo +=Va—¢Va
3 5
9. Ya —Va 10. VaT+Va= b+ — Vab+ Va’
____pL%
U14 von I,
Berechnen oder vereinfachen Sie:
1. a*-22- 27 2. 0™-b
3 2 5
2B (—x)3 . (—z\® 2 a2ble - -2 ab?cd - —
3. (—x)2- (—2) - (—=) 4.4abc 5abc3 ?abc
1\874\875\8
D) (4)4 J— —_— —_—
5. (1,25)%(4) 6.(4)(5)(2)
- 1 4 4
7. V8 Y12 8. Vabe® - Va2be - Va®b2e
33 3 5
9. Yar+1 Yar1 10. l/-;-zy V-(l,)—ab Ve — L,
U1 5 von 113
Berechnen oder vereinfachen Sie:
1. (@ 4+ Bt : (@ 4 b)t+m 2. art? :gn-?
(4ab)? - (3ad)? 3a% (3ab)?

" (6ab)? - 4(ad)? " (4ab)? ' 16ab®
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4uv
5 2s8 3tu (2st)? 6 a2y 3t
"5 4 3a C 2t Tzy
t
Va2 — b2 ’i/aTb
7. 8. =
Ya—1b Vo
6, 4 __ 7,_3_ 5
9. Va5 : |3 10. YA - Y22 : VA — L,
U16 von I,
Berechnen oder vereinfachen Sie:
1 ("3 2. (—°)?
3. (a*+t1) 4. (b—H)—e
-2, -2 3,\9
5 (%) 6. (V5)
4 \8 15—_\3
7. (Yama2) 8. (}a%)
f: 3 T —
o. Vya 10. |//y2 S
U17von Is

Sie sind zu U, gelangt, weil bei den in T,, gestellten Aufgaben noch Unsicher-
heiten festgestellt wurden. Bitte rechnen Sie zunichst nur die Aufgaben 3., 5.
und 8. .

Vergleichen Sie Ihre Losungen mit L;,.

Wenn Sie die Aufgaben richtig gelost haben, kénnen Sie von L, aus weitergehen.
Ansonsten miissen Sie zu Uy, zuriick, um durch die Losung der iibrigen Aufgaben
die notwendige Sicherheit zu erlangen.

1 (m——ay‘l - 0. 52 (Buy
: a%-’) " 2y '(2::)

a?\n [o\n [P\ Pl gt
5 (?) (—g;-) .(? YT T
[ a%  a")~2 3 ==
0. W.—b— 6. V2}/2
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— 3
s . . o
7. V—;— . }/§ 8. J/—i : @
Vas
3 4\
9. 0,125 . (—8)10 10. (2 Ve — Vz) V2 —_ >,
V18 von I
Machen Sie die folgenden Nenner rational:
; 2 1
" 3Y2 23 V1
3. 2 4 =
3 ﬁ ‘/aﬁ
a z
by —— 6 =
Via+) Vz
3
7. — 8. e
mry Ve —1
3 10: _=_4?
a—2 Y3 — Vs —_—» Ly
U19von I,
Machen Sie die folgenden Nenner rational :
L2 a2 s ez, __ L 54
Ve Vo 2 + Yz Ye+2—1 6 — 2
» Ly,
U20 von |
Schreiben Sie durch Zehnerpotenzen:
1. 4300000
2. 0,00000046
3. 23400000000
4. 0,00000000120

Durchmesser eines Wasserstoffatoms: 0,0000000053 cm
Masse der Erde: 5997000000000000000 000000 kg

Rl
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Schreiben Sie aus.
7. 2,21-10"10
8. 1,47- 108
9. Elastizitatsmodul des Eisens: 2,12 - 10° N mm~2
10. Masse eines Molekiils Wasser: 2,991 - 10~ ¢ —_— Ly

3.5. Lisungen

L1 von U,
Uberlegen Sie einmal richtig.

Zum Beispiel :

1.12=1 12 ist nicht gréBer als 1
1\ 1 1. . 1
2. (-2—) =T T ist sogar kleiner als 5>

Sie haben sich in T, fiir die falsche Antwort entschieden. Das heiBt, Sie haben
diese Antwort leichtfertig gegeben.

In U, erhielten Sie eine Hilfe. Mit dieser Hilfe hitten Sie Ihren Fehler korrigieren
miissen.

Es ist also nicht gut, wenn Sie an dieser Stelle im Programm angelangt sind.
Arbeiten Sie jetzt konzentriert weiter. «—7T

L2 von U,

Der Satz gilt nicht fiir die Zahl 1 und alle positiven Zahlen kleiner als 1.
4«—7T,

I-3 von T,

Diese Antwort haben Sie sich gut iiberlegt. Sie ist richtig. «—7T,

I-4 von T,

Die Antwort ist nicht richtig. Das soll bewiesen werden.
7, ist der neue Radius. Er entsteht aus r, (dem alten Radius), indem r, verdoppelt
wird.

7, = 21y
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Das Volumen des alten Zylinders betragt :
Ve = nrzh

Das Volumen des neuen Zylinders betrigt:
Vo = nrih = n(?r,)’h = 4nrih

Es ist fir r, die 2r, einzusetzen.

Sie sehen selbst, daB das Volumen des neuen Zylinders das Vierfache des alten
Zylindervolumens betragt. «—T,

Ls von T,

Die Antwort ist falsch.
h,: alte Hohe
h,: neuc Hohe
1
2

Esgilt: h, =2h;, oder h,=—",

Vo = arth, Vyo = srthy = %nrzh,

Die Beziehung zwischen den Hohen wurde in die Formel eingesetzt. Beachten Sie
das hier Gezeigte. «—T,

|.6 von Ty
Die Antwort ist richtig. Bearbeiten Sie T, sorgfiltig. «—T7T,

I-7 von T,

Arbeiten Sie bitte sorgfaltiger. Das ist nicht die richtige Losung. Lesen Sie in L,
ab zweitem Satz weiter. — L,

L8 von T,

Ihre Antwort ist richtig. Den Sachverhalt haben Sie verstanden.
«—T;
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|-9 von T, oder L,

Ihre Antwort ist falsch. Sie haben das Vorangegangene noch nicht verstanden.
Den Radius verdreifachen hat zur Folge, daB das Volumen auf das 9fache an-
wichst (vergleichen Sie dazu L,).

Die Hohe auf ein Viertel verkleinern bedeutet, daB das Volumen auf ein Viertel
verkleinert wird (vergleichen Siedazu Lyg). '

Insgesamt wird das Volumen also -%- des alten Volumens betragen.

«— T

v

L10 von U,
2
1. Das Volumen dndert sich nicht. ( ) 4=1

1
8

to| =

. Das Volumen verdoppelt sich. 2. =2

. Der Weg wachst auf das 23fache.
. Der Weg betragt nur noch ein Viertel.
. Das Volumen wird 8mal groBer. «—T;

= QW o

(&4

L11 von T,

Haben Sie den Wert 23 bestimmt ?
Nein: Sie sind noch nicht sicher.bei der Berechnung von Potenzen. Es werden

insbesondere die Vorzeichenregeln wiederholt. «—]
Ja: Sie haben gut iiberlegt und beherrschen die Vorzeichenregeln. T
— 1
L12von U,
l.a)9
b) 0,000001
c) 27

d) —16 Der Potenzwert betragt 16.
e) —625 Die Basis heiBt 5 und nicht —5, da sonst Klammern stehen miiiten.
1

) —155
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2. a) Die Gleichung ist richtig.
Die linke Seite der Gleichung hat den Wert:
1\3 - 1 1
—_ ) —(—92)¥8 = —— —_ (—8)—8 — —
(—3) — ¥ - —g— =87
Die rechte Seite der Gleichung hat den Wert:

A eretrest
b) Die Gleichung ist richtig.
" Die linke Seite der Gleichung hat den Wert:
(—1f 4+ (=3P2=1+4+9=10
Die rechte Seite der Gleichung hat den Wert:
1+4+32=10
c¢) Die Gleichung ist falsch.
~ Die linke Seite der Gleichung hat den Wert :
(_%)2 — =16
Die rechte Seite der Gleichung hat den Wert:

1\2 1
—(5) —#=—g-1

d) Die Gleichung ist falsch.
Die linke Seite der Gleichung hat den Wert,:
34 4 (—3) =811 81 =162
Die rechte Seite der Gleichung hat den Wert:
3#—_3=0
e) Die Gleichung ist falsch.
Die linke Seite der Gleichung hat den Wert:
—18 4 (=2 =—1+4+4=3
Die rechte Seite der Gleichung hat den Wert:
(—1)¥+22=14+4=5
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f) Die Gleichung ist richtig.
Die linke Scite der Gleichung hat den Wert:
U (2P =An_2=—0
Die rechte Seite der Gleichung hat den Wert:
#_2=0

Wenn Sie die Berichtigung eventuell aufgetretener Fehler durchgefiihrt haben,
dann «—T,

I-13 von Ty, Ly, Ly, Lyg oder Lyg
a) a®=1,fiira4 0
Wenn Sie dieses Ergebnis hatten, vergleichen Sie b).

Ansonsten: «—1
b)al=a

Wenn Sie dieses Ergebnis hatten, vergleichen Sie c).

Ansonsten : «—I,

c) a"'=%, firas0

Wenn Sie dieses Ergebnis hatten, vergleichen Sie d).

Ansonsten: «—1,
mn
d) Ya™ = a%, fira=0
Wenn Sie dieses Ergebnis hatten: «——1,
Haben Sie eine andere Losung : «—I
L1avon v,

Das Ergebnis von 1. und 2. lautet 1.
3. 0° ist nicht definiert.

Vergleichen Sie die Losung b) von Tg. —1Ly;

I-1 5 von U,

1. —1 2.0 3 !

"8 —a

Vergleichen Sie die Losung ¢) von Tj. 4 —Ly;
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L16 von U,
1 1 2 2
L&) m=T ME=3%
1 1 1 1
VST D-m=—7
2.a)1-3"1=3"1 b) ab~1c~2
¢) mn~* d) n7im—*

Die Umwandlungen miiBten Sie richtig durchgefiihrt haben, wenn Sie sich I, gut
angesehen haben. Sind bei der Berechnung von 1c und 1d Fehler aufgetreten ?

Ja: «—]

Nein: Sie benétigen keine Wiederholung der Vorzeichenregeln, denn Sie haben
diese richtig anwenden kénnen. «—T7T

L17von 0,
1. —-27 2. 16 3. —8 4. -9
Jetzt miilten Sie diese Aufgaben aber sicher 16sen kénnen. «—T,

n
I-1 8 von 1l 7 ‘
Sie brauchen nur streng unsere Definition anzuwenden, die in I, angegeben wurde.

1
a~"

= -11— = a" (Division einer ganzen Zahl durch einen Bruch)

a®

Hatten Sie die Antwort richtig ? Dann vergleichen Sie die Lésung d) von T,.
“—1L;

War die Antwort falsch, dann sollten Sie sich das hier Gesagte gut iiberlegen.
«— 0,

L19von U,
. 9 1
1. =3 2. 100 3. T 4. 'F
Fertigen Sie eine Berichtigung an, wenn hier noch Fehler aufgetreten sind. War
dies der Fall, dann haben Sie L, nicht griindlich durchgearbeitet.
Gehen Sie zu L,;. Vergleichen Sie die Antwort d) von Tj. 4«—1L,
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Lzo von Uy,
3 3 20 4 _2
1. a) a7 b) b2 c) uld =u3 d)a 3

Beachten Sie: Dle »2‘ als Wurzelexponent (Quadratwurzel) wird nicht geschrieben.

1
-1 d) Ve —b

Va

Haben Sie alle Aufga.ben richtig geldst, so haben Sie verstanden, wie eine Wurzel

als Potenz und eine Potenz als Wurzel geschrieben wird.

Andernfalls miissen Sie sich die Aufgabe noch einmal gut durchdenken.
«—1

0]

2. a) w b) V4 =2 c)a

?o;-l al

L21 von T,

Haben Sie bestimmt, da z nur Werte annehmen darf, die kleiner oder gleich 4
sind ?

Ja: Siehaben verstanden, wann die Voraussetzung zur Bestimmung der Wurzel

erfiillt ist. «—T,
Nein: Sie haben Ig noch nicht verstanden. «—I
Lzz von Ull

1. —oo < # < oo Begriindung: #® ergibt in jedem Fall einen positiven Wert.
2. —9< <2

3. = -—9
1

>_

4 = 3

5. x =0 Begrindung: — 22 ist fiir alle Zahlen ungleich Null negativ.

Wenn Ihnen die Relationszeichen nicht mehr gelaufig sind, dann schlagen Sie im

Sachwortverzeichnis unter ,,Zeichen‘‘ nach. < o
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L23 vou Tg

Haben Sie als Wert -2 erhalten ?
Ja:  An dieser Stelle missen Sie unbedingt gelobt werden. Sie haben grindlich

gearbeitet. < Tyo
Nein: Ihre Kenntnisse sind noch'liickenhaft. Einmal sehen, woran es lag.
«—1,,

L24 von Ulz

3
1. a + b, denn 3V(a+ b = (a + b)® = (a + b)!

2. 0,12, denn 0,122 = 0,0144
3. Der Wurzelwert ist nicht zu bestimmen, da der Radikand kleiner als Null ist.
1\-% 1 1 1
( 8 T 2
5. 2, denn 2¢ = 16 «—Ty
L25 von T,
9 17
— a2 —_—
50 @ b2 53 ab
Hatten Sie das Ergebnis ?
Ja: «—T,
Nein: «—1Iy
Lzs von U13
Die unter 3., 5., 7. und 9. gegebenen Ausdriicke lassen sich nicht zusammenfassen.
1 7
1. —7a7 Dy —
iz 2 3 22y 5 zy?
3 3
4. ab3+-§-a2b—-%-ab—%b 6. 3Y7 —2Vy4

4
8. _%ﬁ 10.%V?B+%V?$
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L27+von Ty

Die richtigen Ergebnisse heiBen:

1. (x4 y)522

Hatten Sie beide Ergebnisse ?
Ja:

Nein:

g

- 3
;/a“b"’c‘ = abe l/c

Ty,

112

L28 von Uy

1. z*+9

3. (—2)! = —a7

5. bt = 625

10.

Keine Vereinfachung moglich

<

L29 von T,

Die richtigen Ergebnisse heilen:

(o) = mr

Hatten Sie beide Ergebnisse ?

Ja:
Nein:

o

A

L30 von v,

1. (a +b)~%m

1
3.H

gl- 5%
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9t [u\? 3232
5. 10 T) 6. 8udv

— N /a?

12 105
9. V= 10. Y= < Ty
L31 von Ty,

Die richtigen Ergebnisse heiBen:

o
=]

1
=12 _—
1. n =

Hatten Sie diese Ergebnisse ?

Ja: «—Ty,
Nein: —1,
L32 von Use
1. bom 2, 10
3. a?nt2 4, pin—+4
- 25
J. ? 6. 216
7. a3 Vb oder a’¢® Jb? 8. ot
5. 12
9. Va 10. V2 «— T,

I-33 von T,

Das Ergebnis heiBt % oder a1

Wenn Sie das Ergebnis so bestimmt haben, dann besitzen Sie gesicherte Kenntnisse
in der Potenzrechnung. «— Ty
Alle, die ein anderes Ergebnis bestimmt haben bzw. auf Schwierigkeiten bei der
Losung gestoBen sind, arbeiten hier weiter und verfolgen sorgfiltig den Lésungs-
weg der Aufgabe.
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Lésungsvorschlag : (Die Reihenfolge der Schritte muB nicht unbedingt so erfolgen.)

LY 75
¥Yata2 a2 at

5 "]/ 1
ada® Valal

o g1
a2 at

\'71-

Vet
<)

0

I

:,.u
5]
ol

[

5]
-
Nl-
N—
@ -
-

)

I

™
o8
N—
Y™
S—
==

=
re
I
-
s
S

Il
ng| =1
o=

8
=
e

Zunichst werden die inneren Wurzeln als Potenzen ge-
schrieben.

Potenzen mit gleichen Basen werden multipliziert.

Die Wurzeln werden als Potenzen mit gebrochenem
Exponenten geschrieben.

Die Potenzen werden potenziert.

Die Division wurde ausgefiihrt.

—e 1Ll Potenzen mit gleichen Basen wurden multipliziert und
a dann dividiert. «—I;

L34von 0,

z8at 9 44

" " 37
3. (azy)® 4, IS =1gnts

) S

b. ———a>™* 6. ﬁ

" 818
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7.1 8
Va?
[]
9.1 10. ;@—4—1—

Ve
Fertigen Sie, wenn es notwendig ist, eine Berichtigung an. An dieser Stelle miissen

Sie iiber die notwendige Sicherheit bei der Durchfiihrung der Potenz- und Wurzel-
rechnung verfiigen. «—Ty

L35 von Tys

Haben Sie mit J/a — J/b erweitert ?

Nein: —1I
Ja: Gehen Sie hier weiter.

Va — V) -z — V&) _(fa— i)

(Ya +¥8)-(Ya—yb)  a—b

Haben Sie dieses Ergebnis bestimmt ?

Nein: «— 1,
L36 von Uls
—_ — 3 7 ,—
L P2 2. V7 3 Vis 4 fo2
"3 T o1 "6 " Ta
Via 1 o7 g
a f(a + n _ - — S
b =3 6. Vo 7. mm 8. 2(Y2 +1)
9. L}:"_i;-z—) 10. —2(Y3 +¥5)

ErfahrungsgemaB zeigen sich bei Aufgaben dieser Art immer mehr oder weniger
groBe Schwierigkeiten. Nur, wenn Sie ganz sicher waren —7Ty
Sonst gehen Sie zu einer kurzen Wiederholung nach «—I,




104 I. 3. Potenz- und Wurzelrechnung

L37 von Uy
4 4, — —
Ty Erweiterungstaktor }/23 2. /5 Erweiterungsfaktor /5

—a B
3. (_24:-;‘/:_) Erweiterungsfaktor (2 — Jz)

Ve+2+4+1
4 =T T
r+1

5. (}/E + }/5) Erweiterungsfaktor (VG- + }/5)

Erweiterungsfaktor (Jz + 2 + 1)

Berichtigen Sie Ihre Fehler. — Ty

L33 von T4

Die Darstellung heiBit: 1,673 - 102 g
Hatten Sie als Ergebnis 16,73 - 10~ g oder 0,1673 - 10 "2 g bestimmt, so merken
Sie sich bitte, daB der Faktor vor der Zehnerpotenz immer zwischen 1 und 10

liegen s=oll. «—1I,
Hatten Sie ein anderes Ergebnis, dann «—1I,
L39 von U,,

1. 4,3-108 2. 4,6-10°7 3. 2,34- 1010 4 12-107°

5.53-10"%cm 6. 5,997-10Mkg 7. 0,000000000221 8. 147000000
9. 212000 N mm~2 10. 0,00000000000000000000002991 ¢ «— I,

3.6. Leistungskontrolle

3.6.1.  Aufgaben

Losen Sie zunichst alle Aufgaben auf einem Blatt Papier.
Stellen Sie an sich selbst Bedingungen, wie Sie auch in einer Klausur bestehen.

Zeit: 45 Minuten Hilfsmittel : Formelsammlung
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1. Welche Werte von x diirfen in den Radikanden eingesetzt werden, damit die
Wurzel bestimmt werden kann ?

1
V”?

2. Vereinfachen Sie.

222\ "2 [y~1yf\3 LY p—

o) (W) () b Vi
¢) "z’u“ L[4y xx+ oy
@—yPy™ lz—y)-z7? 273 ]

d) '/ }/azb Vab’

Yab - l/a"b2

3. Machen Sie den Nenner folgender Briiche rational.

i Dy i
4. Schreiben Sie durch Zehnerpotenzonschreibweise.

a) 4300000000000 b) 0,000000000761

¢) 32000000 kg m s~2 d) 0,0000000000281V

Haben Sie alle Aufgaben gelost bzw. sind 45 Minuten vergangen, so gehen Sie zu
3.6.2. und korrigieren Ihre Arbeit.

3.6.2. Auswertung
1. a) & kann jeden Zahlenwert annehmen, da der Radikand auch fiir negative Werte von z
positiv wird.
b) z % 0. Der Wert von z muB ungleich Null sein (Division durch Null).

Wenn Sic den Definitionsbereich richtig bestimmt haben, erhalten Sie fiir die Losung dieser

Aufgabe 3 Punkte. (Wurde b vergessen, dann gibt es nur 2 Punkte.)
Sind Fehler aufgetreten, so arbeiten Sie noch einmal I, I, durch und lésen die zugehorigen
Ubungsaufgaben. In diesem Fall hiitten Sie das Ziel 3 nicht vollstindig erreicht.
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> e T
1 Punkt 1 Punkt
111 2y 12
b) [(,symzu)slfv = (25y10218)18 — 23 43 ; — V:vy
1 Punkt Punkt
g @9 W 1
(z— 9Py &%z 22z +y)P  (z—y)(z+ y)Pzy?
2 Punkte 2 Punkte
1 1 21114 21 1,
(@%)3 (ab2)* 2 a3 b8 af b2 2 a3 b8 ot 21
d) 2 | =l90=5=| =|7== b2 wurde gekiirzt
(ab)ST (a‘b’)E 42 b2 oB b5 a2 a5 b5
1 Punkt 1 Punkt
11 1 1
2 11 1\s 1
a2sff (o _1g _uo_a
= |57 2] =(a 60 p 15) —q 120p 3
410 55
1 Punkt 1 Punkt
—-———-1 1 Punkt
= 120__30
Vo Vo

Insgesamt 5 Punkte

Die 2. Aufgabe verlangt die Anwendung aller Potenz- und Wurzelgesetze. Wenn Sie die rich-
tige Losung bestimmt haben, dann kénnen Sie zufrieden feststellen, daB Ziel 4 aus der Ziel-
stellung von Thnen erreicht wurde.

Ist das nicht der Fall, 8o wiederholen Sie unbedingt I,; und die nachfolgende Ubung.

3. 3)2—6'/9_-=VT6 b)i(-i—ﬂ_a(2+;'3)

1 Punkt 1 Punkt 2 Punkte 1 Punkt
) Erweitamngafaktor:-}/m - i’; 1 Punkt
o(faxs— Va) _o(fats- Va)

at+b—a b
1 Punkt 1 Punkt
1 1
4. a) 4,3.1012 ?Punkt b) 7,61 .10-19 ?Punkt

1
¢) 3,2.107kgm s~ % Punkt d) 2,81-10"V  — Punkt
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Wenn bei Aufgabe 3. und 4. nicht alle Punkte erreicht wurden, so ist Punkt 5 aus der Ziel-
stellung nicht erfiillt. In diesem Fall sind I, I,, und I,; mit den zugehérigen Ubungen zu
wiederholen.

Ihre in der Leistungskontrolle nachgewiesenen Ergebnisse lassen sich nach folgendem Schliissel
durch eine Zensur ausdriicken:

Punkte Note

25-26 1
21-24 2
16-20 3
12-15 4
0-11 5

Damit lhre erreichten Leistungen mit den am Anfang des Abschnittes formulierten Ziel-
stellungen iibereinstimmen, ist es notwendig, daB Sie die angegebenen Hinweise befolgen.

Gehen Sie dann zu Abschnitt 4.



4. Lineare Gleichungen
und Ungleichungen

4.1. Wissens- und Konnensziele

Gleichungen haben eine groBe Bedeutung in der praktischen Mathematik und
werden in allen naturwissenschaftlichen, technischen und 6konomischen Diszi-

plinen benétigt.
Insbesondere lineare Gleichungen sind relativ einfach zu handhaben und werden
vielseitig zur Losung von wissenschaftlichen oder praktischen Problemen ange-

wandt.
Im Abschnitt 4. werden die Grundbegriffe iiber lineare Gleichungen und Un-

gleichungen sowie notwendige Fertigkeiten in deren Handhabung iiberprift und
gegebenenfalls erarbeitet. Nach der Abarbeit miissen im einzelnen folgende Ziele
erreicht sein, was Sie wieder durch die Leistungskontrolle iiberpriifen kénnen :

1. Sie wissen, wann lineare Gleichungen mit einer oder mehreren Variablen lésbar
und wann eindeutig l6sbar sind.

2. Lineare Gleichungen konnen Sie in jedem Fall nach der Variablen auflosen.

3. Das unter 2. Gesagte gilt insbesondere fiir
a) Gleichungen, die Klammern enthalten,
b) Bruchgleichungen,
¢) Formelumstellungen.

4. Sie lernen, einen gegebenen praktischen Zusammenhang durch eine Gleichung
darzustellen.

5. Sie haben die notwendigen Voraussetzungen, um die Losung einfacher linearer
Ungleichungen bestimmen zu kénnen.

6. Das Wesen der Proportionen und ihre Anwendung auf die Prozentrechnung
beispielsweise zur Losung praktischer Aufgaben ist klar.

7. Der Unterschied zwischen direkten und indirekten Proportionalititen ist be-
kannt. Die Unterscheidung beider Falle kann mit Sicherheit vorgenommen
werden. Die sich daraus ergebenden praktischen Konsequenzen sind klar.

8. Die Losung linearer Gleichungssysteme mit zwei Variablen kann sicher be-
stimmit werden. —» T,
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4.2, Kenntnisiiberpriifung

T1

Lésen Sie die folgende Gleichung nach x auf:
‘ 5—3a+z=2+4 2z + 3 —3a

Antworten:
1. Ich weiB es nicht. —» I
2. 2=0 > L
3.z=1—2a —r L,
4. Ich habe eine andere Losung als die unter 2. und 3. angegebene.

. —_— L3
5. Die Gleichung ist nicht lésbar. ——— L,

T2

Lésen Sie die folgende Gleichung nach z auf:

r+a=a+4+x
Antworten:
1. Ich weiB es nicht. e A
2. z2=0 —» L
3. x=a — L
4. Die Gleichung ist nicht l6sbar. —— L,
5. Fir a kann jede Zahl als Losung eingesetzt werden. —» L,

T3

Losen Sie die folgende Gleichung nach z auf:

a—x=—a—=z

Antworten:

1. Ich weiB} es nicht. —» L,
2.2=0 —» L,
. x=a _ Lis
4. Die Gleichung ist nicht 16sbar. —_—r L,
5. Fir z kann jede Zahl als Losung genommen werden. —> L
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Ta

Lasen Sie die folgende Gleichung nach z auf:
(2 — a)(z + 2a — b) 4 2a(z + ba) = (a — 2z)(3a + b — 2z2)

—z(2x + b — a)
Vergleichen Sie die Losung mit  ———— T
Ts
Lésen Sie die folgende Gleichung nach x auf:
z_, 3+l _w—1_ Bz—1)
4x—12 " 2z—3) =z—3 4z
Uberlegen Sie gut. Arbeiten Sie sorgfiltig. — L,
Wenn Sie die Losung gar nicht finden, dann —_ I,

Te

Lasen Sie die Formel, die die Stromstérke von n hintereinander geschalteten gal-
vanischen Elementen angibt, nach n auf:

nU

I= v m

n Anzahl der Elemente

U Urspannung

R; Innenwiderstand

R, AuBenwiderstand —_—» L,

T7

Um eine bestimmte Stiickzahl eines Produkts zu erzeugen, werden zwei Abtei-
lungen eines Betriebs eingesetzt.

Die eine Abteilung kann dieses Produkt in der geforderten Stiickzahl allein in
9 Tagen erzeugen. Die zweite Abteilung wiirde 11 Tage bendtigen. Wieviel Tage
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sind die Kapazitaten beider Abteilungen zur Herstellung des Erzeugnisses gebun-
den, wenn sie zusammen arbeiten und die zweite Abteilung die Produktion erst
3 Tage spater als die erste aufnehmen kann ?

Vergleichen Sie die Losung mit —» L,

Ts

Geben Sie die grﬁﬁte ganze Zahl an, die folgende Ungleichung erfillt:

7 7_ 23 3
FRA i Sy

—’L’&

To

Welcher Linge entspricht die Entfernung von 800 m auf einer Landkarte mit dem
MaBstab von

1:10000?

Antworten :

1. Ich weiB es nicht und brauche eine Hilfe. —» L,
2. 0,08 m —> L,
3. 8cm — L,
4. 8mm —_— L,
5. 80 cm — L,
6. 8000000 m —» L,

T10

Die Proportion ist in eine Produktgleichung umzuwandeln :
1:10000 = z: 800
Antworten:
1. Ich kann das nicht. —— I,
2. Ich mochte mein Ergebnis vergleichen. ——p L,
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T

Nach einer Preissenkung um 189, kostet eine Ware 43,46 Mark. Welchen Preis
hatte die Ware vor der Preissenkung ?
—_—_p L“

T12

In einem Gartenbaubetrieb wird eine bestimmte Anzahl von Baumen in Zwolfer-
reihen gepflanzt. Die Plantage ist 120 m lang.

Wie lang wire die Plantage, wenn man bei gleichem Abstand zwischen den
Baumen und gleicher Anzahl nur 8 Stiick nebeneinander pflanzen wiirde ¢

Antworten:

1. 160 m — > Ly
2. 180 m —» Ly
3. 200 m —» L,
4 80m —_—r Ly,

T13

Losen Sie das folgende Gleichungsystem:

x4+ 2y=4

- + 5y =1
Wenn Sie die Losung dieser Aufgabe nicht bestimmen kénnen, so gehen Sie sofort
zu — I,
Vergleichen Sie sonst die Losung mit — L,

4.3. Informationen

I1 von T, oder L,

Gleichungen heilen Bestimmungsgleichungen, wenn sie eine oder mehrere zu be-
stimmende Variablen enthalten. Es ist der Wert gesucht, der, fiir die Variable ein-
gesetzt, die Bestimmungsgleichung zu einer identischen Gleichung macht.



4.3. Informationen I 113

Dieser Wert wird Losung der Gleichung genannt.

Zur Bestimmung der Losung von Gleichungen sind grundsatzlich nur die folgenden

beiden Sitze zu beachten.

1. Beide Seiten einer Gleichung diirfen miteinander vertauscht werden.

2. Auf beiden Seiten einer Gleichung diirfen gleiche Rechenoperationen mit
gleichen Zahlen angewandt werden.

Bemerkungen:
1. Der Satz 2 soll hier nur fiir die Grundrechenoperationen Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division betrachtet werden.

2. Division durch Null oder einen Term, der Null werden kann, muB ausgeschlossen
werden.

Beuspiele:

l.2xr—4=4x + 8
Anwendung des Satzes 1:
x4+ 8=2xr— 4
Anwendung des Satzes 2 (Addition von —2x — 8):
4r 1+ 8 -2 —8=2r—4—~2x—8
Zusammenfassen der gleichartigen Summanden:

2z = —12
Anwendung des Satzes 2 (Division mit 2):
= —6

Probe:

2(—6) — 4 = 4(—6) 4 8
—12—-4;—-24+8
—16 = <16
2. ax+b—c=cx+2b
axr —cx=2b—b+¢
za—c)=b+c¢c

z=z+z Voraussetzung: (@ — ¢) = 0
Probe:
b+c | b+
aa—ch—c_ca—c+2b
ab+ac+ab——bc—ac+czicb+c’+2ab—2bc
a—c - a—c

9ab — b + 0 = 2ab — be + ¢ —_— 1,
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12 von I,

In den Beispielen von I, erkennen Sie folgende Einzelschritte, die bei der Losung
von einfachen linearen Gleichungen zu durchlaufen sind.

1.

Zunachst wird durch Anwendung von Satz 2 erreicht, da8 alle Summanden,
die die gesuchte Variable enthalten, auf der linken Seite und die Summanden
ohne diese Variablen auf der rechten Seite stehen.

Diesen Schritt bezeichnet man als Ordnen der Glieder.

. Nun werden die Glieder auf beiden Seiten der Gleichung, wenn maglich, weitest-

gehend zusammengefaBit.

. Auf der linken Seite wird nun die gesuchte Variable ausgeklammert, wenn

mehrere Summanden vorkommen, die nicht den gleichen Faktor besitzen.

. Unter der Voraussetzung, daB der Faktor vor der gesuchten Variablen ungleich

Null ist, werden beide Seiten der Gleichung durch den Faktor dividiert.

. Es kann nun die Probe durchgefiihrt werden. s,

13 von Ly,

Diese Aufgabe unterscheidet sich von den in I; und I, besprochenen nur dadurch,
daB in der Gleichung Klammern auftreten.

In cinem vorbereitenden Schritt werden die Klammern aufgelést. Dabei ist das in
Abschnitt 1. Uberpriifte anzuwenden. Es folgen dann dic Schritte, wie das in I,
angegeben wurde.

Losung der Aufgabe aus T,:

(2 — a)(x + 2« — b) + 2a(x + da) = (a — 2x)(3a + b — 2zx)
—x(2x + b — a)

Ausmultiplizieren :

222 4 dar — %z — az — 2 + ab + 2az + 10a® = 3a2 + ab — 2az
—6axr — 2bx + 422 — 222 — bx 4 ax

Zusammenfassung gleichartiger Glieder auf beiden Seiten:

222 4 baxr — 2bx + 8a? 4 ab = 3a® + ab — Tax — 3bzx + 222

Ordnen der Glieder:

222 + Sax — 2bx + Tax + 3bx — 22% = 3a? 4 ab — 8a® — ab

Zusammenfassen der gleichartigen Glieder und Ausklammern des Faktors z:

12az + bz = — 5a?
z(12a + b) = — a?
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Division durch (12a 4 b):
Voraussetzung (12a + b) & 0

Bal
= TToatb
Die Probe fithren Sie bitte selbstdndig durch, um das in Abschnitt 1. Behandelte
zu wiederholen. —» U,
I4 von T oder Lyy

Aufgaben, wie die in Tg angegebene, in denen die Variable im Nenner von Briichen
vorkommt, sind Bruchgleichungen. In den hier betrachteten Fillen lassen sich die
Bruchgleichungen auf lineare Gleichungen zuriickfiihren.

Bei Bruchgleichungen werden zunichst beide Seiten der Gleichung mit dem
Hauptnenner multipliziert, so daB keine Briiche mehr auftreten. Der Hauptnenner
ist wieder das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Nenner der Briiche.

Es ergibt sich dann eine Gleichung, wie sie in I; behandelt wurde.

Losung der in Ty gestellten Aufgabe:

1. Bestimmung des Hauptnenners:
1. Nenner 4(x — 3) (ausklammern)
2. Nenner 2(x — 3)
3. Nenner (r — 3)
4. Nenner 4z
Hauptnenner: 4z(z — 3)

2. Multiplikation der Gleichung mit dem Hauptnenner:

x4+ 1 2z — 1

4x(x — + 4x(x — 3)2( )—433(::—3) ——3

e

— dx(x— 3) ——5(:': 4; 1)

242222+ 1) =422z — 1) — (z — 3) - d(x — 1)
3. Behandlung der Gleichung, wie besprochen:
22 4 222 | 22 = 822 — 42 — 522 4 20z — 15
—1l4z = —
15

x=§

Die Probe fiihren Sie wieder selbstindig aus.
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Bei der Losung dieser Gleichungen treten immer wieder Schwierigkeiten auf.
Wenn Sie allerdings bis hierher alles restlos verstanden haben, so diirfen Sie sofort
zu U, gehen. Ansonsten studieren Sie hier weiter. Vor der selbstandigen Ubung
werden zwei weitere Beispiele angegeben.

1 3 5 2 Der Hauptnenner der drei Briiche ist
"z 2 z—1 das k.g.V. aus:
Beide Seiten der Gleichung 1. =z
werden multipliziert : 2. 2z
3:-2(x—1)—5Hx—1)=2-22 3. z—1
6z —6 — 5z + 5= 4x Der erste Nenner ist im zweiten ent-
—3r=1 halten.
£ — 1 Der Hauptnenner heiGt:
3 2z —1)

Wiederholen Sie die Bruchrechnung bei der Probe.

9 22+3 3xz—-1 1 Hauptnenner:
"3 —12 22—8 12 1. 82 — 12 = 3(z — 4)
Multiplikation der Bruchgleichung 2. 2z — 8 = 2(x — 4)
mit dem Hauptnenner: 3. 12=2-2-3

k.gV.:2-2-3-(x—4)
(2x+3)-2-2-3-(z—4)_(3:t—1)-2-2-3-(1—4)_2-2-3-(1:—4)
3(x — 4) 2(x — 4) 2:-2-3
4224 3) — 63z — 1) ==z — 4
82+ 12—-182x 4+ 6=x— 4
—1llz = —22

z=2!

Wiederholen Sie die Bruchrechnung durch die Probe. —» 0,

15 von Ly,

Forme]umstellen bedeutet, eine gegebene Gleichung (Formel) nach einer bestimm-
ten GroBe aufzulosen, um diese GrofSe dann berechnen zu konnen.

Es ist also genau wie bei Gleichungen vorzugehen mit dem formalen Unterschied,
daB fiir die Variable im allgemeinen nicht x, sondern ein beliebiger anderer Buch-
stabe steht.
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Wir besprechen die in Ty angegebene Aufgabe.
I= U
nRi+ R,
Die Gleichung wird zundchst mit dem Nenner multipliziert :
nIR, 4+ IR, = nU
Die Gleichung wird geordnet :
nlR, — U = —IR,
n(IR; — U) = —IR,
—IR, —IR,(—1) IR,

"TIR_U (R —-U)(=1) U—_IR

Entsprechend wird Thr Vorgehen sein, wenn Sic die Aufgaben in Us bearbeiten.

— U

5

|6 von Ly,

Um die Kenntnisse iiber die Losung der Gleichungen mit praktischem Nutzen
anwenden zu konnen, ist es oft notwendig, aus einem praktischen Sachverhalt
eine Gleichung abzuleiten und praktische Gro8en durch mathematische GroBen
auszudriicken. Aus dem praktischen Sachverhalt cntsteht ein mathematisches

Modell.

Es sind im einzelnen die folgenden Schritte durchzufiihren, die an dem nachfol-

genden Beispiel erldutert werden.
Aufgabe:

Die Summe aus einer Zahl und der um eins gréeren Zahl, dividiert durch 7, ergibt

das Doppelte der Zahl, vermindert um 41. Wie heiflt die Zahl ?

Textaufgabe Teilschritt

1. Aufgabe: Die unbekannte Zahl Die Aufgabe (Textaufgabe) wird durchgelesen.
ist zu bestimmen. und es wird festgestellt, welche GroBe zu be-

. stimmen ist.

2. Aufgabe: Die unbckannte Zahl Es erfolgt eine moglichst genaue Wahl und
wird z genannt. Benennung der unbekannten GroSe.

3. Aufgabhe: 2z, die unbekannte Zahl Die Verkniipfungen und die Beziehungen, dic
z 5- 1, die um eins groBere in der Aufgabe zwischen bekannten und unbe-
Zahl kannten GroBen bestehen, wurden durch eine

z + z + 1 = 2z 4- 1, die Summe der Gleichung ausgedriickt.
beiden Zahlen

2 1
_:r_;l_-__ , die Summe,

dividiert durch 7
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Textaufgabe Teilschritt

2z, das Doppelte der Zahl
22 — 41, das Doppelte der Zahl,
vermindert um 41

Das Doppelte der Zahl vermindert um 41,
muB gleich der Summe, dividiert durch 7,

2z 4+ 1
7 =2r— 41

4. Aufgabe: x = 24 Die Gleichung wird gelost.

5. Aufgabe: Die gesuchte Zahl heiBt 24. Es folgt nun der SchluBsatz.
Bemerkung: Bitte halten Sie diesen Punkt
nicht fir ibertriebene Genauigkeit. Es erfolgt

niamlich in diesem Punkt die ,,Riickiiber-
setzung'‘ aus dem mathematischen Modell in

sein:

die Praxis.
6. Aufgabe: Die Probe bestitigt Es ist zweckmiBig, da8 an dieser Stelle eine
das Ergebnis. Uberpriifung des Ergebnisses in der Aufgaben-

stellung vorgenommen wird.

Ein weiteres Betsprel:
An der Montage ciner Wasserleitung arbeiten zwei Brigaden. Die erste kann dic
Montage allein in 20 Pagen und dic zweite in 28 Tagen durchfihren.

Wievicl Tage bendtigen sie zusammen, wenn am gleichen Tag begonnen wird ?

1. Wieviel Tage werden bei gemeinsamer Arbeit fiir die Montage benotigt: ?

2. x Anzahl der Tage, die beide Brigaden an der Montage arbeiten.

3. Wenn beide Brigaden gleichzeitig arbeiten, werden x Tage fir die Montage
benotigt. ‘

Die erste Brigadc kann die Montage allein in 20 Tagen durchfiihren, stellt also an
einem Tag 1/20 der Wasserleitung fertig. Die erste Brigade arbeitet aber nicht nur
einen Tag, sondern z Tage.

Demzufolge betrigt ihr Anteil an der Fertigstellung

L x

20
Die zweite Brigade kann die Montage allein in 28 Tagen durchfdhren. Da sie =
Tage arbeitet, betragt der entsprechende Anteil

1

-2—8-3
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Wenn beide Brigaden zusammen arbeiten, so muBl die Summe der beiden Anteile
gleich 1 sein (1009, Fertigstellurig).

x x
o tw !
4. 28z + 20z = 560
z~ 11,7

5. Zusammen bendtigen die Brigaden bei gleichzeitigem Beginn knapp 12 Tage
zur Fertigstellung der Wasserleitung..

6. Das Ergebnis ist nach den Zahlenwerten der Aufgabe zu akzeptieren.

Abinderung des Beispiels:
Wieviel Tage muB die zweite Brigade arbeiten, wenn die erste erst 3 Tage spéter
beginnt ?
Losungshinweis:
Die zweite arbeitet z Tage. Thr Anteil betrigt demzufolge ungeindert
1 7
28
Die erste Brigade arbeitet aber nur (x — 3) Tage. Deinzufolge vermindert sich ihr
Anteil auf

1
@
Der Ansatz heiBt:
x r—3
3% + 20 = 1 — U

I7 von Ly

Im Unterschied zum Rechnen mit Gleichungen gelten fir lineare Ungleichungen
folgende Siitze (vgl. I,):
1. Die Seiten einer Ungleichung diirfen nur dann vertauscht werden, wenn
gleichzeitig das Ungleichheitszeichen mit umgekehrt wird.
2. Auf beiden Seiten einer Ungleichung darf die gleiche Zahl addiert oder sub-
trahiert werden.

3. Die Multiplikation und Division einer Ungleichung mit einer Zahl verschie-
den von Null ist ebenfalls erlaubt.
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Fall a: Fir positive Faktoren bleibt das Ungleichheitszeichen erhalten.
Fall b: Fir negative Faktoren kehrt sich das Ungleichheitszeichen um.

7 T 23
—4—1—2 x+
v, 3+__7
T 2T T2 e
—dr> 5| :(—9 Achtung: Satz 3b
¢ i
r< -2
1

Die groBte ganze Zahl, die die Ungleichung erfiillt, ist demzufolge —2, wovon Sie
sich an der Zahlengeraden leicht iiberzeugen kénnen.

T < ——

-

NN

3
x<= 7
t 7, — }
-2 ) -1 0
4 Bild 4.1
Zwei weitere Beuspiele:
1. Jr—-TZ4x—5
Sr—dr< — 5417
—2< 2|+ (—1) (Achtung: Satz 3b)
z=>'—2
%
E
/. .
-2 Bild 4.2
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Die kleinste ganze Zahl, die die Ungleichung erfillt, ist —2 (die nidchste —1,
0,...).

Die groBte ganze Zahl, die die Ungleichung nicht erfillt, ist —3.

2. dax + 4= 14+ 3ax fira=0
2az = 10| :2 (Satz 3a)
ax= b

Der Wert von a kann positiv oder negativ sein. Deswegen miissen an dieser Stelle
zwei Fille unterschieden werden.

1. Fall
Fir a > 0 gilt Satz 3a:

= —

]

2. Fall
Fiir @ << 0 gilt Satz 3b:

5

r< — T,
a

'8 von L,

Um das Verhiltnis zwischen zwei GroBen zu vergleichen, wird der Quotient dieser
Groflen gebildet. Da Quotienten auch als Briiche geschrieben werden kénnen,
gelten fir ein Verhaltnis die Gesetze der Bruchrechnung (insbesondere Erweitern
und Kiirzen).

Werden zwei Verhiltnisse miteinander verglichen, so entsteht eine Proportion.

w:b=c:d

Aufgaben des Types von T, werden zunichst als Proportion geschrieben.

Der MaBstab 1:10000 driickt aus, daB 1 m auf der Karte 10000 m in der Natur
entsprechen. Demzufolge entsprechen 2 m auf der Karte 800 m in der Natur.
Stellen Sie die Proportion auf. e 2

19 von Ly, oder I
Die Proportion heiflt im Beispiel;
1:10000 = z:800
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Allgemein wird eine Proportion wie folgt geschrieben:
a:b=c:d

b und ¢ werden Innenglieder und @ und d AuBenglieder der Proportion genannt.
«——T,

110 von T, oder Ly,
‘Schreiben der Proportion als Bruchgleichung ergibt:

1 _ =z
10000 800

Die Gleichung wird mit dem Hauptnenner 8000000 multipliziert.
1-800 = 10000z

Allgemein gilt der Satz

In einer Proportion ist das Produkt der AuBenglieder gleich dem Produkt der
Innenglieder.

ab=cd| & b:c=a-d
Proportion oduktgleichung

111 von Ly; oder Ly,

Die Proportion wird in eine Produktgleichung umgewandeclt. Die Unbekannte
kann dann bestimmt werden.

10000z = 800
z = 0,08 — 0,

112 von Ly
Eine Anwendung der Proportionen wird bei der Prozentrechnung vollzogen.

Ein Prozent eines Grundwertes betragt l—gb- .
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p Prozent (Prozentsatz) des Grundwertes betragen demzufolge
G
P = p m
P wird Prozentwert genannt.
Es besteht die Proportion:
P:G.= p:100
Dabei sind drei Typen von Aufgaben moglich :
1. Der Prozentwert P und der Grundwert G sind bekannt.
Der Prozentsatz p kann berechnet werden.
_100p
G
2. Der Prozentwert P und der Prozentsatz p sind bekannt.
Der Grundwert G kann berechnet werden.
P-100
4
3. Der Prozentsatz p und der Grundwert G sind bekannt.
Der Prozentwert P kann berechnet werden.
G
P=p- 106
hier ist: G gesuchter (urspriinglicher) Preis
P Prozentwert (neuer Preis 43,46 Mark)
p Prozentsatz (100%, — 189, = 829,).

¢ — P-100 _ 43,46 - 100 — 53,00 Mark
p 82

G =

» U,

113 von Ly, oder Ly

Zwei GroBen sind preportional, wenn der Quotient von zwei zueinander gehoren-
den Werten konstant ist (direkte Proportionalitat).

Zwei GroBen sind umgekehrt proportional, wenn das Produkt von zwei zueinander
gehorenden Werten konstant ist (indirekte Proportionalitat).

Unser Beispiel:
Das Produkt aus Reihenzahl und Linge der Reihen ist konstant.

Zwolferreihen: 12120 = 1440
Achterreihen: 8180 = 1440 — U,
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114 von T,5 oder Ly,

Es soll eine Methode zur Losung eines linearen Gleichungssystems wiederholt
werden.

Das Substitutionsverfahren (Einsetzverfahren):
Die eine Gleichung wird nach einer Unbekannten aufgeldst. Dieser Wert fiir die
Unbekannte wird in die andere Gleichung eingesetzt.

Ergebnis: Eine Gleichung mit einer Unbekannten.

Beuspiel: Losung von T3 nach dem Substitutionsverfahren
Die zweite Gleichung wird nach z aufgelost.

r=0y—1
In die erste eingesetzt, ergibt sich:
3oy —1)+2y=+4
15y +2y=4+43
1y =1

1=ﬁ

In die umgeformte zweite Gleichung eingesetat :
7

Z=D‘ﬁ—'1
18
z=ﬁ — Uy,

4.4. Ubungen

U1 von I,

Losen Sie die folgenden Gleichungen nach z auf:
Fiihren Sie in jedem Fall die Probe durch.

1.32—4=2xr—-3 2.22—x2z=3z+4+ 4

3. 26 —3x+ 14 = 2x 4. 3x— 44+ z=3x+ 12
b.z+4+2=—x+ 4 6. ax —b=2az }+c

7. 2r—ax=c+ 4 8. 2—ax+b=0bxr+c

9. 3b —4nx—=ax —2b 10. 202 + 2 —4=—2az 4 b

—_—> L
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U2 von Ly, oder Ly,
Losen Sie, wenn moglich, die folgenden Gleichungen nach z auf:
1. 2x—3=—-2xr+3 2. 20 —3=2xr—3
x z x
: — 3= S g2
3.22 —3=2xr+3 1. 3 4 5 +3
I 2 x z 22 1 1 =z
=g tiog b -z tT =7
.00 —b=ax+b—2x 8. ¢cx = dx
ar b ¢ 3 a 1 a 1
Y TTFTw W ge—g=3*t3t7
> Ly
‘J3\;'onIa

Lasen Sie die Gleichungen nach z auf:

Losen Sie zunachst nur dic Aufgaben 1., 4., 7., 10.

Vergleichen Sie dann mit L,;. Wenn ein Fehler aufgetreten ist, miissen Sie auch

die restlichen Aufgaben l6scn. Sonst gehen Sie wie in L;g angegeben weiter.

Bitte beachten Sie hier und an anderen Stellen, daB die Fehler nicht einfach als
,»» Flichtigkeitsfehler** verniedlicht werden. Die eventuellen Wirkungen dieser
Fehler werden durch diese Selbstrechtfertigung keinesfalls ,,verniedlicht*‘.

1.10—(5z—1) 4+ (22 —3)—x—=2x+ 2

23— (x—1)4+ (14 —2)= —(3z—2) — 10
3. 34—2) —2(x+ 2)=2xr — 3(2x + 1)

4. 24(x —a)+ (b — ) 12 = 3(x 4 2a)

5. 6a—z)—(at+2)=—>b+11
z—2_2x+1_—‘2:c+1

6. 3 4 6
z 7 3z
8.4 "% 9 _(z—1

3
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z x+:c r
S T S
x
10 —(L——-5—+a=z ‘—’LIB
U4von1‘
Bestimmen Sie die Losungen der Gleichungen:
z—3 z 1 3 rz—1
1. 2x—2+x+1=x’—l+_2- x— 2
1 z 1 1
x (x4 1)? z—1 a22—1
.1 1 2 =8,
o x—4+x—5_z—li r—2
7. 5x+$'_7x—1=_2 x—3_—4z+7+i
x r—1 2r — 2 | —z 6
Ly
U5v0n15

1. Ein Stab mit der Anfangslinge I, wird um ¢ Grad erwirmt. Bei einem spezifi-
schen Langenausdehnungskoeffizienten « bestimmt sich die Linge des er-

wirmten Stabes aus

L=1y (14 at).

Lasen Sie die Formel nach ¢, «, [, auf.

2. Losen Sie die Formel, die die Spannung von n hintereinandergeschalteten

* galvanischen Elementen angibt, nach R,, R;, I auf.

_ I(Ra'l' an)
_—n—

U

3. Die Formel zur Berechnung der Geschwindigkeit ist nach «; aufzulésen.

p=T2""
[4
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4. Losen Sie die Weg-Zeit-Gleichung des freien Falles nach g auf.
=9
8= e

b. Die Formel zur Bestimmung der Brennweite f ist nach f und b aufzulésen.

1 1 1
T-otT — *lm

UG von I,

1. Der Graben fir ein Baufundament wird durch 2 Pumpen entleert. Die eine
Pumpe bendtigt 25 Minuten und die andere 15 Minuten. Wie lange miissen
beide zusammen angestellt werden ?

2. Ein Panzer bewegt sich im Rahmen einer Ubung mit einer Durchschnitts-
geschwindigkeit von 48 km/h auf einen angegebenen Punkt zu. Nach 8 Minuten
wird ihm ein Kradmelder nachgeschickt, der den Panzer nach 32 Minuten ein-
holt. Berechnen Sie die Durchschnittsgeschwindigkeit des Kradmelders.

3. In einer Kartoffelmiete befinden sich noch 3/5 des Gesamtinhaltes an Lege-
kartoffeln zu einem Zeitpunkt des Kartoffelanbaus in einer Kooperation. Es
werden am folgenden Tag 46 dt entnommen. Danach betrigt der Inhalt der
Miete nur noch 7/20 des Gesamtinhaltes der Mcnge an Pflanzgut. Wieviel
Dezitonnen wurden in der Miete gelagert ¢

Vergleichen Sie Ihre SchluBsitze mit — I,

U7 von I,
Fiir welche Werte von z gelten folgende Ungleichungen ?
1. - 3z< —2+ 2
Geben Sie die kleinste ganze Zahl an, die diese Ungleichung erfiillt.

3r—4_ 2x+4 2
3~ 3

Geben Sie die kleinste ganze Zahl an, die diese Ungleichung erfiillt.

z 3 z
ST <gt?

Geben Sie die groBte ganze Zahl an, die diese Ungleichung nicht erfiillt.
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4.”31+4>2-x 5.%—%>-4172—-%z
z—1_z—2 =zz-—3

6. x — 523~ » Ly

Us von I,

Folgende Proportionen sind in Produktgleichungen umzuwandeln:

1. a:b=4:y 2. z:y=—=3:4

3. (x—y):a=(a+ b):(a —b) 4. r—wu):(t—v)=a:d

5. (22— 1):(a +b) = (r — ):4 —_—» L,

Us von T,

Berechnen Sie z:

1. (3 —2):4=2:3 2 3ix=2:(x—2)

3. (x—1):x=2:3 4. (x —1):2=(x-L 1):6

d. 6:(2x — D) = 3:(—2x + 3)

6. Wie groB ist die Strecke auf einer Landkarte mit dem MaBstab 1:100000,
die einer Strecke von 4 km in der Natur entspricht ? —_— Ly

U1 Ovon i,

1. Ein Betrieb steigert seine Produktion von 225700 Erzeugnissen auf 302400 im
folgenden Jahr.
Bercchnen Sie den Anstieg der Produktion in Prozent.

2. Von den 302400 Erzeugnissen entsprachen 295200 den Qualitatsvorschriften.
Wieviel Prozent entsprechemsnicht den Giitevorschriften ?

3. Der Betrieb exportiert von den 295200 gepriiften Produkten 43%,. Wieviel
Stiick bleciben im Inland ?

4. Mit einer Waage wurde eine Masse von 32,100 kg bestimmt. In welchem Tole-
l;zr:(zibzereich liegt der wahre Wert, wenn eine Abweichung von - 49 zugelassen

0. Wieviel Zinsen bringt ein Betrag von 7200 Mark im Jahr, wenn er mit 4,29,

verzinst wird ?

Verwenden Sie zur Lésung Rechenstab oder Taschenrechner. ——p L,
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U11 von I,

Bei welchen der Abhangigkeiten liegt Proportionalitat und bei welchen indirekte
Proportionalitat vor. Schlagen Sie die entsprechenden Formeln in einer Sammlung
auf.

. Abhangigkeit der Masse eines Korpers vom Volumen.
. Abhangigkeit des Widerstandes von der Stromstarke.
. Abhidngigkeit der Geschwindigkeit von der Zeit.

= W DN

. Abhiangigkeit des Weges von der Geschwindigkeit.
. Abhdngigkeit der Leistung von der Zeit. —»L,

(&1}

U12 von I¢

Bestimmen Sie die Iosung der folgenden Gleichungssysteme:

1. 30x 4 17y =13 2. —y4+zxz=1
—15x — 8y =17 43y — 11x = 53

3. y=4z—9> 4. 0,2z — 0,4y =1,6
2y =4 — 2 2,1z — 0,1y = 2,1
3z—4 2
—3y+1 3
x—y)+ 20x+ 2y) =4 —> L

4.5. Lisungen

L1 von T,

Die Antwort ist richtig.

Wie Sie sicher bestitigen werden, war diese Gleichung nicht schwer zu lésen.
Wie hitten Sie sich selbst von der Richtigkeit der Losung iberzeugen konnen ?

Sie hitten nur den fiir z bestimmten Wert in die Gleichung einsetzen miissen, und
es wire aus der Bestimmungsgleichung eine sogenannte identische Gleichung ent-
standen.

5—3a=25—3a

Arbeiten Sie weiter so sorgfiltig. —» T,
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I-Z von T,

Sie haben einen kleinen Fehler gemacht.

Die Summe der z-freien Glieder ergibt Null. Haben Sie als vorletzte Zeile stehen:

Ja:

Nein:
' einfachen Gleichungen wird in I, besprochen. Gehen Sie zu L;. Lesen Sic

z(l — 2a) = 0?

Beachten Sie immer das folgende -

Null, dividiert durch eine beliebige Zahl (verschieden von Null), ergibt
immer Null.

—=0,fara$=0

Merken Sie sich das bitte fiir zukiinftige Aufgaben.

Sie hétten sich auch sehr leicht davon iiberzeugen konnen, daBl Thr Ergebnis

nicht richtig sein kann. Dazu dient die Probe. Wenn Sie den von lhnen

bestimmten Wert in die Gleichung einsetzen, erhalten Sie keine Identitit.
«—T,

Wie sind Sie denn dann zu diesem Ergebnis gelangt ? Die l.osung dieser

ab zweitem Satz weiter. —>» L,

L3 von T,, Ly oder L,

Thre Losung ist nicht richtig.

Losung:

5—3a+2=2+2%z+3—3a | —5-3a

=2+ 2%r+3—3a+3a—5 | —2azx

z—20x=2+4+3—3a—5+ 3a
z—2ar =0

(1l — 2a) =0

z=0 Bemerkung : =0, wenn (1 — 2a) 0

0
1 —2a

Probe:
5—383a+4+0=2+22-04+3 — 3a

5—3a=25—3a «—1;
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Lavon T,
Warum sollte diese Gleichung nicht 16sbar sein ? Die Losung steht in L.
—1
Ls yon Ul
lLLxa=1 6. z= # Voraussetzung: a = 0
2 x=% 7 =;+z Voraussetzung: 2 — a 5= 0 oder & %= 2
L]
c—b
3. z=28 . r=——— Voraussetzung: 1 —a — b5 0
l—a—b
b ‘
1 =16 9. z= - Voraussetzung: a 5= 0
.z=0 10 x—b+4 Voraussetzung: a =+ L
X = bl v ussetzung : —3
Berichtigen Sie eventuell falsch berechnete Ergebnisse. (Das diirfte aber nicht

vorkommen, da Sie ja die Probe durchfiihren.) «—T,

|.6 von T,, L, Lg, Ly

Um diese Gleichung 16sen zu konnen, kommt es weniger auf Fertigkeiten in der
Umformung linearer Gleichungen als auf eine grindliche Analyse der Aufgaben-
stellung an.

Was sagt denn die Gleichung z +a =a + = aus ?

Eigcntlich doch gar nichts.

Nimlich, daB eine Variable plus einer Konstanten gleich ist der Summe aus
Konstanter und Variabler.

Es ist einfach das Kommutationsgesetz der Addition, welches selbstverstandhch
fiir alle Zahlen gilt.

Die Gleichung ist demzufolge fiir alle  richtig. «—T,

L7 von T,

Das kann eine Losung sein, denn die Probe ist positiv. Die Losung ist jedoch
unvollstandig.  —

9
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|-8 von T,
Das kann eine Losung sein, denn die Probe ist positiv. Die Losung ist jedoch
unvollstandig. «—1

I-9 von T,

Die Antwort ist nicht richtig.

Fiir die Antwort selbst sollen Sie gar nicht getadelt werden. Sie werden sicher ver-
stehen, daB Thre Antwort nicht richtig sein kann, wenn wir Ihnen einige Losungen
der Gleichung nennen.

r+a=a+x
Lésungen: z.B. x = 0 oder z = 1 usw.

Wie Sie schnell sehen werden, fithrt das Einsetzen dieser Werte fiir die Variable
zu einer identischen Gleichung. In diesem Fall kann man die Regeln zur Glei-
chungsumformung jedoch nicht nutzbringend anwenden. «—,

L10 von T,
Jawohl, das ist die richtige Antwort.

Sie haben eine sehr gute Antwort gegeben. «—T,

L1 von T, Ly, Ly, Ly

Auch bei dieser Gleichung kommt es nicht auf Fertigkeiten bei der Umformung
von Gleichungen, sondern wieder auf eine griindliche Analyse der Aufgabe an.
Sie haben bestimmt gemerkt, daB einfaches ,,Drauflosrechnen‘ und formales
Anwenden der Regeln nicht in jedem Fall zum Ergebnis fiihrt. Gewohnen Sie sich
fiir immer an, daB Sie sich vor der Losung jeder Aufgabe zunachst Gedanken iiber
die Aufgabenstellung machen.

Was sagt die Gleichung @ — 2 = —a — z aus?

Sie fordert einfach etwas Unmégliches.
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Multipliziert werden beide Seiten der Gleichung mit dem Faktor (—1), dann die
Summanden vertauscht. Es entsteht so:

r—a=z+a
Das ist doch ein Widerspruch.

Die Variable vermindert um a kann nie das gleiche ergeben wie die Variable plus

«, wenn a == 0 vorausgesetzt werden muB. «—70,
L12von T,
Die Antwort ist falsch. «—L;
L13 von T,
Die Antwort ist falsch. «—VL,
I-1 4von T,

Diese Antwort ist richtig.

Wenn Sie auch bei T, die richtige Antwort gefunden haben (L,,), so ist das ein
Zeichen dafiir, daB Sie nicht einfach formal die Regeln anwenden, sondern sich
auch die Aufgabenstellung durchdenken.

Fiihren Sie diese Analyse der Aufgabenstellung immer griindlich durch. Ein Lob
soll Thnen an dieser Stelle fur dieses Herangehen ausgesprochen werden.

Losen Sie nun in U, nur die Ubungsaufgaben 4. bis 10., damit Sie die notwendigen
Fertigkeiten zur Losung dieser Aufgaben erwerben. «—70,

L15 von T,

Das kann doch nicht sein.

Beispiel: =20

In die Gleichung eingesetzt, ergibt sich:
a = —a

Das ist doch nicht der Fall. <4— VL,
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L16 von U,

3
1. z = —. Die Gleichung ist eindeutig l6sbar. Hier sollte kein Vorzeichenfehler

ov W o

2
aufgetreten sein.

. Fir z darf jeder Wert eingesetzt werden.
. Die Gleichung ist nicht l6sbar, da sie einen Widerspruch enthalt.

# = —6. Fiihren Sie die Probe durch. Die Gleichung ist eindeutig losbar.

. Die Gleichung ist unlésbar. Sie enthalt einen Widerspruch.

z= ?—g Die Gleicht;ng ist eindeutig losbar. Fihren Sie die Probe durch.

7. = = 2b. Die Gleichung ist eindeutig 16sbar (Probe durchfiihren).
8. x = 0. Die Gleichung ist eindeutig 16sbar (Probe durchfiihren).
9. g =2 ;‘a % . Die Gleichung ist eindeutig Josbar (Probe).
10. Die Gleichung ist unlosbar. Sie enthédlt einen Widerspruch. ¢————T,
L17von T,
Heifit Thre Losung
ba®
I Ty
Ja: Siesind sicher beider Aufldsung linearer Gleichungen dieses einfachen Typs.
«—T;
Nein: Die Aufgabe wird besprochen. «—]I
L18 von U,
23
l.z=1 2 z=— —4-
4
3. z=11 4.z=2a—7b
. 5 1 11 13
A. z=-7—a+7b—-,—7- 6 Z——2‘
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17
7. xr = —3 8. r = —7-
60 5a?
9.x=ﬁ- 103:—5_6a
Berichtigen Sie, wenn notwendig, falsche Ergebnisse. «—T7T;
I-19 von T

15
Haben Sie z = ﬁ bestimmt ?

Ja: Die Aufgabe war nicht ganz einfach. Sie haben trotzdem die richtige Losung

gefunden. «—T,
Nein: Die Aufgabe war zu kompliziert fiir Sie. «—1,
L20 von U,
1. z=— —;— Hauptnenner 2(z® — 1) = 2(z 4 1)(z — 1)
2 = % Hauptnenner (x + 4)(x — 2)
3. r=— % Hauptnenner z(z + 1)?
4 2= — % Hauptnenner z(z®* — 1)
- 14 -
5. x = 5 - Hauptnenner (x — 4) (x — 5) (x — 6)
6. z=0 Hauptnenner (x — 2), Vorzeichen beachten bei der Losung
7. z=3 Hauptnenner z(x — 1)
8. z=14 Hauptnenner 6(x — 1)
Berichtigen Sie die Ergebnisse, wenn es notwendig ist. Durch die Probe wieder-
holen Sie die Bruchrechnung. 4«— Ty
L21 von 1,
Heiflt Thre Formel

IR,

ne=—>t_7

U —IE,
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Ja: Dieses Ergebnis ist richtig. «—T,
Nein: Aufgaben dieses Typs werden besprochen. «—I
L22 von U;
IL,—1, L L—1

Lit=——; = D a=

sy T ixa T4,

nU — IR, n(U — IR)) nU
2 P —'l: . . —3
2 R nl R, I o I R, + nR;

28

ryy=2,—tv 4.g=l—2
5 fu T af

= - . b p—t
b+g¢ g—f

Gehen Sie erst weiter, wenn Sie alle falschen Ergebnisse berichtigt haben.
4 '1‘7

L23 von T,

Die Kapazitit der ersten Abteilung wird 6,3 Tage gebunden und die der zweiten
Abteilung 3,3 Tage.

Haben Sie diese Losung bestimmt ?

Ja:  Sic haben gezeigt,daB Sie einfache Gleichungen, die aus einem gegebenen

Sachverhalt aufzustellen sind, 16sen kénnen. < 8
Nein: Dann studieren Sie —I;
L24 von v,

Sie konnen durch verschiedene Ansitze oder Uberlegungen zum richtigen Ergebnis
gelangen. Es wird hier ein Losungsweg angegeben.

1. Zusammen benétigen die Pumpen 9,375 Minuten.

Es handelt sich hier um eine Aufgabe des Typs, der schon in Ig behandelt wurde

(unter ,,weiteres Beispiel‘). Die Summe der Forderleistungen beider Pumpen
muB eins ergeben.
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2. Die Durchschnittsgeschwindigkeit des Kradmelders betragt 60 km h™1.

Richtig ist bei der Losung dieser Aufgabe, daB zunidchst erkannt wird: Beide
fahren vom gleichen Ausgangspunkt ab, und sie haben beim Zusammentreffen den
gleichen Weg zuriickgelegt.

SKrad = SPanzer

SKrad = VKrad * lKrad Spanzer = VPanzer ° tl’anzer
Das heiBit:

UKraa * 'Krad = UPanzer * {Panzer

Upanzer * {Panzer

UKtad = txrad
T
Bekannt ist:
tpanzer = 8 km h™Y,  tp s == (32 + 8) min, fyq = 32 min

48 - 40 km - min

UKrad = 39 - _h T min = 60km h™!
Veranschaulichung :
=4
s
>
A
IS
8 b
£ e
v o
3 Mg
o
gmin | 32min tZit) g s

3. Die Miete enthilt 184 dt Legekartoffeln.
Die mathematische Formulierung des Sachverhaltes ist nicht -schwer. Ahnliche
Aufgaben wurden schon im Abschnitt 1. behandelt.

3 7
?x-—46=%z

Berichtigen Sie falsche Ergebnisse. 4+—-T,
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L25 von i\

Die groBte ganze Zahl, die die vorgelegte Ungleichung erfiillt, ist —2. Hatten Sie

dieses Ergebnis ?

Ja: Die Antwort war gut. Es gibt nun zwei Moglichkeiten, wie Sie das Ergebnis

erhalten haben.

1. Sie konnen die Ungleichung auflosen.

«— T,

2. Sie haben die Losung durch Probieren erhalten und sind bei der Losung
von Ungleichungen unsicher. Sie haben sich aber selbst gut geholfen. Trotz-

dem wiederholen Sie die Regeln.

«—1
Nein: «— 1T,
L26 von U,
1. z > —1. Die kleinste ganze Zahl ist Null.
2 x> %: Die kleinste ganze Zahl ist vier.
68 . .
x> — - Die groBte ganze Zahl ist —10.
5
4. -
z>—
5 z>1
6. x = —2 «—T,
L27 von T,.

Sie erhalten die folgende Hilfe 1:10000 bedeutet, daB einem Meter auf der Karte

10000 m in der Natur entsprechen.

Entscheiden Sie sich fiir eine andere Antwort.

4+—-T,

L28 von T,

Die Losung ist richtig. Beachten Sie, dafl auch Losung 3 richtig ist.

«—7Ty
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L29von T,

Die Losung ist richtig. Beachten Sie, daB auch Lésung 2 richtig ist.
4+—Ty

L30 von T, oder Lg,

Die Losung ist nicht richtig. Sie haben sich wahrscheinlich in der Kommastelle
versehen. Uberlegen Sie die Umrechnung der LingenmaBe. Hatten Sie die folgende
Proportion ?

1:10000 = x:800

Ja: «—]
Nein: «— 1T,
I-31 von Ty — L,
L32 von Tyq

Ihr Ergebnis ist falsch. Uberlegen Sie.

Ein MaBstab von 1:10000 bedeutet, daB einem Meter auf der Karte 10000 m in
der Natur entsprechen.

Sie miissen die Lange auf der Landkarte bestimmen, der in der Natur 800 m ent-
sprechen. Berichtigen Sie IThren Fehler. +—T,

I-33 von Ty,

Haben Sie 1+ 800 = 10000 - z erhalten ?

Ja: «—1,
Nein: «—],

L34 von U,

l.a-y=4-b 2. 4z = 3y
3. (x—y)(@a—0d)=a(a+b) 4. (r — u)b = (t — v)a
5. (22— 1)d = (a+b) (r —¢) «— 1,
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L35 von U,
9
1. z= 'T 2. 2=06
3.z=3 4 z2=2
- 11 6. Diese Strecke entspricht 4 cm
O rT=% auf der Karte. «—7T
|-36 von T,

Haben Sije ermittelt, daB der urspriingliche Preis 53 Mark betrug ?

Ja: Die Antwort war sicher. Wenn die Begriffe Prozentwert, Prozentsatz und

Grundwert klar sind «—T,

Miissen Sie sich informieren «—1,
Nein: «—1,
L37 von Uy
1. Die Steigerung der Produktion betrigt fir das angegebene Erzeugnis 34°/.
2. Etwa 2,389, des Erzeugnisses entspricht nicht den Giiteforderungen.
3. 168264 Stiick der Erzeugnisse bleiben im Inland.
4. Die Masse ist groBer als 30,816 kg und kleiner als 33,384 kg.
5. Der Betrag bringt jahrlich 302,40 Mark Zinsen.

< Ty

I-38 von T, — Iy

L39 von Ty, ¢

Das Ergebnis von x = 180 m ist richtig. Sie haben gut iiberlagt. Die Zahl der
Baumreihen und ihre Lange ist indirekt proportional. Der reziproke Wert der
Baumnreihen ist proportional zur Linge der Reihen.

1

1
l20:x=ﬁ:— «“—T,
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L40 von T,, oder Ly,

Sie haben richtig erkannt, daB die Baumreihen linger werden, wenn ihre Zahl
verringert wird. Es liegt eine indirekte Proportionalitat vor. Ihr Ergebnis ist
falsch.

Es kann beim Vorliegen einer indirekten Proportionalitat gesagt werden, daf3 der
reziproke Wert der Reihenzahl zur Linge der Baumreihen proportional ist.
Schreiben Sie den Ansatz auf, und berechnen Sie z..

— L,

La1 von j

Thr Ergebnis kann nie richtig sein. Wenn weniger Reihen angepflanzt werden und
die Anzahl konstant bleibt, so kénnen die Reihen nicht kiirzer werden. Zwischen
der Anzahl der Baumreihen und ibrer Linge besteht eine indirekte Propor-
tionalitat. «—1;

L42 von Ly,

| =

1

x =180

Informieren Sie sich bitte noch in I,;. Beachten Sie jedoch die dortige Laufanwei-
sung nicht, sondern kehren Sie hierher zuriick, um dann nach T,; zu gehen.

—— I/Ty,
La3 von Up
1. Proportionalitét m=po-V
2. indirekte Proportionalitit R= rIi
3. indirekte Proportionalitat = %
4. Proportionalitat g=wn-1
5. indirekte Proportionalitit P= ? < Tye
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L44 von Tq

Die richtige Losung heiBt:
- 18 7

i=g V=1

Bemerkung: Wenn Sie die Probe &urchfiihren, miissen die fiir z und y bestimmten
Werte in beide Gleichungen eingesetzt werden.

Haben Sie diese Losung ohne Schwierigkeiten bestimmt, so gehen Sie zu der

Abschnittsleistungskontrolle. —» 4.6.
S(;nstv studieren Sie < I,
I-45 von U},
1 z=— %%3: y = 27
2. z=13, y=2
3. x=2, y=13
4, x = §i, Y= — ﬁ
41 41
2 l0 y Y
21 21
Losen .Sie jetzt die Abschnittsleistungskontrolle. —p> 4.6

.

4.6. Leistungskontrolle

4.6.1.  Auigaben

Losen Sie folgende Aufgaben, indem Sie an sich selbst wieder Klausurbedingungen
stellen.

Hilfsmittel : keine Zeit: 45 Minuten
1. Bestimmen Sie z.

2z — a(x + b) = 3z(a + 2b) — 4
2. Bestrim~men Sie z.

a)

x—b =z
— =

b
——2 b)
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. Lésen Sie die Gleichungen nach den gesuchten GroBen auf.

.

a) A= BC b+ c

Brop B= Pe=g—3

y €=

. Durch eine neue Technologie wird der Arbeitszeitaufwand fiir einen Arbeits-

gang zur Herstellung eines bestimmten Erzeugnisses um 159, gesenkt und
betragt jetzt 16 Minuten und 9 Sekunden. Wie hoch war der Arbeitszeitaufwand
vor der Realisierung ?

Berechnen Sie die Arbeitszeiteinsparung, wenn innerhalb eines gewissen Zeit-
raumes 900 Stiick des Erzeugnisses hergestellt werden.

. Wenn tiaglich 30 Rohre verlegt werden, ist der Bau einer Rohrleitung in 22

Tagen beendet. Wieviel Tage werden benotigt, wenn durch ecine verbesserte
Technologie taglich 38 Rohre verlegt werden.

. Fiir welche x gilt folgende lineare Ungleichung ?

r 2 9z

E T T

. Bestimmen Sie die Losung des folgenden linearen Gleichungssystems.

2z — 3y = 4
z—4y=12

Korrigieren Sie dann bitte Thre Arbeit.

4.6.2.  Auswertung

1.

2r — ar — ab = 3ax + 6xb — 4 ll;unkt

(2 — 4o — 6b) =ab — 4 2 Punkte
ab — 4

x =m 1 Punkt

insgesamt 4 Punkte

Wenn Sie nicht alle Punkte erreicht haben, so arbeiten Sic I, I,, I, und die zuge-
hérigen Ubungen noch cinmal durch, um vollige Sicherheit zu erlangen.

2,

&) Hauptnenner a . b 1 Punkt
(x —b)b = (x + b)a — 2ab

z(b — a) = b(b — a) 1 Punkt
z=0b 1 Punkt

insgesamt 3 Punkte



144 4. Lineare Gleichungen und Ungleichungen

b) Hauptnenner (z 4+ 1)(x — 1) =22 — 1 2 Punkte
r—1+4+3(z+1)=—6

z+3x—1+3=—6 1 Punkt
4r = —8
a:=—:‘!. 2 Punkte

insgesamt 5 Punkte

Hatten Sie Schwierigkeiten, so gehen Sie erneut zu I, und U,.

3. a) AD(B + C) = BC 1 Punkt
B(AD -- C) = —ADC 1 Punkt
ADC

B:- O —4D 1 Punkt

b)albe -d)=>b- ¢ 1 Punkt
clab -1)=b |- ad 1 Punkt

b-+ad

insgesamt fiir Aufgabe 3. G Punkte

Wenn es notwendig ist, arbeiten Sic noch cinmal I und U, durch.

9
4. 9 Sckunden - 0,15 Minuten (W M inuten) 1 Punkt

859, sind also 16,15 Minuten 1 Punkt
100:85 = 2:16,15 2 Punkte
z =19 2 Punkte

Der Arbeitsaufwand betrug vor Einfithrung
des Neuerervorschlages 19 Minuten.

19 — 16,15 = 2,85
2,85 . 900 = 2565,00 2 Punkte
insgesamt 8 Punkte

Die Arbeitszeiteinsparung betrigt in diesem Zeitraum 2565 Minuten oder etwa 43 Stunden.
Diese Aufgabe war nicht schwierig, wie Sie jetzt sicher bestitigen werden. Wenn hier Schwie-
rigkeiten aufgetreten sind, so gehen Sie noch einmal zu T, Ug, I, Iy, I;5, U, und Uy
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5. Es liegt eine indirekte Proportionalitét vor.

1 1 1 1
138 = =z — —_——— = 22, 2 <
30:38 = 53 oder 30° 38 — 227 2 Punkte

oder 30:38 = z:22
oder 38:30 = 2%z

38z = 30.22 Ansatz 3 Punkte
660 _ 330 17,4 3 Punkt

=310 2 tunxte

8 Punkte

Durch die verbesserte Technologie ist der Bau der Leitung nach etwa 17 und einem halben

Tag beendet. .
Haben Sie dieses Ergebnis nicht bestimmt, so arbeiten Sie noch einmal I, und U, durch.

z 9z 2
bg-p<t+w
17 v 26
— — — —— 9
30 z< 7 2 Punkte
—780 2 Punkte
Z>119 £ Yunkte

4 Punkte

780
Die Ungleichung gilt fir alle z, die groBer sind als -]‘ﬁ. Gehen Sie noch einmal zu I, und

U,, wenn Sie diese Lsung nicht gefunden haben.
7. Die 2. Gleichung nach z auflésen: r = 12 - 4y
In 1. Gleichung einsetzen und berechnen von y:
212 4- 4y) — 3y =4
by = —20
y=—4
In aufgeldste 2. Gleichung einsetzen:
z=12-16

xr=—4

Fiir die richtige Losung gibt es 4 Punkte.
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Es ist notwendig, daB Sie noch einmal I, und die zugehérige Ubung bearbeiten ;wenn Sie fiir
Aufgabe 7 keine 4 Punkte erhalten haben. Hier wieder die Umrechnung der erreichten Punkte-
zahl in eine Note:

Punkte Note

40-42 1
34-39 2
25-33 3
19-24 4

0-18 5

Befolgen Sie die Hinweise, damit die erreichte Note mit den Zielen iibereinstimmt. Damit ist
die Arbeit an Abschnitt 4. beendet. Gehen Sie zu Abschnitt 5.
»



5. Trigonometrie

5.1. Wissens- und Kdnnensziele

In diesem Abschnitt sollen vier wichtige mathematische Funktionen wiederholt
werden, mit deren Hilfe praktische Zusammenhéange durch mathematische Metho-
den gelost werden konnen. Die Anwendung erfolgt unter anderem in der Land-
vermessung, nicht minder groB jedoch ist die Bedeutung der trigonometrischen
Funktionen in der Mathematik selbst, in den Naturwissenschaften (z.B. Optik,
Mechanik usw.) und in der Technik (insbesondere bei der Berechnung von Schwin-
gungsproblemen).

Bei planimetrischen Verfahren (Abschnitt 6.) wird eine geforderte ebene Figur
(z.B. ein Dreieck) konstruiert, wiahrend in der Trigonometrie die gesuchten GroSen
aus den gegebenen berechnet werden.

In diesem Abschnitt werden einige Anwendungen der trigonometrischen Funk-
tionen behandelt. Die Wiederholung der notwendigen Grundlagen garantiert das
Verstandnis fiir die aufgeworfenen Probleme.

Folgende Einzelziele sollen durch die Wiederholung erreicht werden:

1. Der Begriff und eine Einheit des Winkels werden beherrscht.

2. Sie kennen die Definition der vier trigonometrischen Funktionen am recht-
winkligen Dreieck und am Einheitskreis.

Sie konnen aus der Definition spezielle Funktionswerte ohne Tafel bestimmen
und die Vorzeichen der Funktionswerte in den Quadranten angeben.

3. Sie konnen sicher mit der Tafel arbeiten und die Funktionswerte ablesen (ohne
Interpolation). Ebenso konnen Sie die Umkehrung ausfithren, d.h. aus dem
Funktionswert den zugehérigen Winkel bestimmen.

4. Die Erkenntnisse aus 3. kénnen Sie benutzen, um bestimmte GroBen im recht-
winkligen Dreieck zu berechnen. Dabei ist die Fahigkeit vorhanden, den mathe-
matischen Zusammenhang aus einer praktischen Aufgabenstellung zu er-

kennen.
Beginnen Sie die Wiederholung bei T,.

5.2. Kenntnistiberpriifung

T1

Bestimmen Sie den Winkel, den die erste mit der vierten Speiche eines Rades
bildet. Das Rad hat insgesamt 16 Speichen.
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Bei der Losung dieser Aufgabe soll die Breite der Speichen nicht beriicksichtigt
werden.

Antworten :

1. 90° —  »1IL,
2. 67,5° — 1L
3. Ein anderes Ergebnis ist richtig. —_—r L,
4. Das weiB ich nicht. —» 1

T2

Geben Sie den Winkel « in Grad, Minuten und Sekunden an.

o = 132,36°
Antworten :
1. Ich bendtige einen kleinen Hinweis. —_— 1,
2. Ich kann keine Minuten und Sekunden bestimmen. )
3. Ich habe ein Ergebnis und mochte es vergleichen. —_—» L
4. Ich finde auch mit den Hilfen kein Ergebnis.  — P

Ts

A c 8 Bild5.1

A c 8 Bild5.2
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In welchem Dreieck gilt die Beziehung:

b
cot x = —
a
Antworten:

1. In beiden
2. Nur in Bild 5.1
3. Nur in Bild 5.2

4. In keinem der angegebenen Dreiecke.

b. Ich kann mich nicht entscheiden.

—_—p L,
> L,

>L,

— Ly

Ta

Vorgegeben ist das folgende Dreieck:

Ergénzen Sie.

sinx =cos = ...

Vergleichen Sie

8 Bids3
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Ts

Ohne die Verwendung einer Zahlentafel sollen Sie den Wert der folgenden trigo-
nometrischen Funktionen bestimmen.

Anleitung: Gehen Sie dazu von einem geeigneten rechtwinkligen Dreieck aus.
8in 30° = ... “cos 30° = ...
tan 30° = ... cot 30° = ...
Berechnen Sie die Werte auf einem Zettel.
Finden Sie nach langerer Uberlegung keinen Ldsungsansatz, so begeben Sie sich
zu I Dott werden Sie bei der Losung unterstiitzt.

- » I,

Vergleichen Sie die Losung mit —» L,
Te
Bestimmen Sie mit Hilfe der Zahlentafel:
1. cos 61°12' =
2. tan 12,8° =
3. sinx = 0,7672 zx=
4. cot z = 2,488 =
Antworten:
1. Ich weiB mir nicht zu helfen. —_—r I
2. Folgende Ergebnisse sind richtig:

1. 0,4818. 2. 0,2272 3. 50,1° 4. 68,1° —» L
3. Ich habe andere Ergebnisse. —_—>» L

17

Vom Boden aus ist die Sonne unter einem Winkel von 62°39° zu sehen. Berechnen
Sie die Hohe eines Baumes, dessen Schattenlange 14,60 m betragt.

Vergleichen Sie Ihr Ergebnis. —> Ly,
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Ts

Zeichnen Sie in den Einheitskreis Strecken ein, deren Zahlenwert der Linge
gleich dem Wert der Winkelfunktion fir den angegebenen Winkel « ist.

4
74

7 X Bildod

z.B. g ist gleich dem sin &

Ubertragen Sie die Zusammenhange, die am rechtwinkligen Dreieck giiltig sind,
auf die Skizze am Einheitskreis. —» L,

To

Welche Vorzeichen haben die vier Winkelfunktionen im 3. Quadranten (I,4) ?

sin z  positiv | cos z  positiv

negativ negativ
tan z  positiv | cot z  positiv
negativ negativ
Streichén Sie die falschen Antworten durch. ——> Ly

T10

Sie konnen das Vorzeichen der Winkelfunktionen in den 4 Quadranten bestimmen.
Beachten Sie diese Kenntnisse bei der Losung der folgenden Aufgabe.

Zeichnen Sie die Werte der Winkelfunktionen fiir den angegebenen Winkel « als
Strecken in die Abbildung ein.
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by
P
B
x
Bild 5.5
Achten Sie dabei auf das richtige Vorzeichen. ——» L,

T

Fiibren Sie die Bestimmung des Wertes der trigonometrischen Funktionen

1. 8in(360° — B) =
2. cot(180° + B) =
mit 0° < g < 90°

auf die Bestimmung des Wertes der trigonometrischen Funktionen fiir Winkel
zwischen 0° und 90° zuriick. —» L,

T12

Fihren Sie die Bestimmung fiir folgende Werte der Winkelfunktionen auf die
Bestimmung von Werten der Winkelfunktionen fiir Winkel zwischen 0° und 90°

zuriick.
1. sin 210° = 2. cos 150° =

3. tan 190° = 4. cot 330° =

Hinweis: Vergessen Sie nicht das Vorzeichen. —_—p L
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b.3. Informationen

11 von T,

Fertigen Sie eine Skizze an.
Entscheiden Sie sich fiir eine der Antworten 1. bis 3. «—T

12 von T,

Versuchen Sie einmal, ob Sie die vorliegende Aufgabe durch Proportionen oder
mit der Hilfe Threr Zahlentafel 16sen kénnen. a—T,

|3 von T,

Im Unterschied zu vielen anderen Einheiten mit Dezimaleinteilung (Meter, Kilo-
gramm, Volt usw.) ist die Gradmessung eines Winkels nichtdezimal (bekannt auch
von der Zeitmessung).

Beachten Sie:
Eine Minute ist der 60. Teil eines Grades.

10

1=%-

Eine Sekunde ist der 60. Teil einer Minute.

1'

1"=%0

l4 von T, oder L

Die Aufgabe aus T, ist zu lésen:
1. Moglichkeit : Lisung durch Proportionen
132°
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Berechnung der Minuten:
[-]
1= x° 0,36°  Ansatz: 1'; L z:0,36°
= a5 © 60
60
z = 0,36- 60
z = 21,6
Ergebnis: 21’
Berechnung der Sekunden:
I 0,6 Ansatz:1”: - = z: 0,6’
= =%0 60
xz=20,6-60"
z = 36"

Ergebnis: 36"
Losung von Ty: & = 132°21°36"

2. Moglichkeit : Lisung mit der Zahlentafel
132° entsprechend wird der Wert fir 0, 36° aufgeschlagen. Es steht dort 21°36".
Durch eine andere Tabelle werden M.mnten und Sekunden in Dezimalteilen des
Grades angegeben.
Beispiel:
72°24'17"
72° = 72,00000°
24’ = 0,40000°
17" = 0,00472°
72,40472°

ZweckmaBig werden die Umrechnungen nach der 2. Mdglichkeit, also mit der
Tabelle, durchgefiihrt. — 0,

15 von Ly, Lo, Ly, oder Ly

Pragen Sie sich ein, was nun wiederholt werden muB3: -
In einem rechtwinkligen Dreieck gelten folgende Definitionen:

sin o — Gegenkathete tan o - Gegenkathete
* = Hypotenuse ~ T Ankathete
Ankathete Ankathete
cos 6 = ————— cot & =

Hypotenuse Gegenkathete
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A ¢ B Bild 5.6
sina=i CO8 X = — tana=i cot x =—
c ¢ b a
Bestimmen Sie die richtigen Ergiénzungen in T,. «—T,

Die Begriffe Hypotenuse, Ankathete und Gegenkathete wurden in L, erklart.

|6 von Ty

Zeichnen Sie ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenldnge 1. Die Winkel in diesem
Dreieck sind gleich und betragen 60°.

Jetzt muB ein rechtwinkliges Dreieck bestimmt werden, denn nur dort sind die
Werte der trigonometrischen Funktionen definiert. AuBerdem existiert in diesera
Dreieck noch kein Winkel von 30°.

Uberlegen Sie an dieser Stelle.

Kommen Sie jetzt allein weiter ?

Ja: «—T;
Nein: Benutzen Sie die Hilfe in I,. —_—
17 von I,

Zeichnen Sie in das Dreieck eine Hohe ein.
Es entstehen zwei rechtwinklige Dreiecke, in denen der Winkel 30° auftritt. Die
Hohe k kann berechnet werden.

Konnen Sie das ?
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Bild 5.7

Ja: — ]
Nein: — ]I

I8 von I,

Den Satz des PYTHAGORAS erfordert die Losung des Problems.

Satz: In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe aus dem Quadrat der beiden
Katheten! gleich dem Quadrat der Hypotenuse!.

(i on

h'=1=—(%)z=1—

S VAN £}
4 2
Mit diesen Hilfen wird die in T gestellte Aufgabe gelost.

Bemerkung. Eine ausfihrliche Darstellung des Satzes erfolgt im Abschnitt 6.

> I,
Wenn Sie die Losung selbst finden wollen «—T;

19 von1, 1, 0der L,

Die geeignete geometrische Figur ist ein gleichseitiges Dreieck mit der Seiten-
lange 1. Dann konnen die Funktionswerte fiir den angegebenen Winkel bestimmt
werden. (Bild 5.8)

Die Winkel sind gleich groB und betragen 60°. Es wird eine Hohe eingezeichnet.
Dadurch entstehen zwei rechtwinklige Dreiecke mit dem Winkel 30°. (Bild 5.9)

1 vgl. FuBnote zu L,
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Bild 5.8 Bild 5.9
h berechnet sich nach dem Satz des Pythagoras:
1y )3
h —~l/1 -(3) =%
Daraus folgt dann:
1 o—
2 1 L Y3
o _ ¢ _ o__ — __r°2
sin 30° = 1 5 cos 30 1 3
L1
., 2 2 1 3 .
tan 30° = — = —— = — = —— (Rationalmachen des Nenners)
h Kgl 3 3
2
3
cot 30° =%=%.= }/g
2 2
» 0,
110 von U,

Die geeignete geometrische Figur ist ein Quadrat mit der Seitenlinge 1. Wenn Sie
eine Diagonale einzeichnen, dann erhalten Sie zwei Dreiecke und kénnen die Auf-

gabe 16fen. —» U,

111 von Lyg oder T,

Die Werte der Winkelfunktionen werden mit der Zahlentafel bestimmt. Es liegt
eine Tafel fiir die Bestimmung von sin z und cos z und eine Tafel zur Bestimmung
von tan z und cot z vor.
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Die Winkel sind dabei in Grad und Dezimalteilen von Grad tabelliert. Das be-
deutet, dafl Minuten und Sekunden zunédchst mit Hilfe der entsprechenden Tafeln
in Dezimalteilen von Grad ausgedriickt werden miissen.

-Die Gradzahl wird bei der Bestimmung des Sinus und Tangens links in der Tafel
aufgesucht und die erste Kommastelle im Kopf der Tafel gewahlt. Bei der Be-
stimmung von Cosinus und Cotangens findet sich die Gradzahl rechts und die
erste Stelle nach dem Komma in‘der letzten Zeile der Tafel.

Nehmen Sie die Tafel zur Hand.

Uberpriifen Sie nachfolgende Beispiele.

1. sin 42,3° = 0,6730
2. cos 70,1° = 0,3404
3. tan 41,3° = 0,8785
4. cot 8,7° = 6,6350

Ist der Funktionswert der trigonometrischen Funktion gegeben, kann der zuge-
horige Winkel in umgekehrter Weise abgelesen werden.
Der Wert wird in der Tafel aufgesucht. Bei vorgegebenen Smus- und Tangens-
werten werden die Winkel links und oben abgelesen und bei Cosinus- und Cotan-
enswerten rechts und unten.
erzeugen Sie sich wieder davon, daB die angegebenen Beispiele richtig abge-
lesen wurden#®

1. sin z = 0,9085 x = 65,3°
2. cos z = 0,6414 z = 50,1°
3. tan z = 0,27564 z = 15,4°
4. cot z = 7,696 = 1,5°
—» 0,
112 von Lyg
Sind im rechtwinkligen Dreieck
c
b a
« [

A c 8  Bild 5.10
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von den finf BestimmungsgréBen a, b, ¢, , B zwei bekannt (mit der Ausnahme,
daB nur zwei Winkel gegeben sind), dann lassen sich die restlichen GréBen ein-
deutig berechnen. Dabei werden die in I; angegebenen Definitionen der trigono-
metrischen Funktionen verwendet. (Schlagen Sie an der angegebenen Stelle nach,
prigen Sie sich die Beziehungen ein, und kommen Sie an diese Stelle zuriick.)

Hinweis: Es ist zu empfehlen, daf die gegebenen und gesuchten GroBen zunachst
in einer Skizze festgehalten werden.

Die Losung der Aufgabe aus T,:

Skizze: 62°39’ = 62,65°
N h
tan 62,65 = m
h = 14,60 m - tan 62,65°
h = 14,60 m - 1,933

Die Hohe des Baumes betrigt 28,22 m.

62°39' /

%4,60m Bild 5.11

Zusammenfassung:

Beachten Sie bei der Losung von Aufgaben dieser Art die folgenden Schritte:

1. Zunachst wird das Problem der Aufgabe skizziert, und alle bekannten sowie
gesuchten GroBlen werden eingezeichnet.

2. Die gesuchten GroBen werden durch die gegebenen GroSen allgemein aus-
gedriickt (zundchst werden noch keine Zahlen eingesetzt).

3. Dic gesuchten GroBen werden berechnet. —— U

113 von Lyg oder Ly,

Bisher wurden nur die Werte der Winkelfunktionen im rechtwinkligen Dreieck

wiederholt.

Da im rechtwinkligen Dreieck ein rechter kael vorhanden ist, kann keiner der
beiden anderen Winkel groBer als 90° sein.

Im schiefwinkligen Dreieck ist diese Aussage nicht i immer richtig. Hier konnen
durchaus Winkel auftreten, die groBer als 90° sind. Schon deswegen reicht der

Bereich
0° < x < 90°

fiir den Winkel & nicht aus.
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Fiir Winkel « > 90° werden die Betrachtungen an einer anderen geometrischen
Hilfsfigur fortgesetzt. Die geometrische Hilfsfigur ist der Einheitskreis.
«—T

lhavon L,,

Das Ganze wird noch einmal aufgezeichnet:

[y

[} \
(8 Wechselwinkel
Bixy)

Al X Bild 5.12

Der Sinus

sinoc=-%=y,- da r=1

(Im Dreieck OA B ~rechter Winkel bei A)

Die Lange der Strecke y gibt somit ein MaB fiir den Sinus von x. Dann sind die
bekannten Definitionen der Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck ein
Spezialfall des dargestellten Zusammenhanges.

Der Cosinus
z
cosa:-;—:z, da r=1

(Im Dreieck OAB - rechter Winkel bei 4)

Die Strecke z gibt ein MaB fiir den Césinus von « an.

Der Tangens

Fiir die Bestimmung des Tangens muB eine Vertikaltangente (f) an den Einheits-
kreis gelegt werden (vgl. Bild 5.12).

tana=-:_-=t, da Od' =r=1
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(Im Dreieck OA’B’ - rechter Winkel bei 4°)
Die Strecke ¢ gibt ein MaB fiir den Tangens von « an.

Der Cotangens

Fiir die Bestimmung des Cotangens muB eine Horizontaltangente an den Ein-

heitskreis gelegt werden.
Hierzu muB das Dreieck OCI betrachtet werden. Beachten Sie hierbei, daB
Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen gleich sind.? x tritt demzufolge bei

C auf.
cota=%=c, da Ol =r=1

Die Strecke c gibt demzufolge ein Ma8 fiir den Cotangens von «.

Zusammenfassung:

Ein Winkel & wird von der positiven z-Achse zu einem Strahl durch den Ursprung

des Koordinatensystems gemessen. Dieser Strahl schneidet den Einheitskreis im

Punkt P mit den Koordinaten (z, y).

Es ergibt sich

1. Der Wert des Sinus von « als Wert der Ordinate y.

2. Der Wert des Cosinus von « als Wert der Abszisse z.

3. Der Wert des Tangens von « als MaBzahl der Vertikaltangente, begrenzt durch
die Schnittpunkte mit den Winkelschenkeln.

4. Der Wert des Cotangens von « als MaBzahl der Horizontaltangente, begrenzt
durch die y-Achse und den verlingerten Winkelschenkel durch P.

Ist eine Wiederholung der Begriffe Abszisse und Ordinate erforderlich ?

—» I
Sie kennen die Begriffe und sind sicher bei der Anwendung. —» U
115 von L,
Durch zwei Koordinaten wird ein Punkt in der Ebene festgelegt, seine y-Koordi-
nate (die Ordinate) und seine z-Koordinate (die Abszisse). — U,
l1e von Ly, oder Ly,

Bisher wurde die Aufgabe noch nicht gelost, die in I,3 angedeutet wurde. Es
wurden wieder nur Winkel zwischen 0° und 90° untersucht.

1 Ausfithrlich wird der Zusammenhang im Abschnitt 6. behandelt.
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Die Winkel lagen dabei immer im ersten Quadranten. Wird der zweite Schenkel
weiter entgegen der Uhrzeigerdrehrichtung gedreht, so bildet er zu der positiven
z-Achse Winkel, deren GroBe von einer bestimmten Stelle den Wert 90° iiber-
schreitet.

Dazu wird allerdings der erste Quadrant verlassen. Wie sieht es in den anderen
Quadranten aus ?

Vor der Antwort eine kleine Ubung. — 0,
I17 von Ly
Es wird die Lage der Quadranten angegeben:
y
I.K I
\ I3
II. IF.
Bild 5.13
» U,
118 von Ly, oder Ly,
Im ersten Quadranten ist folgendes definiert (vgl. I,):
. Ordinate 08 & = Abszisse
SIN & = Radius " Radius
__ Ordinate cot o — Abszisse
tan & = N yezisse ~ “Ordinate

Dabei bestimmt der Punkt P (Schnittpunkt des einen Winkelschenkels mit dem
Einheitskreis) ‘den Abszissen- und Ordinatenwert. Der andere Schenkel ist die

positive z-Achse. o o
Es ist hierbei zu beachten, daB der Radius des Einheitskreises immer den Wert 1

hat.
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Genauso miissen auch die Winkelfunktionen in den anderen Quadranten definiert
werden, damit die Definitionen im ersten Quadranten giiltig bleiben, die aus den
Betrachtungen iiber das rechtwinklige Dreieck folgten.
Da nun aber die Ordinaten- und Abszissenwerte in den unterschiedlichen Qua-
dranten verschiedene Vorzeichen haben, so erhalten auch die Werte der Winkel-
funktionen fiir Winkel in den einzelnen Quadranten unterschiedliche Vorzeichen.
(Der Radius ist immer positiv und gleich 1.)
Erster Quadrant: Die Ordinaten und Abszissen der Punkte P sind immer positiv.
Damit werden nach den oben angegebenen Definitionen alle Winkelfunktionen im
ersten Quadranten positiv. Das stimmt mit unseren Erfahrungen iberein.
«—T,

'1 9 von Ly,

Die Antwort von Ty wird besprochen.
Ein Punkt im 3. Quadranten hat eine negative Abszisse und eine negative Ordi-
nate. (Der Radius ist immer positiv.)

ry

In die Definition (vgl. ;) eingesetzt :

negative Ordinate

sin &« = Radins = negativer Wert
” . ‘
cos o = —oBe Plve l.:l;smsse = negativer Wert
__negative Ordinate .
tan o = negative Abszisse positiver Wert
ti i .
cot o == e T Abzisse = positiver Wert

negative Ordinate
Wenden Sie das hier Gezeigte an. —» Uy
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120 von Ly, oder Ly,

Wenn Sie sich Lyg und L, (3.) ansehen, so werden Sie merken, daB die Bestimmung
des Wertes der Winkelfunktionen grafisch auf Winkel zwischen 0° und 90° zuriick-
gefiihrt wurde.

Bemerkung: Winkel werden gegeri die Uhrzeigerdrehrichtung gemessen. Hier sind
die folgenden Winkel zu betrachten:

Im IT. Quadranten Winkel zu der negativen z-Achse.

Im ITI. Quadranten Winkel von der negativen z-Achse.

Im IV. Quadranten Winkel zu der positiven z-Achse.

Es muB jedoch hierbei auf das richtige Vorzeichen geachtet werden.
«—T,

121 von L,y
1. Die Beziehung ‘

sin (360° — B) = —sin §
wird in Bild 5.15 dargestellt.

cot x<0 |

Bild 5.15

Sie sehen, daB der Winkel

x = 360° — §
den gleichen Sinuswert hat wie der Winkel  (Schenkel verlingern und zur nega-
tiven z-Achse messen).
Da die Orientierung hier aber entgegengesetzt ist, kann auf diese Weise schon das
negative Vorzeichen begriindet werden. (Sinuswerte von Winkeln im IV. Qua-
dranten sind negativ, vgl. Ly,.)
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2. Die Beziehung
cot (180° 4 B) = cot 8
wird in Bild 5.16 dargestellt.

cota >0

fona>0

x

Bild 5.16

Sie sehen, daB der Winkel
« = 180°+ 8

den gleichen Cotangens hat wie der Winkel 8.
(Cotangenswerte der Winkel im III. Quadranten sind positiv, vgl. Lg,.)
» Uy,

122 von Ly,

Da fiir Sie die vorangegangenen Erklirungen nicht ausreichten, auf der anderen
Seite diese Kenntnisse aber sehr wichtig sind, sollen die Zusammenhinge hier
noch einmal ausfiihrlich dargestellt werden.

Riickfithrung der Bestimmung von Werten der Winkelfunktionen fiir Winkel
zwischen 90° und 360° auf Winkel zwischen 0° und 90°.

Zweiter Quadrant (90° < x << 180°)

Aus Ly, (Bild 5.32) entnehmen Sie, dal der Wert der Winkelfunktion bestimmt
wird, der sich als Erginzung zu 180° ergibt. Dieser wird mit dem richtigen Vor-
zeichen versehen.

sin &« = sin (180° - &)

Winkel zwischen 0° und 90°, wenn & zwischen 90° und 180° liegt.

cos &« = —cos (180° - x)

tan « = —tan (180° - «)

cot x = —cot (180° - «)
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Dritter Quadrant (180° < & < 270°)

Aus Ly, (Bild 5.33) entnehmen Sie, da8 der Wert der kaelfunktlon des Winkels
bestimmt wird, der sich als Ergdnzung von 180° zum Winkel ergibt. Dieser Wert
wird mit dem richtigen Vorzeichen versehen.
sin &« = — sin (x — 180°)
Winkel zwischen-0° und 90°, wenn « zwischen 180° und 270°
liegt.
cos & = —cos (x — 180°)
tan & = tan (x — 180°)
cot & = cot (x — 180°)
Vierter Quadrant (270° < x << 360°)
Aus Ly, (Bild 5.34) entnehmen Sie, daB eigentlich der Wert der Winkelfunktion
des Winkels bestimmt wird, der sich als Ergianzung zu 360° ergibt, wobei das
richtige Vorzeichen zu bestimmen ist.
sin & = —sin (360° - «)
Winkel zwischen 0° und 90°, wenn « zwischen 270° und 360°
liegt.
008 & = cos (360° — «x)
tan &« = —tan (360° - &)
cot « = —cot (360° - &)
Nachdem Sie diese Information gut durchgearbeitet haben und die Vorzeichen
der Winkelfunktionen bestimmen konnen, diirfen Ihnen die Aufgaben in U,, keine
Schwierigkeiten mehr bereiten. —_—» U,

123 von Ly, oder Ly,

Sie haben damit einige Abschnitte aus der Trigonometrie wiederholt. Bei griind-
schem Studium des Abschnittes miissen nun einige Liicken geschlossen sein, wenn
solche iiberhaupt bestanden haben. Vor Absolvierung der Abschnittsleistungs-
kontrolle der Rat:

Sehen Sie sich noch einmal die Stellen an, die Ihnen bei der Arbeit die meisten
Schwierigkeiten bereitet haben.

» Abschnittsleistungskontrolle 5.6

b.4. Ubungen

U1 von L,

i. Ein Zahnrad mit 48 Zahnen liegt vor.
Bestimmen Sie
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a) Welchen Winkel bilden der erste und der sechste Zahn (von Zahnmitte zu
Zahnmitte) ? '

b) Welchen Winkel bilden der dritte und der achte Zahn ?

¢) Welchen Winkel bilden der siebente und der 35. Zahn ?

2. Welchen Winkel bilden die Zeiger einer Uhr

a) um 3.30
b) um 9.15

Uberlegen Sie hier sorgfaltig. —» L,

U2on I,

Losen Sie mit der Zahlentafel :
Geben Sie in Minuten und Sekunden an.

1. 34,24°
2. 126,16°
3. 42,18°
4. 1,04°
5. 26,39°

Geben Sie in Dezimalteilen des Grades an.
6. 72° 624"
7. 14°56'12"
8. 30°51" 3"
9. 1°1 1"
10. 12°13’ 59"

U3 von I

1. Berechnen Sie an einer geeigneten geometrischen Figur (also ohne Verwendung
der Zahlentafel).
sin 60°, cos 60°, tan 60°, cot 60°
Hinweis: Beachten Sie I
2. Berechnen Sie an einer geeigneten geometrischen Figur (also ohne die Verwen-
dung einer Zahlentafel).
sin 45°, cos 45°, tan 45°, cot 45°
Hinweis: Wenn Sie durch eigene Uberlegungen die Figur nicht finden, diirfen Sie
die in I,, angegebene Hilfe in Anspruch nehmen. — L,
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U von 1, oder L,
Entnehmen Sie die folgenden Werte aus der Zahlentafel.
1. cos 34,2° = 2. tan 62,8° =
3. sin z = 0,3107 z = 4. cot x = 3,096 zr =
5. cot 9,8° = 6. cot z = 0,2736 =
7. sin 42,6° = 8. cosz = 0,9583 =z =
9. cos 47,1° = 10. tanz = 0,3919 =z =
» Ly,

Us von Il’
1. In einem rechtwinkligen Dreieck sind gegeben:

a) o = 21,1° b=34cm (y = 90°)

Berechnen Sie: 8, ¢, a

b) b = 2,43 ¢em a=3,11cm (y = 90°)

* Berechnen Sie: «, fi, ¢
2. Berechnen Sie den Umfang des angegebenen Rinnenquerschnitts.

_ =
[ b6=036m

h=012m

« = 60,4°
3. Wie hoch ist ein Mast, der von einem an der Spitze befestigten Seil mit 32,4 m

Lange gehalten wird, welches einen Winkel von 52° mit dem Boden bildet.
4. An einer Bahnstrecke steht ein Schild, welches angibt, daB eine Steigung von

1:30 auf 560 m Streckenldnge besteht.

Wie gro8 ist der Hohenunterschied zwischen dem Punkt am Beginn und am

Ende der Steigung ?
Zusatzaufgabe!

1 Fir die Losung dieser Aufgabe sind einige Kenntnisse aus der Mechanik notwendig. Sie
konnen dic Gelegenheit zur Wiederholung gut nutzen.
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6=2460 N

W

Bild 5.18

5. Berechnen Sie die GroBe der Teilkrifte am angegebenen Tragarm.
— L

U5 von I, oder Ly,

'Zeichnen Sie die Werte der 4 Winkelfunktionen fiir den Winkel « ein.

bl

-~
"

7 x  Bida19

U7von Is

Zeichnen Sie folgende Punkte in ein z,y-Koordinatensystem ein (cartesisches
Koordinatensystem):
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Abszisse Ordinate

1. P, 3 4
2. P, 0 ~1
3. P, -1 -1
4. P, -3 0
5. P, 0 0

__—_’Lzz

Us von I g

Welche Winkel (Gradzahl angeben) liegen im ITI. Quadranten. (Ein Schenkel ist
die positive z-Achse. Der anderc Schenkel schneidet den Einheitskreis im III.
Quadranten.)

Ko< ..

Vergleichen Sie mit ——» L,

U9 von I,,

Welche Winkel liegen

a) im II. Quadranten ... < & < ...
b) im IV. Quadranten ... <a < ...

Wenn Sie ergiinzt haben,

> Ly

U10 von I,

Tragen Sie die Vorzeichen der Winkelfunktionen in den einzelnen Quadranten in
die Tabelle ein.

I II. III. Iv.

8in x
COS x
tan x
cot x

» L,g




5.4. Ubungen U 1n

U11 von Ly,

Zeichnen Sie Strecken ein, deren Linge gleich dem. Wert der Winkelfunktionen
fir den angegebenen Winkel « ist.

y

N

Bild 5.20
y
(]
\ X
Bild 5.21

Hinweis: Achten Sie diesmal wieder auf das Vorzeichen (vgl. U, 4, Layg)-
> Loy

U1z von Iy

Fiihren Sie die Bestimmung der Funktionswerte auf Winkel zwischen 0° und 90°
zuriick.

1. sin (180° — z) 2. tan (180° +-z)
3. sin (180° 4 z) 4. cot (180° — x)
5. cot (360° — z) 6. cos (360° — z)
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7. tan (180° — z) 8. cos (180° + z)

9. cos (180° — z) 10. tan (360° — z)

0° < x << 90° —_— L,
U13 von I,

Fiihren Sie die Bestimmung der folgenden Werte von Winkelfunktionen auf die
Bestimmung des Wertes der Winkelfunktionen fiir Winkel zwischen 0° und 90°
zuriick.

1. sin 150° 2. tan 320°

3. sin 220° 4. cos 170°

5. tan 210° 6. cot 160°

7. cot 213° 8. sin 332°

9. cos 199,8° 10. cos 321,2°
11. tan 152,1° 12. cot 348,2° —» L,

5.5. Lisungen

L1 von T,
Sie sind durch eine falsche Uberlegung an diese Stelle gelangt. Vergleichen Sie mit
der Losung. Lesen Sie ab zweiten Satz weiter in L. —_— L,
L2 von T,

Das Ergebnis ist richtig. Die Uberlegungen sind ordentlich. +—T,

L3von T, oder L,

Ihr Ergebnis kann nicht richtig sein, wenn es mit keinem der in T, angegebenen

iibereinstimmt.
Die 360° des Vollkreises sollen in 16 Teile (Sektoren) geteilt werden. Die Skizze
veranschaulicht die Aufgabenstellung.
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/‘.Wd'e

1 Speiche

Bild 5.22

Zwei benachbarte Speichen bilden demzufolge einen Winkel von

360°
16
Aus der Skizze ergibt sich sofort der Winkel, den die erste mit der vierten Speiche

bildet.
Essind 3 Sektoren - 22,5° = 67,5°. «— 0,

= 22,5°.

Lavon 0,

1. a) 37,6° (Winkel zwischen zwei Zahnen 7,5°)
b) 37,5° '
c) 210°
o

2. a) 285° oder 75° (Winkel zwischen zwei vollen S(;unden-?ﬂ = 30°)

12
b) 187,5° oder 172,5°
Wenn Sie alle Ergebnisse richtig bestimmt haben, ist Thre falsche Antwort aus T,
vergessen.
Ist ein Ergebnis falsch, so sehen Sie sich noch einmal L, an und skizzieren die Auf-
gabenstellung, um Thren Fehler zu berichtigen. +—T,

Lsvon T,

Die Losung heiBt:
« = 132°21'36"
Haben Sie diese Losung ermittelt ?
da: «—T,
Nein: —I,
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L6 von U,

1. 34°14'2¢4" 2. 126°9'86"

3. 42°46'48" 4. 1°2'24"”

5. 26°23'24" 6. 72,10667°

7. 14,93633° 8. 30,75083°

9. 1,01628° 10. 12,23239°

Berichtigen Sie, wenn notwendig, die Ablesefehler. — T,
L7 von T,

Ihre Antwort ist nicht richtig. ,

Richtig wurde von Ihnen zwar erkannt, daB der Cotangens das Verhiltnis ,von

Ankathete zur Gegenkathete ist. Sie haben jedoch die wichtige Voraussetzung

nicht beachtet, daB diese Bezichung nur im rechtwinkligen Dreieck definiert ist.

Blittern Sie zuriick nach T,. Sie erkennen dann, daB das Dreieck in Bild 5.2 keinen

rechten Winkel besitzt. Aus diesem Grund ist der Cotangens im angegebenen

Dreieck nicht definiert.!

Dagegen ist das im Bild 5.1 angegebene Dreieck rechtwinklig, denn es besitzt bei C

nach dem Satz des THALES einen rechten Winkel.2

Ihre Antwort 14Bt trotzdem die Vermutung zu, daB Sie die Definitionen der

Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck nicht vergessen haben. Merken Sie

sich zukiinftig jedoch immer:

Die Winkelfunktionen sind nur im rechtwinkligen Dreieck definiert.

Die Losung von T, wird Ihnen nun keine Schwierigkeit bereiten.
«—T,

|.8 von Ty

Ihre Antwort ist richtig. Alle anderen Antworten sind falsch. Sie haben gewuBt,
daf die Winkelfunktionen im Dreieck nur unter der Voraussetzung definiert sind,
daB es rechtwinklig ist.

1 Auch die Begriffe Kathete und Hypotenuse sind nur im rechtwinkligen Dreieck definiert.
Die Hypotenuse ist die Seite, die dem rechten Winkel gegeniiberliegt. Die beiden restlichen
Seiten sind die Katheten, die als An- bzw. Gegenkathete bezeichnet werden, je nachdem, ob
sie am betrachteten Winkel an- oder ihm gegeniiberliegen.

2 Sehen Sie sich den Satz des THALES an, wenn Sie die Aussage des Satzes nicht mebr kennen.
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Das in Bild 5.1 angegebene Dreieck hat in C nach dem Satz von THALES einen
rechten Winkel. Die Beziehung

Ankathete

cot 6 = —vv—
Gegenkathece

gilt demzufolge.

Das in Bild 5.2 angegebene Dreieck ist nicht rechtwinklig. Aus diesem Grund ist
der Cotangens hier nicht definiert. ’

Sie haben mit Ihrer Entscheidung fiir diese Antwort gezeigt, daBl Sie die Defini-
tionen der Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck beherrschen. T, wird
deswegen leicht zu 16sen sein. «—T,

Lo von T,

Das %var keine gute Antwort.
Sie haben die Voraussetzungen zur Losung der hier gestellten Problematik ver-
gessen. Bitte merken Sie sich fir die Losung der nachsten Aufgabe:

Versuchen Sie sich vor der Antwort an den Lehrstoff aus Ihrer Schulzeit zu
erinnern.

Eine Wiederholung erfolgt in I;. «—I;

L10von T,

Die Antwort ist nicht richtig.
Sie haben vergessen, daB der Cotangens im rechtwinkligen Dreieck das Verhaltnis
von Ankathete zu Gegenkathete ist.

Kennen Sie die anderen Winkelfunktionen noch ?

Ja: Beweisen Sie das. 4«—T,
Nein: < I,
L11 von T,

Diese Antwort ist ehrlich.
Es gibt nun zwei Moglichkeiten.

1. Das Programm muB Ihnen helfen. «—1I
2. Sie helfen sich selbst, indem Sie in alten Aufzeichnungen, Formelsammlungen
u.a. nachschlagen und sich T3 noch einmal vornehmen. «—T,

Entscheiden Sie sich bitte selbst fiir eine von den vorgegebenen Moglichkeiten.
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L12von T,

Es muB in T, erginzt worden sein:

sha:cosﬂ:%

Sind hier Fehler aufgetreten ?

%:sinﬁ:cosa

Ja: Sie miissen I; durcharbeiten und sich die Definitionen einprigen.

Nein: Sie kennen die Beziehungen.

«—I;
+«—T;

L13 von T,
Haben Sie ermittelt ?
1 V3
. o __ _— °o_ Y
sin 30° = 5 cos 30 3
., 1 Y3 .
tan 30° = W =3 (Rationalmachen des Nenners)
cot 30° = 3
Ja: Die Antwort ist gut. < Tg
Nein: < I,
L1 4von U,
Wie in I, ergibt sich:
_ 1
... h Y3 ., 2 1
1. sin 60 -—T—T cos 60 ——T-—?
tan 60°=%=V§ % V3
o__° _ g
5 cot 60° = 7 3

(Rationalmachen des Nenners)
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2,
17
7 d 7 —
d=y12 4+ 12= V2
45°
7 Bild 5.23
sin 45° =%=;=l22-
VZ — Rationalmachen des Nenners
cos 45° = 1_ 1 —ﬁ
d Y2 2
1
° —_— e T
tan 45° = T 1
. 1 ]
cot 45° = T= < Ty
L15von T,

Ganz zufrieden konnen Sie damit aber nicht sein. Sie haben sich irrefiihren lassen.
Der letzte Wert ist falsch. Es wurde versehentlich beim Tangens abgelesen. Es
muB also geiibt werden, um vollkommene Sicherheit zu erreichen.

«—T,

L1 6 von T,

Mit dieser Antwort konnen Sie sich fiir die richtige entschieden haben, wenn Ihre
Ergebnisse heillen:

cos 61°12" = cos 61,2° = 0,4818
tan 12,8° = 0,2272
x = 50,1°
x = 21,9°
(Dieser Wert ist in T falsch angegeben worden.)
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Haben Sie diese Werte bestimmt, so sind Sie sicher in der Verwendung der Tafeln.

In diesem Fall «—T,
Ansonsten muB in I,; wiederholt werden. «—1I;
L17von 0,

1. 0,8271 2. 1,946

3. 18,1° 4. 17,9°

5. 5,789 6. 74,7°

7. 0,6769 8. 16,6°

9. 0,6807 10. 21,4°

Wenn es notwendig ist, verbessern Sie aufgetretene Fehler. 4«—T,
L18 von T,

Haben Sie als Hohe des Baumes
28,23 m- bestimmt ?
Abweichungen im Rahmen der Rechenstabgenauigkeit sind erlaubt (4-10 cm).

Ja: Die Antwort ist gut. «—1I;
Nein: Die Aufgabe wird in I,, besprochen. «—1I,
L19 von U,

Ihr Losungsweg kann sich von dem hier gewahlten unterscheiden. Die Ergebnisse
miissen jedoch (bis auf Rundungsungenauigkeiten) iibereinstimmen.

1. a) f=180° — & — 90° c = b a=25)-tan «
cos o
f = 68,9° ¢ = 3,644 cm a=1312cm

b) tan x = % B=90°—« ¢c=V2,43 + 3,1 cm

a = 52° p=38 ¢ =3,947cm
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k .
U=0b+ 2sin_o" Der Umfang betragt 0,636 m.

U=0b+ 0276 m = 0.636 m

3. Skizze
h =1- sin 52°
h = 25,63 m
Die Hohe betragt 25,63 m.
Bild 5.24
4. Skizze
7
? ]
30 Bild 5.25

Wichtiger Hinweis: Die Streckenlinge von 560 m gibt die Linge der Hypotenuse
an. Sicher erkennen Sie, daB sich in diesem Beispiel die Linge der Hypotenuse und
die Liinge der Ankathete von ¢ nur wenig unterscheiden. Deswegen gilt fiir kleine
Winkel ¢ bei der praktischen Rechnung:

sin ¢ & tan ¢
Schlagen Sie die Zahlentafel auf. Oberzeugen Sie sich von der Richtigkeit dieser

Beziehung. Vergleichen Sie, ab welcher GroBe des Winkels Abweichungen in der
zweiten Stelle nach dem Komma auftreten.

Lésung der Aufgabe:
tan ¢ = —1—-
30
h = 560 m - sin @ s 560 m - tan ¢
h= 18,67 m

Der Hohenunterschied betragt 18,67.m.
Bemerkung: Wird der hier gegebene Hinweis beriicksichtigt, so ist die Aufgabe
auch nach dem Strahlensatz durch eine Proportion zu 16sen.
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5. Skizze

Stufenwinkel

Bild 5.26
Stufenwinkell: x = 43°

G=2460N
F, = ¢ = 3607N
2™ gin 43°

Fp=G-cot 43° = 2637TN

Die Zugkraft betragt 3607 N und die Druckkraft 2637 N.
Verbessern Sie, wenn notwendig, falsche Ergebnisse.
Sehen Sie sich die Losung der Zusatzaufgabe in dieser Einheit gut an.

«—1I,
L20 von T,
Haben Sie diese Strecken nicht eingezeichnet, so miissen Sie zu I,,.
«—I,

! Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen sind gleich.
o

&=,

&,
7 Bild 5.27
Im Abschnitt G wird diese Problematik ausfiihrlich dargestellt.
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1)
cot o A/ -—

07
Pixy,

- inee\| fan a |

xy

s
b)

a)
Bild 5.28

Haben Sie die Strecken so eingezeichnet, dann sind Ihre Kenntnisse auflerordent-
lich gut. —1I

L21von v,

v

tena
N sina

@

wsa X

Bild 5.29

Wenn Sie diesmal wieder nicht richtig eingezeichnet haben, dann miissen Sie sorg-

faltiger arbeiten. Beginnen Sie noch einmal bei I;, die Arbeit.
«—I,
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Wenn Sie diesmal die Strecken richtig eingezeichnet haben, so ist der Sachverhalt
verstanden worden, der Ihnen entfallen war. «—1I,

+22 von U,

4
X‘}

Bild 5.30

Wenn hier wieder ein Fehler aufgetreten ist, dann haben Sie die Begriffe Abszisse
und Ordinate eines Punktes nicht sorgfiltig genug auseumndergeha.lten (vgl. I
oder nicht sorgfaltig gearbeitet. {‘I

L23von U,

Haben Sie

180° < & < 270° 2
Ja: «—1I4
Nein: < j o

L24avon 0,

a) 90° < & < 180°
b) 270° < & < 360° «— 1,

L25 von T,

Fir 180° < « < 270°
sin « negativ, cos « negativ, tan « positiv und cot « positiv
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Hatten Sie diese Antworten ?
Ja: Sie kénnen die Vorzeichen der Winkelfunktionen in den einzelnen Quadran-
ten bestimmen. Zur Festigung jedoch: «—0,
Nein: «—],
L26 von Uy
1 11 HI. IV
sin x T -+ — —
cos x + - — -
tan o + — - —
cot x + e

Wenn Sie einen Fehler gemacht haben, so miissen Sie das Ergebnis mit der Hilfe
von I, in jedem Fall verbessern. «—7T),

Lz7 von T,,

1. Haben Sie gar keine Strecken eingezeichnet, so schlagen Sie sofort U, auf und
lesen sich Ty und die zugehorige Losungseinheit durch (denken Sie an die Ver-
allgemeinerung der Winkelfunktionen fiir beliebige Winkel). Gehen Sie dann zu
Ty, und versuchen Sie die Aufgabe zu 16sen.

2. Haben Sie folgendes eingezeichnet ?

]

Bild 5.31

Dann haben Sie zwar das Vorangegangene verstanden, jedoch nicht auf das Vor-
zeichen geachtet, denn

sin o ist richtig, da im II. Quadranten positiv,

co8 « ist richtig, da im II. Quadranten negativ,
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tan « ist falsch, da im II. Quadranten negativ (hier wurde aber ein
positiver Wert eingezeichnet), ’
cot « ist richtig, da im II. Quadranten negativ und der Wert auch auf
der negativen z-Achse abgelesen wird.
3. Sie haben die Aufgabe nur dann richtig gelst, wenn Sie folgendes eingezeichnet
haben:

cot a

sine -A

ose |\ x

Bild 5.32

Wenn Sie die unter 3. angegebene Losung haben, so ist Ihre Arbeit sehr ordent-
lich. <
Ansonsten gehen Sie nach griindlichem Studium von Ly, zu U;;.
Beachten Sie dabei jedoch den Hinweis:

Unm das richtige Vorzeichen fiir den Wert des Tangens oder Cotangens zu erhalten,
macht es sich in einigen Fallen erforderlich, den einen Winkelschenkel durch den
Mittelpunkt des Einheitskreises zu verlingern. «—7U,

120

L28 von U,

Die Losungen mit dem richtigen Vorzeichen der Winkelfunktionen heiBlen:

Yy ota>o

sin « negativ
cos x negativ
tana positiv’
cot « positiv

/

xg fona>0

Bild 5.33
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oof a<0

sin x negativ
cos x positiv
tan & negativ
cot & negativ

Bild 5.34

wenn Sie die richtigen Losungen haben oder sich die richtigen Werte durchdacht
haben. «—1

L29 von Ty,

‘Wenn Sic bestimmt haben:
1. sin (360° — B) = —sin §
2. cot (180° + B) = cot f,

dann kénnen Sie fiir diese Ergebnisse gelobt werden, denn Sic haben gut mitge-
arbeitet. Sicher haben Siec auch bei der Anwendung dieser Erkenntnisse in T,,

keine Schwierigkeiten. 4 —7T),
Haben Sie diese Beziehung nicht gefunden, «—I,
L30 von Uy

1. sinz 2. tanczx

3. —sin z 4. —cot x

5. —cot x 6. coszx

7. —tan = 8. —cos z

9. —cos z 10. —tan z +—T,

Dort sollen Sie die hier gesammelten Erkenntnisse anwenden.
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L31 von Ty,

1. sin 210° = —sin 30°

IIT1. Quadrant: Sinus negativ
2. cos 150° = —cos 30°

II. Quadrant: Cosinus negativ
3. tan 190° = tan 10°

ITI. Quadrant: Tangens positiv

4. cot 330° = —cot 30°
IV. Quadrant: Cotangens negativ

Wenn Sie alle Ergebnisse richtig baben, so sind Sie sicher, konnten das Gelernte
anwenden und gehen gleich zu L. «— 1,

Hatten Sie ein Ergebnis falsch, so wiederholen Sie die Vorzeichen der Winkel-
funktionen in den einzelnen Quadranten und +—1I,

(Vorzeichen der Winkelfunktionen in Ly,g).

L32 von Uy
1. sin 30° 2. —tan 40°
3. —sin 40° 4. —cos 10°
5. tan 30° 6. —cot 20°
7. cot 33° 8. —sin 28°
9. —cos 19,8° 10. cos 38,8°
11. —tan 27,9° 12. —cot 11,8°

Hatten Sie wieder Vorzeichenfehler, so arbeiten Sie noch einmal die entsprechen-
den Abschnitte durch (Lsg). Sie miissen sicher entscheiden konnen.

Hatten Sie sonst keine Schwierigkeiten mehr, dann «—I,

b.6. Leistungskontrolle

5.6.1.  Aufgaben

Uberpriifen Sie selbst, wie die gestellten Ziele in diesem Abschnitt erfiillt wurden,
indem Sie die folgende Klausur schreiben.

Zeit : 45 Minuten

Hilfsmittel : Zahlentafel, Rechenstab
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1. Begriinden Sie, warum kein Wert « mit
cos x = 2
existieren kann.

2. a) Bestimmen Sie die vier Werte der trigonometrischen Funktionen fiir

1. 74°30°
2. 26,4°

b) Bestimmen Sie den Winkel x aus:
1. sin & = 0,7361
2. tan & = 1,6070
3. cos o = 0,9415
4. cot x = 0,9490

3. Das Gefalle einer StraBe betragt
1:20
Welcher Hohenunterschied besteht zwischen zwei 620 m voneinander entfern-
ten Punkten auf der Strafie ?

4. Eine Schraube mit metrischem Gewinde hat eine Steigung (Ganghdhe) von
" h=1,5mm und einen Gewindedurchmesser von d = 9,7 mm. Berechnen Sie
den Steigungswinkel des Gewindes.

Bild 5.35
5. Berechnen Sie.
1. sin 170° 2. cot 290°
3. sin 220° 4. sin 330°

5. tan 340° 6. cot 150°
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5.6.2.  Auswertung

1. Es sind hier zwei verschiedene Begriindungen méglich, weil auch zwei verschiedene geo-
metrische Objekte zur Definition der trigonometrischen Funktionen herangezogen wurden.

Einheitskreis

Die Definition des Cosinus als das Verhiltnis von Abszisse zu Radius wird untersucht.
Da der Radius gleich 1 ist und die Abszisse fiir einen Punkt auf dem Umfang des Einheits-
kreises maximal gleich 1 sein kann, ist der Quotient nie groB8er als 1.

Rechtwinkliges Dreieck

Die Definition des Cosinus als das Verhiltnis von Ankathete zur Hypotenuse ist die Begriin-
dung im rechtwinkligen Dreieck, daB der Quotient nie groBer als 1 sein kann. Die Hypotenuse
ist immer groBer als die Kathete.

Fiir diese Begriindung erhalten Sie 3 Punkte (eine geniigt natiirlich). Wenn Sie diese Be-
grindung nicht gefunden haben, so wurde der erste Teil der Zielstellung aus Punkt 2 nicht
erfiillt. Sie miissen dann noch einmal I, I,, und I,4 studieren.

2. a) 74°30" = 74,5°

sin 74,5° = 0,9636 0,5 Punkte sin 26,4 = 0,4446
cos 74,5° = 0,2672 0,5 Punkte cos 26,4° = 0,8957
tan 74,5° = 3,6060 0,5 Punkte tan 26,4° := 0,4964
cot 74,5° = 0,2773 0,5 Punkte cot 26,4°> — 2,0140
Fur jede richtig geloste Teilaufgabe erhalten Sie 0,5 Punkte.

b) 1.x =474 0,5 Punkte
2. x = 58,1° 0,5 Punkte
3.a =19,7° 0,5 Punkte
4 o = 46,5° 0,5 Punkte

Insgesamt gibt es far die richtige Losung der Aufgabe 6 Punkte (jedes Teilergebnis
0,5 Punkte).

Wenn Sie diese Werte nicht gefunden haben, so haben Sie noch nicht genug Sicherheit in
dem Umgang mit der Zahlentafel bei der Bestimmung der trigonometrischen Funktionswerte.
Zielstellung 3 wurde deswegen nicht erreicht. Wiederholen Sie darum I,, und U,.

3.

d ; | i
20 Bild 5.36




