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Einige Worte an die Leser

wr

Ich spreche gern und schreibe weniger gern. Dieser Begriff des ,,Spre-
chens'‘ hat viele Synonyme: ein Gesprich fiihren, sich unterhalten,
iiteinander reden.

Im Gespriich spiirt man stiindig die Resonanz bei den Gesprachspartnern,
¢s ist, modern ausgedriickt, Riickkopplung vorhanden.

Seit zwanzig Jahren fiihre ich Gespriche mit Ingenicuren, Physiologen,
Arzten, Geologen und Okonomen — mit Menschen verschiedener Berufe,
Ansichten und Idhigkeiten. Ich halte Vortriige und fiithre Seminare durch.
Wir unterhalten uns an einem Tisch, den man nicht immer als rund
bezeichnen kann. Wir bemiihen uns zwar, diesen Tisch zu einem ,,runden‘
zu machen, doch zu Anfang sto8en wir uns tiichtig an seinen ,,Ecken®.
In den Gesprichen geht es oft um Probleme und Schwierigkeiten in wissen-
schaftlichen Disziplinen, {iber die ich mitunter so wenig wei}, dal} ich
mich nicht einmal fiir einen Dilettanten halten kann.

Irgendwie hat es sich eingebiirgert, zu sagen, eine Vorlesung wird ,,ge-
lesen‘". Eine Vorlesung mufl aber ein ,,Gesprich® mit den Hérern sein;
wenn sie gelesen wird, selbst wenn das ohne Manuskript geschieht, so ist
es meist unbelriedigend oder langweilig, zuhéren zu miissen, und somit
auch nahezu nutzlos. Deshalb bemiihe ich mich als professioneller Redner
stets, withrend einer Vorlesung oder eines Vortrags mit den Zuhérern ins
Gesprich zu kommen.

Die Vorbereitung einer zweistiindigen Vorlesung kostet viele Stunden
Zeit, trotzdem kann ich nicht bis in alle Einzelheiten festlegen, was ich
sagen werde — das hingt auch sehr vom Auditorium ab.

Sicher hat es ein Redner iin Fernsechen schwer: Man kann doch einen
Witz nicht sich selbst erzihlen oder I'ragen stellen, ohne darauf wenig-
stens in den Augen der Horer eine Antwort zu finden.

Genauso fehlt beim Schreiben eines Buches die Riickkopplung; es filit
mir schwer, mich an einen mir unbekannten Leser zu wenden. Deshalb
werde ich mich hier vor Thnen mit meinen I“reunden unterhalten, die
Physiologen, Arzte, Ingenieure oder Geologen sind. Ich werde mit ihnen
iiber Mathematik sprechen. Solche Cespriiche gab es viele und wird es
auch in Zukunft geben.

Wenn ich in ein Gebiet der Wissenschaft, Technik oder Kunst etwas tiefer
eindringen will, so kann ich lingere Zeit Literatur wilzen und auch recht
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trockene Studien treiben. Ich kann aber auch einen IFachmann fragen, der
mir mit Begeisterung von scinen Problemen und Schwierigkeiten erzihlen
wird. Aul diese Weise kann ich schnell meine Neugier belriedigen, ohne
meine angeborene Bequemlichkeit iiberwinden zu iniissen.

Ich unterhalte mich deshalb gern mit Fachleuten der verschiedenen
Wissensgebiete.

Doch warum wenden sich diese ['achleute an mich, den Mathematiker? —
Man sagt, dall gegenwiirtig ein gewaltiger ,,Prozel der Mathematisierung™
der verschiedensten wissenschaflllichen Disziplinen stattfindet. Solche
Ansichten werden von Presse und Rundfunk sowie der populiren und
sogar der ernsthalten wissenschaltlichen Literatur verbreitet. Allerdings
haben die meisten eine sehr verschwommene Vorstellung von diesem
ProzeB: Die einen glauben, daB die Mathematiker Gleichungen angeben
ruiiBten, die in allen Lebenslagen zu gebrauchen sind; die anderen meinen,
daB die Computer das Denken fiir den Menschen iibernehmen kénnten
und hoffen deswegen, in den gewohnten Bahnen schlecht organisierter
Denkweisen verbleiben zu kénnen; die dritten setzen niichtern auf eine
den realen Moglichkeiten der Mathemaltiker entsprechende Hille.

Dic Mathematik kann natiirlich nicht alle Probleme l6sen. Sic ist aber ein
wichtiges Hilfsmittel aller wissenschaftlichen Disziplinen, wenn man sie
gekonnt und korrekt anwendet. Mit der Anwendung mathematischer
Methoden ist es nicht anders als mit allen Dingen des téglichen Lebens:
Um guten Hackepeter zu bekommen, miissen Sie das richlige Messer in
den Fleischwoll einsetzen, in der richtigen Richtung drehen und vor allen
Dingen einwandfreie Rohstoffe verwenden. Verfahren Sic anders, so er-
wartet Sie eine Enttiuschung, fiir die Sie natiirlich nicht den Ileischwolf
verantwortlich machen kénnen.

Es ist sehr wichtig, daB sich der Anwender der Mathematik zunichst mit
der Theorie vertraut macht. Er muB sich mit den Waffen aus ihrem Arse-
nal ausriisten oder zumindest wissen, wo er diese Waffen finden und ein-
setzen kann. Der Anwender der Mathematik kann andererseits aber auch
IHinweise [iir ihre weitere Entwicklung geben, indem er dem Mathemati-
ker scine ungelésten Probleme darlegt.

Nach den ersten freundschaftlichen Gesprichen zwischen Fachleuten ver-
schiedener Gebiete kommt es oft zu einem IKreuzen der Klingen, cinem
Kampf. Das &hnelt der Entwicklung der Handlung in einem Roman:
Zuerst sind die Verliebten gliicklich und zufrieden miteinander — jeder
spricht von sich und hort den anderen nicht. Spiiter. im gemeinsamen
Leben, kimpfen die Partner miteinander um eine angemessene Position,
um dic Behauptung des cigenen Standpunktes. SchlieBlich kommt es zu
einem geteilten Sieg beider, wenn das gegenseitige Verstiindnis einsclzl.
Mir gefillt das Ringen der Fachleute verschiedener Disziplinen. Wenn
dann nach langem Kampf, von dem jetzt die Rede sein wird, die niichste
Etappe cinsetzt, arbeilen der Mathematiker und der Vertreter des anderen
Wissensgebiets zusammen. Sie lésen dann gemeinsam ihre Probleme, und
die Arbeit triigt dann fiir beide Seiten mitunter reiche Friichte.
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Weun lhnen, verehrter Leser, diese Gespriche interessant und niitzlich
erscheinen, dann hat cs sich gelohnt, sie [hnen aufzuschreiben.

Gespriich mit einem Physiologen im September

Der goldene Herbst ist ewiges Thema der Dichter und Maler. Uber ihn ist
viel Schénes zu Papier gebracht worden. Fiir mich allerdings wie [fiir alle,
die mit der Schule zu tun haben, ist der Herbst Beginn eines neuen Jahres.
Es kommen neue Menschen, neue Aufgaben und neue Probleme.

An meinem Yisch sitzt ein junger, fahiger Physiologe; keine Berithmtheit,
doch jemand, der seine Wissenschalt beherrscht und zu arbeiten versteht.
Er sucht nach neuen Wegen und Ideen, cr benétigt neue Resultate. Die
Unlerhaltung mit ihm ist interessant.

Ich: Womit beschiiltigen sie sich?

Er: lch studiere die primiiren Reaktionen in der Sehzone der Hirn-
rinde der Katze, die durch Lichtreize vor dem Augc hervorgerufen
werden.

Ich weif} bereits, wie die Sache aussieht: In den Kopf der Katze werden
diinne nadelférmige Elektroden eingefiihrt, und damit werden die bio-
elektrischen Aktionspotentiale abgetastet. Diese Potentiale kann man
auf dem Bildschirm cines Oszillografen beobachten oder {otografieren,
wie das die obere Kurve im Bild 1 zeigt; die untere, pcriodische Kurve
dient als ZeitmaBstab.



Ich: Und etwas konkreter?

Er: Die Intensitit der Lichtreize kann man iindern. Iis zeigt sich.
daB sich dabei auch Amplitude und Form der positiven und negati-
ven Halbwelle der erregten Aktionspotentiale édndern.

Ich: Na und?

Wie wenig kann man doch auf dem Papier wiedergeben! Die Betonung
dieser beiden Wérter enthiilt so viele zusiitzliche Informationen. Hier
driickt sie interessiertes Abwarten aus.

Er: Was heiBt — na und ? Wir haben eine bestimmte Abhingigkeit
zwischen der Intensitit der Lichtreize und der Parameter der Reak-
tionen im Gehirn beobachtet.

Beachten Sie — cine bestimmte Abhingigkeit. Was kénnte das bedeuten ?
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Ich: Was [iir cine Abhingigkeit haben Sie beobachtet?

Er: Mit wachsender Intensitit nimmt die Amplitude der Aktions-
potentiale zunichst schnell zu, dann langsamer und bleibt schlieBlich
auf einer bestimmten Héhe.

Ich : Das ist sehr schon. Was méchten Sic denn da noch von mir?
Er: Ich méchte gern die mathematische Beschreibung dieser Ab-
hingigkeit bekommen.

Ich: Und wozu brauchen Sie diese Beschreibung ?

Er: Was heiBt — wozu? Sind Sie etwa gegen die Anwendung der
Mathematik in der Biologie?

Ich: Nein, ganz und gar nicht, ich bin sehr dafiir! Sie verstehen unter
der mathematischen Beschreibung eine Formel ?

Er: Natiirlich!

Ich: Was werden Sie denn mit dieser Formel tun, wenn ich sie 1hnen
aufstelle?

Er: Stellen Sie sie bitte auf. Wir fiihren dann zu ihrer Priifung eine
Versuchsreihe durch.

Ich: Sagen Sie, dndern sich die Reaktionen von Katze zu Katze?
Er: Qualitativ dndert sich nichts.

Ich: Aber eine Formel kann man nicht qualitativ aufschreiben. IFor-
meln sind Ausdruck quantitativer Verhiltnisse.

Er: Es geht uns gerade um die quantitativen Abhingigkeiten.
Ich: Das habe ich schon so ungefihr verstanden. Stehen die Tiere
wihrend des Versuchs unter Narkose?

Er: Meist arbeite ich mit narkotisierten Tieren.

Ich: Wenn man nun die Dosierung des Narkotikums oder das nar-
kotisierende Mittel dindert, iindern sich da auch die Reaktionen?
Er: Ja, quantitativ dndern sie sich; qualitativ bleiben sie jedoch
gleich.

Ich: Und wenn man die Versuche mit ein und derselben Katze iiber
lingere Zeit ausfiihrt, erweist sich dabei das Bild ebenfalls als nicht
konstant ?



Er: Ja. Allerdings in unlerschiedlichem MaB, doch vieles iindert
sich. Moglicherweise setzt eine Gewohnung ein. Aullerdem iindert
sich ja auch die 'liefe der Narkose wihrend des Versuchs.

Ich: Warum bezeichnen Sie dann diec Abhiéngigkeit zwischen der
Intensitit der Lichtreize und den Reaktionen als eine bestimmte ?
Er: Vielleicht habe ich mich nicht exakt genug ausgedriickt. Wozu
dicse Wortklauberei ? Ich wollte sagen, daB eine gewisse .\bhiingig-
keit vorhanden ist.

Ich: Das ist keine Wortklauberei. Das Gravitationsgesetz driickt z.
B. die bestimmte Abhingigkeil zwischen den Massen zweier Korper,
dem Abstand zwischen ihnen und der Anziehungskraft aus. Doch in
dem von lhnen betrachtelen ProzeB ist vorldufig keine bestimmte,
klare Abhingigkeit zwischen der Intensitit des Lichtreizes und der
Reaktion des Gehirns zu erkennen.

Er: Doch immerhin, wenn man die Intensitit erhoht, so erhéht sich
in der Regel auch dic Amplitude der beiden IIalbwellen der Aktions-
polentiale.

Ich: Das ist noch weit entfernt von bestimmter .\bhingigkeit. —
Was wollen Sie eigentlich untersuchen ?

Er: Akademiemitglied A. (oder Professor B. oder der hekannte aus-
lindische Wissenschaftler C.) hat einc Methode zur Messung der
Aktionsstréome in der Horzone des Gehirns angegeben. Er und seine
Mitarbeiter arbeiteten mit Kaninchen und untersuchten den Hor-
apparat. Unser Chef hat die Aufgabe gestellt, den Schapparat ndher
zu betrachten. Wir sind es gewohnt, mit KKatzen zu arbeiten, obwohl
man mit ihnen mehr Scherereien hat.

Wenn man sich statt einer direkten Antwort aul eine Frage auf Autori-
titen berult, wird es mir immer etwas unangenehm zumute. Ich stelle mir
bildlich vor: ein muffiges Zimmer, ein Tier auf dem Tisch und einige
Dutzend Geriite sind eingeschaltet. Ein Schleifenoszillograf zeichnet
gleichzeitig fiinfzehn und mehr Kurven auf: Blutdruck, Atemrhythmus,
die Biostrome aus verschiedenen Hirnbereichen usw. Eine ganze Gruppe
von Leuten fiihrt mehrere Stunden lang ein exaktes Experiment durch.
Danach wird das niedliche Versuchskaninchen in den Miilleimer gewor-
fen; nach einergewissen Zeit landen auch die meterlangen Aufzeichnungen
dort, denn nicht immer exisliert eine genaue Vorstellung dariiber, was
man mit ihnen anfangen kionnte. Meine Stimme bekommt inzwischen
einen metallischen Klang.

Ich: Welche Frage wollen Sie mit lhrer Untersuchung eigentlich
beanlworten ?

Er (gercizt): Ich habe Thnen doch gesagt, daB mich die Abhingig-
keit der Parameter der primiren Reaktion von der Intensitit der
Lichtreize interessiert.

Ich (bissig): Nehmen wir an, Sie wiirden diese Abhingigkeil bereits
kennen, eine Formel sei aufgestellt. Und nun?
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Er (noch gereizter): Ich habe Ihnen doch gerade erklirt, daB Akade-
miemitglied A. ...

Ich (ihn unterbrechend): Aber welche Aufgabe hat diese Kapazitiit
gelost ?

Er (herablassend): Akademiemitglied A. hat den EinfluB der Inten-
sitiit eines Schallreizes aul die primire Reaktion in der Hérzone der
Hirnrinde untersucht.

Ich : Meines Erachtens ist das in dieser Formulierung keine mathe-
matische Aufgabe, sondern ein Thema [iir eine Beschreibung in
Worten. Was hat er denn [liir eine [Formel aufgestellt?

Ikr: Wo denken Sie hin! Akademiemitglied A. ist ein Wissenschalt-
ler der alten Schule, ein Gegner der Anwendung der Mathematik in
der Biologie. Von Formeln kann da keine Rede sein! Er ist der Mei-
nung, daf} es die Aufgabc des Physiologen ist, eine Erscheinung zu
beschreiben.

Ich : Zu beschreiben oder zu crkliren ?

Lr: ln der klassischen Physiologie erklirt man natiirlich auch die
Erscheinungen, doch nur beschreibend.

Ich: Und wie muB man lhrer Meinung nach eine Erscheinung er-
kliiren ?

Er: Das muB exakt geschehen. Deshalb habe ich Sie ja auch darum
gebelen, mir bei der Aufstellung ciner Formel behilflich zu sein.
Ich: Wissen Sie, ich bin kein Verehrer der klassischen Physiologie.
Jedenl[alls fiel es mir immer sehr schwer, Biicher iiber Physiologie zu
lesen. Sie enthalten sehr viele Fakten, die vom Standpunkt des
Mathematikers aus gesehen recht willkiirlich ausgelegt werden. Doch
was Sie da vorschlagen, ist nicht viel besser.

Er: Wie soll ich das verstehen?

Ich: Ich werde ein Beispiel anfithren. Die Blitter verschiedener
Pflanzen unterscheciden sich durch ihre Form, und niemand wird ein
Ahornblatt mit einem Birkenblatt verwechseln. Nun nehmen wir
ein Biigeleisen, biigeln das Ahornblatt glatt (wir machen cs eben) und
umfahren das Blatt mit einem Bleistift. Wir erhalten aul dem Papier
eine Kurve. Mit einiger Anstrengung kann man die Gleichung dieser
Kurve aufstellen. Der beriihmic Descartes, von dem die Methode
stammt, die Lage eines Punktes durch seine Koordinaten anzugeben
— eine der groBten Entdeckungen der Menschheit —, untersuchte
z. B. einc Kurve mit der poetischen Bezeichnung ,,Bliitenblatt des
Jasmin®. Die Gleichung dieser Kurve ist

23+ = Baxzy.
Im Bild 2 sehen Sie diese Kurve, verehrter !_Jeser. Das Stiick der Kurve
im ersten Quadranten hat tatsiichlich etwas Ahnlichkeit mit einem Blatt.

Er: Ich weiB nicht ...
Ich: Dasist es ja gerade. Es existicrt sogar eine Menge Literatur iiber
die Bestimmung von Kurven, die Blattformen besclireiben. Viele
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Wissenschaftler haben sich damit beschiftigt, von Descartes bis in
unsere Tage. Am Linde des vorigen Jahrhunderts hat der deutsche
Mathematiker L. Habenicht ein ganzes Werk verlaBt unter dem
Titel ,,Analyse der IFormen von Blittern*. DaB diese Arbeit fiir die
Biologie von Nutzen war, kann man kaumn behaupten.

Mcines Erachlens kompromittieren derartige Spielereien die Anwen-
dung der Mathematik in der Biologie. Aus diesen Formeln kann man
keine SchluBfolgerungen ziehen, die niitzlich wiren fiir die Botanik,
fiir die Erklirung der Natur. Nicht nur deshalb, weil sich die Bliitter
ein und desselben Gewiichses in ihrer Form etwas unterscheiden und
die Formeln nur nidherungsweise die Blattformen beschreiben. AuBler-
dem miiBte man noch beachten, dal Blitter keine ebenen Figuren
sind, sondern gekriimmte Flichen.

Mit einem Wort, die Formeln allein sind nicht die Mathematik —
genausowenig sind die bloBen Noten die Musik.

Er: Sie haben mich verwirrt!

Ich: Kehren wir zuriick zur Physiologie. Die Untersuchung des Lin-
flusses der Intensitiit eines Schallreizes auf die primiren Reaktionen
in der Horzone der Hirnrinde kann nicht der Zweck, sondern nur
eine Zwischenetappe einer Arbeit sein. Welche Aufgabe ist denn zu
lésen ?

Er: Die Elektrophysiologen Dbeherrschen heute die Methode des
Abtastens von Biopotentialen des Gehirns, sowohl von groBen Grup-

13



pen von Zellen als auch von einzelnen Neurouen. Wir untersuchen
die Reaktionen groBer GGruppen von Zellen in der Hirnrinde auf ver-
schiedenc Reize.

Ich: Wenn Akademiemitglied A. noch nicht geboren wiire oder sich
mit Botanik beschiftigen wiirde und diese neue Methode des Ab-
tastens der Biopotentiale bereits im Standardkurs der Elektrophysio-
logie gelehrt wiirde, wiirden Sie sich dann tro1zdem mit diesem Thema
beschiiftigen ?

Er: Ja, wenn wir uns dabei noch in demselben Zustand der Unkennt-
nis iiber die Prozesse der Hirntitigkeit befinden wiirden, tiiten wir
genau das gleiche.

Ich: Was crfahren Sie iiber die Titigkeit des Gehirns, wenn Sie die
primiren Reaktionen registrieren? Alles ist gut und schén, doch
welche Aufgaben lésen Sie eigentlich wirklich?

Er: Wir untersuchen den Zusammenhang zwischen der Intensitit
eines Lichtreizes und den Parametern der primiren Reaklion. Sehen
Sie selbsi.

Er zeigt mir eine Menge Fotos, wir crortern diese ausgiebig und streiten,
streiten . ..

Ich : Meine Meinung ist, daB zwischen den beiden Sie interessierenden
GroéBen — der Intensitdt des Lichtreizes und den Parametern der
primiren Reaktion — gar kein direkter eindeutiger Zusammenhang
besteht. Die Dauer der Reaktion hingt noch von vielen anderen
Faktoren ab, deren Einf{luB Sie wihrend des Versuchs nicht konstant
halten kénnen. Der Zusammenhang zwischen den Parametern des
Reizes und der Reaktion ist in IThrem Fall statistischer, wahrschein-
lichkeitstheoretischer Art. Deshalb kann man eine FFormel fiir einen
direkten Zusammenhang gar nicht angeben.

Die Sache ist allerdings die, daB Sie das auch gar nicht brauchen. Es
ist zumindest unverniinftig, einfach so den Zusammenhang zwischen
irgendwelchen GréBen untersuchen zu wollen. Sie miiten Versuche
anstellen, um Antwort auf eine bestimmte Frage zu bekommen, eine
Hypothese aufstellen und zu ihrer Priifung das Experiment heran-
ziehen. Sie verfahren schlieBlich auch so, gestehen sich das nur nicht
geniigend klar ein. Ich schlage Ihnen eine Pause fiir eine gewisse
Zeit vor. Versuchen Sie, die Aufgabe klar zu formulieren, die Sie
l6sen wollen.

Er: Gut, ich werde dariiber nachdenken. — Sie haben mich allzu
hartan die Wand gedriickt. Im Kreise der Physiologen ist es vorliufig
noch nicht iiblich. so grob und schroff die unhéfliche I'rage ,,Na und ?
zu stellen.

Vielleicht haben Sie verehrter Leser, den Lindruck gewonnen, mein
Gespriichspartner sei begriffsstutzig oder kennt sich schlecht aus aul dem
Gebiet seiner Wissenschaft? Oder Sie sind zu der Meinung gelangt, dic
Neurophysiologic sei eine Wissenschaft zweiter Klasse?
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Weder das eine noch das andere trifft zu. Der Neurophysiologe, wie der
Biologe iiberhaupt, hat es mit dem lebenden Organismus zu tun. Jedes
lebende Objekt, sei es ein Lebewesen oder einfach eine lebende Zelle, ist
unvergleichlich komplizierter als irgendeine vom Menschen gebaute
Maschine. Einen lebenden Organismus kann man nicht in seine Einzel-
teile zerlegen und jedes Teil fiir sich untersuchen — alle Prozesse im
Organismus bedingen sich gegenseitig.

Man kann sagen, daB der lebende Organismus im Unterschied zu allen
bis jelzt kiinstlich geschaffenen Maschinen oder Systemen ein System
mit sehr vielen, praktisch unendlich vielen I‘reiheitsgraden (wenn man
diesen Begriff in einem verniinftigen Sinn auffaBt) ist.

Daher befindet sich der Biologe in einer schwierigen Situation, und eben
deshalb ist die Biologie erst unlingst vom passiven Beobachten der
Natur zum aktiven Experiment auf breiter Front iibergegangen. Gegen-
wirtig ist man auf derSuche nach neuen, vollkommeneren Untersuchungs-
methoden. Erst in jiingster Zeit ist endgiiltig klar geworden, daB das
Studium des l.ebenden cine Vielfalt mathematischer Methoden erlordert,
daB neue mathematische Methoden nétig sind, die den komplizierten
biolcgischen Aufgaben entsprechen.

Die Uberlegenheit des Mathematikers in diesem und anderen Gesprichen
ist nur scheinbar, duBerlich — angreilen ist leichter als sich zu vertei-
digen.

Der Mathematiker kann eine reale Hilfe und nicht nur eine oberflichliche
Kritik erst dann geben, wenn er sich die Grundlagen des entsprechenden
Zweiges der Wissenschaft, in diesem Fall der Neurophysiologie, ange-
eignet hat. Nur dann kann man von ihm niitzliche neue Ideen, die Er-
fassung der IFragestellung und richtige SchluBfolgerungen in dem fiir ihn
neuen Gebiel erwarten.

Gespriich mit dem Physiologen im Winter

Seil dem ersten Gesprich mit dem Physiologen im September sind einige
Monate vergangen. Wir haben uns vielmals getroffen, die Anlage der
Versuche und ihre Ergebnisse erortert und uns gestritten, gestritten ...
Ich bin wiithrend der Versuche im Laboratorium gewesen, habe auch an
den Hebeln gedreht und die armen Tiere bemitleidet. Wieder und wieder
habe ich beharrlich ein und dieselben Fragen sowohl an den befreundeten
Physiologen als auch an seine Arbeitskollegen gerichtet. Wir haben ein
regelmiiBiges Seminar eingerichtet. Nach und nach bildete sich eine
gemeinsame Sprache heraus, und wir schienen zum Verstéindnis des Zieles,
dem die Versuche dienten, und zu einer klaren Formulierung der Aulga-
benstellung gekommen zu sein.

Ich: Worum geht es heute? Haben Sie neue Ergebnisse ?
Lir : Ergebnisse habe ich, doch Neuigkeiten nicht. Mit scheint jedoch,
daB man die Aufgabenstellung nun klar formulieren kann.
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Ich: Zum wievielten Male?

Er: Ich hoffe, zum lelzten Mal!

Ich: Oho! Berichten Sie!

Er: Das Gehirn verarbeitet mit Hilfe des Sehapparats Lichtreize
Unsere Aufgabe ist es, zu verstehen, wie dies vonstatten geht.

Ich: Dariiber sprachen wir bereits. Ausschlaggebend sind jedoch
nicht die Reize, sondern die Information, deren Triiger sie sind.
Er: Gerade das meinte ich.

Ich : Welche Parameter des Lichtreizes sind T'riiger von Information ?
Lr: Das ist leider nicht genau bekannt.

Ich: Deswegen miissen wir diese Parameter zuniichst cinmal erraten
und unsere Vermutung iiberpriifen.

ir : Zweifelsohne ist der wichtigste Parameter dic Leuchtdichte, dic
Intensitit des Lichtreizes. Da ein gewisser statistischer Zusammen-
hang zwischen der Intensitiit des Lichtreizes und der Amplitude

der primiren Reaktion besteht — damit waren Sie bereits ciuver-
standen —, sind wir auf dem richtigen Wege, wenn wir diesen unter-
suchen.

Ich: Ja, offenbar liegt hier cin recht enger statistischer Zusammen-
hang vor. I'rotzdem, was hedeutet das? }s hat den Anschein, dal
einzelne Zellen der Sehzone der Hirnrinde auf den Lichtreiz reagieren,
und daB die Reaktion immer diesclbe Intensitdt hat. lm Versuch
wird die Summe der Aktionsstrome vieler Zellen ciner bestimmten
Zone registriert. Die Erhéhung der Summe der \ktionsstréome bei
Anwachsen der Intensitiit des Lichtreizes berulit offensichtlich dar-
auf, daB mit wachscnder Intensitit der Reizung die Anzahl der
reagicrenden Zellen zunimmt.

r: Offenbar ist das so.

Ich : Die Zellen reagieren jedoch nicht gleichzeitig ?

Er: Nein. Bei verschiedenen Typen von Zecllen ist die Verzogerung
zwischen Reizung und Reaktion nicht einheitlich, man sagt, daB die
Zellen verschiedene Latenzzeit haben. AuBerdemn reagicren die ver-
schiedenen Zellentypen auch nicht gleichartig. Jede Zelle sendet
nach der Reizung eine Serie von Impulsen aus. Die Anzahl der Im-
pulse und die Intervalle zwischen ihnen sind jedoch bei den ver-
schiedenen Zellentypen unterschiedlich.

Ich: Das bedeutet, daB diese Impulsserien verschiedene 1nformation
iibertragen. Sagen Sie bitte, reagiert in Wirklichkeit cine jede Zelle
immer gleichmiBig auf die Erregung, sind also fiir eine bestimmte
Zelle die Anzahl der Impulse und die Intervalle zwischen ihnen un-
veriinderliche GroBen ?

Er: Es sieht so aus. Jedenfalls in erster Ndherung, wie Sie sagen.
Allerdings, wenn man eine einzelne Zelle durch eine in sie eingefiihrte
Elektrode mehrmals reizt, dndert sich das Bild. Aber das ist viel-
leicht nicht charakteristisch fiir eine Zelle, die sich gemeinsam mit
anderen in normalen Verhiiltnissen befindet.



Ich: Wieviel Ausreden es doch in der Physiologie gibt!

Lr: Sie haben es ja hier auch nichl mit einem Fleischwoll zu tun, der
aus einem Dutzend Teilen besteht, und bei dem solort klar ist, was
passierl, wenn man schneller dreht!

Ich: Das habe ich schon verstanden, Sie rennen offene Tiiren ein!
Das Wirkungsprinzip des Fleischwolfs ist liingst geklidrt. Doch in der
Physiologie sind dic Prinzipien nicht geklirt, und deshalb zieht sie
mich auch an. — Also, wegen der Strecuung der Latenzzeiten und der
Anzahl und Form der Impulse der einzclnen Zellen sind nicht nur
die primiiren Aklionsstréme unterschiedlich, sondern es indert sich
dic gesamle Reaktion mit der Erregung. Ist es nicht so?

Er: Ja, genau so. Doch wegen der intensiven Spontanakiivitiit der
Gehirnzellen bildet sich cine spiirbare Autorhythmizitit der Hirn-
rinde aus, die sichtbar wird, wenn keinc Reizung vorhauden ist.
Der ..Schwanz'* der gesamten Reaktion gehlin dieser Grunderregung
verloren, er liBt sich nicht aussondern.

Ich: Warum denn nicht? Ich denke, das miite gecrade moglich sein.
Dazu fiihrt eine sehr einfache Uberlegung. Die Autorhythmizitit ist
das Ergebnis der Spontanaktivitiit des Gehirns. Wenn man annimmt,
daB die Prozesse der Spontanaktiviliit der verschiedenen Zellen oder
Zellgruppen unabhingig voneinander verlaufen oder nur schwach
voneinander abhiingig sind, so kann man einzelne entlcrnt gelegene
Abschnitte des Prozesses als unabhingig anschen. Das bedeutel
aber, dafl sich, wenn wir z. B. einhundert solcher Abschnitte iiber-
einanderlegen und summieren, fast Null ergeben muf.

Ir: Versuche mit der Autorhythmizitit sind gemacht worden. Iis
irclen bestimnle periodische Prozesse aul. Sie wissen sicher, daB es
o-Wellen, g-Wellen und y-Wellen gibt.

Ich : Aber diese Prozesse verlaufen doch wohl langsam im Vergleich
zu den von uns betrachteten Reaklionen.

Er: Ja, recht langsam.

Ich: Dann wollen wir doch einmal versuchen, Informationen iiber
das Verhalten des ,.Schwanzes* der Reaktion auf einen Lichtimpuls
zu erhalten, indem wir eine Gruppe von, sagen wir, einhundert
hervorgerulenen Reaktionen slatistisch auswerten. Wir zeichnen sie
aul, legen diec Anfangspunkte der Reaktionen (oder die Zeitpunkie
der Reizung) jewcils iibereinander und summicren dann aufl. Die
Kowponente der Spontanaktivitiit wird dabei im wesentlichen aus-
geschaltel, wiihrend dic durch den Reiz erzeugte Aklivilil erhalten
bleibt. Dasist cinein der Nachrichtentechnik gebriuchliche Metlhode,
um schwache Signale von Stérungen zu lrennen,

Er: Wie die Versuche durchzuliihren sind, kann ich mir vorstellen.
Doch wie soll man die Ergebnisse hearbeilen? Das ist doch sehr aul-
wendig!

Ich: Ja, von Hand geht das nicht. Doch hier kann man bereits vor-
handene technische Hillsmittel ausnutzen. Die stetigen Iurven
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niissen in diskrete Daten umgesetzt und aul cinern elektronischen
Rechner bearbeitet werden.
Er: Versuchen wir es, der vorgeschlagene Weg ist sehr verlockend.

Wir haben die notwendigen Arbeiten durchgeliihrt und interessante Er-
gebnisse erzielt. Ich werde hier nicht ausfiilirlich dariiber berichten, denn
die Ergebnisse waren nicht der gréte Erfolg. Wir sind zu gegenseiligcin
Verstindnis gelangt und fanden auch eine Basis fiir unsere gemeinsame
Arbeit. Als nichste Aufgabe stellten wir die Frage, aul welche Parameter
des Lichtreizes das Gehirn reagiert. Der Mathematiker konnte dem Phy-
siologen mit einer Methode zur Gewinnung der notwendigen Inlormation
aus den Beobachtungen zu Hilfe kommen. Dabei erwies es sich, daBl
nicht die Formeln, sondern die Ideen und die Methoden das Wichtigste
waren.

Ich habe nur von der ersten Etappe der gemeinsamen Arbeit berichtet,
und es liegt mir lern, die erhaltenen Resultate zu iiberschitzen.
WirinuBten feststellen, daB das Problem nichLnur darin bestand, die Para-
meter des Reizes, auf die der Sehapparat reagiert, zu untersuchen, sondern
daB es bedeutend komplizierter und tiefer ist. Inzwischen wurde gekliirt:
Bevor die Reize verarbeitet werden kénnen, muf3 das System ,,wissen,
wozu dies notig ist. Nur dann kann es die Parameter verniinftig auswiih-
len, auf die es zu reagieren hat. Nur unter dieser Bedingung wird der Reiz
eine fiir das System niitzliche Information tragen und nicht einfach als
irgendeine Storung aufgefalit werden.

Der lebende Organismus hat eine recht groBe Anzahl von Aufgaben zu
losen. Offensichtlich muB er sich jeweils auf die konkrete Aufgabe, die zu
16senist, einstellen. Spéter werden wir diesen wichtigen Fragenkreis noch
einmal beriihren.

Ein fast vergessenes Gespriich mit einem Ingenieur der Nachrichten-
technik

Dieses Gespriich hat vor lingerer Zeit stattgefunden. Zulillig wurde ich
daran erinnert, als ich auf alte Aufzeichnungen stieB.

Ein qualifizierter Ingenieur, Spezialist fiir Empfangsanlagen. hatte mich
um Rat gebeten. Er war ein ausgezeichneler Entwickler und hatlte, wie
man sagt, ,,ein Gefiihl fiir eine Schaltung‘. Seine mathematische Vor-
bildung war auch nicht schlecht. Wir kannten uns bereils seit I3eginn
seiner Aspirantur; ich hatte bei den Aspiranten Mathemalik zu lehren
und lernte gleichzeitig bei ihnen Nachrichtentechnik.

Er: Konnten Sie mir nicht helfen, ein Integral zu berechnen?

Ich : Zeigen Sie mal her! Oho! Woher haben Sie solch eine lange und
komplizierte Formel ?

Er: Sie hat sich so ergeben.

Iech : Vielleicht ist Thnen hei der Ableitung ein Fehler unterlaufen ?
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Lr: Nein. Ich habe alles mehrfach nachgepriilt, und immer komme
ich aul dieses komplizierte Integral. Handbiicher helfen nicht weiter,
sie enLhalten derartige Integrale nicht.

Ich: Entschuldigen Sie bitte, ich habe vergessen, womit Sie sich
beschiftigen?

Er: Ich untersuche die Rauschanfilligkeit cines Systems ,,Filter-
Delektor-Filter*.

Ich : Das ist ein sehr interessantes Thema. Aber bei welcher konkre-
ten Aulgabe ergibt sich solch ein Riesenintegral ?

Lr: Sie glauben nicht, daB sich solch eine Formel ergibt? Bitte, ich
kann ihnen sofort simtliche Ableitungen bringen, iiberzeugen Sie
sich selbst!

Ich : Nein, nicht nétig, ich glaube es [ast. Aber ich glaube nicht, dal
Sie das Richtige tun. Solche komplizierten Formeln diirften bei der
l.osung ihrer Aufgabe nicht auftreten.

Fr (gekrinkt): Was heiBt — diir[ten nicht ? Diese Formel ergibt sich,
wenn man einen idealen linearen Detektor betrachtet. Ich habe doch
eben auf Ihren Rat hin die Kennlinie der realen Réhre durch die der
idealen ersetzt!

Hier entsann ich mich, daB er wirklich etwa zwei Monate vor diesem
Gesprich zu mir gekommen war mit der Bitte, ihm eine analytisch be-
queme [Formel anzugeben, mit der er der Kennlinie des idealen Detektors
moglichst nahe kommt. Ich hatte ihm, ohne in das Wesen der Sache ein-
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zudringen, geraten, die im Bild 3 dargestellte Funktion zu benutzen. Und
nun wurde offensichtlich, dal die Rechnung in diesem IFall sehr kompli-
ziert wurde.

20

Ich : Nehmen Sie es mir nicht iibel, hier bin ich offenbar schuld. Ver-
suchen wir einmal das Wesen des Problems zu erfassen. Was fiir cine
Aufgabe wollen Sie lésen ?

Er: Auf den Eingang des Systems ,,Filter-Detektor-Filter* trefle
gleichzeitig ein Nutzsignal geringer Bandbreite und ein Stérsignal.
Zu bestimmen ist das Verhiltnis Nutzspannung zu Stérspannung,
also der Storabstand am Ausgang des Kanals.

Ich: Angenommen, Sie hiitten den Stérabstand berechnet. Und nun ?
Er: Was heiBt — und nun?

Ich: Was werden Sie mit diesem Verhiiltnis tun?

Er: Versuchen, es zu erhéhen!

Ich: Das ist schon eher eine Sache. Wenn ich Sie richtig verstanden
habe, wollen Sie die Parameter des Systems so bestimmen, daf3 der
Stérabstand moglichst grof wird. Stimmt das?

Er: Ja!

Ich: Und was kann man im System iindern, welche Parameler haben
Sie in der Hand?

Er: Wenn wir die Filter als gegeben ansehen, kann nur noch die
Kennlinie des Detektors geindert werden.

Ich: Mit welcher Genauigkeit 1dBt sich diese Kennlinie in der Praxis
realisieren ?

Er: Ich méchte die Aufgabe gern in allgemeiner Form l6sen.

Ich: Wie verlahren Sie denn praktisch? Das System arbeitet doch
wohl schon?

Er: Natiirlich arbeitet es. Der Delektor ist eine Elektronenrshre. In
der Schaltung sind zwei Potentiometer vorgesehen, durch die sich
die Kennlinie des Detcktors variieren liBt. Die giinstigsten Kenn-
werte werden einfach experimentell ermittelt.

Ich: Was verslehen Sie unter der Lésung der Aufgabe in allgemeiner
Form?

Lr: lch méchte Formeln aulstellen, nach denen die Vorginge im
System ablaufen.

Ich: Die Formeln miissen von Thren Ausgangsparametern abhiingen.
Was niitzt Thnen eine IFormel mit absoluter Genauigkeil, wenn Sic
die AusgangsgréBen sowieso nicht genau vorgeben konnen?

Er: Aber das soll doch in meine Dissertation cingehen! Dort muB ich
mathematische Theorie bringen, sonst heciBL es, dall ich keine solide
Arbeit geleistet habe.

Ich: Und nur aus diecsem Grund berechnen Sie das Integral ?

Er: Wenn ich nicht diese Dissertation schreiben miite, hiitte ich
mich vielleicht gar nicht so sehr mit dieser Sache beschiiltigt; dazu
hiitte ich gar kcine Zeit. Andererseits jedoch, wenn man bequeme



Formeln hat, kann man sofort sehen, was wovon abhiingt. Man kann

das System mit den giinstigsten Parametern bauen, und derart u. U.

die Storanfilligkeit wesentlich verringern.

Ich: Sie meinen also, daB auch die Theorie von Nutzen sein kann?

Er: Wenn die Beziehungen nicht zu kompliziert sind, zweifellos!

Ich: Nann lohnt es sich also, sich damit zu befassen. Mit welcher

Genauigkeit kann man die Detektorkennlinie realisieren ?

Lr: Nun, sagen wir, mit etwa 10/,!

Ich: Und ohne Beschénigung?

Er:Ichglaube, daf wir héchstens5%, Genauigkeitgarantieren kénnen.

Ich: Das kommt wohl der Wahrheit niher! Uber welches Intervall

streucn die Eingangsspannungen?

Er: Theorelisch iiber ein unendliches Intervall, wenn man Normal-

verteilung fiir die Stérungen voraussetzt.

Ich: Die Theorie ist gut und schén, doch wie sieht es in Wirklichkeit
- aus?

Er: Praktisch treten keine Spannungen aul, die iiber die Grenzen von

—1 V bis 41 V hinausgehen.

Ich: Das ist schon konkreter. Formulieren wir nun die Aufgabe: Die

Form der Kennlinie des Detektors ist im Intervall von —1 V bis

41V so zu wihlen, daB sie der im Bild 3 dargestellten Funktion

dhnelt und in diesem Intervall eine Genauigkeit von mindestens 59,

errcicht. Ich glaube, da man dabei mit einem Polynom nicht allzu

hohen Grades auskommt, sagen wir vierten oder sechsten Grades.

Er: Oh! Dann wiren simtliche Ableitungen wesentlich einfacher,

und die Beziehungen zwischen den Parametern wiren vollauf zu

iiberschauen.

Ich: Natiirlich!

Er: Allerdings befiirchte ich da Einwinde meines Chels. Er wird

sagen, das sidhe zu primitiv aus!

Ich: Sagen Sie, wohnen Sie weit weg von lhrem Institut? Wieviel

Zeit brauchen Sie fiir den Weg?

Er: Ich wohne im Zentrum, fiir den Weg zur Arbeit benétige ich

etwa 45 bis 50 Minuten. Wieso ?

Ich: Sie sind ein Spezialist der Mikrosekundentechnik. Kénnten

Sie ihre Wegzeit auf die Mikrosekunde genau bestimmen ?

Er: Ja. Doch das hitte wenig Sinn!

Ich: Ich glaube auch, daB es keinen Sinn hat, obwohl es prinzipiell

moglich ist. Die Analogie zu lhrer Aufgabe ist offensichtlich!

Er: Ja ... Also, was fiir ein Polynom miiite ich nehmen?

Ich : Gut, ich werde es berechnen. Kommen Sie in ein paar Stunden

wieder!

Das cntsprechende Polynom war schnell aufgestellt. Seine Kurve zeigt
Bild 4 .Das Problem liegt nicht bei der Aufstellung des Polynoms, sondern
im allgemeinen Herangehen an solche Aufgaben.
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Derartige Gespriche fithrten mich zu der Erkenntnis, daB der Mathe-
matiker bei Konsultationen durch Fachleute anderer Wissensgebiete in
das Wesen ihrer Aufgaben eindringen mufl und nicht einfach IFragen
beantworten darf.

Noch einige Worte an Sie, lieber Leser

Sie wurden Zeuge und, wie ich hoffe, Teilnehmer an Gesprichen eines
Mathematikers mit einem Biologen und mit einem Ingenieur. Spiter
werden wir Dialoge mit FFachleuten anderer Wissensgebiete fiihren. Sic
alle benétigten die Hilfe des Mathematikers. Doch von dieser Hille — wie
von der Mathematik selbst — hatten sie sehr verschiedene Vorstellungen.
Unsere Standpunkte iiber das Wesen der Mathematik und die Maéglich-
keiten ihrer Anwendung in anderen Zweigen der Wissenschaft stimmten
nicht immer iberein.

AnschlieBend werde ich lhnen etwas iiber die Mathematik selbst be-
richten. Vieles von dem, was ich meinen Freunden — den Ingenieuren,
Physiologen, Arzten, Geologen und Okonomen — erzihlit habe, gebe ich
Ilhnen nun zusammengefa3t wieder. Sie werden nicht an einem Lehrgang
der Mathematik teilnehmen, sondern nur an einem Spaziergang. Sie
sullen nur Ideen und Methoden durch kleine Erzdhlungen kennenlernen.
Nirgends wird etwas bewiesen, und Sie kinnen ohne Papier und Bleistift
weiterlesen ! Ich méchtelhnen zeigen, womit sich die Mathematiker gegen-
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wiirlig beschiiltigen, und welchen Stand wir heute erreicht haben. Na-
tirlich kann ich Thnen nicht iiber alles erziihlen, was es in der Mathematik
gibt. Ich werde jedoch versuchen, Thnen einen Uberblick iiber verschie-
dene und scheinbar gar nicht zusammenhingende mathematische Theo-
rien und ihre Anwendung zu vermitteln.

Manche Leser blittern gern zuniichst in den letzten Seiten eines Buches.
Einige Abschnitte dieses Buches stiitzen sich aber auf vorhergehende.
Wenn Sie elwas nicht verstehen, weil Sie das Vorangegangene nicht
celesen haben, so schimpfen Sie bitte nicht gleich auf den Autor. Machen
Sie erst den Versuch, das Buch von vorn zu lesen!
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Wie denken Sie iiber die Mathematik ?

In der Schule liebt man meist nicht die Wissenschaften, sondern die
Lehrer. Vor kurzem hiclt ich eine Vorlesung vor Abiturienten, die sich
an ciner technischen Hochschule beworben hatten. Es waren ctwa 500
Kandidaten versaminclt. Auf die Irage: ,,\Ver von Thnen hatte in der
Schule das [Fach Mathematik besonders gern ?** hoben etwa 200 dic Hand.
Aul die Frage: ,,\Vem hat in der Schule der Mathematiklehrer besonders
gelallen 2** erhoben sich ebenfalls 150 bis 200 Hénde. Als ich jedoch dic-
jenigen bat, die Hland zu heben, denen in der Schule dic Mathematik
gelallen hat, der Mathematiklehrer hingegen nicht, meldeten sich von den
zweihundert Liebhabern der Mathematik nur noch vier.

Die meisten Schulabginger und mitunter sogar Absolventen von Hoch-
schulen vergessen gewdhnlich bald nicht nur alle vermittelten IFakten der
héheren Mathematik, sondern hiufig auch die mathematischen Methoden
selbst. Nur mit Miihe kénnen sie mit den verbliebenen Mathematikkennt-
nisscn arbeiten und kénnen nicht erkliren, welchen Nulzen sie von der
Mathematik haben.!) Sie erinnern sich aber an ungercchie Noten, an
spaBhafte, rithrende oder dramatische Episoden wihrend des Unler-
richts und schlieBlich noch an gewisse Lehrsitze, die ihnen groBere Un-
annchmlichkeiten bereitet haben. Héufig nehmen sie einen der folgenden
zwel entgegengeselzlen Standpunkte ein.

Der erste dieser Standpunkte lduft auf groBmiitige Geringschiitzung
hinaus: ,,Dic Mathematik, das ist so eine superlangweilige Wissenschall,
in der man laufend irgend etwas rechnen muf}, wie in einer Buchhaltung.
Wer hat schon was davon, wenn er seinc kostbare Zeit mit einer Aulgabe
iiber das UUmgieBen von Wasser aus cinem Gefiif} in cin anderes vergeudet ?
Diese Zeit konnte man bedeutend besser verwerten! Wozu soll man 1nit
Ililfc eines komplizierten Verfahrens die dritte Seite eines Dreiccks aus
zwei gegebenen Seiten und dem Winkel zwischen ihnen bestimmen?
Erstens ist es viel einfacher, den Winkel und die bekannlen Sciten aufl
einem BlatL Papier abzutragen und dann die dritte Scitec mit dem Lineal
abzumessen, und zweitens braucht das sowieso keiner ---**

1) Sicher wiire es schr aufschlufBircich, besonders auch imn Zusammenhang mit dem hiiofigen
Umbau der Lebrpliine an den Schulen, durch cine statistische Erhebung zu kliiven, was bei den
chemaligen Schitlern nach 5, 10 oder 15 Jahren noch vom Sehulwissen iibriggeblicben ist, was

sic noch kénnen, was ihnen ihrer Mcinung nach groBen Nutzen gebracht hat und was voll-
kominen unniitz oder gar schiidlich war.
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Der zweile Standpunkt ist durch ein hochachtungsvolles Zittern vor der
Mathematik gekennzeichnet: ,,Mathematik? .-+ O! :-- Das ist so etwas
ganz Kompliziertes und Schwieriges, Unverstindliches und Unzugéng-
liches fiir gewéhnliche Sterbliche. Nur Auserwiihlte — Talente und Ge-
nies — konnen sich damit wirklich befassen, einander irgendwelche
ibermenschlichen Aufgaben stellen und sogar deren Losungen [inden.
Sowohl die einen als auch die anderen sind davon iiberzeugt, daB die
Mathematik aus Algebra, Geometrie und Trigonometrie, vielleicht noch
aus irgendeiner hoheren Mathematik bestehl. Die letztere besteht in der
Vorslellung aus unendlich vielen IFormeln — geheimnisvollen oder nutz-
losen, je nachdem, welchen der beiden Standpunkte der Belragte ein-
nimmlt.

Die Arithmetik wird gewihnlich nicht mit zur Mathematik gerechnet, sie
ist irgendwie mit der {rithen Kindheit verbunden und ebenso banal wie
das Alphabet, das Schonschreiben oder die Masern.

Bild 5

Was ist nun wirklich Mathematik ?

Alle Schulweisheit iindert sich im Lauf der Zeit: Meine Eltern haben
» Thiir* und ,,Thor** geschrieben, in ihrer Schule kamen die Namen von
Marx und Lenin, Rutherford und Einstein, Gorki und Majakowski, Dar-
win und Popow nicht vor. Jedoch, die euklidische Geometrie, den Satz
des Pythagoras, die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen und das
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Additionstheorem fiir die Sinusfunktion haben die Viiter bereits gelernt,
lernen die Kinder und werden auch die Enkel lernen. Das erweckt den
Eindruck der Unveridnderlichkeit und Verkniécherung der Mathematik,
ihrer Abgeschliffenheit und Vollkommenbheit.

Stellen Sie sich vor, wie die Physik und die Astronomie im |7. Jahrhundert
ausgeschen haben, vor der Entdeckung des Massenanzichungsgesetzes
und der Grundgesetze der Bewegung — der beriihmten drei Newlonschen
Geselze —, vor der Entdeckung der Elektrizitit und der clektroma-
gnetischen Induktion, vor Coulomb, Volta, Ampére und Faraday.

Noch leichter ist es fiir den Chemiker, sich den Zustand seiner Wissen-
schaftim 17. Jahrhundert vorzustellen, vor Lomonossowund Lavoisier, oder
fiir den Biologen und Mediziner, vor der Entdeckung des Mikroskops.
Die Gelehrten wuBBten aber im 17. Jahrhundert bereits [aktisch alles, was
heute in den Schulbiichern iiber Geometrie und Algebra steht, und sogar
bedeutend mehr. Viele Tatsachen, die in den Lehrbiichern enthalten
sind, waren im wesenllichen schon Xuklid im 3. Jahrhundert v. u. Z.
bekannt.

Das bedriickende Alter der traditionellen Schulmathematik, das fast an
das einer Religion grenzt, ist auch der Ausgangspunkt fiir die SchluB-
folgerungen iiber die Vollkommenheit und Verknicherung der Mathe-
matik.

Diese SchluBlfolgerungen entsprechen jedoch nicht den Tatsachen. In den
letzten 300 Jahren, besonders im letzten Jahrhundert, enlwickelle sich
die Mathematik stiirmisch. Ich werde Ihnen zeigen, dafl die Mathematik
ganz und gar nicht das ist, was man mitunler den Schiilern in abge-
droschener und langweiliger Form darbietet.

Was ist nun aber wirklich Mathematik ?

Man kann Engels zitieren: ,,Die Mathematik ist die Wissenschalt, die dic
ridumlichen Formen und die quantitativen Beziehungen der realen
Umwelt zum Gegenstand hat.* Man kann aber auch einen Aphorismus
von Duwvid Hilbert, dem grofiten deutschen Mathemaliker um die Jahr-
hundertwende, benutzen: ,.Mathematik ist das, was kompetenle l.eute
darunter verstehen.**

Fiir das richtige Verstandnis einer Wissenschaft ist es notwendig, ihren
EinfluBbereich zumindest in grober Form zu umreilen sowie ihren
Gegenstand und ihre Methoden zu beschreiben.

Es wird mir nicht gelingen, Gegenstand und Methode der Mathematik in
diesem kleinen Biichlein hinreichend ausfiihrlich zu betrachten. Obwohl
die Methode der Mathematik mein Hauptanliegen ist, ist auch der Gegen-
stand der Mathematik, wie wir sehen werden, von groBem Interesse.

Eine nicht unniitze historische Abschweifung

Schon sehr friihzeitig in der Menschheitsgeschichte entstand das Zihlen.
Die Bediirfnisse des Teilens der Beute, des Tausches und des Handels
mit den produzierten Giitern fithrten zur Entwicklung der Arithmetik.
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Irgendwo in der IFinsternis der Jahrhunderte wurde spiiter die Geomgtrie
als Landvermessungslehre geboren. Allerdings trennte sie sich schon vor
elwa zweieinhalb Jahrtausenden durch die Arbeiten der Geometer des
alten Gricchenlands von der Vermessungslehre. Sie verwandelte sich in
die Wissenschaft von den riiumlichen Beziehungen und Formen der
Korper. Sie basiert auf cinigen Axiomen (oline Beweis angenommene Aus-
gangsthesen) und Lehrsitzen (aus den Axiomen in folgerichtiger, deduk-
tiver Weisc abgelcitete SchluBfolgerungen) und ist so einwandlrei und
vollkommen, daB im Verlauf von mehr als zwei Jahrtausenden (bis zum
Anflang des 19. Jahrhunderts) keinerlei Anderungen in ihren Grundlagen
vorgenommen wurden.

Die komplizierten Aufgaben des Handels und der Wirtschaft fiihrten zu
Gleichungen, in denen Buchstaben verwendet werden, und damit zu den
ersten Ansilzen der Algebra, zu der Lehre von den Gleichungen. Schon
im Altertum konnte man Gleichungen ersten Grades und die heute bei
den Schiilern so unbeliebten quadratischen Gleichungen lsen.

Die Menschheit machte groBc Anstrengungen, um Gleichungen héheren
Grades zu l6sen. Erst im 16. Jahrhundert gelingt die Lésung von Glei-
chungen dritten und vierten Grades. Noch weitere drei Jahrhunderte
bemiihen sich die Mathematiker vergebens um die Lésung von Glei-
chungen héheren als vierten Grades. Uber dieses Problem und seine
dramatische Geschichte werde ich noch ausfiihrlich berichten.

Die Erfordernisse der Mathematik fiihrten den beriihmten Philosophen,
Naturwissenschafiler und Mathematiker Rene Descartes in der Mitte des
17. Jahrhunderts, genauer im Jahr 1637, dazu, Algebra und Geometrie
zu vereinigen und algebraische Methoden in der Geometrie zu benutzen.
So wurde die analytische Geometrie geschaffen, in der Geraden, Ebenen,
Kreise und andere Kurven und Flichen als Gleichungen im rechtwink-
ligen oder kartesischen Koordinatensystem erscheinen.

Im Bild G sind eine Gerade und ein Kreis mit dem Radius r und dem
Mittelpunkt im Koordinatenanfang dargestellt. Thre Gleichungen sind
in kartesischen Koordinaten angegcben. Spéter wollen wir ausfiihrlich
iiber Koordinatensysteme sprechen, da wir sie noch brauchen werdesi.
Die Schaffung der analytischen Geometrie war der erste Schritt der
Mathematik nach vorn, nachdem sie viele Jahrhunderte nicht von der
Stelle gekommen war. Gegen Ende des 17. Jahrhunderts, das sich be-
deutender [ortschritte in der Entwicklung der Astronomie, der Geo-
diisie, der Mechanik und der Physik rilhmen kann, entwickelten der
geniale Englander Isaak Newton und unabhingig von ihm der beriihmte
deutsche Gelehrte Gottfried Leibniz die Differential- und Integralrechnung.
Damit war der grundlegende mathematische Apparat der klassischen
Physik geschaffen. Die Differential- und Integralrechnung erméglichte
die Schaffung der Theorie der Differential- und Integralgleichungen
der mathematischen Physik.

Diese neuen Kapitel der Mathematik, vereinigt in der ,,Héheren Ana-
lysis‘‘, verhallen der Physik, der Mechanik, der Chemie und den ver-
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Bild 6

wandten Disziplinen zu so vielen Siegen, daB man sie nicht alle auffiihren
kann. Hierhin gehéren z. B. die Bewegung von Maschinen und Fahr-
zeugen, von Geschossen und Flugzeugen, von Gestirnen und Raketen, die
Elektrizitit und das Radio, die Spektralanalyse und die Wettervorher-
sage. Und die Geometrie? Am Anfang des 19. Jahrhunderts konnte man
nach den Triumphen der analytischen und der Dilferentialzeometrie das
Fundament der Geometrie, ihre Postulate, einer niheren Analyse unter-
ziehen.

Nikolat Lobatschewsktj, der groBe russische Mathematiker, unterwarf das
System der Geometrie des FEuklid einer kritischen Betrachtung und
dnderte insbesondere das beriihmte fiin[te Postulat iiber die Parallelen
ab. Dieses fiinfte Postulat lautet: ,,Durch jeden Punkt einer Ebene, der
nicht auf einer in dieser [Ebene gegebenen Geraden liegt, kann man zu
dieser Geraden eine Parallele ziehen, und zwar nur eine.”” N. Lobat-
schewskij ersetzte in diesem Postulat die Behauptung iiber genau eine
parallele Gerade zu einer gegebenen durch die Annahme, daBl man durch
einen solchen Punkt mindestens zwei parallele Geraden legen kann.
Obwohl diese Annahme unserer Intuition widerspricht, darf man nicht
vergessen, daB sich eben diese Intuition aul unsere Beobachtungen
stiitzt, und beobachlen kénnen wir die Parallelitit praktisch nur auf
sehr kleinen Abschnitten der Ebene. Deshalb ist es von vornherein gar
nicht so klar, was geschieht, wenn wir uns diec Geraden nach beiden
Seiten ins Unendliche fortgesetzt denken.

Diese Theorie, die die Bezeichnung ,,nichteuklidische Geometrie* oder
Lobatschewskijsche Geometrie erhielt, wurde von vielen Zeitgenossen
nicht verstanden. Spiiter allerdings wurden noch andere ,,nichteukli-
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dische Geometrien‘‘ entwickelt. Sie erwies sich, was die Hauptsache ist,
als die mathematische Basis, auf die sich zu Beginn des 20. Jahrhunderts
die Unlersuchungen des realen physikalischen Raumes stiitzten. Diese
Untersuchungen fanden in der Schaffung der beriihmten Relativitéts-
theorie durch Albert Einstein ihre Krénung.

Das Parallelenpostulat Fuklids hat die Aufmerksamkeit der Mathe-
matiker viele Jahrhunderte hindurch aul sich gelenki. Es wurden —
insbesondere auch von den grofen arabischen Mathematikern des Mittel-
alters — viele Versuche unternommen, zu zeigen. dafl es einfach cine
Folgerung aus den ersten vier Postulaten ist. Ungefdhe zur gleichen Zeit
wie Lobatschewshij iiberzeugte sich der ungarische Leutnant Johann
Bolyai von der Unbeweisbarkeit des Parallclenpostulats von Euklid
und beschiftigte sich mit dem Aufbau eincr Geometrie aul neuer Grund-
lage. Auch der grofle Gauf hat in einem Brief an den Vater vou Johann
Bolyat mitgeteilt, daB er bereits [riiher iiber dicse Probleme nachgedacht
und eine Basis [iir dic nichteuklidsche (ieometrie gefunden habe, jedoch
zu Lebzeciten solch revolutioniire und sensationclle Resultate nicht
publizieren wolle.

Viele mathematische Disziplinen haben sich aus den inneren Bediirf-
nissen der Mathematik heraus entwickelt und erwiesen sich spiter zur
[.dsung von physikalischen, technischen und naturwissenschaftlichen
Problemen als iiberaus niitzlich. So dient z. B. die mathematische Logik,
mit der die Mathematik auf eine feste, widerspruchsreile Grundlage
gebracht wurde, heute als ein wichtiges Hilfsmittel der Digitaltechnik bei
der Entwicklung digitaler numerischer Anlagen. Sie ist aulerdem eines
der wichligsten Tcile des mathematischen Apparats der Kybernetik.

In den letzten drei Jahrzehnten fiihrte die weitere Entwicklung der
algebraischen Theorie, die Feststellung tiefliegender Beziehungen zwi-
schen der Algebra und der Héheren Analysis zu groen Erfolgen der
sogenannlen Funktionalanalysis. Durch einen ihrer DBegriinder, den
sowjetlischen Mathematiker J. Gelfand, wurde in ihr der mathematische
Apparat der modernen Physik erkannt.

Ich konnte iiber die intwicklung sehr vieler mathematischer Theorien
berichten. Das wiirde jedoch zu weit fiihren. Deshalb werden wir uns nur
iiber einige Theorien ctwas auslithrlicher unterhalten.
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Figuren auf einem Stiick Gummi

\ 4

Beginnen wir mit dem sicher schon oL verwiinschten Dreieck. Wenn man
eine Menge bestimmter Objekte studieren will, so sucht man entweder
nach gemeinsamen Eigenschaften dieser Objekte oder man versucht zu
verstehen, wodurch sie sich unterscheiden.

Was haben die beiden im Bild 7 dargestellten Dreiecke gemeinsam?
Eigentlich nur, daB beide Dreiecke sind, d.h., sie haben drei Winkel, dic
von drei Strecken gebildet werden. Aus dieser Gemeinsamkeit folgen
weilere gemeinsame Eigenschaften: Die Summe ihrer Innenwinkel ist
gleich zwei Rechten; ihre Fliche ldBt sich ausdriicken als das halbe
Produkt einer beliebigen Seite mit der entsprechenden Héhe. Sicher
erinnern Sie sich von ihrer Schulzeit her noch an eine ganze Reihe von
Sétzen iiber Dreiecke.

Was haben nun die Figuren im Bild 8 gemeinsam ? Sie sind aus Strecken
gebildet, sie haben eine ungerade Anzahl von Ecken, und das ist offenbar
auch schon alles. Und wie ist es mit den Figuren im Bild 9? Obwohl sic
durch irgend etwas einander dhnlich sind, ist es bereits schwieriger, ihre
gemeinsamen Eigenschaften herauszustellen.
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Bild 10

Kehren wir zuriick zuin Dreieck. Im Bild 10 ist von einem Dreieck ein
iihnliches Dreiecck abgeschnitten, d. h. ein Drecieck, das ebenso groBe
Winkel wie das urspriingliche hat. Die beiden Dreiecke besitzen dann
auBer den gemeinsamen Figenschaften aller Dreiecke auch noch Ahn-
lichkeit.

Wir nehmen ein Stiick Guinmi und zeichnen unsere dhnlichen Dreiecke
darauf (Bild 11). Wenn man den Gummi in seiner Linge dehnt, so éindern
sich zwar die Dreiecke; sie bleiben aher immer noch einander dhnlich
(Bild 12).!) Somit ist die Ahnlichkeit eine Eigenschaft, die bei gleich-
miBiger Ausdehnung in einer bestimmten Richtung erhalten bleibt.
Wenn der Gummistreifen jedoch inhomogen ist oder nicht gleichmiaBig
ausgezogen wird, so kann aus dem Dreieck so etwas werden, wie im Bild
13 zu sehen ist. Seine Seiten sind schon nicht mehr geradlinig, doch irgend
etwas (iemeinsames mit den vorangehenden Figuren ist geblicben. Dieses
,Jilwas*" zu crfassen, wiire interessant.

Doch warum sollten wir den Gummi nur nach einer Richtung ausziehen ?
Wir nehmen ein Stiick diinnen ebenen Gummi und zeichnen unsere
iihnlichen Dreiecke darauf (Bild 14). Nun ziehen wir an verschiedenen
Seciten unterschiedlich stark, so als ob wir z. B. eine I'rommel bespannen
wollten. Was wir erhalten, ist etwas, das der Zeichnung eines dreijih-
rigen Kindes iihnelt (Bild 15). Eine gewisse Gemeinsamkeit zwischen den
Bildern 14 und 15 ist aber immerhin erhalten geblieben. Die Figuren im
Bild 15 sind gewissermaBen eine IKarikatur der Dreiecke von Bild 14,
aber auch sic haben Ecken, und die Dreiecke haben sich nicht etwa iiber-
cinandergeschoben. Und was wird, wenn wir aul dem Gummi zwei

1) Wir wollen hier davoa absehen, dufl das Gummistiick otwas schmaler wird, wenn wir s in die
Linge zichen,

31



Bid 13

Bild 12

Bild 11

Bild 14
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Bild 16

amobenlormige IFiguren aulmaleun, eine kompakte und eine mit einem
Loch in der Mitte (Bild 16), und den Gummi wieder ,,auf eine Trommel
spannen’‘? Die ,,Amében bleiben ,,Amében‘’, doch auch das Loch
bleibt; wenn wir nichts zerreiBen, kann uns keine Dehnung davon
belreien.

Nach diesen Beobachtungen miiBten wir nun versuchen, zu verstehen,
wodurch sich alle diese I'ransformationen des Gummistiicks auszeichnen.

Mathematik und Kunst

Die Mathematik geht so iihnlich vor wie die Kunst; sie greift Erschei-
nungen der realen Umwelt auf, vereint analoge lLreignisse, Prozesse
oder IFakten und verallgemeinert sie. Der bekannte Schauspieler und
Kiinstler Sergej W. Obraszow fiihrt manchmal Puppen vor. Hiindchen,
Kiitzchen, Lowen oder Hasen veranschaulichen irgendwelche komischen,
rithrenden oder schlechten Eigenschaften der Menschen. Die Puppen
werden durch Kugeln auf den Fingern oder einfach durch die Finger
selbst dargestellt. Mit Hilfe dieser primitiven Mittel unterstreicht S.
Obraszow das Markante im Benehmen und im Charakter der Menschen,
in ihren Bezichungen zucinander. Nachdem die Kunst solcherart die
Analogie gezeigt hat, hill sie ein und sagt den Zuschauern, daB sie sich
den Itest sclbst hinzudenken mogen.
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Doch beim Mathematiker beginnt die Arbeit erst, wenn er in einer mii-
unter langen und schwierigen Beobachtung ctwas Wichtiges oder All-
gemeines bemerkt hat, das eine ganze Klasse von Erscheinungen chariak-
terisiert. Kr hat genau zu formulieren, welche Figenschaften ihn interes-
siecren, ein Schema zu schaffen und dieses genau zu studieren, um dann
schlieBlich noch nachzupriifen, ob die von ihm geschalfene Theorie der
Wirklichkeit entspricht.

Stetige Verformungen

Im vorigen Beispiel haben wir festgestellt, daBB bei Verformungen der
Ebene wie etwa der willkiirlichen Verzerrung cines Stiicks Gummi gewisse
Eigenschaften der Figuren erhalten bleiben. Der Mathemaliker nennt
derartige Verformungen sletige T'ransformationen. Das Wort stelig be-
deutet dabei, dal nahe beieinander gelegene Punkte nach der Trans-
formation wieder nahe beieinander liegen und daf} einc Linic wieder in
einc Linie iibergeht. Ls ist leicht einzusehen, daB zwei sich schneidende
Linien sich auch nach der ‘I'ransformation schneiden werden; sich nichli
schueidende werden sich auch nach der I'ransformation nicht schneiden.
Eine Figur mit einem Loch kann nicht in eine Figur ohne Loch oder eine
mit zwei Liochern iibergehen, denn dazu wiire eine Klebestelle oder cin
RiB notig, also eine Verletzung der Steligkeit.

\“'.\\. Sohmaew
\\\\\

Bild 18 Bild 19
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Bild 21

Diese Betrachtungen sind ein Ausgangspunkt der Topologie, einer Wis-

senschall, die die Eigenschaften der geometrischen Figuren herausstellt,

die sich bei stetigen Transformationen nicht éndern.

Welcher Unterschied besteht zwischen dem Ballon und dem Kringel
(Bilder 18 und 19)? Was haben die Gurke und die Kugel (Bilder 20 und
21) gemeinsam ?

Wire die Gurke aus Gummi, so kénnte man sie durch Aufblasen in die
Form einer Kugel bringen, jedoch auf keinen Fall zu einem Kringel
machen. Andererseits ist von diesem Standpunkt aus ein Kringel das
gleiche wic eine Kugel mit Griff (Bild 22) oder eine Ilantel.

Kchren wir zuriick zu den Transflormationen in der Ebene.

Wir zeichnen eine Katze (Bild 23) und legen eine waagcrechte Gerade
hindurch (Bild 24). Driicken wir die gesamte Figur in Richtung auf diese
Gerade gleichmiiiz zusammen, so erhalten wir ebenlfalls eine Katze,
doch cine dickere. Dabei werden siamtliche Punkte der Figur versetzt,
ausgenommen dic Punkte aul der Geraden, die an ihrem alten Platz
bleiben. Nun uchmen wir innerhalb der Figur cinen beliebigen Punkt 0
und drehen dic Katze um diesen Punkt (Bild 25). Dann bleibt bei dieser
Transforination nur der Punkt O fest, alle anderen werden versetzt.
SchlicBlich wiillen wir eincn neuen Punkt 0 und fassen ilhn als Ahnlich-
keitszentrum auf. Aul den verschiedencn Strahlen vom Iunkt 0 aus
stauchen wir die Kalzenligur zusammen, jedoch nicht gleichmiBig,
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Bild 22

Bild 23 Bild 24
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sondern mit unterschiedlichem MaBstab in den einzelnen Richtungen.
Den Mabstabsfaktor A [ir die einzelnen Richtungen berechnen wir z. B.
aus

. L
N == _
24 cosg

wenn @den Winkel zwischen dem jeweiligen Strahl und der Horizontalen
bedcutet. Was wir erhalten, ist nur noch eine Karikatur der Katze
(Bild 26). \lle Punkte sind versetzt, lediglich der Punkt 0 ist fest ge-
blieben.

Wir fithren nun mit dieser Karikatur noch eine Parallelverschiebung aus
(Bild 27), jedoch so, daB sie innerhalb der Ausgangsligur bleibt.

Dic zwei nacheinander ausgefiihrten I'ransformationen — die ungleich-
miBige Stauchung und die Parallelverschiebung — kann man als eine

einzige Iransformation der Katze in ihr Inneres betrachten.

\Was meincn Sie, verehrter Leser, bleibt bei dieser Transformation wenig-
stens ein Punkt auf der Katzenfigur in sciner urspriinglichen Lage oder
werden sdmtliche Punkte versetzt?

Wir nehmen wieder ein Stiick Gummi, ziehen es nach den verschiedensten
Richtungen aus, wie es gerade kommt, und zeichnen jetzt die Katze auf
den gespannten Gummi. Danach lassen wir los, so daBl der Gummi in
scine urspriingliche Form zuriickkehrt. Dabei zieht sich auch die Katze
zusammen; sie wird innerhalb der alten Katze liegen und ein vollkommen
neues Aussehen annehmen (Bild 28).

Bid 25 Bild 26
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Bild 27 Bild 2§

LEsist sehr wahrscheinlich, daBl auch Sie, verehrter I.cser, mir nicht wider-
sprechen wiirden, wenn ich behaupte, daB simtliche Punkte der Katze
in eine neue Lage geriickt sind. Kein einziger Punkt auf der gesamten
Katzenfigur ist noch dort, wo er vor der Transformation war. Jedenfall~
habe ich bis jetzt noch niemanden getroffen, der nicht zuniichst dicse
Meinung mit groBem Nachdruck verteidigt hitte.

Hier fiihrt uns jedoch unsere Intuition irre. Die Behauptung. daB simi-
liche Punkte der Figur an cinen neuen Platz geriickt sind, stimmt nichi.
Sondern: Bei jeder stetigen Punkttransformation einer solchen IFigur in
ihr Inneres bleibt wenigstens ein Punkt fest.!)

Dicser beriihmte Fixpunktsatz wurde zu Beginn des 20. Jahrhunderts
von Boll und Brauer bewiesen. Er spielt bei vielen I'ragen der Topo-
logic und der Analysis eine wichtige Rolle, besonders bei der Untersu-
chung der Bewegung dynamischer Svsteme.

Eine merkwiirdige Fliiche

Die Fakultit fiir Mathematik und Mechanik der Moskauer Universitii
hat sich unlingst ein Fakultitsemblem zugelegt. Die Skizze dieses
Emblems sehen Sie im Bild 29. Auf ihm sind ein Koordinatennetz. ein
Integralzeichen und ein verschlungenes Band — das Mébiussche Band —
dargestellt.

1) Das gilt fiir alle chenen Figuren, die man durch stetige Transformation aus cinem Kreis
ableiten kann, sewic in anuloger Weise fir alle riilumlichen Figuren, die stetig verformite Kuweln
darstellen,
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Kleben wir die Enden eines Papierstreilens zusammen, ohne sie zu ver-
drchen, so erhalten wir cinen Zylinder. Auf die Aullenscite zeichnen wir
horizontale Linien, aul die Innenseite vertikale (Bild 30). Dann fiithren
wir das folgende Gedankenexperiment aus:

Wir lassen cine Ameise auf der &uBercn Seite der Mantelfliiche des Zylin-
ders entlangkriechen, und verbieten ihr, iiber den Rand zu klettern. Sic
moge sich auf den mittleren Linien bewegen. Nach einer gewissen Zeit
kommt sie zu dem Punkt zuriick, von dem sie ausgegangen ist (wie dic
Schille Aagellans nach der Erdumsegelung).

I<in Deckel, ein Hut oder ein Autorcilen haben. wie Sie wissen, cine
AuBlen- und eine Innenseite. Es scheint auller jedem Zweilel zu stehen,
daB3 jede belicbige I'liche zwei Seiten hat, von der wir die cine als Aullen-
und die andere als Innenseite bezeichnen. Wie kinnte es anders sein ?
Wir nehmen einen neuen Papierstreifen, hezeichnen seine licken mit
ABCD und zeichnen auf die Vorder- und Riickseite horizontale Linien
verschiedener IFarbe und kleben scine Enden nach einer halben Um-
drehung zusammen. Punkt A wird also mit Punkt D und Punkt B mit
Punkt C zusammengeklebt (Bild 31). l.assen wir nun die Ameise auf
ciner Linie centlang marschieren, so werden Sie iiberrascht sein: Die
Ameise bewegt sich aul Linien verschiedener Farbe, die der Vorder-
und der Riickseite des Papierstreilens entsprechen, ohne irgendwo den
Rand zu iiberklettern. Sie liuflt plétzlich mit
den Beinen nach oben: trotzdem kehrt sie zum
Ausgangspunkt zuriick, allerdings muf} sic dabei
cine Strecke durchlaulen, die der doppelten
Linge des Papierstreilens entspricht.

Bild 29

.~ [ Bild 30
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c \I\\DC 5 Bild 31

Die erhaltene Iliche ist also recht sonderbar: Linien verschiedener
Farbe gehen ineinander iiber; sie liegen also auf ein und derselben Seite.
Wir kénnten die Linien auch einfarbig zeichnen, denn diese Fliche hat
nur eine Seite! Unsere Behauptung, daf} jede beliebige Fliche zwei Sciten
hat, ist also falsch!

Die Figur, die wir erhalten haben, ist das Mobiussche Band, das AMdbins
im Jahre 1858 entdeckt hat. Es besitzt noch andere ungewéhnliche
Eigenschaften.

Ein Zylindermantel hat zwei Riinder, einen oberen und cinen unteren.
Das Mébiussche Band hat nur einen!

Schneiden wir einen Zylindermantel (Bild 30) lings seiner Mittellinie aul.
so entstehen olfensichtlich zwei Zylinder. Doch, was ergibt sich, wenn
man ein Mébiussches Band lings seiner Mittellinie aufschneidet ? Glauh-
wiirdig sind folgende Antworten:

1. Es ergeben sich zwei Mébiussche Biinder.
2. Es ergeben sich zwei Zylinder.

3. Es ergibt sich ein Zylinder.

4. Es ergibt sich ein Mobiussches Band.

5. Es ergeben sich zwei verschlungene Ringe.

Suchen Sie bitte aus diesen [iinf Antworlen die nach Ihrer Meinung
richtige aus oder schlagen Sie eine neue vor. Nun kleben Sie sich bitte ein
Mébiussches Band. Das dauert nur einige Minuten, und sie werden es

40



nicht bereuen. Schneciden Sie Thr Band lings der Mittellinie auf, und
stellen Sie fest, obsich das ergeben hat, was Sie erwarteten! Danach schnei-
den Sie die erhaltenen Streifen nochmals lings der Mittellinien auf. Es
ist kaum anzunehmen, daB sich auch jetzt noch die Figuren ergeben, die
Sie erwartet haben ...

Der Reichtum an geometrischen Figuren ist durch die alten griechischen
Geometer lingst nicht ausgeschopft worden. Er ist keineswegs auf Viel-
ecke, IKegel und Pyramiden beschrinkt, sondern unendlich und wird
auch noch gegenwiirtig intensiv studiert.

Bild 32

Noch etwas miissen wir leststellen. Die scheinbar unzweifelhafte Be-
hauptung, daB jede Fliche zwei Seiten hat, erwies sich als falsch. Des-
wegen lassen sich die so sehr korrekten Mathematiker nicht nur von
ihrem bloBen Vergniigen leiten, wenn sie zu jeder Behauptung einen lo-
gisch einwandlreien Beweis fordern. Sie tun das auch zur Priifung von
Tatsachen, die uns offensichtlich scheinen, weil sich diese bei einer
genauen Uberpriifung manchmal als unrichtig erweisen.

Der Graph

Auf einer Eisenbahnkarte oder einem Stadtplan (Bild 33) werden die
Bahnstrecken bzw. StraBen der Stadt durch ein Netz aus Linien darge-
stellt. Jede Linie verbindet zwei Punkte, die Knoten genannt werden. Ein
Netz aus Punkten und den zugehorigen Verbindungslinien trigt den
,vornehmen‘ Namen Graph.

Der Plan des Wasserleitungsnetzes einer Stadt ist ebenfalls ein Graph.
Im Unterschied zum StraBenverkehr kann das Wasser in den Leitungen
jedoch nurin einer Richtung flieBen. Vermerkt man auf den Kanten (Ver-
bindungslinien) des Graphen die Bewegungsrichtung des Wassers durch
Pfeile, so erhidlt man einen gerichteten oder orientierten Graphen (Bild 34).
Wegen des immer stirker werdenden StraBenverkehrs erkldrt man immer
mehr Straflen zu EinbahnstraBen. Deutet man im Stadtplan die Ver-
kehrsrichtung dieser StraBen durch Pfeile an, wihrend die in beiden
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@&% Bild 33

Bild 34
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Richtungen befahrenen Strallen ohne ’fcil bleiben, so erhilt man cinen
vemischten Graphen (Bild 35).

Die Ergebnisse eines Schachturniers kann man ebenlalls in Form eines
Graphen darstellen (Bild 36). Man zeichnet aul dem Papier [iir jeden
‘['urnierteilnehmer einen IKreis und bezeichnet die Kreise mit den Stari-
nummern der Teilnehmer. Das Lirgebuis eines jeden Spiels wird durch
eine Kante dargestellt, die dic Kreise der Spieler verbindet. Einc Pleil-
spitze zeigt vom Gewinner zum Verlierer. Llindet das Spiel Remis, so
wird an die Kante kein Plcil gemacht.

Am Ende des Turniers ist jeder Kreis mit jedem andercn verbunden. Lin
solcher Graph heift vollstiindig. Gewinner des Turniers ist der Spieler.
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& 9 Bild 35

Bild 36

von dessen Kreis die meisten Pfeile wegfithren. Wenn alle Teilnehmer
Jeweils zwei Partien gegeneinander zu bestreiten haben (weill und schwarz).
s0 muBl man jeweils zwei Kanten ziehen. Bild 36 zcigt die Situation, in dev
auBer dem vierten und dem sechsten alle Teilnelimer je zwei Partien ge-
spielt haben, der vierte und sechste jedoch nur cine. Den ersten Platz
hialt zu diesem Zeilpunkt der Teilnehmer Nummer zwei.

Man kénnte vermuten, daB die nicht durch Kreise gekennzeichneten
Schnittpunkte der Kanten des Graphen auch irgend etwas bedeuten. Sic
haben jedoch keinerlei Bedeutung. Das macht man sich am besten da-
durch klar, daBl man sich den Graphen im Raum vorstellt: dann schneiden
sich seine Kanten nicht. Die I{anten eines Graphen brauchen auch nicht
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unbedingt geradlinig zu sein. So sind die Graphen in den Bildern 36 und
37 in dem Sinne gleich, daB einer durch eine stetige I'ransformationin den
anderen iibergefiihrt werden kann. Solche Graphen nennen die Mathe-
matiker isomorph.

Es ist iibrigens nicht immer gleichgiiltig, ob man einen Graphen so zeich-
nen kann, daB sich seine Kanten nicht schneiden. So ist z. B. das Schali-
bild eines Rundfunkempfingers ein Graph, dessen Knoten die Wider-
stinde, Kondensatoren, Réhren usw. sind, wihrend die Leitungen dic
Kanten sind. Hier ist es unwesentlich, ob sich die gezeichneten Kanten

7 3
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S 4 Bild 3i

schnciden oder nicht. Bei der praktischen Realisierung der Schaltung
schneiden sich die Leitungen nicht; man kann sie iibereinanderlegen und
Kurzschliisse durch Isolation verhindern.

In den letzten Jahren werden jedoch immer mehr gedruckte Schaltungen
verwendel. Eine gedruckte Schaltung besteht aus einer mil Bauelementen
bestiickten Leiterplatte, auf der die dem Schaltbild entsprechenden
Leitungsziige verlaufen. Dabei ist es wichtig, daB man die Knoten des
Graphen (der Schaltung) durch sie nicht schneidende Linien verbinden
kann.

Es gibt also liille, in dencn es notwendig ist, einen gegebenen Graphen
in der Ebene so darzustellen, daB sich seine Kanten nur in den Knoten
schneiden. Wenn das méglich ist, heiBt der Graph eben. Man kann einc
Mcthode angeben, nach der entschieden werden kann, ob ein Graph eben
ist oder nicht. Das ist eine fiir die Praxis wichtige Aufgabe.

Bei der Einrichtung von EinbahnstraBen in einer Stadl mul} die Verkehrs-
polizei die Verkehrsrichtungen so festlegen, daB es keine Stellen gibt, zu
denen man iiberhaupt nicht gelangen oder von denen man nicht mehr
weiterfahren kann. So kann man z. B. im Bild 38 von 4 nach B fahren,
jedoch nicht von B nach A. Derartige Aufgabenstellungen kinnen wir
bereits als allgemeine Aufgabe iiber die Struktur eines gerichieten ebenen
Graphen formulieren.

Natiirlich wiirde die Verkehrspolizei zu Recht kritisiert werden, wenn sie
die Verkehrsregeln nur nach den Gesetzen der Graphentheorie aufstellen
wiirde.
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Die Lenkung des Verkehrs in einer groBen Stadt ist eine sehr schwierige
Aufgabe, die wegen des Anwachsens der Anzahl der Fahrzeuge von Jahr
zu Jahr komplizierter wird. Immerhin ist es aber eine mathematische
Aufgabe, die eng mit der Graphentheorie zusammenhiingt, jedoch nicht
nur mit dieser.
Sie haben sicher schon Glossen gelesen, in denen kritisiert wird, da man
Badeanziige in die Arktis schickt oder daB sich eine Sendung Spaten z. B.
von Rostock nach Suhl mit einer Sendung gleicher Spaten von Suhl nach
Rostock kreuzt. Solche Glossen sind oft sehr geistreich geschrieben, doch
die Autoren kénnen meist, wenn man sie fragt, wie die Mingel abzu-
stellen seien, nur vorschlagen, die Verantwortlichen zur Rechenschaflt zu
ziehen. Aber wie kann man es besser machen ? Natiirlich, unqualifizierte
Mitarbeiter bringen manchmal etwas durcheinander, doch meist liegt
das Problem tiefer. Die Planung des Transports und die Lagerhaltung
sind komplizierte Aufgaben, und ein Fuhrparkleiter oder ein Lagerver-
walter sind gar nicht immer ohne weileres in der Lage, sie zu lésen.
Die Graphentheorie in Verbindung mit einigen anderen mathematischen
Disziplinen gibt die Moéglichkeit, solche Aufgaben zu lésen. Ich werde
einmal kurz das Wesen der Transportoptimierung erliiutern.
Die Zeiten dndern sich, und, sagen wir, in der Stadt Surbagan, deren
Entstehen wir der Phantasie des utopischen Schriltstellers Alexander Grin

Bild 38
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verdanken, wird intensiv gebaut. Eine Schule, ein Institut fir Hochsee-
schiffahrt, ein sechzehnstiéckiges Wohnhaus und ein Halen sollen zur
gleichen Zcil entstehen. In der Nihe der Stadt gibt es drei Werke fiir
Baumaterial. Doch die Baustellen sind weit voneinander entfernt und
befinden sich auBerdem in verschiedenen Entlernungen von den Werken.
Der Veranlworlliche fiir die Versorgung der Baustellen muB den Trans-
port des Baumaterials so organisieren, daB der Materialbedarf der
Baustellen gedeckt wird und die recht betriichtlichen Transportkosten
von den Werken zu den Baustellen moglichst niedrig bleiben. Diese Aul-
gabe ist prinzipiell 16sbar; man braucht dazu jedoch Erfahrung und vor
allem solide mathematische Kenntnisse und die moderne Rechentechnik.
insbesondere wenn dic Anzahl der Baustellen und Werke grioBer ist. Ich
werde nun den Losungsweg dieser Aulgabe skizzieren.

Wir stellen einen gerichteten Graph auf, in dem die Werke mit den Ziffern
1, 2 und 3 bezeichnet sind und die Baustellen die Buchstaben § (Schule),
I (Institut), W (Wohnhaus) und H (Halen) tragen; von den Werken zu
allen Baustellen sind IKanten gezogen (Bild 39), die mit Zahlen versehen
sind, die die relativen Transportkosten einer Einheit Fracht auf dem
betreffenden Weg angeben.

Die Losung der Aufgabe scheint zuniichst offensichtlich zu sein: Der
Schulneubau ist am giinstigsten durch das Werk Nr. 1 zu versorgen, die
Baustelle Hafen durch das Werk Nr. 2. Der Institutsneubau kann so-

Bild 39
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wohl vom Werk Nr. | als auch vom Werk Nr. 2 versorgt werden; die
Baustelle des Wohnhauses kann man durch das Werk Nr. 2 oder das
\erk Or. 3 beliefern lassen. Es hat den Anschein, daf® man das Werk Nr. 3
Ubelhuupt nicht bendtigt.

Doch [o einfach liegen die Dinge in Wirklichkeit nicht.

Stellen Sie sich vor, dalk die drei Werke einen unterschiedlichen Produk-
tionsausstoR haben und ihre Gesamtproduktion den Bedarf der Baustel-
len gerade deckt. AuRerdem mdge das Werk Nr. 3 den hdchsten Ausstol
haben un< Werk Nr. 2 den geringsten. Derartige Bedingungen erschweren
die Losung der Aufgabe bedeutend. Trotzdem kann man durch Betrach-
tung der mdglichen Varianten die Lésung finden, die die Versorgung der
Baustellcn bei minimalen Transportkosten garantiert.

~us dem vorstehenden Beispiel kann man eine Erkenntnis ableiten: Plant
man den Transport nur ,,uber den Daumen', so fuhrt das unweigerlich
zu Stdérungen in der Versorgung, besonders wenn die Gesamtmenge des
erzeugten Materials den Bedarf nicht wesentlich Ubersteigt. Die Benut-
zung der gunstigsten Variante des Transports kann aufl3erdem riesige
Einsparngen bringen.

\un wollen wir noch eine Klasse von Aufgaben betrachten, die auf Pro-
bleme der Graphentheorie hinauslaufen. In einem Ort leben einige (1)
junge Damen, die gern heiraten mdéchten, und einige (m) ledige junge
;lanncr.

Die Madchen sind wahlerisch, und jedem gefallen nur wenige Kandidaten.
Wie kann man es nun einrichten, dal3 jede der Schdnen einen fur sich
annehmbaren Ehegatten erhalt?

Die Anzahl der Madchen mufR geringer oder darf héchstens gleich der der
jungen Manner (n 0 m) sein, und diese Voraussetzung erschwert das
Leben ungemein. Aber es kdnnen noch mehr Schwierigkeiten auftreten.
Wenn funf Madchen nur die ersten zwei von vielen Kandidaten gefallen,
so ist die Aufgabe, alle finf zu verheiraten, unldsbar.

Eine gunstige Situation wird durch Bild 40 illustriert. Die von den Mad-
«hen ausgehenden Pfeile weisen auf die jungen Manner, die ihr Herz er-
obrrn kiinnten.

Eigentlich muten wir allen jungen Leuten unseres Bildes wohlklingende
Oamen gehen, doch ist es einfacher, sie durchzunumerieren. In der dar-
gestellten Situation kénnen wir alle Madchen gliicklich machen. Die erste
Zahl sei diedummer des Madchens und die zweite die des jungen Mannes;
man kann nun funf Paare bilden: (1, 1); (2, 2); (3, 5); (4, 3); (S, 6).

Wie es im Leben haufig vorkommt, ist derjenige, der den meisten 0lad-
chen gefiel, niimlich der Vierte, uUbriggeblieben. Wir kdénnten unsere
jungen Leute auch in anderen Kombinationen verheiraten. Dabei haben
wir allerdings die Interessen der Manner sowie die alltaglichen Konflikte
durch Eifersucht, Eitelkeit und andere Griinde, die haufig die Stimmung
und manchmal das ganze Leben verderben, nicht bertcksichtigt.

Wenn die Anzahl der jungen Leute sehr grofR3 ist und sich ihre Interessen
in komplizierter Weise Uberschneiden, so ist es gar nicht so einfach, alle
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glicklich zu machen. Man kann jedoch die Bedingungen angeben, die die
Existenz einer Losung der gestellten Aufgabe garantieren. Ich will Sie
nicht mit der Formulierung des entsprechenden Satzes ermiiden, sondem
werde lhnen ein anderes, weniger dramatisches Bodell derselben mathe-
matischen Situation vorfuhren.

Stellen Sie sich eine Werkhalle mit n verschiedenen Ilaschinen und m
Arbeitern (N< m) vor. Die Bedienung jeder Maschine ist nur einigen
Arbeitern entsprechend ihrer Qualifikation méglich. Welche Vorausset-
zungen mussen erfullt sein, damit die Bedienung samtlicher Maschinen
gewahrleistet ist? Die Losung dieser Aufgabe ist, wie man sieht, der
Loésung der Aufgabe Uber die Bildung der jungen Paare iiquirlent.
Ahnlich ist die Situation, wenn Arbeitskrafte moglichst rationell ein-
gesetzt werden sollen. Angenommen, wir haben n Mitarbeiter und ebenso
viele Arbeiten; jeder Mitarbeiter kann jede der Arbeiten ,-errichten, doch
die Leistungen sind unterschiedlich. Wenn aij die Leistung a (in gewissen
MaReinheiten) bei der Erfiillung der Arbeit Bummer j durch den :lit-
arbeiter Nummer i ist, dann ist z. B. ay die Leistung des Mitarbeiter,
Nr. 2 bei der Arbeit Nr. 4. Es ist vorteilhaft, die Mitarbeitcr so einzu-
setzen, daB sie alle mit hoher Effektivitat arbeiten. Diese Situation winl
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durch Bild 1l illustriert. Als Kennziffer fur die Arbeit des gesamten
Kollektivs der Mitarbeiter kann man die Summe der Leistungen nehmen.
Dann ist fur die Situation im Bild 41 die

Gesamtleistung = <12 + a24 + az1 + a3

Die Aufgabe des gunstigsten Einsatzes der Mitarbeiter wird durch die
Al'beitseinteilung gelést, bei der die Gesamtleistung maximal wird.

:lan kiinnte die Arbeit eines Kollektivs auch an der Effektivitat des
schwéchsten llitarbeiters messen.

Die Aufgabe des glnstigsten Einsatzes der Mitnrbeiter besteht dann
darin, den schwéachsten Mitarbeiter am wirksnmsten einzusetzen. Das
laRkt sich so formulieren: Die Arbeit ist so aufzuteilen, daf3 die kleinste
Leistung ihren grof3ten Wert hat. Die kleinste Leistung mul3 also groRer
sein als die kleinste Leistung bei irgendeiner anderen Aufteilung. In der
Sprache der Graphentheorie wirde sich das folgendermalen ausdriicken
Jassen: Angenommen, az; sei die kleinste Leistung im Graphen (Bild 41).
Olan kann nun die Arbeiten anders aufteilen, z. 13. so, daB sich die Lei-
stungen all, a23, a32 und a,, ergeben. Ist nun a4 die kleinste Leistung,
as4 abel' grofer als as,, so ist die zweite Arbeitseinteilung der ersten vor-
zuziehen. Die Aufgabe besteht also darin, die Anordnung der Pfeile so zu
bestimmen, dal} die kleinste der jeweils vier auftretenden Zahlen fur die
Leistungen maximal ist.
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Die oplirnale Yarianle kann bei Jer \Orstehenden Aufgabe, bei drm
bereits betrachleten Transportproblem und einer Heihe weiterer \ul-
gaben in der Praxis natirlil'n nicht dureh Probieren gefunden werden.
Man benulzl die Methoden del- Spieltheorie und der linearen bzw. nicht-
linearen Optimierung und findet so einen systematischen L&sungsweg.
der auch den Einsatz von Rechenautomaten ermdglicht.

Die Graphentheorie wird heute in den verschiedensten (;ehieten voll
Wissenschaft und 'fcl'hnik benutzt. Ein wichtiges \nW('tHlungsgebiet isl
die Netzwerkplanung. Urspringlich hatte ich di \bsieht, einen \bsehniti
dartber zu schreiben. Jn letzter Zeit ist jedoch so viel dartiber geschrieben
worden, daU ich die mir zur Verfugtrng stehenden Seiten lieber benutzcll
will, um iibcr weniger bekannte Probleme zn sprechen.
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Zahlen und Punkte

Fiil die wlilV'I'('ll Hctrar:'llungen wecnlen (lllig( ganz elementare Grund-
begriffe clcr anall-tiscltell Ceomelrie henétigl. Ich bille um Verzeihung,
wenn ich diese zuniil'hst kurz darlege. Es kdnnte ja sein, da die Mathe-
matik Iwi clelll PilH'l oder anclcren Leser in ,Kkr Schule zu kurz gekommen
ist, oder daB seilw :laLhematikkenntnissc sdl10ll Hingst in Vergcssenhcit
gerall'll sind. Sic kiillllen diesen \bsehnitt sicher ohne wcilercs uber-
,prillg<lL

Entlallg den \lltosLraUell und Eisenl,ahlllilliell stehen in rcgelmiiBigcll
AhstiindPn 1 iloretcrstcine, auf dent'n die EntfPrnung ,-on einem \u,-
gallgspullkt angegeben ist. In anderen Lander ist es teilweise iihlidl,
lHiuweissehilder allfzlistellcn, diP auferdem anlh die Entferung zum
Endpunkt allgPhcll (Fild 12). llier lc,gegnen wir der tiiufachsten \l6:dich-
keil, die l.agc ,-0ll Punktell auf rinel Linie (nicht llllhcdingt einer (;eradeul
dilrd! Zahlen zu kennzeichnen. Dabei kann man die Zahl auf dem I.ilo-
llelctsleill als l.oordinate tles Pnnkles auffassen, wobei als :ullpunkt
dPs Bezllgssl:stems (Koordinalcnsl-sLem) der \usgangspnnkt der Stral3e
1Ind dPr J;iloDIPIPr als ;laReinhtit dienen.

7
O gy B
OO

il J:

Es \Wurd« bereits elwiihllt, da? man die Lage von Punkten in der Ebene
durch karlLesisdie Koordinaten angeben kann.

Die Lage ,-on Punkten auf einer beliebigen Fléache lii3t sieh in &hnlicllel
Weise durch Zahlen beschreiben..\Is der legendare Kapitdn Nemo die

4o 51



g g
S
“e ek % »

Lage seines ,,Nautilius' auf der Erdoberflache angeben wollt<, berechnete
er die geographische Lénge und Breite.f)

Wir zeichnen ein kartesisches Koordinatensystem auf ein Stick Gummi —
also ein rechtwinkliges Netz mit einem bestimmten Einheitsschritt. Um
von einem beliebigen Punkt des Netzes zu einem beliebigen anderen zu
gelangen, mull man, wenn man sich auf den Linien des Netzes be-
wegen will, zunéchst ein Stiick auf einer ausgezogenen ,,StraRe" zuriick-
legen und dann auf einer gestrichelten (Bild 13). Man kdnnte nattrlich
auch zuerst die gestrichelte Richtung einschlagen und dann die ausgezo-
gene, das andert nichts an der Sache.

Jetzt deformieren wir das Gummistiick durch eine beliebige stetige Trans-
formation. Das erhaltene krummlinige Netz ist ebenfalls ein Koordinaten-
system: Auch hier hat man fur die Fahrt von einem Punkt des Netzes
zu einem anderen zunéchst eine ausgezogene, nun jcdoeh nicht melll’
gerndlinige ,,StraRe™ zu benutzen und dann eine gestrichelte (Bild 11).
Ganz analog sieht die Sache im Raum aus. Um die Lage einer im Haum
héngenden Glihlampe anzugeben, sind drei Zahlenangaben nétig: z. 3.
die Entfernung des Punktes der Decke, an dem die Lampe befestigt ist.
von zwei senkrechten Waéanden und die Lange des Leitungsdrahtes (Bild
"5). Diese Zahlen sind kartesische Koordinaten im Raum.

\Venn der Kapitdn Nemo die Lage des ,,Nautilius" im Raum angeben
will, muld er aufler der geographischen L&nge und Breite auch die
Tauchtiefe bestimmen. Diese drei Zahlen sind ebenfalls Koordinaten im
Raum.

In der Astronomie ist es Ublich, die Lage von Himmelskdrper, bezogen
auf die Erde, durch drei Koordinaten zu kennzeichnen: durch zwei

') /. Ferne (1820—1905): ,,Zwanzigtausend [foilrn unter dem Meer"".
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Winkel — die Deklination und die Hekluszension — und diP Enlrerlillg
von der Erde.

Mit Ililfe eines Koor<inatensyslcms konnen wil: hclichige geollletris! Il
Aufgah<n in der Sprache der Zahlen ausdricken. Fiir ein geometrisches
Cebildc erscheint eine &quivalente Zahlenmellge.

So entsprich! z. B. dem \hschnilt der Zahlengeraden zwisrllell d!n zwPi
Punklen mil den Koordinalcn:r; = 2 und :rp = 7.- (Bild *fl) die \lengc
aller Zahlen .r, die den zwei Ungleichungen

rgfd und rOd7,;

genugcn.
Es isl ublich, diese zwei I;llgleil'hungln zusanuncllzllfassen:

[ I A
1 I Xt
——— T N
U v o0 J . G 7

X

Bild HJ

Oas Einheilsquadrat in der EhclH. dlssstn Ecken clilreh die Pnnkll" mil
den l0oordinaten (0; 0); (I; 0): (O: 1) und (L; 1) gegehell sind. wird durl'h
die llenge der Zahlenpaale (r, y) dargestellt,  licc den folgtndn Llllgk'i-
rhungell geniigen (Bild 47):

od.rd I; oOyJd

Die gesamle Geometrie kann mau also analytisch darlegl:n, I,qlinncnd
damil, dall man cillm Pllnkt der Geraden eine Zahl (.r) zuonlri®l. eilll'm
Punkt der Ebene ein Zahlenpaar (r, y) und timelll Plinkt illl Balllll drei

xé Bild 47
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Zahlen (X, y, ). Eine Kreisflache vom Hadius 5 mit dem Jittelpunkt im
Punkt (:, 3) ist dann nichts anderes als die Menge der Zahlen (r, y), die
der Ungleichung

(h—:F+(y-1; 52

gentigen. Eine Ebene im Baum, die durcl! den Koonlinatenursprung geht,
ist einfach die "(enge der Zahlentripel (X, y, .), die der I;Jeichung

ar+by+tcz=0

geniigen, wobei a, b und ¢ hestimmlc konstante Zahlen sind.

Widllig ist die véllige Aquinilcnz des geomelrisrhen und des analytischen
Slalldpunktes: Ceometrische (;ebildc lassen sich analytisch durch Clei-
clrngen oder L:ngleit'hungcn hcsl'hreiben, wahrend sich analytische llc-
zieliungen in FO'm von KulTen, Fliicheu oder Figulen darstellen lassen.
Das analylische Herangehen an geometrische Aufgaben gil,t z.B. dem
\rzl die Moglidlkeit, verschiedene Daten eines Menschen anschaulich
darzuslellen. So kann bcispielsw(isc die KdrpergrofRe auf einer Geraden
abgclragen wPrden.

Bei \l<ssung der I,UrpcrgroRe | und des c:ewirhts p entspricht jedem
Olcnsdlen ein Punkt in der Ebene mit den Koordinaten (h, p). \Vird noch
zusiilzlirh das Altert angegeben, so erfolgt die Kennzeichnung im Raum
durl'll tinen Pliltkt.1lli1 den Koordinaten (h, p, t).

Doeh wie kann man verfahren, wenn der Mensch durch viele Parameter
I'haraklcrisierl wird: KorpergrofRe /i, (;ewicht p, Altert, Hrustumfang Q,
Druckkraft der linken und rcChten Illand {; und ¢, Sellsehiirfc r? Vor-
stehend sind sieben GréRen vorgegeben worden. Eine anschauliche geo-
mcl tische Darstelhmg seheint nicht mehr mdéglich zu sein.

Talsiil'hlieh ist jedoch eine analoge geometrische Betrachtung weit ver-
hreitct: ;lan falt die Menge der Kombinationen von \iier Zahlen (x, y, z, t)
als loChdinaleu ,-on Punktenim vierdimensionalen Haum auf; die Kombi-
naiiollen von sieben Zahlen (x, !, z, /, 11, I, w) werden als Koordinaten
von Punkltn im siebendimensionalen _aum aufgefalt. Derart kann
man nllls Kornbinnlionen ,-on n Zahlen (ai, X, ---, Xn) als Punkte im
lI-dimensionalen Jlaum ansehen.

Solch eine Aullassung wird bei jedem, der erstmalig damit in Rcrihrung
kolllrl, nuf Befremden stoBen: Was bedeutet vierdimensionaler Raum?
\Vi< kann man sich Punkle im ,-ierdimensionalen H.aum vorstellen?
\\"ir nehmen ein diinnes Clasrohr, dessen Durl'iunesser gerade so grof} ist,
daB Oine \meise hindurehpallt, und lassen <las Insekt hinein. Wenn die
Arcise zurtl'k will, mu3 sie rickwarts kriechen. Lassen wir von der
andcren Seite no<'h eine zweite Ameise hinein, so kdénnen die beiden
Ameisen niC’ht aneinander ,-orbei (Rild "8). So traurig ist das Leben im
eindimensionalen Haum — auf einer Linie!

Nun lassen wir die zwei ,\meisen auf dem Tisch oder der Oberflache eines
Kurbis urhelspazieren. Sie kénnen sich in hcliebigel' Richtung bewegen,
Hinde risse umgehen usw. (Hild 19). Fir sie bedeutet das Leben auf einer

55



HZFT

Bill 48

Bild 50

Flache — im zweidimensionalen Raum — bereils die grof3e Freiheit.
Allerdings giLLes auch hier gewisseSchwierigkeiteu: Zwei Ameisen, diez. U.
durch einen Bach voneinander getrennt sind, kénnen niemals zu,ammen-
kommen. Man sagt, dal ein Hahn, den man in einen mit weiBer Farbe
gezogenen Kreis stellt, unentschlossen d.irin herumlaurcn wirde und
nicht darauf kame, die Kreislinie einfach zu Gberschreiten. Wenn man
sich in die Lage des Hahnes hineindenkt, kann man sich vorstellen. daf}
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Bild 51

e

Bild 52

talsachlich allerhand \uffassungsgabe und Mut dazugehéren, um aus
dem zweidimensionalen Raum in den dreidimensionalen zu gehen.

Eine Libelle hat es schon besser als eine Ameise — sie kann einen Bach
einfach Uberfliegen. Die Libelle lebt im dreidimensionalen Raum, und
eine geschlossene Linie auf einer Flache stellt fiir sie kein Hindernis dar.
Setzt man die Libelle jedoch in ein Glas und deckt es zu, so sitzt auch sie
in der Klemme: Sie kann nicht herausfliegen. Eine geschlossene Flache
(die Oberflache des Glasgefaflies) teilt ihren dreidimensionalen Lebens-
raum in zwei Teile — ein Inneres und ein AuRReres —, &hnlich wie eine
geschlossene Kurve den Lebensraum der Ameise — die Flache — in zwei
Teile zerlegt.

Ubrigens wird eine Flache nichtdurch jede daraufgezeichnele geschlossene
Kurve in zwei Teile zerlegt, so dal die Ameise nicht von einem Teil in den
anderen kame, ohne die Kurve zu Uberschreiten. Als Beispiel kann der
Kringel im Bild 52 dienen: Die gestrichelte Linie zerlegt seine Oberflache
in zwei Teile, die ausgezogene Linie jedoch nicht.

Uberlegen Sie selbst einmal: Wie sieht es auf der Kugel mit drei Griffen
im Bild 53 oder auf dem Md&biusschen Band aus? Allerdings gibt es auf
jeder Flache geschlossene Kurven, die sie in zwei Teile, ein AuReres und
ein Inneres zerlegen. Das ist fur uns hier wesentlich.

Stellen Sie sich nun ein Wesen vor, das im vierdimensionalen Raum lebt.
Fur ein solches Tier ist das geschlossene Glas kein Hindernis, es zerlegt
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seinen LcLeusraum nicht in zwei Teile. Das Wesen ,,iiberflicgl"” dns Gins
einfach, indem es sich der vierten Dimension bedient.

Beachten Sie, lieber Leser, <la wir selLst nicht im drciclilllensionalcn,
sondern im vierdimensionalen Raum leben; seine Koordinatcn sind die
drei Ortskoordinaten x, y, z und die Zeit t. Diese |Joorclinnlen sind aller-
dings nicht gleichwertig: Wahrend fur x, y und z hclieLigc Werte zul&ssig
sind, kdnnen wir uns in der Zeit t nur \'Orwarls bewegen. In diesem \'icr-
dimensionalcn Raum gelangen wir aus einem geschlossenen Zimmer
heraus, ohne die TlUr oder die Fenster zu Lenutzen, wenn wir die vierte
IDoordinate — die Zeil — Lenutzen.Bewcgen wir uns nur in dieser vierten
Koordinate und lassen wir die drei anderen un,-criindcrt, so kbnnen wir
uns irgendwann in einer anderen Situation bcfinden und nus dem Zirnim-1:
Iteraustrelcn, z.B. wenn das Ilans uuscinandcrbriickclt 1lInd die Zimnwr-
wiincle fur uns keine Grenze mehr sind.

Dieser Zustand braucht nicht sehr bald einzutreten, uns gehl es nur um
die prinzipielle Moglichkeit.

Die Situation wird noch deutlicher, wenn wir zulassen, daU wir uns nur
cler ZeiLarhsc aurh nnch der anderen Seite, ruckwirts, bewegen kénnen.
Denselben Punkt (r, y, z) innerhalb des verschlossenen Zimmers hnben
friher nicht die wande, der FuB3Luden und die De('ke eingcsl'hlossen, sie
waren noch gar nicht da. Bewegen wir uns also zuniichst1ll1l: auf der Zeit-
achse zurtck, su kénnen wir zu einem gewissen Zeilpunkt nus dem ,-el-
schlossenen Zimmer heraustreten.

wir wollen noch etwas Lei den mehrdimensionalen \Velten verbleiben.
In der Ebene (im zweidimensionalen Haum) ist eine Kreislinie mit clem
Haclius r und dem ;littelpunkt im Koordinnlcnnrsprun! (Bild 54) geg('-
hcn durch die Gleichung

2t y2=r2

Das Annlogon zum Kreis in der Ebene ist die Kugelfluche im dreidimen-
sionalen Rnurn. Liegt der Mittelpunkt im Koordinalenurspmng und wird
der fiadius mit r bezeichnet (Bild 55), so lautet die Gleil'hung der Kngel-
fliiche

xz+ y2+ z2= r2
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iw,l j.j

c;chl mnn vom drcidinwnsionalen zum ,-ierdimensionalen f-aum ubel,
so liegt es nahe, als Kugetrlachc mit dem Radius rund dem Mittelpunkt
im Koonlinalenursprng die ,,dreidimensionale Flache"™ zu bezeiclillen,
die der c;leil-hung

X+ ./t zZ0+t1 = /T

genugt.

Ein Kiken, das im dreidimensionalen Haur lebl, kann nidit ans dem Ei
s('hliipfcn, ohne die S(hale aurzupicken. Genausowenig kann ein vier-
dimensionales Kiiken aus einer \'ierdimensionalen Kugel einfod! heraus-
Irelen.

Um aus der vienlimensionalen Kugel herauszukommen, muf} sie das
Kuken aurpieken. Kann es sil'h jedod! im funfdimensionalen Raum
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bewegen, so kénnte es aus einer vierdimensionalen Kugel einfach heraus-
treten. Die Eierschale muf3te aber in diesem Fall eine funfdimensionalc
Kugelflache sein und keine vierdimensionale, denn die letztere kdnnte
das Embryo nicht von allen Seiten bedecken. (Genausowenig wie eine
zweidimensionale Kreislinie ein dreidimensionales Kuken einhullen kann.)
Das funfdimensionale Embryo in einer vierdimensionalen Eierschale
wurde von seinen funfdimensionalen Feinden aufgefressen sein, be\'or
es Uberhaupt zum Kiken heranwachsen kénnte.

Naturlich bereitet es Schwierigkeiten, sich eine vierdimensionale Kugel
praktisch vorzustellen oder diese aufzuzeichnen, wenn man nicht eine
Darstellung durch eine Gleichung benutzt. \Venn man es genau nimmt,
zeichnen Sie aber auch eine dreidimensionale Kugel nicht in den drei-
dimensionalen Raum, sondern nur die Projektion dieser Kugel in die
Ebene des zweidimensionalen Zeichenpapiers. Ein beliebiges dreidimen-
sionales Gebilde kénnen Sie durch GrundrifR, Aufri3 und Seitenril3, also
in drei Projektionen eindeutig im Zweidimensionalen darstellen. Wer
hindert Sie daran, ein vierdimensionales Gebilde in den dreidimensio-
nalen Raum oder in die Ebene zu projizieren?

Grund-, Auf- und Seitenrif? einer dreidimensionalen Kugel sind Kreise
auf dem Zeichenpapier. Die entsprechenden senkrechten Parallelpro-
jektionen einer vierdimensionalen Kugel sind vier dreidimensionale
Kugeln, die man dann nochmals auf Zeichenpapier projizieren kann.
Nun wollen wir den mehrdimensionalen Raum noch von einer anderen
Seite her betrachten. Ein beliebiger Punkt teilt eine Gerade in zwei
Halbgeraden ohne gemeinsame Punkte.

Eine Ebene laRt sich nicht durch einen Punkt in zwei Teile zerlegen.
Doch eine beliebige Gerade teilt die Ebene in zwei Halbebenen. Eine
Ameise, die von einem Teil in den anderen will, muf3 die trennende
Gerade Uberschreiten.
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Fur die Teilung des dreidimensionalen Raumes reicht eine Gerade nicht
mehr aus. Eine beliebige Ebene teilt ihn aber ohne weiteres in zwei Halb-
raume. Wenn es der Libelle einfallt, von einem Halbraum in den anderen
..m fliegen, muR sie die trennende Ebene durchqueren.

Analog kann der vierdimensionale Raum nicht durch eine zweidimen-
sionale Ebene zerlegt werden. Er 14R3t sich jedoch in zwei Halbrdume
zerlegen, wenn man ihn mit einer beliebigen dreidimensionalen ,,Hyper-
ebene” teilt, also mit einem dreidimensionalen Raum, der sich in dem
clerdimensionalen Raum befindet.

Ein _icrdimensionaler Raum enthalt also Unterrdume verschiedener
Dimensionen: dreidimensionale Hyperebenen, zweidimensionale Ebenen,
eindimensionale gerade Linien und nulldimensionale Punkte.

Im n-dimensionnlen Raum gibt es analog Hyperebenen verschiedener
Dimensionen, von den nulldimensionalen (Punkten) bis zu den (n-1)-
dimensionalen. Doch nur die (n-1)-dimensionalen Hyperebenen zerlegen
den n-dimensionalen Raum in zwei Teile. Wir hatten bereits festgestellt,
daR die Menge aller Punkte der Ebene, fir die die Ungleichungen

UOoxo1; (OyO1

gelten, ein Quadrat bildet. Seine Ecken sind die Punkte mit den Koordi-
naten (0;0), (0;1), (1;0), (1;1).

Im dreidimensionalen Raum ist der Wurfel die analoge Figur zum Quadrat.
Er lalt sich als die Menge der Punkte (X, Y, z) des Raumes betrachten, bei
denen alle drei Koordinaten zwischen Null und Eins liegen.

A

Wd’ 10,0,/
I

(Lol r_/—[]‘— L1127

1

1

| fogo) f0,.,0)
G
-7 y

7
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Die Ecken des Wiirfels sind die Punkte, ,lereu Koor«lillalcll entwCdcr
Null oder Eins sind (Bild 57). Wie man leicht feststelll, Jibl es acht Eckell,
jede hat drei Koordinaten: (0;0;0), (0;0;1), (0;1;0). (0;1;1), (L;0:0L
(1;051), (L;150), (L;1;1).

Jm vierdimensionalen H.aum laRt sich der (,-ierdilllellsiollalc) Wiurfel als
die Menge del: Punkte (X, 1, ., t) betrachten, deren ,.ier Koorllinatcll
zwischen Sull und Eins liegen. Die Ecken dieses Wiurfels sill,l <lie Pnnklt.
deren Koordinaten entweder Null oder Eins sind, also (0;0;0;0), (0:0:
0;1), (0;0;1.;0), (0;0;3;1), (ii;1;0;0) usw.

Wieviel Ecken hat ein vieldimensionaler Wtitfol ;

Diese Frage kaun man beaulwol'len, ohne erst alle moglidwil EckplillkIl
aufzuschreiben. Wir wissen bereits, dal der dreidimensionale Wiirlcl
acht Ecken hat. Das ist gerade die Anzahl <ler méglichen Kolllbinalionell
aus Nullen und Einsen zu je drei Elementen. Die Anzahl der El'k<n des
vierdimensionalen \Vurfels erhiilt man, wenn man an dies, Tripel eine
weitere Stelle, entweder eine _ull oder eine Eins, anschlielt. Der ,i{'r-
dimensionale Wirfel hat also doppelt soviel Ecken wie der <reiillHell-
sionale, namlich 1¢. \\'ir fassen zusammen: Der zweidimensionale ,,\\'iir-
fcl", <las Quadrat, hat | = :P Eeken; der dreidimensionnle Wiurfel hai
8 = "] El'ken; det vierdimensionale ,,Wurfel" hat & = "! Ecken.

Es ist jetzt nieht mehr schwcl einzllschen, dal der Einheitswirfel illl
lI-dimensionalen Raum aus der !lenge <ler Punkte besteht, deren Koor-
dinaten zwischen Snll und Eins liegen. Ecken dieses Wirfels sind all,
Punklt', deren Il,oordinaten entweder Nullen oder Einsen sind. 1)j,,
Atizahl der mdglichen Kombinatiomin, d. h. die \nznlll dlr Eckcll dl's
L.<limensionalcn \\'iidels, betriigt *".

Diese Tatsachen sowie die \lethode zur Bestimmung der \nzahl dtr
migliehen Kolllhinaliollcll aus n Nullen und Einsen wtnlen uns spiill'l
bei <ler ErirLerun; einiger anderer Fragen von \utzen sein.

Iliel hat einer meinel Frellnde, dem ich das Manuskript zu les<n gab, au
den Rand geschrieben: ,,Wozu?" — Seine deutliche Unzufriedenheit isl
zu spuren. — ,,Es sind keinerlei SchluRfolgerungen oder Hinweise iilH'r
den :-utzen der auf diesen Seilen <iskulierten Ideen flur die Praxis. ilic
\Visslsnschaft oder das Leben zn finden.-

Haben Sie biuc elwas Geduld, ieh beginne doch gerade elst. In dlil fol-
genden Abschnitten werde ich den mehrdimensionalen Raum seht ofl
benutzen mussen und die (;runclbegriffe der analytis,hen Geometri,
ohne nochmalige Erlauterung Ycrwenden.
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Slellen Sie sieh eine sdl6ne (;ehirgslandschaft vor: sanfte Tiilcr und steile
Cipfel, enge Talkrssel Imd schmale Pésse. Die Fléache eines Gebirges liillL
,iI'n anf verschiedene Weise beschreiben. Es ist zwar nicht besondcls
poetisch, do!'h ,-on groBem \Vert, <lal sich die Gebirgsfliche auch in
alylis<her Form durch eine Gleichung

= AL

darstellen 1081, worin . <lie ,-erlikale Koordinate und.r, y die Koor<linalll
in der horizontalen Ebene sind (Bild 58). tUen Gipfeln entsprechen diP
\laximalwcrtc der Funktion . = T (x, y), den Tiilcr die ;finimalwcrte.
Befinden Sie sich auf einem Cipfel, so fihren alle Wege abwiirts, sind Sie
in einein Talkessel, so slcigL jccler beliebige \Vcg an. Diese :laximal- und
\linimalstellen der Flache werden bald Cegenstnnd unserer besonderen
A\nfmerksamkeit sein. \Vcnn Sie sich in irgendeinem nndelcn Pnukt der
Fluche befinden, kdnnen Sie ganz nach Wunsch absteigen oder aufsteigen.
Sie Kiillnell — zumindest theoretisch — Ihren \Veg auch so legen, <lal
Sie auf gleicher I16he bleiben. Solche Wege ergeben sieh als SchnilLllini«ll
der Fliichc milL horizontalen Ebenen. Projizieren Sie diese Wege auf cilH'
Ocmeinsame horizontale Ebene, so erhalten Sie dil' Hohenlinien (Bild i!).
DiP HohlI'nlinien werden haufig in geographische Karten eingetragen; all
die cinzehwn: Linien wird die jeweilige Hohe Uber dem :fecresspi<gel
Oesl-hriPben.

Bild 58
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Ein Rotationsellipsoid ist eine Figur, die durch Rotation einer Ellipse um
eine der Symmetrieachsen entsteht. Jede Ellipse hat eine grol3e und eine
kleine Symmetrieachse. Bei Rotation um die grolRe Achse entsteht ein
langgezogenes Rotationsellipsoid, das einer Gurke ahnelt; bei Rotation
um die kleine Achse ergibt sich ein plattgedriicktes Rotationsellipsoid,
das einer Diskusscheibe oder einem zusammengedriickten Ball &hnlich
sieht.

Wahlen wir auf der Ellipsoidoberflache einen beliebigen Punkt P, so
kdnnen wir stets mit Hilfe einer Ebene von dem Ellipsoid eine kleine
,.Kappe" abschneiden, derart, da der Punkt P auf dieser Kappe liegt
und die AusmaRe der Kappe recht klein sind (der Mathematiker sagt,
kleiner als eine beliebige vorgegebene Zahl).

Ein Punkt P auf einer beliebigen Flache heif3t elliptisch, wenn man um
diesen Punkt durch eine Ebene eine ,,Kappe" von dem Korper abschnei-
den kann. Auf einer Flache brauchen bei weitem nicht alle Punkte cllip-
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Lisch zu sein. Sie werden sich sehr bald davon Uberzeugen. Man kann den
elliptischen Puukt auch noch anders definieren. Wir ziehen alle mdg-
lichen Ebenen durch den Punkt selbst. Der Punkt P ist elliplisch, wenn
es unter diesen Ebenen wenigstens eine gibt, so dal} die Flache in einer
gewissen Umgebung des Punktes ganz auf einer Seite der Ebene liegt.
Kehren wir nun zur Gebirgslandschaft zurtick. AuBBer den Gipfeln und
Talkesseln interessieren uns die Passe besonders. Ein GebirgspalR dhnelt
seiner Form nach einem Reitsattel (Bild 60). Auf den beiden absteigenden
Seiten des Passes kennzeichnen wir jeweils einen Punkt A und B (Bild 61).
\'on A nach B kann man auF verschiedenen Wegen gelangen; einige sind
als punktierte Linien eingezeichnet. Jede punktierte Linie hat einen
hochsten Punkt, der durch einen kleinen Kreis markiert ist. Unter allen
\\'cgen von A nach B muR es einen geben, dessen hochster Punkt tiefer
liegt als Lei allen anderen. Dieser Weg ist fett punktiert gezeichnet.
\llalog hat jeder Weg von C nach D einen tiefsten Punkt. Der Weg,
dessen tiefster Punkt hoher liegt als bei allen anderen, ist im Bild 61 fett
ausgezogen dargestellt.

Der héchste Punkt der fetten punktierten Linie fallt mit dem tiefsten
Punkt der fetten ausgezogenen Linie zusammen. Ein solcher Punkt wird
Satlelpunkl genannt.

Man konnte einen Sattelpunkt auch auf folgende Weise beschreiben, die
,ielleicht anschaulicher ist. Jn der Umgebung eines Sattelpunktes kann
man durch keine Ebene eine Kappe von der Flache abschneiden. Zieht
man durch einen Sattelpunkt Ebenen, so schneiden diese im Gegensatz

C .
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wm dliptischen Punkt stets die Fliiche in jedtr 110'h so kleinen Um-
gebunp dts Sattelpunktes so, dal sich auf hciden Seiten der Eh!'nen Teill'
der Flal'hc hdindcu. Eine Fluclw knnn nwhrere Satlclpunkte haben. so
wie es im Cebirge nwhrerc Passe pehen kann.

Gestatten Sie eine Frapc, nirehrler Leser. Kallll es auf einPr Fliiche sehr
viele Sattelpunkte gcbrn? Kann eine Fliidi* nnl ans Sattelpunkten
bestehen? \Venn nicht, kann es auf einem hegrenzlen Sliiltk tiner Fladw
unendlich viele Sattelpunkte gchPn;

Bevor Sie weiterlesen, denken Sie bitte Uber diese Flagen etwas nad!:
versuchen Sie, sich die entsprechende Situation vorzustellen.

Die Antwort ist einfach. Sehen Sie sich den FInschenhals im Hild (12 m1.
Samtliche Punkle des llalses sind Sattelpunkte. Auch eine unendliche
Flache, delen samtliche Punkte Snttelpunkle sind, kann man sich ull-
schwe!l' vorstellen. Man 1aBt z. B. eine Hyperbel mit der Gleichung
2 —y2 = 1 um die y-:\chse lotieren (Bild 63). Die entstehende Flache.
das Rotationshyperboloid, besteht nur aus Sattelpunkten. Das Hyper-
boloid ist die cinfaehste Fliiche mit dieser Ei,ensdiaft. Deshalb werden
die Sattelpunkle auch hyperbolische Punkte penannt. Fliichen, die —
wie das Hyperboloid — nur aus Sattelpunklen Iwslelwll. spielen in vielen
\nwendungen eine grofRe Rolle.

\Vir nehmen eine ebene Membrnn, wie wir siez. B. im T<l,,ronhorer haben,
spannen den Rand an Pinigen StEllen fest ein und hiingen an eimlgen

/!\y

Bild 62

66



andrrl'n SLclll'l Klrinc Lasten an (Bild 64). Nach Abklingen einiger un-
»crnwidlidH'r \llfallgss¢hwingungen nimmt die Membran die Form eine!’
Flidie aus laulCr Sallelpunkten an. Es laf3t sich maLhemalisch beweisen,
dau ein!" helil'bige Deformation des Handcs einer ebenen Bembran alle
inrwrcn I"'unklc zu SallelpunklLen macht.

Erwiirlllcll wir \'Crschic<lene Teile des Handes einer }lcrnbran unter-
sl-hiedlieh stark, jedoch so, dafl die \Vifrmestrire konslant hlcihen, so
srriiL sieh halcl ein TernperaturglPichgewieht ein: der einlretende \Varme-
slrom ist gleich dem austretenden.

I'lligt man die Temperatur in den einzelnen Mcmhranpunklen in verti-
kaler Hichtung tber der Membran als Liingen ab, so ergibt sich als
.. Tempcratmflidlc;” wiederum eine Fliche aus lauter SatLclpunkten.
Die Unlrrslichllng der Flichen ans lauter Sattelpunkten steht in enge”
lkzichung zur Hydrodynamik, zur Elektrostatik und zu einigen anderen
wichtigen I;ehieLen der Wissenschaft.

Die Form der eingespannten Membran wird durch eine Ldsung del
Laplacesdwu Differentialgleichung beschrieben. (Der \ame des beriihm-
ten laplar, wird spater noch mehrmals auftauchen.) Dieselbe Gleichung
beschreibL aud!l den ProzeRR dPr wirlH'Ifreicn Stromung einer inkompres-
siblen Flussigkeit, die Warmestromung, die Verleilung der Kriuftc im
elPktrosinlisdlen Fekl, den Strnrrlul;, <lie Diffusion l'ines in \Vasscr
geli.stl'll Salzes und viele andcrP Erschcinungecn und Prozesse. Stets
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stellen <ie L6sungsfunktionen der Gleichung Flachen aus laulcr Sallcl-
punklen dar. Deshalb ist die Untersuchung solcher Flachen fur die ,-er-
schiedensten Gebiete der Wissenschaft und Technik \on grofRer Be-
deutung.

Extremum

Das Wort Extremum umfal3t die Begriffe ,,Maxin,um" un«<l ,,Minimum"*.
so wie das Wort Eltem ein Sammelbegriff fur Vater und ilutter ist. Jn
Extremwertaufgaben sind Maxima oder Minima zu bestimmen. Auf
solche Aufgaben stoRen wir vielerorts. Man kann ohne Ubertreibung
sagen: Samtliche Aufgaben, die der lebende Organismus 16st, sind Extrem-
werlaufgaben.

[n <ler Tat, wir streben stets nach gro3tem Effekt, bemihen uns, eine
\rbeil in der kirzesten Zeit oder mit minimalem Energieverbrauch zu
erledigen; wir versuchen, ein Maximum an Befriedigung oder ein Mini-
mum an Unannehmlichkeiten zu erhalten.

In samtlichen Bewegungsaufgaben geht es um Extremwerle. Wenn sich
ein Lebewesen von einem Ort zu einem anderen beweg!, so sucht es dell
kirzesten Weg; es bemuht sich, moglichst schnell zu dem neuen Ort zu
gelangen oder unter moglichst geringer Kraftanstrengung.

Wenn ein Mensch einfach auf der Stelle steht, 16st er slandig eine Extrem-
wertaufgabe. Er muld standig das Gleichgewicht halten, um nil'ht umzu-
fallen. Ein scheinbar unbeweglich stehender Mensch bewegt sich sliindig
etwas; er sucht nach der Gleichgewichtsstellung. Zu diesem illteressanten
Problem kehren wir spater zurtick, um es ausfuhrlicher zu behandein.
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Beginnen wir unser Gesprach uUber ExtremwerLaufgaben mit einem
Problem aus <lel' LufLfahrt. Wéahrend des Fluges wirken auf ein Flugzeug
versl-hieclene StdrgriiRen ein, die sich mit der Zeit &ndern: Die Masse des
Flugzeugs verringcrt sich unLerwcgs durch den Treibstoffverbrauch; der
Wiml wirkL stiindig ein; in verschiedenen Hohen ist die Dichte der Atmos-
phiirc unterschiedlich usw.

Es soll z. U. <lel Treibstoffverbrauch, bezogen auf den zurtickgelegten
Weg gegeniber der Erde, minimiert werden. Der Treibstoffverbrauch
wird durch Anderung der Drehzahl des Motors gesteuert. \Venn man
allllimilil, daR die StoérgroRen konstant sind und sich die SteuergrofRe
\-ollkummen in der Hand des Piloten befindet, so hat die Funktion Treil>-
stold\-crbraudl r in Abhangigkeit \-on der \lutordrehzahl V das Aus-
sehen der im Ailc/ 66 dargestellten Parabel.

Die Entstehung der Kurve kann man leicht erlautern: Bei kicinel wer-
dewdcl Umdrellungszahl sinkt die Leistung ab. Deswegen muf3 der An-
slcllwinkcl des Flugzeugs vergroert werden. Dadurch wachsen die
aerorld-namischcn Verluste; mit ihnen steigt der Treibstoffverbrauch an.
B<'i \'ergruferung der 1'mdrehungszahl des ifolLors wachsen die Verluste
durch den Luftwiderstand, was ebenfalls zu hherem Treibstoffverbrauch
fuhrt. Es mufB3 also einen opLimalen Wert fur die Umdrehungszahl des
\lotors geben, bei dem der Treibstoflhherbrauch minimal ist.

Der Pilot hat auReldem die Iléglichkeil. den Steigungswinkel U der
Luftsl'hraube zu andern. (Der Steigungswinkel ist der Winkel, den die
Luftschrauhenblatter mit der Drehebene bilden.) \Venn alle anderen
Bedingungen gleich bleiben, also auch die Drehzahl des Motors konstant.
ist. Iwt die uns interessierende Funktion Treibstoff\'erbrauchr in Ab-
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hangigkeit ,-om Steigungswillktl C elLenfalls die Form [I'Uter I'ar:ihel.
Bei ,-erschiedenen Werten d.cr Drehzahl bleibt der Chamkter clif',er
-urve nhaltell, es iinder sieh Itdiglid! die Parameter. Im Bild (i7 ist
die \hhiingigkeil zwischen U und r liir dit' I>rf'hzahlen 1-,. 1.0 und r:
dargesteilt.

Uer Trcibsloffverhrand! r, IH'zogpll auf den zuriickgdg[IPll \\¥<g, i,1
somit eine Funktion der zwei \"arialill*ll C und V. Zur ll«lilllmullg de,
minimalen Treibstoffverbrauehs isl also das Minimum Piller Fllllktioll
Z\n¢ier Variabler zu bestimmeu, die geomelrisch dim:h eine Fiklw dal"
gestellt wird. In unserem Fall dhnelt die Flache einer Taslt. nnd dl-ll
IIxtrPlliwert des Trcibstofherhrauchs cnlspricht ihl' lil'fller 1'1111k!
1Bild [i8).

Alaximumlllld \lininmm sind zwei ilPpriffe, die ullLnlllinr zusamllwll-
gehiurPn: Drehen wir unsere tasscnahnliche Fliche i, so <I'hali<u wir
eine Fliirhc, die einem Jlut @hnelt. Der héchste Punkt (da, ;(axillllim)dr,
Jfnles war Yorher der tiefste Pllllkl (das ;]inimum) der ‘J'assP. :in<! wil
auf dem Cipfel eines Herges, so kann uns ein Beolr(‘hllr gleichzlilig all
dter tiefsl<ll Tiefe eines Kessels sehten. wenn eill Stee in dPr \iillcilL, in di11l
Jpl Berg gespiegelt wird. Deshalh srnethcu wir auc-h sliilldig \'Oll d«l
Bestimmung des Extremwerlrs uii<1 nicht des Mn.illlllllls odl'r \lini-
murns.

Bti der Abteufung einer Bohrunu mit Hilfe einer llohrlurliinc enlstchen
lhenfalls Extremwcrtuufgaben, die de, ,-orstehcnd belra(‘hll:lr.n \llrgal)(’
iihneln. Eine Bohrung kann tuglich Hunderte Tonnen Erdiil liefexr-, wPnll
sie findig geworden ist. Das .\htenreu einer Bohrung kos1!'l Yide I1111ul'l'l-
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lausend llal'k. Eine \'I'rkiirzung der Bohlzcill'n Llingt ll('dcutcndcn
iikonomisdifn (:cwinn. Sie liifh sieh durch Erhiihung dfl' \ortliebs-
Icistung el'leidlen.

Bei der \btellrllllg mit eine!' BohrLurLine wil'll das Spiilmitlel 1111lel Druck
in das Bohrg<sliinge gegeben. Das Spulmitel treibt den Bohrer an, der
<Ijas Ceslein al,lwul. und férdert gll)ichzcitig das Bohrgnt an die Obcr-
I'iiehe.

Der si,h drl'lllsllde BohrmeifRel hant das t:eslcin aL, wenn auf ihn ein
Druck wirkt. Dul'dt YergruRRerllllg des Druckes Hi3t sieh die \'OltrieLs-
leistung erhohtll. \lerdinpus sind dieser Erhélrng (:renzen peselzt, denn
bei sehr hoh{m Dmck liegt der RohrmpPiRel zu fest am Ceslein an, die
Drehzahl H'1Tillgcrl sich, und die \'ortriehsleisinng sinkt ah. DicFnnktion
\'orlricbsleislung in \\hhingigkeit ,mn Hohnll'uck J> hal das .\usschen
bincr Parabel.

Mlit ihrer Ilitre kann lllan den Bohl'llrul'k lieslilliiiil'll. fur den die Yor-
tricLsleistung maximal wird.

In dieser Form ist die \ufgabe jedoeh allznsehr ,-Neinfachl. Tatsiichlich
lilingt die Yol'trirhsleisLung nocll voll vielen andPreu Einr!lu3gréen ab.
11l erster Linie ist sie auch voll del' Hcnle des die Bohrturbine dul'ch-
fliPbUenden Spulmillels aLhiingig: Eine Erhiihung der durch die Tm-hine
pcpumpten Fliissigkeitsmenge fuhrt znr Erhdéllullg der Jhdlizahl des
Bohrers und damit del Vortriebsleistung.

Die Erdrinde ist inhomogen, sie iihnelt einem BHitterteiggeback aus
einel' Menge \'On Schichten untersdliedlil'ilel: Struklnr. Es ist einleuch-
tend, daU die \'ortrichsleistung auch stark von der Hiirle des Cesleins
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abhangt. Die YortriebsleisLung ist somit bereits eine Funktion YOn drei
Variablen.

Bei der Darstellung einer Funktion von drei Veranderlichen versagen die
gewohnten geometrischen Vorstellungen — wir befinden uns im Yicrdi-
mensionalen Haum. Doch auch hier haben Begriffe, die sich analog zum
tiefsten Punkt eines Tals oder hdchsten Punkt eines Gipfels bilden lassen.
eine wohlumrissene Bedeulung.

Die Vortriebsleistung hangt tatséchlich nicht nur von drei, sondern Yon
einer viel gréReren Anzahl ,-on Variablen ab. So wird z. B. die Drehzahl
des Bohrers nicht nur von der DurchfluBmenge der Bolusptlung, sonder
auch von der Konsistenz der Flussigkeit beslimmL. Der Bohrmeif3el wird
wahrend des Betriebes abgenutzt, und sein Zustand hat wesentlichen
EinfluR auf die Vortriebsleistung usw. Deshalb isL die Bestimmung dcl'
maximal miiglichen Vortriebsleistung eine maLhematische Extremwert-
aufgabe einer Funktion von vielen Veranderlichen.

Wenn die funktionale Abhangigkeit zwischen den Variablen bekannt ist,
kann man das Extremum der Funktionswerle und der Werte der Vari-
ablen, fir die das Extremum erreicht wird, mit den herkiimmlichen
mathematischen Methoden bestimmen. Diese Methoden sind in jedem
Lehrbuch der Analysis zu finden. Nach einigen nicht schwierigen Ope-
rationen ist die Aufgabe auf die Lésung eines Gleichungssystems zuriick-
gefuhrt. Gewohnlich enthalt das System soviel Gleichungen wie Unbe-
knnnte; es kann jedoch eine recht komplizierte Form haben.

Vielleicht erinner Sie sich an dieser Stelle, verehrter Leser, wieviel
Schwierigkeiten es bereiten kann, eine Gleichung mit nur eine, Unbe-
kannten .zu l6sen, wenn es sich nicht gerade um eine quadratische Glei-
chung, sondern um eine kompliziertele goniometrische oder Exponen-
tialgleichung handelt.

Sicher ist Ihnen ,-on lhrer Schulzeit her im Gedéchtnis geblieben, wie man
so etwas macht: Man muf versuchen, geeignete Substitutionen zu finden,
neue Variable so einzufiihren, daR man eine lineare oder eine quadra-
tische Gleichung erhélt. Hier muf3 ich Sie jedoch enttduschen, denn mit
solchen Methoden haben Sie nur bei den Aufgaben aus dem Schulbuch
Gluck. Tatséchlich sind die Falle sehr selten, bei denen man durch Sub-
sLitution eine quadratische Gleichung erhalt, so selten, dal} es sieh gar
nicht lohnt, nach einer geeignelcn Substitution zu suchen, wenn sieh
nicht sofort eine anbietet.

Es gibt namlich auch Gleichungen, die sich gar nicht nach der Unbe-
kannten auflésen lassen. Fir solche Gleichungen laft sich keine Ldsungs-
formel angeben. Als Beispiel dafiir kann neben den algebraischen Glei-
chungen hoéheren als vierten Grades auch die Gleichung

a —ax=0

dienen. Eine L6sung 1aRt sich leicht erraten: x = 1. Doch eine explizite
Formel fur alle Lésungen gibt es nicht, und die zweite Ldsung (diese
Gleichung hat genau zwei Ldsungen) laf3t sich nicht explizit angeben.
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Sie wissen sicher, daR sich bereits algebraische Gleichungen dritten und
Yielten Grades im allgemeinen nicht auf quadratische Gleichungen
zuruckfihren lassen und ihre Ldsung viel Mihe bereitet.

Doch kelll'eu wir zuriick zur Extremwertberechnung. Der \Veg desjenigen,
der eine Exlrcmwertaufgabe lI6sen will, kann sehr dornenvoll sein. Dabei
kinnen, wie das folgende Beispiel zeigt, bereits prinzipielle Schwierig-
keiten auftreten.

Stellen Sie sich vor, die gré3te ganze Zahl sei zu bestimmen. Ich behauplc
und beweise im Gegensatz zum gesunden Menschenverstand, dal? 1 die
groRte ganze Zahl ist.

.\ngenommen, die gréf3te ganze Zahl sei groRRer als 1. Wir wollen sie mi
V bezeichnen (sagen wir, N = 2). Dann ist jedoch N2 groéRer als 1Y
("1 = 4 ist tatsachlich groRer als 2), und N2 ist ebenfalls eine ganze Zahl.
\)so kann I\' nicht gré3te ganze Zahl sein. Doch das Quadrat von 1 isl
nicht groRer als 1 (12 = 1). Also ist 1 gréf3te ganze Zahl!

Solch ein Unfug kommt zustande, weil wir angenommen haben, es gcl,e
eine groRte ganze Zahl, die Extremwertaufgabe habe also eine Ldsung.
Tatsachlich existiert jedoch keine Lésung, da die Menge der ganzen
Zahlen gegen Unendlich geht.

\aeh einer treffenden Bemerkung des deutschen Mathematikers Haus-
dorf{ kann man aus der Annahme, daR® zwei mal zwei funf ist, folgern, dnf
es Hexen gibt. Im allgemeinen folgt aus einer beliebigen falschen Behaup-
tung eine beliebige andere falsche Aussage.

Riu (!
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Das hetrachtete Beispiel und die silh daraus ergebenden SchluR3folgl'
rungen sind offenbal’ fur alle von Wichtigkeit, die sil'h mit theoretischer
odel experimenteller wissenschaftlicher Arbeit beschéaftigen. (;eht man
von einer falschen Ausgangsposition aus oder henutzt man fehlerhafte
Uherlegunien, so kénnen selbst bei noch so exaktl'r :\rbcit falsche oder
sogar paradoxe Schlu3folgerungen entstehen. Oft rellet dann der gcslltHI!"
\[enscheln-crsland <lie Situation, doch auf ihn kann man sich auch nichl
immer verluss!'n. (Da,-on wird spater noch die Hede sein, wenn ich aus-
fuhrlicher Gber die N\i-heitsruethoden des !fathematikers sprechen wNdl.;
\\V'ir wollen annehmen, daf3 die notwendige Untersuchung dnr<hgduhrl
uud die Existenz einer Ldsung bewiesen sei, die gcfundclle Clcidllillg
alier so kompliziert ist, dall man sie nicht ohne weilCrcs l6sen kann. \\-al
kann man in solch einer Situation tun? \[angrl'ift zu Naherungslllethoden
zur Losung Yon t:leichungen. Hier gibt es anall-Lisclle und grafisl'hc Ver-
fahrcll. Ilat ran z.B. diC Gleichung

2"—2x=0
zu lésen, so zeichnet mau in einem Koordinatensys\!1ll di¢ hl'idcn Filllk-
lioncll 1 = 2x und Yy = 2x. Die gesuchten L&ésungen T1; und :r2 sind di,
Abszissen der Schnittpunkte der heidl'n Kurven (Bild 70J. Selhstn'r-
standlich liefert das grafische Ynfahren die Lésung nur mit ei,wr Iw-
grenzten Genauigkeit, doch es kann einen \\'eg zur exaklen-l :lllaly-
lischcn Niiherungsbestimmung der gesuchten Losung zeigen.
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\lit einem Wort, fur Funktionen vou rilwr Yrritnderlichen sieht die Sache
gar nil'ht so sl'hlecht aus; dir <;Jeichuni a3t sich numerisch l6sen. llat
man jedoch ein Gleichungssystem mit einer gro3en Anzahl von Unbc-
kannten zu 18sen, so kénnen dicSrhwierigkeiten ins Unermefliche steigen,
seihst hei nur ndherungsweiser Losung. In solch einem Fall helfen uns
heule <lic elektronischen Rechner. Allerrlings kdnnen sie mH:h nidlt in
jeder Situation hclfen.

Schitzen Sie dil* Lage selbst ein: Ein elektronischer Rechner, der "W000
Opertionen in der Sekunde ausfuhren kann, bendtigt fur die Loésunl
Pines einfachen linearen algebraischen Gleichungssystems aus 100 Glei-
dlungell mit JOO Unbekannten eine Stunde! Zur Bestimmung der Para-
meter fUr die maximale Vortriebsleistung bei der Abteu[ung einer Boh-
rung bendtigt man die Losung jedoch sehr schnell, binnen weniger Se-
kunden odtl: \linuten. Uenn bald befindet man sich schon wiede! in einer
ganz anderen Situation — man kommt in eine andere Gesteinsschicht, das
Bohrgerat hat sirh abgenutzt usw. — und die erhaltenen Ergchnissl
haben keinen \Vlrt mehr.

\Vas kann man hier tun™ — Gavon wir< noch die Hede sein.

Extremale Kurvrn

Will man auf kiirztsstem \Veg von der Tiil zum Fenster gelangen, so muf
man sil'h auf eilwr gl'raden Linie bewegen. Befinden sich jedoch viele
Mobel im Zimmer. die sich nicht wegschitben lassen. so isl cIm- kiirzcstl'
Weg bereits sI'hwicriger zu finden.

\ngenommes<n. wir hahen vom lraclitiondl'n Punkt .1 zum nicht weni;t'r
Iradiliollelllsll Punkt H zu gehen, wohei es zwei \Vtgt iibt: <inen geraden,
dod! sI'hW<'I' htgPhhanen, und tintn gt'wulllll'nl'n, lang<n, dafir alwr
IPidtter begl'llbaren. Dei- gerade Weg ist kirzer, dol'h dil'ker Sl'hinrnlil
<rsehwert jede Fortbewegung. Ist di¢ \ufgabe gestellt. ,.0ll .l na<h H auf
dielll kiirzesten \\'eg zu gehen, so muf? man durch den Sl'hlalllr watlll.
bt jcdol'h nal'h linilllaler Zeit oder linirallr Kra[tanslri*sngung gc-
Iragl, so wird man <inen Lmweg wiihll'n.

\'or del lleslillllllllllg des giinstigstl'll \\'t'j<'S aus Filwr Menge miiglidler
\\'gre ist also glllall zu fonnulitl'en, in wd!ltclll Sinn dcr ausgewiihltc
\\'eg htissei- spin soll als die anderl'n.

Es isl nil'ht selll s''hwitrig, abzuwiii<n. wie man auf kirzestem \\'eg ,Oll
der Tiir znm Ftnsler ielangl. \\'ic findet man nher den kiirztssten \\'cg
,om l;ipfel eines Herges, z. B. des Elbrus, zu seinem Fuf:' Die Antworl
aul' diese Fragt' ist gar nicht so offensichtlich. Ein hlincIPs Pford liisl diP
A\nfgabe, ohnt ,-irl zu Uberlegen: Es ieht ianz einfach immer die Hich-
Inni, die am sll'ibten abfallt. Genauso yerhiilt sil'h das herabflieBende
Wasser.

Interessant ist die .,physikalische™ Losung dieser \ufgabe: Stellen Sie
sieh rine beliPhigte glatte Oberfliiche vor. Wir wollen nol'h annehrrwn, dafl
sill konvex sti (wie eine Kugcloh<rrliitlw). Spannt man zwischen zwei
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Punkten dieser Flache einen dinnen Gummi, so liegt er auf der kiirzesten
Verbindungslinie der Punkte.

Hat man jedoch die kiirzeste AutostralRe auf einen Berg zu legen, wobei
die Steigerung nicht mehr als, sagen wir, 50/y betragen darf, so wird die
Aufgabe der Bestimmung dieses Weges schon komplizierter.

Die Tiere und auch die Menschen l6sen die Aufgabe der Bestimmung d6
optimalen Weges oder, wie die Mathematiker sagen, der Extremalen,
nicht immer richtig.

Man hat mir erzahlt, da ein Hund, der einem Hasen nachjagt, in jedem
Moment direkt auf den Hasen zulauft. So kann er den Hasen zwar fanieu,
wenn er schneller laufen kann als der Hase, doch nicht in der kurzesl-
moglichen Zeit. Will er das in kirzester Zeit schaffen, so muf3 er seine
Taktik andern: Er darf nicht auf den Punkt zulaufen, in dem sich del
Hase im betreffenden Moment befindet, sondern muf seine Richtung auf
einen Punkt einstellen, in dem der Hase in einer gewissen Zeit sein wird.
Den Jagern und den Artilleristen ist diese Taktik genau bekannt. Sie
schief3en zwar auch oft daneben, doch das passiert, weil si< den Treff-
punkt von Geschol? und Ziel nicht richtig berechnet haben.

Viele wichtige Aufgaben aus Naturwissenschaft und Tedrik fihren auf
das Bestimmen der Extremalen. Der Teil der Mathematik, del sich damit
beschaftigt, tragt die Bezeichnung ,,Variationsrechnunl®.

Obwohl einige Aufgaben dieses Gebietes schon durch die Geometel drl
Altertums geldst wurden, konnte sich die Variationsrechnung erst auf d('r
Basis der Differential- und Integralrechnung systematisch entwickeln.
Sie wurde in der Mitte des 18. Jahrhunderts durch Leonhard Enler ge-
schaffen. Neue Probleme der Physik und der Technik, besonders del
Automatisierung und der Kybernetik, fuhrten zur Sl'llaffung neuer
Methoden in der Variationsrechnung, die in letzter Zeit in einer stir-
mischen Weiterentwicklung begriffen sind.

Leonhard Euler

Ich habe nicht die Absicht, eine Geschichte der Mathematik zu schreiben.
Nachdem ich jedoch Leonhard Enler erwéhnt habe, ist die Versuchun
sehr grol3, etwas mehr Uber diesen vielseitigen Menschen zu erzahlen, der
aus der an Talenten reichen mathematischen Welt herausragt.

I0nler wurde im Jahre 1707 in Basel in der Familie eines Pastors geboren.
Sein Vater war ein Mensch mit sehr vielseitigen Kenntnissen. Seine be-
sondere Liebe galt der Mathematik. Er bereitete den Sohn auf die geilt-
liche Laufbahn vor, versaumte jedoch nicht, ihm eine umfassende All-
gemeinbildung zu vermitteln. Schon als Schiller des Bascler Gymnasiums
besuchte der junge Euler in der Freizeit die Vorlesungen des berihmten
Mathematikers Johann Bernoulli, der ihn auch zum Studium schwieri,Pr
mathematischer Blicher anregte.

Mit zwanzig Jahren hatte Leonhard Enler bereits Theologie, Medizin und
Ostliche Sprachen studiert. 1727 wurde er an den Lehrstuhl fur Physioln-
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Oie der Pelersburger Akademie berufen, nachdem seine Kandidatur fur
den Lehrstuhl fur Physik an der Baselcr UniversiLat abgelehnt worden
war. Zu dieser Zeit hatte er bereits bedeutende Leistungen in der Mathe-
matik und der Physik vollbracht: So warz. B. seine Arbeit Uber die
A\nordnung der Masten auf einem Schiff von der Pariser Akademie
OedruckL und sehr ehrenhaft rezensiert worden.

In Petersburg lebte Euler viele Jahre. Im Jahre ] N9 wurde er Professor
fir Physik an der Petersburger Akademie, und ein Jahr spaler Uber-
nahm er den Lehrstuhl fir Mathematik, den er bis 1741 innehatte. Zu
dieser Zeit gerieten in RuBland die Wissenschaften in Verfall; diezari-
stische Verwallung erschwerte jegliche wissenschaftliche Tatigkeit.
Deshalb nahm er eine Einladung Friedrichs des Zweiten nach Berlin an
und wurde Direktor der Klasse fur Mathematik der PreufRischen Aka-
demie der Wissenschaften. i76G kehrle Euler nach Petersburgzurtck,
wo er bis zu seinem Tode blieb.

Uie Schaffenskraft fBulers war sehr gro3. Etwa 900 wissenschaftliche
Arbeiten aus seiner Feder sind bekannt. Seine Interessen reichten sehr
weit, und seine Arbeiten hatten grundlegende Bedeutung. So hat erz. B.
in der Astronomie die Theorie der Mondbewegung bis zur praktischen
A\nwendung gefuihrt; bedeutende Beitragezur Hydrodynamik und Optik,
zur Nautik und Kartographie, zur Ballistik und Zahlentheorie tragen
seinen Namen. Die Funktionentheorie, die Theorie der gewdhnlichen
und der partiellen Differentialgleichungen sowie die schon erwdhnte
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\'ariationsrechnung gehen auf Ji,tler zuriick..\uRer<lcm hat I]lqer \r-
hciLcn tber Theologie, :ledizin, Physiologie, :1lusik und andere \ issPns-
gebiete geschrieben. Charakteristisch fur alle \rhPiten litlers ist di,
konkrete Aufgabenstellung und die .\usfihrung bis zur \nwendhark®il.
1111 Jahre 1736 verlor flller ein .uge. Man sagt, daR fl' dan’r eine um-
fangreiche mathematische \rbeit innerhalb dreier Tage ausgefihrt hat,
fur <lie andere Professoren einige \lonatc \'eranschlagtl'n. Dot'h das hielt
seine wissenschaftlichen Arbeiten nicht im geringsten auf. \ls er knrz
nach seiner Rickkehr nach Petersburg das zweite Auge einhiif3tl',
behielt er seine Schaffenskrart; er <iklierte seinem Sohn und seirwn
Schiler seine Arbeiten. Sogar noch an seinem Todestage, dem 18. Sep-
tember 1783, beschéaftigte er sich mit astronomischen Berechnungen.
\'nr dem ersten Weltkrieg hat die Schweizer Gesellschaft der fatur-
forscher auf internationale \'eranlassung mit <ler Herausgabe <ler I;c-
sammelten \Verke Eulers begonnen. Urspriinglich waren etwa "0 Bincle
geplant. Inzwischen sind 50 Biinde verdffentlicht, und jetzt SI'halzl man.
dafR der (Jesartumfang etwa 'WO Bande betragen wird.

Seifenblasen

Die Variationsrechnung liefert den mathematischen Apparat fir einen
grofRen Aufgabenkreis. Bit ihrer | lilre kann man nicht nur <len kirzesteu
\Weg vom PunkL A zum PunkL H bestimmen, sondem noch viele andere
Exlrcmwertaufgaben 16sen.

Es isL allgemein bekannt, dal} unter allen ebenen Figuren, die gleil'hen
Umrang haben, der Kreis die groRle FliiC'he einnimmt. Im dreidimen-
sionalen Haum hat die Kugel unter allen Figuren mit gleicher Oberflache
das grof3te Yolumen. Umgekehrt — von allen geomeLrischen Figuren mit
gleichem Volumen besitzt die Kugel <lie kleinste Oberflache. Eben deshalb
sin<l Seifenblasen kugelférmig.

\Vir wollen nun einige weniger offensidiLlidic Probleme betrachten. Ein
Kreis begrenzt eine Fliiche, z. B. clie Oberflache eines Eimers. Von allen
Flachen, die durch eine Kreislinie begrenzt werden, hal der elwne Kreis
die kleinste Flal'he. Wir verbiegen nun die Grenzlinie so, <af3 nicht mehr
alle Punkle in einer Ebene liegen. Es gibt sehr Yiele Flichen, deren Um-
randung so aussieht. \Vie findet man aber hier die Flache, die von allen
maoglichen die geringste GréRe hat? Das ist bereits eine sehwierige \uf-
gabe, und ihre Loésung erfordert die Anwendung der Methocll'n der
Variationsrechnung. Es zeigt siech— und auch das hat IInlrr bewiesen —,
daR die Minimalflache in jedem Punkt satteH6rmig ist.

Interessant ist aud! die physikalische Lésung dieser Aufgabe. \Vir formen
die Umrandung aus dinnem Messingdraht unll tauchen sie in Seifen-
wasser. (Seifenldsung ist eine Flussigkeil mit geringer OberflachcnOpan-
nung.) Die Drahtschleife wird dann ,.o1 einer dinnen Seifenhaut bespannt,
deren Flache minimal ist. Hei diesen Uberlegungen \'e r-achliissigen wir
z_B. die Schwerloaft und helral’nten nur die dI'l' Oherfliil'lrenspnnnung
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dC'r Seifcnliisung entsprechende Kraft. Das <;leichgcwicht wird cncichL
WI'nn die Flache der Seifenhaut minimal ist, da dabei die durch die Ober-
flilehenspannullg Ledingle potentielle Energie minimal wird.

Sie haben sicher nod! nicht vergessen, was fur ein Vergntgen lhnen das
Spiel mit Scifenhlasrn Lercitet hat. Riskieren Sie eine Ruckkehr in il
h'indheil und fiihren Sie einige Experimente mit Seifenlésung durch!!)
Léten Sie aus weidlcm Draht einen Ring mit zwei Griffen (dann kénmill
Sie die SI'hicil't nnch Belieben tmnsformieren) und tauchen Sie ihn in dili
Scifcnléslillg. Der Hing wird von einer ebenen Seifenflache tberspannt.
Jetzt ddormieren Sie den Hing langsam. Es zeigt sich, dal man bei
J) Ein giiusliOts lheztpl fiir soh:h <im: Lésung: i0 g rtinf' trockInf' Okinscire w('rccn in 500 p:
d,slilli,rkm \\ass,r gdusl. Jn\db (;) Tl'ik tkr l.6snng w<r<kn mit 11 TPilim Glyzerin vcl-

miskit. )k llrahlschldf«, dit I'ing,tauchl wird, durf nicht schl’ grof sein, héchstens 10 ... 1 }; em
im Durl'limlsstr.
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stetigem Verbiegen des Ringes die Seifenhaut, die, auf <en Ring gespannt,
eine zweiseitige Membran ist, in die Form eines einseiligen Méhiusschen
Bandes bringen kann (Bild 73). Das ist sehr verwunderlieh, <la <lie Aus-
gangsflache und die erhaltene Flache topologisch nicht aquivalent sind!
Biegt man den Hing zu der im Bid 74 dargestellten Raumkurve, so lassen
sich auf eine solche Figur drei verschiedene Minimalflachen aufspannen.
Die letzte ist nicht einfach zusammenhangend (sie hat zwei Offnungen),
wlihrend c<lic ersten zwei einfach zusammenhéngend sind. Das bedeutel,
sie lassen sich ohne Risse zu einem Punkt zusammenziehen (wenn der
Ring aus Gummi ware).

Alle diese hiibschen geometrischen Figuren dienen nicht nur der 1sthe-
tischen Bewunderung. Minimalflachen sind am stabilsten, und diese
Eigenschaft wird in der Technik bei statischen Konstruktionen ausge-
nutzt.
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Wie sieht ein Mathematiker aus?

In Jen vorangegangenen Abschnitlen habe ich Jhnen erlges tber den
(;egensland der Wissenschaft MaLhematik berichtet. Doch — die Mathe-
matik wird von llathematikem betrieben, und das Interesse flir diese
mysteridésen Individuen, die eine solche Wissenschaft meister, ist nur
llaLdrlich.

Ein iilterer Gelehrter wird haulig mit einem wallenden Harl dargestellt,
auf einer Stehleiter sitzend und in yerstaubLen Buchern lesend. Mathc-
rnaLiker stellt man sil'h dagegen oft jlinger vor. Statistisch ist das nicht
unrichtig, denn beriihmte Mathematiker konnten mitunter schon mit
:0 Jahren bedeulende wissensclwJtliche Erfolge aufweisen, die sie ver-
dientcrmalen beriithmt machten. Aus irgendeinem Grund werden ;fathe-
matiker manchmal als langhaarige und liederlich gekleidete, zerzauste,
kurzsichtige und zerstreute Person unbestimmten Alters dargestellt, die.
wenn sie nicht geracle in den \Volken schweben, die Leute auf der Strale
anrempeln oder in irgendeiner Ecke in unbequemer Stellung sitzen und
komplizierten Gedanken nachhangen.

il'n kann nicht abstreiten, dal3 es auch solche Mathematiker gibt. Doch
muf} il'n Sie sogleich enttauschen: Solche meist sehr jungen ,,Wunder-
kinder" wollen sich nur interessant machen. Tn Wirklichkeit sind es
normale Menschen, und zu \Vunderkindern wurden sie nur durch eitle
Yerwandle oder wenig gebildete Freunde gemacht, die ihnen besser
ordentlich die Haare geschnitten, den Kopf gewasc-hen und sie ausgelacht
hattcn. Mir gefalltdie Definition: Ein Wunderkind — das ist ein normales
Kind unnormaler Eltern.

Es gibt noch einen anderen ,,Gelehrtentyp™ — die Gestalt des trockenen
weltfremden Paukers, der alles buchstablich genommen wissen will und
sinnloses Auswendiglernen von Lehrsatzen und Lésungen nach einem
genau vorgegebenen Plan verlangt. Solche Menschen sind davon Uber-
zeugt, dal3 die Wissenschaft langweilig sein muf3, sonst ist es keine Wis-
senschaft. Man trifft sie auch unter den Mathematikern hin und wieder
an, doch nur als traurige Karrikaturen dieses Berufs.

In Wirklichkeit gibt es aber auch unter den Mathematiker viele auf-
geschlossene Menschen, Jie sich auch fur die schonen Kinste oder den
Sport interessieren. Man findet Modehelden, Hansdampfs und Herzens-
brecher, auch hiibsche Puppen sind in ihren Reihen.
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Bill 7j

Worin unterscheidet sich aber danu der Mathematiker ,.,,m :letliziner,
Uiologen oder Okonomenl Der Hauptunterschicd besteht, wie mir scheint,
in den Methoden des wissenschaftlichens Denkens.

N\ober kommen die Axiome?

Viele :lenschen stellen sich uutcr der Mathematik eine deduktive Wislen-
sehaft vor, in der die Theoreme, Resultate und Fakten mit Hilfe logischer
Ubellegungen erhalten werden, ausgehend von einigen WI'nigen Axiomen
(Grundannahmen), die offensichtlich scheinen und einfad! keines Uewei-
ses beduden.

Bis zu einem gewissen Grad ist <las zutreffend, obwohl ieh noch Cinige
kritische Bemerkungen zur scheinbaren Offensichtliehkeit der Axiome
machen muR. Das ist jedoch nur die eine Seile der SachP.

\\'oh} jeder hat von der Schule her eine bestimmte \"orstellung, wit die
dedukti, e \fothematik aufgebaut wird; diese Vorstellung ist allerdings
wegen der begrenzten schulischen ;fogliehkeiten meist etwas verzerrt. Irh
mochLle nun etwas bei einer anderen Seite der Sache \'erwcilcn, dem induk-
tiven Herangehen beim Aufbau jeder mathemalischell Theorie. den
Geburts- und Sterbeprozessen der mathematischen TIH"oricn.

}Han kann der Weinung sein, da eine mathematische Theorie folgender-
maRen aufgebaut wird: Der ;Inthematiker denkt sfrh gewisse AusOnngs-
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thesen — nxiome— aus, pruft ihre Widerspruchsfreiheit und Unab-
hingigkeit lind! (andernfalls wirde aus ihnen nichts Ve runftiges folgen)
und zieht dann aus ihnen verschiedene Schluf3folgerungen, entweder zu
seinem rCinen Vergnigen oder um z.B. das Verzeichnis seiner wissen-
Shaftliditll \rbeiten zu vergréRern.

Soleh einr :lcinung sieht zwar primitiv aus, es gibt aber bis zum heutigen
Tage Olenschen, die auf diesem Standpunkt stehen. Zu ihnen gehdren
nicht nur solche, die von der Mathematik sehr wenig wissen, sondern
sogar einigte Fachleute, die die Anwendung der Mathematik in den Natur-
wissenschaften propagieren.

In Wirklichkeit denkt sich der Mathematiker nicht einfach irgendein
~Xxiomens,-stem aus und baut daraus Theorien ohne Ziel und ohne Sinn.
Jede verniinftige mathematische Theorie spiegelt die reale Wirklichkeit
wider: Dei- \lathematiker schematisiert, idealisiert und ordnet <ie realen
Erschlinungen, wrnn er die Ausgangsthesen seiner Theorie aufstellt. Die
- ,-hhi3folglslimgen, die er zieht, ,-ergleicht er mit den Erscheinungen der
\Virklil'hkPiL

Zwei Denkarten

In der ,vissenschalt bedienen wir uns, wie auch im Leben, des Denkens,
der Cberlegnn:. Es giht zwei Typen ,-on Uberlegungen: beweisende und
nil’hthcwrisC'nclc, aher Uberzeugende. Letztere nennt man Plausibilitéts-
I,p[LnchtungPn?).

I"laulibilitiilshetrachlungen stitzen sich auf Induktion, Analogien, Beob-
al'htuniwn, HIpolhesen und Experimente, also auf Methoden, die allen
-Oaturwissenschaftlern gelaufig sind.

Ililr istnicht von der vollstdndigen (mathematischen) Induktion die Rede,
mit deren Hilfe der binomische Lehrsatz in der Schule bewiesen wird,
sonder von dcl gewdhnlichen Induktion, der \hleitung allgemeiner
(:esetzmiiBigkeiten aus <lel- Beobachtung spezieller Erscheinungen.

| Uit 2ToU,1l ,lulhemulikfr ,vart:n sich sttts Uber den CntCrsclli(’d zwischen Btweiseu und
Plausihililitt. lIi""tladltungcll im klurcn, insbcsondcl-e auch Gber <ic Rolle der Plausibilitats-
Iwtladiltiligl-nin all('n Zwtigtll dtr \ViSSI'nschaft, nicht zul«tzt in der schopferischen .Arbeit des
\[ntIH'llwtik,1,. Zn cie:mn Thiima ist sowohl von den Klassikcl:n als auch von Z<itgcnossen
vicl gt::lzt wol'dtell. Treffrild silld dksc Frngen in zwei vorzuglichen Blchern d<s in dPr USA
tatigen gn,U,n 11l z:trischl!ll ){athrmatikcrs und P:idagogcn G. Polya dnrgtsstclit.

Uas erstl! llul'h, da: silh vor alkin an Lehrer und Studierende dI'l' Mathematik wcnd<l. ist
untdT tfoln Titt'l .. .drl J,s Dt:-nkens® in d<utscher Sprache inl A. Franckc Verlag, Bern (1949,
1li :<itell) elslliknen. Eine crwl'itcrtc Ausgabe wurde inl Jahre 1061 nls Ubersetzung aus dem
Ell0llschen inl Birkhiiusl'r Vcering, Basel uuci Stullgarl, unter dein Titel ,,Vonl Lésen nlalhe-
malisch¢'l' .zulg:lluen™ hl'rnusgl'lfi"ilCht. Hi('rill wlrden nnhnnd schuhnnthelnntischer Probleme
dit UbCl'kfnngen dal‘glsirllt, diP nétig silul, um die Losullg d#'r Aufgabe zu finden! etwas zu
Il'wdsen ullll .dlHisse zu ziPhen. -

lal :WCihi 131" htiRL ,,Meithem:itics on<l plausible ri:soning' (Matheinutik und pl:msibltes
L I1iflten). Es ist im Jahre 1954 in 7WI'i Rindcn im Vcerlug Prind<Lon Univcrsity Press trschk-
11,-11 .2S0 und J88 Stitell). In di<scn Biinden werden auch Problcinc rtr hheren Mathcemalik,
Jor \ualysis, Irr VariatiollsrPChnung und d«r \VuhrschcinlichkCilsrcchnung betrachtet. Ilil'
allit'llIFilrn, iiln-1 tlrn ganzen Text verstreuten C h<rlcgungen bczitltn sich auch auf hcliehigc
alldPrls Zwrigte d<r \\isssnscha(t.

I>ile BFz(il'llllllllg ,, Plausil,ilitatsbctrachtung™ bzw . .,plausibks .chl!l'3{('n" stamml offenbar
villl t,. Polya. HrriillPT!" Ausdruck ,,Induklion®™ wird in Oin(s1ll etwns wPiltr¢n Sinn glJu-.nld1l.
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Lnscre mathemalischen Kenntnisse sind durch Beweise gesichert. Aber,
<ler Weg zu diesen Kenntnissen fuhrt Uber Plausibilitatsbetraehlilngen.
Mau geht von gewissen Voraussetzungen aus und stilzt sich auf Anuah-
mcn und Vermul_ngen. Diese Annahmen kdnnen so zu,-crlassig wie die
Newlonschen Cesetze oder das Periodensystem :Ife,ufelejews sein, odPr
weniger zuverlassig wie die mode ren Hypothesen Uber die Entwicklung
<es Universums oder die Entstehung des Lebens auf der Erde, bei denPn
irgendein neuer Fakt alles Gilber den Haufen werfen kann.

Die Ableitung des Pythagoreischen Lehrsatzes oder des Losungswegs fir
quadratisl-he Clcichungen sind lJeweisende Uberlegungen. Die induktiven
Grunde, die fur die Hichtigkeit des Gra, itationsgcsetzes oder des Massen-
wirkungsgesetzes sprechen, oder die Darwinsche Theorie der natiirlil-hell
Auslese sind Plausibilitatsbetrachtungen. Sie stitzen sich auf die 3eoh-
achtung einer beschrankten \\nzahl von Experimenten und sind deshall,
llutmafungen, wenn auch geniale.

Plausibilitatsbetrachtungen und nicht Beweise sind die Ulwrlegungen des
\rztes, der eine Diagnose stellt, die Uberlegungen Sherlok Holmes, <ler
den Spuren eines Verbrechers folgt, die dokumentaris!"h Lelegten Aus-
sagen Uber das Leben im Romischen Heich, die stalisLiseh begrindeten
Angaben des Okonomen iiber den Nutzen oder Schaden der Einfihmn:
des Leistungslohnes. Der Beweis unterscheidet sich von der Plausihilitiits-
betrachtung wie ein Fakt ,-on einer Vermutung. Ein Beweis ilt si!'hC'r.
cncgultig und unbestreitbar. Eine Plausibilitéatsbctrachlung ist ni..lll
immer richtig, sie kann umstritten und manchmal riskant sein.

Beweise sind ein wichtiger Bestandteil der Mathematik; jerloch ist auch
jede beliebige andereWissenschaft von beweisenden Betraehl!lligl'll dnr!'h-
drungen.

Wenn man den Satz des Pythagoras einwandfrei beweist, so erfahrt man
nichts Neues; man erfahrt lediglich, daR die Hypothese ,,Das Hypo-
tenusenquadrat ist gleich der Summe der Kathetenquadrale:- richtig
ist.

Das Neue enthielt die Hypothese. Sie mul3te zunachst Crraten werden,
bevor man beginnen konnte, sie zu beweisen. Die Beweise lidem uns also
keine neuen Erkenntnisse Uber unsere Umwelt. Alles NCuc. was wir er-
fahren, entstammt PlausibilitatsLelLrachtnngen.

In der Mathematik ist gentigend genau gekléart, was ein Bl'weis ist. Die
Beweismethoden und die Begriffe der Strenge und. der Genauigkeit cer
Schlusse andem sich im Lauf der Jahrhunderte. Jeder Mathematiker
weil3, auf welchem #iveau wir uns in der modernen !fothcmatik hefin-
den.

Bei Plausibilitatsbctrachtungen gibt es keine Normen, keine Theorie, die
etwa der Logik des Beweisens entsprache; trotzdem werden sie von jedem
Naturwissenschaftler gebraucht wie die Luft zum Atmen — ohne sie wiire
keine Wissenschaft denkbar.

Man wird kaum ein Verfahren zum Auffinden \'On Nemm entwi!'keln
kénnen, dazu ist die Vielfalt der menschlichen In<iividualitiit zu grof.
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Wie viele andere .\rLen menschlicher Tatigkeit lernt man das AnsLellen
von I'lausibilitatsbeLraehLungen durch Nachahmung und durch prak-
tische Ubuug.

Auf Grund iluer Beson«crheilen ist die Mathematik vorziglich geeignet,
um das Anstellen von Plausibilitatsbetrachtungen zu erlernen. Eine
fertige maLhematisehe Theorie scheint ein nur mit Beweisen operierendes
System zu sein. Jedoch die Schaffung einer solchen Theorie verliiufL in
der Mathemalik genauso wie in einer beliebigen anderen Wissenschaft.
Bevor man irgendeine Behauptung beweisen kann, muf3 man sie ent-
decken, erraten; man muf eine VermulLung haben.

Jn eiuem strengen Beweis mull man begriindete, beweiskraftige Schliisse
,0U unbegrindeten Annahmen unterscheiden. In der Plausibilitats-
betrachLung ist die Unterscheidung zwischen mehr oder weniger ver-
nianftigen Auuahmen nétig, die Belegung der Vermutung durch die vor-
handenen Fakten, das bedingungslose Suchen nach Fakten, die der Ver-
mutung widersprechen, das Gegentiberstellen und das ewreulLe Uherlegen.
AbsiehLlil'h habe ich die Suche nach Fakten, die der Vermutung wider-
sprechen, betont. Im tuglicheu Leben trifft man nicht immer das Bestre-
ben, unbedingt nach der \Vahrheit zu suchen: Unkenntnis stért mitunter
nicht die Bequcmlidlkeit, wiihren< Kenntnis unerwinschte Entschei-
dungen notwendig machen kann. In der \Vissenschaft kénnen aber
Selbstzufriedenheit und der Glaube an die eigene Unfehlbarkeit zur
h:ntastrophe fuhren.

Die folgenden Reispi-le sollen Ihnen zeigen, zu welchen Tmgschli.issen
leichtrertige Plausibilitatsbetrachtungen fihren kénnen.

Wenn wir eine h.idlcnschabe auf den Tisch setzen und mit den Fingern
auf den Tisl'nh klopfen, liiuft diese weg. Setzen wir eine Kichenschabe, die
ihre Beine nitforen hat, auf den Tisch, und klopfen wieder, so laurt diese
nil'nt wei. \lso: Die Kuchenschabe hort mit den Beinen! Diese SchluR3-
folgerung sieht wie ein Witz aus. Jedoch vor gar nicht allzu langer Zeit
wurde noch behauptet, dal? die Erkrankung eines Menschen an Cholera,
Crippe oder Typhus eine Strafe Gottes sei. Spater erkannte man sie als
Folge der \nslecknng durch Ubertragung von Mikroben oder Viren.
Ein Meistersti<ck ,,wissenschaftlicher”” Plausibilitatsbetrachtung und
intellekLueller Hochniisigkeit, mit dem sich die Pioniere der Raumfahrt
auseinanderzusetzen hatten, findet sich in dem Artikel eines gewissen
Professors A. U. Bccerton aus <lexr Jahre 1926:

,» Die Uberaus dumme ldee eines Schusses zum Mond ist ein Beispiel der
grenzenlosen Absurditaten, zu denen im Ergebnis der erschreckend engen
Spezialisierung Wissenschaftler gelangen, die in gedankendichten Zellen
in viilliger Isolierung voneinander arbeiten. Versuchen wir einmal, diese
Jdec kritisch zu nnalysieren. Damit ein Geschol3 die Schwerkraft der Erde
Uberwinden kann, muf es eine Anfangsgeschwindigkeit von mindestens
J1 km/s haben. Die aquivalente Warmeenergie fiir ein Gramm des Ge-
schosses betragt fir diese Geschwindigkeit mindestens 15180 Kalorien ...
Die Energie des Nitroglyzerins — des brisantesten Sprengstoffs, den wir
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besitzen — ist geringer als 1500 Kalorien je (;ramm. Dclm:ufolge besitzt
dieser Sprengstoff nur l/10 der Energie, die er hendtigen wirde, nur um
sich selbst von der Erde abzusetzen, sogar ohne Bericksichligung itgend-
welcher zusatzlicher Belastung ...

Daraus geht hervor, dal? die Idee von Grund auf unrealistisch ist .. ."
Dieses Zitat verdient eine ausfuhrlicherelBetrachtung, um festzustellen,
wie es kommen konnte, daRR diese ,,erschreckende Spezialisierung™ den
ehrwirdigen Proressor so sehl in die Irre gefihrt hat.

Sein erster Fehler verbirgt sich in dem Satz: Die Energie des Oitrogly-
zerius — des brisantesten Sprengstoffs ... Es muRte jedem klar sein, tInf3
wir von einem Raketentreibstoff Energie verlangen und nicht Brisauz,
schnelles Freiwerden der Energie. Nitroglyzerin und &hnliche Spreng-
stoffe enthalten je Gewichtseinheit weniger Energie als eine Mischuni aul
Kerosin und flissigem Sauerstoff. Das wurde bereits von Ziollww/[l.i und
Goddard vor vielen Jahren erkannt.

Der zweile Fehler 3ecertons ist noch weniger verzeihlich. Soll doch das
citroglycerin ruhig nur 1/1() der Energie besitzen, die zur Uberwindung
der Schwerkraft nolig ist. Das bedeutet lediglich, da3 zum Auflassen
eines Kilogramms Nutzlast in den Kosmos zehn Kilogramm Nilrogly-
zerin erforderlich sind.

Der Treibstoff selbst braucht gar nicht unseren Planeten zu ,-elfassen; er
kann in der Bahe der Erdoberflache verausgabt werden — das \Vescn
der Sache besteht darin, dalR der Nutzlast die noétige Energie vermillelt
wird..\Is 33 Jahre nach der Erklarung Professor Becertons tiber <lie Unmog-
lichkcit kosmischer Fluge Lunik Il startete, wurde der grof3te Teil des
aus mehreren Tonnen Kerosin und flussigem Sauerstoff bestehenden
Treibstoffs unweit der Erdoberflache verbraucht, doch eine halbe Tonne
Xutzlast erreichte das Meer des Regens auf dem Mond.

Wir wollen keine Zeit mehr darauf verwenden, Plausibililiitsbetlach-
tungen zu analysieren, die sich auf die Bewegung von Raumllugkdrpern
oder irgendwelche anderen Probleme beziehen. Ich wollte lediidich zeigen,
<la auch das Anslellen ,-on PlausibiliLatsbetrachtungen gar llieht so ein-
fach ist.

Die Uberzeugungskrnft vor Plausibilititsbetrachtungen ist in den ein-
zelnen Zweigen der Wissenschaft unterschiedlich. In der Physik gibt es
recht Uberzeugende Schlisse; in der Medizin ist die Beweiskraft \'Oll
Plausibilitatsbetrachtungen oft recht gering.

Unter Jen Ifathematikern geht eine Anekdote um:

,.Der Physiker nimmt an"', so sagt der Mathematiker, ,,60 sei durch alle
ganzen Zahlen teilbar. Er bemerkt, daR 60 durch 1, 2, 3, 4, 5 und G teil-
bar ist. Er prift noch einige andere Zahlen nach, z. H. 10, 15, 20 und :m,
die er, wie er sagt, zufallig ausgewahlt hat. Daf3() auch durch diese Zahlen
teilbar ist, belLrachLet er die experimentellen Daten fiir seine Annahme
als ausreichend."

,,Ja. sehen Sie sich doch einmal den Ingenieur an', elltgcgnet der Physiker.
,, Der Ingenieur nimmt an, daf3 alle ungeraden Zahlen Primzahlen seien.
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Er stellt fesl, daB die | eine Primzahl ist. Dann kommen 3, 5 und 7, alles
zweifellos Primzahlen. Dana<¢h komml die 9. Diese ist ein unangenehmer
Fall, denn sie ist offenbal keine Primzahl. Doch 11 und J3 sind wieder
Plimzahlen. Er kehrt nun zur 9 zurick un< kommt zu dem SchluR3,
daf das abweid!l'JHle Ergebnis bei der 9 auf einen Fehler beim Experiment
zuril-kzufihren sei."

,,Oho--, sagt der Jngcnieur, ,,nehmen Sie mal den Arzt. Er gestallLet einem
lloffnullgslos Nierenkranken, Borschtsch zu essen, und der Kranke wird
gesund. Der Arzt schreibt soforl eine wissenschaftliche Arbeit Uber die
LHilcrfolge von Borschtsch bei Nierenerkrankungen. Dann gibt er einem
anderen Niclcllkranken Borschtsch, und dieser stirbt. Auf den Dl'uck-
fahncn korrigielt der \rzt: Borsdltsch hilft in 500/g aller Falle."

.,Ja. wie Ycrfiihrt denn der Mathematiker?" sagt der Arzt.

.»»\Uf die Frage. wie man einen Lowen in der \Vuste fangt, definierl er
erst eilllllal, was es heil3t, einen Liiwen zu fangen. Er sagt, dal man den
Léwen Yon si<'nh dur!'h ein Giuer abLrennen muf3. Dann setzt er sich selbst
in cint'n I(Hfig, und der Lowe ist laut Definition gefangen!™

Ilir sc'heinl, daR diese Anekdote recht treffend zeigt, dal? der Wahrheits-
gehalt der Schlisse in den einzelnen Zweigen der \Vissenschaft unter-
schicdli<h ist. Das ist jedoch im allgemeinen uichL die Schuld der Fach-
leute. soudem eher deren :igesl'hick. Die Schwierigkeiten beim Experi-
mcliliercllsilld z. 3. in<ler Medizin mituuter so grof3, daf es fast unmaoglich
ist, spezielle \ersuehe iu mehrrachcn Wiederholungen auszufihren. Des-
halb mufl man sich mit den vorhandenen Daten begniigen. Allerdings ist
die Lage nicht immer so hofflllingslos; hiiufig 14Rt sich die Uberzeugungs-
kraft und der Wahrheitsgehalt der Schluf3folgerungen erhéhen, wenn die
Plausibilitatsbetrachtungen moglichst gul angestellt werden.

Die angefuihrten Beispiele zPigen, dal die Induktion zu Fehlschlissen
fuhren kann. Das ist aber nicht immer so, denn sonst waére sie als Methode
sehon langst verworfen.

Ich mdchte hervorheben, <1af’ in der :fathcmatik Induktion und Analogie.
Experiment und Reobaehtllllg ebensooft benutzt werden wie in den ande-
ren \\'issenschaften.

Induktion und vollstandige Induktionl)

Induktion ist die Erkenntnis allgemeiner Gesetze durch Beobachtung
und Gegenuberstellung ,-on Spezialfallen. Die Methode der Induktion
wird in allen Wissenschaften benutzt, u. a. auch in der Mathematik. Die
mathematische, oder, wie sie genannt wird, ,-ollstdndige Induktion da-
Tegen wird nur YOn den Mathematiker beim Beweis von S&tzen ganz
bestimmter Art benutzt. Allerdin!s gibt es oft Verwechslungen in der
Terminologie, auf die ich spater no<'h eingehen werde. Immerhin bestehen
zwischen der Induktion und der nlistdndigen Induktion gewisse Be-

1) Hi,:,r Abschnitt sllitzt sich in hedlutrildem \laRe auf das S(hon "en\ihntc Buch von G.
I'ulyo: ., "chule d"s Ihinklns™.
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ziehungen. Deswegen wollen wir beide Methoden an efnem Beispiel
demonstrieren.
Wir stellen fest, <la auf der linken Seite der Gleichung

1+8+ 27+ 64= 30

die Kuben der Zahlen 1, 2, 3, 1 stehen und dal3 die rechte Seite linc
Quadratzahl ist. Nun schreiben wir diese interessante Gleichung in der
Form

134+ 284 334 43= 102

Sie, verehrter Leser, kdnnten der Meinung sein, dal3 es hier nichts Jntcr-
essantes gibt: Was bedeutet es schon, daf <lic Summe irgendwelcher
Kubikzahlen gleich irgendeiner Quadratzahl ist! Hier ist ein gunstiger
Moment fir Sie, mich zu fragen: ,,Na und?"

Vor einigen Jahren habe ich in einer Vorlesung Uber ganze Funktionen ein-
mal geduRert: ,,Beachten Sie das unerwartete und bemerkenswerte
Ergebnis.”- Einer <lcr Horer, der gelangweilt die Vorlesung nachschrieb.
bemerkte stumpfsinnig: ,,\Vic denn, befehlen Sie, da wir uns wunder
sollen?" Hier war ich es, der sich wunderte. Ein wissenschaftlich tatiger
Mensch muR jeden uncnvartetcn Fakt oder jeden unerwarteten Gedanken
mit Verwunderng aufnehmen, andernfalls ist er kein Wissenschaftler,
sondern nur ein Stumper. Neugier, gesunde <cugier, und WilRbegierde
fuhren den \Vissenschaftler von Aufgabe zu Aufgabe, und ein \Vissen-
schaftler, der die Fahigkeit verloren hat, sich zu wunder und sich an
neuen Erkenntnissen zu begeistern, wird kaum etwas[Jeucs entdecken.
Einer unserer groRen Physiker hat einmal im Scherz gesagt, dal3 wissell-
schaftliche \i-beit die Befriedigung <ler Jeugier <es WissenschnflLlers auf
Staatskosten sei. Man kann diesen Gedanken weiterfilhren und sagen, dau
die Schauspielerei die Befriedigung der Eitelkeit des Schauspielers auf
Kosten der Zuschauer sei. Fur die Gesellschaft ist wichtig, da die Arbcil
— in der Wissenschaft wie in der Kunst — den anderen \fonschen im
Endeffekt Nutzen bringt.

Verstehen Sie mich bitte richtig, lieber Leser. Ich bin keineswegs der
Meinung, daR eine derartige Neugier immer und in gleichem MaRe fiir
alle Zweige der Wissenschaft notwendig ist. \Venn Sie die hier behallllellt
Frage nicht interessiert, kdnnen Sie ger zum néchsten Abschnitt tber-
gehen. Das Problem, zu dem wir jetzt zurtickkehren wollen, soll lediglich
die Methode der Jnduktion demonstrieren.

Kommt es 6fter vor, dal die Summe der I\.uben einer Reihe aufeinander-
folgender Zahlen eine Quadratzahl ist? Wie kann das zustande kommen?
\Venn wir die Frage so stellen, sind wir in genau derselben Lage wie der
Naturwissenschaftler, der, nachdem er erstmalig eine bestimmte PflanzP
oder eine bestimmte Folge der Gesteinsschichten gefunden hat, die FragP
nach der Verallgemeinerungsfahigkeit stellt. In unserem Beispiel bezidlt
sich diese Frage auf die Summe der Kuben der natillichen Zahlen

13+ 23+ ... + n3
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Zu dieser allgemeinen Fragestellung sind wir ausgehend vom ,,Spezialfall**
1 = 4 gelangt.

Was kdnnen wir zur Klarung unserer Frage unternehmen? Zunéchst ver-
fahren wir so, wie der Natulwissenschaftler verfahren wirde: \Vir unter-
suehen weitere Spezialfélle. Die Spezialfalle n = 2 undn = 3 sind ein-
foeher als der zuerst betrachtete. Der Fall n = 5 folgt danach. Der
Konsequenz und del Vollstandigkeit halber fiigen wir noch den Falln = 1
hinzu.

Wenn wir die Gleichungen sorgfaltig notieren, wie der Geologe seine
Gesteinsproben ausbreiten wirde, so erhalten wir die folgende Tafel:

1 - 1= p
L+ 8 — 9= 3
1+8+ "7 = 36= 2
1+ 8+ 27+ i = 100= 102

I1+8+ "7+ (i + 125= 225= 152

Es ist kaum anzunehmen, daf} alle diese Summen von Kuben aufeinander-
folgender Zahlen nur zuféllig Quadratzahlen sind. In einer derartigen
Situation wirde der Naturwissenschaftler wenig Zweifel daran hegen, daf
die Beobachtungen eine allgemeine GesetzmaRigkeit ausdricken, die
dnri'h die Induktion fast bewiesen ist. Der Mathematiker drickt sich
zuriickhallender aus, obwohl er innerlich vielleicht genauso denkt. Er
sagt, <lal3 der induktiYe Schluf3 den folgenden Satz nahelegt: Die Summe
der Kuben der Zahlen 1 bisn ist eine Quadratzahl.

\'ir gelangen zu <ler Vermutung, daR eine bemerkenswerte, etwas ratsel-
hafte GesetzmaRigkeit existiert. Warum mufR die Summe der Kuben auf-
einanderfolgendel Zahlen gerade eine Quadratzahl sein?

Wie willcle der Naturwissenschaftler in einem derartigen Fall yerfahren:»
Er wirde seine Vermutung weiter nach verschiedenen Richtungen unter-
suchen und zusatzliche experimentelle Daten sammeln. \Venn wir
diesen Weg einschlagen wollen, muf3ten wir die Fallen = 6, n = 7 usw.
naehprifen.

llel Naturwissenschaftler konnte sich jedoch ebenso wieder den Fakten
zuwenden, die ihn auf seine Vermutung gebracht haben. Er wirde sie
sorgfaltig vergleichen, versuchen, eine tiefere GesetzméaRigkeit herauszu-
finden oder irgendwelche zusatzlichen Analogien festzustellen. In genau
derselben Richtung fihren wir unsere Untersuchung weiter.

Wir kehren zu unserer Tafel zuriick und betrachten die Fallen = L 2, 3,
I, 5 nochmals. Warum ist die Summe der Kuben eine Quadratzahl? Wns
kann man uber die Quadratzahlen aussagen? Die Wurzeln der Quadrate
sind t, 3, G, 10, 15. Was kann man uber sie sagen? ExXistiert hier irgend-
I'ine GesetzmaRigkeit, eine zusatzliche Analogie? Es scheint jedenfalls so,
als ob sie nach einer bestimmten GesetzméRigkeit zunehmen. Wie sieht
diese GesetzmaRigkeit aus? Es erweist sich, daf3 die Differenz zwischen
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aufeinanderfolgenden \Vnrzeln zunimmt. In dei Tat, es isl
3-1=2;, 1i-3=3; 10-6=1; 15- H=5

Die GesetzmifRigkeit, nach der diese Differenzen zunehmen, fiillt sofolt
nuf. Nachdem wir nirsehie<lene Varianten durchprobiert haben, gelangtn
wir schlieBlich zu der Feststellung, dall die Zahlen J, 3, G, H, 15 der
folgenden GeselzmaRigkeit geniigen:

1=1
3=1+2
G=1+2+3

H=1+2+3+4
15=1+2+3+"1+5

Wenn diese GesetzmaRigkeit allgemeinen Charakter triigt (es ist kaum
zu glauben, daf3 es nicht so ist), erhalt der ,-on uns ,.cr rtcl< Satz beieils
eine exaktere Form. Furn = 1, 2, 3, ... gilt

B4+2a+3+ ..+ nd3= (1 +2+3+ ...+ 11)2

Ich will nicht beim Gang del: weileren Uberlegungen verweilen, sonder
lediglich, um Sie, verehrte Leser, nicht im Ungewissen zu lassen, die en«l-
gtiltige Formel angeben:

B+284+33+ -+ n3= (" €I-r

Wenn man die mathematische Methode der vollstandigcu |nduklion be-
herrscht, wird man ohne \1uhe den formulielten Satz beweisen kénnen.
Oie hier gezeigte GesetzmaRigkeit wurde durch Induktion entdeckt. Der
Gang der Uberlegungen ist hier zwar etwas einseitig und unvollkommen
dargestellt. Er kommt jedoch der Wirklichkeit nahe und vermittelt eine
Vorstellung tiber die Anwendung der Induktion. Durch sie werden Gesclz-
maRigkeiten und Zusammenhange aufgedeckt, die durch &uf3ere Erschei-
nungen verdeckt sind. lhre bekanntesten Mittel sind Verallgemeinerung,
Spezialisierung und Analogie.

Induktive Uberlegungen an bedeutend inhaltsreicherem Material, das
mehr Findigkeit und Auffassungsgabe erfordert, machen einen grof3en
Teil der Arbeit des Mathematikers aus.

Die dramatische Geschichte des Problems der Lésung von Gleichungen

Die Tatsache, daBl induktive Schlu3folgerungen und Analogien nieht
immer zu richtigen Ergebnissen fuhren, ist wohlbekannt. In diesem Zu-
sammenhang gibt es in der Mathematik selbst einen interessanten Fall,
den ich bereits friuher erwahnt habe, das Problem der Liisung algehr -
ischer Gleichungen. Ich hatte bereits bemerkt, daf? die Malhematiker
im Verlauf von 300 Jahren, bis zum Beginn des 19. Jahrhunderts, vsi-
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suchten, eine Lésungsrormcl fur algebraische Gleichungen héheren als
Yierten Grades zu finden, z. B. fir die allgemeine Gleichung flinften
Grades

B+ a1+ ert+ et aa+ az;=0

in der ai, nb 1;. a;, und a5 beliebige Koeffizienten sind. Sie suchten nach
einer Formel, die die Wurzeln dieser Gleichung durch ihre Koeffizienten,
die nur durch die Operationen Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren,
Di,idieren und Radizieren miteinandel verbunden sind, ausdrickt.
Gerade die Induktion war es, die sie veranlal3te, in dieser Richtung zu
arbeiten, denn fur Gleichungen bis zum vierten Grad einschlie3lich waren
loBhc Formeln gefunden worden, und diese waren der Menschheit auch
nicht gerade in den SchoR gefallen. AuRerdem hatte Gaal3 gezeigt, daR
eine algebraische Gleichung stets Lésungen besitzt, und zwar genau so
,iele, wie ihr Grad angibt. Erst die genialen Gedanken von Abel und
(.nlois konnten das Problem kliiren.

Zu Beginn des 19. Jahrhunderts beschéftigte sich der junge norwegische
Mathematiker Niets Benrik Abel mit dieser :\ufgabe. Er schien die allge-
meine Ldsung der algebraischen Gleichung funften Grades gefonden zu
haben. Nach der Freude kam jedoch die Enttaduschung: Als er seine
Berechnungen gewissenhaft priufte, kam ein Fehler zum Vorschein. Lange
und hartnackige Uberlegungen fuhrten ihn auf ein ganz anderes Ergebnis:
\lgebraische Gleichungen hdéheren als vierten Grades lassen sich im all-
gemeinen nicht in Radikalen I6sen. Abel hat diese Behauptung bewiesen.
Sein Salz stellt den Wendepunkt bei der Lésung des Problems dar.

Der Name Abel nimmt einen Ehrenplatz in der Mathematik ein. Seine
\rbeiten auf dem Gebiet der \nalysis sind tiefgrindig und vielseitig.
Obwohl Abel von den groRen europaischen Mathematiker bereits zu
Lebzeiten anerkannt und geachtet wurde, verstarb er im \lter von 27
Jahren in volliger Armut an Tuberkulose.l)

Etwa zur gleichen Zeit ,,fand" der junge Evariste Galois eine Ldsung der
Gleichung funften Grades. Er mul3te ebenso wie Abel eine tiefe Ent-
tiiuschung hinnehmen, als er in seinen Uberlegungen einen Fehler ent-
deckte. Auch er hatte die Kraft, die Arbeit an diesem Problem fortzu-
setzen.

lu dem kurzen und stirmischen Leben von Gtilois kam alles unerwartet:
Begeisterung fur die Mathematik und aktive Teilnahme am politischen
Leben, vélliger Einbruch in der Mathematikprifung bei der Aufnahme in
die Polytechnische Schule, AusschluR aus der Normalschule (Equole
Normale) aus politischen Griinden, Gefangnishaft und Tod im Duell, als
er noch nicht 21 Jahre alt war. Trotzdem hat Evtiriste Galois eine wahr-
hafte Umwaélzung in der \Vissenschaft ,-ollbracht.

1) CJ,..r das tragische Lehen _brls giht ('S tsin inlcressanllS Buch von O. Ore: ,, zids H<nrik
\bCl.11 Moskau: Fismalgis 19til. Xicht wcnigt-rinleressantsind diC'folgenck-n Hlich«r tber Galois:
L. Infrh: ,,Evarisl(' Galois, wen die Gotter Jit'l,Cn" und _I. Dalma: ,,Evariste Galois — fi«vo-
lulionfir und .NMntlu-nwliker™ mit cin<nl -achwoll \'On -L Jaglom. Auf dil'srm Nachwort hasiPrt
der \hsChnilt iilwr Galois.
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Das Schicksal seiner Arbeiten ist ebenfalls ungewéhnlich. Zu seinen Leb-
zeiten wurden sie nicht beachtet; nach seinem Toc<le waren sie bald véllig
in Vergessenheit geraten. Erst ein halbes Jahrhundert spater wurden sie
wieder entdeckt. Sie hatten dann einen groRen EinfluR auf <lie Entwick-
lung der Mathematik. Seine Arbeiten waren nicht sehr umfangreich; il
uns bekannten Werke Gcilois umfassen nicht mehr als sechzig Seiten. lhr
Studium macht groRe Miihe, da Galois eine grof3e Abneigung gegen aus-
fuhrliche Darlegungen hatte; seine Formulierungen sind tUberaus knapp.
Beim Losen algebraischer Gleichungen ging Ewvarilte Calois einen vollig
neuen Weg. Er untersuchte den allgemeinsten Fall algebraischer Glei-
chungen beliebigen Grades. \Vir wollen zuné&chst feststellen, daf? es dem
Physiker, Chemiker oder Ingenieur im konkreten Fall gar nicht auf die
exakte Losung der Gleichung ankommt. Er verlangt vom Mathematik<'r
lediglich Naherungsverfahren zur Bestimmung der \Vurzeln seiner Glei-
chung. Mit Hilfe der modernen Rechentechnik kann man die Naherungs-
16sungen mit bclieLigerGnauigkeit erhalten. Fir das Studium allgemeiner
Gleichungen, deren Koeffizienten mit Buchstaben bezeichnet sind, sind
die Naherungsmethoden jedoch unzulanglich.

Man kann eine allgemeine algebraische Gleichung aufschreiben und ihre
unbekannten Ldésungen durch Buchstaben ausdricken. uUie erste Ent-
deckung Galois bestand darin, dal3 er den Grad der Unbestimmtheit der
Ldsungen verringerte, indem er einige allgemeine Beziehungen aufstellle.
denen die Wurzeln genugen missen. Beispiel einer solchen Beziehung isl:
Jede Wurzel ist eine bestimmte Funktion zweier anderer.

Der Name Galois ist also nicht durch spezielle L6sungen von Cleichllligcll
hdéheren Grades berihmt gewonlen, sondern durch <lie allgemrincn
Methoden, die er fur das Studium der Eigenschaften solcher Cleichungell
geschaffen hat. Das Hauptverdienst von Galois — des Schopfers der
modernen héheren Algebra und einer der Urheber der mode ren Mathe-
matik Uberhaupt — besteht in der Benutzung des allgemeinen Begriffes
der Gruppe bei der gestellten konkreten Aufgabe.

In der Mathematik wird eine Gesamtheit von Elementen beliebiger Oatur.
fur die eine Operation, Gruppenaddition genannt, definiert ist, Uls Gruppe
bezeichnet. Diese Operation ordnet je zwei Elementen a und b der Gruppl'
ein drittes Element ¢ der Gruppe zu. Man schreibt dafiir auch a +h=c¢c
und nennt das Ergebnis Summe, obwohl die Operation + im allgemeinen
nicht die gewshnliche Addition von Zahlen ist, da a, b, ¢ gar keine Zahlen
zu sein brauchen. Man verlangt lediglich einige allgemeine Regeln fir die
Gruppenoperation, die gewissen Gesetzen der Arithmetik dhneln. So mufl3
z. B. fur drei beliebige Elemente a, b, ¢ der Gruppe stets das ,,assoziatFe
Gesetz" (n + b) + ¢ = a + (b + c) erfullt sein; manchmal verlangt man
auch die Gultigkeit des ,,kommutativen Gesetzes" <i + b =b + a.
Zahlen, Funktionen, Drehungen oder andere Bewegungen kdénnen eine
Gruppe bilden. Am ginstigsten ist es allerdings, abstrakte Gruppen zu
betrachten, deren Elemente mathematische Symbole sind, deren Bedeu-
tung bis zu einem gewissen Grad nicht konkretisiert wird. Der Hauptwert
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des Gruppenbegriffes besteht gerade in seiner auRerordentlichen Allge-
meinheit. In der Mathematik und ihren Anwendungen sowie bei den ver-
schiedensten Problemen der anderen Wissenschaften ist es Uberaus vor-
teilhaft, die Gruppeneigenschaften auf bestimmte GesamLheiLen von zu
untersuchenden Objekten anzuw('mlen. Das gibt z. H. die Md&glichkeit,
Teilgebiete der Mathematik, die friher sehr weit voneinander entrernt
,.Jlienen, zu verbinden und einheitlich zu betrachLen.

Ein wichtiges Beispiel einer Gruppe ist die sogenannte Permutations-
:rppe. Uie Schiler einer Klasse haben eine bestimmte Sitzordnung.
Werden einige Schuler umgesetzt, so findet eine Umordnung statt, oder,
wie die llathematiker sagen, eine Permutation. Selbst\'erstandlich
hrauehen bei einer Permutation nicht alle SC'hiler ihre Platze ;,m wechseln.
A\lIs Summe zweier Permutationen (Umsetzungen) wird man das bezeieh-
ntn, was sich ergibt, wenn man zunéchst die erste Umsetzung vornimmt
und dann die zweite. Bei einer solchen Definition der ,,Summe zweier
Permutationen' bilden die Permutationen selbst eine Gruppe.

Dieses Beispiel lii(h sich weiter ausbauen. Die Schuler einer Klasse unler-
,cheiden sich in gewissen Merkmalen voneinander: Es gibt Jungen und
Miidchen, gute SC'hiiler und schlechte, undisziplinierte und Musterknaben,
kurzsichtige und weitsichtige. Bei der Aufteilung der Schiler auf die
(Hnke des Klassenzimmers bedingen diese Unterschiede bestimmte Ein-
,chrankungen der Sitzordnung. So mussen kurzsichtige Schiler méglichst
weit vorn sitzen, zwei Rowdys dirfen nicht auf einer Bank sitzen, usw.
Die Gesamtheit der Permutationen unter Bericksichtigung dieser For-
Jlerungen bildet ebenfalls eine Gruppe, deren Aussehen in starkem Maf3
,on der konkreten Zusammensetzung der Klasse abh&ngt. In einer anderen
Klasse hat man normalerweise eine andere Permutationsgruppe. VCr-
tinfacheud kann m:rn die fur eine Klasse charakteristische Gruppe als
I;alois-Gruppe der Klasse bezeichnen.

Bei der Untersuchung von Gleichungen ist Galoil analog vorgegangen.
Sintt der Schiler einer Klasse nahm er die Wurzeln einer bestimmten
nlgebraischen Cleichung. Diese sind durch bestimmte algebraische Be-
ziehungen miteinand('r verbunden (eine \\urzcl kann die Summe zweier
anderer sein, usw.).

(;alois ordnete jeder Gleichung die Permulationsgruppe ihrer Wurzeln zu,
wobei nur die zugelassen sind, bei denen die Beziehungen zwischen den
\\urzelnerhalten hleiben. Die Untersuchung dieser Gruppe erlaubt viele
A\ussagen Ubcl dieWurzeln selbst. Wenn die Galois-Gruppe einer algebrai-
,l-hen Gleidumg einige bestimmte, leicht nachprifbare Eigenschaften
Iitssitzt (solche Gruppen heilRen aufldsbar), so ist die Gleichung in Radi-
kalen losbar, d. h., ihre Wurzeln kénnen mit Hilfe einer Formel durch
die Koefrizienten ausgedriickt werden, die nur durch die Operationen
\ddieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren, Potenzieren und Ra-
dizieren miteinander verhunden sind. 1"m zu entscheiden, ob eine gege-
uene Gleichung in Hadikalen lésbar ist, hat man nur illre Galois-Gruppe
aufzustellen 111111 zu prifen, ob diese auFlésbar ist oder nicht.
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Damil hal Gllluil die Fmgc, wann eine algebraische Cleidmng in Radi-
kalen lésbar ist, vollstandig beantwortet.

Oach del ,,Neuentdeckung" der Arbeiten von Galois in der zweiten Halfte
<les vorigen Jahrhunderts begannen die neuen Methoden in alle Zweige
dcl Mathematik einzudringen. Gegenwartig ist der Begriff der Gruppe
neben dem der Zahl, der Menge, der Funktion und der Trnnsformalion
einer der Hauptbegriffe der modcrenen Mathematik.

Von Differentialgleichungen, die eine groRe Rolle in der Mathematik
spielen, war bereits die Rede. lhre Untersuchung und Lé&sung ist kompli-
7ierter als die von algebraischen Gleichungen. Nach dem von Galois vor-
gezeichneten \Veg kann man jeder Differentialgleichung eine Gruppe
zuordnun, die der (Jalois-Gruppe bei den algebraischen Gleichungen ent-
spril'ht. Diese Methode, die nuf den norwegischen Mathematiker Sop/!lL]
Lic zuruckgeht, erlaubt die \ufdeckung wiehtigel und lieflieiender
Eigens('haften von Dirfercntialgleichungen.

Die Einfuhrung des Gmppenbegriffes in die Geomel l'ic velalulerte dielr!
Gebiet der Mathematik in bedeutendem MalR. Der lwriihmle deutsche
N\athematikci- Felix A'leill Ol<lllele im Jahre 1872 jedllll Teilgebiet dl'
(;eometrie eine Gruppe zu und erklarte das Studium dm- Eigenschaften
dieser (:ruppcn zur Hallptalllgahe der CeOIlnclriP.

Im weite,en erwiesen sich dirle Jdeen von Lie 1111d A'/cill als iibPraul
nutzlich fur die verschiedrnsten Tcil,ebiete der \[atht'nnlik und dtir
mathematischen Physik, besonders fir die modere Quanlenphysilc
Ucute ist der mathematische Apparat der Grnppenl hcoric eines drr
Hnuptinstrumenle der lhcoretisdlicn Physik.
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Gesprach mit einem Teclmolouen

\\'ir haben bereits festgestellt, <al} Gesprache zwischen Matheratikem
uud Spezialisten anderer Wissensgebiete beide Seiten bereichern. Aul3er-
dem kann die gemeinsame Arbeit durchaus zu bedeutenden 6konomischen
Erpebnissen fuhren. Ein derartiges Gesprach hatte ich mit einem auf dem
(;Phiet der Erddlverarbeitung téatigen Technologen.
Er: Kodnnlen Sie uns eine mathematische Beschreibung des techno-
lofisdlcn Prozesses der Destillation des Erddls liefern?
fch: Das ist offensichtlich eine schwierige Aufgabe. Wenn ich miPh
nicht irre, handelt es sich um einen komplizierten Prozel3?
Ifr: .In, der ProzeR ist rel'llt kompliziert.
Ich: Beschreiben Sie ihn mir hitte, wenigstens in Ubersichtsform.
Rr: Das Hohol pclangt zuniichst in eine Entsalzungsanlage, wo der
TInuptanteil des Wassers und damit des Salzes ausgeschieden wird.
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Darauf kommt das Erdoél in die erste Fraktionskolonne, wo durch
Erwdrmen die leichtesten Fraktionen ausgeschieden werden. Der
Ruckstand wird weiter erwadrmt, und es werden weitere Fraktionen
ausgeschieden. Dieser Prozel wird in einer Wasser<ampfatmosphare
einigemal wiederholt.

Man zeigt mir das Blockschema des automatisierteu Teils dieses Prozcssc's.
Es ist in recht kleinem Mafstab auf einer Tafel yon L m Héhe und J m
Lange dargestellt. Man kann sich natirlich nicht schnell darin zurceht-
finden. Einige Tage nach diesem Gespréch war ich im Erdoélverarheitungs-
werk: Kugeln von 10 m Durchmesser, mit einem Betonmantel versehen
— die Entsalzungsanlagen; 30 bis 40 m lange glanzende Frktiom-
kolonnen; Gasotfen, die eine Temperatur von einigen hun<ert Crad er-
zeugen; Schaltwarten, in denen mehr als zwanzig Gerlite Druck, Tempe-
ratur und andere Kennziffern registrieren; Entfernungen von mehreren
hundert Metern von einer Anlage zur anderen ... Ich habe diese .\nlauc
schon mehr als einmal auf Bildern und in der Wochenschau geselwn.
Steht man jedoch inmitten eines solchen Werkes, so sieht alles noch pC-
waltiger und respekteinfléRcnder aus. Aber kehren wir zuriick zu Un0I'l''1l
Gesprach.

Ich: Durch wieviel Parameter wird der ProzeR Lestimml :

Er: Das kann ich nicht genau sagen; man muRte sie einmal ziihlen.
Jedenfalls sind es etwa einhundert. Darunter sind allerdings aucl!
solche, die keine besondere Aufmerksamkeit erfordern, weil es ki,
lich darauf ankommt, ihren Wert in bestimmten weiten Glcnzen zu
halten.

Ich: Und was ergibt sich schlieBlich am Ende™

Er: Man erhalt die verschiedenen Fraktionen — ,.ou <cn ]JPidllen
Benzinen bis zu den Olen.

Ich: Was wollen Sie eigentlich erreichen?

b'r: Wir brauchen eine mathematische Beschreibung des Lecllllolo-
gischen Prozesses!

Ich: Wozu?

Er: \Vir missen <en Prozel} steuer!

Ich: Sie steuern ihn doch bereits jetzt!

Er: Ja, jedoch nicht besonders gut, eher irgendwie, <amil allel
einigermaflRen normal ablauft. Kénnte man den technologisehen
ProzeR aber um nur ib/y verbessern, so ergabe dies bereits einen
groRen 6konomischen Nutzen.

Ich: Das heiBt also, daB jetzt nach Augenmaf gearbeitet wird:'
Er: Nun — nicht ganz nach Augenmaf!

Ich: Immerhin I6st der Fahrer der Anlage viele Fragen allr Crillld
seiner Erfahrung und nach seinem Gutdinken?

Er: Ja, das kommt der Wahrheit nahe.

leh: \Vas will denn der Anlagenfahrer erreichen: Ist is cimr oder
sind es einige?
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Er: Essind mehrere. Jeder mufd versuchen, die Grof3en, die er steuert,
so einzuslcllen, daR der technologische Prozel3 innerhalb gewisser
Grenzen \'erliiuft.

Ich: Hai das Ausgangsprodukt — das Erddl — eine homogene
Zusammensetzung oder andert sich diese standig?

Er: Das Rohdl besteht aus einigen hundert Kohlenwasserstoffen.
Ihr prozentualer Anteil schwankt erheblich. Das Werk erhélt jedoch
entweder Uber langere Zeit ein und dasselbe Ol oder es trifft spezielle
Vorkehrungen, um die Zusammensetzung des Rohstoffes moglichst
konstant zu halten.

Ich: Darf man also in erster Naherung die Zusammensetzung des
Rohdéls als konstant ansehen?

Er: Ja, etwa!

Ich: Irgendwelche variablen KenngrofRen des Rohéls muR man wohl
berucksichtigen?

Er: Ja, naturlich. So spielt z. B. die Temperatur des Rohdls eine sehr
groRe Rolle. Deshalb wird es vor der Verarbeitung vorgewarmt.
Ich: Schon. Wieviel Kennwerte des Rohols beachtet denn der Tech-
nologe? Ich meine solche Kennwerte, die wirklich EinfluR auf die
Verarbeitung des Roéhols haben.

Er: AuBer der Temperatur sind die ZufluBmenge je Minute und
manchmal auch die Dichte zu bericksichtigen.

Ich: Wir kénnen also annehmen, daRR das Rohél am Eingang des
Systems durch drei Kennwerte beschrieben wird, also durch drei
Zahlen. Versuchen wir nun in analoger \Veise das Endprodukt zu
beschreiben.

Er: Als E0dpro<lukte der Erddlverarbeitung entstehen verschiedene
Benzine, Leuchtole, Dieseldl, Schmierdle usw. Wir haben etwa zehn
Endprodukte.

Ich: Und die Eigenschaften eines jeden lassen sich durch eine Oahl
charakterisieren?

Ilr: Wo denken Sie hin. Jedes Erzeugnis wird durch mehrere Kenn-
werte beschrieben. Fir die Eigenschaften z. B. des Renzins sind die
Oktanzahl, der Heizwert und die Dichte von Redeutung.

Ich: Das befriedigt mich nicht. Welche Kennwerte muf man an-
geben, um die wichtigsten Eigenschaften der Endprodukte zu cha-
rakterisieren?

Rr: Sie alle aufzuzahlen, wirde lange dauern. Ich glaube, fir den
Anfang kdme mnn mit etwa zwanzig Gr6R3en aus.

Ich: Stellen wir uns die Situation vor. Wir haben einen technolo-
gischen ProzeR3, der durch drei Eingangsgrof3en, zwanzig Ausgangs-
gréRen und etwa hundert Parameter beschrieben wird. Was fir eine
Aufgabe ist zu 16sen?

Er: Der technologische Prozef soll mnthematisch beschriebenwerden.
Ich: Eine schone Sache! Sie wollen ein mathematisches Modell fir
edlen so komplizierten ProzeR haben. Wie steilen Sie sich diese
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Beschreibung vor? Winschen Sie efn Gleichungssystem, das diese
130 GrofRen Yerbindet?

Er: Ja, das ware wiinschenswert.

Ich: Sind denn die Zusammenhange zwischen den einzelnen GroRen
bekannt?

Er: Qualitativ schon.

Ich: Was heit — qualitativ? In welchem Zusammenhang stehen
z. B. die Dichte des Rohéls und der Siedepunkt de, leichten Frak-
tionen?

Er: Solche Details sind uns nicht bekannt. Wir wissen nur, dall bei
einer Eli,6hung der Dichte des Rohdls die Tcmperatm: des Siede-
punkts zunimmt.

Ich: Wie soll ich ein Gleichungssystem aufstellen, wenn die Zu8alll-
menhéange zwischen den Kennwerten nicht bekannt sind?

/,r; \Vcnn ich die Antwort auf diese Frage wii3te, wfiie ich nicht zu
Ilhnen gekommen!

Ich: Leider bin ich auch nicht allwissend! Nehmen wir aber einmal
an, ich hatte irgendwie die Zusammenhange aufgedeckt und die
Gleichungen aufgestellt. Und nun?

Er: Wie soll ich das verstehen — und nun? Wenn wir die Gleichungen
hatten, kénnten wir sie zur Optimierung der Technologie benutzell.
Ich: Das ist klar. Was wollen Sie eigentlich optimieren?

Er: Ich sagte dneh — die Technologie.

Ich: Nein, das ist lediglich ein Mittel zum Zweck. Zn optimieren sind
die Kennwerte des Endprodukts. Und welche Kcnnwnle sind spezi-
ell zu optimicren?

r.r: Nach Mdglichkeit alle!

Ich: Das ist sicher winschenswert, doch leider unmiiglich. Wenn wir
z. B. die Kennwerte des entstehenden Diesel6ls optimieren, missen
wir die der Ubrigen Endprodukte veruachléssigcn.

Er: Ja, manchmal \'erfahrt man auch so!

Ich: Die Ubrigen Endprodukte kénnen mit verschiedcntu Anlcilen
auftreten. Welche von ihnen sind am meisteu erwiinscht?

Rr: Das ist verschieden, die Anfo, derungen iindcrn sich. Diese Frage
wird Thnen kaum ein Technologe in allgemeiner Form beantworten
kénnen.

Ich: Ohne Anlwort auf diese Fragen kann man die Optimierungs-
aufgabc nicht formulieren. Nun wollen wir die Silnation doch ersl
einmal ausfihrlicher klaren.

Was heilRt besser?

Sieher kennen Sie die spaBhafte Redewendung: Lieher reich und gesund
als arm und krank. Das erstere ist naturlich besser!

Doch was ist besser, reich und krank zu sein oder arm und gesund? Auf
diese Fra,c kann nrnn nicht sofort antworten, man wird crit einmal tlen
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genauen Inhalt der Begriffe reich und arm, gesund un<l krank wissen
wolleu. Danach entsteht eine noch schwierigere Frage: Was heil3t besser?
Haurig findet man Redewendungen, die einer Sache verschiedene Ziele
zuschreiben. Ich halle die Verwendung solcher Ausdrucke fur falsch, da
sich kein Festumrissener Sinn ergibt; man kann nicht mehrere Ziele gleich-
zeitig zulassen.

i'loglicherweisc stimmen Sie mit mir nicht Uberein. Sie werden z. B. sagen,
dal® ein Mensch im Sport und in der Wissenschaft gleichzeitig grof3e Er-
folge eflingen kann. Ein Betrieb kann seinen Plan in mehreren Kenn-
zirfern Ubererfillen. Ich werde mich bemiihen, die Widersprichlichkeit
dieser Problematik aufzuzeigen.

Beginnen wir mit <ler Betrachtung der Planerfullung. Stellen Sie sich
zwei gleiche Betriebe vor, die Damen- und Herrenfahrrader produzieren.
Wir wollen sie ,,\Volga" und ,,Desna’ nennen. Sie sollen beide im Monat
900 Herren- und 600 Damenfahrrader herstellen. Angenommen, in einem
Monat hat <er erste Betrieb 1000 Herren-und 550 Damenfahrrader gebaut,
der zweite hingegen 800 Herreu- und 800 Damenfahrrader.

Beide Betriebe haben nach der Stiickzahl den Plan ubererfuillt und nach
dem Sortiment nicht erfullt. allerdings in unterschiedlichen Artikeln.
Welcher Betrieb hat besser gearbeitet? Die Frage nach dem besseren
Betrieb ist noch schwieriger zu beantworten, wenn man zur Beurteilung

Tafel 1. Plalirrfiillun{ des Fahrradwalrs ,,IVola"

Fahrrader Anzahl Bruttoproduklion Allgemeine
Plan Ist Plan Ist Kennzirfer
(in Mark)
Herrenrader 900 10()0 - 1000-200
9] = 200000
Damenriider 00 550 8 550-180 A—9l5
< — 99000
Insgcsrunt 1500 1550 299000

Ta{l'l 2. PI"1lcr{iillllng des Fahrllulwerhs ,,Tesna"

Fahrriider Anzahl I ruttopruduktion Allgemeine
Plan Ist Plan Ist Kennziffer
(in Mark)

llcrrelllader 900 800 o 800-200
g = 160000

l)amcnrédcr 600 800 g 800-180 | A=9I,0
= = 144000

Insgesamt 1500 1600 304000
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der Planerfillung weitere Kennziffern hinzuzieht, z. B. die Qualitat, deu
Lohnfonds, den Materialverbrauch usw.

Das Problem lait sich nur 18sen, wenn man eine allgemeine Kennziffer
einfuhrt, die die Arbeit der Betriebe charakterisiert, uud nach dieser ver-
gleicht. So kann man die Arbeit der Betriebe z. B. nach dem Produktions-
volumen beurteilen; dann ist auch der Monatsplan in Mark vorzugeben.
Angenommen, ein Herrenfahrrad kostet 200 Mark und ein Damenfahrrad
180 Mark. Dann ist die Planauflage fur beide Betriebe

900-200 + 600180 = 288000 Mark

Jetzt braucht man keine sortimentsgerechte Planerfillung zu verlangen.
In unserem Beispiel betragt das Produktionsvolumen des ersten Werks
1000-200 + 550180 = 299000 Mark und des zweiten 800-200 + 800
-180 = 304000 Mark.

Das zweite Werk hat demnach eine héhere Gesamtproduktion und somit
besser gearbeitet.

Man kénnte zur Beurteilung der Betriebe auch irgendeine andere Kenn-
ziffer bilden, die das Sortiment bericksichtigt.

So kdnnte man als Anreiz zur sortimentsgerechten Planerfillung unter
Berulcksichtigung des Produktionsvolumens die Kennziffer A = D:n
waéhlen, in der D die prozentuale Erreichung des vorgegebenen Gesamt-
volumens bedeutet und n folgendermafien bestimmt wird:

1. Wenn der Plan sortimentsgerecht erftllt ist, wird n = 1.

2. Ist der Plan bei einem der zwei zu produzierenden Artikel nicht erfullt,
so wird n = m;/m, wobei m die Planauflage dieses Artikels und m; die
tatsachlich produzierte Menge ist.

3. Ist der Plan bei beiden Artikeln nicht erflllt, so wird n = ede, wobei e
die Planauflage fur beide Artikel und e; die tatsadchlich produzierte
Menge ist.

Bei Planerfullung ist A = 100; bei Ubererfillung wird die Kennziffer
A > 100.

Im betrachteten Fall ergibt sich fur den ersten Betrieb A = 9%,5 und fur
den zweiten Betrieb A = 94,0. Nach der letztgenannten Kennziffer hat
der erste Betrieb besser gearbeitet als der zweite; beide haben den Plan
nicht erfullt.

Man kann beliebig viele solcher Kennziffern bilden und jedesmal zu
einem anderen Ergebnis kommen.

Wie findet man aber die zweckméaRigste Kennziffer? Diese Frage lalt
sich nicht beantworten, da es keine verninftige Antwort fur alle vor-
kommenden Falle geben kann.

Versuchen Sie einmal die Frage zu beantworten: Welches Verkehrsmittel
ist das beste — die Eisenbahn, das Flugzeug, der Dampfer oder der Maul-
esel? Die Antwort hangt von der Situation ab. Fur eine weite Reise ist
das Flugzeug am gunstigsten; in die nachstgelegene Stadt kommt man
am schnellsten mit der Bahn; fir eine Hochzeitsreise ist der Dampfer
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sehr schiin und in den Bergen kann <ler Maulesel das geeignete Verkehrs-
mittel sein.

Das Kriterium

Im vorher betrachLeten Beispiel wurde gczciglL, daR die \\nhl des besten
Transportmittels von der jeweiligen Situation abhangt. Fur die Hoch-
zeitsreise bietet z. B. ein komfortables Schiff die bequemsten Lebens-
bedingungen sowie eine intime und romantische Umgebung. Jungver-
mahlte haben es meist nicht eilig, irgendein bestimmtes Ziel zu erreichen.
Hier kdnnen allerdings die \'orziige des Schiffes gegentiber der Eisenbahn
schlecht quantitati\' angegeben werden.

Zur Lisung von Optimierungsaufgaben ist es je<loch unumganglich, die
verschiedenen moglichen Varianten quantitativ zu vergleichen. Deshalb
ist die Fahigkeit, quanLiLntiv I<<iterien exakt zu formulieren, sehr wich-
tig.

Kommen wir zuriick auf das Problem, vom Punkt 1 zum Punkt B zu
gelangen, wenn <ler direkte Weg morasLig ist. Wir kénnen die Aufgabe
folgen<dermaRen formulieren: Aus allen Wegen, die A mit B verbinden
und <len Morast umgehen, ist der kirzeste auszuwéhlen, Hier ist das
Kriterium, nach dem die \Vege verglichen werden, ihre Liinge.

\an koénnte die Aufgabe auch anders stellen: Aus allen Wegen von A
nach H ist der auszuwéhlen, fur den mau zu FuB die kirzeste Zeit braucht.
Das Kriterium, nach dem jetzt die Wege verglichen werden, ist die Zeit.
Es ist durchaus mdglich, daR sich bei beiden Aufgabenstellungen ein und
derselbe Weg ergibt, z. B. die punktierte Linie im Rild 78. Die Aufgabcn-
sLellungen sind jedoch nicht identisch. Zundchst unterscheidet sich das
Angebot an Wegen, ans denen der beste gewahlt wird. Bei der Mini-
mierung der Zeit muf? man alle Wege von A nach B betrachten, bei der
Minimierung der Liingc nur diejenigen, die nicht durch den Morast
fuhren.

Bil 77
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AufBerdem konnen die Aufgabeu ,-erschiedcne Lésungen haben. IsL z. B.
der Morast an einer Stelle so schmal, dal® ihn ein Fu3ganger einfach tiber-
springen kann, so kann man den kul'zeslell Weg entlang der gestrichelten
Linie wéahlen.

Kehren wir nun zu unsel'em Beispiel des Abteufens einer Bohrung zuruck.
\Vir wollten die maximal mégliche Vortriebsleistung beim Anlegen eine,
Erdolbohrung Lestimmen.

\Varum streben wir nach einel: maximalen \'ol'triebsleistung? Die Ant-
wort scheint offensichtlich zu sein: Je gréRer die Vortriebsleistung, um
so schneller ist die Bohrung fertiggestellt, und jeder Tag Zeitgewinn kauu
hunderte Tonnen Erddl bedculen.

Diese .\ntwort erweist sich aber als falsch. Die kiirzeste Zeitdauer fur «il-
Fertigstellung der Bohrung muf sich nicht bei der maximalen Vortriebs-
leistung ergeben. Je hoher die Vortriebsleistung der Bohrturbine bei
gleichbleibenden anderen Bedingungen ist, um so kleiner ist der erreich-
bare Vortrieb, bis der Bohrmei3el abgenutzt ist und auspewechselt
werden muf3. Hierzu ist das gesamte Bohrgestange hochzuziehen, manch-
mal aus einer Tiefe von einigen Kilometeru, und das erfordert viel Zeit.
Unwillkirlich kommt einem da der im StraRenverkehr so aktuelle Slogall
,Nimm Dir Zeit und nicht das Leben" in den Sinn.

Wir mussen also die Aufgabenstellung ander: Die Vortriebsleistung ist
so zu wahlen, dal3 die Bohrung in kirzester Zeit fertiggestellt ist.

Sie sehen: eine andere Aufgabenstellung — ein anderes Kriterium. Dal
Kriterium fur die Arbeit des Bohrtrpps ist jetzt die liesnmtzeit bis zul'
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Fertigstellung der Bohrung. Die Aufgabe besteht in der Minimierung
dieser Zeit. Die optimale Vortriebsleistung im Sinne des neuen Kriteriums
wirr unter der maximal moglicheu liegen.

Wtnn die Ente den Schwanz hebt, steckt der Kopf im Wasser

In Jen uishcr betrachtetell Aufgaben wurde das Kriterium durch eine
Variable angegeben. Die Optimierungsaufgabe bestand darin, den Ex-
tremwert fur das zu belra!'htende Kriterium zu finden. Doch — kann mau
wirklich ein Kriterium angeben, das gleichzeitig mehrere I<cnnziffer
enthiilt '

Kann man nieht — im Gegensatz zum bereits betrachteten 13eispiel —
die \lbcil der Betliebe gleichzeitig nach der Gesamtproduktion und der
sortimelltsgerechten Plauerfullung vergleichen? Man kann !loch auch das
- xtremum ful eine FunkLlion von mehreren Variablen bestimmell, gennuso
wie lur eine Fllllktioll ,-on einer Variablen!

Eine solche Frge wird — entwccler in ,-eideckter oder auch in offene,
Form — héanrig gestellt. Bei ihrer Beantwortung muf3 man vor allem
zeigen, daf} es sich tatsachlich um ganz verschiedene Aufgabenstellungen
handelt. Stcllell Sie sich zwei Knirpse auf einer Kinderschaukel vor (Bilrl
79). \Vellll einer nach oben steigt, sinkt der andere. Beide wollen aber

Bild 79

gallz oben seiu. Sie behelTscheu lloch nicht die Weislleit: ,,Wenn die Ellle
dell Schwanz hebt, steckt der Kopf im Wasser; hebt sie den I{opf — so
sillkt der Sd,wnnz nach unten'’, deshalb freuen sie sich, wenn es aufwarts
Oeht, und ,niillcll, wenll sie nud! unten sinken. Doch Oic kdnnen es auf
keine \Veis, I'tTl'iehen, ¢InB sie sich beide gleichzeitig im hochsten Punkt
LefindlI'll.
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Bild 80

Die Summe ihrer Absléande von der Erde isl immel' dieselbe; sie ist gleich
dem doppelLen Abstand des Stitzpunktes des Schaukelbalkens von dlr
Erde. lhre H6hen Uber der Erde sind also keine unabhangigen Grof3en,
sondern abhéngige; die Summe der Hohen ist konstant. Wenn der eine
nach oben steigt, mu notwendigerweise der andere nach unten sinken.
Es ist schwierig, den beiden Kindern (abel nicht nur Kinder) klarzu-
machen, dal MaRigung die optimale Verhaltensweise ist.l) Das Beste,
was beide gleichzeitig erreichen kénnen, ist die gleiche Héhe (Bild 80\.
Nun ist zwar keiner der Knirpse begeistert; wahrscheinlil’h weint alber
auch keiner. Fassen wir die Schlu3folgeltrgen zus:unmen: Wtnn wir von
der Bestimmung des Extremums einer Funktion von mchl'cren Variahlcll
sprechen, setzen wir stillschweigend ,-oraus, dal} diese Val'iablcn vonein-
ander unabhéangig sind, dall man also eine beliebige von ihnen verandel'll
kann, ohne dal} sich dabei gleichzeitig die Werte einer anderen iindl r.
Handelt es sich jedoch um eine Extremwerlbestimmung bei abhanl.dgf'n
Variablen, so sind die Abhangigkeiten zu beriicksichligen. Hier stof3en wil:
auf den Begriff des bedingten Extremwerts.

Gehl es um ein quantitatives Kriterium zum Ve,gleieh mehrerer Objekte,
so darf dieses Kriterium nur eine Variable haben. Die Werte der Variablen
charakterisieren die einzelnen Objekte, und die Objekte werden verglichen,
indem die Werte einander gegentibergestellt werden. Haben zwei Objekte
dieselben \Verte, so sind sie gleichwertig. Nur unter den vorgenannten
Voraussetzungen hat es Uberhaupt Sinn, die Aufllabe del' Bestimmung
des optimalen Objekts zu stellen.

Die Nahe

Es ist sehr schwierig, ein quantitatives Kriterium fir Jen Grad der
menschlichen Néhe aufzustellen, sowohl fir das geistige Nahestehen als

1) llcr Dichter Shukowskij hat irgendwo cinlnal glsagt: ..)liiBigung i0L dos N stc t;clagt."
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auch fur die menschliche Néhe, die erstes Gesprachsthema der Sechzehn-
Jahrigen ist, wenn es ihnen gelungen ist, einen nicht jugendfreien fran-
z@sischen oder italienischen Film anzusehen.

Wir wollen jetzt bei dem \spekt der Nahe etwas verweilen, fir den sich
ein quantitatives Kriterium einfuhren lIa3t. Man sprcht von nahen geo-
logischen Epochen und nahe gelegenen Stadten. Was bedeutet das?
Sind zwei Staddte nahe gelegen, wenn die Entfernung zwischen ihnen
200 Km bctriigt? Sind zwei Erdzeitalter, die durch 200 Millionen Jahre
voneinander getrennt sind, einander nahe oder fern? Der aufmerksame
Leser wird sofort die Gegenfrage stellen: Nahe oder fern im Vergleich
wozu?

Die Erdzeitalter werden in Millionen Jahren gemessen; wenn die Zeit
zwischen zwei Epochen geringer ist als die Dauer der Epochen selbst,
kann man von nahe gelegenen Erdzeitaltern sprechen.

Die Entfernung zwischen zwei Stadten kann einige wenige, hunderte oder
gar tausende Kilometer betragen. Die Entfernung zwischen Berlin und
Ifoskau ist gro3 im Vergleich zur Entfernung zwischen Berlin und Dres-
den; im Vcrgleich zur Entfernung zwischen Berlin und Wladiwostok ist
sie jedoch klein. Der Begriff der Néahe hangt also von der jeweiligen Situ-
ation ab.

Es ist klar, da? man zul Bestimmung der Entfornung zweier Punkte eine
\foReinheit fur die Liingc haben muf3. Doch das ist fur die Oerinition des
Begriffes der Nahe noch nicht ausreichend. Man muf3 noch angehen,
wozu man die Entfernung in Beziehung setzt. Manchmal handelt es sich
uu1 um einen Vergleich von Entfernungen, wie im eben betrachteten
Beispiel. In anderen Féllen kann der Vergleich, wie sich bald zeigen wird,
viel schwieriger werden.

Sie, verehrter Leser, werden meinen, dal® Sie aus diesen ganzen trivialen
Uberlegungen nichts Neues erfahren haben. Jch bin fast mit lhnen ein-
Yerstanden. Kdnnen Sie mir aber sagen, welche der beiden Kurven im
Bild 81 der horizontalen Achse naher liegt, die gestrichelte oder die
punktierte?

Ich glaube, Sie befinden sich nun in derselben schwierigen Situation wie
der Vater eines Zwillingspaares, del nur einen der Zwillinge zum FufZball
mitnehmen kann, naturlich denjenigen, der sich am besten gefuhrt hat.
Der eine hat die ganze \Voche nicht essen wollen, sich zweimal geweigert,
die Zahne zu putzen undan den Fingernageln gekaut. Der andere hat sich
die ganze Woche tadellos benommen; doch am Sonnabend hat er mit
Hilfe einer speziell dazu konstruierten Vorrichtung aus Spiegeln, Rohren
und Hebeln den ganzen \bend die &ltere Schwester beobachtet, als deren
Flelllld zu Besuch war. Versuchen Sie nun zu sagen, wer mit zum Fuf3ball
darf!

Der Leser, der die vorigen \bschnitte aufmerksam gelesen hat, wird
Uberlegen antwoltcn: ,,Die Antwort auf diese Frage wurde bereits friher
gegeben — wir mussen ein Kriterium einfuhren, in unserem Fall ein
Kriterium fiir die Nahe zweier Kuryen."
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EinvPrstanden, Joch was fir Kriterien kallll man fiir die Nahe von Kur-
,en vorschlagen?

Musja und Pusja

Die Nachbarinuen Musja un<l Pusja sind gule Fl'eundinnen. Sie wohnen
auflerdem nahe beieinander und haben &hnlich klingende Voramen —
sie unterscheiden sich ledigli.-h im ersten Buchstaben.

\lusja und Pusja kommen gemeinsam ,-on der ,\rbeil zurtck. Sie 6ffuell
ihre Wohnungstiiren und schalten das Licht ein. Die relolulcrc Musja
macht sofort das Licht im Korridor, im Wohnzimmer. in der Kiiclie und
im Bad an, das Hadio wird auf Yolle Lautstdrke eingestclll, und sie
beginnt, das Abendessen zuzubereiten.

Pusja setzt sich erst einmal in Hube iu den grof3en Sclscl, 111 eine spallllell-
de Erzahlung uUber die Schadlichkeil ,.on Fleischgerichten in der Zeit-

schrift ,,Deine Cesundheit:' zu leseu.
Mnlja hort sich die Sendung des Fralwnfunks an. )pr akllldle S<hlager

Zweimal zwei ist Yier,

Bleib gesund und trink Kefir*

Gehst Du nachher aus dem Haus,
Mach noch schnell die Lampen aus . ..

erreicht sein Ziel, und Musja léscht das Lidtt im Wohnzimmer, im Korri-
dor und im Bad. 3alcl ilL die Frauensendung zu Ende. und sie schaltet den
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Radioapparat aus. Es klopft, Pusja komml. Sie wollte, nachdem sie sich
erholt hat, blgeln und hat das Bigeleisen eingeschaltet. DaLei ist in ihrer
Wohnung die Sicherung durchgebrannt. Musja ladt Pusja zu sich ein. Ilis
die Manner vom FuBball kommen, ist niemand da, der die l:rsache des
Kurzschlusses suchen und die Sicherungen auswechseln kann. Nachdem
sie die neuesten Strickmuster erdrtert haben, setzen sie sich vor den
Fernsehapparat, um am internationalen FufR3ballspiel teilzunehmen. Das
hilft ihnen, sich die Zeit zu verkirzen, und gibt ihnen die Méglichkeit, sich
mit ihren Mé&nnern Uber das Spiel zu unterhalten.

In den Bildern 82 und 83 kann man den Verbrauch an Elektroenergie in
den Wohnungen von Musja und Pusja verfolgen. Auf der horizontalen
Achse ist die Zeit abgetragen und in vertikaler Richtung der jeweilige
Energieverbrauch.

Als Pusja das defekte Bigeleisen eingeschaltet hat, kam es zum Kurz-
schlu3; die aufgenommene Energiemenge stieg sehr stark an, und die
Sicherung brannte durch. Die Kurve sank auf Null ab.

Will man nun den Energieverbrauch einschatzen, so kann man das min-
destens auf zweierlei Weise:

Die Z&hlerstdnde von Musja und Pusja haben sich um einen Betrag geén-
dert, der der GroRe der Flachen unter den Kurven in den Bildern 82 und
83 proportional ist. Die Flache unter der Kurve von Musja ist grofer,
demzufolge liegt also die Kurve von Pusja insiesamt nuher an der
horizontalen Achse (der Nullinie).

Vergleicht man jedoch die Kurven nach ihrem maximalen Wert (gerade
darauf reagieren die Sicherungen), so ist die Kurve von Pusja bedeutend
héher als die von Musja, und nach diesem Kriterium liegt die Kurve von
Musja naher an der horizontalen Achse.

Kein schreckiches Integra

Ich erwdhnte die Flache unter einer Kurve. Der genaue Leser wird dabei
eine Erklarung vermi3t haben: In der Elementargeometrie wird nur der
Flacheninhalt von Figuren bestimmt, die durch Strecken begrenzt sind,
wahrend es sich hier um Flachen handelt, die ,-on beliebigen Kurven
begrenzt werden kénnen. In der Schule wird zwar auch die Flache des
Kreises durch Grenziibergang ,-on den Flachen einbeschriebener und um-
beschriebener Vielecke ausgehend bestimmt; llllexakte Schliisse mit dem
schlecht gefal3ten Begriff des Grenzwertes verschleier jedoch nm- das
Wesen der Sache.

Zur Bestimmung des Flacheninhalls einer ebenen Figur, also eines Teils
der Ebene, der durch eine Kurve begrenzt wird, braucht man bestimmte
Rechenregeln. Diese Rechenregeln kann man nur herleiten, wenn man
einige Kenntnisse der Theorie der Grenzwerte hat.

Ich werde im folgenden versuchen, einige Grundideen und einfache
Tatsachen darzulegen, ohne die Theorie der Grenzwerte zu he-
nutzen.
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In erster Linie wollell wir uns damit beschéftigen, wie man den Flachen-
inhalt unter einer Kmyve, wie sie z. B. im Bild 84 dargestellt ist, bestim-
men kann. Die Flache wird durch den Abschnitt a O x O b auf der
x-Achse, die Kurvey = f(X) und zwei zur y-Achse parallele Strecken durch
die Punkte x = a und x = b begrenzt. Die Grundidee zur Berechnung
<es Flacheninhalts S besteht darin, daR man die Ausgangskurve durch
eine im Bild 84 ebenfalls dargestellte Treppenkurve ersetzt.

Die Flacheninhalte der einzelnen so erhaltenen Rechtecke lassen sich
leicht bestimmen. ihre Summe ist etwa gleich dem gesuchten Flachen-
inhalt unter der Klll'vc. Je schmaler die Rechtecke gemacht werden (dabei
nimmt natdrlich ihre Anzahl zu), um so mehr kommt die Summe ihrer
Flacheninhalte dem gesuchten Flacheninhalt nahe.

Bei weiterem Anwachsen der Anzahl der Rechtecke (wobei ihre Breite
immer geringer wird) nahert sich ihr Flacheninhalt immer mehr dem
gesuchten Flacheninhalt. Man sagt: Die Summe ihrer Flacheninhalte
strebt gegen einen Grenzwert, den Flacheninhalt S unter der Kurve
y = f(x), fur den wir uns interessieren. Er heilt bestimmtes Integral der
Funktion y = f(x) tber das Intervall (a, b) und wird bezeichnet mit

S= 'Ff(x) dx

Das Zeichen T fiir das Integral stammt vor Anfangsbuchstaben S des
Wortes Summe und wurde von Leibniz eingefiihrt, der gleichzeitig mit
Newton die Integralrechnung geschaffen hat. Vor allem Leibniz verdan-
ken wir fast samtliche Symbole und Bezeichnungen der Integral- uncl
Differentialrechnung. Die Buchstaben oberhalb und unterhalb des Sym-
bols f deuten auf Anfang und Ende des Intervalls hin, tiber dem der
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Flacheninhalt beslimml wird. Mit <x isl nidil <as Produkt von d und 1
bezeichnet, sondern dx ist als geschlossenes Symbol anzusehen. Es tréagt
die Rezeichnltlll Differential.

Falls Sie nun glauben, verehrter Leser, Sie hatten hil'xrlit bereits das
Wesen der Integralrechnung kcnnengelcr 1, so mul\ ich Sie leider ent-
tauschen und auf spezielle Literatur verweisen. Wir brauchen aber fiur
unsere weiteren Betrachtungen llie Jntcgralrechnung nichl.

Bei komplizierten Kurven bietet <lie Integralrechnung nur Naherungs-
verfahren zur Bestimmung der Flacheninhalte. Wenn Sie eillmal einen
Flécheninhalt zu bestimmen haben und es lhnen nicht auf sehr groR3e
Genauigkeit ankommt, kdnnen Sie ein einfaches Verfahren anwenden.
Nehmen Sie ein rechteckiges Blatt Papier und bestimmen Sie den Flachen-
inhalt aus Lange und Breite. Danach stellen Sie das Gewicht des Papier-
bogens auf einer genauen Waage fest. Nun zeichnell Sie Hue Figur auf
das Papier, schneiden sie sauber aus und wiegen sie auf derselben \Vaage.
Ich glaube, die weiteren Operationen mit den erhaltenen Werten sind
Ihnen klar. Die beschriebene Methode stellt ein sehr gutes 1 dherungsver-
fahren zur Berechnung bestimmter Integrale dar; naturlich ist die Genau-
igkeit nicht sehr gro3. Fur groRere Genauigkeileu muf man sich auf die
Methoden der \nalysis stiitzen und <lie Rechnungen auf einem elektro-
nischen Rechner ausfuhren.

Bevor wir unser Gesprach tber die Berechnung des Flacheninhalts ebener
Figuren abschlieBen, mdéchte ich noch feststellen, dal es manchmal
gunstig ist, auch vom negali,-en Flacheninhalt zu sprechen. Befindet sich
die begrenzende Kurve unterhalb der x-Achse, so sieht man den Flachen-
inhalt als negativ an (Ilild 85). Das ist auch verstandlich: Die Werte der
Funktion y = {(X) sind hier negativ, wahrend man die Grundseile der
krummlinigen Flache auf <ler x-Achse in positiver Richtung orientiert.
Schneidet die Kun-ey = {(X) die x-Achseg, so ist <ler Teil der Flache ober-
halb der x-Achse positiv, wahrend der Teil der Flache unterhalu der
X-Achse negativ ist (Bild 86). Fur die durch <ie x-Achse und die Sinus-
kurve im Intervall 0 O x O 2n eingeschlossene Flache ergibt sich der
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Bild 8.
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Bill 87

\\crt Null, da der posiLi\'e und der negative Teil der Flache gleich grof3
lind (Bild 87).

Raum, Abstand, Norm

Viele Worter unserer Sprache haben mehrere Bedeutungen; manche er-
halten auch mit der Zeit einen neuen Inhalt. Der Begriff ,,Masse" fur
eine groBe Menge irgendwelcher Dinge hat auch die Bedeutung eines
dickflUssigen Breis (z. B. Teermasse, Klebemasse). AuRerdem stellt er
einen wichtigen physikalischen Grundbegriff dar.
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In analoger \Veise verwendet man den Begriff ,,Raum" fur die Hilume ill
einem Haus (z. D. die Zimmer) oder auch mit einer wesenLlich allgemeine-
ren Bedeutung. Wir haben bereits vom mehrdimensionalen Raum — der
Verallgemeinerung des gewdhnlichen Raumes — gesprochen.Jetzt mdchte
ich auf eine weitere Verallgemeinerung hinweisen, die eng mit dem Begriff
der Nahe zusammenhangt.

Jedem ist bekannt, dalR in unserem Raum der kiirzeste Abstand zwischen
zwei Punkten P und Q durch die Lange der geraden Verbindungslinie
angegeben wird. Wir leben aber nicht irgendwo, sondern auf der Erde,
und die Erde ist ndherungsweise eine Kugel. Deshalb kann man den kiirze-
sten Abstand z.B. zwischen Berlin und Alma-Ata nicht mit Hilfe einer
geraden Verbindungslinie messen, sondern auf einem Grol3kreisbogen.
Diese kiirzeste Verbindung langs des GroRRkreisbogens kdnnte allerdings
nur das Flugzeug benutzen. Fahrt man mit der Eisenbahn, so hat man
als Entfernung zwischen Berlin und Alma-Ata die Lange der Eisenbahn-
linie anzusehen, deren Trassen z. B. die Wisten umgehen. Die Entfernung
zwischen den beiden Stadten langs der Eisenbahnlinie ist bedeutend
groBer als langs des GroRRkreisbogens.

In der Stadt miRt man die Entfernung zwischen der Wohnung und der
Arbeitsstelle nicht langs der Luftlinie, sondern entlang den Stral3en, die
von der Wohnung zur Arbeitsstelle fihren.

Diese Entfernung ist fur den FuRRgénger meist kleiner als fur den Auto-
fahrer: Der FuRgénger kann einen Park durchqueren; er braucht auch nicht
auf EinbahnstraBen zu achten. AuRerdem geben wir die Entfcmung
zwischen der Wohnung und der Arbeitsstelle oft nicht in Kilometer an,
sondern wir nennen die Zeit, die wir fir den Weg brauchen.

Stellen wir uns einmal ein Drahtgestell in Form eines Wirfels vor. Eine
Ameise, die von einer Ecke zur gegenuberliegenden will, muf3 die Kanten
des Wiirfels entlanglaufen. Demzufolge ist fur sie die Summe der Lange
der Kantell, auf denen sie entlangzugehen hat, der Abstand zweier Eck-
punkte.

Im Abschnitt Uber Musja und Pusja wurde die Frage der Néhe der bei-
den Kurven noch nicht endgultig geklart. \Vir missen uns eine Methode
ausdenken, nach der wir den Abstand zwischen zwei Kurven messen
kénnen.

Das alles zwingt den Mathematiker nachzudenken: Welche gemeinsamen
Eigenschaften haben alle diese verschiedenen Abstandsbegriffe? Einige
Uberlegungen fuhren uns zu den Haupteigenschaften:

Der Abstand zwischen zwei Punkten P und Q ist nie negati\'; er betragt
nur dann Null, wenn P und Q zusammenfallen. Wir wollen den Abstand
zwischen P und Q mit r(P, Q) bezeichnen. Im gewdhnlichen Baum ist der
AbstandvonPPnachQder gleiche wieder vonQnachP:r(J, Q) = r(Q,P).
Diese Eigenschaft wird als Symmetrie bezeichnet. Glauben Sie nur nicht,
dal sie immer erfullt sein muf3. Der Weg von der Wohnung zur Gast-
statte ist oft viel kuirzer als der von der Gaststatte zur Wohnungstir! In
einer Stadt mit EinbahnstraRen ist der \Veg fur ein Auto von I' nach Q
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nichtder gleiche wie dci- von Q nach P. Zunachst wollen wir aber derartige
unsymmetrische Situationen aufier acht lassen.

SchlieBlich ist die Beziehung, die zwischen den Seilen eines Dreiecks
besteht, die wichtigste Eigenschaft des Abstandsbegriffes: Die Summe
zweier Drl'ieckseiten isL nie kleiner als die dritte Seite. Das lait sich
folgendermaRen schreiben, wenn P, Q und S beliebige Punkte <les \aumcs
sind:

r. (. or(1>, S+ r(Q, S)

DieseUngleichungwiid ab Dreiecksungleichung bezeichnet. Stellen Sie sich
,or, Sie verfligen Uber eine gewisse Menge von Objekten beliebiger Art.
Diese Objekte kénnen Punkte der Ebene oder des zehndimensionalen
Raumes, Vektoren oder Polynome, Funktionen oder Transformationen
sein. Aus diesen Ohjekteu konstruieren wir einen neuen Raum. Wir be-
zeichnen unsere Objekte einfach als Punkte des neuen Raumes und kenn-
zeichnen sie durl’n CroBhuchstaben. Das fuhrt zu keinerlei Komplikati-
onen. Wil gehen miL den Elementen unseres konstruierten Raumes (die
z. B. Funktionen oder TliIinsformationen darstellen) genauso um wie mit
den Punktrn im gewodhnlichen Raum. .Jetzt wollen wir definieren, was
ein metriscluer Haum ist (d. h., ein Raum mit einer Metrik — einem Ab-
standsbegriff). Das ist Pin Raum, der aus einer Menge irgendwelcher
Elemente besteht uni! ill dem fur zwei beliebige Elemente J> und Q eine
reelle Zahl r(P, Q) definiertist, die Abstan<l genanut wird un(l den folgen-
den zwei Hcdingungl'n gentgt:

Erstens gilL r(P, Q) = 0 genau danu, wenndie Punkte P und Q zusammen-
fallen. ZwcitPm gilt fur drei beliebige Punkte P, Q und S die lwreits
angegebene Dreiecksungleichung.

(:elten fur einen \bstandsbegriff diese zwei Beziehungen, so kallll man
damus leidll die Nichtnegati,-itéat, die Symmetrie un<l viele andere
Eigenschaften ableitcn. Uer Abstandsbegriff gibt uns die 0l8glichkeit,
Pin Kriterium fiir die \\&he zweier betrachteter Objekte zu finden.

Im folgenden kénnen Sie sich davon Uberzeugen, wie allgemein der ein-
gefihrte Begriff des metrischen Raumes isl und was man damit anfangen
kann. Selzen wir zuniichst voraus, daR die Punkte P, Q und S unseres
metrischen Raunll's Funktioneny = p(t); y = q(t); y = [(t) sind, <lie alle
iibcr einem bestimmten ZPilinten-all a = t - b definiert sind. In der
\fonge diesel: Funktioncn lii(h sich ein Abstandsbegriff auf verschiedene
Weise cillfiihlell. \clunen wir als konkretes Beispiel die Kurven, die den
Energieverbrauch vop Musja und Pusja beschreiben. Als Abstand zwischen
den Funktionen kiinnen wir das Maximum der Differenz der Kur\'(ll
betrachten (dic absolute GrolRe — der Abstand darf nicht negativ sein).
Bild 88 zeigt die Funktionskurven y = p(t) und y = q(t), Bild 89 .ihre
Differenz ill tlen einzelnen Punkten und Bild 90 den absoluten Betrag
dieser Differenz. Der groRte Wert der letzten Kurve wurde als Abstand
zwischen clisn Funktionen eingeflhrt. Dieser Abstandsbegriff ist zweck-
maRig bei dt!' Renrtcilnng des Stromverbrauchs, wenn es darum- geht,
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Hild .s

\
a p = 7/

festzustellen, bei welcher Kurve die Gefahr grof3er ist, daB <lie Sicherung
JJurchbrennt.

Wollen wir sparsam mit der Elektroenergie umgehen, wahlen wir ab
Abstan<l zwischen den Funktionen die GréRe rler im Rild 90 srhraffierll'll
Flache. Die Formel dafir sieht folgendermafen aus:

r(P, Q) = Fip@) - q) dt

Ich hoffe, Sie nehmen diese Formel bereits gelassen hin, andereufalls
kdnnen Sie sie einfach tUbersehen.

Fir beide Abstandsbegriffe — das Maximum des absoluten Helrages der
Differenz der Kurven und dns Integral Uber den \bsolutuetral der
Differenz — sind die beiden Axiome fir einen metrischen Hnum erfillt.
Wenn Sie mir das nicht glauben wollen, kdnnen Sie sich leicht seihst davon
Uberzeugen,

\limmt man als Auslan<l zweier Punkte auf der Kugel die Lange des enl-
sprechenden Grof3kreisbogens, so sind ebenfalls die Axiome des metrischeu
Haumes erflllt, und die Kugelflache erweist sich bei dieser Abstands-
definition als metrischer Raum.

Einen Raum stellt man sich oft als riesengrof3 und allumfassend vor.,\ her
der metrische Raum, den wir kennengelernt haben, kaull aus nur drei
Punkten, z. B. den Ecken irgendeines Dreiecks, bestehen. Wenn wir die
Eckpunkte eines Dreiecks mit P, Q, S bezeichnen und als Abstand
zwischen ihnen jeweils die Léange der Verbindungsstrecke definieren, sind
beide Axiome des metrischen Raumes erfiullt. Der Abstand zwisehcn
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zwei Punkten ist genau dann gleich Null, wenn sie zusammenfallen, und
die Dreiecksungleichung gilt trivialerweise. Weiter ist nichts nétig, die
drei Punkte sind bereits ein metrischer Raum!

Spater werde ich noch ein anderes ungewdéhnliches Beispiel fur einen
metrischen Raum bringen.

Maoglicherweise erweckt die Verwendung des Begriffes H.aum fir eine
Menge aus nur drei einzelnen Punkten bei lhnen den Verdacht, daf} bei
der Verallgemeinerung des Raumbegriffes nicht die wesentlichslen Eigen-
schaften dessen, was man gemeinhin unter Raum versteht, benutzt
wurden. Im gewdhnlichen Raum kann man z. 3. Vektoren addieren oder
mit einer reellen Zahl multiplizieren und erhé&lt dabei neue Vektoren
desselben Raumes. Im metrischen Raum braucht das nicht erfillt zu
sein, wie man an dem betlachteten Beispiel des metrischen Raumes aus
nur drei Punkten erkennt.

Man konnte einen neuen Raum auch so konstruieren, dafd die Addition
der Elemente und die Multiplikation mit reellen Zahlen ausfiihrbar
bleiben. Dann bleiben die gewdhnlichen Eigenschaften dieser Operationen
erhalten, insbesondere bilden die Elemente des Raumes dann bezuglich
der Addition eine Gruppe, von der im Zusammenhang mit den grof3en
Entdeckungen von Evariste Galois die Rede war. Ein solcher Raum heif3t
linearer Raum. Der Raum der ebenen Vektoren ist beispielsweise mit der
gewohnlichen Vektoraddition und mit der Multiplikation eines Vektors
mit Zahlen linear. Die Menge aller Polynome mit reellen KoeFrizienten
bildet ebenfalls einen linearen Raum. In der Tat, die Summe zweif'r
Polynome ist wieder ein Polynom, und ein Polynom bleibt ein Polynom,
wenn man es mit einel: Zahl multipliziert.

Vektoren haben eine bestimmte Lange. Lalt mau die Vektorenim Koordi-
natenanfangspunkt beginnen, so ist die L&nge eines Vektors ni<hts anderes
als der Abstand zwischen dem Endpunkt des Vektors und dem Null-
punkt — dem Koordinatenmspmng.

Fuhrt man im linearen Raum einen Abstandsbegriff ein, so erhiilt man
einen Raum, der sowohl linear als auch metrisch ist. Solche Raume heifRen
lineare normierte Raume oder Banachraume (nach dem grof3en polnischen
Mathematiker Stefan Bmwech, einem der Schépfer der Funktionalanalysis,
der im Jahr 1945 verstorben ist).

Im linearen normierten Raum giht es etwas Entsprechendes wie die Langl'
eines Vektors. Bezeichnet der Buchstabe P ein beliebiges Element del
Raumes und O das Nullelement, so ist die Lange des Elementes P dcl
Abstand r(P, 0) zwischen den Elementen P und O. Diese Zahl hei3t Norm
des Elementes und wird mit IIPIl bezeichnet.

Fuhrt man zuerst den Begriff der Norm ein, so kann man als Abstand
zwischen zwei Elementen P und Q die Borm ihrer Differenz IIP — Qll
benutzen. Im Raum der z. B. im Intervall a O t O b definierten Funk-
tionen laRt sich die Borm in verschiedener Weise definieren. Man kénnt(
etwa den maximalen Betrag 1l{ll = max If(t)] der Funktionswerte illl
Intervall a Ot O b als Norm der Funktion einfiihren. Mit der so defi-
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nicrlen Norm und der ublichen Addition von Funktionen und der
Multiplikation von Funktionen mit Zahlen erhalt man einen linearen
normierten Funktionenraum, von dem man sagt, er sei unendlichdimen-
sional.

Wie Fachausdriicke entstehen

An dieser Stelle erlaube ich mir eine Abschweifung vom Thema. Man kann
sie zwar nicht als lyrische Abschweifung bezeichnen, doch hoffe ich, sie
kompensiert die Muhen, die Sie mit den Formeln und langen Betrach-
tungen des vorigen Abschnitts hatten.

Es ist vollig belechtigt, zu fragen, warum die Norm — das Analogon zur
Lange eines Vektors — Norm genannt wird. Das ware nur ein Spezialfall
der allgemeinen Frage, wie Uberhaupt Fachausdricke entstehen.

In der neuesten Ausgabe des Duden findet man unter Norm: ,,Norm, die,
—, -en (1. Hegel, Richlschnur, Musterbeispiel, Einheitsmuster; Vorbild;
Vorschrift, Standard — 2. Techn, Wirtsch GréRenvorschrift, Leistungs-
soll — 3. Buchw Bogensignatur) (lat)".

In gewissem Sinne entspricht das unter 2. Genannte dem von uns ein-
gefuhrten NormLegriff, obwohl die Norm einer Funktion naturlich eine
ganz andere Bedeutung hat als eine Arbeitsnorm oder die Norm der
Brotrationen, die es einmal auf Brotkarten gab.

Die Mathematiker hahen eine Vorliebe fiir Worter, die vom Wort ,,Norm**
abgeleitet sind. Es gibt Normalrdume, Normaloperatoren, Normalteiler,
Normalverteilung, Normalgleichungen und einfach Normalen. Dabei hat
man es in allen Féallen mit grundverschiedenen Dingen zu tun, die ver-
schiedenen Gebieten der Mathematik entnommen sind.

Das Gegenteil eines normalen Menschen ist ein unnormaler (gewdhnlich
ist allerdings unklar, was <as bedeutet!). In der Mathematik gibt es aber
keine unnonnalen Gleichungen, unnormalen Verteilungen oder unnor-
malen Operatoren.

Es ist allgemein so, <laf3 sich ein Wissenschaftler, der einen neuen Fach-
ausdruck einfuhrt, wenig darum kiimmert, ob das betreffende Wort ein
Antonym — ein Wort mit entgegengesetzter Bedeutung — hat. Es gibt
z. B. gewohnliche Differentialgleichungen, doch keine ungewdhnlichen!
Als gewodhlllichc Differentialgleichungen werden solche bezeichnet, bei
denen die zu bestimmende Funktion eine Funktion einer unabhéngigen
Variablen ist; Differentialgleichungen fur Funktionen mehrerer Variabler
heilRen partielle Differentialgleichungen und nicht ungewdhnliche Diffe-
rentialgleichungen!

In del: Mathematik werden rechteckige Tabellen als Matrizen bezeichnet.
Ein Beispiel einer \Matrix ist:

aq bi Cq dl
a b2 () df_)
as b;} C3 d3
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Die einzelnen Elemente der Tabelle konnen Zahlen, Buchstalen oder
Funktionen sein. Wie Sie sehen, ahnelt die Bezeichnung der der typo-
graphischen Matrizen fur den Schriftgu® (hier lautet der Singular jedoch
Matrize), obwohl es eine ganz andere Sache ist.

Nehmen wir eine quadratische Matrix, die soviel Zeilen wie Spalten hat:

[} DI 1

#} OB W
Die Sumne der Didgoualelemente a; + b, + ca wird als Spur der Matrix
lezeichnet. Man wird schwerlich eine Analogie zu dem bekannten Ge-
brauch des Wortes ,,Spur' finden, zur Spur im Schnee, zur Spur eines
Verbrechens usw.
Vor nicht allzulanger Zeit hat der bekannte amerikanische Mathematiker
J. L. Doob, Spezialist auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
einen neuen Begriff fur bestimmte Zufallsprozesse eingefihrt, den des
Martingals. Die entsprechende Definition in dem Buch ,,Stochastische
Prozesse' von J. L Doob lautet:
»Ein Zufallsprozef {x;, t E 1'} heil3t Martingal, wenn fir jedes t E 1' gilt
E {Ix,!} < o und wenn fir beliebige n 0 1 und ti< 2< ...<t,,; Mit
Wahrscheinlichkeit 1 gilt

E{X,.+IX,,. - - - Xi.} = X"

Vor einigen Jahren war Professor Doob in Moskau und hat an der Mos-
kauer Universitat einen Vortrag gehalten. Danach wurde ihm von einigeu
Zuhtérern die Frage gPstellt, woher der Ausdruck Martingal stamme.
Obwohl Professor Doob seinen Vortrag in Russisch gehalten hatte, reichte
sein Wortschatz fur die Antwort auf diese Frage nicht aus. Er malte eine
pferdeéhnliche Figur an die Tafel, zog eine ovale Linie um den durreu
Hals, die offenbar ein Kumt darstellen sollte, legte die Kreide beiseite.
zeigte mit dem Finger auf diese Stelle und sagte:,, Das ist ein Martingal . ..
und auch das, was ich vorher als Martingal definiert habe."

Mir hat diese forsche Art gefallen, neue Begriffe einzufiihren: Sie eriibrigt
jede Rechtfertigung und Erklarung vor den peniblen Kollegen, welche
komplizierten Grinde gerade diese und keine andere Bezeichnung nahe-
legen. Ein Begriff erwirbt bereits seine Existenzberechtigung, wenn er
gut klingt und sich leicht einpragt.

Genauso ist das \Vort Kybernetik entstanden: Der Begriff ist durch
Norbert Wiener eingefuhrt worden, hat sich eingebirgert und verdrangt
nach und nach alle anderen langen umschreibe®den Wortkombinationen
fur den Gegenstand dieses Fachgebietes.

Auch hier kann sich kaum jemand etwas anderes unter dem Inhalt dieses
Wortes vorstellen, denn die altgriechische Sprache leherrschen nur noch
wenige Menschen auf der Erde.

Natirlich muf die Einfihrung eines neuen Begriffes etwas mehr begrin-
det sein als durch den Wunsch des Autors, in die Geschichte einzugehen.
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Lic hetlachtelen Objekte oder Erscheinungen mussen so wichtig sein,
dal} sie eine neue RBezcichnung verdienen. Die Bezeichnung gebihrt dem
Gegenstand und nicht dem ruhmstchtigen Autor!

Was wird nun mit den Aufgaben des Technologen?

Im Ccsprdeh mit dem Technologen fur Erddlverarbeitung halleu sich
drei Aufgaben ergehen:

1. Es soll ein Kriterium angegeben werden, nach dem die Gute des Ver-
;ubeitungsprozcsses beurteilt werden kann

2. Es sollte ein mathematisches Modell fiir den Verarbeitungsproze ge-
schaffen werden

J. Auf Grund des Gutekriteriums und des mathematischen Modells soll
¢in Algorithmus fur die Steuerung des Prozesses angegeben werden

Leider kdnnen wir uns noch nicht rihmen, die Aufgaben geldst zu haben.
Wir haben es mit recht schwierigen Problemen zu tun, und auch in der
Literatur ist noch keine vollstdndige Losung zu finden. Die Grundideen,
die zur Lésung der Aufgaben fuhren kdnnten, sind Uber den Prozel3 der
Erddlverarbeitung hinaus fur die Steuerung vieler technologischer Pro-
zesse von Bedeutung. Deshalb werde ich mich lediglich mit den Grund-
ideen auseinandersetzen, ohne ausfuhrlich auf die mdglichen Wege zur
Loésung unserer konkreten Aufgaben einzugehen.

Beginnen wir mit der Auswahl eines Kriteriums zur Beurteilung der Giite
des Verarbeitungsprozesses. Der Mathematiker kann gewdhnlich nicht
sagen, nach welchen Gesichtspunkten man ein Kriterium auszuwiihlen
hat.

.,Die \uswahl eines Gutekriteriums ist Aufgabe des Technologen, wenn
nicht des Werkdirektors selbst" — so lautet das Hauptargument des
Mathematikers, mit dessen Hilfe er das Schlachtfeld in Ehren zu ver-
lassen sucht.

Natlrlich kann man vom Mathematiker nicht die genaue Kenntnis der
Technologie des Verarbeitungsprozesses verlangen oder ein ausreichendes
Ver(tandnis fur die komplizierten Beziehungen des Betriebes zu den
Zulieferer und den Verbrauchern. Aber gerade davon héngt die Wirk-
Damkeit der Strategie und die Auswahl des Gutekriteriums ab (ich habe
das Wort ,,Strategie" vielleicht etwas zu frih gebraucht, spater wird der
Inhalt <les Begl'iffes exakt erklart werden; hier wollen wir das Wort im
ublichen Sinne auffassen).

Auch die Verantwortlichen des Betriebes bzw. die Technologen befinden
sich in keiner guten Lage: Sie mussen ein Gutekriterium finden und den
Mathematiker zufriedenstellen, der ein exaktes Gutekriterium haben will
und an den Formulierungen herumnorgelt. Wie soll aber der arme Tech-
nologe mit den Uberspitzt genauen mathematischen Formulierungen
zurecht kommen, wenn er es seit Jahren gewdhnt ist, nur mit technolo-
pischen RegriFfen umzugehen?
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Deshalb muf3 entweder der Technologe zum Mathematiker werden oder
der Mathematiker zum Technologen, oder beide Seiten mussen gut zu-
sammenarbeiten. Die ersten zwei Wege sind zwal sicher, doch schwel
zu verwirklichen. Die dritte Variante wirde mit geringstem Aufwand
fir beide Partner zum Erfolg fuhren.

Hier scheint es mil- angebracht, den Mathematikei- aufzuforder-, an die
Basis, in die Produktion, zu gehen. Nein, keinesfalls, um sich dort eine
Lebensstellung zu suchen! Es lohnt sich aber fur ihn, einige Wochen regel-
maRig den Betrieb aufzusuchen, sich mit den Fachleuten zu unterhalten
und nach und nach aus ihnen alle die Angaben ,,herauszuholen®, die er
zur Formulierung des Gutekriteriums braucht. Aber auch die Fachleute
mussen den Mathematiker wohlwollend empfangen und im Trubel der
taglichen Sorgen die Zeit finden, um ihm die Probleme ausfihrlich dar-
zulegen und zu erklaren. Zweifellos erweist sich hier das Prinzip ,, Lieber
einmal sehen als hundertmal héren™ als richtig.

Entschuldigen Sie die vielen Schlagworte, verehrter Leser, ich komme
jetzt zur Sache. Ich werde lhnen jedoch nicht Uber das berichten, was
sich in irendeinem bestimmten Betrieb abspielt, sondern an einem Bei-
spiel erlautern, wie man ein Kriterium aufstellt.

Diplom-Ingenieur Pfiffig sucht eine neue Arbeitsstelle

Fritz Pfiffig, Diplom-Ingenieur fur Automatisierung, ist nicht mehr zu-
frieden mit dem Betrieb, in dem er arbeitet: Die Arbeitsorganisation isL
schlecht; es bleibt ihm keine Zeit, um sich im Fachgebiet weiterzubilden;
der Chef hat einen schwierigen Charakter und auf eine Wohnung besteht
kaum \ussicht. Er wendet sich an Freunde und Bekannte und erhalt
nach einiger Zeit funf Angebote.

Im Nérdlichen Kombinat fiir Milchkonservierungsanlagen (NOKOMI)
wird in der Mel3- und Prufgerateabteilung an einem Projekt zur numeri-
schen Steuerung des Betriebes gearbeitet. Dort haben sich junge Leute
der Sache angenommen, sind mit Begeisterung dabei, machen nachts noch
Berechnungen, wélzen Literatur und brauchen dringend einen Auto-
matisierungsspezialisten. Von Freizeit kann keine Rede sein, von einer
Wohnung auch nicht. Die Direktion glaubt nicht an die Méglichkeit der
numcCrischen Steuerung des Betriebes; ihr geht es nur darurn, irgendwie
dell Plan zu schaffen ...

Die Abteilungsleiter im Staatliehen Konstruktionsbiro (SKB), im Zen-
tralen Konstruktionsbll"o (ZKH) und im Werk fir mathematische \fa-
sehinen und Apparate (MAMASCHA) erzéhlen statt einer Antwort auf
die Frage, womit er sich zu beschéaftigen héatte, ausfuhrlich Gber Zuwen-
dungen fur langjédhrige Betriebszugehorigkeit, tber Pr&dmien und uLer
den betriebseigenen Sportclub. VVon Studienkollegen erfahrt er unter dem
Siegel der Verschwiegenheit, daR man sich im SBK zur Zeit damit be-
schaftigt, kleine Regler fur Klimaanlagen zu entwickeln; das ZKB sattelt
aus irgendeinem Grund von Elektronik auf Pneumatik um, und im
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:1IAMASCHA wird ein Gerat auf Vibrationsstabilitéat untersucht, das ein
andelcs Werk produziert, wobei das Offnen der Gerate verboten ist.
Dafir gibt es in MAMASCHA die Moglichkeit einer Aspirantur. Im ver-
gangenen Jahr waren noch Platze frei, da fahige Mitarbeiter von den
Chefs nicht weggelassen und unfahige von den zur Betreuung gewonne-
nen Professoren nicht genommen wurden.

Mit der Wohnungsfrage ist es am besten im ZKB bestellt. Dort wird Lald
ein Haus fertig. Nattrlich wird man als Neuer kaum damit rechnen
kénnen, in diesem Haus eine \Vohnung zu bekommen. \lan <larf aber
annehmen, dal? durch den Hausbau alle dringlichen und superdringlichcn
Falle erledigt werden, so dal? man eine Wohnung auf gewdhnlichem Wege
erhalt.

Im SKB und im MAMASCHA verspricht man eine Wohnung, doch nicht
sein- fest, man betont mehr das \Vort ,,Leistung fir den Betrieb™ ...
Im Forschungsinstitut zur Untersuchung des Einflusses von Strahlen auf
die lebende Natur (FINZUN) ist alles umgekehrt. In der Abteilung dieses
neuen Instituls, in der eine Stelle frei ist, untersucht ein Doktor der
Biologie den EinfluR von Hochfrequenz auf das Wachstum von Champi-
gnons_Er klagt Uber den geringen Automatisierungsgrad. Da im Institut
keinerlei technische Ausristung vorhanden ist, mufz man sie vollkommen
neu schaffen. Dabei verspricht sich der Biologe Hilfe von einem Spezia-
listen aus dem Institut fur \utomalisierung, mit dem er zusammen auf
die Jagd geht. Im FINZUN wird ein um 30% hodheres Gehalt als fur die
ubrigen Stellen geboten, und es besteht bei guinstiger Entwicklung die
Madoglichkeit, in ein bis zwei Jahren eine selbstandige Abteilung fur Auto-
matisierung zu schaffen.

Fir den Weg zum lostitut wiirde man etwa zwei Stunden benétigen, un«l
die Perspektive des dreimaligen Umsteigens und eines Fulimarsches von
zwei Kilometern bei tribem Matschwetter oder grimmiger Kélte ist nicht
gerade rosig. Das FINZUN will jedoch auch ein Wohnhaus bauen.

Die Freundin von Diplom-Ingenieur Pfiffig, Liesa, arbeitet im SKB.
Woirde er auch dort arbeiten, so kdnnte er sie wohl mit soviel Aufmerk-
samkeit umgeben, dal? kein andere, an sie herankommt. Wiurde er im
FINZUN anfangen, so kdnnte er sie hdchstens zweimal in der Woche
treffen. Wenn er sich jedoch schnell zur Heirat entscheiden kdénnte, be-
stande die Mdglichkeit, dall auch sie zum FINZUN Uberwechselt.
Wofur wirden Sie sich entscheiden? Der Jungingenieur Pfiffig wul3te es
trotz aller Pfiffigkeit auch nicht. Er bat einen befreundeten Kybernetiker
um Rat. Dieser hoérte sich nicht erst lange alle Varianten, Feinheiten,
seelischen Ergusse und karrieristischen Traumereien an, sondern schlug
vor, eine Tabelle aufzustellen.

In die Spaltenuberschriften trug er die einzelnen Institutionen ein, die
bereit waren, den neuen Mitarbeiter aufzunehmen. Vor die Spalten
schrieb er die Hauptpunkte, von denen fir Pfiffig die Wahl der neuen
Arbeitsstelle abhing. Die Tabelle wurde zeilenweise ausgefillt, an jede
Stelle knm ein Punktwert zwischen null und zehn Punkten. Das war
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wesentlich leichter, als die Situation im ganzen zu Uberblicken. Urtcilen
Sie selbst!

Am interessantesten schien die Arbeit im FINZUN; sie hatte zwar keine
groRen MafRstabe zu bieten, war aber immerhin eine selbstandige Arbeit.
Sie erhielt die héchste Punktzahl —10. Im NOKOMI gibt es auch inter-
essante Arbeit, doch der Hauptteil wird von Programmierern und Spezia-
listen fUir numerische Berechnungen ausgeftihrt, wahrend <lel Auto-
matisierungsingenieur nur eine Nebenrolle spielt. Uafir iiht es 8 Punkte.

Tafel J. Punkthewertling fur die Stellensuch des Dipl.m-Ingeniellrs PfiFig

bJ < Y ] t_:
i - [
H g g |: E.‘ i
T U - - - T
H o : — = v ] E y
i ; é : 0 g o ir
Arbeit T 8 2 3 2 10 15 | n
Vorgesetzter Xo 7 5 4 2 1l 12 | a.
Koll,ktiv 3 10 2 6 2 t 12 |n
Aussichten auf 1
Promotion X4 1 1 6 8 10 | ¢
Hatcrielle Bedin-
gungen (Gehalt,
Préamien usw.) X5 7 8 8 ! 10 10 | ar
Aufstiegsmoglichkciten | iry 2 2 5 2 7 8 |
Aussichten auf m
Wohnung X7 1 5 N 5 10 13
\Vegzcit zur Arbeit Xg 10 4 6 3 1 8 | au
Sport X9 2 2 10 2 5 R
Licsa X1g 5 J 10 5 1 fll] g
Summe S sl 2 69 .0 GS
Kriterium K — gewogene
Summe 550 | :,2 |6'8 |Inl | 768

Im SKB, im ZKB und im MAMASCHA zeigt man keine koukrcte Auf-
gabenstellung, sondern vorlaufig nur die ,,Katze im Sack"'. Die interessan-
teste Arbeit hat, wenn man den Studienkollegen glauben kann, vielleichl
das ZKB zu bieten — die Probleme der Pneumatik scheinen Perspektive
zu haben (Jedenfalls hat der beriihmte Professor M. Aiscrman in einem
offentlichen Vortrag so etwas gesagt). Allerdings ist noch nicht entschie-
den, ob Diplom-Ingenieur Pfiffig zur Pneumatik kommt oder nicht, mau
konnte es auf alle Falle versuchen. Also erhalten SKB und MAMASCHA
2 Punkte, und ZKB erhalt 5 Punkte.

Die Leiter der Abteilungen sind Pfiffig nicht gut bekannt. Einige Infor-
mationen Uber sie sind aber vorhanden.
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Im OOKOIl1l ist der Leiler der G rppe, die fiir die Einfiihrung der nume-
rischen Stcuerung arbeitet, ein lebhafter, energischer Mensch. Er hat die
Hochschule zwei Jahre vor Pfiffig verlassen. Die Leute reden zwar gut
Uber ihn, er kann aber auch noch nicht allzuviel, also kann man von ihm
anch nicht ,-iC'l lernen. Rewertung — 7 Punkte.

Der voraussichllichc Chef im SKB ist ein fiusterel Mensch, der kmz vor
der Heule sieht. Das Gesprach mit ihm hat keinen guten Eindruck hinter-
lass!n, ouwohl schwer zn sagen ist, worin dieser schlechte Eindruck be-
steht. Er soll zwar niemand etwas Bdses tun, doch sehr kleinlich sein. So
wurden 5 Punkte angesetzl.

Im ZKU gelang es nicht, mit eier unmittell,aren Vorgesetzten zu sprechen
— I'l'' war nuf einer liillgeren Dienstreise. Dem Ver-ehmen nach soll er
keinen einfachen Charakter haben, ehrgeizig sein und ein schlechtes Ver-
haltnis zu dEn héheren Chefs haben. Das ist 4 Punkte wert.

Dei- Doktor der Biologie ist bartig, umganglich, spricht drei Sprachen und
kennt alle und jeden. Er hat grandiose Perspektiven ausgemalt — die
Champignons sin< hloR der \nfang; offenbar lat sich das Wachstum
jeglicher Pflanzeu in Gewiirhshiusern bedeutend beschleunigen. Die
lleinungen Uber ihu sind gut. Er ist aber selten an seinem Arbeitsplatz,
fahrt oft ins \usland, ist Mitglied aller mdglichen Wissenschaftlichen
H&L" usw. Jn der Alllomatisierung kann man von ihm natirlich nichts
Jemen, doch auf Hilfe kann man rechnen. Das ist gut — 9 Punkte. So
entstanden die Zahlen in der Zeile ,,VVorgesetzter".

Das Gehalt ist auf3el im F1:z ZU i Uberall etwa dasselbe: SOUbis 1000 Mark
im Monat. Allerdings gibt es im SKB und ZKB haufig Pramien, und das
macht im Mittel noch 100 }lark im Monat zuséatzlich aus. Im MAMASCHA
gibt es PrAmien quartalsweise, und zwar recht hohe, es ergeben sich im
:litte! je Monat 200 Mark. Im FINZUN handelt es sich um die Planstelle
eines Gruppenleiters mit 1200 Mark im Monat. Bewertet man dieses
Gehalt mit 1. Punkten, so lassen sich leicht auch die tUibrigen Punktzahlen
ansetzen.

Der Wohnung am niichsten gelegen ist das NOKOill, man benétigt nur
10 Minuten FuRBweg. Zum SKB und zum MAMASCHA sind es etwa
10 Minuten, zum MAMASCHA muf} man von der Metro in den Autobus
umsteigen. Bis zum ZKB sind es 25 Minuten mit dem Obus; zum FINZUN
bendtigt man zwei Stunden. Die Punktzahlen fir diese Zeile sind Klar.
Liesa ist konsequent dagegen, dal Pfiffig zum SKB geht, wo sie selbst
arbeitet; ihr gefallt es dort nicht so recht, und sie méchte auch gern die
Steile wechseln. Sie schlagt ZKB als Arbeitsstelle vor, dort wéren die
Perspektiven gunstig. Sie wohnt in der Nahe des ZKB, und im Fall einer
Heirat kdnnten sie gutbeiihren Eltern wohnen. Sieistgegendas FINZU I,
denn sie mdchte nicht so weit von ihren Eltern wegziehen. In der Tabelle
erscheinen neue Zahlen.

So Uberlegten sich die Freunde auch die anderen Zahlen, schatzten die
Arbeitskollektive ein, die Moglichkeiten zur Promotion, die Chancen fur
das Aufsteigen, die sportlichen Mdéglichkeiten und die Aussichten auf
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eine Wohnung. Die entsprechenden Punkte sind in die Tabelle einge:
tragen.

Nun werden die Zahlen in den einzelnen Spalten addiert, und fir jede
Arbeitsstelle ergibt sich eine Punktzahl. Es stelllL sich heraus, dal ZKB
und FINZUN bedeutende Vorzige gegentber den anderen haben (s.
Zeile ,.Summe"). Das ZKB hat einen Punkt voraus, und Pfiffig muRle
das ZKB als die Arbeitsstelle mit den meisten Vorzugen wahlen.

Es ist jedoch noch eine wichtige Uberlegung anzustellen. Nicht alle zehu
Zeilen der Tabelle haben fir Pfiffig denselben Wert. So haben beispiels-
weise die Aufstiegsmdglichkeiten im Moment des Arbeitsstellenwechsels
ein bedeutend geringeres Gewicht als die Art der Arbeit oder die Liisung
des Wohnungsproblems. Deshalb werden f.ir die verschiedenen Zeilen
der Tabelle Gewichtsfaktoren eingefuhrt. Diese Faktoren kénnte man
nach einem 10-PunkteSystcm aufstellen. Wir werden die Wichtigkeit der
einzelnen Zeilen in Prozent angeben; dies entspricht einel: Aufteilung Yon
100 Punkten.

Die Gewichtsfaktoren sind nach subjektiven Gesichtspunkten zu ver-
teilen. Zweifel ruft lediglich der Faktor hervor, der die Meinung von
Liesa zum Ausdruck bringt. Pfiffig mit dieser Meinung jedoch kein
grolRes Gewicht bei, dn die Frage einer Heirat noch gar nicht entschieden
ist.

Das Gutekriterium [ fur die verschiedenen Varianten der \Vahl der neuen
Arbeitsstelle ist also nicht einfach die Summe S =x; + 12+ - + rio,
sondern die gewogene Summe K = aixi t azx2 + ' + nio10.

Fur die von Pfiffig festgelegten Faktoren, die den Grad seiner Interessierl-
heit an den einzelnen Dingen ausdriicken, hat die gewogene Summe die
Form K = 15x; T 12x2 + 12x3 + 10x, + 515 + Sxo + 15:i, + Sxs
+ 5x9 + 5x10.

Das Ergebnis ist in der letzten Zeile der Tafel 3 angegeben. Es ist nach
wie vor zu erkennen, dal? ZKB und FI 1 ZUN bedeutende Vorziile gegen-
Uber den anderen Arbeitsstellen haben. FINZUN liegt aber jetzt weit vor
ZKB, um etwa 150. Nun féllt Pfiffig die Entscheidung, zum FINZUN
zu gehen.

Der Gang der Uberlegungen zur Aufstellung eines Gutekriteriums ist in
vielen Aufgaben vollkommen analog. Wenn irgendwelche Kennziffer
objektiv gemessen werden kénnen — wie im vorstehenden Beispiel dns
Gehalt —, so sind sie zu benutzen. Wenn die Kennziffern subjekti,. fest-
gelegt werden, so ist auf den Rat eines Experten oder die Einschatzung
der interessierten Stelle zurickzugreifen. Wenn wir ein Gutekriterium
fur die Erdolverarbeitung aufstellen wollen, so kdnnen wir z. B. den
Gewinn zugrunde legen, den das Werk erzielt. Die verschiedenen bei der
Verarbeitung entstehenden Fraktionen, Benzine, Gasolin, Rakctentreih-
stoff usw., sind die Kenngrof3en, und die Gewichtsfaktoren sind die Werks-
abgabepreise. AuBerdem sind die Kosten fur die Rohstoffe, die Elektro-
energie, die Heizung, den Lohnfonds des Betriebes und andere Ausgaben
zu bertcksichtigen. Wir werden allerdings bald feststellen, clal selbst bei
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eiuem scheinbar so leicht faRbaren Kriterium wie <lem Gewinn bedeutende
Schwierigkeiten entstehen kénnen. Es kann vorteilhaft sein, den Prozel3
fur verschiedene Betriebsteile unterschiedlich zu fuhren. FuUr den einen
Uetriebsteil kann die Erzeugung leichter Fraktionen 6konomischer sein,
<da in den dort vorhandenen Anlagen die geringsten Verluste auftreten,
wahrend die Anlagen eines anderen Betriebsteils einen héheren Gewinn
bringen, wenn weniger leichte Fraktionen entstehen. Die Werkleitung
mul die Interessen der einzelnen Betriebsteile in Einklang bringen.

Ein Giilekriterium fiir das gesamte Werk (beispielsweise nach dem Ge-
winn) muf3 nicht unlwdingt den Interessen der Volkswirtschaft ent-
sprechen. Das kann \'erschiedene Griinde haben. So kann z. B. ein \Verk
auf Grund <er Gewinnoptimierung die Benzinproduktion erhéhen wollen,
wéhrend aber gerade vor allem schwere Erdélprodukte bendtigt wei-den.
Das Gutekriterium, nach dem die Produktion optimiert wird, muf3 auch
den Interessen <ler Volkswirtschaft gerecht werden. Deshalb mufR die
Produktion so geplant werden, daR alle Teile des Landes mit deu not-
wendigen Erdolprodukten versorgt werden und die Transportkosten zu
den Verbraucher mdéglichst gering sind.

;lan kdnnte noch Yiele Faktoren anfuhren, die die Wahl eines Gite-
kriteriums erschweren. Wir wollen es bei den gezeigten Beispielen be-
wenden lassen.

Das Modell

Ein Spielzeugauto ist das Modell eines wirklichen Aulos, <las Bild eines
Filmstars ist das Modell <es Filmstars selbst. Ein Objekt un<l sein Modell
haben etwas Gemeinsames, sie stimmen jedoch nie ganz Uberein. Die
Bilder des Filmstars ,-on vom und im Profil sind verschiedene Modelle.
Sie kénnen Briefmarkenformat haben oder die ganze Fassade eines Hauses
einnehmen.

Ein Luftballon kann sowohl das ;lodell der Erdkugel als auch <las eines
Tennisballs sein. In der Himmelsmechanik dient haufig ein Punkt, dem
die Masse der Erdkugel zugeschrieben wird, als Modell <ler Erde.

Es ist klar, dal man den Tennisball ebenso als Modell fiir den Luftballon
ansehen kann. Ist aber ein wirkliches Auto auch das Modell eines Spiel-
zeugautos? Oder ist etwa der Filmstar nur ein Modell seines Reklame-
fotos? leh bin der Meinung, dal} es sinnvoll ist, diese Fragen zu bejahen.
Als .lodcll eines Objektes, eines Prozesses oder einer Erscheinung be-
zrichnen wir ein anderes Objekt, einen anderen Prozel oder eine andere
Erschcinunp, wenn gewisse gemeinsame Ziige vorhanden sind. Gewdhn-
lich versteht sieh dabei von selbst, daR das Modell das betrachtete Objekt
,creinfacht darstellt. Es ist jedoch nicht immer leicht, dem Begriff
»vereinfacht' einen genauen Sinn zu geben, da tatséchlich alle Objekte
und Erscheinungen unendlich kompliziert sind; sie werden lediglich mit
unterschiedlichem Genauigkeitsgrad betrachtet. Das Modell wird in
dieser Betrachtung zu einem wechselseitigen Begriff. Den Tennisball
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kann man als Modell des Luftballons ansehen, andererseits kann der
Luftballon als Modell eines Tennisballs dienen. \'on <iescm Stnndpunkl
aus ist auch der Filmstar ein Modell seines Reklamebildes, und ein wirk-
liches Auto ist Modell des Spielzcugautos, denn stets lassen sich am Spiel-
zeugauto gewisse Eigenschaften bemerken, die dal Intsa,,hliche Auto nil'hl
besitzt.

Wenn wir also fur ein bestimmtes Objekt ein Modell bauen wollen, mussen
wir genau verabreden, welche Eigenschaften des \usgangsobjektes mo-
delliert werden sollen.

Nicht nur Objekte lassen sich mo<ellieren, sonder auch Prozesse und
Erscheinungen. Das Spiel auf <er Mundharmonika modelliert den Solo-
gesallg und <as Spiel auf der Orgel eiuen ,-iclstimmigen Chor. Die Zube-
reitung des Mittagessens kann Modell fur viele technologische Prozesse
sein. Ein Junge, der auf einem Steckenpferd reitet, modelliert einige
Eigenschaften des Fluges eines groRen Flugzeugs.

Die Modellierung dient seit langem als Hilfsmittel beim Sludium <lcr
verschiedensten Erscheinungen. In der Technik greift man alltiiglieh auf
sie zurick, und sie dringt auch immer weiter in die Biologie, die Psycho-
logie und die Okonomie ein. An Modellen werden die Eigenschaften ,.ou
Schiffskérpern untersucht. Das Verhallen von Flugzeugmodellen im
Windkanal gibt Hinweise fur die Konstruktion von Flugzeugen. 3ci der
Projektierung von \Vasserkraftwerken, Bricken und nnrlrrcn grofRen
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llauwel'ken werden zunéachst Modelle untersucht, die diese Anlagen im vel-
kleinerten MaR3stab darslellen. Jm Schiffbau, Flugzeugbau und Raketen-
bau sind Modelle cilll' Gbliche Sache. Diese physikalische Modellierung
stutzt sich auf die illlllichkeitslehre.

Kraftfahrei', Piloten und Kosmonauten werden an Modellen von ‘heue-
rngssystemen ausgebildet. Diese Modelle haben keine geometrische Ahn-
lichkeit mehl zu dem, was modelliert wird; hier kommt es auf die Analogie
in der Funktion der entsprechenden Anlagen an.

\'on groRRel' Wichtigkeit sind auch die Verhaltensmodelle.

Claud Shallllon (von dem noch die Rede sein wird) baute eine kinstliche
Maus, der sich bestimmte zweckmaé&Rige Verhaltensweisen beibringen
lieBen. Spater wurden noch viele derartige Modelle gebaut.

Fur die Modellierung der Funktionen eines bestimmten (lebenden oder
unbelebten) Objektes welden haufig elektronische oder pneumatische
Modelle benulzt. Ihl" Funktion beruht auf der fdentitat der mathema-
lis.lwll Besrhrcihllllg der Prozesse im Objekt und im Modell. Solche
Olodelle werden ill illllllel: gréRerem Umfang angewendet. Zu ihrer Enl-
wicklung benétigt man jedoch eine mathematische Beschreibung des
Objektes, des Prozellles hzw. del Erscheinunp.

Ilas mathematische llodell

,»Ein rechteckiger Spielplatz ist von eiuem Zaun umgeben. Uie Lange des
Platzes ist um 15 m groRer als seine Bleite. Die Summe der zwei langen
Seiten hctriigt 80 u1. Die Lan:e des Zaunes ist zu bestimmen."

:dtatlc, dall manehe Spielplatze eingezaunt sind, doch offenbar ist das
notwendig. ,lit del Ubrigen Situation hatten jedoch weder ich noch meine
nachsten Verwandten je etwas zu tun. Leider trifft man in den Schul-
buche r allcuthalben noeh solche sinnlosen.\nfgaben au. Der erste Schritt,
den der Schuler zu iluer Losung zu gehen hat, besteht darin, die Aufgabe
.allscillanderzunehmell'*, um herauszustellen, welche GréRen und welche
BPziehungen zwischen ihnen gegeben sind und welche Grofen oder Be-
zicllllllgen bestimmt werden mussen. Auf diese Weise erhélt er eine mathe-
rnalis¢he Heschreibung der Situation. Der zweite Schritt besteht aus del'
Suche nach einem passenderen mathematischen Modell, der Einfihrung
Oylllholis..!ler Bezciehnungen und der Aufstellung mathematischer Glei-
I'hungen. Wir bezeichnen die Lange des Rechtecks mit x und seine Breite
mil /- Dann lanlen clie Bedingungen der \ufgabe:

r=Y+1:; "1r=80
Zu hestimrncn ist

VT

Es ist klar, dafl eine solehe Formulierung der \ufgabe eiufacher und
Ubcrsidltlirlu'r ist als eine Formuliel'Ung in Worten: Das Aufstellen von
L;leiclrug<'n ist eine hequeme :lethode, 1m pine mathematische Beschrei-

127



bung, ein mathematisches Modell, zu erhalten. Ein anderes mathemali-
sches Modell derselben Situation bekdme man, wenn man riir die Koeffi-
zienten Buchstabenbezeichnungen einfihlen wurde.

Das Modell wirde lauten: Gegeben ist ajx + biy = c¢; und a2. = cl.
Gesucht wird AX + By.

Die Koeffizienten sind beliebige gegebene Zahlen. Um <lie Lésung einer
konkreten Aufgabe zu erhalten, hat man nur in die entsprechende End-
formel konkrete Zahlenwerte einzusetzen.

Als Modell der Erdkugel dient manchmal einfach ein Massepunkt, in dem
man sich die Masse der Erde vereinigt denkt. In anderen Fiillen nimmt
man als Modell der Erde eine Kugel mit der Gleichungxd + y1 + .l = Rl
(wo R ** 6400 km ist und der Koordinatenanfangspunkt in das Zentlum
der Erdkugel gelegt wird); wenn es notwendig ist, betrachtet man die
Erde als Geoid (eine an den Polen abgeplattete Kugel), dessen Gleichung
komplizierter ist als die der Kugel.

fn Abhéangigkeit von der Aufgabe sieht man die Erde als homogenen
Korper an, als Festkdrper mit variabler Dichte oder als Kdrper, der vou
einer Flussigkeitsschicht bedeckt wird. Jede Situation wird durch ein
mathematisches Modell beschrieben. Wenn wir z. 3. die t:ezcitcn unter-
suchen wollen, dann ist es natirlich illusorisch, eine mal hematisdle 3e-
schreibung der Erdkugel ohne Bertcksichtigung dessen zu geben, <af
bedeutende Teile der Erdoberflache von Wasser bedeckt sind 111id der
Mond Anziehungskrafte auf die Erde ausibt.

Bild 9:
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I>as zweite Ncwlunsl'he Grundgesetz der Mechanik (der Impulssatz) lautet:
Das Produkt aus der Masse eines Koérpers und der 3eschleunigung, die er
cdiihrl, ist gleil'li der Summe der wirkenden Kréfle. Der Einfachheit
halber wollen wil' uns darauf beschranken, die Krafte und die Bewegung
langs einer geraden Linie zu betrachten. \Venn m die Masse des Korpers,
/ der Betrag der Beschleunigung und F die Summe der wirkenden Kréafte
sind, so laRt sich das malhematische Modell fuir den Zusammenhang
zwischen Masse, Beschleunigung und den wirkenden Kraften ausdricken
durch die Gleichung

Hb=F (1)

Dieses mathemalisclle Modell beschreibt die entsprechenden physika-
lischen Erst'hcinungen recht gut, wenn die Geschwindigkeiten der Koérper
relali\' klein sind. Es ist bekannt, daf3 man die Masse der Kérper als von
der Geschwindigkeit unabhéngig ansehen kann, wenn diese klein im
Velgleich zur Lichtgeschwindigkeit ist. Wenn jedoch die Geschwindigkeit
der Korper in die GréRenordnung der Lichtgeschwindigkeit kommt, be-
schreibt das durch Newton gegebene mathematische Modell die Situation
unzulanglich, und es treten groRe Abweichungen zu den im Versuch
gemessenen Werten auf. Um ein exakteres Modell zu bauen, wird der
Begriff der Ableitung einer Funktion benétigt.

Verehrter Leser, wenn Sie die Formeln immer noch zum G&hnen anregen
und den Wunsch aufkommen lassen, das Buch in die Ecke zu werfen,
wenn lhnen die Geschwindigkeit des Flugzeugs IL 62 als héchstes der
Gefluhle ausreicht und Sie keine Reise zu feren Planeten beabsichtigen,
und wenn Sie die Relativitatstheorie Einsteins nicht weiter interessiert,
koénnen Sie die folgenden Absatze und die dahinterstehenden Gedanken
einfach dberspringen.

Den Begriff der Ableitung werde ich nicht ausfuhrlich erlautern, sondern
lediglich die Symbolik erklaren. Die Geschwindigkeit eines Kérpers sei
v = v(t), das Zeitdifferential (d. h. die AnderungsgréRe der Zeit) ist dt,
und dv ist das zugehorige Geschwindigkeitsdifferential. Die Beschleuni-
gung des Kérpers zum Zeitpunktt wird gegeben durch den Ausdruck

bt = S @)

Die rechte Seite heildt Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit. In
dem von uns betrachteten Problem spielt der Begriff der ,,Bewegungs-
groRe'" eine wichtige Rolle. Als BewegungsgréRe bezeichnet man das
Produkt m v aus Masse und Geschwindigkeit des Korpers. Dann lait

sich das angefiihrte Newtonsche Gesetz auch in der Form
d(mi) _

LY = F
oi 3)

schreiben, d.h., die Ableitung der Bewegungsgrof3e nach der Zeit ist gleich
der Summe der wirkenden Kréafte.
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Weun die Masse nicht von der Geschwindigkeit (und somit nicht von der
Zeit) abhangt, ist
d |
(me) _ v
dt <t

mb (i)

unJ es gilt das urspringliche mathematische Modell GI. (1).
Kommt <ler Betrag der Geschwindigkeit in die Nahe <er Lichtgeschwill-
Jigkeit, so hdngt nach der Einsteinsehen fielatiYitiil l*hroric die Masse von
Jer Geschwindigkeit ab:
mo r
In=—w- V@ ®)
1— -
cH

Hierin ist mo die Ruhemasse des Kérpers und c «<lie Li,-htgeschwindigkcil
im Vakuum.
Nun kann man in Gl. (3) die Masse m nicht mehr ,.or das Ableitungs-
zeichen nehmen, und als mathematisches Modell fir den Zusammenhang
zwischen Masse, Geschwindigkeit und wirkender Kraft in der Ifoehanik.
in der die Relativitatstheorie gilt, dient GI. (3) zusammen mit GI. (5).
(01. (3) stellt die einfachste Differentialgleichung dnr. Sie brauchen jedoch
nicht zu erschrecken, ich habe nicht die Absicht, Sie auf die geféhrliche
Reise durch das Dickicht der Differenlialrecimunl oder gar der Differen-
tialgleichungen zu fuhrer (Differentialgleichungen sind Gleichungen, in
denen aufer den ulbekannten Funktionen auch deren Ableitungen vor-
kommen). Die Differentialgleichungen sind in der Physik, Chemie und
anderen Wissensgebieten Hauptelement der mathematischen Modelle del:
verschiedensten Erscheinungen, in denen die Dynamik (Yerfnderung) der
eingehenden GréRen zu berucksiehtigen ist.

Ereignisse und ihre Modelle

,,Folgt daraus, dal3 alle roten gekochten Krebse tol sind und alle toten
roten Krebse gekocht sind, daB tote gekochte Krebse immer rol sind?""
Sie werden sich naturlich selbst in dieser dramatischen Situation zurecht-
finden wollen, verehrter Leser, und sicher mit Hilfe des gesunden Men-
schenverstandes und der elementaren Logik schnell :rnf die gestellte Frage
antworten.

Der Mathematiker &Rt sich jedoch nicht darauf ein, sich mit solch einer
Wortklauberei auseinanderzusetzen und die Vielzahl der Varianten durch-
zuprobicren, in der man sich leicht verlieren kann. Er wirde die Ereignis-
algebra anwenden, Uber die ich jetzt berichten werdl,

Wir beLrachten eine Gesamtheit oder Menge von irgendwelchen Objekten.
Gegenstanden oder Elementen. Fir die folgenden Erdrterungen ist es
gleichgultig, ob die auftretenden Mengen endlich oder unendlich sind, oh
sie aus Krebsen, schonen Méadchen, den Wegen vom Punkt A zum Punkt
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H, Spielkarten oder aus allen Punkten der Ebene bestehen. Es ist lediglich
wichtig, daf es sich um homogene Elemente handelt.

Ferer slellen wir uns den Begriff ,,Versuch™ in allgemeiner Form vor.
Versuche konnen natul®vissenschaftliche Experimente sein, sie kdnnen
aber auch im Geben von Skatkarten bestehen, in der Auswahl schéner
Madchen als Mannequins fur ein Modehaus, in der Wahl der Wege, die
kirzer als drei Kilometer sind, in der Festlegung einer Menge von Punkten
auf der Ebene oder auch darin, daf man Uberpruft, ob die aus dem Topf
genommenen Krebse rot sind.

Die Resultate der Versuche oder Beobachtungen wollen wir Ereignisse
llelinen. Bei der Uberprifung einer Gruppe aus zehn Krebsen kann es
sich erweisen, daf} drei davon rot sind — das ist ein Ereignis. Ein nicht
weniger bedeutendes Ereignis ware es, im Skat einen Grand ouvert zu
bekommen, Sie wirden dies sofort laut bekanntgeben. Nebenbei bemerkt,
das ware schon wieder ein neues Ereignis!

Ein Ereignis ist also fur uns gleichbedeutend damit, daf? im Ergebnis des
Versuchs eine gewisse Menge von Ausgangselementen auftritt, also eine
Teilmenge. Die einzelnen Elemente der Ausgangsgesamtheit wollen wir
Elementarereignisse nennen.

Jedes Ereignis besteht dann also aus einer gewissen Menge von Elementar-
ereignissen.

Jetzt ist es an der Zeit, einige Operationen mit deu Ereignissen einzu-
fuhren. Die zwei Ereignisse A und B kann man zu neuen Ereignissen ver-
binden: zum Produkt A-B und zur Summe A + 1. Das Produkt A-B
ist das Ereignis, das aus den Elementarereignissen besteht, die sowohl zu
A als auch zu B gehoren; die Summe A + B sind samtliche Elementar-
ereignisse, die entweder zu A oder zu B o<er zu A und B gehéren.

Das Ereignis A sei das Auftreten eines Punktes im senkrecht schraffierten
Bereich vom Bild 911 und das Ereignis B tins Auftreten eines Punktes im
waagereeht schra®Ferten Bereich.

Fur das Produkt A B (abgekirzt auch einfach mit AB bezeichnet) gilt
dann der doppelt schraffierte Bereich, wahrend fur die Summe A +B
alles Schraffierte gilt — im Bild 94 durch eine fette Linie eingefal3t.
Zunachst erscheint es ungerechtfertigt, die wohlbekannten Begriffe
Summt und Produkt in irgendeinem anderen Sinn zu gebrauchen. Die
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Bezeichnungen haben sich aber auch hier fur Ereignisse und Mengen ein-
gebilrgert, und man kann sich an sie genausogut gewéhnen wie an die
gewohnlichen arithmetischen Operationen, wenn man einige Ubung im
Umgang mit Mengen hat.

Wenn das Ereignis A das Ereignis B einschlieRt (das wird symbolisch
durch B C A ausgedriickt), so gilt (Bild 95)

A+B=A und A-B=B
Insbesondere ist fiir jedes Ereignis A
A+A=A und A-A=A

Das widerspricht naturlich den gewohnten Regeln fur die Addition und
Multiplikation bei den Zahlen, doch man kann sich damit trésten, dafl
ich es sicher nicht gebracht hatte, wenn es nichts Neues wiire.

In der Aufgabe Uber die roten Krebse, die uns besonders interessierten,
bezeichnen wir mit T die Menge der toten Krebse, mit G die Menge der
gekochten und mit R die Menge der roten Krebse.

Rote Krebse kdnnen gekocht sein, aber auch uugekocht. Im Bild 96 ist
<ie Menge G durch senkrechte Linien schraffiert und die Menge R durch
waagerechte. Die Menge CR, die sowohl senkrecht als auch waagerecht
schraffiert ist, entspricht den gekochten roten Krebsen.
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Oa laut Bedingung alle roten gekochten Krehse tot sind, muf3 die Menge T
aller toten Krebse die Menge CR einschlieen. Das lait sich in der Form
GR C T schreiben. Diese Situation ist im Bild 97 dargestellt, in dem die
Menge 1' durch schrége Linien schraffiert ist. Das Gebiet, das durch alle
drei Schraffierungsarten bedeckt wird, ist das Produkt GRT und ent-
spricht den gekochten, roten, toten Krebsen. Der nur waagerecht und
schrég schraffierte Bereich entspricht den roten und toten, jedoch nicht
gekochten Krebsen.

So ist die allgemeine Situation. Nun mussenwir noch die zweite Bedingung
der Aufgabe bericksichtigen, die aussagt, dal} alle roten toten Krebse
gekocht sind. Demzufolge kann es keine roten und toten, jedoch unge-
kochten Krebse geben; d. h., der nur schrdg und waagerecht schraffierte
Bereich muR ausgeschlossen werden. Im Ergebnis gelangen wir zu der im
Bild 98 gezeigten endgultigen Darstellung.

Dieses Bild stellt die vollstdndige Losung unserer Aufgabe dar. Die
Existenz eines nur durch senkrechte und schrage Linien schraffierten
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Bereiches beweist uamlich, dal3 es in der beschriebenen Situnliuu tote
gekochte Krebse geben kann, die nicht rot sind. Aus den Ucdingungeu,
daf? alle roten gekochten Krebse tot und alle roten toten Krebse gekocht
sind, folgt also nicht, daR alle toten gekochten Krebse rot sind.

Formal lieRe sich das so schreiben: Aus RG C 1' und RTC G folgt nicht
TGCR. Das ist kurz und klar, nicht walir?

Das alles zeigt, dal? die Ereignisalgebra, von der Sie jetzt einen Teil
kennengelernt haben, <lie Moglichkeit gibt, mathematische Modelle nicht
nur mit Hilfe der gewdhnlichen Vorstellungen der elementaren Algebra
und der Analysis zu bauen. Nebenbei bemerkt, die Bilder 94 bis 98 sind
Modelle der betrachteten Ereignisse!

Die Ereignisalgebra wird oft der Booleschen Algebra (nach dem englischen
Mathematiker (les 19. Jahrhunderts Georg Boole) oder der symbolischen
Logik gleichgesetzt. Die moderne Wahrscheinlichkeitstheorie stutzt sich
auf die Grundlagen der Booleschen Algebra. Zur Lésung vielel technischer
Probleme — z. B. zur Synthese von Relaisschaltungen, in der Theorie
der Ziffernrechner und der Theorie der endlichen Automatcu — wird
diese Algebra ebenfalls benutzt.

Wozu ist ein mathematisches Model tberhaupt nétig?

Zweifellos sind die Verfolgung einer Rakete mit einer Radaranlage, das
Anlegen eines Bohllochs oder der Erddélverarbeitungsprozel? bedeutend
einfacher als das gewothnliche Laufen. Am Laufen sind Hunderte von
Muskeln und Millionen von Zellen des lebenden Organismus beteiligt.
Jedle der Zellen ist fur sich ein so komplizierter Organismus, daf} die
mathematische Beschreibung ihrer Lebenstéatigkeit der Wissenschaft bis
jetzt noch nicht gelungen ist.

Ungeachtet dessen sind Katzen, Elefanten un<l auch wir Menschen in der
Lage, zu laufen, zu essen und Laute von sich zu geben, ohne dnl vorher
ein mathematisches Modell des betreffenden \"organgs konstruiert werden
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111111le. Aullcnlem bewegen sich samlliche lebenden Organismen aucll
ohne der:ntig,- \fodelle Uberaus exakt und mit geringem 6konomisehem
Aufwand!

Nachdcm i<h dielle Zeilen geschrieben hatte, habe ich den Jederhalter
hinge.egl und ihn dann wieder aufgenommen. Wie lauft der Mechanismus
dieser scheillhal [o einfaechen Bewegung aL? Itene Descartes, der Schopfer
d,!Ir analylLisC’hen c;eometrie, war nicht nur Mathematiker, sondern auch
ein groBer ;alurphilosoph und eine sehr interessanle und gebildete
PersiinlichkPil. ET war genau wie wir LestrelLt, die Natur zu verstehen und
,olehe erslaunlichen Dinge wie die zielgerichteten Bewegungen der Lebe-
wesen zu erkliinll. llen Reflex des Zurickziehens der Hand bei einer
schmerzhaflPll Erregung erklérte Descartes folgendermalen: Bei der Er-
legullg durl'h Jen Sdrwrz wird im Nerv ein Seil gezogen, das im Gehim
dn, elllsprcdicnde \'pntil 6ffnet. Nun gelangt durch ein Réhrensystem
das Nernlnga, in den entspreehenden Muskel; dieser wird aufgefullt, und
dndurl'h wird selilieRlich seine Verklirzung verursacht.

Eine solche Erkliirng kommt uns heute naiv vor. Descartes lebte jedoch
in der ersten lliilftc dPs 17. Jahrhunderts, als die Elektrizitat noch nicht
beknnnt war. 1Je,wl'gen konnte er noch nichts von den Biostromen ahnell.
Damals war die Blutezeit der Uhren, der gréRten m<chanischen Maschi,wn
jener Zeit, und deshalb konnte sich Descartes viele Dinge noch nicht vor-
stellen, die heule die Kinder bereits in den Schulbtchern finden. Immel-
hin ist das Dell'artessche Ilodell das erstc Modell des Reflexbogens mit
seinen samtlichen Hauptelementen.

Im dritten Viertel des 19. Jahrhunderts verdffentlichte der grof3e Pllysio-
log< Jf. S, tschenov seine .\rbeit ,,Die Reflexe des Gehirns'. Er nahm an,
dal iihnlich :c:utcte lleflexe die Grundlage der Nerventatigkeit des
Menschen und der Tiere bilden. Spater untersuchtender beriihmte Pawlolls
{111.I andere bedeutende Physiologen die Heflexe experimentell. \ur /.
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Pawlow geht die Entdeckung und Unlersuchung dc!l bedingten Heflexe
zurick — der Antwortreaktion auf eine Erregung, die durch oftmalig(s
Wiedediolen eintrainiert wird.

Die Physiologen der Pawlowschen Schule wirden auf die Frage, wie es
mir gelingt, den Federhalter mit der Hand vom Tisch zn nehmen, antwor-
ten, dalR im Zentralnervensystem — in meinem Gehirn — der Befehl
entsteht, den Federhalter vom Tisch zu nehmen; dieser Befehl wird tber
das periphere Nervensystem an die Muskeln weitergeleitet, rie sich ent-
sprechend verkirzen oder strecken, und so nehme ich den Federhalter
vom Tisch.

Mit Hilfe dieses Modells gelingt es allerdings nicht, eine I\eihe von Er-
scheinungen zu erklaren, die bei Bewegungen aurtreten, und viele krank-
hafte Erscheinungen sind in diesem Schema tUberhaupt nichtvorstellbar.
Jm Jahre 1948 erschien das Buch ,,Kybernetik, oder Steuemng und Naeh-
richtentbertragung im Lebewesen und in der Maschine" des gloficll
amerikanischen Mathematikers Norbert Wiener. Das Erscheinen dieses
Buches war eins der wichtigsten wissenschaftlichen Ereignisse der Mitte
des 20. Jahrhunderts. N. Wierwr schlagt darin ein neues Modell der Heflex-
bewegung vor.

Schon vor dem zweiten Weltkrieg interessierte sich N. Wie,wr fur die
allgemeinen methodischen Fragen, die die verschiedenen Wissenschaften
verbinden, besonders auch fir die allgemeinen Probleme der Physiologie'.
Wahrend des zweiten Weltkrieges hatte N. Wiener mit Problemen del
Funkortung zu tun. Er sah den tieferen Zusammenhang, der zwischen
der Verfolgung eines beweglichen Zieles mit Hilfe des Radars und der
Bewegung der Lebewesen besteht: Jn beiden Fallen ist eine lluckkopp-
lung festzustellen, eine stdndige Verarbeitung des Fehlersignals, der
Abweichung.

Um den Federhalter zu nehmen, muR sich zun&chst in meinem Gehirn
ein bestimmter Befehl ausbilden, der das Ziel der Bewegung und die
Anfangshandlungen enthélt. Danach bewege ich meine Hand in bestimm-
ter Richtung und erhalte stédndig Signale, inwieweit ich mich dem Ziel
genéhert habe. Ich vergleiche das Erreichte sténdig mit der Aufgabe, und
es bildet sich ein Signal tber die Abweichung aus. Die Aufgabe — den
Federhalter zu nehmen — ist erfullt, wenn die Abweichung zu Null ge-
macht ist. Jeh habe also bei der Ausfiihrung der Bewegung die Abweichung
standig zu verkleinern. Mit Hilfe des Wienerschen Modelles werden vi<i<
Erscheinungen verstandlich, die sich vorher nicht el'klaren lieR3en.

Auf die Rolle der Rickkopplung bei der Erklarung der Bewegung('n
wurde von Physiologen bereits frilher hingewiesen. So z. B. hat der be-
rihmte sowjetische Physiologe N. A. Bernstein, einer der ersten Propa-
gandisten der Kybernetik in der Sowjetunion, bereits 1928 entsprechende
Ideen publiziert. Er kann somit zu den Urviitern der Kybernetik geziihlt
werden.

Zu den — leider — zahlreichen Krankheiten des Nervensystems gehort.
auch der Intentionstremor, eine Krankheit, die haufig mit SI'hddcn am
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Kleinhim zusammenhéngl. Ein an Jntentionstremor Leidender greift
heim Versuch einer zielbewufl3Len Handlung, wie beim Ergreifen eines auf
Jdern Tisch liegen<leu Fededialtels, am Ziel vorbei: Die Hand unterliegt
einem starken Zittern, uns er nicht unter die Kontrolle seines Bewul3t-
seins bringen kann. Derarligc Erscheinungen lassen sich im Schema Jer
Hertexe nicht erklaren. RRetl'achtet man sie jedoch vom Standpunkt der
H.tuckkopplung, so findet man fir das ungewollte Zittern der Hand eine
einleuchtende- Eiklarung. In der Regelungstechnik begegnet man auch
derartigen Erscheinungen in schlecht eingestellten Regelungssystemen,
Jort werden sie als Uherregelung bezeichnet.

Es haue zunachst den Anschein, dalR das Modell N. Wieners universal sei.
Im Zeitalter der Automatisierung und der Computer stellen sich viele
untl'r <lem menschlichen Cehirn einen gloRRen, Uberaus rationell gebauten
Rcehcnautomaten vor.

Aber selbst das Wienerschc Modell ist offenbar noch zu primitiv. Um das
zu vcl'(leullichen, werde ich Uher eine Versuchsreihe berichten, die der
talenlierte sowjclische Physiologe V. Gurfrnkel Gber den stehenden Men-
schen angeslellt hat.

Stellen Sie bitte das folgende Experiment an, verehrter Leser: Legen Sie
Ihlen Arm so, daR der Ellenbogen auf dem Tisch liegt und die getffnete
Hand frei hembhéngt, und beobachten Sie lhre Finger. Sie werden ein
ununterbrochenes Zittern bemerken, das Tremor genannt wird. Die Phy-
siologen hielten diesen Tremor fiur zuféllige Schwingungen, ahnlich dem
Hausehen im Radiogerat.

Zur Untersuchung der Haltung eines stehenden Menschen lassen sich
sehr intercssanle Versuche anstellen, beispielsweise folgender: Ein Mensch
stellt sich auf eine Platlform, die so eingerichtet ist, dal jede Verlagerung
des Schwerpunktes registriert wird. Die Versuchsperson wird aufgefordert,
slillznstehen, und sie hat auch den Eindruck, daf sie vollig unbeweglich
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steht. Der Schwerpunkt der \"ersuchsperson befindet sich aber trotzdem
in stdndiger Bewegung. Die Registrierung dieser Bewe:llllg ergibt <ine
chaotische Kurve. Aus diesen scheinbar vélli; ullregelmuligen Schwin-
gungen lassen sich jedoch bestimmte Frequenzen ausfondcr . Darunli('r
sind Schwingungen mit einer Frequenz von 8 bis |: Hz uud einer \rpli-
tude von 0,1 mm, mit einer Frequenz von 1 Hz und einer \mplitude von
2 bis 3 mm und Schwingungen mit einer Frequenz ,-on eiller Schwinpung
je Minute und einer Amplitude his zu = mm. Derartige Schwingungen
lassen sich nicht mit der Theorit der Ruckkopplung IrkliirPiL.

Bei einer zielgerichteten Bewegung ist die Ruckkopplung zur Kontrolle
und Korrektur der Bewegung notwendig. Ein stillstehender \Icllseh hatt
aber eigentlich dieses Wanken gar nicht néti,, und die Ruickkopplung
ware Uberflussi,, Andererseits hat der !tchellclc Mensch nicht nur zu
stehen, er mul3 auch in standiger Bereitschaft sciu. von ller stehenden
Haltung zu den verschiedensten Bewegungen lberzugehen.

Ein unbeweglich stehender Mensch hat eine gro3e Anzahl ,-on Freiheit,-
graden. Das von den Muskeln erfalBte Knochen{criilt und die :8 Wir)J'l
der Wirbelsaule, von denen jeder drei Freiheits{radc hat, ergeben im-
gesamt Uber hundert Freiheitsgrade. Sie Ycrleihen dem \ll'nschen seine
hohe Manovrierfahigkeit. Ein Stehender kann, sobald ¢s notig ist. in einl
beliebige Richtung gehen, sich fallenlassen oder springen.

Fur solch einen schnellen Ubergang aus einer Haltung in eiue andere mufi
irgendein spezieller Ifochnnismus existieren. Dieser mul3 den Urganislnul
in stiindige Bereitschaft zu beliebigen Xnderungen der Hallilllg verset-
zen.
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Bei einer \'ersuchsperson entdeckte Gurfinkel, daR dil' Gerate keinen
Ausschlag zeigen. Eine Untersuchung der Plattform und der Apparatul'
hrachle keinen Defekt zum Vorschein. Daraufhin sah man sich die Vel-
slichsperson ndher an. Es stellte sich heraus, dal? ein Schitze auf der
Plattform stand, ein Meister des Schiel3sports. Als er aufgefordert wurde,
stillzusLehen, schwnnkle er nur so wenig, <laR die ApparCtur die Schwin-
gungen nicht registrieren konnte. Bei der w<iteren l.:ntersuclrng stellt¢
sich heraus, dall auch andele Schiutzen in gloRnrtiger \\'eise ihre Hal-
tungsrcflcxe steuem und sie wahrend <les Zielcns aussehnlten kdnnen.
Wenn ein auf der JInttform stehencler Schiitze zielte, registrierten die
Gerate eine Yeningerung der Amplitude der Schwingungen des Sdiwer-
punktes auf ein Z<hntel un<l weniger.

Jetzt kénnen wir au<h eine Hypothese thel <leu speziellen Mechanismus
aufstellen, del dem Organismus die Mdglichkeit giLt, eine beliebige Jlal-
tuni beizubehalten odel von einer Haltung zu einer anderen Uberzugehen.
\Jan stellt sich die Haltungs-, Lage- und Stellreflexe als einen standig
wirkenden Sil.-llmedlanismus fur die Gleirh;ewiehtslage des stehendell
\knschen \'Or. Sie sorgen gleichzeitig fur die 016gli("ltkeit Pirws schnelleu
Ulwrgangs von einer Haltung zu einer aud<'I'en.

Es ist anzunehmen, daR Jieser Suchmechanismus eiller der uni,-crsellsten
und vollkommensten Mechanismen der lebenden :-atm- ist. Die Biene
yollfihrt auf der Suche mwh Nektar eine auRerlich llllgeordnete Flug-
bewegung; ein Hund bewegt sich ungeordnet hin uncl her, wenn er eine
Spur sucht; bei der Betmehtung eines Gegenstandes werden die Augen
standi; in iiuBPrlich ungeordneter Weise in verschiedene Richtungen
;clenkt. Der Sudllllel'hanismus ermdglicht den lebenden Organismen, <lie
vieHaltigen \ufgaben des Vcrweilens in einer bestimmten Haltung oder
einer Lngeiindcrung zu liisen und vor allem Extremwertbestimmungen
auszufihren. (In stehC'ndcr Haltung muR sich der Schwerpunkt des Kor-
pers im extremalen, im hdéchsten Punkt befinden, unll die Stellreflexe
garantieren, dal der Korper in der N&he dieser Gleichgewichtslage
bleibt.) '

Nun ist die Fmge naheliegend, ob mau solch einen Suchmechanismus
nichl aud! zm- Steueruni in technischen Systemen henutzen kann.
Stdlcn Sie sich ,-or, daf Sie in finsterer(Jacht von <ler Hohe eines Berges
nach unten gehell missen. Beim Aufstieg am Tage schien der Weg glatt
und eben zu sein. Beim nachtlichen Abstieg bemelken Sie standig irgend-
welehe Unebenheiten und Lécher, die zu einem Sturz fihren kénnen.
zachdem Sie lhren gesamten Vorrat an Kraftausdriicken aufgebraucht
haben, macheu Sie jeden Schritt sehr vorsichtig. Sie setzen das Bein
etwas nach rechts, nach links un<l nach vorn und wahlen so den ginstig-
sten \Vcg nach unten. Die Schritte wahlen Sie klein, da Sie bei langen
Schritten dal Cleichgewicht verlieren kdnnen, Auch diesel Suchen nach
dem \Veg ist eine ExtremwertLestimmung.

\uf diese Art kann man auch <las Minimum (odel' Maximumj einer Funk-
ti,r zweier Yariabler : = f(X, y) oder in der SIHache der Geometrie
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das einer ,,Oberflache™ nach Bild 102 suchen. Wir tragen ein quadra-
tisches Gitter auf die horizontale xy-Ehene auf; die Seitenldange der
Quadrate sei h. Die Kreuzungspunkte des Gitters sollen Knoten heif3en.
Da wir auf dem Gitter entlangschreiten werden, sagen wir, das Gittel
habe die Schrittweite h.

Wir wahlen einen beliebigen Knoten Q, aus und bezei.Jmen den
Punkt auf der ,,Tasse", der Qg entspricht, mit P,. Nun machen wir einen
Schritt zu jeweils einem der Nachbarpunkte Q;, Q;, Qs bzw. Q, und wah-
len aus den zugehdrigen Punkten Pg1, Pg,, Py3 bzw. P,, auf der ,,Tasse"
den aus, der am tiefsten liegt, z. B. Pg2. Diesen vergleichen wir mit dem
Ausgangspunkt Pg. Liegt Py hoher als Pg, so setzen wir die Suche nach
tieferen Punkten fort, indem wir zu den noch nicht ausgewéhlten Narh-
barpunkten von Q, tGbergehen. Liegt jedoch P, tiefer als P2 und demzu-
folge auch tiefer als die vier zu Py benachbarten Funktionswerte in den
GilLerpunkten, so ist der Suchprozel? beendet. Wenn die Funktion ein
Minimum hat, so fuhrt uns dieser Suchprozel3 zum Minimum der Funktion
oder, genauer gesagt, zu einem Punkt in der Néhe des Minimums. Natul-
lich sind hierbei noch viele Feinheiten zu beachten. Die Abweichung vom
tatsachlichen Minimum hiingt von der Schrittweite h und von der Funk-
tion selbst ab. \Vir wollen uns das Leben jedoch nicht durch pessimistische
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»\Venn" und .,Aber" erschweren ... llir kam es lediglich darauf an, zu
zeigen, dal} es Methoden gibt, mit denen man sich auch ohne mathema-
tisches Modell an den Extremwert einer Funktion herantasten kann.
Bei solch einem Suchverfahren fur das Minimum kommt es gar nicht
darauf an, die Funktion z = f(x, y) zu kennen; man braucht lediglich
eine Methode zur Bestimmung der Funktionswerte in den Knotenpunkten
des Gitters mit der Schrittweite h. Mit Hilfe des Suchverfahrens kann man
also. ohne ein mathematisches Modell zu haben, ein Objekt oder einen
Prozel3 néherungsweise optimal steuern.

Wie erhédlt man ein mathematisches Modell fir die Destillation des
Erdols?

Jetzt wollen wir das Problem der Aufstellung eines mathematischen
Modells fur den technologischen Prozel3 der Destillation des Erdols er-
ortern.

Alles, was sich in den Fraktionskolonnen, Warmeaustauschern, Ofen und
anderen Aggregaten abspielt, unterliegt natirlich den physikalischen
und dlemisehen Gesclzen. Demzufolge ist alles sehr einfach: Wir brauchen
nul die Beziehungen aurzuschreiben, die sich aus diesen Gesetzen ergeben
und die den Zusammenhang zwischen den uns interessierenden Groéf3en
ausdrucken, und auf dem Papier erscheint unser Traum — das mathe-
matische Modell.

Genauso einfaeh ist es, sagt Anton Tschechow, eine Skulptur zu machen:
Ilan braucht nur einen geniigend grof3en Steinklotz zu nehmen und alles
Uhedliissige wegzuschlagen.

Sie werden vielleicht annehmen, ich wolle die Wissenschaft kompromit-
tieren und in Ihnen Zweifel séen, ob wir irgendwelche wichtigen Naturge-
setze noch nicht kennen. Nichts dergleichen, alle Naturgesetze, die zur
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Aufstellung der gewlinschten Gleichungen nétig sind, hat die Menschheit
bereits entdeckt. Die Gesclze zur Herstellung einer Skulptur sind aber
auch bekannt, und doch ist es gar uicht so einfach, aurh nur die Stiefel
eines gloRen Mannes aus dem Stein herauszumeifeln!

Erinnern Sie sich an unser Gesprach mit dem Technologen. Uet Frak-
tionsprozeR des Erddls — die Zerlegung des Erddls in die verschiedenen
Komponenten (Benzin, Heizdl usw.) — wird Lei starker Vereinfachung
durch Uber hundert miteinander verknipfter Variablen beschrieben.
Seihst im statischen Fall, d. h. im Gleichgewicht, ist es nicht einfach.
alle diese GréRRen zu bericksichtigen, und fur die Festlegung eines Algo-
rithmus zur optimalen Sleuerung des Prozesses hat man die dynamischen
Gleichungen aufzustellen. Die Prozesse in den Kolonnen sind niehl bis in
alle Einzelheiten bekannt. Die Schwierigkeit besteht dariu, die Darstel-
lung der Prozesse so geschickt zu vereinfachen, dall die Gleichungen
einerseits nicht allzu kompliziert sind und andererseils dem Prozel3 hin-
reichend genau entsprechen (in dem Sinne, in dem wir das h-Uhel be-
trachtet haben).

Noch ein Problem tritt auf: Wir mussen alle moglichen fremden Eill-
flisse berucksichtigen. Die Zusammensetzung des Hohdls kann sich iin-
dern, die Lufttemperatur oder der Luftdruck steigt oder fallt usw.
Alle diese zufalligen Anderungen ergehen sich unabhangig vom techno-
logischen Prozel3; sie missen jedoch bericksichtigt und méglichst kom-
pensiert werden. Da auch das mathematische Modell den technologischen
ProzeRR nur nédherungsweise beschreibt, werden immer irgendwelche Ab-
weichungen auftreten, und man muf jederzeit die Méglichkeit haben,
die Steuergroflen zu korrigieren.

Die Konstruktion eines mathematischen Modells, das aus irgendwelchen
Grundgleichungen des technologischen Prozesses besteht, bietet noch
nicht die Mdglichkeit, den technologischen ProzeRR optimal zu steuern.
Im mathematischen Modell hat man auBerdem nod! den EinfluR des
Zufalls zu bericksichtigen, eine schnelle Heaktion auf unvorhergesehene
Veranderungen zu garantieren und eine gute Stelwrung bei den ver-
schiedensten Abweichungen, Ungenauigkeiten und Fehlern zu gewahr-
leisten. Dazu sind noch andere mathematische Methoden nétig, ,-on denen
im folgenden die Rede sein wird.
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Wahrscheinlich
hat Ihnen dieses Buch gefallen?

\Venu Sie, ,-erchrt, -l Leser, bis zu cicsc!' Stelle gelesen und Jas Uuch nicht
an irgend jemand verschenkt occr in die hintcre Reihe des Buicherschranks
gestellt haben, wo tlie Folianten und Brosehiren herumstehen, die zu
schade zum \\'egwcrfou sind und sich nu!" aus Zeit- und Bequemlichkeits-
griu<en noch nicht im \utiquariat befinden, so ist es sehr wahrscheinlich,
dafl3 Sie es bis zum Ende lesen werden.

Zwei Ehegatten wollen ausgehen. Ersteht allgezogell im Korridor, sie gibt
der Tochter die vorletzten VeliialtensmalBregeln und beginnt die passende
Halskette zu suchen. Oun ist er geneigt, eine Verspiitung fur rerht wahr-
scheinlich zu halten, wahrend sie vom Gegenteil Uberzeugt ist.

In clcl: Umgangssprache vel'stehcn wir unter \Vahrscheinlichkeit so etwas
wie eine Einsch&tzung der Chancen, eine Annahme oder eine Vermutung.
Die \Vahrscheinliehkeit, dUl'ch irgend etwas Uberrascht zu werden, sich
mit Scharlach anzustecken oder zu spat zum Zug zu kommen, schatzen
wir subjekti,- ein. abhungig von unserem Charakter, unseren F&hig-
keiten, unserer momentanen Laune, von der Information, tUber die wir
nerfiigen, und vom gesnu<lcn Menschenverstand.

Die Leute klagen oft Uber ihr schlechtes Gedéchtnis, ihre angegriffene
Gesundheit oder ihr Pech, doch niemals Gber mangelnden Verstand. Aber
die Chaneen in ig:cndeiner Situation schatzen sie vollig unterschiedlich
tOLLL o o o

Der groRRe franzosische \fathematikel Jcmil Borel bemerkt in seinem
kurzen, aber interessanten Buch ,,\Vahrscheinlichkeit und Sicherheit"":
,,Es ist bekaunl. da die Kenntnisse de, Ifonschen die Bezeichnung
Wissenschaft ill Abhungigkeit davon verdienen, welche Rolle in diesen
Kenntnissen die Zahl spielt.” Und bei den verschiedensten Fragen der
- aturwissens(‘hnft, Technik, Okonomie, Soziologie usw. ist es tatsachlich
notwendig, <in ohjektives Maf3 fir die Wahrscheinlichkeit des Eintretens
llines Ereignisses zu haben. Hier einige Beispiele!

lu der Leninstrafl’c in Moskau wird Eis verkauft. Steht dort nur ein Eis-
wagen, so bildet sich davor eine Schlange. Die Leute, die keine Zeit oder
Lust halwn, iu der Schlange zu warten, sind verargert und werden kein
Eis kaufen. Es gehen Kuufer verloren, und die Einnahme sinkt. Stellt man
jedoch 20 Eiswagen auf, so sind die Verkaufer nicht ausreichend besehaf-
ti, I, denn so viele Kéaufer, wie sie bedienen kdnnten, gibt es auch wieder
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nicht. Wie viele Eiswagen muf3 man nun aufstellen? Bei der Beantwor-
tung dieser Fmge muf3 man nattrlich auch die Jahreszeit und das Weller
bertcksichtigen, <lie einen groen EinfluR auf die Nachfrage nach Eis
haben.

Sie kaufen ein Radiogerat, einen Kuhlschrank oder eine Uhr und erhalten
Garantie auf ein Jahr, eineinhalb Jahre, zwei Jahre o«l. dgl. Welchen
Wert hat der Garantieschein fur Sie?

Naturlich werden Ihr in der Garantiezeit ausgefallener Kuihlschrank oder
Ihre stehengebliebene Uhr in einer Garantiewerkstatl kostenlos repariert.
Doch das allein ist fur Sie nicht sehr interessant: Sie haben sich in Un-
kosten gestiirzt und wollen eine Uhr tragen, an <ler Sie jedelzeit <lie Zeil
ablesen kdnnen. Sie lesen die Garantieverpflichtung des Herstellel"verkes
durch und glauben, daR es wenig wahrscheinlich ist, dal die Uhr schon
wéahrend der Garantiezeit stehenbleibL. Warum aber nennt <as Werk
eine Garantiezeit von eineinhalb Jahren? Inwieweit ist eine Uhr mit der
Garantiezeit von zwei Jahren zuverlassiger?

In einer Poliklinik werden téaglich etwa 50 Patienten wegen Grippe krank-
geschrieben. An einem Tag komml es plétzlich zu 72 Krankschreibungen.
Muf man das als Beginn einer Grippeepidemie ansehen und entsprechende
Vorbeugungsmaflnahmen veranlassen, oder kann man das auch noch als
Zufall ansehen?

Auf derartige Probleme, in denen der Zufall eine groRRe Rolle spielt, kann
man Uberall stoBen. Haufig kann man nicht nur die Zufalligkeit eines
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Ereignisses konslalieleu, sonder auch die BestimmLheit des Eintretens
oder Nichteintletens dieses El'eignisses abschatzen. Eine solche Abschat-
zung wird ausgedruckt durch Worte folgender Art: ,,Die Wahrscheinlich-
keit cafiir. daB heim Werfen eines symmetrischen Geldstiicks \Vappen
fiilll, ist glcidl 1: :*'. Oder: ,, Die Wahrscheinlil'hkeit, in der StraRenbahn
eine Fahrkarte mit einer geradzahligcn Nummer zu bekommen, ist gleich
1: 2; die Waluscheinlichkeit dafur, dal die Nummer mit der Ziffer 7
endet, ist gleich 1: 10." I>iese Zahlen fur die Wahrscheinlichkeiten er-
geben sich aus offcusiclrtlichen Symmctrievorstellungen, aus der Gleich-
moglichkeit der versl'hiel\enen Ereignisse. Mit einer derartigen (Oleich-
aglil'hkcit tler Ereignisse hat man es auch beim Kartenspiel und heim
Waiirfeln zu 1nn. Der Ausgangspunkt der \Vahrscheinlichkeitsrecimung,
der Wisscllstharl ULlr die zufalligen Erscheinungen und ihre Cesetz-
muUigkcittn. ist geracll* in den Aufgahen iibl'r Glucksspiele zn suchen.

Wie es dazu kam

Der \nfaug d!'r Wahrsl'heinlichkeitsrel'hnuni lag im J9. Jahrhundert.
Ihre Grllillaicn wurden durch die auch auf anderen Gebieten der Wissen-
schaft hlkanntcll \VissCnschaftler Pascal, /Jllygells, Fermat und vOl
allem Jacob HI'mon/lil) geschaffen. Obwohl sie sich nur mit Aufgaben
ithcr (;liil'ksspidt hesdliiftigtcn, spirten diese berUhmten Gelehrten
doch die groUe llaturphilosophische Bedeutung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung.

Allerdings konn,,. eillls :_cihc von Aufgaben nicht gelést werden. Vor
alllm h I+h lnbPalltworlet, welche \'oraussctzungen edullt sein mussen,
damil die klassische \\'ahrschcinlichkcitsrechnung anwendbar ist. Die
Frage nach di'n Bedingungen fiir die Anwendbarkeit dieses oder jenes
Mathemalislhl'n Slhemas oder mathematischen Modells ist durchaus
llieht gcgenstanclslos. und die Unbestirnmtheit in den Crundbegriffen
Pillm Thtoric fiihrIP sl-holl oFl zu dramalischen Situationen.

Im Jahre 1810 fa®¥e der groRe Astronom, Physiker und Mathematikei
l.aplac< in seinem Blif'h ,,\'ersueh einer Philosophie der Wahrscheinlich-
kPiL" di¢ scilwrzeitigPll Erfolge der \Vahrseheinlichkeitsrcehnung zu-
sammen und neriirrllllichte gleil-hzeitig seine eigPnen fundamentalen
Erkenntnisst'.

DDoeh nClill wil'htigen lall i matischell Erkeulllllissen und deren \n-
wendunglll ill den -allHwissPnschaflPn zeigt dieses \\erk Laplacel auch
A\nwelldlll11<'H der \\'ahrscheinlichkeitsrechnung in der Moral, auf die
W\ahrsl'liKilllichkPil der Hilhtigkeit von Zeugenaussagen, auf ,-oraus-
sichtlil'he \\'ahlcrgdmissc. auf yoraussiehtliche Versammlungsbeschlisse
und auf die BCurteilung cer Cerechtigkeit von Gerichtsentsrhcidungen.
Die Willkiir der Einschatzung und die Cnmiglichkeit einel objektiven

J) Jacob Il ril,mlli w;u pju Mhstl'tilcr von Ltiluti: 1,I'i dtl' Sclrilfullg der (:rillulladen dl.r \1lL:i-
Jysil. Erisl drl IH'kallinlcsll! \trlI'PIt'l' th..- Srhwrizrl (;drhrhenramilic JI,.rm,1ilHi. ;lus drr LU (!4
OroUtr }inlhI'malikl'r hCr\-orge ganAt'll sin(t.
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8estimmung der Wahrscheinlichkeit fiihrten dazu, da die Wahrschein-
lichkeitsrechnung in der Mitte des 19. Jahrhunderts nicht ernst genommen
wurde, man hielt sie flir eine besondere Art der mathematischen Unter-
haltung.

Erst dem Cenie des russischen Akademiemitglieds P. 1. Tscheb scheff
Oelang es, die nicht zur Sache gehérenden Dinge auszusondern und die
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu einer exakten mathematischen Wissen-
schaft mit eigener Theorie und einem spezifischen mathematischen Appa-
rat zu machen. Diesen Fragen widmete Tscheb, [chff lediglich vier Arti-
kel, die er mit groRen Pausen zwischen 1845 und 1887 veroffentlichte.
lhre Bedeutung fir die Wissenschaft ist sehr groB. — r.enug der Ge-
schichte, kehren wir zum Wesen der Sache zuriick!

Der Fa und der Zufa

Am Strand von Gagra tatenlos zu liegen ist recht langweilig. Wir nehmen
einen Kindereimer, werfen eine Handvoll Kieselsteine hinein und wctLI'n.
ob im Eimer, sagen wir, weniger als 100 Kiesel sind.

Eine Wette beschaftigti,-endwie die Gedanken und entfacht die wahren.!
des Winters eingeschlafenen Leidenschaften. Das Ereignis, das darin
besteht, ,Jal3 sich im Eimer weniger als einhundert KiesPIsteinc hdinden,
ist zufallig.

:fan konnte auch eine Wette dartiber abschlieUen, wekhe Mannschaft die
nachste \Veltmeisterschaft im Volleyball gewinnen wird. Der Gewinn d!'r
Weltmeisterschaft ist ebenfalls ein zufélliges Ereignis. Doch zwischen
beiden Ereignissen besteht ein wesentlicher Unterschied.

Oer Versuch mit den Kieselsteinen laRt sich vielmals unter den gleichen
Bedingungen wiederholen, denn entlang dem Strande liegen sehr viele
dieser Kieselsteine. Fur derartige Situationen ist die statistische Stabili-
tat charakteristisch, die die GesetzmaRigkeit von Erscheinungen wider-
spiegelt, die in groRer Anzahl auftreten.

Der Gewinn einer \Veltmeisterschaft ist ein Ereignis :-allz anderer Art:
Die Spiele lassen sich uicht beliebig oft unter den gleirhcn Bedingungen
wiederholen, denn im folgenden Jahl  werden andere _lannschaften teil-
uehmen, die alten Mannschaften werden in anderer Form srin, die Spiell’
werden in einem anderen Land ausgetragen usw.

Derartige Ereignisse sind zwar auch zuféllig (sie kdnnen eintreten oder
auch nicht, und es laft sich nicht mit Sicherheit vorhrrsa:en, welche
- annschaft Weltmeister wird), doch sie zeichnen sich nicht durch sta-
tistische Stabilitat aus.

Die letztgenannten zufélligen Ereignisse werden in der Wahrscheinlieh-
keitsrechnung nicht betrachtet, jedoch beginnen sich Mathematiker ande-
rer Spezialrichtungen damit zu beschaftigen. Gegenwartig versucht man
auch Situationen wie dasVolleyballspiel, dieWechselbeziehungen zwischen
\Varenproduzenten und Verbrauchern usw. mathematisch zu durch-
dringen. Davon wird noch die Rede sein; kehren wir jttzt zur \\'ahr-
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scheinlichkeitsl'echnung zurick, einer Wissenschaft, <liesich mit zufélligen
El'scheinungen mit Massencharakter, mit statistisch stabilen Ereignissen
beschaftigt.

Die W &scheinlichkeit

Es ist fur Sie sicher offensichtlich, daB <ie Wahrscheinlichkeit dafiir, aus
einem 32 Karten umfassenden gut <lurchgemischten Kartenspiel das
Kreuz-,\s zu ziehen, gleich 1: 32 ist, denn man hatte mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit auch jede andere der 32 Karten ziehen kénnen. Wenn
hintereinander ein As, eine Zehn und ein Kdnig gezogen werden, so ist
das ebenfalls ein zufélliges Ereignis. Wir wollen nun die Wahrscheinlich-
keit dafiir berechnen, dal3 aus einem gut durchgemischten Spiel diese drei
Karten in dieser Reihenfolge gezogen werden. Die Wahrscheinlichkeit
fur das Ziehen eines :\sses (im Spiel gibt es vier Asse) ist 4: 32. Wenn ein
As gezogen ist, verbleiben noch 31 Karten und das Ereignis, eine der vier
Zehnen zu ziehen, hat die Wahrscheinlichkeit 4: 31. SchlieRlich soll aus
den verbleibenden Karten einer der vier Konige gezogen werden; die
Wahrscheinlichkeit dafur ist 4: 30. Zur Ermittlung der Wahrscheinlich-
keit fur das reihenfolgegerechte Ziehen der Karten As - Zehn - Kdénig
sind die drei Zahlen zu multiplizieren, und die gesuchte Wahrscheinlich-
keit wird
1

Sé u .:1-0 = 0,002:3

Das ist eine recht geringe Wahrscheinlichkeit, un< die Freude ist ver-
standlich, wenn dem Versuch solch ein Erfolg beschieden ist.

Wir teilen einen Volleyballplatz in zwei gleiche Teile und werfen von
irgendwo her mit verbundenen Augen auf gut Glick einen Ball auf den
Platz. Wenn wir voraussetzen, daf3 der Ball in jedem Fall auf den Platz
fallt (und nie daneben), dann ist die Wahrscheinlichkeit fur das Aufsetzen
des Balls in einer bestimmten Halfte gleich 1: 2, und die Wahrscheinlich-
keit dafir, daR <ler Ball in eine auf dem Platz befindliche Pfutze fallt, ist
gleich dem Verhaltnis der Flache der Pfutze zur Flache des ganzen Plat-
zes.

Wie kann man alLcl' die Wahrscheinlichkeit ful' Zahl oder Wappen
beim Werfen eines unsymmetrischen, schiefen Geldstiicks bestimmen?
Wie berechnet man die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal3 ein am Strand von
I;agra auf gut (:ltick aufgenommener Kieselstein weniger als 20 g wiegt?
Es waére keine besonders kluge Idee, samtliche Kieselsteine am Strand zu
wiegen und das Verhaltnis del' Anzahl derer, die weniger als 20 g wiegen,
zur Gesamtzahl zu bilden, nicht nur wegen der UnrealiLat eines solchen
Vorhabens, sonde r auch deswegen, weil nicht alle Steine gleiche Chancen
haben, ausgewahlt zu werden.

Wie kann man die Wahrscheinlichkeit dafur bestimmen, JaR eine Gluh-
lampe nicht \'Or tausend Stunden Brenndauer durchbrennt? Auch hier
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ware offenbar die Empfehlung nicht allgebradit, erst eillmal siillltlidll
(Dluhlampen auszuprobieren und dann das Verhiill nis aus der Anzahl der
Lampen, llie liinger als tausend Stunden halten, und 1\er <:csallltzahl zu
bilden.

Trotzdem mufl man aber annehmen, dal3 aueh fur die zulelzl aufgefiihritn
Ereignisse eine ganz bestimmte \\'ahrschcinliehkeit (‘'Xistierl. Die \Vahr-
scheinlichkeit ist ein objektiver Kennwert der Ereignisse. der unabhiingig
von unserer Beziehung zu ihm ist. Das \'orhandenseiu einer \V:ihrschPin-
lichkeit bei den bclrachtelen Ereignisseu ist nirgleichbar mit dem \'or-
h:n<cnsein von Masse und Geschwindigkeit Iwi einem Ki.rpPc Jfassl' und
(:eschwindigkeit sind objektiv existierende Criillen, die das hclr = -hlell
Objekt eharakterisicrcn. \Vir kiillllen siP jedoch nicht mil ahsolulPr (:e-
nauigkeit, sondern lediglid! ausrcilhend gmlall niHw ¥ ngsweise heslim-
lllen. Ebenso kann man Pin #&herungsYerfahlplil zul lleslimmimg der
Wabhrscheinlichkeit eines Ereignisses angehen.

\\'ollen wir die \Vahrscheinlichkeil fur \Vappell btilll \\'crflll Pilws 111I-
symmetrischen Geldstucks Lcstimmcen, so fuhrlll wir Pinc gliillere \nzahl
,on \Viirfen aus, sagen wir 11, und zalllell. il wie\'iel Fillen das \\'appeu
oLPn ist. \Venn <lies bei m \:urfen dn Fall isl, dann i,l das \'crhaltnis
m: 11, die l'elative Haufigkeit des En:ignisses .. Wapppll™. ein ¥iillerlrgs-
wecl't Hi, Jic gesuchte \VahrschcinliehkeilL

Da man also die Wahrscheinlichkeit nil'hL immer auf C ¥~nd irgendwelcher
Uherleguugen hercchnen kanu, heispielsweis<' aur Crund ,-011 SI,mmelrie-
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betrachtungen oder aus der Gleichmdglichkeit aller Versuchsergebnisse,
benutzt man auch die Mdéglichkeit ihrer Ermittlung tber die relative
Haufigkeit. Uns trostet dabei, dal ein so ermittelter Wert bei Erhéhung
der Anzahl n der Versuche immer genauer realisiert wird. Obwohl das
einleuchtend ist, mussen wir den genauen Sinn dieser Behauptung einer
weiteren Betrachtung unterziehen.

Sie haben einen Versuch gemacht. Na und?

Was heif3t ,,Naund?'" — werden Sie sagen. Eine glof3e Arbeit ist beendet,
und es liegen ,-iele Mel3werte vor.

Das ist lobenswert, sage ich. Sie kbnnenalle diese MeRwerte inden Arbeits-
bericht aufnehmen. Das ist aber nur die eine Seite der Sache. Anderer-
seits sind auf Grund der MefRwerte SchluZfolgemngen zu ziehen, und das
ist gar nicht so einfach.

Das Ergebnis des Versuchs kann entweder eine qualitative Aussage sein,
etwa wie folgt: ,,Bei der Injektion von Adrenalin erhdht sich der Blut-
druck™, oder eine quantitative Beschreibung der Situation, z. B.: ,,Bei
der Injektion von 1 cm?® Adrenalin erhdhte sich bei vier von funf Ver-
suchskaninchen «er Blutdruck um ._."

Zum Ergebnis eines Versuchs gehdren immer gewisse quantitative An-
gaben, zumindest Uber die Anzahl der durchgefihrten Expeiimente. In
den meisten Fallen 1&R3t sich auch das Ergebnis des Versuchs quantitativ
beschreiben. Diese Beschreibung setzt eine mathematische Bearbeitung
der Versuchsergehnissc voraus.

Stellen Sie sich eine geologische Expedition vor, die den \uftrag hal,
Apatitingcrstéatten zu erkunden. Wahrend der Arbeit st63t die Expedition
auf Diamanten, Gold und Uranerz, laRt jedoch das alles unbeachtet, da
sie Apatit zu su(‘hen hat. Es wird kaum mdoglich sein, diese — vorsichtig
ausgedlickt — Verschwendung zu rechtfertigen. Wodurch unterscheidet
sich aber der Physiologe von der geologischen Expedition, wenn er um-
fangreiche und schwierige experimentelle Arbeiten ausfiihrt und nur ein
Koérnchen der erhaltenen Information nutzt?

0 /;;7\/ ZR) '
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Erinnern Sie sich an unsere Gesprache mit dem Physiologen am Anfang
des Buches! Der Schleifenoszillograf bietet offenbar die Moglichkeit, sehr
viel Information Uber die Lebenstatigkeit der Versuchskaninchen zu er-
fassen. Als Ergebnis werden jedoch hauptséachlich einige qualitative Fest-
stellungen ausgewiesen, wie: ,,Nach der Injektion von Adrenalin erhdhte
sich der Blutdruck." Die ganze tUibrige Information wird nicht verarbeitet;
sie geht also verloren.

Bei der Bearbeitung und Interpretation von Versuchsmaterial muf3 man
fastimmer die Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der mathe-
matischen Statistik heranziehen. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung dient
als theoretische Grundlage der mathematischen Statistik. In den Lehr-
blchern der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der mathematischen Sta-
tistik wird gezeigt, dal? die mathematische Statistik die wissenschaft-
lichen Methoden zur statistischen Beobachtung und Analyse des Reol-
achtungsmaterials liefert.

Insbesondere wenn die Anzahl der Versuche Klein ist, kann man recht
verschiedene SchluRRfolgerungen ziehen. Der berihmte Physiker Niels
Bohr hat einmal sehr treffend gesagt: ,,Bei einer endlichen Menge von
Experimenten und einer unendlichen Menge von Theorien existiertimmer
eine unendliche Menge von Theorien, die den endlich vielen Experimenten
genugt."

Noch einmal mdchte ich betonen, da man mit Schlu3folgerungen aus
statistischen Auswertungen sehr vorsichtig sein muf3. Es ist nicht immer
klar, ob die Resultate die aufestellte Hypothese bestatigen oder nur dem
Spiel des Zufalls entstammen.

Ich fUhre ein Beispiel an. Zur Heilung einer gefahrlichen Krankheit kann
man zwei Methoden benutzen; wir wollen sie ,,alte Methode' und ,,neue
Methode™ nennen. Die Ergebnisse der Behandlungen Gber einen gewissen
Zeitraum sind in Tafel 4 zusammengefal3t.

Tafel 4. Verglich zweier Heilmethoden

Patienten-  Todliche Uber- Todesfalle
anzahl Ausgange lebende ill %
6
Alte Methode 9 6 3 orier
2
Neue Methode 11 2 9 i 18
Insgesamt 20 8 12

Aus Tafel 4 folgt, dal3 die Anzahl der todlichen Ausgéange beider neuen
Methode bedeutend geringer als bei der alten ist. Wenn wir etwas nach-
denken, konnen wir jedoch durchaus bezweifeln, ob die Anzahl der Beob-
achtungen grof3 genug ist, um uns von der Richtigkeit der erhaltenen
Prozentzahlen zu Uberzeugen.
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A\iircn beispielsweise beide Methoden gleich wirksam oder hatten beide
Uberhaupt keinen Einflu3 auf den Ausgang der Krankheit, so hatte dal
in Tafel 4 wiedergegebene Ereignis die Wahrscheinlichkeit 1: 25. (Mit der-
selben Wahrscheinlichkeit ist die Nummer einer Stralenbahnfahrkarte
dnrch 25 teilbar, d. h., die zwei letzten Ziffem sind 00, 25, 50 oder 75.)
Obwonhl die Ergebnisse sehr fur die neue Methode sprechen, wirde ich sie
fur noch nicht so Uiberzeugend halten, um den generellen Ubergang zur
neuen Methode anzuweisen. Wirde ich jedoch erkranken und hatte ich
die Moglichkeit, zwischen den beiden Methoden zu wéhlen, so wirde ich
die neue Methode vorziehen. Aber das ist keine Frage der \Vahrschein-
lichkeitsrechnung, sondern geht auf eine andere Wissenschaft zuriick, vou
der noch die Rede sein wird.

Haufig kommen falsche Schlul3folgerungen dadurch zustande, dal’ der
Experimentator eine Reihe von Versuchsergebnissen einfach weglal3t und
bestimmte extreme Punkte nicht aufnimmt, weil ihm scheint, dalR sie
nicht den \'crsuchsbedingungen entsprechen. Oft macht sich dabei be-
wuilt oder unbewuf3t der Wunsch geltend, eine bestimmte Hypothese zu
rechtfertigen, rler gerade diese unerwtnschten Ergebnisse widersprechen
wirden. Natirlich kdnnen auch einmal offensichtliche Fehlmessungen
auftreten, doch ohne triftigen Grund darf man nicht einfach irgendwelche
I>aten weglassen.

Der sowjetische Physiker Kapiza hat in einer Gedenkrede zu Ehren
Ifotherfords einmal gesagt:

,.Das Studium der Kernprozesse bei ZusammenstofRen enthalt bis zum
heutigen Tage eine schwache Stelle — die Notwendigkeit einer statisti-
schen Auswertung der Versuchsergebnisse. Es ist wohlbekannt, daf bei
der Ableitung einer allgemeinen GesetzméaRigkeit auf Grund statistischer
Daten bei einer beschrankten Anzahl von Beobachtungen gréf3te Vor-
sieht geboten ist. Irgendwer hat zur Anwendung der Statistik einmal
gesagt:

»ES giblt drei \rten von Lugen: Notliigen, gemeine Liigen und die Sta-
tistik."4)

Allerdings ging es dabei um die Anwendung der Statistik auf gesellschaft-
liehe Prozesse: in einem gewissen Umfang kann man das jedoch auch auf
die Anwendung der Statistik in der Physik beziehen. Auf keinem anderen
(:ebiet der Physik wurden so viele grobe Fehler und falsche Entdeckungen
gemacht, wie bei der statistischen Auswertung der bei Kernzusammen-
stofRen gesammelten statistischen Daten. Bis in unsere Zeit hinein wurden
fast jiihrlich Entdeckungen neuer Teilchen, Elemente oder Resonanz-
stufen bekannt, die sich dann als Fehlmeldungen erwiesen.

Hntherford wuf3te sehr gut, welche Gefahr die nicht objektive Interpre-
tation experimenteller Daten statistischen Charakters in sich birgt, wenn

1) n.Llon M\lisrsziti<rl in sl'inrnl lIwkrnnten Uuch ,,Wahrscheinlichkeit, Statistik und W:hrheil**
(2. Auflag(, ,vien: 193li) den Englindcr Sir Francis Gallon: ,,Es gibt drei ArlCn von Lugen:
I. di,» .ollug(. dir. vericihlirh ist; . die grniCinc Lug(, fiir die {S keine Entschuldigung giht,
un,l 3. uic Statistik.”" (J. Ch.)
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der Wissenschaftler ein gewiinschtes Resultat bekommen miehte. Sla-
tistische Daten bearbeitete er mit grof3ter Vorsicht; inteicssant ist die
Methode, nach der er vorging. Die numerischen Reehnungen fihrlcn
gewdhnlich Studenten aus, die nicht wuf3ten, worin der \'ersuch bestand.
Die auf Grund der erhaltenen Punkte zu zeichnenden Kurven wurden
von Mitarbeitern angefeltigt, die nicht wul3ten, was sich ergeben muR.
Soweit ich mich erinnere, haben sowohl Hutherford als auch seine Schiler
nicht eine einzige Fehlentdecknng gemacht, wahrend derrn Anzahl in
anderen Laboratorir,n nicht gering war."'1)

Die Methoden der mathematischen Statistik missen also gekonnt und
sehr Uberlegt angewendet werden, damit sie ein nUtzliches und jederzeit
anwendbares Mittel zur Bearbeitung von Beobachtungsergehnissen sind.
Ich sagte, daR man in der Physiologie und Medizin manchmal recht ver-
schwenderisch mit Versuchsergebnissen umgeht, <all man ihnen im Ver-
gleich zu den bestehenden Mdéglichkeiten sehr wenige Informationen ent-
nimmt. Diese Feststellung bezieht sich in slarkem MaR3 auch auf die
Geologie und die Geophysik, die Chemie und die Technik. Es ist nattrlich
nicht immer das Verschulden des Experimentators, wenn die Versuchs-
ergebnisse nicht gentigend ausgewertet werden: Man muf3 nicht nur die
statistischen Methoden beherrschen, sondern auch die technischen Ein-
richtungen besitzen, die zur Bearbeitung erforderlich sind.

Die EntschlUsselung eines Elektro-Enzephalogramms oder die komplexe
Interpretation der bei einer Erddlbohrung gewonnenen geophysikalischen
Daten erfordert nicht nur einen groBen Rechenaufwand, sondern auch
komplizierte Algorithmen. lliedir sinddie Gblichen mechanischen Rechen-
maschinen nicht mehr ausreichend; man bendétigt die moderne elektro-
nische Rechentechnik, am besten einen Schnellrechner, der die Versuchs-
daten automatisch aufnimmt und die Ergebnisse sofort in Form voll
Tabellen oder Kurven ausgibt.

Nicht nur die Auswertungsmethode, sonder auch die Deutung der
Ergebnisse erfordert ein tiefes und unvoreingenommenes Eindringen ill
das betrachtete Problem. Die Rechner allein gentigen nicht; sie mussen
auf bestimmte Fragestellungen antworten, und diese Fragen exakt zu
formulieren ist gerade das schwierigste. Jst es nicht so?

Gesprach mit einem Doktoranden

Zu mir kommt ein Doktorand. Er ist ein erfalneuer Ingenieur, hat in
seine Dissertation bereits Yiel Arbeit investiert, Material gesammelt und
viele Versuche durchgefiihrt. Nun meint er, dal3 es an der Zeit wiire, die
Fakten zu systematisieren und Schluf3folgerungen zu ziehen.

Er: Ich mdchte Sie gern einmal konsultieren. Ich habe einen Labor-
,ersuch zur Untersuchung der Festigkeit verschiedener Plastrohre
aufgebaut und eine Reihe von Versuchen angestellt. Nun méchte id!

1) zeitschlift ,,Novij mir" (B i6) Nr. 8, S. 209
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wissen, ob il'h noch weitere Versuche anstellen muR3 oder ob die erhal-
tenen Ergehnissc ausreichen.

Ich: \Voln ansleichen !

Er: Zn SchluRfolgel'ungen tber <lie Festigkeit der Plastrohre untei
den verschiedenen Ucdingungen.

Ich: Erliuler Sie bitte ausfFuhrlieher, welches Ziel Sie sich gestcllt
haben.

Er zeigt mir Tabellen mit den Resultaten. Jeder Versuch zog sich tbel
mehrere Wochen hin. Nach der Aufgabenstellung sollte der glinstigste
Kunststoff fir Rohrleitungen ausgewahlt werden, durch die Erdél untel
Oruck gepumpt wird. Wahrend der Versuche wurden die Rohre einige
Wochen einem bestimmten Druck ausgesetzt; danach wurden sie in einer
speziellen Maschine aufCelissen, und die zum ZerreiRen notwendige Kraft
wurde gemessen. Die Uberreste der Rohre wurden nach dem Versuch
weggeworfen.

Ich: Warum haben Sie die Versuche nicht alle gleich lange durch-
gefuhrt?

Er: Meine Versul'hsmethodik hat zum Ziel, mdglichst schnell zu
Schlufolgerungen Uber die Festigkeit der Rohre zu gelangen. Es
sollte die A hhangigkeit zwischen der Zeitdauer der Belastung der
Rohre und «Ilr uotwendigen ZerreiRfestigkeit festgestellt werden.
Diese Abhé&ngigkcit habe ich tber eine Dauer von zehn Wochen
expeiiim<ntcll untersucht, und fur den weiteren Verlauf kann ich sie
dann mil Hilfe Iheoretischer Uberlegungen extrapolieren.

Ich: Bei einem solchen Herangehen kénnen die Angaben tber die
Zerreil3festigkeit der Rohre nach einem, zwei oder drei .Jahren Be-
nutzung fehlerhaft werden

Er: Ja; durch den Vergleich verschiedener Plastsorten ist es jedoch
moglich zu entsl'hciden, ob ein Kunststoff einem anderen vorzuziehen
ist. Ein Hohr miRte viele Monate oder Jahre belastet werden, um zu
einer exakten Aussage zu gelangen. Ich kann aber nicht so lange
warten, um die Qualitat der ,-erschiedcnen Rohrtypen zu beur-
teilen.

Ich: Nulurlich, die Dissertation soll mdglichst schnell verteidigt
werden!

Er: Sie kénnen gul lachen: Ein Mathematiker beweist einige Satze
und verteidigt dann seine Arbeit. \Vir mussen aber experimentell
- esultate sammeln. Dabei geht viel Zeit verloren.

Ich: Ju, zur schnellen Fertigstellung einer Dissertation sind theo-
letische Fragen besser geeignet, wenn sie nicht zu schwierig sind.
" ebenbei bemerkt: Man kann auchbei theoretischen Fragen hangen-
bleiben. Fur Sie scheint es also offensichtlich zu sein, dal lhre Ver-
suchsanordnung zu entscheiden erlaubt, welche Plastsorte die gréf3te
Zerreil3festigkeit hat. Mir ist das vorlaufig gar nicht offensichtlich ..
“ehmcn wir nber an, lhre Hypothese sei richtig. Nach welchen
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Zeitabschnitten messen Sie die Zerrei3festigkeit, und wieviel Rolm’
untersuchen Sie gleichzeitig?

Er: Ich kann 20 Rohrstiicke einlegen und nehme alle zwei Wochen
5 Stuck heraus. Leider kann ich keine groRere Menge gleichzeitig
erproben — die Anlage erlaubt es nicht.

Ich: Worin besteht nun lhre Frage?

Er: Ich habe bisher Versuchsserien fiir drei Rohrtypen durchgefihrt.
Ist das ausreichend, oder muf} ich weitere Versuche anstellen?

Ich: Besitzt nach Ihren bisher durchgefuihlten Velsuchen ein Rohr-
typ besondere Vorteile? Kdnnen Sie beispielsweise zeigen, dafl} nach
zweimonatiger Belastung bei dem einen, besseren Hohrtyp die
ZerreiRfestigkeit nur um 10/g gesunken ist und bei den anderen um
ganze 20%7?

Er: Wo denken Sie hin! Sehen Sie sich die Tabellen an. Die Werte
haben alle ungefuhr die gleiche GréRenordnung. Beim Vergleich der
Mittelwelte scheint mir allerdings die erste Plastsorte um etwa 50°/,
besser zu sein als die anderen. Und Rohre aus diesem Plast hatten
dann auch eine um 500/y h6éhere Lebensdauer; das wirde Millionen
an Einsparungen bedeuten.

Ich: Wieviel kosten Ihre Versuche?

Er: Warum wollen wir uns auf Okonomie einlassen? Beschéaftigen
wir uns lieber mit der Statistik.

Ich: Stellen Sie sich vor, daR Ihnen die Gallenblase entfernt werden
muRte. Es gibt zwei Chirurgen, die Sie operieren kénnen. Der eine
hat 10 Operationen ausgeftihrt, davon 9 erfolgreich, der andere hat
bereits 100 Operationen gemacht und 90 erfolgreich. Welchen wirden
Sie vorziehen?

Er: Selbstverstandlich den zweiten, jedoch ...

Ich: Wenn beim zweiten aber nur 85 von 100 Operationen erfolgrciclt
verlaufen sind?

Er: Ich wei3 nicht recht, vielleicht doch den zweiten, er hat immer-
hin mehr Erfahrung!

Ich: Ich will Sie von der Angst um den Ausgang der Operation
befreien. Nehmen wir an, da wir zwei gute Schitzen haben. Der
eine hat 9 von 10 mdglichen Treffern, der andere 85 von 100 mdg-
lichen, welcher verdient den Lorbeerkranz des besseren Schitzen?
Er: Ich bin zu lThnen gekommen, um Antwort auf meine Fragen zu
erhalten, und Sie tischen mir neue auf. Das ist gegen die Spielregeln.
Ich: Nicht doch, ich will Thnen nur helfen, lhre Fragen richtig zu
formulieren. Da Ihnen aber dieser Weg nichtgefallt, willich versuchen,
auf lhre nichtgestellten Fragen zu antworten. Wir haben es hier mit
mehreren Fragen zu tun. Versuchen wir sie einzeln aurzufihren.
Die erite Frage. Wieviel Versuche muf man fahren, um véllig davon
Uberzeugt zu sein, dal3 der aus den Versuchen erhaltene llittelwelt
mit dem tatsachlichen Wert der Zerrei3festigkeit Ubereinstimmt"
Diese Frage lait sich exakt beantworten — unendlich viele!



Er: Wie denn — unendlich viele?

Ich: Jede Messung ist mit einem Fehler behaftet, dessen Grof3e
unbekannt ist und sich von Versuch zu Versuch andern kann. Das
arithmetische Mittel aus den erhaltenen Werten wird deshalb immer
einen Fehler aufweisen, wenn wir endlich viele Versuche ausfuhren.
Natirlich nimmt die Fehlergrof3e des Mittelwerts mit der Anzahl der
Versuche ab, wenn die Fehler rein zuféallig sind und die Versuche unter
gleichbleibenden Bedingungen stattfinden. Sie 143t sich jedoch bei
endlicher Anzahl del Versuche nie zu Null machen. Daraus ergibtsich
die zweite Frage. Was kann man bei 5, 10 oder 1000 Versuchen
garanliercn? Sie haben mehr Vertrauen zu einem Chirurgen, der
90 von 100 Operationen erfolgreich ausgefiuihrt hat, Sie trauen ihm
mehr Erfahrung zu (ein richtiges Wort!). Das Vertrauen zur Be-
hauptunp: ,,Der Chirurg fuhrt 90% der Operationen erfolgreich
aus!"™ ist also unterschiedlich: Es ist groer bei 90 von 100 und
kleiner bei 9 von 10 erfolgreichen Operationen. lhnen ist bestimmt
intuitiv klar, was ein Vertrauensfaktor ist?

Er: Ja, wie kann man ihn aber ermitteln?

Ich: Das kann auf verschiedene Weise geschehen. (;1™b ausgedriickt,
das isl der Preis, den Sie fur starker gesicherte Ergebnisse zahlen
muissen. Dieser Preis kann durch die Anzahl der notwendigen Ver-
suche bei Beriicksichtigung ihrer Genauigkeit ausgedrickt werden;
er laRt sich auch in Geld oder noch anders angeben. Hier beriihren
sich die Statistik und die Okonomie, obwohl Sie beide gern trennen
mdochten.

Jir: Ja, ich verstehe. Wie habe ich mich aber zu verhalten?

Ich: Da,-on wird spéater die Rede sein. Ich will erst einmal die Fragen
formulieren. Sie haben aus irgendeinem Grund jeweils fiinf Probe-
sticke in gleichen Zeitabstanden herausgenommen. Tatséchlich
andert sich die von lhnen untersuchte ZerreilR3festigkeit jedoch
nicht linear mit der Zeit; eher ist der Zusammenhang hyperbel-
16rmig oder exponentiell, das hieBe y = 2-«! (t — die Zeit; y — die
Festigkeit; 0 — ein Zahlenfaktor). Der entscheidende Teil dieser
Kurve ist der Anfangsabschnitt. Daraus ergibt sich noch eine Frage.
Die dritte Frage. Zu welchen Zeitpunkten ist es am zweckmaligsten,
die Messungen der Zerreil3festigkeit durchzufiihren, und wieviel
Rohre sind jedesmal zu nehmen? Diese Frage kann auf verschiedene
Weise gestellt werden. Man kann annehmen, daf3 die Anzahl der zur
Verfugung stehenden Rohrstiicke sowie die Zeitdauer zur Durch-
fuhrung aller Versuche von vornherein festgelegt sind. Dann besteht
die Aufgabe darin, die Zeitpunkte flr die Messungen und die Anzahl
der jeweils zu prifenden Rohre so festzulegen, daf3 sich ein maxima-
ler Vertrauensfaktor ergibt. Man kann aber auch den zu erreichenden
Vertrauensfaktor vorgeben und die Gesamtkosten fur séamtliche
Versuche minimisieren. Die Aufgabe laRt sich auch noch auf ver-
schiedene andere Arten ldsen.
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Er: Nun bin ich véllig ratlos ... Wie habe ich mi,h den nun zu
verhalten?

Wir haben die Aufgabe entsprerhend formuliert, der Versuch wurde
geplant, und nach zwei Monaten lagen die Ergebnisse ,-or. Ich werde
nicht ausfuhrlicher bei diesel speziellen \urguhc ,-erweilen.

Der Experimentator und der Statistiker

Das Gesprach mit dem Doktoranden macht die allgemeine Situalion
deutlich, in der sich jemand befindet, der eine experimentelle Unter-
suchung durchfuhrt. \Vir wollen nun die in diesem Cespriic-h berthrten
Fragen etwas ausfuhrlicher behandeln.

Die Experimentatoren bitten selten die StatisLiker um Hilfe. Meist lw-
arbeiten sie ihre Beobachtungsergebnisse selbst, so gut sie es kénnen. Die
Schluf3folgerungen sind manchmal einfach phantastisch, ich erwdhnte
das bereits. Es gibt aber noch weitere Probleme. Die Ergebnisse eines
Versuchs, ihre Aussagekraft und ihr Informationsgehalt héngen stark
davon ab, wie der Versuch durchgefuhrt wird; zu welchen Zeitpunkten
gemessen wird, wie viele Messungen gemacht werden und in welchen
Punkten, wie die Werte der Parameter oder EinfluRgrofRen gewéhlit
werden, die sich in der Hand des Experimentators befinden usw. Man
kénnte noch sehr viele Frage- und Ausrufesédtze anfuhren. Offenbar mull
der Mathematiker dem Experimentator zu Hilfe kommen, um ihn in
Ehren aus dem Gewirr dieser peinlichen Fragen zu rellen.

Wie hat man sich zu verhalten? Ganz einfach: \Venn man selbst nidlt
cersiert ist, mu3 man sich an den Statistiker um Hilfe wenden. Nicht
erst, wenn die Versuche abgeschlossen sind, sondern zn neginn der
Arbeit. Oft macht sich der Experimentator bei der Planung eines Ver-
suchs wenig Gedanken darlber, wie er spater aus den \'ersuchsergeb-
nissen moglichst viel Information tiber die zu untersu'nende Ersl'heinung
gewinnen kann. Daftr wirde sich aber der Slatistiker in erster LiniP
interessieren. Er mif3te den Versuch planen, die.-nznhl tler notwendigen
Messungen festlegen, ihre Ausfiihrung durchdenken und sich auch darum
kiimmern, dall die Daten in einer fur rie unmittelhnre Bearbeitung
bequemen Form aufgezeichnet werden. Er wirde den Experimentator
laufend ,,stiiren” und die Beachtung der verschiedenen sdwinbar un-
wesentlichen Bedingungen fordexr-. Doch daflir ginge die Bearbeitung
und Auswertung der Versuchsergebnisse dann ehr S¢hnell und wirksam
vonstatten.

Ein Biologe, der den EinfluR einer Stmhlung aur weille Mause untel-
suchen will, nimmt 30 Miiuse und bildet aus ihnen zwei Gruppen: eine
Kontrollgruppe mit z.B. |O Méausen und eine \'ersul’hsgruppe mit =
Méausen. Diese 20 Miiuse teilt er in 5 Gruppen zu je ! "Hiusen ein. Jcdl
Gruppe aus 4 Miusen wird einer bestimmten Strahlendosis ansgeselzl.
Scheinbar ist alles in Ordnung, er hat eine KonlrollgruppP und eillP
Versuchsgruppe. Der Statistiker wirde alle ,lause mil !illlimern ,N-
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sehen und unter Benutzung einer Tabelle miL Zufallszahlen, ohne die
Mause anzusehen, bestimmen, welche Nummern in welche Gruppe
kommen. Damil s<hlie3L cr nicht nur das hewul3te Vorziehen bestimmter
Dlause aus (z. B. <er kraftigslen fii- die stiirkstc Bestrahlung), sondern
auch das unbewufl3te.

Die Versuchsobjekll+ llliissell im allgemeiuen ,-6llig zuféllig ausgewahlt
werden, damit aul'h nidlit die geringste IJrsachu fir Fehlschlisse be-
steht.

Diese Feststellungen beziehen sich auch auf unbelebte Gegenstande. Als
Beispiel wollen wfr die Organisalion del: Gutekontrolle in einem Werk
ful Elektronenrdhren betrachten.

(;utekennzifrer ist die Lelwllsdauer der Rohren. Das Werk mége in einem
Monat 50000 Rohren eines Typs herstellen, deren Lebensdauer bei
nnunterlnochenem Betrieb 500 Stunden (also Uber 20 Tage) betragen
mufR. Nun soll die \ufgul,e der <:utekontrolle fur die 50000 Rohren
gclist wterden.

Zur Kontl*lle del' Lebcusdaucr del I16hrcn wird eine beslimmle Anzahl,
eine Stichprobe, ausgewiihlt, auf den Prufstand gebracht und 20 Tage
belastet. \Viihrend dieler Zeil ,-erbleibL der gesamte R&hrenposten im
Werk. Es kénnte ja sein, daR die Rohren nicl;L ctler Forderung nach 500
Stunden Lebclisdauel: genigen. Und es gibt viele Roéhrentypen; die
Lager sind milL fertiger Produktion vollgestopft. Eine schlimme Lage ...
\Venn man stichprobenweise kontrolliert, ist es wichtig zu wissen,
wieviel Hélucn gepluft werden mussen 1llld wann das Ergebnis als
befriedigend angcsehen werden kann.

\"or etwa 15 Jahren begegnete ich in einem Betrieb diesem Problem. Der
\onatspl'0duktion ,-on WO000 bis zu LOOO0O B6hren eines Typs entnahm
man J Hoéhren und Lelrieb sie 500 Stunden lang auf dem Prifstand.
\\'enn innerhalb <ieser Frist keine der JO Réhren \'Crsagle, wurde der
Posten als qualitatsgerecht angenommen. Hielt jedoch nur eine ll6hre
der Prufung nicht stand, so gab man Alarm, und es wurden die Grinde
Hir diesen so hohen (!) \ussdwRB gesucht und schleunigst MaBnahmen
zur Senkung des \usschusses ergriffen.

}(@n kann aber unschwm- belechnen, daf3 lici cillel' derartigen :1lcthodc
die \Valll'sdieiulichkeit dafur, daf3 dem Yerbraucher ein gallz miserabler
Réhr<npostcn ausgeliefert wird, recht grol3 ist. Enthalt der Posten 5°
\iissdi11R, sind also von 100000 Réhren 5000 nicht in Ordnung, so sind
lici zufiilligcr Auswahl alle 10 Roéhren der Stichprobe mit einer Wahl-
Ochcilllichkeit Nin 0,G einwandfrei. Das bedeutet, dalR im Mittel 60 Posten
,011 HI0 angenommen werden, selbst bei 50/p .\usschul3. Sogar bei einer
tatsadilichen ;\ussdmBquote von 10%, werden nach diesem Kontroll-
cerfahren 3" ,.on 100 Posten als einwandfrei angenommen. Der Vel-
braueher wird mit solch einer schlechten Giute kaum zufrieden sein.

Es ist natirlich nicht guL, wenn sich derart unzuverlassige 18hren im
Fernsehgeréat oder Radioapparat befinden. Aber hier bleibt die Sache auf
einige Kraftausdriicke an die Adresse des Rohrenwerks und den Garan-
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tieumtausch de, R6hren heschriinkt. Die Fluche werden meist nur zu
Hause ausgesprochen, und der Direktor des Werkes kann in Huhe angeln
fahren. Ist aber der Verbraucher ein anderer Betrieb, der die Réhren fir
irgendwelche Spezialgerate benutzt, die mit hunderten oder noch mehr
Rohren bestickt sind, so kann es sehr ernste Unannehmlichkeiten
geben.

Wir wollen hier nur eine Naherungsbetrachtung anstellen. Sind in dem
betrachteten Rohrenposten 10% Ausschufd und sind <lie Ausfalle gleich-
maRig Uber die 500 Stunden verteilt, so ist die Wahrscheinlichkeit fur
den Ausfall einer beliebigen Réhre im \'erlauf eines Tages etwa 0,005.
Nehmen wir an, daB3 ein Gerat zur automatischen Steucrllg irgendeines
Prozesses 300 Rohren enthdlt. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses.
dalR im Verlauf eines Tages keine der 300 Rohren ausfallt, ist etwa
(1—0,005)300 = 0,995000"" 0,2. Die Woahrscheinlichkeit dafiir, daf im
Verlauf eines Tages wenigstens eine Rohre ausféllt, ist dann 1—11.2 =
0,8.

Wenn der Ausfall nur einer Réhre zu Fehlern in der Funktion oder zum
Ausfall eines ganzen Gerats fuhrt, ergibt sich aus unserer Uberschlags-
rechnung ein katastrophales Bild: Im Mittel wird das Geriit nur an 2 von
10 Tagen ohne Stérungen arbeiten. Nur Selbstmérder wiirden sich z.B.
in ein _lugzeug setzen, das mit solch einem Geréat ausgerustet ist.
Kehren wir zuriick zur Frage der Entnahme einer Stichprobe fur die
Gutekontrolle. Stellen wir uns einmal vor, das \Vcrk wolle nur seinen Plan
erfallen, und fir die Qualitat Gbernimmt der Betrieb keine besondere
Verantwortung. In solch einem Fall werden die Veltreter des Werkes
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bewuf3t o<ler unbewutit rndglichst gute Réhren zur Gltekontrolle senden.
Wenn z. B. die Tagschicht bessere Réhren fertigt als die Nachtschicht,
wird man von der Tagschicht hergestellte Réhren auswéhlen; wenn
gewisse \rbeitsgdnge von Hand ausgefiihrt werden, ist es gunstig, nur
von erfahrenen Facharbeitern bearbeitete Réhren zur Gutekontrolle
:u geben. Bei einer solchen Gutekontrolle mifite der Verbraucher noch
schlechtere Hiihren in Kauf nehmen!

Naturlich ist ful eine Gutekontrolle eine Stichprobe von 10 Réhren meist
bei weitem nicht ausleichend. Nun entstehen aber organisatorische
Probleme: Es gibt ,-iele Réhrentypen. Nimmt man von jedem Posten
z. B. 1000 Réhren fur :0 Tage auf den Prifstand, so sind riesige Pruf-
rAume notig. Aulerdem bendtigt man viel Elektroenergie, und die
I16hren wandern vom Prifstand auf den Schrotthaufen oder kdnnen nur
noch stark prcisgesenkt abgesetzt werden. Das alles fihrt zu hohen
I'roduktionsverlusten.

Ein Statistiker wiildc zunéachst fordern, dal} <lie zu prifenden Réhren
:ufallig ausgewahlt werden. AuBerdem lieRe sich auch das Verfahren
selbst bedeutenr Yervollkommnen.

Die Statistiker kennen heute schon vorteilhaftere Verfahren zur Ent-
scheidung Uber .\nnahre oder Zurtckweisung der Posten.

Stop! N\chtcn Sie auf die hervorgehobenen Begriffe! Bis jetzt war von
ihnen nur so nebenbei die Rede, wir wollen uns jetzt direkt mit der Ent-
scheidungstheorie besehéaftigen.

Wir mussen eine Entscheidung faen

Entscheidungen hat jeder von uns auf Schritt und Tritt zu fallen. Die
Leiter von Betrieben uud Laboratorien, die Mitglieder der Regierung,
Pionicl'leitet und Brigadiere haben z. B. organisatorische Entscheidungen
w fallen. Der Arzl fallt eine Entscheidung, wenn er eine Diagnose stellt,
ein Hezept verordnet, sich fr eine Behandlungsmethode ausspricht oder
einen Patienten krankschreibt. Ein Kraftfahrer oder ein Pilot entscheidet,
wenn er einen beslimmten \Veg zu seinem Ziel festlegt oder diesen andert,
wenn er Gas gibt oder auf die Bremse tritt. Der Wissenschaftler trifft
eine Entscheidung, wenn er eine Versuchsmethodik festlegt oder den
Beweis fiir einen Lehrsatz auf bestimmte Weise fuhrt.

Wenn wir zum Stelldichein oder zum Standesamt gehen oder zum Ge-
richt, treffen wir ,-orher eine Entscheidung, die jedoch leider nicht immer
gut dmchda,-ht ist! Es kann allerdings auch in anderen Situationen
vorkommen, dal. tlic geféallten Entscheidungen nicht ausleichend be-
gruindet sintl und auf einer schlechten Basis ruhen. Das muf3 nicht unbe-
<lingt an Leiehtsinn oder mangelnder Weisheit liegen, die Ursache kann
auch ungentgende Information sein.

Wenn die vorhandene Information unzuverlassig und nicht ausreichend
ist, ist man gezwungen, eine Entscheidung ,,auf Verdaeht" zu fallen und
sich nur das unglickselige Geftihl zu verlassen. Entscheidungen werden
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oft unter den Bedingungen vdlliger |:nbestimmtheit gelrfrn. bit
:lessungen oder Untersuchungen werden unter der Bedingung der
Unbestimmtheit durchgefiihrt und nur selten (um nicht zu sagttn — <!
dienen sie als Anlal? zur Durchfihrung und \uswcrtung Yon Velsul'hell.
Jeder wissenschaftlich Tatige — der Physiker, der Ingenieur, der:\rztund
der Soziologe — stellt Versuche an und zieht aus ihnen Schlul.Holge-
rungen mit unvollstandige Tnformation und unter dem EinfluL des
Zufalls, also unter der Bedingung einer gewissen Unbestimrthcil. Di<
SchluRfolgerung — Ents<'heidung — kann verschiedener Art sein: in
einem bestimmten Gebiet <'ine Bohrung anzulegen; ein Gebiet als erd-
olfundig zu bezeichnen; Streptomyzin als wirksames Mittel gegen Lun-
genentziindung anzusehen, einen Posten H.undfunkréhren ammnehmcen.
wenn in einer Stichprobe aus 50 Roéhren hol'hstens zwti den Gitean-
sprichen nicht entsprechen; die Lichtgeschwindigkeit im \'akuum zu
2,99793- 10° cm/s anzunehmen; zu behaupten, ein neues Elementar-
teilchen entdeckt zu haben; zu einer neuen Folm des iikonomischen
Ilehcls fur die Mitarbeiter dm- Betriebe Uberzugehen; die Aufllallllle-
zirrern fur das Fernstudium an den Technischen Hodlsdllllcn auf ein
Funftel zu senken.

Damit man aus einer Menge mdglicher Entschci<lilligl'll die optimal,:
oder zumindest eine nahezu optimale auswiihlen kann, mul3 man be-
stimmte Regeln fur diese Auswahl kennen und sieh ,.0ll diesen leitfll
lassen.
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IIcnte ist die Wissenschaft bereits in der Lage, in Yielen Fallen die
Hegeln oder, wie es jelzt zu sagen Ublich ist, die Strategie fur die Auswahl
der optimalen Entscheidung anzugeben. In anderen Fallen existiert eine
derartige Strategie noch nicht; es gibt aber bestimmte Empfehlungen, wie
man die Fragen am besten formuliert, ein passendes mathematisches
Mollell fir die zu betrachtende Situation wahlt und die Eigenschaften
des Modells untersuchl.

Die I'robltllH der Elllsdleidungsthcorie hangen eng mit einigen anderen
mathematischen Cehieten zusammen. Dazu gehdren die Spieltheorie, die
Theorie der Optilllicrllg, speziell der optimalen Planung und Leitung
und alldell, nicht zuletzt die \Vahrscheinlichkeitsrcchnung und mathe-
nrntisl'he Slatistik.

Die mathemalisl'hc Statistik beschéftigt sich nicht nur mit Methoden
zur Auswerlung experimenteller Untersuchungen, sondern liefert auch
Alethodcn zur Auswahl von Entscheidungen, wenn die Unsicherheit,
unter der die Entscheidung zu treCfen ist, statistisch stabilen Charakter
hat.

ilan muR sich natirlil'h eingestehen, daR die Auswahl einer Entscheidung
llidit nur auf stalistisehen Uberlegungen beruhen kann. Es ist Ihnen
sicher ganz nud gai- nil'ht gleichgtltig, ob sich in 10 von 100 Fallen ein
Schiilcr heim Liisen einer Rechenaufgabe irrt, ein <:eologe, der eine
Schil-hl als lsldulfulldig hczcichnet, oder ein Chirrg, dem Sie Jhr Leben
allvertrauen.

Es ist flr Sie sicher interessant zu wissen, oh eine unzuverlassige Réhre
in Ihr Fersehgerat kommt odel in ein Cerat des Flugzeugs, mit dem Sie
fliegen wollen. Dol'h die Wahrscheinlichkeit daftr, daf die lléhre nur
eine Stunde funktioniert, isl in beiden Fallen dieselbe!

Der Statistiker, der Hegehl fur eine Entscheidung angibt, und der Experi-
menlnlor, der diese Regeln benutzt, missen die Folgen ihrer Entschei-
dung kennen: Bei einel falschen Entscheidung kann ein Verlust an
\lellsi:henlehen und grofRen \Verten eintreten, ein ZeitYerlust die Folge
sein ndel ein guter Huf eingebil3t werden. Deshalb sollte man keine
;lilhe slhellen. 1m gute Regeln fur Entsclwiruugen aufzustellen.

kh sprnl'h davon, daf3 Entscheidungen nicht nur in der \Vissenschaft
verlangt werden, sondern auch von jedem einzelnen im tiiglichen Leben.
und Sile, ,-ereluter Leser, entscheiden gar nicht so schicchl, denn sonst
wirden Sie jetzt kaum die Zeit, Gelegenheit und Muf3e haben, dieses
Buch zn )psen. Sie \'erlassen sich dnbei auf Ihren gesunden Menschen-
vil'rslancl incl die Intuition, die Sie selten in die Irre fuhren. Doch wir
wollen Sie anschliel3end einer kleinen Prirung unterziehen.

Intuition: Gtburtstage

Wenn der Celmrtstag eines lhrer Bekannten mit lhrem zusammenfallt
(sell,st, willll er CiinrJig wird und Sie dreil3ig), halten Sie das fur einen
»ganz groRen Zufall”. {('h kannte Verliebte, die sich an ihrem gemein-
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samen Ceburtstag kennengelernt hatten. Schon den gemeinsamen Ge-
burtstag betrachteten sie als Wink des Schicksals! Und dal} sie sich
gerade an diesem Tage kennengelernt hatten, war doppeltes Omen!
Stellen Sie sich einen Hérsaal vor, in dem einige hundcrt Horcr sitzen.
Wir fuhren folgendes Gedankenexperiment aus: Wil befragen sdmtliche
Anwesenden nach ihren Geburtstagen und notieren. wie oft jeweils zwei,
drei, vier usw. an ein und demselben Tag Geburtstag hahen. Vorher
schlieBen wir eine \Vette ab, das macht die Sache intcrlssanter. Ich
zahle lhneu 5 Mark, wenn im Hdrsaal nicht wenigstens zwei Personen
gemeinsam Geburtstag haben, und Sie zahlen mil. 5 Mark, wenn im
Horsaal wenigstens zwei Personen an ein und demselben TnO Gehurtstag
feier.

Wieviel Personen mussen im Horsaal sein, damit unsere Wette reell ist,
d.h. damit wir beide die gleichen Chancen zum Gewinnen haben? Wenn
367 Personen im Horsaal sitzen, so gibt es mit Sicherheit zwei mit pe-
meinsamem Geburtstag, und Sie befinden sich in aussichtsloser Position.
Ein Jahr kann hdchstens 366 Tage haben, und es kann im aufiersten Fall
vorkommen, Jal} bei 366 Personen jeder an einem anderen Tag Ge-
burtstag hat (am 1. Januar, am 2. Januar usw. bis zum 31. Dezember).
Doch fir die 367. Person bleibt kein Tag frei, und er muf} mit jemanden

gemeinsam feiern. Sind andererseits im Horsaal nur zwei — Sie und
ich —, so sind die Chancen recht gering, daf wir an ein und demselben
Tag Geburtstag feiern, nnd ich habe wenig Aussicht. die fiinf Mark zu
gewinnen.

leh bitte Sie, zunéchst die vorstehend gestellte Frage nach der - nzahl der
Personen im Hdérsaal zu beantworten (im Verlauf von fl Minuten), ohne
Jlie folgenden Seiten zu lesen. Merken Sie sich die Zahl. die Sie als Antwort
festgelegt haben.

Man erhélt durch eine einfache Rechnung leicht die exakte Antwort.
Zur Erlauterung der Methode betrachten wir zunfichst eine einfache
\ufgabe.

Wir schreihen das Wort MAUSLEIN aur Jappc. zerschneiden das
Pappstick in kleine Quadrate mit jeweils einem Buchstaben, drehen
die Buchstaben nach unten, wie beim Dominospiel (Bild 109), und
vermisehen die Pappsticke.- Jetzt nehmen wir nacheinander einzelne
Buchstaben auf und setzen sie in der Reihenfolge ,Jes Autnehmens anein-
ander.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiuir, da dic nachfin:rdn aufge-
nommenen Buchstaben das \Vort EIS ergeben?

Wenn wir annehmen, dal die Buchstaben gut durdigcxnilehl sind und
nlle die gleiche Chance haben, gezogen zu werden, lalt sich die Wahr-
scheinlichkeit leicht berechnen. Die \Vahrscheinlichkeit, zuerst das E
zu ziehen, ist gleich J :8 (das E steht auf einem ,ler acht Pappquadrate).
; us den restlichen sieben Quadraten kann man mit der Wahrschein-
lichkeit L:7 Jen Buchstaben | ziehen und schlie8lirh aus den ,-erblei-
benden sechs mit der \Vahrscheinlichkeit 1:6 das S. Wir erhalten damil
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fur die Wahrscheinlichkeit des Wortes EIS

: . 0,003

8 7 6:

Das ist eine recht kleine Wahrscheinlichkeit.

Jetzt wollen wir zu unserer Wette zurtickkehren. In meinen Vorlesungen
Uber die Wahrscheinlichkeitsberechnung habe ich die Frage, die ich an
Sie gerichtet habe, auch ¢fter meinen Zuhoérer gestellt. Es gab die ver-
schiedensten Antworten: 100 Personen, 150, 183 (das ist gerade 366:2).
Weniger als 50 hat nie jemand genannt. Danach haben wir die Geburts-
tage der im Horsaal Anwesenden festgestellt (das nimmt weniger Zeit in
Anspruch, als man zunachst meint), unll bei einem Auditorium von 80,
50 oder nur 30 Personen fanden sich fast immer einige mit gemeinsamem
Geburtstag. Auf die Horer macht das einen Uehr grof3en Eindruck.
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Inn wollen wir die Rechnung ausfihren. Wir berechnen zunéchst die
Wahrscheinlichkeil fur das entgegengesetzte Ereignis, dall n Personen
verschiedene Geburtstage haben. Der Einfachheit halber legen wir das
Jahr mit 365 Tagen zugrunde. Femer setzen wir voraus, dal jeder der
365 Tage gleichwahrscheinlich fiir einen Geburtstag ist.

Die erste Person darf an einem beliebigen Tag geboren sein, ohne daf sie
zusammen mit einer anderen Person Geburtstag haben kann:

365:365 = 1. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal3 die zweite Person nicht
zusammen mit der ersten, sondern an einem anderen Tag llchurtslag hat,
ist 364:365 (denn einer der 365 Tage ist schon von der ersten Person
besetzt). Uie Wahrscheinlichkeit fir die dritte Person, lidit mit der
ersten oder zweiten gemeinsam Geburtstag zu haben, ist :363: 365. Der
wcilere Ansatz ist offensichtlich. Die Wahrscheinlichkeit des gemein-
samen Eintretens der n Ereignisse, d. h. die Wahrscheinlichkeit dafir,
<all allen Personen verschiedene Geburtstage haben, berechnet sich zu

365 364 363  365—(n- I)
QN= 35 365 .365.. ... . fils - -

Die ,vahrscheinlichkeit des uns interessierenden Ereignisses — wenig-
stens zwei Personen haben an ein und demselben Tag Geburtstag — ist

Pn= 1—Qn

Tafel,;. Wahrscheinlichkeiten fiir Geburtstage an ein wul delneUlen
Tag

Anzahl der Wabhrscheinlichkeit des  Niihcrungswlises Ver-
Personen Zusammcnfallens \wtnig-  haltnis der Einsiitzc ill'i

It stens zweier Geburtstage einer reellen \VI'lte
Pn
: 0,027
10 0,117
15 0,253
20 0,411 70:100
21 0,441 80: 100
22 0,476 fit: 100
2:1 0,507 j % 100
2" 0,538 116: 100
2: 0,:i6!) 111 :100
10 0,706 202:100
40 0,891 8fl: 100
0 0,970 1101
60 0,994 109:1
70 1200: 1
80 12000: 1
10 160000: 1
100 33.10;, : 1
12: 31-fo1 :1
HiO 45,104:1



Hechnel man P, fur verschiedene n aus, so erhalt man die Zahlen der
zweiten Spalle \'On Tafel 5. Die dritte Spalte gibt fur dieselben n an, in
weldlem \'erhaltnis die Wetteinsatze fir eine reelle 'Wette stehen muf3ten,
bei der die Chancen fiir die beiden Partner gleich groR3 sind. Wie mau
leicht sicht, ist dieses Verhaltnis

Pp: (1= Py)

Aus Tafel 5 entnimmt man, <af3 die Antwort auf unsere am Anfang
dieses Abschnitts gestellte Frage verbluffend ist: Unsere Wette ist bei
gleichen Einsatzen etwa reell, wenn 23 Personen im Horsaal sind. Die
Waluschcinlichkeit dafiir, da alle Personen verschiedene Geburtstage
haben, ist dann ungeréhr die gleiche wie cie, dal die Geburtstage ,-on
wenigstens zwei Personen zusammenfallen. Bei :00 anwesenden Per-
sonen ist unsere Welle nur dann reell, wenn ich :{300000-5 Mark gegen
lhre 5 Mark setzen wir<le.

Intuition: Glick — Pech

Verspatungen, Niederlagen, unerwiinschte Begegnungen, Ungliick in der
Liebe, schlechtes Wetter und schlechtes Beif3en der Fische beim Angeln
cergiften das Leben der Menschheit. Wahrend das schlechte Wetter
odler das schlechte BeiRen der Fische nicht auf das personliche Konto
des einzelnen Menschen kommen, sind Yerspatungen, Niederlagen oder
Ungluck in der Liebe schon Ihr eigenes Pech. Man sagt zwar, daf} jemand
ein (;luckspilz sei und ein anderer eine Pechstrahne habe. Das scheinen
abel nur poetische Re<lewendungen zu sein! \Venn Sie jedoch in lhrem
c;edachtnis nachforsl'hen, wcr<en Sie sicher auch feststellen, <al3 es in
Ilhrem Leben ausgesprochene Erfolgsperioden und Pechstrahnen gab.
llabeu Sie etwa weniger in den Vordergrund tretende Ereignisse ,-er-
gessen oder gibt es tatsachlich Erfolgspeliodeu und Pechstrahnen? Ich
will mir daliher kein Urteil erlauben; mau muiBte erst einmal Uber
mdllele Jahre I'l'llsthafte Beobal'lltungcn anstellen und vor allen Dingen
definiel'ell, was Click und was Pech ist. Fur Glucksspiele, aber auch ful'
ersthaftu :\ufgahen aus der Theorie del Diffusion, kann man die Be-
griffe Pcl'h oa<t (;l(Ick exakt definieren und genau untersuchen, inwie-
weit unsule inluiti\'en Yorstullungen der tatsdchlichen Sachlage enl-
sprerhen.

In Tafel 6 siul die beim "\.erfen eines I0ehlstiicks erzielten Ergebnisse
angegeben. Jede zweistellige Zahl gibt an, wie oft bei jeweils 100 Wirfen
Wappen anfgelretcn ist; die Gesamtanzahl der Wurfe betrug 10000. In
del'erslen Spalte sind dil' Xumme ¥~ <ler Vmsuchc angegeben, in der letzten
die \nzahl ,on Wappen in der jeweiligen Serie zu 1000 \Virfen. Die
(;esamtanzahl ues Auftretens ,.on Wappen betrug 4979. Diese Zahl wir
in lhnen sicher keine Zweifel her,-orrufPn: Offonbar ist ,las Geldstfi-k
wirklich syllimclrisch.
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Tafel 6. Ergebnisse des ,,Zahl-Wappen-Spiels"

Anzahl der Anzahl der Wappen Gesamtanzahl
Wiirfe <ler \Vappen
Obis 1000 54 46 53 55 46 54 41 48 51 53| 501
bis 2000 48 46 40 53 1t 49 48 54 51 45| 485
bis 3000 43 52 ;8 51 -j jO 52 50 51 49| 50U
bis 4000 58 60 M 55 50 48 47 57 52 55| 536
bis 5000 48 51 51 49 44 52 50 46 53 41| 485
bis 6000 49 50 4; 52 52 48 47 47 47 51| 488
bis 7000 45 17 41 51 49 59 50 j5 53 50| 500
bis 8000 53 52 46 52 44 51 48 51 46 54 | 497
bis 9000 45 47 46 52 47 48 59 57 45 48| 191
bis 10000 47 41 :1 48 5! jir iz ij 39 41| 484
Obis 10000 4979

Hetrachten Sie nuu nochmals Tafel G! Nach kiirzerer oder liingerer
aufmerksamer Betrachtung werden Sie mir die alte Frage stellen: ,,Na
und?" Ich mochte Ihnen ein Zahl-Wappen-Spiel vorschlagen. Laden Sie
lhren Freund oder lhre Freundin ein und holen Sie ein beliebiges Geld-
stiick aus der Tasche, mdglichst das grofZte und schwerste. Sie (oder Ihr
Partner) beginnen und werfen das Geldstiick hoch. Wir wollen der Ein-
fachheit halber annehmen, daf} Sie in gleichen Zeitabstdnden werfen.
Fallt Wappen, so gewinnen Sie, und lhr Partner zahlt lhnen einell
Pfennig; fallt Zahl, so zahlen Sie einen PfenniO an lhren Spielpartner.
(;lauben Sie nicht, dal} ich Sie auf die schiefe Bahn eines Glicksspielerl
bringen will. Ich habe bewuRt einen so kleinen Einsatz vorgeschlagen,
damit sie nicht hankrott werden orllr lhre Aufregung Uber Verlust odCr
Gewinn nicht die wissenschaftliche Seite der Frage Uberschattet.

Es ist ein klare Sache, Zahl und Wappen werden sich unregelmafRig
abwechseln. Sie interessiert aber nicht, ob bei einem bestimmten Wurf,
beispielsweise beim zweihundertsten, Zahl oder \\appen auftritt, sonder
vielmehr die verlorene oder gewonnene Summe bis zum betrachteten
Zeitpunkt, also bis zum 200. Wurf. Von diesem Cesamtumsatz soll im
folgenden die Rede sein und niclllL da,-on, ob Sie in einem bestimmten
Zeitpunkt gerade einen Pfennig gewinnen oder ,-erlieren.

Stellen Sie sich vor, Ihr Partner fuhrt gerade die Wirfe aus, und Sie sind
schon 200 Wirfe lang nur auf der Verlustseite (Sie gewinnen zwar immer
einmal etwas zuriick, haben aber in der Summe immer nur minus).
(;tauben Sie, daB Sie einfach Pech habeu oder verdiichtigeu Sie lhrell
Partner der Falschspielerei? Wenn Sie an der Ehrlichkeit {hres Spiel-
partners nicht zweifeln kénnen, ist daun vielleicht. das Geldstick an
dieser Ungerechtigkeit !Chuld, und Sie missen es gegen ein anderel
auswechseln? Vielleicht scheinen lhnen aber 200 Wirfe zu wenig, 1111l
sich in eine Diskussion uber Gerechtigkeit und Ungerechtigkeit einzu-
lassen?
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Ihre gute Laune i,t hiu. Sie lassen sich aber lhren Arger und lhren
Verdacht llichL aumerken und spielen weiter. Sie sind schon bei 1000
Wairfen angPlangl und sind immer noch auf der Verlustseite. Wie schat-
zen Sie jclzt die Situation ein? Sie beginnen spétestens jetzt, lhren
\litspieler zn ,-erdachtigeu. Doch, verzeihen Sie, was gibt lhnen AnlaR
zu einem Verdacht? Das l;eldstick ist symmetrisch, llu- llitspieler
verhélt sich korrekt, bei jedem Wurf haben Zahl und Wappen die glei-
che Chanie. Ihr gesunder Menschenverstand sagt lhnen, daf bei einer
genigend langen Serie nm Wirfen jeder Spieler etwa die gleiche Zeit
gewinnen und verlieren mufRte.

Das klingt zwar Uberzeugend, ist aher ein vélliger Fehlschluf3!

Wir wollen jeweils den Spieler als fuhrend bezeichnen, der im betrach-
teten Zeitpunkt gewonnen hat, d. h. Pfennige des anderen auf seiner
Seite hat. Es erweist sich nun, dal ein \Vechsel in der Fihrung hedeuten«|
seltener eintritt als uns das die InLuition — der ,,gesunde Menschen-
\'erstand"” — sagt. Die Wurfserien kénnen beliebig lang sein; am wahr-
scheinlich, len ist, da3 die Fuhrung Uberhaupt nicht wechselt; nur ein
einziger Wechsel der Fuhrung ist wahrscheinlicher als zwei; zwei sind
wahrscheinlicher als <rei usw.

Ein Untersudlungsrichter oder Psychologe mif3te die meisten Spieler
als Gaunlr einstufen und die meisten Geldsticke fir unsymmetrisch
halten. Wiederholt man das Spiel mit 1000 verschiedenen Geldstucken
und marht mit jedem 10000 Wiurfe, so wird sich bei den meisten der
1000 Spiell das gleiche Bild ergeben: Ein Spieler tibernimmt die Fihrung
und behalt sie fast die ganze Zeit. Nur bei sehr wenigen Spielen wird die
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FUhrung laufend wechseln, so wie das unserer Jntuilion nach sein muft,-,
wenn das Geldstick symmetrisch ist.

Der Anschaulichkeit halber wollen wir Jen Ablauf des Spiels in einer
Kurve darstellen. Auf der horizontalen Achse tragen wir die \Vurfe ab,
auf der vertikalen jeweils die Anzahl der gewonnenen Pfennige des einell
Spielers. Bild 110 zeigt eine typische Kurve fur soleh ein Spiel.

lI:ei unserem Spiel muB3 jedem Fuhwrngsweehsel ein Ijnentschiedll
\'Orausgehen, d. h. eine Situation, in <ler keiner etwas gewonnen hal.
Nicht jedes Unentschieden kiundigt einen Fudhrungswechsel an, das
geschieht nm- mit <ler Wahrscheinlichkeit 1:1. Sie wenlen sieher der
folgenden intuitiven Behauptung nicht widerspreclwn: Wilft man das
Geldstick in gleichen Zeitabstdnden, so wird es an zwei Tagen doppell
so viele Unentschieden gehen wie an linem Tag. Dol'h das slimml aurlt
nicht!

Es zeigt sich, dal <ie Anzahl der Unentschieden pilr mit der Quadrat-
wurzel aus der Zeit wachst, erst nach vier Tagen iiht ps doppelt so Yiele
Unentschieden wie am ersten Tag, wenn man ullunlcrbnihen spit'll.
Das ist naturlich schwer zu glauben. \'ielleichl Ulwrzcuien Sie :her
Zahlen? Ich muf3 dazu einen BegrifF der Wahrsch!inlichklitsrechnung.
den Medianwert, einfuhren.

In ller Anatomie wird als Me<iallehene die Symmetrieebene lles mensd!-
licheu Korpers bezeichnet, d. h. die Ebene, die durch die Mitte des
Kirpers geht. In <er Wahrscheinliehkeitsrechnung halbil'rl der Median-
wert (abgekirzt Me) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. (Die Wahr-
scheinlichkeit fur \Velte, die kleiner oder gleich Mc sind, und die Wahr-
scheinliehkeit fur Werte grof3er oder ileirh lle sind mind.-steus jewCils
gleich L:2.)

fn der \ufgahe Uber <las Zusammenfallen der C:chllirlstagl* :ing es gnad!
um den Medianwert der Anzahl von Personen, Lei denen wimi;stcns zw.-i
gemeinsamen Geburtstag haben. Dieser Werl lag I'twa lui -l

Ilili Rechnung zeigt, dalR der Medianwert (also ein gewisslsl: \frLtelwerl)
dCl- Anzahl der Unentschieden bei 0000 Wirfen des (;(ldstiicks G7
hctriigt, wahrend sich fur eine :llillion Wirfe der Ol.-dianwl'rl (i7!j ergib!.
also nur das Zehnfaehe und nicht das Hundertfiwht>, wit> 1111111 nach dem
.,gesunden Menschenverstand' annehmen sollte.

Zur Bestatigung dieser unserer Intuition so zllwidelfaufollllcn Erjde-
nissc werde ich einige experimentelle Daten anfuhren. Sie entstammpPll,
wie Ubrigens fast das iesamte Material dieslss \hschnitls, ,ler :rofl-
nrtigcn Burh ,ou H'. Fella ,,Einfuhrung in die \'ahriwhcinlichkeils-
l'echnung und ihre Anwendungen', Verlag J. \Viley and Sous. Nlw
York.

Kthren wir fr einen Augenblick zur Tafel (i am \ufang dilsl's Abschnitls
zuriick, zu der Sie sagten: ,,0a und'"" Dil'sc Tnrcl ist allr Grund eines
latsiichlich durchgcfuhrten \'ersuchs enlstalldlll.

Um ein Celdstiick LOOOOmal zu werfen, hcniiti, .man 10 his 1G StundI'n.
Frller hal sich laliirlidl nicht die Zeit icnommcn. wiu Pin Ccldstiid,
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hochzuwerfcll, wie das z. B. Buffon vor 300 Jahren gemacht hat. Statt
ein Gcldsliiek zu werfen, kann man einen beliebigen anderen Versuch
mil zwei glciehwahrselwinlichen Ausgangen nehmen. Derartige Versuche
lassen sich Lcsonclers leidIL mit Hilfe einer elektronischen Rechenma-
schine ausfilirlsll. \ustcllc von Zahl un<d Wappen werden die Binar-
zahlen 0 und | mit gleichen \Vahrscheinlichkeiten erzeugt. Ein Rechen-
automal hcniitigt fur 10000 Wiurfe weniger als eine Minute. Die Er-
gebnissc eines solehen \'ersuchs sind in Tafel 7 wiedergegeben. Tafel 7
zeigt, welches Bild sfrh fiir die FUhrungswechsel wahrend des Experi-
ments ergab. Fh werde die Terminologie Zahl-Wappen beibehalten.

liifel 1. VNI{ fos ,,:alil- Wappen-Spiel ™

Erstn Spider in Fiihrung Zweiter Spieler in Fihrung

lerst,. 7001 Wiilf,

Folgende 8 \Vilfe
Folgende * \Viirfo

Folgende 54 Wiirfe
Folgelltfo :10 \\'iirfe

Folgende : Wirfe
Folgentle 1t Wn.r,,

Folgende G Wurf"
Folgende :0li \Viirfe

\\'iihrend der 10000 Wude hatte <ler erste Spieler bei 9930 Wiilfen die
Fihrung und <er zweite nur hei 70 Wirfen.

Sie sehen, daR der crslc Spieler groRRes ,,Gluck"™ gehabt hat. Solch ein
Bild ist keine .\usnahmeerscheinung, sondern eher die Regel, allerdings
kann das ,,Cliick™ auch anf dcl Seite <Ics zweiten Spielers sein. Im Mittel
ist es Lei einem ,-on zehn Spielen sogar so, dal einer der Spieler noch
llichl ,,Pech™ hat als in unserem Beispiel der zweite Spieler.

Bild 1Jt zeigt eine KurYe, die den Verlauf eines derartigen Spiels \'eran-
sl'haulicht. :\nf der horizontalen Achse sind die \Vurfe abgelragen und
aur <ler Hirtikall'n der SLI11 <les ersten Spielels, also die Anzahl der
jeweils gl'wollliemell odel \erlorenen Pfennige. Im Verlauf des Spiels
ITelPll 1i: UuPnlsehie<cn auf; nur hei 78 von ihnen kommt es zu einem
Fuhrngswcdlsel. 11l dem zu A\nfaug heschriehencn Versuch gab es 14
IlnentichictlPn und H Fiihrungsweehscl. Wan kann berechnen, dal3 hei
10000 Wiirren die \\'ahrsl'heinlidikeit fiir mehr als J0O Unentschieden
zleich O,1171111d diP \Vnhrsd!cinlichki,it fir W'niger als 15 Unentschieden
O)eich 0, 115 hctriigl.

Fast alle in diesem Absclmitt dargelegten Ergebnisse stehen nicht mit
unserer Intuition im Einklang! frh weif nicht, ob es Sie tréstet, doch es
sichl in dllr Tal so aus, als oh der \Vechscl \'On Erfolgsperioden und Pech-
slriihnen gar nil'hts )lpsonderes ist, son<IPr Pilw (:esetzmaRigkeil dar-
siclit.
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Vor etwa 300 Jahren erblickte der Hollander Antony van Leeuu:enhoech,
an und fir sich ein selbstzufriedener Dilettant, doch ein auf3erst wiRbP-
gieriger und hartnackiger Mensch, zum ersten Mal das Lehen durch die
Linsen des von ihm selbst geschaffenen Mikroskops. Im Regenwassel
tummelten sich kleine Lebewesen, hundertmal kleiner als die dem bloRRen
Auge sichtbaren Wesen! — so schreibt Paul dil Kruifin seinem beriihmten
Buch ,,Mikrobenjager".

150 Jahre nach der Entdeckung Leeuwellhoeck betrachtete der englische
Botaniker Robert Brown das Leben durrh das Okulal: des damals schon
recht vollkommenen Mikroskops. Die umcgelrndligen Spliillge und
Téanze der kleinen Blitenstaubteilchen erregten seine Aufmerksamkeit.
Brown war ein gebildeter Wissenschaftler; er wul3te, dal er keine Lebe-
wesen, sondern im Wasser schwimmende Staubtrilhcn beobachtete.
Zur Erklarung der Ursache der von ihm entdeckten Rewegungcn der
Staubteilchen im Wasser untersuchte er das \'erhalten der Tei L hen ciner
riesigen Anzahl von Gegenstdnden, darunter sogar eines Bruchstiich
einer Sphinx. Selbst als er ein Stick Quarz mit einem dnrrh Wasser
ausgefullten Hohlraum unter das Mikroskop legte, bemerkte er im Hohl-
raum die chaotische Bewegung der im \Vasser sdlwchcncell Teileheu.
Das \Vasscr befand sich sicher schon sehr lange in dem abgeschlossenrl!
Hohlraum, und doch tanzten die Teilchen, wie er es aurh sonst heolo-
achtet hatte. Das war im Jahre 1827.

Die Erklarung der ungeor<neten Bewegungen c<ler kleillr.n Teilchen iu
der Flussigkeit war nicht leicht. Die Cnivcrsalitat des Effekts machlP
auf Brown grof3en Eindruck, und er glaubte eine deml'nlare LI'nensforlil
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gefunden zu habeu, die sowohl der organischen als auch der anorgani-
schen Materie eigen ist.

In der zweiten Halfte des 19. Jahrhuudertl brachen nacheinander
mehrere Hypothesen zusammen, die die Brownsche Bewegung mit
irgendeiner elektrischen Kraft, einem Verdampfen der Flussigkeit oder
mit mechanischen StdlRen in Verbindung brachten. Die Brownsche
Bewegung wurde in vélliger Finsternis und auch nach mehrstiindiger
Erwirmung unverandert beobachtet. Schlie3lich wurde klar, dafl die
Brownsche Bewegung eine Erscheinung ,-on grundlegender Bedeutung
ist.

Heute meint man, daB die Ursache der beschriebenen Erscheinung in der
umegelmaRigen Bombardierung der Teilchen dureh die Molekile der
angrenzenden _lussigkeit zn suchen ist. Zur exakten und eindeutigen
Klarung des Problems kam es aber erst durch das Genie von Einstein.
Wir wollen uns mit einigen bei der Brownschen Bewegung auftretenden
Fragen befassen. \Vir wissen bereits, wie man all eine solche Aufgabe
heranzugehen hat: Zunéchst ist ein leicht fallichel Modell aufzustellen,
auf dessen Grundlage das mathematische Modell geschaffen werden kann.
Ein in einer Flussigkeit schwebendes Teilchen wird von allen Seiten
durch Flassigkeitsmolekiile angestoRen. Die Kraft der einzelnen StéRe
ist verschieden, dn sich die Molekile mit unterschiedlichen Geschwin-
digkeiten bewegen und ihre Bewegungsrichtung zuféllig ist. Die Chancen
eines StofRes nin rechts oder links, von oben oder unten sind gleich. Die
c\nznhl der ZusammenstdRe des Teilchens mit den Molekilen ist sehr
groB, in der CroRenordnung von 10% je Sekunde. Allerdings sind die
genauen Werte fur die Anzahl der ZusammenstdflRe und die Geschwin-
digkeiten der Molekdle fir den Aufbau des Modells nicht wesentlich.
Wir wollen ein Zeitintervall betrachten, das relativ groB ist im Vergleich
zur Zeitdauer zwischen zwei Zusammenstof3en, und ,-ersuchen, die Lage-
auderung des Teilchens wahrend dieser Zeit zu bestimmen.

Uazu stellen wir uns zunachst ein Modell her. \Vir nehmen yereinfachend
an: J. die Geschwindigkeiten aller Teilchen haben denselben Betrag;
2. die Zeit zwischen zwei ZusammenstoRen it immer dieselbe (wenn in
der Sekunde JQ!" ZusammenstoRe auftreten, wollen wir also annehmen,
daB die Zeit zwischen zwei ZusammenstdRen 10-14 s betriigt); als Mal-
einheit auf der Zeitachse wahlen wir diesen Zeitabsclmitt; 3. die in der
FlUssigkeit schwebenden Teilchen sind kugelférmig.

Die Gleichmdglichkeit der verschiedenen Bewegungsril'htungen der Mole-
kule driekt sich folgendermalien aus: Die Wahrscheinlichkeiten dafir,
JaR ein !lolekil auf eines ,-on zwei Flachenstiicken gleieher GrofRe (jedoch
nicht unbcdingt gleicher Form!) auf einer Kugeloberflache trifft, sind
fir beide Flachenstlicke gleich. Uie Wahrsrheinlirhkeit des Auftreffen,
eines Molekuls auf ein KugeHlachenstick it gleich dem \'erhaltnis der
Grol3e dieses Flachenstiicks zur Gesamtoherflirhe der Kugel. Eine
solche WahrscheinlirhkPitDHrteilung wird fl, caeich, erteilung be-
zeichnet.
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AufRlerdem wollen wir yoraussetzen, dafl die Ereignisse, die im .\uf-
tleffen von Flussigkeitsmolekilen auf sich nicht tGberschneidende Ober-
flachenstiirke bestehen, statistisch unabhéangig voneinander sind. Unter
diesen Voraussetzungen hangt ein Schrill des Teilchens in der Flussigkeit
nicht vom vorhergehenden ab; die Schritte hnhen immer die gleiche
Grofe, ihre Hichtung ist zufallig und gleicll\'erleillL (selbstverstandlich
wird in unserem Modell die Wirkung der Schwerkraft auf dns Teilchen
vernachlassigt).

\Vir wollen nun ,-om dreidimensionalen .lodcll zum zwridimensionalen
Ubergehen. Das Verhalten des Teilchens in der Ebene &hnelt nun dem
Gang eines Betrunkenen Uber den Marktplatz. Er kann sich kaum auf
den Beinen halten, und jeder Schritt geht zufélli, nach irgendeiner Seite,
mit gleichen Chancen fir jede Richtung. Die Hichtung des folgenden
Schrittes héangt nicht von den vorangehcndcn ah. Einen solchen Betrun-
kenen wollen wir volltrunken nennen.

Wo wird er sich nal’h einer gewissen Zeit befinden? Dns weil3 wcdcl er,
noch kdnnen wii- es \'orhersagen, wenn wir nicht Y<¢tmutcn wollen, dnf3 el
schnell unter daserste beste Autounddanachinein Krankenhaus kommt.
Doch wir wollen die Hand Uber ihn halten, da er uns als gutes Modell fur
die Brownsdle Bewegung dient. Wir kénnten ihu zwar durch einen Floh
ersetzen, der in einem leeren Saal hcrumhipft. in dem ni.Jlts seine be-
sondere Aufmerksamkeit erregt. \llerdings ist dann Jie (;crahr, unser
Modell zu verlieren, noch gréRer!

Ein Volltrunkener ist in der Lage, sidl in n Sl'ilritten irgendwohin zu
bewegen, nnd mnn kann abs(‘hiitzen, wie wcit er lich vom Ausgangspunkt
entfernt. Die Entfernung !, zwischen dem \usgangspunkt />, und dem
Endpunkt P seines Weges (nach 1 Schritten) ist naturlich eine zuféllige
GroRe. Doch wie il'oR ist der Jlittelwerl. I, <i<sl'r Entfemung?

Hilet 11°

172



Die CroRRe i, lallt sich auf (;runcl unserer Voraussetzungen berechnen.
Bevor wir das tun, mochtt iC'h jedoch unser Modell noch mehr verein-
fachen (vereinfachen bedeutet hier: die Anzahl der Koordinaten odel
Freiheitsgrade verringern).

Stellen wir uns den Belnmkenen in einein (*ngen Korridor vor, in dem er
nur YOrwarts oder ru(kwéarls kann. Sein Verhalten soll jedoch so wie
,-orher sein: Er macht jeden Sehritt unabhangig vom vorangehenden und
schreitet mit derselben WahrsCheinlichkeit vorwéarts oder riickwarts. Uie
Schritte sollen alle die gleiche Lange | haben, und mit jedem Schritt
entfernt er sich voll seinem Ausgangspunkt P, um die GrofRe | mit der
Wahrscheinlichkeit 1:2, hzw. er nahert si('lt ihm mit der Wahrschein-
lichkeit 'l-2.

Uns inLeressiert nach wie ,-or, wie weit Jich der Betrunkene von seinem
Ausgangsplmkt entfernt. Der Illetmnkene im Korridor ist ein Modell fur
die eindimensionale zuféllige Trrfahrt des Teilchens; der Gang des Be-
trnkenen Uber den llarktplatz ist ein Modell der zweidimensionalen
Irrfahrt, wahrend die Brownsche Bewegung des SlLaubteilchens in der
Fliissigkeil das Modell fur eine dreidimensionale Irrfahrt ist.

Das ,lodell d!'r eindimensionalen Irrfahrt 1&aR3t sich durch Umformulie-
rung auf das Modell des Zahl-Wappen-Spiels zurickfihren, das wir
hereits erortert haben. wenn Sie ein symmetrisches Geldstick werfen
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und Ihr Spielpartner bei Wappen | Pfennige an Sie zahlt, wahrend Sie
bei Zahl | Pfennige an ihn auszahlen, so ist Ihr Gewinn oder Verlnst nach
n Waurfen gleich der mit | multiplizierten Differenz der Anzahl von
Wappen und Zahl. ZahlenmaRig ist das dann gerade gleich der Entfer-
nung, die der Betrunkene in n Schritten zurtucklegt; damit ist also die
zurickgelegte Entfernung gleich der mit der Schrittweite multiplizierten
Differenz der Vorwarts- und Ruckwartsschritte.

Sie erinnern sich bestimmt noch daran, wie erstaunt Sie waren, als Sie
die Ergebnisse unserer Betrachtungen zur FUihrung und zur Anzahl der
Unentschieden im Zahl-Wappen-Spiel erfuhren. Xhnliche Ergebnisse
erhalt man auch hier.

Da die Wahrscheinlichkeiten fir die Schritte nach beiden Richtungen
gleich und die einzelnen Schritte unabhéangig voneinander sind, werden
im Mittel gleich viele Vorwarts- und Ruckwartsschritte gemacht; dem-
zufolge ist die mittlere Entfernung, die der Betrunkene auf dem Korridor
zurtcklegt, gleich O; ein Yolltrunkener bleibt also im Mittel am Aus-
gangspunkt.

Ich will erlauter, was das bedeutet. Wir verfolgen eine grofR3e Anzahl
irrfahrender Teilchen. Fir jedes Teilchen registrieren wir die Lage, in
der es sich nach n Schritten befindet, bezogen auf den jeweiligen Aus-
gangspunkt. Nach n Schritten haben wir sowohl positive als auch nega-
tive Zahlen registriert. Der Mittelwert dieser Zahlen (d. h. ihre durch die
Anzahl der betraehteten Teilchen dividierte Summe) ist jedoch nahe bei
Null. Der Mathematiker sagt, der Mittelwert (oder, wie es in der Wahr-
scheinliehkeitsrechnung heil3t, der Erwartungswert) der durch das Teil-
chen in n Schritten zurtickgelegten Entfernung ist Null. Uns interessieren
jedoch die méglichen Abweichungen vom Mittelwert.

In der Sprache des Zahl-Wappen-Spiels heil3t das, dal} der Erwartungs-
wert des Gewinns fur jeden der Spieler gleich Null ist. Wir interessieren
uns jedoch fiir die GroRe des immerhin mdoglichen Gewinns.

Der von der Ausgangslage Po bis zum n-ten Schritt zuriickgelegte Wei
wurde mit f,, bezeichnet. Er kann sowohl in positiver als auch in nega-
tiver Richtung liegen. Es erscheint naheliegend, den absoluten Betrag
der GrofRe f, zu betrachten (oder anders ausgedriickt, den (;cwinn eines
Spielers). Fur die Rechnung ist es jedoch bequemer, eine andere positive
GrolRe zu benutzen, das Quadrat der zuruckgelegten Entferung el
(das Quadrat des Gewinns).

Wenn die aufeinanderfolgenden Schritte (oder aufeinanderfolgenden
Wiirfe des Geldstiicks) unabhangig voneinander sind, kann man bewei-
sen, daR der Erwartungswert der GroRe €! (d. h. der Mittelwert dieser
GrofRe, wenn man eine groRe Anzahl umherirrender Teilchen beobachtet)
der Anzahl der Schritte proportional ist. Genauer ausgedrickt: Bezcichnet
man den Erwartungswert der GrofRle e wie das in der Physik Ublich

ist, mit E!, so ist
el = nP
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Wenn in der Zeiteinheit kK Spriinge der GroRe t | auftreten, seq ist der

Mittelwert der Auslenkung der Teilchen aus der Anfangslage U, in der
Zeit t dicsel Zeit proportional:

of = htl?

Diese Grof3e enthalt als Dimension das Quadrat der Langeneinheit; fur
uns wale es bequemer, ein lineares Mall zu haben (Zentimeter statt
Quadratzentimeler). Die entsprechende Gréf3e fur die Auslenkung in n
Schritten ist nun

Ve = Vo

Die analoge GrofR3e fur die Auslenkung des Teilchens in der Zeit t ist dann

Vot = Yhktl
Die Proportionalitat der Auslenkung des Teilchens zur Wurzel aus der

\nzahl der Schritte y' (oder ) (und nicht zur Anzahl der Schritte n
selbst) ist ein fundamentales Ergebnis bei der Untersuchung derartiger
statistischer Erscheinungen. Schatzt man die Gewinnchancen beim
Zahl-Wappen-Spiel ein, so kann man sagen, daf3 die typische Gewinn-

groRe (oder VerlustgréRRe) bei n Wirfen des Geldstiicks proportional 3y
ist. Sie erinnern sich sicher, dalR die Anzahl der Unentschieden ebenfalls

proportional D war.

Das Modell der Irrfahrt erlaubt eine Vielzahl von Interpretationen. Wenn
am Ende des Arbeitstags die Autos das Zentrum einer grof3en Stadt ver-
lassen, kann man die Fahrten der Autos ebenfalls als zuféllig ansehen.
Nehmen Sie mir die Hypothese nicht tbel, dal3 auch Ihr Lebensweg vom
Zufall bestimmt ist, die Hypothese, dal3 unsere Fortbewegung auf dem
Lebensweg einer ,,Irrfahrt” gleicht! Wir werden dieses mathematische
?lodell auf andere Menschen anwenden, deren Lebensweg sich nicht
mit unserem kreuzt.

Die menschliche Eitelkeit kann manchmal paradoxe Formen annehmen,
z. R. bei der recht inhaltslosen Polemik zur Frage, ob Maschinen denken
kénnen. Nicht an die mathematische Denkweise gewdhnte Leute ver-
teidigen das alleinige Recht des Menschen auf das Denken bis zur Heiser-
keit, ohne sich die Miihe zu machen, den Streitgegenstand und die Aus-
gangsbegrifre exakt zu formulieren (z. B. die Begriffe ,,Maschine™,
,denken" und ,,kdnnen"’).

Kehren wir jedoch zum Autostrom am Ende des Arbeitstages zurick.
Fur den StraRenbauingenieur oder den Mathematiker, der das Problem
der T,enkung des Verkehrsflusses zu l6sen hat, ist es sinnvoll, mit der
zurlligen Irdahrt als einfachstem Modell fur die Bewegung der Autos
zu beginnen. Es ist einfacher, den Weg eines jeden einzelnen Autos als
zuriilli anzulchen, als zu Yersuchen, ihn vorherzubestimmen (obwohl es
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fur den Autofahrer selbst natirlich kein Zufall ist, wohin er fahrt). Ein
solches Modell ist zumindest, wie man sagt, als erste Naherung annehm-
bar. Spater sind eventuell Korrekturen notig.

Betrachtet man den StraRenverkehr als statistische Erscheinung (ge-
wissermallen als Diffusionsproblem), so kann man die KenngréfR3en fiil'
die Verkehrswege naherungsweise bestimmen, <lie das ungchindtrtc
Fortkommen in den Hauptverkehrszeiten garantieren! Wtnn Sie auf
dem Nachhauseweg mit einer Geschwindigkeit ,-on 10 km/h stalt mit
15 km/h vorwartskommen und nicht aus der Haut zu Jahren brauchln,
weil Sie an jeder Verkehrsampel warten mussen, wird lhr unangenehmes
Geflihl gegentiber der beleidigcnden Annahme, daf3 Thr Wtg rein zurallig
und nicht durchdacht ist, sichel etwas gemindert.

\Venn Sie eine T-férmige Kreuzung anfahren, missen Sit\ I"litweder nal'h
rechts oder nach links abbiegen. Fir unser Modell isL es am einfachsten,
die Abbiegerichtung als zuféllig anzunehmen und voruszusetzen, dal}
die Abbicgelichtung eines Autos nicht von del des volherfahrenden
abhangt. Ferer wollen wir annehmen, daf die Wahrsl'heinlirhkciLen ftr
das Abbiegen nach links und nach rechts <liesclhen sind. Mit Hilfe dieses
Modells kénnen wir quantitali, abschatzen, um wieviel die \nzahl der
Rechtsabbieger die .\\nzahl der Linksabbieger tberschrcitl'n kann. Diese
Aufgabenstellung entspricht voéllig der Gber das Verhalten eines Betrun-
kenen im engen Korridor oder ler :\bschatzung des mdglil'hen (;cwinns
im ,,Zahl-Wappen-Spiel*'.

Ich hatte bereils auf das Diffusionsproblem hingewiesen. Die J)ifrusion
der Atome oder Molekile kann man anhand genau dcsselhen Modells
stmlielen. Beobal'hten wir die Bewegung eines Gasrolekiils. Man kann
das naturlich tatsachlich nicht, doch ich rechne mit lhrer Phantasie!
Das betrachtete Ifolekil bewegt sich frei dmch den Halllll. Ps wird
durch nichts behindelt. Plotzlich stéRt es auf seinem Weg mit cilwill
anderen zusammen, und beide fliegen nach verschiedenen Seiten aus-
einander. Das gleiche Bild kdénnen Sie beim ZusammenstoU zweier
Billardkugeln heobachten, lediglich mit dem Unterschied, daR sich die
Ilillardkugeln in der Ebene bewegen un<l die Molekile im Naum. Es kommt
sehr haufig zu Zusammenstofen von Molekilen (bei norrnlem Druck). I)jp
mittlere Entfernung zwischen zwei ZusammenstoRCll, die aus versliind-
lichen Grinden freie Weglange heil3t, ist eine bcstinunll’, kleine GréRe.
Nun wollen wir uns vorstellen, da die Entfelnungen zwischen den
ZusammenstodRen immer gleirh sind und mit der freien Wegliingc Uber-
einstimmen. Dann &hnelt die Bewegung unseres ;lolekils dem Verhalten
des Volltrunkenen auf dem Marktplatz: Es bewegt sich in Schritten
bestimmter Weite, die Richtung eines jeden Srhrilles ist zuriillig und
gleichverteilt, und der nachfolgende Schritt hiingt nicht vom vorher-
Ochenden ab. Der Unterschied besteht nur darin, daR3 sich der Betrunkene
auf einem ebenen Platz bewegt und das Molekil im Haum. Das hindertuns
jedoch nieht, nach derselben Methode Jen Weg d¢s Mol«kiils in einer
bestimmten Zeit zu berechnen.
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Die Elcklruml Lilles Kuipers sind an der \\iinncbcwegung der Materie
hPtPiligt. Belral'hten wir beispielsweise einen Schwingkreis, der nur aus
hollllelilalor. Wiclersland und Spule hestl'lll. Die \Viirmebewegung der
Elcklrnnell ri.rt auf den Konclcmatorflachen eine sich mit der Zeit nach
1:riilc 1111 \'urzeil’nen iindernde eleklrische Ladung her,-or und indu-
licrt in cler Spnlc einen clektrisdlen Strom. Den \leehanismus dieses
Vorgangs kanu man sich folgcnclermaRen vorstellen: Die ungeordnete
\Varmehewegmlg der Elektronen im Sehwingkreis ist sehr kleinen, nach
L:riille uncl \V'orzeiC'hen haurig wechselnden elektris,-hcn StromstéRen —
kurzzcilig wirkl'ncllll Plektxrnotorischen KriHtcn — iiquiValcnl. Dicsc
dmolisclilll S,hwin:llnien der Ladung und des Stroms als dcklrisl'lI'
Fluklilalioll Ira:I'n clie Bezeichnung thcrmisChes HallsC'hen.

Der Pegel dI's thlrlllisdlell Nausl'hcns ist sein- niedrig. Er hiillgl nm der.
Temperatur, der Bnndbreill' 1111d dem \Viclcrslandswirl ah. Ei;lstin hat,
\OIl all.Lnll'irwil i*lI'rleglillgen ausgehend. das Yorhalldensein dieser
Ersrheinung rerlilr:csagl; erst ‘W Jnhre spiilcr gdang es, sie expcri-
uicuiPll nachzuweiscll.

Eine allaloie Ersl'heillllllg kann man in Elektronenréhren heOLadltcll.
Die iu der Ztill'inlwit zur \llode gclan:encle Elektronenmenge ullller-
li,,gt Ullrcgtlllliiflige-1l S'hwankungen. Rei Stromstiirken iu der GrofRRell-
onllilllg ,-on 1 mA gdallgcll in der Sekunde etwa 1o* Elektronell von
dPr KatotlP zur \nocle; diP fiir das Uhertrclen helldtiglc Zeit heitriigl
flwa W-I,s. I>il' Ahwl'il'hungell ,011 riHlerell ..Elcklronensttom™ wer-
de1t als Sthrolibrlekl hezcichner.
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Auch den Schroteffekt kann man mit Hilfe des bereits bekannten Modell!
der Brownschen Bewegung untersuchen.

Durch das thermische Rauschen in den Leitern und den Schroleffekt, die
sich prinzipiell nicht beseitigen lassen, ist die Reichweite von Funkwr-
bindungen (hierzu gehéren z. 8. auch die Funkortun: uua das Felll-
sehen) begrenzt.

Vor 20 bis 25 Jahren interessierte sich kaum eiu Nachrichten- oder OaYi-
gationsingenieur fir wahrscheinlichkeitstheoretische Methoden. In den
letzten Jahren sind diese zu einem der wichtigsten HiHImittcl im Nach-
richtenwesen und in der Automatisierungstechnik geworden.

Der Betrunkene erblickt seinen Zechkumpan

Ein Betrunkener in einem Konidor erblickt plétzlich am anderen Ende
des Korridors seinen Zechkumpan. Die Widerspliche, Jie ihn hin und
her rei3en, sind offensichtlich. Er macht nach wie ,-or zufallige Schrille
vorwarts und rickwarts. Jetzt zieht es ihn jedoch mehr zur Seite seines
Kumpanshin. Erfahrtzwarseine der Grol3e nach gleichen Schritte nach wie
vor zuféllig und unabhangig voneinander aus, die Wahrscheinlichkeit p
far einen Vorwartsschritt ist jetzt jedoch groRer als die Wahrschein-
lichkeit ¢ = 1—p fur einen Ruckwaértsschritt. In dieser Situation wird
der Betrunkene im Mittel nicht mehr auf der Stelle bleiben, sonder er
wird sich allmé&hlich, wenn auch langsam, vorwartsbewegen.

Diese mittlere Vorwartsbewegung ist dem Produkt der Schrittweite uud
der Differenz der Wahrscheinlichkeiten p und g propurtional.l)
Natdurlich gilt auch hier unser Hauptinteresse nicht dem Uetmnkenen —
er dient uns lediglich als Modell einer eindimensionalen Itrfahrt, bei der
eine Kraft vorhanden ist, die bewirkt, dal Vorwiirtsschritte des Teil-
chens haufiger auftreten als Ruckwartsschritte.

Man kann nicht nur den Mittelwert der Entfernung des Teilchens von d(,r
Ausgangslage nach n Schritten bestimmen, sonder auch ein :l1aB fur diP
typischen Abweichungen von diesem Mittelwert finden. Diese sind
lgenau wie bei der symmetrischen Irrfahrt) der Quadrnlwurzel aus der
Anzahl der Schritte und der Wurzel aus dem Produkt der Wnhrsclwin-
Ifrhkeiten fur die Vorwarts- und Ruckwartsschritte proporLional.?)

1) Der Mittelwrrt (Erwartnngswerl) der Yorwirtsb,wcgung in N Schritten h<tliigt ., =

tp — In.

\F\)/ennq)f!s tlen Betrunkenen sehr zu sl'in<ent ZI'l-hkulupan zieht (p = 0,9), so hctragt di'r Hil ttl-

wert bei 100 Schritten S = (0,9 — 0,1) - 100l = 80 1l. Wenn d,r Drand 7iuu (Orsinnuni.-

genosscn nichl so stark ist (p = 0,!H), so ist fur 100 Schritte S = ;0,0t — lIA!t) , 1001 = : L

") Der Mittelwert der quadrierten nidgliclwn .Abweichungen des Teilchens, <las unabhun(iO!

Schritte der GroéRe | mt der Wnhrschl'inlichkcil p nach der einen Richtung und mil df'r \Y:dil--

scheinlicllkeit q nach df'r nndcrcn Richtung ausfuhrt, ist el =4 panl2.

Drmzufolge ergibt sich nls MaR fur die typisrlien .. bweichungrn von! :1ilt,iwtrl
Je'=2lypc.

Fiir dit! syllimCtrischP Irrfahrt rnit p = f = 1/2 Ocht die letzte Formel in di*' hlerlils h,;:k:llinte

Forinel iibPt:

p /-—-1— n
,e;=2|!-2--—-.n=z|y =1,
1 : :
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Die unsymmetrische Irrfalll't ist ein gutes mathematisches Modell fur
viele Prozesse. In vielen Fallen kann man den in der Aufgabe lber das
Abbiegen an einer T-férmigen Kreuzung betrachteten StraRenverkehr
als unsymmetrische Irrfahrt ansehen, denn es werden unterschiedlich
viele Autofahrer auf dem Nachhauseweg in die eine und die andere
Richtung abbiegen. Die Wahrscheinlichkeiten kann man einfach aus
einer Beobachtung des Verkehrsstroms ermitteln.

Von groBter Wichtigkeit sind Diffusionsprobleme bei Teilchen (Atome,
:lolekule, Staubteilchen), die sich in einer Stromung bestimmter Rich-
tung befinden. Als Beispiel einer solchen Erscheinung kann die Diffusion
von Gasionen innerhalb eines elektrischen Feldes dienen. Sie 1aRt sich
ebenfalls am mathematischen Modell der unsymmetrischen Irrfahrt
untersuchen. Hier ist die betrachtete Irrfahrt zwar zweidimensional,
manchmal sogar dreidimensional. Das fuhrt aber nur zu unbedeutenden
Komplikationen, auf die ich nicht naher eingehe.

Der irrende Schiler

In den vorangegangenen Abschnitten konnte das irrfahrende Teilchen
mit jedem Schritt nur zu den Nachbarpunkten Ubergehen. Es ist vou
groBem praktischen Interesse, auch ein ausgelasseneres Teilchen zu be-
trachten, das gleichzeitig zwei, drei oder mehrere Punkte weit springen
kann.

Wir wenden uns einem anderen .lodell zu. Ein Schiuler mége in einer
ifathemalikarbeit eine beliebige Zensur von 1 bis 5 erhalten kénnen.
Solche Arbeiten werden einmal wéchentlich geschrieben. Jede Woche
wird neuer Lehrstoff behandelt, deshalb wollen wir das E ,-ebnis einer
jeden Arbeit als unnbhéngig vom vorhe ,ehenden ansehen. AufRerdem
setzen wir voraus, dafld die Ergebnisse zuféallig sind und jede Note eine
bestimmte Wahrscheinliehkeit hat. Wir wollen die in Tafel 8 wiederge-
gebene \Vahrscheinlichkeitsverteilung annehmen.

Tafel 8. 1Vahrscheilllichl,eitell fir die Zed urell eines

Schiilers
Zensur 1 2 3 4 3
Wahrscheinlichkeit 0,1 02 0,1 02 (3

1 aturlich werden Sie sofort dagegen protestieren, dafl} der Ausgang einer
Kontrollarbeit bei Ihrem Kind zufalliy und unabhangig von den vorher-
gehenden Arbeiten sein soll (Sie wissen ja die tirinde flr das Mif3ge-
schick ihres Lieblings!). Bitte haben Sie ein wenig Geduld. Ich welde
spiiter die Abhangigkeit des Ergebnisses einer Arbeit von denen der
vorhergehenden berlcksichtigen. AuRerdem muf} gesagt werden, dafR
das Ergebnis einer Kontrollarbeit in einem gewissen MalR immer zufallig
ist. Die Hauptsache ist jedoch, dal es fur uns bequemer, leichter und
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zweckmamBiger ist, den Ausgang der \rbeit als zuféallig anzusehen (ahnlich
wie das Abbiegen der Autos) und nicht die vielen Criimle zu untersuchen,
die EinfluR auf das Ergebnis haben kdnnen. Wenn wir nur das Ausmalf
der Katastrophe abschatzen wollen, zu der die Leistungen des Schulers
fihren kdnnen, um rechtzeitige MaBnahmen gegen die Haflijjahreszensur
Vier oder FuUnf oder eine Wiederholungspriufung zu ergreifen, so ist die
berechnete Prognose selbst unter unseren einschriinkenden Voraus-
setzungen durchaus ausreichend.

Es ist gunstiger, eine andere Terminoloiie zu benutzPn. Jeh werde von
den Zustanden eines SyslI'llls sprechen und annehmen, daf’3 sich das
System jeweils in einem bestimmten aus einer Menge moglicher Zu-
stédnde befinden kann. Mit jedem Schritt kann es ,-on einem Zustand in
irgimdeinen anderen UbErgehen. Das SystEm ist der Schiuler, seine Zu-
stande sind die wochentlichen Zensmen, und der Obergang von einem
Zustand zu einem anderen ist del. Ubergang zu einer neuen Zensur.

Ilm MiRverstdndnisse zu vermeiden: Der Obergang zu einet neuen
Zensur soll auch dann Uhergang heiRen, wenn sich die Zensul nieht
iindcrt. Wir sprechen dann jedn!'n voll einem Uhergang in denselben
Zustand. Von diesem Standpunkt aus ,-erlauft das Leben des Sc-hiilers
sdlr stumpfsinnig, ohne irgendwelche besonderen (:duhle, die |.ob odI'l
Tadel ausldsen.

Der Ubergang von einem Zustalul in einen anderen Zustand erfolgt
elittsprechend der Wahrscheinlichkeitsverteilung tler Zustiintie — der
Zensuren. Man kann ihn als Irrfahrt in der Menge der miiglil-hell Z1I-
stiinde ansehen.

\m anschaulichsten ist es, eilll: solche Irrfahrt allhalld einer KnrvP
darzustellen (Bild 115). Auf der horizontalen At'hse sill(l die Ubcrgiingc
nbgetragen, also die Zeitpunkte, zu denen der S!'hiilcr seine \Vochcn-
zensuren erhalt. Ich habe einfach die Nummem der \Vot'hen abgetrngen:
es ist gleichgultig, in well:hcm Mafl3stab man die Zeil miZt. Auf der ver-
tikalen Achse sind die Zemuren abgetragen. die Nurm(r der Znsliinde
des Systems. Eine solehe btliebige Kurye hedeutel dann tinte Folge von
Wochenzensuren, doch die \Vahrschcinlichkeilen fiir dil' einztlm'n
Kurven sind im nllgcnH'inen nicht dieselben.

——————

= --0=]
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Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Zensur fir das Halbjahres- oder
das Jahreszeugnis festzulegen. Die Zensur ist ein Kriterium, <las den
Schiler als zurickbleibend, mittelmaRig, gut oder sehr gut einschatzt.
Verschiedene Lehrer benutzen dabei unterschiedliche Kriterien. Am
einfachsten ist es fur den Lehrer, den ;littelwert zu nehmen: Die Zell-
smen werden aufsummiert und durch ihre \nzahl geteilt.

Der Zensurendurchschnitt charakterisiert naturlich die Leistung <les
Schilers in <ler ahgelaufcnen Periode. Bei ein und denselben \Vahrschein-
lichkeiten gemanR Tafel 8 kdnnen sich jedoch verschiedene Durchschnitte
fur das Halbjahr ergehen. Es ist nicht ausgeschlossen, <lall ein Schuler
in jeder Woche eine " erhalt (die Wahrscheinlichkeit dafur ist immer
0,2), dann ist seine Durchschnittszensur *. Ich erinnere an unsere Vor-
allssetzllllgcn: Jede Zensur ist zufallig, unabhéngig von den vorher-
gehenden, und sie elgibt sich nach einer bestimmten Wahrscheinlich-
keits,-crteilung.

Deshalb is! die Halbjahreszensur eine zuféllige GréRRe, wfr wollen sie
mit ,i bezeichnen. Der Erwartungswert, d. h. der Mittelwert r fir das
Halbjahr, ist fut unsere Wahrscheinlichkeitsverteilung

x=l.01+2.02+3.03+4.02+1.02=32

Schiler, bei denen die \Vahrscheinlichkeitsverteilung fur die einzelnen
Zcnslll'en nach Tafel 8 zutrifft, werden also im Mittel eine 3 als Zensur
erhalten. Jm ,,Mittel" bedeutet hiel lediglich, dal3 sich fur eine groRRe
Anzahl, z. B. L000, solcher Schulel ein arithmetisches Mittel fur die
Zensuren um 3,2 ergibt. Die einzelnen Schuler konnen ganz verschiedene
Noten au[ den Zeugnissen haben. Es kann durl'haus passielen, dafld ein
Schiilel bei zehn aufeinanderfolgenden . ¥ beiten nicht schlechter als mit
3 abschneidet! Die Wahrscheinlichkeit fur solch eine angenehme Situ-
ation liiBt sich folgendermafen bestimmen: Die Wahrscheinlichkeit fur
eine 1, eine 2 odei eine 3 ist 0,1 + 0,2 + 0,3 = 0,6. Die Wahrschein-
lichkeit dafur, dalR dieses Ereignis bei 10 unabhangigen Versuchen ein-
tritt, ist 0,fi'0 , 0,006. Deshalb kann man damit rechnen, daR im Mittel
¢ von 100 Schiler unverdient gut abschneiden. Man kann auch die
mittlere Anzahl der Schiler (von den 1000) berechnen, die es in allen
Arbeiten nur zn einer 4 oder 5 bringen.

Bitte beachten Sie, dal? das volstehen<e Resultat nicht bedeutet, dal
die \Vahrschciulichkcit fur eine Durchschnittszensur 3 und besser 0,006
ist. Diese Wahrscheinlichkeit ist grof3er (sie wurde yorstehend auch gar
nicht berechnet), ein sogar einige Funfen oder Vieren durch eine gentigend
grof3e Anzahl von Einsen oder Zweien ausgegli‘hen werden kénnen. Dei:
Durchschnitt der ersten zehn Noten aus Bild J L5 ist 2,5, obwohl eine 5
und eine 4 dabei ist. Man kann berechnen, dal3 die Wahrscheinlichkeit
fur einen Dulchschnitt schlechter als 3,5 etwa 0,23 ist, wahrend sie fur
einen Ourchschnilt. besser als 2,5 etwa 0,04 betragt. Unser Schuler hat
also keine geringen Chancen, <lie Unannehmlichkeiten einer * oder 5
auf dem Zeugnis Uber sich ergehen lassen zu mussen.
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Ein nachlassiger Schuler wird sich freuen, seine schlechten Zensuren
durch die recht groRe Wahrscheinlichkeit der ebenso schlechten Zen-
sierung eines besseren Schulers rechtfertigen zu kénnen. Diese Befriedi-
gung wollen wir ihm aber nicht geben. Seine Aufgabe ist es, die \Vahr-
scheinlichkeitsverteilung fur die verschiedenen Zensuren so zu verander,
daf} die Wahrscheinlichkeit fir eine 4 oder 5 im Zeugnis sehr klein wird.
Dazu hat er im Mathematikunterricht ordentlich aufzupassen und seine
Hausarbeiten sorgfaltig zu erledigen.

Es wird selten vorkommen, daR der Lehrer einfach den Durchschnitt
aus den vorliegenden Zensuren als Halbjahreszensur verwendet. Ein
solches formales Herangehen géabe ihm nicht die Mdoglichkeit, einen
Leistungsanstieg zu bertcksichtigen, wenn ein Schiler das am Anfang
Versaumte aufholt. AulRerdem hangen tatsachlich die folgenden Zen-
suren stark von den vorangegangenen ab, denn die logischen Beziehungen
zwischen den einzelnen Gebieten der Mathematik, der Glaube des Schii-
lers an seine Kraft, die Voreingenommenheit des Lehrers und andere
Ursachen wirken sich doch recht stark aus. Obwohl man die Ergebnisse
einer Mathematikarbeit nicht ,.orhersagen kann, muf3 man doch ihre
Abhéangigkeit von den Zensuren der vorhergehenden Arbeiten bertck-
sichtigen. Wenn ein Schiler gerade eine Funf geschrieben hat, ist die
Wabhrscheinlichkeit dafir sehr gering, daf3 er in der folgenden Arbeit
eine Eins bekommen wird.

In unserer Terminologie heil3t es, daf die nachfolgenden Zustéande von
den vorangehenden abhangen, die Wahrscheinlichkeiten fir die ein-
zelnen Zusténde zu einem bestimmten Zeitpunkt lliingen davon ab,
welcher Zustand im vorangehenden Schritt vorlag.

Sie vermuten vollig zu Recht, daR jede Zensur nicht nur zufallsbedingt
ist, sondern auch vom gesamten vorherigen Entwicklungsgang des
Schilers, von seinen mathematischen (und nicht nur seinen mathe-
matischen!) Erfolgen und MiRerfolgen abhangt. Wir missen uns aber
vorlaufig mit einem primitiveren Modell begniigen und werden annfh-
men, dafl} die Wahrscheinlichkeiten der nachfolgenden Zustande, sprich
Zensuren, nur von den jeweiligen Zustanden im vorangehenden Schritt
abhangen. Bei einem solchen Modell kann man die Wahrsehcinlichkeilen

Tafel 9. Ubergangswahrscheinlichleiten fiir die
Leistungen eines Schiilers

Vorangehende Nachfolgcnde Zustédnde

Zustande

1 2 3 4 5
1 0,4 0,3 O,,} 0,1 0,1
2 0,3 0,3 0, 0,% 0,1
3 0,1 0,2 0,4 0, Oﬂ
4 0,1 0,1 0,2 0,4 0,
5 0,1 0,1 0,1 0,2 0,5
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der Zensuren in Abhangigkeit von den vorangehenden Zensuren in einer
Tabelleangeben. Das Beispiel einer solchen Tabelle sehen Sie in Tafel 9.

Die 0,2 am Schnittpunkt der zweiten Zeile mit der dritten Spalte be-
deutet, daR die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs vom Zustand 2 in
den Zustand 3 gleieh 0,2 ist. Fur unseren Schuler heif3t das, dal3 er mit
der Wahrscheinlichkeit 0,2 in der nachfolgenden Mathematikarbeit eine
Drei bekommt, wenn er in der vorangegangenen Arbeit eine Zwei hatte.
Die Mathematiker schreiben bei solch einer Tabelle die Nummern der
Zustiinde links und oben nicht mit, sondern geben nur die ,vahrschein-
lichkcitstahelle an:

03 01 01 V
03 03 02 01 O

01 0- 02 01
0l 0J 02 04 02

01 01 02 05

ED sei daran erinnert, dal} eine derartige Tabelle Matrix genannt wird.
Im vorliegenden Fall heiRen die Elemente der Matrix, die einzelnen
Zahlen, Ubergangswahrscheinlichkeiten und die Tabelle selbst Uber-
gangsmatrix.

Die UbcrganOswahrscheinlichkeiten lassen sich auch anschaulich mit
Hitre eines (;raphen darstellen. Die Kreise (Knoten) bezeichnen die
Zustiinde, die Pfeile die Uberginge ,-on einem Zustand zum anderen,
die Zahlen an den Pfeilen die Wahrscheinlichkeiten der Ubergénge.

Im Bild 1JG sind nur die Ubergéange aus den Zustanden 2 und 5 in alle
and(ercn dargestellt. Die tibrigen Pfeile sind zur Erleichterung der Uber-
sieht nicht cillgezeichnet.

Die ;lathematiker schreiben aus Bequemlichkeit oder aus Tra(lition
nicht die Nummern der Zustadnde, sonder bezeichnen die Zustéande
durch Buchstaben mit irgendwelchen Indizes.

< o
Bild 116

183



Tn unserem Beispiel haben wir finf Zustiinde; wir kdnnen sie miL E1, 1,3,
I0., E, und E; bezeil-hnen. Der SlI'hilcr befindel sieb also illl Zusland /I0:
wenn er eine Zwei bekomm!. Erhalt der Schuler nacheinander die im
Bild 115 angegehcnen Zensuren, so kann man tlilksc auch als Kclll
darslellen:

1':2 - l}"; - 1L| - IL/, — E3 - [’;5 - l’,_: bad I':_) hd /‘..| o

Die Uhelgangswalll'schcinlichkcilcn wertlen dmdt tlic Olu-rdanlSllatrix
angegeben.

\ls erster unlelsudlle zu Beginn unseres Jahrhundcrls .1. .1. \larko/l, ein
bekannLc! russisl'hcr Mathematiker, Schiler P. L. Tschebyw;heff], die Kel-
ten zllfalligcl Ereignisse oder, in unserer Terminologie ausgedriil'kl, dilt
Ketten der Uhergéangc des Systems \'On einem Zustan<l in den andelcn.
Schon das Beispiel der Zensuren zeigt die Unzulénglichkeiten eilws llo-
ddls mit unabhiingigcn Ausgéngen der Versuche riir die Beschreihlllll.r
des Wechsels der Zusténde in einem System. In dcl- :Ichrzahl der Auf-
gabenstellungen aus der Physik und den Naturwissimsl-haflen hiingt disl
zukunftige Zustand eines Systems auch da,-on ah, in wtld!clll Zusland
sich das Syslem gegenwartig befindet.

Diese Abhiingigkeil braucht nicht eindeutig zu sein: Das SO-stem kann
sich nach einer gewissen Zeit in einem von ,-elsl-hiedencll miiglidwil
Zustanden hcfinden; die \Vahrscheinliehkeitell rIPr ,.crschicdenen zll-
kinrtigen Zustéande hiingen jedoch gewdhnlich \'01l1 gegenwiirliglsn ah.
Wenn die \Vahrschcinlichkeiten des Ubergangs eines Syslems ans rincm
Zustand in einen anderen nur \'Om unmittelbar ,-orangehenden Zustand
ahhiingen, so wird eine Folge dieser Uhergiingc cinladw \larkoffsclw
Kette genannt. Hangen die ULergangswahrstheinlichkeilen ,-on K voran-
gehenden Zustanden ab, so spricht man von einer \farkorfschen KclIP
k-ter Ordnung.

Die Sprache

Der bekannte Physiker Gi/bl, einer (ler Schopfer der stalislischen Me-
chanik, war ein sehr verschlossener \lensch. Er saglLe sdtin etwas auf
den Sitzungen des Wissenschaftlichen llates der UOivcrsiliil. \uf cinl'r
der Sitzungen ging es um die Frage, oh in den neuen Lehrpliincn der
Mathematik oder den Fremdsprachen mehr Baum gcgcben werden soll.
Hier hat Gibbs erstmalig sein Schweigen gcbrodlen. SPilw Hede hcstand
ans nur drei \Vorten: ,,Mathematik ist Sprache!"

In gewissem Sinn gilt au<'h die Umkehrung, nnd idl werde lhnen jetzt
von einem mathematischen Modell der lebenden Sprache helfrhtcn. Fur
die Ubertragung eines nur aus Buchstahen bestehenden dentsdlell
TelegrammtOxtes bendtigt man "7 Zeichen. ii, ii, ii und B werden clureh
ae, ue und sz wiedergegeben, so <lal insgesamt W ZeichCn fiir clic Hurh-
stahen gehmucht werden. Ferner hcdarf es eines Symbols zul Kclill-
zeichnung des \Vortzwisdlenraums, wir wollen es mil .,—"" lwzciehnen.
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I>as cillfadlsle Jlodell <Ict Sprache ist die Aneinanderreihung von Buch-
staben. die zufiillig und mit gleichen Wahrscheinlichkeiten erscheinen.

Auf 27 glcidl aussehenden Karten sind die 27 Zeichen aufgcschriebcn.
Ilie Karten wel'dcn gut durehgemischt, auf gut Cluck winl eine Karte
gezogen mlll der enlsprechende Buchstabe notiert. Die gezogene Karte
wird wiedel ulllergemis<'ht, der ndchste Ruchstabe wird gezogen und all
dI'n vorangegangenen gefugt. \Venu die }(arte mit,,—" gezogen wird, ist
<das End(* eines Worts elTcicht. Bei einem solchen Versuch wurde der illl
Bild 117 wiedPrgcgchene Salz ,,gedichtct™!).

Dieser Salz iihnclt. in keiner Weise unserer Sprache. Die hauptsichliche
| 'rsadHi” ist sil'h<r darin zu suchen, dal3 die Buchstaben der deutschen
Spra,lw nicht alle die gleiche Haufigkeit haben, dal} sowohl in Goethes
.. Faust" als anch im lliirchen ,,Schneewittchen" oder im ,,Lehrbuch der
Zoologie" der Bul'hstabe X bedeutend seltener Yorkommt als die Buch-
stahe0 E und N. Der h&aufigste Buchstabe der deutschen Spral:he ist das
E, del seltenste das Y. Tafel 10 enthélt die relativen Haufigkeiten (die
niiherngsweisc gleich den Wahrscheinlichkeiten sind) der einzelnen
Blll'hstahell del deutsehen Schliftsprachc.

Die lliichsLIwssere Niiheruug an die deutsche Sprache ergibt sich, wenn
man die Buchstaben zwar auch zufallig zieht, jedoch mit den Wahr-
scheiulichkeitlll, mit denen sie in der natiirlichen Sprache auftreten. Das
kann man realisieren. indem man 10000 Karten entsprechend den rela-
tiven I liiufiukeitcn nach Tafel 10 mit Buchstaben versieht.

So muRte auf 011 Karlen das O stehen, auf 172 das M, auf 1442 stiinde
., —" (der VVortzwisrhenraum oder ein Satzzeichen) usw. Dann kdnnte

-rafel 10. Iliillfigkeiten der Hilc*,ta Bxn tll'r deutsclua
\chrift,lImclie

lluch- I B laLiv< Buch-  Relalivc
stahl: JiiurigklliL stahe lHaufigkcit
— 0,1442 o 0,021

o 0.1""0 m 0,0172

" 0,00(i:i b 0,0J:18

s 0,0(/iu w 0,01%i

) 0,0fi2K z 0,0092

r 0.0G2: v 0,00W

a 0.0:fll f 0,0078

A 0,01/(i k 0,0071

L 0.0,.w P 0,0067

1] 11,0722 ) 0,0028
h o,o:lul x 0,0008

1 0,0:Vi q 0,000:

¢ 0,0255 y 0,0000

. 0,0::

1) Dil rnssiwhspral'liigi'n Hfispil'lc wurllOll durch entsprtchcnde deutschsprachige ersetzt, die
dPm Buch voll /-. F,1: Jnform.aLionstiulori<, Akadeluie-Vtrlag, llerlin (1963) entnommen sind.
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man <en bereits beschriebenen Versuch nochmals ausfihren, indem man
die Karten gut durchmischt und nacheinander zieht.

Solch ein kompliziertes Experiment ist aber gar nicht nétig. Hau kauu
ein beliebiges deutsches Buch nehmen und daraus Buchstaben zuféllig
wahlen (z. 8. den sechsten Buchstaben einer jeden Zeile). Im Bil< L18 il
ein Satz wiedergegeben, der auf diese \Veise entstanden ist.

MOTCFBfWQK NJRBUEJQ PHLYNDUBAFW

L

Bild 117

EME
GKNEET
ERS
TFTBL
BTZENFNFNDBGD
Bild 118
AUSZ KEfNU WONDINGLIN DUFRN
ISAR STEISBERER JTEHM ANORER
Bild 119
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A\uch dieser Satz hat wenig Ahnlichkeit mit unserer Sprache. Das ist
verstandlich: In der Sprnche existieren enge Beziehungen zwischen be-
nachbartenBuchstaben. Die BuchstabenkombinationenQQ oderQC treten
Uberhaupt nicht auf, dafiir jedoch ER oder IS sehr oft. Die aufeinander-
folgenden Buchstaben wurden aber unabhéangig voneinander gezogen.

Wenn man nur die Abhiingigkeiten zwischen benachbarten Buchstaben
beriicksichtigt, kann man die Sprache durch eine einfache Markoffsche
Ketle beschreiben. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die ver-
schiedenen mdoglichen Buchstaben, die auf einen gegebenen Buchstaben
folgen kdnnen, sind verschieden grof3. So ist die Wahrscheinlichkeit fur
M— E wesentlich groRer als fur M __ T, und die Wahrscheinlichkeit fur
Q O Q ist offenbar Null, denn die Kombination QQ gibt es in der deut-
schen Sprache praktisch niehL. Bei Beruicksichtigung der Abhéangigkeiten
zwischen benachbarten Buchstaben ergibt sich im Versuch beispielsweise
der Satz im Bild 119. Ei ist unserer Sprache schon bedeutend ahnlicher.

Beriicksiehtigt man die Beziehungen zwischen je drei aufeinanderfol-
genden Buchstaben unsrJer Sprache, so erhdlt man eine noch bessere
Naherung, wie das Bild | :W zeigt. SchlieBlich ergibt die Bertcksichtigung
der Beziehungen zwischen Yier Buchstaben ein Modell der Sprache in
Form einer Markoffschen h:ette dritter Ordnung. Man erhalt nun z. B.

den Satz im Bild 121.

PLANZEUDGES PHIN INE UNDEN VERBEICHT
GES AUF ES SO UNG GAN DICH WANDERSO

e
0

Bill 120

ICH FOLGEMAESZIG BIS STEHEN DISPONIN

Bill 121
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Dieser Satz ist wie die zwei vorangehen<eu <ler deutsdwn Sprache be-
reits sehr dhnlich. Wenn lhnen jemand den letzten Satz sagen wirde,
wurden Sie gai- nicht sofolt bemerken, daB es irlen<welcher Unsinn ist.
Sie wirden zuné&chst veisnl'hen, seinen Sinn zu verstehen!

Spatestens jetzt werden Sie, verehrter Leser, die Frage stellen: ,,Naund?"
Naturlich kann man beliebig viele unsinnige Siitze komponieien, die in
ihrer Struktur .ler SpraChr nahekommen. Doch warm sollte man <lazu
Zeit aufwenden?

Ich kdnnte entgegnen: Sie haben damit ein Modell <ler deulschcn Schrift-
sprache. Doch Modcllr baut man nicht einfach um ihrer selbst willen,
sondern zu einem bestimmten Zweck. Jetzl muB ich .ins Ziel erlaulclil,
dem das Modell der Spl'ache dienen soll; jedoch nicht gleich im nachsten
Abschnitt, denn zum Verstandnis des Wesens dm- Sache 11118 erst noch
etwas Uber die Informationstheorie gesagl ,, tmlell.
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Information

L/

Das Erkennen der allumfassenden Bedeutung der llickkopplung und
der Informationstibertragung bei Steuer ngspl'flblemen brachte Norbert
I\liener auf die Idee. die Steuuung in der Tcrhnik, in der lebenden Natur
und in der (;cscllsrhaft von einem einheitlichen (;esichtspnnkt aus zu
hctraehten.

Cber die IlUlI'kkopplilng haben wir uns bereits unterhalten. Nun will ich
('iniges aus dI'r Informationstheorie herichten.

,,Fit morgcn wird wc<hselnde Bewdlkung mit zeitweiligen Regen-
schauer Irwartet; slI'hwal'lie bis maRige \Vindt aus wechselnden Rich-
tungen .. :-

Diese Nachrichl wird Uber deu Telegraf, den Hundfunk, die Zeitung und
das Telefon und auf viele andere Arten Ubertragen. Es ist gleichgultig,
auf welche Weise Sie den Wetterbericht erfahrtn, fur Sie ist lediglich der
Inhalt wil'htig. Die physikalischen Trager der Nachril'ht kénnen sehr
Hlrschieden seill: elektrischer Strom, elektromagnetische \Vellen, Buch-
staben aur dem Papier, Schallwellen usw. \Vas habrn alle diese Trager
gemein? Sie tragen ein und dieselbe Information.

Oas Telefon klingelt — Sie erhalten die Information, daR Sie jemand zu
sprel’hen winscht. Sie nehmen den llirer (in der Fachsprache: Hand-
apparat) ah und melden si<h.

\
AN

7 \N

T—F <N
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Sie beruhren den heiRen Teekessel — fluchen und ziehen die Hand
zuriuck. Die modernen Erkenntnisse uUber deu .\blauf des Schmerzre-
flexes hatte ich bereits erlautert. Jetzt soll es uns lediglich auf die Fest-
stellungen ankommen, daf die Information Uber die Verbrennung der
Haut Uber die Nervenstrange zum Gehirn gelangt und dort verarbeitet
wird. Im Gehirn wird ein neues Signal erzeugt; dieses gelangt Uber die
Nervenstrdnge zu den Muskeln, und Sie ziehen Ihre Hand zurick.
Fische tauschen mit Hilfe ,.on UltrasrhafUchwingungen im Wasser
gegenseitig Informationen aus (sie ,,sprechen' miteinander!); Fleder-
mause orientieren sich im Raum durch Ultraschallortung.

Auf erstaunliche Weise vollzieht sich der Informationsaustausch bei
den Bienen. Wenn eine Biene das ,,Schlaraffenland" entdeckt hat, in dem
sich der ganze Schwarm am Nektar duftender Bliten laben kann, kehrt
sie zum Stock zurtick und tanzt: Die Figuren ihres Tanzes enthalten die
Information Uher Richtung und Entfernung des gefundenen Bluten-
feldes. Das ist durch scharfsinnige Versuche bclegt.

Das Leben eines jeden Organismus ist von einem inlcnsiven Informa-
tionsaustausch mit der Umwelt begleitet. Bei héher organisierten Lebe-
wesen kommt ein gezielter we,:hselseitiger Informationsflul3 zwischen den
Organismen hinzu.

In einen Automaten wird ,.or Betriebsbeginn die erforderliche Infor-
mation eingegeben — das Programm. .Auf3prdcm erhalt der Automat
laufend Information Uber die MelRergebnisse an den erzeugten Teilen.
Wenn eine Toleranzgrenze erreicht wird, gibt es eine Information tber
die notwendige Neueinstellung des Automaten.

Bill 123

190



llei der automatischen Steuerung eines Flugzeugs wird die Information
Uber die Lage <les Flugzeugs im Raum und die meteorologischen Be-
dingungen zum Autopilolen Ubertragen und dort mit dem vorgeschriebe-
nen Kurs ,-erglichen. Im Ergebnis entsteht die Information tber die not-
wendigen Korrekturen der Lage des Flugzeugs und dessen Kurs.

Die LeiLlung eines Betriebes benutzt zu ihrer Arbeit Information tber
,orhan<enc Hohstoffe und Halbfertigprodukte, Uber die betriebsbe-
reiten und in Reparatur befindlichen Betriebsanlagen, tiber die Arbeits-
krMtcsituation usw., sie orientiert sich an einem vorgegebenen Produk-
tionsplan, der als eine gespeicherte Information anzusehen ist. Infor-
mation ist also Uberall; samtliche Steuerungs- und Regelungssysteme
enLhallLcn Nachrichtenkanfle, auf denen Information Gbertragen wird.
Durch Einschalten eines roten Lichtes kann man einen Zug anhalten;
(lurch einen Knopfdruck wird eine Presse von mehreren Tonnen in
Hewegung gesetzt; ein Satz des Kommandierenden kann eine Salve aus
,ielen tausend Gesch(itzen ausliisen.

In den betrachteten Beispielen nimmt die zum Empfanger gelangende
zachricht nur zwei Bedeutungen an: rot — grin, eingeschaltet — aus-
geschaltet. Das ist die einfachsle Informalion; sie ist die Antwort auf
eine Frage, die man mit ,,Ja" oder ,,Nein" beantworten kann.

Der Empringer weil3 die Antwort vorher nicht, denn sonst wirde er gar
keine Information empfangen. Vom Standpunkt des Empfangers aus ist
die Antwort auf solch eine Frage zuféllig; ihm ist vorher nicht bekannt,
welche der zwei méglichen \ntworten er empfangen wird.

Die Verkehrsampel fur den StralBenverkehr hat drei Farben: Rot, Gelb
11d Grin. Die Nachrieht, die dem Autofahrer Ubermittelt wird, kann
drei Bedeutungen haben: ,,Halt", ,,Achtung", ,,Stral3e frei*".

Bei der Ubertragung der Buchstaben auf dem Fernschreiber hat jedes
Zeichen eine von insgesamt 27 mdoglichen Bedeutungen. Wir kdénnen
Ubrigens auch, unsere andere Terminologie benutzend, sagen, daf3 im
Ergebnis des Versuchs (des Empfangs eines Buchstaben) einer der még-
liehen Versul'hsausgange eingetreten ist (z.B. wurde der Buchstabe R
(\mpfangen).

Es gibt auch Versuche, <lie eine so groRe Anzahl von Ausgangen ermog-
liechen, dal’ es einfacher ist, sie als Versuche mit unendlich vielen Aus-
géngen zu betrachten. Beispielsweise gibt es fur das Relief einer Schall-
platte bei der Aufzeichnung von Musik praktisch unendlich viele mdg-
liehe Varianten. Der Empfiinger weil3 vorher nicht, welcher Ausgalg
Pintieten wird; fur ihn ist die \ntwort ein zufalliges Ereignis.

Gedachtnis und Kode

Information kann man speichern. Das Wesen <les gesamten Lernpro-
zesses besteht in einer Speicherung von Information. Information wird
in Buchem, Zeitschriften, Fragebogen, in Bildern und architektonischen
Denkmalern, auf Notenpapier, Schallplatten oder Magnetband gespei-

191



==
J

Bild 124

chert. In elektronischen Hcchenmaschinen piht es spezielle Eimfrh-
tungen zum Speichern der Information; bestimmte Information wird
Uber langere ZeitriiuuH' gcspei, hert, z.B. die \llsgangsdatcll; es giht
aber auch Kurzzeitspeichcr, in denen z. B. die E ,_ebnisse von Zwischen-
rechnungen nur so lange aufgehohen wrrdell. his diee helrefrendr Rech-
nung beendet ist.

Im Gehirn der Lebewesen und vor allem des Mensdwl! ist cller Mecha-
nismus des Gedachtnisses (des Speichers!) sehr kompliziert und ,i,l-
seitig. Seine Erforschung slrikt noch in den \lIfiingPll. Einige der (;p-
Jiichtniseinril'htungen des Mens!'hen iihllrin den Slwidaglpillrichtilngell
einer- elektronischen Hechenmasl'hine; es giht ahel ntll-h stark nhwei-
chcnde Elemente.

In den \'erschicdemell Speichersystemen wird dir lllformalioll auf ,.....
schiedene \Veise dargestellt. Zeichen auf Papier, Hillcn in tll'r Schall-
platte, Erregungszusliinde (erregt — llicht erregt) eines HPlais oder l'irllr
Nervenzelle sind einige del Yerschiedenen Arten, ill denen lllformatioll
dargestellt werden karlll. Ein und dieselbe Information k.11111 au[ vl'r-
schictlene \Vlise dargestellt werden: Die Zahl 5 Hillt sieh dllrd! ,rrschit-
dene Zifferzeichen (5, V), in Buchstaben (fiilll) oder dmTh die Fin!I'l
einer Hand ausdrucken.

Von besonderer \'ichtigkeit ist tfi* hllPrs.-lieitlhal'klil dtr Inrormation.
Ein Versuchsausgang muf sil'her ,om alltlrrPil 111IPrsL-hil'dtil wenll'n
kiinnen; die Nachrichten mussen si.-h Pindcllti, allsPillalldPrhaltell lassPll.
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Zur Speicherung oder Ubertragung der Dezimalziffern benétigt man zehn
cerschiedene Symbole. Es ist gleichgiltig, ob man arabische oder ro-
mische Ziffernzeichen, eine Aufzeichnung in Worten, Folgen von elek-
trischen Impulsen oder irgendwelche anderen Symbole verwendet.

Die Darstellung der mdogliehen Versuchsausgange (oder der mdoglichen
Antworten, der mdéglichen Nachrichten) in bestimmter, verabredeter
Form heil3t Kode. Der Prozel3 der Darstellung der Information selbst
in irgendeiner Form wird Kodierung genannt.

Information kann man in bestimmter, verabredeter Form darstellen,
also kodieren, und man kann sie speichern. FUr uns ist jetzt wesentlich:

lliformation l,ann man Gbertragen.

Nach einem etwas abgewandelten Aphorismus von D. Thomson kann man
sagen, dal man Information wie Geld speichern kann, doch Nutzen
bringen beide nur dann, wenn man sie ausgibt. Ausgeben heif3t Uber-
tragen!

Uer Wetterbericht von vorgestern ist uninteressant; sich von einem
unerfahrenen Arzt behandeln zu lassen oder sich in ein Auto zu setzen,
dessen Fahrei- betrunken ist, ist gefahrlich — die Information muR3 zur
lechten Zeit vorliegen und zuverlassig sein.

Wenn ein Hecdner oder ein Gesprachspartner zu schnell spricht, kann der
Zuhorer nicht folgen, er kann die Information nicht zuverlassig, ein-
deutig aufnehmen. Bei jeder Art der Ubertragung und der Aufnahme von
Information sind die Zuverlassigkeit, d. h das sichere Erkennen der
Ubertragenen Nachrichten, und die Geschwindigkeit der Informations-
Ubert,agung einander widersprechende Forderungen. Deshalb entsteht
beim Entwurf eines beliebigen Informationsiibertragungssystems die
Frage: Wie muf3 man die Informationsiibertragung realisieren, damit den
beiden Hauptforderungen mdglichst gut Hechnung getragen wird?
Erschwerend kommt hinzu, da in jedem Nachrichtenkanal Stérungen
wirken.

Wenn in einem llaum groRBer Larm herrscht, ist es schon schwierig, sich
mit dem Nachbarn zu unterhalten; es ist fast unmdoglich, dem Vortrag
eines Redners zu folgen.

Ich erwahnte bereits, daR bei allen Formen der elektrischen Ubermitt-
lung von Nachrichten stets ein Rauschen auftritt, <las den Empfang
stort. Der Pegel dieses llauschens im Nachrichtenkanal &Rt sich zwar
klein halten, doch prinzipiell niemals ganz beseitigen.

A\uRBerdem wird das Leben ohnehin durch viele Stérungen anderer Art
erschwert. Im Bundfunkgerat entstehen Stérungen durch Sender be-
nachbarter Wellenlangen, durch atmospharische Entladungen, durch
vorbeifahrende Stralenbahnen, durch Roéntgenanlagen usw. Im ange-
regten Telefongesprach mit lhrer Erbtante horen Sie (und die Tante!)
plotzlich lautes Schimpfen, das aus dem benachbarten Kanal in lhre
Leitung gerét, oder Sie horen ein schreckliches Ileulen und Pfeifen, weil
die Verstarker nicht richtig eingepegelt sind.
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Sender - - _/ _ Empfﬁnger‘

Stérungen Wil 125

Bei der UberLragung telegrafischer Nachrichten ,-elfiilschell Storungen
die Buchstaben, und auf die telegrafische Anfrage nach dem Ergehen
Ihrer verreisten minderjahrigen Tochter erhalten Sie die ldegrafische
Antwort: ,,KEINE SORGE - BIN :I[UTTER"! Nur Pin fehlender
Punkt (-. entspricht n; — entsplicht t) hat das \\ort ,.munter" vel-
falscht! Die Entstellung von nm- einem Buchstaben kann Sie bereits in
Verwirrung bringen ... In der Presse entstehen ebenfalls Drckfehler
auf Grund der Wirkung verschiedener ,,[3ausl’hquellen”. Samtliclll’
denkbaren Systeme zur Informationsibertragung werden durch alle
mdoglichen Stérungen beeinfluRt, die in der Technik ..Rauschen" ge-
nannt werden.

Die verschiedenen Informationsiibcrlragungen lassen sieh auf den ersten
Blick in ein einfaches Schema bringen, das im Bild 125 dargestellt ist.

Im Nachrichtenkanal werden die Signale ,-om Sender zum Empfangp,
Ubertragen. Sie sind der Trager der Information.

Wie kann man einen fehlerfreien, sicheren Transport der zu {lwrmitteln-
den Nachrichten gewdahrleisten ?

Die nachfolgende Plausibilitatsbetrachlung scheint zunlichsL offen-
sichtlich und einfach zu sein: Die falsche Entschliisselung einer Nachricht
heruht auf einer Verféalschung der Signale durch Sliirungcn im #§ach-
richtenkanal. Man muf3 also die Stdrung beseitigen. am hestCn an der
Stelle, an der sie entsteht. Man kann auch ein anderes \'erfahren zur
Ubertragung der Signale suchen, bei dem die Siynalc nicht rinrch Sto-
rungen entstellt werden. \Venn das nicht mdglich ist. w112 man die
Starke des Signals vergréRer. Wenn Sie sehr laut schreirn, kiinnen Sie
sich selbst in einem lauten Zimmer bemerkbar machen. Sie werden
zwar keine Liebeserklarung abgeben, immerhin kiimwn Sie aLcl z. B. ein
Treffen vereinbaren.

Seit der Erfindung des Telegrafen in cler :litle des 19. Jahrhunderts
dienten die vorstehenden Uberlegungen his zur Mittr unserel .Jnhrhnn-
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dcerts als Leitstern <Icl Ingenieule; auf sie stitzten sich <lie Konstrukteure
von Telefon und Telegraf, von Rundfunk und Fernsehen.

Ungeachtet aller riesigen Aufwendungen und der bedeutenden Erfolge
auf diesem Weg stért das Rauschen weiterhin den Empfang. Sie haben
sicher schon erfahren kdnnen, da es mitunter sogar sehr stort.

Wir missen aber standig die Reichweite der Nachrichtenibertragung
erhdhen. Es reicht schon nicht mehr aus, Informationen aus Moskau nach
Wiladiwostok oder zum Mond zu Ubertragen. Bereits vor einigen Jahren
muf3te eine Nachrichtenverbindung mit einem Raumschiff im Gebiet der
Venus hcq;estclit werden . . . Dei- Erhéhung der Leistung ist eine Grenze
gesetzt, denn wir kénnen nicht mit beliebig hoher Leistung aus einem
Raumschiff seudcu!

Aud! an die Funkoltung werden immer hohere Anspriche gestelit.
Heute wiid gefordert, <lal3 auch schnellfliegende Flugzeuge und Raketen
lechtzeitig erkannt wer<lcu. Bei der Steuerung komplizierter Objekte, z.B.
ganzer technologischer Prozesse, kommt es darauf an, die Parameter
immer genauer zu erfassen und in die Steuereinrichtung zu Ubertragen,
ohne dabei (;enauigkeit zu verlieren. Die Exaktheit der Ubertragung
wird allerdings durch das Rauschen beeiutrachtigt.

\Vic man sieht, sind nicht nur im kosmischen Raum, sondern auch auf
unserem Planeten gute Nachrichtenverhindungcn eine teure Sache, und
wir mussen Jemen, fnformntiou schnell, sicher und billig zu Ubertragen.
Ist es aber wirklich so wichtig, dall der Empfanger nur unverzerrte
Signale erhalt;

Auf dem Bahnhof gibt der Dispatcher Uber die Lautsprecheranlage die
Abfahrt eines Zuges bekannt. Mitunter dhnelt seine Stimme kaum noch
der eines Menschen, und man kann nicht mehr erkennen, ob ein Mann
oder eine Frau slnicht. Trotzdem erfahren wir, von welchem Bahnsteig
unser Zug abfahrt. Das Ubertragene Signal — die menschliche Rede
wird sehr stark verzel"t, doch die ful uns wichtige Information erhalten
wir trotzdem.

Die Aufgabe besteht also nicht in der unverzerrten \Viedergabe der
Signale, sondern in der richtigen Wiedergabe der Ubertragenen Infor-
mation. Dieser einfache, jedoch sehr wichtige Tatbestand wurde erst
vor weniger als 20 Jahren klar erkannt und fur praktische Zwecke
nutzbal gemacht.

Ubrigens haben wir hiel wieder ein Beispiel fur eine recht tiberzeugende
Plausibilitiitsbetrachtung, die sich spater als falsch erwies. Die Sende-
leistung ist bei der Nachrichtenubertragung nicht das allein Entschei-
dende!

Im Jahre 1948 erschienen zwei Aufsatze Claud Shannons, des bekannten
amerikanischen Mathematikers und Ingenieurs, die el unter dem Titel
,,Mathematische Theorie der Nachrichtenibermittlung"” zusammen-
falRte. Uhel die Shannonsche Theorie werde ich spater berichten. Hier
will ich lediglich bemerken, da Shannon die Probleme der Informa-
tionstibertragung in Nachrichtenkanalenrichtig erkannte und formulierte

13+ 195



Empfanger Biltl /:(j

Im Bild 125 ist einiges vergessen worden: \Venn man den Absendet und
den Empfanger der Information noch berucksichtigt, elilult man das
im Bild 126 dargestellte Schema. Nachrichlenquelle oder Absende, Lin
z. H. ich, wenn ich ein Telegramm aufgebe, einen Freund anrufe oder
meine Mitarbeiter veranlasse, eine bestimmte Arbeit schnell auszufthren.
Zur Ubertragung muR die Nachricht kodiert, also in eine Uibertragbare
Form gebracht werden. Das Telegramm kodiere ich durch Buchstaben
auf dem Papier, Uber das Telefon kann ich mich mit Hilfe elektrischer
Schwingungen verstandigen, und meine Mitarbeiter kann ich durch eine
vielsagende Geste zur schnelleren Arbeit anregen.

Der Telegrafist kodiert mein Telegramm nochmals und bringt es in i<
Form elektrischer StromstofRRe. Diese Signale werden Uber den Nach-
richtenkanal — das Kabel — gesendet. Auf der Empfangsseite gelangen
die Signale in die OekodieleimichLung, wo sie in Buchstaben zuriick-
verwandelt werden. Das Telegramm gelangt nun zum Empfanger.

Heim Telefongespréach ist das Mikrofon die Kodiereinrichtung, ill der die
Schallschwingungen in elektrische Schwingungen umgewandelt werden.
Die Dekodiereinrichtung ist das Telefon meines Freundes. Dort weldell
die elektrischen Schwingungen in mechanische Schwingungen del .lem-
hran umgewandelt.

An den Beispielen und dem dargestellten Schema ist erkennbar, <lal der
Konstrukteur nicht nur auf Sende- und Empfangsanlage Einflnll hat,
sondern aueh auf die Kodier- und Dekodiereinrichtung. Er kann die
I{odierunpss- und DekodierullgsmEthode nach seinem Ermessen wiihlen.
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Hier entstehen <lie wichtigen Fragen: Kann man eine fehlerfreie Uber-
tragung Uberhaupt erreichen? Wie wahlt man Kodes fur eine fehlerfreie
Informationstibertragung aus?

Was ist das, Information?

Im vorangehenden habe ich vielfach das Wort ,,Information™ benutzt,
ohne etwas Uber <len konkreten Inhalt zu sagen, den dieses Wort hat. Sie
wissen sicher, was unter diesem Begriff zu verstehen ist, obwohl Sie kaum
in <ler Lage sein werden, es genau zu definieren. Das ist verstandlich,
denn es ist gar nicht so einfach, einen geldufigen Begriff zu definieren.
Es besteht immer die Gefahr, sich in allgemeinen Worten zu verlieren.
Gewdhnlich meint man, wenn man von den Informationseigenschaften
eines bestimmten Prozesses oder einer bestimmten Erscheinung spricht,
die Eigenschaften, die der energetischen oder massemaRigen Charak-
terisierung in gewissem Sinn gegenibergestellt werden. Es ist uns gleich-
gultig, auf welche Weise wir den Wetterbericht erfahren haben, aus der
Zeitung, dem Rundfunk oder anderswo her.

Information ist keine Masse und auch keine Energie. Selbstverstandlich
wird zur Ubertragung von Information Energie benétigt. Diese Energie
charakterisiert jedoch die Ubertragene Information weder quantitativ
noch qualitativ: Auf ein Wort eines Kommandierenden hin kann ein
Krieg ausgeldst werden, ein Sirenensignal kann den Betrieb eines Werkes
oder sogar einer ganzen Stadt stoppen. Dabei kann die fur das ausl6-
sende Signal bendtigte Energiemenge recht klein sein.

Die Information ist jedoch ebenfalls eine objektive KenngriéRe materieller
Prozesse wie die Masse und die Energie. Wéhrend sich die Wissenschaft
mit den Begriffen Masse und Energie schon seit langem beschaftigt, begann
das systernatisl’he Studium der Information erst vor etwa 20 Jahren.

Bis jetzt haben die Mathematiker den Begriff ,,Information™ noch nicht
so allseitig umfassend definiert, dal3 er als Grundlage fur den Aufbau einer
Informationstheorie dienen kdnnte, obwohl schon fruchtbare Versuche
in dieser Hinsicht gemacht wurden.

\WVenn man heute von der Informationstheorie spricht, versteht man
darunter meist, mehr oder weniger deutlich ausgesprochen, die vor etwa
zwanzig Jahren von Shannon entwickelten lIdeen. Die von Shannnn
begriindete Richtung bezieht sich jedoch nicht allgemein auf die Infor-
mation, sondern auf das Problem der Ubertragung von Information in
Nachrichtenkanélen. Fur dieses Gebiet stellt sie eine einheitliche wissen-
schaftliche Disziplin dar. Nach den benutzten mathematischen Methoden
gehort die Theorie der Informationsiibertragung zur Wahrscheinlich-
keitsrechnung. Sie ist schon jetzt eines ihrer Kapitel, und zwar ein sehr
nutzliches und inhaltsreiches.

Zunéchst werde ich etwas Uber die Probleme sagen, die mit der Infor-
mationsibertragung auf Nachlichtenkanalen zusammenhangen. Danach
werde ich kurz einige andere Fragen berihren.
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Manchmal spricht man z. B. von Uberraschender, wertvoller oder auch
wertloser Infolmaliou. Sokhe Ausdriicke charktcrisieren die lufor-
mation nicht mengenmagig. Es wére aber sehr nttzlich, eine quantitali,e
Kennziffer fiir die hiformation zu habm.

Wenn wir davon sprechen, daf eine Na<hricht ,-icl oder wenig Infor-
mation enthalt, vergleichen wir die Informationen mengenmagi;, dhnlich
wie wir das Gewicht, die Lau!P oder die Kosten von irgendwelchen
(zegenstandeu vergleichen.

Versuchen wir nun, uns ein quantitati\-es MaR fur diP Inrolmalion aus-
zudenken. Hier haben Sie vier Mitteilungen:

1. Beim Werfen eines Geldstuicks fiel Wappen.

*. Die Schranken sind geschlossen.

3. Ich habe eine Tochter bekommen.

4. Die Nummel des StralRenhahnfahrschcins endet mit del Zirfel 7.

Koéunen Sie milsagen, welchenlieser Satze die meiste luformationenthalt '
Auf solch eine hinterlistige Frage werden Sie kaum antworten kdnnen.
Fur mich ist z. B. die Geburt meiner Tochter ein grof3es Ereignis, Sie
wird das kaum sonderlich berihren. Wenn Sie entgegen allen Warnungen
»Zahl — Wappen' um Geld spielen, so wird fur Sie das Fallen des Wap-
pens Freude oder Verdruf3 bringen — eine Information, deren AusmaRi
sich noch mit dem Einsatz d&nder kann. Wenn Sie es eilig hnhen und zu
einer Verabredung wollen, aber yor geschlossenen Schranken stehen, so
kann solch eine Information Arger und Enttauschung bedeuten.

Die Antwort auf meine Frage hangt, wie sieh zeigt, vom Standpunkt
ab. Welchen Standpunkt hat nun aber ein Konstrukteur von Nach-
richtenanlagen, z.B. von Telegrafeuanlagen? Der subjektive Inhalt der
zu Ubertragenden Information hat fur ihn keinerlei Bedeutung. Er muR3
ein Ubertragungssystem schaffen, tiber das man die Nachricht von der
Cehurt meiner Tochter mdglichst fehlerfrei Ubertragen kann, unabhéngig
davon, wie sehr diese Nachricht den Empfanger erfreut.

Eines der Verdienste von Shannon besteht gerade darin, cineu Begriff
fur die Informationsmenge geschaffen zu haben, der in der Nachrichten-
technik brauchbar ist. Der Inhalt der Information hat fur die Uber-
tragung durch den Nnchrirhtenkanal keinerlei Bedeutung. Der Begriff
der Informationsmenge muf3 sich nlso auf andere Kennzeichen der Uher-
Iragenen Nachrichten slilzen.

Kehren wir zu der Frage zurick, welche der vier Mitteilnngcn die meiste
Information enthalt.

Bei den ersten drei Mitteiluugen sind nur jeweils zwei Varianten der
Aussage moglich: Zahl — Wappen. off<n — geschlossen, Junge — !liid-
chen. Fir die Ubertragung sokh einer :littcilung braucht man nur zwei
Symbole, z. B. 0 oder 1, plus oder minus. Das ist offenbar die einfachst,
Information, sie ist in jedem Versuch mit zwei Ausgangen enthnltcn.
Sofort mussen wir feststellen, daB in einem Versuch mit nur einem mog-
lichen \usgang gar keine Information enthalten ist. Ein Erwachsener
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crfuhrl Ill'ispielswl'isc niehts Neues aus der Mitteilung, daf3, wcllll heute
\littwoeh isL morgen Donnerstag sein wil«l.

Die Numnwr des SlralRenhnhnfahrscheins kann auf eille beliebige der
ZiFfern nen 0 his 9 enden, und somit hat die letzte unserer \litteilungen
10 mél.dielw Yarianten. Deslwlb braucht man, um jeden mdoglichen
Ausgand «<I's Versuchs, der in der Feststellung der Endziffer des Fahr-
scheins hesteht, Uhertragen zu konnen, mindestens 10 ,-erschiedene
Symbole. \Vill man aber einen deutschsprachigen Text iihertragen,
hmucht man minclcslem "7 ,-erschicdene Symbole.

Der Koustrukteur fur " a('hrichtenibertragungssyslere inleressiert sich
also in erster Linie fur die Anzahl der méglichen Varianten der Nachricht
oder die \uzahl der méglichen Versuchsausgange.

Denken Sir jetzt an die Aufgabe Uber das Zusammenfallen von Geburts-
tagen zurtl'k. \Vemt Sie den ersten besten, den Sie treffen, fragen, wann
dr Gebmtslag lwt (zweckmaRigerweise einen Bekannten; wer weil3, was
eill Unbekannter ,-0ll Thnen denken wirde ...), und feststellen, daRR Sie
gemeinsam Geburtslng haben, so schétzen Sie die erhaltene Information
sehr hoch ciu. \Venn es sich erweist, da? lhre Geburtstage nicht zusam-
menfallen, so sehen Sie eine solche Information als nicht sehr bedeutend
an; eine solche Antwort halLen Sie Inst mit Sicherheit erwartet.

Im Versuch mit dem Werfen eines symmetrischen Geldstiicks mif3te die
quantitative GroRRe der Information fir das Auftreten von Zahl dieselbe
wie bei Wappen sein: Die Chancen fur das Auftreten von Zahl und Wap-
pen sind gleich gro. Den subjektiven Charakter der Ausgénge, z. B.
Wappen — Gewinn, Zahl — Verlust, wollen wir ausschliel3en.

Nun stellen wir fest: Die Information Uber die Geburt eines Madchens
(urtd keines Jungen) und Uber das Auftreten von Wappen (und nicht
Zahl) wird man ,-erntnftigerweise durch dieselbe MaRRzahl ausdricken,
denn die Unbestimmtheit des Ausgangs ist in beiden Fallen dieselbe:
Die Waluscheinli<hkcit des Auftretens von \Vappen und der Geburt
Pines Madchens sind gleich gro3, und zwar 1:2_))

Beim einmaligen Werfen eines Geldstiucks ist die Unbestimmtheit des
\usgangs bedeutend gréRRer als bei der Feststellung, da die Geburtstage
zweier Personen nicht tGbereinstimmen. Die Informationsmenge, die man
erhéalt, wenn Wappen fallt, muf3 man hoher einschétzen als die Infor-
mation Uhel' das Nichtzusnrnmenueffen zweier Geburtstage, anderer-
seits ahtr nicdrigcr als die Jnformation Uber das Zusammentreffen der
I;eburtstayte.

Die Inforlllatiullsmellge, tlie eine zu Ubertragende Nachricht enthalt,
wirtl also durch die i\fonge aller méglichen Nachrichten un<l die \Vahr-
st'heinlichkeit ihres Auftretens bestimmt. Sie hangt nicht vom Inhall
tlel. Bachricht ab. Das ist die grundlegende ldee der Nachrichtenuhtl-
trngungstheorie ,-un Shannon.

I) In drn VC'rOCli, dllu-u historischen Plriodl 1l iilufrrt sich das Verhaltnis dcr Geburtenzahlen
von Jundin zn Mudd,en zwm: I'Lwns. Bei einer grobt:n Blitrachtung kHnn man die Wehrscheinl
likhkdilrn d,r, :,shurl Litll'S Ofadchens ckr der GOInll't Pinls Jungen mit jl* 1/ gleichsetzen.
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Ein quantitati\s MaR

Die Wahl eines Verkehrsmittels (Auto, Bahn, Flugzeug) fir eine Reise
von einer Stadt in eine andere hangt nicht von der genauen Entfernung
zwischen diesen Stadten ab (97 km oder 5"72 km), sondern davon, ob es
sich um einige zehn, einige hundert oder einige tausend Kilometer han-
delt. Oft kommt es nicht auf den exakten Wert einer bestimmten GroRRe
an, sondern nur auf die GréRenordnung, d. h. auf die Anzahl der Stellen
in der gewdhnlichen dezimalen Schreibweise. So liegt die Zahl 5%72
zwischen 1000 = 103 und 10000 = 10% Es ist einfach zu sagen, daR die
Zahl 5772 die GroRenordnung 10* hat. Wenn wir uns an die Logarithmen
erinnern, so wissenwir, dafl man statt 103 <5472 <10" auch 3 <Ig 5472 <4
schreiben kann. Wir sehen, daR es angebracht isl, die GrofRenordnung
von Zahlen im logarithmischen MaRRstab anzugeben.

In der Informationstheorie benutzt man gewo6hnlich nicht das dezimale,
sondern das duale Zahlensystem, in dem es nur die Ziffern ; ull und Eins
gibt. Wie bereits am Ende des Abschnitts Uber den mehrdimensionalen
Raum gezeigt wurde, ist die Anzahl aller mdglichen Kombinationen eines
dualen Ausdrucks mit n Stellen 2",

Auch im Dualzahlensystem wird die GrofRenordnung einer Zahl im
logarithmischen Malf3stab angegeben, denn n ist gleich dem Logarithmus
von 2", Hier verwendet man jedoch nicht die Ublichen Zehnerlogarithmen,
sondern Logarithmen zur Basis 2. Im ersten Gesprach mit dem Physio-
logen ging es um einen der vollkommensten Mechanismen der Natur —
den Sehapparat des Menschen und der Tiere. Er muf} die grof3en in der
Natur auftretenden Leuchtdichteunterschiede verarbeiten kdnnen.
Nachfolgend sind einige Beispiele von Leuchtdirhtcn aufgefuhrt:

Leuchtdichte des nachtlichen Himmels ohne :fondschein: 1,5 Stilb
Leuchtdichte des lletallfadens einer Glihlampe: =0 Stilb
Leuchtdichte der Sonne: J,5 ..~ 105 Stilb

Mit dem ungeschutzten ,\\uge in die Sonne zu sehen ist schmerhaft.
Weniger hell leuchtende Gegenstdnde kann man betrachten und sogar
deren Leuchtdichten unterscheiden. Die Physiologen haben festgestellt,
daR das Auge einen sehr groRen Leuchtdichtebereich mit Sicherheit ver-
arbeiten kann.

Einen so gro3en Bereich kann der Sehapparat nur vermoge eines log-
arithmischen Maf3slabs bewaltigen. Versuche haben bestatigt, dalR das
Auge tatséchlich eine logarithmische Empfindlichkeitskurve hat.

Zum Aufschreiben einer dreistelligen dezimalen Zahl bendétigt man fur
jede der drei Stellen ein Symbol aus dem Vorrat von zehn Symbolen, ,-on
denen jedes eine von zehn mdoglichen Bedeutungen hat. Will man diese
Zahl Uber einen Nachrichtenkanal Ubertragen, so bendtigt man eben-
falls zehn verschiedene zur Ubertragung geeignete Symbole, die der
Darstellung der dreistelligen Zahl in gewdhnlichen Ziffer entsprechen.
Eine dreistellige dezimale Zahl hat im Dualzahlensystcm maximal zehn
Stellen, denn 210 = 1024. Man benétigt aber nur noch einen Vorrat von
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zwei Symbolen. Im Telegrafenkode werden nur zwei unterschiedliche
Signale, z. B. StromfluR und Pause, zur Ubertragung der Information
benutzt. Deswegen ist das Dualzahlensystem hier vorteilhaft.

Schon im Jahr 1928 hatte Hartley vorgeschlagen, fur die Messung einer
im Nachrichtenkanal Ubertragenen Informationsmenge ein logarith-
misches Maf} zu benutzen. Shannon ging bedeutend weiter — er beriick-
sichtigte auch noch die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Informa-
tionen.

Wenn in einer Nachricht keinerlei Unbestimmtheit enthalten ist, ihr
Inhalt also von vornherein bekannt ist (z.B.: ein geworfener Stein fallt
auf die Erde zuriick!), so enthalt sie keinerlei Information, und die In-
formationsmenge ist Null.

Die Chancen (die Wahrscheinlichkeiten) irgendwelcher Nachrichten,
Ubertragen zu werden, kénnen mehr oder weniger grof3 sein. Je geringer
die Wahrscheinlichkeit fiir die Ubertragung einer bestimmten Nachricht
ist, um so hoher ist die Informationsmenge, die sie enthalt. Dieser Sach-
verhalt muf3 auch bei der Definition der Informationsmenge bertck-
sichtigt werden. Die Informationsmenge mufR3 groBer werden, wenn sich
die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens einer Nachricht verringert.
Trifft eine bestimmte Nachricht zweimal, dreimal oder noch 6fter ein,
und sind die Ubermittlungen unabhingig voneinander, so muf sich die
Informationsmenge verdoppeln, verdreifachen usw.

Fir das Einkommen eines Arbeiters im Leistungslohn ist der mittlere
Tagesverdienst und nicht der Verdienst an irgendeinem zufallig betrach-
teten Tag malRgebend. Genauso ist in der Informationstheorie nicht die
Informationsmenge wesentlich, die sich bei der zufalligen Ubermittlung
irgendeiner Nachricht ergibt (im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung),
sondern die mittlere Informationsmenge.

Da die Ubermittlung einer bestimmten Nachricht zufallig ist und einer
bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilung gentigt, muf3 man als Mittel-
wert die uns bereits bekannte mathematische Erwartung verwenden.
Wenn der Vorrat der moglichen Nachrchten lediglich aus zwei Nach-
lichten mit den Wahrscheinlichkeiten P1 und P, besteht (dabei ist stets
P, + P, = 1), dann ist nach Shannon die mittlere Informationsmenge,
die man in dieser Situation bei der Ubertragung einer Nachricht erhélt

I=-Pilog P1 - P2log P2

(die Minuszeichen stehen hier, damit die Informationsmenge posltlv
wird; die Wahrscheinlichkeiten P sind Zahlen, die kleiner als Eins sind,
und ihre Logarithmen sind demnach negativ).

Bei dieser Definition ist gewéhrleistet, daR sich die Informationsmenge bei
zweifacher unabhéngiger Ubertragung einer Nachricht verdoppelt, bei
dreifacher Ubertragung verdreifacht usw.

Verlangt man von dem einzuflihrenden Begriff der Informationsmenge
noch einige weitere naheliegende Eigenschaften, so muf3 man ein log-
arithmisches Maf? fur die Informationsmenge wahlen. Das ist der Inhalt

201



H| BIT

05—t [

| \
03 . \
\

H

|

J —
0 J L Bild J:li

ol di1 O" o: cO ot o7 08 09 L0

eines Satzes \'On Shhnnon. Ich will Thre Aufmerksamkeit nicht mit seinem
Beweis belasten. Er ist zwar elementar, aber sehr lang.l)
Jonglieren wir nun ein wenig mit unserer letzten Form<l. Da P, =
1—J\ ist, kénnen wir sie in die folgende Gestalt bringen:

1= —Pllog Pt — (I - Pi}log (l.-- /\)

Jetzt ist | nur noch Funktiou einer \'erdaudt!'lichcu, der Wahrsl'heinlich-
keit P;- Man kann diese Funktion ohne viel Muh!I' irafis..!1 clarslcllen.
wenn man sich an die Definition des Logarithmus erinnert ocll'r Tahellell
benutzt. Aus Bild 127 ist [Jofort ersichtlich, daR die Jnformaliollsmellgc
nur dann gleich Null ist, wenn entweder P; = 0 oder P; = 1 isl, Das
bedeutet, nalR entweder die erste Nachricht niemals cintriffl uuc dem-
zufolge bei jedem beliebigen \'ersuch immer nur di¢ zweite. ocln (hci
I\ = 1), <daR immer die erslc Na<hrichl eintlifft.

Eine solche SitualLion witdl' be<leulcn, dal man latsachlien nnr l'iue
Nachricht hat, daB also gar keine Unhcsti mmthcit im Versnl'h \'orhanden
ist. Der Empfang einer dCriirli,PH za(hrichl lid<rt also all<h kein«
Information.

1) Auch hier rechne ich nlit Jhrl-11l \'l'rlrUUI'H. \\'tlin Jhrf* \ViBhl'gknlr jttol'll iih(r tkn Hahliwll
dfrses Buches hinausgeht, kOluwn Sie hci Shaunon Jwchle.tn otltr in gPlliighnd ,itmintarrr
Form im Buch von A. Al..laglom und./. 1f. Jaglom .,\Vahrsclusinlichkeil nnr Inrrmalion'-
(deutsche Ubersetzung im YEH DPutschfr \'rrlag ckr VflO!I'nschaftcn, ilJ(i!). Clirigr.ns steht
der Bewt'is bei Shnnnnn im Anhang, und df'r entsprt'ciwuclt 0 li ciPs Kupitll! 11 IHi drn Jagloms
ist kleingedruckt. Das Lcdcutct gl-,,mililidl, daU dir \lisriihrutlglil nif'hr 1111 Ikn tHd:mtisr.lu.1l
Leser adrtsssicrt sind.
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Die grote Informationsmenge ergibt sich bei ]\ = 1: . Das Eintreffeu
ucider Nachrichten ist dann gleichwahrscheinlich. Hier liegt im Yersuchs-
ausgang die groUte Unhestimmtheit, und deshalb schitzen wir hier die
crhalteue Information am hdehsten ein. Bei Benutzung ,-on Logarithmen
zur Basis 2 ergibt sich Lei /; = 1:2 ein Wert ,.on | = L

Wenden wir uns nun Versuchen mit mehreren méglichen \usgéngen zn,
\Venn eine Nachricht aus Buchstaben besteht, so erscheint als elemcn-
talel Versuchsausgang ein Buchstahe. Im deutschen .\Iphabet gibt es 27
Zeichen (einschl. des Wortzwiiwhellrallllls). Die mittlere Information, die
uns ein Zeiehen liefert, ist

I=—Pjlog f, - P,log P, — ... - 1111 log P27

Hierin bedeuten P;, P,, ..., P, die Wahrscheinlichkeiten des \uftrelclls
der Zeichen mit den entsplechcnden Nummer .

Die groRte Informationsmenge ergibt sich, wenn alle Zeichell die gleiche
Wahrscheinlichkeit des \uflretens haben.

Wie die Sache allgemein aussieht, wird Jhnen nun sicher klar sein. ich
mochte lediglich noch uemerken, daf} der \laximahvert der Informations-
menge bei einer Menge von n méglichen Oarhrichten dann erreicht wird,
wenn lic \.ahrscheinlichkeiten fiir die Ubertragung bei allen dieseu
N:whrichten die gleiche Gliic 1/n haben. Dann ist

Imax = log n.

A\n lieser Gleichung lirkennt man, dal3 bei Erhéhung der Anzahl der
moglichen Narhrichkn <lic mittlere Informationsmenge nur langsam
wachst.

DurehlaBfahigkeit

Die zwischen, sagen wir, Berlin und Erfull verkehrenden Guterzige
transportieren Frachten von der einen Stadt zur anderen. Man kanll
,ie]le Waggons an eine Lokomotive anhdngen und damit die vom Zu!
transportierte Frachtmenge erhéhen; nun sinkt aber die Reisegeschwin-
digkeit. Es ist naheliegend, die maximale Frachtmenge (in Tonnen), die
sich auf eillel Hallllstrerke in der Stunde transportieren laf3t, als Maf3 fur
deren DurchlaBféhigkeit zu verwenden. Man mufR also die Frachtmenge
ermitteln, die sich bei méglichst gunstiger Verteilung der Frachten aur
die Zige ttlld bei hestmdglicher Gestaltung des Fahrplans beférdern
last.

Fur die Informationsiibertragung im [OaChrichtenkanal gelten &hnliche
Uberlegungen. Der Einfachheit halber wollen wir eine Telegrafenlinie
mit den zw<'i Elementarsignalen Stromflu? und Pause betrachten. Mit
Hilfe dieser beiden Elementarsignale lassen sich Ruchstahen, Ziffern und
beliehige andere Symbole tGibeltragen. So wird z. 3. heim Telegrafenkode
fur Ferschreiber jedes Zeichen durch eine Kombination aus funf Ele-
mentarsignalen gebildet.
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Die Elementarsignale sind &hnlich wie die beladenen Eisenbahnguter-
wagen Trager der zu Ubertragenden Information. Die Informations-
menge, mit der sich ein Elementarsignal ,,beladen™ liif3t, ist am grof3ten.
wenn das Auftreten der Elementarsignale gleichwahrschcinlich ist. Die
Elementarsignale haben eine bestimmte zeitliche Dauer. Deshalb ist die
Informationsmenge begrenzt, die sich in der Zeiteinheit durch den Kanal
Ubertragen laRt. Als MaR fur die DurchlaBfahigkeit eines Nachrichten-
kanals wird man die maximale Informationsmenge ansehen, die sich in
der Zeiteinheit Uber den Kanal tbertragen lait.

Reim Eisenbahntransport geht ein Teil der Fracht verloren, z. 8. durch
Zugungliicke und NaturkatastlOphen, durch Unachtsamkeit usw. Wenn
derartige Verluste haufig eintreten wirden, miRte man sie bei der
Zusammenstellung der Zige und der Aufstellung der Fahrplane bertck-
sichtigen. Eine derartige Situation kann beispielsweise in Kriegszeiten
eintreten, wenn die Zuge haufigen feindlichen Angriffen ausgesetzt
sind.

Selbst beim Auftreten von Verlusten kann man die DurchlaRfahigkeit
einer Bahnstrecke ermitteln. Sie ist nalurlich geringer als die Durch)af3-
fahigkeit, wenn keine Verluste auftreten.

Eine analoge Situation liegt beim Nachrichtenkanal vor: Im Kanal
wirkende Stoérungen entstellen die zu Ubertragenden Signale, und im
Ergebnis geht ein Teil der Information verloren. Auch hier 143t sich del
Begriff der DurchlaRfahigkeit des Kanals aufrechterhalten: Sie wird
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bestimmt durch die maximale Informationsmenge, die sich im Mittel in
der Zeiteinheit Gber den gestorten Kanal tGbertragen lafit.

Uie Durchla3fahigkeit des gestérten Kanals wird also durch die Anzahl
und die Dauer der Elementarsignale und durch die Wahrscheinlichkeit,
mit der sie durch Stérungen entstellt werden (d. h. die Wahrscheinlichkeit
dafir, dalR ein Elementarsignal gesendet und statt dessen ein anderes
empfangen wird) bestimmt. Sie hdngt von nichts weiter ab.

Kodierung

Sicher werden Sie auch bei einer schlechten Fernsprechverbindung alles
mitbekommen, was lhnen Ihr Gesprachspartner mitteilen will, wenn er
es nur genugend oft wiederholt. Doch dann dauert das Gesprach sehr
lange. Das gleiche gilt auch fur den Telegrafen und andere Informations-
Ubertragungssysteme. Die mehrfache Wiederholung der Nachrichten
gibt die Méglichkeit der zuverlassigen Ubertragung. Dabei sinkt aller-
<ings die Ubertragungsgeschwindigkeit stark.

Betrachten wir nun einige Beispiele fir Kodes. Allgemein bekannt isl
das Molsc-Alphabet, bei dem die Buchstaben durch Folgen von Punkten
(,,0"™) und Strichen (,,1") dargestellt werden. Hier sind einige Beispiele
fur Kodegruppen im Morse-Alphabet:

Buchstabe A B (o} D E F G
Kode 01 1000 1010 100 0 0010 110

Sie erinnern sich sicher an die in Tafel 10 wiedergegebenen Wahrschein-
lichkeiten, mit denen die einzelnen Buchstaben in der deutschen Sprache
auftreten. Im Morse-Alphabet bestehen die Kodegruppen aus unter-
schiedlich vielen Symbolen; durch einen Vergleich kénnen Sie feststellen,
dalR h&aufig auftretende Buchstaben kurze Kodegruppen haben.

Im bereits erwdhnten Telegrafen-Alphabet fur den Fernschreiber haben
alle Kodegruppen die gleiche Anzahl von Symbolen. Einige Beispiele fut
Kodegruppen im Telegrafen-Alphabet sind:

Buchstabe A R C D E F G
Kode 0001t 11001 01110 01001 00001 01101 11010

Solche Kodes heiRen gleichmé&Rig, weil im Gegensatz zu den ungleich-
maRigen Kodes (wie dem Morsekode) alle Kodegruppen die gleiche
Lange haben.

Der Vorteil der ungleichmaRigen Kodes ist offensichtlich: man hat zur
Ubertragung von haufig vorkommenden Nachrichten (Buchstabe E!)
nicht die gleiche Zeit zu verwenden wie zur Ubertragung von seltener
auftretenden Nachrichten (Buchstabe F!). Dafir besitzen die gleich-
miRigen Kodes andere Vorzige.

Bei der Ubertragung der Kodegruppen muR man sorgréltig auf ihre
Trennung achten, damit kein volliger Wirrwarr entsteht. 3eim Morse-
\lphabet trennt man die Kodegruppen durch Zwischenriiume. Geht bei-
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spielsweisc im Worl DA (10001) der Zwischenraum verloren, so kann man
die erhaltene Folge L.001 falschlich z.B. als NU (10 001), als N IT (10 00 J)
oder als TV (10001) dechiffrieren.

- an kann einen ungleichmaRigen Binarkode aber auch ohne Zwischen-
rilume aufstellen. Die ldee hesteht darin, daR man keine Kodegruppen
verwendet, deren Anfénge bereits selbstandige Kodcgruppen sind. Die
moglichen Kodegruppen kann man mit Hilfe eines Graphenbaums aus-
wahlen. An die zwei oberen Knoten schreiben wir O und 1 (Bild 129). Rci
jeder Verzweigung nach unten schreiben wir an den linken Knoten eine
0 und an den rechten eine 1. Somit stehen hinter dem n-ten Schritt alle
2" Kombinationen zur Verflgung.

Den Kode ohne Zwischenrdume bauen wir nach dem folgenden Algo-
rithmus: Wenn wil eine bestimmte Kodegruppe bereits benutzt haben,
sagen wir 010, so bleibt der ganze weitere Teil des Baumes, del sich
von diesem Knoten aus verzweigt, unbericksichligt. Im Beispiel nach
Rild 129 sind die benutzten Knoten durch einen Punkt im Kreis ge-
kennzeichnet und die benutzten Kanten fett ausgezogen. Auf diese
Weise kann man die erforderlichen nicht verwechselharcn Kodegruppen
bilden.

In den vorstehend beschriebenen Kodes wird jeder zu Ubertragende
Buchstabe einzeln kodiert. Derartige Kodes kann man den jeweiligen
Erforderissen entsprechend bilden. So lassen sich gunstige z. B. selbst-
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kontrollierende oder selbstkorrigierende Kodes angeben, bei deren
Verwendung etwa auftreten<le Ubertragungsfehler erkannt oder sogar
korrigiert werden kénnen.

Gluckwunschtelegramme, z.B. zum Neuen Jahr, werden zu erméaRigten
JebuUhren Ubermittelt. Olan mulR dann aus einer Reihe von Standard-
texten einen passenden auswahlen. Es ist nicht nétig, den gesamten Text
eines solchen Telegramms zu Ubertragen. Man muf3 nur die Adresse des
Empféangers und die Chiffre des gewlinschten Textes Ubermitteln. Des-
wegen kann man die Gebuhren senken.

Dienstliche Mitteilungen, z. B. Uber Bankoperationen, lassen sich meist
auch in eine Slandardform bringen. Bei der Ubertragung solcher Nach-
rilhten hat die Zuverlassigkeit der Ubermittlung entscheidende Bedeu-
tung. Dnrum empfiehlt es sich, die Chiffre mehrfach zu Ubertragen.

Wir haben bereits die Struktur unserer Sprache erdrtert und festgestellt,
dall nicht alle méglichen Buchstabenkombinationen, sondern vor allem
einige bestimmte verwendet werden.

Sie kennen sicher <las Wortspiel, mit dem sich Schiler und Studenten
wahrend uninteressanter Unterrichtsstunden oder Vorlesungen die Zeit
vertreiben. Aus den Buchstaben eines bestimmten Wortes sind alle
moglichen anderen sinnvollen Wérter zu bilden. Aus einem langen
Wort wie ,,Elektrifizierung" entstehen derart etwa 200 andere sinnvolle
Worter!
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Ich will die Bedingungen etwas andern. Wir nehmen drei Buchstaben,
z. B. A, K, R, und bilden aus ihnen alle méglichen Worter. Hierfir gibt
es 33 = 27 Mdglichkeiten, die nachfolgend aufgefuhrt sind. Diejenigen.
die in der deutschen Sprache einen Sinn haben, sind durch GroRbuch-
staben hervorgehoben:

aaa kaa raa
aak kak rak
AAR KAR RAR
aka kka rka
akk kkk rkk
akr kkr rkr
ara kra rra
ark krk rrk
arr krr rer

Von den 27 Wortern sind lediglich drei sinnvoll!

Die Anzahl der Worter in unserer Sprache betragt etwa 100000; dic
Anzahl aller moglichen siebenbuchstabigen Worter aus den 26 Buch-
staben des deutschen Alphabets ist offensichtlich 267, das sind mehr als
8 Milliarden! In der deutschen Sprache gibt es aber auch Wérter aus 10,
12, 15 und mehr Buchstaben! Bei der Bildung der Worter wird also nur
ein kleiner Teil der moéglichen Buchstabenkombinationen benutzt; auf
Iftlionen sinnloser Woérter kommt nur ein sinnvolles! .

Modell der Sprache und Informationstibertragung

Im Modell der Sprache in Form einer Markoffschen Kette hingen die
Wahrscheinlichkeiten des jeweils nachfolgenden Buchstabens von, den
vorangegangenen Buchstabenkombinationen ab. Mit Hilfe der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten kann man die Wahrscheinlichkeiten fur die
verschiedenen mehrbuchstabigen Nachrichten berechnen. Unter den
moglichen zehnbuchstabigen Wortern gibt es solche wie aqcuhxsyer, fir
die die Wahrscheinlichkeit, auf dem Telegrafen Ubertragen zu werden.
praktisch Null ist und solche wie gratuliere, die in Telegrammen mit
recht groRer Wahrscheinlichkeit vorkommen.

Ich werde weiterhin alle Nachrichten in zwei Kategorien einteilen: hoch-
wahrscheinliche und wenigwahrscheinliche. Obwohl eine solche Ein-
teilung nur bedingt giiltig ist, kann man ihr doch einen wohlumrissenen
Sinn geben. Das Wesentliche besteht darin, dal nicht nur die Wahr-
scheinlichkeit eines jeden Wortes der geringwahrscheinlichen Gruppe
klein ist, sondern sogar die Summe der Wahrscheinlichkeiten fur alle
Worter dieser Gruppe. .

Shannon betrachtet die Ubertragung von Nachrichten, die eine einfache
Markoffsche Kette bilden.

Markoffsche Ketten treten nicht nur in der menschlichen Sprache auf.
Die Folge der Steuerbefehle irgendeines Aggregats, del Prozef3 des
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Yerlaufs einer Krankheit, die \ufeinanderfolge chemischer Umwand-
lungen u. & koénnen haufig mit Hilfe Markoffscher Ketten beschrieben
werden.

Ilhnen ist sicher auch schon die Mdglichkeit eingefallen, die Kodierung
einzelner Buchstaben durch die Kodierung ganzer Worter, oder, besser
gesagt, ganzer Ulocke von Zeichen zu ersetzen.

Ist die Zeichenfolge am Eingang des Nacluichtenkanals eine Markoffsche
Kette, so zerfallt bei Betrachtung gentigend langer Blécke von Zeichen
die Ifonge der Nacluichlen in eine relativ kleine Gruppe hochwahrschein-
licher Nachrichten, deren Ubertragung wichtig ist, und in _eine relativ
gloRe Gruppe geringwahrscheinlicher Nachrichten, deren Ubertragung
weniger wichtig ist. Sie brauchen u. U. gar nicht tUbertragen zu werden,
so gering ist die Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens.

Jetzt ist die Kodierungsmethode fiir die Gruppe der hochwahrschein-
lichen Worter zu wéahlen. Wir gehen dabei davon aus, daf die Kodierung
gunstiger wird, wenn langere Ketten von Zeichen gleichzeitig kodiert
werden.

Das Wichtigste der Theorie der Informationstibertragung

Wenn die Frachtmenge, die im Mittel in der Stunde angeliefert wird, die
Durchlafahigkeit der Bahnstrecke nicht Gbersteigt, 1aRt sich die Fracht
abtransportieren. Im anderen Fall kénnen nicht alle Guter beférdert
werden; sie werden sich nach und nach zu grof3en Mengen ansammeln,
und schliel3lich sind besondere Mallnahmen nétig, um die gesamte Fracht
doch noch zu befordern.

Ein analoges Bild kann man bei der Informationstbertragung im Nach-
richtenkanal beobachten. Wenn die mittlere InformalLionsmenge, die in
der Zeiteinheit auf den Eingang des Nachrichtenkanals gelangt, kleiner
ist als die Kanalkapazitat, so kann die gesamte Information tber den
Kanal ubertragen werden. Ubersteigt die in der Zeiteinheit auf den
Kanal gelangende Informationsmenge die Kanalkapazitét, ist eine Uber-
tragung der gesamten Information unmadoglich.

Diese Behauptung scheint auf den ersten Blick offensichtlich zu sein. Ich
erinnere jedoch daran, dal3 im Kanal Storungen wirken, die die Uber-
tragenen Signale auf zufallige Weise entsLellen. Deshalb koénnen bei
naherem Uberlegen Zweifel daran entstehen, dalR beim gestorten Kanal
eine fehlerfreie Ubertragung der Information mdoglich ist.

Zur Klarung sei zunachst daran erinnert, da3 zwar ein Teil der Signale
entstellt wird, doch trotz der zufélligen Stdérungen wird eine gewisse
Information Ubertrugen. Die Kanalkapazitédt war gerade als die maximal
mogliche Informationsmenge, die sich unter Berucksichtigung der
Storngen in del Zeiteinheit Ubertragen laRt, definiert.

Um jedoch eine der Kanalkapazitat entsprechende Informationsmenge
Ubertragen zu kdnnen, ist eine entsprechende Kodierung nétig. Der Kode
ist so zu wahlen, <afl die Information, auch wenn einzelne Signale ent-
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stellt werden, eindeutig entziffert werden kann. Dazn kann man z. B.
langere Bldcke kodieren und nicht einzelne Zeichen oder Buchstaben.
Um genau zu sein, mufz man noch eine Bemerkung machen: Zur Reali-
sierung einer naherungsweise idealen Kodierung waltn recht lange
Nachrichten auf einmal zu kodieren, was technisch schwPr zu verwirk-
lichen isl. Wie schwierig ware es, sdmtliche im Vel'lauf einel Tages ab-
gesandtPn Telegramme als eine Nachricht zu ko,lieren!

Bild J;H

vlit der Erhéhung der Sicherheit der Ubertragung, 1. h. mil der Ver-
ringerung der Anzahl der Ubertragungsfehler witd die Kodierung kom-
plizierter. Diese wichtige Idee und die Theorie. die die Mdglichkeit einer
solchen Kodierung begriindet, sowie einige Konstruktionsmethoden ftr
Kodes stammen von Shannon. Wie sind die Kodes aufzustellen, die die
Shannonschen Ideen verwirklichen:' Es gibt Yiele Verfahren zur Ent-
wicklung solcher Kodes. Im letzten Jahrzehnt sind auf dem Gebiet der
Theorie der fehlererkennenden und fehlerkorrigierenden Kodes beach-
tenswerte Erfolge erzielt worden.

Die Aufstellung solcher Kodes ist eine interessante mathematische
Aufgabe. Viele I{odierungsmethoden sind elementar ulld interessanl.
Es wirde zuviel Raum einnehmen, um Uber sie zu herichten. Vor
allem habe ich schon so UberméRig lange Ihre Aufnwrksamkeit fur die
ProblPme der Informationsubertragung in Anspruch gcnnmmrn.

Was wird mit dem Inhalt?

Wenn Sie nicht Konstrukteur von Nachrichtensystemen ,ind, sondcm
ller glickliche Vater, ist flr Sie die Geburt eines :1&d,-hens oder eines
Jungen keinesfalls ein und dieselbe Information. Fiir Si< isl. der Inhalt.
die Bedeutung der erhaltenen Nachricht wichtiger ah ihre Wahrschein-
lichkeit fur ,Jen Konstrukteur. Es ist schwer, hilr mit Ihnen nicht einel:
Meinung zu sein. Wie kénnte man aber ein MaRB fiir den Inhalt, den Welt
oder die \Vichtigkeit einer Nachricht einfihren? \\ie kann man dir
uedcutungsmiiBigc oder, wie man sie auch nennt, ,em:lllill'he Infor-
mation untersuehen? Ist das Uberhaupt moglich?

Die Nachricht Uber ctlie Entdeckung eines neuen Anlibiolikilms hat fur
ein 1Gl, tas ieradl' huchstahirren kann, fiir pinin S,-hiil,-r dl'r JH'HII1PNn
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Klasse, ful einen Mikrobiologiestudenten und fir einen fiihrenden Spe-
zialisten auf dem (;ehiet der Antibiotika sehr unterschiedlichen Infor-
mationswert. Fur die verschiedenen Empféanger kann also eine Infor-
mation von unterschiedlichem ,vert sein.

In der statistischen Informationstheorie, von der in den vorangegangenen
Abschnitten ausfuhrlich die Rede war, wird angenommen, dal3 der
Empfanger in der Lage ist, die gesamte Informationsmenge, die im Nach-
richtenkanal Ubertragen wird, zu erfassen; gerade diese gro3tmaogliche
Infonnationsmenge wurde dort betrachtet. Es ging also um die poten-
tielle Moglichkeit, aus einer gegebenen Oachricht eine gewisse Infor-
mationsmenge zu entnehmen, und nicht darum, welche Information
irgendein Empfanger einel zu ihm gelangenden Nachricht entnimmt.
A\ndererscits hangt die Fiihigkeit, einer Oachricht Information zu ent-
nehmen, davon al,, Uber welchen Yorrat an Kenntnissen der Empféangel
der iaehricht verfugl. Gerade deshalb enthélt die Nachricht tGber die
Entlleckung eines neuen .\ntibiotikums unterschiedliche Information
fur das Kind, den Oberschuler, den Studenten oder den Spezialisten.
Wir wollen uns den Vorrat an Ausgangsinformation, Uber den der Emp-
fanger verfugt, in Folm eines \Vdrterbuchs yorstellen, das nicht nur die
Worter enthalt, sonder auch llie Beziehungen zwischen ihnen. \Venn
also die Wolter ,,Schiler” und ,,Buch" in diesem Lexikon stehen, ist
auch die Beziehung zwischen ihnen aufgefiihrt: Der Schiler liest ein
Ruch, oder der Schilel hat ein Buch; in keinem Fall liest das Buch den
Schuler od. dgl.

Der Autor des hier llargelegteu Zugangs zum Studium <el semantischen
drormatioll, der sowjetische \lathematiker J. Schreider, hat dieses
Lexikon Tesaurus genannt. Das ist ein griechisehes Wort und bedeutet
so viel wie Schatz, doch das ist unwesentlich, wie wir bereits im Abschnitl
Uber das Entstehen von Fachausdricken bemerkten. Da der Tesaurus
beim Kind, beim Oberschulel, beim Studenten und Leim Spezialisten
unterschiedlich ist, ist die Nachricht Ubl'r die \Virksamkeit von Strep-
tomyzin bei der Jleilung voll |.ungencntziindung fir sie von unter-
sdliedlichem Informationswert. Das Kiml kann eine solche Information
Uberhaupt nicht aurnehmen (deshalb ist die Informationsmenge gleich
Null); der Oberschuler empfangt weniger Information als der Student, der
gerade die Plrnrmakologie studiert, und der Spezialist erhalt keine
Information aus dieser Nachricht, da ihm diese Tatsache lingst bekannt
ist. Das MaR3 der erhaltenen Information hangt also von der GréRRe (der
Entwicklung) des Tesaurus des Empfangers ab. Stellt. man die Infor-
malinnsmengc in Abhangigkeit vom Tesaurus grafisch <lal, so sieht die
Kul'\'e wie die positive Halbschwingung eilllr Sinuskurve aus. Dns
Maximum entspricht dem Empfanger, dessen Tcsaurus gerade so weil.
entwickelt ist, dal er die empfongent Information aufnehmen kann.
andererseits jedoch nicht so weit, dal sie fur ihn nichts #eues bietet.
,venn eine Nachricht zum Empféanger gdangt, dndert sich sein Tesaurus
irgendwie. Die gréRte Anderung ,-ollzieh! Jid! im gentigend vorbereiteten
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Empfanger, der jedoch noch nicht so weit ausgebildet ist, daf die Nach-
richt fur ihn etwas Bekanntes darstellt oder offensichtlich ist. Derart kann
man den Grad der Anderung des Tesaurus als ein Mau fiir die Information
ansehen, die ein bestimmter Empfanger mit der Nachridit erhélt (oder
als MaR der Information, die — bezogen auf den gegebenen Empfanger —
in der Nachricht enthalten ist).

Vorléaufig ist nur ein Anfang in dieser neuen schwiciigcn Forsdlungsril'h-
tung gemacht worden. Nach fast zwanzigjédhrigem Triumph der statisti-
schen Informationstheorie hat sich jetzt eine neue, hoffnungsvolle Ullter-
suchungslichtung aufgetan, die es auch erlaubt, die inhaltliche Bedeu-
tung der Nachrichten zu bericksichtigen. Das verspricht neue Eifolge in
der hol'hintercssanten Wissenschaft von der Information.
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Was kodnnen
mathematische Maschinen?

Auf den Tilelseiten der Illustrierten oder populér-wissenschaftlichen
Zeitschriften sind manchmal hibsche Madchen in modernen Sesseln am
Steuerpull \'01 elektronischen Rechenmaschinen abgebildet. Aus dem
Text geht hervor, daR die Maschine die Arbeit Tausender Rechner machl,
daR sie arithmetische Operationen mit sagenhafter Geschwindigkeit und
einmaliger Exaktheit ausfuhrt. Fir sie gibt es keine Schwierigkeiten und
llinderissc ...

Das ist eine schlechte Heklame! Genausowenig wie das Madchen 16st der
Hedlenautomat die Aufgabcn, denn diese werden tatsachlich von den
ilathemaliker gcliist! Nicht nur die zwei oder drei, die das Programm
aufgestellt haben, sind beteiligt, obwohl ihr Anteil mitunter grof3 und
ihre Arbeil nicht leicht ist. In der Lésung jeder Aufgabe wird das Genie
vieler Generalinnen groBer Mathemaliker sichtbar, darunter auch unserer
Zeitgenossen.

Wenn die elektronische Hechentecllllik lediglich die Arbeit der Bankan-
gestellten und Kassiererinnen verbessern sollte, wiirde man keine Maschi-
;lcn bendtigen, die Tausende oder Millionen Operationen in der Sekunde
ausfuhren kénnen. Diese Arbeit kdnnten bedeutend kleinere und billigere
c:eriite verrichten. Wichtig ist, daf? sich die Mdglichkeit bietet, qualitativ
lleue \ufgahen lésen zu kénnen. Sdmtliche drei Milliarden Erdbewohner
wurden es nicht fertigbringen, mit Hilfe von mechanischen fiechenma-
schincn die Bahnkurve einer Hakele wahrend des Fluges zu berechnen.
Eine elektronische Hechenmaschine l6st die Aufgabe ohne weiteres.

\\'ir wollen jetzt von den MdoglichkciLen moderner mathematischer
Maschinen sprechen. Absichtlich habe ich die Begriffe ,,elektronisch* und
»Schnellreehnend™ vermieden, denn es gibt z. B. auch hydraulische und
pneumatische Maschinen, und die Geschwindigkeit ist nicht immer das
Wichtigste. So kann man beispielsweise in der chemischen Industrie elek-
tronische Einrichtullgen nicht Giberall benutzen; ein zufalliger Kurzschluf
oder ein kleiner Funken kdnnte eine Explosion oder einen Brand aus-
16sen. AulRerdem laufen die Vorgange hier relativ langsam ab. Gegen-
wiirtig entsteht ein neuer Zweig der Wissenschaft, die Pneumonik. Samt-
liehe arithrctisehen und logischen Operationen, die die elektronische
Rechenmaschincelektrisch I16st, missen in pneumatischen Rechenanlagen
mit Hilfe ,-on Luftstromen realisiert werden, wobei man mit einem Luft-
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druck arbeitet, der sich nur wenig vom Normaldruck unterscheidet.
Glauben Sie bitte nicht, dff3 ich sie davon uUberzeugen will, dn3 die Ge-
schwindigkeit bei mnthematischen \faschincn nicht wichtig ist.
Okonomische \ufgaben, beispielsweise die Aufstellung <es Monats- o<ler
Jnhresplans eines Betriebes o<ler des Volkswirtschaftsplans eines ganzen
Landes, erfordern das Durchrechnen einer gro3en Anzahl von Varianten
und die Auswahl der optimalen. Allerdings ist es von der allgemeinen
Theorie bis zur praktischen Yerwirklichung ein weiter Weg. Gegenwirtig
arbeiten viele Mathematiker und Okonomen an <ler Einfiihrung mathc-
mntischer Methoden und mathematischer Ilaschinen in die Okonomie.
Die Schwierigkeiten sind sehr grofR3, ,-or allem auch die numerisehen. Viele
6konomische Aufgaben werden mit Methoden der mathematischen Opti-
mierung gelést. Dabei besteht die lineare Optimierung als mathematisch
einfachste Art in der Losung linearer algebraischer Gleichungen und Un-
gleichungen.

Das aus der Schule bekannte System zweier linearer Gleichungen mit
zwei Unbekannten, beispielsweise

5x1+ 4xy= 25
2%l - 6Xx2= -9

laRkt sich in 2 bis 3 Zeilen l6sen. Dazu kénnte man die erste Gleichung mit
2 und die zweite mit 5 multiplizieren, die zweite von der ersten abziehen,
mit Hilfe von Addition und Division ergibt sich x2 = 25; diesen Wert
setzt man in die zweite Gleichung ein und erhélt nach einer Subtraktion
und einer Division x1 = 3. Hier sind lediglich 9 Multiplikationen bzw.
Divisionen und 6 Additionen bzw. Subtraktionen notwendig, also ins-
gesamt 15 arithmetische Operationen.

Hat man jedoch ein System aus 800 Gleichungen mit 800 Unbekannten,
so erfordert die Losung bereits 250 Millionen arithmetische Operationen!
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Hei del lIntprsudnillg vieler Flageu in Okonomie und Technik ergeben
sich Allf ,ahell mit I'inem noch groReien Umfang an :.echenarbeit. Hier
isl natirlidl eine hohe Hechengeschwindigkeit von entscheidender Redeu-
tung, dariilllsl hinaus werden Speicher mit groBer KapazilLiit sowie spezi-
elle \lethoden zur Beschleunigung der Programmierung bendtigl.

Mau kann den mathematischen Maschinen nicht nur einfache Hechen-
a,beit, sonder auch andersarlige Auftrage erteilen. Heute schon kann
man viele Siitzc der Elementargeometrie, sogar solche, die nicht in den
Schulblicher stehen oder der Menscheit vielleicht noch nicht einmal
bekannt sind, auf mathematischen Maschinen beweisen; dafiir existieren
die erfordcdichen Programme.

Dem Ausl'hein nach unterscheidet sich der Beweis von Lehrsatzen prin-
zipiell von den arithmetischen und logischen Operationen, die Leim Ldsell
von laeichungen ausgefihrt werden. Tatsachlich fihren aber mathema-
tische Maschinen nur arithmetische und elementare logische Operationen,
Ordnungsoperationen, Vergleich von Zahlen und Auswahloperationen
(z. B. die Auswahl der gréRten Zahl aus einer Gruppe von Zahlen) aus.
Fur den Bew<is von Satzen und zur Durchfilhrung beweisender Uber-
legungen sind jedoeh andere Operationen gar nicht notwendig.

Man kann malhematischen Maschinen sogar aufgehen, Musik zu kompo-
nieren. Uer Mathematiker und Musiker R. Saripov hat sich mit der ModPI-
lierung musikalischer schdpferischer Arbeit auf universellen mathemali-
schen Hasehineu besehaftigt. Er untersuchte einige allgemeine Gesetz-
miiigkeiten dI'S Komponierens und slellte ein entsprechendes Programm
fur eine malh<nHltisrhc Maschine auf. Die \foschine hat nach diesem Pro-
gramm !lusik ,,komponiert’\ kh habe diese Musik gehort - einige ver-
nunflige Cellostiicke, ein paar davon haben mir sogar gefallen. Freilich,
wenn man diese Stlicke hort, hat man den Eindruck, bereils hekanuk
lusik zu hoéren. Doch das kann einem auch manchmal im Konzert eines
lebenden Komponisten passieren ...

Wie mil scheint, entsprechen die Illustrationen A. Blockv zu diesem Buch
recht gllt dessen Zielstellung. An dieser Steile jedoch hat er sich hinreifen
lassen, und, wie Sie sehen, in den Bildexr 133, 134 und 146 Roboter
dargestelll. Im Bild ¥ 3 sind nicht nur der Komponist und der Ausfuhrell-
dll \'<rlausrht, sondl'r-, was noch wichtiger ist, auch die Arbeit Saripovs
wird entslellt wiedergegeben. Seine Leistung besteht in der Aufstellung
eines Plogramms zur Komposilion von Musik, nach dem die Maschine
llille Folge \'On Ziffern ausdrickt, die die Noten nach einem bestimmten
I,ode darstellen. Die Aufgabe des Musikanten besteht lediglich in der
Wiedergabe des Musikstuicks.

lu der wissenschaftlichen Offentlichkeit wird die Frage der Nutzung
mathematisl'hcr Maschinen zur Erhéhung der Effektivitat des Lehrpro-
zesses breit diskutiert. FUr mich bestehen in <ieser Frage keinerlei
Zweifel: Die ,cruUnftige Anwendung von Lernmaschinen hat zweifellos
groRRe Vorteil<. In die Lehre dringen aber neue Methoden recht langsam
elll.
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Vorlesungen werden heute noch genauso wie vor Hunderten von Jahren
gehalten. Ich schreibe die Formeln mit Kreide an die Tafel, wische die
Tafel mit einem Lappen ab, diktiere Definitionen, die jeder Student dem
Lehrbuch entnehmen kann und erobere die Aufmerksamkeit des Audi-
toriums durch die bekannlc Politik mit ,,Zucker und Peitsl'he’": Einer-
seits erzahle ich Anekdoten oder ,,Geschichten aus dem Leben'', anderer-
seits unterbreche ich sich munter unterhaltende i\liiklehen durch eine
giftige Bemerkung und mache junge Ifanner liicherlich, die naeh einem
fur das Selbststudium vorgesehenen, aber stiirmisch verbrachten Ahend
im Horsaal einschlafen. In der Prifung muR il'h einem SLudenten in einer
halben Stunde oder sogar einer ganzen beweisen, dal} er eine sehleclllc
Zensur gerel'ht verdient hat, obwohl mir die Zensur nach einigen Jtinuten
klar ist. Der Student darf aber nicht glauben, daR er seine Fiinf nur erhi:lt,
weil er zufallig unglickliche Fragen gezogen hat, er muf? von seinem
Nichtkdnnen Uberzeugt werden.

Man Ubertragt bereits gegenwartig Ifoschinen das Abnehmen von Pri-
fungen, und die gesammelten Erfahrungen sind offenbar ni(-ht schlechl.
Die Angst vor dem Prufenden verschwindet, und man kann ihn nicht d<r
Ungerechtigkeit bezichtigen: Die Maschine gibt die Zensur in :\ bhiingig-
keit von der Anzahl der richtigen und falschen Antworten un(l vom
Schwierigkeitsgrad der gestellten Fragen. Erfolge gibt es auch bei der
Anwendung mathematischer Maschinen im Lernproze3 seihst; man darf
hoffen, dal die bereits gemachten Schritte nur ein Anfang sind.
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Die Mathematiker haben auf Maschinen das Schachspiel und andere
Spiele programmiert, z. 3. Domino und einfache Kartenspiele. Den Leser
wird sicher intelessieren, wer diese frohliche Unterhaltung der Mathe-
malikcr bezahlt! Die Programmierung eines Spiels, z. 3. des Schachspiels,
ist j<do!'h keine Unterhaltung, sondern die Mo<ellierung der intellektu-
ellen Tatigkcil des 11 nschen.

1;cgenwartig wird der Aufstellung von Programmen fir Ubersetzungen
aus einer Sprache in eine andere viel Aufmelksamkeit gewidmet. Auch
hier kénnte man sieh wieder fragen, ob es nicht billiger ware, einen Uher-
sclzer einzustellen. Heule ist das gewil3 noch so, doch wahrscheinlich
kommt bald die Zeil, in der eine maschinelle Uberselzung billiger und
vor allem schneller sein wird. Auferdem ist die Programmierung der
mnschincllen Ubersetzung ebenfalls eine Modellierung der intellektuellen
Tiiligkeit des Menschen. Und was kann fir uns von gréRerem Interesse
sein als wir selbst?

GPspraeh mit Pinem Psychiater

Es gibt kein intercssantcrcs Forschungsobjekt als den Menschen. Jeder
I'syehinler stiit auf eine erstaunliche Vielfalt menschlicher Charaktere
und auf inleressanle .\bweichungen von den gewdhnlichen Denknormen.
Wenn ein Psychiater in der Lage ist, das alles zu sehen und zu erzéhlen,
so wird es kaum eine interessantere Erzéhlung geben als diese.

II'h habe Cliiek gchabl: Ein Freund unserer Familie, ein talentierter
Psyehiater und iiuB3erst wilBbegieriger Mensch, hat uns im Verlauf vieler
Jahre Uber die wichtigsten Ereignisse in seiner Praxis auf dem laufenden
gehalten. \Venn man noch hinzufuigt, dal3 der Psychiater eine reizende
Frau und ein groRRartiger Erzahler ist, so hatte ich dreifaches Gluck.
:[ein Interesse fir Kybernetik, Biologie und Medizin blieb ihr nicht un-
hckannl. Obwohl ich ihr Gber meine Gesprache mit Biologen und Medi-
zinern berichtet hatte, schien ihr bis vor kurzem, dal sich kybernetische
"lIclhoden in der Psychiatrie nicht anwenden lieBen. Vor einiger Zeit kam
es nun zu folgendem Gespréach:

P.lychiater: leh moéChte mich gern mit lhnen Uber meine Arbeit
beralcn.

Ich: Mit Vergniugen! Welchen Nutzen erwarten Sie?

P: Id! muR meine Arbeit irgendwie kritisch durchdenken und um-
organisieren. Wie Sie wissen, beschaftige ich mich mit den sogenann-
ten Im-ohllions- oder Alterspsychosen. Ich habe jetzt die Katam-
nesen!) meiner friheren Patienten zusammengetragen. Damit ergibt
sich die Mdoglichkeit, den Verlauf der Krankheiten in Abhangigkeit
von der Zeil zu \'erfolgen. Dieses Material ist irgendwie zu bearbeiten.
Ich: Was hei3t — bearbeiten?

1y Annmn(stl — YorgrschiChll' Piner Krankheit bis zum Moment der Behandlung, Katamm:sc —
. usgang <rr "‘rankhiit, Verlauf nnch Begnn der Behandlung.
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Bill 134

P: Es sin< SchluBfolgemngen zu ziehen. Jctzl ist ersi(htlich, ob ich
vot 10 bis .5 Jahren die Diagnosen richtig gestellt habe.

Ich: Angenommen, wir berechnen den Anteil der richtig gestellten
Diagnosen in Prozent. \Vas haben wir <la,-on? Mir scheint, im best('n
Fall gelingt es uns lediglich, lhre Qualifikation als Psychialcr zu
jener Zeit zu beurL('ilen. Man kdnnte <ann die Frage stellen, ob Sie
vor 15 Jahren lhr Gehalt zu Hecht bekommen haben, wenn viele
Diagnosen falsch waren, oder eine Nachredmun0O zu lhren t:unsten
verlangen, wenn der Anteil der Fehldiagnosen nur klein war. \ller-
dings ist hier die Hoffnung auf Erfolg gering!

P: Machen Sie bitte keine Spale, meine Frage wm erst gemeinL.
Ich: Sagen Sie bitte, ob man den Anteil der Fchldiagngsen ahsolut
sicher bestimmen kann! leh meine die Zu,-erliissigkcit der' Diagnosen
zum gegebenen Zeitpunkt!

P: In irgendeiner britischen medizinischen Fa<hzcitschrift begann
ein Artikel Uber Psychiatrie folgendermalflen:

,,Der Neurastheniker ist ein Subjekt, dns Luftschlésser baut. Der
Schizophreniker ist ein Mensch, <ler in einem dieser SI'hlésscr wohnt.
Der Psychiater kassiert die Pacht und die \tiete bei beiden."

Sie sehen, daB der Autor Neurastheniker und Schizophreniker unter-
scheidet; doch er achtet die Moglichkeiten des Jnrli,-iduums, sil'h
zunachst ein LuftschloR zu bauen und sich dann darin einzuquar-
tieren.

Wir wollen ernst bleiben: es ist sehr schwierig, eine zuverlassige
Diagnose zu stellen. Vor kurzem habe ich eine meiner Patientinnen
meinem wissenschaftlichen Chef vorgestellt; wir konnten nicht zu



einer Meinung kommen, oL die Patientin an Ochizophrenie ode, au
Psychopathie leidet.

Ich: Es gibt aber aueh Falle, in denen die Diagnose eindeutig ist?
P: Ja, recht haufig. .Jedenfalls gelangen qualifizierte Psychiater eiu
und derselben Schule in der Regel zu denselben Diagnosen.

Ich: Was andert sich denn, wenn eine andere Diagnose gestellt wird ::
Bessert sich dadurch der Zustand des Patienten?

/7: \Vohl kaum. Die Behandlungsmethode kann aber anders aus-
sehen.

Ich: \Vieviel velschiedene Diagnosen kann e, bei den von lhnen
untersuchten Krankheiten, deren Symptome doch sehr &hnlich sind,
Uberhaupt geben:'

P: Wir diagnostizieren viele Krankheiten. Bei den Psychosen des
spaten \lters, mit denen ich mich beschéftige, kann man sieben
unterscheidbare klinische Formen feststellen. Das sind die praktisch
diagnostizierlaren Krankheiten. 3ci einer tieferen und feineren Ana-
lyse kann man, wenn man kasuistisch vorgeht, vermutlich mehr als
20 verschiedene Krankheiten unterscheiden.

Ich: Jede Krankheit hat ihre besondere Behandlungsmethode, oder
gibt es wenigel: Behandlungsmethoden als Krankheiten?

P: Vorliiufig haben wir noch nicht fur jede Erkrankung einebesondere
Behandlungsmethode. Es gibt weniger Methoden als Krankheiten.
Ich: \Wozu sind dann mehr DiainosCn noti; als es Behandlungs-
methoden gibt:'

P: wias ist Oine schwierige Frage. Vielleicht werden wir spater einmal
mehr Behandlungsmcthoclen haben. In den letzten zehn Jahren hat
sich ein neues \\'isscnsgcbict entwickelt, ein Grenzgebiet zwischen
Psychiatrie und Pharmakologie, die sogenannte Psychopharmakolo-
gie. Die \nzahl der ucusynthesierten psychopharmakologischen
Praparate wiichst stdndig. In der klinischen Praxis werden sie in
reiner Fonn und iu Kombinationen angewendet; ihre 'Wirkung ist
manchmal frappierend, manchmal ungentigend. Die Kliniker wenden
sich immer neuen Kombinationen zu. Es ist klar, dal wir nach und
nach leren, die Préaparate besser und genauer zu wahlen, und es ist
nicht aulgcschlosscn, dal3 bald einer genau und rechtzeitig gestellten
Diagnose eine ganz bestimmte Behandlungsmethode entsprechen
wird. Deshalb ist heute die friihzeitige Diagnostik eine aktuelle Auf-
gabe. In spateren Stadien der Erkrankungen ist die Diagnose zwar
offensichtlich, jedoch die Behandlung fast erfolglos.

Ich: Gut! Nehmen wir an, daR es lhnen gelungen ist, die Diagnosen
mit dem Ausgang der Krankheit bei den Patienten zu vergleichen,
die Sie behandelt haben. Na und?

P: Das st es ja gerade, dieses ,,Na und nun?" In der Psychiatrie sind
viele derartiger beschreibender Arbeiten erschienen. Vielleicht ist die
Zeit fur einige wesentliche und objektive Verallgemeinerungen ge-
kommen, damit die charakteristischen Besonderheiten des fruhen

219



220

Krankheitsstadiums, die zu dem einen oder anderen Ausgang der
Krankheit fuihren, sicher elkannt werden kénnen.

Ich: Wozu ist das notig, wenn der Weg zum Hoéhepunkt der 10rank-
heit nicht von lhnen abhéngt?

P: Halt, das stimmt nicht! Bei einer richtigen Diagnose kann die
Heilung beeinfluBt werden. AuRBerdem hal eine richLige Diagnose
héufig allergroRte Bedeutung fur das Schicksal des Krnnken, z. B.
bei gerichtspsychiatrischen Gutachten.

Von der Diagnose des Zustands des Untersuehten hangt die Fell-
stellung seiner Zurechnungsfahigkeit oder Unzurechnungsfahigkeil
ab. Diese Feststellung hat strafrechtliche und zh-ile Bedeutung. So
kann ein Angeklagter nur dann verurteilt werden, wenn er zum Zeit-
punkt des Verbrechens zurechnungsféahig war. Einern anderen Men-
schen kann das Recht abgesprochen werden, Kinder zu erziehen odtr
eine Ehe einzugehen, wenn seine Unzurechnungsfiihigkeit festfestellt
wird.

Ich: Ja, das sind ernste Probleme. \her wie werden Sie denn jelzt
damit fertig?

J>: In den gewohnlichen Fallen stellt ein erfahrener Psychinter
eine einwandfreie Diagnose. Leider gibt es nuch mehr als genitigend
ungewohnliche Falle. Ich hatte beispielsweise einen Patienten zn
konsultieren, der wegen wiederholter Reehtsverletzungen bereit,
in mehreren Instanzen gerichtspsychiatrisch untersucht worden war.
Die Diagnose schwankte zwischen Psychopathie und Schizophrenie
und dementsprechend zwischen Zurechnungsfahigkeit und Cnzu-
rechnungsfahigkeit.

Ich: Einen Moment, habe ich rerht verstanden: Schizophrenie i,t
eine Krankheit und Psychopathie nur eine psychische Abart. die
nicht als Krankheit gilt?

P: Uei Schizophrenie, einer recht verbreiteten Krankheit, verli<l'l
der Mensch weitgehend die Féhigkeit zu denken, zu fuhlen und zu
handeln. Diese drei Fahigkeiten bilden im Normalfall eine Einheil.
Verliert der Mensch diese Einheit, so kommt es zur Spaltung, zur
Zersplitterung (Schizophrenie - Spaltung der Person). Der Schizu-
phreniker kann also keine Verantwortung fur seine Handlungen
tragen.

Bei der Storung der psychischen Tatigkeit, die als Psyehopathie
bezeichnet wird, kdnnen die Patienten ihre Handlungen steuern, si(*
haben sich unter Kontrolle. Verstehen Sie, hier ist die Rede Yon
einem differentiellen Abgrenzen komplizierter Syndrome; die dia-
gnostischen Abweichungen kénnen bedingt sein durch verschieden-
artige Auslegung einzelner Symptome.

Ich: Leider weiR ich nicht, was ein Syndrom ist!

P: Ein Syndrom ist ein bestimmtes Zusammentreffen velsehiedenfl'
Symptome, manchmal sagt man, ein Symptomkomplex, der eine
bestimmte Krankheit kennzeichnet.



Icli: Das ist schon verstandlicher. Aus wie vielen Symptomen besteht
ein Syndrom?

I': Das ist unterschiedlich, drei, funf oder auch zehn.

Ich: Der Zustand eines Patienten wird durch einen ganz bestimmten
Symptomkomplex charakterisiert, in dem jedes Symptom eine genau
bestimmbare Bedeutung hat?

P: Eine mehr oder weniger bestimmte!

Ich: Das verstehe ich nicht. Versuchen wir die Situation zu verein-
faehen. Wir wollen annehmen, dall jedes Symptom binar ist, d. h.
nur zwei Werte annehmen kann. Der Untersuchte kann cntwedel
erregt sein oder nicht, eiferstichtig sein oder nicht!

P: (;ut, allerdings wiirde das die Situation Uberméagig vereinfachen!
Ich: Thnen scheint das zu einfach zu sein. Wollen wir etwas rechnen!
Wenn ein Symptomkomplex aus JO Symptomen besteht, so gibt es
2lo = 1024 mogliche Varianten. Je<le dieser- Varianten laRt sich
beschreiben, bedeutet etwas Bestimmtes!

P: Woher haben Sie die vielen Varianten?

Icli: \ha! Sie sagen, ich wurde die Situation tbermagig vereinfachen.
Machen wir uns die Sache klar! Angenommen, wir haben drei binare
Charakteristiken: Mann - Frau; erregt— nicht erregt; eiferstichtig -
nicht eiforstichtig. Das entsprechende Schema zeigt Bild 135. Hier
sind alle Ifoglichkeiten aufgefuhrt. \Vie sie sehen, verdoppelt sich
bei jedem Schritt die Anzahl der \"arianten. Deshalb gibt es bei drei
Symptomen 2! = 8 Varianten, bei Ji Symptomen 2° = 1024 Vari-

anten.
erregt nicht erregt erreg nicht erregt
gifersichti nicht i nicht nicht | :
: eifer- siichtlg — ©rer-  eifer- eifer-  siichtig 2:;2:
eiter otiq e il ifer-
ild sichtig stictig  siichtig siichtig siichtig
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P: Ja, jetzt habe ich es verstanden. Ich hahe mir nicht \'orstellell
kdénnen, dald es so viele Yarianten gibt!

Ich: \Vas machen Sie nun, wie entwirren Sie diese Situation?

P: Das kann ich nicht sofort sagen, ieh rechne selten!

Ich: Keine Angst, es mussen nicht alle Varianten auftreten. la!-
sachlich kénnen es becleulend weniger sein.

P: Ja, naturlich’

Ich: \\ie lassen sich aber <lie wesentlidien Syrnutomkomplexe ,-on
den unwesentlichen unterscheiden?

P: Wir machen das irgendwie anders. Die Kraukheitshcschreihuui
umfaldt in der Psychiatrie etwa 15 bis 20 Schreibmaschinenseilen.
Wenn sie gut geschrieben sind, kann man sich den Pntienten his ill
die kleinsten Einzelheiten vorstellen.

Ich: Wozu ist das nétig?

P: Die Menschen sind verschieden, und mi<h die (;eistcskrankheilcll
verlaufen sehr unterschiedlich.

Ich: Es gibt aber auch verschiedene Psyehiater. Angenommen, Duslo-
jew,kij, Tolstoi, Tschechow. Tendrjalwlc uncl Nekra,wlw hiiLLen Psy-
chiatrie studiert und wiren ein und denselben Kranken beschreiben,
sahe das nicht sehr verschieden aus? Ich gewinne fast den Eincimlk,
JaR die Psychiatrie keine Wissenschaft, somlern eher eine Kun[t ist!
P: Ja, die Psychiatiie ist heute tatsachlich fast eine Abnrt der Kumt!
Deshalb frage ich Sie auch, was man dn tun kann! llir ist klar, dat
man die Frage irgendwie anders stellen mufR, doch wie, das kanl! ich
mir schlecht vorstellen.

Ich: Wie viele Symptome werden in eillel. Krankheitsbes!'hreibun!
nufgefuhrt?

P: Viele, sehr viele. I1h kann es gar nicht so ohne weiteres sagen,
wie viele!

Ich: Versuchen wir folgendermaRen ymzugthen: Sie stellen einen
ausfuhrlichen Fragebogen auf, meinetwegen mit mehreren hundert
Fragen. Eine Reihe ,-on Anlworten sind Znhhen, beispielsweise das
Alter, del' Blutdruck usw. Bei den Symptomen, die sich nicht in
Znhlen messen lassen, aber binarer Natur sind, setzen wir 1 und 0.
Wenn ein Symptom unterschiedlich bewertet werden kann, messen
wir es meinetwegen in einem VierpunkLesl-stem; eine stiirkele Detai-
Jierung wird kaum nétig sein. Gerade in del Einschétzung der Details
gehen ja rlie Meinungen ,Icr .rzte auseinander; deshalb ist es mtines
Erachtenl besser, wenn die Charakterisi<rtmg gréber ist.

P: Stopp! Das ist ein neues \foment - je gréber, um so bessel. Wir
bemih<n 11, immer, nn'l'e Untersulllllllgell moglichst fein anzu-
legen!

Ich: Und dnnn finden Si< -eine Uberl'inslimmung in den Einsl'hill-
zungen!

P: Ja, in der Tat. Belimen wir also an, ich hiitle solch einen Frag;, -
hogen nufgestellt! Ja und?



Ich: Dann nehmen Sie einige huudlerl Patienten, von denen lhnen
alles bekannt isl, sowohl <lie Krankheitsgeschichte als auch deren
\usgang. Fur diese flillen Sie den Fragebogen aus. Dann versuchen
wil' eine kyberelisl'he diagnostische Methode, ein Programm zur
Zeilhcuerkennullg, anzuwenden.

P: Was blingt das ein?

Ich: Zun&chst kann man so lernen, automatisch Diagnosen zu stellen;
auflel'(lcm kann mau die Signifikanz oder den Informationsgehalt der
verschie<dlcueu Symptome und Charakteristiken herausfinden.

P: Das ist doch eine Hiesenarbeit!

Ich: (Desdlenkt wiid nichts!

1": \'elsnl'iwn wir es . ..

Z.iehenerktnnung

Das Sdrchspiel, das Komponieren einer Melodie, das Lésen von Glei-
chungen oder das Beweisen eines Lehrsatzes sind Tatigkeiten, die mathe-
matische Maschinen nach bestimmten Reglin, die aus Folgen arithme-
lischcr und logischer Operationen bestehen, ausfihren kénnen. Diese
Hcgeln- das Plogramm - werden vom Menschen aufgestellt. Kénnensich
1llathematisdw Maschinen, ahnlich wie die Menschen, ein solches Pro-
Oramm zum Erreichen eines bestimmten Zieles auch selbst aufstellen oder
kiinnen sie ohne ein vom Menschen auf. estelltes ausfihrliches Programm
Oal nichls;

Illiese Fr!c kann gegenwdallig noch nicht ahschlieRend beantwortet
weldcll. Yor allem von Biologen, Medizinern und anderen Vertretern
humanitiirel: Wissenschaften wird das Monopol des Lebenden fur die
Aufstellung von Programmen fir ein zielgerichtetes Verhalten, d. h. die
Ubellegellhcit des Lebenden gegeniibel: der Maschine, verteidigt. Dabei
,ersLBht man unter dem\Vort Maschine etwas, das von Menschenhand mit
Hilf,, Yon Hammer, MeiRRel nun Létkolben gesehaffen worden ist.

Was sagen die Malhematiker? Hier ist die Meinung des grol3en Mathe-
matikers und Piidagogen G. Polya, dessell :-ame bereits friher erwahnt
wurde. In einem Bnl'h ,,.fothcmatik nnd plausibles SchlieBen™ sl'hreibt
.r

..Es war ,ou \nlalll au klar, Jal} diese beiden lh,ukarten (gemeint ist
Beweisen und plausiLles Sl'lllieBen. J. Ch.) ,-erschiedene Aufgaben haben.
\'01l \llfallg au s,hiencn sie ,-erschiedeu zu sein: Die Heweise schienen
,gwas Ucstimllllls. End,ultiges, Maschincnahnliches zu sein, wiihrend
die PlausibilildisLclrrirtilllzen einen unklaren, bedingten, spezifisch
lllelisehliclitll Eindruek lwcckten. Jetzt konnen wii- den Unterschied
deutliche!" sehen. [m Gegensatz zur beweisenden Folgerung laRt der
plausible SehluR einen wesentlichen Punkt offen: die ,,Kraft" oder das
L;ewidll des Schlusses. Dieses Gewicht braucht nicht nur von den ge-
klarten Uewegglinden abzuhdngen, von solchen, die irgendwie ausge-
cIriickt wenlen kiilrell. Es kann auch yon ungeklérten, unausgespro-
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ebenen Grinden abhéngen, die irgendwo im UnterbewufR3lsein des Men-
schen liegen, der den Schluf3 ausfiihrt. Der Mensch hat ein Unterbewulh-
sein, die Maschine nicht. Tatsachlich, Sie kénnen eine Maschine bauen, <lie
fur Sie beweisende Schlusse ausfuhrt; ich bin aber der Meinung, <laf3 Sie
niemals eine Maschine bauen kdnnen, die Plausibililatsbetrachtungcn
anstellt.”

G. Polya glaubte also vor etwas mehr als zehn Jahren nicht, da mall ,.on
der Maschine plausible Schlisse ausfiihren lassen kann. Heute wissen
wir, daB sich G. Polya geirrt hat: Jfan kann eine Maschine auch lehren,
Plausibilitatsbetrachtungen anzustellen, und an manchen Steilen hat sie
bereits ihren Meister Ubertroffen.

Die Situation ist kompliziert; deshalb will ich etwas weiler ausholen:
Einen S&ugling lehrt man zunachst, Papa, Mama und Oma zu unter-
scheiden. Man wiederholt ihm laufend die Worter Papa, Mama, Oma und
zeigt dabei auf die entsprechenden Personen. Doch die Mama sieht
jedesmal anders aus: aus dem Frisiersalon o<ler dem Bett gekommen,
munter oder abgespannt, mal in dem einen Kleid, mal in einem anderen.
und immer ist es Mama. Dasselbe bezieht sich auf den Papa. Da kommt
eine Person mit dunklen Haaren (wie der Vater sie hat) und beugt sich
zum Kind. Das Kind lallt freudig ,,Papa’, aber die Muttel sagt — ,,0On-
kel". Das Kind muf nun lernen, seinen Vater yon diesem Onkel und
von allen anderen Onkel zu unterscheiden. Wie bringt es das fertig:'
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Wie :eht der Prozel3 des Lernens und des Erkennens der Onkel, Tanten,
Katzeu, Elefanten und Autos vor sich? Wie funktionielt dieser Mecha-
nismus? Vorlaufig ist uns dariiber nichts Genaues bekannt!

Wodurch unterscheidet sich ein weibliches Portrat von einem mann-
lichen, wie ein Erlenblatt ,-on einem Birkenblatt? Tatsachlich sieht kein
Rirkenblatt wie das andele aus, sie sind sieh nnr &hnlich! Jst es mdglich,
+inl'r mathematischen Maschine beizuhringen, alle Objekte ill Klassen
iihnlil'ner Objekte zu unterteilen, genauso wie es die Kinder lernen,
Buchstaben zu lesen, <ie ,-on Yelschiedenen Leuten geschrieben wurden
und deshalb nicht in genau derselben \Yeise geschrieben sind, o,ler wie
es «lie 1rzle lernen, Uiagnosen zu stellen, obwohl es auf der \\'elt keine
zwei Yollig gleichmtige Memchen und \ViHlig glcidwltige Klankheiten
Oil,£?2 Man kann der Maschine nicht einmal ein volher formalisiertes
Kritclium geben, nach dem sie «ie Klassifizierung ,-ornehmen kann,
denn uns stehen lediglich einige Exemplare von Objekten aus den ver-
schiedenen !,lassen zur Yerfiidung, z. H. zehn Erlenblatter und ein
Dutzend Birkenbliitter.

Das gleiche PmlilPm ist auch hei del- Konstruktion eines Automaten zum
Lesen eines hand- oder rnaschinengcst-hriebenen Textes, beim Aufstellen
eines Programms liir eine mathematische Maschine, die das Stadium
einer Schizophrenie klassifizieren oder Krebs diagnostizieren soll, zu
liisen. Solche Antomat,'n modellieren Denkfunktionen!

Die ersten \utomaten zur Elkennung optischer Zeichen walen wie der
Sehapparat der Lebewesen aufgebaut. Dieser ist eine der vollkommensten
und erslalllllidistlll Schépfungen ller Natur, eines tler kompliziertesten
SO-stI'mt. Auf der Netzhaut des menschlichen Auges befinden sich etwa
130 Millionen lJichlempfindlirhc Zellen — Stébchen und Zapfchen. Oach
diesen Rezeptoren (Zellen, die die Heizung aufnehmen) kommen noch
einige Sehichten anderer Zellen. Sie yerarbciten die auftretenden Signale
in kolllplizielter \Veise und Ochi,ken sie zum Gehirn. Dort werden sie
weitel YerallltitC'l. Uicscr PrzeR ist noch nicht endgultig geklart. Die
nlrhamlellell \lodelle erlauben nur eine sehr grobe Vorstellung von
Jliesem komplizierten Apparat.

Einel del Pioniere del Modelliemng ,-on Uenkfunktionen durch s\uto-
maten, der amerikanisehe Ingenieur F. Rolenblitt, pragte fur die Auto-
maten, die Funktionen neurophysiologischer Systeme modellielen, den
Namen Perzeptron. Das \Vort kommt vom lateinischen pereeptio, was
,oYiel wie \uffassen, Begreifen hedeutet.

leh werde nicht iiher die Theorie der Perzeptrons herichteu, auch nicht
Uber die Schaffung solcher Modelle durch den Menschen. Die ldeen, auf
denen die Funktion tltr nersehiedenen Perzeptrons berht, sind sehr
interessant; ihre praktische Realisierung fiur hinreichend komplizierte
Aufgaben sto3t abl'l' yorlaufig noch auf bedculende Schwierigkeiten.
Viele Forscher, die sich mit dem Problem der Modellierung der Zeichen-
Cl'kennnng beschiiftigten, btgannen mit der Suche nach neuen \Vegen.
Uber eillPn da\'0ll werde ich jetzt berichten.
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Klasse 1

Ailtl 1:;;

Jm Bild 137 sinll zw<'i 1-lasscn ,-on Hll-hlccklll tlariwslelll. |,:11ln man
eine llasehilw lehren, Iledliteckc zu Klassifizierell:" Stellen wir llie \uf-
gahe konkret! Zunikhst werden lhneu uur lie i Hilkl dargcstelltell
acht Hechtecke gezeigt. Dann erhalten Sie Pill neues Hed!t<1k, llas uichl
diesen acht aufgczeirhneten entnommen wnrdl'. Kénnen Sie einfn Algo-
ritllinlls (eine Hegel) vorschlagen, na('h dem jedes neue Hcehteek <in-
deuti, in die Klasse J oder Il eingeordnet Wi'nlen kann :i

Sie werden sagen, ilal. sich eine solche Hegel sehr leil-hl formulieren lul1l.
Wir haben litgcnd< und stehende Hel'lltccke. Yilll<ichl haben Sie lcehl:
wie wollen Sie aber der ?lasehinc die Begriffo lielCIHI und slehellll er-
klaren? Das ist gar nicht so schwierig. \\'ir fuhlcll Bezeiehnnllgen ein:
X1 sei die Breite des Hcchtecks, :7 seine Hohe. D:mn I'rgihl silh fiir die
Hechteckc der Klasse | und Tl die folglmde Tafel:

Klasse | Klasse ]I

1 X: r
i 2 J i
5 J 2 1
(i i 3
W ! 7 8
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ot wil- die I"uukLe x1, .i;2, die ,liesen Zahlenpaalell clllsprechell,
arlesisehcn Koon.inalPnsyslem ab (Bild 138). Die Punkte, die
tecken der Klasse I entsprechen, sind dUl'ch kleine Kreise
., uud dilljelligell, die der Klasse IJ entsplechcn, durch diinne
1. Mall kann eine Linie ziehen, die uie zwei Mengen, <ie Kreuze
ullell, lrenut. Das kallll eine beliebige Linie sein, die zwischen
:chen n111 den Nullen liegt. Im Ilild 138 sind zwei der mdg-
m1llllligslivien tlingrzeichnd — eine dinne ausgezogeue ge-
Linie und eine folle Gerade.
0t sich die Regel z1ll EiitOldnung von H.echleckeu in die zwci
innli,,h au. Ein llechteek wild zur Klasse | gezahlt, wenn der
rechelllle Punkt (t1, x2) iu das Gebiet | fallt, und zur Klasse 11,
PunkL ill das Gebiet Il fallt.
llan hcispicls,Hise den Algoliihmus, der durch die dinne
e Tnellllullgslinie gegeben ist, so werdeu <lie im Bild 13! dal-
Hcl'hlecke folgendermalien klassifizierl: Zur 1, lasse | werden
1Tke (L, L), (1, 2), (2, 2) und (9, 3) gezahlt, zur I<lasse 11 die
4, 5), (5, 5), (6, 5).
lan jedoch den durch die Celle Getade gegebenen \lgorithmus,
alle sieben Hechtecke vom Bild 139 zul Klasse | gerechnet.
gefallen IllneH die gewlhlten Hegeln 1Ui(llLy Sie werden na-
)rleglll lachelll: Jhuen war sofort klar, da mau als Treuuuugs-
;erade zu melllllell hat, und zwar gerade die Winkelhalbierende
n Winkels. 1.1l habe sie zum SpuU gestrichelt eingczcichnel.

"7



zur 'lasse |
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zur Klasse 1 gt 711

Iltr GLcrlegerws l,achclu wiirdc soforl Ycrschwillllcll, wcllll i,-Ir sagell
wiirdl,, daR zur I,lassc | alle S'hraffilrtcil Illdi1llke ,.om Bild 1;17 1lild
.nr Klass,! Il alle niehtschrafficl'l<'ll gehirim solll'n. \Vic wiildell Si,! da
die 1:nsllze zwischen den KlassPll ziPhen '

SIdll'll wir die wcscutlichcu EigPlischaftell eines Kinssifizil'nrgsalgo-
rithmus zllsalllilitlll! Zuniichsl WPI'Ih\LL llie Hedllelke in zwei Kategoriell
PingPl«ilt. Eillige Hl. htel'kll wilrlicll , 1111 \nfong au gezeigt (diP illl Hild
1:7 d,lglistclitPll). Hallll witd ci,w Trlllillllllgsregd gcwahh (dilrd!l di,!
Trellllliligsliuie illl Bild J:I8), und damit ist der Ll'mplozell Ilclilit-t.
Danadt werden Ul'Ue Hed,teckc n,rgclegl. Mit Hilf,, tl,,r Kl'gd w,snh-1l
Jic neuen H.echdlk!l Idassifidert, also ill n:rscllilldlillle Blass,ll <inge-
ordnet in Abhangigkeit danr, uh die ihnen Plitsi,n-dwlld,-11 1'1111k11 auf
der einen oder der alldercll Seite der Trellllllligslilli,! li<'gP1L.

Nuu kiillllen wir die ausgcwiihlte Regel ins Examen """ hlllell. VOl seinew
A\usgang soll unsere Eillsdlatzung der «iite d,-1 gfWiihl1(ll Hegel ah-
hé&ngcn. Naturlich miisitll wir sdhsl 11 jdclll zur 1"riHUL n>rgelegt<il
llechtllk vou vornhel..ill wisseu, zu welcher Klalst! es 1e1,iitL, tlellll .t,r
Prifoude muf ja selbst die richtigli \llLwort wissen! N1l kllllcll wir
auf t:rilllll tler Anzahl <<r F,hler hci dm [I'riifilllg Lill rt<il dilwr tli,
Gute der gewdéhlten Regel ah_Pheu.

Jetzt wolleu wit die Priiruug dluddiiluell. Zilr I'riilllllg <ler t:0tc llcr
beiden von uns gewiihlLen Kilassifizierungslcgelll (dll gekliimmlcl
Linie und der fctlell c:eridell\ werllell sieben H.erhtceke ,!lrgelegt. die

228



im Billl 1:1l1 dag,cstcllt siud. Es ist vorher DI'kallnl, flaU die RechlPcke
(9, 3) und (6, :) zui Klasse | gehéren, di,i Rechtecke (1, 2) und ", 5) zur
Klassg, JJ, uni! di< Qunrlratf (1, 1), (2, 2) unr (i, :) kiinnfn in jfrle rler
heidl'n Klassen eingeordnct wnden.

Bei der Klassifiziemng nach der Regel ,,!ekriirrt, Liuie" werden rli,,
lIfchtecke (9, [}), (1, 1), (2, 2) und 1, 2) zur Klasse | glzahlt und ric
Ncrhtecke (", ;), (6, i), (5, 5) zur Klasse Il (Bild L:[f). Die Klassifizie rn0
llach «lil:scl: R<¢:d fiihrt zu zwPi Fehllwn: Die R«d!1l-rkP (4, 2) und (11, 5)
sind nirht richtig eingrstnll.

IIPi di'r Klassifizicrnn: mit Jlilfe der Hegel ,,fotlc {;i,r-dll'" gclanpeu alle
sid,nn I'riifun:srcl’'httl'ke in die Klasse J. und es trcten ebenfalls zwfi
Fehler auf. Die Hrl'hleck,, (1. -) und (4, 5) sind nicht ridltig tingeorrinel.
IJrtcilt man also !lllr n,Ifh dem Ergehnis llieser Priifnng, so sind heide
Klassifizie r-ngsrepllll -IPidl 1t (ncler s,-hletht), (lenu sie fiihren ziir
lleichen Fehleranzahl.

Wir miussen jedoch Jeriicksichligen. dall das Vorlegi,l ,-on Quadraten
zu rinm: PLUfllng ,-on Reditecken :111f ihre Lage, Phcnso ullrrlilmagig ist,
., IP dns Vorlelen fies Fotos eines gul rnsicrtell Beatles zur PriHllng voll
I'm'Iliitfotos auf das l;cschlerht der pol'triitiertcn Personen. Df'shall,
Wiissen clic Qnaclralls aus dem PriHungsmaterial Iwl'nllsgellommell
werden.

Oi,» sehen also, claf die Wahl einer Tlenllllllgsregd voin Material ahliiiugt;
aullrrrem gibt es dif! Miiglirhkeil, sieh ,-ersrhiedcne Tr<nnullgslinien zu
zielwn.

I,t die Trellllllllg in Klassen etwa keine Plausihililiitslrtradltilng" frh
WPrdl JNzt iiher Klassifizierlmgsallfgaben berichten (iiber Ilwlmisehc
und medizinische Dingnoslik), die typisllIC Brispiele fiir plnusihle Schliis-
se sind.

Trtihnisehe Hiagnostik

Zunéchsl soll die Redr von clcr tcchnisl'hen Diagnostik sein. Als erstes
wollen wil' flas Prohlf'm hctrachtcn. vo dem ller (;eolog<' oder c;eophy-
sikrr heim \nleg!n eincr Ercliilhohlull: stehl. .le tiefer das Er<Hil lagert,
um so letinger sin,l seine Spuren an der Ercloberfliil'lw 1111d 11111 so schwic-
rigPr ist !s zu enlclel'ken. DPslElh gleifen die l:cophysiker zu den vfr-
schiedellstell Methoden, 11111 di, Eigensdtnftcn llcr tieferliegenden 1;e-
steinsschichten zu erkunden. Sir messen lln< untersuchen (;ravitations-,
JJI'ktrische 111111 magnetische Fclcln, Strnhinngen verschiedener Art,
slastisl'he seismische Schwingungen, Ili<' llllrch Explosionen hervorge-
riifrn ,,,srden. Geochemische Methoden erlauben, geringste Mengen der
ltlsuehten Borlenschiitze oder sie hPgleitenrer Stoffe na<hznweisen.
Soldt< 1 -l11nsuclnmg<'n werden an fler Luft, auf der Erde uncl unter <er
Erde — in :chichtcll und Bohrliichem — angestPlh.

Der Gl'ologll oder Geophysikrr hat anf fiese Weise ,-iele iuJirekte Daten
zll srinl'r Vrrfiig,rng. nielf Information ist jedorh sfhr sr.hwer \'erwertbar.
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Keine dieser Erkundungsmethoden gibl dem 1;eologen eine cindcnlige
Antwort nuf die Frnge, ob die betreffende Schil-hl Erdiil clilhiill.

Diese Siluation ahnelt der eines Unkl!sltehungsri«'lilers, der nur 1;riind
indirekter Bcweisstiicke die Schuld eines Angeklagten heurteilrn rliB.
Kein einzelnes Beweisstlick ist nls Schuldbeweis ausreichend; in ihr(r
(:esnmtheit legen sie den \'plbrtI'her jPdoch eindeutig rcsl.

Auch vor dem Geopllysiker steht milllllicr eine iihnlid! schwillrigc Auf-
gabe: Auf (Orund einer groRen N\nznhl von Messungen 1l1l1d andlsrcr An-
gaben Uber qualitative ChnrakterisLiken muf3 er ein Urlcil ab,!'hen, ob
tlie betrachtete SPhicht crdolfindig ist oder nil'hl.

Ein solches Urteil, odrr, wie wir friher gesagt haben, eine soldw Ent-
scheidung hat crnsthnrtc Folgen. Wenn seine Entscheidung laull'l, dil’
Schicht enthalt Erdél, dann wird die Bohrung angelegt, das Bohrlol'h
zementiert und der aus dem Bohrloch nufstcigende Flussigkeitsslrom
hcLrachlet, der aus der pordsen Gcsteinssehicht komml. \Venn ditsP
Fliissigkeil Erdol ist, dann ist alles in Ur<inung. Wenn es aber kein Erdiil
ist, son<rrn Wasser? Dann waren dir fiir die Bohrung anr, cwendPlc ZPil,
das Geld und die Arbeit vifler Menscllen ,.c,gr.hens. Oil' VPrluslc sind
hedeutenr! Eine Bohrung von 4 bis f km Tiere dnn!'rl ungPfiihr Pin .Jnhr
und koskt etwa eine Viertelmillion "lark.

\Vcnn die Entscheidung getroffen wird, die poriisc Si-hil-hl enlhiilt nur
Wasser, wiihrend sie tatsiichlich mit Erdiil angereicherl ist, so sind die
Verluste noch hiihCr: Ifillitlll!'n Tonnen wertvollen Eldiils hleihcn unter
der Erde.
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\Viihrend der Durchfihmng del: Bohrung werden rnelllere GroRRen ge-
messen, die die Andemng des einen oder nnderen Parameters langs der
Bohrmtg angl*hPn (z. B. <lie Anderung der e!Pktrischen Leitfahigkeit des
t:csleins).

Djr Ceophysikcr haben verschiedene [nlerpretalionsmethoden fur dir,
geophysikalischr,n Pammeter sowie Ifothoden zur komplexrn Inter-
JHclalion von zwei odel sogar drei Parametern drr GesteinsschiehlL aus-
ge:ubCilet. Dadnreh wird zwar die Zuverlassigkeit der Interpretation
erhoht, es gibt nbm- noch keine Mdéglichkeit, sichere Entscheidungen zu
liillen. Selbst in relaLiv lei(’ht GUberschaubaren Gebieten, beispielsweise in
Tntarien, werdrn G his R%gy Fehlentscheidungen getroffen. Es gibt aber
Anrh Gr,hiete, in dPll'n <ic ,\nzahl der Fehlentscheidungen wesentlich
hoher isL Da\'0ll winl noch die I\r,de sein.

Die gleil'hzeitige Interpretation \'On zehn und mehr Parametern durch
den CeologPn isL unmiigli(‘h. Eine solche Aufgabe Ubersteigt bei weitem
dil' \l16gli('hkeillen lles menschlichen Gedachtnisses, die der Analyse und
Synllwse sowie der hygislhen un,l arithmetischen Operationen beim
I>llrchllllisimn der Varianten, d. h. die menschlichen Mdéglichkeiten zur
Il1fnrmalions\'<rarheitnllg. Die Schwierigkeit der Aufgabe der Erdol-
lirkundllllg 1111d ihre Wichtigkeit sind, glaube ich, ausreichend erklart.
1;ehPn wir nun :11 ilue Ldsung.

I>N Olensch kann vielfaltigere Arbeit ausfihren als ein Kran. Ein Kran
kann jedoch viele Tonnen heben, wiihrend selbst die Rekordhalter in der
Sdlwr rathlctik kPine 300 kg hcwiilligen. Ebenso ist die Sachlage bei der
I<I'lruischen DingnosLik, z. R. dl'r Int<rpretation der geophysikalischen
Messungen. Die matherntische !fasclrine kann solch eine Arbeit besser,
schneller nnd wirksamer ausfuhrlill als de, Mensch. So wie wir die lie-
genden nud gchenden Rechtecke mit Hilfe von Znhlenpnaren (Lange
und Breite) beschrieben haben. missen wir die Erlschichten durch
Zahlen beschreiben.

\Vcnn 12 Parmeter, also 12 Zahlen 11, X5, ..., X12, gemessen werden, so
kalln man (Ti, :rp, ..., X12) als Koordinaten eines Punktes P im zwolf«li-
mcnsionalcn Raum auffassen, drr einer Gesteinsschicht mit diesen
I'ar retCtW<rten entspricht. Ich hoffe, Sie erschrecken nicht mehr vor
dem mehrdimensionalen Raum und vor einer so grofRen Anzahl von
Koordinaten. Versuchen Sie nicht, sich in Gedanken in <liesen Raum zu
,-ersetzen; es genugt, wenn Sie sieh die folgende Sachlage im gewdhn-
liclwn drcidimensionnlerr Naum volstellen und sich gelassen sagen, daf3
i1 zwolfdimensionalen odr,r zweihnndertdimensionalen Raum alles analog
aussieht. Wir wollen den Haum als Parameterraum bezeichnen. Jeder
Satz ,-on Messungen der gcwiihlt¢n 12 Param<ler, dir die Schichten des
untersuchten Reviers elrarakterisi<rcn, soll als Punkt im Parameter-
r:111111 dargr,0lelll werden. Die \ienge aller ,,erdodlfindigen’ Punkte bildet
irrr 1\:111111 ein gewisses Cehi<l, llas wir mit dem lluchstahrn E (Erdol)
hez<iclrrren wollen. Die Punkte, die di< nicht 6lhaltigen poriisen Schichten,
die kercn Stlllillrlen, ,h:unkterisiPren, hilklen ehenfnlls. ein gewisses
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(Ocbiet im Paramelel'l'aum, das wir mit L hPzcidllHlll wollen. \Vns meinen
Sie — werden ric Gebiete J: nnd L gemrinsnmc Punkte Irhcn. wer<lell
sie sich iiberschneiden :

Die \lltwort ist hirr nirht einrleutig; alles hiingL da,-on ab. wie dir zll
messenden Parameter gewiihh sin,l. :\ngPnommrn, es wirdPn nllr ,lIrci
Parameter gemessen — die B&,htigkrit der S,hicht (ihre Dicke). die
Plektrische LeitriihigkPil, die durl'h eilw 2,25-m-Sonde gemessen wird.
und die relative Amplitude der I'ot:nliale der EigPnpolnrisatioll — so
hatten die Gehiete J: und /, gemeiusam,] Punkte. dellll dirs,i drei I'arn-
meter gestattcn nicht immer di,i IIntfrschcidllllg ,-0ll Erdiil und Wasser.
Wirden nur die Ln;enmgsliffc der Schichl, ihrc Miil'lltigkeit nnd dir
Porositat (<. h. die n+dativen \bmessungen dl's Haumes zwischen dI'll
I''sten Teilchen, die mil Fliissigkeit :rngercichert sl'in kénnen) p\mrssf'll.
so waren die Gebiete Rund /. iihelhallpl nirht unlPrsl'lwidhar.

Oie erdolfindigen Schichten untrrsPlwidcn sich lalsidllidl sehr wisirn-
lieh von den leeren: Sie enthaltrm Ol linrl die anr!Prill nil-hl. 1)j,, wesPnil-
liche Hypothese besteht darin, daU uii Satz ,.o11 I'nrz rmtPr lxisticrl,
mit dessen Hilfe sich erdoélfindige Sdlichtell ,-01l Illlrcll 11111l srllt'idell
Inssllil. Ein solcher Salz von P:irametem kann sehr grnll und schwil
zuganglich fur Messungen sein, dod! rxistifrlsn mufR Pr Iwslilllllll, driill
wir wissen genau, dal? Erdél und \\'asscr lil'hl. dassellu) sind.

\Venn die I"aramcll:r guinstig gewiihlt sind, liegPn die 1;chiells /0 und J,
in ,-ersl'hicdrnen Teilen des Raumes und Kkiinn,sn diln-h cinr Fliiclix ,.on-
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cillallJcl getrclllll welJcll. Diese Sachlage scheu Sie im Bild Jid. Im
zwilfdilllellsionalell Haum sidlL alles analog aus, uur <lie Trcllnllllgs-
Iiiche isl j,Hzl dftlimcnsional.

\Yil' wollen zlllliidist anllehllicll, Jall alles klappt: Die I'anuueLei- kollllLcn
iinslig gewiuhlt wmc«len, 11lld <lic Gebielc H nn<l L im Pal'ametelTaulll
lassen sich Ircllllcll. \Vcnn uns die <;ebicLe 10 uwd L genau bekannt
wiilell, liefc Di,l, tlic TlcnnungsfHichc Icichl angeben. 111 Wirklichkeit
kcllnell wir alwr nur llie MeRwerte, Jie aus einigen schon angelegten
HohlUllgcn slallllllen 1l11tl die ErgeLnisse der Erprimng dieser Bohr-
lédler. In ,i.Ir gcolllclris,hcn Sprache ausgedriickt, \'elfuigeu wir nur
iiler einige 1;rllppcll ,-0ll I'unklen in den 1l:ebieten E uud L, und weite!
ist 1111: llichls NWI'kannl. \ur aur diese Daten :urickgrrifeud, mussell wir
lernen, liclichige alldelc St'ltichlen zu klassirizielen, die in <ler Folge
allflrellln kinnell, d. Il., wir russeu <lie <Icn Schichten elltsprechenclell
I"Mlkk tntwedllr in das 1;d,iet 10 oder in das l:ebict /, einolClnen.

J,tzl isl. logisd!l Klar, ,Jall wil gl\nalll0 nirgehen llliissen wie bei 1Kkl
llechtecken. Die <:ruppc dt! 1ils zi1l- \"cr[iigung slehelldcll Punkte aus
dem t:ebitsL /0 zerlegen wir in zwei Tlile. Dasselbe machen wir mit den
Punkten aus tleru (:ebicl L. Wir nehmen je eine UllLergrllppe aus H un«l
aus /, und Iwlllllzell sie zum \urbau der Trennllligsflache, der Enlschei-
Juugsregel. (Jicsc 'kl mengen slcllell das LdilHr terial dar. Oie rest-
lichen Punkte Lclllllzell wir zur lJeurtcilung der (:iilt tler aufgebauten
Negcl, d. h. zm: I'riilung; sit! hiltlell das Prifungslilalerial.

Ilie clitschcitlentlc Fra;, hcsleht jelzl darin, wie die Entscheidullgs-
ri.gll — tlin Tn!lllilingsrliithc — aurgestellt wird. Die gmviihlte Methode
1111111 natdrlich i, ht nur die prinzipielle Mdglichkeit <cr Anfstcllullg
cillcl Elllschcitinngslegd garantieren, sondern auch illle \nfstclluug in
hillleidu'ud klllzler Zeit lllul die rolgende Klassifizierung tles Prifungs-
{llatclials 1l gerinier Fehleranzahl. Diese Forderungen sind einallllcr
widersprechend: .Jc cinfadier die Form der Trellllllligsflachc ist, mn so
leichter liith sie sil'h aursll'licll. (:leicltzcitig kann eine einfache Follll
der Tlclllullgsrliiclw eine hohe! Feltlerllzahl bcdeuteu. Zu, Verdeut-
lichung konlil:n din Bilder 1*2 uuol J":0 <licneu; eine beliebige (Jerndc —
tine Cinfodw Hegel — tn:1ll1 sclilcchlcl nls eine Kurne, tlic Kulve eines
Pulynollls dlitlcn (;radcs.

ich hali,: Ihilcll nil'hl: die Waluhcit gesagl, , el'dirlcl' Leser, als ich fest-
sLellte, dal? bei der Aufstellung der Entscheirlungslegel nichls wcilcr
hekanlll isl als tlie Menge der als Lehrmalerial diencuden Punkte. Na-
IUrlich stehen uns auler den LehrpunklLeu keine weiteren Punkte im
I"armelenaum zul Vediigung. Es exislicrt aber doch noch etwas, ohuc
das alle 1lllselc SchluRfolgcrungell kcincdei Perspektive halicn: tlie
statistische Stabilitat. Das \Vetter, clitt in zehn Jahren crfolderliclw
\nzahl an Lehrttr- oder die Anzahl tlcl' Lungclikl'lbscl’krankungell
lassen sich auf (;lund dcl' voltingegangeuen Erfahrungen nur llltcr tler
rorausselzilllg, <aR im folgenden ,.etwas Ahnliches cinlreffcll" wird,
Yorhcrsngen, nlso unlcr tlcr Vorausselznng clc-s rorhuntlellseills einer be-

233






slimllltell \Vahrscheinlichk<'itsverleilung bei der Menge der betrachteten
(;réUen.

Fuar das \\"pder ist das die Verteilung \«Oll Druck, Tempemtur, Feuch-
tigkeit usw.; fiir den Lehrerhedarf ist es die Yerteilnllg der geborenen
Kill,lcr und allderer (;rélell, die die Anzahl der Kilklel in zehn Jahreu
bestiulllllsll. Zur \"orliersage der \Vilksamkeit der gewihlten Entschei-
dungsregel. d. h. zur \"orlwrsagc der \nzahl der Fehlentscheidungen bei
dPr KlassifiziPrlig rPitht die Kenntnis ller Fehleranzahl im Prufmaterial
lllwh uicht aus. \lall mull sieh 110..!1 da,-on UGberzeugen, dal; in der Folge
,,Clwas .- 1¢s I'intrefren® wird, d. h., man muB ,-0laussetzen kénnen,
dall die \l,llg< der zn klassifizierenden Ohjekte eillPr uns zwar unbe-
kannlICll, lo..Il ganz bcslimmten festen \\"'uhrsehcinlichkeitsycrteihmg
gPniigl. Elsl allf ller Cnlndlagc diescl \"orausselzung kanll mau eine
statistisdue I'rognos<' aufstelll'n. Wir haten hcreits fruher criirlert, dafi
nicht alh: zufiillh:cn Ereignisse stalistis('h slubil sind.

\\V'iihrend 1l1all di,\ Elhllwil dtr Unterslhrift auf eillem Sehclk (gegen-
illlr der Fiilst'hllng) ril Hilfe eines J’rogralllllls zur Zlidienerkennung
11lit Erfolg pliiftll kann, da hitr tiiie exakte statistisI'nc \ufgabe vor-
litgl, kalln man l'in I"rleil iil)('r einen \"erbrctlilr nidll llad! einem dPr-
artig,.n I'rogrnrm fiilll:n.

I'h wterdte nil-hl GbI'r die miglidlen Yelfahrell zur \ufstellung der Eut-
sthcidlingsrligtlll hci dm: Zcil'lhcm-I'kI'nnung llerirhlen, ohwolil man die
nisprilli(llden Mtllinden elemenlar darl, 11l kullll. das wuirde zn,:iel
J’lalz tinliClilnen. 11"l 1liid!1c lcdiglil'h Iwlllcrken, tlaf die nns zur Yer-
flugllllg slehcnllell Parameter uilhl.die \liiglithklit hielcn, ,lic Ohjekle
i1111111r I'indcutig zu klassifizilwen. llti jeder Entscheidungsregel kénnen
also h-lrlel :iuflLretell. Man Irnn abcl stets die Regel so wahlen. dau
cirw minimale Fehlernzahl gcwiihrleistct ist.

Dil' Sa,hlagc wird dnrd, Hihl H.4 ,erdeutlieht. Die Bereillw E und /,
iill<'rsdllicidcn si<h. Im Fall d<'I' (aeirh,-elteilung fir das \uftreten von
1"linklt:n aus d!'ll Ccl,il'lcn Rund L gamntiert die durch die ausgezogene
Linie 1Pgebe,us Elllsdleidungsregll eine licdeutcnd geringere Fehler-
anzahl als tlic Hegd, llill dI't geslIridleltcn Linie entsprichl.

Es isl sdllnr zu sagen, wann die Benutzung derartiger Erkclilllings-
prouralllllle gercl'htfertigt ist. \lanehmal kann sie einem SehieUen mit
l.anoncn auf Spalzeu gldil'hkolllluen; andererseits kiinnen die Schwierig-
keiltn IHi ltr Cewinnunp der niitigen Daten so grof3 sein, dal die .\n-
wliHlIullg der ,-0,gcsehlagenen M«thodeu unzweckmaRig ist.

Dil' Ifonlltzullg nr Erkcnnungsprogramnwu hei der korplexen Inter-
prl'lalioll gcophUOsikaliselll'r Messungen fiir die Erdélerkundung hat bc-
delllelule Erfolyc gchraeht. Jn dCn fiir die .,mens, hliche Interpretation-'
gut geeigneten tatarischen He,-icren machten die Geophysiker 5 his 60/
Flhler. Die Interprelation dessclhen ?fotlrials mit Hilfe der mathema-
tisI'hell Maschine M-20 und eines Programms zur Zcichencrkiillililllg
ergab eine Fehleranzahl von etwa L1/ Bei dir I'nlersuchllligen im Erd-
Olrc,-icr nm Shetybai Lrafcn die dort tiiligen (;cophysikcr :JG0/g Fehl-
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cnls('hcidllligtll: selbst hochqualifizierte (Ocophysiker kamen untei- Aus-
11litzung der mod(' rsten Olethoden und Mittel der ,,menschlichen Inter-
prelation" zu mrhr als 20"/0 Fehlurteilen. Die maschinelle Bearbeitung
desselben llaterials mit IliHe eines Programms zur Zeichenerkennung
t'rgah nur 61,5 FthICI'. Sie sehen, der Effekt ist erheblich!

Es isl her\'(Irzllliebt'n, dall bei der Interpretation der geophysikalischen
Daten mil Hilfe eines Programms zur Zeichenerkennung die mathcma-
tisdic Olas(hitw lediglich fur die Aufstellung del Kilassifizierungsrcgcl
henulzt wird. Danach lauft die ganze Klassifizierung nur noch auf die
AMnhiplikation und Addition von Zahlen hinaus. Die Werte der an der
Schichl gPmesscncn Palameter sind in bestimmter Reihenfolge anzu-
ordnen; jeder der \\'erte wird mit einem entsprechenden Koeffizienten
multipliziert, und die erhaltenen Zahlen werden addiert. Ist die Summe
groRer als einP Nn,rgegebene Zahl (die auch Schwelle genannt wird), so
wird angenommen, daf3 die betrachtete Schicht erddélhaltig ist.

Heute werdl'll die maschinellen Methoden der Interpretation der geo-
physikalisehen Daten bei der Erdélerkundung in del Praxis bereits in
groRem Maflistab angewandt.

Et\as Uber mtdizinisehe Diagnostik

aic \rbcit in del Diagnostik psychischer Krnkheiten und Scrven-
krankheit('n hat erst begonnen. Es ist schwierig, vorauszusagen, ob die
vorgesehlagcmen NNethodcn hier zu brauchbaren Ldsungen fihren werden.
Die Sammlun! zn,trliissigen Ausgangsmaterials Uber Hunderte von
Patienten, ht'i dPr sehr ,iele Fragen zu beantworten sind, ist recht
auhvellllig. Dl'r Fragebogen, von dem im Gesprach mit dem Psychiater
die llI<dc war. wurde in mehreren Varianten aufgestellt. Einer davon
cnlhiih :1:10 SO-mptome. Es ist noch unbekannt, wicYiele da\'Oll far die
)ingnoslik di'r Srhizophreni<' wesentlich sind.

Bevor id!l uber andere .\nfgnhen der mcdizinisehen Dingnostik berichte,
hci denln diP Anwendung von Programmen zur Zeichenerkennung zu
bestimmtln Edolgen [cfiihrt hat, mussen wir klar umreilen, welche
A\ufgaben der Dia{nostik hier in Frage kommen.

Die Diagnose einer Krankheit ist ein sehr komplizierter geistiger Prozel3.
Der Arzl muB sich auf Grund der Beschwerden des Patienten, der Be-
fragung und der lintcrsuchnng ein Bild von der mdglicherweise vorlie-
gend('n Erkrankung maehen. Durch zusiilzlichc Untersuchungen mufld er
seine VorsLPInngen priizisicren und schlieBlich eine Heilungsmethode
wiihlcn, die er u. C. entsprcdwnd dem Verlauf der Krankheit korrigieren
mulf3.

\Vcnn ein Patient. iUber Sehmelzcn in der Hand klagt, so kann das durch
rinc Erkrankung des Nen-ensystems, durch Stérungen in der Téatigkeit
des BlulgeHiRslstcms, dnrrh Muskelerkrankungen usw. bedingt sein.
Vorliiufig ist nicht bekannt, wie mnn au solche allgemeinen Fragen der
Diagnostik mit HiHc malhematisthcr Methoden herankommt. Zum
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gegcnw B tigen Zeitpunkt geben die Methoden der Zeidicllerkenmillg
nur die Madoglichkeit, Aufgaben der differenzieren<len Diagnostik zu
formalisieren und zu l6sen. \Vas damit gemeint ist, erklire ich jetzt
etwas genauer.

Jn der klinischen Praxis wird die Gesamtheit der Erkrankungen dim-h
den Arzt relativ leicht in sich deutlich voneinander unlerscheidclide
Gruppen eingeteilt. Jede dieser Gruppen hesLeht aus einigen Krank-
heiten, die von untereinander &hnlichen Symptomen begleitet werden.
Nach dieser groben Einteilung entsteht die Aufgabe, die entsprechende
Krankheit innerhalb der Gruppe zu bestimmen — llie Aufgabe der
Differenzierung. Gerade die differenzierende Diagnostik ist mitunter
selbst fur hochqualifizierte Kliniker mit erheblichen Schwierigkeiten
verbunden. Deshalb missen oft mehrere Facharzte mitlillander beralcn.
Auch diese kollektive Erdrterung fuhrt nicht immer zur Heltung des
Patienten. Die Burde der Verantwortung fur eine falsche Entscheidung
ist jedoch fur ein Kollektiv weniger schwer. Sie werden verstehen, daf}
das ebenfalls von Bedeutung ist, wenn Sie sich an unsere Uberlegungen
Uber die Wahl eines Kriteriums und Uber das Treffen einer Entscheidung
erinnern.

Die Erdrterng der Probleme der differenzierenden Diagnostik im
Rahmen dieses Ruches deutet uicht auf irgendeinen ticfelen Zusammen-
hang zwischen der Differentialrechnung und der differenzierenden
Diagnostik hin. Differenzierung bedeutet die Zel'legung eines Ganzen in
Teile, die Aufgliederung in einfache Elemente. Ob die Elemente abstraktl'
Intervalle auf der Zahlengeraden darstellen oder ganz konkrete Krank-
heiten, ist Sache der Autoren <ieser Faehausdriicke, die in beiden Spe-
zialrichtungen vom Differenzieren sprechen. Wenn Sie den Abschnitt
Uber das Entstehen von Fachausdriicken ausgelassen haben sollten,
kénncu Sie schnell zuriickblattern! Yergessen Sie jedoch nicht, hier Ubel
die rliffelenzierende Diagnostik weiterzulesen, das Interessanteste be-
Oimlt gerade erst!

Die Anwendung der llethoden der Zeichenerkennung :wf die differeu-
:ierende Diagnostik von Krankheiten erfordert zunéchst die Feststellllllg
der charakteristischen Symptome bzw. Syndrome. \Venn die Symptome
festgestellt sind und gentigend Lehr- und Prufmaterial gesammelt ist.
¢cl. h. Angaben Uber eine groRe Anzahl von Patienten mit den zn diffe-
renzierenden Krankheiten zusammengetragen sind, wird mit Hilfe der
Ilaschine die Entscheidungsregel au'gestellt und dann in <er Praxis
angewandt.

Solvohl in der Sowjetunion als auch in anderen Landern sind viele Ar-
beiten Uber die Anwendung der Methoden der Zeichenerkennung bei
der Diagnostik von Krankheiten erschienen. Ich kann zwar nicht tber
alle berichten, mochte Sie aber, verehrter Leser, von ihrer Wirksamkeit
Uberzeugen. Als Beispiel fuhre ich eine Arbeit an, die ein Leningra<cr
Kollektiv ausgefiihrt hat, das aus einigen Kybernetike r-. die Programme
Gr die Zeichenerkennung aufgestellt haben, mul einigen Nenrologell
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besteht. Ich kann nicht sagen, ob diese Arbeit die eindrucksvollstell
Ergebnisse geliefert hat; ich habe sie le<iglich deshalb gewéahlt, weil mir
<ie Autoren persdnlich bekannt sin<.

Stérungen des Blutkreislaufs im Gehirn kénnen sowohl zu Gehirnblu-
tungen als auch zur Aufweichung der Hirnmasse fihren. lhre Ursachen
sind unterschiedlicher Natur. Die Aufweichung <er Hirnmasse wird
hiufig <urch Thrombosen im Gehirn hervorgerufen. Zur Beseitigung der
Thrombosen werden Antikoagulate in llen Blutkreislauf <es Kranken
eingefuhrt, also Stoffe, die der Blutgerinnung entgegenwirken. Bei
Blutungen werden entgegengesetzt wirkende Mittel eingefuhrt — Koa-
gulate, die die Blutgerinnung férdern und den weiteren Blutaustritt aus
den BlutgefiiBcn in die Hirmasse verhinder .

Fehler bei der differenzierenden Diagnostik dieser beiden Krankheiten
kénnen fur den Patienten verhangnisvolle Folgen haben. Wird bei einer
Aufweichung der Hirnmasse folschlicherweise Gehirnblutung diagnosti-
ziert, und dem Patienten ein gerinnungsférderndes :littel verschrieben,
so wird die Ausbildung der Thrombose verstéarkt. Die Unterbrechung der
Durchblutung weiter Teile des Gehirns fiihrt zu deren Zerstérung, und
der Patient kann sterben. Wird andererseits eine Gehirnblutung nicht
erkannt und dem Patienten ein gerinnungshemmendes Medikament
verschrieben, so kann sich die Blutung verschlimmern.

Die L6sung solch einer \ufgabe der differenzierenden Diagnostik stellt
sogar erfahrene Kliniker — Neurologen — vor grof3e Schwierigkeiten.
Haufig ist der Anteil der Fehlurteile oder der unbestimmten Diagnosen
sehr gro3. Die Leningrader Kybernetiker und Neurologen (A. Franzus,
J. Tonkonogij und ihre Mitarbeiter) untersuchten 278 Félle klinisch. Sie
fuhrten anatomische Beobachtungen der Gehirnblutung und der Em-
bolie durch, die im Ergebnis eines Insults bei hypertonischen Erkran-
kungen, infolge Arteriosklerose oder rheumatischen Vaskulits entstanden
waren. Wie ein Vergleich der Ergebnisse der arztlichen Diagnosen in der
Klinik mit den Daten einer folgenden pathologoanatomisehen Unter-
suchung zeigte, betrug die .\nzahl der richtigen arztlichen Diagnosen
750/,, die Anzahl der unbestimmten Félle 13% und die Anzahl der Fehl-
diagnosen 12%. Eine unbestimmte Diagnose, bei der die Arzte zu keinem
Urteil gelangen kdnnen, ist fur den Patienten fast dasselbe wie eine
Fehldiagnose, denn es werden keine entsprechenden MaRnahmen zur
Heilung eingeleitet, und cler Kranke kann sterben.

Es wirkt befremdend, dal der Anteil der richtigen Diagnosen bei so
verbreiteten Krankheiten so niedrig ist, zumal die erforderlichen thera-
peutischen MalRhahmen gerade entgegengesetzt sind. Man muf jedoch
berteksiehtigen, dal die dufleren Erscheinungen in beiden Féllen sehr
ahnlich sind.

So werden beispielsweise BewuRRtlosigkeil und Erbrechen fiir Anzeichen
der Gehirnblutung gehallen. Aber die gleichen Symptome werden manch-
mal auch bei der Embolie beobachtet. Rote, blutige Farbung der Hirn-
und Rickenmarkflussigkeit werden als charakteristisch fur die Gehirn-
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blutung angesehen, wéahrend Fad,losigkeil als Zeiehcl!l der Embolie gill.
Nicht selten trelcn aber auch bei der (;ehirnblutuug keine Xnderungcn
in der Farbung ein. Jedes dieser Anzeichen kann also bei beiden betrach-
teten Krankheiten auftreten, Offenbar besteht der einzige Weg zur
Erhéhung der Zuverlassigkeit der Diagnosen in dl'r komplexen uia-
gnostik samtlicher Symptome.

Die Leningrader Wissenschaftlel haben bei dci- Anweu<ung der MeLhodm!
<ler Zeichenerkennung 25 Krankheitssymptome bertcksichtigt. Als Lehr-
material dienten 100 von den 278 zur Verfliigung stehenden Fallen, und
eine Prufung am restlichen llaterial ergab, dafl3 die masrhinelle Diagno-
stik zu 880/ richtiger Urteile fuhrte. Wie Sie sehen, konnlc die Zuver-
lassigkeit der DiagnosLik durch die Anwendung mathematischer Metho-
den bedeutend erhéht werdtn: von 75 auf 880/;. Angesircbt werden
natdrlich t000/( richtiger Diagnosen. Bisher wurden jedoch erst die ersten
Schritte getan..\uBerdem kann es sein, dal’ die beobachtelen SympLome
fur eine eindeutige Diagnostik nicht ausreichend sind und noch andere
Symptome bericksichtigt oder zusatzliche L:ntersuchungsmclhoden an-
gewandt werden mussen. Der Arzt l,enutzt bedeutend mehr Informati-
onen, als sich aus den 2! Sivmptornnn ergehen, die in die mathematische
Maschine eingegeben wurden. Er sieht den Patienten und heurteilt
manches intuitiv. Vergleichbare Mdéglichkeiten auch fur die Maschine zu
schaffen, ist sehr schwierig, denn die Arzte kénnen wie ,ielc andere
Menschen nicht immer ihre Beweggrunde analysieren, aur deren Grund-
laie sit ihl'e Entscheirnngell treffen.

Istes nichtan dt!r Zeit, den Arzt dur,h einediagnostizilrende llasehinl
zZu ersetzen ?

Wenn die mathematischen Methoden einen hoheren AnLeil riehtiger
Diagnosen liefer, ist es da nicht an der Zeit, auf die Xrzte zu veizichten
und Mathematiker mit <lcr medizinischen Diagnostik zu beauftragen?
Ich glaube, dalR die Xrzte rhig schlafen kdnnen! Man darf niehL anneh-
men, daf3 die,\ufgabe der Xrzte nur im Stellen der Diagnosen besteht. Sie
haben die noch schwierigere.\nf ahe, die Kranken zu heilen, wichtige Pro-
bleme der Prophylaxe und vieltandere Probleme der Medizin zu l6sen.
Yielleicht kann man aber wenigstens den Arzten die Diagnostik abneh-
men und sie den mathematischen Maschinen Ubertragen?

Ohne Arzt ist die maschiuelle Diainostik nicht moglich, denn der Arzt
mufl die fur eine Krankheit wichtigen Symptome erkennen. \VI'nn er sich
auch manchmal hei der Einsl'hatzung der Wichtigkeit eines Symptoms
irrt, so bedeutet das keinesfalls, dal man ihn ganz ausschalten kann. Im
Gegenteil, die diagnostizieren<len Maschinen erheil'hter und \'erhesser
die Arheit des Arztes. Hier liegt jedoch eine (;erah,, deretwegeu ich
diesen scheinbar unndtigen Abschnitt einpefligt habe.

In Wirklichkeit ist der Mensch — der Arzt — eine hervorragende diagno-
stizierende ,,Maschine'! Ich hoffe, daR sich die jhzte durch einen der-
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artigen Vcrglei..!l nichl gekrankt fuhltn, son<leru ihn als héchstes Lob
auffassen. .\llcrdings isl ein Yorbehalt nélig: Her Arzt mul3 den Kranken
llidit nur heohalhlcn, cl- dal'f nicht nur ansehen und anhéren, er muf3
,ch sehen und héren kénnen.

It-It halte Cclcgenhcit, mit B. F. \'otichal Uber Jie Fragen Jcl medizi-
nis(hcn Diagnostik zu sprechen, eirwwm hervol'l'agen<len Therapeuten,
crdierten \Vissclisl'haftler unil klugen Menschen. Er entwirft nicht nur
(;eriite fur medizillisl'ne Cntcrsnchungcn, sondern stellt sie auch gern
seihst her. Er ist akti,-er Propagandist der neuen Technik in der Medizin
ulHl Vorsitzender videl luaRgebendel Kommissionen auf diesem Gebiet.
Deshalb ist seine Meinung Ubel: die Rolle der Elektronik in der Vledizin
l)('sondels interessant. Er behauptet, ,103 ,lie dektronischen und kyber-
rHlischen Gerate zum legenwarligen Zeitpunkt dem Arzt mitunter nicht
helfen, sollklem eher schaden. Der \rzt ,.crliit sich mehr auf die elektl0-
llisdlen Geriile als auf seine ('igcnen .\ugen und Ohren. Statt den Kranken
ordentlich abzuhorclwn und ahzuklopfen, betrachtet er das Elektrokardi-
ogranun und sieht es als Crteil oln hiichsten Inslanz an. Xhnliche Be-
rcrkuugcen beziehen sich all¢h auf beliebige andere Uutersuchungs-
mf'thoden, bei dI'nen der Arzt iu rleu llintfrgrund gedréangt wird.

Ich mochte die \rzlc ganz und gal nicht aufrufen, die neuen Untersu-
i-hungsmethoden zu ignolicren und zu den guten alten Methoden des
Landarzlcs zuriickzukehren; mir gebt es ledigliclr darmn, zur Nutzung
aller Méglichkcilen hei del: Diagnose von lGankheiten auFzufordern. Die
\ugen, die H&ande und die Ohren des Arztes sind ,-on der \alur geschaf-
renc hcn-orragende Gerate! Deshalb sind nicht Xrzte durch \faschinenund
\faschinell dur..Jr :\rzte zu ersetzen: sie mussen heidP dm- \fo<lizin dienen.
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Was ist unser Leben? Ein Spiel eee

So beginnt die bekannte, aus lauter Aphorismen bestehende Arie des
Hermann in der Oper ,,Pique Dame"".

Obwohl andere Aphorismen dieser Arie ernsthafte Zweifel ausldsen, ist es
unmoglich, sich mit dieser Aussage nicht einYerstanden zu erklaren.

Im Lauf unseres Lebens begegnen wir nicht selten Situationen, in denen
die Beteiligten verschiedene Interessen haben und verschiedene Wege
zur Erreichung ihrer Ziele gehen. Ich habe absil'htlich gesagt — Ziele und
nicht Ziel, da es beliebig viele Beteiligte gibt und jeder sein Ziel hat.
Derartige Situationen werden haufig Konflikt genannt, und das mathe-
matische Modell dafur wird als Spiel bezeichnet. Jetzt verstehen Si,'
sicher, wie richtig der erste Satz in der Arie <es Hermann ist, obwohl di.1
Autor des Librettos sicher etwas anderes gemeint hat!

Erinnern wir uns an eine andere dramatische Situation, das Duell Len0-
kijs und Onegins:

Das Paar wirft rasch die Mantel ab,
Snrezkij, schweigsam wie ein Grab,

Hat zweiunddreif3ig Schritt vermessell.
Die Gegner wéahlen ihren Stand

Und harr'n, die Waffen in der Hand.
,,Jetzt los!™

Und bittren Erstes schreiten

Zwei Feinde, stumm in kalter Ruh,

Den Lauf gesenkt, Yon beiden Seiten
Vier Schritte aufeinander zu.

Vier Schritte, die zum Jenseits fuhren.
Dann hebt in stetem A\'ancieren,
Onegin, schweigend wie zuvor,

Ganz langsam sein Pistol empor.

Funf Schritt noch sind zuriickzulegen.
Jetzt hat auch Lenskij haltgemacht.
Legt an und zielt — da plétzlich kracht
Onegins Schuf3 ... mit dumpfen Schlagen
Entschied das Los: der Diehter wankt,
Sein Arm versagt, die \Vaffe schwankt,
Still hebt er seine Hand zum Herzen
Und fallt. Sein mattes Auge spricht
Von sanftem Sterben ohne Schmerzen.l)

Die Duellanten hatten verschiedene Ziele. Es ist anzunehmen, dal? Lemkij
<der Mdglichkeit, sterben zu mussen, kaltblitip gegentiberstand, er wollte
den Beleidiger bestrafen; Onegin bemihte sich, sein Leben zu el—!llen
undl hatte auch kein Jnteresse, den Gegner umzubringen. Sie durften jeder
nur einen Schul} abgeben; jeder konnte, dem anderen entgegengehend,

1) Nach A. S. Puschkin, Gesammeltl Werke in 6 Banden. Aufbau-Verlag 19C.
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heim ersttll Schritl, bPim zweiten, dritten usw. his zur Barrinrc seinen
SdmR abfenern. Jedel' konnte also seinen Schufmoment wéahlen oder,
wie man in iler mathematischen Spieltheorie sagt, eine von sechzehn
Strategien wahliPl1l.

Wenden wir um einer Aufgabe zu, <lie auch einen dramatischen Einschlag
hat. <loch gewdéhnlich nicht zu so katastrophalen Folgen fuhrt wie ein
Duell — der VertPicligung einer Dissertation. Das einfachste mathemati-
sche Modell findet man, wenn man die Situation, in der sich Doktorand
und Gutachter befinden. als ein Spiel betrachtet. Bei grébster Betrach-
lung dieses Spiels hat der Doktorand zwei Strategien zur Verfigung —
er kann eine gute oder eine schlechte Dissertation ablicfem; dem Gut-
achtel stehen ebenfalls zwei Strategien zur Verfigung — er kann ein
positives odtr ein negatives (;utachten abgeben.

FUr den Doktoranden ist es einfacher, eine schlechte Dissertation zu
schreiben; dann ist aber ein negatives Gutachten wahrscheinlicher, und
er wiirde sein Ziel — den Doktorgrad zu erhalten — nicht erreichen.
Fiit den (jularhter ist es am leichtesten, die Arbeit nur kurz durchzu-
hliillcrn und ein positi\'rs Gutachten zu schreiben. Schreibt er allerdings
ein positives (;utacht<n rir eine miserable Arbeit und kommt das bei del'
Mfentlicheu \'crteidigung zum Vorschein, so wird sein wissenschaftliche!"
Huf untergraben. Der Doktorand weil3 nicht, welche Strategie der Gut-
achter wahlen wird. Er hat seine Lage allseitig einzuschatzen und die
Slrntcgic zu wihlen.

Jeder der Spieler kann fur sich irgendeine <er fir ihn moglichen Strategien
wahlen. Jede Gruppe \'On mdglichen Strulcgien (eine Gruppe fur jeden
Spieler!) wollen wir Situation nennen. In der betrachteten Aufgabe isl
z_B.die Situation mdglich, daf? der Doktorand die Strategie gewahlt hat,
eine schlechte Dilsertation zu schreiben, und der Gutachter die Strategie,
lsin ucgatin's Cntnchlen abzugeben.

Man kann ('in lpinntitati\'es Kriterium einfiUhren — ein Maf fur die Vor-
leilc, die jede der miigliclwn Situationen bietet. Der Spieler muf3 fur eine
schlechte Wahl drr Strategie zahlen und gewinnt bei guter \Vahl der
Strategil'. Drshalh wird dieses 1fol3 haufig Gewinn genannt. Das Spiel
fiilnt naldrlid! ni<'ht immer zu Gewinnen; wenn lhnen irgendeine Situa-
lion einen Verlust icbracht hat, so entspricht das einem negativen Ge-
winn. !lanchmal wird dl'r Verlust als MaR fur <ie (,Utc der Strategie
brnutzt; dann entspricht I'iner erfFolgrciehen Situation, die zum Gewinn
fiihrt, ein negnti\'er Verlusl.

111 unseren BcispiPlen sind die Cewinnc des eineu Spielers keinesfall den
\'cllusil:'n des anderen Spielers gleich, so dal3 sich ihre Interessen zwar
1lid11 widcrsprceclicn, wie das z. 11. hci Clicksspielen de, Fall ist, jedod!
alldl nichl.littsdhen sind.

Wir befinden uns ebcnralls in einem Spiel, \'erehrter Leser! Das sind
meine Stralqg.icn: Ich schreibe ein gutes, ein mittelmiBiges oder ein
miserables Budl. lhre Slrategien sind: Sie lesen <las Buch in allen Einzel-
lwitcn. Sie ,Phen cs :lllrmcrksam durch, oder Sie blattern es nur ober-
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[liic-hlid!l durdi. Das ist ein sogenanntes 3 X:J-Spid, d(nll ich hahe <IIPi
Strategien und Sie ebenfalls drei.

W('nll Sie uoch dem Lesen des Buches eine begeisterlr. Pinr kiihll' odPr
eine niederschmetternde Rezension schreiben, es na,h tinm I>lirdisdi'll
in die Erke werfen oder \'erwandten schenken, so hnbc it-h lla..Jl wil' yor
tIn,i Strategien, Sie jedoch serhs. .letzt handelt es sich 1111l ein :I X [i-Spitel!
Il unserem Spiel bezahlen Sie an der Kasse der Rurhhandlung. in dtr Si,
das Hueh kauren: dannch wenden Sie Zeit fiir das L,:sen [111l": riil 11lid1
kann eine negalin) Hezension nachteilig sein, auch in dPm Fall, in dt,!ll
ich dPr Meinung hin, Pin gules Buch gcs,hrieben zn halu,ll. I>eshalh
wollen wil' anrh weilerhin von Gewinnen und \'erluslisll spris{-Il1l. \Yi,
Sie seht'n. liahen wir in unserem Spiel auf rtthl untersdliedlidw \Veise zu
zahlen. die (zewilllw in ein und demsdhen Spiel kénnen also riir die YI'r-
sdliPdenen Spieler in ll1llerschiedlichen Einheiten gemessen wtrden.
Jedes Spiel zweier Personen mit einer cnrllichCn \nznhl ,-0ll SlrntegiPll
liidt sich am hcqucrsten in Form Pinel: Tafel. einer Malrix. darsltlkn.
wohri dil' Zeilen den Strotegicn tles ersten SpiPlels nn,l dil' Spahcn dI'n

‘lafPl I1. ,;jiwinn des Doktoranden

Strategien des Gut Schltcchte
Doktoranden | |[lissNInlinll  |lissprtatilll

Stratogicn
des Gutachiers

PositivPs 1_nlachten ' 3

"'egativPs f;utachtcn Y -2

Straltgicn des zweiten entsprcdlcn. fll Tafel IL s, -hll Sitr 1t soll'ill’
\latrix fur das 2 X 2-Spicl zwisrhen Doktoran(l nnd Gutnl'illc\r.

Oie Zahlen in der :lalrix sollen hier den Gewinn des DokloralldP1l fiir
jme Sillllllion hcdeulen. Diese Gewinne sind natiirlieh in lwdinglPIll Ein-
heilen anAegeben, denn wir wissen ,-orliiurig noch nichl, wie wir clil
Hcgeislerung des DoklI<Hatltlcn hci gllitklithem Ausgang clcr Verleidigung
oder seinbn Kummer heim Dm-chfollen quontituti,- ans,lIrii¢kCn kiinnen.
Die (:'winnmatrix fur <lcn (;utachter kann Yéllig anders allssl'hcn, z. B.
so wie in Tafel 12. Es ist hercits klar, wnrm cler \'erInst dtss | :ntachtl'rs
ho<'h ist, wenn er eine schlechte Dissertalion gut rinsd,iilz1. Ein n¢gnliY<s

'Itifid /.. (liwilllle del Gttlad,tlir"

Strategicn des (;utc S,-hherhlP
Doktoranden | Diss<rinlion Diss,l1alillll

Strategien
des Gutachters

Positiv,,s (;ntachtcn J —:l
\e,gatines 1:1lInchtPrt - —)
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Cutal’'hLell ful' eine schledlLc \rLeit un< womdéglich gar fur eine gute
ahzllgebon, ist fur ihn nicht angenehm: In <ler Hegel haben es die Leute
nidltgelll, in der Holle des Sachharn aurzutreten, den man bestellt, wenn
ein Huhn zu schladllen ist. \Venn es dem (;utachter nicht gelingt, sich
rel'hlzeiliy aus del \ffiire zu ziehen und er eine negative Einschatzung
sdllcilLell mus, cdci<let aud! er eillen gewissen Vcrlust. Fir diesen Fall
habe ieh dell l;twinn durch die Zahl — 3 angegeben. Die gunstigste
Situatioll fir den Gntnehter ist ein positi,-es Gutachten zu einer guten
Disserlalion, deshalb ist hier sein Gewinn positi,-; er ist zwar nicht sehr
groB3, clol'h es ist inllnerhin ein Llewinn. Wenn man sich nun die Matrix
aufmerksamansieht, wird velstiindlidl, warum es gewdhnlich so schwierig
ist, eillP1l I:111adltel fur eine Dissertation zu finden.

In unserem Beispiel kénnen (;cwinn (und Verlust) nur in bedingten Ein-
heiten angegehl'll werden. Bei vielen Gliil'ksspielen und bei der |JInter-
slirhllng vieler iikonomischer Flagen wird der Gewinnin Geld ausgedrickt;
hei tedlllisehell Prbh'men kiinnen die Velluste z. B. llcparaturzciten
oder Slillstandszl'ilt'n d'r \nlafen sein. Dil Gewinne kénnen also in den
,erschicdenslen Eilllllsilcll ausgedrickt werden.

Ein Spiel kann beliebig Yiele Beteiligte haben. I unserem Spiel, verehlter
Leser, wird es sicher viele Tpilnehmer geben, die Leser dieses Bu.Jlcs. Es
wird sicher so sein, dal? die einzelnen Leser verschiedene Interessen, unter-
schiedliche Vorbildung und 1111LPlsdliedliche Ziele haben. Die einen wollen
aus dem Bu<'h etwas Neues und \Vichligcs erfahren, <lie anderen wollen
sil'h einfach vonihrel eigenen.\lbeitetwas ablenkenlassen, diedritten ...
Ich glaube, wir l,rauclwn nicht alle (Uriinde zu suchen, die uns zum Lesen
I'incs Buches bewegen. id, kann nueh nicht immer erkléaren, warum ich
ein Blldl iiher 1:I'li'l ik oder Anhilektur lese. das mir gem«le in die Hande
gerat.

icht immer braucht Pint' einzelne Pelson als Spielteilnehmer aufzu-
treten. Btsim FuRballspiel sieht man die beiden Mannscharten als Ganzes
als Spidbetciligle an. im Kril'g sin<l in Abhéngigkeit von der Sachlage
ganze Slaalen oder Slaalengrppen odpl einzelne \rmeegruppierungen
die Beleiligtcn dI'S Spiels.

Das Zid des Spiels isl fiit jellPll Bcteiligten die \Vahl einer solchen Stra-
Icgie, hci der sl'in 1IPwinn mdéglichst hoch isl. Alles wére r<cht einfach,
wenn dem Spiclpl b¢kannt wére, wekhe Strategie die anderen Teilnehmer
gewahlt hahen. In lil:slm Fall braul’ht er nur die Situationen durl'hzu-
sehcll, zu diill'n dil' ,-011 den anderen Teilnehmern gewahlten Strategien
rahren. um riir sil-h sdhsl diP Strategie zu wéahlen. <lie ihm den maximalen
L;ewinn Ocwiihrleisll'i. J)pr Spieler weil3 jedorh nicht, wekhc Strategie
seine 1:cgller gewiihlt hab<u. | ;eradc darin Lesteht die Schwierigkeit, das
Intercsse nntl ni:lllllhillal nul'h das Risiko dtss Spiels.

Von allen miiglil'lHn Opiden sind <lie mit zwei Teilnehmer, deren Jntc-
rcssen cntgegeng!l'SPIzt sind, am cinrachsten: in je<lel Partie des Spiels ist
Jder Verlust dI'S einen Spielers gleich dem Clwiir (mit entgegengesetzten
\'orzdil'ncn) des ailllercn. Solche Spiele werden manchmal antagonistische
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Spiele genannt. Ich werde den letzten Ausd B ck jedoch nicht benutzen,
um keine Verwirrung mit Begriffen der Philosophie zu slLifLell, die, wie
Sie sehen, auch in der Mathematik auftreten. Die Summe del Gewinne
beider Spieler (des Gewinnes und des Verlustes als negativer Gewinn) isl
stets gleich Null. Deshalb wollen wir solche Spiele :llllsnmmenspielc
nennen.

Die Bedingung, daf das Spiel die Summe Null hat, Lc<leutct eine wesent-
liche Einschrédnkung. Sogar bei so ernsten Konflikten wie kricgerisdlell
braucht sie nicht erflilt zu sein — der Verlust der einen Seite braucht
durchaus nicht gleich dem Gewinn der anderen zu sein, da die Verluste
der beiden Seiten, wie wir bereits wissen, sogar in nelschied('nen Ein-
heiten ausgedriickt sein kénnen.

Es ist offensichtlich, daR es bei Nullsummenspielen nicht notwendi. isl.
die Gewinne beider Spieler anzugeben. Deshalb ist ein solches Spiel
bereits durch die Aufzahlung der Strategien beider Spieler in einer ein-
zigen Gewinnmatrix gegeben.

Wir setzen voraus, daf ein bestimmtes Spiel ,-orgegehen ist; die Slrute-
gien Ay, A, ..., Ay, des ersten Spielers und B;, BI, ..., B, des zweiten
Spielers seien bekannt, ebenso die \Verte aij, die den Gewinn des Spielers
A (bzw. den Verlust des Spielers B) bedeuten, wenn die Spieler die Stra-
tegien A; und B; wahlen. Die Matrix des Spiels hat das fol,PIHIC : ussehcn:

B1 B2 cee Jl..
Al au an t11,,
A2 a2l a2 f'n
Am ami Tm2 (mn

Wie kann man die Lésung des Spiels finden 7

Far jeden Spieler bedeutet Lésung die Festlegung einer solehcn Hand-
lungsweise, bei der sein mittlerer Gewinn Utber eiue grofe Anzahl \'On
Spielen maximal ist. Es muf3 jedoch noch gesagt wClden, daf3 wir Leide
Spieler fur gleichméRig ,,schlau’ oder gleichméagRig ,,dumm® halten —
jeder kann mit demselben Erfolg alle méglichen Situationen Ubersehen
und die AusmalRle von Katastrophen abschatzen. Wir wollen noch ver-
abreden, dal3 die fur die bevorstehende Partie des Spiels gewiihltc Stm-
tegie jedes Spielers dem Gegner nicht bekannt ist.

Wenn beide Spieler der Spieltheorie gemafl handeln, werden sie jedesmal
eine solche Strategie wéhlen, bei der sich ein maximal miiglicher <:ewinn
bei ungunstigster Handlungsweise des Gegners ergibt.

Ein Nullsummenspiel kann man z.B. als Wnhl eines !'llllktcs auf der
Erdoberflache deuten, wenn man die Strategie des Spiders A als Wahl
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<el' gl'ograrischen Brcilc und <lie des Spielers B als Wahl der geogra-
fischen Liinge des Punktes auffallt. Die Hohe des Gewinnes l&Rt sich
als Hohe des gewuhlten Punktes Uber dem Meeresspiegel auffassen. Wenn
das Relief der betrerfenden Gegen«<l auf der Erdoberflaehe eine Gebirgs-
kelLte in Richtung des Breitenkreises mit einem relativ niedrigen PaR ist,
o entspricht die uns inleressierende Situation gerade dem Sattelpunkt —
dem Minimax. Deshalb heif3t eine solche Strategie auch Minimax-Strategie.
Fiir den Spieler B isl die Minimax-Strategie am ginstigsten, d. h., er
stellt zuniichst fUr jede seiner Strategien B, (jede Spalte der Matrix) den
gruten Wert fesL, d. h. den jeweils groRtméglichen Gewinn des Cegners A,
und er wéhlt die kleinste dieser Maximalzahlen. Die zugehérige Strategie,
die den maximalen Gewinn des Cegners minimal halt, garantiert ihm, daf3
er bei fur ihn ungunstigster Handlungsweise des Gegners am wenigsten
verliert. Fir den Spielei A ist die Maximin-Strategie optimal, d. h. die
Strategie, die sich ergibt, wenn er den minimalen Gewinn liei jeder seiner
Strategien (Minimalzahlen del Zeilen der Matrix) maximiert. Man kann
beweisen, dalR das Maximin niemals grof3er als das Minimax sein kann.
Wenn sie zmammenfallen, hat das Spiel einen Sattelpunkt, der gleich-
zeitig Maximin fur den einen Spieler und Minimax fur den anderen ist.
Dieser gemeinsame \Vert ,-on grotem Minimalgewinn und kleinstem
\raximah-erlust hei3t dann Wert des: Spiels, der eine ganz bestimmte
Zahl aj der Matl'ix ist.

Wenn ein Spiel einen Sattelpunkt hat und einer der Spieler wahlt die
dazugehdrige Strategi«, so ist es fur den anderen am gunstigsten, auch
die Strategie zu wéhlen, bei der der Sattelpunkt auftritt — eine beliebige
andere Stralegie wirde seine Verluste nur erhéhen.

Die optimalen Strategien, die dem Sattelpunkt entsprechen, heil3en reine
Stralcgieu. Wenn ein Spiel einen Sattelpunkt hat, ist es sinnlos, zu ver-
suchen, seine Absichten vor dem Mitspieler zu verbergen — am sinn-
vollslcn ist es fur beide Spieler (natirlich immer unter der Annahme, dal3
der Gegner genau so schlau ist), immer nur einzig und allein die reine
Stralegie zu wahlen. Wenn das Spiel keinen Sattelpunkt hat, gibt es keine
reine optimale Strategie fur die Spieler. Die Ldsung des Spiels (d. h. die
Bestimmung der optimalen Verhaltensweise der Spieler) ist dann kompli-
zierter; die Spielei mussen sich dann auf die eigenen Uberlegungen und
den Zufall stitzen. Wie J. v. Neumann bewiesen hat, gibt es jedoch bei
jedem Spiel mit endlich vielen Strategien eine Ldsung. Im jetzt vorliegen-
den Fnll ist die optimale Verhaltensweise der Wechsel der Strategien von
Parlie zu Partie, wobei die Strategie zufallig gewahlt wird, doch mit ganz
bestimmten zu berlcksichtigenden \Vahrscheinlichkeiten fir die ver-
schiedenen Strategien. Diese Wahrscheinlichkeiten kénnen berechnet
werden, wenn die Matrix des Spiels gegeben ist. Ein derartiges Vorgehen
bezeichnet man als gemischte Strategie.

Damit diese Uberlegungen nicht ,,in der Luft hangen**, wollen wir wieder
ein ,,Zahl-Wappen-Spiel" betrachten, jedoch vorher die Spielregeln an-
dern. Das Spiel mdége daiin bestehen, daR3 Sie ein Geldstlick auf denTisch
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legen und mit del Hand zudecken. Ihr Ceguer lllu rten, ob Zahl oder
Wappen oben ist. \Vcnn er richtig geraten hat. zahlen Sie ihm einen
Pfennig. wfnn nirht. zahlt <I' an SiE. Die Matrix des Spiels ist. sehr ein-
fach:

-1 +1

+1 -1

In diesem Fall ist das \liuimax (<I. h. das Minillllllll der \laxima jeder
Zeile) + 1, wahrend das .laximin — ! ist. Das Spiel hal also keinen
Sattelpunkt.

Oach welcher Slratcgie werden Sie vorgehen? Die einfachstl' :16glichkcit
wiire, das Geldstuck immer mit derselben Seite nach ohen zu legen, z. B.
immer \Vappen zu haheu. Das wuirde abel lhr Gcgllel sehr bald heraus:
bekommen und stiindig gewinnen. _léglich wiire, sagen wir, immer ah-
wechselnd Zahl und Wappen zu legen. Doch anch das wirde der Cegncr
schnell entdecken, und Sie gerieten wieder auf die Verliercrseite. \Vellll
Sie die Regel des Wechsellls von Zahl und \\'apptn noch so kompliziert
machen, wird ein aufmerksamc! (;pgner SiP dod! Pinrnal lwrallshekolllimell
und Sie schlieUlich ruinierrn.

Dem.Gegner mul3 also die :liiglil'hkeit gPiwlilliuell wer<leu, aus dem Ver-
lauf des Spiel, ir:cndwl'iche niilzlichen |uforlalionen iihcr Ihre \bsich-
len far «lit! Zukunft Ochopfen zu kénnen. Dazu miissen lhre Entscheidun-
gen bei jedem Schlill. zuféallig und [lnabh&n.d;, OPin..\uBe,,dcm muf das
Auftauchen ,on Zahl un« \Vappell gleichwnhrsdlt'inlich sein. Es ist nicht
schwer, sieh davon zu iiherzeugen, daf® aul'h fur Ihren (:c, 11l die optimale
Strategil* dal'in besteht. Znhl un«d \\"appen unahhiingig ,en den einzl’‘inen
Spielen zu nennen, und zwar mit ghichen \\ahrscheinlichkeilen. Im
heschriebemn Spiel ist ps also das hestP. was dic Gfgner tun kdnnen, fiir
ihre jeweili; r Entsl'lwichmg hintrr delll Hiickll rin :mdcl'f'S Geldslick
zu werfen.

Das scheinl paradox zu sein: :i,hl Pin zielbewnlhes Verhalten wir<l
empfohlen, sondern eins lladl dem \Vill<'ll des Zufalls, ohne den Versland
walten zu lassen. Eine grindliche UhPrIPglilip zl'igt indessen, daR das
nicht p:ll'adox. sondern Yielmelil-1lnerwal'tl:l ist. lind das ist nichts AuRer-
gewohnliches; im Yed:rf unseres ganzen L.ll1llls rfaluell wir Yiclte Ycr-
nunftige Dinge, von denen wir Yorher keind¢ \hilllllg hallell.

Obwohl unsere Schluffolgerung nicht sehl' aussidils\'llll nussieht, hal die
Spieltheorie sehon heutP eine Reihe wi<htiger Erfolge zu Ycrzeiehncn.
z.B. bei der \nalys, «ll's Verhaltens ,on LPhewesPn. \ ' oi:lellschen oder
sozialen Gruppen in der liesellsehaft, hei <lm Wahl der optimah-n Hand-
lungsweise in einer Konfliklsituation mit tmYollsliindiger Jnrormation
sowie bei <lel l.6sun: ©6konomiselier, jnrislis’hl'l, Ilwtrichswirtsehafl-
licher und andPrcr Ploblem«. Die Erfol, c df'r SpiPIlhPorie hcstehen aller-
dings weniger in der Losun: konkreter \llr, alllll, als viPImehr darin, daR
sie den O[enschell. dif mil sPhr ,.,,,wi"kcllPn ProhlEnun zn 111 haben, eine
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Ich weild nicht, ob es mir gelungen ist, IThnen die Gréflc und Bedeutung
der Mathemaltik zu zcigen und ihr das Siegel des (Geheimnisvollen und
Unzugiinglichen zu nchmen. Wenn Sie wollen, antworten Sie dem Autor
oder dem Verlag auf diese Frage.

Wenn Sie sich iiber den \utor beschweren wollen, tun Sie das bitte mit
Nachsicht, ich habe mir immerhin Miihe gegeben, Ihnen iiber die ersten
Klippen der Mathemalik hinwegzuhelfen.

Zum Schlufl méchte ich noch einmal drei verschiedene Decfinitionen der
WissenschaltMathematik, die von groBen Gelehrten stammen, angeben.
Friedrich Lngels: ,,Mathematik ist die Wissenschaft, welche die rium-
lichen Formen und die quantitativen Beziehungen der realen Umwelt
zum Gegenstand hat.”

David Hilbert: ,,Mathematik ist das, was kompetente Leute darunter
verstehen.*

Willard Gibbs : ,,Mathematik ist Sprache.*

Im Sommer 1966 fand in Moskau der IV. Internationale Mathematiker-
kongreB statt. Dort wurde erstmalig eine Scktion iiber mathematische
Probleme der Stecuerungs- und Regelungssysteme gebildet. Der Nestor
der sowjetischen Schule der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Begriinder
der modernen Walrscheinlichkeitstheorie A. N. Kolmogoroff sagte aul
der Erdlfnungssitzung dieser Sektion: ,,Die Mathematik ist das, womit
die Menschen die Natur und sich selbst steuern.**

Die Menschen sind trivialerweise gezwungen, ihre Handlungen zu steuern,
sie wollen Herr iiber die Natur sein und auch andere Menschen anleiten.
Deshallb besteht ihre optimale Strategie offenbar darin, sich entweder
mathematische Methoden anzueignen oder mit den Mathematikern zu-
sammenzuarbeiten.

Wenn Sie die in diesem Buch enthaltencn Gebote befolgen und sich zum
Glauben an die Mathematik bekennen, so kénnen auch Sie die so viel-
deulige und gleichzeitig cindentig verstiindliche Frage stellen: ,,Na und ?*
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ZUM AUTOR

Der Doktor der physikalisch-mathematischen Wissen-
schaften Jakov Issevic Churgin hat sich mit vielen Dingen
beschdftigt. Er war sowohl Dispatcher eines GroB-
betriebes als auch wissenschaftlicher Mitarbeiter meh-
rerer fuhrender Institute fir Nachrichtentechnik sowie
Lehrer an verschiedenen Hochschulen. Zur Zeit ist er
Professor am Moskauer Gubkin-Institut fur Erdélchemie
und Gasindustrie.

Die Themen seiner wissenschaftlichen Arbeiten umfassen
Fragen der reinen und der angewandten Mathematik,
der Nachrichtentechnik, der Informationstheorie, der
Kybernetik, der Neurophysiologie und der Diagnostik.

Prof. Dr. Churgin ist der Meinung, daB er in seiner Arbeit
immer in derselben Richtung geblieben ist.

Das vorliegende Buch ist die erste Arbeit des Autors, die
an einen breiten Leserkreis gerichtet ist.
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