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Vorwort zur fiinfien deuischen Auflage

Dieses Buch erschien in erster Auflage im Jahre %948 in englischer Sprache. Es
wurde wohlwollend aufgenommen, sowohl in den Vereinigten Staaten von Amerika,
wo es erschien, als auch auBlerhalb. Da es sich um einen ,,Abrif‘ handelte, hatten
allerdings viele interessante Entwicklungen nur skizziert werden konnen oder ganz
auflerhalb der Betrachtung bleiben miissen. Russen konnten enttauscht sein, weil
Tschebyscheff anscheinend nicht gebiihrend beriicksichtigt worden war, Franzosen
vermifiten Roberval. Dagegen wurde mein Bestreben, die Mathematik in ihrem
allgemeinen gesellschaftlichen und kulturellen Zusammenhang darzustellen, iiber-
all anerkannt, chenso wie die Charakterisierung fithrender Mathematiker. Drei
amerikanische und eine englische Ausgabe sowie Ubersetzungen in zwélf Sprachen
sind seither erschienen.

Bei einigen Ubersetzungen wurden Ergianzungen angebracht, die speziell fiir die
Leser in diesen Léndern von Interesse waren. So finden wir Material iiber gewisse
Aspekte der Mathematik in RuBland in der ukrainischen Ubersetzung (Kiew 1961)
sowic in der russischen (Moskau 1964). Bei der Vorbereitung der hollandischen
Ausgabe des Buches (Utrecht-Antwerpen 1963) habe ich selbst Zusiitze eingear-
beitet, welche fiir hollindische Leser von Belang sein konnten. Die serbo-kroatische
Ubersetzung (Belgrad 1969) tat dasselbe fiir Jugoslawien. Diese Ausgaben ent-
halten ebenso wie die deutsche (Berlin 1961, 4. Auflage 1967) bibliographische
Angaben, die fiir die betreffenden Lander von besonderer Wichtigkeit sind. Bei
der Vorbereitung neuer Auflagen habe ich die Gelegenheit benutzt, Zusitze und
Korrekturen im Text anzubringen, so daBl das Buch im Laufe seiner verschiedenen
Ausgaben eine allmihliche, wenn auch keine grundlegende Verdnderung durch-
gemacht hat. Sein allgemeiner Charakter blieb jedoch erhalten.

Eines Tagesentdeckte einer meiner Freunde bei einem Besuch in Peking eine chine-
sische Ubersetzung (Peking 1956) und brachte sie mir mit. In seinem Vorwort lobt
der Ubersetzer zwar das Buch im allgemeinen, erhebt aber Einwinde gegen die Art,
in der die Mathematik in China behandelt wird. Da ich schon einige hise Ahnungen
hatte, habe ich den Abschnitt ither diesen Gegenstand neu geschrieben, so da8 die
Mathematik im alten China nun, wie es auch sein muB, als integrierender Bestand-
teil der vormittelalterlichen und der mittelalterlichen Wissenschaft erscheint und
nicht als ein mehr oder weniger aulerhalb des allgemeinen Stromes befindliches
Phianomen, wie es heispielsweise bei der Mathematik der Maya der Fall ist.

Das Buch zeichnet die Geschichte der Mathematik bis zum Ende des 19. Jahr-
hunderts nach. Mehr als siebzig Jahre gewaltiger Expansion bleiben unberiick-
sichtigt. In der letzten amerikanischen Ausgabe (1967) heiit es:
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,,Es ist an der Zeit, daB die Geschichte der Mathematik zwischen 1900 und 1950
geschrieben wird, und sei es nur in Form eines ,Abrisses’. Niemand scheint das
bisher versucht zu haben, obgleich einige Monographien existieren. Das ist um so
bemerkenswerter, als schon mehrere Werke iiber die Geschichte der Physik des
20. Jahrhunderts vorliegen. Obwohl die Geschichte der Physik den Vorteil hat,
daf sie augenfilliger und (jedenfalls in einigen wichtigen Aspekten) leichter zu ver-
stehen ist, bietet die Periode, die mit Poincaré, Hilbert, Lebesgue, Peano, Hardy
und Levi-Civita begann, eine Fiille von Material fiir eine faszinierende Geschichte
der Mathematik, und zwar sowohl fiir die Mathematik selbst als auch fiir ihre Be-
ziehungen zur Logik, zur Physik und zu den technischen Wissenschaften. Wer von
Thnen, verehrte Leser, ergreift die Initiative 2*

Ich war deshalb sehr erfreut, als ich erfuhr, daB die zweite russische Auflage des
Buches einen von I. B. Pogrebysski verfafiten Anhang enthilt, der einen solchen
Abrifi der Geschichte der Mathematik des 20. Jahrhunderts darstellt.

Dieser Anhang wurde, zusammen mit einigen Anmerkungen und Ergidnzungen des
russischen Ubersetzers, in die vorliegende fiinfte deutsche Auflage meines Buches
iibernommen.!) Ich darf wohl annehmen, daf# auch dieser Anhang seinerseits
wieder derselben allmédhlichen Verinderung unterworfen sein wird, wie sie der
iibrige Text des Abrisses der Geschichte der Mathematik erfahren hat, damit auch
einige andere wichtige Errungenschaften, inshesondere auch amerikanischer Mathe-
matiker, kritisch gewiirdigt werden konnen.

Mein bhesonderer Dank gilt dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, der das
Erscheinen dieser Ubersetzung, jetzt schon in der fiinften Auflage, erméglicht hat.

Belmont, Mass., im Oktober 1971 Dirk J. Struik

1) Die Erginzungen betreffen die Geschichte der Mathematik in RuBland; sie sind
durch einen Stern bei der Abschnittsnummer gekennzeichnet. Die (kleingedruckten)
?]nmerkungen sind mit Zahlen in eckigen Klammern ([1]—[10]) numeriert. (Anm. d.

bers.)




Vorwort zur ersten russischen Auflage

Erstmals ist diese Geschichte der Mathematik 1948 erschienen (bei Dover Publ.
Company, New York). Vorher habe ich hin und wieder Vorlesungen iiber Geschichte
der Naturwissenschaften und der Mathematik am Massachusetts Institute of
Technology gehalten. Die erste dieser Vorlesungen kam auf Anregung von Prof.
Harry W. Tyler zustande. Tyler ist bekannt als Mitautor eines Lehrbuches iiber die
Geschichte der Naturwissenschaften (W.T. Sedgwick-H. W. Tyler, 1917), eines
der ersten Biicher dieser Art in den USA. Meine erste Bekanntschaft mit der Ge-
schichte der Naturwissenschaften reicht jedoch in jene Jahre zuriick, da ich Student
in Leyden war, wo J. A. Vollgraf vor einem kleinen Horerkreis Vorlesungen hielt
— ibrigens derselbe Dr. Vollgraf, der in aufopferungsvoller und auBerordentlich
gewissenhafter Arbeit die Herausgabe der gesammelten Werke von Huygens be-
sorgte. Das rechte Interesse fiir die Geschichte der Mathematik gewann ich jedoch
wihrend meines Aufenthalts in Italien in den Jahren 1924 — 1925, als Ettore
Bortolotti mich mit seinen Forschungen iiber die Bologneser Algebraiker des
16. Jahrhunderts bekannt machte. Dieses Interesse vertiefte sich bei meinem
Zusammentreffen mit zwei Autoren bemerkenswerter Arbeiten zur Wissenschafts-
geschichte, nimlich mit F. Enriques und G. Vacca in Rom. Dort kam ich auch mit
Gino Loria zusammen. Im iibrigen ist das klassische Italien fiir wissenschafts-
geschichtliche Interessen eine anregende Umgebung.

Von Anfang an war mir bewuft, daf die Geschichte der Mathematik nicht nur die
Entwicklungsgeschichte von Begriffen ist, sondern ein Teil der Geschichte des
menschlichen Handelns, in dem sich der Kampf des Menschen mit der Natur wider-
spiegelt — nicht irgendeines ahstrakten Menschen, sondern des Menschen als Glied
der Gesellschaft. Die Mehrzahl der Mathematikhistoriker jedoch betrachtet die
Geschichte der Mathematik vorwiegend als Geschichte von Ideen und Begriffen,
die von dem einen Mathematiker an andere weitergegeben und von diesen dann
weiterentwickelt werden: Galilei beeinfluBte Cavalieri, dieser seinerseits Torricelli,
dieser wieder Pascal, wihrend Pascal dann Leibniz und Leibniz die Briider Ber-
noulli beeinflufite. Diese Art Historiker erwihnen nur gelegentlich einzelne wichtige
politische oder religiose Ereignisse — etwa die Eroberungen Alexanders des Grofien
oder die Ausbreitung des Islams, dessen Einflu auf die Entwicklung der Mathema-
tik so gewaltig war, daB man ihn unmdéglich ignorieren kann. Ein solches Heran-
gehen ist einseitig, wenn es auch nicht direkt zu Fehlern fithrt — es verdeutlicht
durchaus wichtige Etappen in der Geschichte der Mathematik. Es wird aber dabei
nicht klar, daB zwischen der Mathematik und den allgemeinen kulturellen Be-
strebungen einer Epoche ein enges Wechselverhiltnis besteht. Diese Bestrebungen
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ihrerseits spiegeln direkt oder indirekt die jeweils herrschenden gesellschaftlichen
und 6konomischen Verhéltnisse wider.

Ein treffendes Beispiel bietet die Tétigkeit der Algebraiker des 16. Jahrhunderts.
Diese Mathematiker der Renaissance waren Mitgestalter der allgemeinen kulturel-
len Bewegung; im einzelnen waren sie schopferische Arzte, Architckten, Kiinstler,
Zivil- und Militdringenieure, manche waren auch Kaufleute. Wesentlich geférdert
wurde ihre Tétigkeit durch die stiirmische Entwicklung der groen und méchtigen
Handelsstadte. Der frithe Merkantilismus brachte nicht nur eine neue Theorie der
algebraischen Gleichungen, sondern auch eine neue Wissenschaft von der Perspek-
tive.

Oft werden wir uns ebenfalls nur auf die Geschichte der Ideen beschrinken miissen,
insbesondere bei der Betrachtung von Epochen, fiir die es schwierig ist, Material
sozial-6konomischen Charakters zu sammeln oder zu deuten, wie im Fall des alten
Indien. Trotzdem kénnen wir behaupten, daB im allgemeinen die wesentlichen
Richtungen des mathematischen Schaffens (aber auch etwaige Stagnation) nur in
direkter oder indirekter Bezichung zu den sozialokonomischen Verhiltnissen ver-
standen werden kénnen. Selbst ein Genie wie Newton kann neue Wege in der Mathe-
matik und Mechanik nur dann gehen, wenn es in der Gesellschaft Klassen gibt, die
willens sind, ihn zu unterstiitzen und zu ermutigen, die bereit sind, ihm die Be-
dingungen fiir seine Arbeit zu schaffen und dafiir zu sorgen, daB er Gehér findet.
Der Charakter der griechischen Mathematik, sowohl der vorhellenistischen als auch
der hellenistischen, kann nur verstanden werden, wenn man beriicksichtigt, welcher
Art die antike Gesellschaft an den Kiisten des Mittelmecres war. Dank der Sklaverei
konnte sich eine Klasse von MiiBiggingern herausbilden. In den 6stlichen Gebieten
bestand Kontakt mit gesellschaftlichen Formen, die sich auf eine Landwirtschaft
mit Bewisserungssystem griindeten. Auch die Entstehung der modernen Mathe-
matik im 17. Jahrhundert kann man nur verstehen, wenn man in Betracht zieht,
daB in jener Zeit im 6konomischen Leben Westeuropas Formen des Kapitalismus
sich gegen den weichenden Feudalismus durchzusetzen begannen. Soche Umstéinde
miissen wir beriicksichtigen, wenn wir ctwa auf die Frage eine Antwort zu finden
suchen, warum ein Land wie China, wo Wissenschaft und Technik sich viele Jahr-
hunderte auf europidischem Niveau entwickelten oder dieses sogar iibertrafen,
keinen Anteil an der von Galilei und Descartes cingeleiteten Revolution hatte. Mit
diesem Problem hat sich Needham cingehend beschiftigt. Um schlieflich einen
Eindruck von der Entwicklung der Mathematik in den letzten 150 Jahren zu be-
kommen, muf man das Wesen der kapitalistischen Industriegesellschaft und jetzt
auch der modernen sozialistischen Gesellschaft analysieren und verstchen.

Im allgemeinen beeinfluBen die gesellschaftlich-Gkonomischen Faktoren diese Ent-
wicklung nicht unmittelbar. Sie wirkten vielmehr meist iiber Physik, Geographie,
Navigation oder sogar iiber Architcktur, Kunst, Religion und Philosophie auf die
Mathematik ein. Wichtige mathematische Untersuchungen waren selten das direkte
Resultat gesellschaftlicher Einfliisse, sie waren meist nicht fiir einen unmittelbar
niitzlichen Zweck bestimmt. G. H. Hardy bemerkt einmal, daB die ,,wahre* Mathe-
matik der ,,echten‘“ Mathematiker, die Mathematik von Fermat und Euler, von
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GauB, Abel und Riemann vom Standpunkt der praktischen Nutzung fast vsllig
,unniitz* ist. Das trifft jedoch nicht das Wesen der Sache (wobei bemerkt sei, daf
erstaunlich viel von dieser frither ,,unniitzen‘‘ Mathematik in unserem Jahrhundert
in der Rechentechnik, bei der Raumfahrt, bei der Automatisierung und in der
wissenschaftlichen Technologie im GroBen praktisch niitzlich wurde). Wir miissen
uns um das Verstiandnis bemiihen, wie die Gesellschaft die exakten Wissenschaften
beeinflut. Damit gewinnen wir oft auch wesentlich tiefere Einsichten in die in
diesen Wissenschaften dominierenden Richtungen. Selbstverstindlich fordert eine
Gesellschaft, in der Universitiaten aufblithen kénnen, auch eine Form der wissen-
schaftlichen Titigkeit, die dem cinzelnen Forscher eine Welt eigener Ideen zu-
gesteht. Aber diese Ideenwelt ist der individuelle Ausdruck von Bediirfnissen oder
Tendenzen der jeweiligen Epoche — es geniigt, daran zu erinnern, wie die Gruppen-
theorie einige verschiedene Gebiete der Mathematik vereinigte, die sich friiher fast
unabhiingig voneinander entwickelt hatten. Analog begegnet uns in den Jahren
nach der franzésischen Revolution ein gewaltiger Aufschwung der geometrischen
Forschung und damit verbunden eine Revolutionierung des mathematischen Ge-
dankengutes. Die Rolle von GauB in der Mathematik kann verglichen werden mit
der Rolle von Hegel in der Philosophie, von Beethoven in der Musik, von Goethe in
der Literatur. Und war nicht Galois ganz und gar cin Sohn der franzisischen Revo-
lution ?

Ein sehr Jehrreiches Beispiel dafiir, wie nichtmathematische Faktoren mathemati-
sche Forschungen stimulieren, ist die Suche nach einer Methode der Lingenbe-
stimmung auf See. Beginnend mit den Reisen des Vasco da Gama und Kolumbus
wihrte dieses Suchen drei Jahrhunderte. In der Periode des streitbaren Merkanti-
Itsmus verfolgte man damit das hochst praktische Ziel, der Schiffahrt iiber dic
Ozeane ihre Gefihrlichkeit zu nehmen. Regierungen, Akademien und Privatper-
sonen forderten Studien iiber das Problem der geographischen Léngenbestimmung
durch Ehrungen, Spenden und Preise. Die Notwendigkeit, dieses brennende Pro-
blem zu lésen, war eines der Motive bei der Bildung der Londoner Royal Society
und der Pariser Akademie. Bei der Suche nach der Losung des Problems wurden
die Navigationsapparate und Uhren vervollkommnet, wurde die Bewegung des
Mondes und der Jupitertrabanten studiert. Die Mathematik gewann dabei durch
die Untersuchungen von Huygens iiber dic Pendeluhr und von Newton iiber das
Zweikorperproblem (wir erinnern an den Artikel von B. Hessen iiber Newton aus
dem Jahre 1931). Die Arbeiten Newtons fiihrten Euler seinerseits zur Untersuchung
der Bewegung des Mondes als eines Falles des Dreikorperproblems. Die Erforder-
nisse der Kartographie haben die mathematischen Theorien von Mercator und
Lambert ins Leben gerufen. Hooke legte mit seinen Experimenten mit Schrauben-
federn die Grundlagen der Elastizitatstheorie, und Halley, der Experimente auf
dem Atlantik durchfiihrte, wurde der Begriinder der Theorie des Erdmagnetismus.
Alle diese Untersuchungen iiber Kartographie, Navigation, Mechanik und Astro-
nomie befruchteten die Mathematiker dieser Epoche, insbesondere die Analysis.
Dieser EinfluB war sowohl direkt wie auch indirekt: Die mechanistische Philoso-
phie jener Zeit verwendete gern die Uhr als Modell des Universums und betrachtete
die Mathematik als einen Schliissel zum Erfassen ihrer Probleme. Bekanntlich



10 Vorwort zur ersten russischen Auflage

wurde das Problem der geographischen Linge schlieBlich gelost, als man das
Chronometer erfunden und eine befriedigende Theoric des Mondes geschaffen
hatte.

Indessen diirfen wir nie vergessen, daff Ideen selbst wieder neue Ideen hervor-
bringen kénnen. Nicht wenige mathematische Entdeckungen wurden in der
Sphiire abstrakten Denkens gemacht, und zwar unter dem EinfluB eines groBen
Denkers auf seine Kollegen oder Schiiler. Es ist viel Richtiges an der Beschreibung
der Mathematik als allmihlicher, einmal stetiger, einmal sprunghafter Entwick-
lung von Ideen. Auch die Bezeichnungen haben eine gewisse Bedeutung: Die
Ersetzung friiherer Bezeichnungen durch bessere schafft eine neue Form fiir die
Bildung neuer Ideen. Obwohl die Mathematikhistoriker nicht die Hegelsche Ter-
minologie benutzen, kénnte man die Entwicklung der Mathematik véllig mit
Hegelschen Termini beschreiben: Die Addition positiver ganzer Zahlen wird bei
der Subtraktion negiert, diese ihrerseits wird auf einem hoheren Niveau der Arith-
metik negiert, wenn sowohl positive als auch negative Zahlen eingefiihrt sind. Man
kann bei der Beschreibung der mathematischen Entdeckungen solche Begriffe der
Dialektik wie ,,Objektivierung und ,,Entfremdung* verwenden. Allerdings
wiirde ich davon abraten. Man konnte auf diese Weise die Geschichte der Mathema-
tik, wenn man sie nur als eine Geschichte von Ideen betrachtet, in eine neue und
spezialisierte ,,Phanomenologie des Geistes* verwandeln, in eine Phinomenologie
des Verstandes, und ein kompetenter Autor konnte das riesige Ideengebdude
unter seinen Hinden erstehen lassen. Die ,,Philosophie der Mathematik von
Hermann Weyl!) erinnert mich manchmal an eine solche Phinomenologie, éhnlich
der Hegelschen, nur mit einigen Zugestandnissen an die materialistische Welt-
anschauung.

Dennoch bleibt ein solcher Zugang zur Geschichte der Mathematik — bei all seiner
Anziehungskraft — einseitig, bisweilen wirkt er sogar desorientierend. Wir miissen
uns immer vor Augen halten, daB die mathematischen Begriffe keine freien Schop-
fungen des Geistes sind, sondern eine Widerspiegelung der realen objektiven Welt,
wenn auch oft in héchst abstrakter Form. Das erklart, warum die Mathematiker
verschiedener Epochen einander verstehen konnten, warum theoretische Mathema-
tik sich in angewandte Mathematik verwandeln kann und warum dic angewandte
Mathematik die Gesetze der Mechanik, Physik und sogar die Gesetze einiger Teile der
Biologie und der Okonomie auszudriicken imstande ist. Das erklirt auch, warum
eine materialistische Dialektik der Mathematik méglich ist, auf die bereits Fried-
drich Engels hingewiesen hat. Deshalb mufi der Mathematikhistoriker umsichtig
zu Werke gehen, indem er die Freiheit des mathematischen Schaffens bei der Bil-
dung seiner eigenen Begriffe beriicksichtigt und sich gleichzeitig dariiber klar ist,
daB diese Begriffe im Verlauf der weiteren Entwicklung der Mathematik nur Wert
haben konnen, wenn sie irgendeine Abhingigkeit, irgendeine GesetzmaBigkeit der
realen Welt ausdriicken, der Weltder sinnlichen Wahrnehmungen, in welcher der
Mensch als gesellschaftliches Wesen lebt.

1) H. Weyl, Plilosophie der Mathematik und N aturwissenschaften (3. Aufl., Miinchen-
Wien 1966).
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Es sei mir gestattet, diese Einfithrung mit einer Bemerkung ganz anderer Art abzu-
schlieBen. Der Hochschulunterricht in Mathematikgeschichte ist vergeudete Zeit,
wenn die Studenten auf Grund von Sprachschwierigkeiten die Texte nicht im Ori-
ginal lesen kénnen und davon abhéngig sind, was sie aus zweiter oder dritter Hand
erfahren. Das ist dasselbe, als wollte man englische Literatur studieren, ohne Shake-
speare lesen zu konnen, oder russische Literatur, ohne Puschkin gelesen zu haben.
Besonders in den Vereinigten Staaten ist das ein Hindernis, wo es den Studenten
oft schwerfillt, in irgendeiner Sprache auBer der englischen zu lesen. Jedoch diirfte
es solche Schwierigkeiten auch in anderen Léndern geben, besonders, wenn es um
lateinische Texte geht. Bei den griechischen Mathematikern ist die Sache einfach,
weil die wichtigsten Autoren — Euklid, Archimedes, Diophant — in ausgezeich-
neten Ubersetzungen in mehreren Sprachen vorliegen, obwohl es auch hier wesent-
liche Liicken gibt (z. B. gibt es anscheinend keine englische Ubersetzung von Pappus).
Diese Schwierigkeit 1a8t sich nur iiberwinden, wenn cine immer gréBere Zahl von
Klassikern, wie Kepler, Leibniz, Euler, Lagrange, in preiswerten Ubersetzungen
— mit den erforderlichen Kommentaren versehen — zuganglich gemacht wird. Eine
solche Arbeit muf} systematisch durchgefiihrt werden und nicht von Fall zu Fall je
nach Laune des einen oder anderen Ubersetzers. Bisdahin kann sich das Zusammen-
stellen von Texten, die in Ubersetzungen zuginglich sind, als Hilfe erweisen. Ich
habe bereits eine Ubersicht iiber vorhandene Ubersetzungen ins Englische ver-
offentlicht (Scripta Mathematica 15 (1949), 115—131), und sie demonstriert iiber-
zeugend, wie unsystematisch diese Arbeit durchgetiihrt wird.

Ich bin Prof. A. P. Juschkewitsch fiir sein Interesse an meiner Arbeit dankbar
sowie dafiir, daB er ihre Ubersetzung in die russische Sprache angeregt hat. Das
Buch hat wesentlich gewonnen durch Einfiigen von Fakten iiber die Geschichte
der Mathematik in RuBland.

Massachusetts Institute of Technology
Cambridge, Massachusetts
17. Dezember 1962 D. Struik
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Einige der wichtigsten Biicher iiber die Geschichte des Gesamtbereichs der Mathe-
matik sind nachstehend zusammengestellt. Wir empfehlen an erster Stelle G. Sarton,
The Study of the History of Mathematics (103 S., Cambridge 1936; Nachauflage
New York 1957), worin sich nicht nur eine interessante Einfiihrung in unseren Ge-
genstand, sondern auch eine aligemeine Bibliographie bis 1936 findet. Angaben iiber
spitere Litcratur kann man in den entsprechenden Kapiteln der mathematischen
Referatenblitter finden: Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik (deutsch),
Mathematical Reviews (engl.), Zentralblatt fiir Mathematik (deutsch) und das
Referativny Shurnal Matematika (Ausgabe des Instituts fiir wissenschaftliche
Information der Akademie der Wissenschaften der UdSSR, seit 1953, russisch).
Arbeiten sowjetischer Gelehrter zur Geschichte der Mathematik sind in den folgen-
den bibliographischen Registerwerken angefiihrt : Geschichte der Naturwissenschaf-
ten. In der Soujetunion publizierte Literatur (1919—1947) (Moskau 1949); Geschichte
der Naturwissenschaften. In der Sowjetunion publizierte Literatur (1948—1958)
(Moskau 1965). Niitzlich sind auch die Biicher Bibliographische Quellen zur Mathe-
matik und Mechanik, erschienen in der UdSSR von 1917 bis 1952 (Moskau-Lenin-
grad 1957) und insbesondere K. O. May, Bibliography and Research Material of the
History of Mathematics (Toronto 1973), 818 Seiten mit biographischem und biblio-
graphischem Material.

Englisch geschriebene Darstellungen:

R. C. Archibald, Outline of the History of Mathematics (Amer. Math. Monthly 56,
Jan. 1949, 6. Aufl.).

Diese Arbeit enthélt auf 114 Seiten eine wohlgel Z g und viele
bibliographische Angaben.

F. Cajori, A History of Mathematics (2. Aufl., New York 1938).

Das ist ein Standardwerk von 514 Seiten.

D. E. Smith, History of Mathematics (2 Binde, Boston 1923/1925, Dover Reprint
1958).

Dieses Werk beschrinkt sich hauptsichlich auf El t thematik, enthéalt aber
Angaben iiber alle hervorragenden Mathematiker sowie zahlreiche Abbildungen; Nach-
auflage, New York 1951 bzw. 1953.

E. T. Bell, Men of Mathematics (New York 1937).
2 Struik, Geschichte
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E. T. Bell, The Devel t of Mathematics (2. Aufl., New York—London 1945).

P
Diese beiden Biicher enthalten eine Fiille von Material, sowohl iiber die Mathematiker
als auch iiber ihre Leistungen. Das Schwergewicht des zweiten Buches liegt auf der
modernen Mathematik.

J. ¥. Scott, A History of Mathematics from Antiquity to the Beginning of the Nine-
teenth Century (London 1958, 2. Aufl. 1960, Neudruck 1969).

H. W. Turnbull, The Great Mathematicians (London 1929; Neuauflage, New York
1961).

C. B. Boyer, 4 History of Mathematics (New York 1968).

Ein ausgezeichnetes Buch, mit Aufgaben; 717 Seiten.

M. Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times (New York 1972).

Ausfithrliche Behandlung von verschiedenen Spezialgebieten, 1238 Seiten.

Vorwiegend die Elementarmathematik wird behandelt in:

V. Sanford, 4 Short History of Mathematics (Boston 1930).

W. W. Rouse Ball, A Short Account of the History of Mathematics (6. Aufl., London
1915, New York 1961).

Ein dlteres, gut lesbares, aber veraltetes Werk.

H. Eves, An Introduction to the History of Mathematics (New York 1953, 4. er-
weiterte Aufl. 1976).

Interessantes Material ist in dem folgenden Buch zusammengetragen:
F. Cajori, A History of Mathematical Notations (2 Biande, Chigaco 1928/1929).

Das Standardwerk iiber die Geschichte der Mathematik ist noch immer M. Cantor,
Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik (4 Binde, Leipzig 1900 —1908, John-
son Reprint, New York 1965).

Dieses gro angelegte Werk, dessen vierter Band von einer Gruppe von Spezialisten

unter Cantors Leitung geschrieben wurde, umfaBt die Geschichte der Math tik bis

1799. Es ist an vielen Stellen veraltet, besonders in den Abschnitten iiber die antike

Mathematik, und oft in Einzelheiten unrichtig, aber es ist fiir cine erste Orientierung

nach wie vor gut geeignet.

Berichtigungen von G. Enestrém u. a. finden sich in den Binden der ,,Bibliotheca

mathematica‘‘.

Weitere deutschsprachige Biicher:

H. G. Zeuthen, Geschichte der Mathematik im Alertum und Mittelalter (Kopenhagen
1896; franzosische Ausgabe Paris 1902; erste dénische Ausgabe 1893, zweite
dinische Ausgabe 1949, iiberarbeitet von O. Neugebauer).

H. G. Zeuthen, Geschichte der Mathematik @m 16. und 17. Jahrhundert (Leipzig
1903).

S. Giinther — H. Wieleitner, Geschichle der Mathematik (2 Bénde; I, verfaBt von
Giinther, Leipzig 1908: II, verfafit von Wieleitner, 2 Teile, 1911 —1921), heraus-
gegeben von Wieleitner (Berlin 1939).
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J. Troptke, Geschichte der Elementarmathematik (7 Biande, 2. Aufl., Leipzig 1921
bis 1924, Band 1—4 in 3. Aufl. 1930 —1940).

Die Kultur der Gegenwart 111, 1 (Leipzig—Berlin 1912) enthilt :

H. G. Zeuthen, Die Mathematik tm Altertum und vm Mittelalter.

A. Voss, Die Beziehungen der Math ttk zur allgemeinen Kultur.

H. E. Timerding, Die Verbreitung mathematischen Wissens und mathematischer Auf-
fassung.

0. Becker — J. E. Hofmann, Geschichte der Mathematik (Bonn 1951).

J. E. Hofmann, Geschichte der Mathematik (3 Binde: Sammlung Goschen, Band
226, 875, 882, Berlin 1953 —1957).

Diese Biicher haben ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis und biographisches Material.

Englische Ubersetzung (teilweise): The history of mathematics (New York 1957).

0. Becker, Grundlagen der Mathematik in geschichtlicher Entwicklung (Freiburg—
Miinchen 1954, Freiburg 1964).

G. Kropp, Geschichte der Mathematik. Probleme und Gestalten (Heidelberg 1969).

G. Kropp, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik I (Mannheim — Ziirich 1969).

Dieses Buch enthiilt bibliographisches Material.
H. WuBing, Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik (Berlin 1979).

Das ilteste Lehrbuch iiber die Geschichte der Mathematik ist in Frankreich er-
schienen:

J. E. Montucla, Histoire des mathématiques (4 Binde, neue Auflage, Paris 1799 bis
1802).

Dieses zuerst 1758 (in 2 Béinden) versffentlichte Buch behandelt auch die ang te
Mathematik. Es ist noch heute gut lesbar. Neudruck Paris 1960.

Ebenfalls in franzésischer Sprache geschrieben sind folgende Biicher:

M. d’Ocagne, Histoire abrégée des sciences mathématiques, ouvrage recucilli et achevé
par R. Dugas (Paris 1952).

Kurze Skizzen von Personen.

I. Dedron — J. Itard, Mathématiques et mathématiciens (Paris 1959).

Viele Illustrationen.

Ein gutes italienisches Buch ist:
G. Loria, Storia delle matematiche (3 Biinde, Turin 1929 —1933).

In ddnischer Sprache ist erschienen:

J. und E. Heyrup, Mathematikken © Samfundet (Kopenhagen 1973).
Ein Buch iiber das Verhiltnis von Mathematik und Gesellschaft, besonders im Unter-
richt, in verschiedenen Kulturen und Jahrhunderten.

2.
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Es gibt auch mathematikgeschichtliche Anthologien:

D. E. Swmith, 4 Source Book in Mathematics (New York 1929).

H. Wieleitner, Mathematische Quellenbiicher (4 Binde, Berlin 1927 —1929).

A. Speiser, Klassische Stiicke der Mathematik (Ziirich —Leipzig 1925).

J. R. Newman, The World of Mathematics (4 Biande, New York 1956).

Dies ist einc Anthologie von Essays iiber Mathematik und von Mathematikern.

H. 0. Midonick, The treasury of mathematics (New York 1965).

D. J. Struik. A source book 1n mathematics, 1200 — 1800 (Cambridge, Mass. 1969).

Dieses Buch enthilt 75 Quellen von Fibonacei bis Monge. mit Kommentar verschen.

J. van Heijenoort, 4 source book in mathematical logic. From Frege to Gadel, 1879 bis
1961 (Cambridge, Mass. 1967).

G. Birkhoff, A source book in classical analysis (ibid. 1973).

J. E. Burckhardt, Lesebuch zur Mathematik. Quellen von Euclid bis heute (Lucerne
— Stuttgart 1968).

Achtzehn Stiicke; ausgewiihlt, um die Natur und Schénheit der Mathematik zu zeigen.

In russischer Sprache seien genannt :
K. A. Rybnikow, Geschichte der Mathematik (2 Bande, Moskau 1960/1963).

Geschichte der Mathematik (herausgegeben von A. P. Juschkewitsch) I (bis zuam
17. Jh..), IT (17. Jh) (Moskau 1970), IIT (18. Jh.) (Moskau 1972).

Ebenso gibt es geschichtliche Darstellungen iiber Einzelgegenstiinde, von denen
folgende erwiihnt seien:

E. P. Ozhigova, Entwicklung der Zahlentheorie in Rupfland (Leningrad 1972, in
russischer Sprache).

L. E. Dickson, History of the Theory of Numbers (3 Binde, Washington 1919 —1927).

T. Muir, The Theory of Determinants in the Historical Order of Development (4Bénde,
London 1906—1923); dazu Erginzungsband: Contributions to the History of
Determinants 1900 —1920 (London 1930).

A. von Braunmiihl, Vorlesungen iiber Geschichte der Trigonometrie (2 Binde, Leip-
zig 1900 —1903, Nachdruck Wiesbaden 1971).

T. Dantzig, Number. The Language of Science (3. Aufl., New York 1943).

J. L. Coolidge, A History of Geometrical Mcthods (Oxford 1940).

G. Loria. Il passato e il presente della principuls teorie geometriche (4. Aufl., Turin
1931).

G. Loria, Storia della geometriu descrittiva delle origini sino ai giorni nostri (Mailand
1921).

G. Loria, Curve piane speciali algebriche e transcendenti (2 Binde, Mailand 1930);
deutsche Ausgabe (2 Binde, schon frither veréffentlicht, Leipzig 1910/1911).

A. I. Markuschewitsch, Skizzen zur Geschichte der analytischen Funktionen (Uber-
setzung aus dem Russischen; Berlin 1955).
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F. Cajori, A History of Mathematical Notations (2 Béinde, Chigaco 1928/1929).

L. C. Karpinski, The History of Arithmetic (Chicago 1925).

H. M. Walker, Studies in the History of Statistical Methods (Baltimore 1929).

R. Reiff, Geschichte der unendlichen Reihen (Tiibingen 1889).

I. Todhunter, History of the Progress of the Calculus of Variations during the Nine-
teenth Century (Cambridge 1861).

I. Todhunter, History of the Mathematical Theory of Probability from the Time of
Pascal to that of Laplace (Cambridge 1865).

L. Todhunter, History of the Mathematical Theories of Attraction and the Figure of
the Earth from the Time of Newton to that of Laplace (London 1873).

C. B. Boyer, The history of the calculus and its conceptual development (New York
1959 2. Aufl. von The concepts of the calculus [New York 1949]).

C. B. Boyer, History of Analytic Gecometry (New York 1956).

J. L. Coolidge, The Mathematics of Great Amateurs (Oxford 1949).

R. C. Archibald, Mathematical Table Makers (New York 1948).

R. Dugas, Historie de la mécanique (Neufchéatel 1950).

E. W. Beth, Geschiedents der logica (s'Gravenhage 1944).

N. I. Styazhkin, History of mathematical logic from Leibniz to Peano (Cambridge,
Mass.,—London 1969; iibersetzt aus dem Russischen, Moskau 1964).

Besprechung von E. Agazzi: Historia mathematica 2 (1975), 361 —365.

L. E. Maistrov, Probobility theory: a historical Sketch (New York—London 1974).

K. Fladt, Geschichte und Theorie der Kegelschuitte und der Flichen zweiten Grades
(Stuttgart 1965).

C. Truesdell, The rational mechanics of flexible or elastic bodies, 1638 —1788, Euler,
Opera 2° ser. 112 (1960).

C. Truesdell, Rational fluid mechanics, 1687 —1765, ibid. 12 (1954).

N. Bourbaki, Eléments d’histoire des mathématiques (Paris 1960).

Eine Sammlung historischer Artikel aus den mehrbiindigen Eléments de mathématiques

(Paris, seit 1939).

A. P. Juschkewitsch, Historischer Abrif, Kap. X aus W. W. Stepanow, Lehrbuch
der Differentinlgleichungen (Ubersetzung aus dem Russischen, 4. Aufl.,, Berlin
1976).

A. P. Juschkewitsch, Geschichte der Mathematik in Rupland (Moskau 1968, in
russischer Sprache).

E. Caruccio, Matematica e logica nella storia e nel pensiero contemporaneo (Turin
1958; englische Ubersetzung: Mathematics and logic in history and extemporary
thought, Chicago 1964).

H. Tietze, Geldste und ungelost th tische Probleme aus alter und mneuer Zeut
(Miinchen 1944, Ziirich 1959).
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Historical topics for the mathematics classroom (Washington, D. C. 1969).

Dieses Jahrbuch (Nr. 31) des National Council of Teachers of Mathematics (USA) ent-
hélt Monographien iiber verschiedene Gebiete der (elementaren) Mathematik von H.
Eves, E. 8. Kennedy, C. B. Boyer u. a.

H. WuBing, Die Genesis des abstrakten Gruppenbegriffes (Berlin 1969).

C. Naux, Histoire der logarithmes de Napier ¢ E uler (2 Biinde, Paris 1966, 1971).

B. Széndssy, Geschichte der Mathematik in Ungarn (von den Anfédngen bis zum Be-
ginn des 20. Jahrhunderts) (Budapest 1970, in ungarischer Sprache: Besprechung
in englischer Sprache: Math. Reviews 46 (1973), 3 5087).

V. Brun, Regnekunsten t del gamler Norge, fra arilds tid til Abel [Die Rechenkunst im
alten Norwegen bis zu Abels Zeit] (Oslo 1962, Zusammenfassung in englischer
Sprache).

Weitere Biicher werden am Ende verschiedener Kapitel erwiihnt.

Die Geschichte der Mathematik wird auch in den Biichern iiber die allgemeine Ge-

schichte der Wissenschaften besprochen. Das Standardwerk ist :

G. Sarton, Introduction to the History of Science (5 Béinde, Washington —Baltimore
1927 —1948).

Es fithrt bis zum vierzehnten Jahrhundert!) und kann durch folgende Abhandlung

erginzt werden:

G. Sarton, The Study of the History of Science, with an Introductory Bibliography
(Cambridge 1936).2)

Das von der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin herausgegebene
Mathematische Worterbuch enthiilt ebenfalls zahlreiche Literaturhinweise zur Ge-
schichte der Mathematik.

Ein gutes Werk fiir den Schulgebrauch ist:
W. T. Sedgwick — H. W. Tyler, 4 Short History of Science (2. Aufl., New York 1939).

Der EinfluB der Mathematik auf die Kultur und umgekehrt wird behandelt in:

M. Kline, Mathematics in Western Culture (New York 1953).

R. L. Wilder, Evolution of Mathematical Concepts (New York usw. 1968),

weitergefiihrt in

R. L. Wilder, Hereditary stress as a cultural force in mathematics, Historia mathe-
matica I (1974), 29 —46.

Siehe auch dazu:
S. Bochner, The role of mathematics in the rise of science (Princeton, N. J. 1966).
Aufsitze iiber Natur und Rolle der Mathematik.

1) Im vorliegenden Buch wird Sartons Transkription griechischer und orientalischer
Namen zugrunde gelegt.

2) Siehe auch das auf S. 17 erwihnte Buch von G. Sarton.
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Niitzlich sind auch die zehn Artikel von G. A. Miller: 4 first Lesson in the History of
Mathematics, A second Lesson, usw. in dem ,,National Mathematics Magazin®,
Band 13 (1939) his 19 (1945).

Verwiesen sei ferner auf:

W. P. Subow, Historiographie der Naturwissenschaften tn Rufland (russisch), Mos-
kau 1956

sowie auf

Geschichte der Naturerk s 1w Rufland (russisch), I/1 Moskau 1957, I/2 Moskau
1957, II Moskau 1960.

Periodische Veroffentlichungen iiber die Geschichte der Mathematik oder der Natur-
wiss haften im allgemei sind:

,»Bibliotheca mathematica‘, Reihe 1—3 (1884 —1914).

,,Scripta mathematica‘ (seit 1932).

,»Isis* (seit 1913), regelmdBig mit Bibliographie.

Revue d’histoire des sciences (seit 1947).

Archives internationales d’histoire des sciences (seit 1947).

Centaurus (seit 1950).

NTM, Z. f. Geschichte der Naturwissenschaften, Technik und Medizin (seit 1960).

Archiv fiir Geschichte der Mathematik, der Naturwissenschaften und der Technik
(1909 —1931).

Physis (seit 1959).

Probleme der Geschichte der Naturwissenschaft und Technik (russisch) (seit 1956).

Mathematik-historische Untersuchungen (russisch) (seit 1948).

Mitteilungen zur Geschichte der Medizin, Naturwissenschaft und Technik (Refera-
tenorgan, ab 1961).

Archive for the History of Exact Sciences (seit 1960).

Archeion (seit 1919).

Boethius (seit 1962).

Mathematical Reviews (seit 1940), berichtet iiber neue Zeitschriftenartikel und
Biicher, auch zur Geschichte der Mathematik.

Scientarum historia (Antwerp, seit 1959).

History of Science (Cambridge, seit 1962).

Historia mathematica (Toronto, seit 1974).

In dem Dictionary of Scientific Biography (Scribner, New York) werden zahlreiche,
sehr fachkundige, Bio- und Bibliographien von Mathematikern und anderen
Wissenschaftlern vom Altertum bis zur Gegenwart verdffentlicht. Bis jetzt sind
14 Biinde erschienen (1970/1976). In unserem Text zitiert mit D. S. B.

Es sei ferner verwiesen auf:

Biographien bedeutender Mathematiker, herausgegeben von H. Wussing und W. Ar-
nold (Berlin 1975).




1. Die Anfdnge

11. Von der Steinzeit bis zur Entwicklung
einer primitiven Arithmetik

Unsere ersten Vorstellungen von Zahl und Form reichen bis in ferne Zeiten, bis in
die éltere Steinzeit (Paldolithikum) zuriick. Wahrend der hundert oder mehr Jahr-
tausende dieser Periode lebten die Menschen in Hohlen und unter Bedingungen, die
sich nur von denen der Tiere unterschieden. Thre Anstrengungen galten hauptsich-
lich dem elementaren Bediirfnis, sich Nahrung zu verschaffen, wo immer dies mog-
lich war. Sie verfertigten Waffen zum Jagen und Fischen, entwickelten die Sprache,
um sich untereinander verstindigen zu kénnen, und in den spiteren Epochen der
ilteren Steinzeit bereicherten sie ihr Leben durch schépferische Kunstformen,
Figuren und Malereien. Die Hohlenmalereien in Frankreich und Spanien (schéatzungs-
weise vor etwa 15000 Jahren entstanden) hatten vermutlich eine gewisse rituelle
Bedeutung; auf jeden Fall verraten sie einen bemerkenswerten Formensinn.

Das Verstindnis fiir Zahlen und rdaumliche Bezichungen machte so lange geringe
Fortschritte, bis der Ubergang vom bloBen Sammecln der Nahrung zu ihrer tat-
sichlichen Produktion, vom Jagen und Fischen zum Ackerbau, vollzogen wurde.
Mit diesem grundlegenden Wandel, einer Umwilzung, in der sich die passive Ein-
stellung des Menschen zur Natur in cine aktive verwandelte, treten wir in die jiingere
Steinzeit (Neolithikum) ein.

Dieses groBe Ereignis in der Geschichte der Menscheit begann wahrscheinlich vor
ungefihr 10000 Jahren, als die Eisdecke, die vordem Europa und Asien hedcckte,
geschmolzen war und Wildern und Wiisten Platz gemacht hatte. Die nomaden-
haften Wanderungen zur Nahrungssuche horten allmahlich auf. In grofem Umfange
traten primitive Bauern an die Stelle der Fischer und Jéger. Diese Bauern, die so
lange an einer Stelle blieben, wie dort der Boden noch fruchtbar war, begannen mit
der Errichtung dauerhafter Wohnstétten; es entstanden Dorfer als Schutz gegen
die Witterung und gegen rauberische Feinde. Viele derartige Siedlungen aus der
jlingeren Steinzeit sind ausgegraben worden. Die Uberreste zeigen, wie sich nach
und nach einfache Formen des Handwerks, wie Topferei, Zimmerhandwerk und
Weberei, entwickelten. Es gab Kornspeicher, so da8 die Bewohner in der Lage wa-
ren, sich gegen den Winter und gegen schlechte Zeiten durch Vorrite zu sichern.
Man buk Brot, braute Bier, und in den spiteren Abschnitten der Jungsteinzcit
wurden Kupfer und Bronze geschmolzen und verarbeitet. Erfindungen wurden ge-
macht, vor allem die Topferscheibe und das Wagenrad; Boote und Schuppen wur-
den verbessert. Alle diese bedcutsamen Neuerungen entstanden nur innerhalb be-
stimmter Bezirke und verbreiteten sich nicht immer in andere Gegenden. Die
amerikanischen Indianer bespielsweise wufiten bis zum Eindringen der WeiBlen
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nicht viel von der Verwendung des Wagenrades. Dessenungeachtet wurde das Tem-
po der Vervollkommnung der Technik im Vergleich zur Altsteinzeit auBerordent-
lich beschleunigt.

Zwischen den Dérfern entstand ein umfangreicher Handel, der sich so ausbreitete,
daB Verbindungen iiber Hunderte von Meilen hinweg nachweisbar sind. Die Ent-
deckung der Technik des Erschmelzens zuerst von Kupfer, dann von Bronze und
der Herstellung von Werkzeugen und Waffen daraus trug zur Verstirkung dieser
Handelstitigkeit bei. Dies wiederum trieb die weitere Ausbildung der Sprachen
voran. Die Worte dieser Sprachen driickten sehr konkrete Dinge und sehr wenige
Abstraktionen aus, aber sie lieBen doch schon einigen Raum fiir einfache Zahlen-
ausdriicke und einige Beziehungen zwischen Formen. Viele australische, ameri-
kanische und afrikanische Stamme befanden sich zur Zeit ihrer ersten Beriihrung
mit den WeiBen in diesem Stadium; einige Stamme leben heute noch unter diesen
Bedingungen, so daB es moglich ist, ihre Ausdrucksarten und -formen zu studieren.

1.2, Zur Entwicklung des Zidhlens

Ausdriicke fiir Zahlen — die nach Adam Smith eine ,,der abstraktesten Ideen, zu
deren Bildung der menschliche Geist fihig ist darstellen — kamen nur langsam
in Gebrauch. Ihr erstes Auftreten trug eher qualitativen Charakter, indem man nur
zwischen e¢ins (genauer eigentlich ,,einem Mann* an Stelle von ,,einem Mann®),
zwet und viel unterschied. Der alte qualitative Ursprung der Zahlenvorstellungen
kann noch in gewissen dualen Ausdrucksweisen festgestellt werden, die in manchen
Sprachen, wie im Griechischen oder Keltischen, vorkommen. Als der Zahlbegriff
ausgebaut wurde, bildete man groBere Zahlen zuniachst durch Addition: 3 durch
Addition von 2 und 1, 4 durch Addition von 2 und 2, 6 durch Addition von 2 und 3.
Nachstehend ein Beispiel dazu von einigen australischen Stammen:

Murray Rirer: 1 = enea, 2 = petcheval, 3 = petcheval-enea, 4 = petcheval-
petcheval.

Kamilaroi : 1 = mal, 2 = bulan, 3 = guliba, 4 = bulan-bulan, 5 =: bulan-
guliba, 6 = guliba-guliba.l) -

Die Entwicklung von Handwerk und Handel trug wesentlich zu dieser Herausbil-
dung der Zahlenvorstellung bei. Zahlen wurden zu gréBeren Einheiten zusammen-
gefaBt, iiblicherweise durch die Verwendung der Finger einer Hand oder beider
Hinde, ein im Handelsverkehr ganz natiirliches Verfahren. Dies fithrte zur Zih-
lung zuerst mit 5, dann mit 10 als Grundzahl, die noch durch Addition und manch-
mal auch durch Subtraktion erginzt wurde, so daB8 12 als 10 + 2 oder 9 als 10 — 1
aufgefaBt wurde. Manchmal wurde auch 20, die Anzahl der Finger und Zehen, als
Grundzahl gewiihlt. Unter 307 von W. C. Eels untersuchten Zahlensystemen von

1) L. Ccnant, The Number Concept (New York 1896), S. 106/107, mit vielen dhnlichen
Beispielen, sowie Enzyklopddie der Elementarmathematik, Band I (Ubersetzung aus dem
Russischen, 9. Aufl., Berlin 1980), S. 1—60.



1.2. Zur Entwicklung des Zihlens 27

primitiven amerikanischen Stimmen waren 146 dezimal, 106 verwendeten 5 sowie
5 und 10 oder auch 20 sowie 5 und 20 als Grundzahl.!) Das Zwanzigersystem kam
in seiner ausgeprigtesten Form bei den Maya in Mexiko und bei den Kelten in
Europa vor.
Zahlenmiflige Unterlagen wurden in verschiedener Weise festgehalten, durch
Biindeln, Kerben in einem Stock, Knoten in einer Schnur, zu Fiinferhdufchen ge-
ordneten Steinchen oder Muscheln — alles Verfahrensweisen, die denen der Gast-
wirte fritherer Tage mit ihrem Kerbholz sehr dhnlich waren. Von dieser Methode war
es nur noch ein Schritt bis zur Einfithrung besonderer Symbole fiir 5, 10, 20 usw.,
und man findet den Gebrauch eben dieser Symbole am Anfang der geschriebenen
Geschichte, in der sogenannten Morgenréte der Kultur vor.
Ein sehr altes Beispiel fiir die Verwendung eines Kerbholzes geht bis in die dltere
Steinzeit zuriick und wurde 1937 in Véstonice (Mahren) gefunden. Es handelt sich
um einen 7 Zoll langen Knochen eines jungen Wolfs, in welchen 55 tiefe Kerben
eingeschnitten sind, von denen die ersten 25 in Gruppen zu 5 angeordnet sind. Da-
nach kommt eine doppelt so lange Kerbe, mit der die Reihe abschlieBt; dann be-
ginnt von der nichsten, ebenfalls doppelt so langen Kerbe eine neue Reihe, die bis
30 lauft.2)
Esist daher einleuchtend, daf dic alte, bei Jacob Grimm zu findende und oft wieder-
holte Ansicht, das Zahlen habe als Zihlen an den Fingern begonnen, unrichtigt ist.
Das Zihlen mit Hilfe der Finger, d. L. in Fiinfern und Zehnern, kam erst auf einer
gewissen Stufe der gesellschaftlichen Entwicklung auf. Nachdem es einmal erfun-
den war, konnten die Zahlen mittels einer Grundzahl ausgedriickt werden, mit
deren Hilfe groBe Zahlen gebildet werden konnten; so entstand eine primitive Art
der Arithmetik. Vierzehn wurde als 10 4 4, manchmalauch als 15 — 1 ausgedriickt.
Die Multiplikation begann, als 20 nicht in der Form 10 -+ 10, sondern als 2 X 10
ausgedriickt wurde. Solche Verdoppelungsoperationen wurden jahrtausendelang
als eine Art Mittelding zwischen Addition und Multiplikation verwendet, nicht nur
in Agypten und in den alten Indus-Kulturen, sondern bis in die europdische
Renaissance hinein. Das Dividieren begann, als 10 in der Form ,,die Hilfte eines
Korpers ausgedriickt wurde, obwohl die bewuBte Bildung von Briichen auBer-
ordentlich selten blieb. Bei nordamerikanischen Staimmen beispielsweise sind nur
wenige Fille solcher Bildungen bekannt geworden, und das betraf in fast allen
Fillen nur !/,, obwohl gelegentlich auch !/; oder !/, vorkommen.?) Eine merkwiirdige
Erscheinung war die Vorliebe fiir sehr groBe Zahlen, die vielleicht durch das allzu
menschliche Bestreben hervorgerufen wurde, die GroBe von Viehherden oder die
Zahl der erschlagenen Feinde zu iibertreiben ; Uberreste dieser Tendenz finden sich
in der Bibel und in anderen heiligen Schriften.

1) W. C. Eels, Number Systems of American Indians, Amer. Math. Monthly 20 (1913),
293.

2) Isis 28 (1938), 462/463; entnommen den illustrierten London News vom 2. 10. 1937.

’) G. A. Miller hat darauf hingewiesen, dal dic Worte one-half, semis, moitié in
! ittelbaren Z hang mit den Worten two, duo, deux (im Gegensatz

zu one-third, one-fourth usw.) stehen, was zu beweisen scheint, daB der Begrif !/, un-
abhéngig von dem der ganzen Zahl entstanden ist. Nat. Math. Magazinc 13 (1939), 272.
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[1] Entstehung und Entwicklung des Zihlens im allgemeinen und der Zahlsysteme im
besonderen und die damit zusammenhéangende Entwicklung des Begriffs der natiir-
lichen Zahl werden von D. Struik nur schr knapp dargestellt. Umfangreiches ethno-
graphisches, archiologisches und philologisches Material muB bei solchen Untersuchun-
gen herangezogen werden. Es erlaubt zwar auch nicht, auf alle Fragen eine endgiiltige
Antwort zu geben, aber gewisse Etappen und gewisse allgemeine Ziige in der Entwick-
lung des Zahlbegriffs und der Technik des Zihlens und Rechnens kénnen doch mit
einem hohen Grad an Sicherheit rekonstruiert werden. Dieser Problemkreis ist sehr
griindlich und gleichzeitig gedrangt in dem Artikel von 1. G. Baschmakowa und A. P.
Juschkewitsch dargestellt (vgl. die Literaturiibersicht am Ende des Kapitels). Inter-
esante Angaben, die auf eine noch friiher zu datierende Entwicklung (friiher als man
bis dahin angenommen hatte) der Zahlvorstellungen hinweisen, sind in dem Artikel
von B. A. Frolow, Anwendung des Reclnens im Paldolithikum und die Urspriinge der
Mathematik (russisch), Izv. SO AN USSR, Ser. obstsch. nauk, N~ 9, Heft 3 (1965),
zusammengestellt.

13.  Zahl- und Raumvorstellungen der Menschen der Steinzeit

Es ergab sich auch die Notwendigkeit, Linge und Rauminhalt von Gegenstianden
zu 1. Die VergleichsmaBe waren roh und wurden oft durch Vergleich mit
Teilen des menchlichen Korpers gewonnen. In dieser Weise entstanden Einheiten
wie Finger, FuB und Hand. Namen wie Elle und Klafter erinnern noch an diese
alten Gepflogenheiten. Als Hauser gebaut wurden, wie bei den Ackerbau treiben-
den Indianern oder den Bewohnern von Pfahlbauten in Mitteleuropa, wurden Re-
geln festgelegt, um beim Bauen gerade Linien und rechte Winkel einzuhalten. Das
englische Wort ,,straight‘ (gerade) ist mit ,,stretch* (strecken) verwandt und weist
auf Hantierungen an Seilen hin'), das Wort ,,line“ (Linie) mit ,Jinen* (Leinen),
worin sich ein Zusammenhang zwischen dem Weberhandwerk und den Anfingen
der Geometrie zeigt. Dies war einer der Wege, auf denen sich das Interesse an der
MeBkunst heraushildete.

Die Menschen der jiingeren Stcinzeit entwickelten auch ein feines Gefiihl fiir gcome-
trische Muster. Das Brennen und Bemalen der Topferwaren, das Flechten von Bin-
sen und Korben, das Weben von Stoffen und spiter die Bearbeitung der Metalle,
alles das fithrte zur Beschiftigung mit chenen und rdaumlichen Beziehungen. Tanz-
figuren miissen ebenfalls eine Rolle gespielt haben. Die jungsteinzeitliche Orna-
mentik schwelgt geradezu in der vielfiltigen Verwendung von Kongruenz, Sym-
metrie und Ahnlichkeit. Auch zahlenmiBige Beziehungen kénnen in diesen Figuren
vorkommen wie in manchen prihistorischen Ornamenten, die Dreieckszahlen dar-
stellen; andere versinnbildlichen ,,heilige* Zahlen.

Die interessanten geometrischen Muster, die in der Topferei, Weberei oder Korb-
macherei vorkommen, sind dem Leser sicherlich schon in der Literatur begegnet.
Man fand sie auf jungsteinzeitlichen Topferwaren in Bosnien und auf Kunstge-

hi "

1) Den Namen ,,rope-stretchers'* (Seilspanner) (gri h: ,,harpe d i, ara-
bisch: ,,Massah®, assyrisch: ,,masih@nu‘’) erhielten in vielen Lindern diejenigen Men-
schen, die Vermessungsarbeiten ausfiihrten; siehe S. Gandz, Quellen und Studien zur
Geschichte der Mathematik 1 (1930), 255 —277.
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genstinden der Ur-Periode in Mesopotamien?), auf agyptischen Topferwaren der
vordynastischen Zeit (4000 —3500 v. u. Z.)?), andere wurden von Bewohnern von
Pfahlbauten nahe Lubljana (Jugoslawien) in der Hallstatt-Periode verwendet
(Mitteleuropa, 100—50 v. u. Z.).?) Mit Dreiecken ausgefiillte Rechtecke und mit
Kreisen ausgefiillte Dreiecke stammen von Urnen aus Gribern nahe Sopron in
Ungarn. Sie zeigen Versuche zur Bildung von Dreieckszahlen, die zu spéterer Zeit
in der Mathematik der Pythagoreer eine bedeutende Rolle spielten.4)

Ornamente dieser Art haben ihre Beliebtheit bis in die geschichtliche Zeit hinein
bewahrt. Schéne Beispiele finden sich auf Dipylon-Vasen aus Minos und aus den
friihen griechischen Perioden, in den spiteren byzantinischen und arabischen Mo-
saiken, auf persischen und chinesischen Wandteppichen. Urspriinglich werden
diese Ornamente wohl eine religiose oder magische Bedeutung besessen haben, aber
nach und nach gewann ihr édsthetischer Reiz das Ubergewicht.

In der Religion der Steinzeit konnen wir einen primitiven Versuch erblicken, gegen
die Naturkréfte anzukampfen. Die religiésen Zeremonien waren vollig mit Zauberei
durchsetzt, und dieses magische Denken fand seinenNiederschlag sowohl in den
vorhandenen Zahl- und Raumvorstellungen als auch in der Bildhauerei, in der
Musik und in der Malerei. Es gah magische Zahlen wie 3, 4, 7 und magische Figuren
wie den Fiinfstern und das sogenannte Hakenkreuz. Manche Autoren haben diese
Seite der Mathematik®) sogar fiir den bestimmenden Faktor ihrer Entwicklung
gehalten, aber auch wenn die gesellschaftlichen Wurzeln der heutigen Mathematik
verdunkelt sein mogen, so sind sie doch wihrend der Friihzeit der Menschheitsge-
schichte recht offensichtlich. Der ,,moderne* Zahlenaberglaube ist ein Uberrest
von magischen Riten, die in die jiingere, ja vieleicht sogar in die dltere Steinzeit
zuriickreichen.

[2] Bis in unserc Tage erscheinen Arbeiten, deren Autoren bestrebt sind. den ritualen
Ursprung des Rechnens und der Geometrie zu beweisen. Diese Arbeiten gehen konform
mit jenen ¥ Strémungen in der Soziologie, die auf jede erdenkliche Weise die Bedeutung
der Religion in der Geschichte der m hlichen Kultur hervorzuheben suchen. Eine
der letzten Untersuchungen von dieser Art ist der Artikel von A. Seidenberg, The
Ritual Origin of Counting, Arch. History Exact Sci. 2 (1962). 1 —40. Der Autor erklirt
unumwunden. daB er seine Arbeit als Beitrag zur Erfiillung des I’rogramms von Lord
Raglan betrachtet. Dieses Programm setzt sich das Ziel, zu beweisen, dafl die gesamte
Zivilisation ritualen Ursprungs ist.$) Nach qeidenbolg wurde das Rechnen unter be-

sonderen Umstinden bei der Herausbildung cines bestimmten Rituals erfunden. Die
groBe Ahnlichkeit im Aufbau der Zahlwérter und in den Rechenverfahren bei den ver-

schiedenen Volkern macht diese Version jedoch im héchsten Grade unwahrscheinlich
(weil sie das Rechnen mit héchst spezifischen Eigenheiten der cinzelnen Vélker ver-
kniipft), es sei denn, man nimmt an. daB das Rechnen auf diese Weise an irgendeinem
Ort erfunden wurde und sich dann von dort durch Entlchnung iiber dic ganze Welt

') W. Lietzmann, Geometric und Prachistorie, Isis 20 (1933), 436 —439.

2) D. E. Smith, History of Mathematics (Ginn & Co., 1923) I, S. 15.

3) M. Hocrnes, Urgeschichte der bildenden Kunst in Europa (Wien 19135).

4) Siehe auch F. Boas, General Anthropology (1930), S. 273.

8) W.J. McGee, Primitive Numbers, Nineteenth Annual Report. Bureau Amer. Ethno-
logy 1897/98 (1900), 825 —851.

¢) Lord Raglan, How came civilisation (1939).
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verbreitet hat. Und A. Seidenberg vertritt in der Tat dicse These und versucht, sie in
einer gesonderten Arbeit zu beweisen, die in den ,.Versffentlichungen der Universitiit
von California‘ vom Jahre 1960!) abgedruckt ist. Wie unwahrscheinlich es ist, daB das
Rechnen bei allen Vélkern gemeinsamen Ursprungs ist, kann der Leser selbst beurtei-
len, wenn er sich die Abgeschlossenheit der prihistorischen Siedlungsriume und die ins
Auge springende UngleichmiBigkeit in der Entwicklung des Rechnens bei den ver-
schledenen Volkern vergegenwirtigt, wenn er sich vor Augen fiihrt, dafl bei ein und

lben Volk verschied Worter fiir dic Bezeichnung derselben Anzahl verschic-
den gearteter Gegenstinde in Gebrauch waren usw.

1.4.  Anfdnge der Astronomie

Selbst bei sehr primitiven Stammen findet man eine gewisse Zeitrechnung und daher
auch manche Kenntnisse iiber die Bewegung von Sonne, Mond und Sternen. Diese
Kenntnisse gewannen zum erstenmal einen mehr wissenschaftlichen Charakter, als
sich Ackerbau und Handel ausbreiteten. Der Gebrauch eines Mondkalenders reicht
sehr weit in die Menschheitsgeschichte zuriick, da man die sich verindernden Aus-
sichten des Pflanzenwuchses mit den wechselnden Gestalten des Mondes in Zusam-
menhang brachte. Primitive Volker beachten auch die Sonnenwenden oder den
Aufgang der Plejaden in der Démmerung. Die dltesten zivilisierten Vélker verlegten
ihre Kenntnis der Astronomie in ihre entfernteste vorgeschichtliche Zeit zuriick.
Andere primitive Vélker verwendeten die Sternbilder als Wegweiser in der Schiff-
fahrt. Ausdieser Astronomie ergaben sich manche Kenntnisse iiber Eigenschaften
der Kugel, von Winkeln und Kreisen.

1.5.  Zusammenfassung

Diese kurzen Ausfiihrungen zu den Anfingen der Mathematik zeigen, dal} der ge-
schichtliche Werdegang einer Wissenschaft nicht unbedingt dieselben Etappen
durchlauft, in denen man sie heute beim Studium entwickelt. Einigen von den der
Menschheit am lingsten bekannten geometrischen Formen, wie Knoten und Orna-
menten, hat sich erst in der Gegenwart das volle wissenschaftliche Interesse zuge-
wendet. Auf der anderen Seite stammen einige der mehr elementaren Teile der
Mathematik, wie etwa die graphische Darstellung oder die elementare Statistik,
erst aus vergleichsweise moderner Zeit. A. Speiser sagte dazu etwas drastisch:
,»Schon die ausgesprochene Neigung zum Langweiligen, welche wohl unvermeidlich
der elementaren Mathematik anhaftet, spricht eher fiir die spite Entstehung, denn
der schopferische Mathematiker wird sich mit Vorliebe den interessanten und
schonen Problemen zuwenden.?)

[3] Diese Ansicht von A. Speiser, der aufler durch seine Arbeiten iiber Gruppentheorie
auch durch seine Bemiihungen bei der Herausgabe der g lten Werke von Leon-

') The diffusion of counting fractions, Univ. of California Publ. in Mathematics 3
(1960), 215 — 299; siche auch desselben Verfassers T'he ritual origin of geometry, Arch.
History Exact Sci. 1 (1962), 400—527.

?) A. Speiser, T'heorie der Gruppen von endlicher Ordnung (Leipzig 1925), S. 3.
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hard Euler bekannt geworden ist, kann als zwar geistreiche Sentenz gelten. aber man
kann sie schwerlich ernsthaft vertreten. Auch in einem Buch iiber Mathematikge-
schichte mu man auf die darin vorkommenden Fehler in der Geschichtsauffassung
hinweisen.

Was ist das eigentlich — elementare Mathematik ? Einc allgemein anerkannte Defini-
tion gibt es nicht. Der Inhalt dieses Begriffs hat sich zweifellos gewandelt. Wenn man
zur Elementarmathematik all das rechnet, was in den Lehrplan der Oberschule (ge-
meint ist die ,,Srednaja schkola* in der SU — Anm. d. Ubers.) Eingang gefunden hat
(was natiirlich auch bei weitem nicht eindeutig die Elementarmathematik charakteri-
siert), so wird man sich leicht von der auBersten Heterogenitat ihrer einzelnen Teilge-
biete iiberzeugen kénnen. In der Arithmetik haben wir — auBer bei der Ausbildung im
Rechnen — Aufgaben, die groBtenteils mit sehr alten Verfahren gelost werden; ge-
wisse Kenntnisse aus der Theoric der ganzen Zahlen gehen meist auf dic antike Mathe-
matik zuriick. Auch die Geometrie wurde bis vor kurzem schon seit Jahrhunderten im
Grunde nach Euklid gelehrt. In der Algebra und Trigonometrie ist das zugrunde liegende
Material wesentlich jiingeren Datums, wobei gewisse Begriffe und Verfahren (graphi-
sche Darstellungen, funktionale Abhingigkeit) noch cine bedeutende Umgestaltung im
modernen Sinne erfahren haben. st dieser Lehrstoff ,,langweilig*‘ ? Fiir den Lernenden
hingt das davon ab, wie der Unterricht durchgefiihrt wird, fiir den Lehrenden davon,
ob es hier Moglichkeiten fiir schopferische Arbeiten gibt. Diese brauchen nicht unbe-
dingt fachwissenschaftlichen Charakter zu haben, sondern werden viclmehr pidago-
gisch-methodisch geprigt sein. Zahlrciche Vorschlige fiir eine Reform der Lehrplane in
den Schulen und anhaltende Versuche, in den Lehrplan der Oberschule gewisse Fakten
aus Analysis, mathematischer Logik, Wahrscheinlichkeitsrechnung usw. aufzunehmen,
zeigen, daB hier cin weites Feld fiir cine sehr interessante Tatigkeit vorliegt.

Man hat auch versucht, die Elementarmathematik negativ zu definieren als den Teil
der Mathematik, in dem gewisse (kompliziertere) Methoden und Begriffe nicht verwen-
det werden, etwa die Analysis (Differential- und Integralrechnung). Dabei fallen jedoch
in den Bereich der Elementarmathematik viele ziemlich abstrakte und schwicrige Ge-
biete, die seit jeher schopferische Mathematiker gefesselt haben und wo es viele ,,interes-
sante und schéne Probleme‘*?) gibt. Das wiire z. B. ein bedeutender Teil der Mengen-
lehre, der Gruppentheorie, der mathematischen Logik. Man kann auch unschwer Bei-
spicle dafiir angeben, daB ein sogenannter clementarer Beweis dieses oder jenes Satzes
spater und mit viel groBeren Schwicrigkeiten gefunden worden ist als ein nichtelemen-
tarer.
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2. Der alte Orient

21.  Entwicklung und Charakter
der orientalischen Sklavenhalterdespotie

Waihrend des fiinften, vierten und dritten Jahrtausends vor unserer Zeitrechnung
entfalteten sich an den Ufern grofier Strome in Afrika und Asien, in subtropischen
oder fast subtropischen Gebieten, neuere und fortgeschrittenere Staatsformen aus
den festgefiigten steinzeitlichen Gemeinwesen. Diese Stréme waren der Nil, der
Tigris und Euphrat, der Indus, spiter der Ganges, der Hoangho und noch spéter der
Jangtsekiang.

Auf den Ackern dieser FluBufer lieBen sich reiche Ernten erzielen, sobald die Uber-
schwemmungen eingedémmt und die Siimpfe trockengelegt waren. Im Gegensatz
zu den Wiisten- und Gebirgsgegenden und auch zu den umgebenden Ebenen konn-
ten die FluBtiler in ein Paradies verwandelt werden. Im Laufe der Jahrhunderte
wurden diese Probleme gelost, indem man Uferbefestigungen und Damme baute,
Kaniile grub und Stauseen anlegte. Die Regulierung der Wasserversorgung erfor-
derte den gemeinsamen Einsatz der Kréfte von rdumlich weit entfernten Gegenden,
und zwar in einem AusmaB, das alles Bisherige bei weitem iibertraf. Dies fiihrte
zur Schaffung zentraler Verwaltungsorgane, die vorwiegend in Stddten statt in
den barbarischen Diorfern fritherer Zeiten errichtet wurden. Der verhéltnisméBig
groBe UberfluB, der durch den gewaltig verbesserten, intensiven Ackerbau ent-
stand, erhohte den Lebensstandard der gesamten Bevolkerung, fiihrte aber auch
zur Herausbhildung einer von michtigen Héuptlingen beherrschten stidtischen
Aristokratic. Es gab zahlreiche spezialisierte Berufszweige, wie Kiinstler, Krieger,
Kaufleute und Priester. Die Verwaltung der offentlichen Bauten wurde in die
Hiinde einer Gruppe von Berufsbeamten gelegt, die mit dem Ablauf der Jahres-
zeiten, der Forthewegung schwerer Lasten, der Kunst der Aufteilung von Lénde-
reien, der Anlage von Lebensmittelvorraten und der Einziehung von Steuern gut
Bescheid wuBite. In Urkunden wurden die Erfordernisse der Verwaltung und die
Machtbefugnisse der Hauptlinge gesetzlich festgelegt. Sowohl die Angehdorigen der
Beamtenschaft als auch die Handwerker erwarben in groSem Umfange technische
Kenntnisse, einschlieBlich der Metallverarbeitung und der Medizin. Zu dicsen Kennt-
nissen gehorte auch die Kunst des Rechnens und Messens.

Von nun an bildeten sich feste gesellschaftliche Klassen heraus. Es gab Hauptlinge,
freie Bauern und Pichter, Handwerker, Schreiber, Beamte, Leibeigene und Skla-
ven. Ortliche Oberhiupter gewannen soviel Reichtum und Macht, daB sie von Gro8-
grundbesitzern mit begrenzter Machtbefugnis zu 6rtlichen Kdonigen mit absoluter
Souverdnitit aufstiegen. Zwistigkeiten und Kriege zwischen den verschiedenen

3  Struik, Geschichte
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Despoten fiihrten zu groBeren Herrschaftsbezirken, die unter einem einzigen Mo-
narchen vereinigt waren. Diese auf Bewisserung und intensivem Ackerbau beru-
henden Gesellschaftsformen fiihrten so zu einer ,,orientalischen‘“ Form des Despotis-
mus. Ein derartiger Despotismus konnte jahrhundertelang aufrechterhalten werden.
Sein Zusammenbruch erfolgte manchmal unter dem Ansturm von Stammen, die
aus Gebirgen oder Wiisten durch den Reichtum der Tiler angelockt wurden, manch-
mal auch durch den Verfall des riesigen, komplizierten und lebenswichtigen Be-
wigserungssystems. Unter derartigen Umsténden konnte die Macht leicht von
einem Stammeskonig auf den anderen iibergehen, oder der Staat konnte in kleinere
feudale Machtbereiche auseinanderfallen und der ProzeB der Wiedervereinigung
von neuem beginnen. Bei all diesen dynastischen Umwilzungen und nachfolgenden
Riickentwicklungen vom Feudalismus zum Absolutismus blieben jedoch die Dérfer,
die die Grundlage dieser Gesellschaft bildeten, im wesentlichen unveréndert und
damit auch die zugrunde liegende 6konomische und soziale Struktur. Die orien-
talische Gesellschaftsentwicklung bewegt sich in Kreisliufen, und es gibt in Asien
und Afrika sogar noch heute viele Staatsbildungen, die iiber mehrere Jahrtausende
hinweg dieselbe Lebensweise bewahrt haben. Unter solchen Bedingungen konnten
sich Fortschritte nur langsam und mehr zuféllig durchsetzen, und Bliitezeiten der
Kultur konnten sehr wohl durch viele Jahrhunderte des Stillstandes und Verfalls
unterbrochen werden.

Der statische Charakter des Orients verlich seinen Institutionen den Nimbus der
Heiligkeit, wodurch der Identifizierung der Religion mit dem Staatsapparat Vor-
schub geleistet wurde. Die Biirokratie hatte an diesem religiosen Charakter des
Staates oftmals ihren Anteil; in vielen orientalischen Liandern waren die Priester
zugleich die Verwalter des Staates. Da die Pflege der Wissenschaft Aufgabe der
Biirokratie war, findet man in vielen — allerdings nicht in allen — orientalischen
Landern, daB die Priester hervorragende Triger wissenschaftlicher Kenntnisse
waren.

22.  Die mathematischen Leistungen der Hauptzentren

Die orientalische Mathematik entstand als eine praktische Wissenschaft, um Ka-
lenderberechnungen, die Verwaltung der Ernte, die Organisation der éffentlichen
Bauten und die Eintreibung der Steuern zu erleichtern. Das Hauptinteresse galt
anfangs natiirlich der praktischen Arithmetik und MeBkunde. Eine Wissenschaft
jedoch, die jahrhundertelang als ein besonderes Handwerk betrieben wird, dessen
Auftrag nicht nur in den Anwendungen besteht, sondern auch darin, ihre Geheim-
nisse durch die Lehre weiterzugeben, entwickelt Tendenzen zur Abstraktion. All-
mihlich kommt es dahin, daB sie um ihrer selbst willen studiert wird. Die Arith-
metik entfaltet sich zur Algebra, und zwar nicht nur deshalb, weil dadurch die
praktischen Berechnungen verbessert werden, sondern auch als natiirlicher Wachs-
tumsprozeB einer Wissenschaft, die in Schreiberschulen gepflegt und entwickelt
wird. Aus denselben Griinden fiihrte die MeBkunst bis zu den Anfangen — aber auch
nicht mehr — einer theoretischen Geometrie.
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Trotz all des Handels und Verkehrs, der in diesen alten Gesellschaftsordnungen
bliihte, blieb der in den durch Isolierung und Bewahrung des Althergebrachten ge-
kennzeichneten Dérfern ke trierte Ackerbau doch ihr wirtschaftliches Riickrat.
So kam es, da8 man trotz aller Ahnlichkeit in der 6konomischen Struktur und im
Niveau der wissenschaftlichen Kenntnisse stets iiberraschende Unterschiede zwi-
schen den verschiedenen Kulturen findet. Die Abgeschlossenheit der Chinesen und
Agypter war sprichwortlich. Es war stets leicht, zwischen den Kunstformen und der
Schrift der Agypter, Mesopotamier, Chinesen und Inder zu unterscheiden. Man kann
ebenso von #égyptischer, mesopotamischer, chinesischer und indischer Mathematik
sprechen, obwohl ihr allgemeiner arithmetisch-algebraischer Charakter sehr viele
Ubereinstimmungen aufweist. Selbst dann, wenn die Wissenschaft wihrend einer
Epoche in dem einen Lande groB8ere Fortschritte machte als in einem anderen, he-
hielt sie ihre charakteristische Verfahrensweise und Symbolik bei.

Es ist schwierig, neue Entdeckungen im Osten zeitlich festzulegen. Der statische
Charakter seiner gesellschaftlichen Struktur fiihrt dazu, daB die wissenschaftliche
Lehre iiber Jahrhunderte oder sogar Jahrtausende hinweg unverdndert bleibt.
Entdeckungen, die in der Abgeschlossenheit eines Stadtgebietes gemacht wurden,
mdgen niemals an andern Orten bekannt geworden sein. GroBc Schitze wissen-
schaftlicher und technischer Kenntnisse konnten durch Wechsel der Herrscher,
durch Kriege oder Uberschwemmungen zerstért werden. Es geht die Sage, daB im
Jahre 221 v. u. Z., als China unter der Herrschaft eines absoluten Despoten, Chhin
Shih Huang Ti (des ersten Kaisers von Chhin), vereinigt war, von diesem befohlen
wurde, alle Lehrbiicher mit Ausnahme einiger (z. B. Medizin) zu vernichten. Spiter
wurde vieles aus dem Gedéchtnis neu aufgeschrieben, aber solche Ereignisse machen
die Datierung von Entdeckungen sehr schwierig.

Eine weitere Schwierigkeit fiir Zeitbestimmungen in der orientalischen Wissen-
schaft rithrt von dem fiir ihre Aufzeichnung verwendeten Material her. Die Meso-
potamier brannten Tontéfelchen, die praktisch unzerstérbar sind.!) Die Agypter
verwendeten Papyrus, und ein betrichtlicher Teil ihres Schrifttums hat sich in dem
trockenen Klima erhalten. Die Chinesen und Inder benutzten weit weniger wider-
standsfahiges Material, wie Rinde oder Bambus. Im zweiten Jahrhundert v. u. Z.
begannen die Chinesen, Papier zu verwenden, aber es ist nur wenig erhalten ge-
blieben, was aus dem Jahrtausend vor 700 u. Z. stammt. Unsere Kenntnisder orien-
talischen Mathematik ist daher sehr bruchstiickhaft; fiir die vorgriechischen Jahr-
hunderte sind wir fast ausschlieBlich auf Material aus Mesopotamien oder Agypten
angewiesen. Es ist sehr wohl méglich, daB neue Entdeckungen zu einer vollstandi-
gen Neueinschitzung der Gewichte beim Vergleich der verschiedenen Formen orien-
talischer Mathematik fithren konnen. Lange Zeit hindurch befand sich unsere
reichste geschichtliche Quelle in Agypten, und zwar infolge der 1858 gemachten
Entdeckungen des sogenannten Papyrus Rhind, das um 1650 v. u. Z. geschricben
wurde, aber viel dlteres Material enthélt. In den letzten fiinfzig Jahren hat sich unsere
Kenntnisder babylonischen Mathematik durch die bemerkenswerten Entdeckungen

1) AuBer wenn sie nach der Ausgrabung nicht sorgféltig aufbewahrt werden. Der Ver-
lust an Tafelchen durch schlechte Behandlung ist betrachtlich.

3
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von O. Neugebauer und F. Thureau-Dangin auBerordentlich vermehrt, die eine
groBe Anzahl von Tontdfelchen entziffern konnten. Es scheint jetzt, als ob die
babylonische Mathematik viel weiter entwickelt war als die ihrer 6stlichen Gegen-
spieler. Dieses Urteil kann sehr wohl endgiiltig sein, da im inhaltlichen Charakter
der babylonischen und dgyptischen Texte jahrhundertelang eine gewisse innere
Konsequenz besteht. Zudem war die 6konomische Entwicklung Mesopotamiens
weiter fortgeschritten als die der anderen Liander in dem sogenannten Fruchtbar-
keitsgiirtel des Nahen Ostens, der sich von Mesopotamien nach Agypten erstreckt.
Mesopotamien war der Kreuzungspunkt einer grofen Zahl von Karawanenstragen,
wogegen Agypten eine vergleichsweise isolierte Lage besaB. Hinzu kam der Um-
stand, daB die Bandigung des unberechenbaren Tigris und des Euphrat viel mehr
technische Fertigkeiten und MaBnahmen verlangte als die des Nils, des ,,Flusses
mit den besten Manieren*, um mit Sir William Willcocks zu sprechen. Weitere
Forschungen iiber die Mathematik der alten Hindus kénnen noch unerwartete
Errungenschaften zutage fordern, obwohl entsprechende Behauptungen bis jetzt
noch nicht sehr iiberzeugend wirken.

23.  Die dgyptische Mathematik

Die meisten unserer Kenntnisse iiber die dgyptische Mathematik stammen aus zwei
mathematischen Papyri: einmal aus dem bereits erwahnten Papyrus Rhind, der
85 Aufgaben enthilt, und sodann aus dem sogenannten Moskauer Papyrus, der
vielleicht zwei Jahrhunderte élter ist und worin sich 25 Aufgaben befinden. Diese
Aufgaben gehorten bereits zum alten Lehrgut, als die Manuskripte zusammenge-
stellt wurden, und trotzdem existieren kleinere Papyri aus wesentlich jiingerer
Zeit — sogar aus der Zeit der Rémer —, die keinen Unterschied in den angewand-
ten Methoden zeigen. Die darin gelehrte Mathematik beruht auf einem Dezimal-
system mit besonderen Zeichen fiir jede héhere dezimale Einheit. Mit diesem
System sind wir wohlvertraut durch das rémische System, das auf demselben Prin-
zip beruht: MDCCCLXXVIII = 1878. Auf der Grundlage dieses Systems ent-
wickelten die Agypter eine Arithmetik von vorwiegend additivem Charakter, wo-
mit gemeint ist, daB ihre Haupttendenz darin bestand, alle Multiplikationen auf
wiederholte Addition zuriickzufithren. Beispielsweise wurde die Multiplikation mit
13 dadurch gelcistet, daB zuerst mit 2, dann mit 4, dann mit 8 multipliziert wurde
und die Multiplikationsergebnisse mit 4 und 8 zur gegebenen Zahl addiert wurden.

Beispiel der Berechnung von 13 x 11:

1
2w
1 4
*§ 88

Die mit * bezeichneten Ergebnisse werden addiert, woraus sich 143 ergibt.

Der hervorstechendste Zug der dgyptischen Arithmetik war ihre Bruchrechnung.
Alle Briiche wurden auf Summen von sogenannten Stammbriichen, d. h. Briichen
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mit dem Zihler 1, zuriickgefiihrt. Die cinzige Ausnahme bildetc% =1— ;, wofiir

cin besonderes Symbol verwendet wurde. Die Zuriickfiihrung auf Summen von
Stammbriichen wurde durch Tafeln erméglicht, welche die Zerlegung fiir Briiche
der Form 2/n angaben — der cinzigen Zerlegung, die man angesichts der Zweier-
multiplikation benétigte. Der Papyrus Rhind enthélt eine Tafel, in der fiir alle
ungeraden n von 5 bis 331 die Zusammensetzungen aus Stammbriichen angegeben
sind, z. B.

2 2 1 1 1
Sitw mowtmtme
Wovon man bei einer solchen Zuriickfiihrung auf Stammbriiche ausging, iﬂt unkls,r

2. . 1 1
(z.B. warum man = in die Summe — = + — 7

+ 2;0) Diese Art der Bruchrechnung verlieh der dgyptischen Mathematlk einen
komplizierten und schwerfilligen Charakter und verhinderte nachhaltig das weitere
Wachstum der Wissenschaft. Das Zerlegungsverfahren setzte aber zugleich eine
gewisse mathematische Gewandtheit voraus, und es existieren interessante Theorien,
um das Verfahren zu erkliren, mit dessen Hilfe die dgyptischen Fachleute ihre
Ergebnisse erzielt haben konnen.?)

Viele Probleme waren sehr einfach und fiihrten auf lineare Gleichungen mit einer
Unbekannten:

+ ]—1— verwandelt und nicht i ins + _5

2 1 3

Addiert man zu einer Gré8c ihr§ nye und = faches, so erhilt man 33. Welches ist dieso

7
Grofie ?
28
Die Losung, 14 o= 97’ schrieb man als Summe von Stammbriichen:
wlo1 1 1 11 1
1Tort 5 T Tiwe T 1oz T 388

Fiir die Unbekannte in den Gleichungen existierte eine spezielle Hieroglyphe, die sov iel
wie ,,Haufen" oder ,,Menge‘‘ bedeutete und ,,Hau** gesprochen wurde Deshalb wird die
iigyptische Algebra hmal als ,,Hau-Rech b

Die Aufgaben beschiftigen sich mit dem Gehalt von Brot und von verschiedenen
Biersorten, mit der Fiitterung der Tiere und der Getreidespeicherung, was den
praktischen Ursprung dieser schwerfélligen Arithmetik und primitiven Algebra
erweist. Einige Probleme offenbaren theoretische Interessen, wie etwa die Aufgabe,
100 Brote so unter 5 Leute zu verteilen, dafl die Anteile eine arithmetische Pro-
7‘)7071\: -; bauer, Arithmetik und Rech hnik der Agypter, Quellen und Studien zur
Geschichte der Mathematik 1 (1931), 301 —380. B. L. van der Waerden, Die Entstehungs.
geschichte der dgyptischen Bruchrechnung, ebenda £ (1938), 359 —382. Siehe auch E.M,
Bruins, Proc. Nederl. Akad. Wet. A. 55 (1952).
Ferner: S. A. Janowskaja, Zur Theorie der dgyptischen Bruchrechnung (russisch), Arbei.
ten des Instituts fiir Geschichte der Naturwi haften 1 (1947). 269—282; I. N,
Wesselowski, Die dgyptische Wissenschaft und Griechenland (russisch), ebenda 2 (1948),
426 — 428.
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gression bilden und daB ein Siebentel der Summe der drei groBten Anteile gleich der
Summe der beiden kleinsten sein soll. Man findet sogar eine geometrische Progres-
sion, die von 7 Hausern handelt, wobei in jedem Haus 7 Katzen vorhanden sind,
von denen jede 7 Méiusen auflauert usw. Das offenbart die Kenntnis der Summen-
formel einer geometrischen Reihe.?)

Einige Probleme sind geometrischer Natur und behandeln meist Fragen der Mes-
sung. Die Dreiecksfliche wurde als das halbe Produkt aus Grundlinie und Héhe ge-

funden; die Kreisfliche vom Durchmesser d wurde mit (d — %)’angegeben, was zu
dem Wert von%’sli = 38,1605 fiir = fiihrte. Man findet auch einige Volumenfor-
meln, etwa fiir den Wiirfel, das Parallelflach und den Kreiszylinder, simtlich ganz
konkret als Behilter, vorwiegend fiir Getreide, verstanden. Das bemerkenswerteste
Ergebnis der dgyptischen MeBSkunde war die Volumenformel fiir einen Pyramiden-

stumpf von quadratischemQuerschnitt: V = ;l(a’ + ab + b2), worin a, b die Langen

der Quadratseiten und k die Héhe bedeuten. Dieses Resultat, zu dem bis jetzt kein
Gegenstiick in einer der anderen alten Formen der Mathematik gefunden wurde, ist
um so bemerkenswerter, als es keine Anzeichen dafiir gibt, daB die Agypter irgend-
eine Ahnung vom Lehrsatz des Pythagoras besaBen, trotz einiger unbegriindeter
Erzihlungen iiber ,,Seilkniipfer*, die vermutlich mit einem Seil, worin sich 3 + 4 -
+ 5 = 12 Knoten befanden, rechte Winkel konstruiert haben sollen.2)

Man muB hier vor Uberteibungen hinsichtlich des Alters der mathematischen Kennt-
nisse der Agypter warnen. Den Erbauern der Pyramiden (um 3000 v. u. Z. und
frither) sind alle méglichen Resultate einer weitentwickelten Wissenschaft zuge-
schrieben worden, und es gibt sogar eine vielfach fiir wahr gehaltene Erzihlung,
daB die Agypter im Jahre 4212 v. u. Z. den sogenannten Sothis-Zyklus zur Kalen-
derberechnung eingefiihrt haben sollen. Derartig genaues mathematisches und
astronomisches Wissen kann man nicht ernsthaft einem Volke zuschreiben, das
sich gerade langsam aus den Lebensbedingungen der jiingeren Steinzeit heraus-
16st. Die Quelle solcher Berichte ist gewohnlich in dgyptischen Uberlieferungen aus
spiterer Zeit zu erkennen, die uns von den Griechen iibermittelt wurden. Es ist
eine allgemeine Eigenart der alten Kulturen, grundlegende Kenntnisse in sehr
friihe Zeiten zuriickzudatieren. Alle vorhandenen Texte weisen auf einen ziemlich
primitiven Stand der dgyptischen Mathematik hin. Ihre Astronomie befand sich
auf dem gleichen allgemeinen Niveau.

1) Wie sich dasselbe Problem durch die Jahrhunderte erhalten hat, zeigt das folgende
Kinderlied :
As I was going to St. Ives
I met a man with seven wives,
Every wife had seven sacks,
Every sack had seven cats,
Every cat had seven kits.
Kits, cats, sacks and wives,
How many were going to St. Ives?
2) Siehe S. Gandz, a. a. 0., S. 7.
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2.4. Die dltesten sumerischen mathematischen Texte

In der Mathematik Mesopotamiens erheben wir uns auf ein viel hoheres Niveau, als
es die dgyptische Mathematik jemals erreicht hat. Man kann hier sogar Fortschritte
im Laufe der Jahrhunderte entdecken. Schon die éltesten Texte, die aus der letz-
ten Sumerischen Periode (der dritten Dynastie in Ur, etwa 2100 v. u. Z.) stammen,
zeigen eine ganz erhebliche Rechenfertigkeit. Diese Texte enthalten Multiplika-
tionstabellen, in denen ein wohldurchgebildetes Sexagesimalsystem (Zahlensystem
mit der Grundzahl 60) einem urspriinglich vorhandenen Dezimalsystem iiberlagert
wurde; es gibt ein Keilschriftsymbol, das 1, 60, 3600 und auch 6LO’GL0'dMSte"t'
Das war aber nicht ihr Hauptmerkmal. Wihrend die Agypter jede groBere Einheit
durch ein neues Symbol bezeichneten, verwendeten die Sumerer dasselbe Symbol,
gaben aber seinen Wert durch die Stellung an. So bedeutete eine 1, der eine andere 1
folgte, 61, und eine 5, danach 6, danach 3 (wir schreiben dafiir 5, 6, 3) bedeutet
5 X 60% - 6 X 60 4- 3 = 18363. Dieses Positions- oder Stellenwertsystem unter-
schied sich nicht wesentlich von unserer eigenen Zahlenschreibweise, in der das
Symbol 343 an Stelle von 3 X 102 + 4 X 10 + 3 steht. Ein solches System bot
gewaltige Vorteile beim Rechnen, wovon man sich leicht iiberzeugen kann, wenn
man eine Multiplikationsaufgabe in unserer dekadischen Schreibweise und in der
Schreibweise der rémischen Ziffern ausfiihrt. Das Stellenwertsystem beseitigt auch
viele Schwierigkeiten der Bruchrechnung genauso, wie es in unserem eigenen
System bei den Dezimalbriichen der Fall ist. Dieses ganze System scheint eine
unmittelbare Frucht der Verwaltungstitigkeit gewesen zu sein, wie durch Tausende
von Texten belegt wird, die aus derselben Periode stammen und die Ablieferung
von Vieh, Getreide usw. sowie auf diesen Lieferungen beruhende Berechnungen be-
handeln. Bei dieser Art zu rechnen gab es einige Zweideutigkeiten, da die genaue
Bedeutung jedes Symbols nicht immer aus seiner Stellung hervorging. So konnte

(5,6,3)auch 5 x 60! + 6 x 60° 4+ 3 x 60-1 = 306 %darste]len, und die genaue

Bedeutung muBte dem Zusammenhang entnommen werden. Eine weitere Unbe-
stimmtheit wurde durch die Tatsache hervorgerufen, daB eine leere Stelle gelegent-
lich Null bedeutete, so daB (11, 5) auch 11 X 602 + 5 = 39606 darstellen konnte.
Im Laufe der Zeit kam ein besonderes Symbol fiir die Null auf, aber nicht vor der
Persischen Zcit. Die sogenannte ,,Erfindung der Null war somit die logische Folge
der Einfiihrung des Stellenwertsystems, aber erst dann, als die Rechenfertigkeit
eine betrichtliche Vollendung erreicht hatte.

Sowohl das Sexagesimalsystem als auch das Stellenwertsystem blieben dauernder
Besitz der Menschheit. Unsere heutige Einteilung der Stunde in 60 Minuten und
3600 Sekunden geht auf die Sumerer zuriick, genauso wie die Einteilung des Voll-
kreises in 360 Grad, jeden Grads in 60 Minuten und jeder Minute in 60 Sekunden.
Es gibt Griinde dafiir, um anzunehmen, daB die Wahl der Zahl 60 statt der Zahl 10
als Einheit mit dem Versuch zusammenhing, die MaBsysteme zu vereinheitlichen,
obwohl auch die Tatsache eine Rolle gespielt haben mag, daB 60 viele ganzzah-
lige Teiler besitzt. Ubrigens ist die Geschichte des Stellenwertsystems, dessen
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unvergingliche Bedeutung mit der des Alphabets?) verglichen worden ist — da
beide Erfindungen ein umfangreiches Symbolsystem durch eine von jedermann
leicht zu verstehende Methode ersetzen —, noch immer in betrachtliches Dunkel
gehiillt. Es ist sachlich begriindet, wenn man annimmt, daB es sowohl den Hin-
dus als auch den Griechen auf den Karawanenstrafien durch Babylon bekannt
geworden ist; man weil auch, dafl die moslemischen Gelehrten seine Erfindung
den Indern zuschrieben. Die babylonische Tradition diirfte jedoch dic ganze spétere
Verbreitung des Stellenwertsystems heeinfluBt haben.

2.5.  Babylonische Mathematik

Die niichste Gruppe von Keilschrifttexten stammt aus der Zeit der ersten babylo-
nischen Dynastie, als Konig Hammurabi in Babylon regicrte (18. Jh. v. u. Z.) und
cin semitisches Volk die urspriinglichen Einwohner, die Sumerer, unterworfen
hatte. In diesen Texten finden wird die Arithmetik zu einer wohlabgerundeten
Algebra weiterentwickelt. Wihrend die Agypter dieser Periode lediglich imstande
waren, einfache lineare Gleichungen zu l6sen, waren die Babylonier in den Tagen
von Hammurabi in vollem Besitz des Verfahrens zur Lésung von quadratischen
Gleichungen. Sie l6sten lineare und quadratische Gleichungen in zwei Verdnder-
lichen und sogar Probleme, in denen kubische und biquadratische Gleichungen auf-
traten. Sic formulierten derartige Probleme nur mit bestimmten Zahlenwerten fiir
die Koeffizienten, aber ihre Methode 1a8t keinen Zweifel dariiber, da8 sie das all-
gemeine Losungsverfahren kannten. Folgendes Beispiel findet sich auf einem Ton-
tifelchen, das aus dieser Zeit stammt:2)

,,Eine Flache 4, die aus der Summe von zwei Quadraten besteht, betrigt 1000. Die
Seite des einen Quadrats ist%mal so lang wie die des anderen, abziiglich 10. Wie groB
sind die Quadratseiten 2 Das Problem fithrt auf die Gleichungen z* - »* = 1000,

Y= ;x — 10, deren Lésungen durch Auflésung der quadratischen Gleichung

13 , 40

5 & 3 x—900=0
gefunden werden kénnen, deren cine Losung = 30 positiv ist.
Der im Keilschrifttext a b Losungsweg beschrankt sich — wie in allen Pro-
blemen des Orients — auf die emfache Aufzéhlung der zahlenméaBigen Schritte, die man
zur Losung der quadratischen Gl vorzuneh hat: ,,Quadriere 10, das ergibt
100; subtrahiere 100 von 1000, das erg|bc 900, usw.

Der stark arithmetisch-algebraische Charakter diescr babylonischen Mathematik
tritt auch in ihrer Geometrie zutage. Wie in Agypten entwickelt sich die Geometrie
1) O. Neugebauer, The History of Ancient Astronomy, Journal of Near Eastern Studies

4 (1945), 12.
2) K. Vogel, Vorgriechische Mathematik II (1939), S. 50
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auf der Grundlage praktischer Probleme des Messens, aber die geometrische Form
des Problems war gewohnlich nur die Einkleidung einer algebraischen Gleichung.
Das oben behandelte Beispiel zeigt, wic ein Problem, das Quadratflichen behandel-
te, auf ein nichttriviales algebraisches Problem fiihrte, und dieses Beispiel bildet
keine Ausnahme. Die Texte erweisen, daB die babylonische Mathematik der semi-
tischen Periode im Besitz der Formel fiir den Flacheninhalt einfacher rechtwink-
liger Figuren und fiir das Volumen einfacher Korper war, wenn auch das Volumen
des Pyramidenstumpfs noch nicht gefunden worden war. Der sogenannte Satz des
Pythagoras war bekannt, und zwar nicht nur fiir Spezialfille, sondern in voller
Allgemeinheit. Das wesentlichste Kennzeichen dieser Geometrie war jedoch ihr
algebraischer Charakter. Das gilt cbenso fiir alle spateren Texte, besonders fiir die
aus der dritten Periode stammenden, aus der wir iiber eine erhebliche Anzahl von
Texten verfiigen, aus den neubabylonischen, persischen und scleukidischen Zeiten
(etwa von 600 v. u. Z. bis 300 u. Z.).
Die Texte dieser spateren Zeit wurden stark durch die Entwicklung der babyloni-
schen Astronomie beeinfluBt, die in jenen Tagen wahrhaft wissenschaftliche Ziige
annahm und durch eine sorgfaltige Untersuchung des Laufes von Sonne, Mond
und Planeten gekennzeichnet ist. Die Mathematik wurde beziiglich der Rechen-
technik noch weiter vervollkommnet; die Algebra nahm Gleichungsprobleme in
Angriff, die selbst heutzutage noch eine erhebliche Gewandtheit im Rechnen erfor-
dern. Es kommen aus der Seleukidenperiode stammende Rechnungen vor, die
bis auf siebzehn Sexagesimalstellen durchgefiihrt wurden. Derartig komplizierte
numerische Arbeiten standen nicht mehr mit Problemen der Steuererhebung oder
MeBkunde in Zusammenhang, sondern wurden durch astronomische Probleme oder
allein durch Vorliebe fiir das Rechnen selbst angeregt.
In dieser rechnerischen Arithmetik wurde viel mit Tafeln gearbeitet, die von ein-
fachen Multiplikationstabellen bis zu Tafeln der Reziproken und von Quadrat- und
Kubikwurzeln reichten. Kine Tafel enthélt eine Liste von Zahlen der Form n® 4 n2,
die anscheinend dazn verwendet wurde, um kubische Gleichungen der Form 2® +
+ a% = a zu lésen. Man kannte einige vorziigliche Néaherungswerte, }2 wurde mit
1. angegeben (V2 — 14142141 = 1,4167)') und V% = 0,7071 mit 5 =0,7083.
Es kommt sogar der Wert V2 = (1: 24, 51, 10) = 1,414213 vor. Quadratwurzeln wur-
den anscheinend nach folgender Formel berechnet:
— / - L 1 A

V4 =Va* +h =a+E—§(a+;)~
Beziiglich des Wertes von = begniigen sich die meisten Tifelchen mit dem Wert
der Bibel, # = 3. Es gibt Hinweise darauf, daB8 auch bessere Approximationen

L . 1
verwendet wurden, die einen Wert fiir x von 3 g-ergaben.’)

1) O. Neugebauer, Ezact Science in Antiquity, Univ. of Pennsylvania Bicontennial
Conference, Studies in Cilivization, Philadelphia 1941, S. 13—29.
2) E. M. Bruins — M. Rutten, Textes mathématiques de Suse (Paris 1961), S. 18.
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Die Gleichung #® + z® = a tritt in einem Problem auf, worin nach der Lésung eines
Gleichungssystems zyz + ay = 1 + ;—, y= éz, z = 12z gefragt ist, die auf (12x)% 4
+ (122)% = 252 oder (laut Tabelle) auf 12z = 6 fiihrt.

Es existieren auch Keilschrifttexte mit Zinseszinsproblemen, wie z.B. die Frage,
wic lange es dauern wiirde, bis eine bestimmte Geldsumme sich bei 209, Zinsen ver-

doppelt hat. Das fiihrt auf die Gleichung ( l%)z = 2, welche gelost wird, indem man

zundchst feststellt, daBl 3 << # < 4 ist, und dann linear interpoliert. In moderner
Schreibweise : )

1,2)¢ — 2
(1L2)0 = (1,2)*’
was auf z = 4 Jahre abziiglich (2, 33, 30) Monate fiihrt.
Einer der besonderen Griinde fiir die Entwicklung der Algebra um etwa 200 v. u. Z.
war anscheinend die Verwendung der alten sumerischen Schrift durch die neuen
semitischen Herren des Landes, die Babylonier. Die alte Schrift war wie die Hiero-
glyphen eine Sammlung von Begriffszeichen, wobei jedes Zeichen einen einzigen
Begriff darstellt. Die Semiten verwendeten sie zur phonetischen Wiedergabe ihrer
eigencn Sprache und iibernahmen einige Zeichen auch in ihrer alten Bedeutung.
Diese Zeichen driickten jetzt Begriffe aus, wurden aber in abweichender Art ausge-
sprochen. Solche Begriffszcichen waren fiir eine algebraische Sprache bestens ge-
eignet, so wie unsere heutigen Zeichen -+, —, ., : usw., die in Wahrheit auch Be-
griffszeichen sind. In den Verwaltungsschulen von Babylon bildete diese algebra-
ische Sprache viele Generationen hindurch einen Teil des Lehrplans, und obwohl
das Reich durch die Hinde vieler Eroberer ging — Kassiten, Assyrer, Meder, Perser
—, blieb diese Tradition erhalten.
Die schwierigeren Probleme stammen aus spiteren Perioden in der Geschichte der
alten Kulturen, vornehmlich aus der Zeit der Perser und Seleukiden. Babylon war
zu dieser Zeit kein bedeutendes politisches Zentrum mehr, blieb aber viele Jahr-
hunderte hindurch das kulturelle Herz eines groBen Reiches, in dem sich die Baby-
lonier mit Persern, Griechen, Juden, Hindus und vielen anderen Voélkern vermisch-
ten. In allen Keilschrifttexten ist eine ununterbrochene Tradition festzustellen, was
auf eine stetige ortliche Entwicklung hinzudeuten scheint. Es ist kaum zweifelhaft,
daB diese ortliche Entwicklung auch durch Beriihrung mit anderen Kulturen an-
geregt wurde und daB diese Anregung in beiden Richtungen wirkte. Wir wissen,
daB die babylonische Astronomie dieser Zeit die Astronomie der Griechen und dic
babylonische Mathematik ihre rechnerische Arithmetik beeinflute. Man darf wohl
annehmen, daB8 sich die Wissenschaft der Griechen und der Hindus durch die Ver-
mittlung der babylonischen Schreiberschulen begegneten. Die Rolle von Mesopo-
tamien zur Zeit der Perser und Seleukiden bei der Verbreitung der alten und antiken
Astronomie und Mathematik ist erst unzureichend geklirt, aber alle verfiigbaren
Zeugnisse zeigen, daB sie betrichtlich gewesen sein muB. Die Wissenschaft der
Araber und Hindus im Mittelalter fuBte nicht nur auf den Traditionen von Alexan-
drien, sondern auch auf denen von Babylon.

4 —xz=
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2.6.  Der EinfluB praktischer Probleme
auf die Methoden der orientalischen Mathematik

Nirgends in der gesamten orientalischen Mathematik findet man auch nur einen
Ansatzpunkt zu dem, was wir einen Beweis nennen. Keinerlei Beweisfithrung wurde
dargelegt, sondern nur die Beschreibung gewisser Regeln: ,,Tue dies, tue das.”
Wir wissen nichts von den Wegen, auf denen die Sitze gefunden wurden: Woher
kannten beispielsweise die Babylonier den Satz des Pythagoras? Man hat ver-
schiedene Erklirungsversuche gegeben, wie die Agypter und Babylonier zu ihren
Ergebnissen gelangt sind, aber sie beruhen simtlich auf Hypothesen. Uns heutigen,
die wir in der Schule der strengen Beweise Euklids aufgewachsen sind, erscheint
diese ganze Denkweise des Orients auf den ersten Blick befremdend und in hohem
MaBe unbefriedigend. Aber diese Fremdheit verliert sich, sobald wir uns vergegen-
wirtigen, daB der groBte Teil der Mathematik, die wir heute unseren Ingenieuren
und Technikern beibringen, noch immer von dieser Art des ,,Tue dies, tue das“ ist,
ohne daB wir uns mit strengen Beweisen groBe Miihe machen. An vielen Oberschu-
len wird Algebra mehr im Stile einer Sammlung von Regeln als im Stile einer deduk-
tiven Wissenschaft gelehrt. Die orientalische Mathematik scheint sich niemals von
dem jahrtausendelangen Einfluf8 der technischen Probleme und Verwaltungspro-
bleme frei gemacht zu haben, zu deren Losung sie geschaffen worden war.

2.7. Die altindische Mathematik

Das Studium der alten indischen Mathematik wird sehr wesentlich durch die Frage
nach dem EinfluB der Griechen, Chinesen und Babylonier bestimmt. Die einheimi-
schen indischen Gelehrten spiterer Zeiten pflegten — und bisweilen tun sie es heute
noch — nachdriicklich das hohe Alter ihrer Mathematik zu betonen, aber man kennt
keine mathematischen Texte, die mit Sicherheit in dic Epoche vor dem Beginn
unserer Zeitrechnung fallen. Die édltesten Hindutexte stammen vielleicht aus den
ersten Jahrhunderten u. Z., die dltesten chinesischen Texte sogar aus noch spéterer
Zeit. Wir wissen sehr wohl, daB die alten Hindus dezimale Zahlensysteme ohne die
Stellenwertschreibweise kannten. Ein solches System wurde aus den sogenannten
Bréhmi-Zahlen gebildet, worin es besondere Zeichen fiir jede der folgenden Zahlen
gab:1,2,3,...,9,10; 20, 30, . . ., 100; 200, 300, . . ., 1000; 2000, . . . Diese Symbole
gehen wenigstens in die Zeit des Konigs Agoka (300 v. u. Z.) zuriick.

Weiter gibt es die sogenannten ,,Stlvasiitras, die teilweise bis 500 v. u. Z. oder
noch weiter zuriickreichen und mathematische Regeln enthalten, die alten ein-
heimischen Ursprungs sein diirften. Diese Regeln finden sich unter religiésen Vor-
schriften, von denen sich manche mit dem Bau von Altidren befassen. Man findet
hierin Rezepte zur Konstruktion von Quadraten und Rechtecken und Ausdriicke
fiir die Beziehung zwischen der Diagonale und den Seiten des Quadrats und fiir
den GroBenvergleich von Kreisen und Quadraten. Es zeigt sich eine gewisse Kennt-
nis des Lehrsatzes des Pythagoras in Sonderfillen, und es treten einige bemerkens-
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werte Ndherungswerte in Form von Stammbriichen auf, wie etwa (in heutiger
Schreibweise):

— 1
Vet

- — - 5156
3Ty Ty g gy (= 1A142156),

Lo o 1y —
"=4<1 TN T2 T2 6 To20608) T 183 —212)
3,088. . .

Dic merkwiirdige Tatsache, daB diesc in den ,,Sulvasitras” enthaltenen Resultate
in spéteren Schriften der Hindus nicht mehr vorkommen, zeigt, da man von jener
fiir Agypten und Babylon so charakteristischen Stetigkeit der Uberlieferung in der
Mathematik der Hindus nicht sprechen kann. Diese Stetigkeit mag bei der tat-
sichlichen GroBe Indiens auch spiter gelegentlich fehlen. Es mag verschiedene Uber-
lieferungen entsprechend dem Bestehen mannigfaltiger Schulen gegeben haben.
Wir wissen beispielsweise, daBl der Jainismus, der ebenso alt wie der Buddhismus
(etwa 500 v. u. Z.) ist, mathematische Studien forderte. In heiligen Biichern von

Jaina findet sich der Wert = =VE.’)

I

2.8. Die Mathematik im alten China

Auch das Studium der altchinesischen Mathematik wird durch das Fehlen von
Ubersetzungen crheblich beeintrichtigt, obwohl wir durch die Biicher von Mikami
und Needham ausgezeichnet iiber den Stand der Mathematik im alten China infor-
miert werden. Kennern der russischen Sprache ist wesentlich mehr Material zu-
ginglich, sogar eine russische Ubersetzung der klassischen mathematischen ,,Chiu
Chang Suan Ching*‘ (Neun Biicher iiber die Kunst der Mathematik). Sowohl dieses
Buch als auch das ,,Chou Pei* stammen in ihrer jetzigen Form aus der Periode der
Han-Dynastie (202 v. u. Z. bis 220 u. Z.), kénnen aber ebensogut Material erheb-
lich alteren Ursprung enthalten. Das ,,Chou Pei* ist nur teilweise mathematisch,
aber interessant, weil es den Satz des Pythagoras diskutiert. Die ,,Neun Biicher*
sind dagegen ein rein mathematisches Werk und charakterisieren schon vollsténdig
die Art der altchinesischen Mathematik im Verlauf der nachsten tausend Jahre und
linger. '

Sehr alt sind auch gewisse Diagramme aus Biichern der Han-Periode, so z.B. aus
dem ,,I-Ching* (Book of Changes). Zu ihnen gehort das folgende, von vielen Le-
genden umwobene magische Quadrat (Lo Shu):

492
3517
816

Das chinesische Zahlensystem war stets dezimal, und schon im zweiten Jahrtausend
v. u. Z. finden wir Zahlen, die durch neun Symbole im Stellenwertsystem ausge-

115—146.
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driickt wurden.) Diese Schreibweise biirgerte sich in der Han-Periode oder schon
friiher ein. Die neun Zeichen wurden durch verschieden angeordnete Bambusstih-
chen dargestellt; z.B. bedeutete lr=—m| die Zahl 6729, und sie wurde auch
auf diese Weise geschrieben. Die Grundrechenarten wurden auf Rechenbrettern
ausgefiihrt; leere Stellen gaben die Null an (ein spezielles Zeichen fiir die Null tritt
erst im 13. Jahrhundert u. Z. auf, kann aber dlter scin). Es gab auch Varianten die-
ser Schreibweise.

Bei der Kalenderberechnung wurde eine Art von Sexagesimalsystem verwendet,
das etwa mit einer Kombination aus zwei miteinander verbundenen Zahnriadern
zu vergleichen ist, wobei das eine Zahnrad 12, das andere 10 Ziahne hatte. So wurde
die Zahl 60 eine hohere Einheit, eine ,,Periode* (das ,,cycle‘ in ,,Locksley Hall“ von
Tennyson).

Die Mathematik der ,Neun Biicher* besteht in der Hauptsache aus Problemen
sowie allgemeinen Hinweisen zu deren Lésung. Diese Probleme stammen aus der
praktischen Arithmetik und fiihren auf algebraische Gleichungen mit Znhlenkoeffi-

zienten. Quadrat- und Kublkwnrzeln werden berechnet, z.B. wird 751 & als Qua-
dratwurzel aus 564752 1 gefunden Fiir Kreisberechnungen wurde = = 3 gesetzt.

Eine Reihe von Prob]emen fiihrt auf lineare Gleichungssysteme, z.B. auf das
System
3x -2y 4+ z=39,
20 + 3y + z= 34,
a - 2y 4+ 3z = 26,
welches als ,,Matrix‘‘ seiner Koeffizienten geschrieben wurde. Seine Lésung wurde
in einer Form angegeben, die wir heutzutage eine ,,Matrixtransformation‘‘ nennen
wiirden. In diesen Matrizen finden wir negative Zahlen, die hier zum erstenmal in
der Geschichte der Mathematik in Erscheinung treten.
Bei der chinesischen Mathematik besteht dic ungewdhnliche Situation, daB ihre
Tradition praktisch ohne Unterbrechung bis in dic Gegenwart fortbesteht, so daB
man ihre Rolle in der Gesellschaft wesentlich besser studieren kann als im Fall der
dgyptischen und babylonischen Mathematik, die untergegangenen Kulturen ange-
horten. Man weil beispielsweise, da Examenskandidaten eine genau festgelegte
Kenntnis der wichtigsten Klassiker nachweisen muBten und daB fiir dieses Examen
hauptsichlich dic Fihigkeit erforderlich war, Textstellen fehlerfrei aus dem Ge-
déchtnis zu zitieren. Die traditionelle Lehre wurde so mit peinlicher Gewissen-
haftigkeit von Generation zu Generation iiberliefert. In einer derart stagnierenden
kulturellen Atmosphire stellten neue Entdeckungen auergewohnliche Ausnahmen
dar, wodurch umgekehrt die Unverinderlichkeit der mathematischen Tradition
garantiert wurde. Eine solche Tradition konnte Jahrtausend hindurch weiterge-
reicht und nur gelegentlich durch grofle historische Katastrophen unterbrochen
werden. In Indien existieren &hnliche Bedingungen; hier finden sich sogar Bei-
1) Die Symbole fiir die Einer, Hunderter usw. sind aber von den Symbolen fiir die
Zehner, Zehntausender usw. etwas verschieden.

|
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spiele von mathematischen Texten, die in metrischen Stanzen geschrieben sind,
um das Auswendiglernen zu erleichtern. Es besteht kein besonderer Grund fiir die
Annahme, daB die diesbeziigliche Praxis der alten Agypter und Babylonier sich
von der der Inder und Chinesen wesentlich unterschieden hat. Das Heraufkommen
einer ganz neuen Kultur war notwendig, um die véllige Verknocherung der Mathe-
matik zu unterbrechen. Die fiir die griechische Kultur charakteristische ganz andere
Lebensauffassung hob endlich die Mathematik auf die Hohe einer wirklichen
Wissenschaft.
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3. Griechenland

3.1, Der Aufstieg der griechischen Stadtstaaten.
Die gesellschaftlichen Umwdlzungen
im &stlichen Mittelmeerraum um 1000 v. u. Z.

Gewaltige Skonomische und politische Umwilzungen traten wihrend der letzten
Jahrhunderte des zweiten Jahrtausends im Raum des Mittelmeerbeckens und in
seiner Umgebung ein. In einer turbulenten Atmosphire von Wanderungen und
Kriegen wurde das Bronzezeitalter durch dasjenige abgelost, das wir unser Zeit-
alter, die Eisenzeit, nennen. Uber diese Periode der Revolution sind nur wenige
Einzelheiten hekannt, aber man weiBl, daB gegen ihren AbschluB hin, vielleicht um
900 v. u. Z., das Reich des Minos und das Reich der Hethiter verschwunden waren,
daB die Macht Agyptens und Babylons stark geschwicht war und daB neue Vélker
auf der geschichtlichen Biihne erschienen waren. Die hervorragendsten unter diesen
neuen Vélkern waren die Hebrier, die Assyrer, die Phénizier und die Griechen.
Die Verdringung der Bronze durch das Eisen brachte nicht nur einen Um-
schwung im Kriegswesen, sondern vermehrte durch die Verbilligung der Pro-
duktionsmitte] auch den gesellschaftlichen Reichtum, férderte den Handel und
ermdglichte eine stirkere Beteiligung breiter Schichten an den Angelegenheiten
von wirtschaftlichem oder &ffentlichem Intcresse. Das spiegelte sich in zwei
groBen Neuerungen wider: in dem Ersatz der schwerfalligen Schrift des alten
Orients durch das leicht erlernbare Alphabet und in der Einfithrung des Hart-
geldes, das zur Belebung des Handels beitrug. Die Zeit war herangereift, in der die
Kulturgiiter nicht linger die exklusive Doméne einer orientalischen Beamtenschaft
bleiben konnten.

Das Vordringen der ,,Seerduber*, wie einige der wandernden Volker in dgyptischen
Texten betitelt werden, war zunichst von grofen kulturellen Riickschligen be-
gleitet. Die Kultur von Minos verschwand, die dgyptische Kunst verfiel; die baby-
lonische und édgyptische Wissenschaft stagnicrten jahrhundertelang. Aus dieser
Ubergangsperiode sind uns keine mathematischen Texte iiberliefert worden. Als
wieder stabilere Verhiltnisse eingetreten waren, setzte sich die weitere Entwick-
lung des alten Orients hauptsichlich in seinen traditionellen Bahnen fort, aber der
Schauplatz war fiir einen ganz neuen Typ von Kultur, fiir die Kultur Griechenlands,
vorbereitet.

Die Stéddte, die lings der Kiiste Kleinasiens und des griechischen Festlandes ent-
standen, waren keine Verwaltungszentren einer auf Bewisserungsanlagen basieren-
den Gesellschaftsordnung mehr. Es waren Handelsstddte, in denen die alten feu-
dalen GroBgrundbesitzer einen schweren Kampf mit einer unabhingigen, politisch
selbstbewuBten Kaufmannsklasse auszutragen hatten. Wihrend des siebenten und
4  Struik, Geschichte
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sechsten Jahrhunderts v. u. Z. gewann diese Kaufmannsklasse die Herrschaft und
muBte ihrerseits Kimpfe gegen die Kleinhéndler und Handwerker, das Volk, be-
stehen. Das Ergebnis war der Aufstieg der griechischen pols, des sich selbst re-
gierenden Stadtstaates, der ein neues gesellschaftliches Experiment darstellte, das
véllig verschieden von den ehemaligen Stadtstaaten der Sumerer und anderer
orientalischer Linder war. Die wichtigsten dieser Stadtstaaten entwickelten sich
in Tonien an der anatolischen Kiiste. Ihr zunehmender Handel brachte sie mit den
Kiisten des gesamten Mittelmeeres in Verbindung, mit Mesopotamien, Agypten,
Szythien und sogar mit noch entfernteren Landern. Langere Zeit spielte Milet eine
fithrende Rolle. Auch die Stadte an anderen Kiisten gewannen Reichtum und Be-
deutung: auf dem griechischen Festland zunichst Korinth, spiter Athen, an der
Kiiste Italiens Kroton und Tarent, auf Sizilien Syrakus.

Diese neue gesellschaftliche Ordnung schuf auch einen neuen Menschentyp. Der
Handelskaufmann hatte noch nie eine solche Unabhiéngigkeit genossen, aber er
wuBte, daB diese Unabhingigkeit nur das Ergebnis eines andauernden und harten
Kampfes war. Die statische Weltanschauung des Orients konnte er sich niemals
zu eigen machen. Er lebte in einer Epoche geographischer Entdeckungen, die nur
mit denen Westeuropas im sechzehnten Jahrhundert verglichen werden konnen;
er erkannte keinen absoluten Herrscher oder eine angenommene, in einer statischen
Gottheit verankerte Obrigkeit an. Aulerdem konnte er sich in gewissem Umfange
einer auf Reichtum und Sklavenarbeit beruhenden MuBe erfreuen. Er konnte iiber
diese seine Welt philosophieren. Das Nichtvorhandensein irgendeiner fest einge-
wurzelten Religion fiihrte manche Einwohner dieser Kiistenstidte zum Mystizis-
mus, forderte aber auch dessen Gegenteil und fithrte zum Wachsen eines Rationa-
lismus und einer wissenschaftlichen Weltanschauung.

3.2.  Grundprinzipien des griechischen Denkens
und die Frihgeschichte der griechischen Mathematik

In dieser Atmosphire des ionischen Rationalismus wurde die moderne Mathematik
geboren — diejenige Mathematik némlich, die nicht nur die orientalische Frage
,»wie 2 stellte, sondern auch die moderne, die wissenschaftliche Frage ,,warum 2.
Der traditionelle Vater der griechischen Mathematik ist der Kaufmann Thales von
Milet, der in der ersten Halfte des sechsten Jahrhunderts Babylon und Agypten
besuchte. Doch selbst dann, wenn man seine ganze Erscheinung als legendir be-
trachtet, bildet sie den Hintergrund von etwas auBerordentlich Realem. Sie sym-
bolisiert die Umstinde, unter denen die Grundlagen nicht nur der modernen Mathe-
matik, sondern auch der modernen Wissenschaft und Philosophie iiberhaupt ge-
legt wurden.

Das Studium der Mathematik in der griechischen Friihzeit verfolgt ein haupt-
sichliches Ziel, nimlich die Gewinnung einer aus einem Vernunftgebidude ableit-
baren Einsicht in die Stellung des Menschen innerhalb des Kosmos. Die Mathematik
diente dazu, Ordnung im Chaos zu schaffen, Ideen in logischen Ketten anzuordnen
und fundamentale Prinzipien zu entdecken. Sie war die am stirksten verstandes-
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méaBig bestimmte unter allen Wissenschaften, und obwohl kaum ein Zweifel dariiber
bestehen kann, daB die griechischen Kaufleute auf ihren Handelsreisen die orien-
talische Mathematik kennenlernten, so fanden sie doch bald heraus, daB die Vélker
des Orients die meiste Arbeit zur verstandesmiBigen Durchdringung ungetan ge-
lassen hatten. Warum hat das gleichschenklige Dreieck zwei gleiche Winkel ?
Warum ist die Fliche eines Dreiecks ebenso gro8 wie die halbe Fliche eines Recht-
ecks von gleicher Grundlinie und Héohe ? Diese Fragen driangten sich solchen Men-
schen ganz natiirlich auf, die dhnliche Fragen beziiglich der Kosmologie, Biologie
und Physik stellten.

Es ist ein ungliicklicher Umstand, daB keine priméaren Quellen bekannt sind, die uns
ein Bild von der friithen Entwicklung der griechischen Mathematik vermitteln
kénnen. Die vorhandenen Zusammenstellungen stammen aus christlicher und
islamischer Zeit und werden durch égyptische Papyrusangaben aus etwas friiherer
Zeit nur diirftig ergiénzt. Immerhin hat es uns die klassische Philologie erméglicht,
die verbliebenen Texte, die aus dem vierten Jahrhundert v. u. Z. und etwas spéterer
Zeit stammen, wiederherzustellen, und wir besitzen daher zuverlissige Ausgaben
von Euklid, Archimedes, Apollonius und anderen groBen Mathematikern des
Altertums. Aber diese Texte repriasentieren eine bereits voll entwickelte mathema-
tische Wissenschaft, worin die geschichtliche Entwicklung selbst mit Hilfe spiterer
Kommentare kaum noch nachzuzeichnen ist. Beziiglich der Entstehungsjahre der
griechischen Mathematik sind wir génzlich auf kleine, von spiteren Autoren iiber-
mittelte Fragmente und auf verstreute Bemerkungen von Philosophen und anderen
nicht im eigentlichen Sinne mathematischen Autoren angewiesen. Einer hichst
geistreichen und geduldigen Textkritik ist es gelungen, viele dunkle Punkte dieser
Friihgeschichte aufzukliren, und wir verdanken es dieser Arbeit, die von Forschern
wie Paul Tannery, T. L. Heath, H. G. Zeuthen, E. Frank u. a. geleistet worden und
noch nicht abgeschlossen ist, da$§ wir in der Lage sind, so etwas wie ein folgerichtig
zusammenhiingendes, wenn auch vielfach hypothetisches Bild von der griechischen
Mathematik in ihren Entstehungsjahren zu entwerfen.

3.3. Die Hegemonie von Athen. Hippokrates von Chios.
Zentrale Probleme der griechischen Mathematik

Im sechsten Jahrhundert v. u. Z. entstand eine neue und starke Macht auf den
Ruinen des Assyrischen Reiches: das Perserreich der Achameniden. Es eroberte die
anatolischen Stidte, aber die gesellschaftliche Struktur auf dem griechischen Fest-
land war schon zu fest verwurzelt, um eine Niederlage zu erleiden. Die persische
Invasion wurde in den historischen Schlachten von Marathon, Salamis und Platéa
zuriickgeschlagen. Das Hauptergebnis des griechischen Sieges war die Expansion
und Hegemonie von Athen. Hier erlangten unter Perikles in der zweiten Hélfte
des fiinften Jahrhunderts die demokratischen El te zunehmenden EinflufB.
Sie bildeten die treibende Kraft hinter der wirtschaftlichen und politischen Ex-
pansion und machten Athen um 430 nicht nur zum Fiihrer der griechischen Welt,

g
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sondern auch zum Mittelpunkt einer neuen und erstaunlichen Kultur — es war das
Goldene Zeitalter Griechenlands.

Im Rahmen der gesellschaftlichen und politischen Kémpfe legten Philosophen und
Lehrer ihre Theorien, und darunter auch die neue Mathematik, dar. Zum erstenmal
in der Geschichte untersuchte eine Gruppe von kritischen Menschen, die Sophisten,
die weniger als irgendeine andere frithere Gruppe von Gelehrten durch den Einflu
der Tradition gehemmt war, Probleme mathematischer Natur mehr im Geiste des
Verstehens als in dem der Niitzlichkeit. Da es diese Geisteshaltung den Sophisten
ermoéglichte, zu den Grundlagen des exakten Denkens selbst vorzustoBen, wire es
in hohem MaBle lehrreich, ihre Diskussionen zu verfolgen. Leider ist nur ein ein-
ziges vollstindiges mathematisches Fragment aus dieser Zeit vorhanden; es wurde
von dem ionischen Philosophen Hippokrates von Chios geschrieben. Dieses Frag-
ment zeigt einen hohen Grad der Vollkommenheit des mathematischen Denkens und
behandelt typischerweise ein merkwiirdig ,,unpraktisches®, aber theoretisch wert-
volles Thema, die sogenannten ,lunulae* — die kleinen Méndchen oder Sicheln,
die von zwei Kreishogen begrenzt werden.

Dieser Gegenstand — solche von zwei Kreisbgen begrenzte Flichen zu finden,
die sich rational durch die Durchmesser ausdriicken lassen — hat eine unmittel-
bare Beziehung zum Problem der Quadratur des Kreises, einem zentralen Problem
der griechischen Mathematik. Bei der Untersuchung dieses Problems!) zeigte
Hippokrates, daBl die Mathematiker des Goldenen Zeitalters in Griechenland ein
geordnetes System der ebenen Geometrie besaBen, in dem sich das Prinzip der lo-
gischen Deduktion, Ubergang von einer Tatsachce zur niichsten ,apagoge®, voll
durchgesetzt hatte. Es war der Anfang einer Axiomatik gemacht worden, wie aus
dem Titel des vermutlich von Hippokrates geschriebenen Buches, den ,,Elementen®
(,,stoicheia*“), hervorgeht. Dies ist der Titel aller axiomatischen Abhandlungen der
Griechen, einschlieBlich der des Euklid. Hippokrates untersuchte den Flichenin-
halt sowohl solcher ebenen Figuren, die von geradlinigen Strecken, als auch von
solchen, die von Kreishogen begrenzt werden. Er lehrt, daB sich die Flicheninhalte
von éhnlichen Kreisabschnitten ebenso zueinander verhalten wie die Quadrate ihrer
Sehnen. Er kennt den Lehrsatz des Pythagoras und ebenso die entsprechende Un-
gleichung fiir nichtrechtwinklige Dreiecke. Die ganze Abhandlung ist schon in dem
Geiste geschrieben, den man die Euklidische Tradition nennen konnte, aber sie ist
um mehr als ein Jahrhundert dlter als Euklid. Das Problem der Quadratur des
Kreises ist eines der ,,drei berithmten mathematischen Probleme des Altertums®,
die withrend dieser Periode zu einem Gegenstand der Forschung wurden. Diese
Problemc waren folgende:

(1) Die Trisektion des Winkels; dies bedeutet das Problem, cinen gegebenen Winkel
in drei gleiche Teile zu teilen.

1) Eine moderne Untersuchung dariiber ist: . Landau, Uber quadrierbare Kreis-
bogenzweiccke, Berichte Berliner Math. Ges. 2 (1903). 1—6. Siche ferner: N. G. Tsche-
botarjew, Gesammelte Werke, Bd.1 (Moskau-Leningrad 1949), S.193-207; A.W.
Dorodnow, Dokl. Akad. Nauk SSSR 58 (1947), 965—968; T. Dantzig, The Bequest of
the Greeks (New York 1955), Kap. 10.
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(2) Die Verdopplung des Wiirfels; dies bedeutet, die Seite eines solchen Wiirfels zu
finden, dessen Volumen zweimal so groB ist wie das eines gegebenen Wiirfels (das
sogenannte Delische Problem).

(3) Dic Quadratur des Kreises; dies bedeutet, ein Quadrat mit einem Flacheninhalt
zu finden, der dem Inhalt einer gegebenen Kreisfliche gleichkommt.

Die Bedeutung dieser Probleme beruht auf der Tatsache, dal sic durch die Kon-
struktion ciner endlichen Anzahl von geraden Linien und Kreisen nicht exakt ge-
16st werden konnen, sondern hochstens naherungsweise, und daf sie deshalb als ein
Hilfsmittel zum Eindringen in neue Bereiche der Mathematik dienten. Sie fiihrten
zur Entdeckung der Kegelschnitte, einiger kubischer Kurven, Kurven vierter
Ordnung und einer transzendenten Kurve, der Quadratrix. Die anekdotenhafte
Form, in der die Probleme gelegentlich iiberliefert werden (Delphisches Orakel usw.),
darf uns nicht dazu verleiten, ihre fundamentale Bedeutung zu iiberschen. Es
geschicht gar nicht selten, daB ein fundamentales Problem in Form ciner Anek-
dote oder eines Rétsels dargestellt wird — der Apfel Newtons, das gebrochene Ver-
sprechen von Cardano oder die Weinfisser von Kepler. Mathematiker verschiedener
Epochen, unsere eigene nicht ausgenommen, haben den Zusammenhang zwischen
diesen griechischen Problemen und der modernen Gleichungslehre klargelegt,
wobei sich Betrachtungen iiber Korpertheorie, algebraische Zahlen und Gruppen-
theorie als notwendig erwiesen.

3.4.  Die Pythagoreer.
Die Grundlagenkrise der griechischen Mathematik

Wahrscheinlich auBerhalb der Gruppe der Sophisten, die man in gewissem Umfange
denken kann als mit der demokratischen Bewegung verbunden, stand cine andere
Gruppe von mathematisch interessierten Philosophen, die Beziehungen zu aristo-
kratischen Strémungen entwickelte. Sie nannten sich selbst Pythagoreer nach dem
ziemlich mythischen Griinder der Schule, Pythagoras, der vermutlich Mystiker,
Wissenschaftler und siiditalienischer Politiker war. Wahrend die meisten Sophisten
nachdriicklich die Realitit der Verdanderung vertraten, verlegten die Pythagoreer
das Schwergewicht ihrer Studien auf die unverinderlichen Elemente in Natur und
Gesellschaft. In ihrer Suche nach den ewigen Gesetzen des Kosmos studierten sie
Geometrie, Arithmetik, Astronomic und Musik (das,,Quadrivium®). Ihr bedeutend-
ster Fithrer war Archytas von Tarent, der um 400 lebte und dessen Schule, wenn
wir der Hypothese von E. Frank folgen, viel von dem ,,Pythagoreischen* Geist
der Mathematik zuzuschreiben ist. Ihre Arithmetik war eine in hohem MaBe speku-
lative Wissenschaft, die mit der gleichzeitigen babylonischen Rechentechnik wenig
zu tun hatte. Die Zahlen wurden in Klassen eingeteilt, in ungerade, gerade, gerad-
zahlig oft gerade, ungeradzahlig oft ungerade, Primzahlen und zusammengesetzte
Zahlen, vollkommene, befreundete, Dreieck-, Quadrat-, Fiinfeckzahlen usw. Einige
der interessantesten Ergebnisse betreffen die ,,Dreickzahlen, die ein Bindeglied
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zwischen Geometrie und Arithmetik darstellen:
. o’e
o1 o%e 3 0%e% 6 %%’ 10 usw.
Unsere Bezeichnung ,,Quadratzahlen hat ihren Ursprung in Pythagoreischen
Spekulationen:

e 00
o 0 4 e oo
ol P e o o dusw.

Die Figuren selbst sind viel élter, denn einige von ihnen finden sich bereits auf
Topferein aus der jiingeren Steinzeit. Die Pythagoreer untersuchten ihre Eigen-
schaften, wobei sie ihr besonderes Merkmal des Zahlenmystizismus hinzufiigten
und sie zum Mittelpunkt einer kosmischen Philosophie machten, die alle Bezie-
hungen auf Zahlenbeziehungen zuriickzufiihren versuchte (,,Alles ist Zahl*). Ein
Punkt war eine ,,Einheit mit Lage*.)

Die Pythagoreer kannten einige Eigenschaften der reguliren Polygone und der
reguliren Korper. Sie zeigten, wie man die Ebene mit Hilfe von reguliren Dreiecken,
Quadraten und reguliren Sechsecken und den Raum mit Wiirfeln ausfiillen kann.
Aristoteles versuchte spiiter, dies durch die falsche Aussage zu erginzen, der Raum
konne mit Hilfe regularer Tetraeder dicht ausgefiillt werden.?) Die Pythagoreer
haben méglicherweise auch das regulire Oktaeder und Dodekaeder gekannt — die
Figur des letzteren insbesondere deshalb, weil in Italien vorkommender Pyrit in
Dodekaedern kristallisiert und Nachbildungen solcher Figuren in Form von Orna-
menten oder magischen Symbolen bis in etruskische Zeiten zuriickreichen. Sie
gehen zuriick auf keltische Volker in Mitteleuropa wihrend des Beginns der Eisen-
zeit, etwa 900 v. u. Z. und danach (Pyrit ist ein Ausgangsmaterial des Eisens).3)
Was nun den Satz des Pythagoras betrifft, so schrieben die Pythagoreer seine
Entdeckung ihrem Meister zu, von dem angenommen wurde, er habe den Géttern
als Zeichen seiner Dankbarkeit hundert Ochsen geopfert, freilich eine Leistung fiir
einen (wie man glaubt) Vegetarier. Wie wir bereits sahen, war der Satz schon im
Babylon Hammurabis bekannt, aber der erste allgemeine Beweis kann sehr wohl der
Schule der Pythagoreer entstammen.

Die wichtigste den Pythagoreern zugeschriebene Entdeckung war aber die Ent-
deckung des Irrationalen mit Hilfe von inkommensurablen Strecken. Diese Ent-
deckung kann das Ergebnis ihres Interesses fiir das geometrische Mittel a:b = b:c
gewesen sein, das als Symbol der Aristokratie galt. Wie gro8 war das geometrische
Mittel von 1 und 2, von zwei heiligen Symbolen ? Das fiihrte zum Studium des Ver-

1) Uber die Arithmetik der Pythagoreer siehe B. L. van der Wacrden, Math. Ann. 120
(1948), 127—153, 676 — 700.

2) D. J. Struik, Het probleem ,,De impletione loci‘*‘, Nieuw Archiof voor Wiskunde, 2e
ser, 15 (1926), 121 —137.

?) F. Lindemann, Sitzungsberichte bayr. Akad. Wiss., Miinchen 26 (1896), 6256 —757;
63 (1934), 265—275.
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hiltnisses von Seite und Diagonale ein und desselben Quadrates, und man fand,
daB dieses Verhiltnis nicht durch ,,Zahlen* ausgedriickt werden konnte — d. h.
durch positive ganze Zahlen und ihre Verhiltnisse, die in der Pythagoreischen
Arithmetik allein zugelassenen Begriffe. Dies kann man nach Aristoteles wie folgt
erkennen.?)

A dieses Verhiltnis sei p:q, wobei man stets p und q als teilerfremd voraus-
setzen kann. Daraus folgt p? = 2¢2, also ist p* und damit auch p eine gerade Zahl, etwa
p = 2r. Dann miifte ¢ ungerade sein, aber wegen ¢* = 2r? miiite es zugleich gerade
sein. Dieser Widerspruch wurde nicht, wie im Orient oder in Europa im Zeitalter der
Renaissance, durch eine Verallgemeinerung des Zahlbegriffes aufgelost, sondern unter
Ablehnung einer auf Zahlen beruhenden Theorie durch den Versuch einer geometrischen
Synthese.

Diese Entdeckung, die die wohlabgestimmte Harmonie zwischen Arithmetik und
Geometrie zerstorte, wurde wahrscheinlich in den letzten Jahrzehnten des fiinften
Jahrhunderts v. u. Z. gemacht. Sie kam noch zu einer anderen Schwierigkeit hinzu,
die aus Erorterungen iiber die Realitiit der Verinderungen entstanden war, d. h.
aus Erérterungen, die die Philosophen seit jener Zeit bis in unsere Tage beschaftigt
haben. Diese Schwierigkeit wird Zeno von Elea (um 450 v. u. Z.), einem Schiiler
von Parmenides, zugeschrieben. Zeno war konservativer Philosoph, nach dessen
Lehre der menschliche Verstand nur das absolute, unverinderliche Sein der Dinge
erkennen kann, wihrend alle Veridnderungen nur Schein sind. Sie gewann mathema-
tische Bedeutung, als im Zusammenhang mit solchen Fragen wie der Bestimmung
des Pyramidenvolumens unendliche Prozesse studiert werden muBten. Hier ge- '
rieten die Zenonschen Paradoxien in Widerspruch mit einigen #lteren intuitiven
Begriffen beziiglich des unendlich Kleinen und unendlich Groen. Man hatte immer
geglaubt, daBl die Summe von unendlich vielen GroBen so grofl gemacht werden
kann, wie man nur will, selbst wenn jede GroBe beliebig klein ist (0o X & = o),
und daB weiter die Summe von endlich oder unendlich vielen GréBen, von denen
jede einzelne gleich Null ist, wieder Null ergibt (n X 0 =0, c0o X 0 = 0). Die
Kritik des Zeno zweifelte die Zulissigkeit dieser Begriffe an, und seine vier Para-
doxien erregten ein solches Aufsehen, daB man die Auswirkungen davon noch heute
beobachten kann. Sie sind durch Aristoteles iiberliefert worden und als Paradoxien
des Achilles, des fliegenden Pfeiles, der (unendlich oft wiederholten) Halbierung und
des Stadions bekannt. Sie sind so formuliert, daB sie Widerspriiche in den Begriffen
der Bewegung und der Zeit hervorkehren; es wird dabei kein Versuch unternom-
men, die Widerspriiche aufzulésen. Der Hauptgedanke der Uberlegung kann dem
,»Achilles und der ,,Halbierung® entnommen werden, die in moderner Fassung
wie folgt lauten:

Achilles. Achilles und eine Schildkréte bewegen sich geradlinig in derselben Richtung.

Achilles lduft viel schneller als die Schildkréte; aber um sie einzuholen, muB er zuerst
denjenigen Punkt P erreichen, von dem aus die Schildkréte gestartet ist. Wenn er nach
1) Aristoteles weist in seiner Analytica Priora (I, 23) auf diesen Beweis nur hin als ein
Beispiel einer reductio ad absurdum. Fiir den Beweis selbst siehe T. L. Heath, The
thirteen books of Euclid’s Elements (Nachdruck New York 1956), Band III, S. 2.
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P gelangt ist, hat sich die Schildkréte nach einem anderen Punkt P, vorwirtsbewegt.
Achilles kann sie nicht einholen, ehe er nicht P, passiert hat, aber die Schildkrste hat
inzwischen einen neuen Punkt P, erreicht. Wenn Achilles in P, angelangt ist, hat die
Schildkréte wieder einen neuen Punkt P errcicht, usw. Folglich kann Achilles dic
Schildkréte niemals einholen.

Dich te (Zweiteilung). Anger ich méchte lings ciner Strecke von A nach B
wandern. Um B zu erreichen, mu8 ich zuniichst die halbe Entfernung AB, von AB
zuriicklegen, und um nach B, zu kommen, muB ich zuerst B, in der Mitte von A B, er-
reichen. Entsprechend geht es unendlich oft weiter, so daB8 dic Bewegung iiberhaupt
nicht beginnen kann.

Die Uberlegungen von Zeno machten klar, daB cine endliche Strecke in unendlich
viele kleine Strecken zerlegt werden kann, von denen jede eine endliche Linge be-
sitzt. Sie zeigten auBerdem, dal es schwierig zu erkldren ist, was man eigentlich
damit meint, wenn man sagt, daf} eine Linic aus Punkten ,,zusammengesetzt* ist.
Esist sehr wahrscheinlich, daB Zeno selbst gar keine Vorstellung von den mathe-
matischen Konsequenzen seiner Uberlegung hatte. Probleme, die zu scinen Parado-
xien fiihren, sind némlich im Verlauf von philosophischen und theologischen Diskus-
sionen regelmaBig aufgetaucht. Sie sind hekannt als jene Fragen, die dic Bezie-
hungen zwischen dem potentiell und dem aktual Unendlichen betreffen. Paul Tan-
nery jedoch glaubte, daB dic Uberlegungen von Zeno sich besonders gegen die
Pythagoreischc Idee des Raumes als einer Summe von Punkten (,,der Punkt ist
Einheit mit Lage*)?) richteten. Was nun auch dic Wahrheit sein mag, die Darle-
gungen von Zeno beeinfluBten jedenfalls das mathematische Denken wihrend vieler
Generationen. Seine Paradoxien konnen mit denjenigen verglichen werden, die
1734 von Bischof Berkeley vorgebracht wurden, als dieser die logischen Wider-
spriiche nachwies, zu denen eine unsachgerechte Formulierung der Prinzipien der
Infinitesimalrechnung fiithren kann, ohne allerdings selbst eine bessere Fundierung
zu bieten.

Zenos Uberlegungen beunruhigten die Mathematiker noch mehr, nachdem das
Irrationale entdeckt worden war. War Mathematik als exakte Wissenschaft iiber-
haupt méglich ? Tannery?) vertrat die Meinung, daB man von ,,einem wirklichen
logischen Skandal®, von einer Krise in der griechischen Mathematik, sprechen
konne. Wenn das zutrifft, dann entstand diese Krise in der letzten Zeit des Pelo-
ponnesischen Krieges, der 404 mit dem Fall von Athen endete. Man kann dann auch
einen Zusammenhang zwischen der Krise in der Mathematik und der im sozialen
System entdecken, da der Fall von Athen den Zusammenbruch der Herrschaft
einer Sklavenhalterdemokratie iiber die ganze griechische Welt herbeifiihrte — cine
Krise, die im Geiste der neuen Periode gelost wurde.

1) P. Tannery, La géométrie grecque (Paris 1887), S. 217—261. Eine andere Meinung
vertritt B. L. van der Waerden, Math. Ann. 117 (1940), 141 —161.

2) P. Tannery, La géométrie grecque (Paris 1887), S. 98. Tannery behandelt an dieser
Stelle nur den Zusammenbruch der alten Theorie der Proportionen als Ergebnis der
Entdeckung inkommensurabler Strecken. Siehe aber H. Freudenthal, Y avait-il une
crise des fond: ts des math iques dans I’ Antiquité?, Bull. Soc. math. Belgique 18
(1966), 43 —56.
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3.5.  Griechenland nach dem Peloponnesischen Krieg.
Die Uberwindung der Krise in der Mathematik
durch Eudoxus und Demokrit

Typisch fiir diese neuc Periode der griechischen Geschichte war der wachsende
Reichtum gewisser Schichten der herrschenden Klassen, der mit ebenso wachsen-
dem Elend und zunehmender Unsicherheit der Armen einherging. Die herrschen-
den Klassen griindeten ihr gesamtes Dasein mehr und mehr auf die Sklaverei,
wodurch sie Mue gewannen, Kiinste und Wissenschaften zu pflegen, aber zugleich
auch jeder Handarbeit immer mehr entfremdet wurden. Ein edler Vertreter der
Muse sah verichtlich auf die Arbeit der Sklaven und Handwerker herab und suchte
Zuflucht vor der rauhen Wirklichkeit im Studium der Philosophie und der Ethik.
Plato und Aristoteles verkorperten diese Haltung; und gerade in Platos ,,Staat*
(etwa um 360 geschrieben) findet man den klarsten Ausdruck der Ideale der Skla-
venhalteraristokratie. Dic ,,Wichter (IXricger) in Platos Staat miissen das ,,Qua-
drivium®, die oberste Stufe der freien Kiinste (Arithmetik, Geometrie, Astrono-
mie und Musik) studieren, um die Gesetze des Universums zu verstchen. Eine
solche geistige Atmosphire wirkte sich, zumindest in ihrer ersten Zeit, schr forder-
lich auf eine Diskussion iiber die Grundlagen der Mathematik und auf die speku-
lative Kosmogonie aus. Wenigstens drei groBe Mathematiker dieser Zeit waren mit
der Akademie von Plato verbunden, namlich Archytas, Theitet (gestorben 369)
und Eudoxus (etwa 408—355). Theitet wird die Theoric des Irrationalen zuge-
schrieben, die im zehnten Buch der ,,Elemente’ von Euklid enthalten ist. Der
Name des Eudoxus ist mit der Theorie der Proportionen verbunden, die Euklid
im fiinften Buch darlegt, und auerdem mit dersogenannten ,, Exhaustionsmethode*,
die eine strenge Behandlung von Flichen- und Volumenberechnungen gestattete.
Das bedeutet aber, daBl es Eudoxus war, der die ,,Krise“ der griechischen Mathe-
matik iiberwand und dessen strenge Formulierungen dazu beitrugen, die weitere
Entwicklung der griechischen Axiomatik und in erheblichem Umfange der ge-
samten griechischen Mathematik zu bestimmen.

Die Theorie der Proportionen des Eudoxus beseitigte die arithmetische Theorie der
Pythagoreer, die nur fiir kommensurable GréBen giiltig war. Es handelte sich um
eine rein geometrische Theorie, die in ihrer strengen axiomatischen Form jede
Bezugnahme auf inkommensurable oder kommensurable GréBen iiberfliissig
machte.

Typisch dafiir ist die Definition 5 in Buch V der Euklidischen ,,Elemente:

,»Man sagt, daB GréBen in demselbén Verhiltnis stehen, die erste zur zweiten wie die
dritte zur vierten, wenn bei beliebiger Verviclfaltigung die Gleichviclfachen der ersten

und der dritten den Gleichvielfachen der zweiten und vicrten gegeniiber, paarweise
entsprechend genommen, entweder zugleich gréBer oder zugleich kleiner sind.*

Die hcutige Theorie der Irrationalzahlen, wie sic von Dedekind und Weierstrall
entwickelt wurde, folgt fast wortlich dem Gedankengang von Eudoxus, hat aber
durch Verwendung moderner arithmetischer Methoden wesentlich weitere Per-
spektiven créffnet.
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Die ,,Exhaustionsmethode* (der Ausdruck ,,Exhaustion‘‘ kommt zum erstenmal
1647 bei Grégoire de Saint Vincent vor) war die Antwort der Platonischen Schule
auf Zeno. Sie vermied die Fallstricke des Infinitesmalen, indem sie diese einfach
dadurch umging, daB sie Probleme, die zu infinitesimalen Betrachtungen fiihren
konnten, auf solche zuriickfiihrte, die allein mit formaler Logik zu bewiltigen wa-
ren. Wollte man beispielsweise beweisen, daB das Volumen V eines Tetraeders
gleich einem Drittel des Volumens P eines Prismas von gleicher Grundfliche und
Héhe ist, so bestand der Beweis darin, daB8 gezeigt wurde, daB die beiden An-

nahmen V>%Pund V< -,IIP auf logische Widerspriiche fiihren. Hierbei

wurde ein Axiom eingefiihrt, das heute nach Archimedes benannt wird und das
dem Axiom, das der Theorie der Proportionen von Eudoxus zugrunde liegt, &hn-
lich ist, nidmlich: ,,DaB sie ein Verhiltnis zueinander haben, sagt man von Gré8en,
die vervielfiltigt einander iibertreffen kénnen‘ (Euklid, Buch V, Definition4)?).
Diese Methode, die zur Standardmethode bei den Griechen und in der Renaissance
wurde, sobald es sich um exakte Beweise zur Flichen- und Volumenbestimmung
handelte, war vollkommen streng und kann leicht in eine Beweisform gebracht
werden, die den Anforderungen der modernen Analysis geniigt. Sie hat den groBen
Nachteil, daB das Ergebnis, um bewiesen werden zu konnen, vorher bekannt sein
muB, so daB der Mathematiker es zuerst mit Hilfe anderer weniger strenger und
mehr heuristischer Methoden finden muf.

Es gibt einwandfreie Anzeichen dafiir, daB cine andere Methode dieser Art tat-
sichlich verwendet wurde. Wir besitzen einen Brief von Archimedes an Eratosthenes
(um 250 v. u. Z.), der erst 1906 entdeckt wurde, in dem Archimedes ein unstrenges,
aber fruchtbares Verfahren zur Auffindung von Resultaten erliutert. Dieser Brief
ist unter dem Namen ,,Methode* bekannt. Es ist, besonders von S. Luria, ver-
mutet worden, daB sie Ausdruck einer Schule mathematischen Denkens ist, die mit
der Schule von Eudoxus konkurrierte, ebenfalls in die Zeit der ,,Krise*“ zuriick-
reicht und mit dem Namen von Demokrit, dem Begriinder der Atomistik, verbun-
den ist. Nach der Theorie von Luria wurde in der Schule von Demokrit der Begriff
des ,,geometrischen Atoms‘ eingefiihrt. Man dachte sich eine Strecke, eine Flache
oder ein Volumen aus einer zwar groBen, aber endlichen Anzahl von unteilbaren
»Atomen‘‘ aufgebaut. Die Berechnung cines Volumens bedeutete die Summation
der Volumina von allen ,,Atomen‘, aus denen der betreffende Koérper besteht.
Diese Theorie hért sich nur so lange absurd an, bis man sich vergegenwirtigt, da
mehrere Mathematiker in der Periode vor Newton, besonders Vieta und Kepler, im
wesentlichen dieselben Begriffe verwendeten, indem sie sich etwa den Umfang eines
Kreises aus einer sehr groBen Anzahl von winzigen Strecken zusammengesetzt
dachten. Es gibt keinen Hinweis darauf, daB im Altertum auf dieser Grundlage
jemals eine strenge Methode entwickelt worden ist, aber unsere modernen Grenz-

1) Die Fassung von Archimedes (die er ausdriicklich dem Eudoxus zuschreibt) lautet:
,,Die groBere von zwei gegebenen GroBen, sei es Linie, Fliche oder Korper, iiberragt
die kleinere um eine Differenz, die, geniigend oft vervielfacht, jede der beiden gegebenen
GréBen ubertrifft. (In: ,,Kugel und Zylinder*, Ostwald’s Klassiker der exakten Wis-
senschaften Nr. 202, Leipzig 1922).
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wertbetrachtungen haben es moglich gemacht, diese ,,Atom*-Theorie in eine ge-
nauso strenge Thorie einzubauen, wie es die Exhaustionsmethode ist. Sogar noch
heute verwenden wir ganz selbstverstandlich diese Auffassung von den ,,Atomen*,
wenn wir den mathematischen Ansatz fiir ein Problem aus der Theorie der Elastizi-
tiit, der Physik oder Chemie machen, wobei wir die strenge ,,Grenzwert‘‘-Theorie
dem Berufsmathematiker iiberlassen.?)

Der Vorteil der ,,Atom‘“-Methode gegeniiber der ,,Exhaustions-Methode bestand
darin, daB sie das Auffinden neuer Ergebnisse erleichterte. Im Altertum hatte man
somit die Wahl zwischen einer zwar strengen, aber vergleichsweise unfruchtbaren
und einer nur unzureichend begriindeten, aber viel fruchtbareren Methode. Es ist
aufschluBreich, da praktisch in allen klassischen Werken die erste Methode ver-
wendet wurde. Das diirfte mit der Tatsache zusammenhingen, da8 die Mathematik
eine Lieblingsbeschiftigung einer Klasse der MuBe geworden war, die sich auf die
Sklaverei griindete, gegen Erfindungen gleichgiiltig und an besinnlicher Schau
interessiert war. Es kann auch eine Widerspiegelung des Sieges des Platonischen
Idealismus iiber den Materialismus des Demokrit im Bereich der Philosophie der
Mathematik sein.

3.6. Die Periode des Hellenismus

Im Jahre 334 begann Alexander der Grofle die Eroberung von Persien. Als er 323
in Babylon starb, war der ganze Nahe Osten den Griechen zugefallen. Alexanders
Eroberungen wurden unter seine Heerfithrer aufgeteilt, und aus ihnen gingen
schlieBlich drei Reiche hervor: Agypten unter den Ptolemdern, Mesopotamien und
Syrien unter den Seleukiden und Mazedonien unter Antigonos und seinen Nach-
folgern. Selbst im Tal des Indus regierten griechische Fiirsten. Das Zeitalter des
Hellenismus hatte begonnen.

Die unmittelbare Folge von Alexanders Siegeszug bestand darin,daB das Vordringen
der griechischen Kultur in groBe Gebiete des Orients beschleunigt wurde. Agypten,
Mesopotamien und ein Teil Indiens wurden hellenisiert. Die Griechen stromten als
Hiindler, Kaufleute, Arzte, Abenteurer, Reisende und Séldner in den Nahen Osten.
Die Stiddte — von denen viele neu gegriindet wurden, die an ihren griechischen
Namen kenntlich sind — standen unter griechischer Militir- und Verwaltungs-
kontrolle und besaBen eine aus Griechen und Orientalen gemischte Bevolkerung.
Aber der Hellenismus war im wesentlichen eine stadtische Kultur. Die Landbe-
volkerung blieb cinheimisch und lebte auch weiterhin in althergebrachter Weise.
In den Stddten traf die alte orientalische Kultur mit der neu hereinkommenden
Kultur von Griechenland zusammen und vermischte sich teilweise mit ihr, obwohl

1) ,,S0 kann etwa, insoweit nur erste Differentiale beriicksichtigt werden, ein kleiner
Teil einer Kurve nahe bei einem bestimmten Punkt als gerade und analog ein kleiner
Teil einer Fliche als eben angesehen werden ; withrend einer kurzen Zeit kann ein Teil-
chen als mit konstanter Geschwindigkeit bewegt und ein beliebiger physikalischer
Proze als konstant ablaufend angesehen werden* (H. B. Phillips, Differential Equa-
tions, New York 1922; S. 7).
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zwischen beiden Welten stindig eine tiefgreifende Trennung bestehenblieb. Die
griechischen Herrscher nahmen orientalische Sitten an und hatten sich mit orien-
talischen Verwaltungsproblemen ausecinanderzusetzen, forderten aber zugleich
griechische Kunst, Literatur und Wissenschaft.

Die so in eine neuc Umgebung verpflanzte griechische Mathematik bewahrte viele
ihrer gewohnten Ziige, erfuhr aber auch den EinfluB der Probleme aus Verwaltung
und Astronomie, die im Orient zu 16sen waren. Dieser enge Kontakt der griechischen
Wissenschaft mit dem Orient war auBerordentlich fruchtbar, besonders wiahrend
der ersten Jahrhunderte. Praktisch das ganze wirklich produktive Gesamtwerk, das
wir ,,Griechische Mathematik* nennen, wurde in der relativ kurzen Zeitspanne von
350 bis 200 v. u. Z., von Eudoxus bis Apollonius, geschaffen, und sogar die Mei-
sterleistungen von Eudoxus sind uns nur durch ihre Darstellung bei Euklid und
Archimedes bekannt. Bemerkenswert ist aulerdem, daB8 die grofite Bliite dieser
griechischen Mathematik in Agypten unter den Ptoleméern und nicht in Mesopo-
tamien erreicht wurde, obwohl die cinheimische Mathematik in Babylon einen
hoheren Stand erreicht hatte.

Der Grund fiir diese Entwicklung ist wohl darin zu suchen, da Agypten nunmehr
cine zentrale Lage in der Welt des Mittelmeeres einnahm. Die neue Hauptstadt
Alexandria war an der Meereskiiste erbaut worden und wurde zum geistigen und
wirtschaftlichen Mittelpunkt der hellenistischen Welt. Demgegeniiber spielte Baby-
lon lediglich die Rolle ¢ines entlegenen Kreuzungspunktes von Karawanenstrafen
und verlor noch mehr an Bedeutung, als es durch Ktesiphon-Seleukia, die neue
Hauptstadt der Scleukiden, ersetzt wurde. Soweit uns bekannt ist, waren keine
groBen griechischen Mathematiker jemals mit Babylon verbunden. Antiochia und
Pergamon, gleichfalls Stidte im Seleukidenreich, aber niher am Mittelmeer, hatten
bedeutende griechische Schulen. Die Entwicklung der einheimischen babylonischen
Astronomie und Mathematik erreichte unter den Seleukiden sogar ihren Hohepunkt,
und die griechische Astronomie empfing einen Impuls, dessen Bedeutung wir erst
jetzt besser zu verstehen beginnen. Neben Alexandria gab es einige andere Mittel-
punkte mathematischer Gelehrsamkeit, insbesondere Athen und Syrakus. Athen
wurde zu einem Zentrum der Erzichung, wihrend Syrakus Archimedes, den gro-
ten griechischen Mathematiker, hervorbrachte.

3.7. Die ,,Elemente** des Euklid

In dicser Periode entstand der berufsmiBige Wissenschaftler, also ein Mann, der
sein Leben dem Studium der Wissenschaft widmete und dafiir ¢in Gehalt empfing.
Einige der allerbedeutendsten Vertreter dieses Kreises von Menschen lebten in
Alexandria, wo die Ptolemier ein groBies Zentrum der Gelehrsamkeit in dem so-
genannten Museum mit seiner beriihmten Biicherei errichteten. Hier wurde das
griechische Erbe in Wissenschaft und Literatur bewahrt und weiterentwickelt. Der
Erfolg dieser Einrichtung war betrichtlich. Unter den ersten mit Alexandria ver-
bundenen Gelehrten befand sich Euklid, einer der cinfluBreichsten Mathematiker
aller Zeiten.
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Euklid, iiber dessen Leben wir nichts Genaues wissen, war vermutlich wihrend der
Zeit des ersten Ptolemiers (306 —283), zu dem er der Uberlieferung nach die Be-
merkung gemacht haben soll, daB es keinen Konigsweg zur Geometrie gebe, auf der
Héhe seines Schaffens. Seine berithmtesten und wissenschaftlich bedeutsamsten
Werke sind die 13 Biicher seiner ,,Elemente (,,stoicheia‘‘), obwohl ihm auch einige
andere kleinere Werke zugeschrieben werden. Unter diesen anderen Werken finden
sich die ,,Daten®, die das enthalten, was wir Anwendung der Algebra auf Geome-
trie nennen wiirden; aber sie werden in strenger geometrischer Sprache dargestellt.
Wir wissen nicht, wie viele von ihnen als Zusammenfassung anzusehen sind, aber
sie zeigen an vielen Stellen eine erstaunliche sachliche Tiefe. Es sind die ersten voll-
stindigen mathematischen Lehrbiicher, die aus der griechischen Antike auf uns
gekommen sind.

Die ,,Elemente‘ bilden wohl niichst der Bibel das am meisten gedruckte und stu-
dierte Buch in der Geschichte der westlichen Welt. Uber tausend Ausgaben sind
seit Erfindung der Buchdruckerkunst erschienen, und vor dieser Zeit wurde der
Unterricht in Geometrie von handschriftlichen Kopien beherrscht. Der groBte Teil
unserer Schulgeometrie wurde, haufig sogar wortlich, aus neun von den dreizehn
Biichern entnommen: und die Euklidische Traditior: lastet noch schwer auf unserem
Elementarunterricht. Auf den Fachmathematiker haben diesec Biicher immer
einen unwiderstchlichen Reiz ausgeiibt, und ihre logische Struktur hat das wissen-
schaftliche Denken vielleicht mehr als irgendein anderes Buch der Welt becin-
fluBt.

Die Darstellung Euklids wird auf eine streng logische Deduktion der Sitze aus einer
Anzahl von Definitionen, Postulaten und Axiomen gegriindet. Die ersten vier
Biicher behandeln die ebene Geometrie und fithren von den elementarsten Eigen-
schaften von Geraden und Winkeln zur Dreieckskongruenz und Flichengleichheit,
zum Satz des Pythagoras (I, 47), zur Konstruktion eines Quadrats, das zu einem
gegebenen Rechteck flichengleich ist, zum Goldenen Schnitt, zum Kreis und zu den
reguliren Vielecken. Das fiinfte Buch stellt die Theorie inkommensurabler GroBen
von Eudoxus in rein geometrischer Form dar, und im sechsten Buch wird sie auf die
Ahnlichkeit von Dreiecken angewendet. Diese erst an so spiiter Stelle erfolgende
Darlegung der Ahnlichkeitslehre ist einer der hauptsichlichen Unterschiede zwi-
schen der Euklidischen Behandlung der ehenen Geometrie und dem gegenwirtigen
Verfahren und mufl dem besonderen Gewicht zugeschrichen werden, das von Euklid
der neuen Theorie der inkommensurablen Gréfien von Eudoxus beigemessen wird.
Die geometrische Diskussion wird im zehnten Buch wieder aufgenommen, das
meist als das schwierigste unter den Biichern des Kuklid angesehen wird und das
eine geometrische Klassifizierung quadratischer Irrationalititen und von Quadrat-

wurzeln aus solchen enthilt, die wir daher als Zahlen von.der Form ]/a + ]’Ebe-
zeichnen. Die letzten drei Biicher behandeln raumliche Geometrie und fiihren iiber
raumliche Winkel, die Volumina von Parallelepiped, Prisma und Pyramide zur
Kugel und zu dem, was anscheinend als Hohepunkt des Ganzen gedacht war: zur
Diskussion der fiinf reguliren (,,Platonischen*) Kérper und zum Beweis, daB es
nur fiinf solche Kérper gibt.
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Die Biicher VII—IX sind der Zahlentheorie gewidmet — nicht einer Technik des
Rechnens, sondern solchen Pythagoreischen Fragestellungen wie der Teilbarkeit
von ganzen Zahlen, der Summierung von geometrischen Reihen und einigen
Eigenschaften von Primzahlen. Dort finden wir sowohl den ,,Euklidischen Algorith-
mus®, der dazu dient, den groBten gemeinsamen Teiler von gegebenen ganzen
Zahlen zu bestimmen, als auch den ,,Satz des Euklid, daB es unendlich viele
Primzahlen gibt (IX, 20). Von besonderem Interesse ist der Satz VI, 27, der das
erste Maximumproblem enthilt, das uns iiberliefert worden ist, und dazu den Be-
weis, daf3 das Quadrat unter allen Rechtecken von gegebenem Umfang den groBten
Flicheninhalt besitzt. Das fiinfte Postulat von Buch I (die Beziehung zwischen
»Axiomen* und ,,Postulaten bei Euklid ist nicht klar) ist dem sogenannten
,,Parallelenaxiom‘ gleichwertig, nach welchem durch einen Punkt auBerhalb einer
gegebenen Geraden eine und nur eine Gerade parallel zu dieser Geraden gezogen
werden kann. Erst im neunzehnten Jahrhundert fiihrten die Versuche, dieses Axiom
auf einen Satz zu reduzieren, zu einer vollen Einsicht in die Weisheit von Euklid,
es als Axiom anzunehmen, und zur Entdeckung von anderen, sogenannten nicht-
euklidischen Geometrien.

Die algebraischen Uberlegungen werden bei Euklid vollsténdig in geometrischer
Fassung dargestellt. Der Ausdruck Y4 wird als Seite eines Quadrates der Fliche 4
eingefiihrt, das Produkt « - b als Fliche eines Rechtecks mit den Seiten a und b.
Diese Ausdrucksweise war in erster Linie eine Folge der Theorie der Proportionen
von Eudoxus, der ganz bewuft numerische Angaben fiir Strecken verwarf und auf
diese Art die inkommensurablen GréBen rein geometrisch behandclte. Die Arith-
metik beschrinkte sich ausschlieBlich auf ,,Zahlen* (positive ganze Zahlen) und
ihre Verhiltnisse.

Welche Absicht verfolgte Euklid bei der Abfassung seiner ,,Elemente‘ ? Wir kénnen
mit einiger Sicherheit annehmen, daB er drei groBe Entdeckungen der jiingsten
Vergangenheit in einem Lehrbuch vereinigen wollte: die Theorie der Proportionen
von Eudoxus, die Theorie irrationaler GroSen von Theidtet und die Theorie der
fiinf reguliren Korper, die in der Kosmologie von Plato einen hervorragenden
Platz einnehmen. Alle drei waren typisch ,,griechische‘* Errungenschaften.

3.8.  Archimedes

Der grofite Mathematiker der hellenistischen Periode — und dariiber hinaus des
gesamten Altertums — war Archimedes (287—212), der in Syrakus als Ratgeber
von Koénig Hieron lebte. Er ist eine der wenigen wissenschaftlichen Personlichkei-
ten des Altertums, von denen mehr als der bloBe Name iibriggeblieben ist; iiber
sein Leben und seine Person sind einige Einzelheiten bekannt. Wir wissen, daB er
getdtet wurde, als Syrakus von den Rémern eingenommen wurde, nachdem er sein
technisches Genie den Verteidigern der Stadt zur Verfiigung gestellt hatte. Dieses
Interesse an praktischen Anwendungen ist zunichst verwunderlich, wenn wir es
mit der Verachtung vergleichen, mit der ein solches Interesse von seinen Zeitge-
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nossen aus der Platonischen Schule gestraft wurde, aber man kann eine Erklarung
in einer oft zitierten Stelle aus dem ,,Marcellus‘ von Plutarch finden, daB er es

»0bwohl ihm diese Erfindungen den Ruf einer iibermenschlichen Weisheit verschafft
hatten, nicht zulieB, daB von ihm iiber derartige Fragen irgendein schriftliches Werk
auf dic Nachwelt kam, denn da er die Beschiftigung mit Mechanik und jede Art von
Betitigung. die auf Nutzen und Profit gerichtet war, als erniedrigend und unedel ansah,
legte er seinen ganzen Ehrgeiz in solche Forschungen, deren Schénheit und Tiefe von
jeder Bei ung gewdhnlicher Lebensbediirfnisse vollig frei waren*.

[4] Eine solche Charakterisierung des Archimedes, die ihn als einen Mathematiker hin-
stellt, der praktischen Anwendungen der Wi haft als unwi haftlich ablehnt
und sie b falls als drittrangige Beschiftigung fiir einen Gelehrten betrachtet, ist
weit verbreitet. Sie griindet sich indessen nur darauf, was Plutarch, ein relativ spiter
Autor (2. Jahrhundert u. Z.), iiber Archimedes schreibt. Diese Charakterisierung wird
von den fritheren Autoren nicht bestétigt und stimmt mit den leider sehr diirftigen An-
gaben, die wir iiber Archimedes haben, nicht iiberein. Fiir den Historiker Polybius
(2. Jahrhundert v. u. Z.) genieBt Archimedes hohes Ansehen durch seine Ingenieur-
titigkeit, fiir Cicero (1. Jahrhundert v. u. Z.) ist Archimedes vor allem Astronom, der
Architekt Vitruvius (Ende des 1. Jahrhunderts v. u. Z.) zidhlt Archimedes unter die
igen genialen M h die ,,mit Hilfe von Berechnungen und durch Kenntnis der
Geheimnisse del Natur groBe Entdeckungen in der Mechanik und beim Bau von Son-
hren .*“. Die ersten Arbeiten von Archimedes sind Arbeiten zur
Mechanik, in seinen spateren Arbelten iiber Mathematik kommt die numerische Rich-
tung ziemlich stark zum Ausdruck. Es gibt keinen Grund, das mathematische Schaffen
von Archimedes aus seiner zweifellos vielseitigen und systematischen Ingenieurtatig-
keit herauszulésen; ja, der Theoretiker Archimedes mu8 ausschlieBlich als ein hervor-
ragender Vertreter der .,mathematischen Physik‘* seiner Epoche gesehen werden. Uns
erscheint die von I. N. Wesselowski gegebene Charakterisierung vollkommen garecht
fertigt: ,,Wenn man sich an dle Tatsachen hilt, so steht sowohl am Anfang wie auch

am Ende von Archimedes’ w haftlicher Tatigkeit die Mechanik, und in seinen
mathematischen Werken ist die Mechanik ein machtiges Hilfsmittel bei der Gewinnung
der math hen Ergebni Diese Ergebnisse selbst werden nicht nutzlos in den

Raum gestellt, sondern dienen wiederum der Begriindung mechanischer Theorien.‘‘)

-Die bedeutendsten Beitriige, die Archimedes zur Mathematik geliefert hat, liegen
auf dem Gebiet, das wir heute Integralrechnung nennen — Sitze iiber Flichenin-
halte von ebenen Figuren und Volumina von Kérpern. In seiner , Kreismessung*
fand er Niherungswerte fiir den Kreisumfang mit Hilfe von einbeschriebenen und
umbeschriebenen reguliren Vielecken. Indem er diese Approximation bis zum 96-
Eck weiterfiihrte, fand er (in heutiger Schreibweise)

1 1 1 2)
10 284 y 284— 667 7 667 K} 1
3ﬁ<3 7 <3 <ﬂ<3 1<3 1=3‘7—,
2018 10 2017 —_ 4673 03 4672 1

) Vgl. den cinfiihrenden Artikel von I. N. Wesselowski in dem Buch Archimedes’
Werke (russisch, Moskau 1962), S. 11, sowie A. Rényi, Dialoge itber Mathematik (Berlin —
Budapest — Basel 1967), S. 456 —69.

2) 3,1409 < 7 < 3,1429. Das arithmetische Mittel aus dem oberen und dem unteren
Naherungswert betragt n = 3,1419. Der genaue Wert ist z = 3,14159. .. Diese Be-
zeichnung n fiir das Verhiltnis von Krei fi zu Durct t aus dem
18. Jahrhundert. Fiir Archimedes bedeutet = die Zahl 80.
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1
was man gewoShnlich so ausdriickt, daB man sagt, = habe ungefihr den Wert 3—

In dem Buch ,,Kugel und Zylinder* finden wirden Ausdruck fiir die Kugeloberfliche
(in der Form, daB die Kugeloberfliche viermal so groB ist wie die Fliche eines

GroBkreises) und fiir das Kugelvolumen (in der Form, daB dieses Volumen das
- fache vom Volumen des umbeschriebenen Zylinders betra.gt) Der Ausdruck von
Archlmedes fiir den Flicheninhalt des Parabelsegments (das —fache der Fliche

desjenigen einheschriebenen Dreiecks mit derselben Basis wie das Segment, dessen
dritte Ecke in dem Punkt liegt, in welchemn die Tangente parallel zur Basis ist) findet
sich in seinem Buch ,,Quadratur der Parabel*“. In dem Buch ,,Uber Spiralen* findet
man die ,,Spirale des Archimedes* nebst Flichenberechnungen; in dem Buch ,,Uber
Konoide und Sphiroide‘ finden sich die Volumina von gewissen (quadratischen)
Rotationsflichen. Der Name von Archimedes ist auch mit seinem Satz iiber den
Gewichtsverlust von in Fliissigkeiten eingetauchten Korpern (Archimedisches
Prinzip) verbunden, der in seinem Buch ,,Uber sch\nmmende Korper*, einer Ab-
handlung iiber Hydrostatik, enthalten ist.

In allen diesen Werken verband Archimedes eine iiberraschende Originalitiat der
Gedankenfithrung mit groBer Meisterschaft der Rechentechnik und Strenge der
Beweise. Typisch fiir diese Strenge ist das schon erwéhnte ,,Axiom des Archimedes‘
und seine stindige Verwendung des Exhaustionsverfahrens zum Beweis seiner
Integrationsresultate. Wir sahen schon, wie er in Wahrheit diese Resultate auf
einem mehr heuristischen Wege fand (durch ,,Wigung* von Infinitesimalen); aber
anschlieBend verdffentlichte er sie unter Einhaltung der schirfsten Anforderungen
beziiglich der Strenge. Durch seine rechnerische Gewandtheit unterschied sich
Archimedes von den meisten produktiven griechischen Mathematikern. Dadurch
erhielt sein Werk, bei allen seinen typisch griechischen Eigenheiten, einen Zug zum
Orientalischen. Dieser Zug tritt deutlich in seinem ,,Rinderproblem‘ zutage, einem
sehr komplizierten Problem der Gleichungslehre, das als ein Problem darstellbar
ist, welches auf eine Gleichung vom ,,Pellschen* Typ, namlich

12— 4729494 w2 =1

fiihrt, die nur durch sehr groBe Zahlen losbar ist.

Dies ist nureins von vielen Anzeichen dafiir, daB die griechische Mathematik von der
Platonischen Tradition niemals vollstéindig beherrscht wurde; in die gleiche Rich-
tung weist die griechische Astronomie.

3.9.  Apollonius von Perge

Bei dem dritten griechischen Mathematiker, Apollonius von Perge (etwa 260 bis
etwa 170), befinden wir uns wieder vollstindig innerhalb der griechischen Tradition.
Apollonius, der wohl in Alexandria und Pergamon gelehrt hat, schrieb eine Ab-
handlung von acht Biichern iiber , Kegelschnitte*, von denen sieben erhalten sind,



3.10. Dic Entwicklung der Astronomie bis zu Hipparch 65

drei allerdings nur in einer arabischen Ubersetzung. Es ist eine Abhandlung iiber
Ellipse, Parabel und Hyperbel, die als Schnitte cines Kreiskegels eingefiihrt werden,
und dringt bis zur Diskussion der Evoluten von Kegelschnitten vor. Wir kennen
diese Kegelschnitte noch heute unter den Namen, die sich bei Apollonius finden;
sie beziehen sich auf gewisse Flicheneigenschaften dieser Kurven, die in heutiger
Bezeichnung durch die Gleichungen

P=px, yP=prt ,'; z?

ausgedriickt werden. (p und d sind bei Apollonius Strecken.) Das Pluszeichen ergibt
die Hyperbel, das Minuszeichen die Ellipse. Parabel bedeutet hier ,,Abbildung‘,
Ellipse ,,Abbildung mit Defekt‘‘, Hyperbel ,,Abbildung mit Uberschufi*. Apollonius
besafl unsere Koordinatenmethode nicht, weil er keine algebraische Schreibweise
hatte (die er, wahrscheinlich unter dem EinfluB8 der Schule von Eudoxus, bewuBt
ablehnte). Viele seiner Ergebnisse konnen jedoch sofort in die Koordinatensprache
umgeschrieben werden — einschlieBlich der Evoluteneigenschaften, die mit der
Cartesischen Gleichung iibereinstimmen.!) Dasselbe kann von anderen Biichern des
Apollonius gesagt werden, von denen Teile erhalten sind und die ,,algebraische‘
Geometrie in geometrischer und daher in homogener Ausdrucksweise enthalten.
Hier findet man das Apolloniussche Beriihrungsproblem, bei dem die Konstruktion
des Beriihrungskreises an drei gegebene Kreise gefordert wird; die Kreise konnen
auch durch gerade Linien oder Punkte ersetzt werden. Bei Apollonius finden wir
zum erstenmal ausdriicklich die Forderung ausgesprochen, dall bei geometrischen
Konstruktionen nur Zirkel und Lineal verwendet werden sollen, die daher nicht
eine so allgeneine ,,griechische* Forderung darstellt, wie man manchmal glaubt.

3.10. Die Entwicklung der Astronomie bis zu Hipparch

Die Mathematik kann wihrend ihrer ganzen Geschichte bis in unsere Zeit hinein
nicht von der Astronomie getrennt werden. Die Erfordernisse der Bewasserung und
des Ackerbaus im allgemeinen — und in gewissem Umfang auch die der Schiffahrt —
verschafften der Astronomie den ersten Platz in der orientalischen und griechischen
Wissenschaft, und ihre Entwicklung war von keinem geringen Einflul auf die der
Mathematik. Der rechnerische und auch oft der begriffliche Inhalt der Mathematik
wurde weitgehend durch die Astronomie bedingt, und ebenso hing der Fortschritt
der Astronomie vom wissenschaftlichen Stand der zur Verfiigung stehenden mathe-
matischen Literatur ab. Die Struktur des Planetensystems erlaubte es, weitreichende
Ergebnisse bereits mit relativ einfachen mathematischen Methoden zu erzielen,
die aber immerhin kompliziert genug sind, um einen Ansporn zu ihrer Vervoll-
1) ,,Meine Behauptung geht deshalb dahin, daB der Kernpunkt der analytischen Geo-
metrie in dem Studium der Orter mit Hilfe ihrer Gleichungen besteht, und daB dies den
Griechen bekannt war und die Grundlage ihrer Untersuch der Kegelschnitte bil-
dete.** J. L. Coolidge, A History of Geometrical Methods (Oxford 1940), S. 119. Man ver-
gleiche jedoch unsere Bemerkungen iiber Descartes.

5 Struik, Geschichte
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kommnung und damit zu einem Fortschritt der astronomischen Wissenschaft iiber-
haupt zu liefern. Im Orient waren wihrend der dem hellenistischen Zeitalter un-
mittelbar vorangehenden Periode betrichtliche Fortschrifte der rechnerischen
Astronomie erreicht worden, besonders in Mesopotamien wihrend der spiteren
assyrischen und persischen Perioden. Hier hatten die langfristigen sorgfiltigen
Beobachtungen zu einer bemerkenswerten Einsicht in viele verdnderliche Stern-
érter gefiihrt. Die Bewegung des Mondes war eines der sich dem Mathematiker am
meisten aufdringenden Probleme der Astronomie, und zwar sowohl im Altertum
als auch noch im achtzehnten Jahrhundert. Babylonische (chaldiische) Astro-
nomen haben ihrem Studium viel Kraft gewidmet. Das Zusammentreffen von
griechischer und babylonischer Wissenschaft wihrend der Periode der Seleukiden
fiithrte zu groBen rechnerischen und theoretischen Fortschritten, und wihrend die
babylonische Wissenschaft ihre alte Tradition der Kalenderberechnung fortsetzte,
erzielte die griechische Wissenschaft einige ihrer bemerkenswertesten theoretischen
Ergebnisse.

Der ilteste bekannte griechische Beitrag zur theoretischen Astronomie war die
Planetentheorie desselben Eudoxus, der auf Euklid so anregend gewirkt hatte. Es
war ein Versuch, die Bewegung der Planeten (um die Erde herum) durch die An-
nahme von vier sich iiberlagernden, rotierenden, konzentrischen Kugelschalen zu
erklaren, wobei jede ihre eigene Rotationsachse besaB, deren Endpunkte an der
umgehenden Kugelschale befestigt waren. Das war etwas Neues und typisch
Griechisches, eine Erklarung anstelle cincr bloSen Beschreibung von Erscheinungen
am Himmel. Trotz ihrer noch wenig durchgearbeiteten Form enthielt die Theorie
des Eudoxus die zentrale Idee aller Planetentheorien bis zum 17. Jahrhundert, dic
darin bestand, UnregelméBigkeiten in den scheinbaren Bahnen des Mondes und der
Planeten durch die Uberlagerung von kreisférmigen Bewegungen zu erkliren. Sic
liegt sogar noch den rechnerischen Verfahren unserer modernen dynamischen
Theorien zugrunde, sobald man Fourierreihen benutzt. Auf Eudoxus folgte Arist-
arch von Samos (etwa 280 v. u. Z.), der ,,Kopernikus des Altertums®, dem Archi-
medes die Hypothese zuschreibt, daB die Sonne und nicht die Erde das Zentrum
der Planetenbewegung ist. Diese Hypothese fand im Altertum nur wenige Anhénger,
obwohl der Glaube, da8 sich die Erde um ihre Achse dreht, weit verbreitet war.
Der geringe Erfolg der heliozentrischen Anschauung beruht in der Hauptsache auf
der Autoritit von Hipparch, der oft als der bedeutendste Astronom des Altertums
angesehen wird.

Die Beobachtungstitigkeit des Hipparch von Nicéa fiel in die Jahre von 161 bis
126 v. u. Z. Von seinem Werk ist uns unmittelbar nur wenig bekannt. Die wichtigste
Quelle unserer Kenntnis iiber seine Leistungen bilden die Schriften von Ptoleméus,
der drci Jahrhunderte spiter lebte. Ein groBer Teil des Inhalts des groBen Werkes
von Ptoleméus, des ,,Almagest‘, kann Hipparch zugeschrieben werden, insbeson-
dere die Verwendung von exzentrischen Kreisen und Epizyklen zur Erklirung der
Bewegung von Sonne, Mond und Planeten, auierdem die Entdeckung der Prizes-
sion der Aquinoktien. Auf ihn geht nach unserer Kenntnis auch eine Methode zu-
riick, Lange und Breite mit astronomischen Mitteln zu bestimmen, aber das Alter-
tum war nie in der Lage, irgendwelche wissenschaftlichen Messungen groBen Stils
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durchzufiihren. (Im Altertum waren Wissenschaftler sehr diinn gesit, sowohl in
rdaumlicher als auch in zeitlicher Hinsicht.) Das wissenschaftliche Werk von Hipp-
arch war eng mit den Fortschritten der babylonischen Astronomie verbunden, die
in dieser Periode groBe Erfolge erreichte, und wir kénnen in diesem Werk dic be-
deutendste wissenschaftliche Frucht der Beriihrung zwischen Griechenland und dem
Orient wihrend der hellenistischen Periode?) sehen.

3.11. Die Entstehung des rémischen Reiches
und der Niedergang der griechischen Mathematik

Die dritte und letzte Periode der antiken Gesellschaft ist die der romischen Herr-
schaft. Syrakus fiel 212 an Rom, Karthago im Jahre 146, Griechenland auch 146,
Mesopotamien 64 und Agypten 30 v. u. Z. Der gesamte von Rom beherrschte Orient
cinschlieBlich Griechenland wurde in die Lage einer von romischen Verwaltungs-
beamten regierten Kolonie iibergefithrt. Diese Kontrolle becinflufite die 6kono-
mische Struktur der orientalischen Linder so lange nicht, wie die hohen Steuern
und andere Abgaben piinktlich entrichtet wurden. Das romische Imperium teilte
sich ganz natiirlich in einen westlichen Teil mit extensiver Landwirtschaft, die sich
vollig auf Sklavenarbeit griindete, und in einen ostlichen Teil mit intensiver Land-
wirtschaft, der Sklaven nie zu anderen Zwecken als fiir hdusliche Dienste und 6ffent-
liche Arbeiten verwendete. Trotz des Wachstums einiger Stiadte und eines dic
ganze bekannte westliche Welt umfassenden Handels blicb die gesamte 6konomische
Struktur des romischen Imperiums auf dic Landwirtschaft gegriindet. Die Ver-
breitung der Sklavenwirtschaft in ciner solchen Gesellschaft war aller schépferischen
wissenschaftlichen Arbeit duBerst abtriaglich. Die Klassc der Sklavenhalter ist an
technischen Entdeckungen selten interessiert, einesteils deshalb, weil die Sklaven
billige Arbeitskrifte darstellen, und zum anderen deswegen, weil sie sich fiirchtet,
Sklaven irgendein Hilfsmittel in die Hand zu geben, das ihre Intelligenz fordern
konnte. Freilich gab es auch gelehrte Haussklaven. Viele Angehérige der herrschen-
den Klasse beschiiftigten sich in leichter Form mit den Kiinsten und Wissenschaf-
ten, und dieser ausgeprigte Dilettantismus begiinstigte mehr die MittelméBigkeit
als das produktive Denken. Als mit dem Niedergang des Sklavenmarktes die ré-
mische Wirtschaft verfiel, gab es nur wenige Menschen, die selbst die mittelmaBige
Wi haft der vergang Jahrhu@erte hitten weiter pflegen konnen.

Solange das rémische Imperium gefestigt war, dauerte die Bliitezeit der Wissen-
schaft des Ostens auf der Grundlage einer eigenartigen Mischung hellenistischer
und orientalischer Elemente an. Obwohl Originalitit und Einfallsreichtum all-
mihlich verschwanden, erméglichte die mehrere Jahrhunderte hindurch bestehende
pax Romana ungestortes Weiterdenken in traditionellen Bahnen. Gleichzeitig mit
der pax Romana bestand mehrere Jahrhunderte hindurch die pax Sinensis; der

Q

‘) 0. Neugebauer, Exact Science in Antigquit, in Civilization, Univ. of Penn-
sylvania Bicentennial Conf. (Phlladelphla 1941), S.22—31], und das Buch des Autors
»»The Exact Sciences in Antiquity'’ (Princeton 1952, 2. Aufl. 1957.)

5
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curasische Kontinent hat in seiner ganzen Geschichte nie mehr eine solche Periode
ununterbrochenen Friedens wie unter den Antoninen (Antoninus Pius 138 —161,
Marcus Aurelius 161 —180, Commodus Lucius Aurelius 180 —192) in Rom und den
Han (202 v. u. Z. —220 u. Z.) in China erlebt. Dadurch wurde die Verbreitung von
Wissen von Rom und Athen aus iiber den Kontinent hinweg nach Mesopotamien,
China und Indien mehr erleichtert als jemals zuvor. Die hellenistische Wissenschaft
gelangte weithin nach China und Indien und wurde ihrerseits durch die Wissen-
schaft dieser Linder beeinflufit. Einzelne Kenntnisse der babylonischen Astronomie
und der griechischen Mathematik gelangten nach Italien, Spanien und Gallien. Ein
Beispicl dafiir ist die Verbreitung der Sexagesimalteilung des Winkels und der
Stunde im rémischen Imperium. Es gibt eine Theorie von F. Woepcke (1801 —1885),
welche die Verbreitung der sogenannten indisch-arabischen Ziffern in Europa auf
ncupythagoreische Einfliisse in der Spitzeit des romischen Imperiums zuriick-
fithit (1865). Mag nun die Verbreitung schon zu dieser Zeit zutreffen oder nicht,
wenn sie aber so weit zuriickreicht, dann beruht sie viel wahrscheinlicher auf dem
EinfluB des Handels als auf dem der Philosophie.

Alexandria blieb das Zentrum der antiken Mathematik. Die schépferische Arbeit
ging weiter, obwohl allméhlich Sammeln und Kommentieren immer mehr zur vor-
herrschenden Form der Wissenschaft wurden. Viele Ergebnisse der alten Mathema-
tiker und Astronomen sind uns durch die Arbeit der Verfasser dieser Ssmmelwerke
iitherliefert worden, und es ist oft sehr schwierig herauszufinden, was sie abgeschrie-
ben und was sie selbst entdeckt haben. Wenn man versuchen will, den allmihlichen
Niedergang der griechischen Mathematik zu verstehen, mufl man auch ihre tech-
nische Seite beriicksichtigen: die schwerfillige geometrische Ausdrucksweise im
Verein mit der konsequenten Ablehnung jeder algebraischen Bezeichnung, wo-
durch ein Fortschritt iiber die Kegelschnitte hinaus fast unméglich gemacht wurde.
Algebra und Rechnung wurden den verachteten Orientalen iiberlassen, deren Lehre
mit einem Anstrich griechischer Kultur iiberzogen wurde. Trotzdem ist es falsch
zu glauben, daB die 'Mathematik in Alexandria rein ,,griechisch im Sinne der
Euklidisch-Platonischen Tradition war; rechnerische Arithmetik und Algebra in
dgyptisch-babylonischer Art wurde neben den abstrakten geometrischen Beweisen
gepflegt. Man braucht nur an Ptolemius, Heron und Diophant zu denken, um sich
von dieser Tatsache zu iiberzeugen. Das einzige Band unter den vielen Rassen und
Schulen war die allgemcine Verwendung der griechischen Sprache.

3.12. Die Schule von Alexandria zur Zeit der rémischen Herrschaft

Einer der friithesten Mathematiker in Alexandria wihrend der rémischen Zeit war
Nicomachus von Gerasa (100 u. Z.), dessen ,,Einfithrung in die Arithmetik“ die
vollstindigste erhaltene Darstellung der Pythagoreischen Arithmetik bildet. Darin
werden groBenteils dieselben Fragestellungen behandelt wie in den arithmetischen
Biichern von Euklids ,,Elementen, aber dort, wo Euklid Zahlen durch Strecken
darstellt, verwendet Nicomachus eine arithmetische Bezeichnungsweise unter Zu-
hilfenahme der gewGhnlichen Sprache, sobald unbestimmte Zahlen auszudriicken
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sind. Seine Behandlung der Polygonalzahlen und Pyramidalzahlen iibte cinen ge-
wissen EinfluB auf die mittelalterliche Arithmetik aus, insbesondere durch Boethius.
Einesder bedeutendsten Dokumente aus dieser zweiten Alexandrinischen Periode ist
das,,GroBe System‘‘ des Ptolemius, das besser unter dem arabisierten Titel ,,Alma-
gest‘ (etwa 150 u. Z.) bekannt ist. Der ,,Almagest‘ ist ein astronomisches Werk von
héchster Meisterschaft und Originalitdt, selbst unter Beriicksichtigung der Tat-
sache, daB darin viele von Hipparch oder Kidinnu und anderen babylonischen
Astronomen stammende Ideen vorkommen. Er enthdlt auch eine Trigonometrie
mit ciner Sehnentafel von 0 bis 180°, die in Intervallen von einem halben Girad
fortschreitet und einer Sinustafel im Winkelbereich von 0 bis 90° gleichwertig ist.
! L ——2— £ @—
60 602 ' 603
= 0,0174537 (der genaue Wert ist 0,0174524) und fiir 7z den Wert (3, 8, 30) = :A;é
= 3,141 66. Man findet im ,,Almagest* die Formeln fiir den Sinus und Cosinus der
Summe und der Differenz von zwei Winkeln, auBerdem die Anfange der sphiri-
schen Trigonometrie. Die Sitze wurden in eine geometrische Darstellung geklei-
det ; unsere heutigen trigonometrischen Bezeichnungen stammen erst von Euler aus
dem achtzehnten Jahrhundert. In diesem Werk findet sich auch der ,,Satz des
Ptolemdus* iiber das einem Kreis einbeschriebene Viereck. In dem ,,Planisphae-
rium‘“ von Ptoleméus ist eine Diskussion der stereographischen Projektion enthal-
ten, und in seiner ,,Geographia‘“ wird die Lage von Orten auf der Erde mit Hilfe
von Linge und Breite bestimmt, die somit antike Beispiele von Koordinaten auf
der Kugel bilden. Die stereographische Projektion liegt der Konstruktion des
Astrolabiums zugrunde, eines zur Bestimmung der Lage auf der Erde verwendeten
Instruments, das schon in der Antike bekannt war und bis zur Einfithrung des
Sextanten im achtzehnten Jahrhundert vielfach benutzt wurde.?)

Etwas élter als Ptolemiaus war Menelaus (etwa 100 u. Z.), dessen Werk ,,Sphaerica“
eine Geometric der Kugel einschlieBlich sphérischer Dreiecke enthilt, cinem Ge-
genstand, der bei Euklid fehlt. Darin findet man den ,,Satz des Menelaus* fiir das
Dreieck in seiner Erweiterung auf die Kugeloberfliche. Wihrend die Astronomie
von Ptolemdus groflenteils Berechnungen mit Hilfe von Sexagesimalbriichen ent-
hiilt, ist dic Abhandlung von Menelaus streng geometrisch im Sinne der reinen
Euklidischen Tradition abgefalit. In dieselbe Zeit wie Menelaus diirfte auch Heron
gehoren, jedenfalls wissen wir, daB er eine genaue Beschreibung einer im Jahre
62 u. Z.%) eingetretenen Mondfinsternis gegeben hat. Heron war ein vielseitiger
Gelehrter, der iiber geometrische, rechnerische und mechanische Fragen schrieb;
darin offenbart sich eine bemerkenswerte Mischung von griechischem und orienta-
lischem Wissen. In seinem Werk ,,Metrica‘‘ leitete er die ,,Heronische* Formel fiir
den Flicheninhalt eines Dreiecks

A=Vs(s —a) (s —b) (s —0)

') H. Michel, T'raité de astrolabe (Paris 1947), O. Neugebauer, Isis 40 (1949), 240 bis
266.

Ptolemidus fand fiir die Sehne von 1° den Wert (1, 2, 50) =3

2) O. Neugebauer, Uber eine Methode zur Distanzbestimmung Alexandria — Rom bei
Heron, Hist. fil. Medd. Danske Vid. Sels. 26 Nr. 2 (1938), 28ff.
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in rein geometrischer Form her; der Satz selbst wird Archimedes zugeschrieben:
Ebenda finden sich typisch dgyptische Stammbriiche wie der Naherungswert von

}/tﬁ in der Form 7 + -;— + —1— + % + 31—6 . Die Heronische Formel fiir das Volumen

eines quadratischen Pyramidenstumpfs kann leicht in diejenige umgeformt wer-
den, die dafiir in dem alten Moskauer Papyrus angegeben ist. Im Gegensatz dazu
war seine Volumenbestimmung fiir die fiinf regulidren Polyeder wieder im Geiste
von Euklid gehalten.

3.13. Die,,Arithmetica‘* des Diophant

Die Beriihrung mit der orientalischen Wissenschaft ist noch ausgeprigter in der
»Arithmetica‘ von Diophant (etwa 250 u. Z.). Nur sechs der urspriinglichen Biicher
sind erhalten geblieben; iiber ihre Gesamtzahl ist man auf Vermutungen ange-
wiesen. Die geschickte Behandlung unbestimmter Gleichungen zeigt, daf die alte
Algebra Babyloniens oder vielleicht Indiens nicht nur unter einem Anstrich von
griechischer Kultur weiterlebte, sondern auch durch einige aktive Ménner weiter-
entwickelt worden war. Wie und wann das geschah, ist nicht bekannt, ebenso wie
wir nicht wissen, wer Diophant war — er kann ein hellenisierter Babylonier gewesen
sein. Sein Werk ist eine der groBartigsten Abhandlungen aus dem griechisch-ri-
mischen Altertum.

Die Diophantische Sammlung von Problemen ist sehr vielseitig, und ihre Losungen
sind oft hochst geistvoll. Die ,,Diophantische Analyse* besteht darin, Losungen von
unbestimmten Gleichungen der Formen A2? + Bx + C = y?, Aa® 4+ Ba® + Cx +
+ D = g2 oder Systemen von solchen Gleichungen zu finden. Typisch fiir Diophant
ist die Tatsache, daB er nur an positiven rationalen Losungen interessiert ist; irra-
tionale Lésungen nennt er ,,unmoglich und ist sorgfiltig darauf bedacht, seine
Koeffizienten so zu wihlen, daB er die positive rationale Losung erhdlt, die er sucht.
Unter diesen Gleichungen finden sich 2 — 26y% = 1 und 2 — 30 y* = 1, die heutc
als ,,Pellsche* Gleichungen bezeichnet werden. Diophant kennt auch einige Sitze
aus der Zahlentheorie, beispielweise den Satz (III, 19), wonach das Produkt von
zwei ganzen Zahlen, von denen jede die Summe von zwei Quadraten ist, auf zwei
Arten in zwei Quadrate zerlegt werden kann. Er besitzt auch Sitze tiber die Dar-
stellung einer Zahl als Summe von drei und vier Quadraten.

Bei Diophant wird zum erstenmal ein systematischer Gebrauch von algebraischen
Symbolen gemacht. Er hat ein besonderes Zeichen fiir die Unbekannte, fiir die
Subtraktion und fiir die Reziprokenbildung. Die Zeichen besitzen noch mehr den
Charakter von Abkiirzungen als den von algebraischen Symbolen im heutigen
Sinne (sie bilden die sogenannte ,,rhetorische‘ Algebra); fiir jede Potenz der Unbe-
kannten giht es ein besonderes Symbol.!) Es kann nicht zweifelhaft sein, daBl wir

1) Papyrus 620 der Universitiit Michigan, der 1921 erworben wurde, enthilt einige
Probleme der griechischen Algebra, die in die Zeit vor Diophant, vielleicht in den An
fang des zweiten Jahrhunderts u. Z., gehéren. Einige bei Diophant verwendete Symbole
kommen in diesem Manuskript vor. Siehe I'. E. Robbins. Classical Philology 24 (1929)
321—329; K. Vogel, ebenda 25 (1930), 373 —375.
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hier nicht nur, wie in Babylon, arithmetische Fragen von ausgeprigt algebraischer
Natur finden, sondern auch eine gut durchgebildete algebraische Bezeichnungsweise,
die sich fiir die Losung von weit komplizierteren Aufgaben, als sie jemals zuvor in
Angriff genommen worden waren, als vorteilhaft erwies.

3.14. Der Niedergang der Schule von Alexandria

Die letzte der groBen alexandrinischen mathematischen Abhandlungen wurde von
Pappus geschrieben (Ende des dritten Jahrhunderts). Seine ,,Sammlung* (,,Syna-
goge*‘) war eine Art von Handbuch zum Studium der griechischen Geometrie mit
historischen Anmerkungen, Verbesserungen und Abéinderungen bereits bekannter
Sitze und Beweise. Man sollte es besser mit den Originalwerken zusammen als un-
abhingig von ihnen studieren. Viele Resultate der antiken Autoren sind nur in der
Form bekannt, in der sie uns von Pappus iiberliefert worden sind. Beispiele dafiir
sind die Probleme, welche dic Quadratur des Kreises, die Wiirfelverdopplung und
die Dreiteilung des Winkels betreffen. Interessant ist das Kapitel iiber isoperime-
trische Figuren, in dem ausgesprochen wird, daB der Kreis eine groBere Fliche hat
als irgendein regulires Polygon von gleichem Umfang. Hier findet man auch eine
Bemerkung dariiber, daB die Zellen einer Bienenwabe gewissen Maximum-Mini-
mum-Bedingungen geniigen.!) Die halbreguliren Kérper von Archimedes sind
uns ebenfalls durch Pappus bekannt. Ebenso wie die ,,Arithmetica“ von Diophant
ist die ,,Sammlung* ein anregendes Buch, dessen Probleme viele weitere For-
schungen in spéteren Zeiten veranlafBten.
Die Alexandrinische Schule erstarb nach und nach, zusammen mit dem Niedergang
der antiken Gesellschaft. Sie blieb als Ganzes ein Bollwerk des Heidentums gegen
das Vordringen des Christentums, und einige ihrer Mathematiker haben sich auch
in der Geschichte der antiken Philosophic einen Namen gemacht. Proclus (410 bis
485), dessen ,,Kommentar zum ersten Buche von Euklid* eine unserer Hauptquel-
len fiir dic Geschichte der griechischen Mathematik ist, war das Haupt einer neu-
platonischen Schule in Athen. Eine andere Vertreterin dieser Schule in Alexandria
war Hypatia, die Kommentare zn den klassischen Mathematikern schrieb. Sie
wurde im Jahre 415 von den Anhéngern des Heiligen Cyrill ermordet, ein Vorgang,
der Charles Kingsley?) zu einem Roman inspirierte (1853). In diesen Philosophen-
schulen mit ihren Kommentatoren wechselten Jahrhunderte hindurch Zeiten des
Aufstiegs und Niedergangs ab. Die Akademie in Athen wurde von Kaiser Justinian
(529) als ,,heidnisch* aufgehoben, aber zu dieser Zeit gab es schon wieder Schulen
an solchen Orten wie Konstantinopel und Jundishapir. Viele alte Sammelwerke
iiberdauerten die Zeit in Konstantinopel, wihrend Kommentatoren fortfuhren, das
Andenken an die griechische Wissenschaft und Philosophie in der griechischen

1) Eine ausfiihrliche Diskussion dieses Problems ist enthalten in D’Arcy W. Thomp-
son, Growth and Form (2. Aufl., Cambridge 1942). Das Studium isoperimetrischer Pro-
bleme wird Zenodorus (2. Jh. v. u. Z.) zugeschrieben. Vgl. S. 176.

%) Ch. Kingsley, Hypathia (deutsche Ubersetzung, Berlin 1962). Siche auch F. Mauth-

. ner, Hypatia, Roman aus dem Altertum (1892).
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Sprache fiir immer zu erhalten. Im Jahre 641 wurde Alexandria von den Arabern
erobert, die den Anstrich mit griechischer Kultur in Agypten durch einen ent-
sprechenden arabischen Anstrich ersetzten. Es gibt wenig Grund zu der Annahme,
daB die Araber die beriihmte Bibliothek von Alexandria zerstrt haben, da es
zweifelhaft ist, ob diese Bibliothek zu dieser Zeit iiberhaupt noch existierte. Tat-
sdchlich haben die arabischen Eroberer den Charakter der mathematischen Studien
in Agypten nicht wesentlich verindert. Es mag einen Riickgang gegeben haben,
aber als wieder etwas von dgyptischer Mathematik zu horen ist, schreitet sie auf
den Bahnen der alten griechisch-orientalischen Tradition fort (z.B. Alhazen).

3.15. Griechische Arithmetik und Rechenkunst

Wir beenden dieses Kapitel mit einigen Bemerkungen iiber die griechische Arith-
metik und Rechenkunst. Die griechischen Mathematiker machten einen Unter-
schied zwischen ,,Arithmetik‘‘ oder Wissenschaft von den Zahlen (,,arithmoi*) und
,Logistik“ oder praktische Rechenkunst. Der Ausdruck ,,arithmos* bezog sich
nur auf natiirliche Zahlen, auf ,,aus Einheiten zusammengesetzte Groflen* (Eu-
klid VII, Def. 2; dies bedeutete auch, dal} ,,eins‘“ nicht als eine Zahl angesehen wur-
de).') Unser Begriff der reellen Zahl war unbekannt. Eine Strecke hatte daher nicht
immer eine Linge. Geometrisches Denken ersetzte unser Arbeiten mit den reellen
Zahlen. Wenn Euklid die Tatsache ausdriicken wollte, dall die Fliche eines Drei-
ccks gleich dem halben Produkt aus Grundlinie und Héhe ist, muBte er sagen, daf}
sie halb so groB ist wie die Fliche eines Parallelogramms von gleicher Girundlinie,
das zwischen denselben Parallelen liegt (Kuklid I, 41). Der Satz des Pythagoras
stellte eine Beziehung zwischen den Flichen von drei Quadraten dar und nicht
zwischen den Lingen von drei Seiten. Die ,,Elemente* von Euklid geben eine Theo-
rie der quadratischen Gleichungen, aber sie wird unter ,,Anlegung* von Fliachen
behandelt, und da dic Wurzeln durch gewisse Konstruktionen gefundene Strecken
sind, kann man verstehen, daB die einzigen zugelassenen Wurzeln die positiven sind.
In den ,,Elementen‘ besitzt jedoch eine Strecke nicht notwendig einen ihr zugeord-
neten Zahlenwert. Diese Auffassungen iiber Strecken und Zahlen miissen als eine
wohliiberlegte Einstellung angesehen werden, die auf dem Sieg des Platonischen
Idealismus innerhalb derjenigen Teile der herrschenden Klasse Griechenlands
beruhte, dic an der Mathematik interessiert waren, wihrend die gleichzeitige orien-
talische Auffassung iiber die Beziehung zwischen Algebra und Geometrie keinerlei
Beschrinkung des Zahlbegriffs zulieB. Es bestehen gute Griinde dafiir, zu glaiben,
daf der Satz des Pythagoras fiir die Babylonier cine zahlenmaBige Beziehung zwi-
schen den Léngen von Seiten war, und es war gerade diese Art von Mathematik,
mit der die ionischen Mathematiker zuerst bekannt geworden waren.

Die gewohnliche rechnerische Mathematik (unter dem Namen ,,Logistik‘) blieb
wihrend aller Perioden der griechischen Geschichte sehrlebendig. Euklid lehnte sie
ab, aber Archimedes und Heron verwendeten sie mit Geschick und ohne alle Be-

1) Noch Stevin bringt in seiner ,,Arithmétique'‘ (1585) einen fast leidenschaftlichen
Aufruf, endlich doch ,,cins** als eine Zahl anzuerkennen.
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denken. Sie beruhte auf einem Zahlensystem, das sich mit der Zeit dnderte. Das
iltere griechische Zahlensystem heruhte auf einem additiven Dezimalprinzip dhn-
lich dem der Agypter und Rémer. In der alexandrinischen Zeit, vielleicht auch
schon friiher, kam cine Zahlenschreibweise auf, die fiinfzehn Jahrhunderte hin-
durch verwendet wurde, und zwar nicht nur von Wissenschaftlern, sondern auch
von Kaufleuten und Verwaltungsbeamten. Sie verwendete der Reihe nach die
Buchstaben des griechischen Alphabets, um zundchst unsere Ziffern 1,2,..., 9,
sodann die Zehner von 10 bis 90 und schliefllich die Hunderter von 100 bis 900
(a = 1, B = 2, usw.) auszudriicken. Drei besondere dltcre Buchstaben wurden zu
den 24 Buchstaben des griechischen Alphabets noch hinzugenommen, um auf die
notwendige Anzahl von 27 Zeichen zu kommen. Mit Hilfe dieses Systems konnte
jede Zahl unter 1000 mit hochstens drei Zeichen geschrieben werden, z. B. 14 als ¢4,
da ¢ = 10, = 4: groBere Zahlen als 1000 konnten durch eine einfache Erweiterung
des Systems ausgedriickt werden. Es wird in den noch vorhandenen Manuskripten
von Archimedes, Heron und allen anderen klassischen Autoren bhenutzt. Es gibt
archiiologische Beweise, daB es in den Schulen gelehrt wurde.

Es war ein dezimales System ohne Stellenwertcharakter; (4 und d¢ konnten beide
nur 14 bedeunten. Dieses Fehlen des Stellenwertes und die Verwendung von nicht
weniger als 27 Symbolen werden gelegentlich als Beweis fiir die Minderwertigkeit
des Systems angesehen. Die Leichtigkeit, mit der es die antiken Mathematiker hand-
habten, seine allgemeine Verwendung bei den griechischen Kaufleuten, auch wenn
es sich um recht komplizierte Geschiftsabwicklungen handelte, sein langer Bestand
— im ostromischen Reich unverindert bis zu dessen Ende 1453 — scheinen auf ge-
wisse Vorteile hinzuweisen. Man kann sich durch cinige praktische Ubungen in
diesem System tatsichlich davon iiberzeugen, daBl es maoglich ist, die vier Grund-
rechenarten ziemlich leicht auszufiihren, sobald man die Bedeutung der Symbole
sicher beherrscht. Die Bruchrechnung mit einer besonderen Bezeichnungsweise ist
auch einfach: aber die Griechen waren insofern inkonsequent, als sie kein einheit-
liches System benutzten. Sie ver\endeten igyptische Stammbriiche, babylonische
Sexagesimalbriiche und auch Briiche in einer Bezeichnungsweise, die an die heutige
erinnert. Dezimalbriiche wurden nie eingefiihrt, aber dieser groe Fortschritt er-
scheint auch erst spit in der europdischen Renaissance, nachdem die Rechentech-
nik sich weit iiber den Stand hinaus entwickelt hatte, der jemals in der Antike er-
reicht worden war; bis ins achtzehnte und neunzehnte Jahrhundert hinein wurden
die Dezimalbriiche in viele Schulbiicher nicht aufgenommen. Freilich waren Rech-
nungen mit Dezimalbriichen bei chinesischen und arabischen Mathematikern seit
lingerer Zeit bekannt (vgl. S. 86 —88).

Man hat gesagt, daB} dieses alphabetische System fiir die Kntwicklung der griechi-
schen Algebra nachteilig gewesen sei: denn der Gebrauch von Buchstaben fiir be-
stimmte Zahlen verhinderte ihre Verwendung zur Bezeichnung von allgemei
Zahlen, wie es in der heutigen Algebra geschieht. Eine derartige rein formale Er-
klarung fiir das Fehlen einer griechischen Algebra vor Diophant ist abzulehnen,
selbst wenn man den groBen Wert einer zweckméBigen Bezeichnung anerkennt.
Wenn dic klassischen Autoren an der Algebra interessiert gewesen wiren, dann
hiitten sie auch eine geeignete Symbolik geschaffen, womit Diophant tatsichlich
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den Anfang gemacht hat. Das Problem der griechischen Algebra kann nur geklart
werden, indem man tiefer in die Zusammenhinge zwischen den griechischen Mathe-
matikern und der babylonischen Algebra im Rahmen der gesamten Beziehungen
zwischen Griechenland und dem Orient eindringt.
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41.  Das Vordringen des Islams

Die alte Kultur des Nahen Ostens war trotz des hellenistischen Einflusses niemals
verschwunden. Sowohl orientalische als auch griechische Einfliisse traten in der
Wissenschaft von Alexandria deutlich zutage; Konstantinopel und Indien waren
cbenfalls wichtige Treffpunkte des Ostens und Westens. Im Jahre 395 griindete
Theodosius I. das Byzantinische Reich; die Hauptstadt Konstantinopel war grie-
chisch, aber sie war das Verwaltungszentrum von groBien Gebieten, in denen die
Griechen nur einen Teil der stiadtischen Bevolkerung bildeten. Tausend Jahre lang
kiampfte dieses Reich gegen die Kriifte aus dem Osten, Norden und Westen, wobei
es gleichzeitig als Bewahrer der griechischen Kultur und als Briicke zwischen Ost
und West in Erscheinung trat. Mesopotamien wurde schon friihzeitig, im zweiten
Jahrhundert u. Z., von den Romern und Griechen unabhéngig, zuerst unter den
Partherkonigen, spiter (266) unter der rein persischen Dynastie der Sassaniden.
Das Gebiet am Indus hatte einige hundert Jahre lang mehrere griechische Dyna-
stien, die im ersten Jahrhundert u. Z. verschwanden; aber die darauffolgenden
cinheimischen indischen Konigreiche hielten kulturelle Bezichungen mit Persien
und dem Westen aufrecht.

Die politische Vorherrschaft der Griechen iiber den Nahen Osten verschwand fast
vollstéindig seit dem plétzlichen Aufstieg des Islams. Nach 622, dem Jahre der
Hegira, eroberten die Araber in einem crstaunlichen Ansturm groBe Teile des west-
lichen Asiens (unwiderstehlich wie der Ansturm, der spiter die Eroberung Amerikas
durch die Spanier brachte) und hatten vor dem Ende des siebenten Jahrhunderts
auch Teile des westromischen Reiches bis nach Sizilien, Nordafrika und Spanien hin
besetzt. Uberall, wohin sie kamen, versuchten sie, die griechisch-rémische Kultur
durch die des Islams zu verdringen. Die Amtssprache wurde Arabisch an Stelle von
Griechisch oder Lateinisch; aber die Tatsache, daB fiir die wissenschaftlichen Doku-
mente eine neue Sprache verwendet wurde, kann leicht die Wahrheit verdunkeln,
daB unter der arabischen Herrschaft eine bemerkenswerte Stetigkeit der Kultur
crhalten blicb. Die alten einheimischen Kulturen hatten unter dieser Herrschaft
sogar eine bessere'Moglichkeit des Fortbestandes als unter der Fremdherrschaft der
Griechen. Persien beispielsweise blieb trotz der arabischen Verwaltung weitgehend
das alte Land der Sassaniden. Dennoch lebte der Wettstreit zwischen den verschie-
denen Traditionen fort, nur jetzt in einer neuen Form. Wahrend der ganzen Zeit
der Herrschaft des Islams existierte eine ungebrochene griechische Tradition, die
ihren eigenen Charakter gegeniiber den verschiedenen einheimischen Kulturen be-
wahrte.
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4.2 Die Mathematik in Indien

Wir haben gesehen, da8 die glinzendsten mathematischen Resultate aus dem
Wettstreit und der Mischung orientalischer und griechischer Kultur wihrend der
Bliitezeit des Romischen Imperiums in Agypten erzielt wurden. Mit dem Nieder-
gang des Romischen Imperiums verlagerte sich das Zentrum der mathematischen
Forschung allméhlich nach Indien und spéter wieder zuriick nach Mesopotamien.
Die ersten wohlerhaltenen indischen Beitrige zu den exakten Wissenschaften sind
die ,,Siddhantas‘, wovon ein Teil, der ,,Sirya*, in einer dem Original (etwa 300
his 400 u. Z.) gleichenden Form erhalten sein diirfte. Diese Biicher beschéftigen
sich hauptsichlich mit Astronomie und operieren mit Epizyklen und Sexagesimal-
briichen. Diesc Tatsachen lassen einen EinfluB der griechischen Astronomie ver-
muten, der vielleicht in der Zeit vor dem ,,Almagest* wirksam geworden ist; sie
konnen auch auf einen unmittelbaren Kontakt mit der babylonischen Astronomie
hindeuten. AufBlerdem aber zeigen die ,,Siddhantas zahlreiche typisch indische
Besonderheiten. Die ,,Siirya Siddhanta‘ enthalt Tafeln von Sinuswerten (jya) statt
von Sehnen.

Die Resultate der ,,Siddhantas wurden in indischen Mathematikerschulen, die
vornehmlich in Ujjain (Zentralindien) und in Mysore (Siidindien) beheimatet waren,
systematisch erliutert und ausgebaut. Seitdem 5. Jahrhundert unserer Zeitrech-
nung sind Namen und Biicher von einzelnen indischen Mathematikern erhalten;
einige Biicher sind in englischen Ubersetzungen greifbar.

Die bekanntesten dieser Mathematiker sind Aryabhata (genannt ,der Erste,
etwa 500) und Brahmagupta (etwa 625). Beziiglich der Frage ihrer Bekanntschaft
mit griechischen, babylonischen und chinesischen Resultaten ist man in starkem
MagBe auf Vermutungen angewiesen; zugleich aber zeigen sie eine beachtliche Ori-
ginalitdt. Charakteristisch fiir ihre Arbeiten sind die arithmetisch-algebraischen
Teile, die in ihrer Vorliebe fiir unbestimmte Gleichungen eine gewisse Verwandt-
schaft mit Diophant und den Chinesen verraten. \

Diesen Autoren folgten in den nichsten Jahrhunderten weitere, die auf denselben
Gebieten arbeiteten; ihr Werk war tcilweise astronomisch, teilweise arithmetisch-
algebraisch bestimmt und streifte auch MeBkunde und Trigonometrie. Aryabhata I.
besaB den Wert 3,1416 fiir #. Einen Lieblingsgegenstand bildete die Auffindung
von rationalen Dreiecken und Vierecken, worin Mahavira aus der Schule von Mysore
(etwa 850) besonders erfolgreich war. Um 1150 finden wir in Ujjain, wo Brahmagup-
ta gewirkt hatte, einen anderen ausgezeichneten Math tiker, Bhaskara. Die
erste allgemeine Losung von unbestimmten Gleichungen ersten Grades az + by = ¢
(@, b, ¢ ganze Zahlen) findet sich bei Brahmagupta. Es ist daher strenggenommen
unrichtig, unbestimmte lineare Gleichungen als Diophantische Gleichungen zu
bezeichnen. Wihrend Diophant noch gebrochene Losungen zulieB, waren die Inder
und die Chinesen nur an ganzzahligen Lésungen interessiert. Sie gingen auch darin
iiber Diophant hinaus, da8 sie negative Wurzeln von Gleichungen zulieBen, obwohl
dies bei den Indern eine éltere, von der babylonischen Astronomie angeregte Praxis
gewesen sein diirfte. Zum Beispiel 1oste Bhaskara 2? — 46 2 = 250 durch 2 = 50
und z = — b; beziiglich der Giiltigkeit der negativen Wurzeln huldigte er einem
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gewissen Skeptizismus. Sein ,,Lilavati® war mehrere Jahrhunderte hindurch ein
Standardwerk iiber Arithmetik und MeBkunst im Osten: Kaiser Akbar hatte es ins
Persische iibersetzt (1587). 1832 erschien eine Ausgabe in Kalkutta.!) Im alten
Indien gab es sicher noch mehr mathematische Schétze: So wissen wir z. B. seit

kurzem, daB die Gregory-Leibnizsche Reihe fiir -': bereits bei Nilakantha (um 1500)
zu finden ist.?)

4.3.  Die Entwicklung des dezimalen Stellenwertsystems

Die bekannteste Leistung der indischen Mathematik ist unser heutiges dezimales
Stellenwertsystem. Das Dezimalsystem ist sehr alt, und dasselbe gilt fiir das Stellen-
wertsystem: aber ihre Kombination scheint in Indien entstanden zu sein, wo im
Laufe der Zeit dltere Nicht-Stellenwertsysteme dadurch allmahlich verdrangt
wurden. Das crste bekannt gewordene Auftreten datiert aus dem Jahre 595 u. Z.,
wo sich auf einer Tafel die Jahreszahl 346 in dezimaler Stellenwertschreibweise
findet. Die Inder besaBen lange vor dieser schriftlichen Urkunde eine System, um
groBe Zahlen mit Hilfe von Worten auszudriicken, die nach einem Stellenwert-
verfahren angeordnet wurden. Es gibt Texte aus frither Zeit, in denen das Wort
,,Siinya“, das Null bedeutet, ganz ausdriicklich verwendet wird.?) Das sogenannte
Bakshali-Manuskript, das aus siebzig Steifen aus Birkenrinde besteht, ist unbe-
kannten Ursprungs und unbekannter Daticrung (die Schitzungen reichen vom
dritten bis zum zwélften Jahrhundert u. Z.). Es enthilt traditionelles indisches
Material iiber unbestimmte und quadratische (ileichungen sowie iiber Approxima-
tionen und verwendet ¢inen Punkt, um die Null auszudriicken. Der #lteste schrift-
liche Beleg mit einem Zeichen fiir die Null stammt aus dem neunten Jahrhundert.
Das ist alles viel spateren Datums als das Auftreten eines Zeichens fiir die Null in
babylonischen Texten. Das Zeichen 0 fiir die Null kann auf griechischen EinfluB
beruhen (,,ouden‘ ist das griechische Wort fiir nichts): wihrend der babylonische
Punkt nur zwischen Ziffern geschrieben wird, erscheint die indische Null auch am
Ende, und dadurch werden 0, 1, 2, .. ., 9 zu gleichwertigen Ziffern.%)

1) Brahmagupta sagt an einer Stelle seines Buches, daB einige seiner Probleme .ein-
fach zum Vergniigen'* gestellt werden. Dies bestiitigt, daB die Mathematik des Orients
sich schon lange aus ihrer bloBen Niitzlichkeitsrolle befreit hatte, wenn es iiberhaupt
eine solche Rolle je gegeben hat. Hundertundfiinfzig Jahre spéter schrieb Alcuin im
Westen scine ,,Aufgabe zur Verstandesschirfung fiir Jiinglinge', worin er eine dhn-
liche, nicht allein auf Niitzlichkeit gerichtete Absicht bekundet. Mathematik in Form
von Denkaufgaben hat oft wesentlich zum Fortschritt der Wissenschaft beigetragen,
indem sie ncue Gebiete créfinete. Einige solcher Aufgaben harren noch der Ubernahme
in den Hauptbereich der Mathematik.

2) C.T. Rajagopal — T.V.Vedamurthi Aiyar, Scripta math. 17 (1951), 65—74,
ibid. 10 (1952), 25—30. Vgl. auch C. T. Rajagopal — A. Venkatamaran, J.Royal
Asiatic Soc. Bengal 15, Nr. 1 (1949), 1 —13, und J. E. Hofmann, Math.-phys. Semester-
berichte 3 (1953), 194 —206.

3) Dies kann mit der Verwendung des Begriffs des ,,Leeren** (kenos) in der ,,Physica‘‘
1V 8.215" von Aristoteles verglichen werden. Siehe C. B. Boyer, Zero: the symbol, the
concept, the number. Nat. Math. Magazine 18 (1944), 323 —330.

4) Vgl. H. Freudenthal, 5000 jaren internationale wetenschap (Groningen 1946).
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Das dezimale Stellenwertsystem drang lings der KarawanenstrafBen nach und nach
in viele Teile des Nahen Ostens vor und nahm seinen Platz neben anderen Systemen
ein. Das Vordringen nach Persien, vielleicht auch nach Agypten, kann sehr wohl
wihrend der Periode der Sassaniden (224 —641) erfolgt sein, als ein enger Kon-
takt zwischen Persien, Agypten und Indien bestand. Wihrend dieser Zeit kann die
Erinnerung an das alte babylonische Stellenwertsystem in Mesopotamien noch
lebendig gewesen sein. Die élteste deutliche Bezugnahme auf das indische Stellen-
wertsystem auBerhalb Indiens findet sich in einem 662 von Severus Sébdkht, einem
syrischen Bischof, geschriebenen Werk. Mit Al-Fazaris Ubersetzung der ,,Sidd-
héntaas* ins Arabische (etwa 773) begann die Bekanntschaft der islamischen wis-
senschaftlichen Welt mit dem sogenannten indischen System. Dieses System wurde
allmihlich in der arabischen Welt und dariiber hinaus in wachsendem Umfange ver-
wendet, obwohl das griechische Zahlensystem ebenso wie auch andere dltere Sy-
steme gleichfalls weiterhin in Gebrauch blieben. Gesellschaftliche Faktoren konnen
auch eine Rolle gespielt haben — die orientalische Tradition, die die dezimale
Stellenwertmethode gegeniiber der Methode der Griechen bevorzugte. Die Symbole,
die fiir die Schreibung der Stellenwertziffern verwendet wurden, zeigen groBe Un-
terschiede, aber es gibt zwei Haupttypen: die von den dstlichen Arabern gebrauch-
ten indischen Symbole und die sogenannten ,,gobér‘‘- (oder ghubar-) Ziffern, die
von den westlichen Arabern in Spanien benutzt wurden. Die ersteren Symbole wer-
den in derarabischen Welt noch heute verwendet, aber unser heutiges System scheint
aus dem ,,gobar*-System abgeleitet zu sein. Es gibt eine (bereits erwéhnte) Theorie
von Woepcke, wonach die ,,gobar‘‘-Ziffern in Spanien in Gebrauch waren, als die
Araber dort eindrangen, und nach der sie durch die Neupythagoreer aus Alexan-
dria schon friihzeitig (450 u. Z.) nach dem Westen gelangt sein sollen.?)

4.4, Die Mathematik zur Zeit des Islams

Mesopotamicn, das unter den griechischen und rémischen Herrschern ein Vorposten
des rémischen Imperiums geworden war, gewann seine zentrale Lage beziiglich der
Handelsstraflen unter den Sassaniden zuriick, die als einheimische persische Konige
in der Tradition von Cyrus und Xerxes in Persien regierten. Uber diesc Periode der
persischen Geschichte, inshesondere iiber dic Wissenschaft, ist wenig bekannt, aber
die sagenhaft iiberlieferte Geschichte — wie sie sich in Tausendundeinenacht, Omar
Khayyam, Firdawsi findet — bekréftigt die diirftigen historischen Urkunden
darin, daB die Periode der Sassaniden ein Zeitalter groBer kultureller Entfaltung
war. Zwischen Konstantinopel, Alexandria, Indien und China gelegen, war das Per-
sien der Sassaniden ein Land, in dem sich viele Kulturen trafen. Babylon war ver-
schwunden, aber es wurde durch Seleukia-Ktesiphon abgelést, das wiederum nach

1) Vgl. S. Gandz, The Origin of the Ghubar Numerals, Isis 16 (1931), 393 —424. Es gibt
auch cine Theoric von N. Bubnow, die annimmt, da die gobar-Formen aus den alten
rémisch-gricchischen Symbolen abgeleitet worden sind, die auf dem Abakus verwendet
wurden. Siehe auch die FuBnote in F. Cajori, History of Mathematics (New York 1938),
§. 90, ebenso Smith-Karpinski (auf S. 89 angegeben), S. 71.

6 Struik, Geschichte



82 4. Der Orient nach dem Niedergang der gricchischen Gesellschaft

der arabischen Eroberung im Jahre 641 seinen Platz an Bagdad abtrat. Diese Er-
oberung lie§} vieles im alte Persien unangetastet, obwohl Pehlevisch durch Arabisch
als Amtssprache abgelost wurde. Sogar der Islam wurde nur in abgewandelter
Form (Shi-ism) angenommen; Christen, Juden und Anhénger Zarathustras trugen
weiterhin zum kulturellen Leben des Kalifats von Bagdad bei.

Die Mathematik der Periode des Islams zeigt dieselbe Mischung verschiedener Ein-
fliisse, wie sie uns schon in Alexandria und Indien') entgegengetreten ist. Die Ab-
basiden-Kalifen, besonders Al-Mansiir (754 —775), Harun-ar-Raschid (786 —809)
und Al-Ma’miin (813 —833), forderten Astronomie und Mathematik. Al-Ma’miin
richtete sogar in Bagdad ein ,,Haus der Weisheit* mit einer Biicherei und einem
Observatorium ein. Die islamischen Arbeiten in den exakten Wissenschaften, die
mit Al-Fazaris Ubersetzung der ,,Siddhantas begannen, erreichten ihren ersten
Héhpunkt mit dem aus Khiva gebiirtigen Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi,
dessen Schaffensperiode um 825 herum lag. Muhammad schrieb viele Biicher iiber
Mathematik und Astronomie. Seine Arithmetik erliuterte das indische System der
Zahlenschreibweise. Die arabische Originalschrift ist verloren, aber eine lateinische
Ubersetzung aus dem zwélften Jahrhundert ist vorhanden. Dieses Buch war eines
der Hilfsmittel, durch welche Westeuropa mit dem dezimalen Stellenwertsystem
bekannt wurde. Der Titel der Ubersetzung ,,Algorithmi de numero Indorum* fiigte
unserer mathematischen Sprache den Ausdruck ,,Algorithmus®, eine Latinisierung
des Namens des Autors, hinzu. Etwas Ahnliches geschah mit Muhammads Algebra,
die den Titel ,,Hisab al-jabr wal-muqabala* (wértlich ,,Wisenschaft der Reduktion
und des gegenseitigen Aufhebens*) hatte, was wahrscheinlich ,,Wissenschaft von
den Gleichungen* bedeutete. Diese Algebra, von welcher der arabische Text erhal-
ten ist, wurde im Westen gleichfalls durch lateinische Ubersetzung bekannt, und
das Wort ,,al-jabr* wurde synonym mit der ganzen Wissenschaft der ,,Algebra‘
verwendet, die in der Tat bis zur Mitte des neunzehnten Jahrhunderts nichts anderes
war als die Wissenschaft von den Gleichungen.

Diese ,,Algebra‘ enthilt eine Diskussion linearer und quadratischer Gleichungen,
aber ohne irgendeinen algebraischen Formalismus. Nicht einmalein ,,rhetorischer‘
Algorithmus wie bei Diophant war vorhanden. Unter diesen Gleichungen finden
sich die drei Typen:

z% + 10z = 39, 2% + 21 = 10z, 3r + 4 = 22,

die gesondert behandelt werden mufiten, solange nur positive Koeffizienten zuge-
lassen waren. Diese drei Typen kehren in spiteren Texten héufig wieder — ,,s0
liuft die Gleichung 22 + 10z = 39 mehrere Jahrhunderte hindurch wie ein goldener
Faden durch die Algebrabiicher*, schreibt Professor L. C. Karpinski. Viele Uber-

1) Die Darl zur ,,arabischen Mathematik'* waren oft nur langweilige Wieder-
holungen von Informationen aus zweiter und dritter Hand, weil nur wenige Quellen in
Ubersetzungen vorhanden waren. Die Lage hat sich in den letzten Jahren durch die
Arbeiten von P. Luckey, E. S. Kennedy (meistens Astronomie), A. P. Juschkewitsch,
B. A. Rosenfeld u. a. wesentlich verbessert. Da viele Quellen nur in die russische Spra-
che iibersetzt worden sind, ist das Buch von A. . Juschkewitsch, Mathematik im Mit-
telalter (Leipzig 1964) sehr willkommen.
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legungen sind geometrischer Natur. Muhammads astronomische und trigonome-
trische Tafeln (mit Sinus- und Tangenswerten) gehéren auch zu den arabischen
Werken, die spiter ins Lateinische iibersetzt wurden. Seine Geometrie ist ein ein-
faches Verzeichnis von Messungsregeln; sie hat eine gewisse Bedeutung, weil sie
unmittelbar auf einen jiidischen Text aus dem Jahre 150 u. Z. zuriickgefiihrt wer-
den kann. Sie zeigt einen deutlichen Mangel an Achtung vor der Euklidischen
Tradition. Die Astronomic von Al-Khwarizmi war ein Auszug aus den ,,Siddhan-
tas‘ und kann daher auf dem Umweg iiber den Sanskrittext einen gewissen grie-
chischen Einflul aufweisen. Die Werke von Al-Khwiarizmi als Ganzes scheinen
mehr orientalischen als griechischen EinfluB?) zu zeigen, und dies diirfte auf die
wohlerwogene Absicht des Autors zuriickzufiihren sein.

Al-Khwarizmis Gesamtwerk spielt eine wichtige Rolle in der Geschichte der Mathe-
matik, denn es ist eine der Hauptquellen, durch die die indischen Zahlzeichen und
die arabische Algebra nach Westeuropa kamen. Die Algebra offenbarte bis zur
Mitte des neunzehnten Jahrhunderts ihren orientalischen Ursprung durch den
Mangel an axiomatischer Fundierung und unterschied sich in dieser Hinsicht deut-
lich von der Euklidischen Geometrie. Die heutige Schulalgebra und -geometrie
haben diese Merkmale ihres verschiedenen Ursprungs noch immer bewahrt.

4.5.  Pflege und Weiterentwicklung der griechischen Tradition
durch arabische Gelehrte

Die gricchische Tradition wurde durch eine Schule von arabischen Gelehrten?)
weitergepflegt, die die griechischen Klassiker gewissenhaft ins Arabische iiber-
setzten — Apollonius, Archimedes, Euklid, Ptolemdus u.a. Die allgemein ge-
wordene Verwendung des Namens ,,Almagest‘ fiir die ,,GroBe Sammlung* von
Ptolemins zeigt den EinfluB der arabischen Ubersetzungen auf den Westen. Durch
diese Abschriften und Ubersetzungen blieb so mancher griechische Klassiker er-
halten, der sonst verlorengegangen wire. Dabei machte sich eine natiirliche Ten-
denz geltend, die rechnerische und praktische Seite der griechischen Mathematik auf
Kosten ihrer theoretischen Seite zu betonen. Die arabische Astronomie war be-
sonders an der Trigonometrie interessiert — das Wort ,,Sinus* ist eine lateinische
Ubersetzung der arabischen Schreibweise des Sanskritwortes jya. Dic Sinus ent-
sprechen der halben Sehne des doppelten Bogens (Ptolemius verwendete die ganze
Sehne) und wurden als Strecken, nicht als Zahlen aufgefafit. Ein groBer Teil der

1) 8. Gandz. The Sources of Al-Khwirizmi’s Algebra, Osiris 1 (1936), 263 —277. Auch:
Osiris 5 (1930), 319—1391 [iiber Erbschaftsprobleme].

?) Wenn wir von ..arabischen Gelehrten® und ,,arabischer Wissenschaft™ sprechen,
50 meinen wir nur. daB die Sprache. in der sie schrichen, die arabische Sprache war. Die
meisten ,arabischen™ Gelehrten waren Perser, Tadshiken, Agypter, Juden, Mohren
usw. In derselben Weise konuten wir viele europiiische Gelehrte von Boethius bis Gaufl
.Jlatcinische Gelehrte'* nennen, weil sie ihre Arbeiten in lateinischer Sprache abfaten.
Arabisch war die lingua franca der islamischen Welt, wie lateinisch die der rémisch
und griechisch die der 6stlichen christlichen Welt war.

G
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Trigonometrie findet sich in den Werken von Al-Battani (Albategnius, vor 858 bis
929), einem der groBen arabischen Astronomen, der sowohl eine Tafel von Cotan-
genswerten fiir jeden Grad (,,umbra extensa“) besaB als auch den Cosinussatz des
sphirischen Dreiecks kannte.

Dieses Werk des Al-Battani zeigt, dal die Araber nicht nur abschrieben, sondern
durch ihre Beherrschung sowohl der griechischen als auch der orientalischen Metho-
den neue Resultate hinzufiigten. Abi’l-Wafa’(940—997/98) leitete den Sinussatz
der sphérischen Trigonometrie ab, berechnete Sinustabellen fiir Intervalle von 15°,
deren Werte auf acht Dezimalstellen genau waren, fithrte die sec und cosec ent-
sprechenden Strecken ein und fiihrte vielerlei geometrische Konstruktionen aus,
wobei er den Zirkel mit einer festen Offnung verwendete. Er setzte auch das grie-
chische Studium kubischer und biquadratischer Gleichungen fort. Al-Karkhi (An-
fang des elften Jahrhunderts), der ein Buch iiber Algebra schrieb, wobei er sich
an Diophant orientierte, besaB interessante Ergebnisse iiber irrationale Zahlen,
wie z. B. die Formeln }/§+ }lﬁ = }IEO', 31/5—- - 31/2_ = 3l/ﬁ Er zeigte eine entschiedene
Vorliebe fiir die Griechen; seine ,,Vernachlissigung der indischen Mathematik war
so ausgeprigt, daB sie systematischen Charakter besessen haben muf‘.?)

4.6.  Hohepunkte des arabischen mathematischen Denkens

Wir brauchen die vielen politischen und ethnologischen Verinderungen in der Welt
des Islams nicht zu verfolgen. Sie verursachten Zeiten des Aufschwungs und des
Niedergangs in der Pflege von Astronomie und Mathematik, manche Zentren ver-
schwanden, andere blithten eine gewisse Zeit hindurch; aber der allgemeine Charak-
ter des islamischen Typs der Wissenschaft blieb dem Wesen nach unverandert. Hier
sollen nur einige Hohepunkte erwahnt werden.
Um 1000 u. Z. erschienen in Nordpersien neue Herrscher, die Saljiig-(Selchuk-)
Tiirken, deren Reich um das Bewisserungszentrum von Merv herum aufbliihte.
Hier lebte Omar Khayyam (etwa 1038/48 bis 1123/24), der im Westen als Autor
des ,,Rubaiyat* (in der ,,chrsetzung“ von Fitzgerald, 1859) bekannt wurde; er
war Astronom und Philosoph:

,»Ah, but my Computations, People say,

Have squared the Year to human Compass, eh?

If so, by striking from the Calendar

Unborn Tomorrow, and dead Yesterday** (LIX)

[Nachdichtung von Fitzgerald, 2. Aufl. 1868].
Hier scheint Omar auf seinc Reform des alten persischen Kalenders anzuspielen, die
einen Fehler von einem Tag im Verlauf von 5000 Jahren (1540 oder 3770 Jahren
nach abweichenden Interpretationen) ergab, wihrend unser gegenwirtiger Gre-
gorianischer Kalender einen Fehler von einem Tag innerhalb von 3330 Jahren auf-
weist. Seine Reform wurde 1079 eingefiihrt, aber spiter durch den muslimischen
Mondkalender ersetzt. Omar schrieb eine . Algebra®, die einen betrachtlichen Fort-

1) G. Sarton, Introduction to the History of Seience 1. 8. 719,
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schritt bedeutete, denn sie enthielt eine systematische Untersuchung der kubischen
Gleichungen. Indem er eine gelegentlich von den Griechen benutzte Methode an-
wendete, bestimmte er die Wurzeln dieser Gleichungen durch den Schnitt zweier
Kegelschnitte. Er bestimmte keine zahlenméaBigen Losungen und unterschied —
ebenfalls im Stil der Griechen — zwischen ,,geometrischen* und ,,arithmetischen®
Lasungen, wobei letztere nur dann als existent angesehen wurden, wenn die Wur-
zeln positive rationale Zahlen ergaben. Dieses Verfahren war also ginzlich ver-
schieden von dem der Bologneser Mathematiker des sechzehnten Jahrhunderts, die
rein algebraische Methoden verwendeten. In einem anderen Buch, das sich mit den
Schwierigkeiten bei Euklid befafBte, ersetzte Omar das Parallelenaxiom durch eine
Anzahl anderer Annahmen. Hier fand er die Figuren, die heute mit der ,,Hypothese
desstumpfen, spitzen und rechten Winkels‘‘ zusammenhéngen, wie sie in der nicht-
euklidischen Geometrie verwendet werden. Er ersetzte auch die Euklidische Theorie
der Proportionen durch eine zahlenméBige Theorie, in der er sich mit Irrationali-
taten und dem allgemeinen Begriff der reellen Zahl beschiftigte.

Nach der im Jahre 1256 erfolgten Pliinderung Bagdads durch die Mongolen ent-
stand in der Néhe ein neues Zentrum der Gelehrsamkeit im Observatorium von
Maragda, das von dem mongolischen Herrscher Hulagu fiir Nasir al-din (Nasir
ed-din, 1201 —1274) erbaut wurde. Hier entstand wieder ein Institut, in dem die
gesamte Wissenschaft des Orients zusammengetragen und mit der Griechenlands
verglichen werden konnte. Nasir trennte die Trigonometrie als eine selbstindige
Wissenschaft von der Astronomie ab; seine Versuche, das Euklidische Parallelen-
axiom zu ,,beweisen‘‘, wobei er Gedankengingen von Omar Khayyam folgte, zei-
gen, dafl er die theoretische Methode der Griechen schitzte. Nasirs EinfluB war
spiter im Europa der Renaissance weithin spiirbar: noch 1651 und 1663 benutzte
John Wallis Nasirs Werk iiber das Euklidische Postulat.?)

Nasir setzte Omars Tradition auch in seiner Theorie der Proportionen und der
neuen numerischen Anniherung irrationaler Zahlen fort.

Ein anderer persischer Mathematiker, Al-Kaschi (erste Halfte des fiinfzehnten Jahr-
hunderts), zeigte eine groBe Gewandheit in der Durchfithrung von Rechnungen, die
mit derjenigen vergleichbar ist, die spiter von den Europiern am Ende des sech-
zehnten Jahrhunderts erreicht wurde. Er 16ste kubische Gleichungen durch Itera-
tion und trigonometrische Verfahren und kannte die jetzt als Hornersches Schema
bezeichnete Methode zur Losung allgemeiner algebraischer Gleichungen héheren
Grades, die das Ausziehen von Wurzeln héherer Ordnung aus gewéhnlichen Zahlen
verallgemeinert (wahrscheinlich unter chinesischem EinfluB). In seinem Werk
findet sich die binomische Formel fiir beliebige positive ganzzahlige Exponenten.
Neben Sexagesimalbriichen verwendet er Dezimalbriiche mit Komma (z.B. 25,07
mal 14,3 ist 358,501) und kennt z auf 16 giiltige Dezimalen.

Eine bedeutende Personlichkeit in Agypten war Ibn Al-Haitham (Alhazen, etwa
965 bis 1039), der groBte muslimische Physiker, dessen ,,0Optik* einen groBen Ein-
fluB auf den Westen ausiibte. Er 18ste das ,,Problem des Alhazen*, in welchem ge-

1) Vgl. B. A. Rosenfeld, The theory of parallel lines in the Medieval East, Actes du
XI° Congreés intern. d’histoire des sciences 1969, I1I (Warschau 1968), S. 175—178.
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fordert wird, von zwei Punkten in der Ebene eines Kreises aus Geraden zu ziehen,
die sich in einem Punkt des Kreisumfangs treffen und mit der Normalen in diesem
Punkt gleiche Winkel bilden. Dieses Problem fiihrt auf eine biquadratische Glei-
chung und wurde in griechischer Art durch den Schnitt einer Hyperbel mit einem
Kreis geldst. Alhazen verwendete auch die Exhaustionsmethode, um die Volumina
von Kérpern zu berechnen, die durch Rotation einer Parabel um irgendeinen Durch-
messer oder eine Ordinate entstehen. Hundert Jahre vor Alhazen lebte in Agypten
der Algebraiker Abii Kamil, der das Werk von Al-Khwarizmi fortsetzte und er-
weiterte. Er beeinflufite nicht nur Al-Karkhi, sondern auch Leonardo von Pisa.
Ein anderes Zentrum der Gelehrsamkeit cxistierte in Spanien. Einer der bedeutend-
sten Astronomen in Cordoba war Al-Zarqali (Arzachel, etwa 1029 bis etwa 1087),
der beste Beohachter seiner Zeit und Herausgeber der sogenannten Toledoer Pla-
netentafeln. Die trigonometrischen Tafeln dieses Werks, das ins Lateinische iiber-
setzt wurde, iibten einen gewissen EinfluB auf die Entwicklung der Trigonometrie
in der Renaissance aus. Sie fanden ihre Fortsetzung in den Alfonsinischen Tafeln
(nach Alfons dem Weisen, zweite Hilfte des dreizehnten Jahrhunderts), welche
groBes Ansehen genossen.

Obwohl fast die ganze chinesische und ein groBer Teil der islamischen Mathematik in
der algorithmisch-algebraischen Tradition des Orients geschaffen wurde, stellte sie
einen wesentlichen Fortschritt gegeniiber den antiken Methoden dar. Westeuropa
gewann erst gegen Ende des sechzehnten Jahrhunderts die gleiche Héhe.

4.7.  Die Mathematik in China bis zum Ende der Sung-Dynastie

Informationen iiber die Mathematik der Japaner beginnen vom zwoélften Jahr-
hundert an zuginglich zu werden. Vieles ging auf chinesischen Einflul zuriick.
Neue Formen werden im siebzehnten Jahrhundert entwickelt, zum Teil auf Grund
des Kontakts mit Europa. Von dieser Periode an begannen neue und hohere For-
men der Mathematik im Westen zu bliihen.})

Zur chinesischen Mathematik bleibt festzustellen, daf sie nicht als eine isolierte Er-
scheinung etwa wie die Mathematik der Maya betrachtet werden kann. Es gab stets,
wenigstens seit der Han-Dynastie (die etwa zur gleichen Zeit wie das Romische
Imperium bestand), bedeutende kommerzielle und kulturelle Beziehungen zu an-
deren Teilen Asiens und sogar zu Europa. Indische und spiter arabische Wissen-
schaft beeinfluBten die Wissenschaft Chinas, die ihrerseits auf andere Lénder zu-
riickwirkte. Wir denken z.B. an das dezimale Positionssystem und die negativen
Zahlen, die sehr wohl ihren Weg von China nach Indien gefunden haben kénnen.
Der indische EinfluB auf China mag durch das Eindringen des Buddhismus nach
China bedingt sein (1. Jahrhundert u. Z.). Dagegen macht sich ein griechischer Ein-
fluB trotz einiger paralleler Entwicklungen wenig oder gar nicht bemerkbar.

1) Westliche Mathematik und Astronomie wurden in China von Pater Matteo Ricci
eingefiihrt, der von 1583 bis zu seinem Tode 1610 in ’cking blieb. Siehe H. Bosmans.
L'euve scientifique de Mathiew Ricci S.J., Revue des Questions Scient. (Jan. 1921).
16 Sciten.
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Deshalb sind wahrscheinlich die Untersuchungen iiber das Verhdltnis von Kreis-
umfang zu Durchmesser des Kreises, die fiir die Zeit nach der Han-Periode typisch
sind, unabhéngig von Archimedes durchgefithrt worden. Liu Hui, der Verfasser
eines iiberlieferten Kommentars zu den ,,Neun Biichern* (263 u. Z.), fand mit
Hilfe von einbeschriebenen und umbeschriebenen reguliren Polygonen, daf
3,1401 <z < 3,1427 ist, und zwei Jahrhunderte spiter gaben Tsu Chhung-Chih
(430—501) und sein Sohn nicht nur einen Wert von = mit sieben Dezimalen, son-
dern auch die Werte 7 = 27{ und 7 = ﬁi’ an.l)

Unter der Thang-Dynastie (618 —907) wurde eine Sammlung der wichtigsten mathe-
matischen Texte zu Staatspriiffungen von Beamten benutzt. In dieser Periode wurde
der Buchdruck erfunden, aber dic ersten gedruckten mathematischen Werke, von
denen wir Kenntnis haben, datieren von 1084 und spiéter. Im Jahre 1115 erschien
eine gedruckte Ausgabe der ,,Neun Biicher*.

Schon in einem von Wang Hsiao Thung um 625 verfaBten Buch finden wir eine
kompliziertere kubische Gleichung als dic Gleichung #* = « aus den ,,Neun Bii-
chern®. Aber die altchinesische Mathematik hatte ihre Bliiteperiode erst wiahrend
der Sung-Dynastie (960—1279) und der ersten Zeit der Mongolenherrschaft des
Jiian (des ,,GroBen Chan* aus Marco Polos Reisebericht). Von den fiihrenden Mathe-
matikern erwihnen wir Chhin Chiu-Shao, der die zur damaligen Zeit schon alte
Theorie der unbestimmten Gleichungen entwickelte (sein Buch datiert von 1247).
Eins seiner Beispiele kann folgendermaBen geschrieben werden:

2 == 32 (mod 83) == 70 (mod 110) : - 30 (mod 135).

Chhin beschiftigte sich auch mit der numerischen Lésung von Gleichungen hoheren
Grades, z.B.

— x4 4 763200 22 — 40642560000 = 0.

Solche Gleichungen loste er durch Verallgemeinerung der Methode der sukzessiven
Approximation, die schon in den ,,Neun Biichern zur Berechnung von Quadrat-
und Kubikwurzeln verwendet wurde. In dieser Methode erkennen wir das in un-
seren Lehrbiichern nach W. G. Horner benannte Verfahren wieder, der es im
Jahre 1819 veroffentlichte, anscheinend ohne zu wissen, daB er auf eine fiir ein-
tausend Jahre chinesischer Mathematik typische Methode gestoBen war.

Ein anderer Mathematiker der Sung-Periode ist Yang Hui. Er arbeitete mit De-
zimalbriichen und schrieb diese in einer Form, die uns an unsere heutige Schreib-
weise erinnert (sein Buch datiert von 1261). Eins seiner Probleme fiihrt auf die
Gleichung

24,68 x 36,56 = 902,3008.

d

-‘;VBeTi;t_ztc Wert von z kann aus den Werten von Ptoleméus und Archi ge-
356 377 — 22

wonnen werden: % =7 2‘0 - Dieser Wert, der einen Naherungsbruch der

Kettenbruchentwicklung von x darstellt, wird manchmal ,,Wert des Metius genannt,

nach dem Biirgermeister von Alkmaar, Adriaen Anthonisz (1584; wie Stevin Kriegs-

ingenieur), dessen Séhne sich den Namen Metius zulegten.
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Yang Hui macht uns auch mit der éltesten iiberlieferten Darstellung des Pascal-
schen Dreiecks bekannt, die wir in einem im Jahre 1303 von Chu Chiu-Shao ge-
schriebenen Buch wiederfinden.!) Chu, der fiir den bedeutendsten dieser Mathe-
matiker gehalten wird, gibt in seinen Biichern die vollendetste Darstellung der
chinesischen arithmetisch-algebraischen Berechnungsmethode. Eriibertragt sogar
die ,,Matrix‘-Losung eines Systems linearer algebraischer Gleichungen auf Glei-
chungen héheren Grades mit mehreren Unbekannten und verwendet dazu Metho-
den, die an Sylvester erinnern.

In der Zeit nach der Sung-Dynastie blieb die mathematische Aktivitit zwar be-
stehen, gelangte aber nicht mehr zu neuer Bliite. Allgemein kénnen wir sagen, dal
die chinesischen Mathematiker in ihrer Fahigkeit in bezug auf komplizierte arith-
metische und algebraische Uberlegungen mit den indischen Gelehrten und denen
des arabischen Sprachkreises nicht nur vergleichbar sind, sondern diesen manches
vorwegnehmen. Zum Beispiel finden sich die Methode von Horner und die Dezi-
malbriiche erst spiiter in den Biichern von Al-Kaschi aus Samarkand (um 1420;
vgl. auch S. 85).2)
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5. Die Anféinge in Westeuropa

51.  Westeuropa nach dem Fall des westlichen Imperiums 476.
Die Verlagerung der kulturellen Zentren nach Norden

Der fortgeschrittenste Teil des Romischen Imperiums sowohl in 6konomischer als
auch in kultureller Hinsicht ist stets der Osten gewesen. Der westliche Teil hat sich
niemals auf eine Bewisserungswirtschaft gestiitzt; seine Landwirtschaft wurde
extensiv betrieben, wodurch das Studium der Astronomie keine Anregung erfuhr.
Tatsiachlich kam der Westen auf seine Art mit einem Minimum an Astronomie,
etwas praktischer Arithmetik und einiger MeBkunde fiir Handel und Feldmessung
sehr gut zurecht; aber der AnstoB, diese Wissenschaften weiterzuentwickeln, kam
aus dem Osten. Als sich Osten und Westen politisch voneinander getrennt hatten,
horte dieser fordernde EinfluB fast ganz auf. Die statische Kultur des westlichen
Romischen Imperiums dauerte mit wenigen Unterbrechungen oder Veridnderungen
viele Jahrhunderte hindurch an; die durch das Mittelmeer bedingte Einheit der
antiken Kultur blieb ebenfalls unveridndert und wurde nicht einmal durch die Er-
oberungen der Barbaren besonders stark in Mitleidenschaft gezogen. In allen ger-
manischen Konigreichen, vielleicht mit Ausnahme desjenigen von Britannien,
blieben die wirtschaftlichen Bedingungen, die gesellschaftlichen Einrichtungen und
das geistige Leben im Grunde die gleichen, wie sie im niedergehenden Romischen
Imperium gewesen waren. Die Basis des Wirtschaftslebens war die Landwirtschaft,
in der die Sklaven nach und nach durch freie Bauern und Pachter ersetzt wurden;
auflerdem gab es bliihende Stiadte und einen GroBhandel mit einer Geldwirt-
schaft. Die zentrale Autoritit der griechisch-romischen Welt nach dem Fall des
westlichen Imperiums im Jahre 476 teilte sich der Kaiser in Konstantinopel
mit den Pipsten in Rom. Die katholische Kirche des Westens setzte, so gut sie
konnte, durch ihre Institutionen und die Sprache innerhalb der germanischen
Konigreiche die kulturelle Tradition des Romischen Imperiums fort. Kloster
und gebildete Laien erhielten etwas von der griechisch-romischen Kultur
lebendig.

Einer dieser Laien, der Diplomat und Philosoph Anicius Manilius Severinus Boethius,
schrieb mathematische Biicher, dic in der westlichen Welt mehr als tausend Jahre
hindurch als maBgeblich angesehen wurden. Sie spiegeln die kulturellen Be-
dingungen wider, denn sie sind arm an wissenschaftlichem Gehalt, und ihre lange
andauernde Wertschitzung diirfte durch die Vorstellung beeinfluBt worden sein,
daB der Autor im Jahre 524 als Martyrer des katholischen Glaubens gestorben war.
Seine ,,Instituto arithmetica®, eine oberflichliche Ubersetzung des Nico h
bewahrte tatsichlich etwas pythagoreische Zahlentheorie auf, die als Teil des alten
,, Triviums* (Grammatik, Rhetorik, Dialektik) und ,,Quadrivinms® (Arithmetik,
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Geometrie, Astronomie und Musik) (untere bzw. obere Stufe der freien Kiinste) in
den Rahmen der mittelalterlichen Unterweisung aufgenommen wurde.

Es ist schwierig, die genaue Zeit anzugeben, in der im Westen die Wirtschaftsform
des alten Rémischen Imperiums aufhérte, um der neuen Feudalordnung Platz zu
machen. Einiges Licht wird auf diese Frage durch die freilich nicht allgemein an-
crkannte Hypothese von H. Pirenne!) geworfen, nach welcher das Ende der alten
westlichen Welt mit der Expansion des Islams zusammenfillt. Die Araber beraub-
ten das Byzantinische Reich aller seiner Provinzen am Ost- und Siidufer des Mittel-
meers und machten das 6stliche Mittelmeer zu einem muslimischen Binnenmeer.
Sie erschwerten die Handelsbeziehungen zwischen dem Nahen Osten und dem
christlichen Westen mehrere Jahrhunderte hindurch auBerordentlich. Der geistige
Verkehr zwischen der arabischen Welt und dem nérdlichen Teil des fritheren R6-
mischen Imperiums wurde, obwohl er niemals vollig versiegte, jahrhundertelang
lang behindert.

Dann verschwand in der Folgezeit im frinkischen Gallien und anderen friiheren
Teilen des Rémischen Imperiums die groBraumige Wirtschaft; Dekadenz bereitete
sich in den Stidten aus; die Zolleinnahmen sanken zur Bedeutungslosigkeit herab.
Die Geldwirtschaft wurde durch Tauschhandel und ortliche Mérkte abgelost. West-
europa wurde in den Zustand der Halbbarbarei zuriickgeworfen. Die Landaristo-
kratie gewann durch den Niedergang des Handels an Bedeutung; die Landbesitzer
in Nordfranken wurden unter der Fiihrung der Karolinger die herrschende Ge-
walt im Lande der Franken. Das wirtschaftliche und kulturelle Zentrum verlagerte
sich nach Norden, nach Nordfrankreich und Britannien Die Trennung des Ostens
vom Westen beschrinkte die tatsichliche Autoritat des Papstes in einem solchen
Umfange, daB sich das Papsttum mit den Karolingern verbiindete, ein Vorgang,
der durch die Kronung Karls des GroBSen zum Kaiser des Heiligen Romischen
Reiches im Jahre 800 seinen symbolischen Ausdruck fand. Die westliche Welt wurde
feudal und kirchlich, ihre Orientierung nach Norden gerichtet und germanisch.

5.2. Mathematik im Feudalismus

Wihrend der ersten Jahrhunderte des westlichen Feudalismus findet man selbst
in den Klostern nur cine geringe Wertschitzung der Mathematik. In der wieder
primitiv gewordenen Ackerbaugesellschaft dieser Zeit waren die mathematisches
Denken anregenden Faktoren, sogar fiir unmittelbar praktischen Bedarf, so gut wie
nicht vorhanden, und die klésterliche Mathematik umfaBte nicht mehr als etwas
kirchliche Arithmetik, die hauptsichlich zur Berechnung des Datums des Oster-
festes (des sogenannten ,,Computus®) gebraucht wurde. Boethius war die héchste
Quelle der Autoritit. Eine gewisse Bedeutung unter diesen kirchlichen Mathemati-
kern besal der aus Britannien stammende Alcuin, der am Hofe Karls des GroBen
lebte, dessen lateinisch geschriebenes Werk ,,Aufgaben zur Verstandsscharfung*
(s. S. 80) eine Sammlung enthielt, die die Verfasser von Lehrbiichern mehrere Jahr-

’ V‘;WHV. Pirenne, Mahomet et Charlemagne (Paris 1937). Vgl. A.F. Havighurst, The
Pirenne thesis (Boston 1958).
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hunderte lang beeinfluite. Viele dieser Aufgaben gehen auf den alten Orient zu-
riick. Zum Beispiel:

,,Bin Hund verfolgt ein Kaninchen, das anfiinglich einen Vorsprung von 150 FuB hat.
Er springt jedesmal 9 FuB weit, wiihrend das Kaninchen nur Spriinge von 7 FuB
macht. Nach wieviel Spriingen hat der Hund das Kaninchen eingeholt ?«

,»Bin Wolf, eine Ziege und eine Ladung Kohl miissen in einem Boot iiber einen Flu
gebracht werden, das auBer dem Fahrmann nur einen der anderen Passagiere tragen
kann. Wie muB er verfahren, um sie alle hiniiberzubringen, ohne dal die Ziege den
Kohl oder der Wolf die Ziege fri3t 2

Ein anderer kirchlicher Mathematiker war Gerbert, ein franzésischer Ménch, der
999 unter dem Namen Sylvester II. Papst wurde. Er schrieb einige Abhandlungen,
die unter dem EinfluB8 von Boethius standen ; aber seine Hauptbedeutung als Mathe-
matiker beruht auf der Tatsache, daB in den Klosterschulen das Interesse fiir die
Mathematik geweckt wurde. Gerbert war in seiner Jugendzeit in Katalonien im
Hause eines Bischofs. Es ist aber zweifelhaft, ob er dort die Wissenschaft der ara-
bischen Welt studiert hat.

5.3.  Entwicklung des Friihkapitalismus. Mittlerrolle der Araber
beim Zugang zu griechischen mathematischen Originalwerken

Es bestehen wesentliche Unterschiede in der Entwicklung des westlichen, des
frithen griechischen und des orientalischen Feudalismus. Der extensive Charakter
der westlichen Landwirtschaft machte ein groBangelegtes System von biirokra-
tischen Verwaltungsbeamten iiberfliissig, so daB es nicht als Grundlage fiir einen
moglichen Despotismus im orientalischen Sinne dienen konnte. Im Westen bestand
keine Moglichkeit, grole Massen von Sklaven zusammenzubringen. Als in West-
europa die Dorfer zu Stadten anwuchsen, entwickelten sich diese Stiddte zu selbstin-
digen Verwaltungseinheiten, deren Biirger nicht in der Lage waren, ein auf der
Sklaverei beruhendes Leben der MuBle zu fiithren. Dies ist einer der Hauptgriinde
dafiir, daB sich die Entwicklung des griechischen Stadtstaates und der westlichen
Stadt, die in den Anfangsstadicn viele gemeinsame Ziige besaBen, in den spéteren
Perioden stark unterschieden. Dic mittelalterliche Stadtbevélkerung konnte sich
zur Verbesserung ihres Lebensstandards nur auf ihre cigene Erfindungsgabe ver-
lassen. Aus einem schweren Kampf gegen die feudalen GroBgrundbesitzer — und
zudem mit vielem Hader im Innern — ging sie im zwélften, dreizechnten und vier-
zehnten Jahrhundert siegreich hervor. Dieser Triumph beruhte nicht nur auf dem
schnellen Anwachsen des Handels und der Geldwirtschaft, sondern auch auf einer
allmihlichen Verbesserung der Technik. Die feudalen Fiirsten unterstiitzten oft die
Stadte in ihrem Kampf gegen die kleineren Grundbesitzer, um ihre Herrschaft mit
der Zeit auch auf die Stiddte auszudehnen. Das fiihrte schlieBlich zur Herausbil-
dung der ersten Nationalstaaten in Europa.

Die Stidte begannen, Handelsbeziehungen mit dem Orient aufzunehmen, der noch
immer das Zentrum der Kultur war. Manchmal wurden diese Beziehungen auf fried-
lichem Wege hergestellt, manchmal aber auch durch Gewaltanwendung wie in den
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zahlreichen Kreuzziigen. Zuerst waren esdic italienischen Stadte, die solche Handels-
bezichungen aufnahmen, ihnen folgten die Stidte Frankreichs und Mitteleuropas.
Gelehrte folgten dem Kaufmann und dem Soldaten, gingen ihm manchmal auch
voran. Spanien und Sizilien waren die nichstgelegenen Beriihrungspunkte zwischen
Osten und Westen, dort wurden die westlichen Kaufleute und Gelehrten mit der
Kultur des Islams bekannt. Als im Jahre 1085 die Christen Toledo von den Mauren
zuriickeroberten, strémten westliche Forscher in diese Stadt, um die Wissenschaft
der Araber kennenzulernen. Sie bedienten sich oft jiidischer Dolmetscher zur Ge-
sprichsfithrung und fiir Ubersetzungen, und so findet man im Spanien des zwélften
Jahrhunderts Plato von Tivoli, Gherardo von Cremona, Adelard von Bath und
Robert von Chester bei der Ubersetzung mathematischer Manuskripte aus dem
Arabischen ins Lateinische. So wurde Europa durch die Araber mit den griechischen
Klassikern bekannt; und inzwischen war Westeuropa weit genug entwickelt, um
diese Kenntnis richtig einzuschitzen.

5.4.  Die Entstehung der norditalienischen Handelsstadte.
Fibonaccis ,,Liber Abaci*

Wie bereits erwahnt wurde, entstanden die ersten michtigen Handeclsstidte in
Ttalien, wo wihrend des zwolften und dreizehnten Jahrhunderts Genua, Pisa, Ve-
nedig, Mailand und Florenz einen blithenden Handel zwischen der arabischen Welt
und dem Norden betrieben. Italienische Kaufleute besuchten den Orient und stu-
dierten seine Kultur; Marco Polos Reisen zeigen die Unerschrockenheit dieser
Abenteurer. Gleich den fast zweitausend Jahre friiher lebenden ionischen Kauf-
leuten versuchten sic, Wissenschaft und Kunst der dlteren Kultur nicht nur des-
halb zu studieren, um sie zu reproduzieren, sondern auch dazu, um sie in ihrer
merkantilen Zivilisation nutzbar zu machen, die schon im zwdlften und dreizehnten
Jahrhundert das Wachstum des Bankwesens und die Anfinge einer kapitalistischen
Form der Industrie hervorbrachte. Der erste westliche Kaufmann, dessen mathe-
matische Studien eine gewisse Reife zeigen, war Leonardo von Pisa.

Leonardo, auch Fibonacci (,,Sohn des Bonaccio*) genannt, reiste als Kaufmann in
den Orient. Nach seiner Riickkehr schrieb er das ,,Liber Abaci‘ (1202), das arith-
metische und algebraische Unterweisungen enthilt, die er auf seinen Reisen ge-
sammelt hatte. In der ,,Practica Geometriae‘ (1220) beschrieb Leonardo in &hn-
licher Weise alles, was er in Geometrie und Trigonometrie in Erfahrung gebracht
hatte. Er diirfte zudem auch ein selbstandiger Forscher gewesen sein, denn seine
Biicher enthalten viele Beispiele, dic keine genauen Vorlagen in der arabischen
Literatur zu haben scheinen.!) Er zitiert jedoch besonders Al-Khwarizmi, z.B. in
der Diskussion der Gleichung 2? + 10x = 39. Das Problem, das zur Folge der
,, Fihonaccischen Zahlen*“ 0, 1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... fiihrt, von denen jede die

1) L. C. Karpinski, Amer. Math. Monthly 21 (1914), 37—48, der das Pariser Manu-
skript von Abu Kamils Algebra durchforschte, gibt an, daB Leonardo eine ganze Reihe
von Problemen von Abt Kamil iibernommen hat.
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Summe der beiden vorangehenden ist, scheint neu zu sein, ebenso wie sein be-
merkenswert durchdachter Beweis, daB die Wurzeln der Gleichung 23 + 222 + 10z=

= 20 nicht mit Hilfe von Euklidischen Irrationalititen der Form ]/a. + }/b—ausge-
driickt (und daher nicht unter alleiniger Verwendung von Zirkel und Lineal kon-
struiert) werden konnen. Leonardo fithrte den Beweis, indem er jeden der fiinf-
zehn Fille bei Euklid nachpriifte, und berechnete danach die positive Wurzel dieser
Gleichung niherungsweise auf sechs Sexagesimalstellen.

Die Folge der Fibonaccischen Zahlen entstand aus folgender Aufgabe:

Wieviel Kaninchenpaare kénnen in einem Jahr von einem ecinzigen Paar erzeugt wer-
den, wenn a) jedes Paar in jedem Monat ein neues Paar erzeugt, das vom zweiten
Monat an selbst wieder neue Paare erzeugt, b) keine Todesfille vorkommen ?

Das ,,Liber Abaci ist eines der Hilfsmittel, durch die die indisch-arabische Zahlen-
schreibweise nach Westeuropa eingefiihrt wurde. Ihre gelegentliche Anwendung
reicht Jahrhunderte vor Leonardo zuriick, wenn sie von Kaufleuten, Diplomaten,
Gelehrten, Pilgern und Soldaten, die aus Spanien oder dem Vorderen Orient kamen,
mitgebracht wurde. Das élteste europdische Manuskript, das diese Zahlen enthilt,
ist der ,,Codex Vigilanus*, der 976 in Spanien geschrieben wurde. Trotzdem er-
folgte die Einfiihrung der zehn Symbole nach Westeuropa nur langsam; das ilteste
franzosische Manuskript, worin sie vorkommen, stammt aus dem Jahre 1275. Die
griechische Zahlenschreibweise blieb lings der Adria viele Jahrhunderte hindurch
in Gebrauch. Rechnungen wurden oft auf dem alten Abakus ausgefiihrt, einem
Brett mit Rechenpliattchen oder Steinchen (oft auch einfach aus im Sand gezogenen
Linien bestehend), das im Prinzip den Rechenbrettern dhnlich ist, die noch heute
in der Sowjetunion, in China und Japan sowie von Kindern henutzt werden. Ro-
mische Zahlzeichen wurden dazu verwendet, um das Ergebnis einer Rechnung auf
dem Abakus festzuhalten. Das ganze Mittelalter hindurch und sogar noch spiter
findet man romische Zahlzeichen in den Hauptbiichern der Kaufleute, woraus er-
sichtlich ist, daB in den Biiros der Abakus verwendet wurde. Die Einfithrung der
indisch-arabischen Ziffern stieB in der Offentlichkeit auf Widerstand, weil die An-
wendung dieser Symbole die Kaufmannsbiicher schwierig lesbar werden lieB. In
den Statuten der ,,Arte del Cambio‘‘ aus dem Jahre 1299 wurde den Gieldwechslern
von Florenz verboten, arabische Zahlen zu verwenden, und sie wurden verpflichtet,
romische Zahlen zu benutzen. Irgendwann im Laufe des vierzehnten Jahrhunderts
begannen italienische Kaufleute, arabische Ziffern in ihren Kontobiichern zu ver-

wenden.!)

?) In den Kontobiichern der Medici (aus dem Jahre 1406.sta 1) in der S 1
Sclfridge, die in der Harvard Graduate School of Business Administration (Harvard-
Handels-Hochschule) aufbewahrt wird, erscheinen indisch-arabische Ziffern haufig im
berichtenden oder heschreibenden Text. Von 1439 an ersetzen sie die romischen Ziffern
in der Geld- oder Effektivspalte in den Ei biichern, Journalen, Kladden usw.
durch arabische, aber erst 1482 wurden die rémischen Zahlen in der Geldkolonne der
Geschéftshauptbiicher aller Medici-Kaufleute (bis auf eine Ausnahme) abgeschafft. Ab
1494 werden nur indisch-arabische Ziffern in allen Kontobiichern der Medici verwendet.
[Aus einem Brief von Dr. Florence Edler de Roover. Siehe auch ¥. Edler, Glossary of
Medieval Terms of Business (Cambridge, Mass. 1934), S. 389.]
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5.5. Scholastik und mathematisches Denken

Mit der Ausdehnung des Handels breitete sich das Interesse an Mathematik lang-
sam in den Stiadten des Nordens aus. Zunichst war es hauptsichlich ein praktisches
Interesse, und mehrere Jahrhunderte hindurch wurden Arithmetik und Algebra
auBerhalb der Universitidten von handwerksmaBigen Rechenmeistern gelehrt, die
gewohnlich die Klassiker nicht kannten und die auch Buchfiihrung und Navigation
lehrten. Lange Zeit hindurch bewahrte diese Art Mathematik deutliche Spuren
ihres arabischen Ursprungs, was durch Worte wie ,,Algebra‘“ und ,,Algorithmus*
bezeugt wird.

Die Mathematik war wihrend des Mittelalters nicht véllig untergegangen; sie
wurde aber nicht bei den Praktikern, sondern bei den scholastischen Philosophen
kultiviert. Hier fiihrte das Studium von Plato und Aristoteles im Verein mit Griibe-
leien iiber die Natur der Gottheit zu spitzfindigen Spekulationen iiber die Natur der
Bewegung, des Kontinuums und der Unendlichkeit. Origenes war Aristoteles da-
rin gefolgt, daB er die Existenz des aktual Unendlichen leugnete, aber Augustin
hatte in seinem Werk ,,De civitate Dei‘ die vollstindige Folge der ganzen Zahlen
als cine aktuale Unendlichkeit angesehen. Seine Worte waren so wohl abgewogen,
daB Georg Cantor bemerkt hat, das Transfinite konne nicht energischer gewiinscht
und nicht vollkommener begrifflich bestimmt und verteidigt werden, als es Au-
gustin getan habe.l) Die scholastischen Schriftsteller des Mittelalters, inshesondere
Thomas von Aquino, iibernahmen Aristoteles’ Satz ,,infinitum actu non datur*?),
betrachteten vielmehr jedes Kontinuum als potentiell unbegrenzt teilbar. Folg-
lich gab es fiir sie keine kleinste Strecke, da jeder ihrer Teile wieder die Eigenschaf-
ten einer Strecke besitzt. Somit konnte cin Punkt nicht Teil einer Strecke sein, da
er unteilbar ist: ,,ex indivisibilibus non potest compari aliquod continuum®3).
Ein Punkt konnte durch Bewegung eine Strecke erzeugen. Solche Spekulationen
beeinfluBten die Erfinder der Infinitesimalrechnung im siebzehnten Jahrhundert
und die Philosophen des Unendlichen im neunzehnten; Cavalieri, Tacquet, Bolzano
und Cantor kannten die scholastischen Autoren und stellten Erwigungen iiber die
Sinndeutung ihrer Ideen an.

[5] Die Gelchrten des Mittelalters, von denen hier dic Rede ist, betrachteten die Begriffe
des Sprunghaften und des Stetigen. des Endlichen und des Unendlichen vorzugsweise
in Verbindung mit philosophischen und physikalischen Fragestellungen (Untersuchung
des Bewegungsvorgangs). Jedoch war die Physik noch nicht zu einer experimentellen
Wissenschaft aufgeriickt, und die Mathematik besaB noch keine hinreichend bequeme
Sprache algebraischer Bezeichnungen, so daB bei der logischen Analyse der Begriffc
Stetigkeit und Unendlichkeit die Scholastiker des 14. Jahrhunderts im wesentlichen
mit demselben Material operierten, welches bereits der antiken Wissenschaft zur Ver-
fiigung stand, und natiirlich stieen sic auch auf dieselben Schwierigkeiten. Deshalb

) G. Cantor, Brief an Eulenberg (1886), Ges. Abhandlungen (Berlin 1932), S. 400 bis
402. Die von Cantor zitierte Stelle, Kapitel XV11[ von Buch XI1I der ,,Stadt Gottes™.
ist iiberschrieben: ,,Gegen diejenigen, die behaupten, daf unendliche Dinge iiber Gottes
Wissen hinausgehen.*

) Es gibt keine aktuale Unendlichkeit.

3) Ein Kontinuum kann nicht aus Indivisiblen bestehen.
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lieB das Interesse an dieser Problematik in den nachsten Jahrhunderten nach. Da man
sich ihr im 17. Jahrhundert erneut zuwandte, hiingt mit den Erfolgen der ncuen Physik
und Mechanik zusammen. Galilei erwahnt nirgends seine scholastischen Vorginger,
Cavalieri stiitzt sich faktisch nicht auf sie. Im allgemeinen hat die Bewiltigung (in die-
sem oder jenem Sinne — auch das Beiseiteschieben ist cine gewisse Bewiltigung) der
.,Paradoxien des Unendlichen* jedesmal die Entstehung neuer Probl hervorge-
rufen und bewirkt, da neue Begriffsbildungen entstanden oder sich durchsetzten. Mit
der Berufung auf die fritheren Autoren konnten diejenigen. die deren Werke kannten,
den erzielten Fortschritt abschdtzen, und zum anderen konnten sie sich auch auf die
Autoritat der Vorginger stiitzen.?)

Diese Manner der Kirche erzielten gelegentlich auch Resultate von unmittelbarem
mathematischem Interesse. Thomas Bradwardine, der Erzbischof von Canterbury
wurde, untersuchte Sternpolygone, nachdem er Boethius studiert hatte. Der bedeu-
tendste unter diesen mittelalterlichen kirchlichen Mathematikern war Nicolaus
Oresme, Bischof von Lisieux in der Normandie, der sich unter anderem mit ge-

1.
brochenen Potenzen befaBte. Wegen 43 = 64 = 82 schrieb erals 8 als 15 4 oder

v’%%‘«i, was 41+ bedeutete. Er schrich auch eine Abhandlung mit dem Titel ,,De
i |

latitudinibus formarum‘ (ctwa 1360), worin er eine abhingige Variable (latitudo)
gegen eine unabhiingige (longitudo) auftrug, die als verinderlich betrachtet wurde.
Hierin zeigte sich ein gewisser noch verschwommener Ubergang von Koordinaten
auf der Erd- oder Himmelskugel, die schon in der Antike bekannt waren, zur
modernen Koordinatengeometrie. Diese Abhandlung wurde zwischen 1482 und 1515
mehrere Male gedruckt und kann die Mathematiker der Renaissance, einschlie-
lich Descartes, beeinfluBt haben.

Oresme behandelte auch unendliche Reihen und bewies, daB die harmonische Reihe
divergiert.

5.6.  Der EinfluB des Handelsgeistes auf die Mathematik.
Regiomontanus. Die Trennung von Trigonometrie
und Astronomie

Die Hauptlinie des mathematischen Fortschritts verlief durch die unter dem direk-
ten EinfluB von Handel, Navigation, Astronomie und Feldmessung wachsenden
Stiddte des friihen Kapitalismus. Die Stadtbevolkerung war an Arithmetik und
Berechnungen interessiert. Sombart hat dieses Interesse des Biirgers des fiinfzehn-
ten und sechzehnten Jahrhunderts als seine ,,Rechenhaftigkeit bezeichnet.2)
Fiihrer in der Liebe zur praktischen Mathematik waren die Rechenmeister, denen
nur sehr selten ein Mann mit Universititsbildung zur Seite stand, der sie durch

1) Vgl. etwa J. Pogrebysski, Sur la préhistoire de la théorie des ensembles (in dem Buch:
Mélanges Alexandre Koyré, Varis 1964).

2) W. Sombart, Der Bourgeois (Miinchen-Leipzig 1913), S. 164. Der Ausdruck ,,Re-
chenhaftigkeit'* soll auf eine Bereitschaft zum Rech auf den Glauben an die Niitz-
lichkeit der Beschiiftigung mit Arithmetik hinweisen.

7 Struik, Geschichte
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sein Studium der Astronomie befahigte, die Bedeutung von verbesserten Rechen-
verfahren zu verstehen. Mittelpunkte des neuen Lebens waren die italienischen
Stiddte und die mitteleuropiischen Stiddte Niirnberg, Wien und Prag. Der Fall von
Konstantinopel im Jahre 1453, der das Byzantinische Reich beendete, fiihrte viele
griechische Gelehrte in die Stidte des Westens. Das Interesse an den griechischen
Originaltexten wuchs, und es wurde leichter, dieses Interesse zu befriedigen. Uni-
versitidtsprofessoren fanden sich mit gebildeten Laien im Studium dieser Werke
zusammen, ehrgeizige Rechenmeister lauschten es ihnen ab und versuchten, das
neue Wissen auf ihre Art zu verstehen.

Typisch fiir diese Periode war Johannes Miiller aus Ko6nigsberg in Franken oder
Regiomontanus, die fiihrende mathematische Personlichkeit des fiinfzehnten Jahr-
hunderts. Die Titigkeit dieses bemerksenwerten Rechners, Instrumentenmachers,
Druckers und Wissenschaftlers veranschaulicht die Fortschritte, welche die euro-
péische Mathematik in den zwei Jahrhunderten nach Leonardo erzielt hatte. Er
war cifrig bemiiht, die verfiigbaren klassischen mathematischen Manuskripte zu
iibersetzen und zu verdffentlichen. Sein Lehrer, der Wiener Astronom Georg Peur-
bach — Verfasser astronomischer und trignometrischer Tafeln —, hatte schon eine
Ubersetzung der Astronomie des Ptoleméaus aus dem Griechischen begonnen. Regio-
montanus fiihrte diese Ubersetzung fort und iibersetzte auch Apollonius, Heron
und, den schwierigsten von allen, Archimedes. Sein eigenes Hauptwerk war ,,De
triangulis omnimodis libri quinque‘‘ (1464, aber erst 1533 gedruckt) eine vollstin-
dige Einfiithrung in die Trigonometrie, die sich von unseren heutigen Darstellungen
hauptsichlich darin unterscheidet, da unserc bequemen Bezeichnungen noch
nicht existierten. Sie enthdlt den Sinussatz fiir sphirische Dreiecke. Alle Sitze
muBten noch in Worten ausgedriickt werden. Von nun an wurde die Trigonometrie
eine von der Astronomie unabhingige Wissenschaft. Nasir al-din hatte etwas Ahn-
liches schon im dreizehnten Jahrhundert getan, aber der Bedeutungsunterschied
besteht darin, daB sein Werk zum weiteren Fortschritt niemals viel beigetragen hat,
wihrend das Buch von Regiomontanus die weitere Entwicklung der Trigonometric
und ihrer Anwendung auf Astronomie und Algebra zutiefst beeinfluBt hat. Regio-
montanus verwandte auch viele Miihe auf die Berechnung von trigonometrischen
Tafeln. Er besitzt Tafeln fiir das Verhéltnis des Sinus zum Radius.

Die Sinusangaben wurden als Strecken aufgefaBt, die als Halbsehnen von Winkeln
in einem Kreise definiert waren. Ihre Werte hingen deshalb von der Linge des
Radius ab. Ein groBer Radius ermdoglichte groBe Genauigkeit in den Sinuswerten
ohne Verwendung von Sexagesimal- (oder Dezimal-) Briichen. Der systematische
Gebrauch des Radius 1 und damit der Auffassung des Sinus, Tangens usw. als Ver-
hiltniswerte (Zahlen) geht auf Euler (1748) zuriick.

5.7.  Die Losung der Gleichung dritten Grades
und die Einfihrung komplexer Zahlen

Bis dahin war noch kein wesentlicher Schritt iiber den alten Wissensstand der
Griechen und Araber hinaus getan worden. Die Klassiker blieben das Nonplusultra
der Wi haft. Es bedeutete daher eine ungeheure und freudige Uberraschung,
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als italienische Mathematiker am Anfang des sechzehnten Jahrhunderts tatsich-
lich zeigten, daB es moglich war, eine neue mathematische Theorie zu entwickeln,
die bei den Alten und den Arabern nicht vorhanden war. Diese Theorie, die zur
allgemeinen algebraischen Losung der kubischen Gleichung fiihrte, wurde von
Scipio del Ferro und seinen Schiilern an der Universitit von Bologna entdeckt.
Die italienischen Stidte waren auch nach der Zeit von Leonardo Pflegestitten der
Mathematik geblieben. Im fiinfzehnten Jahrhundert waren ihre Rechenmeister
wohlerfahren in arithmetischen Rechnungen einschlieBlich Irrationalzahlen (ohne
irgendwelche geometrischen Skrupel zu haben), und ihre Maler waren gute Geo-
meter. In seinem Buch ,,Lives of the Painters* betont Vasari das besondere In-
teresse, das viele Kiinstler des fiinfzehnten Jahrhunderts an der rdumlichen Geo-
metric zeigten. Eine ihrer Leistungen war die Entwicklung der Perspektive durch
Minner wie Alberti und Piero della Francesca; letzterer schrieb auch ein Buch iiber
regulire Korper. Die Rechenmeister fanden ihren Interpreten in dem Franziskaner-
ménch Luca Pacioli, dessen ,,Summa de Arithmetica‘‘ 1494 gedruckt wurde — iibri-
gens eines der ersten iiberhaupt gedruckten mathematischen Biicher.?) Es ist ita-
lienisch geschrieben — in keinem sehr angenehmen Italienisch — und enthilt alles,
was damals in Arithmetik, Algebra und Trigonometrie bekannt war. Von jetzt an
ist der Gebrauch der indisch-arabischen Ziffern fest eingebiirgert, und die arith-
metische Bezeichnungsweise unterschied sich nicht viel von der unsrigen. Pacioli
beendete sein Buch mit der Bemerkung, daB die Losung der Gleichungen 23 + mz =
= n, 2® + n = mz beim derzeitigen Stand der Wissenschaft genauso unmdaglich
sei wic die Quadratur des Kreises.

An dieser Stelle setzte die Arbeit der Mathematiker an der Universitit von Bologna
ein. Diesc Universitdt war um die Wende des fiinfzehnten Jahrhunderts eine der
groften und berithmtesten in Europa. Allein ihre astronomische Fakultit hatte
zeitweise sechzehn Lektoren. Aus allen Teilen Europas stromten die Studenten
herbei, um die Vorlesungen zu héren — und zu den offentlichen Disputationen,
die ebenfalls die Aufmerksamkeit groBer, sportlich eingestellter Hérermassen auf
sich lenkten. Unter diesen Studenten befanden sich zeit weise Pacioli, Albrecht Diirer
und Kopernikus. Charakteristisch fiir dieses neue Zeitalter war der Wunsch, nicht
nur das klassische Erbe aufzunehmen, sondern zugleich Neues zu schaffen und iiber
die von den Klassikern abgesteckten Grenzen hinaus vorzudringen. Die Erfin-
dung der Buchdruckerkunst und die Entdeckung Amerikas waren Beispiele fiir
derartige Moglichkeiten. War es moglich, in der Mathematik Neucs zu finden ?
Griechen und Orientalen hatten ihren Scharfsinn an der Lésung der kubischen
Gleichung versucht, aber sie hatten nur einige Spezialfalle numerisch lsen kénnen.
Die Mathematiker in Bologna versuchten nun, die allgemeine Lésung zu finden.
Diese kubischen Gleichungen konnten simtlich auf drei Typen reduziert werden:

Ptpr=q P=pr+q 2+q=pz

1) Die ersten gedruckten mathematischen Biicher waren eine kaufménnische Arithme-
tik (Treviso 1478) und cine lateinische Ausgabe der Elemente von Euklid (Ratdolt,
Venedig 1482).

7e
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wobei p und ¢ positive Zahlen waren. Sie wurden besonders eingehend von Profes-
sor Scipio del Ferro untersucht, der 1526 starb. Man darf sich dabei auf die Autori-
tit von E. Bortolotti berufen,!) daB del Ferro tatsdchlich alle Typen gelost hat. Er
verdffentlichte seine Losungen nie und erziahlte nur wenigen Freunden etwas da-
von. Trotzdem wurde die Tatsache der Entdeckung bekannt, und nach Scipios
Tod entdeckte ein venezianischer Rechenmeister mit dem Spitznamen Tartaglia
(,»der Stotterer*) die Lésung thode von (1535). Er gab seine Resultate in
einer offentlichen Veranstaltung bekannt, hielt aber die Methode, mit der er sie
erzielt hatte, geheim. SchlieBlich offenbarte er seine Ideen einem gelehrten Arzt aus
Mailand, Hieronimo Cardano, der ihm schwéren mubBte, sie geheimzuhalten. Als
aber Cardano 1545 sein kurzes, aber vielgelesenes Buch iiber Algebra, die ,,Ars
magna*, veroffentlichte, entdeckte Tartaglia zu seinem groBten MiBfallen, daBl die
Methode in dem Buch vollstindig dargelegt wurde, zwar mit gebiihrender Aner-
kennung fiir den Entdecker, aber doch auch zugleich gestohlen. Daraus entstand
cin erbitterter Streit, in dessen Verlauf beide Seiten nicht mit Beschimpfungen zu-
riickhielten, worin Cardano von einem jiingeren, feingebildeten Schiiler, Ludovico
Ferrari, verteidigt wurde. Dieser Streitfall brachte einige interessante Dokumente
hervor, darunter die ,,Quaesiti‘‘ von Tartaglia (1546) und die ,,Cartelli von Ferrari
(1547/1548), aus denen die ganze Geschichte dieser eindrucksvollen Entdeckung
offentlich bekannt wurde.

Die Losung wird heute als Cardanische Formel bezeichnet, die im Falle 23 - px = ¢
folgende Form hat:

/

3 T - 3 — —
I IR VLA N l/p“ ¢ _ a4
= | Vg+5+s | Vet -+
g ———
Wie man sieht, fiihrte diese Losung Groen der Form | a + |/b ein, die von den

Euklidischen ]/a + }/b—verschieden waren.
Cardanos ,,Ars Magna‘ enthielt auch eine andere glinzende Entdeckung: Die
Methode von Ferrari, um die Lésung einer allgemeinen biquadratischen Gleichung
auf die einer kubischen zuriickzufiihren. Ferraris Gleichung lautete

at 4 6x® 36 = 60z,
die er auf

¥ + 15y® + 36y = 450
zuriickfiihrte. Cardano betrachtete auch negative Zahlen, die er ,fiktiv‘‘ nannte
aber er wufite nichts anzufangen mit dem sogenannten ,,casus irreducibilis* der
kubischen Gleichung, in dem drei reelle Losungen vorhanden sind, die als Summe
oder Differenz von solchen Zahlen erscheinen, die wir heute komplex nennen.
Diese Schwierigkeit wurde von dem letzten der groBen Bologneser Mathematiker
des sechzehnten Jahrhunderts, Raffael Bombelli, behoben, dessen ,,Algebra‘ 1572
erschien. In diesem Buch — und in einer ungefahr 1550 geschriebenen Geometrie,
die im Manuskript erhalten ist — fiihrte er eine konsequente Theorie der imagindren

_;i_E.-E;f;olotti, L’algebra nella scuola matematica bolognese del secolo XV I, Periodico
di Matematica, ser. 4, § (1925), 147—184.
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Zahlen ein. Er schrieb 37 als y0—9 (wértlich so: R[0m . 9], R fiir radix, m fiir meno).
Dies erméglichte Bombelli, den irreduziblen Fall zu behandeln, indem er beispiels-
weise zeigte, daB
8, --—-m—rm o oo J—

)52 + Y0 — 2209 = 4 + } -1
gilt. Bombellis Buch wurde viel gelesen ; Leibniz benutzte es zum Studium der kubi-
schen Gleichungen, und Euler zitiert Bombelli in seiner eigenen ,,Algebra‘ im Ka-
pitel iiber biquadratische Gleichungen. Von da an verloren die komplexen Zahlen
etwas von ihrem iibernatiirlichen Charakter, obwohl sich ihre uneingeschrinkte
Anerkennung als Zahlen erst im neunzehnten Jahrhundert durchsetzte.
Es ist eine merkwiirdige Tatsache, daf die erste Einfithrung der komplexen Zahlen
in der Theorie der kubischen Gleichungen geschah, und zwar gerade in dem Fall,
in dem klar ist, daB reelle Lsungen existieren (wenn auch in unerkennbarer Form),
und nicht in der Theorie der quadratischen Gleichungen, wo sie in unseren heutigen
Lehrbiichern gewéhnlich eingefiihrt werden.

5.8.  Fortschritte in der Technik des Auflosens von Gleichungen
. und die Verbesserung der Tafelwerke. F. Vieta

Algebra und rechnerische Arithmetik blieben viele Jahrzehnte hindurch der bevor-
zugte Gegenstand mathematischer Beschéftigung. Die Anregung dazu erwuchs
jetzt nicht mehr lediglich aus der ,,Rechenhaftigkeit‘ der Kaufmannsbourgeoisie,
sondern auch aus den Anforderungen, die von den Fiihrern der neuen National-
staaten an Vermessungswesen und Navigation gestellt wurden. Man brauchte
Ingenieure zur Errichtung éffentlicher Bauten und fiir militdrische Zwecke. Die
Astronomie blieb, wie schon in allen friiheren Perioden, eine wichtige Doméne fiir
mathematische Studien. Es war das Zeitalter der groBen astronomischen Theorien
von Kopernikus, Tycho Brahe und Kepler. Eine neue Auffassung vom Universum
bildete sich heraus.

Philosophisches Denken spiegelte die Stromungen im wissenschaftlichen Denken
wider; Plato mit seiner Hochachtung vor quantitativem mathematischem
Denken gewann die Oberhand iiber Aristoteles. Der EinfluB Platos wird besonders
in Keplers Werk sichtbar. Trigonometrische und astronomische Tafeln mit standig
steigender Genauigkeit erschienen, besonders in Deutschland. Die Tafeln von G. J.
Rhiiticus, die 1596 von seinem Schiiler Valentin Otho vollendet wurden, enthalten
die Werte aller sechs trigonometrischen Funktionen von zehn zu zehn Sekunden
auf zehn Dezimalen. Die Tafeln von Pitiscus (1613) gingen bis auf fiinfzehn Dezi-
malen. Die Technik der Auflésung von Gleichungen und das Verstindnis der Natur
ihrer Wurzeln machten ebenfalls Fortschritte. Die im Jahre 1593 von dem belgischen
Mathematiker Adriaen van Roomen ausgehende 6ffentliche Herausforderung, fol-
gende Gleichung 45. Grades zu 16sen:

245 — 4504 + 945241 — 123002%° + ... — 379523 + 45z = A,
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war fiir diese Zeit charakteristisch. Van Roomen schlug Spezialfille vor, beispiels-
weise

a=ViiVoitoiie

x=V —V2+l/2+}/2+}/§
ergibt; diese Fille wurden durch die Betrachtung regulérer Polygone nahegelegt.

Francois Viéte (Vieta), ein dem Hof Heinrichs III. und IV. verbundener Rechts-
anwalt, 16ste van Roomens Problem durch die Bemerkung, da die linke Seite mit
der Entwicklung von sin @ nach Ausdriicken in sin ;5- dquivalent ist. Die Losung
konnte daher mit Hilfe von Tafeln gefunden werden. Viéte fand 23 Losungen der .
Form sin (% —n- 8°) , wobei er negative Wurzeln ausschied. Viéte fithrte auch die
Cardanische Losung der kubischen Gleichung in eine trigonometrische Form iiber,
wobei der irreduzible Fall seinen Schrecken verlor, da sich die Einfiihrung kom-
plexer Zahlen hierbei als unnétig erwies. Diese Losungen findet man heute in den
(Schul-) Lehrbiichern der hoheren Algebra.

Viétes Hauptleistungen lagen in der Vervollkommnung der Theorie der Gleichungen
(z.B. ,,In artem analyticam isagoge*, 1591), worin er als einer der ersten Zahlen
mit Hilfe von Buchstaben darstellte. Der Gebrauch von Zahlenkoeffizienten, sogar
in der ,,rhetorischen* Algebra der Diophantischen Schule, hatte die allgemeine
Diskussion algebraischer Probleme verhindert. Das Werk der Algebraiker des sech-
zehnten Jahrhunderts (der ,,Cossisten‘, nach dem italienischen Wort ,,cosa* fiir
die Unbekannte*) wurde in einer ziemlich komplizierten Bezeichnung dargestellt.
Aber in Viétes ,,logistica speciosa‘ erschien zum mindesten ein allgemeiner Symbo-
lismus, in welchem Buchstaben verwendet wurden, um Zahlenkoeffizienten auszu-
driicken. Viéte schreibt ,,4 quadratum‘ fiir A2 und benutzte die Zeichen -- und
— in unserer heutigen Bedeutung; freilich findet man diesen Gebrauch meist friiher,
gedruckt wohl zuerst in Johann Widmanns Rechenbuch von 1489.1) Die Algebra von
Viéte unterschied sich noch dadurch von der unsrigen, da8 Viéte am griechischen
Homogenititsprinzip festhielt, wonach das Produkt von zwei Strecken notwendiger-
weise als Fliche aufgefaBt wurde; es konnten also nur Strecken zu Strecken, Fla-
chen zu Flichen und Rauminhalte zu Rauminhalten addiert werden. Es herrschte
sogar ein gewisser Zweifel, ob Gleichungen von hoherem Grade als drei tatséichlich
eine Bedeutung haben konnten, da sie sich nur in vier Dimensionen veranschau-
lichen lieBen, was eine damals kaum zu verstehende Begriffsbildung erforderte.
Dies war die Periode, in der die Rechentechnik neue Hohepunkte erreichte. Viéte
vervollkommnete Archimedes und fand 7 auf neun Dezimalen; kurz darauf wurde
7 von Ludolph van Ceulen, einem Fechtmeister aus Delft, auf fiinfunddreiBig
Dezimalen berechnet, wobei er einbeschriebene und umbeschriebene Polygone von

) J. Widmann, Behennde und hiipsche Rechnung auf allen Kauffmannschaft (Leipzig
1489, auch spitere Ausgaben).
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immer gréBer werdenden Eckenzahlen benutzte. Viéte driickte 7z auch als unend-
liches Produkt aus (1593), in unserer Bezeichnung so:

2 7 n B F 4

= €08 - COS -+ €08 5+ COS g5 - -
Die Verbesserung der Technik war das Ergebnis der Verbesserung der Bezeich-
nungsweise. Die neuen Resultate zeigen deutlich, daB es falsch ist, wenn man sagt,
daB Minner wie Viéte ,,bloB‘“ die Bezeichnung verbessert haben. Eine solche Fest-
stellung miBachtet die tiefgreifende Beziehung zwischen Inhalt und Form. Neue
Resultate sind oftmals nur auf Grund ciner neuen Schreibweise moglich geworden.
Die Einfiihrung der indisch-arabischen Ziffern gibt dafiir cine Beispiel, die Leib-
nizschen Bezeichnungen in der Infinitesimalrechnung ein anderes. Eine gut ange-
paBte Bezeichnung spiegelt die Wirklichkeit besser wider als eine schlechte und
scheint deshalb mit einem gewissen Eigenleben begabt zu sein, das seinerseits neue
Resultate hervorbringt. Auf Viétes Verbesserung der Bezeichnung folgte eine Gene-
ration spiter die Descartessche Anwendung der Algebra auf die Geometrie.

5.9.  S.Stevin. Die Entdeckung der Logarithmen

Ingenieure und Arithmetiker wurden am meisten in den neuen Handelsstaaten
gebraucht, besonders in Frankreich, England und den Niederlanden. Die Astrono-
mie stand in ganz Europa in Bliite. Obwohl die italienischen Stédte nach der Ent-
deckung des Seeweges nach Indien nicht mehr an den Haupthandelsstrafien nach
dem Orient lagen, blieben sie auch weiterhin bedeutende Zentren. Man findet so
unter den groBen Mathematikern und Rechnern zu Beginn des siebzehnten Jahr-
hunderts Simon Stevin, einen Ingenieur, Johannes Kepler, einen Astronomen,
sowie Adriaen Vlacq und Ezechiel de Decker, zwei Feldmesser.

Stevin, ein Buchhalter aus Bruges, wurde Ingenieur in der Armee des Prinzen
Moritz von Oranien, der die Art schitzte, wie Stevin praktischen Sinn mit theore-
tischer Einsicht und Originalitét verband. In ,,La disme* (1585) fiihrte er als Teil
eines Projekts, das gesamte System der Messungen auf dezimaler Basis zu verein-
heitlichen, als erster in Kuropa systematisch die Dezimalbriiche ein (vgl. S. 85).
Das war einer der groen Fortschritte, der durch die allgemeine Einfithrung der
indisch-arabischen Zahlenschreibweise moglich geworden war. Freilich stimmten
weder Stevins Terminologie noch seine Schreibweise mit der heutigen iiberein; der
Dezimalpunkt wurde von Neper (s. u.) in seinem 1619 erschienen Buch vorge-
schlagen.

Der groBe andere rechnerische Fortschritt war die Erfindung der Logarithmen.
Mehrere Mathematiker des sechzehnten Jahrhunderts hatten mit der Moglichkeit
gespielt, arithmetische und geometrische Reihen zu verkniipfen, hauptsichlich
zu dem Zweck, das Arbeiten mit den komplizierten trigonometrischen Tafeln zu
erleichtern. Ein bedeutender Beitrag zu diesem Ziel wurde von einem schottischen
Gutsbesitzer, John Neper (oder Napier), geleistet, der im Jahre 1614 sein Werk
“Mirifici logarithmorum canonis descriptio‘* veréffentlichte. Seine Hauptidee be-
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stand darin, zwei so miteinander verkniipfte Zahlenfolgen zu konstruieren, da im-
mer, wenn die eine in arithmetischer Progression wichst, die andere in geometrischer
Progression abnimmt. Dann besteht zwischen dem Produkt von zwei Zahlen der
zweiten Folge und der Summe der beiden entsprechenden Zahlen der ersten Folge
cine einfache Beziehung, und die Multiplikation konnte auf die Addition zuriick-
gefiithrt werden. Durch dieses System konnte Neper die rechnerische Arbeit mit den
Sinuswerten betréichtlich erleichtern. Nepers erster Versuch war noch ziemlich un-
beholfen, da seine beiden Folgen, in moderner Schreibweise ausgedriickt, sich wie
folgt entsprechen:

y =a-e % (oder x = Nep. log y),
wobei a = 107 ist.}) Ist dann & = 2, + z,, so erhdlt man nicht y = y,y,, sondern
y = Yy¥s/a. Dieses System befriedigte Neper selbst nicht, wie er seinem Bewunderer
Henry Briggs, Professor am Gresham College in London, mitteilte. Sie entschieden
sich gemeinsam fiir die Funktion y = 107, fiir welche z = x, + x, wirklich y = %y,
ergibt. Briggs fiihrte nach Nepers Tod diese Anregung aus und veréffentlichte
im Jahre 1624 seine ,,Arithmetica logarithmica*, die die ,,Briggsschen‘‘ Logarith-
men der ganzen Zahlen von 1 bis 20000 und von 90000 bis 100000 auf 14 Stellen
enthielten. Die Liicke zwischen 20000 und 90000 wurde von Ezechiel de Decker,
einem hollindischen Feldmesser, geschlossen, der mit Unterstiitzung von Vlacq
im Jahre 1627 in Gouda eine vollstindige Logarithmentafel versffentlichte. Die
neue Erfindung wurde sofort von Mathematikern und Astronomen und besonders
von Kepler begriifit, der eine lange und schmerzliche Erfahrung mit komplizierten
Rechnungen hinter sich hatte.
Unsere hier gegebene Erklarung der Logarithmen mit Hilfe von Exponentialfunk-
tionen ist historisch etwas irrefiilhrend, da der Begriff der Exponentialfunktion
erst aus dem letzten Teil des siebzehnten Jahrhunderts stammt. Neper kannte den
Begriff einer Basis nicht. Natiirliche Logarithmen auf der Grundlage der Funktion
y = € erschienen fast gleichzeitig mit den Briggschen Logarithmen, aber ihre
fundamentale Bedeutung wurde nicht eher erkannt, als bis die Infinitesimalrech-
nung besser verstanden worden war.2)

[6] Da in der kurzen Darstellung der Geschichte der Mathematik im Mittelalter nichts

iiber die Mathematik der slawischen Vélker und der Vélker Transkaukasiens mitge-

teilt wird, sei der Leser verwiesen auf die

Gescliichte der einheimischen Mathematik (russisch), unter der Redaktion von I. S. Sto-
kalow (Bd. I, Von der Urzeit bis zum Ende des VIII. Jahrhunderts, Kiew 1966).

Siche ferner:

G. B. Petrosjan, Gesclichte der Mathematik in Armenien (in armenischer Sprache mit
russischer und englischer Zusammenfassung, Jerewan 1960).

1) Aus diesem Grunde ist Nep.logy = 107 (In 107 — Iny) = 161180957 — 10’In y
und Nep.log 1 = 161180957; In y bedeutet unseren natiirlichen Logarithmus.

2) E. Wright versffentlichte 1618 einige natiirliche Logarithmen, J. Speidell 1619,
aber danach wurden bis 1770 keine Tafeln dieser Logarithmen mehr versffentlicht.
Siche ¥. Cajori, History of the Exponential and Logarithmic Concepts, Amer. Math.
Monthly 20 (1913).
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6. Das siebzehnte lahrhundert

6.1.  Ubersicht Gber die Entwicklung der Mathematik
in der Renaissance

Die schnelle Entwicklung der Mathematik wihrend der Renaissance beruhte nicht
nur auf der ,,Rechenhaftigkeit’ der Kaufmannsklasse, sondern auch auf der aus-
giebigen Verwendung und weiteren Vervollkommnung von Maschinen. Maschinen
kannte man schon im Orient und in der klassischen Antike; sie hatten das Genie
von Archimedes inspiriert. Jedoch war durch die Existenz der Sklaverei und das
Fehlen eines wirtschaftlich vorwirtsdriangenden stadtischen Lebens der Gebrauch
von Maschinen in diesen dlteren Gesellschaftsformationen praktisch unterbunden
worden. Das kann man den Werken von Heron entnehmen, in denen Maschinen
beschrieben werden, die aber lediglich zur Unterhaltung oder zu Tauschungs-
zwecken verwendet wurden.

Im spiteren Mittelalter wurden Maschinen in kleinen Fabriken, bei 6ffentlichen
Bauten und in Bergwerken verwendet. Dabei handelte es sich um Unternehmungen,
die von stidtischen Kaufleuten oder von Fiirsten auf der Suche nach barem Geld
cingerichtet und haufig gegen den Widerstand der stadtischen Gilden betrieben
wurden. Kriegswesen und Navigation regten ebenfalls zur Vervollkommnung von
Werkzeugen und zu ihrem fortschreitenden Ersatz durch Maschinen an.

Bereits im vierzehnten Jahrhundert existierte in Lucca und in Venedig eine wohl-
ausgeriistete Silberindustrie. Sie beruhte auf Arbeitsteilung und der Ausnutzung
der Wasserkraft. Im fiinfzehnten Jahrhundert entwickelte sich das Bergwesen in
Mitteleuropa zu einer vollig kapitalistischen Industrie, die technisch auf dem Ge-
brauch von Pumpen und Aufzugsmechanismen beruhte, wodurch das Vordringen
in immer tiefere Schichten erméglicht wurde. Die Erfindung der Feuerwaffen und
des Buchdrucks, die Errichtung von Windmiihlen und Kanélen und der Bau von
Schiffen, die den Ozean iiberqueren konnten, erforderten technische Fertigkeiten
und erzeugten ein technisches BewuBtsein. Die Vervollkommnung der Uhren, die
fiir Astronomie und Navigation von groBcm Nutzen waren und oft auf 6ffentlichen
Platzen aufgestellt wurden, lenkte die allgemeine Aufmerksamkeit auf bewunderns-
werte Erzeugnisse der Mechanikerkunst; ihr regelmaBiger Gang und die durch sie
croffnete Moglichkeit einer genauen Messung des Zeitablaufs machten auf die
philosophische Haltung dieser Zeit einen tiefen Eindruck. Wiahrend der Renaissance
und sogar noch in spiteren Jahrhunderten wurde die Uhr als ein Modell des Uni-
versums angesehen. Das bildete einen wichtigen Bestandteil in der Entwicklung
des mechanischen Weltbildes.

Die Maschinen fiihrten zur theoretischen Mechanik und zum wissenschaftlichen
Studium der Bewegung und der Verianderung iiberhaupt. Schon in der Antike waren
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Lehrbiicher iiber Statik verfaBt worden, und das neue Studium der theoretischen
Mechanik stiitzte sich natiirlich anf die Statik der klassischen Autoren. Biicher iiber
Maschinen waren schon lange vor der Erfindung der Buchdruckerkunst erschienen,
zuerst empirische Beschreibungen (Kyeser, Anfang des fiinfzehnten Jahrhunderts),
spiter mehr theoretische Darstellungen, wie beispielsweise das Buch von Leon
Battista Alberti iiber Architektur (etwa 1450) und die Schriften Leonardo da Vineis
(etwa 1500). Leonardos Manuskripte enthalten die Anfinge eines ausgesprochen
mechanistischen Weltbildes. In seiner ,,Nuova scienzia* (1537) diskutierte Tartaglia
die Konstruktion von Uhren und die Flugbahn von Projektilen, hatte aber noch
nicht die parabolische Bahn gefunden, die erst von Galilei entdeckt wurde. Die Ver-
offentlichung lateinischer Ausgaben von Heron und Archimedes regte diese Art von
Untersuchungen an, besonders F. Commandinos Archimedes-Ausgabe, die 1558
erschien und den Mathematikern die antike Integrationsmethode zuganglich mach-
te. Commandino selbst wendete diese Methode auf die Berechnung von Schwer-
punkten an (15665), wenngleich mit geringerer Strenge als sein Meister.

Diese Schwerpunktsberechnungen blicben ein Lieblingsthema der Archimedes-
Nachfahren, die ihr Studium der Statik benutzten, um sich ein gewisses praktisches
Wissen iiber die Anfangsgriinde von dem zu verschaffen, was wir heute Infinitesi-
malrechnung nennen. Unter diesen Nachfahren ragen Simon Stevin hervor, der
1586 sowohl iiber Schwerpunkte als auch iiber Hydraulik schrieb, sodann Luca
Valerio, der 1604 iiber Schwerpunkte und 1606 iiber die Quadratur der Parabel
schrieb, und schlieflich Paul Guldin, in dessen ,,Centrobaryca‘ (1641) die soge-
nannte Guldinsche Regel iiber Rotationskorper enthalten ist, die sich aber schon
bei Pappus findet. Unmittelbar nach den ersten Wegbereitern entstanden die gro-
Ben Arbeiten von Kepler, Cavalieri und Torricelli, in denen Methoden entwickelt
wurden, die schlieBlich zur Erfindung der Differential- und Integralrechnung
fithrten.

6.2.  Vorstudien zur Infinitesimalrechnung. G. Galilei

Typisch fiir diese Autoren war ihre Bereitschaft, die archimedische Strenge zu-
gunsten von solchen Gedankengingen aufzugeben, die hdufig auf unstrengen,
manchmal ,,atomaren* Voraussetzungen beruhten — wahrscheinlich, ohne zu
wissen, daB Archimedes selbst (in sei Brief an Eratosthenes) derartige Methoden
auf Grund ihres heuristischen Wertes angewendet hatte. Dies beruhte teilweise auf
der Unduldsamkeit gegeniiber der Scholastik bei einigen von ihnen, traf aber nicht
fiir alle diese Autoren zu, denn mehrere waren in der Scholastik wohlerfahrene
katholische Priester. Der Hauptgrund war der Wunsch, schnell zu Ergebnissen zu
kommen, wozu die griechische Methode unbrauchbar war.

Die mit den Namen Kopernikus, Tycho, Brahe und Kepler verbundene Revolu-
tion in der Astronomie eroffnete gianzlich neue Einsichten in die Stellung des Men-
schen im Universum und in die Fahigkeit der M hen, die astronomischen Erschei-
nungen mit Hilfe der Vernunft zu erkliren. Die Moglichkeit, die irdische Mechanik
durch eine Himmelsmechanik zu erginzen, vermehrte die Kiihnheit der Mianner
der Wissenschaft. In den Werken von Johannes Kepler wird der anregende Ein-
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fluB der neuen Astronomie, die sowohl umfangreiche Rechenarbeiten als auch
infinitesimale Betrachtungen erforderte, besonders deutlich sichtbar. Kepler machte
sich sogar an Volumenberechnungen fiir den eigenen Bedarf und berechnete in
seiner ,,Nova stereometria doliorum vinariorum‘ (,,Neue Volumenberechnung von
Weinfissern*, 1615) den Rauminhalt von Korpern, die durch Rotation von Ab-
schnitten von Kegelschnitten um eine in ihrer Ebene gelegene Achse entstehen. Er
brach mit der archimedischen Strenge; fiir ihn war die Kreisfliche aus unendlich
vielen Dreiecken mit einer gemeinsamen Ecke im Kreismittelpunkt zusammen-
gesetzt und die Kugel aus unendlich vielen spitzen Pyramiden. Kepler sagte, daB
die Beweise von Archimedes absolut streng seien, ,,absolutae et omnibus numeris
perfectae‘), aber er iiberlasse sie den Leuten, die durchaus exakten Bewecisen
fronen wollten. Jeder folgende Autor nahm sich nun die Freiheit, seine eigene Art
der Strenge festzulegen oder auch ganz darauf zu verzichten.

Galileo Galilei verdanken wir die neue Mechanik frei fallender Kérper, die Anfinge
der Elastizititstheorie und eine geistvolle Verteidigung des Kopernikanischen
Systems. Vor allem aber verdanken wir Galilei, in hoherem MaBe als irgendeinem
anderen Forscher dieser Periode, den Geist der modernen Wissenschaft, die auf der
harmonischen Wechselwirkung zwischen Experiment und Theorie beruht, wobei
die mathematische Behandlung betont wird (obgleich das Experiment bei Galilei
cine geringere Rolle spielt, als man manchmal glaubt). In den ,,Discorsi* (1638)
entwickelte Galilei das mathematische Studium der Bewegung sowie die Bezie-
hung zwischen Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung. Er veroffentlichte keine
systematische Darlegung seiner Idecn zur Infinitesimalrechnung, sondern iiberlie8
dies seinen Schiilern Torricelli und Cavalieri. Tatsichlich waren Galileis Ideen zu
dieser Frage der reinen Mathematik ganz originell, wie es nach seiner Bemerkung
erscheint, dafl ,,weder die Anzahl der Quadratzahlen kleiner ist als dic Gesamtheit
aller natiirlichen Zahlen noch letztere groBer als die erste*. Diese Verteidigung des
aktual Unendlichen (die in den ,,Discorsi* von Salviati gefiihrt wird) war bewuBt
gegen die aristotelische und scholastische Lehre (in den ,,Discorsi* von Simplicio
vertreten) gerichtet. Die ,,Discorsi* enthalten auch die parabolische Bahn eines ge-
worfenen Korpers, dazu Tabellen iiber Hohe und Wurfweite als Funktionen des
Erhebungswinkels und der gegebenen Anfangsgeschwindigkeit. Salviati macht
auch die Bemerkung, daB die Kettenlinie wie eine Parabel aussieht, gibt aber keine
genaue Beschreibung der Kurve.

[7]1 Das zu Galilei Gesagte crfordert einige Erginzungen. Galilei nimmt, obwohl er nicht
dirckt Mathematiker war, in der Geschichte der Mathematik einen bedcutenden Platz
ein. Schon zu Beginn sciner wissenschaftlichen Titigkeit studierte er griindlich die ihm
zuginglichen Werke von Archimedes, und wihrend seiner viele Jahre wihrenden Té-
tigkeit als I’rofessor an den Universititen Pisa und Padua trug er stindig zur Verbrei-
tung der Methoden des groBen griechischen Meisters bei. Immer hat Galilei auf jede
nur mégliche Weise die Anwendung mathematischer Methoden beim Studium der
Naturerscheinungen propagiert, und cr hat selbst vortreffliche Beispiele eines solchen
Einsatzes der Mathematik gegeben. In den Untertitel zu einer Sammlung seiner Werke
wollte er schreiben, da8 ,,hier an einer Menge von Beispielen klar wird, wie auB8erordent-
lich niitzlich dic Mathematik fiir alle SchluBfolgerungen ist, die die Natur betreffen und

1) ,,absolut und in jeder Beziehung vollkommen*‘.































































































































































































































































