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Vorwort des Herausgebers 
zur deutschen Ausgabe 

Mit dem vorliegenden Band-beginnt die Herausgabe einer deutschen 
Übersetzung der dreibändigen Kurzfassung des "Lehrbuches der 
Theoretischen Physik" von L. D. LANDAU und E. M. LIFSCHITZ. 
Aufgrund des hohen wissenschaftlichen Ansehens der beiden Autoren 
und der weltweiten Verbreitung ihres Lehrbuches bedarf die Heraus­
gabe der Kurzfassung wohl keiner besondere Begründung. Ziel und 
potentieller Leserkreis sind im Vorwort zur ersten russischen Auflage 
umrissen. Gegenüber dieser Auflage wurden in die vorliegende deut­
sche Ausgabe auf Wunsch von Prof. E. M. LIFSCHITZ zwei neue Para­
graphen ( §§ 76 und 77) aufgenommen und der Paragraph 38 um 
einen neuen Absatz ergänzt. 

Freiberg, Dezember 1972 

J. MoNECKE 





Vorwort 

Ungeachtet der Bemühungen der Autoren hinsichtlich einer strengen 
Stoffauswahl hat sich der Umfang der Bände unseres Lehrbuches der 
Theoretischen Physik bei jeder Neuauflage vergrößert. Dies ist eine 
natürliche und unvermeidbare Folge der schnellen Entwicklung der 
Wissenschaft. Gleichzeitig können aber infolgedessen diese Bücher 
immer weniger als Lehrbücher für Studenten und überhaupt für 
alle nicht auf dem Gebiet der .theoretischen Physik arbeitenden 
Wissenschaftler benutzt werden. 
In dieser Situation hat sich L. D. LANDAU in den letzten Jahren 
vor seinem folgenschweren Autounfall mit großer Begeisterung der 
Idee einer Kurzfassung des Lehrbuches der Theoretischen Physik 
angenommen. Seiner Meinung nach sollte diese Kurzfassung den 
minimalen Wissensstoff enthalten, der jedem modernen Physiker 
unabhängig von seiner speziellen Fachrichtung empfohlen werden 
kann. Der tragische Unfall hinderte L. D. LANDAU jedoch daran, an 
der Verwirklichung dieses Planes selbst teilzunehmen, so daß die 
Kurzfassung erst nach seinem Tod erscheint. 
Es sind drei Bände geplant: 

[.Mechanik-Elektrodynamik 
II. Quantenmechanik 
III. Makroskopische Physik. 

Der vorliegende erste Band wurde im wesentlichen auf der Grund­
lage einer sorgfältigen Kürzung des Bandes I, Mechanik, und des 
Bandes II, Klassische Feldtheorie, zusammengestellt. Dabei versuchte 
ich alle Wünsche, die seinerzeit von L. D. LANDAU bei den ersten 
Erörterungen des Planes der Kurzfassung geäußert wurden, und 
seine an der Moskauer Universität gehaltenen Vorlesungen zu be­
rücksichtigen. Insbesondere vertrat L. D. Landau die Meinung, daß 
die allgemeine Relativitätstheorie aus Band II nicht in eine solche 
Kurzfassung eingehen sollte. Seiner Meinung nach sollten die grund­
legenden physikalischen Ideen dieser Theorie in Vorlesungen über 
allgemeine Physik dargestellt werden. 



VIII Vorwort 

Der übrige Stoff der ersten zwei Bände unseres Lehrbuches ist hier 
ungefähr auf die Hälfte gekürzt worden. Da sich die Kurzfassung 
nicht das Ziel setzt, dem Physiker die theoretische Physik in ihrer 
ganzen Breite darzustellen, wurde nur eine kleine Anzahl einfacherer 
Übungsaufgaben zum besseren Verständnis aufgenommen. 

Mai 1968 

E. M. LIFSCHITZ 
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Teil I. Mechanik 





Bewegungsgleichungen 

§ 1. Verallgemeinerte Koordinaten 

I 

Einer der Grund begriffe der Mechanik ist der Begriff des Massenpunktes ,1) 
Unter dieser Bezeichnung versteht man einen Körper, dessen Ausmaße man bei 
der Beschreibung seiner Bewegung vernachlässigen kann. Natürlich hängt die 
Möglichkeit einer solchen Vernachlässigung von den konkreten Bedingungen 
der Aufgabe ab. So kann man z. B. die Planeten als Massenpunkte annehmen, 
wenn man ihre Bewegung um die Sonne untersucht, dagegen freilich nicht, 
wenn man ihre tägliche Drehung betrachtet. Die Lage eines Massenpunktes 
im Raume wird durch seinen Radiusvektor r beschrieben, dessen Komponenten 
mit den kartesischen Koordinaten x, y, z zusammenfallen. Die Ableitung von 
r nach der Zeit t 

d'J'' 
V= --

dt 

heißt Geschwindigkeit, die zweite Ableitung d21' Beschleunigung des Punktes. 
dt2 

Im folgenden werden wir oft die Differentiation nach der Zeit wie üblich durch 
einen Punkt über dem Buchstaben bezeichnen: ·v = i·. 
Zur Bestimmung der Lage eines Systems vön N Massenpunkten im Raum 

müssen N Radiusvektoren gegeben sein, d. h. 3 N Koordinaten. Allgemein ver­
steht man unter der Zahl der Freiheitsgrade eines Systems die Anzahl der 
unabhängigen Größen, deren Angabe für die eindeutige Bestimmung der Lage 
des Systems notwendig ist; im vorliegenden Falle ist diese Zahl gleich 3 N. 
Diese Größen müssen nicht unbedingt kartesische Koordinaten sein; je nach 
den Bedingungen der Aufgabe kann die Wahl anderer Koordinaten vorteil­
hafter sein. Wenn die Gesamtheit irgendwelcher Größen q1, q2, • • •  , q, die Lage 
eines Systems (mit s Freiheitsgraden) völlig charakterisiert, so nennt man diese 
Größen verallgemeinerte Koordinaten und die Ableitungen q; verallgemeinerte 
Geschwindigkeiten. 
Die Angabe der verallgemeinerten Koordinaten bestimmt jedoch noch nicht 

den "mechanischen Zustand" eines Systems in einem gegebenen Zeitpunkt, 
d. h., sie gestattet noch nicht, die Lage des Systems in zukünftigen Zeitpunkten 
vorherzusagen. Bei gegebenen Koordinaten kann das System beliebige Ge-. 
schwindigkeiten haben, und je nach Größe und Richtung von letzteren wird die 

1) Statt "Massenpunkt" werden wir oft "Teilchen" sagen. 
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Lage des Systems im nächstfolgenden Zeitpunkt (d. h. nach einem unendlich 
kleinen Zeitintervall dt) verschieden sein. 
Die gleichzeitige Angabe aller Koordinaten und Geschwindigkeiten bestimmt 
jedoch, wie die Erfahrung zeigt, den Zustand des Systems vollständig und er­
laubt im Prinzip, die zukünftige Bewegung vorherzusagen. Das bedeutet vom 
mathematischen Standpunkt aus, daß durch die Angabe aller Koordinaten q 
und Geschwindigkeiten q zu irgendeinem Zeitpunkt auch die Größe der Be­
schleunigungen ij zu diesem Zeitpunkt eindeutig gegeben ist.1) 

· 

Die Beziehungen, welche die Beschleunigungen mit den Koordinaten und 
Geschwindigkeiten verknüpfen, heißen Bewegungsgleichungen. Diese Gleichun­
gen sind Differentialgleichungen zweiter Ordnung für die Funktion q(t). Ihre 
Integration erlaubt im Prinzip, die Funktionen q(t), d. h. die Bahngleichungen 
des mechanischen Systems, zu bestimmen. 

§ 2. Das Prinzip der kleinsten Wirkung 

Die allgemeinste Formulierung des Bewegungsgesetzes mechanischer Systeme 
ist durch das sogenannte Prinzip der kleinsten Wirkung (oder HAMILTONsch.es 
Prinzip) gegeben. Nach diesem Prinzip ist jedes mechanische System durch 
eine bestimmte Funktion charakterisiert: 

L (ql, q2, • · · , 
q., iJ1, iJ.2, · • · 

, q,, t) 
oder in abgekürzter Schreibweise L(q, q, t). Die Bewegung des Systems ergibt 
sich daraus folgendermaßen: 
Angenommen, in den Zeitpunkten t = t1 und t = t2 nehme das System be­

stimmte Lagen ein, die durch zwei Koordinatenkonfigurationen q<ll und q<2> 
charakterisiert sind. Die Bewegung des Systems zwischen diesen beiden Lagen 
verläuft dann auf eine solche Weise, daß das Integral 

t. 

S = f L(q, q, t) dt (2,1) 
t, 

den kleinstmöglichen Wert annimmt. Die Funktion L heißt LAGRANGE-Funk­
tion des gegebenen Systems, das Integral (2,1) heißt Wirkung. 
Die Tatsache, daß die LAGRANGE-Funktion nur q und q enthält, jedoch keine 

höheren Ableitungen ij, q, .. .  , ist der Ausdruck für den erwähnten Umstand, 
daß der mechanische Zustand vollkommen durch die Angabe der Koordinl}ten 
und Geschwindigkeiten bestimmt ist. 
Wir gehen nun zur Ableitung der Differentialgleichungen über, welche die 
Aufgabe, das Minimum des Integrals (2,1) zu finden, lösen. Zur Vereinfachung 
der Formeln nehmen wir zunächst an, daß das System nur einen Freiheitsgrad 
besitzt und daher nur eine Funktion q(t) bestimmt werden soll. 

1) Der Kürze halber werden wir in Zukunft oft unter q die Gesamtheit aller Koordinl\ten 
q1, q2, • • •  , q8 verstehen (und ·unter q analog die Gesamtheit aller Geschwindigkeiten). 
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Angenommen, q = q(t) sei eben diese Funktion, die S zu einem Minimum 
macht. Das bedeutet: S wächst, wenn q(t) durch eine beliebige Funktion der 
Form 

q(t) = 6q(t) (2,2) 

ersetzt wird: 6q(t) ist eine Funktion, die in dem ganzen Zeitintervall von t1 bis 
t2 klein ist (sie heißt Variation der Funktion q(t)); da für t = t1 und t = t2 alle 
zu vergleichenden Funktionen(2,2) dieselben Werte q<1> und q<2> annehmen sollen, 
so muß 

(2,3) 
sein. 
Die Änderung von S beim Ersetzen von q durch q + 6q ist durch die Differenz 

� � f L (q + {Jq, q + 6q, t) dt -f L(q, q, t) dt 
� � 

gegeben. 
Die Entwicklung dieser Differenz nach Potenzen von {Jq und 6q (im Inte­

granden) beginnt mit Gliedern erster Ordnung. Die notwendige Bedingung da­
für, daß S ein Minimum wird, ist das Verschwinden der Gesamtheit dieser 
Glieder; diese Gesamtheit heißt erste Variation (oder gewöhnlich einfach 
Variation) des Integrals. Auf diese Weise kann das Prinzip der kleinsten Wir­
kung in folgender Form geschrieben werden: t. 6S = 6 f L(q, q, t) dt = 0 

11 

oder, nach Ausführung der Variation 

ft·(�öq + 8� öq)dt = 0. aq aq 
11 

(2,4) 

Wenn man berücksichtigt, daß 6q = �6q ist, und das zweite Glied partiell 
. t 

. t h""l dt 
m .egner , er a. t man 

aL tl, Jt'(aL d IJL) 6S = -. 6q + -----,-6q dt = 0 . aq aq dt aq tl tl (2,5) 

Auf Grund der Bedingung (2,3) verschwindet jedoch das erste Glied in ·diesem 
Ausdruck. Das Integral, das übrig bleibt, soll für beliebige Werte von 6q gleich 
Null sein. Das ist aber nur möglich, wenn der Integrand verschwindet. Auf 
diese Weise erhalten wir die Gleichung 

� a� _ aL 
= 

0. 
dt aq aq 

Im Falle von 8 (> 1) Freiheitsgraden müssen 8 verschiedene Funktionen q1(t) 
unabhängig voneinander variiert werden. Offenbar erhalten wir dann s Glei­
chungen der Form 

��- aL 
= 0 (i = 1, 2, ... , 8). (2,6) dt aqi aq� 2 Kurzfassung l 



6 Kapitel I. Bewegungsgleichungen 

Das sind die gesuchten Differentialgleichungen. Sie heißen in der Mechanik 
LAGRANGEsche Gleichungen.1) 
Wenn die LAGRANGE-Funktion eines gegebenen mechanischen Systems be­

kannt ist, so verknüpfen die Gleichungen (2,6) die Beschleunigungen, Geschwin­
digkeiten und Koordinaten miteinander, d. h., sie stellen die Bewegungsglei­
chungen des Systems dar. 
In mathematischer Hinsicht bilden die Gleichungen (2,6) ein System von s 

gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung für s unbekannte Funk­
tionen q1(t). Die allgemeine Lösung eines solchen Systems enthält 2 s freie 
. Konstanten. Zu ihrer Festlegung und damit. zur vollständigen Bestimmung der 
Bewegung des mechanischen Systems ist die Kenntnis der Anfangsbedingungen 
notwendig, die den Zustand des Systems in irgendeinem gegebenen Zeitpunkt 
charakterisieren, d. h. die Kenntnis der Anfangswerte aller Koordinaten und 
Geschwindigkeiten. 

' 

Angenommen ein mechanisches System bestehe aus zwei Teilen A und B. 
Die LAGRANGE-Funktionen der als abgeschlossen betrachteten Teilsysteme seien 
L4 und LB. Im Grenzfall, wo die beiden Teile sich in so großer Entfernung 
voneinander befinden, daß man die Wechselwirkung zwischen ihnen vernach­
lässigen kann, strebt die LAGRANGE-Funktion des Gesamtsystems dem Grenz­
wert 

limL = L.� + LB (2,7) 

zu. Die LAGRANGE-Funktionen addieren sich also. Diese Eigenschaft bedeutet, 
daß die Bewegungsgleichungen jedes der beiden nicht miteinander in Wechsel­
wirkung stehenden Teile keine Größen enthalten können, die sich auf den an­
deren Teil des Systems beziehen. 
Offenbar wirkt sich die Multiplikation der LAGRANGE-Funktion eines mecha­

nischen Systems mit einem beliebigen konstanten Faktor an sich nicht auf die 
Bewegungsgleichungen aus. Scheinbar folgt hieraus eine wesentliche Unbe­
stimmtheit: Die LAGRANGE-Funktionen verschiedener isolierter mechanischer 
Systeme müßten mit beliebigen voneinander verschiedenen Konstanten multi­
pliziert werden können. Die additive Eigenschaft (2,7) beseitigt diese Unbe­
stimmtheit. Sie erlaubt lediglich, daß die LAGRANGE-Funktionen aller Systeme 
mit der gleichen Konstanten multipliziert werden. Das bedeutet aber weiter 
nichts, als daß man die Maßeinheit dieser physikalischen Größe willkürlich 
wählen kann. Wir kehren zu dieser Frage noch einmal in § 4 zurück. 
Wir müssen noch folgende allgemeine Bemerkungen machen. Wir betrachten 

zwei Funktionen L'(q, q, t) und L(q, q, t), die sich voneinander durch die totale 
zeitliche Ableitung einer beliebigen Funktion f(q, t) der Koordinaten und der 
Zeit unterscheiden: 

. . d L'(q, q, t) = L(q, q, t) + -f(q, t) . (2,8) 
dt 

1) In der Variationsrechnung heißen sie die EuLERachen Gleichungen. Die Variations­
rechnung untersucht die Aufgabe, die Extramalwerte von Integralen der Form (2, 1) zu 

finden. 
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Die mit Hilfe dieser beiden Funktionen berechneten Integrale (2,1) sind durch 
die Beziehung verknüpft 

� � � 

S' = f !/(q, �· t) dt = f L(q, q, t) dt + f � dt 
� � � 

d. h., sie unterscheiden sich voneinander durch ein Zusatzglied, das bei der 
Variation der Wirkung verschwindet, so daß die Bedingung dS' = 0 mit der 
Bedingung dS = 0 zusammenfällt und die Form der Bewegungsgleichungen 
unverändert bleibt. Auf diese Weise ist die LAGRANGE-Funktion bis auf ein 
Zusatzglied bestimmt, das die totale zeitliche Ableitung einer beliebigen Funk­
tion der Koordinaten und der Zeit ist. 

§ 3. Das GALILEische Relativitätsprinzip 

Zur. Beschreibung der in der Natur vorkommenden Prozesse ist es notwendig, 
irgendein Bezugssystem zu verwenden. Unter einem Bezugssystem versteht man 
ein System von Koordinaten, das zur Lagebestimmung der Teilchen im Raum 
dient und einer zu diesem System gehörenden Menge von Uhren zur Anzeige der 
Zeit. 
In den verschiedenen Bezugssystemen haben die Naturgesetze -darunter die 

Bewegungsgesetze - im allgemeinen ein unterschiedliches Aussehen. Wählt 
man ein beliebiges Koordinatensystem, so können in ihm sogar Gesetze von ganz 
einfacher Gestalt kompliziert aussehen. Naturgemäß erhebt sich die Frage, ob 
sich ein Bezugssystem finden läßt, in dem die Naturgesetze die einfachste Form 
annehmen. 
Die einfachste Bewegungsform ist die Bewegung eines freien Körpers, d. h. 

eines Körpers, der keinerlei äußeren Einflüssen unterworfen ist. Es gibt Bezugs­
systeme, in denen die freie Bewegung mit einer Geschwindigkeit konstanter 
Größen und konstanter Richtung verläuft. Solche Bezugssysteme heißen 
Inertialsysteme, und die Behauptung ihrer Existenz ist der Inhalt des Träg­
heitsgesetzes. 
Die Eigenschaft ein Inertialsystem zu sein ist gleichbedeutend mit der Be­

hauptung der Homogenität und Isotropie des Raumes und der Homogenität der 
Zeit hinsichtlich dieses Bezugssystems. Homogenität von Raum und Zeit be­
deutet die Äquivalenz aller Lagen freier Teilchen im Raum zu jedem Zeitpunkt 
und die Isotropie des Raumes - die Äquivalenz verschiedener Richtungen in 
ihm. Die Unveränderlichkeit des Charakters der freien Bewegung von Teilchen 
in beliebiger Richtung des Raumes ist offensichtlich eine Folge dieser Eigen­
schaften. 
2* 
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Bewegen sich zwei Bezugssysteme relativ zueinander gleichmäßig und gerad­
linig und ist eines von ihnen ein Inertialsystem, so ist offensichtlich auch das 
zweite ein Inertialsystem: jede freie Bewegung in diesem Systen;t wird mit 
gleichbleibender Geschwindigkeit ablaufen. Auf diese Weise gibt es beliebig 
viele Inertialsysteme, die sich relativ zueinander mit konstanter Geschwindig­
keit bewegen. 
Es zeigt sich jedoch, daß die verschiedenen Inertialsysteme nicht nur bezüg­

lich der Eigenschaften der freien Bewegung äquivalent sind. Die Erfahrung be­
stätigt die Richtigkeit des sogenannten Relativitätsprinzips. Entsprechend die­
sem Prinzip sind alle Naturgesetze in allen Inertialsystemen gleich. Mit anderen 
Worten, Gleichungen, die Naturgesetze ausdrücken, sind bezüglich der Trans­
formationen von Raum-und Zeitkoordinaten von einem Inertialsystem zu einem 
anderen invariant. Das heißt, daß Gleichungen von Naturgesetzen, die durch 
Raum-und Zeitkoordinaten in verschiedenen Inertialsystemen ausgedrückt 
werden, ein und dieselbe Form haben. 
Mit dem Relativitätsprinzip, der Hauptgrundlage für die Darstellung der 
klassischen (oder NEWTONschen) Mechanik1), ist die Annahme einer absoluten 
Zeit - der Gleichheit des Zeitablaufs in allen Inertialsystemen verbunden. 
Zusammen mit dieser Annahme wird das Relativitätsprinzip als GALILEisches 
Relativitätsprinzip bezeichnet. 
Die Koordinatenrund r' ein und desselben Punktes in zwei verschiedenen· 

Bezugssystemen K und K', von denen sich das zweite gegen das erste mit der 
Geschwindigkeit V bewegt, sind miteinander durch die Beziehung 

r = r' + Vt 
verknüpft, wobei die Zeittin beiden Systemen die gleiche ist: 

t = t'. 

(3,1) 

(3,2) 
Wenn wir beide Seiten der Gleichung (3,1) nach der Zeit differenzieren, erhalten 
wir das übliche Gesetz der Addition der Geschwindigkeiten 

V =V'+ V. (3,3) 
Die Formeln (3,1) und (3,2) heißen GALILEI-Transformation. Das GALILEische 
Relativitätsprinzip verlangt die Invarianz der Naturgesetze hinsichtlich dieser 
Transformation. 

· 

Das Gesagte zeigt hinreichend klar die Bedeutung der Inertialsysteme. Aus 
diesem Grunde werden sie in der Regel bei Untersuchungen der mechanischen 
Erscheinungen verwendet. Im folgenden werden wir stets Inertialsysteme be­
trachten, wenn nichts Gegenteiliges gesagt ist. Die völlige physikalische Äqui­
valenz aller Inertialsysteme zeigt andererseits, daß kein "absolutes" Bezugs­
system existiert, das man allen anderen vorziehen könnte. 

1) Im Unterschied zur relativistischen (oder EINSTEINschen) Mechanik, von der in den 
Kap. VIII, IX die Rede sein wird. 
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Wir wollen nun die Form der LAGRANGE-Funktion bestimmen und betrachten 
zunächst den einfachsten Fall, die freie Bewegung eines Massenpunktes in einem 
Inertialsystem. 
Auf Grund der Homogenität von Raum und Zeit kann die LAGRANGE-Funk­

tion des freien Teilchens offensichtlich weder vom Radiusvektor r des Teil­
chens, noch von der Zeit t abhängen, d. h_., L erweist sich lediglich als Funktion 
der Geschwindigkeit v. Irrfolge der Isotropie des Raumes kann die LAGRANGE­
Funktion auch nicht von der Richtung von v abhängen, so daß sie lediglich eine 
Funktion seines absoluten Betrages, d. h. des Quadrates v2 = v2 ist: 

L = L(v2). 

Um die gerraue Form dieser Abhängigkeit zu finden, benutzen wir das GALIL EI­
sche Relativitätsprinzip. Auf Grund dieses Prinzips muß die Funktion L(v2) in 
allen Inertialsystemen die gleiche Form haben_ Andererseits wird die Geschwin­
digkeit der Teilchen beim Übergang von einem Bezugssystem zu einem anderen 
entsprechend {3,3) so transformiert, daß L(v2) in L [(v' + V)2] übergeht. Daraus 
folgt zwangsläufig, daß sich der letzte Ausdruck von L(v'2) höchstens um die 
totale Ableitung einer Funktion der Koordinaten und der Zeit unterscheiden 
kann; wie am Ende von § 2 gezeigt wurde, kann eine solche Ableitung stets 
fortgelassen werden. 
Dieser Forderung entspricht nur eine Abhängigkeit der Form 

L = a v2• 
Mit der Transformation v = v' + V erhalten wir: 

L(v2) = a v2 = a (v' + V)2 = a v'2 + 2 a v' V + a V2 , 

oder, unter Berücksichtigung von v' = dr'fdt: 
L(v2) = L(v'2) + ! (2 a r' V+ V2 t) . 

Das zweite Glied ist eine totale Ableitung und kann fortgelassen werden. 
Die Konstante a wird üblicherweise mit m/2 bezeichnet, so daß wir die 

LAGRANGE-Funktion des sich frei bewegenden Punktes in der endgültigen Form 
mv2 L= -- 2 {4,1) 

schreiben. Die Größe m heißt Masse. Infolge der Additivität der LAGRANGE­
Funktion haben wir für ein System von nicht miteinander in Wechselwirkung 
stehenden Teilchen1) 

L =}; mav�. 
a 2 (4,2) 

1} Als Index, der die Nummer des Teilchens angibt, werden wir die ersten Buchstaben des lateinischen Alphabetes verwenden, als Indizes, welche die Koordinaten numerieren, benutzen wir die Buchstaben i, k, l, . ... 
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Es muß betont werden, daß erst bei Berücksichtigung dieser Eigenschaft der 
Additivität die Definition der Masse einen realen Sinn erhält. 
Wie schon in § 2 erwähnt wurde, kann man die LAGRANGE-Funktion stets 

mit einem beliebigen konstanten Faktor multiplizieren; das wirkt sich auf die 
Bewegungsgleichungen nicht aus. Für die Funktion (4,2) bedeutet ein solcher 
Faktor eine Änderung der Maßeinheit der Masse; die Massenverhältnisse ver­
schiedener Teilchen -nur sie haben einen realen physikalischen Sinn -bleiben 
bei dieser Transformation unverändert. 
Es ist leicht zu sehen, daß die Masse nicht negativ sein kann. Gemäß dem 

Prinzip der kleinsten Wirkung für eine reelle Bewegung eines Massenpunktes 
vom Punkte I zum Punkte 2 hat das Integral 2 

S = fm2v2 dt 
1 

tatsächlich ein Minimum. Wenn die Masse negativ wäre, so würde das Wir­
kungsintegral für eine Bahn, auf der das Teilchen sich zunächst schnell von I 
entfernt und sich sodann schnell2 nähert, einen beliebig großen negativen Wert 
annehmen, d. h., es würde kein Minimum existieren. 
Es ist nützlich zu bemerken, daß 

v2 = (dl)2 = 

dl2 dt dt2 (4,3) 

gilt. Darum genügt es zur Aufstellung der LAGRANGE-Funktion, das Quadrat 
der Länge eines Bogenelementes dl in dem entsprechenden Koordinatensystem 
zu finden. 
In kartesischen Koordinaten ist z. B. dl2 = dx2 + dy2 + dz2 und damit 

In Zylinderkoordinaten ist dl2 = dr2 + r2 dp2 + dz2, so daß 

L = � ( ;z + rz ljlz + z2) 
2 

(4,4) 

(4,5) 

wird. In sphärischen Koordinaten ist dl2 = drz + r2 d@2 + r2 sin2 e dtp2 und 

§ 5. Die LAGRANGE-Funktion eines Systems von Teilchen 

(4,6) 

Wir betrachten jetzt ein System von Teilchen, die zwar untereinander, aber 
nicht mit irgendwelchen anderen Körpern in Wechselwirkung stehen, solch 
ein System heißt abgeschlossen. Es zeigt sich, daß die Wechselwirkung zwischen 
Teilchen dadurch beschrieben werden kann, daß man zur LAGRANGE-Funktion 
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(4,2) für nicht miteinander wechselwirkende Teilchen eine bestimmte Ko­
ordinatenfunktion hinzufügt, die vom Charakter der Wechselwirkung abhängt.1) 
Wenn wir diese Funktion mit - U bezeichnen, so können wir schreiben 

2 

L = }; ma Va- U (rv r2, . .. ) 
a 2 

(5,1) 

(ra ist der Radiusvektor des a-ten Punktes). Dies ist die allgemeine Form der 
LAGRANGE-Funktion eines abgeschlossenen Systems. 
Die Summe 

heißt die kinetische Energie, die Funktion U die potentielle Energie des Systems; 
der Sinn dieser Bezeichnungen wird in § 6 deutlich. Die Tatsache, daß die 
potentielle Energie nur von der Lage aller Massenpunkte in ein und demselben 
Zeitpunkt abhängt, bedeutet, daß eine Änderung der Lage eines von ihnen 
sich sofort auf alle übrigen auswirkt; man kann sagen, daß die Wechselwirkung 
sich augenblicklich "ausbreitet". Diese Eigenschaft der Wechselwirkung in 
der klassischen Mechanik steht in engem Zusammenhang mit der Grund­
voraussetzung, daß die Zeit absolut ist und das GALILEische Relativitätsprinzip 
gilt. Wenn die Wechselwirkung sich nicht augenblicklich, sondern mit endlicher 
Geschwindigkeit ausbreitet, so würde diese Geschwindigkeit in verschiedenen 
Systemen (die sich relativ zueinander bewegen) verschieden sein, da die Annahme 
einer absoluten Zeit automatisch bedeutet, daß die gewöhnliche Regel der Vektor­
addition auf alle Erscheinungen anwendbar ist. Dann wären aber die Bewegungs­
gesetze miteinander in Wechselwirkung stehender Körper verschieden in ver­
schiedenen Inertialsystemen, was dem Relativitätsprinzip widerspräche. 
In § 3 sprachen wir nur von der Homogenität der Zeit. Die Form der LA­

ORANGE-Funktion (5,1) zeigt nun, daß die Zeit nicht nur homogen, sondern 
auch isotrop ist, d. h., ihre Eigenschaften sind in beiden Richtungen die gleichen. 
Tatsächlich läßt der Übergang von t zu -t (Zeitumkehr) die LAGRANGE-Fu�k­
tion und infolgedessen auch die Bewegungsgleichungen unverändert. Mit an­
deren Worten, wenn in einem System irgendeine Bewegung möglich ist, so ist 
stets auch die entgegengesetzte Bewegung möglich, d. h. eine solche, bei der das 
System dieselben Zustände in umgekehrter Reihenfolge durchläuft. In diesem 
Sinne sind alle Bewegungen, die nach den Geset.zen der klassischen Mechanik · 

verlaufen, reversibel. 
Wenn wir die LAGRANGE-Funktion kennen, so können wir die Bewegungs­

gleichungen2) aufschreiben: 

d 8L iJL (5,2) 

1) Diese Aussage gilt nur für die klassische Mechanik. 
2) Unter der Ableitung einer skalaren Größe nach einem Vektor versteht man einen 

Vektor, dessen Komponenten sich aus der Ableitung dieser Größe nach den entsprechenden 
Komponenten des Vektors ergeben. 
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Einsetzen von (5,1) ergibt 

dva au 
ma-=- -dt 8ra 

Kapitel I. Bewegungsgleichungen 

(5,3) 
In dieser Form heißen die Bewegungsgleichungen NEWTONsehe Gleichungen und 
bilden die Grundlage der Mechanik von Teilchensystemen. Der Vektor 

au Fa=--, ora 
(5,4) 

der auf der rechten Seite der Gleichung (5,3) steht, heißt die Kraft, die auf das 
a-te Teilchen wirkt. Sie hängt ebenso wie U nur von den Koordinaten aller 
Teilchen ab, aber nicht von ihren Geschwindigkeiten. Die Gleichung (5,2) 
zeigt also, daß die Beschleunigungsvektoren der Teilchen Funktionen der Ko­
ordinaten allein sind. 
Die potentielle Energie ist nur bis auf eine beliebige additive Konstante defi­

niert; durch Hinzufügen einer Konstante würden sich die Bewegungsgleichungen 
nicht ändern (das ist ein spezieller Fall der am Ende von§ 2 erwähnten Mehr­
deutigkeit der LAGRANGE-Funktion). Die natürlichste und übliche Wahl 
dieser Konstanten besteht darin, daß man das Verschwinden der potentiellen 
Energie bei unendlich großen Abständen zwischen den Teilchen fordert. 
Wenn man für die Beschreibung der Bewegung nicht kartesische, sondern 

beliebige verallgemeinerte Koordinaten q; benutzt, so muß man, um die LA­
GRANGE-Funktion zu erhalten, die entsprechenden Transformationen durch­
führen: 

Wenn wir diese Ausdrücke in die Funktion 

L 1 "2 "2 "2 = - .E ma (xa + Ya + Za) - u 2 a 
einsetzen, so erhalten wir die gesuchte LAGRANGE-Funktion in der Form 

L 1 . .  
= - .E at 1t (q) qt q�; - U(q) , 2 i,k 

(5,5) 
wo die a1k nur von den Koordinaten abhängen. Die kinetische Energie ist auch 
in verallgemeinerten Koordinaten eine quadratische Funktion der Geschwin­
digkeiten, kann aber außerdem noch von den Koordinaten abhängen. 
Bisher haben wir nur von abgeschlossenen Systemen gesprochen. Jetzt wollen 

wir ein nichtabgeschlossenes System A betrachten, das mit einem anderen 
System B in Wechselwirkung steht, das eine gegebene Bewegung ausführt. 
In diesem Fall sagt man, daß das System A sich in einem gegebenen Feld 
bewegt (das durch das System B erzeugt wird). Da wir die Bewegungsgleichun­
gen aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung durch unabhängige Variation jeder 
einzelnen Koordinate erhalten (d. h., man tut so, als ob die übrigen bekannt 
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wären), so können wir zum Auffinden der LAGRANGE-Funktion LA des Sy­
stems A die LAGRANGE-Funktion L des Gesamtsystems A + B benutzen und 
in ihr die Koordinaten qB durch die gegebenen Funktionen der Zeit ersetzen. 
Unter der Voraussetzung, daß das System A + B abgeschlossen ist, erhalten 

wir 

wo die ersten beiden Glieder die kinetischen Energien der Systeme A und B, 
das dritte Glied die gesamte potentielle Energie bedeuten. Indem man für 
die qB die gegebenen Zeitfunktionen einsetzt und das Glied TB(qB(t), qB(t)) 
fortläßt, das nur von der Zeit abhängt (und darum die totale Ableitung irgend­
einer Funktion der Zeit ist), erhält man 

LA= T A(qA, qA) - U(qA, qB(t)). 
· Auf diese Weise wird die Bewegung eines Systems im äußeren Feld durch eine 
LAGRANGE-Funktion des gewöhnlichen Typs beschrieben, nur mit dem Unter­
schied, daß jetzt die potentielle Energie explizit von der Zeit abhängen kann. 
Die allgemeine Form der LAGRANGE-Funktion eines Teilchens, das sich in 

einem äußeren Feld bewegt, ist also 
m v2 L = - 2- - U(r, t) , 

und die Bewegungsgleichungen lauten 
. fJU mv= - -. 

fJr 

(5,6) 

(5,7) 
Ein Feld heißt homogen, wenn in allen Punkten dieselbe Kraft F auf das Teil­
chen wirkt .. Die potentielle Energie in einem solchen Feld ist offenbar 

U = -Fr. (5,8) 
Zum Abschluß dieses Paragraphen bemerken wir noch folgendes über die 

Anwendung der LAGRANGE-Funktion auf verschiedene konkrete Aufgaben. Man 
hat es oft mit mechanischen Systemen zu tun, in denen die Wechselwirkungen 
zwischen den Körpern (Massenpunkten) sogenannten Bindungscharakter haben, 
d. h., sie schränken die relative Lage der Kf>rper ein. Solche Bindungen werden 
durch Verkopplung der Körper mittels Stäben, Fäden, Scharnieren usw. ver­
wirklicht. Dadurch entsteht insofern eine neue Sachlage, als die Bewegung 
der Körper mit Reibung in den Berührungspunkten verbunden ist, so daß die 
Aufgabe an sich über den Rahmen der reinen Mechanik hinausgeht (s. § 20). 
Jedoch ist in vielen Fällen die Reibung des Systems so gering, daß ihr Einfluß 
auf die Bewegung vernachlässigbar ist. Wenn man darüber hinaus die Massen 
der "Verbindungselemente" vernachlässigen kann, so bedeuten letztere einfach 
ein Verringerung der Anzahl s der Freiheitsgrade des Systems (im Vergleich 
zu der Anzahl 3 N). Zur Bestimmung der Bewegung des Systems kann man 
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wiederum die LAGRANGE-Funktion in der Form{5,5) benutzen, wobei die Anzahl 
der unabhängigen verallgemeinerten Koordinaten der tatsächlichen Anzahl der 
Freiheitsgrade entspricht. 

Aufgaben 

Finde die LAGRANGE-Funktion folgender Systeme, die sich im homogenen Schwerefeld 
befinden (Schwerebeschleunigung sei g). 
1. Ebenes Doppelpendel (Abb. 1). 

Abb. I 

Lösung: Als Koordinaten wählen wir die Winkel tp1 und tp2, welche die Fäden l1 und l2 
mit der Vertikalen einschließen; dann ergibt sich für den Punkt m1 

T 1 12·• n 1 l/{ --"v.'jk,ce:'f 
1 = 2 ml 1 rr I' " 1 = - ml g 1 cos IPl • l - 2 . 2 

Um die kinetische Energie des zweiten Punktes zu finden, drücken wir seine kartesischen 
Koordinaten x2, y2 (der Koordinaten-Nullpunkt liegt im Aufbängepunkt, die y-Achse zeigt 
in vertikaler Richtung nach unten) durch die Winkel tpp tp2 aus: 

x2 = 11 sin tp1 + 12 sin tp2 • y2 = 11 cos tp1 + l2 cos rp2 • 

Danach erhalten wir 

.-\bb. 2 

' 
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und schließlich 

ml+m2p .2 m2l2 '2 l l. . ( ) L = 
2 1 fP1 + 2 2 fP2 + m2 1 2 fP1 fP2 cos fP1 -fP2 

+ (m1 + m2) g l1 cos rp1 + m2 g 12 cos rp2• 
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. 
2. Ebenes Pendel, dessen Aufhängepunkt vertikale Schwingungen nach dem Gesetz 

a cos y t ausführt (Abb. 2). 

Lösung: Die Koordinaten des Punktes m sind 
x= lsin rp ,  y =lcos rp +a cosyt. 

Die LAGRANGE-Funktion lautet: 
• 

ml2 � L = 2 tjl2 + mal y2 cos y t cos rp + m g l cos rp ; 

hier sind die Glieder, die nur von der Zeit abhängen, sowie die totale zeitliche Ableitung 
von mal y cos rp sin y t weggelassen. 





Erhaltungssätze 

§ 6. Energie 

II 

Bei der Bewegung eines mechanischen Systems ändern sich die 2 8 Größen q; 
und q; (i = l, 2, ... , 8), die den Zustand des Systems bestimmen, mit der Zeit. 
Es existieren jedoch gewisse Funktionen dieser Größen, die bei der Bewegung 
ihr�n Wert erhalten und nur von den Anfangsbedingungen abhängen. Diese 
Funktionen heißen Bewegung8integrale. 
Die Anzahl der unabhängigen Bewegungsintegrale für ein abgeschlossenes 

mechanisches System mit 8 Freiheitsgraden ist 2 8 - l. Dies kann man durch 
folgende einfache Überlegungen zeigen. Die allgemeine Lösung der Bewegungs­
gleichungen enthält 2 8 freie Konstanten (s. S. 6). Da die Bewegungsgleichun­
gen eines abgeschlossenen Systems die Zeit nicht explizit enthalten, ist die 
Wahl des Zeit-Nullpunktes beliebig, und eine der willkürlichen Konstanten in 
der Lösung der Gleichungen kann immer in Form einer additiven konstanten 
Zeit t0 gewählt werden. Nach Eliminierung von t + t0 aus den 2 8 Funktionen 

q; = q; (t + t0, Ov 02, ... , 02s-l), 
q; = q; (t + to, 01, 02, · · · ' 02s-1) , 

drücken wir die 2 8 - l freien Konstanten 01, 02, ... , 028_1 als Funktionen 
von q und q aus; sie stellen dann die Bewegungsintegrale dar. 
Doch spielen keineswegs alle Bewegungsintegrale in der Mechanik eine gleich 

wichtige Rolle. Unter ihnen sind einige, deren Konstanz eine tiefe Ursache 
hat, die mit den Grundeigenschaften von Zeit und Raum -ihrer Homogenität 
und Isotropie-zusammenhängen. Diese sogenannten Erhaltungsgrößen haben 
alle die wichtige Eigenschaft der Additivität gemeinsam. Ihr Wert für ein Sy­
stem, das aus Teilen besteht, deren Wechselwirkung man vernachlässigen kann, 
ist gleich der Summe der Werte für jeden einzelnen Teil. 
Gerade diese additive Eigenschaft weist den entsprechenden Größen eine 

besonders wichtige Rolle in der Mechanik zu. Nehmen wir z.B. an, daß zwei 
Körper nur im Laufe einer gewissen Zeit miteinander in Wechselwirkung stehen. 
Da sowohl vor als auch nach der Wechselwirkung jedes der Bewegungsintegrale 
des gesamten Systems gleich der Summe der Bewegungsintegrale der beiden 
Körper ist, so ergibt sich aus den Erhaltungssätzen dieser Größen sofort die 
Möglichkeit, eine Reihe von Schlüssen über die Zustände der Kört>er nach 
der Wechselwirkung zu ziehen, wenn ihre Zustände vor der Wechselwirkung 
bekannt sind. 
Wir beginnen mit dem Erhaltungssatz, der aus der Homogenität der Zeit folgt. 
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Diese Homogenität bewirkt, daß die LAGRANGE-Funktion eines abgeschlosse­
nen Systems nicht explizit von der Zeit abhängt. Aus diesem Grunde kann 
man die totale zeitliche Ableitung der LAGRANGE-Funktion in folgender Form 
schreiben: 

dL 8L . 8L ·· 
- =1:- qt+E-. qt. dt i 8qi i 8q; 

(Wenn L explizit von der Zeit abhinge, würde auf der rechten Seite der Gleichung 
das Glied oLfot hinzutreten.) Indem wir die Ableitung oLfoq1 nach der LA-
GRANGE-Gleichung durch � 8� ersetzen, erhalten wir 

dt 8:frt�· 

oder 

dL . d fJL fJL .. d ( 8L . ) 
dt = f q! dt fJq; + f 8q1 qi = Li dt 8q, q! 

d ( . 8L I 
-d I; qt -.--L) = 0. t i 8q! • 

Hieraus folgt, daß die Größe 
· 8L E =I; qt-. -L i fJqi 

(6,1) 

bei der Bewegung eines abgeschlossenen Systems erhalten bleibt, d. h., sie stellt 
eines der Bewegungsintegrale dar. Diese Größe heißt die Energie des Systems. 
Die Additivität der Energie folgt unmittelbar aus der Additivität der LA­
GRANGE-Funktion, durch die sie sich gemäß (6,1) linear ausdrückt. Der Er­
haltungssatz der Energie gilt nicht nur für abgesclilossene Systeme, sondern 
auch für Systeme, die sich in einem konstanten Feld befinden (d. h. in einem 
Feld, das nicht von der Zeit abhängt); die eillzige bei der Ableitung benutzte 
Eigenschaft der LAGRANGE-Funktion -nämlich die Abwesenheit einer expli­
ziten Abhängigkeit von der Zeit -ist auch in diesem Fall vorhanden. Mechani­
sche Systeme, deren Energie erhalten bleibt, heißen auch konservative Systeme. 
Wie wir in§ 5 gesehen haben, hat die LAGRANGE-Funktion eines abgeschlosse­
nen Systems (oder eines Systems, das sich in einem konstanten Feld befindet) 
die Form 

L = T(q, q) - U(q) . 

Hierin ist T eine quadratische Funktion der Geschwindigkeiten. Wenn man 
auf sie das bekannte EuLERsche Theorem über homogene Funktionen anwendet, 
erhält man 

Durch Einsetzen dieses Wertes in (6,1) finden wir 
E = T(q, q) + U(q) (6,2) 
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und in kartesischen Koordinaten 

E = lJ m._ v� + U (r1, r2, • • • ) • a 2 (6,3) 

Auf diese Weise kann die Energie eines Systems in Form einer Summe von 
zwei wesentlich verschiedenen Gliedern dargestellt werden: der kinetischen 
Energie, die von den Geschwindigkeiten abhängt, und der potentiellen Energie, 
die nur von den Koordinaten der Teilchen abhängt. 

§ 7. Impuls 

Ein anderer Erhaltungssatz folgt aus der Homogenität des Raumes. 
Aus dieser Homogenität ergibt sich, daß sich die Eigenschaften eines abge­

schlossenen Systems bei einer beliebigen räumlichen Parallelverschiebung des 
Systems als Ganzes nicht verändern. Dementsprechend betrachten wir eine 
unendlich kleine Verschiebung um die Strecke e und fordern, daß die LA­
ORANGE-Funktion dabei unverändert bleibt. 
Bei einer Parallelverschiebung werden alle Punkte des Systems um ein und 

dieselbe Strecke verschoben, d. h., ihre Radiusvektoren ra werden zu ra + e. 
Die Änderung der Funktion L durch diese infinitesimale Koordinatentransfor­
mation ist bei gleichbleibenden Geschwindigkeiten der Teilchen 

(JL = lJ 
tJL <5ra = e E _!_!:__. a 8Ta a 8Ta 

Hierbei wird über alle Massenpunkte des Systems summiert. Da e beliebig ist, 
wird die Forderung (JL = 0 äquivalent mit 

�8L=0. (7,1) -;; 8Ta 
Mit der LAGRANGEschen Gleichung (5,2) erhalten wir daraus 

lJ � 8L = � lJ 8L_ = O . a dt 8Va dt a 8Va 
Damit kommen wir zu dem Ergebnis, daß in einem abgeschlossenen mecha­

nischen System die Vektorgröße 
p = lJ 8L (7,2) 

a 8Va 
bei der Bewegung erhalten bleibt. Der Vektor P heißt Impuls des Systems. 
Durch Differenzieren der LAGRANGE-Funktion (5,1) finden wir, daß der Impuls 
sich folgendermaßen durch die Geschwindigkeiten der Massenpunkte ausdrückt: 

P = lJ maVa .  (7,3) 
a 

Die Additivität des Impulses ist offensichtlich. Darüber hinaus ist der Impuls 
des Systems im Gegensatz zur Energie gleich der Summe der Impulse 
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der einzelnen Teilchen und zwar unabhängig davon, ob man die Wechsel­
wirkung zwischen ihnen vernachlässigen kann. 
Für alle drei Komponenten des Impulsvektors gilt ein Erhaltungssatz nur 

bei Abwesenheit eines äußeren Feldes. Einzelne Komponenten des Impulses 
können jedoch auch bei Vorhandensein eines Feldes erhalten bleiben, wenn 
nämlich die potentielle Energie des Feldes von irgendeiner der kartesischen 
Koordinaten nicht abhängt. Bei Verschiebung entlang der entsprechenden 
Koordinatenachse ändern sich die mechanischen Eigenschaften des Systems 
offenbar nicht; das bedeutet aber, daß die Projektion des Impulses auf die Achse 
eine Erhaltungsgröße ist. Im homogenen Feld z.B., dessen Richtung der 
z-Achse parallel ist, sind die x-und y-Komponenten des Impulses Erhaltungs­
größen. 

Die Ausgangsgleichung (7,1) hat einen einfachen physikalischen Sinn. Die 
Ableitung oLfora = -oUfcra ist die Kraft Fa, die auf das a-te Teilchen 
wirkt. Damit bedeutet die Gleichung (7,1), daß die Summe der Kräfte, die auf 
alle Teilchen eines abgeschlossenen Systems wirken, gleich Null ist: 

}; Fa= 0. (7,4) 
a 

Z.B. ist im Falle eines Systems von zwei Massenpunkten F1 + F2 = 0. Die 
Kraft, mit der das zweite Teilchen auf das erste wirkt, hat dieselbe Größe, aber 
die entgegengesetzte Richtung wie die Kraft, mit der das erste Teilchen auf 
das zweite wirkt. Diese Aussage ist als Ge8etz der Gleichheit von Aktion und 
Reaktion bekannt. 
Wenn die Bewegung durch verallgemeinerte Koordinaten qi beschrieben wird, 

so heißen die Ableitungen der LAGRANGE-Funktion nach den verallgemeinerten 
Geschwindigkeiten, 

(7,5) 

verallgemeinerte Impulse und die Ableitungen 

verallgemeinerte Kräfte. Mit diesen Bezeichnungen erhalten die LAGRANGE­
Gleichungen die Form 

fJt = Ft. (7,7) 
In kartesischen Koordinaten fallen die verallgemeinerten Impulse mit den 

Komponenten der Vektoren Pa zusammen. Im allgemeinen Falle jedoch sind 
die Größen Pt lineare homogene Funktionen der verallgemeinerten Geschwindig­
keiten qt, die durchaus nicht Produkte von Masse mal Geschwindigkeit sein 
müssen. 
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Der Impuls eines abgeschlossenen mechanischen Systems hat in verschiedenen 
Inertialsystemen verschiedene ·werte. Wenn sich das System K' relativ zum 
System K mit der Geschwindigkeit V bewegt, so sind die Geschwindigkeiten v� 
und Va der Teilchen in diesen Systemen durch die Beziehung Va = v� + V 
verknüpft. Infolgedessen ergibt sich eine Beziehung zwischen den Werten P 
und P' des Impulses in diesen Systemen der Form 

oder 

P = }; ma Va = }; ma V� + V }; ma, 
b a a 

P = P' + V }; ma • 

a. 

(8,1) 

Demnach existiert stets ein Bezugssystem K', in dem der Gesamtimpuls ver­
schwindet. Indem wir in (8,1) P' = 0 setzen, finden wir für die Geschwindig­
keit dieses Bezugssystems 

V - P -EmaVa -E ma - E m-,;-· 
(8,2) 

Wenn der Gesamtimpuls eines mechanischen Systems gleich Null ist, so kann 
man sagen, daß das System in dem betreffenden Bezugssystem ruht. Dies ist 
eine ganz natürliche Verallgemeinerung des Begriffs der Ruhe beim einzelnen 
Massenpunkt. Dementsprechend nimmt die Geschwindigkeit ·v, die durch 
Formel (8,2) gegeben ist, den Sinn der Geschwindigkeit der "Bewegung eines 
mechanischen Systems als Ganzes" .an, dessen Impuls von Null verschieden ist. 
Auf diese Weise sehen wir, daß der Erhaltungssatz des Impulses gestattet, auf 
natürliche Weise den Begriff der Ruhe und der Geschwindigkeit eines mecha­
nischen Systems als Ganzes zu definieren. 
Die Formel (8,2) zeigt, daß die Beziehung zwischen Impuls P und Geschwin­
digkeit V des Gesamtsystems dieselbe ist wie die zwischen Impuls und Ge­
schwindigkeit eines einzelnen Massenpunktes, dessen Masse fl = }; ma gleich 
der Summe der Massen aller Teilchen des Systems ist. Man kann daher sagen, 
daß die Masse eine additive Größe ist. 
Die rechte Seite der Formel (8,2) kann als totale zeitliche Ableitung des 

Ausdrucks 

R = Emar� 
Ema 

(8,3) 

dargestellt werden. Die Geschwindigkeit des Gesamtsystems ist also gleich der 
Geschwindigkeit, mit der sich der Punkt mit dem Radiusvektor (8,3) im Raum 
bewegt. Dieser Punkt heißt der Schwerpunkt des Systems. Der Erhaltungs­
satz des Impulses eines abgeschlossenen Systems kann demnach auch so for­
muliert werden: Der Schwerpunkt des Systems bewegt sich geradlinig und 
3 Kurzfassung I 
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gleichförmig. Das ist eine Verallgemeinerung des Trägheitsgesetzes, das in § 3 
für einen einzelnen freien Massenpunkt abgeleitet worden war, dessen "Schwer­
punkt" mit dem Punkt selbst zusammenfällt. 
Bei Untersuchungen der mechanischen Eigenschaften eines abgeschlossenen 

Systems benutzt ma.n natürlich dasjenige Bezugssystem, in dem der Schwer­
punkt ruht. Auf diese Weise wird die gleichförmige und geradlinige Bewegung 
des Gesamtsystems aus der Betrachtung eliminiert. 
Die Energie des als Ganzes ruhenden Systems wird gewöhnlich als innere 
Energie E1n bezeichnet. Sie enthält die kinetische Energie der Relativbewegung 
der Teilchen in dem System und die potentielle Energie ihrer Wechselwirkung. 
Die Gesamtenergie eines Systems, das sich als Ganzes mit der Geschwindigkeit V 
bewegt, kann in der Form 

p, V2 E = -2- + E,n (8,4) 

dargestellt werden. Obwohl die Richtigkeit dieser Formel einleuchtet, geben 
wir noch ihre Ableitung. 
Die Energien E und E' eines mechanischen Systems in zwei Bezugssystemen K 

und K' sind durch die Beziehung 
. 

oder 

E = � 1.: ma v! + U = � 1.: ma (1'� + V)2 + U 2 q 2 a , 

E = E' + V P' + p, V2 2 (8,5) 

verknüpft. Diese Formel ist das Transformationsgesetz der Energie beim Über­
gang von einem Bezugssystem zu einem anderen, gerade so, wie Formel (8,1) 
das Transformationsgesetz des Impulses darstellte. Wenn der Schwerpunkt 
im System K' ruht, so ist P' = 0, E' = E1n, und wir bekommen (8,4). 

§ 9. Drehimpuls 

Wir gehen nun zur Ableitung des Erhaltungssatzes über, der aus del' Isotropie 
des Raumes folgt. 
Isotropie bedeutet, daß die mechanischen Eigenschaften eines abgeschlos­

senen Systems sich bei einer beliebigen Drehung des Gesamtsystems im Raume 
nicht ändern. Dementsprechend betrachten wir eine unendlich kleine Drehung 
des Systems und fordern, daß seine LAGRANGE-Funktion dabei ungeändert 
bleibt. 
Wir führen den Vektor ()rp einer infinitesimalen Drehung ein, dessen Betrag 

gleich dem Drehwinkel ()rp ist und dessen Richtung mit der Drehachse zusammen: 
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fällt (und zwar so, daß die Drehrichtung mit der Richtung von bq; eine Rechts­
schraube bildet). 
Zunächst wollen wir den durch eine solche Drehung verursachten Zuwachs 

eines Radiusvektors bestimmen, der vom Koordinatenanfangspunkt (der auf 
der Drehachse liegt) zu irgendeinem Massenpunkt des sich drehenden Systems 
verläuft. Die lineare Verschiebung des Endes des Radiusvektors ist mit dem 
Winkel durch die Beziehung i13Ti = r sin 8 · brp verknüpft (Abb. 3). Der Vek­
tor /3T steht senkrecht auf der durch T und bq; aufgespannten Ebene. 

Abb. 3 

Daher gilt 
/3T = [/jq; · T] . (9,1) 

Bei Drehung des Systems ändert sich nicht nur die Richtung der Radiusvek­
toren, sondern auch die der Geschwindigkeiten aller Teilchen; dabei transfor­
mieren sich alle Vektoren nach dem gleichen Gesetz. Damit wird der Zuwachs 
der Geschwindigkeit gegenüber der im ursprünglichen Koordinatensystem 

bv = [bq; · v] . (9,2) 

Diese Ausdrücke setzen wir in die Bedingung für die Konstanz der LA-· 
GRANGE-Funktion bei Drehung, 

/3L = .I; -13Ta + - 13Va = 0 ,  
(fJL fJL ) · 

a fJ'l'a fJVa 
ein und erhalten durch Einsetzen von oLfova = Pa und oLfoTa =Pa: 

.I; ('pa [/3q; • 1'a] + Pa [/3q; • Va]) = 0 . 
a 

Nach zyklischer Vertauschung der Faktoren und Ausklammern von bq; finden 
wir: 

bq; .I; ([Ta Pa] + [Va Pa]) = bq; �.I; [TaPa]= 0 · a dt a 
Da dies für beliebige (j rp gelten muß, folgt 

3* 

d 
dt L [

TaPa]= 0. 
a 
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Damit kommen wir zu dem Ergebnis, daß bei der Bewegung eines abgeschlosse­
nen Systems der Vektor 

M = E [raPa] (9,3) 
a 

eine Erhaltungsgröße ist. Er heißt Drehimpuls des Systems. Die Additivität 
dieser Größe ist offensichtlich und hängt, wie beim Impuls, nicht davon ab, 
ob zwischen den Teilchen eine Wechselwirkung besteht oder nicht. 
Damit sind die additiven Bewegungsintegrale erschöpft, so daß jedes ab­

geschlossene System im ganzen 7 davon besitzt: die Energie und je 3 Kompo­
nenten des Impulses und des Drehimpulses. 
Da in die Definition des Drehimpulses die Radiusvektoren der Teilchen ein­

gehen, hängt der Drehimpuls im allgemeinen von der Wahl des Nullpunktes 
ab. Zwischen den Radiusvektoren ra und r� ein und desselben Punktes be­
züglich zweier Koordinatenanfangspunkte, die um die Strecke a voneinander 
entfernt sind, besteht die Beziehung ra = r� + a. Damit erhalten wir 

M = E [raPa] = E [r�pa] + [a E Pa] 
. a  a a 

oder 
M = M' + [aP]. (9,4) 

Aus dieser Formel ist zu ersehen, daß nur dann, wenn das System als Ganzes 
ruht (d. h. P = 0), sein Drehimpuls nicht von der Wahl des Nullpunktes ab­
hängt. Auf den Erhaltungssatz des Drehimpulses wirkt sich diese Unbe­
stimmtheit natürlich nicht aus, da auch der Impuls eines abgeschlossenen Sy­
stems eine Erhaltungsgröße ist. 
Wir wollen noch eine Formel ableiten, welche die ·werte des Drehimpulses 

in zwei verschiedenen Inertialsystemen K und K' miteinander verknüpft, von 
denen das zweite sich mit der Geschwindigkeit V relativ zum ersten bewegt. 
Wir wollen annehmen, daß die Systeme K und K' in dem betrachteten Zeit­
. punkt zusammenfallen. Dann sind die Radiusvektoren der Teilchen in beiden 
Systemen gleich, und für die Geschwindigkeiten gilt Va = v� + V. Damit 
erhalten wir 

M = E ma [1'aVa] = }; ma [rav�] + };  ma [ra V]. a a a 

Die erste Summe auf der rechten Seite ist der Drehimpuls M' im System K'; 
wenn wir in die zweite Summe den Radiusvektor des Schwerpunktes gemäß 
(8,3) einführen, entsteht 

M = M ' +P [R V]. (9,5) 

Diese Formel stellt das Transformationsgesetz des Drehimpulses bei Übergang 
von einem Bezugssystem zu einem anderen dar, und tritt neben die analogen 
·Gesetze für Impuls und Energi.e, Formeln (8,1) und (8,5). 
Wenn K' dasjenige Bezugssystem ist, in dem das mechanische System als 

Ganzes ruht, so ist V die Geschwindigkeit des Schwerpunktes des mechani�chen 
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M=M' + [RP]. 
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(9,6) 

Mit anderen Worten: Der Drehimpuls M setzt sich aus dem "Eigendrehimpuls", 
d. h. dem Drehimpuls im Ruhsystem des Schwerpunkts, und dem Drehimpuls 
[R P] zusammen, der von der Bewegung des Systems als Ganzes herrührt. 
Für jede der drei Komponenten des Drehimpulses (bezogen auf einen belie­
bigen Nullpunkt) gilt nur bei abgeschlossenen Systemen gleichzeitig ein Er­
haltungssatz; in eingeschränkter Form kann man einen solchen aber auch unter 
Umständen bei Systemen in äußeren Feldern aufstellen. 
Aus obiger Ableitung folgt offenbar, daß stets die Projektion des Dreh­

impulses auf eine Symmetrieachse des gegebenen Feldes erhalten bleibt, da die 
mechanischen Eigenschaften des Systems sich bei einer beliebigen Drehung um 
diese Achse nicht ändern; dabei muß der Drehimpuls natürlich auf einen Punkt 
(Koordinatenanfangspunkt) bezogen sein, der auf dieser Achse liegt. 
Der wichtigste Fall ist das kugelsymmetrische Feld, in dem die potentielle 
Energie nur vom Abstand von einem bestimmten Raumpunkt (Zentrum) ab­
hängt. Bei der Bewegung in einem solchen Feld bleibt offensichtlich die Pro­
jektion des Drehimpulses auf eine beliebige Achse durch das Zentrum erhalten. 
Mit anderen Worten: Der gesamte DrehimpulsvektorMist eine Erhaltungsgröße, 
wenn er bezüglich des Zentrums des Feldes definiert ist, nicht aber, wenn er (l.uf 
irgendeinen anderen Raumpunkt bezogen wird. 
Ein anderes Beispiel: Ein homogenes Feld längs der z-Achse; in ihm ist die 
Projektion M. des Drehimpulses eine Erhaltungsgröße, wobei der Nullpunkt 
beliebig gewählt werden kann. 
Wir bemerken, daß die Projektion des Drehimpulses auf irgendeine Achse 
(wir nennen sie die z-Achse), durch Differenzieren der LAGRANGE-Funktion ge­
mäß der Formel 

&L M.= 1:-. 
a 8rpa 

(9,7) 

gefunden werden kann; hierin ist die Koordinate q; der Drehwinkel um die 
z-Achse. Das folgt bereits aus dem Charakter der oben dargelegten Ableitung 
des Drehimpulserhaltungssatzes; man kann sich davon aber auch durch direkte 
Ausrechnung überzeugen. In Zylinderkoordinaten r, q;, z haben wir (nach der 
Substitution Xa = ra cos (/Ja, Ya = ra sin rpa): 

a a 

Andererseits hat die LAGRANGE-Funktion in diesen Variablen die Form 
1 "2 � • 2 "2 u L = -I; ma (ra + r., Cfla + Za) - , 2 a 

und Einsetzen dieses Ausdrucks in (9,7) führt wiederum zu der Formel (9,8). 

(9,8) 
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Aufgabe 

Welche Komponenten des Impulses P und des Drehimpulses M bleiben bei der Be-
wegung in folgenden Feldern erhalten: 
a) Feld einer unendlichen homogenen Ebene. 
,Lösung: P.,, Py, Mz (die unendliche Ebene ist die xy-Ebene). 
b) Feld eines unendlichen homogenen Kreiszylinders. 
Lösung: Mz, Pz (die Zylinderachse ist die z-Achse). 
c) Feld eines unendlichen homogenen Prismas. 
Lösung: Pz (die Kanten des Primas•laufen parallel zur z-Achse). 
d) Feld von zwei Punkten. 
Lösung: Mz (die Punkte befinden sich auf der z-Achse). 
e) Feld einer unendlichen homogenen Halbebene. 
Lösung: Py (die unendliche Halbebene ist der Teil der xy-Ebene, der durch die y-Achse 
begrenzt wird). 
f) Feld eines homogenen Kegels. 
Lösung: Mz (die Achse ist die z-Achse). 



Integration der Bewegungsgleichungen III 

§ 10. Eindimensionale Bewegung 

Die Bewegung eines Systems mit einem einzigen Freiheitsgrad heißt ein­
dimensional. Die allgemeinste Form der LAGRANGE-Funktion eines solchen 
Systems, das sich unter konstanten äußeren Bedingungen befindet, lautet 

L = ! a(q) Ii � U(q) . (10,1) 

Hierin ist a(q) eine Funktion der verallgemeinerten Koordinate q. Wenn q eine 
kartesische Koordinate ist (wir nennen sie x), so gilt 

mx2 L =- - U(x) (10,2) 2 0 

Die Bewegungsgleichungen, die solchen LAGRANGE-Funktionen entsprechen, 
lassen sich in allgemeiner· Form integrieren. Dabei ist es nicht einmal nötig, 
die Bewegungsgleiohung selbst hinzuschreiben, sondern man kann unmittelbar 
von dem ersten Integral ausgehen, d. h. von der Gleichung, die den Erhaltungs­
satz der Energie ausdrückt. Für die LAGRANGE-Funktion (1<1,2) heißt das 

mx2 
-2- + U(x) = E . 

Das ist eirie Differentialgleichung erster Ordnung, die sich durch Trennung der 
Veränderlichen integrieren läßt. Wir erhalten 

und damit 

dx 
= v� [E - U(x)] dt m 

t = 1/mj--d� - + const. 
V 2 y E -U(x) 

(10,3) 

Hier spielen die Gesamtenergie E und eine Integrationskonstante (const) die 
Rolle der beiden freien Konstanten in der Lösung der Bewegungsgleichung. 
Da die kinetische Energie eine wesentlich positive Größe ist, muß bei der 

Bewegung die Gesamtenergie stets größer als die potentielle Energie sein, d. h., 
die Bewegung kann nur in solchen Gebieten verlaufen, wo U(x) < Eist. 
Die Funktion U(x) habe z. B. die in f\.bb. 4 dargestellte Form. Wenn man 

eine horizontale Gerade einzeichnet, die der gegebenen Gesamtenergie E ent­
spricht, so kann man die für die Bewegung zugelassenen Gebiete direkt ablesen. 
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Bei Abb. 4 sind das die Strecke AB und das Gebiet rechts von C. 
Die Punkte, in denen die potentielle Energie gleich der Gesamtenergie ist, 

U(x) = E, (10,4) 

bestimmen die Grenzen der Bewegung. Es sind Umkehrpunkte, da in ihnen die 
Geschwindigkeit ihre Richtung umkehrt. Wenn das für die Bewegung zu­
lässige Gebiet auf beiden Seiten durch solche Punkte begrenzt ist, verläuft sie 
in einem endlichen räumlichen Bereich; man sagt, sie ist begrenzt. Wenn das 
Gebiet nicht oder nur auf einer Seite begrenzt ist, wird die Bewegung unbe­
grenzt, das Teilchen läuft ins Unendliche. 
Die eindimensionale finite Bewegung ist eine Schwingung: Das Teilchen führt 

eine periodische Bewegung zwischen den beiden Grenzen aus (in Abb. 4 in 
der Potentialmulde AB zwischen den Punkten x1 und x2). Hierbei ist gemäß 

u 

Abb.4 

der allgemeinen Reversibilitätseigenschaft (Seite 11) die Laufzeit von x1 nach 
x2 gleich der von x2 nach x1• Infolgedessen ist die Periode T der Schwingung, 
d. h. die Zeit, in der der Punkt von x1 nach x2 und wieder zurück läuft, gleich der 
doppelten Laufzeit von x1 nach x2, also nach (10,3) 

x,(E) 

T(E) = V 2 mf·· _ d;r_ . 
y' E-U(x) 

x1(E) 

(10,5) 

Hierin sind die Grenzen x1 und x2 Wurzeln der Gleichung (10,4) bei gegebener 
Energie E. Diese Formelliefert die Periode der Bewegung in Abhängigkeit von 
der Gesamtenergie des Teilchens. 

§ 11. Reduzierte Masse 

Das äußerst wichtige Problem der Bewegung eines Systems, das aus zwei 
miteinander in Wechselwirkung stehenden Teilchen besteht (Zweikörper­
Problem), läßt eine vollständige Lösung in allgemeiner Form zu. 
Als vorläufigen Schritt zur Lösung dieser Aufgabe zeigen wir, wie sie wesent­

lich vereinfacht werden kann, indem man die Bewegung des Systems in die 
Bewegung des Schwerpunktes und die Relativbewegung der Körper bezüglich 
des Schwerpunktes zerlegt. 

/ 
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Die potentielle Energie der Wechselwirkung zweier Teilchen hängt nur von 
ihrem gegenseitigen Abstand ab, d. h. vom Betrag der Differenz ihrer Radius­
vektoren. Daher lautet die LAGRANGE-Funktion eines solchen Systems 

(11,1) 

Wir führen den Abstandsvektor der beiden Punkte 

ein und legen den Koordinatenursprung in den Schwerpunkt, so daß sich ergibt: 
m1 1� + m2 r2 = 0 . 

Aus den beiden letzten Gleichungen finden wir 

Einsetzen dieser Ausdrücke in (11,1) liefert 
mi-2 L = -2- - U(r) , 

worin die Bezeichnung 

(11,2) 

(11,3) 

(11,4). 

eingeführt ist; die Größe m heißt reduzierte Masse. Die Funktion (11,3) gleicht 
formal der LAGRANGE-Funktion eines Teilchens der Masse m, das sich in einem 
äußeren Feld U(r) bewegt, welches kugelsymmetrisch um einen festen Ko­
ordinatenursprung ist. 
Auf diese Weise wird das Problem der Bewegung zweier miteinander in 
Wechselwirkung stehender Massenpunkte auf das Problem der.Bewegung eines 
Punktes in einem gegebenen äußeren Feld U(r) zurückgeführt. Aus der Lö­
sung r = r(t) dieser Aufgabe ergeben sich die Bahngleichungen 1·1 = r1(t) und 
r2 = r2(t) der beiden Teilchen m1 und m2 (bezüglich ihres gemeinsamen Schwer­
punktes) aus den Formeln (11,2). 

§ 12. Bewegung im Zentralfeld 

Indem wir das Problem der Bewegung zweier Körper auf das der Bewegung 
eines einzigen Körpers zurückgeführt haben, sind wir zu der Aufgabe gelangt, 
die Bewegung eines Teilchens in einem äußeren Felde zu bestimmen, dessen 
potentielle Energie nur vom Abstand r von einem bestimmten festen Punkt 
abhängt; ein solches Feld heißt Zentralfeld. Auch die Kraft 

F =  aU(r) dU ". 
8'1' 

= - dr 7 ' 
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die auf das TeilchEn wirkt, hingt hin l::ei dem Betrag nach nur von r ab 
und hat in jedem Punkte die Richtung des Radiusvektors. Wie in § 9 schon 
.erwähnt wurde, ist bei der Bewegung in einem Zentralfeld der auf das Zentrum 
bezogene Drehimpuls des Systems eine Erhaltungsgröße. Für ein einzelnes 
Teilchen ist dieser 

M = [rp]. 

Da die Vektoren JU und 1' senkrecht aufeinander stehen, bedeutet die Kon­
stanz von JJf, daß bei der Bewegung des Teilchens sein Radiusvektor stets in 
einer Ebene bleibt, die senkrecht zu JJ/liegt. 
Die Bahn eines Teilchens in einem Zentralfeld liegt also vollständig in einer 

Ebene. Wenn wir für diese Ebene die Ebene des Polarkoordinatensystems r, ({' 
mit dem Ursprung im Zentrum des Feldes wählen, so erhalten wir die LA­
ORANGE-Funktion in der Form (vgl. (4,5)) 

L = ; (i-·2 + r2 cp2) -U(r). (12,1) 

Diese Funktion enthält die Koordinate rp nicht in expliziter Form. Jede ver­
allgemeinerte Koordinate qt. die nicht explizit in die LAGRANGE-Funktion ein­
geht, heißt zyklisch. Infolge der LAGRANGEschen Gleichung gilt für eine solche 
Koordinate 

d aL _ aL _ 0 
dtap;

-
aq_ - ' 

d. h'., der entsprechende verallgemeinerte Impuls p; = oLfop; ist ein Bewegungs­
integraL Dieser Umstand führt zu einer wesentlichen Vereinfachung der Inte­
gration der Bewegungsgleichungen bei Vorhandensein von zyklischen Koordi­
naten. 
lni 
'vorliegenden Fall fällt der verallgemeinerte Impuls 

Prp = m r2 cp 

�t d,e� Drehimpuls Mz = M (vgl. (9,8)) zusammen, so daß wir zu dem uns 
schon bekannten Erhaltungssatz des Drehimpulses zurückkehren: 

M = m r2 tjJ = const. . (12,2) 

Wir bemerken, daß dieses Gesetz für die ebene Bewegung eines einzelnen TeiJ­
chens im Zentralfeld eine einfache geometrische Deutung gestattet. Der Aus-

·. 1 . 
dr-qck 2 r · r drp stellt die Fläche des Sektors dar, der von zwei unendlich dicht 

be:Q:tichbarten Radiusvektoren und dem dazwischenliegenden Bahnelement ge­
bildet wird (Abb. 5). Wir bezeichnen diese Fläche mit df und schreiben den 
Drehimpuls des Teilchens in der Form 

M = 2mf. (12,3) 
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Die Ableitung von f heißt Flächengeschwindigkeit. Erhaltung des Drehimpulses 
bedeutet also Konstanz der Flächengeschwindigkeit: Der Radiusvektor des 
sich bewegenden Punktes überstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flächen (.zweites 
KEPLERsches Gesetz). Der Drehimpuls-Erhaltungssatz wird bei Bewegung im 
Zentralfeld oft als Flächensatz bezeichnet. 

Abb.5 

Zur vollständigen Lösung des Problems der Bewegung eines Teilchens im 
Zentralfeld gelangt man am einfachsten, wenn man von den Erhaltungssätzen 
der Energie und des Drehimpulses ausgeht, ohne die Bewegungsgleichungen. 
selbst aufzuschreiben. Indem wir (p durch J.lf aus (12,2) ausdrücken und in den 
Ausdruck für die Energie einsetzen, erhalten wir 

m . . mr2 M2 E = - (r2 + r2 m2) + U(r) = _ + -- .L U(r) . 2 .,. 2 2
m 
r2 

' 

Daraus ergibt sich 
i-

= 

dr = ,(2 [E � U(r)]-_.M:2 dt V m m2 r2 

und durch Integration nach Trennung der Veränderlichen f dr 
f � 
V! � _ U(,ll- m

�:. + con•t . 

2 
Wenn wir (14,2) in der Form 

M drp=-dt 
m r2 

schreiben, dt aus (12,5) einsetzen und integrieren, entsteht j• M ' -dt 
r2 

cp 

= v·�-� [E - �(r)] - �2 + const. 

(12,4) 

(12,5) 

(12,6) 

(' 

(12,7) 

Die Formeln (12,6) und (12,7) lösen' die gestellte Aufgabe in allgemeiner �'orm. 
Die zweite Formel stellt die Beziehung zwischen r und cp dar, d. h., sie ist die 
Bahngleichung. Die Formel (12,6) bestimmt in impliziter Form d�e Zeit-Ab­
hängigkeit des Abstandes r des bewegten Punktes vom Zentrum. 'Vir bemerken, 



32 Kapitel III. Integration der Bewegungsgleichungen 

daß sich der Winkel rp monoton mit der Zeit ändert; denn aus ( 12,2) ist ersicht­
lich, daß rp niemals sein Vorzeichen ändert. 
Der-Ausdruck (12,4) zeigt, daß man den Radialteil der Bewegung als ein­

dimensionale Bewegung in einem Feld mit der effektiven potentiellen Energie 

M2 Ueu = U(r) +--

2·m r2 
(12,8) 

betrachten kann. Die Größe M2/2 m r2 heißt Zentrifugalenergie. Die r-Werte, 
bei denen 

M2 U(r)+- = E 
2mr2 

(12,9) 

ist, bestimmen die Grenzen des Bewegungsbereiches. Wenn Gleichung (12,9) 
erfüllt ist, wird die radiale Geschwindigkeitskomponente r gleich Null. 
Das bedeutet nicht, daß das Teilchen anhält (wie bei der echten eindimen­

sionalen Bewegung), da die Winkelgeschwindigkeit q; im allgemeinen nicht ver­
schwindet. Die Gleichung r = 0 bestimmt den Umkehrpunkt der Bahn, in 
ihm hat die Funktion r(t) ein Minimum oder ein Maximum. 
Wenn der zulässige r-Bereich nur durch die eine Bedingung r > rmin ein­
geschränkt wird, ist die Bewegung des Teilchens unbegrenzt: Die Bahn kommt 
aus dem Unendlichen und verschwindet wieder im Unendlichen. 
Liegen dagegen die zulässigen r-Werte zwischen zwei Grenzen rmin und rmax, 

so ist die Bewegung begrenzt, und die Bahn verläuft vollständig in dem ring­
förmigenGebiet, das durch die Kreise r = rmax und r = rmin begrenzt wird. Das 
bedeutet jedoch nicht, daß die Bahn auf jeden Fall geschlossen ist. Während 1· 

sich von r max bis r min und dann wieder bis r max ändert, dreht sich der Radiusvektor 
um den Winkel Llrp, für den sich nach (12,7) 

(12,10) 

ergibt. 
Die Bahn bildet nur dann eine geschlossene Kurve, wenn dieser Winkel 

ein rationaler Teil von 2 n ist, d. h. wenn Llrp = 2 n � gilt, wo n1 und n2 n2 
ganze Zahlen sind. Nach n2-maliger Wiederholung der zugehörigen Zeitperiode 
hat der Radiusvektor des Punktes n1 ganze Umläufe ausgeführt und fällt mit 
seinem Ausgangswert wieder zusammen, d. h., die Kurve schließt sich. 
Solche Fälle sind jedoch Ausnahmen, und bei beliebiger Form von U(r) 

wird der Winkel L1 rp kein rationaler Teil von 2 n sein. Darum ist die Bahn bei 
finiter Bewegung im allgemeinen nicht geschlossen. Sie läuft unendlich oft 
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durch beide Umkehrpunkte (wie z.B. inAbb. 6) und überstreicht in unendlich 
langer Zeit die gesamte Ringfläche zwischen den beiden begrenzenden Kreisen. 

Abb. 6 
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Es existieren nur zwei Typen von Zentralfeldern, in denen alle Bahnen finiter 
Bewegungen geschlossen sind. Das sind die Felder, bei denen die potentielle 
Energie des Teilchens proportional zu 1/r oder zu r2 ist. Der erste dieser. beiden 
Fälle wird im folgenden Paragraphen behandelt, der zweite stellt den sogenann­
ten räumlichen Oszillator dar (vgl. Aufgabe 3, § 19). 

§ 13. Das KEPLER-Problem 

Besonders wichtig sind die Zentralfelder, bei denen die potentielle Energie 
umgekehrt proportional zu r, die zugehörige Kraft also umgekehrt proportional 
zu r2 ist. Hierher gehören das NEWTONsehe Gravitationsfeld und das elektro­
statische CoULOMB-Feld; das erstere wirkt bekanntlich anziehend, während das 
letztere entweder anziehend oder abstoßend sein kann. 
Wir betrachten zunächst das Anziehungsfeld, in dem 

(13,1) 

mit positiver Konstante cx ist. Die Kurve der effektiven potentiellen Energie 
IX M2 Uerr=--+ --r 2mr2 (13,2) 

hat die in Abb. 7 dargestellte Form. Für r -+  0 geht sie gegen+ oo, für r-+ oo 
geht sie von negativen Werten her gegen Null; bei r = M2 hat sie ein Minimum 

IXm 
mit dem Wert 

(13,3) 
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Abb. 7 

Aus der ;Kurve folgt sofort, daß die Bewegung des Teilchens bei E � 0 infinit, 
bei E < 0 finit ist. 
Die Form der Bahn erhält man mit Hilfe der allgemeinen Formel (12,7). Wenn 

wir dort U = - �fr einsetzen und elementar integrieren,· bekommen wir 
M mD< 
r M 

m21X2 
q; = arccos 

V 
_ + const . 2mE+-� 

M2 

Die Bezugsrichtungen für den Winkel q; wählen wir so, daß const = 0 wird. Mit 
den Bezeichnungen 

· 

M2 p=--, 
mD< 

e=l/I +2 E� 
V miX2 

nimmt dann die Bahngleichung die Form 

p 
- = 1 + e cosq; 
r 

(13,4) 

(13,5) 

an. Dies ist die Gleichung eines Kegelschnittes mit dem Brennpunkt im Koordi­
natenursprung; p heißt Parameter, e E'tzentrizität der Bahn. Die Wahl der Be­
zugsrichtung von q; bedeutet, wie man aus (13,.5) abliest, daß der Punkt mit 
q; = 0 der dem Zentrum nächstgelegene Punkt (das sogenannte Perihel der 
Bahn) ist. 
In dem äquivalenten Problemzweier Körper, die nach dem Gesetz (13,1) mit­

einander in Wechselwirkung stehep, stellt die Bahn eines jeden Teilchens eben­
falls einen Kegelschnitt dar, und zwar mit dem Brennpunkt im gemeinsamen 
Schwerpunkt. 
Aus (13,4) sieht man, daß bei E < 0 die Exzentrizität e < 1, die Bahn also 

eine Ellipse (Abb. 8) und damit begrenzt ist, wie es dem am Anfang des Para­
graphen Gesagten entspricht. Bekannte Formeln der analytischen Geometrie 
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Abb.8 2a 

liefern für die große und die kleine Halbachse der Ellipse 

p <X a=-- =--- , 1 -e2 2 1EI 
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(13,6) 

Der kleinste zulässige Wert der Energie E fällt mit (13,3) zusammen; dabei ist 
e = 0, d. h., die Ellipse geht in einen Kreis über. Es sei bemerkt, daß die große 
Halbachse der Ellipse nur von der Energie (nicht aber vom Drehimpuls) des 
Teilchens abhängt. Für den kleinsten und den größten Abstand vom Zentrum 
des Feldes (Brennpunkt der Ellipse) gilt: 

r min = l ! e a ( 1 -e) ' rmax = _P_ = a (l + e). I -e (13,7) 

Diese Ausdrücke (mit a und e aus (13,6) und (13,4)) hätte man selbstverständ­
lich auch unmittelbar als Wurzeln der Gleichung Uerr(r) = E erhalten können. 
Die Umlaufzeit auf der Ellipsenbahn, d. h. die Periode T der Bewegung, 

berechnet man zweckmäßigerweise mit Hilfe des Drehimpulserhaltungssatzes 
in der Form (12,3) (Konstanz der Flächengeschwindigkeit). Integration dieser 
Gleichung über die Zeit von 0 bis T ergibt 

2mf= T .ilf ,  

wo f die von der Bahn umschlossene Fläche ist. Für die Ellipse gilt f = n ab, 
und mit Hilfe der Formel (13,6) finden wir 

T = 2 n a312 1 / m = n a 1 / m . 
V <X V 21E13 

(13,8) 

Dabei ist das Quadrat der Periode proportional der 3. Potenz der linearen Aus­
maße der Bahn (sogenanntes drittes KEPLERsches Gesetz). Es sei noch bemerkt, 
daß die Periode nur von der Energie des Teilchens abhängt. 
E � 0 führt zu einer unbegrenzten Bewegung. Für E > 0 folgte> l, d .. h., 

die Bahn ist eine Hyperbel, die das Zentrum des Feldes (Brennpunkt) einschließt, 
wie Abb. 9 zeigt. Als Perihelabstand ergibt sich 

p rmin = -- = a (e-1), e+ l (13,9) 
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w obei 
p lX a=-- =-

. e2 -1 2 E 
die Halbachse der Hyperbel bedeutet. 

X 

Abb. 9 Abb. 10 

Im Falle E = 0 ist die Exzentrizität e = 1, d. h., das Teilchen bewegt sich auf 
einer Parabel mit dem Perihelabstand rmln = pf2. Dieser Fall ist verwirklicht, 
wenn das Teilchen seine Bewegung im Unendlichen mit der Geschwindigkeit 
Null beginnt. 
Wir wenden uns nun der Bewegung im abstoßenden Feld zu, in dem 

ist (a < 0). In diesem Falle nimmt die effektive potentielle Energie 

lX M2 ueff= -+--r 2mr2 

(13,10) 

monoton von + oo bis· 0 ab, wenn r sich von 0 bis oo ändert. Die Energie des 
Teilchens kann nur positiv sein, und die Bewegung ist stets infinit. Sämtliche 
Rechnungen für diesen Fall sind völlig analog den oben durchgeführten. Die 
Bahn ist eine Hyperbel (oder eine Parabel bei E = 0): 

.!!.._ = -1 + e cos g; 
r 

(13,11) 

(p und e sind durch Formeln (13,4) definiert). Sie führt am Zentrum des Feldes 
vorbei, wie Abb. 10 zeigt. 
Für den Perihelabstand gilt 

rm1n = _P_ = a (e + 1). 
e -1 (13,12) 



Der Stoß von Teilchen 

§ 14. Elastischer Stoß 

IV 

Die Erhaltungssätze des Impulses und der Energie gestatten bereits in vielen 
Fällen eine Reihe wichtiger Schlüsse über die Eigenschaften verschiedener 
mechanischer Prozesse zu ziehen. Hierbei ist der Umstand besonders wesent­
lich, daß diese Eigenschaften von der konkreten Art der Wechselwirkung zwi­
schen den am Prozeß beteiligten Teilchen völlig unabhängig sind. 
Wir betrachten den elastischen Stoß zweier Teilchen, d. h. einen Stoß, bei 
dem der innere Zustand der Teilchen unverändert bleibt. Infolgedessen braucht 
man bei der Anwendung des Energieerhaltungssatzes auf einen solchen Stoß 
die innere Energie der Teilchen nicht zu berücksichtigen. 
Als Laborsystem werden wir ein System bezeichnen, in dem sich eines der Teil­
chen (es sei das Teilchen m2) bis zum Stoß in Ruhe befindet und ein anderes (m1) 
sich mit der Geschwindigkeit v bewegt. Die Formeln für den Stoß nehmen die 
einfachste Form in dem Bezugssystem an, in dem der Schwerpunkt beider Teil­
chen ruht (Schwerpunktsystem); die Werte der Größen in diesem System werden 
wir durch den Index 0 kennzeichnen. Die Geschwindigkeiten der Teilchen im 
Schwerpunktsystem sind mit der Geschwindigkeit v im Laborsystem durch die 
Beziehungen 

verknüpft (vgl. (11,2)). 
Infolge des Impulserhaltungssatzes sind die Impulse beider Teilchen nach dem 
Stoß dem Betrag nach einander gleich aber entgegengesetzt gerichtet, und in­
.folge des Erhaltungssatzes der Energie bleiben ihre absoluten Größen erhalten. 
Daher besteht das Ergebnis des Stoßes im Schwerpunktsystem in einer Drehung 
der Geschwindigkeitsvektoren beider Teilchen, wobei die Geschwindigkeiten 
entgegengesetzt gerichtet und dem Betrag nach erhalten bleiben. Wenn wir 
mit n0 ·den Einheitsvektor in Richtung der Geschwindigkeit des Teilchens m1 
nach dem Stoß bezeichnen, so werden die Geschwindigkeiten der beiden Teilchen 
nach dem Stoß (wir kennzeichnen sie durch einen Strich): 

(14,1) 

Um zum Laborsystem zurückzukehren, muß man zu diesen Geschwindig­
keiten die Geschwindigkeit V des Schwerpunktes hinzufügen. Für die Geschwin-
4 Kurzfassung I 
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digkeiten der Teilchen im L-System nach dem Stoß gilt daher 
.,,J = m2 v no + mx .,, 

mx+m2 mx+m2 ' 

mx mx V2= - ---- --vn0+ V .  
mx+m2 mx+m2 

(14,2) 

Damit sind die Aussagen erschöpft, die man, nur von den Erhaltungssätzen aus­
gehend, über den Stoß bekommen kann. Die Richtung des Vektors n0 hängt 
vom Wechselwirkungsgesetz der Teilchen und von ihrer gegenseitigen Lage beim 
Stoß ab. 
Die Gleichung (14,2) kann man geometrisch interpretieren; hierbei ist es 

zweckmäßig, von den Geschwindigkeiten zu den Impulsen überzugehen. Nach 
Multiplikation der Gleichungen (14,2) mit m1 bzw. m2 erhalten wir: 

, m2 
P2 = -mv n0+ P1 m . m 1 -r 2 

(14,3) 

(m = � m2j(m1 + m2) ist die reduzierte Masse). Wir schlagen dann einen Kreis 
mit dem Radius m v und führen die in Abb. ll gezeigte Konstruktion durch. 

Abb. 11 a) b) 

Wetm der Einheitsvektor n0 längs 00 gerichtet ist, so liefern die Vektoren AC 
und CB die Impulse p� und p;. Bei vorgegebenem p1 liegen der Radius des 
Kreises sowie die Lage des Punktes A fest, und der Punkt C kann eine beliebige 
Lage auf dem Kreis einnehmen. Der Punkt A liegt für m1 < m2 (Abb. lla) 
innerhalb des Kreises und für m1 > m2 (Abb. ll b) außerhalb des Kreises. 
Die in den Zeichnungen mit 81 und 82 bezeichneten Winkel sind die Ab­
lenkwinkel der Teilchen nach dem Stoß bezüglich der Stoßrichtung (der Rich­
tung von p1). Der Winkel X (er gibt die Richtung von n0 an) bedeutet den 
Ablenkwinkel des ersten Teilchens im Schwerpunktsystem. Aus der Abbildung 
liest man ab, daß die Winkel 81 und 82 durch den Winkel X folgendermaßen 
ausgedrückt werden können: 

(14,4) 
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Wir geben noch die Formeln für die Beträge der Geschwindigkeiten beider 
Teilchen nach dem Stoß in Abhängigkeit vom Winkel X an: 

(14,5) 

Die Summe 611 + 612 ist der Winkel zwischen den Teilchen nach dem Stoß. 

Offenbar gilt 611 + 612 > � bei m1 < m2 und. 611 + 612 < ; bei m1 > m2• 
Dem Falle, daß beide Teilchen sich nach dem Stoß auf einer Geraden be­

wegen (zentraler Stoß), entspricht X = n, d. h., der Punkt 0 liegt auf dem Durch­
messer entweder links vom Punkt A (Abb. lla; hierbei sind p� und p; ent­
gegengesetzt gerichtet) oder zwischen A und 0 (Abb. ll b; hierbei sind p� und 
p; gleichgerichtet). 
Die Geschwindigkeiten der Teilchen nach dem Stoß sind in diesem Falle 

(14,6) 

Der Betrag von ·v; ist hierbei der maximal mögliche; infolgedessen ergibt sich 
für die größte Energie, die das zunächst ruhende Teilchen bei dem Stoß erhalten 
kann, der Ausdruck 

' 2 

E' _ ln2V� max 
2 llUtX- 2 

4 ml-m2 E 
(mt + m2)2 I , 

wo E1 = m1 vf/2 die Anfangsenergie des stoßenden Teilchens bedeutet. 

(14, 7) 

Bei m1 < m2 kann die Geschwindigkeit des ersten Teilchens nach dem Stoß 
jede beliebige Richtung haben. Bei m1 > m2 dagegen kann der Ablenkwinkel 
des stoßenden Teilchens einen Maximalwert nicht überschreiten; im zugehörigen 
Punkt C (Abb. u:») berührt die Gerade AC den Kreis. Offenbar gilt sin 611 max = 
OCJOA oder ],:.-

(14,8) 

Der �toß wird besonders einfach für. Teilchen gleicher Masse (von denen das 
eine zunächst ruht). In diesem Falle liegt nicht nur der Punkt B, sondern auch 
der Punkt A auf dem Kreis (Abb. 12). Hierbei gilt 

, X 
v1 = v cos2, 

n - z  
2 

, 
• X 

Vz = V sm2. 

(14,9) 

(14,10) 

Es sei bemerkt, daß die Teilchen nach dem Stoß unter einem rechten Winkel 
auseinanderfliegen. 
4* 
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Abb. 12 

§ 15. Streuung von Teilchen 

Kapitel IV. Der Stoß v·on Teilchen 

Im vorigen Paragraphen war erwähnt worden, daß zur vollständigen Bestim­
mung des Resultates eines Stoßeszweier Teilchen (Berechnung des Winkels X) 
die Bewegungsgleichungen unter Berücksichtigung des konkreten W echselwir­
kungsgesetzes zwischen den Teilchen gelöst werden müssen. 
Wir werden zunächst-wie es üblich ist -das äquivalente Problem der Ab­

lenkung eines einzigen Teilchens mit der Masse m im Feld U(r) eines festen 
Kraftzentrums (das im Schwerpunkt der Teilchen liegt) betrachten. 
Die Bahn eines Teilchens im Zentralfeld verläuft symmetrisch zu der Geraden, 

die das Zentrum mit dem ihm nächstgelegenen Bahnpunkt verbindet (OA in 
Abb. 13). Infolgedessen schneiden die beiden Asymptoten der Bahn die er-

Abb. 13 
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wähnte Gerade unter dem gleichen Winkel. Wenn wir diesen mit p0 bezeichnen, 
so ergibt sich für den Winkel x, um den das Teilchen auf seinem Fluge am Zen­
trum vorbei abgelenkt wird, der Wert 

X = in - 2 Pol , (15,1) 

wie aus der Abbildung zu ersehen ist. Der Winkel p0 berechnet sich gemäß 
(12,7) aus dem Integral 
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00 

J 
�dr rs 

(15,2) 

wobei von dem dem Zentrum nächstgelegenen bis zu einem unendlich weit ent­
fernten Bahnpunkt integriert wird. Wir erinnern daran, daß rmin eine Wurzel des 
Radikanden in (1�2) ist. 
Bei infiniter Betegung, mit der wir es hier zu tun haben, ist es zweckmäßig, 
statt der Konstanten E und M andere einzuführen: die Geschwindigkeit V00 des 
Teilchens im Unendlichen und den sogenannten Stoßparameter g. Letzterer stellt 
die Länge des Lotes dar, das vom Zentrum auf die Richtung von V00 gefällt 
wird, d. h., er ist der Abstand, in dem das Teilchen am Zentrum vorbeifliegen 
würde, wenn das Kraftfeld nicht vorhanden wäre (Abb. 13). Die Energie und 
den Drehimpuls kann man durch diese Größen folgendermaßen ausdrücken: 

2 

E = m v.,. 
2 

M = mevoo ,  

und Formel (15,2) nimmt die Form 

(15,3) 

(15,4) 

an. Daraus ergibt sich zusammen mit (15,1) der Zusammenhang zwjschen X 
undg. 
In physikalischen Anwendungen hat man es im allgemeinen nicht mit der 
Ablenkung eines einzigen Teilchens zu tun, sondern, wie man sagt, mit der Streu­
ung eines ganzen Strahles gleichartiger Teilchen, die mit gleicher Geschwindig­
keit V00 auf das Streuzentrum zulaufen. Verschiedene Teilchen des Strahles 
haben verschiedene Stoßparameter und werden dementsprechend unter ver­
schiedenen Winkeln X gestreut. Wir bezeichnen mit dN die Anzahl der Teilchen, 
die in der Zeiteinheit um Winkel gestreut werden, die in dem Intervall zwischen 
X und X + dx liegen. Diese Zahl selbst ist für die Charakterisierung des Streu­
prozesses unbequem, weil sie von der Dichte des einfallenden Strahles abhängt 
(ihr proportional ist). Aus diesem Grunde führen wir das Verhältnis dN da=- (15,5) 

n 

ein, worin n die Anzahl der Teilchen ist, die in der Zeiteinheit durch die Flächen­
einheit des Strahlquerschnittes hindurchtreten (wir nehmen natürlich an, daß 
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der Strahl über seinen gesamten Querschnitt homogen ist). Dieses Verhältnis 
hat die Dimension einer Fläche und heißt Wirkungsquerschnitt der Streuung. 
Er ist durch die Form des Streufeldes vollständig bestimmt und stellt eine für 
die Beschreibung des Streuprozesses sehr wichtige Größe dar. 
Wir nehmen an, daß die Beziehung zwischen x und e eindeutig ist; das trifft 
zu, wenn der Streuwinkel eine monoton abnehmende Funktion des Stoßpara­
meters ist. In diesem Falle werden nur diejenigen Teilchen in ein gegebenes 
Winkelintervall zwischen X und x + dx gestreut, deren Stoßparameter in einem 
bestimmten Intervall, zwischen e(x) und e(X) + de(x) liegen. Die Anzahl dieser 
Teilchen ist gleich dem Produkt von n mit dem Flächeninhalt des Ringes zwi­
schen den Kreisen mit den Radien e und f! + de, d. h., es gilt d.N = 2 n e dg · n. 

Damit wird der Wirkungsquerschnitt 

{15,6) 

Um die Abhängigkeit des Wirkungsquerschnitts vom Streuwinkel zu finden, 
genügt es, diesen Ausdruck in die Form 

da = 2 n e(x) de(x) dx 
. dx 

(15,7) 

umzuschreiben. Hier steht der Absolutwert der Ableitung de/dx, weil diese 
negative Werte annehmen kann (das sogar in der Regel tut). Oft bezieht man da 
nicht auf das Element dx des ebenen Winkels, sondern auf das Raumwinkel­
element do. Der Raumwinkel zwischen zwei Kegeln mit den Scheitelwinkeln X 
und X+ dx ist do = 2 n sin x dx. Damit erhalten wir aus (15,7): 

da = �(X) ��� do . 
smx dx 

{15,8) 

Wir kehren nun zu der in der Praxis vorliegenden Situation zurück, nämlich 
daß der Teilchenstrahl nicht an einem festen Kraftfeld, sondern an anderen, 
zunächst ruhenden Teilchen gestreut wird. Die Formel (15,7) läßt sich auch hier 
verwenden; sie liefert nämlich den Wirkungsquerschnitt in Abhängigkeit vom 
Streuwinkel im Schwerpunktsystem. Um die Abhängigkeit des Wirkungsquer­
schnittes vom Streuwinkel e im Laborsystem zu finden, muß man in (15,7) 
X durch e gemäß Formel (14,4) ausdrücken. Hierbei ergeben sich Ausdrücke 
für den Wirkungsquerschnitt sowohl bezüglich des 'einfallenden Teilchenstrahls 
(X ausgedrückt durch e1}, als auch bezüglich der zunächst ruhenden Teilchen 
(x durch e2 ausgedrückt). 

Aufgaben 

I. Berechne den Wirkungsquerschnitt für die Streuung von Teilchen an einer absolut 
harten Kugel vom Radius a (d. h. für das Wechselwirkungsgesetz: U = oo bei r < a 
und U = 0 bei r > a). 
Lösung: Da sich das Teilchen außerhalb der Kugel frei bewegt, aber nicht in sie ein­

dringen kann, setzt sich die Bahn aus zwei Geraden zusammen, die symmetrisch zu dem 
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Radius verlaufen, der zum Berührungspunkt des Teilchens mit der Kugel führt (Abb. 14). 
Aus der Abbildung folgt 

· · :rt- X X e =asmrpo= asm 
2
- = acos2 . 

Abb. 14 

Einsetzen in (15,7) bzw. (15,8) liefert 

n a2 . a2 da= - smxdx= - do' 
2 4 

(1) 

d. h., im Schwerpunktsystem ist die Streuung isotrop. Integration von da über alle Winkel 
ergibt für den totalen Wirkungsquerschnitt den Wert a = n a2 in Üb ereinstimmung damit, 
daß die Zielfläche, die das Teilchen treffen muß, um überhaupt gestreut zu werden, der 
Querschnitt der Kugel ist. 
2. Drücke für denselben Fall den Wirkungsquerschnitt als Funktion der Energie s aus, 

die die gestreuten Teilchen verlieren. 
Lösung: Die Energie, die das Teilehern m1 verliert, istgleich der Energie, die das Teilchen 

m2 gewinnt. Gemäß (14,5) und (14,7) ist 

woraus sich 

2 m� m2 2 • 2 X · 2 X -V Bin - = Emax Sill - , 
(m1 + m2)2 "" 2 2 

1 
dt= Emax sin x dx 

2 
ergibt, und nach Einsetzen in Formel (1) der Aufgabe 1 erhalten wir 

da =:rta2� .  
Emax 

Die Verteilung der s-Werte der gestreuten Teilchen ist gleichmäßig im gesamten �>-Intervall 
von Null bis Emax .  
3. Berechne den Wirkungsquerschnitt dafür, daß Teilchen (der Masse m1) auf die Ober­

fläche einer Kugel (mit der Masse m2 und dem Radius R) fallen, von der sie nach dem 
NEWTONsehen Gesetz angezogen werden. 
Lösung: Die Bedingung dafür. daß die Teilchen auf die Kugel fallen, ist die Erfüllung 

der Ungleichung rmln < R, wo rmln der dem Kugelmittelpunkt nächstgelegene Bahnpunkt 
des Teilchens ist. Der größte zulässige Wert von(! bestimmt sich aus.der Gleichung rmin = R, 
was zur Lösung der Gleichung U etr(R) = E oder 

ml V� f!ihax _ � = ml V� 
2 R2 R � 

führt, wobei a = y m1 m2 ist (y bezeichnet die Gravitationskonstante) und wir m � m1 
gesetzt haben unter der Annahme, daß m2 � m1 gilt. Indem wir hieraus e�ax entnehmen, 
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erhalten wir 

0' = n R2 (1 + 2 y m2). . 
Rv� 

Bei v.., --+- oo strebt der Wirkungsquerschnitt natürlich dem geometrischen Querschnitt der Kugel zu. 
§ 16. Die RUTHERFORnsche Formel 

• 

Eine der wichtigsten Anwendungen der oben erhaltenen Formeln ist die Streu-
ung geladener Teilchen im CouLOMB-Feld. 

Wenn wir in (15,4) U =�setzen und elementar integrieren, erhalten w,ir 
r 

IX 

mv�e 
rp0 = arccos 

1 ��-;_-( "' =----)2 , 

V m v!, e 
daraus ergibt sich 

2 IX
2 

2 
(} = -- tg lfJo m2 v:_ 

oder nach Einführung von rp0 = n; X gemäß (15,1) 
2 IX2 2 X e =-- ctg -. 

m2 v:O 2 (16,1) 

Differentiation dieses Ausdruckes nach X und Einsetzen in (15,7) oder (15,8) 
liefert 

bzw. 

cos� 
da =n (-IX-)2 __ 2_ dx mv� x sin3-

2 

da= --- · ( IX)2 do 2m v� . 4 x Sill-
2 

(16,2) 

(16,3) 

Dies ist die sogenannte RuTHERFORD-Formel. Es sei erwähnt, daß der Wirkungs­
querschnitt nicht vom Vorzeichen von (X abhängt, so daß das erhaltene Resultat 
sowohl für abstoßende als auch für anziehende CouLOMB-Felder gilt. 
Formel (16,3) liefert den Wirkungsquerschnitt in dem Bezugssystem, in dem 

der Schwerpunkt der zusammenstoßenden Teilchen ruht. Die Transformation 
ins Laborsystem wird mit Hilfe der Formeln (14,4) durchgeführt. Für die zu­
nächst ruhenden Teilchen ergibt Einsetzen von X= n -2 82 in (16,2) 

da =2n _a_ � d@ = _IX _ __ 0_2_ ( )2 . Co ( )2 d 2 m V� COS3 €J2 
2 m V� COS3 €J2 •. 

(16,4) 
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Für die einfallenden Teilchen führt die Transformation im allgemeinen Falle zu 
äußerst umständlichen Formeln. Wir erwähnen daher nur zwei spezielle Fälle. 
Wenn die Masse m2 des streuenden Teilchens groß ist im Vergleich zur Masse 

m1 des gestreuten Teilchens, so ist X � fJ1 und m � m1, so daß sich 

(16,5) 

ergibt, worin E1 = m1 v�/2 die Energie des einfallenden Teilchens ist. 
Wenn die.Massen beider Teilchen gleich sind (m1 = m2, m = �/2), so wird 

X = 2 fJ1 nach (14,9), und durch Einsetzen in (16,2) entsteht 

da = 2 Jl (�)2 COS EJl df} = (�)2 COB EJl do 1 
E1 sin3 01 1 E1. sin' 01 1 • 

(16,6) 

Wenn nicht nur die Massen beider Teilchen gleich, sondern diese Teilchen über­
haupt identisch sind, so hat es keinen Sinn, nach der Streuung die zuerst 
bewegten von den zuerst ruhenden Teilchen zu unterscheiden. Der Gesamt­
wirkungsquerschnitt für alle Teilchen ergibt sich dann durch Summation von 
da1 und da2 und nach Ersetzen von fJ1 und fJ2 durch den gemeinsamenWert fJ zu 

da= (ElX )2 ( . 14 ", + �) cos f) do . 1 stn -t7 cos -t7 
(16,7) 

Wir kehren nun wieder zu der allgemeinen Formel (16,2) zurück und berechnen 
mit ihrer Hilfe die Verteilung der gestreuten Teilchen in bezug auf die beim Stoß 
abgegebene Energie. Bei beliebigem Verhältnis zwischen den Massen des ge­
streuten Teilchens (m1) und des streuenden Teilchens (m2) gilt für die Geschwin­
digkeit, die letzteres erhält, als Funktion des Streuwinkels im Schwerpunkt­
system die Formel (14,5), also 

• 2m1 
• X v2 = m1 + mz V00 SJn 2. 

Daraus folgt für die Energie, die das Teilchen m2 erhält und die das Teilchen m1 
also verliert, der Wert 

Wen� wir hiernach sin ; durch e ausdrücken und in (16,2) einsetzen, erhalten wir 

(16,8) 

Diese Formel beantwortet die gestellte Frage: Sie bestimmt den Wirkungsquer­
schnitt als Funktion des Energieverlustes e; letzterer nimmt hierbei sämtliche 

v2 Werte von Null bis Bmax = 2m2� an. m2 





Kleine Schwingungen V 

§ 17. Freie eindimensionale Schwingungen 

Ein sehr verbreiteter Bewegungstyp mechanischer Systeme sind die sogenann­
ten kleinen Schwingungen, die ein System um seinen stabilen Gleichgewichts­
zustand herum ausführt. Wir beginnen die Betrachtung solcher Bewegungen 
mit dem einfachsten Fall, daß nämlich das System nur einen einzigen Freiheits­
grad besitzt. 
Im stabilen Gleichgewicht hat das System eine Lage, in der die potentielle 
Energie U(q) ein Minimum besitzt; eine Auslenkung aus dieser Lage führt zum 
Auftreten einer Kraft-dUJdq, die das System in die Ausgangslage zurückzieht. 
Wir bezeichnen den zum Minimum von U gehörenden Wert der verallgemeiner­
ten Koordinate q mit q0• Bei kleinen Ablenkungen aus der Gleichgewichtslage 
genügt es, bei der Entwicklung der Differenz U(q) -U(q0) nach Potenzen von 
q -q0 nur das erste nicht verschwindende Glied zu berücksichtigen. Das ist 
im allgemeinen das Glied zweiter Ordnung: 

k U(q) -U(qo) � 2 (q - qo)2 ' 

k ist ein positiver Koeffizient (und gleich der zweiten Ableitung U"(q) an der 
Stelle q = q0). Im folgend�n normieren wir die potentielle Energie derart, daß 
U(q0) = 0 wird, und führen die Bezeichnung 

(17,1) 

für die Auslenkung der Koordinate von ihrem Gleichgewichtswert ein. Damit wird 
k x2 

U(x) = - .  (17,2) 
2 

Die kinetische Energie des Systems mit einem Freiheitsgrad hat im allgemei-
nen Falle die Form 

1 . 1 . 
-a(q) q2 = -a(q) x2• 
2 2 

In der betrachteten Näherung genügt es, die Funktion a(q) einfach durch ihren 
Wert an der Stelle q = q0 zu ersetzen. Wenn wir der Kürze halber die Bezeich­
nung1) 

1) Es sei jedoch betont, daß die Größe m nur dann mit der Masse zusammenfällt, wenn x 
die kartesische Koordinate des Teilchens ist! 
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einführen, erhalten wir schließlich für die LAGRANGE-Funktion eines Systems, 
das eindimensionale kleine Schwingungen ausführt!), den Ausdruck 

m x2 k x2 L =- -- . 2 2 
Die dieser Funktion entsprechende Bewegungsgleichung lautet 

mx+ kx = O  
oder 

x + w2x = 0 ,  

wo die Bezeichnung 

(17,3) 

(17,4) 

(17 ,5) 

(17,6) 

verwendet worden ist. Die lineare Differentialgleichung (17 ,5) hat die beiden 
unabhängigen Lösungen cos w t und sin w t, so daß die allgemeine Lösung 

x = c1 cos w t + c2 sin w t (17,7) 

heißt. Dieser Ausdruck kann auch in der Form 

x = a cos ( w t + cx) (17 ,8) 

geschrieben werden. Da· cos (w t + cx) = cos w t cos cx - sin w t sin cx ist, 
zeigt der Vergleich mit (17,7), daß die freien Konstanten a und cx mit den Kon­
stanten c1 und c2 durch die Beziehung 

a = Vci+c�, (17,9) 

verknüpft sind. 
Das bedeutet, daß das System harmonische Schwingungen um die Gleich­

gewichtsJage ausführt. Der Koeffizient a vor dem periodischen Faktor in (17 ,8) 
heißt Amplitude und das Argument des Kosinus Phase der Schwingung; cx ist die 
Anfangsphase; sie hängt offenbar von der Wahl des Zeitnullpunktes ab. Die 
Größe w heißt Kreisfrequenz der Schwingung; in der theoretischen Physik 
wird sie übrigens gewöhnlich einfach mit Frequenz bezeichnet, was wir im fol­
genden auch tun werden. 
Die Frequenz ist das fundamentale Charakteristikum von Schwingungen; sie 

hängt nicht von den Anfangsbedingungen der Bewegung ab, sondern ist nach 
Formel (17 ,6) vollständig durch die Eigenschaften des mechanischen Systems 
bestimmt. Es sei aber betont, daß diese Eigenschaft der Frequenz an die Vor­
aussetzung gebunden ist, daß die Schwingungen kleine Amplitude haben, sie 
geht verloren beim Übergang zu höheren Näherungen. In mathematischer Hin-

1) Ein solches System wird oft eindimensionaler Oszillator genannt. 
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sieht hängt diese Eigenschaft mit der quadratischen Abhängigkeit der poten­
tiellen Energie von der Koordinate zusammen. 
Die Energie eines Systems, das kleine Schwingungen ausführt, ist 

'2 k 2 E _ m x + x _ m ( · 2 + 2 2) --- -- - - X W X  
2 2 2 

oder, nach Einsetzen von ( 17,8), 
1 E = - m w2a2• 
2 

Sie ist dem Quadrat der Schwingungsamplitude proportional. 

(17,10) 

Oft erweist es sich als zweckmäßig, die Abhängigkeit der Koordinate des 
schwingenden Systems von der Zeit als Realteil des komplexen Ausdruckes 

x =Re {A e-iwt} (17,11) 

darzustellen, worin A eine komplexe Konstante ist; wenn wir sie in der Form 
(17,12) 

schreiben, so kehren wir zu dem Ausdruck (17 ,8) zurück. Die Konstante A heißt 
komplexe Amplitude; ihr Betrag ist gleich der gewöhnlichen Amplitude, ihr 
Argument gleich der Anfangsphase. 
Der Umgang mit Exponentialfunktionen ist in mathematischer Hinsicht ein­

facher als der mit trigonometrischen Funktionen, da Differentiation ihre Form 
nicht ändert. Solange man nur lineare Operationen durchführt (Addition, Multi­
plikation mit einem konstanten Koeffizienten, Differentiation, Integration), 
kann man das Zeichen Re (Realteil von) fortlassen und erst im Endresultat 
berücksichtigen. 

Aufgaben 

1. Drücke die .Amplitude und Anfangsphase von Schwingungen durch die Anfangswerte 
der Koordinate (x0) und der Geschwindigkeit (v0) aus. 
Lösung: 

Vo tg cx -= - -- .  
w x0 

2. Bestimme das Verhältnis der Frequenzen w und w ' der Schwingungen zweier zwei­
atomiger Moleküle, die aus .Atomen verschiedener Isotope bestehen; die Massen der .Atome 
sind m1, m2 bzw. m�, m�. 
Lösung: Da die Wechselwirkung zwischen den .Atomen der Isotope die gleiche ist, gilt 

k = k'. Als Koeffizienten m in den kinetischen Energien der Moleküle sind hier ihre redu­
zierten Massen zu nehmen . .Aus (17,6) finden wir damit 

w
' l jm1 m2 (m� + m;) • 

w V m� m� (m1 + m2) 
3. Bestimme die Schwingungsfrequenz eines Punktes mit der Masse rn, der sich längs 

einer Geraden bewegen kann und an einer Feder hängt, deren anderes Ende im Punkte A 
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(Abb. 15) befestigt ist; der Punkt A befindet sich im Abstand l von der Geraden. Die 
Feder hat die Länge l, an ihr tritt die Kraft F auf. 

Abb.l5 

Lösung: Die potentielle Energie der Feder ist (bis auf kleine Größen höherer Ordnung) 
gleich dem Produkt aus der KraftFund der Längenänderung öl der Feder. Für x � l gilt 

x2 
Öl= Vl2 + x2 - l:::::::-, 2 l 

so daß U = F x2j2 l wird. Da die kinetische Energie gleich m x2j2 ist., ergibt. sich 

Q} = v :� 
§ 18. Erzwungene Schwingungen 

Wir gehen nun zur Betrachtung von Schwingungen eines Systems über, auf das 
ein äußeres veränderliches Feld wirkt. Derartige Schwingungen heißen erzwun­
gene Schwingungen im Unterschied zu den im vorhergehenden Paragraphen 
untersuchten sogenannten freien Schwingungen. Da die Amplitude weiterhin 
als klein vorausgesetzt wird, muß das äußere Feld genügend schwach sein, damit 
es nicht zu große x-Auslenkungen hervorruft. 

· 

In diesem Falle besitzt das System neben der eigenen potentiellen Energie 
� k x2 noch die potentielle Energie U8(x, t}, die von der Wirkung des äußeren 

Feldes herrührt. Wenn wir dieses Zusatzglied in eine Reihe nach Potenzen der 
kleinen Größe x entwickeln, erhalten wir 

u.(x, t) ::::::: u.(o, t) + x au. j . 
8x a:=O 

Das erste Glied hängt nur von der Zeit ab und kann deswegen in der LaGRANGE· 
Funktion fortgelassen werden (als totale zeitliche Ableitung einer anderen 
Funktion der Zeit). Im zweiten Glied ist - o Ue{'ax die äußere "Kraft", die auf 
das System in der Gleichgewichtslage wirkt und eine vorgegebene Funktion der 
Zeit ist.; wir bezeichnen sie mit F(t). Damit erscheint in der potent.iellen Energie 
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das Glied- x F(t), so daß die LAGRANGE-Funktion des Systems lautet: 

L = m ::i:2 -
k x2 + x F(t) . 2 2 

Die entsprechende Bewegungsgleichung ist 

mx + kx = F(t) 
oder 

- 1 
X + w2 X + = - F(t) ' 

m 
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(18,1) 

(18,2) 

wo wir wiederum die Frequenz w der freien Schwingungen eingeführt haben. 
Bekanntlich erhält man die allgemeine Lösung einer inhomogenen linearen 

Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten als Summe zweier Aus­
drücke: x = x0 + x1, wo x0 die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung 
und x1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung bedeuten. In un­
serem Falle stellt x0 die im vorherigen Paragraphen untersuchten freien 
Schwingungen dar. 
Wir betrachten nun einen Fall von besonderem Interesse, wo nämlich die 

äußere Kraft ebenfalls eine einfache periodische Funktion der Zeit mit der 
Frequenz y ist: 

F(t) = f cos (y t + ß) . (18,3) 

Wir suchen eine partikuläre Lösung der Gleichung (18,2) in der Form x1 = 
b cos (y t + ß), also mit dem gleichen periodischen Faktor. Einsetzen in die Dif­
ferentialgleichung ergibt b = ffm (w2 -y2); Hinzufügen der Lösung der homo­
genen Gleichung liefert die allgemeine Lösung in der Gestalt 

x = a cos (w t + tX) + f cos (y t + ß) . m (w2- y2) (18,4) 

Die freien Konstanten a und tX bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen. 
Das bedeutet, daß das System unter der Wirkung äußerer periodischer Kräft.e 

eine Bewegung ausführt, die sich aus zwei Schwingungen zusammensetzt: aus 
einer Schwingung mit der Eigenfrequenz w des Systems und aus einer Schwin­
gung mit der Frequenz y der äußeren Kraft. 
·Die Lösung (18,4) gilt nicht im Falle der sogenannten Resonanz, d. h. wenn dit> 
Frequenz der äußeren Kraft mit der Eigenfrequenz des Systems zusammenfällt. 
Um die allgemeine Lösung der Bewegungsgleichung in diesem Falle zu finden 
schreiben wir den Ausdruck (18,4) mit entsprechenden neuen Ber.eichnungen der 
Konstanten in der Form 

x=acos(wt+tX) +  f [cos(yt+ß)- co:s(wt+ ß)]. 

m (w2- y2) 

Für y -+ w liefert das zweite Glied eine Unbestimmtheit der Art. 0/0, und durch 
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hat (s. (5,5)), setzen wir in die Koeffizienten q, = q;0 und bezeichnen die Kon­
stanten a;k(q0) mit mik· Damit ergibt sich für die kinetische Energie die positiv 
definite quadratische Form 

(19,3) 

Die Koeffizienten m0, kann man ebenfalls stets als symmetrisch in ihren Indizes 
annehmen, d. h. 

Damit lautet die LAGRANGE-Funktion eines Systems, das freie kleine Schwin­
gungen ausführt, 

I . . L = 2 L; (mik X; xk-k;.�:X;X.�:). (19,4) i, k 
Wir stellen nunmehr die Bewegungsgleichungen auf. Zur Bestimmung der 

in sie eingehenden Ableitungen schreiben wir das totale Differential der LA­
ORANGE-Funktion auf: 

dL I . . . . 
dx k dx = 2 L (m;.�; X; dXk + m;.�; X.�; d.X; - k;k X; "- ik xk ;) · 

(, Ii: 

Da der Wert der Summe selbstverständlich nicht von der Bezeichnung der 
Summationsindizes abhängt, vertauschen wir im ersten und dritten Glied in der 
Klammer i und k; wegen der Symmetrie der Koeffizienten m; k und k;" erhalten 
wir 

Daraus folgt 
BL • BL 
-. 

= L m; k xk , - = - E k; 1: x,., · 

ax, k • ax, k 
Damit lautet die LAGRANGE-Gleichung 

E m;.�: x.�: + L; kik x.�: = o .  (19,5) k k 
Sie bilden ein System von 8 (i = 1, 2, ... , 8) linearen homogenen Differential­
gleichungen mit konstanten Koeffizienten. 
Nach allgemeinen Regeln suchen wir zur Lösung dieser Gleichungen 8 unbe­

kannte Funktionen xk(t) der Form 

(19,6) 

worin At irgendwelche zunächst unbestimmte Konstanten sind. Wenn wir (19,6) 
in das System (19,5) einsetzen, erhalten wir nach Kürzung von e -i wt ein System 
von linearen homogenen algebraischen Gleichungen, denen die Konstanten At 
genügen müssen: 

(19,7) 
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Damit dieses System von Null verschiedene Lösungen hat, muß seine Deter­
minante verschwinden, d. h. 

(19,8) 

Diese Gleichung - die sogenannte charakteristische Gleichung - ist eine 
Gleichung vom Grade 8 in w2• Sie hat im aUgemeinen Falle 8 verschiedene reelle 
positive Wurzeln w! (cx = 1, 2, . . .  , 8). Die hierdurch definierten Größen w! 
heißen Eigenfrequenzen des Systems. In speziellen Fällen können einige dieser 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung zusammenfallen; derartige mehr­
fache Eigenfrequenzen nennt man entartet. 
Aus physikalischen Überlegungen ist klar, daß die Wurzeln der Gleichung 

(19,8) reell und positiv sein müssen. Wenn nämlichweinen Imaginärteil hätte, 
so bedeutete das für die zeitliche Abhängigkeit der Koordinaten xk in (19,6) 
(und damit auch für die zeitliche Abhängigkeit der Geschwindigkeiten xk) ein 
exponentielles Abklingen oder Anwachsen des Zeitfaktors. Die Anwesenheit 
eines solchen Faktors ist in unserem Falle aber unzulässig, da er zu einer zeit­
lichen Änderung der Gesamtenergie E = U + T des Systems führen würde, 
was dem Erhaltungssatz widerspräche. 
Nachdem die Frequenzen w,. gefunden sind, setzt man sie in Gleichung (19,7) 

ein und kann dann die zugehörigen Werte der Koeffizienten Ai berechnen. Im 
Hinblick auf die Homogenität des Systems der algebraischen Gleichungen (19,7) 
können diese Werte jedoch nur bis auf einen beliebigen gemeinsamen Faktor be­
stimmt werden. Um diesen Umstand hervorzuheben, stellen wir die Koeffi­
zienten Ak (für jede vorkommende Frequenz w,.) in der Form Ak = Llk« 0,. mit 
bestimmten rellen Konstanten Llko: und einer beliebigen (komplexen), vom Index 
k unabhängigen Konstanten 0,. dar. 
Eine partikuläre Lösung des Differentialgleichungssystems (19,5) hat folglich 

die Form 

Die Summe aller partikulären Lösungen liefert die allgemeine Lösung. Wenn 
wir zum Realteil übergehen, können wir sie in der Form 

schreiben, wobei wir die Bezeichnung 

Q"' = Re { 0,. e-iw"'t} 

eingeführt haben. 

(19,9) 

(19,10) 

Das bedeutet, daß die zeitliche Änderung jeder Koordinate des Systems eine 
Überlagerung von s einfachen periodischen Schwingungen Q10 Q2, • • •  , Q, mit 
beliebigen Amplituden und Phasen, jedoch mit ganz bestimmten Frequenzen 
darstellt. 
Die Frage liegt nahe, ob es nicht möglich ist, verallgemeinerte Koordinaten 

auf solche Weise zu wählen, daß jede von ihnen nur eine einfache Schwingung 
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ausführt. Die Form der allgemeinen Lösung (19,9) gibt selbst schon den Weg 
zur Lösung dieser Aufgabe an. 
Wenn wir nämlich die 8 Beziehungen (19,9) als ein System von Gleichungen 

mit 8 Unbekannten Q"' ansehen, so können wir durch Auflösen dieses Systems 
die Größen Qv Q2, • • •  ,Q, durch die Koordinaten x1, x2, • • •  , x, ausdrücken. 
Infolgedessen kann man die Größen Q"' als neue verallgemeinerte Koordinaten 
ansehen. Diese Koordinaten heißen Normal-Koordinaten, und die einfachen 
periodischen Schwingungen, die sie ausführen, heißen Normalschwingungen des 
Systems. 
Die Normalkoordinaten Q"' genügen den Gleichungen 

Q" + w! Q"' = 0, (19,11) 

wie aus ihrer Definition hervorgeht. In Normalkoordinaten zerfallen die Bewe­
gungsgleichungen also in 8 voneinander unabhängige Gleichungen. Die Be­
schleunigung jeder Normalkoordinate hängt nur vom Wert eben dieser Ko­
ordinate ab, und zur vollständigen Bestimmung ihrer zeitlichen Abhängigkeit 
genügt es, wenn man ihren Anfangswert und den Anfangswert der ihr ent­
sprechenden Geschwindigkeit kennt. Mit anderen Worten, die Normalkoordina­
ten eines Systems sind vollkommen unabhängig voneinander. 
Aus dem Gesagten folgt, daß die. in Normalkoordinaten ausgedrückte LA­

ORANGE-Funktion in eine Summe von Ausdrücken zerfällt, von denen jeder einer 
eindimensionalen Schwingung mit einer der Frequenzen w", entspricht, d. h., sie 
hat die Form 

m"' (Q'2 2 Q2) 
2 "'-w"' "' '  

wo m"' eine positive Konstante ist. Dieser Konstanten kann man durch Verän­
derung des gemeinsamen Faktors des erhaltenen Koeffizientensatzes Llh in 
(19,9) einen beliebigen Wert zuordnen. Gewöhnlich wählt man die Normalkoor­
dinaten so, daß m"' = l wird. Dann erhält die vollständige LAGRANGE:Funktion 
des Systems die Form 1) 

L = _!_ :E (Q! -w! Q!). (19,12) 
2 IX 

, 
Wenn wir es mit einem System von Teilchen zu tun haben, die miteinander in 

Wechselwirkung stehen, sich aber nicht in einem äußeren Feld befinden, so 
haben nicht alle Freiheitsgrade Schwingungscharakter. Ein typisches Beispiel 
solcher Systeme sind Moleküle. Außer den Bewegungen, die Schwingungen der 
Atome um ihre Gleichgewichtslage im Molekül darstellen, kann das Molekül als 
Ganzes translatorische und Drehbewegungen ausführen. 

1) Für entartete Frequenzen ist die Wahl dieser Normalkoordinaten aber noch nicht ganz eindeutig. Da die Normalkoordinaten (mit gleichem w"') als sich in gleicher Weise transformierende Summen E Q,i und E Q� in die kinetische und potentielle Energie ein­gehen, kann man sie einer beliebigen linearen, die Quadratsumme invariant lassenden Transformation unterwerfen. 
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Der Translation und im allgemeinen auch der Rotation entsprechen je drei 
Freiheitsgrade, so daß von den 3 n Freiheitsgraden eines n-atomigen Moleküls 
im ganzen 3 n- 6 für Schwingungen übrigbleiben. Eine Ausnahme bilden Mole­
küle, in denen alle Atome auf einer Geraden liegen. Da es keinen Sinn hat, von 
einer Rotation um diese Gerade :z;u sprechen, so existieren in diesem Falle nur 
zwei Rotationsfreiheitsgrade und dementsprechend 3n-5 Schwingungsfrei­
heitsgrade. 
Die Normalschwingungen eines Moleküls können nach der Art der Bewegung 

der Atome auf Grund von Überlegungen klassifiziert werden, die mit der Sym­
metrie der Verteilung der Atome im Molekül (in der Gleichgewichtslage) zu­
sammenhängen. Hierfür existiert eine allgemeine Methode, welche die Gruppen­
theorie benutzt. Hier wollen wir nur einige elementare Beispiele betrachten. 
Wenn allen Atome eines Moleküls in einer Ebene liegen, so kann man Normal­

schwingungen, bei denen die Atome in dieser Ebene bleiben, und solche, bei 
denen die Atome diese Ebene verlassen, unterscheiden. Die auf jede der beiden 
Arten entfallende Anzahl ist leicht zu bestimmen. Da für die Bewegung in der 
Ebene im ganzen 2 n Freiheitsgrade existieren, darunter zwei der Translation 
und eine der Rotation, so ist die Anzahl der Normalschwingungen, bei denen die 
Atome in der Ebene bleiben, gleich 2 n -3. Die übrigen (3 n -6) - (2 n - 3) 
= n - 3 Schwingungsfreiheitsgrade entsprechen Schwingungen, bei denen die 
Atome die Ebene verlassen. 
Im Falle eines linearen Moleküls kann man Längsschwingungen, die die gerad­

linige Form erhalten, und Schwingungen, bei denen die Atome die Gerade ver­
lassen, unterscheiden. Da für die Bewegung von n Teilchen auf einer Linie n 
Freiheitsgrade existieren, von denen einer der Translation entspricht, so ist die 
Anzahl der Schwingungen, bei denen die Atome auf der Geraden bleiben, gleich 
n - 1. Da die Gesamtzahl der Schwingungsfreiheitsgrade eines linearen Mole­
küls gleich 3 n - 5 ist, gibt es 2 n - 4 Schwingungsfreiheitsgrade, bei denen die 
Atome die Gerade verlassen. Diesen Schwingungen entsprechen jedoch nur n - 2 
verschiedene Frequenzen, da jede dieser Schwingungen auf zwei unabhängige 
Weisen verwirklicht werden kann, nämlich in zwei senkrecht aufeinander stehen­
den Ebenen (die durch die Molekülachse gehen); aus Symmetrieüberlegungen 
folgt, daß jedes Paar dieser Normalschwingungen die gleiche Frequenz hat. 

Aufgaben 
I. Berechne die Schwingungen eines Systems mit zwei Freiheitsgraden, wenn die LA· GRANGE·Funktion 

L = 2_ (x2 + ii> -
w� (xz + y2) + "'x Y 2 2 

lautet (zwei gleiche eindimensionale Systeme mit der Eigenfrequenz w0, die durch die Wechselwirkung - "'x y miteinander gekoppelt sind). Lösung: Die Bewegungsgleichungen lauten 
x + w� x = "' y , ii + w� y = "' x . 
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schreiben, wo .x ein positiver Koeffizient ist; das Minuszeichen zeigt, daß die 
Kraft in der zur Geschwindigkeit entgegengesetzten Richtung wirkt. Wenn 
wir diese Kraft auf der rechten Seite der Bewegungsgleichung hinzufügen, 
erhalten wir: 

mx= -kx -.xx. 

Wir teilen durchmundführen die Bezeichnungen 

k 2 � 
- = w0, -= 2). m m 

(20,1) 

(20,2) 

ein. w0 ist die Frequenz der freien Schwingungen des Systems ohne Reibung. 
Die Größe ). heißt Dämpfungskonstante.1) 
Auf diese Weise erhalten wir die Gleichung 

x + 2). x + w� x = 0 . (20,3) 

Nach den allgemeinen Regeln für die Lösung linearer Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten setzen wir x = e'1 und finden für r die charak­
teristische Gleichung 

r2 + 2 ). r + w� = 0 , 

woraus sich 

r1,2 = - A ± Jf"I2 -w� 
ergibt. Die allgemeine Lösung der Gleichung (20,3) lautet 

Hier müssen zwei Fälle unterschieden werden. 
Für).< w0 erhalten wir zwei konjugiert komplexe Werte für r. Die allge­

meine Lösung der Bewegu�gsgleichung kann in diesem Falle als 

x =Re \A exp (- ;. t-i t J/w�-.?.2)} 
geschrieben werden, wo A eine beliebige komplexe Konstante ist, oder in der 
äquivalenten Forn;t 

x = a e -.l.t cos ( w t + 1X) , (20,4) 

mit reellen Konstanten a und .x. Die durch diese Formeln dargestellte Be­
wegung ist eine sogenannte gedämpfte Schwingung. Man kann sie als harmo­
nische Schwingung mit exponentiell abnehmender Amplitude ansehen. Die 
Geschwindigkeit der Amplitudenabnahme wird durch den Exponenten). be­
stimmt, die "Frequenz" w der Schwingungen ist kleiner als die Frequenz der 
freien Schwingungen ohne Reibung; im Falle ). � w0 wird die Differenz zwi-

1) Das dimensionslose Produkt ). T (wo T = 2 nfw die Schwingungsdauer ist) heißt 
logarithmisches Dekrement der Dämpfung. 
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Auffolgenden Umstand sei besonders hingewiesen: Wenn x und x zu Anfang 
streng gleich Null sind, so bleiben sie dies für alle späteren Zeiten. Das steht 
�m Gegensatz zur gewöhnlichen Resonanz(§ 18), bei der die Verschiebung auch 
dann mit der Zeit anwächst (proportional zu t), wenn die Anfangswerte ver­
schwinden. 
Wir fragen nun nach den Bedingungen für das Auftreten parametrischer 
Resonanz in dem wichtigen Falle, wo die Funktion w(t) sich wenig von einer 
konstanten Größe w0 unterscheidet und eine einfache periodische Funktion 
darstellt: 

w2(t) = wg (l + h cos y t) , (22,7) 

wo die Konstante h � l ist (wir nehmenhalspositiv an, was man stets durch 
entsprechende Wahl des Zeitnullpunktes erreichen kann). Wie wir im folgenden 
sehen werden, tritt parametrische Resonanz auf, wenn die Frequenz der Funk­
tion w(t) etwa gleich der doppelten Frequenz w0 ist. Aus diesem Grunde setzen 
wir 

y = 2 w0 + F 

mit e � w0• 
Die Lösung der Bewegungsgleichung 

x + wg [l + h cos (2 w0 + e) t] x = 0 

suchen wir in der Form 

x = a(t) cos ( w0 + ; ) t + b(t} sin ( w0 + ; ) t , 

(22,8) 

(22,9) 

wo a(t} und b(t} zeitlich langsam veränderliche Funktionen sind (im Vergleich 
zu den Faktoren cos und sin). Das stellt natürlich keine exakte Lösung dar. 
Letztere enthält auch Glieder mit Frequenzen, die sich von w0 + s/2 um ein 
ganzzahliges Vielfaches von 2 w0 + e unterscheiden; diese Glieder sind jedoch 
kleine Größen von höherer Ordnung in h, und in erster Näherung kann man sie 
vernachlässigen. 
Den Frequenzwerten y, die das Gebiet. der instabilen Schwingungen von denen 

der stabilen abgrenzen, entspricht in (22,6) der Wert f.t = l, also sind die Koeffi­
zienten a undbin (22,9} Konstanten (unabhängig von der Zeit). Die Bestimmung 
der Grenzen des Resonanzgebietes führt folglich zum Auffinden derjenigen y­
Werte (oder auch der e-Werte), bei denen die Bewegungsgleichung (mit der er­
forderlichen Genauigkeit) die Lösung (22,9) mit konstantem a und b befriedigt. 
Wenn man (22,9) in (22,8} einsetzt, muß man die Produkte der trigonometrischen 
Faktoren in Summen 

cos ( w0 + ; ) t · cos (2 co0 + e} t 

= - cos 3 w0 + -- t +-- cos w0 -t· 1 ( 3e) 1 ( . 
2 2 2 

6 Kurzfassung I 
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einfacher periodischer Funktionen schreiben kann, wie z. B. 
Q<!l Q<J> = a"' ap cos (w .. t + cx,.) cos (wp t + cxp) 

1 
= 2a .. ap { cos [(w .. + wp) t + cx .. + cxp] 

+ COS [(w"'-Wp) t + CX"' -CXp)} . 

Auf den rechten Seiten der Gleichungen (23,6) treten also Glieder auf, die 
Schwingungen mit Frequenzen entsprechen, welche gleich den Summen und 
Differenzen der Eigenfrequenzen des Systems sind. Die Lösung der Gleichungen 
muß man in einer Form suchen, die derartige periodische Faktoren enthält, und 
wir kommen zu dem Ergebnis, daß sich in der zweiten Näherung den Normal­
schwingungen des Systems mit den Frequenzen w,. zusätzliche Schwingungen 
mit den Frequenzen 

(23,7) 
überlagern (darunter auch die doppelten Frequenzen 2 w .. und die Frequenz 0, 
die einer konstanten Verschiebung entspricht). Man nennt sie Kombinations­
frequenzen. Die Amplituden der Kombinationsschwingungen sind den Pro­
dukten a,. • ap (oder den Quadraten a!) proportional, die aus den Amplituden 
der Normalschwingungen gebildet sind. 
In den höheren Näherungen, bei denen also Glieder höherer Ordnung in der 
Entwicklung der LAGRANGE-Funktion berücksichtigt werden, treten Kombina­
tionsschwingungen mit Frequenzen auf, die Summen und Differenzen einer 
größeren Anzahl von Frequenzen w .. sind. Außerdem zeigt sich aber noch eine 
neue Erscheinung. 
Es gibt nämlich bereits in der dritten Näherung unter den Kombinations­
frequenzen auch ·solche, die mit den Ausgangsfrequenzen ·w .. (Kombinationen 
der Form w,. + Wp- wp) zusammenfallen. Wenn man die oben beschriebene 
Methode anwendet, treten auf der rechten Seite der Bewegungsgleichungen Reso­
nanzglieder auf, die zur Lösung Beiträge mit zeitlich anwachsender Amplitude 
liefern. Es ist aber physikalisch klar, daß in einem abgeschlossenen System 
bei Abwesenheit einer äußeren Energiequelle die Schwingungen nicht von selbst 
beliebig groß werden können. 
In Wirklichkeit ändern sich in den höheren Näherungen die Grundfrequen­
zen w .. im Vergleich zu ihren "ungestörten" Werten w<�>, die im quadratischen 
Glied der potentiellen Energie stehen. Das Auftreten zeitlich anwachsender 
Glieder hängt mit Entwicklungen vom Typ 

cos (w<�> + Llw,.) t � cos w<�> t -t Llw .. sin w<�> t 

zusammen, die bei großen t-Werten offenbar unzulässig sind. 
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aber unverändert bleiben, und einer unendlich kleinen Drehung um den Schwer­
punkt, bei der der starre Körper seine Endlage erreicht. 
Wir bezeichnen den Radiusvektor eines beliebigen Punktes des starren 
Körpers im bewegten Koordinatensystem mitrund den Radiusvektor desselben 
Punktes im ruhenden System mit R. Dann setzt sich eine infinitesimale Ver-

z 

Xz 

R 

y 
Abb.l9 

schiebung dR des Punktes P a"us der Verschiebung dR0 des Schwerpunktes 
und aus der auf den Schwerpunkt bezogenen Verschiebung [dfP r] zusammen, 
die der Punkt bei Drehung um den infinitesimalen Winkel dfP erfährt (s. (9,1)), 
d.h. 

dR = dR0 + [dfPT]. 

W�nn wir diese Gleichung durch die Zeit dt dividieren, in der die betrachtete 
Verschiebung vor sich ging, und die Geschwindigkeiten 

dR 

dt= V, 
d.Ro= V 
dt ' (24,1) 

einführen, so erhalten wir eine Beziehung zwischen diesen Geschwindigkeiten, 
nämlich · 

V= V+ [n r]. (24,2) 

Der Vektor V ist die Geschwindigkeit des Schwerpunktes des starren Körpers; 
sie wird auch Geschwindigkeit der Translationsbewegung genannt. Der Vektor n 
heißt Winkelgeschwindigkeit der Drehung des starren Körpers; seine Richtung 
fällt (ebenso wie die Richtung von dq;) mit der Richtung der Drehachse zu­
sammen. Damit kann die Geschwindigkeit v eines beliebigen Punktes des 
Körpers (bezüglich des ruhenden Koordinatensystems) durch die Translations­
geschwindigkeit des Körpers und durch die Winkelgeschwindigkeit seiner 
Drehung ausgedrückt werden. 
Es sei betont, daß bei der Ableitung der Formel (24,2).überhaupt nicht wich­
tig war, daß wir gerade den Schwerpunkt des Körpers als Nullpunkt genommen 
haben. Die Vorteile dieser Wahl zeigen sich erst später bei der Berechnung 
der Energie des bewegten Körpers. 
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Wie jeder symmetrische Tensor zweiten Ranges kann der Trägheitstensor 
durch entsprechende Wahl der Achsenrichtungen xi, x2, x3 aufDiagonalform 
gebracht werden. Die entsprechenden Achsen heißen Hauptträgheitsachsen und 
die entsprechenden Werte der Komponenten des Tensors Hauptträgheits­
momente; wir bezeichnen sie mit 11, 12, 13. Bei einer solchen Wahl der Achsen 
xi, x2, x3 nimmt die kinetische Rotationsenergie eine besonders einfache Form an, 
nämlich 

(25,8) 

Wir erwähnen, daß jedes der drei Hauptträgheitsmomente nicht größer als 
die Summe der beiden anderen sein kann; denn es gilt (z.B.) 

1I + 12 = E m (xi + x� + 2 x�) � E m (xi + x�) = 13 • (25,9) 

Ein Körper, dessen drei Hauptträgheitsmomente voneinander verschieden sind, 
heißt unsymmetrischer Kreisel. 

· 

Wenn zwei Hauptträgheitsmomente einander gleich sind, 1I = 12 =!= 13, nennt 
man den starren Körper einen symmetrischen Kreisel. In diesem Falle ist die 
Wahl der Hauptachsenrichtungen in der xix2-Ebene beliebig. 
Wenn alle drei Hauptträgheitsmomente zusammenfallen, handelt es sich um 

einen K ugelkreisel. In diesem Falle hat man für alle drei Hauptträgheitsachsen 
freie Wahl: Man kann drei beliebige aufeinander senkrecht stehende Achsen 
dazu nehmen. 
Das Auffinden .der Hauptträgheitsachsen vereinfacht sich sehr, wenn der 

Körper irgendeine Symmetrie besitzt; es ist klar, daß die Lage des Schwerpunkt­
tes und die Richtungen der Hauptträgheitsachsen derselben Symmetrie ent-
sprechen müssen. 

· 

Besitzt der Körper eine Symmetrieebene, so muß der Schwerpunkt in dieser 
Ebene liegen. In ihr liegen ebenfalls zwei Hauptträgheitsachsen, und die dritte 
steht senkrecht auf ihr. Um einen solchen Fall handelt es sich offenbar, wenn 
alle Teile des Systems in einer Ebene liegen. Dann existiert eine einfache Be­
zjehung zwischen den drei Hauptträgheitsmomenten. Wenn als Ebene des 
Systems die xix2-Ebene gewählt wird, folgt wegen x3 = 0 für alle Massenpunkte 

1I = E m x� , 12 = E m xi , 13 = E m (xi + x�) , 
so daß gilt 

1a = 1I + 12 · (25,10) 
Wenn der Körper eine Symmetrieachse beliebiger Ordnung besitzt, so liegt der 
Schwerpunkt auf dieser Achse. Mit ihr fällt auch eine der Hauptträgheitsachsen 
zusammen, die beiden anderen stehen senkrecht auf ihr. Hierbei stellt der Kör­
per einen symmetrischen Kreisel dar, wenn die axiale Symmetrie von höherer 
als zweiter Ordnung ist. Tatsächlich kann man dann jede Hauptachse (die auf 
der Symmetrieachse senkrecht steht) um einen von 180° verschiedenen Winkel 
drehen, d. h., die Wahl dieser Achsen ist nicht eindeutig, was aber nur im Falle 
des symmetrischen Kreisels auftreten kann. 

· 
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nun die freie Bewegung eines starren Körpers, der nicht der Einwirkung irgend­
welcher äußeren Kräfte unterliegt. Die gleichförmige Translationsbewegung, die 
uns nicht interessiert, schließen wir dabei aus, so daß es sich um freie Rotation 
handelt. 
Wie für jedes abgeschlossene System ist der Drehimpuls eines frei rotierenden 

Körpers konstant. Für den Kugelkreisel führt die Bedingung M = const einfach 
zu Q = const. Das bedeutet, daß die freie Rotation eines Kugelkreisels ein­
fach in einer gleichförmigen Rotation um eine feste Achse besteht. 
Ebenso einfach ist der Fall des Rotators. Hier gilt ebenfalls M = I Q, 

wobei der Vektor !J senkrecht auf der Achse des Rotators steht. Die freie 
Drehung eines Rotators geschieht daher gleichförmig in einer Ebene um eine 
Richtung senkrecht zu dieser Ebene. 
Der Erhaltungssatz des Drehimpulses genügt, um auch die kompliziertere 

freie Rotation des symmetrischen Kreisels zu berechnen. 
Wir nutzen die Tatsache aus, daß die Wahl der Richtungen der Hauptträg­

heitsachsen x1 und x2 (die auf der Symmetrieachse x3 des Kreisels senkrecht 
stehen) beliebig ist und legen die x2-Achse senkrecht zu der Ebene, die durch 
den konstanten VektorM und die momentane Richtung der x3-Achse aufge­
spannt wird. Dann wird M2 = 0 und daher nach Formel (26,2) auch D2 = 0. 
Das bedeutet, daß die Richtungen von IU, !J und der Kreiselachse in jedem 
Moment in einer Ebene liegen (Abb. 24). Hieraus folgt aber weiter, daß die 
Geschwindigkeiten v = [.Q r] aller Punkte auf der Kreiselachse in jedem Augen-

Abb. 24 

blick senkrecht auf der erwähnten Ebene stehen; mit anderen Worten, die Krei­
selachse rotiert gleichförmig (s. unten) um die Richtung von M, wobei sie einen 
Kreiskegel beschreibt (sogenannte reguläre Präzession des Kreisels). Gleichzeitig 
mit der Präzession rotiert der Kreisel selbst gleichförmig um die eigene Achse. 
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Die Winkelgeschwindigkeiten dieser beiden Rotationen lassen sich leicht durch 
den vorgegebenen Betrag M des Drehimpulses ·und den Neigungswinkel 8 der 
Kreiselachse gegen die Richtung von M ausdrücken. Die Rotationsgeschwindig­
keit des Kreisels um die eigene Achse ist einfach die Projektion D3 des Vektors.Q 
aufdiese Achse: 

D3 = Ma = M cos (9 . (26,4) 
la la 

Zur Bestimmung der Präzessionsgeschwindigkeit Dpr muß man den Vektor {J 
nach der Parallelogrammregel in eine Komponente längs x3 und eine längs M 
zerlegen. Die erste dieser Komponenten führt nicht zu einer Verrückung der 
Kreiselachse selbst, so daß die zweite die gesuchte Winkelgeschwindigkeit der 
Präzession liefert. Aus der Konstruktion in Abb. 24 folgt sin 8 Dpr = D1, und 
wegen !J1 = M1/11 = M sin 8/11 erhalten wir 

(26,5) 

§ 27. Die Bewegungsgleichungen des starren Körpers 

Da der starre Körpet im allgemeinen Falle sechs Freiheitsgrade besitzt, muß 
das System der Bewegungsgleichungen sechs unabhängige Gleichungen ent­
halten. Man kann sie in einer Form darstellen, die die zeitlichen Ableitungen 
zweier Vektoren bestimmt: die des Impulses und des Drehimpulses des Körpers. 
Die erste dieser Gleichungen erhält man einfach dadurch, daß man die Glei­
chungen p = I für alle Teilchen, aus denen der Körper besteht, summiert; p ist 
der Impuls eines Teilchens, I die an ihm angreifende Kraft. Wir führen den 
Gesamtimpuls des Körpers 

P = l:P=f-' V  
und die gesamte auf ihn wirkende Kraft .E I = F ein und erhalten 

dP 

dt=F. (27,1) 

Obwohl wir F als Summe aller Kräfte I definiert haben, die auf jedes der 
Teilchen wirken, darunter auch diejenigen Kräfte, die die Teilchen selbst auf­
einander ausüben, gehen in F faktisch, nur diejenigen Kräfte ein, die aus äußeren 
Quellen stammen. Sämtliche Wechselwirkungskräfte zwischen den Teilchen des 
Körpers selbst heben sich gegenseitig auf; bei Abwesenheit äußerer Kräfte muß 
nämlich, wie in jedem abgeschlossenen System, der Impuls des Körpers eine 
Erhaltungsgröße sein, d. h., es muß gelten F = 0. 
Wenn U die potentielle Energie des starren Körpers in einem äußeren Feld 
ist, so kann man die Kraft F durch Differenzieren von U nach den Koordinaten 
des Schwerpunktes berechnen: 

au F=--· 
8R0' (27,2) 

7 Kurzfassung 1 
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denn bei einer Verschiebung des Körpers um c'JR0 ändern sich auch die Radius­
vektoren R jedes Punktes des Körpers um dieselbe Größe, so daß die Änderung 
der potentiellen Energie tatsächlich 

wird. 

aU 8U I>U=};-c'JR = c'JR0 };-= -c'JR0};/= - F c'JR0 
8R 8R 

Wir gehen nun zur Ableitung der zweiten Bewegungsgleichung über, welche 
die zeitliche Ableitung des Drehimpulses M bestimmt. Der Bequemlichkeit 
halber richten "Wir das "ruhende" (Inertial)-System so ein, daß der Schwer­
punkt des Körpers in dem betrachteten Zeitpunkt in diesem Bezugssystem ruht. 
Nach dem GALILEischen Relativitätsprinzip bleibt die so erhaltene Bewegungs­
gleichung in jedem beliebigen anderen Inertialsystem gültig. 
Wi�; haben 

. d . . 

M= dt}; [rp] = };  [rp] + };  [rp]. 

Aus unserer Wahl des Bezugssystems (in welchem V= 0 ist) folgt, daß der 
Wert i· in dem gegebenen Zeitpunkt mit der Geschwindigkeit v = R zusammen­
fällt. Da die Vektoren v und p = m v aber die gleiche Richtung haben, muß 
[r p] = 0 sein. Wenn wir weiterhin p durch die Kraft J ersetzen, erhalten wir 
schließlich 

mit 

dM -= K (27,3) 
dt 

K = };  [r /]. (27,4) 

Der Vektor [r /]heißt das Moment (Drehmoment) der Kraft f, so daß K die Summe 
aller Drehmomente ist, die auf den Körper wirken. Ebenso wie im Falle der 
Gesamtkraft F braucht man in der Summe (27,4) faktisch nur die äußeren 
Kräfte zu berücksichtigen; denn nach dem Erhaltungssatz des Drehimpulses 
muß die Summe aller Drehmomente, die innerhalb eines abgeschlossenen Sy­
stems wirken, verschwinden. 
Drehmoment und Drehimpuls hängen im allgemeinen von der Wahl des Be­
zugspunktes ab. In (27 ,3) und (27 ,4) sind beide Größen in bezugauf den Schwer­
punkt definiert. 
Bei einer Verschiebung des Nullpunktes um die Strecke a sind die neuen 
Radiusvektoren r' der Punkte des Körpers mit den alten r durch die Beziehung 
r = r' + a verknüpft. Damit ergibt sich 

K = }; [ r /] = }; [ r' /] + }; [ a /] 
oder 

K = K' + [af]. (27,5) 

Hieraus sieht man z.B., daß der Wert des Drehmomentes nicht von der Wahl 
des Koordinatenanfangspunktes abhängt, wenn die Gesamtkraft F = 0 ist (in 
diesem Falle sagt man, daß an dem Körper ein Kräftepaar angreift). 
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§ 28. Berührung starrer Körper 

Die Gleichgewichtsbedingungen des starren Kröpers sind, wie aus den Bewe­
gungsgleichungen (27,1) und (27,3) folgt, gleichbedeutend mit der Forderung, 
daß die gesamte angreifende Kraft und das Gesamtdrehmoment verschwinden: 

F = }; f = 0 , K = }; [r f] = 0 . (28,1) 

Die Summierung wird hier über alle am Körper angreifenden äußeren Kräfte 
ausgeführt, r sind die Radiusvektoren der "Angriffspunkte" der Kräfte; hierbei 
kann der Punkt (Koordinaten-Anfangspunkt), bezüglich dessen die Momente 
definiert sind, frei gewählt werden; denn im Falle F = 0 hängt der ViTert von K 
nicht von dieser Wahl ab (s. (27,5)). 
Wenn wir es mit einem System von sich berührenden starren Körpern zu tun 

haben, so müssen bei Gleichgewicht die Bedingungen (28,1) für jeden Körper 
einzeln erfüllt sein. Hierbei sind auch diejenigen Kräfte zu berücksichtigen, die 
auf einen Körper von seiten der übrigen ihn berührenden Körper wirken. Diese 
Kräfte greifen in den Berührungspunkten der Körper an und heißen Reaktions­
kräfte. Für je zwei Körper sind die wechselseitigen Reaktionskräfte offenbar 
dem Betrag nach gleich, aber entgegengesetzt gerichtet. 
Im allgemeinen Falle findet man sowohl Größe als auch Richtung der Reak­

tionskräfte durch gleichzeitige Lösung der Gleichungssysteme (28,1) für sämt­
liche Körper. In gewissen Fällen ergibt sich jedoch die Richtung der Reaktions­
kräfte bereits aus den Bedingungen der Aufgabe. Wenn z.B. die Oberflächen 
zweier Körper reibungslos aufeinander abgleiten können, so haben die Reak­
tionskräfte zwischen ihnen die Richtung der Flächennormalen. 
Im allgemeinen treten, wenn sich die berührenden Körper relativ zueinander 

bewegen, neben den Reaktionskräften noch Kräft.e dissipativen Charakters auf, 
die Reibungskräfte. 
Es sind zwei Bewegungstypen der sich berührenden Körper möglich: Gleiten 

und Rollen. Beim Gleiten stehen die Reaktionskräfte senkrecht auf den sich er­
bührenden Oberflächen, die Reibungskräfte sind tangential zu ihnen gerichtet. 
Das reine Rollen ist dadurch charakterisiert, daß es in den Berührungspunkten 

• keine Relativbewegung der Körper gibt; mit anderen Worten, rollende Körper 
sind in jedem Augenblick sozusagen im Berührungspunkt befestigt. Hierbei ist 
die Richtung der Reaktionskraft beliebig, d. h., sie steht nicht unbedingt senk­
recht auf den sich berührenden Oberflächen. Die Reibung führt beim Rollen zu 
einem zusätzlichen Drehmoment, das der Rollbewegung entgegenwirkt. 
Wenn beim Gleiten die Reibung so klein ist, daß man sie überhaupt nicht zu 

berücksichtigen braucht, nennt man die Oberfläche absolut glatt. Ist dagegen 
nur ein reines Rollen ohne Gleiten möglich und kann man dabei die Reibung 
vernachlässigen, so heißen die Oberflächen absolut rauh. 
In diesen beiden Fällen treten die Reibungskräfte bei der Behandlung der 

Bewegung der Körper nicht explizit auf, so daß ein rein mechanisches Problem 
vorliegt. Wenn dagegen die konkreten Eigenschaften der Reibung für die Bewe-
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gung wesentlich sind, so stellt letztere schon nicht mehr einen rein mechanischen 
Prozeß dar (vgl. § 20). 
Die Berührung von Körpern verringert die Zahl ihrer Freiheitsgrade im Ver­
gleich zur freien Bewegung. Bisher haben wir bei der Betrachtung derartiger 
Aufgaben diesen Umstand dadurch berücksichtigt, daß wir Koordinaten ein­
führten, die unmittelbar der tatsächlichen Anzahl der Freiheitsgrade ent­
sprachen. Es zeigt sich aber, daß beim Rollen von Körpern eine solche Wahl 
der Koordinaten unmöglich ist. 
Die Bedingung, die der Bewegung der Körper beim Rollen auferlegt wird, ist 
die Gleichheit der Geschwindigkeiten der sich berührenden Punkte (so muß beim 
Rollen eines Körpers auf einer festen Oberfläche die Geschwindigkeit des Berüh­
l'Ungspunktes gleich Null sein). Im allgemeinen Falle drückt sich eine solche 
Bedingung durch Bindungsgleichungen der Form 

}; C�; q; = 0 
i 

(28,2) 

aus, wo die c�, nur von den Koordinaten abhängen {der Index <X numeriert die 
Bindungsgleichungen). Wenn die linken Seiten der Gleichungen keine totalen 
zeitlichen Ableitungen von irgendwelchen Koordinatenfunktionen sind, lassen 
sich die Gleichungen nicht integrieren. Mit anderen Worten, sie führen nicht 
auf Beziehungen zwischen den Koordinaten allein, die man dazu benutzen 
könnte, die Lage der Körper durch eine kleinere Anzahl von Koordinaten zu 
bestimmen entsprechend der tatsächlichen Anzahl von Freiheitsgraden. Solche 
Bindungen heißen nichtholonom (im Gegensatz zu holonomen Bindungen, welche 
nur die Koordinaten des Systems miteinander verknüpfen). 
Als Beispiel betrachten wir das Rollen einer Kugel auf einer ebenen Ober­
fläche. Wie gewöhnlich bezeichnen wir mit V die Geschwindigkeit der Transla­
tionsbewegung (Geschwindigkeit des Kugelmittelpunktes) und mit U die Win­
kelgeschwindigkeit der Rotation. Die Geschwindigkeit des Berührungspunktes 
der Kugel mit der Ebene ergibt sich durch Einsetzen von r = -a n in die all­
gemeine Formel v = V +  [Ur] (a ist der Kugelradius, n der Einheitsvektor der 
Normalen auf der Ebene im Berührungspu�kt). Die gesuchte Beziehung stellt 
die Bedingung für die Abwesenheit von Gleitung im Berührungspunkte dar, d. h., 
sie ergibt sich aus der Gleichung 

V-a [U n] = 0 .  (28,3) 
Diese Gleichung kann nicht integriert werden. Die Geschwindigkeit V ist zwar 
die totale zeitliche Ableitung des Radiusvektors des Kugelmittelpunktes, die 
Winkelgeschwindigkeit aber stellt i. allg. keine totale Ableitung irgendwelcher 
Koordinaten dar. Das bedeutet, daß die Bindung (28,3) nichtholonom ist.1) 

1) Wir erwähnen, daß dieselbe Bindung beim Abrollen eines Zylinders holonom wäre. 
ln diesem Falle behält die Rotationsachse beim Rollen ihre Richtung im Raume bei, so 
daß Q = drpjdt die totale Ableitung des Drehwinkels rp des Zylinders um seine Achse ist. 
Die Beziehung (28,3) läßt sich dann integrieren und liefert eine Verknüpfung zwischen den 
Schwerpunktskoordinaten und dem Winkel rp. 
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Folge einerungleichförmigen Rotation, während die beiden anderen Kräfte auch 
bei gleichförmiger Drehung auftreten. Der Term 2 m[v .Q] heißt Corioliskraft; 
im Gegensatz zu sämtlichen früher betrachteten (nichtdissipativen) Kräften 
hängt sie von der Geschwindigkeit des Teilchens ab. Der Ausdruck m[.U[r .UJ] 
trägt den Namen Zentrifugalkraft. Sie wirkt in der Ebene durchrund .Q senk­
recht zur Drehachse ( d. h. senkrecht zu .U) und ist von dieser weg gerichtet; ihr 
Betrag ist m Q Q2, wo e den senkrechten Abstand des Teilchens von der Dreh­
achse darstellt. 
Wir betrachten nun den speziellen Fall der gleichmäßigen Rotation eines 
Koordinatensy�tems ohne Translationsbeschleunigung. Wenn wir in (29,6) und 
(29,7) !J = const und W = 0 setzen, erhalten wir die LAGRANGE-Funktion 

mv2 m L = -2- + mv[!l r] + 2[.U r]
2-U (29,8) 

und die Bewegungsgleichung 
dv IJU mdt = - Bi + 2m [v!lJ + m[.U[r!l]] .  (29,9) 

Wir wollen noch die Energie des Teilchens in diesem Falle berechnen. Wenn 
wir 

IJL 
p = - = mv + m[D r] 

IJv 

in E = 1J v -L einsetzen, ergibt sich 

E = m v2 - [!l 1']2 + U 
2 2 

. 

(29,10) 

(29,11) 

Wir weisen darauf hin, daß in der Energie kein Glied auftritt, das die Geschwin­
digkeit linear enthält. Die Rotation des Bezugssystems erzeugt ein Zusatzglied 
in der Energie, das nur von den Koordinaten des Teilchens abhängt und dem 
Quadrat der Winkelgeschwindigkeit proportional ist.. Diese zusätzliche poten-

tielle Energie -m [!l r]2 heißt Zentrifugalenergie. 2 . 

Die Geschwindigkeit v des Teilchens im gleichförmig rotierenden Bezugs­
system ist mit seiner Geschwindigkeit v0 bezüglich des Inertialsystems K0 durch 
die Beziehung 

'l'o = t' + [!J r] (29,12) 

verknüpft. Infolgedessen fällt der Impuls p des Teilchens im K-System nach 
(29,10) mit seinem Impuls Po = m v0 im K0-System zusammen. Gleichzeitig 
nehmen auch die Drehimpulse M0 = [r p0] und M = [r p] dieselben Werte an. 
:Oie Energien des Teilchens in denSystemenKund K0 sind dagegen verschieden. 
Wenn wir v aus (29,12) in (29,11) einsetzen, erhalten wir 

m v2 · m v� E = 
2 
° -m Vo[!l 1'] + u = T + u -m[7' 'l�oJ n . 
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Aus der Beziehung 
dH = - .E Pt dqt + .E qt dp; (30,3) 

zwischen den Differentialen, wo die Koordinaten und Impulse als unabhängige 
Variable aufgefaßt werden, folgen die Gleichungen 

. aH . aH 
q;=-, P;=--. (30,4) 

ap1 aq1 
Dies sind die gesuchten Bewegungsgleichungen in den Veränderlichen p und q; 
sie heißen HAMILTONsche Gleichungen und bilden ein System von 2 8 Differential­
gleichungen erster Ordnung für die 2 s unbekannten Funktionen p(t) und q(t) 
(8 ist die Anzahl der Freiheitsgrade); sie ersetzen die 8 Gleichungen zweiter Ord­
nung der LAGRANGEschen Methode. In Anbetracht ihrer formalen Einfachheit 
und Symmetrie nennt man sie auch kanoni8che Gleichungen. 
Die totale zeitliche Ableitung der fuMILTON-Funktion lautet 

dH aH aH. aH. 
dT 
= 
Tt + .E aq1 q; + .E ap1 Pt · 

Beim Einsetzen von q1 und Pt aus (30,4) heben sich die beiden letzten Glieder 
gegenseitig auf, so daß sich ergibt 

dH f!H 
dt 

(30,5) 

Wenn die HAMILTON-Funktion von der Zeit nicht explizit abhängt, so wird 
d1Ifdt = 0, d. h., wir bekommen wiederum den Erhaltungssatz der Energie. 
Neben den dynamischen Variablen q, ij bzw. q, p enthalten die LAGRANGE-und 
die HAMILTON-Funktion verschiedene Parameter, welche die Eigenschaften des 
mechanischen Systems selbst oder des äußeren Feldes charakterisieren. ;. sei 
einer dieser Parameter. Wenn wir ihn als veränderliche Größe ansehen, erhalten 
wir statt (30,1) 

. . aL ..], dL = .E Pt dq; + .E p; dq; + 8T U/1. • 

woraus mit (30,3) 
. . aL , dH = - .E Pt dqt + .E qt dp; -8T d11. 

folgt. Wir finden damit die Beziehung 

(��t.q =-( �� t.q' (30,6) 

welche die partiellen Ableitungen der LAGRANGE-Funktion und die der HAMIL­
TON-Funktion nach dem Parameter A. verknüpft, die Indizes bei den Ableitungen 
weisen darauf hin, daß die Differentiation in dem einen Falle bei konstantem p 
und q, im anderen Falle bei konstantem q und q durchzuführen ist. 
Dieses Resultat kann auch unter einem anderen Gesichtspunkt dargesteHt 
werden. Angenommen, die LAGRANGE-Funktion habe die Form L = L0 + L', 
wo L' ein kleines Zusatzglied zur eigentlichen Funktion L0 bedeutet. Dann 
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Die Än derung der Wirkung beim Übergang von einer Bahn zu einer benach­
barten ist (im Falle eines Freiheitsgrades) durch den Ausdruck (2,5) gegeben, 
also durch 

BL tl, Jt,(BL d BL) 
tiS = ----=- tiq + - ------:-fJq dt . Bq Bq dt Bq 

t. fl 

Da die Bahn der wirklichen Bewegung den LAGRANGEschen Gleichungen genügt, 
verschwindet das hier auftretende Integral. Im ersten Glied nehmen wir an der 
unteren Grenze tiq(t1) = 0 an und bezeichnen den Wert tip(t2) einfach mit tiq. 
Ferner ersetzen wir oL(oq durch p und erhalten schließlich {JS = p tiq oder, im 
allgemeinen Falle bei beliebig vielen Freiheitsgraden, 

tiS = }; p1 tiq1 • ; {31,2) 

Aus dieser Beziehung folgt, daß die partiellen Ableitungen der Wirkung nach 
den Koordinaten gleich den entsprechenden Impulsen sind: 

BS 
-= p;. (31,3) Bq; 

Analog kann man die Wirkung als explizite Funktion der Zeit auffassen, indem 
man Bahnen betrachtet, welche zu einem gegebenen Zeitpunkt t1 in der Lage q<1> 
beginnen, jedoch zu verschiedenen Zeitpunkten t2 = tinder vorgegebenen Lage 
q<2> enden. Die in diesem Sinne verstandene partielle Ableitung oSfot kann man 
durch entsprechende Variation des Integrals finden. Es ist jedoch einfacher, 
die bereits bekannte Formel (31,3) zu benutzen und folgendermaßen zu ver­
fahren. 
Nach der Definition der Wirkung ist ihre totale zeitliche Ableitung längs einer 
Bahn 

dS 
- =L. dt (31,4) 

Wenn man andererseits S als Funktion der Koordinaten und der Zeit in dem 
oben beschriebenen Sinne betrachtet und Formel (31,3) benutzt, erhält man 

dS BS BS . BS . 
dt = 8t + �Bq· qi = 8i + }; Pi q . ' ' 

Vergleich beider Ausdrücke liefert 

BS L "' . 
u = -�Pi q; 

und schließlich 

BS Bt -H(p, q, t). (31,5) 
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wo w die Eigenfrequenz des Oszillators ist. Die Gleichung der Phasenbahn 
ergibt sich aus .dem Erhaltungssatz der Energie H(p, q) = E. Sie stellt eine 
Ellipse mit den Halbachsen V2 m E und V2 Efm w

2 und der (durch 2 n; geteilten) 
Fläche E 

1 = ­
w 

(32,6) 

dar. Die adiabatische Invarianz dieser Größe bedeutet, daß sich die Energie 
bei langsamer Änderung der Parameter des Oszillators proportional zur Fre­
quenz ändert. 



Das Relativitätsprinzip 

§ 33. Di� Geschwindigkeit der Wirkungsausbreitung 

VIII 

Die Wechselwirkung materieller Teilchen wird in der klassischen Mechanik durch 
die potentielle Energie beschrieben, die eine Funktion der Teilchenkoordinaten 
ist. Es ist klar, daß diese Methode der Wechselwirkungsbeschreibung die Voraus­
setzung der unendlich schnellen Ausbreitung der Wirkung enthält. Die auf 
jedes Teilchen von den anderen ausgeübten Kräfte hängen nach dieser Beschrei­
bung nur von der Lage der Teilchen zum gegebenen Zeitpunkt ab. Eine Än­
derung der Lage irgendeines Teilchens wirkt im gleichen Augenblick auf die 
anderen Teilchen. 
Es gibt jedoch, wie Versuche zeigen, in der Natur keine augenblicklichen 

W echselwirkungen. Daher ist auch eine Mechanik, die auf der unendlich 
schnellen Ausbreitung der Wirkung beruht, unexakt. Tatsächlich zeigt sich der 
Einfluß der Veränderung eines Körpers auf einen mit ihm in Wechselwirkung 
stehenden anderen erst nach Ablauf einer gewissen Zeitspanne. Teilen wir die 
Entfernung der Körper durch dieses Zeitintervall, so ergibt sich die Ausbrei­
tungsgeschwindigkeit der Wirkung. 
Streng genommen müßten wir eine solche Geschwindigkeit als Maximalge­

schwindigkeit der Wirkungsausbreitung bezeichnen. Sie bestimmt nur das Zeit­
intervall, nach dessen Ablauf das erste Signal zu einem Körper gelangen kann, 
das von der eingetretenen Änderung an einem anderen Körper Kunde gibt. Es 
ist offensichtlich, daß die Annahme einer Grenzgeschwindigkeit für die Aus­
breitung der Wirkung gleichzeitig bedeutet, daß generell in der Natur die Be­
wegung von Körpern mit größerer Geschwindigkeit als dieser unmöglich ist. 
Aus dem Relativitätsprinzip folgt, daß die Ausbreitungsgeschwindigkeit der 

Wirkung, wie ein Naturgesetz, in allen Inertialsystemen dieselbe ist, d. h., sie 
stellt sich als eine universelle Konstante dar. 
Wie im weiteren gezeigt wird, ist diese konstante Geschwindigkeit nichts 

anderes als die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes im Vakuum. Wir wer­
den sie daher Lichtgeschwindigkeit nennen. Sie wird gewöhnlich mit dem Buch­
staben c bezeichnet. Ihr Zahlenwert ist 

c = 2,998 · 1010 cmfs . (33,1) 

Durch die Größe dieses Wertes wird die Tatsache erklärt, daß man in der 
Praxis in der Mehrzahl aller Fälle mit der klassischen Mechanik auskommt. 
Die Geschwindigkeiten, mit denen wir es gewöhnlich zu tun haben, sind im 
Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit so klein, daß die Annahme einer unendlichen 
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Lichtgeschwindigkeit die Genauigkeit der Ergebnisse praktisch nicht beeinflußt . 
. Das Relativitätsprinzip zusammen mit dem Prinzip einer endlichen Wirkungs­
geschwindigkeit wird EINSTEINsches Relativitätsprinzip genannt (es wurde von 
EINSTEIN 1905 formuliert), im Unterschied zum GALILEischen Relativitäts­
prinzip, das auf der Annahme einer unendlichen Geschwindigkeit der Ausbrei­
tung der Wirkung beruht. 
Die auf dem EINSTEINsehen Relativitätsprinzip (das wir kurz Relativitäts­

prinzip nennen werden) basierende Mechanik heißt relativistische Mechanik. In 
dem Grenzfall, wo die Geschwindigkeiten der bewegten Körper klein gegenüber 
der Lichtgeschwindigkeit sind, kann der Einfluß der endlichen Wirkungs­
geschwindigkeit auf die Bewegung vernachlässigt werden. Dann geht die rela­
tivistische Mechanik in die gewöhnliche Mechanik über, die die Annahme einer 
sofortigen Wirkungsausbreitung enthält. Diese gewöhnliche Mechanik wird auch 
als NEWTONsehe oder klassische Mechanik bezeichnet. Der Grenzübergang von 
der relativistischen zur klassischen Mechanik erfolgt formal dadurch, daß wir 
in den Formeln der ersteren c --+ oo gehen lassen. · 

Schon in der klassischen Mechanik ist der Raum in dem Sinne relativ, daß 
die räumlichen Beziehungen zwischen zwei Ereignissen davon abhängen, in 
welchem Bezugssystem sie beschrieben werden. Die Aussage, daß zwei nicht 
gleichzeitige Ereignisse im gleichen Raumpunkt oder allgemeiner in einer be­
stimmten Entfernung voneinander stattfinden, hat nur dann einen Sinn, wenn 
man das Bezugssystem angibt, auf das sich die Aussage bezieht. 
Hingegen ist die Zeit in der klassischen Mechanik eine absolute Größe: Ihre 

Eigenschaften hängen nicht vom Bezugssystem ab, sie ist für alle Systeme 
dieselbe. Dies bedeutet, daß zwei für irgendeinen Beobachter gleichzeitige 
Erscheinungen auch für alle anderen Beobachter gleichzeitig sind. Allgemein 
ist das Zeitintervall zwischen zwei Ereignissen für alle Bezugssysteme dasselbe. 
Man überzeugt sich jedoch leicht davon, daß der Begriff der absoluten Zeit 

in völligem Widerspruch zum EINSTEINsehen Relativitätsprinzip steht. Dazu 
genügt es schon, sich an das in der klassischen Mechanik geltende allgemein 
bekannte Additionsgesetz der Geschwindigkeiten zu erinnern, nach dem die 
Geschwindigkeit einer zusammengesetzten Bewegung gleich der (vektoriellen) 
Summe der Einzelgeschwindigkeiten ist. Als universelles Gesetz hätte es auch 
für Wirkungsausbreitung zu gelten. Daraus würde aber folgen, daß die Wir­
kungsgeschwilldigkeit für verschiedene Inertialsysteme verschieden wäre, und 
dies widerspricht dem Relativitätsprinzip. 
Das Relativitätsprinzip wird in dieser Beziehung vom Experiment durchaus 

bestätigt. Durch zuerst von MlcHELSON (1881) ausgeführte Messungen wurde 
festgestellt, daß die Lichtgeschwindigkeit von der Ausbreitungsrichtung des 
Lichtes völlig unabhängig ist; nach der klassischen Mechanik dagegen sollte sie 
in Richtung der Erdbewegung kleiner sein als in der entgegengesetzten Richtung. 
;Das Relativitätsprinzip führt also zu dem Ergebnis, daß die Zeit nicht als 

absolut anzusehen ist. Sie läuft in verschiedenen Bezugssystemen verschieden 
schnell ab. Eine Aussage, daß zwischen zwei Ereignissen ein bestimmtes Zeit-
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sehen zwei Punkten in einem vierdimensionalen Raum (dessen Achsen x, y, z 

und das Produkt c t sind). Es gibt jedoch einen wesentlichen Unterschied bei der 
Berechnung dieser Größe im Vergleich mit den Regeln der gewöhnlichen Geo­
metrie: bei der Bildung des Quadrates des Abstandes werden die Quadrate der 
Koordinatenabstände der verschiedenen Achsen nicht mit einheitlichen sondern 
mit verschiedenen Vorzeichen summiert1). 
Oben wurde gezeigt, daß aus ds = 0 in einem bestimmten Inertialsystem 
ds' = 0 in einem anderen System folgt. Andererseits sind ds und ds' unendlich 
kleine Größen gleicher Ordnung. Aus diesen beiden Tatsachen folgt, daß ds2 und 
ds'2 proportional zueinander sein müssen: 

ds2 = a · ds'2 • • 

Hierbei kann der Koeffizient a nur vom Absolutwert der Relativgeschwindig­
keit der beiden Inertialsysteme abhängen. Er kann nicht von den Koordinaten 
und der Zeit abhängen, weil dann verschiedene Raum-und Zeitpunkte unter­
einander nicht mehr gleichwertig wären, was der Homogenität von Raum und 
Zeit widerspricht. Er kann1auch nicht von der Richtung der Relativgeschwin­
digkeit abhängen, weil dies der Isotropie des Raumes widersprechen würde., Wir betrachten drei Bezugssysteme K, K1, K2• V1, V2 seien die Geschwindig-
keiten von K1 bzw. K2 relativ zu K. Dann haben wir 

. 

ds2 = a(V1) ds�, ds2 = a(V2) ds;. 

Aus gleichem Grunde kann man schreiben 
ds� = a( vl2) ds; ' 

wo V12 der Absolutwert der Relativgeschwindigkeit von K2 bezüglich K1 'ist. 
Aus dem Vergleich dieser Beziehungen finden wir, daß 

a(V,) 
= a(V ) (34,5) a( VI) 

12 

gelten muß. V12 hängt nicht nur von den Absolutwerten der Vektoren V1 und V2 
ab, sondern auch von dem.. Winkel zwischen ihnen. Letzterer geht indessen in 
den linken Teil von (34,,8f nicht ein. Es ist also klar, daß diese Beziehung nur 
dann gelten kann, wenn die Funktion a( V) gleich einer Konstanten ist,. die, wie 
aus denselben Gleichungen folgt, gleich l sein muß. 
Es ist somit 

ds2 = ds'2 

und aus der Gleichheit unendlich kleiner Abstände folgt auch die endlicher Ab­
stände: s = s'. 
Wir gelangen so zu einem äußerst wichtigen Ergebnis: Der Abstand zwischen 
zwei Ereignissen ist in allen Inertialsystemen gleich, ist also eine Invariante 

1) Die durch die quadratische Form (34,4) bestimmte vierdimensionale Geometrie wurde 
im Zusammenhang mit der Relativitätstheorie von MINKOWSKI eingeführt. Man nennt sie 
pseudoeuklidisch. 
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bezüglich der Transformationen von einem Inertialsystem zu einem beliebigen 
anderen. Diese Invarianz ist der mathematische Ausdruck für die Konstanz der 
Lichtgeschwindigkeit. 
Es seien wieder x1, y1, z1, t1 und x2, y2, z2, t2 die Koordinatenzweier Ereignisse 

in irgendeinem Bezugssystem K. Gibt es dann ein Bezugssystem K', in dem 
diese beiden Ereignisse an ein und demselben Raumpunkt stattfinden? 
Wir führen die Bezeichnungen 

ein. Dann ist der Abstand zwischen den beiden Ereignissen im System K: 
s�2 = c2 t�2 -l�2 

und im System K': 
s:; = c2 e:� -z:; , 

wobei wegen der Invarianz des Abstandes 

gilt. Wir verlangen, daß im System K' beide Ereignisse an einem Punkte vor 
sich gehen, d. h., daß l�2 = 0. Dann muß 

si2 = C2 ti2 -li2 = C2 t�� > 0 
gelten. 
Ein Bezugssystem mit den geforderten Eigenschaften gibt es also, wenn 
si2 > 0 gilt, d. h. der Abstand zwischen den beiden Ereignissen reell ist. Reelle 
Abstände bezeichnet man als zeitartige. 
Ist daher der Abstand zwischen zwei Ereignissen zeitartig, so gibt es ein Be­

zugssystem, in dem die beiden Ereignisse am gleichen Orte stattfinden. Die 
Zeit, die in diesem System zwischen den beiden Ereignissen vergeht, beträgt 

(34,6) 

Finden zwei Ereignisse an ein und demselben Körper statt, so ist der Abstand 
zwischen ihnen immer zeitartig.

' 
In der Tat kann der Weg, den der Körper 

zwischen den beiden Ereignissen zurücklegt, nicht größer als c t12 sein, da die 
Geschwindigkeit des Körpers c nicht übersteigen darf. Es gilt also immer 

�2 < vt12. 
Wir stellen uns nun die Frage, ob sich nicht ein solches Koordinatensystem . 

finden läßt, in dem zwei Ereignisse zum gleichen Zeitpunkt stattfinden. Wie 
früher haben wir für die Systeme K und K' c2 t�2-li2 = c2 t�:-z:�. Unsere 
Forderung t�2 = 0 führt zu 

si2 = 
- z;: < 0 . 

Das gesuchte Koordinatensystem läßt sich also nur finden, wenn der Abstand 
zwischen den Ereignissen imaginär ist. Imaginäre Abstände heißen raumartig. 
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in zwei Bezugssystemen mehrere Uhren in einem und eine Uhr in dem anderen 
System nötig sind. Der ganze Vorgang ist also nicht symmetrisch bezüglich 
beider Systeme. Es bleibt immer diejenige Uhr zurück, die mit verschiedenen 
Uhren im anderen System verglichen wird. 
Haben wir zwei Uhren, von denen eine eine geschlossene Bahn beschreibt, 
d. h. zu ihrem Ausgangspunkt, der unbewegten Uhr, zurückkehrt, so wird die 
bewegte Uhr im Vergleich zur unbewegten zurückbleiben. Die umgekehrte 
Überlegung, bei der man die bewegte Uhr als ruhend ansieht, ist hier nicht mög­
lich, da eine Uhr, die eine geschlossene Bahn beschreibt, sich nicht mehr gerad­
linig und gleichförmig bewegt, so daß ein mit ihr verbundenes Bezugssystem 
kein Inertialsystem mehr ist. Da nun die Naturgesetze nur in Inertialsystemen 
in gleicher Weise formuliert sind, besitzen Bezugssysteme, die mit unbeschleunigt 
bewegten Uhren verbunden sind (d. h. Inertialsysteme), andere Eigenschaften 
als diejenigen, die zu beschleunigt bewegten Uhren gehören (Nichtinertial­
systeme). Die Überlegungen, die zu dem Ergebnis führen, daß eine ruhende 
Uhr nachgehen sollte, sind also falsch. 

§ 36. Die LoRENTz-Transformation 

Unser Ziel ist es jetzt, die Transformationsformel von einem Inertialsystem in 
ein anderes aufzustellen, d. h. eine Formel zu finden, die es uns gestattet, aus den 
Koordinaten x, y, z, t eines Ereignisses in irgendeinem Bezugssystem K die Ko­
ordinaten x

'
, y', z', t' desselben Ereignisses in einem anderen Inertialsystem K' 

zu berechnen. 
In der klassischen Mechanik wurde diese Frage mit den einfachen Formeln der 
GALILEI-Transformation (3,1 -2) gelöst. Bewegt sich das System K' relativ 
zu dem System K längs der gemeinsamen Achsenrichtung x und x

'
, so haben 

diese Formeln die Gestalt 
x = x

' + V t' , y = y
' 

, z = z
' , t = t' . (36,1) 

Diese Transformation genügt natürlich nicht den Forderungen der Relativitäts­
theorie, sie läßt den Abstand zwischen Ereignissen nicht invariant. 
Die relativistischen Transformationsformeln werden wir aus der Forderung 
ableiten daß sie den Abstand invariant lassen müssen. 
Wie wir in § 34 sahen, läßt sich der Abstand zwischen zwei Ereignissen als 
Entfernung zwischen den zwei entsprechenden Weltpunkten im vierdimen­
sionalen Koordinatensystem auffassen. Wir können also sagen, daß die gesuchte 
Transformation alle Längen im vierdimensionalen Raum x, y, z, c · t ungeändert 
lassen muß. Solche Transformationen sind aber nur Parallelverschiebungen 
und Drehungen des Koordinatensystems. Davon sind die Parallelverschiebun­
gen des Koordinatensystems uninteressant, da sie nur die Lage des Ursprungs 
der räumlichen Koordinaten und den Anfangspunkt der Zeitskala ändern. Die 
gesuchte Transformation muß sich daher als Rotation des vierdimensionalen 
Koordinatensystems x, y, z, c · t mathematisch darstellen lassen. 
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Faktor VI - V2fc2• Diese Folgerung aus der Relativitätstheorie wird als Lo­
RENTZ-K ontraktion bezeichnet. 
Da sich bei der Bewegung alle senkrecht zur Bewegungsrichtung befindlichen 
Abmessungen des Körpers nicht ändern, verkleinert sich sein Volumen )8 nach 
derselben Formel 

(36,5) 

)80 ist das "Eigenvolumen" des Körpers. 
Aus der LoRENTZ-Transformation leitet man auch die uns schon bekannten 
Ergebnisse über die Eigenzeit (§ 35) ab. Im System K' ruhe eine Uhr. Wir 
wählen zwei Ereignisse, die im System K' am gleichen Ort x', �· z' geschehen 
und zwischen denen ein Zeitunterschied L1t' = t; - t� besteht. Gesucht wird die 
Zeit L1t, die im Bezugssystem K zwischen diesen beiden Ereignissen vergeht. 
Aus (36,3) folgt 

'
+
V I t1 - X  c2 

oder nach Subtraktion 

t2 - tl = L1 t = V V2 l --c2 
LI t' 

in Übereinstimmung mit (35,1). 

§ 37. Transformation der Geschwindigkeit 

Im letzten Paragraphen fanden wir Gleichungen, mit denen wir aus den Ko­
ordinaten eines Ereignisses in einem Bezugssystem die Koordinaten desselben 
Ereignisses in anderen Bezugssystemen berechnen konnten. Hier suchen wir 
Formeln, die die Geschwindigkeit bewegter Teilchen in verschiedenen Bezugs­
systemen verknüpfen. 
Es bewege sich wieder das System K' relativ zum System K mit der Geschwin-
digkeit V längs der x-Achse. v,. =� sei die Geschwindigkeitskomponente eines 

dt 
dx' Teilchens im System K, v� = dt' die entsprechende Komponente desselben 

Teilchens im System K'. (36,3) liefert 

9* 

dx' + V dt' d:� = v--V2·-. 

1- --c2 
dy = dy'' dz = dz', 

dt' + � dx' c2 dt = -- -- - -· - . VI-� c2 
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nach Potenzen von vfc entwickeln. Bis auf Glieder höherer Ordnung erhält man 
mv 2 L =-rnc2 + 2 .  

Das konstante Glied in der LAGRANGE-Funktion wirkt sich nicht auf die Be­
wegungsgleichungen aus und kann fortgelassen werden. Wir erhalten so den 
klassischen Ausdruck L = rn v2J2. Gleichzeitig wird der Sinn der Einführung 
der Konstanten m in (39,1) klar, welche mit der Masse des Teilchens identisch 
ist. 
Der Impuls des Teilchens ergibt sich als Ableitung p = (}Lj(Jv. Durch Dif­

ferenzieren von (39,2) erhalt�n wir 
m v 

p = - - . (39,3) 

1/1-!!__ 
V c2 

Bei kleinen Geschwindigkeiten (v < c) geht dieser Ausdruck in den klassischen 
p = m1/ über. 
Die Ableitung des Impulses nach der Zeit ergibt die auf das Teilchen wirkende 

Kraft. Ändert sich nur die Richtung der Geschwindigkeit des Teilchens, d. h., 
stehen Kraftrichtung und Geschwindigkeitsrichtung senkrecht aufeinander, so 
folgt 

dp _ m dv 
dt --l-�--v2-dt · 

V 1-C2 
(39,4) 

Ist dagegen der Betrag der Geschwindigkeit veränderlich und die Kraft dem­
nach mit der Geschwindigkeit gleichgerichtet, so erhalten wir 

dp 
dt 

m dv (�-:: r2 dt. 
(39,5) 

Man sieht, daß in beiden Fällen das Verhältnis Kraft zu Beschleunigung ver­
schieden ist. 
Entsprechend der allgemeinen Definition (6,1) ist die Energie eines Teilchens 

E=pv- L .  (39,6) 

Durch Einsetzen von L undpaus (39,2) und (39,3) erhaltrn wir 

E= (39,7) 

Diese sehr wichtige Formel besagt unter anderem, daß in der relativistischen 
Mechanik die Energie eines freien Teilchens für v = 0 nicht verschwindet, son­
dern den endlichen Wert 

E = mc2 (39,8) 
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.... fl > m1 + m2 gilt, d. h., ein Körper kann spontan nur in Teile zerfallen, deren 
Massensumme kleiner als die Masse des Körpers ist. Besteht umgekehrt die Un­
gleichung M < m1 + m2, so ist der Körper in bezug auf diese Zerfallsart stabil 
und kein spontaner Zerfall ist möglich. Um auch hier einen Zerfall zu erreichen, 
muß man dem Körper von außen eine Energie zuführen, die mindestens gleich 
seiner Bindungsenergie (m1 + m2 - M) ist. 
Neben dem Energieerhaltungssatz muß auch der Impulserhaltungssatz beim 
Zerfall erfüllt sein, d. h., die Summe der Impulse der auseinanderfliegenden Teile 
muß gleich dem ursprünglichen Impuls des Körpers, also Null sein: p10 + p20 = 0. 
Daraus folgt p�0 = p;0 oder 

(41,2) 
Die beiden Gleichungen (41,1) und (41,2) bestimmen eindeutig die Energie der 
auseinanderfliegenden Teile: 

M2 + 2 2 
E - ml -m2 
Io- 2M ' (41,3) 

Das in gewissem Sinne umgekehrte Problem besteht in der Berechnung der 
Gesamtenergie M zweier zusammenstoßender Teilchen in dem Bezugssystem, 
in dem ihr Gesamtimpuls verschwindet (Schwerpunktsystem). Die Berechnung 
dieser Größe gibt ein Kriterium für die Möglichkeit des Auftretens nichtelasti­
scher Zusammenstöße, die von einer Zustandsänderung der stoßenden Teilchen 
oder von einer Erzeugung neuer Teilchen begleitet sind. Jeder dieser Prozesse 
kann nur unter der Bedingung stattfinden, daß die Massensumme aller "Reak­
tionsprodukte" M nicht übersteigt. 
Im Ausgangs-oder Laborsystem stoße ein Teilchen mit der Masse m1 und der 

Energie E1 auf ein ruhendes Teilchen der Masse m2• Die Gesamtenergie beider 
Teilchen beträgt 

E = E1 + E2 = E1 + m2 , 
ihr Gesamtimpuls p = p1 + p2 = p1. Betrachten wir die beiden Teilchen als ein 
zusammengesetztes System, so finden -wir für die Geschwindigkeit dieses Systems 
als Ganzes nach (39,11 ): 

1l = P = p1 (41,4) E E1 + m2 
V ist die Geschwindigkeit des Schwerpunktsystems in bezug auf das Labor­
system. 
Um die gesuchte Größe M zu finden, ist es nicht nötig, die Transformation von 

einem in das andere Bezugssystem auch tatsächlich auszuführen. Statt dessen 
wenden -wir die Formel (39,9) sowohl auf das zusammengesetzte System als auch 
auf die beiden Teilchen getrennt an. Dies ergibt 

M2 = E2 - pz = (El + mz)z - (E� - mi) , 
woraus 

(41,5) 
folgt. 
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2. Man drücke E;, E� und X durch den Streuwinkel B J im Laborsystem für den Fall des 
Htoßes von zwei Teilchen gleicher Masse m aus. 
Lösung. Wenn wir in (42,5) p1 = VE� -"""fn2, p; = V�ii-=-m2 einsetzen und die 
Gleichung nach E; auflösen, erhalten wir 

Ferner gilt 

E; = E1 + m + (E1-m) cos2 81• E1 + m -(E1-m) cos2 B1 

(E2 2) . 2 8 
E� = EI + m -E; = m + -- I -m sm I_ 

2m + (EI -m) sin2 B1' 

Durch Vergleich mit dem Ausdruck, der E; mit X verknüpft, 
' 1 E1 = E1 --(E1 -m) (1 -cos x) 2 

(aus (42,10)), finden wir.den Streuwinkel im Schwerpunktsystem: 
2m -(E1 + 3m) sin2 B1 cos X= 2m+ (E1 + m) sin2 B 1 
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Ladungen im elektromagnetischen Feld X 

§ 43. Das Viererpotential des Feldes 

Die Wechselwirkung von Teilchen untereinander läßt sich durch ein Kraftfeld 
beschreiben. Anstatt nämlich zu sagen, daß ein bestimmtes Teilchen auf ein 
anderes wirkt, stellt man sich vor, daß es ein Feld um sich herum erzeugt. Auf 
jedes andere Teilchen, das sich in diesem Feld befindet, wirkt eine gewisse Kraft. 
In der klassischen Mechanik ist das Feld nur ein Hilfsmittel zur Beschreibung 
wechselwirkender Teilchen. Die Lage ändert sich völlig in der relativistischen 
Mechanik wegen der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wirkung. Die 
Kräfte, die zu einem bestimmten Zeitpunkt auf ein Teilchen wirken, werden 
nicht durch die räumliche Lage der Teilchen in diesem Augenblick bestimmt. 
Eine Änderung der Lage eines Teilchens beeinflußt ein anderes Teilchen erst 
nach Ablauf einer gewissen Zeitspanne. Das Feld selbst gewinnt somit physi­
kalische Realität. Es gibt keine unmittelbare Wechselwirkung zwischen ent­
fernten Teilchen, sie kann zu jedem Zeitpunkt nur an benachbarten Raum­
punkten stattfinden (Nahwirkung). Man hat also von einer Wechselwirkung 
eines Teilchens mit dem Feld und der Wechselwirkung des Feldes mit anderen 
Teilchen zu sprechen. 
Der zweite Teil dieses Buches ist der Theorie elektromagnetischer Felder ge­

widmet_ Wir beginnen mit der Untersuchung der Wechselwirkung von Teilchen 
in einem gegebenen Feld. 
Die Wirkungsfunktion1) eines Teilchens, das sich in einemvorgegebenen elektro­

magnetischen Felde bewegt, setzt sich aus zwei Teilen zusammen: aus der Wir­
kung für ein freies Teilchen (39,1) und einem Term, der die Wechselwirkung des 
Teilchens mit dem Felde beschreibt. Dieser Zusatzterm muß sowohl Größen, 
die das Teilchen, als auch Größen, die das Feld charakterisieren, enthalten. 
Es zeigt sich, daß die Eigenschaften eines Teilchens in bezugauf seine Wech­

selwirkung mit dem elektromagnetischen Feld stets durch einen Parameter be­
schrieben werden, nämlich die Laduny e des Teilchens, die positiv und negativ 

1) Die folgenden Behauptungen sind weitgehend als Ergebnis der experimentellen Er­
fahrung anzusehen. Die Wirkungsfunktion eines Teilchens im elektromagnetischen Feld 
läßt sich nicht durch allgemeine Überlegungen finden, wie etwa durch die Forderung nach 
relativistischer Invarianz (diese würde in (43,1) auch einen Term der Form f A ds zulassen. 
wo A eine skalare Funktion ist). 
Zur Vermeidung von Mißverständnissen sei daran erinnert, daß wir uns hier im Rahmen 

der klassischen Theorie (nicht der Quantentheorie) befinden -es werden daher nirgends 
Effekte berücksichtigt, die mit dem Spin der Teilchen zusammenhängen. 
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(oder Null) sein kann. Die Eigenschaften des Feldes drücken sich durch einen 
Vierervektor A,., das sogenannte Viererpotential, aus, dessen Komponenten 
Funktionen der Koordinaten und der Zeit sind. 
In die Wirkungsfunktion gehen die A11 in Gestalt des Termes 

b -�JA dx11 
c 

I' 

a 

ein; sie sind hierbei für die Punkte der Weltlinie des Teilchens zu nehmen. Der 
Faktor lfc wurde aus Zweckmäßigkeitsgründen hinzugefügt. Es sei bemerkt, 
daß die Maßeinheiten für die Ladung und das Potential bis jetzt noch beliebig 
wählbar sind, da wir noch keine Formel besitzen, die sie mit schon bekannten 
Größen verknüpfen. (Wir werden auf diese Frage im § 53 zurückkommen.) 
Die Wirkungsfunktion einer Ladung im elektromagnetischen Feld hat also die 

Gestalt 
b 

S = J (- m c ds- : A11 dx�'). (43,1) 
a 

Die drei räumlichen Komponenten des Vierervektors A�' bilden den dreidimen­
sionalen Vektor A, das sogenannte Vektorpotential des Feldes. Die zeitliche Kom­
ponente heißt skalares Potential, wir bezeichnen sie als A0 = f!l· Es gilt also 

Das Wirkungsintegralläßt sich dann in der Form 
b 

S = J (- m c ds + : A dr -e fP dt) 
4 

(43,2) 

schreiben oder, wenn wir die Geschwindigkeit V =  drfdt des Teilchens einführen 
und zur Integration über die Zeit übergehen, 

(43,3) 

Der Integrand ist gerade die LAGRANGE-Funktion einer Ladung im elektromagne­
tischen Feld: 

L = -m c2 1 - - + - A v -e fP • V v2 e 

c2 c 
(43,4) 

Sie unterscheidet sich von der LAGRANGE-Funktion eines freien Teilchens durch 

den Term�Av-eqJ, der die Wechselwirkung der Ladung mit dem Feld be­
e 

schreibt. 
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sie nur Funktionen der Ortskoordinaten, nicht der Zeit, sind. Das statische 
Magnetfeld ist auch weiterhin durch H =rot A gegeben, während für das sta­
tische elektrische Feld 

E = -gradcp (46,1) 

gilt. Das statische elektrische Feld hängt also nur vom skalaren Potential, das 
Magnetfeld nur vom Vektorpotential ab. 
Wir stellten im vorangegangenen Paragraphen fest, daß die Potentiale des 
Feldes nicht eindeutig bestimmt sind. Man sieht jedoch leicht folgendes ein: 
Beschreiben wir das statische Feld durch zeitunabhängige Potentiale, so können 
wir, wenn sich das Feld nicht ändern soll, zum skalaren Potential nur eine (orts­
und zeitunabhängige) Konstante hinzufügen. Gewöhnlich fordert man von dem 
Potential rp, daß es in einem gewissen Raumpunkt einen vorgegebenen Wert an­
nehmen soll, meist wird das Verschwinden im Unendlichen verlangt. Dann ist 
auch die freigebliebene Konstante festg�legt und das skalare Potential eines 
statischen Feldes eindeutig bestimmt. Dagegen ist das Vektorpotential nicht 
eindeutig festgelegt; wir können zu A den Gradienten einer beliebigen Orts­
funktion addieren. 
Wir wollen nun die Energie bestimmen, die eine Ladung im statischen Felde 
besitzt. Die LAGRANGE-Funktion der Ladung hängt hier nicht explizit von der 
Zeit ab. Das heißt, daß die Energie des geladenen Teilchens erhalten bleibt und 
mit der HAMILTON-Funktion zusammenfällt. Nach (43,6) folgt also 

(46,2) 

Zur Energie des Teilchens kommt demnach das Zusatzglied e cp, die potentielle 
Energie einer Ladung im Felde. Hervorzuheben ist die wichtige Tatsache, daß 
die Energie nur vom skalaren, nicht vom Vektorpotential abhängt. Das Magnet­
feld hat demnach keinen Einfluß auf die Energie der Ladung, diese wird viel· 
mehr nur durch das elektrische Feld bestimmt. Dies hängt mit dem erwähnten 
Umstand zusammen, daß das Magnetfeld im Unterschied zum elektrischen keine 
Arbeit an der Ladung leistet. 
Ist die Feldstärke an allen Orten dieselbe, so heißt das Feld homogen. Das 
skalare Potential eines homogenen elektrischen Feldes läßt sich mittels 

rp =-Er (46,3) 

durch die Feldstärke ausdrücken, denn wir haben für E = const auch grad (Er) 
= (E 17) r = E .  
Das Vektorpotential eines homogenen Magnetfeldes läßt sich ebenfalls in Ab­
hängigkeit von der magnetischen FeldstärkeR schreiben: 

1 .4 = 2[Hr]. (46,4} 
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Man überzeugt sich davon durch Anwendung einer vektoranalytischen Formel, 
die wir für H = const und mit div r = 3 

rot [H r] = H div r-(H 17) 1· = 2 H 
schreiben können. 

§ 47. Bewegung in einem statischen homogenen elektrischen Feld 

Wir untersuchen hier die Bewegung einer Ladung e in einem homogenen stati­
schen elektrischen FeldE. E habe die Richtung der x-Achse. Offenbar wird 
die Bewegung in einer Ebene verlaufen; etwa in der x y-Ebene. Die Bewegungs­
gleichung (44,5) erhält dann die Gestalt 

woraus 
Px = e E, Pu= 0, 
Pz=eEt, Py=p0 (47,1) 

folgt. Als Zeitanfangspunkt wurde hierbei der Augenblick gewählt, in dem Pz 
verschwindet; p0 ist dann der Impuls des Teilchens zu diesem Zeitpunkt. 
Die kinetische Energie des Teilchens (worunter wir Gesamtenergie ohne die 

potentielle Energie der Ladung im Felde verstehen) beträgt �kin = c V m2 c2+p2 • 

Setzen wir hierin (47,1) ein, so ergibt sich 

�kin � Vm2 c4 -t c2 p� + (c e E t)2 = v'�� + (c e E t)2 . (47,2) 
�0 ist die Energie für t = 0. 
Die Geschwindigkeit eines Teilchens ist gemäß (39,11) durch v = p c2f�kln ge­

geben. Für die Komponente v"' = x haben wir also 
dx c2 e E t 
dt VQ:� + (c-e E t)2-

w enn wir integrieren, folgt 
1 ,--- -­

X=-V�� + (c e E t)2 
e E  

(die Integrationskonstante wurde Null gesetzt). 
Zur Bestimmung von y haben wir die Gleichung 

aus der wir 

erhalten. 

� =p11c2 = PoC2 
dt Q;kin V(;!;� + (c e E t)2 

Po c A h c eE t y = - rs --
e E (;!;0 

(47,3) 

(47,4) 

Die Gleichung der Bahnkurve ergibt sich, wenn wir in (47 ,4) t durch y aus­
drücken und diesen Wert für t in (47,3) einsetzen. Es folgt 

x = Q;o eh e E Y_ 
• 

e E Po c 
11 Kurzfassung I 

(47,5) 





















Die Gleichungen 
des elektromagnetischen Feldes 

§ 52. Die erste Gruppe. der MAXWELLsehen Gleichungen 

Aus den Ausdrücken 

H= rotA, 1 8A E = ----grad q; . 
c ()t 

XI 

erhält man in einfacher Weise Gleichungen, die nur noch E und H enthalten. 
Dazu berechnen wir rot E: 

. 1 () rotE = - --rot A -rot grad p . 
c at 

Die Rotation eines Gradienten verschwindet, so daß sich 
1 aH 

rotE= - ­
c at 

(52,1) 

ergibt. Weiter bilden wir auf beiden Seiten von H =rot A die Divergenz. Da 
auch die Divergenz einer Rotation Null liefert, folgt 

div H = 0 . (52,2) 

Die Gleichungen (52,1) und (52,2) bilden die erste Gruppe der MAxWELLsehen 
Gleichungen.1) Sie bestimmen die Eigenschaften des Feldes noch nicht voll­
. ständig-. Man sieht dies daran, daß sie zwar die zeitliche Änderung des Magnet­
feldes (oHjot), aber nicht die des elektrischen Feldes (oEjot) zu berechnen ge­
statten. 
Die Gleichungen (52,1) und (52,2) lassen sich in Integralform umschreiben. 
Nach dem GAussschen Satz gilt 

f div H d V = p 11 df. 
Links wird über ein Volumen integriert, rechts über die geschlossene Oberfläche, 
die dieses Volumen begrenzt. Nach (52,2) haben wir 

pH df = 0 .  (52,3) 

Das über eine Oberfläche erstreckte Integral eines Vektors wird als Fluß (oder 
Strömung) des Vektors durch diese Oberfläche bezeichnet. (52,3) besagt also, 
daß der Fluß des Magnetfeldes durch jede geschlossene Fläche verschwindet. 
Nach dem STOKESsehen Satze ist 

J rot. E df = p E dl , 

1) Die MAXWELLSehen Gleichungen, die Grundgleichungen der Elektrodynamik, wurden 
von MAXWELL in den sechziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts gefunden. 
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wobei das rechte Integral sich über die geschlossene Begrenzungslinie derjenigen 
Fläche erstreckt, über die links integriert wird. Die Anwendung dieses Satzes 
auf die über eine solche beliebige Fläche integrierte Gleichung (52,1) liefert 

-fEdl= -�� (ndf .  (52,4) 
'Y e et � 

Das Integral eines Vektors über eine geschlossene Kurve wird Wirbel des Vek­
tors in bezugauf diese Kurve genannt. Der Wirbel des elektrischen Feldes heißt 
auch elektrische Ringspannung oder elektromotorische Kraft. In Worten besagt 
(52, 4): Die elektrische Ringspannungüber die geschlossene Randkurve irgend­
einer Fläche ist gleich der negativen zeitlichen Ableitung des magnetischen 
Flusses durch diese Fläche. 

§ 53. Das Wirkungsintegral des elektromagnetischen Feldes 

Das Wirkungsintegral des aus dem elektromagnetischen Feld und den in ihm 
befindlichen Teilchen bestehenden Gesamtsystems hat man sich aus den Be­
standteilen 

(53,1) 

zusammengesetzt zu denken. 
Sm ist derjenige Anteil der Wirkung, der nur von den Eigenschaften der Teil­

chen abhängt, also die Wirkungsfunktion freier Teilchen ohne Feld, wie sie 
durch (39,1) gegeben wird. Sind mehrere Teilchen vorhanden, so ist ihr Beitrag 
zur Wirkung gleich der Summe der Wirkungen für jedes einzelne Teilchen: 

Sm= -J:mcfds .  (53,2) 

Der Anteil Sm1 wird durch die Wechselwirkung zwischen Teilchen und Feld 
hervorgerufen. Nach§ 43 haben wir für ein System von Teilchen 

Smt = -.E : f Al' dx�' . (53,3) 

In jedem Glied dieser Summe ist für Al' das Potential des Feldes der Stelle 
einzusetzen, an der sich das entsprechende Teilchen gerade befindet. Die 
Summe Sm+ Smf ist das uns schon bekannte Wirkungsintegral (43,1) für La­
dungen im Felde. 
S1 schließlich ist jener Anteil der Wirkung, der nur von den Eigenschaften des 

Feldes abhängt, d. h. das Wirkungsintegral des Feldes, wenn keine Ladungen 
vorhanden sind. Da wir uns bisher nur für die Bewegungen von Ladungen in 
einem vorgegebenen Felde interessierten, kümmerte uns dieser Anteil nicht, 
denn die Teilchenbewegung wird durch ihn nicht beeinflußt. Er ist jedoch zur 
Ableitung der Feldgleichungen nötig. Dem entspricht die Tatsache, daß wir aus 
dem Bestandteil Sm+ Smf des Wirkungsintegrals nur zwei Gleichungen (52,1) 
und (52,2) ableiten konnten, die noch nicht zu einer vollständigen Bestimmung 
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anderen elektromagnetischen Größen bestimmt. Wir legen hier das GAusssche 
Maßsystem zugrunde. In ihm ist a die dimensionslose Zahl -1/16 n. 
Das Wirkungsintegral des Feldes lautet dann 

s, = -16 � c J F1,.lfJJ• d.Q, d.Q = c dt dx dy dz. (53,4) 

Die dreidimensionale Gestalt ist 

S = 81nf f (E2-H2) dV dt, 
woraus sich die LAGRANGE-Funktion des Feldes zu 

L1= -1 f(E2-H2) dV Sn 

(53,5) 

(53,6) 

ergibt. Das gesamte Wirkungsintegral von Feld und Ladungen schreibt sich 

S = -E f m c ds -E 1� AfJ dx" --1-J F". FJJ' d.Q. c 16 :n; c 
(53,7) 

Es ist wichtig, daß hier die Ladungen keineswegs klein zu sein brauchen, wie 
wir dies bei der Ableitung der Bewegungsgleichungen einer Ladung in. einem 
vorgegebenen Feld vorausgesetzt haben. AJJ und FJJ, stellen daher das tatsäch­
liche (Gesamt-)Feld dar, d. h. die Summe äußeres Feld plus von den Ladungen 
erzeugtes Feld. Dieses Feld hängt dann auch von Lage und Geschwindigkeit 
der Ladungen ab. 

§54. Der Vierervektor des Stromes 

Anstatt die Ladungen als punktförmig zu betrachten, ist es häufig aus mathe­
matischen Gründen bequem, sie als im Raume stetig verteilt anzunehmen. Man 
führt dann eine Ladungsdichtee derart ein, daß e d V der im Volumenelement 
d V enthaltene Anteil der Ladung ist. e hängt im allgemeinen vom Ort und von 
der Zeit ab. Integrieren wir(! über ein Raumgebiet, so erhalten wir die darin be-
findliche Ladung. 

· 

Da in Wirklichkeit die Ladungen punktförmig sind, ist die Dichte e an allen 
Stellen außer an den Orten der Ladungen Null zu setzen; das Integral f e d V 
muß jedoch gleich der Summe aller Ladungen sein, die sich in dem Integrations­
gebiet befinden. e läßt sich dann durch eine c5-Funktion1) wie folgt ausdrücken: 

(! = X: ea c5 (1• -Ta) • (54,1) 
a 

1) Die !5-Funktion wird folgendermaßen definiert: !5(x) = 0 für alle x =fo 0, für x = 0 
sei !5(0) = oo derart, daß das Integral 

+ "'  

J !5(x) dx = 1 (I) 
- <»  
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auf die rechte Seite von (55,1) anwenden, ergibt sich 

f ( div j + :n d v = o . 

Diese Gleichung muß für ein beliebiges Integrationsgebiet gelten, was nur mög­
lich ist, wenn der Integrand verschwindet: 

d. . + ae 0 lV J - =  . 

at 

Dies ist die Kontinuitätsgleichung in Differentialform. 

(55,2) 

Stellen wir(! durch b-Funktionen nach (54,1) dar, so ist, wie man leicht sieht, 
die Kontinuitätsgleichung von selbst erfüllt. Der Einfachheit halber werde nur 
eine Ladung genommen: 

(! = e b (r -r0) . 

Der Strom j ist dann 
j = e v b (r -t•0) 

mit v als Geschwindigkeit der Ladung. Wir bilden nun die Ableitungen oe . 
ot 

Bei einer Bewegung der Ladung ändern sich ihre Koordinaten, d. h. r0• Daher 
folgt 

oe = _!g_ OTo 
at or0 at 

C!ro ist hierin die Geschwindigkeit 1' d�r Ladung. Weiterhin ergibt sich daraus, 
C!t 
daß e eine Funktion von r -r0 ist: 

� = _ ae 
CJr0 C!r 

Wir haben demnach 
ae d d. Bt = -V gra (! = -lV (!V, 

da die Geschwindigkeit der Ladung v vonrunabhängig ist, d. h. (55,2) ist erfüllt. 
In vierdimensionaler Gestalt besagt die Kontinuitätsgleichung das Verschwin­
den der vierdimenionalen Divergenz des Stromvierervektors: 

§ 56. 

oj�-' = o . (55,3) 
8x�-' 

Die zweite Gruppe der MAXWELLsehen Gleichungen 

Zur Ableitung der Feldgleichungen aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung 
müssen wir die Bewegung der Ladungen als gegeben voraussetzen und nur die 
Potentiale der Felder varüeren, die hier die Rolle "verallgemeinerter Koordina­
ten" des Systems haben (bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen eines 
12 Kurzfassung I 

















Das zeitunabhängige elektromagnetische Feld XII 

§59. Das CouLOMBsehe Gesetz 

Für ein zeitunabhängiges elektrisches 
WELLschen Gleichungen die Gestalt 

(elektrostatisches) Feldnehmen die MAx-

div E = 4ne, 
rotE = 0 

an. Das elektrische Feld leitet sich nur vom skalaren Potential gemäß 

E = -gradp 

(59,1) 
(59,2) 

(59,3) 

ab. Setzen wir (59,3) in (59,1) ein, so finden wir die Gleichung, der das Potential 
eines elektrostatischen Feldes genügen muß: 

.dp = -4 n e . (59,4) 

Sie heißt PoiSSON-Gleichung. Im Vakuum, wo e verschwindet, erfüllt das 
Potential die LAPLACE-Gleichung 

.dp = 0 .  (59,5) 
Aus der LAPLACE-Gleichung folgt insbesondere, daß das Potential weder ein 
Maximum noch Minimum besitzen kann. Für ein Extremum wäre erforderlich, 
daß alle ersten Ableitungen von p nach den Koordinaten verschwinden und die 

IJ2rp IJ2rp IJ2rp zweiten Ableitungen -, -, - ein einheitliches Vorzeichen haben. Die 1Jx2 1Jy2 1Jz2 
zweite Bedingung ist jedoch unerfüllbar, da dann (59,5) nicht mehr gelten kann. 
Wir suchen das von einer Punktladung erzeugte Feld. Aus Symmetrie­

gründen muß es in jedem Punkte in der Richtung des von der Ladung ausgehen­
den Radiusvektors liegen. Weiter darf aus denselben Gründen der BetragE des 
Feldes nur von der Entfernung R zwischen Aufpunkt und Ladung abhängen. 
Um E zu finden, benutzen wir die Gleichung (59,1) in der Integralform (56,5). 
Der Fluß des elektrischen Feldes durch eine Kugelfläche mit demRadiusR um 
die Ladung e beträgt 4 n R2 E und muß gleich 4 n e sein. Daraus finden wir 

E =_!_ R2 
oder in vektorieller Gestalt 

E =eR 
Ra. 

(59,6) 
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Das von einer Punktladung erzeugte Feld ist also umgekehrt proportional dem 
Quadrat der Entfernung von der Ladung (CouLOMBsches Gesetz). Das Potential 
dieses Feldes ist 

(59,7) 

Bei einem System von Ladungen ist das von ihnen hervorgerufene Feld nach 
dem Superpositionsprinzip gleich der Summe der Felder, die jede einzelne 
Ladung erzeugt. Das Potential eines solchen Feldes hat die Gestalt 

(59,8) 

wo Ra die Entfernung von der Ladung ea bis zu dem Punkt bedeutet, an dem 
wir das Potential bestimmen wollen. Führen wir die Ladungsdichte e ein, so 
nimmt diese Gleichung die Gestalt 

rp = J i dV (59,9) 

an, R ist die Entfernung des Volumenelementes d V zum gegebenen Punkt des 
Feldes ("Aufpunkt"). 
Setzen wir in (59,4) für e und rp die Werte einer Punktladung, d. h. e = e b(R), 

rp = ejR, so erhalten wir die Beziehung 
1 L1 
R 
= -4 n b(R). (59,10) 

§ 60. Die elektrostatische Energie eines Systems von Ladungen 

Wir wollen nun die potentielle Energie eines Systems von Ladungen bestimmen. 
Dazu gehen wir von dem Ausdruck (57,5) für die Energiedichte des Feldes aus, 
der uns für die gesuchte Energie den Wert 

U =-
1
-JE2dV 
S :n:  

liefert. Eist das von den Ladungen erzeugte Feld, das Integral ist über den gan­
zen Raum zu erstrecken. Setzen wir E = -grad rp ein, so können wir U folgen­
dermaßen schreiben: 

U = -��E gradrp dV = --1-fdiv(E rp) dV + -1 frpdivEdV. 
S:n: S:n: 8 :n: 

Der erste Term auf der rechten Seite ist nach dem GAussschen Satz gleich dem 
Integral von E rp über die das Integrationsgebiet begrenzende Oberfläche. Es 
verschwindet, da sich die Volumenintegration über den ganzen Raum erstreckt 
und das Feld im Unendlichen gegen Null geht. Setzen wir in das. zweite Integral 
div E = 4 n e ein, so ergibt sich der folgende Ausdruck für die Energie des 
Ladungssystems: 

U =�Je rp dV .  (60,1) 
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Körperteile verbunden ist. In der relativistischen Mechanik ist aber die Existenz 
absolut fester Körper generell unmöglich, was aus den folgenden Überlegungen 
hervorgeht. 
Möge sich der feste Körper durch eine äußere Einwirkung auf irgendeinen 

seiner Punkte in Bewegung setzen. Wenn der Körper absolut fest wäre, müßten 
sich alle seine Punkte gleichzeitig mit dem Punkt zu bewegen beginnen, der der 
Einwirkung �usgesetzt war; im entgegengesetzten Falle wäre der Körper defor­
mierbar. Auf Grund der Existenz einer Grenzgeschwindigkeit für die Aus­
breitung der Wechselwirkung wird die Einwirkung vom Ausgangspunkt auf die 
übrigen mit endlicher Geschwindigkeit übertragen, und daher können sich nicht 
alle Punkte gleichzeitig zu bewegen beginnen. 
Das Elektron müßte somit gemäß der Elektrodynamik eine unendliche 
"Eigen"-Energie und folglich auch eine unendliche Masse besitzen. Die physika-· 
lische Sinnlosigkeit dieses Ergebnisses zeigt, daß die Elektrodynamik, die eine 
logisch geschlossene physikalische Theorie darstellt, beim Übergang zu hinrei­
chend kleinen Entfernungen widerspruchsvoll wird. Von welcher Größenord­
nung sind nun diese Entfernungen ? Es sollte die elektromagnetische Selbst­
energie des Elektrons bei diesenAbständen von der Größenordnung der Ruhmasse 
m c2 sein. Nehmen wir für das Elektron einen Radius re an, so ist seine poten­
tielle Energie e2fre und aus der Forderung e2fr."" m c2 finden wir 

(60,7) 

Dieser sogenannte "Elektronenradius" r. bestimmt diejenigen Grenzen der 
Anwendbarkeit der Elektrodynamik auf das Elektron, die schon aus ihren 
eigenen Grundprinzipien folgen. Man muß jedoch im Auge behalten, daß die 
wirklichen Anwendungsgrenzen der hier dargelegten klassischen Elektrodynamik 
infolge der Quantenerscheinungen viel enger gezogen sind.1) 

§ 61. Das Feld einer gleichförmig bewegten Ladung 

Wir suchen das Feld, das von einer mit der Geschwindigkeit V gleichförmig 
bewegten Ladung e erzeugt wird. Das Bezugssystem K sei unbewegt. Das sich 
mit der Ladung bewegende System werde K' genannt, die Ladung ruhe dabei 
im Ursprung von K'. K' (bzw. e) bewege sich in bezugauf K (mit der Geschwin­
digkeit V) längs der x-Achse, die Achsen y und z seien parallel zu y' und z'. 
Zum Zeitpunkt t = 0 mögen die beiden Systeme zusammenfallen. Die im 
System K bestimmten Koordinaten der Ladung sind dann x = V t, y = z = 0. 
Im System K' besteht ein elektrostatisches Feld 

eR' E'=-­
R'a ' 

das magnetische Feld fehlt. 

(61,1) 

1) Quanteneffekte werden bei Entfernungen der Größenordnung hfm c wesentlich (h ist 
die PLANCKsche Konstante). 
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Aufgabe 
Man bestimme das Quadrupolmoment eines Ellipsoides mit homogener Ladungsdichte 
bezüglich seines Zentrums. 
Lösung. Wir ersetzen die Summation in (63,3) durch die Integration über das Volumen 
des Ellipsoides und haben 

Dxx = e I I I (2 x2 -y2 -z2) dx dy dz 
usw. Die Integration über das Volumen des Ellipsoids kann durch die Integration über ein 
Kugelvolumen ersetzt werden, wie dies in der Aufgabe 2e des § 25 geschah. Als Ergebnis 
finden wir: 

n •• = � (2 c2 -a2 - b2) ' 5 

wo e = 4 n . a b c e die Gesamtladung des Ellipsoides ist. 3 

§ 64. Ein System von Ladungen in einem äußeren Feld 

Ein System von Ladungen befinde sich in einem äußeren Feld mit dem Poten­
tialqJ(1'). Die potentielle Energie jeder Ladung ist dann ea qJ(ra) und die gesamte 
potentielle Energie des Systems beträgt 

(64,1) 

Wir wählen wieder den Ursprung des Koordinatensystems irgendwo innerhalb 
der Ladungen. Ta ist in di.esen Koordinaten der Radiusvektor der Ladung ea. 
Das äußere Feld ändere sich, wie wir annehmen wollen, nur wenig auf einer 

Strecke von der Größe des ganzen Systems der Ladungen, es sei also quasi­
homogen bezüglich dieses Systems. Wir können dann die Energie U in eine 
Potenzreihe nach ra entwickeln. In dieser Entwicklung 

ij = ij(O) + ij(l) + ij(2) + , , . 

ist das erste Glied 

(64,2) 

(64,3) 

und IPo das Potential am Ursprung. In erster Näherung ist die Energie also die 
eines Systems, in dem sich alle Ladungen an einem Punkte (im Koordinaten­
anfangspunkt) befinden. 
Das zweite Glied der Entwicklung lautet 

ij(l) = (grad !p)0 • ,E ea ra . 
Mit dem Dipolmoment d des Systems und E0 als Feldstärke am Koordinaten· 
ursprung gilt 

U(l) = 
- dE0 • (64,4) 
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Wie wir wissen, ist das Vektorpotential nicht eindeutig bestimmt und kann 
daher einer Bedingung unterworfen werden. Wir wählen es so, daß 

div A = 0 (65,3) 

gilt. Die Gleichung für das Vektorpotential eines statischen Magnetfeldes ge­
winnt dann die Gestalt 

- 4 n -;  LlA = -- J .  
c 

(65,4) 

Die Lösung dieser Gleichung ist leicht zu find(·n, da (65,4) der PoxssoN-Glei­
chung (59,4) für das skalare Potential des elektromagnetischen Feldes völlig 
entspricht. Anstelle der Ladungsdichte e steht hier die Stromdichte jfc. In 
Analogie zur Lösung (59,9) der PoxssoN-Gleicbung können wir sofort 

A = - -dV 
- l 

Jj c R 
(65,5) 

schreiben. R ist die Entfernung vom Aufpunkt zum Volumenelement d V. 
In (65,5) können wir vom Integral zur Summe dadurch übergehen, daß wir j 
durch(! versetzen und alle Ladungen als punktförmig ansehen. Dabei bat man 
zu beachten, daß R in dem Integral (65,5) lediglieb eine Integrationsvariable ist 
und daher der MitteJung nicht unterliegt. Schreiben wir dagegen statt J � · d V 
die Summe J: ea Va , so ist Ra hier der Radiusvektor der einzelnen Ladungen, der 

Ra 
sieb bei ihrer Bewegung ändert. Wir müssen also 

(65,6) 

setzen, wo über den gesamten unter dem Querstrich stehenden Ausdruck zu 
mitteln ist. 
Bei b!:'kanntem A ergibt sieb für die Feldstärke 

Jl = rot A = rot- -d V . l Jj c R 

Die Operation rot bezieht sieb auf die Koordinaten des Aufpunktes. Wir können 
also rot unter das Integral ziehen; j ist gegenüber dieser Ableitung eine Kon­
stante. Wenden wir die Formel 

rot f a = f rot a + [grad f · ll] , 

uie für einen beliebigen Skalar J und einen beliebigen Vektor a gilt, auf das Pro­
dukt J · � an, so finden wir 

j [ l ·] jR rot 
R 

= grad 
R 

· 1 = Ra 
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als weitere Bedingung zu fordern. Setzen wir nämlichE aus (68,4) in div E = 0 
ein, so folgt 

d. M B d" A 0 IV at = at IV = , 

d. h., div A hängt nur von den Ortskoordinaten ab. divAläßt sich daher immer 
dadurch zum Verschwinden bringen, daß wir zu A den Gradienten einer geeig­
neten zeitunabhängigen Funktion hinzufügen. 
(68,5) erhält dann die Gestalt 

l B2A LJA � &w = o. (68,7) 

Diese Gleichung für das Potential einer elektromagnetischen Welle heißt D' ALEM­
BERT-oder W ellengleichung. 
Wenden wir auf (68,7) die Operationen rot und ofot an, so stellen wir fest, daß 
die Feldstärken E undHebenfalls der Wellengleichung gehorchen. 

§ 69. Ebene Weilen 

Wir betrachten den Spezialfall elektromagnetischer Wellen, bei dem das Feld 
nur von einer Ortskoordinate, etwa x (und von der Zeit) abhängt. Solche Wellen 
werden als eben bezeichnet. Die Feldgleichung lautet dann 

B2f B2f 
W -c2 Bx2 = 0 ; 

fisteine beliebige Komponente von E oder H. 
Um diese Gleichung zu lösen, schreiben wir sie in der Gestalt 

(!... -c !...) (!... + c !...) f = 0 Bt Bx Bt Bx 

und führen die neuen Veränderlichen 
X 

i; =t -­c ' 

ein mit der Umkehrung 
l 

t = 2(11 + i;)' 
Dann ist 

B l ( B B) 
Bi; = 2 Bt -c Bx ' 

und die Wellengleichung erhält die Gestalt 
B2f 
Bi; BYJ = O .  

(69,1) 
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Die Lösung hat die Gestalt 
f = ft(�) + fltJ), 

wobei /1 und f2 beliebige Funktionen sind. 
Die gesuchte Lösung lautet daher 

(69,2) 

Es sei etwaf2 = 0, so daß sichf aufj� (t-xfc) reduziert. Wir wollen uns die 
Bedeutung dieser Lösung überlegen. In jeder Ebene x = const ändert sich das 
Feld mit der Zeit, und zu jedem Zeitpunkt hängt es von x ab. Es besitzt für alle 
diejenigen Ortskoordinaten x undZeitpunktet denselben Wert, die die Bedin­
gung t - xfc = const oder 

x = const + c t 
erfüllen. Dies bedeutet: Hat das Feld zu irgendeiner Zeit, etwa t = 0, an einem 
beliebigen Raumpunkt x einen bestimmten Wert, so besitzt es nach der Zeit t 
denselben Wert an einem Punkt, der sich in der Entfernung c t vom ursprüng­
lichen Punkt auf der x-Achse befindet. Wir können somit sagen, daß sich die 
elektromagnetischen Feldwerte längs der x-Achse mit der Geschwindigkeit c 
ausbreiten. 
/1 (t-xfc) ist daher eine ebene Welle, die auf der x-Achse in positiver Rich­
.tung entlangläuft. j� (t + xfc) ist dann offensichtlich eine Welle, die sich in der 
umgekehrten Richtung bewegt. 
Im vorigen Paragraphen wurde gezeigt, daß man die Potentiale einer elektro­
magnetischen Welle immer so wählen kann, daß q; = 0 und div A = 0 gilt. 
Wir wollen auch die Potentiale der hier betrachteten ebenen Welle auf diese 
Weise festlegen. Die BedingungdivA = 0 ergibt 

llA.,
= O llx , 

da alle Größen von y und z unabhängig sind. Nach (69,1) haben wir dann auch 
82A lJA lJA 
lJt2"' = 0, d. h. -äf- = const. Nun ergeben die Ableitungen -N das elektrische 
Feld, und wir sehen, daß eine von Null verschiedene Komponente A., hier die 
Existenz eines longitudinalen statischen elektrischen Feldes bedeuten würde. 
Ein derartiges Feld hätte aber keine Beziehung zu einer Welle und wir setzen 
daher A., = 0. 
Das Vektorpotential einer ebenenWelle kann also immer senkrecht zur x-Achse 
gewählt werden, d. h. senkrecht zur Ausbreitungsrichtung dieser Welle. 
Eine ebene Welle pflanze sich in Richtung der positiven X-Achse fort. Alle die 
Welle charakterisierenden Größen, insbesondere A, sind dann nur Funktionen 
von t -xfc. Aus der Gleichung 

1 lJA E=--­
c lJt , 

H = rotA 
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erhalten wir daher 

E= -�A' c 
' ll =[VA]=[v(t -:)·A']=-� [nA'], 

(69,3) 
wo der Strich die Ableitung nach t -xfc bedeutet und n den Einheitsvektor der 
Ausbreitungsrichtung der Welle darstellt. Wir setzen die erste Gleichung in die 
zweite ein und finden 

H =[nE]. (69,4) 
Das elektrische FeldE und das Magnetfeldll einer ebenen Welle stehen somit 
senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung dieser Welle. Die elektromagnetischen 
Wellen werden daher als transversale Wellen bezeichnet. Weiter entnimmt man 
aus (69,4), daß die elektrische und magnetische Feldstärke aufeinander senkrecht 
stehen und denselben Betrag haben. 
Der Energiestrom einer ebenen Welle, d. h. ihr POYNTING-Vektor, ist 

c c c 
S = - [Ell] = - E2n =- H2n. 4n 4n 4n 

Die Energieströmung erfolgt also in der Ausbreitungsrichtung der Welle. Mit der 
Energiedichte W = -81 (E2 + H2) = 4E2 können wir · n n 

S=c Wn (69,5) 
schreiben, in Übereinstimmung damit, daß sich das Feld mit Lichtgeschwindig­
keit ausbreitet. 
Der Impuls des elektromagnetischen Feldes beträgt pro Volumeneinheit Sfc2, 
bei der ebenen Welle also (W/c) n. Es sei darauf hingewiesen, daß das Verhältnis 
zwischen der Energie Wund dem Impuls Wfc der Welle dasselbe ist wie bei Teil­
chen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen (siehe (39,12)). 
Der Impulsstrom des Feldes ist durch die Komponenten aik (58,5) des MAx­
WELLsehen Spannungstensors bestimmt. Wählen wir zunächst als Ausbreitungs­
richtung der Welle die x-Achse, so ergibt sich als einzige von Null verschiedene 
Komponente 

(!:z:z 
= w .  (69,6) 

Auch der Impulsstrom hat daher die Richtung der Wellenausbreitung und ist 
gleich der Energiedichte. 

Aufgabe 
Man bestimme die auf eine Wand (mit dem Reflexionsvermögen R) wirkende Kraft, 

wenn an ihr eine elektrische Welle reflektiert wird. 

Lösung. Die auf die Flächeneinheit der Wand wirkende Kraftfist gleich dem Impuls­
strom durch die Fläche, also gleich dem Vektor 

ft = 11ik Nk + 11ik N,., 
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folgt aus (70,7) 
E11 = b1 cos ( w t -k r + ::x) , } 
E. = ± b2 sin (w t - k r + cx) , 

(70,8) 

wo+ oder-steht, jenachdem,obb2indiepositive odernegativeRichtungder 
z-Achse zeigt. Aus (70,8) ergibt sich 

E2 E2 

br + bi = 1 . (70,9) 

Es zeigt sich also, daß an jedem Raumpunkt der elektrische Vektor in der zur 
Ausbreitungsrichtung der Welle senkrechten Ebene rotiert. Eine solche Welle 
heißt elliptisch polarisiert. Je nachdem, ob das Vorzeichen in (70,8) positiv oder 
negativ ist, entspricht diese Rotation der einer sich in die x-Achse eindrehenden 
Rechtsschraube oder verläuft umgekehrt. 
Im Falle b1 = b2 entartet die Ellipse (70,9) in einenKreis, d. h., der rotierende 
Vektor E behält ständig seine Größe bei. Die Weile wird dann zirkular polari­
siert genannt. Die Wahl der y-undz-Achseist dabei offenbar willkürlich. Das 
Verhältnis zwischen der y-und z-Komponente der komplexen AmplitudeE0 be­
trägt hier 

Eoz ± . - - z 
Eo11-

' (70,10) 

wobei die beiden Vorzeichen einer Rotation in Schraubenrichtung bzw. ent­
gegengesetzt entsprechen (rechts und links polarisiertes Licht)1). 
Ist schließlich b1 oder b2 Null, so ist das Wellenfeld immer einer festen Rich­
tung parallel (oder antiparallel). In diesem Falle wird die Welle als linear polari­
siert bezeichnet. Die elliptisch polarisierte Weile kann offensichtlich als Über­
lagerung von zwei linear polarisierten \V eilen betrachtet werden. 

§ 71. Der DOPPLER-Effekt 

Wir kehren zur Definition des Wellenvektors zurück und führen den vierdimen­
sionalen Wellenvektor -mit den Komponenten 

(71,1) 

ein. Daß diese Größe tatsächlich einen Vierervektor bildet, erkennt man daraus, 
daß sie nach Multiplikation mit. dem Vierervektor x"' einen Skalar, nämlich die 
Phase der W clle 

(71,2) 
ergibt.. Aus (70,3) und (71,1) entnimmt man, daß das Quadrat des Wellenzahl­
vierervektors verschwindet: 

1) Selbstverständlich sollen die Achsen x, y, z wie üblich ein Rechtssystem bilden. 

14 Kurzfassung I 

(71,3) 
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Indizes i, k nur zwei Werte an: i, k = 1, 2, sie entsprechen der y-und der z­
Achse, die x-Achse liegt in der Ausbreitungsrichtung der Welle). 
Die Summe der Diagonalelemente von Ji,. (wir bezeichnen sie mit J) ist eine 
reelle Größe -der Mittelwert des Betragquadrates des Vektors E0: 

(73,2) 

Diese Größe gibt die durch die Energiestromdichte gemessene Intensität der 
Welle. Um diese Größe, die nichts mit den Polarisationseigenschaften zu tun 
hat, auszuschließen, führen wir anstelle von Jik den Tensor 

für den l!ii = 1 gilt, ein. Wir bezeichnen ihn als Polarisationstensor. 

(73,3) 

Aus der Definition (73,1) folgt, daß die Komponenten des Tensors J,,., und 
damit auch die von(!;�;, durch die Beziehungen 

�,.=et n3� 
verknüpft sind, d: h., der Tensor ist hermitesch. Auf Grund dieser Beziehungen 
sind die Diagonalelemente l!n und Q22 reell, wobei en + Q22 = 1 gilt, und es ist 
e21 = 12t2• Der Polarisationstensor wird also insgesamt nur durch drei reelle 
Parameter charakterisiert. 
Wir wollen nun die Bedingungen untersuchen, die der Tensor l!i 1: erfüUen muß, 
damit das Licht vollständig polarisiert ist. In diesem Fall gilt E0 = const, und 
deswegen haben wir einfach 

(73,5) 
(ohne Mittelung), d. h., die Komponenten des Tensors können in der Form eines 
Produktes der Komponenten eines konstanten Vektors dargestellt werden. Eine 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist das Verschwinden der Deter­
minante: 

(73,6) 
Das Gegenteil dazu ist das nicht polarisierte, sog. natürliche Licht. Das voll­
ständige Fehlen der Polarisation bedeutet, daß alle Richtungen (in der Ebene yz) 
vollständig äquivalent sind. Mit anderen Worten, der Polarisationstensor hat 
die Gestalt 

Die Determinante ist dabei ll!ikl = 1/4. 

(73,7) 

Ein beliebiger Tensor(!;�; kann in zwei Teile, in den symmetrischen (bezüglich 
der Indizes i und k) und in den antisymmetrischen zerlegt werden. Betrachten 
wir den Spezialfall des Verschwindens des antisymmetrisphen Teiles. Infolge der 
Beziehung (73,4) ist dersymmetrische Tensor l!ik gleichzeitig auch reell (eo: = et�c). 
Er kann wie jeder symmetrische Tensor auf Hauptachse mit zwei verschiedenen 
Hauptwerten, die wir mit A.1 und A.z bezeichnen, transformiert werden. Die Rieb-
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§ 75. Grenzen der geometrischen Optik 
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Nach der Definition einer ebenen monochromatischen Welle ist ihre Amplitude 
immer und überall dieselbe. Eine solche Welle ist in allen Raumrichtungen un­
endlich weit ausgedehnt und existiert· im gesamten Zeitintervall von t = - oo 

bis t = + oo. Jede Welle, die eine nicht überall und zu jeder Zeit konstante 
Amplitude besitzt, ist nur mehr oder weniger monochromatisch. Wir wollen uns 
hier mit der Frage beschäftigen, in welchem Grade eine Welle "nichtmonochro­
matis.ch" ist. 
Betrachten wir eine elektromagnetische Welle mit einer Amplitude, die in 
jedem Raumpunkt eine Funktion der Zeit sein möge. · w0 sei irgendeine mittlere 
Frequenz der Welle. Dann hat das Feld dieser Welle (etwa das elektrische) in 
einem bestimmten P1.1nkt die GestaltE0(t) e-i w,t. Dieses Feld ist zwar nicht selbst 
monochromatisch, kann jedoch in monochromatische Komponenten zerlegt, 
d. h. durch ein FoURIER-Integral dargestellt werden. Die Amplitude derjenigen 
Komponente dieser Entwicklung, die der Frequenz w entspricht, ist dem Inte-
gral +oo 

J Eo(t) ei<w-w,Jt dt 
-00 

proportional. Der Faktor ei(w-w,)t ist eine periodische Funktion mit verschwin­
dendem Mittelwert. Wäre E0 immer konstant, so hätte das Integral für alle 
w =!= w0 den Wert Null. Ist dagegen E0(t) zeitabhängig, ändert sich jedoch auf 
einem Zeitabschnitt der Größe 1/jw-w0j nur sehr wenig, so istdas Integralnähe­
rungsweise Null, und zwar gilt dies um so genauer, je langsamer sich E0 ändert. 
Damit das Integral merklich von Null abweicht, muß sich E0(t) in einem Zeit­
intervall der Größe 1/jw-w0l beträchtlich ändern. 
Im folgenden wollen wir mit Llt das Zeitintervall bezeichnen, in dessen Verlauf 
sich die Wellenamplitude an einem Raumpunkt merklich ändert. Aus unseren 
Überlegungen folgt dann, daß die größte Abweichung der Frequenzen von w0, 
die in die spektrale Entwicklung der Welle noch mit merklicher Intensität ein­
geht, sich aus der Bedingung Llt rv 1/jw-w0j bestimmt. Nennen wir das Fre­
quenzintervall (um die mittlere Frequenz w0) in der spektralen Zerlegung Llw, 
so gilt also die Beziehung 

Llw Llt rv 1 . (7S,1) 
Wir sehen, daß die Welle in der Tat um so monochromatischer (d. h. Llw um so 
kleiner) wird, je größer Llt ist, d. h. je langsamer sich die Amplitude der Welle in 
einem Raumpunkt ändert. 
Beziehungen, die der Gleichung (75,1) entsprechen, lassen sich auch leicht für 
den Wellenvektor ableiten. Es seien Llx, Lly, Llz die Größenordnungen jener Ent­
fernungen längs der Achsen x, y, z, für die sich die Wellenamplitude beträchtlich 
ändert. Für einen bestimmten Zeitpunkt hat das Wellenfeld als Funktion der 
(räumlichen) Koordinaten die Gestalt 

Eo(r) eik, .. ' 
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Aufgabe 
Man finde die Größenordnung der kleinsten Breite eines Lichtbündels, das aus einem 

parallelen Lichtbündel in der Entfernung l von einer Blende entsteht. 

Lösung. Bezeichnen wir den Durchmesser der Blendenöffnung mit d, so erhalten wir 
aus (75,5) für den Ablenkungswinkel des Lichtes (Beugungswinkel) einen Wert - Äfd, 
so daß die Breite des Bündels von der Ordnung d + ().jd) l ist. Der kleinste Wert dieser 
Größe ist - yD. 

§ 76. FRESNELsche Beugung 

Abweichungen von den Gesetzen der geometrischen Optik, die mit der Endlich­
keit der Lichtwellenlänge zusammenhängen, führen zur Entstehung von Er­
scheinungen, die als Beugung bezeichnet werden. Solche Erscheinungen kann 
man z. B. beobachten, wenn sich Hindernisse auf dem Wege der Lichtaus­
breitung befinden, etwa undurchsichtige Körper (wir bezeichnen sie als Schirme}, 
oder wenn das Licht durch Öffnungen in den Schirmen geht. Wären die Ge­
setze der geometrischen Optik streng erfüllt, so . gäbe es hinter den Schirmen 
Schattengebiete, die scharf von den Gebieten getrennt wären, auf die I.Jcht fällt. 
Die Beugung führt jedoch dazu, daß an Stelle der· scharfen Grenzen zwischen 
Licht :und Schatten dort eine komplizierte Intensitätsverteilung des Lichtes 
auftritt. Diese Beugungserscheinungen sind um so stärker ausgeprägt, je kleiner 
die Abmessungen der Schirme oder die Öffnungen in ihnen im Vergleich zur 
. Wellenlänge sind. 
Das Beugungsproblem kann allgemein nur für schwache Abweichungen von 
der geometrischen Optik betrachtet werden. Dadurch wird erstens voraus­
gesetzt, daß alle charakteristischen Abmessungen des Problems (Abmessungen 
der Schirme, Entfernungen der Schirme von der Lichtquelle und vom Beobach­
tungspunkt des Lichtes) groß im Vergleich zur Wellenlänge sind; zweitens wer­
den nur kleine Abweichungen des Lichtverlaufs von den durch die geometrische 
Optik bestimmten Strahlrichtungen betrachtet. 
Es sei irgendein Schirm mit einer Öffnung gegeben, durch die Licht von be­
stimmten Quellen hindurchgelangt. Abb. 31 zeigt diesen Schirm im Quer-

Abb. 31 
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schnitt (ausgezogene Linie); das Licht geht von links nach rechts. Mit u be­
zeichnen wir im folgenden eine beliebige Feldkomponente von E oder H. Wir 
wollen dabei u als reine Funktion der (räumlichen) Koordinaten betrachten, d. h. 
ohne den die Zeitabhängigkeit bestimmenden Faktor e-;"'1• Unsere Aufgabe 
besteht in der Bestimmung des Feldes Up (und der Lichtintensität "' lupl2) in 
einem Beobachtungspunkt P hinter dem Schirm. Als Näherungslösung dieser 
Aufgabe kann man in den Fällen, in denen die Abweichungen von der geometri­
schen Optik klein sind, den Wert für die Größe Up in der Öffnung selbst so an­
nehmen, wie er bei freier Lichtausbreitung auftreten würde, wenn keine Schirme 
vorhanden wären. 
Wir führen irgendeine Fläche Sein, die die Öffnung im Schirm schließt und 
die durch den Rand der Öffnung begrenzt wird. (Der Querschnitt der Fläche ist 
in Abb. 31 gestrichelt dargestellt.) Diese Fläche zerlegen wir in Elemente df, 
die im Vergleich zu den Abmessungen der Öffnung klein sind, groß jedoch 
relativ zur Wellenlänge des Lichtes. Wir können dann jedes dieser Elemente, 
durch die das Licht hindurchgelangt, selbst als Lichtquelle ansehen, von der aus 
sich das Licht nach allen Seiten hin fortpflanzt. Das Feld im Punkte P ist das 
Ergebnis der Überlagerung aller von den Elementen der Fläche S ausgehenden 
Felder (dies ist das sogenannte HuYGENSsche Prinzip). 
Das von dem Element df im Punkte P erzeugte Feld ist dem Feldwert u an 
der Stelle von df selbst proportional. Außerdem ist es zur Fläche dfn propor­
tional, die durch Projektion der Fläche df auf die Ebene entsteht, die zur Strahl­
richtung n (des von der Lichtquelle in df ausgehenden Lichtes) senkrecht ist. 
Offensichtlich gehen bei beliebiger Form des Gebietes df durch df immer die­
selben Lichtstrahlen (und somit bleibt die Wirkung auf das Feld im Punkt P 
gleich), wenn nur die Projektion df,. sich nicht ändert. 
Ferner ändert sich bei der Ausbreitung der Weilen von df zum Punkt P 
deren Phase um kR (k ist der Betrag des Wellenvektors des Lichtes und R die 
Entfernung von df nach P); daraus ergibt sich der Faktor exp (i kR). Die Am­
plitude der Wellen verringert sich in dieser Entfernung um den Faktor 1/R.1) 
Somit ist der Feldanteil Up jedes Elementes der Fläche S proportional zu 
dfn • u ei"R{R. Den vollen Betrag Up erhält man durch Integration dieses Aus­
druckes über die gesamte Fläche S: 

fueikR 
Up = const · 

- R- dfn . (76,1) 

Diese Formel ist der mathematische Ausdruck für das HuYGENssche Prinzip. 
Wir bemerken, daß das Feld Up bei der betrachteten Näherung nur von der 
Form der Randlinie abhängt und nicht etwa von der Form des Schirmes oder von 
dem Material, aus dem er hergestellt wurde. 

1) Tatsächlich verringert sich die von einer punktförmigen Quelle ausgehende Intensi­
tät der Welle bei ihrer Ausbreitung proportional l/R2, da sich der gesamte unverändert 
bleibende Energiestrom über die Oberfläche verteilt, die wie R2 anwächst. Die Intensität 
wird aber durch das Amplitudenquadrat der Welle bestimmt. 
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Befinden sich die Lichtquelle (wir bezeichnen sie mit Q) und der Beobach­
tungspunkt P in endlicher Entfernung vom Schirm, so wird der Hauptbeitrag 
zum Integral (76,1) nur von einem kleinen Teil der Wellenfläche S, nämlich dem 
Teil in der Nähe der Geraden QP geliefert. Da nämlich die Abweichung von der 
geometrischen Optik vorraussetzungsgemäß nur gering ist, so fällt die in P von 
den verschiedenen Punkten der Wellenfläche S herrührende Lichtintensität 
sehr rasch mit der Entfernung von dieser Geraden ab, was der Ausbreitung des 
Lichtes von der Quelle zum Beobachtungspunkt durch geometrische Strahlen 
entspricht. Die Beugungserscheinungen, bei denen für die Integration in (76,1) 
nur ein kleiner Teil der Wellenfläche eine Rolle spielt, werden als FRESNELsche 
Beugung bezeichnet. 
Wir wollen die FRESNELsche Beugung an einem gradlinig begrenzten Schirm 
betrachten. Die Quelle Q und der Beobachtungspunkt P sollen sich in der xz­

Ebene befinden, und die Schirmlinie möge mit der y-Achse zusammenfallen, 
wie es in Abb. 32 gezeigt ist. Die Entfernung von der Lichtquelle Q zum Koor­
dinatenursprung sei Dq. Mit Dp bezeichnen wir die x-Koordinate des Beobach­
tungspunktes P, mit d seinen Abstand von der xy-Ebene, wobei Werted < 0 

z 
y 

Abb.32 

Gebieten geometrischen Schattens (unterhalb der xy-Ebene) entsprechen. Wir 
wollen nun die Intensitätsverteilung des Lichtes in der Nähe der geometrischen 
Schattengrenze untersuchen, d. h. für (im Vergleich zu Dq und Dp) kleine Werte 
von d. 
Als Integrationsfläche in (76,1) wählen wir die obere Halbebene yz. Wie 
schon weiter oben erwähnt wurde, stammt der Hauptanteil im Integral nur aus 
dem Gebiet in der Nähe des Koordinatenursprungs, d. h. aus dem Gebiet (im 
Verhältnis zu Dq und Dp) kleiner Werte von y und z. Bei der Berechnung des 
Integrals über diesen Bereich brauchen nur schnellveränderliche Exponential­
ausdrücke im Integranden berücksichtigt zu werden; den vergleichsweise lang­
sam veränderlichen Faktor 1/R kann man als konstant ansehen. 
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Die Gebiete geometrischen Schattens werden durch negative Werte von w 

dargestellt. Wir wollen die Form der Funktion I(w) im Schatten für große 
Werte von lwl darstellen. Durch partielles Integrieren erhalten wir: 

00 00 fei�'d = - _ l_ eiw' + _.!._ {'eirJ' d1]. r; 2 i Iw I 2 i. 112 
Iw! lwl 

Eine wiederholte partielle Integration liefert einen Ausdruck, der zu lwl3 um­
gekehrt proportional ist. Behalten wir nur den Term bei, der mit der Größe lwl 
am langsamsten abnimmt, so haben wir 

00 

J i�' d 
1 •w' e r; � - 2 i lwl e . 

Iw! 

(76,6) 

Auf diese Weise erhalten wir für die Intensität (76,5) für große negative Werte w 

folgende asymptotische Formel: 

lo I=-4 2' nw (76,7) 

Betrachten wir jetzt das bestrahlte Gebiet mit w > 0. Wir schreiben: 
oo +oo -111 oo f ei�' dr; = f ei'l' dr;-f ei�· d1) = (1 + i) v; -f ei�' d1J. 

-'W -00 -00 w 

Für hinreichend große Werte von w kann man für das auf der rechten Seite der 
Gleichung stehende Integral die Näherung (76,6) benutzen. Eine einfache 
Rechnung ergibt dann 

I= I0 [1 + wt� sin(w2-:)]· (76,8) 

In dem bestrahlten Gebiet außerhalb der Schattengrenze hat die Intensität also 
eine unendliche Reihe von Maxima und Minima, so daß das Verhältnis I JI 0 nach 
beiden Seiten um 1 herum schwankt. Die Amplitude dieser Schwankungen ver­
mindert sich mit wachsendem w, und die Orte der Maxima und Minima nähern 
sich einander allmählich. 
Bei kleinem w besitzt die Funktion I(w) qualitativ denselben Charakter 

(Abb. 33). Im Gebiet des geometrischen Schattens fällt die Intensität monoton 

Abb. 33 
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bestrahltes ßebir.t 
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mit der Entfernung von der Schattengrenze (auf der Grenze selbst ist IJI0 = 1/4). 
Für positive w besitzt die Intensität aufeinanderfolgende Maxima und Minima. 
Im ersten und größten Maximum ist 1/10 = 1,37. 

§ 77. FRAUNHOFERSChe Beugung 

Für physikalische Anwendungen spielen diejenigen Beugungserscheinungen 
eine große Rolle, die beim Auffallen eines parallelen Lichtbündels auf einen 
Schirm entstehen. Als Folge der Beugung geht die Parallelität verloren und es 
tritt Licht auf, das sich in Richtungen ausbreitet, die von der ursprünglichen 
Ausbreitungsrichtung verschieden sind. Wir stellen uns die Aufgabe, die Inten­
sitätsverteilung des gestreuten Lichtes in Abhängigkeit von der Richtung in 
großen Entfernungen hinter dem Schirm zu bestimmen (eine derartige Problem­
stellung entspricht der sogenannten FRAUNHOFER8chen Beugung). Dabei be­
schränken wir uns wieder auf den Fall kleiner Abweichungen von der geometri­
schen Optik, d. h., wir nehmen kleine Abweichungen von der ursprünglichen 
Strahlrichtung (kleine Beugungswinkel) an.1) 
Betrachten wir zum Beispiel die FRAUNHOFERSche Beugung beim senkrechten 

Auffall einer ebenen Welle auf einen unendlich ausgedehnten Spalt mit parallelen 
Rändern in einem undurchsichtigen Schirm. Wir wählen die Spaltebene als 
yz-Ebene mit derz-Achsein Richtung des Spaltes (Abb. 34 zeigt einen Schnitt 
durch den Schirm, dessen Spaltbreite 2a beträgt). Aus Symmetriegründen ist 
es von vornherein klar, daß das Licht nur in der xy-Ebene abgelenkt wird. 
Wir bezeichnen mit u0 das Feld hinter dem Schirm, das bei strenger Gültig­
keit der geometrischen Optik dort vorhanden wäre. Im vorliegenden Falle stellt 

Abb. 34 
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1) Die gestellte Aufgabe könnte mit Hilfe der allgemeinen Gleichung (76,1) gelöst werden, 
wenn man in ihr zum Grenzfall einer unendlich weit vom Schirm entfernten Lichtquelle und 
eines unendlich weit gelegenen Beobachtungspunktes übergeht. Kennzeichnend für den 
betrachteten Fall ist der Umstand, daß (im Gegensatz zur FRESNELschen Beugung) in dem 
[ntegral die ganze Wellenfläche S, über die sich die Integration erstreckt, wesentlich ist 
und nicht nur ein kleiner Teil davon. Es ist jedoch einfacher, die Aufgabe ohne Zuhilfe­
nahme der Gleichung (76,1) nen zu behandeln, wie das weiter unten getan wird. 
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es sich als ein aus der ebenen Welle herausgeschnittener unendlich ausgedehnter 
Streifen von der Breite 2 a dar. In Wirklichkeit kann jedoch eine Welle mit 
einer solchen begrenzten Querschnittsfläche nicht streng eben sein (vgl. § 75). 
In ihrer räumlichen FoURIER-Entwicklung treten Komponenten mit Wellen­
vektoren verschiedener Richtungen auf, die die Beugung verursachen. 
In jeder zur Ebene des Spaltes parallelen Ebene ist das Feld u0 von Null ver­
schieden und im Bereich -a < y < a konstant. Entwickeln wir dieses Feld 
im FoURIER-Integral nach der Koordinate y, so erhalten wir für die Komponen­
ten dieser Entwicklung 

a 

J. 2 u0 • Uq= Uo e-•qvdy =-q srnqa. (77,1) 
-a 

Bei kleinen Abweichungen von der geometrischen Optik (kleine q-Werte) kann 
man annehmen, daß die Entwicklungskomponenten des Feldes u0 mit den Kom­
ponenten des wahren Feldes des gebeugten Lichtes zusammenfallen, so daß die 
Gleichung (77,1) unsere Aufgabe löst. 
. Ist k der Wellenvektor der auffallenden Welle längs der x-Achse, so entspricht 
die Komponente Uq des gebeugten Lichtes dem Wellenvektor k' = k + q. Im 
vorliegenden Falle liegt er in der xy-Ebene und bildet einen kleinen Winkel () 
mit der x-Achse, q ist durch die Beziehung q � k () = w Ofc gegeben. Die Inten­
sität des in das Intervall dq gestreuten Lichtes ist iuql2 dq proportional. Ver­
wenden wir uq aus (77,1), so erhalten wir folgenden Ausdruck für die Winkel­
verteilung des gebeugten Lichtes: 

dl = 
� sin2 k ':t 8 d() . 
n a  k 82 (77,2) 

Diese Verteilung ist so normiert, daß I 0 die gesamte auf den Spalt fallende 
Intensität des Lichtes istl). dlfd() hat als Funktion des Beugungswinkels ()die 
in Abb. 35 gezeichnete Gestalt. Bei einer Vergrößerung von () beiderseits von 
() = 0 durchläuft die Intensität eine Reihe von Maxima mit rasch fallender 
Höhe. Die Maxima sind durch Minima in den Punkten() = n nfk a (n eine ganze 
Zahl) voneinander getrennt, in denen die Intensität zu NuH wird. 

· 

Wir betrachten die FRAUNHOFERBche Beugung an zwei Schirmen, die zuein­
ander komplementär sind: Der erste Schirm habe dort die Öffnung, wo der an­
dere-undurchsichtig ist und umgekehrt. In ähnlicher Weise, wie wir es weiter 
oben getan haben, bezeichnen wir mit u�> und uh2l das Feld hinter diesen Schir­
men, wie es nach der geometrischen Optik dort vorhanden wäre. Da die Öffnun­
gen beider Schirme einander zu einer vollständigen Fläche ergänzen, stimmt die 

1) Davon überzeugt man sich leicht mit Hilfe des bekannten Wertes des bestimmten 
Integrals oc 

Jsin2x 
--d x= n. x2 

-00 

15 Kurzfassung I 
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d. h., die komplexen Vektoren a,. stehen auf den entsprechenden Wellenvek­
toren h senkrecht. Die Größen a,. sind Funktionen der Zeit und genügen der 
Gleichung 

(78,4) 

Werden die Dimensionen A, B, 0 des betrachteten Gebietes hinreichend groß 
gewählt, so liegen die benachbarten Werte von k�, k11, k. (für die nx, n11, n. um 
Eins verschieden sind) sehr dicht beieinander. Es ist dann sinnvoll, von der 
Zahl der möglichen Werte kx, k11, k: in einem kleinen Intervall Llkx, Llk11, Llk. zu 
sprechen. 
Da benachbarten Werten von z. B. kx Werte von nx entsprechen, die sich 
um 1 unterscheiden, so ist die AnzahlLinx der möglichen Werte von kx im Inter­
vall Llk,. gleich dem entsprechenden Intervall der nx-Werte. Wir finden auf 
diese Weise 

A Llnx = 2 n Llkx , 

Die Gesamtzahl Lln der möglichen Werte des Vektors h, dessen Komponenten in 
den Intervallen Llk", Llk11, Llk. liegen, ist gleich dem Produkt Lln" Lln11 Lln., d. h., 
es gilt 

V Lln = (2 n)3 Llk" Llk11 Llk., (78,5) 

worin V= ABO das Volumen des betrachteten Feldbereiches ist. 
Hieraus bestimmt man leicht die.Zahl der möglichen Wellenvektoren, deren 
Beträge im Intervall Llk und deren Richtungen im Raumwinkelelement Llo 
liegen .. Dazu hat man im "Raum" der k", k11, k. auf Kugelkoordinaten überzu­
gehen und Llkx Llk11 Llk. durch das Volumenelement in diesen Koordinaten aus­
zudrücken. Es ergibt sich 

V Lln = (2 n)3 k2 Llk Llo . (78,6) 

Die Gesamtzahl der möglichen Wellenvektoren mit Beträgen im Intervall Llk 
und beliebigen Richtungen (wir schreiben 4 n anstelle Llo) ist dann schließlich 

V Lln = 2;;2 k2 Llk . (78,7) 

Für die Zeitabhängigkeit der Vektoren a,. ergeben sich einfache periodische 
Funktionen mit den Frequenzen wk = c k (siehe (78,4)). Wir stellen die Ent­
wicklung des Feldes als eine Zerlegung nach fortschreitenden ebenen Wellen 
dar. Wir setzen die Zeitabhängigkeit für jedes a,. mit einem Faktor e-iwkt an: 

(78,8). 

Jeder einzelne Term in der Summe (78,1) hängt dann nur von der Differenz 
h r -w" tabund entspricht einer sich in der h-Richtung ausbreitenden Welle. 
16 Kurzfassung I 









Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen XIV 

§ 79. Retardierte Potentiale 

Wir werden Gleichungen zur Bestimmung des Potentialfeldes ableiten, das durch 
bewegte Ladungen verursacht ist. Zu diesem Zweck wiederholen wir die in§ 68 
durchgeführte Ableitung, jedoch ohne die Festsetzung, daß die Dichte der La­
dungen und der Strom verschwinden. 
Setzen wir 

l /JA E = - - - - 17m 
c 8t .,- , 

in die Gleichung 

t H 4 :n: .  + 1 8E ro = - J - -

c c 81 

ein, so erhalten wir 

H = rotA (79,1) 

rot rot A = . 4 :n; • 1 82A 8cp 1 -LIA + grad dtv A = -c-J-C2 W -
gradat · c 

(79,2) 
(im letzten Glied von rechts sind die Operationengrad und ofot vertauscht). 
Als zusätzliche Bedingung für die Potentiale wählen wir jetzt die Gleichung 

div A + � �� = 0 ; (79,3) 

�ie wird LORENTZ-Bedingung genannt, und die ihr genügenden Potentiale nennt 
man Potentiale gemäß der LoRENTz-Konvention geeicht.1) Die letzten Glieder 
auf beiden Seiten von (79,2) hebt>n sich dann wechselseitig auf, und wir kommen 
zu der Gleichung 

1 82A . !JA- -- = 
c2 ßt2 

4:n; • 

-J . c 
(79,4) 

1) Die Bedingung (79,3) ist allgemeiner als die iJn § 68 verwendete Bedingung cp = 0, 
div A = 0; Potentiale, die der letzteren genügen, genügen auch der Bedingung (79,3). Im 
Unterschied zu ihr hat die LoRENTZ-Bedingung jedoch invarianten Charakter: Potentiale, 
die dieser Bedingung in einem Bezugssystem genügen, genügen ihr auch in allen anderen 
Systemen. Dies wird daraus ersichtlich, daß die Bedingung (79,3) in der vierdimensionalen 
invarianten Form 

aA�< 
-- = 0 
8x�' 

geschrieben werden kann. 



220 Kapitel XIV. Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen 

. Setzen wir analog (79,1) in die Gleichung div E = 4 n e ein, so erhalten wir 

-_!_ � div A -L1<p = 4 :rt e , 
() 8t 

oder, wenn wirdivAaus der Bedingung (79,3) verwenden, 
1 82cp L1<p ---= -4ne. c2 8t2 

(79,5) 

Die Gleichungen (79,4) und (79,5) sind die gesuchten Gleichungen. Für ein 
zeitunabhängiges Feld ergeben sich die uns schon bekannten Gleichungen 
(59,4) und (65,4) und für ein veränderliches Feld ohne Ladungen homogene 
W ellengleichungen. 
Die allgemeine Lösung der inhomogenen linearen Gleichungen (79 ,4) und (79,5) 

läßt sich in bekannter Weise als Summe der allgemeinen Lösung der homogenen 
Gleichung (also ohne rechte Seiten) und einer speziellen Lösung der allgemeinen 
Gleichung (mit Inhomogenitäten) darstellen. Um ein solches spezielles Integral 
zu finden, teilen wir den ganzen Raum in unendlich kleine Bereiche und bestim­
men das von der Ladung erzeugte Feld, die sich in einem dieser Volumenelemente 
befindet. Infolge d,er Linearität der Feldgleichungen ist das tatsächliche Feld 
gleich der Summe der von allen diesen Elementen hervorgerufenen Felder. 
Die Ladungsmenge de in einem bestimmten Volumenelement hängt im allge­

meinen von der Zeit ab. Wählen wir den Koordinatenursprung im Volumen­
element, so läßt sich die Ladungsdichtee = de(t) <5(R) schreiben, wo R die Ent­
fernung vom Koordinatenanfangspunkt ist. Es ist also die Gleichung 

L1<p -_!_ 82cp = -4 n de(t) <5(R) (79,6) 
c2 8t2 

zu lösen. 
Überall außerhalb des Ursprunges ist <5(R) = 0, und es gilt 

1 82cp L1<p--- = 0 .  
c2 8t2 

(79,7) 

Offensichtlich muß in dem hier betrachteten Fall <p kugelsymmetrisch sein, d. h. 
darf nur von R abhängen. Schreiben wir also den LAPLACE-Operator in Kugel­
koordinaten, so nimmt (79,7) die Gestalt 

1 a (R2 arp ) 1 82rp _ O 
R2 8R 8R c2 8t2 

·an. 

Zur Lösung substituieren wir <p = X(�, t) . Dann erhalten wir für X 
82x 1 82x - --- = 0 .  8R2 c2 8t2 

Dies ist jedoch die Gleichung ebener Wellen, deren Lösung die Gestalt 

hat. 
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tial gegeben: 
e 

rp = R(t')' A=O. (80,2) 

Der Ausdruck für die Potentiale in einem beliebigen Bezugssystem ergibt sich 
daraus, daß wir einen solchen Vierervektor angeben, der für die Geschwindig­
keit v = 0 für rp mit A gerade die Werte (80,2) ergibt. Da gemäß (80,1) rp aui' 
(80,2) in der Form 

e 

rp = c (t -t') 

geschrieben werden kann, finden wir für den gesuchten Vierervektor 

A�' = e ul' 
(R, u•) 

(80,3) 

Hier ist u�' die Vierergeschwindigkeit der Ladung und R' ein Vierervektor mit 
den Komponenten 

R• = (c (t -t') , ". -r') , 

wobei t', x', y', z' untereinander durch die Beziehung (80,1) verknüpft sind. Diest-' 
hat il)varianten Charakter, da sie in der invarianten Form 

R, R' = 0 (80,4) 

geschrieben werden kann. Wenn wir die Komponenten des Vierervektors (80,3) 
in dreidimensionaler Form für ein beliebiges Bezugssystem aufschreiben, er­
halten wir für die Potentiale des Feldes, das durch eine sich beliebig bewegende 
Punktladung erzeugt wird, folgende Ausdrücke: 

(80,5) 

Hierbei ist R der Radiusvektor vom Aufenthaltspunkt der Ladung zum Beob­
achtungspunkt P und alle Größen auf den rechten Seiten der Gleichungen sind 
zum Zeitpunkt t', der durch. (80,1) definiert ist, zu nehmen. Die Potentiale det; 
Feldes in der Form (80,5) heißen LI:ENARD-WIECHERT-Potentiale. 
Zur Berechnung der elektrischen und magnetischen Feldstärke nach den For­
meln 

I oA E = - -- -grad m _ H = rot A 
c at "' · 

sind rp und A nach den Aufpunktkoordinaten x, y, z und der Beobachtungszeit t 

zu differenzieren. Die Gleichungen (80,5) drücken die Potentiale als Funktionen 
von t' und erst über (80,1) als implizite Funktionen von x, y, z, t aus. Zur Bildung 
der nötigen Ableitungen hat man also erst nach t' zu differenzieren. 
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Es sei darauf hingewiesen, daß das Feld in großen Entfernungen der ersten 
Potenz der Entfernung R0 vom ausstrahlenden System umgekehrt proportional 
ist. Es ist ferner zu bemerken, daß die Zeit in die Ausdrücke (81,1) bis (81,3) 
immer in der Kombination t - R0fc mit der Entfernung R0 eingeht. 
Die vom System ausgestrahlten elektromagnetischen Wellen führen eine be­

stimmte Energie mit sich. Der Energiestrom wird durch den PoYNTING-Vektor 
gegeben, der in einer ebenen Welle gleich 

H2 S = c--n 4n: 

ist. Die Intensität dJ der Strahlung im Raumwinkelelement do ist diejenige 
Energiemenge, die in der Zeiteinheit durch das Element df = R� do der Kugel­
oberfläche gelangt, deren Zentrum im Koordinatenanfangspunkt liegt und die 
einen Radius R0 besitzt. Offensichtlich ist diese Menge gleich dem mit df multi­
plizierten Energiestrom S, d. h. 

H2 dJ =e-R� do . (81,4) 
4n: 

Da die Feldstärke H umgekehrt proportional zu R0 ist, sehen wir, daß die vom 
System pro Zeiteinheit in den Raumwinkel do abgestrahlte Energie für alle Ent­
fernungen dieselbe ist (bei einem für alle Entfernungen gleichen Wert der Dif­
ferenz t -R0fc}. Dies muß natürlich so sein, da sich die vom System ausge­
sandte Energie im umliegenden Raum mit der Geschwindigkeit c ausbreitet und 
sich nirgends anhäufen oder verschiwnden kann. 

!* loj2. Dipolstrahlung 

Oie im Integranden der Ausdrücke (81,1) und (81,2) für die retardierten Po­
tentiale auftretende Zeit r nfc kann man vernachlässigen, wenn sich innerhalb 
dieser Zeit die Ladungsverteilung wenig ändert. Es lassen sich leicht Bedingun­
gen dafür angeben. T sei der Größenordnung nach die Zeit, in der sich die La­
dungsverteilung des Systems merklich ändert. Die Strahlung dieses Systems 
wird offensichtlich eine Periode der Ordnung T, d. h. eine Frequenz der Größen­
ordnung 1/T besitzen. Bezeichnen wir ferner mit a die Größenordnung der 
Systemdurchmesser. Dann ist r nfc "' afc. Damit sich die Ladungsverteilung 
des Systems in dieser Zeit ·J' nfc nicht bedeutend ändern kann, muß afc � T sein. 
Nun ist c T nichts anderes als die Wellenlänge A. der Strahlung, so daß wir die Be· 
r:lingung a < c T in der Form 

(82,1) 

schreiben können, d. h., die Systemdurchmesser müssen klein gegenüber der 
Länge der ausgestrahlten Wellen sein. 
Die Bedingung läßt sich noch in einer anderen Form schreiben, wenn wir 
T "' afv und daher A. "' c afv benutzen, wo v die Größenordnung der Gescl}win-
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des Ausdruckes d(t) aus der zeitlichen Ableitung des entsprechenden Terms des 
Ausdruckes d(t) ergeben muß, d. h., es ist 

d," e- iwt = �-(d e- iwt) = _ w2 d e-iwt. "' dt2 "' "' 

Hieraus folgt 

und 
I = 4 w' ld 12 w 3 es w • 

(82,11) 

(82,12) 

Mit einer Entwicklung in ein FoURIER-Integral hat man es bei der Strahlung 
zu tun, die beim Zusammenstoß geladener Teilchen entsteht (die sogenannte 
Bremsstrahlung). Dabei ist von Interesse die gesamte Energiemenge, die 
während der Stoßdauer ausgestrahlt wurde. Die Energie, die in Form von Wel­
len mit Frequenzen im Intervall zwischen w und w + dw ausgestrahlt wird, 
bezeichnen wir mit dQ:.,. Wir erhalten sie nach (72,8) aus der Formel für die 
Gesamtenergie der Strahlung: 

00 00 

LlQ: = I dt = - d2 dt, J 
2 J .. 3 c3 

-oo -00 

indem wir das Integral durch den Ausdruck 2 ld�l2 dw/2 n ersetzen: 
2 .. 

dQ;ro = -- aldwl2 dw . 3:n:c 

(82,13) 

(82,14) 

Ein abgeschlossenes System, das aus Teilchen besteht, bei denen das Ver­
hältnis Ladung zu Masse gleich ist, kann keine (Dipol-)Strahlung aussenden. 
In der Tat ist das Dipolmoment eines solchen Systems 

e d = I: e r = I: -m r = const I: m r , 
m 

wo const das (für alle Teilchen gleiche) Verhältnis Ladung zu Masse bedeutet. 
Nun gilt I: m r = ll I: m ,  mit R als Radiusvektor des Systemschwerpunktes 
(es sei daran erinnert, daß für alle Geschwindigkeiten v �c gilt, so daß die nicht­
relativistische Mechanik anwendbar ist); d ist daher der Beschleunigung des 
Schwerpunktes proportional und verschwindet, da sich der Schwerpunkt gleich­
förmig bewegt. 
Wenn die Dipolstrahlung fehlt, muß man sich zur Bestimmung der vom 
System ausgestrahlten Energie höheren Termen der Entwicklung des Feld­
potentials nach Potenzen eines kleinen Verhältnisses aj). zuwenden. In den 
nach der Dipolnäherung folgenden Näherungen entsteht eine Strahlung, die 
sich als Schwingung des elektrischen Quadrupolmoments und des magnetischen 
Moments des Systems erweist. 
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Aufgaben1) 
I. Man bestimme die AuBBtrahlung eines Dipols d, der in einer Ebene mit konstanter 

Winkelgeschwindigkeit [J rotiert. 
Lösung. Wählen wir die xy-Ebene als Rotationsebene, so haben wir 

dz = d0 cos [J t, d11 = d0 sin [J t . 

Da diese Funktionen "monochromatisch" sind, ist auch die Ausstrahlung mit der Frequenz 
w = [J monochromatisch. Nach (82, 7) finden wir für die Winkelverteilung der (über die 
Rotationsperiode) gemittelten Ausstrahlung 

· 

- d2 !J' 
dJ = _o _ _ (1 + cos2 «5) do, 

8 n c3 

wo {} der Winkel zwischen der Richtung n der Strahlung und der z-Achse ist. Die Gesamt­
intensität ist 

- 2 d2 n• 1= __ o _ _ -

3 c3 

2. Man bestimme die Gesamtstrahlung bei frontalem Zusammenstoß zweiersich abstoßen­
der Teilchen. 

Lösung. Wenn wir den Koordinatenursprung im Schwerpunkt der Teilchen wählen, so 
erhalten wir für das Dipolmoment des Systems 

d = e1 '�'1 + � '�'2 = 1' = I' - - - " · 
e1 m2 -e2m1 (e1 e2) 
m1 + m2 m1 m1 

Die Indizes 1 und 2 beziehen sich dabei auf die beiden Teilchen, ,. = 1'1 - 1'2 ist der Radius­
vektor zwischen ihnen und p = m1 m2j(m1 + m2) die reduzierte MaBBe. Die Bewegungs­
gleichung der Teilchen lautet 

e1 e2 > 0). Nach (82,13) ist die Gesamtenergie der Bremsstrahlung 

-oo -00 

Bei frontalem Stoß bestimmt man die Geschwindigkeit v der Teilchen aus 
2 2 p v + e1 e2 _ p V00 -
2
- --

r
---

2
-' 

wo V00 die Geschwindigkeit im Unendlichen ist. Setzen wir im Integral für dt = drjv und 
ersetzen die Integration über dt durch die Integration über dr von oo bis Tmin := 2 e1 e2jp v&, 
und von rmln bis oo, so können wir schreiben: 

00 

-oo 'min 

00 

1) In allen Aufgaben gilt für die Geschwindigkeit der Teilchen v � c. 
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Lösung dieser Schwierigkeit liegt in Wirklichkeit in der schon früher erwähnten 
(§ 68) unendlich großen elektromagnetischen "Eigenmasse" der Elementar­
teilchen. Wenn wir in den Bewegungsgleichungen für die Masse der Ladung einen 
endlichen Wert benutzen, so schreiben wir ihr damit im wesentlichen formal 
eine unendlich große negative "Eigenmasse" nicht elektromagnetischen Ur­
sprungs zu, die zusammen mit der elektromagnetischen Masse die endliche Masse 
des Teilchens ergibt. Die Subtraktion von zwei unendlichen Größen ist jedoch 
keine mathematisch korrekte Operation; dieses Verfahren führt zu einer Reihe 
Schwierigkeiten, u. a. zu den hier erwähnten. 
Da die Dämpfungskraft nach den angestellten Überlegungen zu widersprüch­
lichen Ergebnissen führt, ist die Gleichung (84,2) nur dann anwendbar, wenn 
diese Kraft klein gegenüber der Kraft ist, die auf die Ladung von Seiten �es 
äußeren Feldes wirkt. 

§ 85. Streuung an freien Ladungen 

Fällt in ein System von Ladungen eine elektromagnetische Welle ein, so ge­
raten die Ladungen unter ihrem Einfluß in Bewegung. Diese Bewegung ist 
ihrerseits wieder von einer Ausstrahlung nach allen Richtungen begleitet: Es 
tritt eine sogenannte Streuung der ursprünglichen Welle auf. 
Die Streuung läßt sich zweckmäßig durch das Verhältnis der vom streuenden 
System in eine bestimmte Richtung in der Zeiteinheit ausgesandten Energie­
menge zur Dichte des auf das System fallenden Energiestromes charakterisieren. 
Dieses Verhältnis besitzt offensichtlich die Dimensionen einer Fläche und wird 
effektiver Streuquerschnitt genannt (vgl. § 15). 
Es sei dl die vom System in den Raumwinkel do (in einer Sekunde) ausge­
strahlte Energie, wobei auf das System eine Welle mit dem PoYNTING-Vektor S 
fällt. Der effektive Streuquerschnitt (in den Raumwinkel do) ist dann 

dl da=---=­
s 

(85,1) 

die Querstriche über den Buchstaben kennzeichnen die zeitliche Mittelung). 
Das Integral a von da über alle Richtungen ist der totale effektive Streu-
querschnitt. 

· 

Wir betrachten die Streuung, die eine unbewegte freie Ladung hervorruft. 
Auf diese Ladung möge eine linear polarisierte ebene .monochromatische Welle 
fallen. Das elektrische Feld der Welle läßt sich in der Form 

E = E0 cos (w t -k r + tX) 
schreiben. 
Wir werden voraussetzen, daß die Geschwindigkeit, die die Ladung durch das 
einfallende Wellenfeld erhält, klein gegenüber der �ichtgeschwindigkeit ist. 
Praktisch wird dies immer erfüllt sein. Als auf die Ladung wirkende Kraft 
können wir dann e E ansetzen, während die vom Magnetfeld herrührende Kraft 
17* 
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!:_ [v H] vernachlässigbar ist. Auch den Einfluß der Verschiebung der 'Ladung 
c 
bei ihren Schwingungen unter der Wirkung des Feldes kann man hier vernach­
lässigen. Vollführt die Ladung Schwingungen um den Koordinatenursprungs­
punkt, so kann man annehmen, daß auf sie zu jeder Zeit das im Koordinaten­
ursprung befindliche Feld einwirkt, d. h. 

E = E0 cos (w t + .:x). 
Da die Bewegungsgleichungen einer Ladung 

mt:= eE 

lauten und ihr Dipolmoment d = e r ist, folgt 
.. e2 d = -E .  

m 
(85,2) 

Zur Berechnung der gestreuten Strahlung benutzen wir die Gleichung (82,7) 
für die Dipolstrahlung; dies ist erlaubt, da die von der Ladung erreichte 
Geschwindigkeit als klein angenommen wurde. Wir stellen ferner fest, daß die 
Frequenz der von der Ladung ausgestrahlten (d. h. von ihr gestreuten) Welle 
offensichtlich gleich der Frequenz der einfallenden Welle ist. 
Wenn wir (85,2) in (82,7) einsetzen, finden wir 

e' dl= [En]2do . 
4nm2c8 

Andererseits ist der PoYNTING-Vektor der einfallenden Welle 

S = _!__E2• 4n 

(85,3) 

Damit erhalten wir für den effektiven Streuquerschnitt in den Raumwinkel do: ( e2 )2 
da= 

mc2 
sin2 () do , (85,4) 

wo () der Winkel zwischen der "Streurichtung" (Vektor n) und der Richtung 
des elektrischen Feldes E der einfallendenWeile ist. Wir sehen, daß der effektive 
Streuquerschnitt für eine freie Ladung nicht von der Frequenz abhängt. 
Wir wollen den totalen effektiven Streuquerschnitt a bestimmen. Dazu 
legen wir die Polarachse in die Richtung von E. Es ist dann do = sin () d() d<p, 
und wenn wir über () von 0 bis n und über <p bis 2 n integrieren, finden wir die 
sogenannte THOMSONsche Formel 

a= 8 n(�)2. 3 mc2 (85,5) 

Aufgaben 
1. Man bestimme den effektiven Streuquerschnitt da für die Streuung nichtpolarisierter 

Wellen (natürliches Licht). 
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Lösung. Wir müssen (85,4) über alle Richtungen des VektorsEin der Ebene mitteln, 
die zur Ausbreitungsrichtung der einfallenden Welle (Richtung des Wellenvektors k) senk­
recht ist. Wir wählen ein Koordinatensystem mit der z-Achse in Richtung von k und der 
x-Achse in Richtung von E. Dann ist der Kosinus des Winkels (}zwischen den Richtungen n 

undE, d. h. die Projektion des Einheitsvektors n auf die x-Achse, gleich cos 8 = sin {} cos rp, 
wo {} und rp Polar-und Azimutwinkel bezüglich der. der Richtung n sind. Die MitteJung über 
alle RichtungenEin der zu K senkrechten Ebene ist dann einer MitteJung über rp äquivalent. 
Wir erhalten 

sin2 (} = 1 -�sin2 {} = �(1 + cos2 {}) 
2 2 

und durch Einsetzen in (85,4) 

da = - - (1 + cos2 {}) do . 
1 ( e2 )2 
2 m c2 

2. Man bestimme die Frequenz w' des an einer bewegten Ladung gestreuten Lichtes. 
Lösung. In dem Koordinatensystem, in dem das Teilchen ruht (Ruhsystem des Teil­

chens), ändert sich die Frequenz des Lichtes bei der Streuung nicht (w = w'). In invarianter 
Form läßt sich dies 

k� u�-' = k,_.u�-' 

schreiben, wobei k1' und k'�-' die Viererwellenvektoren des einfallenden und gestreuten Lichtes 
und u�-' die Vierergeschwindigkeit des Teilchens sind (im Ruhsystem ist nur die Komponente 
u0 = 1 von Null verschieden). Qehen wir jetzt zu einem willkürlich gewählten Bezugs­
system über (in dem sich das Teilchen mit der Geschwindigkeit v bewegt), so können wir 
diese Gleichung in der Form 

w' ( 1 -: cos (}') = w ( 1 -: cos (}) 
schreiben, wo(} und(}' die Winkel sind, die die einfallende und die gestreute Welle mit der 
Richtung von v bilden. 
3. Man bestimme den effektiven Streuquerschnitt für die Streuung einer linear polarisier­

ten Welle an einer Ladung, die unter dem Einfluß irgendeiner elastischen Kraft kleine 
Schwingungen mit der Frequenz w0 ausführt (räumlicher Oszillator). Dabei ist die Strah­
lungsdämpfung zu berücksichtigen. 

Lösung. Die Bewegungsgleichung der im Felde der einfallenden Welle befindlichen 
Ladung ist 

.• 2 e . t 2 e2 ... 
r + w0r = -E0e-"'' + ---r 

m 3m c3 

In der Dämpfungskraft (zweiter Term rechts) setzen wir näherungsweise :;: = -w� 1-; 
dann erhalten wir 

r + yi- +  w2r = _!_E0e-iwt, o m 

Für die erzwup.gene Schwingung folgt daraus 

e e-i w t 
r = ---E 

m 
0 w� - w2 - i w y 

2 e2 y =--W� • 
3mc3 

Die weitere Berechnung erfolgt so, wie es im Text des Paragraphen angegeben ist (bei der 
Berechnung der Mittelwerte der Quadrate komplexer Größen ist das in der Anmerkung auf 
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q = k' - k ist hier die Differenz der Wellenvektoren der gestreuten Welle 
k' = w n'fc und der einfallenden Welle k = w nfc.1) Die Summe in (86,6) ist 
jetzt zum Zeitpunkt t' = t - R0fc zu nehmen, da die Änderung von t• in der 
Zeit 1' n' fc infolge der angenommenen Kleinheit der Teilchengeschwindigkeiten 
vernachlässigt werden kann (den Index t' lassen wir wie üblich kürzehalber fort). 
Der Absolutwert des Vektors q ist 

2 w . {j q = csm2, 

wo {) der Streuwinkel ist. 

(86,7) 

Bei der Streuung an einem Atom (oder Molekül) kann man in der Summe in 
(86,6) die Terme, die dem Kern entsprechen, wegen der Größe seiner Masse 
gegenüber der Elektronenmasse vernachlässigen. Unten werden wir gerade 
diesen Fall im Auge haben, so daß wir den Faktor e2fm aus dem Summenzeichen 
herausziehen können und unter e und m nun Ladung und Masse des Elektrons 
zu verstehen haben. 
Für das FeldH' der gestreuten Welle finden ""ir nach (81,3) 

[E '] -iw(t-�) 2 • H' = � e c �}; e-iqr. 
c2 R0_ m 

Der Energiestrom in das Raumwinkelelement in Richtung n' ist 

(86,8) 

Teilen wir diesen Ausdruck durch den mittleren Energiestrom c IE0I2/8 n der 
einfallenden Welle (vgl. die Anmerkung auf Seite 196) und führen wir den 
Winkel() zwischen der Feldrichtung E der einfallenden Welle und der Strom­
richtung ein, so finden wir endgültig den effektiven Streuquerschnitt in der 
Form 

(86,9) 

Der Querstrich bezeichnet die Mittelung über die Zeit, d. h. die Mittelung über 
die Bewegung der Ladungen im System; die Mittelung erfolgte in Hin blick 
darauf, daß die Streuung in einem Zeitintervall beobachtet wird, das groß 
gegenüber der Bewegungsperiode der Ladungen im System ist. 
Für die Wellenlänge der einfallenden Strahlung folgt aus (86,4) die Unglei­
chung A. <{ a cfv. Je nach der relativen Größe von A. und a sind die beiden Grenz­
fälle ,1.� a und A <{a möglich. In beiden Fällen vereinfacht sich die allgemeine 
Gleichung (86,9) wesentlich. 

1) Genau genommen ist k' = w' n'fc, wo die Frequenzen w ' der gestreuten Welle von w 
zu unterscheiden ist. Die Differenz w ' - w - w0 kann man jedoch für den betrachteten 
Fall hoher Frequenzen vernachlässigen. 
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