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Vorwort

Die Geometrie hat von Anbeginn eine besondere Rolle als Ubungsfeld fiir neue
wissenschaftliche Methoden und Denkweisen gespielt. Den Griechen lieferte sie das
Material fiir den ersten Versuch einer deduktiven Theorie. Die Untersuchungen iiber
die Unabhingigkeit des Parallelenaxioms bildeten den Ausgangspunkt fiir die heute
meist als ,,Grundlagen der Mathematik®, ,,mathematische Logik® oder ,,Meta-
mathematik‘ bezeichnete Methodologie der deduktiven Wissenschaften. Die Elemen-
targeometrie ist wegen der Anschaulichkeit ihver Sachverhalte und der Fiille ihrer
jedermann vertrauten Begriffe auch ein beliebtes Beispielmaterial fiir die Technik
des Definierens und Beweisens in formalisierten Sprachen geworden.

Der Leser wiirde auch ohne dieses Vorwort bald bemerken, daf3 es auch in diesem
Buch nicht primér um Geometrie selbst geht, sondern darum, recht allgemeine und
sehr aktuelle Ziige der gegenwirtigen mathematischen Forschung am Beispiel der
geometrischen Konstruktionen zu erldutern. Die klassische Theorie der geometri-
schen Konstruktionen hat sich im wesentlichen darauf beschrinkt, mit meist alge-
braischen Methoden diejenigen Punkte (einer euklidischen, projektiven, hyper-
bolischen o. 4. Ebene) zu charakterisieren, die mit bestimmten Konstruktionsmitteln
aus gegebenen Punkten erhalten werden konnen. Ihre Resultate geben einerseits
Anla zu allgemeinen Methoden zur Lésung von (l6sbaren) Konstruktionsaufgaben
und ermdglichen es andererseits, die Unldsbarkeit gewisser Konstruktionsaufgaben
mit bestimmten Instrumenten zu beweisen. Einsichtige Geometer haben jedoch
schon seit EURLID gespiirt, da} die Losung von Konstruktionsaufgaben viel mehr
mit dem Fiihren von Beweisen als mit wirklichem Konstruieren zu tun hat: Lost
man eine Konstruktionsaufgabe, so hat man dabei mehreres zu beweisen, zumindest,
dafl das Resultat der Konstruktion wirklich die verlangten Eigenschaften hat. Kann
man andererseits zum Beispiel eine Konstruktion der Parallelen durch einen ge-
gebenen Punkt zu einer gegebenen Geraden angeben, so hat man damit doch wohl
die Existenz einer solchen Parallelen bewiesen? Im vorliegenden Buch wird erstmals



6 Vorwort

systematisch dieser beweistheoretische Aspekt der geometrischen Konstruktionen
untersucht. Gleichzeitig wird prézisiert, in welchem Sinne exakte Konstruktions-
beschreibungen Algorithmen eines bestimmten Typs sind und welche Rolle die will-
kiirliche Wahl von Hilfspunkten bei Konstruktionen spielt. Insofern unterscheidet
sich dieses Buch grundsdtzlich von allen #lteren und neueren Lehrbiichern zum
Thema ,,Geometrische Konstruktionen®. In bezug auf die Mannigfaltigkeit geometri-
scher Beispiele und Einzelresultate ist keine auch nur annéhernde Vollsténdigkeit an-
gestrebt worden. Jedoch wird so viel an Fakten aus der klassischen Theorie der geo-
metrischen Konstruktionen vermittelt, wie nach Ansicht des Verfassers heute zur
Allgemeinbildung eines geometrisch interessierten Mathematikers gehdren sollte.

Im ersten Teil sind alle fiir die eigentliche Theorie benétigten Hilfsmittel und
Kenntnisse aus anderen Gebieten der Mathematik zusammengestellt, so dafl das
Buch bereits Lesern mit geringen mathematischen Vorkenntnissen zugénglich ist.
Jedoch wurden Dinge, die bei den meisten Lesern als bekannt vorausgesetzt wer-
‘den kénnen, gedringt und weitgehend ohne Beweise behandelt, wihrend einige we-
niger geldufige Gebiete ausfiihrlich dargestellt wurden. Weitgehend neu ist in diesem
Teil insbesondere das Konzept der nichtelementaren Sprache und Theorie und die hier-
auf aufgebaute allgemeine Theorie der Definitionen in formalisierten Sprachen.

Die Kapitel 7 und 8 des zweiten Teils bilden das Kernstiick der (bisher unverdffent-
lichten) eigenen Arbeiten des Verfassers iiber den Zusammenhang zwischen zwei bis-
‘her voneinander unabhingigen Gebieten aktueller mathematischer Forschung: der
Semantik beliebiger Programmiersprachen einerseits und der Logik. konstruktiver
Beweise andererseits. Im dritten Teil werden einige Teilgebiete der klassischen Theorie
der geometrischen Konstruktionen vom Standpunkt der im zweiten Teil dargelegten
allgemeinen Theorie neu aufgebaut. Der geplante zweite Band wird sich dariiber
hinaus mit folgenden Themen beschiftigen :

— Konstruktionen auf nichteuklidischen Fldchen, insbesondere auf Kugelober-
flichen und in hyperbolischen Ebenen,

— Optimierung geometrischer Konstruktionen,

— Konstruktionen mit beschrinkten Instrumenten und in beschrinkten Teilen
euklidischer Ebenen,

— Néherungskonstruktionen.

Ich bin mir dessen bewuBlt, dafl der nun vorliegende erste Band weit mehr Fragen
aufwirft, als er beantwortet. Moge er viele Leser anregen, an der Beantwortung dieser
Fragen und der Tilgung von Mingeln mitzuwirken, insbesondere die Grundgedanken
auf andere Gebiete der Mathematik zu iibertragen. Dank schulde ich vor allem
meinem verehrten Lehrer und Freund, Herrn Prof. Dr. G. ASSER, ohne dessen Forde-
rung dieses Buch weder begonnen noch beendet worden wire. Mein Dank gilt
weiterhin dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, insbesondere der
Lektorin, Frau Dipl.-Math. K. BRATZ, sowie den Mitarbeitern des VEB Druckhaus
»Maxim Gorki“ fiir ihre sorgfiltige Arbeit.

Stralsund, im April 1973 PETER SCHREIBER
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1. Mengen, Relationen, Abbildungen

Es wird vorausgesetzt, dall der Leser mit den Grundbegriffen der Mengenlehre ver-
traut ist. Die folgende summarische Behandlung dient der Abgrenzung der benétigten
Begriffe. und der Verstdndigung iiber die verwendeten Bezeichnungen.

Die Bezeichnung x € M bedeutet: Das (materielle oder abstrakte) Ding z ist
Element der Menge M ; x ¢ M bedeutet: x ist nicht Element von M ; z;,...,x, € M
bedeutet: x; € M und ... und z, € M. Firr Mengen M, N gilt M = N genau dann,
wenn M und N die gleichen Elemente enthalten. Eine Menge ist also durch Angabe
ihrer Elemente eindeutig bestimmt und unabhingig von der zufilligen Beschreibung
dieser Elemente oder der Reihenfolge ihrer Aufzihlung. Mit {x: E(x)} bezeichnen wir
die Menge aller Dinge «, die die Eigenschaft % (x) haben. Endliche Mengen (und nur
solche) kénnen auch durch vollstindige Aufzihlung ihrer Elemente angegeben wer-
den: {#y, %, ..., z,} ist die Menge, die die Elemente z,, z,, ..., z, und keine anderen
enthilt. In einer solchen Aufzdhlung diirfen Elemente mehrfach vorkommen, ob-
wohl man dies in der Regel vermeidet, sie werden dann aber nur einmal als Element
der betreffenden Menge gewertet. Die Bezeichnung M & N bedeutet: Die Menge M
ist Teilmenge der Menge N, d. h., jedes Element von M ist auch Element von N.
Insbesondere ist stets M & M. Dagegen bedeutet M — N: M ist echte Teilmenge
von N,d.h. M & N und M =+ N.

Es zeigt sich, da} die uneingeschrinkte Bildung von Mengen, d. h. die Zusammen-
fassung aller Dinge mit einer irgendwie formulierbaren gemeinsamen Eigenschaft zu
einer Menge, zu logischen Widerspriichen fiihrt. In der axiomatischen Mengenlehre
wird ausfiihrlich untersucht, wie man die Mengenbildung einschrinken mu8, um
diese Widerspriiche zu vermeiden und gleichzeitig die praktische Handhabung der
Mengenlehre nicht wesentlich zu behindern. Insbesondere gibt es eine Reihe von un-
problematischen Mengen, z. B. alle endlichen Mengen (darunter die leere Menge @,
die kein Element enthilt), die Menge der natiirlichen Zahlen und andere Mengen,
die in der Mathematik eine wichtige Rolle spielen, sowie eine Reihe von Operationen
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im Bereich der Mengen, deren Anwendung erfahrungsgemi8 nicht zu Widerspriichen
fithrt. Die fiir uns wichtigsten Operationen dieser Art sind:

M UN:={x:x€Moderxc N}  (Vereinigung),

MNN:={x:2€ Mund z € N} (Durchschnitt),

M\ N :={x:2€ Mund xz ¢ N} (Differenz),

2M :={N: N & M} (Potenzmenge).
-Ist M ein Mengensystem, d. h. eine Menge, deren Elemente selbst Mengen sind, so sei

UM := {z: Es gibt esin N, so daf3 € N und N € M},
N M := {x: Fiir alle N gilt: Wenn N € M, so x € N}, falls M & 2.

Ist M = {N: E(N)}, so schreiben wir zuweilen \J N fiir U M und analog N N fiir
N M. | E(N) E(N)

Sind 2, z,, ..., Z, beliebige nicht notwendig verschiedene Dinge, so kann man aus
ihnen das geordmete System (xy,...,x,) (hdufig n-tupel und in den Spezialfillen
n =2, 3,4 geordnetes Paar, Tripel bzw. Quadrupel genannt) bilden. Diese neuen
Objekte sind so zu verstehen, daB (z,, ..., x,;) durch Angabe seiner Komponenten
%y, ..., %, und deren Reihenfolge eindeutig bestimmt ist, d. h.

(1) (@1 oevs ) = Y1y « -+, Yn) genau dann, wenn x; = y; firi =1, ..., n.2)
Aus Mengen M., ..., M, kann nun das kartesische Produkt gebildet werden:
My X ooo X My 2= {(2y, e0, @) %y € My und ... und 2, € My},
insbesondere _
M» :=Jll><M><---><Jl{ﬁirn = 2.

n-mal
Fir 1 £ £, 9 < » sind die Mengen
(M3 X oo X M) X (Mysy X o X M),
(MyX--- X M) X (Mg Xoo X M),
M, XX M,

im allgemeinen?) paarweise verschieden, jedoch vermége der umkehrbar eindeutigen
Zuordnung

(@15 +e0s 20, @esss oees %)) © (@15 200 %))y @jas - 205 @)

& (@1, e Ty)

1) Vom Standpunkt der axiomatischen Mengenlehre erfordert die Bildung von n-tupeln keinen
neuen Grundbegriff. Man kann analog zu v, n usw. auf mannigfache Weise n-stellige Mengen-
’ operationen (,...,) definieren, so daB (1) gilt. Die konkret benutzte Definition kann aber, sobald
man mit ihrer Hilfe (1) bewiesen hat, wieder ,,vergessen‘‘ werden, da man immer nur (1) benutzt.
%) Fir welches § eventuell (M X -+ X M;) X (Mjyy X +++ X M) = My X -+ X M, ist,
hiingt von der speziellen Wahl einer Definition fiir n-tupel ab (vgl. 1)), die im allgemeinen in-
duktiv aus einer Definition des Begriffs des geordneten Paares abgeleitet wird.
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zwischen ihren Elementen als nicht wesentlich verschieden anzusehen. Wir werden
diese Mengen im folgenden hiufig stillschweigend identifizieren, d. h. die eine durch
die andere ersetzen.

Eine beliebige Teilmenge von M; X:-+X M, heillt eine- M, X:-- X M,-Relation.
Die Teilmengen von M™ nennen wir n-stellige Relationen in M. Zweistellige Relationen
heien auch bindre Relationen. In manchen Zusammenhingen ist es zweckmafig,

Teilmengen von M als einstellige Relationen in M anzusehen.
Ist R eine M, X--- X M,-Relation (n = 2), = eine Permutation der Zahlen 1, ..., n,

so sel
R™ 1= {(Xrq1ys ++ +» Taqm))+ (@15 -+, ) € R}

R~ ist-dann eine M, X+ X M ,,)-Relation. Insbesondere heifit R* im Fall n = 2,
(1) = 2, 7(2) = 1 die zu R inverse Relation und wird auch mit R-! bezeichnet.

Ist R eine Relation und M eine Menge (eventuell kartesisches Produkt gewisser
anderer Mengen), so heifit die Relation R X M eine formale Ausdehnung der Relation
R. Sie ist eine Relation, deren Stellenzahl gegeniiber R um & erhoht ist, wenn M ein
k-faches kartesisches Produkt ist. Ist M bekannt, so kann man offenbar R aus
R X M zuriickgewinnen. Daher ist die formale Ausdehnung in diesem Fall als nicht
wesentlich verschieden von R anzusehen. Da auch alle permutierten Relationen
R” im wesentlichen die gleiche Information wie R enthalten, kann man unter Beriick-
sichtigung der entsprechenden Identifikationen zu je endlich vielen Relationen ein
kartesisches Mengenprodukt P finden, so daf alle diese Relationen als Teilmengen
von P aufgefaflt werden kénnen.

Es sei R eine binidre Relation in M, d. h. R & M2. Wir definieren:
R reflexiv in M :«<> Fiir alle x € M gilt: (z, x) € R,
R irreflexiv in M :<> Fiir kein x € M gilt: (x, x) € R,
R symmetrisch :<> Fiir alle x, y gilt: Wenn (z, y) € R, so (y, x) € R,
R antisymmetrisch <> Fir alle x, y gilt: Wenn (x,y) € R und (y,x) € R, so x =y,
R transitiv :«> Fiir alle x, y, z gilt: Wenn (x, y) € R und (y,2) € R, so (z,z2) € R,
R vergleichend in M <> Fiir alle x,y € M gilt: (x,y) € R oder (y, x) € R oder x = y,
R reflexive Ordnung in M :<> R reflexiv in M und R antisymmetrisch und transitiv,
R irreflexive Ordnung in. M <> R irreflexiv in M und R transitiv
R reflexive Totalordnung in M :<> R reflexive Ordnung in M und R vergleichend in M,
R irreflexive Tolalordnung in M :<> R irreflexive Ordnung in M und R vergleichend in M,

R Aquivalenzrelation in M :<> R reflexiv in M und R symmetrisch und transitiv.

Ist R eine reflexive Ordnung in M, so ist B \ {(x, z): « € M} eine irreflexive Ord-
nung in M. Ist R’ eine irreflexive Ordnung in M, so ist B’ U {(x, x): x € M} eine
reflexive Ordnung in M. Beim Ubergang in beiden Richtungen gehen Totalordnungen
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in Totalordnungen iiber. Wir sprechen im folgenden von der reflexiven bzw. ir-
reflexiven Form ein und derselben Ordnung. Konkrete Ordnungsrelationen werden
meist durch < (reflexiv), << (irreflexiv) oder dhnlich gestaltete Zeichen notiert, d. h.,

man schreibt z. B. z < y statt (z, y) € R. Analog benutzen wir ~, =, A und &hn-
(R) .
liche Zeichen fiir spezielle Aquivalenzrelationen.

Ist R eine Aquivalenzrelation in M, so sei Z® := {y: (x,y) € R} fiir x € M die Aquiva-
lenzklasse von x beziiglich R. Falls aus dem Zusammenhang hervorgeht, um welche
Aquivalenzrelation es sich handelt, schreiben wir kurz Z und Aquivalenzklasse. Das
Mengensystem Mz := {Z:x € M} ist dann eine sogenannte Zerlegung der Menge M,
d. h., es gilt

UMg=M; N=+9 fir Nc Mg; ANB=g fiir 4, B¢ Mgmit A =+ B.

Ist umgekehrt Z eine Zerlegung von-M, d. h. ein Mengensystem mit diesen drei Eigen-
schaften, so ist

Ry :={(x, y): es existiert esn A € Z, so dafp x,y € A}

eine Aquivalenzrelation in M. Dabei gilt My, = Z und R;;, = R, d. h., die Zerlegun-
gen einer Menge entsprechen umkehrbar eindeutig den Aquivalenzrelationen in
dieser Menge.

Eine zweistellige M X N-Relation R heit eine Abbildung aus M in N oder eine
partielle M —> N-Operation, wenn es zu jedem x € M hochstens einy € N mit (z, y) € R
gibt. Ist R Abbildung, so schreiben wir statt (z, y) € R auch y = R(x). Ist F eine Ab-
bildung aus M in N, so sei

Dy = {x: es existiert evn y mit (x, y) € F} (Definitionsbereich von F);
Wy := {y: es existiert ein x mit (x, y) € F} (Wertebereich von F).

Ist Dp = M, so nennen wir F eine Abbildung von M (statt aus M) bzw. lassen das
Beiwort partiell fort, falls wir F als Operation bezeichnen. Ist Wy = N, so nennen wir
F eine Abbildung auf N (statt in N). Ist F eine Abbildung, so kann F-! als Relation
immer gebildet werden. Ist -1 ebenfalls eine Abbildung, so heillt F eine eineindeutige
bzw. umkehrbar eindeutige Abbildung und F-! die zu F inverse Abbildung.

Neben den Operationen bzw. Abbildungen, die nach obiger Definition immer ein-
deutig sind, bendtigen wir im folgenden manchmal sogenannte endlichvieldeutige
Operationen. Hierunter verstehen wir eine bindre Relation F' mit der Eigenschaft,
daB zu jedem x hochstens endlich viele y mit (z, y) € F existieren. Sind ¥y, ..., y, die
samtlichen y mit (z, y) € F, so schreiben wir zuweilen F(x) = {y,, ..., ¥,} und sinn-
gemil y € F(x) statt (z, y) € F. Dahinter steckt der Sachverhalt, daBl man jede end-
lichvieldeutige M — N-Operation auch als eine Abbildung aus M in die Menge der
nichtleeren endlichen Teilmengen von N auffassen kann.

Die Begriffe Definitions- und Wertebereich iibertragen sich wortlich auf endlich-
vieldeutige Operationen. Die Verkettung (Hintereinanderausfihrung) definieren wir fiir
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endlichvieldeutige Operationen ¥, G durch
F .G :={(x,2): es existiert ein y mit (x, y) € G und (y, z) € F}.

Die iibliche Verkettung von Abbildungen ergibt sich hieraus als Spezialfall.

Unter einer n-stelligen Abbildung bzw. Operation verstehen wir eine Abbildung
aus einer Menge der Form M, X --- X M,. Insbesondere bezeichnen wir eine Abbildung
aus M* in M kurz als n-stellige (partielle) Operation ¢n M. Unter Benutzung spezieller
Namen fiir die Elemente der beteiligten Mengen verwenden wir zuweilen auch Rede-
weisen wie ,,Punkt? - Geraden-Operation® und &hnliche. Hiermit ist gemeint, dafl
es sich in bezug auf eine bestimmte Ebene um eine P2 — (-Operation handelt, wobei
P die Menge aller Punkte und G die Menge aller Geraden dieser Ebene ist.

Es seien M, ..., M, beliebige nichtleere paarweise disjunkte Mengen. Eine Relation
im Bereich dieser Mengen ist eine Relation B mit R & M; X« X M;, fir ge-
wisse ¢y, ..., 7 € {1, ..., n}. Das k-tupel (¢4, ..., ¢;) heiBt dann die Signatur s(R) von R.
Analog sei fiir eine (partielle) M; X.--X M;, — M;-Operation F im Bereich dieser
Mengen die Signatur s(#) durch (44, ..., t; §) definiert. Fiir ¢ € M; (j = n) sei schliel3-
lich s(c) die Zahl j.

Sind R,, ..., R,, Relationen, F, ..., F, partielle Operationen im Bereich der Men-

n
gen M,,..., M, und ¢,, ..., ¢, Elemente aus U M;, so heif3t
: i=1

@ == (Ml’ ooy Mn, -Rl) coey .Rm, Fl) ooy Fp, cl, ceoy Cq)

eine n-sortige Struktur (iiber den Grund- oder Tn'igermengen M,,...,M,). Dabei ist
auch m = 0, p = 0, ¢ = 0 zugelassen, jedoch sei immey wenigstens eine dieser Zahlen
von Null verschieden. Die Signatur einer derartigen Struktur wird definiert durch

$(©) = (n, My Dy @, S(By)y ooes S(Biy), S(Fy), ves S(Fp), 8(C1)5 o+ s(cq)).
Es seien
@ = (Ml’ coey Mn;Rl, ey .Rm, Fl) sy Fp, 01, coey Cq),

/ /. 4 4 4 / 4 /
@’ - (.Ml, o..,Mn,Rl, --o,Rm’Fl, ccon, 01’ ooy cq)

n n
Strukturen gleicher Signatur. Eine eineindeutige Abbildung ¢ von U M; auf U M;
heilt ein Isomorphismus von & auf &', wenn gilt: i=1 i=1
(1) Fir¢ =1, ..., n ist die Einschrinkung von ¢ auf M; eine eineindeutige Ab-
bildung von M; auf M;.
(2) Fir ¢ =1,...,m gilt: Ist s(B;) = s(RB}) = (4,...,%) und x; € M;, fir
9=1,...,k 80i1st (x,, ..., %) € R; genau dann, wenn (tp(wl), cen (p(x,,)) € R;.
(3) Fir ¢ =1,...,p gilt: Ist s(F;) = s(F;) = (41, ..., %; ) und z; € M;, fiir
9 =1, ...;k, so existiert F;(z,, ..., z;) genau dann, wenn F§(<p(xl), cens <p(xk))
existiert, und im Fall der Existenz ist Fi(p(z,), ..., p(z)) = o(Fi(@y, - ).
4) Fir:=1,...,q git: p(c;) = ¢



16 Teil 1. Hilfsmittel

(Der Leser iiberpriife, daB (3) sich als Spezialfall von (2) ergibt, wenn man die k-
stellige partielle Operation F;, wie oben erklirt, als (£ -- 1)-stellige Relation auf-
faf3t.)

Die Struktur & heilt isomorph zur Struktur &', wenn ein Isomorphismus von &
auf &' existiert. Es gilt:

() Die identische Abbildung von G M; auf sich ist ein Isomorphismus von &
auf &. i=1

(6) Ist ¢ ein Isomorphismus von € auf &’, so ist ¢~ ein Isomorphismus von &’
auf &.

(7) Ist ¢ ein Isomorphismus von &€ auf &’ und p ein Isomorphismus von &’

auf &', 8o ist p o @ ein Isomorphismus von & auf &".

(5), (6), (7) bedeuten zusammen, dafl die Isomorphie in jeder Menge von Strukturen
eine Aquivalenzrelation ist. Insbesondere berechtigt (6) dazu, (ohne Beriicksichtigung
der Reihenfolge) von zueinander isomorphen Strukturen zu sprechen.

Isomorphe Strukturen sind vom Standpunkt der Mathematik nicht wesentlich
verschieden. Diesen Satz kann man als implizite Definition der Bedeutung des
Wortes ,,wesentlich* auffassen, andererseits aber auch als eine Charakterisierung der
Mathematik gegeniiber anderen Wissenschaften, denn gerade das Abstrahieren von
der konkreten Beschaffenheit der betrachteten Dinge ist entscheidend fiir die Ab-
grenzung der mathematischen Methode in der Wissenschaft.

Beispiel. Es sei € irgendeine euklidische Ebene, P die Menge ihrer Punkte, ¢
die Menge ihrer Geraden, wobei eine Gerade zunédchst nicht notwendig als Menge der
auf ihr liegenden Punkte aufzufassen ist, sondern als ein Ding einer ,,zweiten Sorte
von Dingen®, das zu den Dingen erster Sorte, den Punkten, in der durch ,liegt auf*
ausgedriickten sogenannten Inzidenzrelation R stehen kann. (P, G, R) ist eine Struk-
tur der Signatur s = (2, 1,0,0,(1, 1)): Fir g€ G sei § := {p: p€ P und p liegt auf g},
und es sei G := {§ : g € G}. Offenbar ist (P, @, €) ebenfalls eine Struktur der Signatur s.
Wir definieren nun eine Abbildung ¢ durch ¢(p) := p fiir p € P und ¢(g9) := g fir
g € G. Unter der Voraussetzung

(8) Auf jeder Geraden g liegen wenigstens zwei Punkte, und durch je zwei Punkte
geht hochstens eine Gerade

kénnen wir zeigen, daB ¢ die Menge G eineindeutig auf @ abbildet: Ist némlich
@(9;) = g und ¢(g,) = g, so seien p,, p, zwei verschiedene auf g, liegende Punkte.
Dann ist p; € § und p, € 7, und wegen ¢(g,) = g liegen auch p, und p, auf g,. Da g,
und g, demnach zwei verschiedene Punkte gemeinsam haben, ist g; = g,. Aus der
Definition von ¢ fiir Geraden folgt nun unmittelbar: Fiir beliebige p ¢ P und g€ G
liegt » auf g genau dann, wenn ¢(p) € ¢(g9), d. h., ¢ ist ein Isomorphismus von
(P, @, R) auf (P, G, ). Dieses Beispiel lehrt, daB man in einer beliebigen geometri-
schen Theorie die Geraden als Mengen von Punkten und die Relation , liegt auf* als
Elementbeziehung auffassen kann, sofern nur die Voraussetzung (8) erfiillt ist.
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Die ebene euklidische Geometrie und dhnliche Teilgebiete der Mathematik, mit denent
wir uns im folgenden beschiftigen werden, sind axiomatische Theorien, d. h., ihre
Aussagen betreffen gewisse Dinge, z. B. Punkte, Geraden, Kreise, die in gewissen
Relationen stehen kénnen, z. B. Inzidenz, Kongruenz. Was fiir Dinge die Punkte und
Geraden sind, ist fiir die Geometrie selbst unwesentlich. Desgleichen wird in der
Geometrie nicht erkldrt, was es bedeutet, dafl ein Punkt auf einer Geraden liegt usw.
Die Bedeutung der Objektgrundbegriffe (z. B. Punkt, Gerade) und der Grundrelatio-
nen (z. B. Inzidenz, Kongruenz) wird lediglich in gewissem Mafle implizit durch
Axiome festgelegt, d. h. durch gewisse als giiltig vorausgesetzte Aussagen iiber die
Grundbegriffe. Alle und nur die Aussagen, die durch logisches Schlieen (Beweisen)
aus den Axiomen erhalten werden kénnen, sind Satze der betreffenden axiomatischen
Theorie. Insbesondere gehdren die Axiome zu diesen Sitzen. Eine axiomatische
Theorie kann mit einiger Berechtigung mit der Menge ihrer Sétze identifiziert werden,
und von diesem (heute in der Metamathematik weitgehend akzeptierten) Standpunkt
ist die spezielle Wahl der Axiome relativ unerheblich. Die Axiome dienen lediglich
dazu, die Sitze der betreffenden Theorie (z. B. durch fortlaufendes Beweisen) zu
erzeugen. Jedes andere System von Sitzen iiber die betrachteten Grundbegriffe, aus
dem die gleichen Sétze bewiesen werden kdénnen, kann als gleichwertiges Axiomen-
system benutzt werden. In diesem Kapitel wird unter anderem dargelegt werden,
daB und in welcher Weise sogar die Auswahl der Grundbegriffe einer axiomatischen
Theorie innerhalb weiter Grenzen willkiirlich ist. Das Hauptziel des Kapitels besteht
jedoch darin, die fiir das Verstdndnis der axiomatischen Methode grundlegenden
Begriffe ,,Menge aller unter Benutzung eines festen Systems von Grundbegriffen
formulierbaren Aussagen® und ,,logische Schluflfolgerung zu prézisieren.

9 Schreiber, Konsfruktionen
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!

2.1.  Aussagen und Aussageformen

Eine Aussage ist eine im weiteren Sinn sprachliche (im folgenden immer schriftliche)
Widerspiegelung eines mdglichen Sachverhalts. Dabei bedeutet ,,moglich®, da8 eine
Aussage wahr oder falsch sein kann. Es werden jedoch nur solche Widerspiegelungen
als Aussagen bezeichnet, die (infolge hinreichend priziser Formulierung bzw. unter
Beriicksichtigung vorher getroffener Vereinbarungen iiber die Bedeutung der ver-
wendeten Sprachbestandteile) genau einen der beiden Wahrheitswerte W (wahr) oder
F (falsch) haben. (Es ist nicht verlangt, da man von jeder Aussage effektiv fest-
stellen kann, ob sie wahr oder falsch ist!)

Eine einfache kombinatorische Betrachtung lehrt, dafl es fiir n = 1 im Bereich
(W, F} der Wahrheitswerte 22" verschiedene n-stellige Operationen gibt. Diese
Operationen werden gewohnlich Wahrhestsfunktionen oder Boolesche Funktionen ge-
nannt. Jeder von ihnen entspricht eine n-stellige Verkniipfung von Teilaussagen zu
einer Gesamtaussage, deren Wahrheit bzw. Falschheit nicht vom konkreten Inhalt
der verwendeten Teilaussagen, sondern nur (in der durch die vorgegebene Boolesche
Funktion geregelten Weise) von der Wahrheit bzw. Falschheit der ersten bis n-ten
verkniipften Teilaussagen abhingt. Umgekehrt entspricht jeder derartigen Regel,
nach der man je n beliebige Aussagen zu einer Gesamtaussage verkniipfen kann
(extensionale Aussagenverbindung) eine Boolesche Funktion. Durch sprachliche
Partikel, wie z. B. ,nicht®, ,,und®, ,,oder*, ,,wenn, so*, ,,genau dann, wenn®, ,ent-
weder oder usw., realisierte extensionale Aussagenverbindungen sind dguivalent,
wenn sie sprachliche Darstellungen der gleichen Booleschen Funktion sind. Als Bei-
spiele geben wir die Wertetabellen der einstelligen Negation -1 (nicht) und der
zweistelligen Booleschen Funktionen Konjunktion A (und), Alternative v (oder),
Implikation — (wenn so) und Aquivalenz <> (genau dann, wenn) an, die man auch
als klassische Wahrheitsfunktionen bezeichnet:

I T A Y — <>

|14 F WwW|WwW | W W 14
F w W,F | F w F F
F,W | F w w F

F,.F | F F w w

Die relative Armut unserer Umgangssprache an weiteren, insbesondere an hdoher-
stelligen extensionalen Aussagenverbindungen findet ihre Erklirung dadurch, da8
man jede Boolesche Funktion durch Superposition der fiinf oben angegebenen Funk-
tionen (sogar schon durch Superposition von Negation und Konjunktion) erzeugen
kann. So ist z. B. ,,wenn A, so B dquivalent zu ,,B oder nicht A*“; ,,A oder B* d4qui-
valent zu ,,nicht (nicht A und nicht B)“. In einfachen Fillen handhaben wir der-
artige aussagenlogische Aquivalenzen meist intuitiv richtig, bzw. die Fihigkeit,
solche Aquivalenzen intuitiv zu erkennen, wird als MaB fiir die Entwicklung des
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logischen Denkvermdgens angesehen. Man kann jedoch nach Kenntnis der Werte-
tabellen der Booleschen Grundfunktionen die Frage der Aquivalenz von Aussagen--
verbindungen immer (in einfachen wie in beliebig komplizierten Fillen) durch Auf-
stellen und Vergleichen der vollstdndigen Wertetabellen beider Seiten entscheiden.

Zu den praktisch wichtigen aussagenlogischen Aquivalenzen gehort eine Anzahl
von Regeln, die entsprechenden arithmetischen Regeln analog sind:

,»A und B dquivalent ,,B und A* (Kommutativitit der Konjunktion);
,»A oder B dquivalent ,,B oder A (Kommutativitat der Alternative);

,»A und (B und C)* dquivalent ,,(A und B) und C* (4ssoziativitit der Konjunktion,
analog Assoziativitit der Alternative);

»»A und (B oder C) dquivalent ,,(A und B) oder (A und C)*,
,,A oder (B und-C)‘“ dquivalent ,,(A oder B) und (A oder C)*‘ (Distributivgesetze).

Die Assoziativgesetze fiir Konjunktion und Alternative rechtfertigen (analog zur
Arithmetik) die Bildung von Aussagen der Form ,,A; und A, und ... und A,“ bzw.
»A; oder A, oder ... oder A,*“. Die konjunktive bzw. alternative Verkniipfung von
mehr als zwei Teilaussagen ohne sprachlich ausgedriickte oder auch nur gedachte
Klammern gehort zu den Dingen, die wir in der Umgangssprache intuitiv richtig
handhaben. |

Eine Awussageform ist ein sprachliches Gebilde, das gewisse freie Variablen enthilt,
wobei zu jeder dieser freien Variablen (die mehrfach in der Aussageform vorkommen
kénnen) eine bestimmte Menge von fiir sie einsetzbaren Dingen als Variabilitdts-
bereich gehort, so da bei jeder Einsetzung je eines solchen Dinges (bzw. seines
Namens) fiir jede Variable eine Aussage entsteht. Eine Aussageform heilit n-stellig,
wenn in ihr genau n verschiedene freie Variablen vorkommen. Es ist zweckmiBig,
Aussagen als spezielle (0-stellige) Aussageformen anzusehen.

Enthilt die Aussageform A genau die verschiedenen freien Variablen x,,..., x,
und ist fiir ¢ = 1, ..., n die Menge M; der Variabilititsbereich der Variablen x;, so
kann A als eine spezielle sprachliche Darstellung derjenigen Relation By, & M, X -
X M, aufgefalt werden, die aus allen und nur den (z,, ..., x,) € M; X--- X M, be-
steht, fiir die A wahr ist. Zur eindeutigen Festlegung der durch eine Aussageform A
dargestellten Relation R, ist genau genommen noch eine zusidtzliche Vereinbarung
iiber die Reihenfolge der Argumente von R, (etwa nach dem jeweils ersten Vor-
kommen der entsprechenden Variablen in A, von links beginnend) erforderlich.
Andernfalls stellt A zugleich mit R, auch alle daraus durch Stellenpermutation her-
vorgehenden Relationen R} dar (vgl. Kap. 1).

Aussageformen, in denen die gleichen Variablen vorkommen, heiBen dquivalent,
wenn sie die gleiche Relation darstellen. Zum Beispiel sind in bezug auf die Punkte
und Geraden einer bestimmten Ebene die Aussageformen ,,p € g, ,,p liegt auf g*,
»,der Punkt p liegt auf der Geraden g*‘ und ,,g geht durch p* dquivalent.

PAS
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Eine Abbildung « von M; X--- X M, in die Zweiermenge {W, F} der beiden Wahr-
heitswerte heifit ein n-stelliges Attribut oder Pradikat (auf M, X---X M,). Ist
R S M, X---X M, eine Relation, so ist die durch

- W, falls (2, ..., %,) € R,
@ Tn) =\ B oalls (@, ., ) € (M X X M) \ R,

definierte Abbildung ein Attribut. Ist « ein Attribut auf M; X..-X M,, so ist R,
t={(®1, ..., Xy): (21, «.., ;) = W} eine Relation. Offenbar gilt: R,,= R und ap, = «,
d. h., Relationen in M, X -.- X M, und Attribute auf dieser Menge entsprechen ein-
ander umkehrbar eindeutig und sind nur mengentheoretisch verschiedene Prazi-
sierungen des gleichen Abstraktums.!) Es ist klar, in welchem Sinn eine n-stellige
Aussageform zugleich mit einer Relation auch ein Attribut darstellt. Wir werden
die Begriffe Relation und Attribut im folgenden nebeneinander gebrauchen.

Wir behandeln nun in vorlidufiger Form einige Moglichkeiten, aus einer festen An-
zahl beliebiger Aussageformen neue Aussageformen zu bilden.

Variablenumbenennung. Ist x eine in der Aussageform A frei vorkommende
Variable und y eine Variable, die in A nicht vorkommt, so entsteht eine zu A dqui-
valente Aussageform, wenn man die Variable x an allen Stellen ihres Vorkommens in
A duyrch y ersetzt und y den gleichen Variabilitdtsbereich zuordnet wie vorher x.
Auf diese Weise entsteht z. B. aus der Aussageform

(1) »,die Strecke p,p, ist der Strecke psp, kongruent*,

in der der Variabilitédtsbereich der vier frei vorkommenden Variablen p,, ps, Ps, Ps
die Menge aller Punkte einer gewissen Ebene ist, die Aussageform

»die Strecke p,pg ist der Strecke p;p, kongruent‘‘.

Dabei ist der Variablen pg ebenfalls die Menge der Punkte der betrachteten Ebene als
Variabilitdtsbereich zuzuordnen. Beide Aussageformen sind dquivalent. Sie stellen
die gleiche vierstellige Punktrelation, ndmlich die sogenannte (Strecken-) Kongruenz
dar.

Variablengleichsetzung. Sind x und y in A vorkommende freie Variable mit
dem gleichen Variabilitdtsbereich, so entsteht eine neue Aussageform A’, wenn man
in A iiberall x durch y ersetzt. Im Unterschied zur Variablenumbenennung ist jedoch
A’ nicht zu A dquivalent, insbesondere ist die Stellenzahl von A’ um 1 niedriger als die
von A. Auf diese Weise entsteht aus der Aussageform (1) zum Beispiel die dreistellige
Aussageform

,,die Strecke p,p, ist der Strecke p,p, kongruent.

Man bemerke, dafl die durch diese Aussageform dargestellte Relation nach iiblichem
Sprachgebrauch u. a. auch durch die Aussageform

,,der Punkt p, ist von p, und p, gleich weit entfernt*

1) Vgl. den Zusammenhang zwischen Aquivalenzrelationen und Zerlegungen.
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dargestellt wird, die nicht durch Variablengleichsetzung aus einer anderen Aussage-
form erhaltlich ist.

Konstanteneinsetzung. Ist x eine in A frei vorkommende Variable und ¢ der
Name eines bestimmten Dinges aus dem Variabilitdtsbereich von x, so entsteht aus
A eine (wiederum in der Stellenzahl um 1 erniedrigte) Aussageform A’, wenn man in
A iiberall x durch c ersetzt. Ist speziell A eine einstellige Aussageform, so ist A’ bereits
eine Aussage. Ist zum Beispiel vereinbart worden, mit p, einen bestimmten Punkt
der betrachteten Ebene zu bezeichnen, so entsteht aus (1) u. a. die dreistellige Aus-
sageform

,,die Strecke p,p, ist der Strecke p;p, kongruent‘.

Im téglichen Leben werden die meisten Aussagen durch Einsetzen von Konstanten
fiir alle urspriinglich in den Aussageformen vorkommenden Variablen gebildet, zum
Beispiel ,,Fritz ist dlter als Hans* aus ,,x ist dlter als y*.

Aussagenlogische Verkniipfung. Ist A eine Aussageform, so ist auch ,,nicht
A eine Aussageform. Sind A; und A, Aussageformen, so sind auch ,,A; und A,“,
»»A; oder A,%, ,,wenn A,, so A, und ,,A, genau dann, wenn A,‘‘ usw. Aussageformen.
Auf Grund der Erzeugbarkeit aller Booleschen Funktionen mittels Konjunktion und
Negation geniigt es offenbar im Prinzip, die ersten beiden Spezialfille zu betrachten.
Aus den Aussageformen ,,p, liegt auf g;*, ,,g, ist parallel zu g,*‘ entsteht zum Beispiel
durch aussagenlogische Verkniipfung die Aussageform

,wenn g, zu g, parallel ist, so liegt p, auf g,“,

worin lediglich im Interesse sprachlicher Glitte die Reihenfolge einiger Worte ver-
tauscht wurde.

Quantifizierung. Kommen in der Aussageform A die Variablen x, x,,..., X,
und keine weiteren frei vor, so kann man aus A die beiden Aussageformen

2) ,fur alle x gilt A,
(3) ,,6s gibt ein x, so daB A*

bilden. (2) heit Generalisierung von A beziiglich x, (3) heiBt Partikularisierung von
A beziiglich x. Generalisierung und Partikularisierung bezeichnen wir mit dem ge-
meinsamen Namen Quantifizierung. Die Variable x kommt zwar in (2) und (3) noch
vor (sogar jeweils einmal mehr als in A), jedoch nicht mehr frei: Setzt man nimlich
fir x,, ..., X, je ein Ding aus dem zugehorigen Variabilitdtsbereich ein, so sind (2)
und (3) schon Aussagen (iiber den Variabilitidtsbereich von x). Zum Beispiel entsteht
aus der Aussageform

,wenn p auf g liegt, hat g mit k zwei Punkte gemeinsam®,
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in der der Variabilitdtsbereich der frei vorkommenden Variablen p bzw. g bzw. k
die Menge aller Punkte bzw. aller Geraden bzw. aller Kreise einer bestimmten Ebene

ist, durch Generalisierung beziiglich. g die zweistellige Aussageform

,.fiir alle g gilt: wenn p auf g liegt, so hat g mit k zwei Punkte gemeinsam .

DaB hierin die Variable g nicht mehr frei vorkommt, also nicht mehr zu denjenigen
Variablen gehort, iiber deren Bedeutung man verfiigen muBl, um zu einer Aussage zu
gelangen, erkennt man hier auch daran, dal man eine dquivalente Aussageform an-
geben kann, in der g iiberhaupt nicht mehr vorkommt, ndmlich

,»alle Geraden durch den Punkt p schneiden k in zwei Punkten®,

oder vollig anders formuliert, aber in euklidischen Ebenen dquivalent:
,,der Punkt p liegt im Innern des Kreises k*.

Zusiatzlich zu der im Normalfall unmif3verstdndlichen Bedeutung der Aussageformen
(2) und (3) vereinbaren wir: Ist der Variabilitdtsbereich von x die leere Menge, so
sei (2) bei jeder Einsetzung fiir x,,...,x, wahr und (3) bei jeder Einsetzung fiir
X, ..., X, falsch.

2.2.  Formalisierte Sprachen

Eine n-sortige formalisierte Sprache & ist eine Menge von Zeichenreihen, die Ausdriicke
genannt werden und in einer normierten Form simtliche mit Hilfe eines vorgegebenen
Systems von Grundbegriffen formulierbaren Aussageformen darstellen. Eine formali-
sierte Sprache wird gegeben durch ihre Basis #, das System der verwendeten Grund-
begriffe. Exakt ist & ein Tripel (4, &F, %), wobei A eine endliche Menge von Attri-
butensymbolen, # eine endliche Menge von Operationssymbolen und % eine endliche
Menge von Konstantensymbolen ist. (Zwei der drei Bestandteile einer Basis kénnen
auch leer sein.) Fiir die folgenden allgemeinen Betrachtungen ist eine normierte
Schreibweise der Symbole zweckmiBig und zwar:

Aié--ix zur Bezeichnung einer k-stelligen Relation zwischen Dingen der
1-ten, ..., 3-ten Sorte (34, ...,% € {1,...,%});

Fj:i gur Bezeichnung einer k-stelligen Operation, wobei die ersten k
oberen Indizes die Sorten der Argumentwerte angeben und der abgetrennte
letzte Index die Sorte des Resultats angibt (¢4, ...,%,7 € {1, ...,7});

d, zur Bezeichnung eines speziellen Dinges der j-ten Sorte (1 < § < n).

In Analogie zu den Relationen, Operationen und Konstanten werden wir das System
der oberen Indizes eines Grundsymbols als dessen Signatur bezeichnen. Der eventuell
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auftretende untere Index dient zur Unterscheldung verschiedener Symbole der
gleichen Signatur.

AuBer den in der Basis der Sprache aufgefiihrten Grundsymbolen der drei oben auf-
gefiihrten Arten, deren Anzahl und Signatur von Sprache zu Sprache verschieden
sind, verwenden wir folgende weitere Grundzeichen zum Aufbau der Sprache & (%):

Fiir jede der 1nsgesamt in den Signaturen der Basiselemente Vorkommende
Sortennummer § = 1, ..., » abzdhlbar viele Variablen

x{), X{, xg, cee

zur Bezeichnung von Dingen der j-ten Sorte (in konkreten Fillen benutzen wir
spezielle Bezeichnungen, z. B. p; als Variablen fiir Punkte, g; als Variablen fiir Ge-
raden, k; als Variablen fiir Kreise ...),

ferner die Zeichen y

=, B, A, V, =, <>, /\, V, (,) und s (Komma)

zur Bezeichnung der Identitdt, der fiinf in Abschnitt 2.1. behandelten aussagen-
logischen Funktionen, der Quantoren ,,Fiir alle” bzw. ,,Es gibt ein‘ sowie fiir ofga-
nisatorische Zwecke (Klammer auf, Klammer zu, Komma). '

Aus der Menge aller Zeichenreihen, die aus den genannten Grundzeichen gebildet
werden koénnen, sondern wir zundchst durch eine induktive Definition die Menge
T HH) aller Terme der Sorte j (beziiglich der Basis &) aus, d. h. derjenigen Formeln,
die spéter durch Objekte der j-ten Sorte interpretiert werden:

(1) a) x] liegt in (%) fiir jede Sortennummer j=1,...,2und ¢ =0, 1, 2, ...,
¢/ liegt in 7% 4%) fiir alle ¢ der Basis &,
b) Fi-iwi(t,, ..., t;) liegt in TH(R), falls
Fiz--iej zur Basis & gehért und t, in 7% () liegt fir x =1, ..., k.

n
Mit 7 (#) bezeichnen wir die Menge U J /(%) aller Terme der betrachteten Sprache.

i=1
Nun definieren wir — wiederum induktiv — die Menge ¥ (%) aller Ausdriicke der
durch # gegebenen Sprache:

(2) a) t; = t, liegt in (%) fiir je zwei Terme t,, t, der gleichen Sorte;
A;'.l-j""‘(tl, .oos ty) liegt in F(F), falls Ab-ix zur Basis & gehért und fiir
r =1, ..., k die Zeichenreihe t, ein Term der Sorte i, ist.
b) Mit H liegt auch " H in £ (#), und mit H,, H, liegen auch (H, A H,),
(H, vH,), (H, >H,), (H, < H,) in £ (%); liegt H(x]) in &(#) und kommt
die Variable x] in H(xJ) vollfrei vor, d. h., kommt x} in H(x}) an wenigstens
einer Stelle vor und kommen die Kombinationen Ax{ und Vx} in
H(x}) nicht vor, so liegen auch A xJH(x}) und V xJH(x}) in #(%).

Die Ausdriicke der Formen t, = t, und Al-#(t,, ..., t,) heiflen pridikative Aus-
driicke. Alle iibrigen Ausdriicke der Sprache entstehen aus priadikativen Ausdriicken
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durch aussagenlogische Verkniipfung und Quantifizierung. Die hier zunichst ge-
wihlte normierte Schreibweise der priadikativen Ausdriicke dient hauptsichlich
dazu, Betrachtungen iiber beliebige formalisierte Sprachen in technisch bequemer
Weise formulieren zu kénnen. In konkreten Fillen wird man auch zum Aufbau for-
malisierter Sprachen traditionelle oder signifikante Symbole benutzen, z. B. € fiir
die Inzidenz, || fiir die Parallelitit, ~ fiir die Kongruenz. Die priadikativen Ausdriicke
haben dann die Gestalt p; € g;, g; || g, PiP; =2 PP, Wir werden im folgenden hiufig
auch pridikative Ausdriicke unter Benutzung von Wértern der deutschen Sprache
bilden, z. B. p;, ps, ps kollinear, g, schneidet g,. Es ist dabei gleichgiiltig, ob man
solche pridikativen Sprachbestandteile als nachtriglich durch Vereinbarung ein-
gefithrte Modifizierungen bzw. Abkiirzungen einer formalisierten Sprache mit nor-
mierten Symbolen auffafit oder sich die allgemeine Definition der formalisierten
Sprachen fiir den konkreten Fall so abgewandelt denkt, dafl die tatséchlich benutzte
Sprache selbst eine formalisierte Sprache im strengen Sinn ist.

2.3.  Interpretationen, Modelle, elementare und nichtelementare
Theorien

Unter einer Interpretation w einer n-sortigen formalisierten Sprache % verstehen wir
eine Abbildung, die jeder in den Signaturen der Basissymbole vorkommenden Sorte
7(1 =7 = n) eine nichtleere Menge M; = w(j), ferner jedem Basiselement eine Re-
lation bzw. partielle Operation bzw. Konstante entsprechender Signatur im Bereich
der Mengen M; zuordnet. Dabei setzen wir voraus, daf die Mengen M, ..., M,
paarweise disjunkt sind. In konkreten Féllen wird eine Interpretation meist gleich
als Struktur, d. h. in der Form

(M5, ..., My, 0(Ay), .oy 0(An), O(Fy), - 0(Fp), 0(ey), -, 0(cy))

angegeben. Eine solche Schreibweise ist natiirlich nur dann zulissig, wenn aus dem Zu-
sammenhang unmiBverstindlich hervorgeht, welche Variablensorte durch die Ele-
mente welcher Menge, welches Attributensymbol durch welches Attribut usw. inter-
pretiert werden soll. Durch eine Interpretation bekommen die zunichst bedeutungs-
losen Ausdriicke einer formalisierten Sprache den Charakter von Aussageformen.
Dieser Sachverhalt wird in den Anwendungen héufig dadurch verschleiert, da man bei
der Aufstellung einer formalisierten Sprache schon an eine ganz bestimmte Inter-
pretation denkt.

Unter einer Belegung beziiglich einer Interpretation w verstehen wir eine Abbil-
dung f, die jeder Variablen x] ein Element f(x}) aus w(j) zuordnet. Wir definieren nun
induktiv zunichst den Wert, den ein Term t aus I (%) eventuell bei der Belegung f
beziiglich{ der Interpretation w annimmt, als dasjenige Ding Wert(t, w, f) aus einem
der Grundbereiche M; = w(j), das die Zeichenreihe t bezeichnet, wenn man die
darin vorkommenden Konstanten- und Operationssymbole gemiB » und die darin
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vorkommenden Variablen geméB f interpretiert:

(1) a) Wert(x], w, f) 1= f(xl); Wert(cl, w, f) := w(cl).
b) Wert(Fia-iri(t,, ..., t), o, f)
1= (R iwd) (Wert(ty, o, f), ..., Wert(ty, o, f)),
falls Wert(t;, o, f) filr : = 1,..., k existiert und die (eventuell nur partielle)
Operation o (Fi-+i7) an der betreffenden Stelle definiert ist.

Kommen in t genau die verschiedenen Variablen x;, ..., X, vor (deren Sorten und
‘'spezielle untere Indizes wir hier auler acht lassen), so hingt Wert(t, w, f) nur von den
Werten der Belegung f fiir x, ..., X, ab. Dies kann man leicht durch Induktion tiber
die Kompliziertheit von t (d. h. entsprechend Definition 2.2. (1)) nachweisen. Bei

der Interpretation w stellt dann t die durch
Wert(t, w, f), falls dieser existiert,
nicht definiert sonst

W (b) (@15 +00, ) 1= {

beschriebene partielle Operation w(t) im Bereich der Mengen w(j) dar, wobei fiir f
eine beliebige Belegung mit f(x;) = #; (# = 1, ..., ») zu nehmen ist.

Wir definieren nun analog das einem Ausdruck H aus & (%) bei der Interpretation
w zugeordnete Attribut w(H), indem wir zunichst (induktiv entsprechend Definition
2.2.(2)) den Wahrheitswert Wert(H, w, f) definieren, den w(H) bei der durch die Bele-
gung f beschriebenen Einsetzung von Dingen fiir die Variablen von H annimmt:

W, falls Wert(ty, o, f), Werl(t,, o, f) existieren
(2) a) Wert(ty = t5, w, f) : = und gleich sind,

F in allen anderen Fillen;
(W, falls fiir ¢ =1,...,k die Werte

. x; = Wert(t;, w, f) existieren und
Weq’t(A::L..zk(tl, ceny tk)) w, f) = J (;1, cen xk) € w(A‘:;;...ik)’

F in allen anderen Fillen.

b) Ist schon Wert(H;, w, f) (und Wert(H,, o, ]‘)) definiert, so erhilt man
Wert(1 Hy, w, f), Wert((Hl AHy), o, f), Web*t((Hl v H,), w, f), Wert((H1 —
H,), o, f) und We'rt((I-I1 « H,), o, f) durch Anwendung der jeweiligen
Booleschen Funktion (vgl. deren Wertetabellen in Abschnitt 2.1) auf
Wert(Hy, o, f) (und Wert(H,, o, f)), d. h. zum Beispiel Wert(1 Hy, o, f) =W
genau dann, wenn Wert(H,, o, f) = F usw. Es sei Wert(H(wa), w, f) bereits
fiir alle Belegungen f definiert. Ist f eine Belegung und ¥y € w(j), so sei

xi
f <y’> die durch

) x] | =), falls x + x/,
f<y> (®) == {y, falls x = x/
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definierte Belegung. Dann sei
Wert(A xIH(x), w, fl=w

genau dann, wenn

]
Wert(H(Xg), , | <zi>) = W fiir alle y € w(j),

Wert(V xIH(x)), o, f) = W

genau dann, wenn

]
Wert(H(XZ:), w, f<;‘>) = W fiir wenigstens ein y € w(j).

Enthilt ein Ausdruck H einen Teilausdruck der Form A xH'(x) oder V xH'(x),
so heiflt H'(x) der Wirkungsbereich der davorstehenden Quantifizierung A x bzw.
V x. Zu jedem Vorkommen einer Quantifizierung A x oder V x in einem Ausdruck
gehoért — wie man zeigen kann — ein eindeutig bestimmter Wirkungsbereich. Kommt
eine Variable x in H an wenigstens einer Stelle vor, so daB unmittelbar davor weder
A noch V steht, und liegt diese Stelle auch nicht im Wirkungsbereich einer Quanti-
fizierung A x oder V x, so sagen wir, daB x in H an dieser Stelle frei vorkommt. Ist H

ein Ausdruck, in dem genau die Variablen x;, ..., X, frei vorkommen, so hingt — wie
man leicht zeigt — Wert(H, w, f) nur von f(xy), ..., f(X,) ab, so daB in diesem Fall
w(H) ein n-stelliges Attribut ist. )

Kommt x in H vollfrei vor, so kommt x in H erst recht frei vor. Das Beispiel
(/\ xA(X) A B(x)) zeigt, daB die Umkehrung hiervon nicht allgemein richtig ist: Im
betrachteten Fall kommt x innerhalb B(x) frei vor, ist jedoch insgesamt nicht vollfrei.
Durch geeignete Umbenennungen der gebundenen Variablen (an der Stelle A x
bzw. V x ihrer Quantifizierung und an allen Stellen im zugehérigen Wirkungsbereich),
wodurch sich nach obiger Bemerkung das durch H dargestellte Attribut w(H) nicht
dndert, kann man immer erreichen, daf} alle frei vorkommenden Variablen vollfrei
vorkommen. Zur Vereinfachung der Formulierungen nehmen wir im folgenden an,
daf alle betrachteten Ausdriicke von dieser Art sind. Die Schreibweise H(x;, ..., X,)
bedeutet dann, daB in H die Variablen x,, ..., X, vollfrei und keine weiteren Variablen
frei vorkommen, so dafl H(x,, ..., X,) bei jeder Interpretation w ein n-stelliges Attri-
but darstellt.

Ein Ausdruck H einer Sprache & = % (%) heiit abgeschlossen, wenn in H keine
Variablen frei vorkommen. Die Menge aller abgeschlossenen Ausdriicke von & wird

mit & bezeichnet. Ist H € Z, so ist Wert(H, o) (:= WertH, w, f)) unabhingig von f,
d. h., H stellt eine Aussage iiber die durch die Interpretation w gegebene Struktur

dar.
Eine Interpretation w bzw. die durch sie gegebene Struktur heilt ein Modell fiir-
eine gegebene Menge Z von abgeschlossenen Ausdriicken, wenn Wert(H, w) = W



2. Axiomatische Theorien 27

fir alle H ¢ Z. Eine Menge £ von abgeschlossenen Ausdriicken heif3t (elementm');
widerspruchsfrei, wenn & wenigstens ein Modell besitzt.
Wir kommen nun zu der angekiindigten Prézisierung des Begriffes ,logische

SchluBfolgerung®. Fiir & S & sei
FUZ) := {H: H € & und Wert(H, w) = W in allen Modellen » von &},

d. h., ein Ausdruck H liegt genau dann in der Folgerungsmenge FI(%Z’), wenn H bei
jeder Interpretation der in & vorkommenden Grundbegriffe, bei der alle Voraus-
setzungen aus Z zu wahren Aussagen werden, ebenfalls zu einer wahren Aussage
wird. Fir H € FI(Z) sagen wir auch: H folgt (elementar) aus &. Fiir die Operation F!
im Bereich der Mengen von abgeschlossenen Ausdriicken einer Sprache & gilt u. a.

(3) Z < FUZ), fiir alle S &,
wenn & S ¥, so FI(Z) S FU®X), fiir alle ¥, ¥ S P,
FYFUZ)) = FUZ) fii alle Z S .

Die Menge FI(@) besteht aus allen denjenigen abgeschlossenen Ausdriicken, die ohne
(inhaltliche) Voraussetzungen, d. h. allein auf Grund ihrer logischen Struktur gelten.
Zu ihnen gehdren insbesondere alle Ausdriicke, die auf Grund ihres aussagenlogischen
Aufbaus stets wahr sind, aber z. B. auch Ausdriicke der Form (/\ xH(x) -V xH(x))
usw.

Unter einem Axiomensystem verstehen wir eine endliche oder wenigstens durch
gewisse Schemata beschreibbare unendliche Menge Z von abgeschlossenen Aus-
driicken einer Sprache . Die Menge 9 = FI(%Z) heillt die durch & gegebene elementare
Theorie. Zwei Axiomensysteme &'y, &, definieren die gleiche -elementare Theorie
genau dann, wenn FI(%;) = FUZ',). Aus (3) erhilt man leicht, daf das genau dann der
Fall ist, wenn &, & FUZ,) und &, & FUZ,). Dies prizisiert die in der Einleitung
zu diesem Kapitel gemachten Bemerkungen iiber die relative Willkiirlichkeit der
Wahl von Axiomensystemen zur Erzeugung einer elementaren Theorie.

Ein Axiomensystem & heille (elementar) kategorisch, wenn es bis auf Isomorphie
nur ein einziges Modell besitzt, d. h., wenn je zwei seiner Modelle isomorph sind. In
vielen Bereichen der Mathematik besteht das Ziel einer axiomatischen Begriindung
darin, eine bestimmte Struktur & (z. B. die natiirlichen Zahlen, die reellen Zahlen,
die euklidische Ebene) implizit durch Axiome zu charakterisieren, d. h. eine formali-
sierte Sprache & fiir & und ein Axiomensystem X in dieser Sprache so anzugeben, da@}
& bis auf Isomorphie das einzige Modell fiir & ist, mithin FI(%) die Menge der in &%
formulievrbaren und in & giiltigen Aussagen wird. Ein wesentliches Resultat der
mathematischen Grundlagenforschung (Satz von LOWENHEIM-SKOLEM) besagt nun
aber, daf} eine elementare Theorie, die ein Modell mit wenigstens einem unendlichen
Grundbereich besitzt, nicht kategorisch sein kann. Um zu axiomatischen Charakte-
risierungen unendlicher Strukturen zu kommen, muB man daher den Bereich der zu-
lissigen Interpretationen einer Sprache einschrinken. Dadurch &ndert sich der
Begriff des Modells und der Begriff des Folgerns.
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Ist & eine Sprache und o eine beliebige nichtleere Klasse von Interpretationen von
&, die mit einer beliebigen Interpretation auch alle dazu isomorphen Interpretatio-
nen enthilt, so heilt das Paar (&, o) eine nichtelementare Sprache. Eine Interpretation
aus der Klasse o bezeichnen wir auch als eine (beziiglich o) zuldssige Interpretation von
& oder kurz als eine g-Interpretation von &. Ist eine o- Interpretation von % ein Modell
des Axiomensystems A4 & &, so bezeichnen wir sie als ein o-Modell von 4. In kon-
kreten Beispielen wird eine Klasse o meist durch eine ,,Beschreibung‘‘ der o-Inter-
pretationen angegeben werden. Eine solche Beschreibung werden wir haufig still-
schweigend mit der Klasse der beschriebenen Interpretationen identifizieren und o
daher auch als eine Interpretationseinschrinkung oder Interpretationsvorschrift fiir'#
bezeichnen. Beziiglich beliebiger Sprachen % sei stets ¢, die Klasse aller Interpretatio-
nen von . Der Begriff der nichtelementaren Sprache (&, 64) stimmt dann im wesent-
lichen mit dem vorher behandelten Begriff der elementaren Sprache .# iiberein.

Fiir beliebige nichtelementare Sprachen (<, ¢) und Mengen & < & sei

Flo(Z) := {H: H € & und Wert(H, w) = W fiir alle o-Modelle o von Z}.

Die Operation FI° im Bereich der Mengen von abgeschlossenen Ausdriicken der
Sprache & bezeichnen wir als o-Folgern tn der Sprache & bzw. als Folgern in der nichi-
elementaren Sprache (<, o). Offenbar ist das elementare Folgern Fl(= Fl°) ein
Spezialfall des nichtelementaren Folgerns. Die fiir FI formulierten Sitze (3) gelten
jedoch fiir beliebiges Fl° ebenfalls. Sind (&, ¢;) und (<, 6,) nichtelementare Sprachen
mit der gleichen Ausdrucksmenge . und o; & o, (Wir nennen dann o, eine Ver-
schérfung von a,), so gilt fiir beliebige & S & stets FIou(Z) S Flv(%), also ins-
besondere FI(Z') S FI°(Z) fiir beliebige o.

Eine Interpretationsvorschrift o fiir eine Sprache & heilt eine elementar charakteri-
sierbare Klasse, wenn es eine Menge A = & gibt, so daB ¢ die Klasse aller Modelle von
& ist. Insbesondere heiBt eine durch ein endliches Axiomensystem .o/ (also auch durch
ein einzelnes Axiom, ndmlich die Konjunktion der endlich vielen Axiome) elementar
charakterisierbare Klasse eine elementare Klasse.l) Ist ¢ eine durch das Axiomen-
system 7 elementar charakterisierbare Klasse von Interpretationen der Sprache &,
so ist offenbar Fl°(%) = FUZ U A) fiir beliebige Mengen & < &, d. h., in diesem Fall
ist das nichtelementare Folgern prinzipiell entbehrlich. Zum Beispiel ist schon das
elementare Folgern eigentlich nichtelementar wegen der Vereinbarung, dafl das
Zeichen = nicht durch beliebige zweistellige Relationen, sondern nur durch die Identi-
tat interpretiert werden darf. Diese Interpretationsvorschrift ist ,,unwesentlich®, da
man zu jeder Sprache & ein System .# () von identitdtstheoretischen Axiomen an-
gebenkann, so daB fiiralle = & dieMenge FI(%') mit derMenge FI' (% U # (& )) iber-
einstimmt, wobei FI' dasjenige Folgern bezeichnet, bei dem auch das Zeichen
,»="* durch eine beliebige zweistellige Relation interpretiert werden kann.

1) Siehe hierzu A. Tarskri, Some notions and methods on the borderline of algebra and meta-
mathematics, Proceedings of the internat. congress of mathematicians 1950, Vol. I, p. 705—720,
sowie J. L. BeLL and A. B. Stomson, Models and Ultraproducts, North Holland Publ. Comp.
1969.

/
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Ein Tripel (&, o, &), wobei (&, o) eine nichtelementare Sprache und & S & ein
Axiomensystem ist, definiert die nichtelementare Theorie 7 = Fl°(Z’). Dabei heifit das
Axiomensystem &' o-kategorisch, wenn & bis auf Isomorphie nur ein einziges ¢-Modell
besitzt.

Beispiele.
1. Kommen in einer Sprache & neben Variablen x; Variable M; und priadikative

Ausdriicke der Form x; € M; vor, so ist damit stillschweigend folgende Interpretations-
vorschrift ¢; verbunden:

Als Grundbereich fiir die Dinge der Sorte M; ist bet einer beliebigen o,-Interpretation
von & die Potenzmenge des Grundbereichs der Dinge der Sorte x; zu nehmen und € st
durch die Elementrelation der in der Metatheorie benutzten Mengenlehre zu tnterpre-
tieren.

Das klassische Beispiel einer ¢,-kategorischen Theorie ist die axiomatische Charak-
terisierung der natiirlichen Zahlen nach PEANO:

Zur Formalisierung bendtigen wir Variable n; fiir natiirliche Zahlen und Variable M;
fiir Mengen von natiirlichen Zahlen, das zweistellige Priadikatensymbol €, ein ein-
stelliges Operationssymbol ’ fiir die Nachfolgeoperation und eine Konstante o fiir
eine spezielle natiirliche Zahl, d. h. die Basis # = ({€}, {'}, {o}). In der Sprache (%)
lauten dann die Axiome Peanos:

An; V n, nj = n,, 1)

A n; An, (n] = n; —n, = n,),

aVn n =o,

/\M,((o €M, AAny(n; €M, —ny; € M,)) - Any n, GMI).

Der Kategorizitdtsbeweis wird gefiithrt, indem man unter wesentlicher Benutzung
des letzten (Induktions-)Axioms und der nichtelementaren Interpretation des darin
vorkommenden €-Symbols induktiv einen Isomorphismus zwischen zwei beliebigen
Modellen konstruiert.

2. Treten im folgenden in einer formalisierten Sprache neben Variablen x; (y;, p;, - --)
Variable X;(Y;, P;,...) und pradikative Ausdriicke der Form x; € X,(y; € Y, p; € Py,...)
auf, so ist damit stillschweigend folgende Vorschrift verbunden (die betreffende
Sprache ist also als nichtelementar aufzufassen): |

Die mit X; bezeichneten Dinge sind endliche Mengen von Dingen der Sorte x;, und €
1st durch die Elementrelation zu interpretieren.

Das zu dieser Vorschrift gehdrige nichtelementare Folgern bezeichnet man als
schwache Logik zweiter Stufe.

1) Dieses Axiom entfillt bei sonst iiblichen Formalisierungen, da dort in der Regel keine Inter-
pretation von Operationssymbolen durch partielle Operationen zugelassen wird.
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3. Treten im folgenden in einer formalisierten Sprache neben Variablen x; Variable
@; und Terme der Form ¢;(x;) auf, so ist damit stillschweigend folgende Vorschrift

verbunden :

Die @; sind als eindeutige Abbildungen der Menge M der Dinge der Sorte X; in sich zu .
interpretieren, @;(X;) ist als zweistelliges Operationssymbol mit den Argumenten ¢; und
x, aufzufassen und durch diejenige Operation F zu interpretieren, die durch F(f, y)
:= f(y) beschrieben wird, so daf der Term @;(x;) tnsgesamt die ibliche Bedeutung hat.

Eine Klasse etwas komplizierterer Beispiele nichtelementarer Sprachen wird aus-
fithrlich in Abschnitt 8.4. behandelt.

Die Definition des elementaren bzw. o-Folgerns liefert unmittelbar eine Methode
fiir den Nachweis, daB ein gewisser Ausdruck H € & nicht aus einer Menge & & &
(0-) folgt : Man gebe ein (o-) Modell fiir Z an, in dem H nicht gilt. Existiert ein solches
Modell, so heit H unabhingig von &. Zum Beispiel wurde die Unabhéngigkeit des
sogenannten Parallelenaxioms von den iibrigen Voraussetzungen der euklidischen
Geometrie durch Angabe einer Interpretation der Grundbegriffe der euklidischen
Geometrie gefiihrt, bei der das Parallelenaxiom falsch wird, aber alle iibrigen Axiome
gelten. (Dieser historisch erste Unabhingigkeitsbeweis hat wesentlich zur Klirung
des Wesens der axiomatischen Methode beigetragen.) Leider liefert die Definition
des (o-) Folgerns keinerlei Anhaltspunkte dafiir, wie im konkreten Fall stichhaltige
Folgerungen zu fiihren sind. Riickgang auf die Definition wiirde ja bedeuten, simt-
liche (0-) Modelle des untersuchten Axiomensystems daraufhin zu priifen, ob die
Behauptung in ihnen gilt. Meist hat man jedoch keinen Uberblick iiber simtliche
Modelle eines Axiomensystems. In der mathematischen Logik wird gezeigt, dal sich
das elementare Folgern gleichwertig durch ein formales (d. h. mit den Ausdriicken
ohne Bezug auf deren méogliche Bedeutung operierendes) ,,Beweisen‘‘ mittels logischer
Auxiome und endlich vieler Ableitungsregeln ersetzen 148t. Als Beispiel einer solchen
SchluBregel (deren Begriindung sich aus dem Wertverlauf der Implikation ergibt)
sei genannt:

Sind H,, H,; € & und (H; — H,) sowie H, aus & S & ableitbar, so ist auch H, aus &
ableitbar (Abtrennungsregel bzw. ,;modus ponens*‘).

Fiir nichtelementare Arten des Folgerns existiert jedoch im allgemeinen ein solcher
gleichwertiger ,,Beweiskalkiil* nachweisbar nicht. Wir werden uns im folgenden, wie
allgemein iiblich, auch beim elementaren Folgern nicht auf formale SchluBiregeln
stiitzen, sondern weiterhin ,,inhaltlich‘‘ schlieen. Der erfahrene Mathematiker be-
geht dabei nur selten Fehler, und seine Sicherheit ist um so gréBer, je besser seine
Einsicht in die in diesem Kapitel in aller Kiirze skizzierten Zusammenhinge und je
umfassender sein Uberblick iiber mégliche Nichtstandardmodelle der untersuchten
Theorie ist.

Das Folgern verlduft im allgemeinen so, daBl man sich zum Beweis von H ¢ FI(?
(Z) ein beliebiges (o-) Modell © von & vorstellt und zeigt, dafl H in & gilt. Die Schwie-
rigkeit besteht darin, bei diesem Beweis eben nur diejenigen Eigenschaften von &
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zu benutzen, die ausdriicklich (durch ¢ und %) vorausgesetzt sind. Die Unterschei-
dung zwischen den Termen und Ausdriicken der benutzten Sprache einerseits und
den durch sie bei einer beliebigen Interpretation w und einer beliebigen Belegung f
dargestellten Dingen bzw. Sachverhalten Wert(t, w, f) bzw. Wert(H, w, f) andererseits
wird dabei im folgenden dadurch zum Ausdruck gebracht werden, dafl letztere mit
den gleichen Symbolen wie t und H selbst, jedoch kursiv geschrieben werden. Wir
werden also z. B. einen Beweis fiir die Aussage A X(HI(X) — Hz(x)) einer formali-
sierten Theorie mit den Worten beginnen : Es sei  ein beliebiges Ding mit der Eigen-
schaft H,(x). Die Beachtung oder Nichtbeachtung dieses typographischen Unter-
schiedes sei dem Leser anheimgestellt.

2.4.  Abkiirzungen in formalisierten Sprachen

Zur Vereinfachung der Schreibweise von Ausdriicken formalisierter Sprachen be-
nutzen wir im folgenden eine Reihe von Abkiirzungsregeln.

1. Die AuBlenklammern fertiger Ausdriicke werden weggelassen. Die zweistelligen
Booleschen Funktoren <>, —, v, A haben in der angegebenen Reihenfolge zu-
nehmende Bindekraft. Es steht also z. B.

H, < H, — H, fiir (H; < (H, - Hy)),
H, A H, - Hy v H, fiir ((H; A Hy) - (H, v H,)).
Unter Berufung auf die Assoziativitat der Alternative und der Konjunktion schrei-
ben wir H, v Hy v ... v H, bzw. H; A Hy A-.. A H,, statt (-~-(H1 v Hy)vHy)v---v Hn)
bzw. (---(Hl AH) AHZ) Ao A H,,) oder dquivalenter Umklammerungen.

Bei der Formulierung von konkreten Axiomen und Sitzen in konkreten formali-
sierten Sprachen lassen wir hiufig dulere Generalisierungen fort. Es ist also z. B.

P1 == P, — V g(p; auf g A p, auf g)
als Abkiirzung des abgeschlossenen Ausdrucks

A Py A pa(pr + p2 — V g(py auf g A p, auf g))

zu verstehen, falls aus dem Zusammenhang hervorgeht, daf es sich um die Formu-
lierung eines Axioms bzw. Satzes handelt.

Zur bequemeren Formulierung der folgenden Vereinbarungen sehen wir von der
eventuellen Mehrsortigkeit der betrachteten Sprachen ab, d. h., wir benutzen x;, y;, ...
sozusagen als ,,Variable fiir Variable. Statt x; A x,A - Ax,H(x,, ..., X,) schreiben
wir kurz

ANxy o X H(Xy, ... X5),
analog
Vzx, - x,H(xy, ... Xp).
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Bei allgemeinen Erérterungen werden wir hiufig

A xH(X) statt A x; - X, H(Xy, o005 Xp)
bzw.
V xH(x) statt Vx, --- x,H(xy, ..., X;)

schreiben. Ist es erforderlich, die in H vollfrei vorkommenden Variablen in zwei oder
mehr Arten zu trennen, so schreiben wir H(x, y) und dhnlich, also z. B. AxVyH(x, y).
Ist X zunichst ohne Angabe der Anzahl und Sorte seiner Komponenten benutzt
worden, so bedeutet im weiteren x* die ¢-te Komponente von x und #(x) die Anzahl
der Komponenten von x. Es ist also stets x = x1... x"%), _

Waihrend die bisherigen Vereinbarungen einen mehr technischen Charakter hatten,
kommt den folgenden Ausfiithrungen, obwohl auch sie — formal betrachtet — von
Abkiirzungen handeln, grundséitzliche Bedeutung zu.

2. Unter wesentlicher Benutzung der Identitdt werden in elementaren Sprachen
einige Wendungen formulierbar, deren logischer Charakter den beiden Quantoren
dhnlich ist. Da sie hdufig vorkommen, fiihren wir gleichzeitig mit ihrer Besprechung
abkiirzende Symbole fiir sie ein:

Es gibt wenigstens n verschiedene Dinge mit der Eigenschaft H:
V,xH(x) i< Vx - x,,(H(xl) A oA H(x,)
AXy XA er AKX A cer A Xy T Xp)e

(Dabei ist == natiirlich kein zusétzliches Relationssymbol, sondérn x; 5= x; steht
fur 1X; = X,-).

Es gibt genau n verschiedene Dinge mit der Eigenschaft H:
Vil xH(x) 1o V, xH(X) A 1 V,,; XH(X).

Spezialfall: V! xH(x) :<> V xH(x) A 1 V, xH(x).

Sind x, y Variablentupel gleicher Linge, so bedeutet

X=y > X1=:y1/\.../\xﬂ(x)=y1lw)
und
XFYy:e1x=y.

In Verallgemeinerung der oben definierten Quantoren V, x, V, !! x definieren wir:
Vo XH(X) 1o VX - VX, (H(xy) A --- A H(x,)
AXy F=XgA e AXy =X, A 0r AXpyk x,,),
V,IIxH(X) i<V, xH(X) A 1 Vup XH(X),
insbesondere gilt:
VIIXH(x) <> VXH(X) A 1V, xH(X).
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2.5.  Definitionen in formalisierten Sprachen

Die Sdtze inhaltlicher (d. h. nicht formalisierter) geometrischer Theorien, wie zum
Beispiel der ebenen affinen, projektiven oder euklidischen Geometrie, handeln von
einer so grofen Zahl von Objektarten (z. B. Punkte, Geraden, Kreise, Strecken,
Strablen, Winkel, Dreiecke, Halbebenen, ...) und Relationen bzw. Operationen im
Bereich dieser Objektarten (z. B. Inzidenz, Anordnung, Kongruenz, Parallelitit,
Schneiden ; Lot, Schnittpunkt, Mittelpunkt, Parallele, ...), dall man zu sehr uniiber-
sichtlichen formalisierten Theorien mit sehr vielen Axiomen kommt, wenn man alle
diese Begriffe von Anfang an in die Formalisierung einbeziehen will. AuBerdem
lassen sich zu jeder Liste von elementargeometrischen Begriffen sicher weitere Be-
griffe angeben, die ebenfalls Gegenstand der Geometrie sind und noch nicht beriick-
sichtigt wurden. Der iibliche Weg in solchen Fiéllen besteht darin, von wenigen
Grundbegriffen auszugehen und alle iibrigen interessierenden Begriffe nach und nach
durch Definitionen einzufiihren, wobei die angestrebten Sitze iiber diese Begriffe
unter Benutzung der Definitionen und der Axiome iiber die Grundbegriffe bewiesen
werden. Die mit der definitorischen Erweiterung von formalisierten Sprachen zu-
sammenhingenden Grundlagenfragen sind bisher vorwiegend fiir den Spezialfall der
Definition von Relationen (zum Teil auch von Konstanten und vollen Operationen)
in einsortigen elementaren Sprachen untersucht worden. Da dies einerseits fiir die
Belange der Geometrie und insbesondere fiir die Belange dieses Buches viel zu
speziell ist, andererseits die meisten Schwierigkeiten einer allgemeineren Behandlung
formalisierter Definitionen durch die hier ausreichende rein semantische Betrach-
tungsweise’ vermieden werden konnen, stellen wir im folgenden eine neue, sehr all-
gemeine Definition des Begriffs definitorische Spracherweiterung zur Diskussion.
Diese Definition (die sich mdglicherweise bei weiteren Untersuchungen als zu all-
gemein erweisen kann) umfaflt alle bisher behandelten Spezialfille und auch alle in
diesem Buch benétigten Félle. Die letzten werden anschlieBend ausfiihrlich be-
handelt.

Sind (&3, 01) und (s, 05) nichtelementare Sprachen, so heilt (#,, 0,) eine Erweite-
rung von (¥;,0,), wenn %, &%, und die Einschréinkung einer beliebigen ¢,-Inter-
pretation o’ von &, auf &, eine ¢,-Interpretation w dieser Sprache ist. Dabei heifit &,
eine Erweiterung erster bzw. zweiter Art von &, je nachdem, ob in &, nur mehy Rela-
tions- bzw. Operations- bzw. Konstantensymbole oder auch mehr Variablensorten
als in %; vorkommen.

Eine Erweiterung (erster bzw. zweiter Art) (&5, 0,) einer Sprache (&, a;) heilit
eine definitorische Erweiterung erster bzw. zweiter Art von (&, o), wenn gilt:

a) o, ist eine solche Verschirfung von ¢; in bezug auf die in &, zusitzlich vorkom-
menden Sprachbestandteile, daf} sich jede ¢;-Interpretation w von #; in emdeutlger
Weise zu einer o,-Interpretation o’ von %, fortsetzen 1aft.

b) Es gibt eine Riickiibersetzung der abgeschlossenen Ausdriicke der Sprache %,
in die Sprache #;, d.h. eine Abbildung f von %, in &; mit f(H) = H fiir alle

3 Schreiber, Konstruktionen
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H € ? 1 und
Wert(H, ') = Wert({(H), ') (= Wert(f(H), »))
fiir jede o,-Interpretation o’ von %, und jeden abgeschlossenen Ausdruck H € Z,.

(Gleichwertig ist Wert(H < f(H), w') = W fiir jeden abgeschlossenen Ausdruck
H € %, und jede o,-Interpretation o’ von %,.)

Die Forderung a) bedeutet etwa: Eine Definition besteht im Ubergang zu einer
erweiterten Sprache unter gleichzeitiger Angabe einer Interpretationsvorschrift fiir
die definitorisch. eingefiihrten Sprachbestandteile, so dafl deren Bedeutung bei einer
beliebigen o,-Interpretation der urspriinglichen Sprache eindeutig mitfixiert ist. Die
Forderung b) bedeutet etwa : Eine definitorische Spracherweiterung mu8 in dem Sinne
prinzipiell entbehrlich sein, dal man zu jedem abgeschlossenen Ausdruck der er-.
weiterten Sprache einen ,,gleichbedeutenden‘‘ abgeschlossenen Ausdruck der urspriin-
lichen Sprache angeben kann. Aus b) folgt insbesondere, dafl fiir jedes Axiomen-
system & < &, der erweiterten Sprache (speziell fiir jedes & S .%,) die Menge Fl"l(f(ﬁt" )
der Folgerungen, die man in &, aus den Riickiibersetzungen der Axiome ziehen kann,
mit der Menge f(Fl"’(Q“ )) der Riickiibersetzungen aller Folgerungen iibereinstimmt,
die man in der erweiterten Sprache erhilt. Die Forderung a) allein wire zum Beispiel
erfiillt, wenn man eine beliebige Sprache durch Variable n; und pradikative Ausdriicke
der Form n; < n; erweitert und festlegt, daB die n; durch natiirliche Zahlen und ,,<
durch die iibliche Anordnung der natiirlichen Zahlen interpretiert werden sollen. In
diesem Fall wird aber die Forderung b) in der Regel nicht erfiillt sein, und eine solche
Spracherweiterung wird man daher nicht als definitorisch ansehen. Es sei aber be-
merkt, daf} der durch b) zum Ausdruck gebrachte Aspekt der definitorischen Sprach-
erweiterungen eigentlich erst bei metatheoretischen Untersuchungen (etwa Aqui-
valenz von Theorien mit verschiedenen Grundbegriffen) eine Rolle spielt, wihrend
man beim effektiven Aufbau einer formalisierten Theorie aus einem Axiomensystem
zunichst nur die Eigenschaft a) der Definitionen benutzt. Ob es im konkreten Fall
gelingt, alle interessierenden Begriffe mit Hilfe des gewihlten Systems von Grund-
begriffen zu definieren, ist in 8hnlicher Weise ein Kriterium fiir deren ,,Vollstéindig-
keit‘‘, wie die Folgerbarkeit aller Sidtze der inhaltlich vorgegebenen Theorie ein
Kriterium fiir die Vollstindigkeit des gewadhlten Axiomensystems ist.

Wie bereits in Abschnitt 2.3. bemerkt wurde, kann eine Interpretationsvorschrift
in manchen Fillen durch ein Axiomensystem ersetzt, d.h. eine nichtelementare
Theorie auf eine elementare Theorie zuriickgefithrt werden. In allen im folgenden
explizit behandelten Fillen definitorischer Spracherweiterung kann die primér mit
den eingefithrten Sprachbestandteilen verbundene Interpretationsvorschrift durch
sogenannte Einfiihrungsaxiome fiir diese Sprachbestandteile ersetzt werden. Die suk-
zessive Anreicherung der Sprache unter gleichzeitiger Verstirkung des urspriing-
lichen Axiomensystems durch die Einfiihrungsaxiome fiir die jeweils definierten
Begriffe liefert dann als Endresultat gerade das zu Beginn dieses Abschnitts skizzierte
»,Ungetiim* einer formalisierten Theorie mit sehr vielen Grundbegriffen und sehr
vielen Axiomen.
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Definition von Relationen

Wir haben bereits festgestellt, daB ein Ausdruck H(x, ..., X,) einer formalisierten
Sprache &, in dem genau die Variablen x,, ..., x, (voll)frei vorkommen, bei jeder
Interpretation w der Sprache ¥ den Charakter einer Aussageform bekommt, d. h.
eine wohlbestimmte n-stellige Relation w(H) darstellt. Durch Definitionen nach dem
Schema

(1) R(xy, .0y Xp) 1< H(xy, oo0y Xp)

wird im folgenden zum Ausdruck gebracht, daf die betrachtete Sprache &% durch das
n-stellige Attributensymbol R (d. h. priadikative Ausdriicke der Form R(xy, ..., X,))
erweitert und gleichzeitig die bisherige Interpretationsvorschrift (eventuell o,) da-
durch ergédnzt wird, daB R durch die Relation w(H) interpretiert werden soll. Eine
Riickiibersetzung (d. h. Elimination des neuen Sprachbestandteils R) ist bei dieser
Art von Definitionen nicht nur fiir abgeschlossene, sondern sogar fiir beliebige Aus-
driicke mdglich. Man hat nur jeden Teilausdruck der Form R(x;, .., X;,) durch den
gleichbedeutenden Ausdruck H(x;, ..., x;,) zu ersetzen, wobei allerdings eventuell
eine Umbenennung der in H vorkommenden gebundenen Variablen nétig ist. Die
Interpretationsvorschrift fiir das definitorisch eingefiihrte Symbol R kann offenbar
gleichwertig durch das Einfiithrungsaxiom

(2) A Xy oo Xn(R(Xh se0y Xn) g H(Xl’ seey X,,))

fiir R ersetzt werden. Gilt umgekehrt in einer formalisierten Theorie fiir eine der be-
betrachteten Grundrelationen R ein Satz der Form (2), wobei R nicht in H vorkommt,
so ist R offenbar als Grundbegriff der Theorie entbehrlich.

Beispiele. Im folgenden bezeichne .#; stets die Grundsprache der ebenen Inzidenz-
geometrie mit Punktvariablen p;, Geradenvariablen g; und priadikativen Ausdriicken
der drei Formen p; = p;, g; = g;, P; € g;. Wir definieren:

(3) P1, Ps; 3 kollinear ;< V g(p; € g AP, €gAPs €8);
(4) P1> P2, Ps nicht kollinear :<> -1 p,, ps, p; kollinear;

(5) g1llg:= VPP EZADER);
g1 )l 82 = g1 |l g2V g1 = g (gelesen: g, parallel oder gleich gy).

(3) ist ein typischer Fall einer zu Abkiirzungszwecken eingefiihrten Definition; (4)
zeigt, wie man durch hinreichend viele Definitionen auch in formalisierten Sprachen
so etwas wie ,,sprachliche Glitte erreichen kann; (5) wirft das Problem der ,,richtigen
Definition auf: Natiirlich ist es sinnlos zu fragen, ob eine formal korrekte Definition
nach dem Schema (1) richtig oder falsch ist. Hiufig sucht man jedoch fiir einen in-
haltlich bereits vorliegenden Begriff eine Definition mittels einer vorgegebenen
formalisierten Grundsprache. In diesem Fall besteht die Gefahr, daBl der formal
definierte Begriff sich nicht genau mit demjenigen deckt, den man definieren wollte
bzw. der iiblicherweise mit der gewdhlten Bezeichnung versehen wird. (5) ist eine

3*
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,-richtige‘ Definition der Parallelitit in der ebenen Geometrie, deckt sich aber z. B.
nicht mit dem inhaltlichen Parallelitatsbegriff in der rdumlichen Geometrie. (Hier
miiBte man etwa definieren:

gillge i Velgicenga=e)A 1V p(pEgiADE L),

wobei e eine Variable fiir Ebenen ist und ,,=*“ das Liegen einer Geraden in einer
Ebene bezeichnet.)

Oft braucht man eine Schar von dhnlich definierten Relationen, die sich im wesent-
lichen nur durch die Stellenzahl unterscheiden, z. B.
X,, X, X3 paarweise verschieden :<> x, =}= X, A X1 3= X3 A X, & Xg;

X;, Xp, X3, X4 paarweise verschieden :<> x; = X, A X; = X3 A X; = X,

AXy = X3 A Xy o X4 A X3 5 Xy

In solchen Fillen faBt man, soweit, es ohne Mif3verstdndnisse moglich ist, unendlich
viele Einzeldefinitionen zu einem Schema zusammen, z. B.
X;, ..+ X, paarweise verschieden :<> X; == X, A -+ A X; == X, A X, == X3
Ao AXg =X A s AXpy = Xy
P1s -+« Py Kollinear :<> V g(p; €Eg A ++- Ap, € 8);
g1, «++s g, koinzident :<> V p(p € gy A - AP E gu);
P15 +++» Pn in allgemeiner Lage :<
| P1, P2s Ps nicht kollineay A --.
A P15 P2, P Dicht kollinear
A P1s Pss Pa nicht kollinear A ---
A P15 P3, Pn nicht kollinear A ---
A Pp—gs Pu-1, Pr nicht kollinear.
Analog definiert man ,,g;, ..., g, in allgemeiner Lage, indem man Kollinearitit
durch Koinzidenz ersetzt. In allen solchen Fillen kann man das Schema durch eine
induktive Definition ersetzen. ‘
Beispiel.
X, Xy, X3 Paarweise verschieden :< X; == X, A X; &= X3 A Xp 3= X3;
Xy, «++y Xp41 Paarweise verschieden :<
Xy, ..+, X, paarweise verschieden

A Xg, «vey Xpe1 Paarweise verschieden A x; &= X,,4.
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Definition von (partiellen) Operationen und Konstanten

Unter einer bedingten eindeutigen Exz’stenzaussage (kurz BEE) verstehen wir einen
abgeschlossenen Ausdruck der Form

©)  Ax(Hix) > VIyHy(x, v)

(dabei miissen nicht notwendig alle Variablen x in H;(x) bzw. in H,(x, y) vorkommen,
jedoch miissen alle Variablen X in wenigstens einem dieser beiden Teilausdriicke voll-
frei vorkommen). Unter einer unbedingten eindeutigen Existenzaussage (kurz UEE)
verstehen wir einen abgeschlossenen Ausdruck der Form

(7) Ax V1 yH,(, v).

Da jeder Ausdruck der Form (7) dem Ausdruck A x(x =x— VIl yH,(x, y)) derv Form
(6) logisch gleichwertig ist, wollen wir die UEE als Spezialfille von BEE ansehen,
obwohl sie es als Zeichenreihen natiirlich nicht sind. Mit &hnlicher Motivierung be-
trachten wir absolute eindeutige Existenzaussagen (kurz AEE), d. h. abgeschlossene

Ausdriicke der Form

(8) VI yH(y)

als Spezialfille (n(x) = 0) der UEE und damit der BEE.

Gilt in einer in der Sprache (%, o) formulierten Theorie " die BEE (6), so kann man
in jedem Modell von 7~ diejenige partielle Operation F betrachten, die fiir alle & mit
H, (@) definiert ist und jedem solchen n(x)-Tupel dasjenige y zuordnet, fiir welches
H,(x, y) gilt. Durch Definitionen nach dem Schema

9) F(x) := yH,(x, y), falls H,(x)
y
(gelesen: dasjenige v, fiir welches Hy(x, y) gilt),

die durch die Giiltigkeit von (6) in der betrachteten Theorie gerechtfertigt sein miissen,
bzw. nach dem Schema

F(x) := yHo(x, y),

die durch die Giiltigkeit von (7) gerechtfertigt sein miissen, bringen wir im folgenden
zum Ausdruck, daf} die benutzte Sprache & durch das in % noch nicht vorkommende
Operationssymbol F erweitert!) und gleichzeitig die bestehende Interpretationsvor-
schrift ¢ wie folgt ergéinzt wird:

(10) F st durch die oben beschriebene partielle Operation F zu interpretieren.

Ein gewisser Widerspruch zwischen dieser Definitionsmethode und dem oben ein-
gefiihrten allgemeinen Definitionsbegriff besteht darin, daB hier zunéchst nicht jede
o-Interpretation w von & eindeutig zu einer Interpretation von F fortgesetzt werden

1) Bei allgemeinen Betrachtungen werden wir die nach (9) definierte Operation immer mit
Fg, 5, bezeichnen.
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kann, sondern dies nur fiir solche w mdoglich ist, die (6) wahr machen. Das kann man
am einfachsten dadurch beheben, dal man noch zusétzlich festlegt:

(11) Falls (6) bes der betreffenden Interpretation w nicht gilt, ist ¥ durch die nirgends
definierte Operation zu interpretieren.

Die Klasse aller o-Interpretationen, die (10) bzw. (11) erfiillen, bezeichnen wir als ¢
und erhalten somit als Ergebnis der definitorischen Erweiterung die nichtelementare
Sprache (&, ¢’), wobei die Basis von &’ die um das Operationssymbol F erweiterte
Basis von & ist. (10) und (11) konnen offenbar durch das Einfithrungsaxiom

(12)  Axy(FE) =y < HaHx) A H(x,Y))

fir F ersetzt werden, wobei H die BEE (6) bezeichnet. Betrachtet man nun eine
Theorie 7, in der H gilt, so kann das Konjunktionsglied H in (12) weggelassen werden,
und nur in solchen Fillen werden wir (9) anwenden. Fiir Interpretationen der Sprache,
(&#,0), bei denen H falsch ist, folgt hingegen aus (12) sofort, daB es kein 2, y mit
F(®) = y gibt.

Gilt in einer Theorie J fiir einen der Operations-Grundbegriffe F' eine Aussage der
Form

A xy(F(x) =y < H(x, y)),

wobei F im Ausdruck H(x, y) nicht vorkommt, so gilt in 4~ auch die BEE
Ax(VyH(x, y) — V!! yH(x, y)s

und die aut Grund dieser BEE definierbare Operation stimmt offenbar mit F iiber-
ein, d. h., F ist als Grundbegriff entbehrlich.

Beispiel. Wir legen wieder die Sprache der ebenen Inzidenzgeometrie zugrunde.
In der ebenen affinen bzw. auch projektiven Geometrie gilt die in dieser Sprache
formulierbare BEE

A pipa(ps = p2— V1lg(p: € g A p; € 8)).

Auf Grund dieser BEE kann man ,,die Gerade durch p,, p,* als eine partielle Punkt?
— Geraden-Operation definitorisch einfiihren, fiir die wir, abweichend vom iiblichen
Gebrauch, aus spiter zu erliuternden: Griinden das Operationssymbol L, wahlen:

L(py, pe) 1= 1g(p1 €Eg A Ps €g), falls p; == p,.

Wir behaupten nun, dal (wie bei den definitorisch eingefiihrten Attributensym-
bolen) nicht nur jeder abgeschlossene sondern jeder Ausdruck H der erweiterten
Sprache (&', ¢') in einen gleichbedeutenden Ausdruck [H] der urspriinglichen Sprache
(&, o) zuriickiibersetzt werden kann, so da8 gilt:

(13) [H] enthdlt die gleichen (voll)freien Variablen wie H. (Insbesondere ist also
[H] genau dann abgeschlossen, wenn H abgeschlossen ist).
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(14) Fiir jede o’-Interpretation w von &', bei der die der Definition von F zugrunde
liegende BEE (6) wahr wird, und fiir jede Belegung [ beziiglich o gilt
Wert([H), w, f) = Wert(H, w, f), d.h., [H] und H stellen die gleiche Relation
und im Fall der Abgeschlossenheit gleichwertige Aussagen dar.

Wir 16sen das Eliminationsproblem fiir F, indem wir zu jedem Ausdruck H € &,
der F wenigstens einmal enthélt, einen Ausdruck [H] angeben, der (13) und (14) er-
fiillt und in dem F wenigstens einmal weniger vorkommt als in H. Nach endlich vielen
Schritten erhilt man dann offenbar einen solchen Ausdruck [H], in dem F nicht mehr
vorkommt. Zur Konstruktion von [H] zu gegebenem H fixieren wir in H einen be-
stimmten innersten Term der Form F(t,, ..., t,), d. h. einen derartigen in H als Teil-
zeichenreihe enthaltenen Term, bei dem in t,, ..., t, das Operationssymbol F nicht
mehr vorkommt. In H ist das fixierte Vorkommen in einem bestimmten pradikativen
Teilausdruck H* enthalten. Mit H** bezeichnen wir einen Ausdruck, der aus H* ent-
steht, wenn man den fixierten Term F(t,, ..., t,) durch eine Variable y entsprechen-
der Sorte ersetzt, die in H nicht vorkommt. Dann erhilt man [H], indem man in H
den fixierten prédikativen Teilausdruck H* durch den Ausdruck

Hl (t’b e t-’n) AV Y(Hz(tl, A RS tm Y) A H**)
ersetzt.
Es sei bemerkt, daf die Bedeutung des aus einem Ausdruck H gewonnenen F-freien
Ausdrucks [H] davon abhéngig ist, welche Sprachbestandteile als pridikativ an-
gesehen werden. Zum Beispiel gilt:

[1Ps €L(ps, p2)] = 7 (p1 =P AV E(p1 €E AP €GAD; €8)),s
d. h.

71 P3 € L(p1, P2) <> P1 = P2 V Pi1, P2, P3 nicht kollinear;

verwenden wir jedoch neben € auch ¢ als Grundbegriff, so ist p; ¢ L(p,, p,) ein pridi-
kativer Ausdruck, und es gilt:

1 [P3¢L(P1,P2)]=P1 *PzAVg(I)legApzegAP3¢g),
. h.

Ps ¢L(P1, P2) <> P1 == P2 A P1, P2, P3 nicht kollinear.

Tatédschlich ist der Sprachgebrauch in der Mathematik in allen Fillen, in denen par-
tielle Operationen auftreten (und das betrifft nicht nur definitorisch eingefiihrte!),
nicht einheitlich.') Zu unserem Beispiel werden gewifl einige Geometer die Ansicht
vertreten, dafl die Aussageform ,,p, liegt nicht auf der Geraden durch p,, p,* ins-
besondere dann wahr ist, wenn gar keine eindeutig bestimmte Gerade durch p,, p,
existiert (das entspricht der ersten Bedeutungsvariante), wihrend andere meinen
werden, dall man in diesem Fall gar nicht von der Geraden durch p,, p, sprechen
darf, daB also die zitierte Redeweise die Voraussetzung p, == p, impliziert (das ent-

1) Vgl. G. PickErT, Projektive Ebenen, Springer-Verlag, Berlin—Gottingen—Heidelberg
1955, S. 5.
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spricht der zweiten Bedeutungsvariante). Wir werden im folgenden die Bedeutung
von Ausdriicken, in denen partielle Operationen auftreten, immer auf die effektiv
hingeschriebene Formulierung beziehen, also z. B. ¢ und == als einheitliche Attri-
butensymbole auffassen und, wenn anderes gemeint ist, ausdriicklich -1 p; € L(p;, ps)
bzw. 11 g, = L(p,, p2) usw. schreiben. Analog gilt:

181 | L(p1, po) < 1 (P +P2AVE(P1€GAP E€EGAL | 8)
Wollen wir aber zum Ausdruck bringen

P1FPAVEMPIEGAD EgAE ]l g),

so fithren wir definitorisch ein neues Zeichen j fiir ,,nichtparallel* ein und schreiben

g1 4 L(p1, Pe)-
Einige verbreitete Definitionsmethoden fiir (partielle) Operationen ordnen sich

dem oben behandelten Definitionsprinzip als Spezialfille unter:

Definition durch Swperposition

Sind F; und F, Operationssymbole der betrachteten Sprache, wobei F, einstellig ist
und die Argumentsorte von F, mit der Bildsorte von F, iibereinstimmt, und kommt
das Symbol K3 noch nicht in der Sprache vor, so ist die nach dem Schema

Fy(x) := Fz(Fl(X))
definierte partielle Operation identisch mit der durch
Fx) :=wV z(Fl(x) =z A Fy(z) = y), falls V yz(Fl(x) =z A Fy(z) = y)

definierten Operation. Die Aufstellung der zugehérigen BEE sei dem Leser iiber-
lassen.

Definition durch Fallunterscheidung
Die nach dem Schema

Fo(x) :— F,(x), falls H(x),
o) 2= Fy(x), falls 7 H(x),

definierte Operation F,; (wobei F; und F, Operationssymbole der betrachteten Sprache
mit gleichen Argument- und Bildsorten sind und F, in der Sprache noch nicht vor-
kommt), ist identisch mit der durch

Fy(x) 1= oy((Hx) A Fy(x) = y) v (1 Hx) A Fy(x) = y)),

falls V y((H(x) A Fy(x) = y) v (7 Hx) A Fa(x) = y))
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definierten Operation. Analoges gilt fiir andere Formen der Definition durch Fall-
unterscheidung, z. B. '

¥ . F(x), falls H(x),
3(®) *= 1 Licht definiert sonst.

Definition durch Unterdriickung fiktiver Argumente

Gilt fiir die (partielle) Operation F der betrachteten Spi'ache & in einer in & formu-
lierten Theorie

A XYI_Yz(V 2B (X, Y1) = 2 AV 2,F (X, 35) = 2, > F(x, y1) = F(x, Y2)),

so ist die Definition einer Operation F, (F, ein nicht in & vorkommendesiSymbol)
nach dem Schema

Fy(x) :=F(x, y), y beliebig
gerechtfertigt. Die so definierte Operation ist identisch mit der durch
Fy(x) := 1zVyF(X,y) = z, falls V yzF(x, y) = z,

definierten Operation. |

Weitgehend analog zur Definition von (partiellen) Operationen auf Grund von
in der betrachteten Theorie giiltigen BEE ist die Definition von Konstanten auf Grund
von in der betrachteten Theorie giiltigen AEE, die wir hier nur der Vollstindigkeit
halber kurz erwidhnen, da Konstanten in den iiblichen elementargeometrischen
Theorien auf Grund einer gewissen Homogenitét ihrer Modelle nicht definierbay sind.
Gilt in einer Theorie die AEE (8), so bringt eine Definition nach dem Schema

¢ := yH(y)
zum Ausdruck, daB die Sprache durch die Konstante ¢ und die Interpretationsvor-
schrift dadurch erweitert wird, daBl ¢ bei beliebigen zuldssigen Interpretationen w
durch dasjenige Ding ¢ zu interpretieren ist, fiir welches Wert(H(y),'w_, f) =W,
wenn f(y) = c.

Wihrend die bisher behandelten Definitionsmethoden in unserer Terminologie zu
definitorischen Erweiterungen erster Art fithren, kommen wir nun zu einer speziell
fir die Geometrie charakteristischen Definitionsmethode, die zu Erweiterungen
zweiter Art, d. h. zur Einbeziehung neuer Sorten von Grunddingen in die Sprache
fiihrt. Es sei aber betont, daf} diese Methode die definitorischen Erweiterungen zweiter
Art keineswegs ausschopft.

Definitorische Einfiihrung von Familien definierbarer Mengen als Dinge neuer Sorte

Sind H; (x) und H,(x,'y) Ausdriicke einer Sprache &, so kann man bei einer beliebigen
Interpretation von & fiir jedes System & von Dingen mit der Eigenschaft H,(x) die
Menge M(x) = {y: H,(x, y)} bilden. Dabei ist die Einschrinkung der Bildung von
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. M(x) auf solche & mit der Eigenschaft H,(ax) von der Sache her offenbar nicht nétig,

jedoch zur Nachbildung gewisser inhaltlich vorliegender Begriffsbildungen zweck-
mafig (vgl. die folgenden Beispiele). Unter Bezug auf diese Vorstellung ist es sinnvoll,
pridikative Ausdriicke der Form y € M(x) als Abkiirzung bzw. gleichbedeutende
Schreibweise fiir H,(x) A Hy(x, y) zu benutzen. Dies ist jedoch zunichst noch ein
Spezialfall der definitorischen Einfiihrung von Relationssymbolen:

y € M(x) :< H;(x) A Hy(x, y).

Es sei betont, dal die ,,Terme* M(x) und das ,,zweistellige Relationssymbol® € in
diesem Stadium noch keine selbstindige Bedeutung haben, sondern y € M(x) als
unzerlegbare Symbolik fiir eine (x, y)-Relation aufzufassen ist. Diese Situation d4ndert
sich grundlegend, wenn man Variable neuer Sorte, etwa «;, fiir die Mengen M () ein-
fithrt, d. h. die Sprache . durch pridikative Ausdriicke der Form y; € «; und die be-
stehende Interpretationsvorschrift durch die Festsetzung erweitert, daf die «; in
der angegebenen Weise und das zweistellige Symbol € durch die Elementrelation zu
interpretieren ist. Will man diese Interpretationsvorschrift durch ein gleichwertiges
Axiomensystem ersetzen, so ist erstens axiomatisch zu sichern, dafl die «; Mengen,
d. h. durch ihre Elemente eindeutig bestimmt sind :

A oc,-oc,-yk((yk €Eu; <>y €)= o; = oc,-) (Extensvonalititsaxiom).
Zweitens ist zu sichern, daBl zu jedem & mit H,(x) ein x mit &« = M (x) existiert:
A X(Hl (xX) >V aAy(y € a — Hy(x, y)) (M engenbildungsaxiom).

Drittens ist zu sichern, dal aufler den M (x) mit H,(a) keine weiteren Dinge unter den
mit «; bezeichneten Dingen vorkommen:

N o;V x(Hy(x) A A y(y € aj <> Hy(x, y)).

Eine Riickiibersetzung in die Sprache . ist nun fiir beliebige Ausdriicke offenbar
nicht mehr méglich, jedoch kann jede quantifizierte Variable & nach dem Prinzip

V oaH(x) <> Vx(Hy(x) A H¥), A aH(x) < A x(H,(x) — H*)

eliminiert werden, wobei x ein System von Variablen entsprechender Sorte ist, die in
H nicht vorkommen, und H* dadurch aus H entsteht, daB man alle darin vorkom-
menden pridikativen Ausdriicke der Form y; € « durch H,(x, y;) ersetzt. Insbesondere
kann auf diese Weise zu jedem abgeschlossenen Ausdruck der erweiterten Sprache
ein gleichbedeutender Ausdruck der Sprache % konstruiert werden.

In der durch «; und € erweiterten Sprache . kann man jetzt die Terme M(x) (im
folgenden Mengenterme genannt), die urspriinglich keine selbstindige Bedeutung
hatten, korrekt einfithren. Auf Grund des Extensionalitdts- und Mengenbildungs-
axioms fiir «; gilt die BEE

Ax(Hy(x) = V! a A y(y € & <> Hy(x, y)).
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Daher ist die Definition
M(x) := tx A y(y € & «— Hy(x, y)), falls H,(x)
gerechtfertigt.

Beispiele.
Definitorische Einfiihrung der Geraden und der Inzidenz:

Wir gehen von einer Formalisierung der ebenen euklidischen Geometrie aus, in
der Geraden und Inzidenz nicht zu den Grundbegriffen gehoren, jedoch diejenige
dreistellige Punktrelation, die durch die Aussageform ,,p, liegt zwischen p; und p;
(auf einer gemeinsamen Geraden)‘ beschrieben und in der formalisierten Sprache im
folgenden kurz mit (p;, ps, ps) bezeichnet wird. Mittels dieser Zwischenrelation ist die
Kollinearitdt definierbar:

D1, P2» Ps kollinear <> p; = p, v p; = PsV Pz = P3 V (P1, Pa» Ps)
V (P25 P3s> P1) V (P3> P15 P2)-

Wir fithren nun neue Variable g; fiir die Punktmengen

(15) L(p1, P2) := {Ps: P1, P2, P3 kollinear}, falls p, == p,,

d. h. pridikative Ausdriicke der Form p; € g; ein. Wiirden wir in (15) die Einschréin-
kung p; == p, fallen lassen, so bekdmen wir in Gestalt der Mengen L(p, p) auch. die
gesamte Ebene in den Bereich der ,,Geraden‘. In der durch g; und € erweiterten
Sprache ist nun die Operation L in der bereits behandelten Weise definierbar.

Definitorische Einfithrung der Kreise und der Punkt-Kreis-Inzidenz:

Wie iiblich bezeichne ,,=~‘ die vierstellige Punktrelation Kongruenz der ebenen
euklidischen Geometrie. Wir fithren neue Variable k; fiir die als Punktmengen definier-
baren Kreise

Z(P1; P2 Ps) *= {Pa‘ P1Ps = P:Ps}; falls p, = ps,

ein. (Liefe man hier die Einschrinkung p, = p; fallen, so bekdme man in Gestalt
der Mengen Z(p,; p,, p.) auch alle einpunktigen Mengen in den Variabilitdtsbereich
der Kreisvariablen.) In der durch priadikative Ausdriicke der Form p; € k; erweiterten
Sprache ist nun die Operation Z, die je drei Punkten p,, p,, p; mit p, & p; den Kreis
vom Radius p,p; um den Mittelpunkt p, zuordnet, definierbar:

Z(p1; Pas Ps) = tk /A py(Ps € kK <> p1py = P5Ps), falls p, == ps.
Als Beispiel fiir die mogliche Riickiibersetzung abgeschlossener Ausdriicke diene:

A P1P2Ps(P1> P> Ps nicht kollinear — V k(p; € k A p, € k A p; € k))
<> A p1PsPs(P1; Pas Ps nicht kollinear —

V P4PsPe(Ps == Ps A PiPs = PsPs A P2Ps = PsPe A PsPa = PsPe))-
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Wegen ihrer hiufigen Anwendung behandeln wir noch die Ubertragung von Rela-
tionen auf Aquivalenzklassen, die sich als Kombination bereits behandelter Defini-
tionsmethoden erweist. Ist H(x,y) ein Ausdruck einer Sprache.#, dessen vollfreie
Variable beide von gleicher Sorte sind, so konnen nach dem eben behandelten
Prinzip neue Variable a; fiir die Mengen M () := {y: H(x, y)} eingefiihrt werden. Ist
in einer in & formulierten Theorie 7~ die durch H dargestellte Relation eine Aquivalenz-
relation, d. h. gilt in 7

Axyz{H(x, %) A (H(x, y) > Hiy, 0) A (H(x, y) 7 Hy, 2) > H(x, 2)),

so ist die iibliche Bezeichnung der Aquivalenzklassen beziiglich dieser Relation ein
Spezialfall der Definition von Mengentermen:

% :=waAyly€a« Hx, ¥))-
Gilt nun in J fiir einen gewissen anderen Ausdruck H'(x, z)
A xyz(H'(x, 2) A H(x, y) - H'(y, 2)),

so kann die durch H' dargestellte Relation durch ,,reprasentantenweise Definition‘
von den Dingen der Sorte x auf die Dinge der Sorte a, d. h. auf die Aqulvalenzklassen
beziiglich H, iibertragen werden:

(16) R(a, z) 1o V x(x € a A H'(x, 7).
Kiirzer kann man die Definition von R natiirlich in der Form
R(X, z) <> H'(x, z)

schreiben, aber die Form (16) 146t erkennen, daf} es sich nicht um ein neues Defini-
tionsprinzip sondern um einen Spezialfall bereits behandelter Definitionsschemata
handelt.

Beispiel. Zunichst definieren wir eine ,,ungerichtete Strecke* als Menge ihrer
Endpunkte:

PiP: :={P:p =Pp1 VD = ps}.

In der euklidischen Geometrie ist die Kongruenz ,,=* eine Aquivalenzrelation im
Berelch der ungerichteten Strecken. Die zugehorlgen Aquivalenzklassen Pip;
= {PsPs: P1P: = PsPs} bezeichnen wir als freie Strecken oder auch als abstrakte Strecken-

langen Wir definieren ferner eine zweistellige Relation ,, < ‘ im Bereich der ungerichte-
ten Strecken durch

PiPz = PsPs 1> Py = Po v V P5(P1P2 = PsPs A (Pss Pss Pa)) V P1Ps = PaDye

Fiir die so definierte Relation gilt in der euklidischen Geometrie

P1P2 = P3Ps A P1Py = P1P2 A P3Py = PsPs —> PPy < P3Pi-.
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Auf Grund dieses Satzes kann man ,,<‘“ durch repriasentantenweise Definition von
den ungerichteten Strecken auf deren abstrakte Langen tibertragen, wobei wir das-
selbe Zeichen ,,<‘ benutzen kénnen:

P1Pz = PsPa <> P1P: = PsP4
bzw., falls die Sprache durch Variable a; fiir freie Strecken erweitert wurde,
a; = a; i<> V P1PsPsPa(P1P: = a; A D3Pz = 3; A P1P2 = P3Pa)-

Pridikative Ausdriicke der Form a; =< a; haben kein Analogon mehy in der urspriing-
lichen Sprache, abgeschlossene Ausdriicke koénnen jedoch riickiibersetzt werden,
z. B.

Najag(a; = 8V ay = )
<> A P1P2PsPa(P1P2 = P3Ps V PsPs = P1D2)
. <> N\ P1P:PsPa(P1P2 = PsPs V PsPs = P1Ps)
« A P1P2P3P4(P1 = Pa vV V ps(P1P2 = P3Ps A (Ps> Pss Ps)) V Ps = D4
Vv V pg(PsPs = P1Ps A (P15 Pes P2)) V P1P2 = P3P4)-

Bemerkung diber die Aquivalenz formalisierter Theorien mit verschiedenen Grund-
begriffen

Sind I, = Fl°v(%,) und I, = FI*y(%',) Theorien, die in den eventuell verschiedenen
nichtelementaren Sprachen (&;,0,) bzw. (&,,0,) formuliert sind, so heiit 77, eine
Teiltheorie (im weiteren Sinn) von J 5, wenn eine definitorische Erweiterung (&', ¢')
von (¥, d,) existiert, so daB I, S FI'(%,) ist, d. h., wenn die Grundbegriffe von 7,
inJ , definierbar sind und die Axiome von 77, (bezogen auf diein 7", definierten Grund-
begriffe) aus den Axiomen von .7, folgen.

Theorien .77, und J, heiflen dquivalent, wenn jede im oben definierten Sinn eine
Teiltheorie der anderen ist. Die so definierte Aquivalenz von Theorien ist tatsichlich
reflexiv, transitiv und symmetrisch. Unter einer Theorie tm weiteren Sinn wollen wir
daher eine Aquivalenzklasse von Theorien verstehen. Es ist also z. B. die ,,ebene
euklidische Geometrie*, aufgefaft als Theorie im weiteren Sinn, ein von der speziellen
Wahl von Grundbegriffen und Axiomen unabhingiges Abstraktum, jedoch konkret
immer durch einen Représentanten, d. h. mit Hilfe einer ganz bestimmten formali-
sierten Sprache (eventuell nebst Interpretationsvorschrift) und eines ganz bestimm-
ten in dieser Sprache formulierten Axiomensystems anzugeben.

Eine Theorie im weiteren Sinn heilt elementar, wenn sie wenigstens einen elemen-
taren Reprisentanten besitzt. Auf Grund dieser Festsetzung definiert auch ein in
einer nichtelementaren Sprache formuliertes Axiomensystem eine im weiteren Sinn
elementare Theorie, wenn die Interpretationsvorschrift durch ein Axiomensystem
ersetzt werden kann. Insbesondere fiihren alle in diesem Abschnitt behandelten Defi-
nitionsprinzipien von elementaren Theorien zu elementaren Theorien, da die Inter-
pretationsvorschrift fiir die definierten Sprachbestandteile jeweils durch Einfithrungs-
axiome ersetzt werden kann.
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Sind M,, ..., M, nichtleere, paarweise disjunkte Mengen, so bezeichne S(M;, ..., M,)
n
die Menge aller eineindeutigen Abbildungen von U M; auf sich, die jede der Men-

t=1
gen M; (i = 1, ..., n) aufsichabbilden. Beziiglich der durch (¢ o ) () := @(p(x))defi-
nierten binidren Operation ,,0¢ (Verkettung) ist die Menge S(M,, ..., M,) eine Grup-
pe, d. h., es gilt:
(la)  Fir alle 1, @5, @3 € S(My, -, M) ist (g1 © @3) © P3 = @1 © (2 © P3)-
(1Db) Es gibt ein Element « € S(M,, ..., M,), so daf fir alle p € S(M,, ..., M,) gilt:
pot=¢. |
n
(Hierdurch ist ¢ eindeutig als die ¢dentische Abbildung von U M; auf sich charakteri-
siert.) i=1
(1c) Zu jedem ¢ € S(M,, ..., M,) existiert ein p € S(M,, ..., M,), so dafB poy =.1.
(Hierdurch ist p eindeutig als die zu ¢ inverse Abbildung ¢! charakterisiert.)

Eine Teilmenge G der Menge S(M,, ..., M,) heilit eine Untergruppe der Gruppe
(S(M 1y ooy Mp), o), wenn G mit der Einschrinkung der Operation ,,o* auf Elemente
von G wieder eine Gruppe ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn gilt:

(2a) Ist @,y € G, so ist auch ¢ oy € G.
(2b) Ist ¢ € G, s0 ist auch ¢~ € G.
(2¢) G 4.
(Aus (2a, b, c) folgt ¢ € G.)
Wir erinnern daran (vgl. Kap. 1), daB wir unter einer Relation im Bereich. der

Mengen M,, ..., M, eine beliebige Teilmenge R eines kartesischen Produkts der
Form M; X -+ X M;, (4,...,%, =n) und unter einer (partiellen) Operation im
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Bereich der Mengen M,, ..., M, eine Abbildung aus einem derartigen kartesischen
Produkt in eine der Mengen M; (1 < ¢ = n) verstehen.

Unter Bezug auf die im vorigen Kapitel behandelten Definitionsmethoden fiihren
wir hier den Begriff der Mengenabbildung im Bereich der Mengen M., ..., M, ein.
Unter einer solchen wollen wir eine Abbildung aus einem kartesischen Produkt der
" Form M; X -+ X My (iy,...,% = n) in die Potenzmenge einer der Mengen M;
(1 =< ¢ < n) verstehen. Als Sammelnamen fiir Relationen, Operationen und Mengen-
abbildungen im Bereich der Mengen M, ..., M, sowie Konstanten tvm Bereich dieser

n
Mengen (d. h. Elemente von U M;) benutzen wir im folgenden den Ausdruck Objekt
i=1
im Bereich der Mengen M, ..., M,. Diese Bezeichnung soll zugleich andeuten, da@
viele der folgenden Formulierungen auch dann ihre Giiltigkeit behalten, wenn man
unter Objekten im Bereich der Mengen M 1 -+, M, noch weitere hier nicht explizit
behandelte Mengen versteht, die unter Verwendung mengentheoretischer Konstruk-
tionsprinzipien aus den Mengen M, ..., M, bzw. ihren Elementen gebildet sind.

n
Die bisher fiir Elemente von U M; definierten Abbildungen der Gruppe S(M,,...,M,)

: t=1
konnen auf beliebige andere Objekte im Bereich der Mengen M,, ..., M,, diestets
Mengen M von gewissen Dingen y sind, durch die Definition "

o(M) :={p(y): y € M}

erweitert werden. Insbesondere sei fiir eine Relation R
P(R) 1= {(‘p(wl)) seey ‘p(xk)): (Z15 o205 Tpe) € R})

fiir eine Operation F (insbesondere.fiir eine Mengenabbildung)

o(F) 1= {((@1), ..., 9(@2), 9¥)): (@1, - 24, Y) € FY,
d. h.

o(F) (@), ..., p(@r) = @(F (@1, ..., 7).

Ein Objekt M im Bereich der Mengen M, ..., M, heilt beziiglich einer Abbildung
p € S(My, ..., M) invariant, wenn @(M) = M gilt. Invariant beziiglich der Abbil-
dung ¢ € S(M,, ..., M,) ist insbesondere

— eine Relation R im Bereich der Mengen M,, ..., M, genau dann, wenn (, ..., %)
€ R genau dann, wenn (tp(xl), coes t;o(wk)) € R;

— eine Operation F im Bereich der Mengen M|, ..., M, genau dann, wenn F(cp(svl),
ooy <p(xk)) genau dann existiert, wenn F(z,, ..., ;) existiert und im Fall der Exi-
stenz stets F(qo(xl), ceo q)(xk)) = qo(F(xl, ooy xk)) ist;

— eine Konstante ¢ im Bereich der Mengen M, ..., M, genau dann, wenn ¢(c) = ¢
18t ;

— eine Mengenabbildung M im Bereich der Mengen M,, ..., M, genau dann, wenn
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M (qo(xl), cers (p(xk)) genau dann existiert, wenn M(x,, ..., z;) existiert und im Fall
der Existenz stets gilt:

M(cp(xl), oo r,v(xk)) = {qn(m): x € My, ... :z:,,)}.
Ist M ein beliebiges Objekt im Bereich der Mengen M, ..., M,, so ist die Menge
QM) = {p: 9 € S(My, ..., M,) und M ist beziiglich p invariant}
eine Untergruppe von S(M,, ..., M,), wie man an Hand der Bedingungen (2a, b, c)
leicht nachpriift. Da allgemein der Durchschnitt eines nichtleeren Systems von Unter-
.gruppen einer Gruppe wieder eine Untergruppe dieser Gruppeist, ist fiir ein beliebiges
nichtleeres System I von Objekten im Bereich der Mengen M,, ..., M, die Menge

I) := {g: 9 € S(My, ..., M) und alle Elemente von I sind beziiglich ¢ invariant}

=N G(M)
Mel
eine Untergruppe von S(M,, ..., M,). Ist umgekehrt G eine beliebige Untergruppe

von S(M,, ..., M,), so bezeichne I(G) die Menge aller beziiglich aller Abbildungen aus
G invarianten Objekte im Bereich der Mengen M, ..., M,.

Ist G eine Untergruppe von S8(M,, ..., M,) und R eine beliebige Relation im Bereich
der Mengen M,, ..., M,, so geniigt es fiir den Nachweis, da R zu I(G) gehort, die
. Implikation

(xl, ) xk) € R— (99(1171), ooy q’(mk)) €ER

fiir beliebige ¢ € G zu zeigen. Deren Anwendung auf ¢! statt ¢ und auf ((p(xl), oo
(%)) statt (21, ..., ;) ergibt die Umkehrung. Analog vereinfacht sich der Nachweis
der Invarianz einer (partiellen) Operation bzw. Mengenabbildung beziiglich einer
Gruppe G.

Offenbar gilt fiir beliebige Untergruppen @, Gy, G, von S(M,, ..., M,) und beliebige
Mengen I, I, I, von Objekten im Bereich der Mengen M, ..., M,
(3a) Ist Gy S G,, so0ist I(G,) S I(G).
(3b) Ist I, & I,, so ist G(I,) & G(I,).
(3¢) G S G(1(@)).
3d) I<I(G)).

Es sei nun

S =My,.... Mp; By, ..., Rp, Fr, ..., Fp,cq, ..., ¢)
eine Struktur (vgl. Kap. 1), d. h., M, ..., M, sind paarweise disjunkte nichtleere
Mengen, R, ..., R, sind Relationen im Bereich dieser Mengen, F, ..., F, (partielle)
. n .

Operationen im Bereich dieser Mengen und ¢, ..., ¢, € U M;. Dabei kann m = 0,

t=1
p = 0, ¢ = Osein, jedoch soll m 4+ p + ¢ > 0 sein. Es diirfte ohne ndhere Erklirung
klar sein, was man unter einer (formalisierten) Sprache fiir die Struktur & zu verstehen
hat. Ist andererseits # eine solche Sprache, so kommt unter allen Interpretationen
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von & diejenige Interpretation w, vor, die jeder Variablensorte ¢ (1 < ¢ < =) die
Menge M;, jedem Relationssymbol R; die Relation E; (1 < j < m), jedem Opera-
tionssymbol F; die Operation F; (1 < j < p) und jedem Konstantensymbol c; die
Konstante ¢; (1 =< j =< q) zuordnet.

Ein Objekt M im Bereich der Mengen M,, ..., M, heiBlt in der Struktur & definier-
bar, wenn es fiir eine (und damit fiir jede) Sprache & fiir & eine definitorische Er-
weiterung &’ gibt, so daB} die eindeutige Fortsetzung w( der Interpretation w, von &
in © zur Interpretation von .’ dem (den)zusitzlichen Sprachbestandteil(en)gerade
das Objekt M zuordnet. Nach 2.5. liefert diese allgemeine Definition fiir die dort
explizit behandelten definitorischen Erweiterungen folgende Spezialisierungen :

Eine Relation R im Bereich der Mengen M, ..., M, ist in & genau dann definier-
bar, wenn es in der Sprache & fiir © einen Ausdruck H(x,, ..., X;) gibt, so daB fiir
alle Belegungen f beziiglich w, gilt:

(4) Wert(H(xl, vees Xp), Wo, f) = W genau dann, wenn (f(xl), ees f(xk)) € R,

d. h. wy(H) = R.

Eine (partielle) Operation F im Bereich der Mengen M,, ..., M, ist in der Struktur
& genau dann definierbar, wenn es in der Sprache & fiir © Ausdriicke H'(x,, ..., X;)
und H'(x,, ..., X;, y) gibt, so da8}

Wert(H' (%4, ..., X), wo, f) = W
genau dann, wenn F(f(xl), con f(xk)) existiert, und
Wert(H' (%4, - .., Xp, ¥), @ f) =W

genau dann, wenn Flf(xy), .- f(x:)) = f(y) ist. In diesem Fall gilt bei der Inter-
pretation w, die BEE

ARy o X (H (%, ovep Xp) = VHYH (x4, + 0y X, )

so daf} in einer r;l‘heorie, die die in & giiltigen Sitze der Sprache . zum Gegenstand
hat, die Definition

F(Xl, vony Xk) o= LYH”.(XI, ooy Xk), falls H,(Xl, coey Xk),
gerechtfertigt ist, und es ist dann wy(F) = F.
n
Ein Element ¢ € U M; ist in der Struktur & genau dann definierbar, wenn es in
i=1
der Sprache & fiir © einen Ausdruck H(x) gibt, so daf fiir alle Belegungen fgilt:
Wert(H(x), Wo» f) = W genau dann, wenn f(x) = c¢. In diesem Fall gilt bei der Inter-

pretation w, die AEE V!!xH(x), so daBl die Definition ¢ := xH(x) gerechtfertigt
ist, und es ist dann wy(c) = c.

4 Schreiber, Konstruktionen
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Eine Mengenabbildung M im Bereich der Mengen M,, ..., M » 1st in der Struktur ©
genau dann definierbar, wenn in der Sprache & fiir & Ausdriicke H,(x,, ..., X;) und
H,(xy, ..., X, y) existieren, so daf} fiir alle Belegungen f gilt:

Wert(H(xy, ..., Xy), 0o, f) = W

genau dann, wenn die Abbildung M (f(xl), ooy f(xk)) existiert, und fiir alle Belegun-
gen f mit Wert(Hl(xl, eery Xi), Wo, f) = W ist

Wert(H.‘!(Xl: ooy Xy y)) Wo, f) =W

genau dann, wenn f(y) € M(f(xy), ..., f(=e))-

Invariantensatz. Ist Ig das System der Relationen, Operationen und Konstanten
etner Struktur © vm Bereich der Mengen M,, ..., M,, so ist jedes tn der Struktur &
definierbare Objekt beziiglich der Gruppe G(Ig) invariant.

Auf Grund dieses Satzes ist der Beweis der Nichtdefinierbarkeit eines Objektes M
in einer Struktur & durch Angabe einer Abbildung ¢ € G(Ig) moglich, die M nicht
invariant 14B8t. Von dieser Beweismethode werden wir im folgenden hiufig Gebrauch
machen. |

Den Beweis des Invariantensatzes fiihren wir hier nur fiir Relationen durch. Der
Beweis fiir andere Arten von definierbaren Objekten ergibt sich hieraus jeweils
durch geringe Zusétze. , ’

Es sei © eine Struktur iiber den Grundmengen M, ..., M,, & eine Sprache fiir &,
w, die entsprechende Interpretation von & in @. Fiir Abbildungen ¢ € S(M,, ..., M,)
und Belegungen f beziiglich w, sei f, die durch

fo(xi) = o(f(x:))
definierte Belegung. Durch Induktion iiber die Kompliziertheit der Terme t bzw.
Ausdriicke H der Sprache & ergibt sich leicht

Wert(t, w,, f?’) = (p(Wert(t" Wo, f))’
wobei die linke Seite genau dann existiert, wenn die rechte Seite existiert, bzw.

(5) Wert(H, w,, ffp) = Wert(H, w,, f)

fiir alle Abbildungen ¢ € G(I), wobei letztere Voraussetzung gerade die Anfangs-
schritte der Induktionsbeweise liefert.

Ist R eine k-stellige in der Struktur & definierbare Relation, so existiert in der
Sprache & ein Ausdruck H(x,, ..., x;) mit genau k (voll)freien Variablen, so daf (4)
gilt, Wir haben zu zeigen: Fiir alle ¢ € G(Ig) und alle 2, ..., z;, folgt aus (x,, ..., x)
€ R stets (qo(xl), e <p(xk)) € R. Es sei ¢ € G(lg) und (24, ..., z;) € R, ferner sei f
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eine Belegung mit f(x;) = «; fiir ¢ = 1, ..., k. Dann ist nach (4)
Wert(H(x,, ..., X¢), @, fy=Ww,

folglich nach ()
Wert(H(x,, ..., %), wo, f,,,) = W,

folglich nach (4)

(ftp(xl)’ (RS ,fqr(xk)) € -R:
d. h. (‘p(xl): sy ¢(xk)) € R.

4%
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Die algebraischen Grundstrukturen Ring und Korper treten im folgenden haupt-
séchlich in zwei speziellen Formen auf, als geordnete Kérper und als Polynomringe
iiber einem geordneten Koeffizientenkérper. Die grundlegenden Definitionen und
Séatze aus diesem Bereich der Algebra werden in diesem Kapitel in aller Kiirze (hdufig
ohne Beweis) zusammengestellt. In diesem und in folgenden Kapiteln wird auerdem
vorausgesetzt, dafl der Leser den Begriff des (abstrakten) Vektorraums iiber einem
beliebigen Skalarkdrper und einige weitere elementare Begriffe der linearen Algebra
kennt.

41. Ringe und Korper
Ist R eine beliebige nichtleere Menge und sind + und - bindre Operationen in R (im

folgenden als Addition bzw. Multiplikation in R bezeichnet), so heifit das Tripel
(R, -+, ) ein Ring, falls folgende Axiome erfiillt sind:

(1) Fiir beliebige a, b, c € R gilt:

@+b)+c=a+4 (b +c) (dssoziativgesetz der Addition),
at+b=>b+a (Kommutativgesetz der Addition),
@:b)-c=a-(b-c) (Assoziativgesetz der Multiplikation),

a-(b+o)=(a-b)+ (@0 o
@+ b)-c=(a-c)+ (b-c) } (Drstributivgesetze).
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(2) Es existiert ein eindeutig bestimmies Element o € R (Nullelement genannt),
so daf3 x + o(= o + x) = x fiir alle x ¢ R, und zu jedem x € R existiert ein
eindeutig bestimmtes y € R, so dap.x + y(=y + x) = o. .
Dieses y bezeichnen wir mit —, fithren also definitorisch ,,—‘‘ (Minus) als
einstellige Operation in R ein.

Ein Ring (R, +, ) heillt kommutativ, falls in ihm zusétzlich gilt:

(3) a-b=>b-afirallea,bc R (Kommutativgesetz der Multiplikation).

Ein Ring (R, 4, -) heiBt nullteilerfrei, falls in ihm zusétzlich gilt:

4) Sind a,b € R mit @ =0 und b 5= o, so st auch a-b = o.

Ein kommutativer und nullteilerfreier Ring heillt ein Inlegrititsbereich. Ein Ring

(B, +,-) heillt ein Ring mit Einselement (kurz Ring mit e), wenn in ihm zusétzlich

gilt:

(5) Es existiert ein eindeutiq bestimmtes e € R, so daf3
x-e=¢e-x=zxfirallexc R.

Ein kommutativer Ring (R, +, -) mit e heillt ein Korper, wenn in ihm zusétzlich

gilt:

(6) Zux € Rmitz == oexistiert ein eindeutiq bestimmies y € R, so daf x - y(=y - x)
= e. (Dieses y bezeichnen wir mit x-1, filhren also ,,~2*‘ definitorisch als

partielle Operation mit dem Definitionsbereich R \ {0} ein.)

(7) oFe.

Korper werden im allgemeinen mit dem Buchstaben K (eventuell mit Indizes) be-

zeichnet.

In jedem Ring gilt das allgemeine Assoziativgesetz fiir die Addition und fiir die
Multiplikation (als nichtelementare Zusammenfassung unendlich vieler elementarer
Assoziativgesetze):

(8) Eine Summe bzw. ein Produkt endlich vieler Ringelemente ist unabhdngig von
der Klammerung.

Unter Berufung auf (8) schreiben wir im folgenden -
a + -+ a, bzw. a, - --- - a,

und dhnlich, insbesondere

na:=a+"'+a,an ::a""'a.

n-mal n-mal

Ferner gilt das allgemeine Kommutativgesetz der Addition:

(9) Eine Summe endlich vieler Ringelemente ist unabhingig von der Reihenfolge
der Summanden.
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In kommutativen Ringen gilt aulerdem ein analoges Gesetz fiir die Multiplikation.
Zur weiteren Klammersparung vereinbaren wir, daBl ,,- stirker bindet als ,,+°,
d. h.,a - b 4 ¢ bedeutet (@ - b) + ¢ und nicht a - (b + ¢). Wo keine MiB3verstdndnisse
moglich sind, lassen wir das Operationszeichen ,,-¢ fort, schreiben also ab statt @ - b
usw. In beliebigen Ringen gilt weiterhin:

(10) a0 = oa = o fir jedes a € R.
(11) —(—a) = a fir jedes a € R.
(12) Die Qleichung a + x = b hat fiir beliebige a, b € R genau eine Lisung, und
zwar x = b + (—a).
(13) —(@ +b) = (—a) + (—b).
(14) (—a) (—b) = ab.
(16) (—a)b = a(—b) = —(ab).
Zur weiteren Veréinfachung schreiben wir im folgenden @ — b statt a 4(—b) und
—ab statt —(ab).
In nullteilerfreien Ringen gilt:

(16) Istar =ayund a 0,50 15t x = y

(d. h., in nullteilerfreien Ringen hat die Gleichung az = c fiir @ 3= 0 hdchstens eine
Losung). -

In Kdorpern gilt:
(17) Die Gleichung ax = c hat fiir a == o genau eine Lisung, und zwar x = a-1c.

In jedem Korper gilt auch (4).

Beispiele zeigen, dafl eine Menge M im allgemeinen auf verschiedene Weise mit zwei
Operationen ,,4, ,,-* versehen werden kann, so dal (M, +, -) ein Ring oder ein
Korper ist. Trotzdem werden wir im folgenden zuweilen von einem Ring R, einem
Integritétsbereich I, einem Korper K sprechen, wenn aus dem Zusammenhang her-
vorgeht, um welche Operationen es sich handelt. Mit Z beispielsweise bezeichnen
wir im folgenden die Menge der ganzen Zahlen, aber auch den Ring (Z, 4, -) mit den
iiblichen Operationen. ‘

In Spezialisierung des allgemeinen Isomorphiebegriffs auf Strukturen der Form
(M, +, ) heiBt (M, 4+, ;) isomorph zu (M,, +,, +3), wenn es eine eineindeutige
Abbildung f von M, auf M, gibt, so daf fiir a, b € M, gilt:

fla 41 b) = f(a) 4+, f(b) und f(a - b) = f(a) -1 (),

und f heifit in diesem Fall ein Isomorphismus von (My, 4+, 1) auf (M,, +,, «).
Dabei gilt: Ist (M, +,, +1) ein Ring, so ist es auch (M,, +,, +3). Ist M, kommutativ,
so ist es auch M,. Ist M, nullteilerfrei, so ist es auch M,. Hat M, ein Einselement, so
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hat es auch M,. Ist M, ein Korper, so ist es auch M,. Bei einem Isomorphismus f von
M, auf M, wird das Nullelement von M, auf das Nullelement von M, und das Eins-
element von M, auf das Einselement von M, abgebildet. Ferner ist jeder Isomorphis-
mus beziiglich + ein Isomorphismus beziiglich der Operation — und jeder Isomor-
phismus beziiglich - auch ein Isomorphismus beziiglich .

Ist (B, 4, ) ein Ring und U eine Teilmenge von R, so heillt U ein Unterring von R
(eigentlich von (R, 4, -)), wenn U mit der Einschridnkung von ,,+ und ,,-“ auf
Elemente aus U wieder ein Ring ist. Dies ist genau dann der Fall, falls gilt:

(18) a) Wenn a,bc U,soa + b€ U undabc U,
b) wenn a € U, s0o —a € U;
c) ocU.

Statt c) geniigt es zu fordern: U = 4.

Ist (K, 4, ) ein Korper und C & K, so heit ¢ ein Unterkorper von K, wenn C
it der Einschrinkung von ,,+‘ und ,,-* wieder ein Korper ist. Dies ist genau dann
der Fall, falls gilt:

(19) a) Wenna,bc C,s0a +b¢c CundabcC;
b) wenn a € C, so —a € C;
c) wenn a € C und a == o0, so a™ € C;
d) o,e c C.

Statt d) geniigt es zu fordern: C enthilt wenigstens zwei verschiedene Elemente.

Ist R; Unterring von R, und R, Unterring von R, so ist B, Unterring von R;;
analog fiir Unterkorper. Der Durchschnitt eines beliebigen Systems von Unterringen
eines Ringes R ist wieder ein Unterring von R; analog fiir Unterkdrper. Wahrend der
Durchschnitt aller Unterringe von R immer {o} (ein sogenannter trivialer Unterring
von R) ist, bringt der Durchschnitt aller Unterkorper von K (also der kleinste Unter-
korper von K) eine interessante Eigenschaft von K zum Ausdruck. Er heifit der
Primkorper von K. Im folgenden werden nur Korper der Charakteristik O eine Rolle

_spielen, d. h. solche, deren Primkdérper isomorph dem Kéorper Q der rationalen Zahlen
(versehen mit der iiblichen Addition und Multiplikation) ist.
Jede Teilmenge A eines Ringes R erzeugt einen Unterring R(4), und zwar

R(A) := N {U: U Unterring von R und A = U}.
Analog erzeugt jede Teilmenge A4 eines Kérpers K den Unterkérper
K(A4) := N {C: C Unterkorper von K und 4 & 0}.

Offenbar ist R(Q) = {o} und K(9) der Primkorper von K. Im Fall 4 =+ G gilt
R(4) = 4 genau dann, wenn A ein Unterring ist und analog fiir Korper.

Ist (K, +,:) ein Korper und < eine irreflexive Totalordnung in K, so heiB3t
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(K, +, -, <) ein geordneter Korper, falls auBlerdem fiir beliebige a, b, ¢ € K gilt:

(20) Wenna <b,s0a +c<b-+c (Monotonie der Addition).
(21) Wenn a < bund o < ¢, so ac < bc (Monotonie der Multiplikation).

In geordneten Kdorpern gilt u. a.

(22) Wenna<<bundc<<d,soa-+4c<<b-+d.
(23) Wenn a < b, so —b < —a.

(24) Wenn a < b und ¢ < o, so ¢b < ca.

(25) 0o <e.

Wegen (22), (23) und (25) sind die ganzzahligen Vielfachen von e paarweise ver-
schieden und bilden daher einen zu Z isomorphen Unterring. Ferner mufl K mit je
zwei dieser Elemente auch deren Quotienten enthalten. Daher hat jeder geordnete

Korper die Charakteristik O.

Ein geordneter Korper heile archimedisch geordnet, wenn in ihm zusétzlich das
Archimedische Axiom gilt:
(26) Zu beliebigem a, b > o existiert eine natiirliche Zahl n, so dafy b < na.

Der Korper Q der rationalen Zahlen und der Korper R der re¢llen Zahlen sind be-
ziiglich der natiirlichen Anordnung archimedisch geordnete Korper.

Zwei St’mkturen der Form (Ml: +1, 1 <1)) (M2’ +2} ‘2 <2) sind isomorph, wenn
ein Isomorphismus f von (M, 4+, ;) auf (M,, +,, -,) existiert, fiir den. zusitzlich
gilt:

a <, b genau dann, wenn f(a) <, f(b).

Ist dabei (M, +1, -1, <1) ein geordneter Korper, so ist es auch (M,, +,, +5, <p). Ist
einer von beiden archimedisch geordnet, so ist es auch der andere.

Da die natiirliche Anordnung der rationalen Zahlen die einzige Totalordnung der
Menge Q ist, die zusammen mit der Addition und Multiplikation die Axiome (20)
und (21) erfiillt, und da andererseits jeder geordnete Korper einen zu Q isomorphen
Primkérper enthilt, ist der geordnete Korper Q der bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmte kleinste geordnete Korper.

Die grundlegenden Begriffe der Analysis wie absoluter Betrag von Elementen,
arithmetisches Mittel, konvergente Folge, Grenzwert einer Folge usw. lassen sich auf
beliebige geordnete Korper iibertragen. Eine Folge (a,) von Elementen eines geord-
neten Korpers K heile Fundamentalfolge, wenn zu jedem ¢ > o (¢ € K!) ein Index n,
existiert, so daB fiir n, m = n, stets |a, — a,| < ¢ ist. In jedem geordneten Korper
gilt: Jede konvergente Folge ist eine Fundamentalfolge. Der angeordnete Korper
R der reellen Zahlen ist unter allen archimedich geordneten Kérpern dadurch aus-
gezeichnet, daBl in ihm auch umgekehrt jede Fundamentalfolge einen Grenzwert be-
sitzt. In beliebigen archimedisch geordneten Koérpern (und nur in solchen) kann man
nun zu jedem Element a eine Folge von rationalen Elementen (d. h. solchen des Prim-
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korpers) finden, die gegen a konvergiert. Dies gestattet es, einen beliebigen archi-
medisch geordneten Kérper isomorph in den Kérper der reellen Zahlen abzubilden,
d. h., bis auf Isomorphie sind die archimedisch geordneten Koérper genau die Unter-
korper von R.

AbschlieBend wollen wir den in einem spiteren Zusammenhang wichtigen Satz
beweisen, dafl das Kommutativgesetz der Multiplikation aus den iibrigen Axiomen
eines archimedisch geordneten Korpers folgt. Es sei also (K, -+, -, <) eine Struktur,
in der die Axiome (1), (2), (), (6), (7), (20), (21), (26) gelten. Ein Element = aus K
heillt mit a € K vertauschbar, falls ax = xa ist. Wir haben zu zeigen, daf} je zwei
Elemente a, b aus K vertauschbar sind.

Zunichst sind o und e nach (2) bzw. (5) mit allen Elementen aus K vertauschbar.
Ferner ist fiir jede natiirliche Zahl » und jedes @ aus K nach (1) und (5)

‘(e—l—---+q)a=ea+---—|—ea=ae+---—|—ae=a§e+--- -l—_g).

n—mal n—mal

Aus za = ax folgt ax~! = z-1a (falls == 0), und aus ze = ax und ya = ay folgt
xya = axy; mithin sind alle positiven rationalen Elemente aus K mit jedem Element
aus K vertauschbar. Es seien nun a, b zwei beliebige Elemente aus K. Da (14) und
(15) sogar in beliebigen Ringen gelten, brauchen wir nur den Fall a > o, b > o0 zu
betrachten. Es sei ¢ > o (¢ € K) beliebig und ¢ € K so gewdhlt, dal a < ¢, b <c.
Wegen (26) existieren in K rationale Elemente 7y, r,, 73, 74, S0 daf3

& &
o< <alr, olr<b<ry<e, rz—rl<§;, r4—r3<§;.

Dann ist nach (21)
rirg << arg =r3a < ba < ra = ar, < rr,

und analog 731, < ab < 747, also folglich

& &
lab — ba| < riry — r3ry = 14(ry — 11) + i1y — 13) < L + ngs <
a

Da ¢ beliebig war, folgt ab = ba.

4.2. Polynome

Ist R ein Ring, so bildet die Menge RZ? aller Abbildungen von R in sich beziiglich der
Operationen :

(f +9) @) := fl&) + g@), (f-9) @) :=f@)-g(x) (@ER,f g¢cRF
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wieder einen Ring. In diesem Ring erzeugt die identische Abbildung ¢ von R auf
sich zusammen mit den konstanten Abbildungen f.(x) := ¢(x € R, ¢ € R) den Unter-
ring (P(.R), +, ) der Polynomialfunktionen in R. Ist R ein kommutativer Ring mit e,
so wird jedes Element aus P(R) durch ein Polynom, d. h. einen Term P der Form

=0

(1) a9 + 31X 4 -+ 4 a,x" (oder kurz }; avx')

mit a, == o oder durch das Nullpolynom 0 := o - x° dargestellt. Die Zahl »n heiflt in
diesem Fall der Grad des Polynoms P (gmd(P)), und es sei auch grad(0) = 0 gesetzt.
Die Polynome nullten Grades nennen wir konstante, die Polynome ersten Grades
lineare und die Polynome zweiten Grades quadratische Polynome. Jedes Polynom P
stellt eine gewisse Polynomialfunktion f dar, deren Welt an der Stelle z € R wir mit

P(z) bezeichnen. Wird f durch P und ¢ durch Q := ):' b,x* dargestellt, so wird (mit
b, = O fiir 4 > m und a, —-Ofurv>n)]‘+gdurch

max(m,n)

(2) P+Q:= 3 (a-+b)x

=0

und f . g durch

m-n
(3) P-Q:=Z( D a, b )x“

#=0 \v+u=x
dargestellt. Dabei ist grad(P - Q) = grad(P) + grad(Q), falls P, Q &= 0 und R null-
teilerfrei ist.

Wie man leicht nachpriift, bildet die Menge R[x] der Polynome mit Koeffizienten
aus R (eine gewisse Menge von Termen!) beziiglich der in (2) und (3) definierten
Operationen einen kommutativen Ring mit e, falls B selbst ein solcher Ring ist.
R[x] enthilt in Gestalt der konstanten Polynome einen zu R isomorphen Unterring.
Ist R nullteilerfrei, so ist es auch R[x]. Die Zuordnung zwischen den Polynomen und
den durch sie dargestellten Polynomialfunktionen ist jedoch unter den bisher ge-
machten Voraussetzungen im allgemeinen nicht eineindeutig, d. h., verschiedene
Polynome kénnen die gleiche Funktion darstellen, kénnen wertverlaufsgleich sein.

Im folgenden sei R immer ein Integritédtsbereich mit e.
Satz 1. Es set P € R[x], P & 0 und x, € R mit P(x,) = 0. Dann ist P (im Sinne des
Ringes R[x]) esn Produkt der Form (x — x,) - P’ mit grad(P’') = grad(P) — 1.
Beweis. Fiir P der Form (1) und zunichst beliebiges z, ergibt sich aus dem An-
satz
n

n—1
(4) 2 axX = (X— X)) bxt+d
#=0

v=0
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durch Koeffizientenvergleich die Losung
by = @y,

bn—z = Qp— + wobn-—l,

by = a1 + oby,
d = ao + xobo.

d. h., jedes Polynom P == 0 ist durch jedes Polynom der Form x — x, mit konstan-
tem Rest d teilbar. Fiir x = %, ist nun nach Voraussetzung (P(xo) = o) die linke Seite
von (4) gleich o, und folglich muf} auch d = 0 sein.

Folgerungen.
a) Ist P(x;) = o fiir paarweise verschiedene xy, ,, ..., z; € R, so ist

(5) P=(x—%) (X—%)  (x—x) P,

Dies folgt durch Induktion iiber £ aus Satz 1, der den Anfangsschritt liefert. Ist die
Behauptung schon fiir £ richtig und z;,, eine von =, ..., z; verschiedene Nullstelle
von P, so ist fiir x = x;,, die linke Seite von (5) gleich o; auf der rechten Seite ist
wegen der Nullteilerfreiheit von R einerseits (2., — %) «** (%441 — %) &= 0 und anderer-
seits P’(x;,,) = o, worauf wieder Satz 1 anzuwenden ist.

b) Jede durch ein Polynom n-ten Grades dargestellte Funktion hat hochstens n ver-
schiedene Nullstellen. )

Dies folgt unmittelbar aus a). Ebenso unmittelbar foigt aus b):

c) Ist R unendlich, so stellt nur das Nullpolynom die identisch verschwindende
Funktion dar.

d) Ist R unendlich, so ist die Zuordnung zwischen Polynomen und dargestellten
Funktionen eineindeutig und folglich wegen (2), (3) ein Isomorphismus 2wischen R[X]
und P(R).

Wir werden im folgenden nur unendliche Integritédtsbereiche mit e betrachten und
kénnen daher die Polynome mit den durch sie dargestellten Funktionen identi-
fizieren.

Beweis von d). Es seien P, Q € R[x], und es gelte P(x) = @(x) fiir alle z € R.
Dann ist P — Q eine Darstellung der Nullfunktion, folglich sind alle Koeffizienten
von P — Q gleich O (nach ¢), und mithin ist P = Q.

Ein Polynom P ¢ R[x] heiBit reduzibel in R[x], wenn P in der Form P = Q - S mit
Q, S € R[x] und 0 < grad(Q) < grad(P) (und damit auch 0 < grad(S) < grad(P),
grad(P) = 2) darstellbar ist. Ein nicht konstantes Polynom, das nicht reduzibel in
R[x] ist, heillt irreduzibel in R[x]. (Auf konstante Polynome wenden wir diese Begriffe
nicht an.) Offenbar folgt aus Satz 1, daB ein in R[x] irreduzibles Polynom mindestens
zweiten Grades keine Nullstelle in R hat. Ubrigens ist der Zusatz ,,in R[x]* bei redu-
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zibel bzw. irreduzibel wichtig; ist ndmlich R’ ein Unterring von R, so ist auch R'[x]
ein Unterring von R[x], und ein in R'[x] irreduzibles Polynom hat in geeigneten,
R’ umfassenden Ringen R sogar immer Nullstellen.

Das Problem der Zerlegung eines Polynoms (1) in nichttriviale Faktoren bzw. des
Nachweises seiner Irreduzibilitdt fithrt auf einen Ansatz der Form

n m n—m n
J)ax = )'bxt. 3 cx* O<mZ |—|,
v=0 p=0 x=0 2 _

und damit auf folgendes Gleichungssystem fiir die gesuchten b, und c,:
boCo = g
bocr + b1co = a4

(6) boCe + 0161 + byCo = @y

bmCr—m =ay-

Ist R der Ring Z der ganzen Zahlen, so ist (6) ein diophantisches Gleichungssystem
(d. h. ein durch ganze Zahlen zu 16sendes Gleichungssystem mit ganzzahligen Ko-
effizienten). Hat es im konkreten Fall eine Losung, so findet man diese mit Sicherheit,
indem man sich alle (n 4 2)-tupel By, ..., b, Cos - - -5 Cn-m} € Z"*2 in irgendeiner Weise
durchnumeriert denkt (Z"+2 ist abzdhlbar!) und sie der Reihe nach in (6) einsetzt.
Dagegen ist bis heute kein allgemeines Verfahren fiir den Nachweis der Unlsbarkeit
von (6) und damit der Irreduzibilitit von P bekannt.l) Die zahlreichen sogenannten
Irreduzibilitdtskriterien sind hinreichende Bedingungen (an die a,), die grofen
praktischen Nutzen haben, aber nur in speziellen Fillen anwendbar sind.
Fiir m = 1 wird aus (6) (wir konnen a, 3= 0 annehmen, da sonst P = x - P’)

boCo - ao
b1 + b1 = a;
(7) boC: + 0161 = a,
bocn-l + b1Cpo = an—l
blcn_l - an.
Auf Grund der eindeutigen Primfaktorzerlegung der ganzen Zahlen liefert die erste

dieser Gleichungen endlich viele Moglichkeiten fiir by, ¢, und die letzte analog endlich
viele Moglichkeiten fiir by, ¢,-,. Jede Kombination dieser Moglichkeiten verwandelt

1) Zum gegenwirtigen Stand der Theorie der diophantischen Gleichungen siehe Ju. I. CHME-
LEVSKLJ, Zum zehnten Hilbertschen Problem. In: Die Hilbertschen Probleme, Akademische
Verlagsgesellschaft Geest & Portig, Leipzig 1971.
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die zweite bis n-te der Gleichungen (7) in ein lineares System fiir ¢, ..., ¢,_;, das von
oben nach unten eindeutig auflésbar ist. Also hat (7) genau dann eine ganzzahlige
Losung, wenn eine der endlich vielen Ausgangskombinationen zu ganzzahligen
Lésungen ¢y, ..., ¢,_; filhrt, bei der der fiir ¢,_; erhaltene Wert mit dem Wert in der
Ausgangskombination iibereinstimmt. Da im Fall n = 3 allenfalls eine Zerlegung in
einen linearen und einen quadratischen Faktor mdglich ist, kann demnach insbeson-
dere die Reduzibilitit bzw. Irreduzibilitit fiir Polynome dritten Grades aus Z[x]
in einfacher Weise entschieden werden.

Der Nachweis der Irreduzibilitit eines Polynoms P € Q[x] in Q[x] kann auf den
Nachweis der Irreduzibilitdt eines ganzzahligen Polynoms gleichen Grades zuriick-
gefithrt und daher fiir Polynome dritten Grades effektiv durchgefiihrt werden:

Satz 2. a) Zu P € Q[x] existiert ein P’ € Z[x] gleichen Grades, so daf3 P’ genau dann
in Q[x] reduzibel vst, wenn es P in Q[x] ust.
b) Ist P’ € Z[x] vn Z [x] trreduzibel, so auch in Q[x].

Beweis. a) P’ erhidlt man aus P durch Multiplikation mit dem kleinsten gemein-
samen Vielfachen (kgV) der Nenner der Koeffizienten von P.

b) Ein ganzzahliges Polynom heit eine Einheitsform, wenn seine Koeffizienten
keinen echten gemeinsamen Teiler haben. Durch Ausklammern des gréfiten gemein-
samen Teilers (ggT) der Koeffizienten kann man offenbar jedes Polynom P € Z[x]
als Produkt ¢ - E eines konstanten Faktors ¢ und einer Einheitsform E darstellen,
und diese Darstellung ist bis auf Vorzeichen eindeutig . Sind E,, E, Einheitsformen,
so ist es auch E = E, - E,. Zum Beweis nehmen wir an, p sei ein gemeinsamer Prim-
faktor der Koeffizienten ¢; von E. Da E; und E, Einheitsformen sind, kénnen nicht
alle ihre Koeffizienten durch p teilbar sein. Es sei a, der Koeffizient mit kleinstem
Index in E,, der nicht durch p teilbar ist, b, der Koeffizient mit kleinstem Index in
E,, der nicht durch p teilbar ist. Dann hat der Koeffizient ¢, ., in E,-E, die
Gestalt

Cootpuy, = a’vob#, + av°+lb,u°—1 + .- + av,—lbyo-i-l + .-

Da die linke Seite und alle Summanden der rechten Seite aufler a, b, durch p teilbar
gein sollen, erhalten wir einen Widerspruch. Nun sei P € Z[x] in Q[x] reduzibel,
d. h., es existieren Polynome Q, S € Q[x] mit grad(Q), grad(S) > 0 und P = Q - S.
Nach dem Bewiesenen gibt es Einheitsformen E, E;, E, und positive ganze Zahlen
a,b,c,d,e, so dall

8) P—c¢.E, Q:%«El, S=§»E2.

Da P =Q-8, E; - E, Einheitsform und die Darstellung (8) von P eindeutig ist,
; und damit P = (¢ - ;) - E,, d. h., P ist in Z[x] reduzibel.

a
folgt e=
olgt e=—
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Fiir den folgenden Abschnitt benétigen wir
Satz 3. Ist K ein Korper, so existieren zu P,, P, € K[x] mit P, 5= 0 Polynome Q,
R € K|x], so daf

9) P, = Q- P, + R und grad(R) < grad(Py).
Zum Beweis setzen wir P; = Z‘ a,x’, Py = 2 b.x# mit b, == 0. Ist m > n, so ist

»=0 =0
P, = 0. P, 4+ P, eine Darstellung der Form (9) Ist m < m, so ist

Ay

bm

Pl — Xn—m . P2 + (Pl —_— %‘ xn—m ’P2)

m

mit

grad(R,) = grad(Pl — %’— xn—m -Pz) =n—1.

m

Wiederholung dieser Umformung mit R, statt P, usw. liefert nach & Schritten
Py = (e,x"™" + - + ¢) + Py + Ryyy mit grad(Ryy,) < m.

Satz 3 liefert die Begriindung fiir eine zur Teilbarkeitstheorie der ganzen Zahlen
analoge Teilbarkeitstheorie im Ring K[x]. Die konstanten Polynome = O spielen
hier die Rolle der Zahlen 1 und —1. Sie sind algebraisch charakterisiert als ,,Ein-
heiten®, d. h. als Ringelemente, die ein multiplikatives Inverses besitzen. Mehrfache
Anwendung von Satz 3 liefert zu beliebigen Polynomen P,, P, == 0 Polynome P;, ...,
P, und Q, ..., Q- (»n = 2), so daB gilt:

P, = Q,P, + P; mit Py == 0 und grad(P;) < grad(P,),
P, = Q,P3 + P, mit P, == 0 und grad(P,) < grad(Ps),
(10)
P,y = QuiPys + P, mit P, % 0 und grad(P,) < grad(P,),
Pn-—l = Qu-1P;.

Vom letzten vom Nullpolynom verschiedenen Polynom P, beweist man leicht, da3
es in folgendem Sinne ein groBter gemeinsamer Teiler von Py, P, ist:

a) Hs existieren Ry, R, € K[x], so daf3 I"l = R,P,, P, = R,P,.
b) Ist auch P im Sinne von a) ein gemeinsamer Teiler von Py, Py, so existiert ein
R € K[x] mit P, = RP.

Aus (10) entnimmt man iberdies, daB fiir + = 1,...,2 — 2 das Polynom P;,,
eine Linearkombination von P; und P;,, ist, und hieraus folgt durch sukzessives Ein-
setzen, da P, in der Form S,P;, -+ S,P, darstellbar ist. Sind P;, P, teilerfremd, d. h.,
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haben sie nur konstante Faktoren gemeinsam, so existieren also Polynome S, S,
€ K[x] mit S,P; 4 S,P, = 1, wobei natiirlich auch umgekehrt Polynome P;, P,
mit dieser Eigenschaft teilerfremd sind.

4.3.  Adjunktion, komplexe Zahlen

Ist K, ein Unterkorper des Korpers R der reellen Zahlen, so heiit z € R\ K,
algebraisch vom Grade n (n = 2) iber K, falls x Nullstelle eines in K[x] irreduziblen
Polynoms n-ten Grades ist. Ist « € B \ K, von keinem Grade algebraisch iiber K,
so heiBt x transzendent iber K. Die iiber Q algebraischen bzw. transzendenten reellen
Zahlen nennt man kurz algebraische bzw. transzendente Zahlen. Ist x, algebraisch iiber
K, so wird durch die Eigenschaften

(1) a) Po€ Kixl,
b) Py(x,) = O,

c) P, vst trreduzibel in Ky[x],

n—1

d) Py =x" 4 )} ax
y=0
eindeutig ein Polynom P, festgelegt; es heiBt das definierende Polynom von x,, und
Py(x) = 0 heilt die definierende Gleichung fiir x,.

Zum Beweis nehmen wir an, es sei P, ein festes Polynom minimalen Grades mit
Py(xy) = 0 und P, ein beliebiges Polynom mit den Eigenschaften (1a, b, ¢, d). Nach
4.2., Satz 3,gilt P, = Q - P, + R mit grad(R) < grad(P,). Fir x = x, folgt daraus
zundchst R(z,) = 0, und daher mufl wegen der Minimalitdt des Grades von P, das
Polynom R das Nullpolynom sein. Dann ist aber wegen der Irreduzibilitit von P,
das Polynom Q eine Konstante ¢, und aus (1d) folgt ¢ = 1. Also ist P, = P,, was zu
zeigen war.

Ist M < R\ K,, so kann man den Kérper
Ko(M) := N {K: K Unterkérper von R und Ky J M & K}

bilden. Seine Konstruktion bezeichnet man als (mengentheoretische) Adjunktion von
M zu K,. Statt K({z,}) schreibt man auch kurz K(z,).

Satz. Ist x, algebraisch vom Grade n iiber K,, so ist
(2) Ky(xg) = {P(xo): P € Ki[x] und grad(P) =< n — 1}.

Fiir den Beweis bezeichnen wir die rechte Seite von (2) mit K. Offenbar ist K &
Ky(xo) und K, U {z,} & K. Es geniigt daher zu zeigen, dafl K ein Korper ist. Nicht-



64 Teil I. Hilfsmittel

trivial ist von dieser Behauptung nur

a) Wenn z,y € K, so xy € K.

b) Wenn x € K und x = 0, so x~! € K.

Zu a). Es sei Py das definierende Polynom von x,, x = P;(%,), ¥y = Ps(x,) mit
Py, P, € Ky[x] und grad(P;) = n — 1, grad(P,) = n — 1. Nach 4.2.,Satz 3, existieren
Polynome Q, R € K [x] mit P,P, = QP;, + R und grad(R) < n — 1. Wegen Py(x,) =0
folgt daraus z - y = R(x,) € K.

Zu b). Ist P(z,) € K, P(z,) == 0, so sind P und P, teilerfremd, da P, irreduzibel ist

und wegen grad(P) < grad(P,) kein Teiler von P sein kann. Folglich existieren nach
Abschnitt 4.2. Polynome S, S, ¢ Kj[x], so daBl SP 4+ S,Py = 1. Wegen Py(z,) = 0 ist

dann ES(xo) « P(xo) = 1, d. h. S(z,) = . Wiederum nach Abschnitt 4.2., Satz 3,

Lo

existieren Polynome Q, R € K [x] mit S = QP, + R und grad(R) < » — 1, so daB
€ K.

S(xe) = R(x,); also ist in der Tat
(o)

Als Beispiel betrachten wir den folgenden Fall: Es sei ¢ € K, und das (im Fall
¢ > 0 in R existierende) positive Element d mit d = ¢ sei nicht Element von K,.

Dann ist nach (2) |

Ko(Je) = Kold) = {a +bVe : a,b € Ky},
und es gilt:
(al + b 1/(-3) + (az + b, V;) = (a1 + @) + (b + b)) Ve,
(3) (al + b, V(-’) . (az + b, V(-’) = (ma; + b1b20) + (@b 4 asby) V‘-’,

1 _ a — b]/g _ a _ b ]/_
a + b]/(-; (a + b]/:;)(a — b]/(-:) o —b% at—bo% !°

(falls (a, b) = (0, 0)).
Dabei ist a? — b%¢ == 0, da sonst ]/c-; € K, wire.

Die Kenntnis der Struktur von K,(z,), insbesondere von K|, (]/E), gibt uns die M6g-
lichkeit, zu gegebenem Koérper K, und Polynom P, € Kj[x] mit den Eigenschaften
(1a, b, ¢, d) auch dann einen minimalen Koérper Ky(z,) zu konstruieren, der K, um-
faBt und in dem P, eine Nullstelle z, hat, wenn die Existenz eines umfassenden
Korpers fiir K, und z, nach Art von R noch nicht bekannt ist. Man hat in diesem
Fall Ky(x,) als Menge aller Terme der Form a, + a,%y + ++ + a,—,2%! und die

Operationen -}, - in Ky(2,) nach den aus (2) folgenden Uberlegungen (z. B. im Fall

Ty = ]/5 gemif (3)) zu definieren. Diese Konstruktion von K(z,) bezeichnet man (im
Gegensatz zur mengentheoretischen Adjunktion) als symbolische Adjunktion von x,
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zu Ky Im Fall einer zu adjungierenden endlichen Menge kann man offenbar die
mengentheoretische Adjunktion durch eine mehrfach wiederholte symbolische,

Adjunktion ersetzen.

Wichtigstes Beispiel fiir eine symbolische Adjunktion ist die iibliche Konstruktion
des Korpers C der komplexen Zahlen als R(z) := {a@ + bi: a, b € R}. In diesem Fall
liefert (3) (mit ¢ = —1):

(@1 + b1t) + (@2 + bet) = (a1 + a5) + (bs + b,) ¢,
(@ + b18) - (@y + bot) 1= (@@ — b1by) + (@102 + a5dy) ¢,

und man bestdtigt durch direkte Nachpriifung der Axiome, da8 (C, +, - wirklich
ein Korper ist.

Wir vermerken hier ohne Beweis die folgende wichtige Eigenschaft des Kérpers
der komplexen Zahlen:

Jedes nichtkonstante Polynom P € C[x] ust in C[x] ein Produkt von Linearfaktoren,
d. h., jedes Polynom n-ten Grades (» = 1) hat in C (bei Beriicksichtigung ihrer Viel-
fachheit) genau = Nullstellen. Insbesondere hat in C jede Gleichung der Form
X" = z bei gegebenem z € C \ {0} genau n verschiedene Losungen (den Beweis ihrer
Verschiedenheit werden wir in einem spéteren Kapitel (vgl. Abschnitt 9.2.) nach-

holen), die wir gemeinsam mit dem Symbol f/; bezeichnen. Demnach ist V eine in C

definierbare n-deutige einstellige Operation.
Sind z,, ..., z, die n (nicht notwendig verschiedenen) Nullstellen des Polynoms
n—1

x* 4 3 a,x’, so liefert der Koeffizientenvergleich in
=0
n—1 ' .
X"+ Y ax = (X — %) (X — %)+ (X—y)
v=0

die Vietaschen Formeln
n

Ay = — Z Ly
i=1

Ap—g = Z Z;T;,
iFj

ay = (=1 X @ e
2

L1se0es n—1
paarweise verschieden
— n
@y = (—1)" 2 -+ ,.

b Schreiber, Konstruktionen
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Insbesondere wird im Falla, =0 (1 <» < n — 1), ¢y = —c (d. h. fiir das Polynom

x" — ¢), wenn ]/(-z (1 £ ¢ < n) die n verschiedenen Werte des Symbols % bezeichnet :
) '

b Jo=0,% Yo-Yo=0,..., ﬁV5=(—1)"-1-c,

i=1(3) i*j @) () i=1 (3)

also z. B. im Fall n = 2:

Vo -Vo=—c, Vo= —7Ve,

1 @ (1) (2)

was fiir positives reelles ¢ die bekannte Tatsache einschlieBt, daB eine der beiden
Quadratwurzeln aus ¢ positiv und die andere negativ ist. Dies erlaubt es uns, fiir
positives reelles ¢ — wie in der Elementarmathematik iiblich — statt des zwei-

deutigen Symbols i/c_; auch 4 ]/(-: zuschreiben. Wir verabreden dabei, dal im folgenden
]/c nur fiir den Fall definiert ist, da der Radikand positiv reell ist, und dann den

2 -
positiven der beiden Werte von ¢ bedeutet.

4.4.  Quadratwurzelausdriicke, Radikale, Lésungsformeln fiir
Gleichungen

Unter einem rationalen Ausdruckr(x,, ..., X, 8, «.., 8,) verstehen wir einen Term, der
aus den Variablen x,, ..., X, und den Konstanten a,, ..., a,, zur Bezeichnung spezieller
komplexer (reeller, rationaler, ganzer usw.) Zahlen und den Operationssymbolen
+, —, -, ! entsprechend der allgemeinen Termdefinition (vgl. Kap. 2.) bei Verwen-
dung der iiblichen Klammersparungen aufgebaut ist, wobei in Anwendungsbeispielen
der Quotient auch wie iiblich unter Verwendung des Bruchstrichs geschrieben wird.
Ist K ein beliebiger Unterkérper von C, so daB a; € K (1 = 1,...,m), so stellt
I(Xg, « ooy Xy 81, -+, 8y) €ine n-stellige partielle Operation in K dar. Der Definitions-
bereich dieser Operationen wird dadurch eingeschrankt, dafl eine der Grundoperatio-
nen, ndmlich -1, partiell ist. Ein rationaler Ausdruck hat daher nur fiir solche Argu-
mentwerte (2, ..., ;) einen Sinn, d. h. einen Wert, fiir die alle in r vorkommenden
Teilnenner von Null verschieden sind.

Unter einem Quadratwurzelausdruck q(xy, ..., Xy, a4, ..., ay,) verstehen wir analog
einen Term, der aus den Variablen x,, ..., X,, den Konstanten a;, ..., a,, zur Bezeich-
nung spezieller reeller Zahlen und den Operationssymbolen +, —,.,~! und ¥~ auf-
gebaut ist. Ist K ein beliebiger Unterkérper von R, so dal a; € K (1 =1, ..., m), so
stellt q(Xy, ..., X4 8y, ..., ay,) €ine n-stellige partielle Operation in K dar, deren Defi-
nitionsbereich durch die Bedingungen eingeschrinkt ist, dafl bei festen «,,...,z,
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alle auftretenden Teilnenner von Null verschieden und fiir alle Teilterme der Form
]/t(xl, ..., X,) sowohl £(xy, ..., 2,) = 0 als auch Vt(xl, .oy &) € K sein muB.

Unter einem Radikal ¢ (x,, ..., X4, 84, .., &y,) Verstehen wir schliefllich einen Term,
der aus den Variablen x,, ..., x,, den Konstanten a,, ..., a,, zur Bezeichnung spezieller
komplexer Zahlen und den Operationssymbolen +, —, -, -1,  sowie den Symbolen

i/_ zur Bezeichnung der mehrdeutigen Wurzeloperationen in C aufgebaut ist. Ent-

hilt ¢ jeweils m,, Symbole }/ (n =2, ..., k), so stellt g bei jeder Einsetzung von (z, ...,
z,) aus dem Definitionsbereich von g im allgemeinen p(p) = 2™:3™s ... ™ (nicht not-
wendig paarweise verschiedene) komplexe Zahlen, also insgesamt eine partielle n-
stellige und maximal p(p)-deutige Operation in C dar. Der Definitionsbereich des
Radikals ¢ wird dadurch eingeschrinkt, daB alle vorkommenden Nenner von Null
verschieden sein miissen und alle unter einem Symbol }~ (chne Wurzelexponenten!)
stehenden Teilradikale bei der betreffenden Einsetzung fiir die Variablen wenigstens
einen nichtnegativen reellen Wert haben miissen (vgl. die Bemerkung am Ende von
Abschnitt 4.3.).

In allen drei vorangehenden Definitionen soll der Fall » = 0 nicht ausgeschlossen
sein. Der rationale bzw. Quadratwurzelausdruck heiBt dann konstant, da er ein festes
Element aus K darstellt (falls er nicht sinnlos ist). Auch ein Radikal, in dem keine
Variablen vorkommen, wollen wir kotistant nennen, obwohl es im allgemeinen mehrere
komplexe Zahlen darstllt.

Uber die Quadratwurzelausdriicke benétigen wir folgenden

Satz 1. Zu jeder durch einen konstanten Quadratwurzelausdruck q(a,, ..., a,) mit
a; € K (v =1, ..., m) dargestellten reellen Zahl a existiert eine Folge von reellen Ober-
korpern Ky =K, K,, ..., K,, so dafy fir v=20,...,n — 1 qilt: K,,, = K, (l/c,) mit
¢, € K,, Ve, ¢ K, und a € K,. (In diesem Fall heibt K, eine quadratische Brweiterung
von K,.)

Beweis. Es seien qy, ..., q; endlich viele konstante Quadratwurzelausdriicke, so
daB die in den q; vorkommenden Konstanten simtlich im Koérper K, liegen. Wir

denken uns die in den g; insgesamt vorkommenden } -Symbole in irgendeiner Weise
}/‘ ]/' durchnumeriert, so daf ¢ < j ist, falls ]/' in dem unter ]/- stehenden Teil-

ausdluck vorkommt, und beweisen durch Induktlon iiber die Anzahl m der ins-
gesamt vorkommenden } -Symbole folgende Verschirfung von Satz 1:

Zu beliebigen endlich vielen Quadratwurzelausdriicken existiert eine endliche Folge von
Kérpern der in Satz 1 beschriebenen Art, so daf3 alle durch die Ausdriicke dargestellten
Zahlen in K, liegen.

Fiir m = O leistet offenbar schon K, selbst das Verlangte. Kommen in qy, ..., q;

insgesamt m + 1 -Symbole vor und y~ etwa in q,, so hat, da } eine ,,duBerste*
m+1 m+1

Wurzel ist, ¢, die Form r( q®, 3, ..., q(")) eines aus den Quadratwurzelaus-
m+1

b*
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driicken ]/ q®, q®,..., q® durch rationale Operationen gebildeten Terms, und in

m+1 -
q®, ..., q®, qs, ..., q; kommen insgesamt nur die Wurzelsymbole y, ...,} vor.
1 m

Daher existiert nach Induktionsannahme eine Folge der im Satz beschriebenen Art,
so daB alle von q®,...,q®, q,, ..., q, dargestellten Zahlen in K, liegen. Falls auch

Vq® € K,, so leistet die Folge K,, ..., K, das Verlangte, andernfalls verlingern wir
diese Folge um K, , := K, (Vq(l)).

Sind t,(Xy, «+ey Xpy 81, +005 8y) (# = 0, ..., 2 — 1) irgendwelche Terme von einer der
oben behandelten Arten, in denen, die Variable x nicht vorkommt, so heifit die
Gleichung ’

n—1
(1) x® 4+ 3 tx" = (n = 2)
v=0

eine Gleichung n-ten Grades. Als Extremfille erhalten wir die speziellen Gleichungen
n-ten Grades

n—1
(2) x* 4 ) a,x’ = (n = 2),
v=0 ‘&
in denen die Koeffizienten a, Konstanten sind, und die allgemeine Gleichung n-ten
Grades

n—1

3) x*+ 3 yx =0 (n = 2)
v=0

in der die Koeffizienten paarweise verschiedene Variable sind. Falls der Koeffizient
von x™*1 gleich Null ist, erhalten wir die sogenannten kanonischen Gleichungen n-ten

Grades
n—2
(4) x" 4 ) tx =0 (n = 2).

=0

bt kann (1) auf (4) reduziert werden, d. h.,

Durch die lineare Substitution X = x 4

unter Voraussetzung des genannten Zusammenhangs zwischen Z und z erfiillt x
genau dann (1), wenn Z die aus (1) entstehende Gleichung der Form (4) erfiillt.

Eine Gleichung der Form (1) heifit rationalreduzibel bzw. radikalreduzibel, falls es
ein m (1 <m <n) und rationale Ausdriicke (X, ..., a1, ...), I2(Xg; vvey 8y, o0u)
bzw. Radikale o3(X;, ..., @y, ...), 02 (Xyyeers8pyees) (@ =0,.c0,m —1;9 = 0,...,
n — m — 1) gibt, so da die Terme

not m—1 n—m—1
x" 4+ 3 t,x* und (x"’ + ) r;(ul)x") (Xn—m_|_ y I‘f,z)X’)
=0 v—0

#=0
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die gleiche Operation darstellen, d. h. den gleichen Definitionsbereich und an allen
Stellen des gemeinsamen Definitionsbereichs den gleichen Wert haben bzw. (bei
Radikalen)

n—1 m—1 n—m—1
x" + )/ tx” und (X”‘ + 2 o) X") (X””’” + X eiz’X”)
v=0 p=0 v=0

den gleichen Definitionsbereich und an allen Stellen des Definitionsbereichs wenigstens
einen gemeinsamen Wert haben.

Beispiele.

1. Da fiir beliebige Elemente z, a eines beliebigen Koérpers stets 22 + 2px + p?
= (z 4 p)? ist, die die Gleichung x2 4 2px -} p% = 0 (wobei p Variablencharakter hat)
rationalreduzibel.

2. Wegen

2? + px + g = a:—|—£+2]/£_._ m—{—-2 i/ﬁ-—
? (1)4 ' 2+(2)4 '

ist die allgemeine Gleichung zweiten Grades radikalreduzibel.

Die Frage nach der Losbarkeit der allgemeinen Gleichung (3) oder speziellerer
Gleichungen der Form (1) durch Radikale, die eines der zentralen Probleme der
klassischen Algebra darstellt, ist auf Grund des bereits diskutierten Zusammenhangs
zwischen Reduzibilitdt von Polynomen einerseits und der Existenz von Nullstellen
andererseits offenbar ein Spezialfall des Problems der Radikalreduzibilitdt. Bekannt-
lich versteht man unter einer Liosung der Gleichung (3) oder einer Gleichung der Form
(1) durch Radikale ein aus den Variablen und Konstanten, die in den Koeffizienten
der gegebenen Gleichung vorkommen (also im Fall (3) aus den Koeffizienten selbst)
gebildetes Radikal, unter dessen Werten wenigstens eine Nullstelle der gegebenen
Gleichung vorkommt. Die Existenz einer Losung in diesem Sinne bedeutet Radikal-
reduzibilitdt der gegebenen Gleichung, und zwar Abspaltung eines Linearfaktors.
Wir wollen ferner ein Radikal eine starke Losung der gegebenen Gleichung nennen,
wenn deren simtliche Nullstellen (im Bereich der komplexen Zahlen)unter den Werten
dieses Radikals vorkommen.

’ 2
3. Nach Beispiel 2 ist das Radikal — % + ]/Bz_ — q eine starke Losung der all-
4

gemeinen Gleichung zweiten Grades mit komplexen Koeffizienten.
4. Die Cardanosche Losung der kanonischen Gleichung dritten Grades

(3) x84+ px +q="0

besagt, daf sich die Nullstellen dieser Gleichung unter denjenigen (im allgereinen
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neun) Werten des kubischen Radikals

o R T

befinden, bei denen im ersten und zweiten Summanden verschiedene Werte des zwei-
deutigen quadratischen Radikals eingesetzt sind. Demnach ist (6) eine starke Losung
von (5). Um dies zu beweisen, geht man folgendermaflen vor: Ist z, eine beliebige
Loésung von (B), so seien u,v die (eventuell komplexen) Losungen der Gleichung

2 — xol — % = 0. Daher ist

(7) x0=u+’v,

3
(8) _'g":u"v,' d. h. u3-v3=_(£)

und

0 =2 + pro + g = (u + v)® + p(u + v) + ¢ = (u + v) Buv + p) + W2+ v* +¢),
d. h. wegen (8)

9) ud + 3 = —q.

Aus (9)‘und der zweiten Gleichung (8) folgt aber, da u3 und v® gerade die Losungen

A 3 -
der Gleichung z% + qz _(ﬁ) = 0 sein miissen, demnach ist xy = u + veiner der
Werte des Radikals (6).

5. FERRARI, ein Schiiler CARDANOS, zeigte, dal die Losung der allgemeinen Glei-
chung vierten Grades

(10) x4+ ax®+bx24cx+d=0

auf die Losung von Gleichungen hochstens dritten Grades zuriickgefiihrt werden
kann: (10) ist dquivalent zu

2 2
(xz—-l——;-x) =(—a4——b)x2—cx—d.

Daher ist z eine Losung von (10) genau dann, wenn fiir ein beliebiges y
a 2 a? a
(11) (xz—l—-é—x-i—y)=(-—4———b)x2—cx—d—|—2(x2—l—;x)y—l—yz
gilt; Man sucht nun y so zu bestimmen,-daB die rechte Seite von (11) die Form
(Ax 4 B)2 bekommt. Das fiihrt auf

a2

A2—2y—l————b B2=y%2 —d, 2AB =ay — c.
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Wegen 4A%B2 = (2AB)2 2 erhéilt man fiir y die Gleichung dritten Grades
a2
4(2y t b) (y2 — d) = (ay — ¢)?

bzw.
(12) 8y® — by? + (2ac — 8d) y + (4bd — a2%d — ¢%) = 0,

die als kubische Resolvente von (10) bezeichnet wird. Setzt man fiir y eine Losung
dieser Gleichung (die man nach CaArDANoO als kubisches Radikal erhalt, so wird (11)
zZu

a 2 (2 a? 2 2
(Xz-l—'é*x-l—Y) =(V2y-|— T —b.x+ ]/yz—d)

bzw.

(X*+—X+Y) (1/2y+——b x+lf_)

Demnach ist

(13) x% 4 ax3 4 bx? + ex +d

2 3
=(x2+%x+y+l/2y+3£-—b~x+ l’yz“d)

2 2
(x2+%X+Y“‘V2Y +-a:——~b°x—]/5’2—d)’

d. h., (10) ist radikalreduzibel. Insbesondere kénnen die Nullstellen von (10) als Null-
stellen der quadratischen Faktoren von (13) durch Radikale dargestellt werden, wobei
man sich fiir y das Lésungsradikal von (12) eingesetzt denken muB. Stellt das Radikal
R, die (im allgemeinen zwei) Nullstellen des ersten Faktors von (13) und R, die Null-

— 2
R, '; R, + (R’l > R») sogar eine starke

stellen des zweiten Faktors dar, so ist x =

Losung der Gleichung (10).
Ohne Beweis!) nennen wir hier den

Satz von RUFFINT und ABEL. Die allgemeinen Gleichungen von héherem als viertem
Grade-sind nicht durch Radikale losbar.

Der Satz von Rurrint und ABEL schlieBt natiirlich nicht die Losbarkeit spezieller
Typen von Gleichungen hdheren als vierten ‘Grades durch Radikale aus. Es ist z. B.

1) Einen Beweis dieses Satzes wie auch ausfiihrlichere Darstellungen der Ldsungsmethoden
von CArRDANO und FERRARI findet man in [7].
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trivialerweise das Radikal ]/c_z eine starke Losung der Gleichung x* — ¢ = 0. Er schliefit
insbesondere nicht die Losbarkeit spezieller Gleichungen héheren als zweiten Grades
durch quadratische Radikale bzw. Quadratwurzelausdriicke aus. Gerade diese Frage
wird in der Theorie der Konstruktionen mit Zirkel und Lineal eine entscheidende
Rolle spielen.

Satz von GavUss. Hat eine irreduzible Gleichung n-ten Grades eine Losung, die durch
etnen Quadratwurzelausdruck dargestellt wird, so ist n eine Zweierpotenz, d. h. n = 2™,

Der folgende relativ elementare Beweis geht auf BIEBERBACH [2] zuriick. Es sei
P € K,[x] ein in K [x]irreduzibles Polynom n-ten Grades und q ein aus Koeffizienten
von P gebildeter Quadratwurzelausdiruck, der eine Nullstelle von P(x) = 0 darstellt.
Es sei ferner K, K,,"..., K, eine Folge von Kérpern der in Satz 1 beschriebenen Art,
so daB g € K,, ist. Da P in K[x] irreduzibel, aber in K, [x] reduzibel ist, existiert ein
erster Index k£ (0 < &k < m), so daBl P in K, reduzibel ist. Es sei P; € K,;[x] ein echter

* Faktor minimalen Grades von P. Ist K, = K,_, (]/8) mit ¢ € Ky, ]/Z: ¢ K, 4, so kann

.
P, auf die Form P, = J} (ag + b, 1/5) x¢ gebracht werden, und mit

=0

T . r
Pll == Z an", P12 = Z bQXQ
e=0 =0
gilt: P, =Py, + ]/:: P;,. Es sei P = P, P,. Dann erhalten wir fiir den anderen Faktor

P, analog eine Darstellung P, = Py, + Ve - Pyy, wobei Py, Pyy, Py, Py, € Ky y[x].
Nun ist

P = Ple = (P11P21 +c- P12P22) + ]/E (P11P22 + P12P21) = Ql + ]/C-? Qz

mit Q;, Q, € K;_,[x]. Wire hierbei Q, nicht das Nullpolynom, so erhielte man fiir ein
beliebiges o € K, mit Q,(x,) = 0 aus P(x,) = Qi(wo) + ]/Z:Qz(xo) den Widerspruch
]/5 € K;_,. Folglich ist P;;P,, + P,,P,; das Nullpolynom, woraus sofort folgt, da@
auch P, :=P;; — Vc-: P,, ein Teiler (und zwar gleichen Grades wie P;) von P ist.
Da P, und P; wegen der vorausgesetzten Minimalitit des Grades von P; teilerfremd
sind, ist daher auch P,P; ein Teiler von P. Da aber P,P; € K;_;[x] und P in K,_,
irreduzibel war, stimmt P bis auf einen konstanten Faktor mit P,P, iiberein, d. h.,

der Grad von P ist durch 2 teilbar. Falls grad(P;) = 1, fithrt die Anwendung des
gleichen Schlusses auf das in K, irreduzible Polynom P; usw. auf die Behauptung:

Sind #,y € C verschiedene Nullstellen des gleichen iiber einem Korper K, — C
irreduziblen Polynoms, so heillen sie zueinander konjugiert (beziiglich K, falls K, &+ Q).
Eine reelle Zahl x heil3t platonisch iibéer dem Kéorper Ky = R, wenn x aus Elementen
von K, durch Anwendung der Operationen 4, —, -, und } erhalten werden kann.
Die Menge Plat(K,) aller tiber K4 platonischen Zahlen ist offenbar ein Kérper und
stimmt mit der Menge aller derjenigen reellen Zahlen iiberein, die durch Quadrat-
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wurzelausdriicke mit Konstanten aus K, dargestellt werden. Ist Plat(K) = K, so
heillt der Korper K platonisch. Ein Polynom P € K[x] vom Grade » = 1 heiflt
platonisch-reduzibel bzw. -irreduzibel iiber K, je nachdem, ob P in Plat(K) reduzibel
ist oder nicht.

Eine reelle Zahl x heillt pythagordisch iber dem Korper Ky = R, wenn z aus Ele-
menten von K, durch Anwendung der Operationen +, —, -, und Pyth(a, b) :=

]/a2 + b% erhalten werden kann. Die Menge Pyth(K,) aller iiber K, pythagoriischen
Zahlen ist offenbar ein Koérper und stimmt mit der Menge aller derjenigen reellen
Zahlen iiberein, die durch Quadratwurzelausdriicke mit Konstanten aus K, dar-
gestellt werden, wobei nur Quadratsummen als Radikanden auftreten. Ist Pyth(K)
= K, so heifit der Korper K pythagordisch. Offenbar ist fiir beliebige reelle Korper
K,

Pyth(K,) & Plat(K,).

Wir wollen zeigen, daB im allgemeinen Pyth(K,) < Plat(K,) ist. Dazu bendtigen wir

Satz 2. Entstent K, aus K, durch Adjunktion von endlich vielen (hier aber im all-
gemeinen komplexen) Quadratwurzeln wie in Satz 1, so daf3 dasin K [x] irreduzible Poly-
nom P in K, eine Nullstelle hat, so zerfillt P in K,[X] in Linearfaktoren, d. h., ist eine
Nullstelle xo von P durch ein quadratisches Radikal ¢ diber K, darstellbar, so sind es
auch alle dazu konjugierten Nullstellen.

(Man erhilt sie im Regelfall in Gestalt der restlichen Werte des gleichen Radikals g:
Eine Gleichung G, der x, geniigt, entsteht ndmlich aus z = ¢ durch fortlaufendes
Auflésen nach ,,dufleren‘ Wurzeln und nachfolgendes Quadrieren. Daher geniigen
mit x, auch alle anderen Werte von ¢ der Gleichung G. Falls also G irreduzibel ist,
sind sie und nur sie zu x, konjugiert.)

Der Beweis von Satz 2 ist im wesentlichen eine Wiederholung unseres Beweises
des Satzes von (Gauss. Man hat nur statt der jeweils adjungierten positiven Wurzeln
aus positiven reellen Zahlen beliebige komplexe Quadratwurzeln zuzulassen.

Aus Satz 2 folgt, dafl die zu einer iiber K, pythagoréischen Zahl konjugierten
Zahlen sdmtlich reell sind,. da in einem ,,pythagoriischen Quadratwurzelausdruck‘
nur Wurzeln aus Quadratsummen gezogen werden, Vorzeichenwechsel der vor-
kommenden Wurzeln also keinen Teilradikanden negativ machen kénnen. Diese
Bedingung ist fiir platonische Zahlen im allgemeinen nicht erfiillt. Zum Beispiel ist

Ty 1= V2(]/§— 1) € Plat(Q),

jedoch sind die zu =z, konjugierten Zahlen V2 (— ]/2— — 1) imagindr, demnach
xo § Pyth(Q). Umgekehrt gilt der

Satz von ARTIN., Jede iiber einem reellen Korper K, platonische Zahl, deren
Konjugierte beztiglich K, simtlich reell sind, ist iiber K, pythagordisch.
\

Fiir den Beweis sei der Leser auf [10, §37] verwiesen.
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5.1. Affine Inzidenzebenen

Eine Interpretation der Sprache &, der ebenen Inzidenzgeometrie (vgl. Abschnitt 2.5.),
d. h. eine Struktur der Form (P, G, I), wobei P die Menge der ,,Punkte, G die
Menge der ,,Geraden® und I & P X & die ,,Inzidenzrelation® dieser Struktur ist,
heifit eine affine Inzidenzebene, wenn sie Modell des folgenden Axiomensystems ist:

I1. V piP:Ps; P1s P2; P3 nicht kollinear,
12, A Pipop1 + p.—> V1l g(p € g A D: € 8)),

Is. A gV Pipa(P1 == P2 A P1 € g A P: € ),
14. (Starkes Parallelenaxiom) A\ pg V!!g'(p€g' rg| g'),
I5. (Satz von DESARGUES).

Dabei haben wir zur Formulierung von I1 bis 14 die bereits in Abschnitt 2.5. behan-
delten definitorischen Erweiterungen von .#; benutzt. Die Formulierung von I5 er-
fordert einige Vorbereitungen und wird spéter nachgetragen.

Zunichst bemerken wir, dal auf Grund der Axiome I2 und I3 eine beliebige affine
Inzidenzebene zu einer Struktur der Form (P, G, €) isomorph ist, wobei G = 2F (vgl.
Kap. 1.). Daher kénnen wir zur Vereinfachung der Formulierungen und der Anschau-
lichkeit halber annehmen, daB in den jeweils betrachteten affinen Inzidenzebenen die
,,;Geraden‘ Mengen von ,,Punkten‘ sind und ,,€*“ durch die Elementrelation inter-
pretiert ist. Andererseits zeigt die in Abb. 1 dargestellte Interpretation, bei der jede
,»,Gerade’ nur zwei Punkte enthilt, daB es affine Inzidenzebenen gibt, die sich sehr
von dem urspriinglich intendierten Modell der ,,Anschauungsebene‘ unterscheiden.
Die Existenz von wenigstens vier Punkten und sechs Geraden 148t sich leicht aus
I1 bis I4 folgern, so daBl die in Abb. 1 dargestellte affine Inzidenzebene das bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmte kleinste Modell von I1 bis I4 (und I5, das hier tri-
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vialerweise gilt) ist. Man beachte, daB im Sinne der Definition von ,,|* die Gerade
durch p,, p; die Parallele zu der Geraden durch p,, p, ist. Das minimale Modell zeigt
also u. a., dafl man aus I1 bis I5 noch nicht folgern kann, daf sich in einem Parallelo-
gramm die Diagonalen schneiden.

P1 P2

Py Ps Abb. 1

Wir kehren zur allgemeinen Theorie der affinen Inzidenzebenen zuriick. Unter
Bezug auf I2 definieren wir '

L(py, p2) := ¢g(p1 € g A P2 € g), falls p; &= p,,

und unter Bezug auf 14 definieren wir

P(p,g) :=wg'(p€g rglg).
Auf Grund von 12 trifft fiir beliebige Geraden g,, g, genau einer der drei Fille g, = g,,
g1l g V! p(p € g1 AP € g,) zu. Definieren wir:

g, schneidet g, :<> V!! p(p € g; A p € &),

so gilt trivialerweise

A g1g: (21 schneidet g, — V1! p(p € g A P € gy)),
und unter Bezug auf diese BEE definieren wir die ,,erste Schnittpunktoperation‘

Si(g1, 82) = tP(P € g1 A P € o), falls g; schneidet g,.

Wir wenden uns nun der Formulierung des Satzes von DESARGUES zu. Dazu definieren
wir zunichst

P1P2P3 zentralperspektiv zu pjpsps <>
Vp(p; P1, p1 kollinear A p, p,, ps kollinear A p, p;, p; kollinear).

Falls wenigstens zwei der drei Punktepaare p;, p; (: =1, 2, 3) aus verschiedenen
Punkten bestehen, ist der Punkt p eindeutig bestimmt und heit dann das Perspekti-

[N W4

vildtszentrum von pyp,p; und p;p,ps.

?on 5/

(1) P1P:Ps achsenperspektiv zu p;psps <>
V P4PsPs(Pa> Ps» Pe kollinear A py, py, py kollinear A pj, ps, ps kollinear
A P1; Pss Ps  kollinear A pj, p;, ps kollinear
A P2, P3, Ps  kollinear A p}, p;, ps kollinear).
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Falls wenigstens zwei der drei Punkte p,, p;, ps eindeutig bestimmt und voneinander
verschieden sind, ist durch p,, ps, P eine Gerade g eindeutig bestimmt und heiit
[N PW4

dann die Perspektivititsachse von p,p,p; und p;p,ps.
Im allgemeinen gilt nun :

[ Sy 4

(2) P1P:Ps zentralperspektiv zu p;psps
<> P1P:pP; achsenperspektiv zu p;psp;

(Abb. 2a).

Es kann jedoch vorkommen, dafl trotz vorhandener Perspektivitdtsachse kein
Perspektivitdtszentrum existiert, weil die Geraden, deren Schnittpunkt es sein
miiflte, zueinander parallel sind, oder dafl zwar ein Perspektivitdtszentrum existiert,
aber einige der Geraden, die sich paarweise auf der Perspektivitdtsachse schneiden
miifiten, parallel sind. Die genauere Untersuchung der verschiedenen Fille fiihrt auf
den folgenden Satz:

Affiner Satz von DESARGUES. Ist p,p,p; zentralperspektiv zu pip,ps (Fall a) oder
existieren Geraden g; durch p;, p: (¢ = 1, 2, 3), die paarweise parallel oder gleich sind
(Fall b), so tritt einer der folgenden Fille ein:

&) P1PePs achsenperspektiv zu pypsps.

B) Zwei der Punkte p,, ps, ps aus Definition (1) existieren, und die beiden Geraden,die
sich vm dritten schneiden miiften, sind zu einer Geraden durch diese beiden Punkte
parallel.

y) Es existieren Geraden g, durch p,, ps, 91 durch p;, p;, g, durch py, ps, g5 durch
PL> P> g3 durch py, Py, g5 durch py, p;, so dap gy || g1 und g, || gz und gs || gs.
Umgekehrt zieht jede der Voraussetzungen «), B), v) etnen der Fille a), b) nach sich.

Die Abbildungen 2a—f zeigen, daB tatsichlich alle Kombinationen der Fille a), b)
mit den Fillen «), §), y) eintreten kénnen. Es sei noch bemerkt, daB eine Reihe weiterer
Ausartungsfille, die dadurch entstehen, dafl gewisse der Punkte p,, p,, p3, P1, D3> P3
kollinear sind oder gar zusammenfallen, nicht gesondert dargestellt wurden, aberin
den Definitionen der Begriffe zentralperspektiv und achsenperspektiv sowie im Satz
von DEsARGUES durch entsprechend vorsichtige Formulierung mit enthalten sind.
In allen diesen Fillen folgt die Giiltigkeit des Satzes iibrigens bereits aus den Axio-
men I1 bis I4. Der Satz von DESARGUES folgt aus den iiblichen Systemen raumlicher
Inzidenzaxiome durch rein geometrische Uberlegungen (vgl. [5]), ist jedoch unabhin-
gig von I1 bis I4. HILBERT bemerkte als erster, dal seine Giiltigkeit in einer affinen
Inzidenzebene sogar notwendig und hinreichend fiir deren Einbettbarkeit in einen
dreidimensionalen affinen Raum ist [10].

Der Satz von DESARGUES ist ein typisches Beispiel eines Satzes der affinen Geo-
metrie, dessen Formulierung sehr schwerféllig wird durch die Fallunterscheidungen,
die die eventuelle Parallelitit gewisser sich im allgemeinen schneidender Geraden be-
treffen. Derartige Sitze lassen sich wesentlich einfacher aussprechen, wenn man an-
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nimmt, dafl parallele Geraden sich ,,in einem uneigentlichen Punkt schneiden‘ und
in der Formulierung nicht mehr ausdriicklich zwischen eigentlichen und uneigentlichen
Punkten unterscheidet. Der Satz von DESARGUES etwa reduziert sich dann sofort auf
die einfache Form (2). Die folgenden Uberlegungen zeigen, daBl man dem zunichst
nur abkiirzenden Sprachgebrauch ,,uneigentlicher Punkt‘“ einen exakten mathe-
matischen Sinn geben kann. '

Die Relation ,,] “ ist ihrer Definition zufolge reflexiv und symmetrisch. Das in 14
als Teilaussage enthaltene schwache Parallelenaxiom

14'. Apgeig(PEGIAPEGALGIEAL]IE—>E =8)

ist, wie man leicht erkennt, der Transitivitdt von ,,|| ““ dquivalent, und diese Aquiva-
lenz zeigt vielleicht am deutlichsten von allen bekannten Aquivalenten die Rolle des
vieldiskutierten Parallelenaxioms im Gesamtaufbau der euklidischen Geometrie.
Der andere Teil des starken Parallelenaxioms I4, der die Existenz wenigstens einer
Parallelen zu einer Geraden durch einen Punkt aussagt, folgt (genau wie der Satz von
DESARGUES) in der vollen ebenen euklidischen Geometrie aus den iiblichen Kon-
gruenz- bzw. Bewegungsaxiomen. Fiir die axiomatische Charakterisierung der affinen
Ebenen werden jedoch I4 und I5 benétigt.

Die Tatsache, daf ,,||* eine Aquivalenzrelation ist, erméglicht es, jeder affinen
Inzidenzebene I = (P, G, I) eine als projektive Abschliefung von & bezeichnete

Struktur § = (P, G, I) gleicher Signatur zuzuordnen: Fiir jede ,,Gerade* g € G sei
g die Aquivalenzklasse von g beziiglich der Parallelgleichheit, und es sei g, die Menge

der Aquivalenzklassen §. Ferner sei P = P {J g, und G = G U {g,}). Die neue
Inzidenzrelation I sei definiert durch:

(p, 9) € I genau dann, wenn (p, g) € I
oder (p € g, und g = g,)
oder (p € g, und g € p).

Bezeichnet man wie iiblich die Aquivalenzklassen § paralleler Geraden als uneigent-
liche Punkte und die Menge g, dieser Aquivalenzklassen als uneigentliche Gerade, so
ist die urspriingliche Inzidenzrelation demnach durch die Festlegung ergénzt, da@
auf der uneigentlichen Geraden genau die uneigentlichen Punkte liegen und daB jede
Gerade denjenigen uneigentlichen Punkt, dem sie als Element angehért, als Punkt
enthilt. Insbesondere schneiden sich daher parallele Geraden einer affinen Inzidenz-
ebene in deren projektiver AbschlieBung in einem uneigentlichen Punkt.
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5.2..  Projektive Inzidenzebenen

Eine Interpretation der Sprache der ebenen Inzidenzgeometrie, d. h. eine Struktur
P, G',I'), wobei P’ die Menge der ,,Punkte®, G’ die Menge der ,,Geraden* und,
I' & P’ X G ist, heilt eine projektive Inzidenzebene, wenn sie Modell des folgenden
Axiomensystems ist:

P1. V P1P2PsPas P1> P2s P3s Py in allgemeiner Lage,
P2.  App,(ps &= p.—>V!lgp: €gAp: €g)
P3. A gV P1P2Ps (P1> P2, P3 Paarweise verschieden Ap, €gAp: €gAPps €g),

P4 Agig(g +g—>V!IppPEg AP ER),
P5. (Projektiver Satz von DESARGUES)
A P1P2PsP1PsPs (P1P2Ps zentralperspektiv zu pip;p;

<> p;P:Ps achsenperspektiv zu p;psp;)-
Inden Formu]iérungen von P1 bis P5 und im folgenden benutzen wir alle Definitionen
von Relationen aus Abschnitt 2.5. und 5.1. sowie (auf Grund von P2)ungeéndert die
Definition der Operation L. Die erste Schnittpunktoperation S, ist wegen P, in der
projektiven Geometrie durch

S1(g1, 82) :=p(P € g1 A P € &), falls g; = gy,

zu definieren. Wegen P2 und P3 ist auch jede projektive Inzidenzebene zu einer
Struktur der Form (P, G', €) mit G’ < 2F’ isomorph.

Satz. Die projektive Abschliefung einer beliebigen affinen Inzidenzebene ist eine
projektive Inzidenzebene. Ist umgekehrt (P', G', I') eine beliebige projektive Inzidenz-
ebene, g, € G' eine beliebige threr Geraden, P = {p:p € P' und (p,9,) § I'}, G = G"\
{9 und I =1I' N (P X G), so ist (P, G, I) eine affine Inzidenzebene. Fihrt man die
letzte Konstruktion insbesondere an der projektiven Abschliefung einer beliebigen
affinen Inzidenzebene F mit einer beliebigen (nicht notwendig der uneigentlichen) Ge-
raden g, aus, so ist die erhaltene affine Inzidenzebene isomorph zur Ausgangsebene .

Der erste Teil dieses Satzes ist fast trivial, da der Begriff der projektiven Inzidenz-
ebene offenbar von den Eigenschaften der projektiven AbschlieBungen affiner Inzi-
denzebenen abstrahiert wurde. Der zweite Teil enthilt neben der Aussage, da man
die projektiven AbschlieBungen ihrerseits axiomatisch charakterisieren kann, den
zunichst- iiberraschenden Sachverhalt, daBl die uneigentliche Gerade und die un-
eigentlichen Punkte einer affinen Inzidenzebene, dieser einmal ,hinzugefiigt®, ihre
Sonderrolle verlieren, d. h. in der projektiven AbschlieBung durch keine aus dem
Grundbegriff Inzidenz definierbare Eigenschaft mehr von den eigentlichen Punkten
und Geraden zu unterscheiden sind. Erst die Aufhebung der Sonderrolle- der un-
eigentlichen Elemente bewirkt den Ubergang von affiner zu projektiver Betrachtungs-
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weise. Andererseits bedeutet der Satz, daBl die Theorie der affinen und die Theorie
der projektiven Inzidenzebenen im wesentlichen die gleichen mathematischen Struk-
turen zum Gegenstand haben, dafl projektive Geometrie nichts anderes als eine in
vielen Fillen rationelle Methode des Studiums affiner Ebenen ist.

Der etwas umfangreiche Beweis des Satzes, der aber keine besonderen Schwierig-
keiten enthilt, sei dem Leser iiberlassen. Wir bemerken statt dessen, dafl man auf
Grund des Zusammenhanges zwischen affinen und projektiven Inzidenzebenen die
kleinste projektive Inzidenzebene (Abb. 3) als projektive AbschlieBung der in Abb. 1
dargestellten kleinsten affinen Inzidenzebene erhilt. Abb. 3 liefert die Ansatzpunkte

fiir die meisten Beweisschritte des besprochenen Satzes.

<\ P 'Pf/ / e

Abb. 3

Der in Abschnitt 5.1. formulierte affine Satz von DESARGUES liefert — als Axiom
I5 genommen — sofort die Giiltigkeit von P5 in der projektiven AbschlieBung einer
affinen Inzidenzebene fiir die Fille, in denen die Punkte p,, pPs, Ps; P;> Pg> P3 Sémtlich
eigentlich sind. Die Behauptung, dafl in der projektiven AbschlieBung P5 gilt,
schlieBt jedoch auch diejenigen affinen Spezialfille ein, in denen einer oder mehrere
dieser Punkte uneigentlich sind (also Fille, auf die man ohne die Betrachtung der
projektiven Abschliefung vermutlich niemals kommen wiirde). Daher geben wir dem
Axiom I5 sicherheitshalber folgende Kurzfassung:

15. In der projektiven Abschliefung gilt P5.

Die interessante Frage, ob diese ,,allgemeinste Fassung des affinen Satzes von
DEsARGUES® aus gewissen ihrer Spezialfille folgt, d.h. I5 durch eine schwéchere
Formulierung ersetzbar ist, kénnen wir hier aus Platzgriinden nicht verfolgen. Uber-
haupt legen wir hier und im folgenden keinen Wert auf moglichst schwache oder gar
unabhingige Axiomensysteme, sondern vielmehr darauf, daf die Rolle der einzelnen
Axiome im Gesamtaufbau moglichst deutlich wird.

Ersetzt man in einem Ausdruck H der (affinen oder projektiven) Inzidenzgeometrie
alle Punktvariablen durch Geradenvariablen und umgekehrt und gleichzeitig die
Inzidenz durch die inverse Relation, so erhilt man den zu H dualen Ausdruck D(H).
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Offenbar ist D(D(H)) = H. D(H) ist abgeschlossen genau dann, wenn H selbst ab-
geschlossen ist. Das Beispiel

D(I2). g +g.— V!Ip(p€giADpE€g,) (gleich P4)

zeigt, daBl die Dualisierung eines Satzes der affinen Inzidenzgeometrie im allgemeinen
kein Satz der affinen Inzidenzgeometrie ist. Die Dualisierungen der Axiome P1 bis
Pb folgen jedoch sémtlich aus P1 bis P5. Daraus folgt das Dualitétsprinzip der ebenen
projektiven Inzidenzgeometrie:

Ist H ein Satz der projektiven Inzidenzgeometrie (d. h. folgt H aus P1 bis P5), so
st es auch D(H).

Man erhélt ndmlich einen Beweis von D(H) aus den Dualisierungen der Axiome
(die ja Siatze sind), indem man in einem Beweis von H alle Zwischenschritte duali-
siert.

Eine Aussage H der Inzidenzgeometrie heilt selbstdual, wenn D(H) und H #qui-
valent sind. Der erste Teil des projektiven Satzes von DESARGUES ist zum zweiten
Teil (der Umkehrung) dual. Daher ist der Satz von DESARGUES in der Formulierung
P5 selbstdual.

5.3. Affine Ebenen

Ist (P, G, I) eine affine Inzidenzebene und bezeichnet die Aussageform (p;, ps, ps)
eine dreistellige P-Relation Z((pl, P2, Ps) wird gelesen: p, liegt zwischen p, und pa),
so heiit (P, G, I, Z) eine affine Ebene, wenn folgende Anordnungsaxiome erfiillt
sind :

Al. (P15 P2s P3) = P1, Pas P3 kollinear A p,, p,, ps paarweise verschieden,

A2. (P15 P2> Ps) = (P35 P2> P1) A — (P25 P15 Pa)s

A3. P1 = P2 — V P3(P1; P25 Ps)s
A4, (Axiom von PascH, siche Abb. 4)
P1> P2, Ps nicht kollinear A p, ¢ g A P2 ¢g A Ps ¢ gaVv P(P € g A (P1; Ps Pz))
—Vp'(p’ €gA((p1, P> Ps) V (P2 P'> Po)))-

A1 bis A3 heiflen die linearen Anordnungsaxiome.?)

1) Zur Unabhingigkeit des Axioms von PascH und zu dessen Rolle im Gesamtaufbau der
euklidischen Geometrie vgl. folgende Arbeiten von L. W. SzczerBA bzw. W. SzmieLEw: Bull.
Acad. Polon. Sci., Ser. Sci. Math. Astronom. Phys. 18 (1970), 659—666 und 751 —758, desgl. 19
(1971), 213—215 und 469—474.

6 Schreiber, Konstruktionen
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g Abb. 4

Erste wichtige Folgerungen aus Al bis A4 sind u. a.

(1) P1 == Ps — VPa(P1, Pas P3);
(2) P15 P2, P3 kollinear <> p; = p, v p; = p3V p: = ps
V (P15 P2s P3) V (P25 P15 P3) V (D1, P3s P2)-

((2) ermdglicht die .definitorische Einfithrung der Grundbegriffe Gerade, Inzi-
denz in affinen Ebenen und die Ubersetzung der Inzidenzaxiome in zusitzliche An-
ordnungsaxiome; vgl. Abschnitt 2.5.)

(3) P1> P2, P3 nicht kollinear Ap, § gAp. ¢ gApPs ¢ g
AV pp'(p € g AD’ €A (D1, Ps P2) A (P1s P's P3))
~>—Vp"(p” €gA (P2, P, Pa))-
((3) ist offenbar eine ,,Erginzung zum Axiom von PascH; vgl. Abb. 4.) In Zu-

sammenfassung unendlich vieler Einzeldefinitionen definieren wir fiir » = 4:

(P1> P25+« Pn) i< (D1, P2, P3) A (P25 P3s Pa) A *** A (Pp-25 Pr-15 Pn)

(gelesen:py, ..., P, liegen in der angegebenen Reihenfolge auf einer Geraden). Dann
gilt firl St <j<k=n:

(4) (P15 + =5 Pr) = (Pi> Pj» Pe)-

Fiir die Beweise von (1) bis (4) und eine Reihe dhnlicher Sitze verweisen wir auf [4].

Der Grundbegriff ,,zwischen‘‘ ermdglicht die Definition einer Reihe grundlegender
elementargeometrischer Begriffe, im wesentlichen all derer, mit denen in einer schul-
miBig aufgebauten Geometrie anschaulich gearbeitet wird. Fiir verschiedene folgende
Bediirfnisse stellen wir voran: |

M konvex :<> A p;psps(pP1 € M A p3s € M A (P1, Pas P3) = P2 € M).
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Zwar sind beliebige Punktmengen M nicht Gegenstand unserer Betrachtungen, aber
wir werden diese Definition im folgenden fiir alle Arten von definierbaren Punkt-
mengen verwenden.

P1 7 Pe :<‘*P1¢g’\P2¢gA—1VP(P'€gA(Pl:P,Pz))

(gelesen: p; und p, liegen auf der gleichen Seite von g). Ist g eine beliebige Gerade
einer affinen Ebene (P, G, €, Z), so ist ~ eine Aquivalenzrelation in P \ g mit
genau zwei Aquivalenzklassen. Dabei folgen Reflexivitit und Symmetrie unmittel-
bar aus der Definition, wihrend die Transitivitit dem Axiom von Pascu gleich-
wertig ist. (Man vergleiche die Formulierung des Parallelenaxioms als Transitivitat
der Relation ,,]|“!) DaB} es wenigstens zwei nichtiquivalente Punkte gibt, folgt so:
Nach I1, I2 existieren zu jeder Geraden g Punkte p, ¢ g und p, € g und nach A3 zu
diesen Punkten ein Punkt p; mit (p,, p., ps). Offenbar ist dann p,, p; ¢ ¢ und
— P1 7 Ps- Dall es nur zwei Aquivalenzklassen gibt, folgt sofort aus (3). Die beiden
Aquivalenzklassen, in die eine Gerade g die Punktemenge P\ g einer affinen Ebene
(P, G, €,Z)zerlegt,nennen wir (offene) Halbebenen, ihre Vereinigung mit der Geradeng
abgeschlossene Halbebenen. Eine bestimmte der beiden Halbebenen wird durch einen
Reprisentanten festgelegt. Wir definieren

Halbebene(g, p) := {p’:p’ 7+ p}, falls p ¢ g,
insbesondere
Halbebene(p;, ps; ps) := Halbebene(L(p;, p.), p3),
falls. p;, ps, ps nicht kollinear.

Mittels ,,zwischen‘ sind auch die Begriffe Strahl und Strecke definierbar:

Strahl(ps, pe) :== {P: P = P1V (P1, P, P2) VP = P2 V (P1> P2, P)};
falls p; = p,.
(Im Unterschied zu den sonst analogen Halbebenen ist es bei den Strahlen (Halb-
geraden) zweckmiBig, den Anfangspunkt p, des Strahls als Punkt des Strahls an-
zusehen.) Strecken werden, soweit sie nicht nur als Inbegriff ihrer Endpunkte auf-

zufassen sind, analog zu den verschiedenen Typen von Intervallen reeller Zahlen
bezeichnet :

PiP: :={P: P = P1V P = P2} (= {P1> P2});
1P1; pal :={p: (P1; P, P2)}, falls p; == p,,
[P1, Pl := {P:P = P11V (P1, P> P2)}, falls p; == p,,

usw. (In der Elementargeometrie spielt es nur selten eine Rolle, ob bzw. welche der
Endpunkte einer Strecke man ihr zurechnet.)

6%
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Was die definitorische Einfiihrung des Winkelbegriffs betrifft, so liegen die Schwie-
rigkeiten weniger in der Préizisierung selbst als darin, daf in der anschaulichen Geo-
metrie je nach dem gerade verfolgten Zweck verschiedene Winkelbegriffe neben-
einander benutzt werden: orientierte und nichtorientierte Winkel, Winkel als ,,linien-
hafte‘ oder als ,,flichenhafte‘* Gebilde usw.

Der orientierte bzw. nichtorientierte Winkel als , linienhaftes* Gebilde ist ein geord-
netes Paar bzw. eine Zweiermenge von Strahlen Strahl (p,, p,), Strahl(p,, ps) mit ge-
meinsamem Anfangspunkt p,. Wir bezeichnen ihn mit 3 p,p,p; bzw. < p,p.ps. Es
ist also stets

X P1PeP3 = <X PaPelr;

aber

51 D1P2ps = X DsPaP1

nur im Fall Strahl(p,, p,) = Strahl(p,, ps). Die durch einen (orientierten oder nicht-
orientierten) Winkel p,p,p, gegebene Punktmenge

W = Strahl(p,, p,) U Strahl(p,, ps)

einer affinen Ebene (P, G, €, Z) zerlegt in dhnlicher Weise wie eine Gerade die
Punktmenge P\ W in zwei Klassen, die der flichenhaften Auffassung des Winkel-
begriffs (,,Winkelrdume*‘) entsprechen. Eine bestimmte von diesen beiden Klassen
kann wieder durch einen Reprisentanten festgelegt werden (in der anschaulichen
Geometrie durch Einzeichnen eines die Schenkel verbindenden Kreisbogens). Da die
verschiedenen Aspekte des Winkelbegriffs im folgenden keine bedeutende Rolle
spielen, gehen wir nicht weiter darauf ein.?)

Je drei nicht kollineare Punkte p,, p,, p; bestimmen ein ,,Dreieck®‘, wobei /\ p,0.p3
im allgemeinsten Sinn ein Sammelbegritf fiir sehr viele Begriffe ist, die man mit Hilfe
dreier nicht kollinearer Punkte definieren kann. Wir geben nur beispielshalber drei
konkrete Definitionen an, die die ,null- bzw. ein- bzw. zweidimensionale Auf-
fassung‘‘ prézisieren:

/o P1P2Ps := {P1, P2, Ps}; falls py, pp, ps nicht kollinear, .
A1 P1PePs = [Py, P2[U[Ps; Ps[U]Ips, pal; falls py, ps, ps nicht kollinear,
A P1p2ps := Halbebene(p;, p;; ps) N Halbebene(p,, ps; p1)

N Halbebene(ps, p;; p2), talls py, ps, ps nicht kollinear.

Ein affines Koordinatensystem (kurz AKS) ist ein Tripel (py, 91, P2) nicht kollinearer
Punkte. Der Punkt p, heillt der Ursprung, p, der erste Einheitspunkt, p, der zweite
Einheitspunkt des AKS (p,, py, P2). Ist 4 ein beliebiges AKS einer affinen Inzidenz-

1) Siehe hierzu etwa B. KLoTzEK, Geometrie, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1971.



5. Ebene Geometrie 85

ebene, so sei fiir beliebige Punkte p

(5) ky(A, p) := S3(P(, L(Do, P2)), L(®o, P1)),
ko(4, p) 1= 81(P(p, L(po> P1)), L(Do, 12)) (Abb. 5)

/ /

kofA,p) D

P2

o

/P P k(AR Apb. 5

I1 sichert die Existenz eines AKS in jeder affinen Inzidenzebene, I, hat zur Folge,
daB die durch

k(4, p) = (ky(4, p), ko(4, D))

definierte Abbildung nach Wahl von A4 eine eineindeutige Abbildung der gesamten
Ebene auf die Menge L(p,, p1) X L(pg, p) von Punktepaaren ist. Um aus dieser
Abbildung ein Koordinatensystem iiblicher Auffassung, d.h. eine eineindeutige
Abbildung der betreffenden Ebene auf eine Menge von Zahlenpaaren (im Extremfall
auf R?) zu gewinnen, hat man ersichtlich nur die Punkte einer beliebigen Geraden g
einer affinen Ebene, auf der zwei Punkte vorgegeben sind, durch Einfithrung einer
Totalordnung und zweier binédrer Operationen zu einem archimedisch geordneten
Koérper zu machen. Nach Abschnitt 4.1. ist dieser dann einem Unterkérper von R
isomorph, und die Verkettung eines solchen Isomorphismus f mit den Abbildungen
ky, k, liefert die Koordinaten von p beziiglich A4 :

(6) K(4, p) := (f(ky(4, D)), [(ko(4, D)).

Die interessante Frage, wie weit dieses Programm ohne Benutzung des Grund-
begriffs ,,zwischen, d. h. schon in affinen Inzidenzebenen durchfiihrbar ist, kénnen
wir hier nicht verfolgen. Bekannt ist, wie man im Rahmen der Kongruenzgeometrie
die eineindeutige Zuordnung zwischen Punkten einer Geraden und reellen Zahlen be-
ziiglich einer gewdhlten Einheitsstrecke herstellt. Weniger bekannt ist jedoch, daf}
die gesamte Theorie der Lingenmessung, soweit sie nur Strecken einer festen Geraden
betrifft, schon in der affinen Geometrie aufgebaut werden kann.

Ein Tripel (g, po, p1) mit py, p, € ¢ und p, =+ p, nennen wir im folgenden eine Achse
mit dem Nullpunkt pyund dem Einspunkt p,. Essei (g, py, p1) eine Achse. Fiir p,, p3€ g
definieren wir, zunichst unter Benutzung eines wegen I1 existierenden Hilfspunktes
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p ¢ g, eine Addition durch zweimalige Parallelverschiebung der gerichteten Strecke
Pops (Abb. 6):

P2+ P 2= Si(g, P(S:(P(, 9), P(p3, L(po, p)))> L(p2; D)))-

Pl )
P \
3!

'Po 2 2)) P2t s Abb. 6

Es ist nun zu zeigen, dafl die so definierte Operation von der speziellen Wahl des
Hilfspunktes p unabhingig ist, d. h.

P2 () P3 = P2 +(p) s fiir alle p,, p3 € g und p, p" ¢ g.

Beim Beweis beziehen wir uns auf die Bezeichnungen der Abb. 6. Die Punktepaare
(Do> D3); (D2, P2 + ) Ps)s (P2s P ~+(p) P3), (P, P) und (', P’) haben alle ein gemeinsames
uneigentliches Perspektivitdtszentrum. Da bei den Dreieckspaaren (p,p.p’, P3Pz + @)
P37’) und (pePeD, PaPs +(p) PsP) jeweils zwei zugeordnete Dreiecksseiten nach Kon-
struktion parallel sind, sind es nach dem Satz von DEsArGUES (Fall b,y) auch die
dritten Seiten. Der gleiche SchluB, auf (p,pp’, p; +(p) PsPP’) angewandt, ergibt, dafl
L(p,p") sowohl zu L(p, + ) ps, ') als auch zu L(p, +(p) P3, P’) parallel ist, folglich
wegen der Eindeutigkeit der Parallelen durch 7’ und ihres Schnittpunktes mit g:

D2 +(p) P3s = P2 +(p) Ps3-
Damit ist die Definition

(7) Do + D3 i= Dy +@ps  (fiir py, p3 € g und p ¢ g beliebig)

gerechtfertigt. Wir merken an, da der Einspunkt p, der betrachteten Achse hierfiir
nicht benétigt wurde.

Analog definieren wir nun, wiederum zunichst unter Benutzung eines Hilfspunktes
P ¢ g das Produkt zweier Punkte p,, p; € g (Abb. 7),

P2 @ Ps 2= 81(g, P(S1(L(po, P), P(pa, L(py, p))), L{pe, p)))-

Die Intention dabei ist, dafl nach dem Strahlensatz

PPy PPy = DoP * PgD = PPy * PPy
also

PPy = PoPy * PPy
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ist, wenn man die Lénge p,p, der Einheitsstrecke gleich 1 setzt. Bei Anerkennung des
Strahlensatzes als Beweismittel wiirde sich aus dieser Idee sofort die Unabhingigkeit
des definierten Produktes vom Hilfspunkt p ergeben. In der affinen Geometrie mufl
diese Unabhingigkeit jedoch durch dhnliche Schliisse wie im Fall der Addition unter
wesentlicher Benutzung des Satzes von DESARGUES gezeigt werden. Dieser Beweis,
der dem Leser iiberlassen sei, rechtfertigt die Definition

(8) P Ps i=Ds (P (fiir p,, p3 € g und p ¢ g beliebig).
Schlieflich definieren wir eine Ordnungsrelation fiir die Punkte von g durch

9) P2 < P3 i< Po F P3 A (Stmkl(%, Ps) S Strahl(p,, p1)
v Strahl(po, p1) S Strahl(p,, ps)).

Aus den Axiomen I1 bis I5, A1 bis A4 folgt nunmehr, dafl die Struktur (g, 4, -, <)
ein geordneter Schiefkirper ist, d. h. alle Axiome eines geordneten Korpers mit Aus-
nahme des Kommutativgesetzes der Multiplikation erfiillt [10]. Ferner kann man
zeigen, daf} je zwei zu verschiedenen Achsen einer affinen Ebene gehorige Strukturen
isomorph sind. Diesen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Schiefkérper werden
wir im folgenden als den Koordinatenkirper der betreffenden affinen Ebene bezeich-
nen.

Es sei umgekehrt K ein beliebiger geordneter Schiefkorper. Eine Teilmenge g von
K2 heiit eine Gerade, wenn es Elemente a, b, ¢ € K mit a® 4 b2 > 0 gibt, so daB
(z, y) € g genau dann, wenn ax 4 by 4 ¢ = 0. (Gleichungen der Form xa 4 yb + ¢ =0
beschreiben im Fall eines echten Schiefkorpers keine Geraden!) Ferner definie-
ren wir in K2 eine Zwischenrelation Z durch ((xl, %), (Y15 Ys)s (215 zz)) € Z genau
dann, wenn es ein £ € K mit 0 < ¢ < 1 und y; = x; + t(z; — =;) (¢ = 1, 2) gibt.

Bezeichnet G die Menge der oben definierten Geraden in K2, so ist (K2, G, €, Z)
eine affine Ebene mit dem Koordinatenkérper K, und jede affine Ebene mit dem Ko-
ordinatenkérper K ist zu dieser speziellen isomorph.

Eine affine Ebene heilit archimedisch, wenn ihr Koordinatenkorper archimedisch
ist. Die Moglichkeit, diese Eigenschaft als ein Axiom A5 der affinen Geometrie zu
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formulieren, ergibt sich daraus, dal wir die Grundbegriffe +, -, < der Theorie der
geordneten Korper in der affinen Geometrie definieren konnten, folglich jede Aus-
sage der Theorie der geordneten Korper als eine in einer definitorischenErweiterung
der affinen Geometrie formulierte Aussage ansehen und grundsétzlich in die Grund-
begriffe ,,zwischen‘ und ,,Inzidenz zuriickiibersetzen kénnen. Da dies jedoch recht
kompliziert ist, wollen wir hier auf eine explizite Formulierung des Axioms Ab ver-
zichten. Der Koordinatenkiorper einer archimedischen Ebene ist ein Korper (vgl. Ab-
schnitt 4.1). Will man das Kommutativgesetz der Multiplikation unabhingig vom
archimedischen Axiom fordern, so hat man das Axiom I5 durch ein stirkeres Inzi-
denzaxiom I5’ (Satz von PAprPos-PascaL) zu ersetzen [10]. Dies fiithren wir nicht aus,
da es im folgenden nicht bendtigt wird.

Unter allen archimedischen Ebenen ist die bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte
Ebene (R?, G, €, Z) durch ihre Maximalitdt ausgezeichnet. Wenn wir im folgenden
von der affinen Ebene sprechen, so meinen wir stets die affine Ebene mit dem Ko-
ordinatenkérper R. Genau wie die Forderung, dafl der Koordinatenkorper archime-
disch ist, kann auch die Forderung, daB der Koordinatenkdorper einer affinen Ebene
stetig (d. h. dem Korper der reellen Zahlen isomorph) ist, grundsétzlich als ein Axiom
A6 der affinen Geometrie formuliert werden, indem man eine beliebige algebraische
Formulierung des Stetigkeitsaxioms als Ausdruck einer definitorischen Erweiterung
der Sprache der affinen Geometrie auffafit bzw. mittels der Definitionen von -, ., <
in eine rein geometrische Aussage zuriickiibersetzt. Wahrend die affine Geometrie,
aufgefaf3t als Menge der Folgerungen aus I1 bis I5, Al bis A4 eine elementare Theorie
ist, erfordern A5 und A6 zur korrekten Formalisierung eine nichtelementare Sprach-
erweiterung. (Fiir A5 wird dies ausfiihrlich in Abschnitt 8.4 behandelt werden.) Ist
A5 noch Prizisierung naiver geometrischer Vorstellungen bzw. Erfahrungen, so
kann man dies von A6, welches die Kategorizitdt erzwingt, kaum behaupten.

Zum AbschluBl dieses Abschnitts wollen wir den gewonnenen Uberblick iiber die
Struktur der affinen Ebenen dazu benutzen, die Nichtdefinierbarkeit der Zwischen-
relation durch die Inzidenz zu beweisen. Dazu betrachten wir die archimedische
Ebene K2, wobei K der Korper Q()2) ist. Fiira, b ¢ Qseifla +5-Y2) :=a —b. V2.
Wie man leicht bestatigt, ist f ein Isomorphismus (beziiglich 4 und ) von K auf sich.
Folglich ist die durch F(x, y) := ( f(x), f(y)) definierte Abbildung F eine eineindeutige
Abbildung der Ebene K? auf sich. Da f Isomorphismus ist, gilt fir a, b, ¢, z, y € K:

ax + by = ¢ genau dann, wenn f(a)f(x) + f(b)f(y) = f(c),

d. h., die durch die Gleichung ax 4 by = ¢ gegebene Gerade g von K2 wird durch die
Abbildung F in die durch die Gleichung f(a) z 4 f(b) y = f(c) gegebene Gerade F(g)
iibergefiihrt, und es ist p € g genau dann, wenn F(p) € F(g). Wire nun ,,zwischen*
durch Inzidenz definierbar, so miiite nach Kapitel 3. fiir beliebige Punkte p,, p,,

p3 € K2 gelten:

(D1, P2s Ds) € Z genaw dann, wenn (F(p,), F(ps), F(p,)).
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Es ist aber u. a.
(1.0), (V20), 20)) € 2;

(F1,0), F(y2,0), F2,0)) = ((1,0), (~12.0), (2.0)) ¢ Z.

5.4.  Affine Abbildungen

Es sei A = (P, G, €, Z) eine affine Ebene. Eine eineindeutige Abbildung ¢ von P
auf sich heilt affin, wenn ¢ die Zwischenrelation Z der Ebene Y invariant 148t, d. h.,
wenn fir p,, p,, P3 € P genau dann (py, P, ;) € Z gilt, wenn (p(p1), 9(22), 9(D5)) € Z er-
fullt ist. Es sei Ay die Menge der affinen Abbildungen der Ebene 2. Nach den all-
gemeinen Untersuchungen in Kapitel 3 ist Ay beziiglich Verkettung der Abbildungen
eine Gruppe, die wir ebenfalls mit 4y bezeichnen (da andere Verkniipfungen in der
Menge Ay nicht betrachtet werden). Fiir den Nachweis, dafl eine Abbildung ¢ der
Menge P in sich affin ist, geniigt es nach Kapitel 3 zu zeigen, daf} aus (p,, ps, v3) € Z
stets (q)(pl), @(p,), <p(p3)) € Z folgt. Alle durch ,,zwischen‘* definierbaren Relationen
und sonstigen mathematischen Objekte einer affinen Ebene bleiben bei affinen Ab-
bildungen invariant. Eine affine Abbildung ¢ fithrt daher u. a. kollineare Punkte in
kollineare Punkte iiber, Geraden in Geraden, die Strecke mit den Endpunkten p,, p,
in die Strecke mit den Endpunkten ¢(p,), ¢(p.), Strahl(p,, p,) in Stmkl(«p(pl), cp(pg)),
Halbebene(p,, py; p3) In Halbebene(qo(pl), @(Ps); qo(p3)), das Dreieck mit den Ecken
D1, Do, P3 in das Dreieck mit den Ecken ¢(p,), ¢(p.), ¢(ps) usw. Da allgemein eine ein-
eindeutige Abbildung einer Menge M auf sich Vereinigung, Durchschnitt bzw. Diffe-
renz von Teilmengen von M auf die Vereinigung bzw. den Durchschnitt bzw. die
Differenz der Bildmengen abbildet, fiihrt eine affine Abbildung parallele (disjunkte)
Geraden in parallele Geraden iiber und Geraden, die sich in einem Punkt p schneiden,
in Geraden, die sich im Punkt ¢(p) schneiden.

Eine affine Abbildung ¢ fiihrt ein AKS A4 = (p,, p1, p:) in ein AKS ¢(4)
= (qo(po), (1), <p(p2)) = (P, P1, Py) Uber, und fiir jeden Punktp der betrachteten
affinen Ebene ist

k{p(4), p(p)) = ¢(ki(4,p)) (¢ =1,2).

Da ferner wegen der affinen Definierbarkeit der Struktur des Koordinatenkérpers
einer affinen Ebene die Einschrinkung einer affinen Abbildung auf eine Achse
(9, o> P1) ein Isomorphismus auf die Bildachse (qv(g), ®(Po), <p(p1)) beziiglich Addition,
Multiplikation und Ordnung ist, ergibt sich schlieflich fiir jeden Punkt p

(1)  K(pA), () = K(4, p)
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(vgl. Abschnitt 5.3, (6)), d.h., bei einer affinen Abbildung sind die Koordinaten
eines beliebigen Punktes beziiglich eines beliebigen affinen Koordinatensystems
gleich den XKoordinaten des Bildpunktes beziiglich des Bildkoordinatensystems
(Abb. 8). Damit ist eine affine Abbildung durch Vorgabe dreier nicht kollinearer

_/ /
ky(A,p) /P ko (p(A), p(p)
P P(p2) 124
: =ki(@(A), 9(p))
/Po P1 /(AP | p

Abb. 8

Punkte und dreier nicht kollinearer Bildpunkte eindeutig bestimmt. Umgekehrt
kann man zeigen, dafl die mittels (1) auf die gesamte Ebene fortgesetzte Abbildung
dreier nicht kollinearer Punkte auf drei nicht kollineare Bildpunkte stets affin ist,
d. h., es gilt der

Hauptsatz iiber affine Abbildungen. Sind py, p1, p. und p}, i, ps jeweils
dres nicht kollineare Punkte einer affinen Ebene, so existiert genau eine affine Abbildung
@ mit o(p;) = Pg firi=0,1,2.

Ausdiesem Satz ergibt sich unter Bezugnahme auf den Invariantensatz (vgl. Kap. 3)
eine Reihe von Resultaten iiber die Nichtdefinierbarkeit geometrischer Begriffe in der
affinen Geometrie:

Satz 1. Durch ,zwischen' ist keine dreistellige Punktrelation definierbar, die (in
wenigstens einer affinen Ebene) auf wenigstens ein Tripel nicht kollinearer Punkte zu-
trifft und auf ein anderes solches Tripel nicht zutrifft.

Beweis. Wir nehmen an, in einer affinen Ebene sei R eine dreistellige durch
,,;zwischen definierbare Punktrelation, und es seien (p,, ps, s) € R, (91, 5, P3) ¢ R,
D1, Pe, Ps nicht kollinear, pj, p;, p; nicht kollinear. Nach dem Hauptsatz existiert
eine affine Abbildung ¢ mit ¢(p;) = p;fiir¢ = 1, 2, 3. Da R nach Voraussetzung durch
die Relation ,,zwischen‘ definierbar ist, ist nach Kapitel 3 wegen (p,, p., p3) € Z

auch (p(21), @(02), p(Ps)) € Z im Widerspruch zu (p{, p}, p5) ¢ Z.
Folgerung. Die Kongruenzrelation ist nicht durch die Zwischenrelation definierbar.
WireKongruenzin der affinen Geometrie definierbar, so wire auch die hieraus durch

Variablengleichsetzung entstehende dreistellige Punktrelation ,,p,p, 2~ p,p;* defi-
nierbar. Diese erfiillt aber die Voraussetzungen von Satz 1.
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Satz 2. Durch ,,zwischen ist keine zweistellige Punktrelation definierbar, die auf
wenigstens ein Paar verschiedener Punkte zutrifft und auf wenigstens ein Paar ver-
schiedener Punkte nicht zutrifft.

Beweis. Es seien p,, ps, 1, p; Punkte einer affinen Ebene mit p, = p,, p; =+ 9,
(p1, P2) € R, (p1, P3) ¢ B. Nach Axiom I1 gibt es hierzu Punkte ps, p;, so daBl p;, p,, s
nicht kollinear und pj, p;, p5 nicht kollinear sind. Ist ¢ eine affine Abbildung mit
@(p;) = p; (¢ = 1, 2, 3), so folgt analog zum Beweis von Satz 1 aus der Definierbar-
keit von R und (p,, p.) € R, dal auch (p;, p;) € R sein mufl im Widerspruch zur Vor-
aussetzung.

Analog zu den Sdtzen 1 und 2 beweist man leicht:

Satz 3. Durch ,,zwischen‘ ist

a) keine von den beiden trivialen (& und P) verschiedene einstellige Punktrelation
definierbar,

b) keine von den beiden trivialen (J und G) verschiedene einstellige Geradenrelation
definierbar,

c) keine von | und = wund deren Booleschen Verkniipfungen verschiedene zwei-
stellige Geradenrelation definierbar,

d) keine dreistellige Geradenrelation definierbar, die (in wenigstens einer affinen
Ebene) auf ein Tripel einander paarweise schneidender Geraden zutrifft und auf ein
anderes solches Geradentripel nicht zutrifft,

e) keine von Inzidenz und Nichtinzidenz (€ und ¢) verschiedene zweistellige Punkt-
Geraden-Relation definierbar. ‘

Eine eineindeutige Abbildung ¢ der Menge P der Punkte einer affinen Ebene auf
sich heiflt eine T'ranslation, wenn fiir je zwei Punkte p,, p, und die zugehoérigen Bild-
punkte ¢(p,), ¢(p;) Geraden g, g,, g3, g4 eXistieren (die, abgesehen von gewissen Aus-
artungsfillen, sogar eindeutig bestimmt sind), so daB3 g, || g, und g3 || g, und py, P, € ¢,
und @(p1), @(p:) € g. und py, @(py) € g3 und p,, @(ps) € g4 (siche Abb. 9, S. 92). Mit
Ty bezeichnen wir die Menge der Translationen der affinen Ebene 9. Aus der Defini-
tion der Translationen folgt unmittelbar:

(2) Die identische Abbildung tp der Ebene auf sich gehort zu T'y.

(3) Sind p,, Ps, p(p1) nicht kollinear, so sind die Geraden gy, gz, 93, g1 eindeutiq
bestimmt und paarweise verschieden, und @(p,) ist eindeutig als Schnittpunkt
von g, und g, bestimmdt.

Gibt es also iiberhaupt einen Punkt p; mit ¢(p,) ==,p,, so kann man unter Ein-
schaltung eines Hilfspunktes p, ¢ L(pl, q)(pl)) auch fiir alle p; € L(pl, qa(pl)) die Lage
des Bildpunktes ¢(p;) auf Grund der Definition der Translationen eindeutig ermitteln
(Abb. 9). Insbesondere ist fiir eine von ip verschiedene Translation ¢ fiir alle Punkte
p der betrachteten Ebene ¢(p) = p.




































































































































































































































































































































































































































































































































































































































