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Vorwort

Das Buch »Elektromagnetische Felder und Wellen« setzt die mit den Titeln »Physik
in Beispielen« von Hasko und »Statistische Physik in Beispielen« von ScHILLING be-
gonnene Reihe »Physik in Beispielen« mit der Behandlung elektrischer und magne-
tischer Vorgénge fort. Die Darstellung physikalischer Effekte an Hand technischer
Beispiele macht es besonders bei den elektrischen Erscheinungen erforderlich, Grund-
begriffe aus der Elektrotechnik einzufiihren. Neben den rein physikalischen Be-
trachtungen iiber Elektronen und Ionen und iiber elektrische und magnetische
Groflen in statischen, stationéren, nieder- und hochfrequenten Feldern werden daher
auch die Elemente der Vierpoltheorie, der Vorginge in Kabeln und Leitungen und
der Sende-, Empfangs- und Transistortechnik behandelt.

Wie in den vorangegangenen Bénden ist jeder Abschnitt in drei Teile untergliedert:
einen kurzgehaltenen Lehrtext iiber die theoretischen Grundlagen, die ausfiihrliche
Losung systematisch ausgewédhlter Probleme bis zum numerischen Ergebnis und
eine grofle Zahl von Aufgaben mit Angabe der Losungen am Schlufl des Buches.
Fiir ihren Rat bei der Gestaltung des Buches danke ich besonders Herrn Prof.
Dr. habil. Scuvrrz-PiszacuicH, Ingenieurhochschule Kothen, und Herrn Prof. Dr.
habil. GERDES, Universitdt Rostock. Herr Ing. RiNa, Zentralinstitut fiir Kybernetik
und Informationsprozesse der AdW, Berlin, Herr Dr. sc. PrinzLER und Herr Ing.
HorrmaNN, Zentralinstitut fiir Elektronenphysik der AW, Berlin, unterstiitzten
mich mit speziellen Hinweisen zur Empfangs- und zur Transistortechnik. Meine
Gattin, Frau Ing. R.ScHILLING, entwarf das Bildmaterial und die technischen
Zeichnungen. Dem Verlag danke ich fiir die vielfdltigen Beratungen und fiir die
Unterstiitzung in jeder Phase der Entstehung des vorliegenden Werkes.

Der Verfasser
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l. Grundgesetze des elektromagnetischen
Feldes

1.1. Elektrische und magnetische Grundgréfen

E Einfiihrung

Zur Beschreibung der elektrischen und magnetischen Erscheinungen unterscheidet
man zwischen den Grofien zur Darstellung des Feldes und den Griofien zur Kenn-
zeichnung des Mediums. Das elektromagnetische Feld wird durch die elektrische
Feldstirke € und die magnetische Feldstiirke $ charakterisiert. Dagegen werden die
elektrischen und magnetischen Eigenschaften des Mediums durch die elektrisehe Er-
regung oder Verschiebungsdichte ®, die magnetische Induktion oder FluBidichte B,
die elektrische Stromdichte § und die elektrische Ladung @ zum Ausdruck gebracht.
Quellen des elektrischen Feldes sind die elektrischen Ladungen @. Thre Messung er-
folgt in der Einheit Coulomb (C):

1 Coulomb (C) =1 Amperesekunde (As).

Zwischen der elektrischen Elementarladung e und der Ladungseinheit 1 As besteht
der Zusammenhang

e = 1,602 - 1019 As. (1)

Zur Definition der elektrischen Feldstdrke betrachtet man eine Probeladung Q. Sie
sei so klein, daB sie die vorhandene Ladungsverteilung nicht stort. Auf @, wirkt im
elektrischen Feld eine Kraft . Der Vektor & ist im allgemeinen in jedem Raum-
punkt nach GroBe und Richtung verschieden. Als elektrische Feldstirke definiert
man den Vektor
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Er hat nach (2) die Einheit

[6]] = Krafteinheit Newton =~ N kgms2
I= Ladungseinheit Coulomb ~ € =~ As

Ein Newton (N) gibt die Kraft an, die auf eine Masse 1 kg wirkt, wenn sie die Be-
schleunigung 1 m s~2 erhilt.

Die Arbeit bei der Bewegung ldngs einer vorgegebenen Kurve C ist nach (2) durch
das Linienintegral

W=/[F ds=@Qp[C-ds (3)
c c

bestimmt. Als Spannung U bezeichnet man die skalare Gréf3e
U=[G-ds. 4)
¢

Sie wird in Volt (V) gemessen und ist ebenfalls von der speziellen Form der Kurve C
abhéngig. Fur die MaBeinheit der elektrischen Feldstdrke erhélt man aus (4) den
in der Elektrik gebrduchlichen Ausdruck

[IGl] =V m, (5)

Die elektrische Verschiebungsdichte ® kennzeichnet die Elektrisierung des Mediums
infolge der vorhandenen Ladungen. Von diesen geht eine Fernwirkung oder Er-
regung des ladungsfreien Raumes aus. Ein Beispiel fiir diese Fernwirkung ist die
Kraftwirkung auf eine Probeladung. Zur Definition der elektrischen Erregung wird
festgelegt, dafi das Oberflichenintegral der elektrischen Erregung, erstreckt iiber
eine beliebige, eine vorgegebene Ladung @ einschlieBende Fliche 4, gleich der ein-
geschlossenen Ladung ist:

ffo-du=0. (6)

4
Die positiven elektrischen Ladungen kénnen hiernach als Ausgangspunkt elektrischer
Feldlinien angesehen werden. In den negativen Ladungen enden diese Feldlinien.
Zur expliziten Darstellung des Erregungsfeldes © betrachtet man die Wirkung einer
punktférmigen Ladung @. Sie befinde sich im Mittelpunkt einer Kugel K vom
Radius r. Jeder Punkt der Kugeloberfliche ist gleichberechtigt; die elektrische Er-
regung hat iiberall auf der Kugeloberfliche den gleichen Betrag. Daher kann man
schreiben

Q = ff Do AU =Dy - ff AA = D] 4rr2. (7)

Die Richtung des Verschiebungsvektors ®, wird im vorliegenden Falle durch den
Radiusvektor v bestimmt, gezogen vom Ort der Ladung @ zum Aufpunkt P (vgl.
Bild 1.1). Als Vektor der elektrischen Erregung im Falle einer punktférmigen La-
dung @ folgt nach (7)

9z ®)

4drr? ¥

Dq
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Bei mehreren im Raum verteilten Ladungen @; erhédlt man ®© nach dem Super-
positionsprinzip

Y a @ 1
D = ; Do = ; o st 9)
Als Einheit der elektrischen Erregung ist nach (6)
‘ As
(3= (10)

zu schreiben. Fiir die zeitliche Ableitung der elektrischen Verschiebungsdichte erhalt
man aus (10) die Einheit einer Stromdichte:

[1D]] = Am2. (10a)

Im Falle hochfrequenter Wechselfelder kann die Dichte ® des Verschiebungsstromes
mafgebliche Werte annehmen und die GréBenordnung der Dichte  des elektrischen
Leitungsstromes erreichen. Bei der Messung hochfrequenter Stréme ist daher ® stets
in Rechnung zu stellen.

Die Einheit (10) der elektrischen Verschiebungsdichte ® deutet auf ein Verfahren
zu ihrer experimentellen Messung, dessen exakte theoretische Grundlagen aus der
MaxwzerLschen Theorie (vgl. 1.4.) abgeleitet werden:

In einem idealen Leiter kann sich kein elektrisches Feld ausbilden, da sich Span-
nungsunterschiede hier sofort ausgleichen. Im idealen Leiter gilt also ® = 0. Bringt
man ein kleines, das vorhandene Feld nicht stérendes Metallpldttchen in das elek-

I}G
P

Bild 1.1. Zur Definition der elektrischen Erregung
bzw. Verschiebungsdichte ®

8

trische Feld, so mufl an seiner Oberfliche das elektrische Feld enden. Die Metall-
oberfliche wird zum Ausgangs- oder Endpunkt der elektrischen Feldlinien. Elek-
trische Feldlinien gehen von positiven Ladungen aus und enden in negativer Ladung.
Die auf der Oberfliche gemessene Ladungsdichte ¢ gibt daher die Gréfle der elek-
trischen Erregung ® an dieser Stelle des Feldes an:

GLeiter :A% =D. (11)

Zwischen der elektrischen Feldstidrke € und der Dichte § des elektrischen Leitungs-
stromes besteht eine lineare Beziehung, die aus dem Ohmsehen Gesetz

U = RI (12)
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abgeleifet werden kann. Es bedeutet

Al
-7 (13)

den ohmschen Widerstand, A7 die Lénge der Leitung, 44 die Querschnittfliche.
Der spezifische Widerstand ist mit 1/y bezeichnet. y definiert die Leitfdhigkeit des
Materials (siehe Tafel 2). Ist dieses homogen, so gilt nach (4) bei! einem konstanten
Feld € die Beziehung U = K Al. Ferner ist I = J AA4. Diese letzten beiden Be-
ziehungen zusammen mit (13) in (12) eingesetzt, ergibt fiir das OHMsche Gesetz die

Form
3 =7€ | (14)

Stromdichte und Feldstérke sind also iiber die Leitfahigkeit y des Materials linear
miteinander verkniipft.
Eine weitere Materialbeziehung besteht zwischen € und ®. Sie wird in der Form

D = 6 (15)

geschrieben. & bezeichnet die Dielektrizititskonstante. Thre Einheit ist nach (11)
und (5)
_ =21

[e] = (Gl =AsV-1m1, (16)

Im allgemeinen schreibt man
& = &€& (163)

und bezeichnet ¢, als Dielektrizitatszahl (relative Dielektrizitdtskonstante) des Me-
diums (vgl. Tafel 1). ¢, = 8,854 - 10-12 As V-1 m-1 gibt die elektrische Feldkonstante
(absolute Dielektrizitdtskonstante des Vakuums) an.

Die elektrische Polarisation 9B ist durch

D =€ =&+ P (17)
definiert, woraus

R =(c—e)C (17a)
folgt.

Bei den Eigenschaften des magnetischen Feldes hat man zu berticksichtigen, dafl die
Pole der Magneten, im Gegensatz zu elektrischen Ladungen, stets paarweise auf-
treten und nicht getrennt werden kénnen. Daher ist es unzweckméfig, die magne-
tischen Feldgrofen  und B durch Analogien zu den elektrischen FeldgréfBen ab-
zuleiten oder aus der Wirkung auf einen Magnetpol zu definieren.
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Die magnetische Feldstdrke § laf3t sich aus der Ablenkung einer Magnetnadel be-
stimmen. Diese eicht man als MeBinstrument, indem man sie in eine zylindrische
Spule bringt. Der Offnungsquerschnitt der Spule sei ein Kreis, dessen Radius klein
ist gegen die Spulenldnge /. Unter dieser Voraussetzung hidngt die magnetische Feld-
stdrke im Spuleninnern nur noch von der Stromstdrke I und von der spezifischen
Windungszahl »/l ab (vgl. 3.1.):

Magnetische Feldstirke H = Stromstéarke I - Windungszahl n/Lénge ! (18)

Die Magnetnadel zeigt daher iiberall in der Spule die gleiche Auslenkung. Das
Magnetfeld hat die Richtung der Spulenachse (vgl. Bild 1.2). Durch Anderung der

5,0://eﬂg1/ersf/m/n‘
A=nr

Bild 1.2. Die magnetischen Feldlinien einer kreiszylindrischen Spule

Stromstérke I wird der Magnet zum MefBinstrument geeicht. Mit diesem kann man
die Stérke vorgegebener Felder bestimmen.
Nach (18) hat $ die Einheit

[9]] =Am™. (19)

Die Messung und Definition der magnetischen FluBdichte oder Induktion % erfolgt
am einfachsten mit Hilfe des FaArapayschen Induktionsgesetzes.

Beim Aufbau des magnetischen Feldes 8 in einer Zylinderspule aus » Windungen
mit dem Querschnitt 44 wird ein Spannungsstof}

[Upadt = — [[nB-aA (20)
44

induziert. Diese Beziehung zwischen dem aufgebauten Magnetfeld und dem in-
duzierten Spannungsstol kann als Definitionsgleichung der magnetischen FluB-
dichte B aufgefalit werden. ‘

Setzt man den Querschnitt A4 als derart klein voraus, daf} die Fludichte in jedem
Punkt der Querschnittsfliche 44 den gleichen Wert hat, so folgt aus (20)

= [ U dt

= . 21
B ndA 1)

92 Schilling, Felder



18 1. Grundgesetze des elektromagnetischen Feldes

Die Einheit der magnetischen FluBdichte ist hiernach

[B] = Vsm=2 = Wbm2 =T (Tesla) (21a)
mit Vs = Wb (Weber).
Beispiel 1

In einer Spule aus 25000 Windungen mit der Querschnittsfliche 44 = 4 cm? wird wihrend eines

Einschaltvorganges von 10 s Dauer die konstante Spannung U;,q = 1,5 V gemessen. Hieraus
folgt als Betrag der magnetischen FluBdichte

1,5-10

—_———— Vsm2=1,5 Vsm™2.
0,0004 - 25000

1B =

Zwischen der magnetischen FluB3dichte und der magnetischen Feldstérke besteht der
lineare Zusammenhang

B = ud = wited |- (22)

to = 1,257 - 108 Vs A1 m~1 = 47 - 10-7 Vs A-1 m~! bedeutet die magnetische Feld-
konstante (absolute Permeabilitdt des Vakuums), u, die Permeabilitdtszahl (relative
Permeabilitdt) des Mediums (vgl. Tafel 3). Bei fehlender Magnetisierung, d. h., wenn
sich das betreffende Material wie das Vakuum verhalt, ist u = uo, 4, = 1

Die Magnetisierung 9t kennzeichnet die Bildung elementarer Magnete im Medium.
Sie ist auf Grund der Zerlegung der magnetischen Induktion in

B = pH = b + M (23)
definiert. Der Vergleich von (22) und (23) ergibt

M = polpr = 1) O = uoxH- (23a)
Die GroSle

%= — 1

wird als magnetische Suszeptibilitit des Mediums bezeichnet.
In Analogie zur elektrischen Spannung U definiert man als magnetische Spannung
die Grofie ’

Uy =[-ds. (24)
C

Sie hat die Einheit A. Ebenso wie die elektrische Spannung ist sie im allgemeinen
von der Wegkurve C abhéngig.

Die magnetische Umlaufspannung steht mit den flieBenden Stréomen durch das
AwmpirEsche Verkettungsgesetz im Zusammenhang: Umféhrt man eine Fldache 44
einmal auf der geschlossenen Kurve C, so ist die magnetische Spannung gleich dem
Strom 7, der die umfahrene Fliche senkrecht durchsetzt. Es gilt also

$o-ds=1. (25)
C
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Der Strom 7 enthélt sowohl den Leitungsstrom

I=I,=[[3J au (252)
44

als auch den Verschiebungsstrom

Iy = H@ Ay, (25D)

d. h., man erhélt I geméaf
I=5L+1Iy=[[(§+D)-d (26)
44

Darin bedeutet 44 die von C eingeschlossene Flache. Bei rdumlich konstanter
Stromdichte ist

I=(F+D)-49. (26a)

Zwischen den vielfach noch verwendeten Einheiten des CGS-Systems und den in
«diesem Buch benutzten Einheiten des Internationalen Systems (SI) bestehen die
folgenden Umrechnungsformeln:

1 Gaull =1 G = 10-* Vsm-2,

1
1 Oersted = 1 Oe = —g(—) Am! =796 Am1,
TC

Die Dielektrizitatskonstante ¢ und die Permeabilitdt x sind mit der Lichtgeschwindig-
keit ¢ im Medium durch die Beziehung

verkniipft. Darin bedeutet » die Brechzahl des Mediums. Fiir das Vakuum erhélt
man

1 1
Veore /8,854 - 1022 - 1,257 - 10-5

Co = m st = 2,998 . 108 m s-1.

Bei physikalischen GréfBen
L = Lyeiet bzw. L = L, cos wt,

die sich harmonisch mit der Zeit verandern, ist der Effektivwert von Interesse.
Diesen definiert man

Ly = VIZ = Vi f L2 dt = Vg L. (28)
T
0

A
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In (28) bedeutet 7 = 2r/w die Dauer einer Periode.
Fiir Vektoren gilt genauso

Qi =& (29)

Dieser Effektivwert ist eine skalare Grofe.

P Probleme

1.1.1. Elektrische Feldstirke € und dielektrische Verschiebung ®

Ein Priffeld enthélt zwei Kugeln im Abstand 10 m. Ihre rdumliche Ausdehnung bleibe un-
beriicksichtigt. Die Koordinaten der Kugelmittelpunkte seien (—5, 0, 0) und (+5, 0, 0). Auf die
erste Kugel wird eine positive elektrische Ladung von 108 C gebracht, auf die zweite eine gleich
groBe negative Ladung. Berechnen Sie die elektrische Erregung ® (dielektrische Verschiebung)
im Punkt (0, 0, 0). Wie gro8 ist dort die elektrische Feldstiarke €? Welche Kraft wirkt auf eine
Probeladung Qp = 10~ C? Die Rechnung ist fiir Vakuum als Zwischenmedium und fir Wasser
& = 81,1 durchzufihren.

Losung

Das Erregungsfeld ® baut sich nach (1.1./9) aus den Ladungen gemaf

poy &

i 4:7'57'2'2 T
auf. Hieraus erhdlt man auf Grund der Beziehung

2

€€y

D = &€ = ¢gp5,E bzw. €= (2)

die elektrische Feldstirke €. Diese ist nach (1.1./2) als das Verhiltnis € = §5/Qp der Kraft §
zur Probeladung Qp definiert. Es folgt damit aus (1) und (2)

@t

¥ = Qp6 = Qp 11 ®)

4reLe,

Im vorliegenden Fall gilt fiir den Aufpunkt P(0, 0, 0)

Als elektrische Erregung des Punktes (0, 0, 0) ergibt sich damit

1 (10—3 ., 10°8

- — 1 i) Asm=2 = 6,37-10"11{ Asm2,
4 \ 25 25
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d. h. ein Vektor in Richtung i von der GréBe 6,37 - 10711, gemessen in Cm~2. Fiir die elektrische
Feldstarke erhidlt man aus (2), wenn das Zwischenmedium Vakuum ist,

6,37 - 1011 As m—2

€= i="7,201Vm1,
8,85 - 10-12 AsV—Im—1 | L
dagegen fiir Wasser
Cy = 7.20 iV = 8,88 . 10721 Vmt.
81,1

Die Kraft auf eine Probeladung von 10-2° C wird nach (3) gleich
F="720-10"0{N=1734-10"2ikp = 7,20 - 105 t dyn
bzw. mit Wasser als Zwischenmedium

Ty = 8,881- 10712 N,

1.1.2. Arbeit und Spannung im elektrischen Feld

Zur Messung der Geschwindigkeit von «-Teilchen 143t man diese in einem evakuierten Platten-
kondensator gegen ein konstantes elektrisches Feld anlaufen. Die Kondensatorspannung betragt
U = 10000 V, der Plattenabstand ! = 10 ecm. Als Reichweite der Strahlen wird ein mittlerer
Wert ry = 6,5 cm gemessen. Berechnen Sie daraus die Anfangsgeschwindigkeit der o-Teilchen
beim Eintritt in das elektrische Feld. o-Teilchen sind identisch mit Heliumkernen. Der Helium-
kern enthidlt zwei positive Elementarladungen. Die relative Atommasse des Heliums betragt
Age = 4,00.

Losung
Im Plattenkondensator ist mit Ausnahme der Randzonen die elektrische Feldstidrke konstant
(vgl. 2.1.1.). Als Beziehung zwischen Spannung U und Feldstirke € erhdlt man daher

U

!
U= [G-dv=|G1 baw. [6]=—=. (1)
1]

Mit den vorgegebenen Zahlen folgt

10000V

|G| = = 100000 Vm=!.
0,1 m

Die Arbeit im elektrischen Feld ist durch (1.1./3) bestimmt. Im vorliegenden Fall ergibt sich
. 7o
Wpot =Qp [€-dv=Qp [ € dr = Qp [C] 7. @)
c 0

@p bezeichnet die Ladung.
Beim Eintritt in das Feld haben die Teilchen die kinetische Energie

m M
Wyin = Y 0% = 2N: 5% (3)
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(m Masse, M, relative Molekiilmasse, v, Anfangsgeschwindigkeit, N, = 6,022 - 1026 kmol-!
Avocaprosche Konstante). Wir setzen (2) und (3) gleich und berticksichtigen (1). Das liefert

)2
QU = Uy bzw. /“Z\ a€p7oU . 4)
] 2N, M,

Mit den vorgegebenen Zahlen folgt

/2-6,02-10%.2.1,6-10"1°.0,065 - 10*

Vy =
0 4,00 - 0,1

ms1=79.10°ms™,

d. h. knapp 800 km s,

1.1.3. Flichenladungsdichte und elektrische Erregung an der Erdoberfliche
Die Erdoberfliche trégt eine negative elektrische Ladung, die durch positive Ladungen in der
Luft kompensiert wird. Zur Messung des elektrischen Feldes der Erdoberfliche wird ein um die

horizontale Achse drehbarer Plattenkondensator aufgestellt. Seine Platten haben die GroéSe
Ay = 2500 cm?. Sie werden abwechselnd vertikal und horizontal, d. h. parallel und orthogonal

¢
44

'}Y" =

Bild 1.3. Messung der elektrischen
Erregung mit einem drehbaren Plat-
! 7 tenkondensator

zu den Feldlinien gestellt (vgl. Bild 1.3). Die Platten sind mit einem Galvanometer verbunden.
Durch dieses flieBt bei jedem Wechsel im Mittel die Ladung I At = 2,95 - 107'° As. Die Messungen
werden in 100 m Hoéhe wiederholt, wobei sich nur noch ein mittlerer StromstoB von 2,81 - 10-1° As
ergibt. Berechnen Sie daraus die Ladung im Luftraum von 1 km? Grundfldche und 100 m Hohe.

Losung

Wir berechnen die elektrische Verschiebungsdichte oder Erregung aus der Beziehung nach (1.1./6)
J[o-an=g, (1)
4

wobei @ die eingeschlossene Ladung bezeichnet.

Auf der Kondensatorplatte in Bild 1.3 grenzen wir ein flaches Raumgebiet 4V ab. Es habe die
Grundfliche A4 und die Héhe Ah. Im metallischen Medium der Kondensatorplatten ist ® = 0.
Um die Raumladung im Luftraum auszuschlieBen, lassen wir 4% — 0 gehen und erfassen dem-
zufolge nur noch die Ladung AQ auf dem Oberflichenstiick 44 des Kondensators. Damit erhalten
wir aus (1)

D AU =D, 44 = 4Q. 2
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4¢ gibt die Ladung in AV an. Aus (2) ergibt sich fiir die Normalkomponente von ®

4Q 14t
= X bzw. — =
Dy o W n -

(3)
o wird als Oberflichenladungsdichte bezeichnet. Die Feldlinien stehen senkrecht zur Erdober-
fliche und sind in Richtung zur Erde orientiert. Aus der Messung von D folgt € gemiB

7 £=1At'
g &dx

(4)

Mit den vorgegebenen Zahlen erhalten wir
—2,95 . 1071
0,25

. —1,18.10-°
T 8,85.10°12

D= Asm—2 = —1,180 - 10-3 As m~2,

Vm! = —133 Vm~1.
Das Minuszeichen kennzeichnet den Richtungssinn des Feldes zur Erdoberfléache.
In 2 = 100 m Hohe folgt

D= —1,124 - 10~ As m~2, E = —127 Vm™t.

Zur Bestimmung der im Luftraum iiber der Erdoberfliche schwebenden Ladungen gehen wir
aus von (1). Eine Luftschicht der Dicke da hesitze oben die Verschiebungsdichte ® + d®,

44
F+d$ ﬁ
40 S Av=AAdx  Bild 1.4. Zur Berechnung der Ladungsdichte ¢ und der

e ——— Raumladung @ )
P

unten ® (vgl. Bild 1.4). Dann ergibt sich aus (1)
(D+dD)44 — DAA = 4Q. (5)
Hieraus folgt die Raumladungsdichte g

. A9 A4dD dD
o=Ilim —=——=—,
av—o AV A4 dx dz

Im vorliegenden Fall dndert sich ®, gemessen in vertikaler Richtung, um 0,056 - 10-% As m~2.
Daraus folgt
.10-°
o = 205610

sm™ = 0,56 - 10-12Cm3.
100

Im vorgegebenen Raum befindet sich somit die Ladung

@ = 108.10%.0,56 - 10712 As = 56 - 10-¢ C.
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1.1.4. Magnetische Feldstirke $

Eine Zylinderspule der Lénge ! = 20 cm enthalte » = 500 Windungen. Der Radius des kreis-
formigen Wicklungsquerschnitts sei # = 1 cm. Die Lénge kann daher als groBl gegen die Quer-
schnittsabmessungen angesehen werden.

Es soll die Horizontalkomponente des magnetischen Feldes der Erde bestimmt werden. Hierzu
wird eine kleine Magnetnadel in die Spule gebracht und ihre Ablenkung aus der Nord-Sad-
Richtung in Abhéngigkeit vom flieBenden Strom I festgestellt. Dabei ergeben sich die MeBwerte
nach Tabelle 1.

’i‘abelle 1. Ablenkung einer Magnetnadel

Strom I in mA 4 8 12

Ablenkwinkel ¢ in ° 5 10 15

Die hiernach geeichte Magnetnadel zeigt im magnetischen Feld der Erde eine Abweichung von
@ = 7,5°. Berechnen Sie daraus die Horizontalkomponente des Erdfeldes fiir den betreffenden
Ort.

Losung

Das Feld im Innern der Spule kann als rdumlich konstant angesehen werden. Es hingt nur vom
flieBenden Strom I und von der spezifischen Windungszahl n/l ab:

In
81 =3
Im vorliegenden Fall ergibt der Strom I = 0,004 A die magnetische Feldstirke

0,004 - 500
0,20

9] = Am! =10 Am.

Die Auslenkung pp = 7,5° bedeutet daher, da8 die Horizontalkomponente des Erdfeldes

[De| = @tp}a: 1—50-7,5Am—1:15Am—1

betragt.

1.1.5. Messung der magnetischen Flufdichte B

Im Innern einer Feldspule befindet sich eine Induktionsspule aus n; = 1000 Windungen mit der
Querschnittfliche 44 = 3 ¢cm?. Durch einen variablen Widerstand wird der Strom in der Feld-
spule im Verlauf der Zeit At = 8 s gleichméBig bis zu seinem Endwert gesteigert. Wahrend dieses
Prozesses wird in der Induktionsspule eine induzierte Spannung von Uj,q = 160 pV gemessen.
Berechnen Sie daraus die magnetische FluBdichte im Innern der Feldspule. Wie groB3 ist die
magnetische Feldstiarke $, wenn sich in der Spule Luft befindet?
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Losung

Nach dem Induktionsgesetz (1.1./20) erzeugt die Anderung des magnetischen Flusses [[%-dY
durch eine Fliche 4 in der Umrandung die Spannung

0
g = —— . . 1
Uing atff% dy 1)
4

Wir setzen eine so kleine Querschnittflache 44; voraus, da wir in jedem ihrer Punkte mit dem
gleichen Wert der magnetischen FluBdichte rechnen kénnen. Insgesamt hat die Induktionsspule
ny Windungen. In jeder Windung wird beim Aufbau des magnetischen Feldes die gleiche Span-
nung induziert. Diese Spannungen summieren sich. Man erhélt damit fiir den tber die Zeit At
erstreckten gleichmafigen Proze als induzierte Spannung

oB
Uing = —nyd4; i

bzw. far die FluBdichte

At
— [ Ujpg dt
ot __ Umadt @)
ny A4y ny A4y

Durch Einsetzen der Zahlenwerte ergibt sich

. 1056 -
B = 160-107-8 Vsm—2 = —4,3-10-3 Vsm~2.
10003 .10

Fir die magnetische Feldstarke folgt

mit speziellen Werten

p— . —3
H = __M._ Am—1= —3,4.103 Am1.
4r - 1077

Das entspricht dem Feld im Innern einer 10 em langen Spule aus 100 Windungen bei 3,4 A Strom-
stirke.

A Aufgaben

Al Berechnen Sie die elektrische Erregung ® und die elektrische Feldstirke ¢
im Abstand 7 = 10"m von einer Elementarladung e = 1,6-10"1° As (¢ = ¢,
= 8,85 - 10712 AsV-1 m™).

Ald.2. Wie groB ist die Kraft, mit der zwei entgegengesetzt geladene Elementarteil-
chen im Abstand » = 1071° m einander anziehen?
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A 113

Al.14.

A1.1.5.

A1.1.6.

A1.1.7.

A1.18.

A1.1.9.

A 1.1.10.

A1.1.11.

Al1.1.12.

A 1.1.13.

Im Mittelpunkt einer Kugel von einem Meter Durchmesser befindet sich eine
negative Ladung von 10-¢ C. Berechnen Sie die dielektrische Verschiebung und die
elektrische Feldstirke auf der Kugel. Die Kugel ist aus einem Material mit ¢, = 1,5.

Zwischen zwei Kondensatorplatten betrigt die Spannung 220 V. Wie gro8 ist im
Kondensator die elektrische Feldstidrke? Der Plattenabstand betrdgt 1 cm.

Welche Spannung ist erforderlich, um ein Elektron der Anfangsgeschwindigkeit
vo = 10"ms! auf die Geschwindigkeit Null abzubremsen? Elektronenmasse
m=9,1-10"kg.

Welche Kraft wirkt auf ein Schwebetrépfchen, das eine Elementarladung tragt,
im homogenen Feld eines Kondensators mit der Spannung U = 10*V und dem
Abstand I = 1 em der Kondensatorplatten?

Ein kugelférmiges Schwebeteilchen der Dichte ¢ = 1 g em~ mit dem Durchmesser
2r = 1,0 um befindet sich zwischen den Platten eines Kondensators. Die Spannung
betragt U = 220 V, der Plattenabstand I = 1 cm. Wie gro8 mufl die Ladung @
sein, wenn die elektrischen Krifte der Erdanziehung das Gleichgewicht halten
sollen?

Wie groB ist der effektive Verschiebungsstrom durch eine Fliche von 5 - 10° m?,
wenn in der Nihe eines UKW-Senders die Frequenz f = 100 MHz = 10® Hz und
die Feldstarke 0,5 Vm~— betragen?

Wie groB ist die magnetische Feldstirke $ im Innern einer 20 cm langen Zylinder-
spule aus 16000 Windungen bei einem Strom von 0,5 A? Der Querschnitt ist kreis-
formig.

Eine 10 em lange Spule enthilt 7000 Windungen. Der Radius des kreistsrmigen
Spulenquerschnittes betriigt 0,5 cm. Die Querschnittsfliche des Kupferdrahtes
(spezifischer Widerstand 1/y = 0,017Q mm?2 m?) sei gleich 0,25 mm?. Wie grofl
ist die magnetische Feldstérke im Innern der Spule, wenn eine Gleichspannung von
220 V anliegt?

Berechnen Sie zur vorangegangenen Aufgabe die induzierte Gegenspannung in der
Spule, wenn der Strom in einer Zeit von At = 0,001 s abgeschaltet wird.

Um eine Feldspule ist eine Induktionsspule aus 4000 Windungen gewickelt. Die
Induktionsspule sitzt unmittelbar auf der Feldspule, so daB die riicklaufigen Feld-
linien auBerhalb der Feldspule die Messung nicht stéren. Als Querschnittsflache ist
tiir beide Spulen 44 = 5 cm? zu setzen. Der in der Feldspule flieBende Strom wird
in der Zeit 4t = 0,1 s abgebaut. Dabei wird in der Induktionsspule eine mittlere
Spannung von 30 V gemessen. Wie grol war die magnetische FluBdichte?

Berechnen Sie die magnetische Spannung bei der Bewegung zwischen dem Anfang
und dem Ende im Innern einer Zylinderspule, bestehend aus 10000 Windungen,
wenn in der Spule der Strom I = 2 A flieBt. Stérungen des homogenen Feldes an
den Spulenridndern sind zu vernachlissigen. Wie groB ist die magnetische Spannung
zwischen dem Anfangs- und dem Endpunkt, wenn man sich im AuBenraum bewegt?
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1.2. Potential und Gradient — elektrisches und magnetisches Moment

E Einfiihrung

Ist eine skalare Grofle @ oder eine vektorielle Grofle € eine Funktion des Ortes, so
spricht man von einem skalaren oder vektoriellen Feld. Um die vorzeitige Festlegung
auf ein spezielles Koordinatensystem zu vermeiden, ist es zweckmifig, die Ab-
héngigkeit einer FeldgroBe von den Raumkoordinaten als Funktion des Orts-
vektors v darzustellen. Skalare und vektorielle Felder sind also allgemein in der Form

@ =d(r), € =C0C{) 1)

gegeben. In Cartesischen Koordinaten x, y,z sind der Ortsvektor und sein Diffe-
rential durch

v =i+ yj + 2f bzw. de =dei+dyj+ dzf (2)

bestimmt.
Fiir die Anderung einer skalaren Grofle @ beim Fortschreiten im Raum erhélt man
in Cartesischen Koordinaten nach dem Satz vom totalen Differential
od oD oD
dp = —da + —d —dz.
® Bmdr+3y v 0z ¢ ®)

Hierin 148t sich die rechtsstehende Summe als skalares Produkt zweier Vektoren

od . 0D, oD
d@—(-%lﬂ‘-a—ylﬁ- =

)-(dxi+dyj+dzf)

auffassen. Der erste Vektor rechts

o, o®, 0D,
grad@z——‘w—}——]-{—a—z

4
ox oy @

definiert in Cartesischen Koordinaten den Gradienten. Durch Anwendung des
Vektoroperators grad auf ein skalares Feld wird dieses in ein Vektorfeld umge-
wandelt.

Mittels (4) kann die riumliche Anderung der skalaren Grofe @ in der Form

d® = grad @ - dx (5)

dargestellt werden. Man schreibt den Gradienten (4) daher formal auch als Ableitung
der skalaren Ortsfunktion @(r) nach dem Ortsvektor v:

do , 0 . 0 0
grad@:a—:<ta+1@+fa)®. (5a)
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Um zu einer vom speziellen Koordinatensystem unabhiingigen Definition des Gra-
dienten zu gelangen und seine Eigenschaften zu erkennen, betrachtet man die
Niveau- oder Aquipotentialflichen der als differenzierbar vorausgesetzten skalaren
Ortsfunktion @(x). Bei der Bewegung auf einer Niveaufliche @ = @, gilt d® = 0.
Bezeichnet daher dr, das Differential eines der Tangentenvektoren im Punkt P auf
der Niveaufliche, so ergibt sich aus (5) als Beziehung zu dem im Punkt P errichteten
Gradienten

(dD)gr, = grad @ - dyy, = 0.

Da weder grad @ noch dr, gleich Null sind, mussen grad @ und dy, aufeinander
senkrecht stehen. Das bedeutet, daBl der Gradient auf der Niveaufliche senkrecht
steht (vgl. Bild 1.5).

Wie man aus der Beziehung (5) entnimmt, ist die Anderung der skalaren Orts-
funktion @ bei vorgegebenem dr dem Betrage nach am grofiten, wenn grad @ und dr

grad ¢

'b P
Bild 1.5. Gradient und Aquipotentialflichen
/ Aquipotentialfliche ®(, y, 2) = const, dr, Differential eines
/ Tangentenvektors an die Aquipotentialfliche im Punkte P

gleichgerichtet sind; der Gradient gibt somit die Richtung stirkster Anderung der
skalaren Ortsfunktion an. Sein Betrag ist gleich dem Differentialquotienten in Rich-
tung stirkster Anderung von @, also orthogonal zur Niveaufléche.

Fiir die Losung vieler Probleme ist es zweckméBig, Zylinder- oder Kugelkoordinaten
einzufiihren.

Der Zusammenhang zwischen Cartesischen und Zylinderkoordinaten ist durch

T =7 Ccos @, y =rsing, 2=z (6)
festgelegt.
Die VektorgroBe € wird in Zylinderkoordinaten mittels

€ =Ce, +Che, + Ce, (7

dargestellt. Hierbei stehen die drei Einheitsvektoren e,, e,, e, aufeinander senkrecht.
e, gibt die Richtung wachsender Werte » an, wenn die tibrigen beiden Koordinaten
@ und z festgehalten werden. Analog sind e, und e, definiert. e,, e,, e, bilden ein Rechts-
system.

Die Vektorkomponenten €,, €,, €, hdngen mit den Cartesischen Komponenten
gemdf

€, =€, cosp+ €, sin g,
C, =—C,singp 4 €, cos p, (8)
=G,

&S
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zusammen. Der Gradient schreibt sich in Zylinderkoordinaten

oD 1 0@ oD
d® = — —— e, —e, |
grad @ ar o + r op T & ®

Kugelkoordinaten sind mit Cartesischen Koordinaten durch
x = r8in ¢ cos @, y = rsin ¥ sin ¢, z =rcosd (10)

verkniipft. Die Vektorgrofie € wird in Kugelkoordinaten gemés

€= @,—67 -+ @4,% -+ @19619 (11)

dargestellt mit
€, =G, sin ¥ cos ¢ 4 €, sin 9 sin ¢ + €, cos ¢,
€y =€, cos & cos ¢ + €, cos ¥ sin ¢ — €, sin &, (12)
€, = —C,sin ¢ + €, cos ¢.

Fiir den Gradienten ergibt sich in Kugelkoordinaten

oD 1 oD 18P
grad@zﬁer+m%€¢+7_eg. (13)

Der Gradient ist fiir die Berechnung des Integrals tiber ein Vektorfeld bei vor-
gegebenem Weg € von Bedeutung. In Cartesischen Koordinaten kann man das
Kurvenintegral schreiben

fE-dr = [(C,dx+ 6, dy + €, dz). (14)
C c

Im allgemeinen ist (14) von der Wegkurve C abhéngig, d. h., die Integration iiber
eine geschlossene Kurve hat ein von Null verschiedenes Ergebnis:

PE-dr 0. (15)

LaBt sich dagegen das Vektorfeld €(r) als Gradient einer skalaren Ortsfunktion bzw.

eines Potentials —®(r) ausdriicken, gilt also
do
dr’

so folgt, (16) in (14) eingesetzt und (5) beriicksichtigt,

€(r) = —grad @(r) = (16)

Py
[@Z«dr:— %%-dr:—/d(b:@(ﬂ)—@(h). (17)
(:‘ c Py
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P, und P, geben dabei Anfangs- und Endpunkt der Integration an. In einem Vektor-
feld @(x), das sich als Gradient des Potentials —®(r) ausdriicken 148t, ist somit das
Linienintegral (14) nicht vom Weg C, sondern nur von Anfangs- und Endpunkt der
Integration abhéngig. Fiir das Integral iiber einen geschlossenen Weg C in einem
derartigen Vektorfeld (16) erhdlt man (wenn @(r) in dem von C eingeschlossenen
Gebiet iiberall stetig ist)

P E(x) - dr = —¢ grad d(x) - dr = B(P) — B(P) = 0. (15a)

Die nach (1.1./4) definierte Spannung
U=[G-dr
¢

in einem elektrischen Feld € ist im allgemeinen von der speziellen Form der Weg-
kurve C und nicht nur von den Endpunkten P; und P, abhéngig. Nur wenn sich das
elektrische Feld € als Gradient einer skalaren Ortsfunktion —®(r) ausdriicken 140t,
ist die Spannung vom Weg unabhéngig. In diesem Falle folgt analog (17)

P, p,
U= [G-dt = —[grad @ dv = ®(P,) — B(Py), (18)
P, P,

d. h., die Spannung ergibt sich als Differenz der Potentiale in den beiden Punkten P,
und P,.

Das Potential ist bis auf eine willkiirliche additive Konstante bestimmt, iiber die
man so verfiigen kann, dafl @(co) = 0ist. Identifiziert man daher in (18) den Punkt P,
mit einem vorgegebenen Punkt P, des Feldes und laft P, ins Unendliche riicken,
so folgt aus (18)

U= fm(s dr = ®(P,). (19)

Py

Das Potential @(P,) eines Punktes P, im elektrischen Feld € gibt also die Spannung U
zwischen diesem Punkt und dem Unendlichen an. Die Ladung @ hat im elektrischen
Feld € die potentielle Energie

Woor = QD(Py). (20)

Sie gibt die Arbeit an, die aufzuwenden ist, um die Ladung in das Unendliche zu
transportieren.

Ein elektrischer Dipol wird von zwei gleich grofen, entgegengesetzten elektrischen
Ladungen gebildet, die im allgemeinen nahe benachbart sind. Gibt @p die positive
elektrische Ladung des Dipols an und bezeichnet At den Vektor, gezogen von der
negativen zur positiven Ladung, so definiert man den Vektor

me=@Qodr|  [Imf]=Ams @1)
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als elektrisches Moment des Dipols. Die potentielle Energie eines Dipols mit dem
elektrischen Moment 11, in einem duBeren elektrischen Feld € errechnet man aus den
Potentialen der beiden entgegengesetzten Ladungen (vgl. 1.2.4.). Bezeichnet
@(r) = @ das Potential am Ort der negativen Ladung, @(r + 4r) = @ 4 AP das
am Ort der positiven Ladung, so folgt nach (20)

do
Wy = —@p® + o <¢+d—r-ﬁr) = —m, - C. (22)

Die potentielle Energie eines Dipols ist also von der Stellung des Dipols im elek-
trischen Feld abhéngig.

Fiir das Drehmoment 9t eines elektrischen Dipols m, im elektrischen Feld € erhilt
man das vektorielle Produkt

MW = m, x G. 23)

Sein Betrag ist am grofiten, wenn m und € zueinander senkrecht stehen. Die Gleich-
gewichtslage M = 0 ergibt sich somit, wenn m, und € parallel gerichtet sind.

Bei magnetischen Substanzen treten die entgegengesetzt wirkenden Pole stets paar-
weise auf und sind nicht voneinander zu trennen. Magnetische Korper sind also
stets Dipole. Thr.magnetisches Moment 1, ist durch das im homogenen Magnet-
feld  auf den Magneten wirksame Drehmoment

M =my X9 (24)
definiert. Das magnetische Moment hat die Einheit
[mal] = Vm's. (25)

Die Polstédrke P wird durch die zu (21) analoge Formel
my, = P A (26)

definiert. At ist vom magnetischen Stidpol zum Nordpol gerichtet. Als Einheit der
magnetischen Polstédrke folgt aus (26)
(11 |] ,
[P] = = Vs = Wh. 27)
] (
Fir einen Elektromagneten, der aus einer vom Strom I durchflossenen Windung
der Fldche 44 besteht, betrdgt das magnetische Moment

My = ul AU, (28)

Der Flachenvektor A9 steht auf der vom Strom / umfahrenen Fldche senkrecht.
Er ist so orientiert, daf} in seiner Blickrichtung die Fliche vom Strom I im mathe-
matisch positiven Drehsinn durchflossen wird. Bei einer Spule aus » Windungen
betridgt das magnetische Moment

| tim = unl A% |. (29)
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P Probleme

1.2.1. Arbeit im inhomogenen elektrischen Feld

Im Punkt P; mit den Koordinaten 2, = —5,y; = 0, z; = 0 befindet sich eine positive elektrische
Ladung @, = @ = 10-8 C. Eine gleich grofie negative Ladung @, = —@ ist im Punkt P, mit
den Koordinaten z, = +5, y, = 0, 2z, = 0 konzentriert. Vom Punkt 4 mit den Koordinaten
24 =0, yg =1, 24 = 0 wird eine Ladung Qp = —10~2° C auf der verbindenden Geraden zum
Punkt B mit den Koordinaten zg = 1, yg = 0, 2z = 0 gebracht. Berechnen Sie die hierfiir er-
forderliche Arbeit. Wie groB ist diese, wenn der Ladungstransport auf der y-Achse von 4 nach
dem Koordinatenanfangspunkt 0(0, 0, 0) und von dort nach B erfolgt? Wie groB ist die Spannung
zwischen den genannten Punkten iiber die vorgeschriebenen Wegstrecken?

Losung

Jede der beiden Ladungen erzeugt ein kugelsymmetrisches Feld. Das resultierende elektrische
Feld ergibt sich daraus durch Uberlagerung:

g en 1 ettt "

@ =
dre Tt Ame T Yo — a4 — 6l + -2

Das Linienelement des vorgegebenen Weges C schreiben wir als Vektor
dt = dwi+dyj+ dzf. (2)

Hieraus folgt fiir die Arbeit bei der Bewegung der Ladung Qp

WzQPf@.der_PfZQi(z—xi>dx+<y—yi>dy+<z~zi>dz_ @)
C

dme, Ve —a2 + (y —9)° + (e — 2)*

Den vorgegebenen Weg C stellen wir gemifl

2= a(t), y = y(t), z = z(t) (4)

dar. Der Parameter; ¢ lauft von ¢4 = 0 bis tg3 = 1. Im Fall der geraden Verbindung zwischen
den Punkten P, und P, ist

aty=t, yt)=—t-+1, 2t =0; t,=0, tz=1.

Durch Einsetzen von (4) in (3) erhalten wir

ts
da dy dz
(2(t) — 2) 4 (w®) — 9) L + (alt) — 2) —}
w— Lo [z@i[ d dt e )
iy J 3 Vi) — aiF + 0 — ui + 0 — P

Dieser Ausdruck ist nur von den Endpunkten und nicht mehr von der Wegkurve C' abhingig.
Unsere Losung ist daher fir beide vorgegebenen Wegkurven identisch. Die Integration ergibt,

wie man sich durch Differenzieren iiberzeugt, .

W_Q_P

- ZQZ{ — ]“’. (6)
dre T V) — miF F 0 — 0:F + 0 — P s
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Zahlen eingesetzt, folgt

L) s=75.1007.

w
155)

e Ve ks Ua iy SN S O
4w 8,85 - 1072 | )5 + 136 + 126

Die Spannung zwischen den beiden Punkten betrigt somit

. 10-10
U= ___7’5101?0 V=15V.

1.2.2. Potential des elektrischen Feldes

In den Punkten P; und P, befinden sich die Ladungen @, = 10-7C und @, = 2 .10-7C. Die
Ortsvektoren der Punkte P; und P, seien 1; = 2i — j + 4f und 1, = —2i 4 | — 4f. Bestimmen
Sie das Potential des elektrischen Feldes, und berechnen Sie die Potentialdifferenz zwischen
den Punkten 4(2, 1, 0) und B(—2, —1, 0). Welche Gleichung hat die durch den Koordinaten-
anfangspunkt hindurchgehende Potentialflédche?

Losung

Das elektrische Feld kénnen wir in der Form

1 Qilt — 1)

=~ vy T 1
e T Y — )
schreiben. Fir das Potential @ gilt die Beziehung (vgl. 1.2./13)
(‘f:—grad(b=~@. (2)
dr
Daraus folgt
D = — @-dt:—-ifZQi(r—_ri)sdr. 3)
mey J T Yl — )
Wir fithren die Integration aus und erhali:en
1 .
oLy % .o @

me0 T V(v —1)?

Die Konstante C legen wir so fest, dal @ die Arbeit angibt, um eine Ladung der Stirke @ = 1 As
aus dem Unendlichen zum Punkt mit dem Ortsvektor t zu bringen. Das bedeutet @(r) — 0,
wenn |t| unbeschrankt wéchst, also

lim® = 0. (5)

Jt]—>o00
Diese Bedingung ist nur erfillt, wenn C den Wert Null hat. Somit gibt

Q;
Vo — )2

1
= —
47560%1

3 Schilling, Felder
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bzw.
1 107 2.1077

= V
dr - 8,85 - 10712 [V(x — 22+ (y+ 12+ (z — 42 * Ve +22+ @y —12+ (e + 4)2}
)

das gesuchte Potential an.
Far die Aquipotentialflichen erhdlt man die Gleichung

—-Qi = const. (8)
i Y@ —r)?

Im vorliegenden Fall gilt, den Faktor 10-7 ausgeklammert,

1 2
+
Ve—2F ++ D2+ G427 Vet 2P+ (y— 17+ + 47

= const. 9)

Die durch den Koordinatenanfangspunkt gehende Flidche ergibt sich, indem man die Konstante
firz =0,y =0, z = 0 bestimmt:

! 2 = 1 Vﬁ:consb.

Ve+1+16  Vi+iiie 7

SchlieBlich folgt aus (7) als Potentialdifferenz zwischen den Punkten 4(2, 1, 0) und B(—2, —1,0)

U = o(4) — 0(B) 10-7 (1 2 1 2

_ d — =+ = — —= — —|V=—42V.
4m . 8,85 - 1012 120 V32 }/?E 1/%)

1.2.3. Potential des kugelsymmetrischen Feldes

Berechnen Sie das Potential des elektrischen Feldes

G .

dmeyr® r

(1)

mit @ = 10-8 C. Wie groB ist das Potential im Abstand » = 10 m von der Ladung @? Welche
potentielle Energie hat dort die Ladung Qp = 108 C?

Losung
Das elektrische Feld € ergibt sich aus dem Potential @ gemil
€= —grad ®. (2)

€ hat die Richtung des Radiusvektors r. Es besteht in (1) nur eine Abhéngigkeit von der Ko-
ordinate r. Wir verwenden daher Kugelkoordinaten. In diesen schreibt sich der Gradient nach
(1.2./13)

oD 1 o9 1 00

dd =— — — —ey. 3
sre or er+7“sin19 op ¢+ r 99 e ®)
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Die elektrische Feldstdrke besitzt nur eine Komponente in Richtung e, = L . Daher muB das
Potential sowohl von ¢ als auch von ¢ unabhéngig sein: r

oD oP
— =0, — =0. 4
op o @)

Fur die Abhéngigkeit von  ergibt sich aus (1), (2) und (3)

woraus durch Integration folgt

Q dr‘:i (5)

D= — .
dreyr? drveyr

Die Integrationskonstante ist gleich Null. Sie ist damit so festgelegt, daB3 das Potential fiir » — oo
verschwindet.
Auf einer Kugel im Abstand » = 1 m folgt als Potential

10-%
= —— V=899V,
4m - 8,85-10712. 10
Die potentielle Energie der Ladung Qp = 10~% C ist im Abstand » = 1 m somit gleich

Wpot = 1076 - 8,99 J = 8,99 uJ.

1.2.4. Elektrisches Moment eines Dipols

Im homogenen elektrischen Feld, dessen Potential in Abhdngigkeit von den Raumkoordinaten
durch

D =00, + D, Dy = 20000V, ®,” = 10000 V m—* (1)
gegeben ist, befindet sich ein elektrischer Dipol. Er trigt die Ladungen +@p = +10-3C, deren

Abstand voneinander 7 = |4r| = 1 cm betridgt. Berechnen Sie das auf diesen Dipol wirkende
Drehmoment 9t, wenn der Dipol quer zu den elektrischen Feldlinien gestellt ist (vgl. Bild 1.6).

S
£
7] N 7/
_aD > 3‘( 11*00

' . .

Bild 1.6. Das elektrische Moment n1, eines
Az s Dipols. Das Drehmoment It = m, x €

weist in die Zeichenebene, € kennzeichnet

- y ein homogenes Feld

‘g
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Wie stark ist die Auslenkung, wenn der Dipol sich an einer drehbaren Aufhédngung mit der Winkel-
richtgrofe D* = 10~* Nm rad~! befindet?
Losung

Die potentielle Energie der Ladung —@p an einem Punkt mit dem Potential @ betrdgt nach
(1.2./20)

Woot = —@p®. (2)

Wir berticksichtigen, daf sich das Potential bei Fortschreiten zum Ort der positiven Ladung @p
verdndert. Es hat dort den Wert

@ +dP = D + grad @ - 4x, (3)

wobei At die Anderung des Ortsvektors bezeichnet. Fiir die potentielle Energie des Dipols folgt
somit, € = —grad @ beachtet,

Wp = —Qp®P + Op(® + grad @ - Ar) = —Qp Ax - €. 4)
Den Ausdruck
Qp At = m, (5)

definieren wir als elektrisches Moment des Dipols. Es stellt einen Vektor dar, der von der nega-
tiven zur positiven Ladung gerichtet ist. Sein Betrag ist im vorliegenden Fall

|me] = 1078 - 1072 Asm = 1071 Asm.
Wir bezeichnen die auf die negative elektrische Ladung wirkende Kraft durch

F. = —QpG. (6)
Die auf die positive Ladung wirkende Kraft ist gleich

J+ = @pC. (7)

Beide Krifte sind nur im homogenen elektrischen Feld dem Betrage nach gleich. Sie bewirken
das Drehmoment

M=% 1 xF= — o e xFo+ %Arx&:QDmx@
bzw. nach Definition (5)
M=mxC | (8)

Das Drehmoment ist gleich dem Vektorprodukt aus elektrischem Moment und elektrischer
Feldstirke.
Im vorliegenden Fall ist nach (1)

€ = —grad® = —P,1.
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Das elektrische Feld hat also die Richtung der negativen z-Achse. Steht der elektrische Dipol
quer zu den Feldlinien, hat er also die Richtung der y-Achse, so folgt nach (8) als Drehmoment

i i £
M=m,xE=|0  Qpl 0 |=rtdQpl.
—0/0 0

Einsetzen der Zahlenwerte liefert fir das in Richtung der z-Achse orientierte Drehmoment
M, = 10000 - 108 .10-2J = 10-°J.

Die Auslenkung ¢ wird durch die Beziehung
M| = Dy

bestimmt. Hieraus folgt fur den ‘Auslenkwinkel

IS —6
p = B = &rad= 0,57°.
D 10—

Das relativ starke elektrische Feld bewirkt eine nur geringe Auslenkung des hochgeladenen
Dipols.

1.2.5. Potential und Feld des elektrischen Dipols

Ein elektrischer Dipol tragt die Ladungen --Qp = 4108 C. Der Abstand beider Ladungen ist
gleich [ = |Ar| = 1 cm. Bestimmen Sie das vom Dipol ausgehende elektrische Feld im Abstand
r=2m.

Losung
Nach (1.1./8) und (1.1./15) erzeugt die Ladung Qp, das kugelsymmetrische Feld

o 2 (1)

dregr?

@

Das Potential dieses Feldes ist gemd8 1.2.3. durch

Q_D 2)

dme,r

gegeben. Zwei entgegengesetzte Ladungen ergeben nach (1.1./9) und (1.1./15) das Feld

@+_=Q_D(1_?:__LE>‘ (3)

drey \r,2 7y r2 7

Es 148t sich aus dem Potential

D, = 9 (i _ i) (4)

drey \ 7y r_
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ableiten. In (3) und (4) bedeuten r, und r_ die von den Ladungen +@p und —Qp zum Aufpunkt P
gezogenen Vektoren.
Fir nahe benachbarte Ladungen schreiben wir
Ax At
to=1——, r_=r—|—?. (5)

&

Nach dem Cosinussatz gilt fiir [dr] << [x|

Ax? r-Ar
r+=Vr2+T—r~Ar=r— rwat (6)
2 .
7_:1/72+£+r~dr=r+tdr. (7)
/ 4 2r

Damit folgt aus (3) fiir das elektrische Feld des Dipols

w©

G @p (_At+3r-dr r) 1 (_me+ 3m;2~rr)

dreyrd 2 4reyr®

aus (4) fir das Potential

_ @Qp 1r-dr _ Mgt
dreg, 18 4megrd

Pp

Fir Aufpunkte P, und P, auf der verlingerten Dipolachse gilt

Mg+ T = FMer (10)
(oberes Vorzeichen fiir gleiche, unteres fﬁr entgegengesetzte Orientierung von m undz). Daraus
folgt A

Cpop, = ol — 9ol . \ (11)

27gyrt 2meyrt

Das Potential wird gleich
Mg 0 QDl
==

Pp, p,= + .
bR 4reyr? 4meyr?

(12)

Die Feldstirke ist im Punkt P, dem Radiusvektor gleich-, im Punkt P, entgegengerichtet. Fir
die GroBe der Feldstirke ergibt sich

—8 . 102
@pl _ _ 107%-10 Vet = 0,225 V-t
23 27 - 8,85 .10-12. 28

Das Potential erhidlt man aus (12):

10-% - 10-2
Gp po= LV — 10225V,
PrPe ™ =4 .8,85. 106-12. 22 -
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Fur Aufpunkte P; und P, oberhalb und unterhalb des Dipols folgt wegen m, -t =0 aus (8)
die Feldstirke

— —Me
= T
4rme,rd

d. h. ein Feld entgegen dem Richtungssinne des elektrischen Moments der GroBe

Qpl 10-% . 102
dregr®  4m - 8,85.10712. 23

Vm—1 = 0,112 Vm~1.

In den Punkten P; und P, wird das Potential gleich Null.

1.2.6. Magnetisches Moment eines permanenten Magneten

Ein permanenter Magnet befindet sich in einer Aufhdngung mit der WinkelrichtgroBe
D =5,5-10"2Nmrad—!. Es wird ein Magnetfeld der Stirke 2,5 - 10* A m~* eingeschaltet, das
senkrecht zur Ruhelage des aufgehdngten Magneten gerichtet ist (vgl. Bild 1.7). Dieses Magnet-
feld bewirkt eine Auslenkung aus der Ruhelage von ¢ = 8,5°. Berechnen Sie daraus das magne-

Wy=Pdx

Aw x| A4 .L»

1 ~ -
~ =

N

Bild 1.7. Permanenter Magnet SN im homogenen Magnetfeld $. A Aufhingepunkt
(Schwerpunkt des Magneten)

tische Moment des permanenten Magneten. Welche Windungszahl muB eine Spule mit dem
Offnungsquerschnitt 44 = 10 cm? haben, die vom Strom 1 A durchflossen wird, wenn sie das
gleiche magnetische Moment wie der permanente Magnet aufweisen soll?

Losung

In Analogie zum elektrischen Moment definiert man nach (1.2./26) als magnetisches Moment
den Ausdruck

my, = P4z, (1)

Dabei ist At im Magneten entgegen dem Feld B vom Siidpol zum Nordpol gerichtet. P bezeichnet
die Polstédrke eines Magneten. Das Drehmoment im Magnetfeld der Stérke § wird geméf (1.2./24)

gleich
M =11y, X 9. ‘ @)
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Die Auslenkung ¢ hdngt vom riicktreibenden Drehmoment ab, das durch die WinkelrichtgréBe D
bestimmt ist. Fir nicht zu groBe Auslenkungen gilt die Beziehung

M = D. (3)

@ hat die Richtung des Drehmomentes und den Betrag des Winkels . Wir setzen fur I den
Zusammenhang (2) zwischen dem magnetischen Moment und der magnetischen Feldstirke ein.
Daraus folgt als Auslenkwinkel

g= ﬁlpx—@. (4)

Steht  senkrecht zur Ruhelage des aufgehéingten Magneten, so ergibt sich

|
= %Y bzw. My = % , (5)

mit Zahlenwerten

_55-102.85-«

iy = e Vins = 3,26+ 107 Vins. (6)

Fiir einen Elektromagneten ist nach (1.2./28) sowie nach 3.2. das magnetische Moment durch

My = gnl AU (7)
bestimmt. Soll der Elektromagnet das magnetische Moment (6) besitzen, so muBl die Windungs-
zahl gleich

ne _m 3,26 - 107

= = = 259
ol A4 4w -1077.1.1073

sein. Wenn also die Spulenflidche 10 cm? betrigt, sind bei 1 A Stromstérke » = 259 Windungen
erforderlich, um elektromagnetisch die gleiche Wirkung wie mit dem permanenten Magneten zu
erzielen.

1.2.7. GauBsches Yerfahren zur Messung der magnetischen Feldstirke
und des magnetischen Moments

Es sollen die magnetische Feldstdrke §, eines duleren Feldes und das magnetische Moment m,,
eines vorgegebenen Magneten bestimmt werden. Hierzu laB8t man den Magneten my, im Feld 9,
um seine stabile Gleichgewichtslage kleine Schwingungen ausfithren und mift die Periodendauer z.
Danach wird der Magnet my, derart angeordnet, dafl seine Achse senkrecht zum Feld §, gerichtet
ist und genau auf den Schwerpunkt O’ eines Hilfsmagneten m’ weist. Infolge des von my, aus-
gehenden Feldes § erfahrt der Hilfsmagnet m’ eine Auslenkung aus der $,-Richtung um den
Winkel . Bestimmen Sie die Feldstérke $, und das magnetische Moment n,;,, wenn fir die Peri-
odendauer v = 1,25s und fiir den Auslenkwinke]l ¢ = 2,15° gemessen werden. Das Trigheits-
moment des Magneten m, betragt J = 2,4 - 10~ kg m2. Der Abstand zwischen den Schwer-
punkten beider Magneten bei der Messung der Auslenkung des Hilfsmagneten ist gleich r =1,60 m.
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Losung

Nach (1.2./24) wirkt im Magnetfeld $, auf einen Magneten mit dem magnetischen Moment m,
das Drehmoment

M = my XDo- (1)

Ein freischwingender Magnet stellt sich daher so ein, dal das Drehmoment verschwindet, daB also
my, und 9, gleichgerichtet sind. Dreht man den Magneten um den Winkel p << 7 aus der Gleich-
gewichtslage, so wirkt auf ihn ein ricktreibendes Richtmoment D, das durch

M = Dy @)

bestimmt ist. Fur kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage kann man den Betrag des
Drehmomentes in der Form

(M| = [y X Dol = 1 |Dol sin @] & mpy [Ho] ] ®3)

schreiben. Hieraus folgt
D = mpy [Dol - 4)

Die Periodendauer v einer Drehschwingung ist durch

= 2n V% _on meJJ — (5)

festgelegt, wobei J das Tragheitsmoment des Magneten bedeutet. Aus der Messung der GréBe ©
148t sich somit bei bekanntem J das Produkt aus der Feldstirke §, und dem magnetischen
Moment my, ermitteln.

Zur Bestimmung des vom Magneten my, ausgehenden Feldes § wenden wir die Formel (1.2.5./8)
an und fithren einen Analogieschluf3 von den in 1.2.5. betrachteten elektrischen auf magnetische

?) * %«7 ‘60

Bild 1.8. Auslenkung ¢ des Hilfsmagneten m’ im duBleren Feld
und im Feld $, des untersuchten Magneten 1y,

%

Felder. Anstelle der elektrischen Feldstérke € haben wir die magnetische Feldstérke , anstelle
der Dielektrizitdt ¢ die Permeabilitidt 4, anstelle des elektrischen Momentes m, das magnetische
Moment my, zu setzen. Damit folgt

1 3 T
$=W(—mm+ i;nz—— r) ‘ (6)




42 1. Grundgesetze des elektromagnetischen Feldes

Liegt der Aufpunkt im Abstand > |4t| auf der verldngerten Magnetachse, so ergibt sich (vgl.
1.2.5./11)
My

()

==

= r.
2 pgrt

Wir messen die vom Dipol erzeugte Feldstirke $ aus ihrer Wirkung auf den Hilfsmagneten m’.
Dieser stellt sich in Richtung des resultierenden Feldes § + , ein (vgl. Bild 1.8).
Der Auslenkwinkel aus der Richtung §, ist somit durch

[Do 2 | Dol

tang =

bestimmt. Mit den vorgegebenen Werten folgt aus (5)

2,4.10-3

J = 0,0606 J
1,25.

g |0l = 42 -g— —4n.

und aus (8)

'%il = 2mugrd tan g = 2w - 4w - 1077 1,6% - 0,0375 Vm3?s A-1 = 1,21 - 10-6 Vm?s A-1,
o

Daraus ergibt sich

My =2,71-104Vms, [ =224 Am-1.

A Aufgaben

A1.2.1. Wie lautet das Potential des elektrischen Feldes
E=(10Vm*+420Vm22)i- (20 Vm— — 10 Vm—2y){ — 15 Vm—* §?
Al.22. Bestimmen Sie das Potential des elektrischen Feldes (in Zylinderkoordinaten)
z 1
) (—0 e,———ez>.
2 r
A1.2.3. Berechnen Sie grad Ln , grad e”, grad (z ei?r).
7
Al.24. In den Punkten (1,0,0) und (—1, 0, 0) befinden sich elektrische Ladungen der
Stérke 10-% C. Wie grof8 ist die Spannung zwischen den Punkten (—0,9, 0, 0) und
(4+0,9,0,0)?
A1.25. Wie groB ist in der vorangegangenen Aufgabe die Spannung zwischen den Punkten
(—0.,9, 0, 0) und (0, 0, 0)?
A1.2.6. In einem Plattenkondensator mit dem Plattenabstand 20 cm wird die Feldstarke
€] = 1000 V m~! gemessen. Wie groB ist die Spannung?
A1.2.7. Ein Elektron lduft in einem Plattenkondensator gegen eine Spannung von 1000V

~an. Wie groB muf} die Anfangsenergie des Elektrons sein, wenn es den Kondensator
durchlaufen soll? Welcher Anfangsgeschwindigkeit entspricht das?
A1.28. Bestimmen Sie zu Aufgabe A 1.2.4. das Potential.
A1.209. Wie lautet zu Aufgabe A 1.2.4. die Gleichung der Potentialfliche durch den Punkt
(2,0,0)7
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A 1.2.10.

A1.2.11.

A1.2.12.

A1.2.13.

A1.2.14.

A1.2.15.

A1.2.16.

A1.2.17.

A1.2.18.

Bestimmen Sie das Potential eines Plattenkondensators, dessen Platten senkrecht
zur z-Achse stehen. Plattenabstand 10 cm, Spannung 220 V. Die positiv geladene
Platte enthalte den Koordinatenanfangspunkt.

Wie gro8 ist die potentielle Energie eines elektrischen Dipols der Ladung 4-10-8C
mit dem Abstand der Ladungen [ = 10 cm, wenn der Dipol quer zum Feld der
Stiirke |€] = 20 V m~! steht. Berechnen Sie das elektrische Moment 1, des Dipols
und das Drehmoment.

Wie groB ist das magnetische Moment einer Spule mit » = 5000 Windungen, die
von einem Strom der Stéirke 0,1 A durchflossen wird, wenn der Spulenquerschnitt
5 cm? betragt?

Berechnen Sie zur vorangegangenen Aufgabe das Drehmoment in einem Magnet-
feld der Stiarke 1000 A m~!, wenn die Spule quer zum Feld steht.

Wie groB ist das magnetische Moment eines Elektrons, das auf der innersten
Bonrschen Bahn mit dem Radius

dreyh?

o=
2

e¥m

den Wasserstoffkern mit der Kreisfrequenz

etm
W = =
1672¢,24%
umléuft? (b = 6,626 - 10~ J s, & = %/2n).
Im magnetischen Feld der Erde wird die Periodendauer einer horizontal auf-
gehdngten Magnetnadel gemessen. Hierfiir ergibt sich v = 1,45 s. Das Trigheits-
moment der Magnetnadel betrigt J = 4,8-105kgm?. Fur die Horizontal-
komponente des erdmagnetischen Feldes ist |D,| = 15 A m~! zu setzen. Berechnen
Sie daraus das magnetische Moment der Magnetnadel.

Ein Magnet bewirkt im Abstand r = 1,50 m von einer Magnetnadel die Auslenkung
@ = 6°. Die Magnetnadel befindet sich auf der verlingerten Achse des Magneten,
der in Richtung Ost—West weist. Berechnen Sie das magnetische Moment des
Magneten. Fir die Horizontalkomponente des erdmagnetischen Feldes ist
|9Del = 15 A m~! zu setzen. Die Milweisung sei gleich Null.

Eine Spule ans 15000 Windungen mit der Querschnittfliche 10 cm? wird vom
Strom I = 1 A durchflossen. Berechnen Sie das Magnetfeld im Abstand » = 2m
auf der verlingerten Spulenachse.

Wie groB ist in der vorangegangenen Aufgabe das Magnetfeld im Abstand » = 4 m
senkrecht zur Magnetachse?
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1.3. Rotation und Divergenz elektromagnetischer Felder.

E Einfiihrung

Das Umlaufintegral iiber ein Vektorfeld €(r) ist nach (1.2./15) im allgemeinen von
Null verschieden. Im folgenden wird vorausgesetzt, dafl die geschlossene Weg-
kurve C in einer Ebene liegt.

Die von € umfahrene Fliche wird durch den Flidchenvektor A9 dargestellt. Der
Betrag des Vektors 4 ist gleich dem Fldcheninhalt 44. Seine Richtung steht normal
zur umfahrenen Flédche. Den Vektor A9 orientiert man derart, dal in Richtung 49

3 A =4An

4A

blickend die Randkurve bei der Integration im mathematisch positiven Drehsinn
umfahren wird.
Der Einheitsvektor in Richtung 49 wird mit e bezeichnet. Es gilt also

AU = Ade. (1)
Das Umlaufintegral iiber die Vektorfunktion €(x) ist von der Randkurve C und der

GréBe der umfahrenen Fliche A4 abhingig. Um vergleichbare Verhéltnisse zu
schaffen, betrachtet man daher den Ausdruck

1
A—A¢(§'dl.
c

Zieht man die Umlaufkurve C' auf einen Punkt zusammen, so ist der Grenzwert

lim 1

2 cdr = —¢-T1Ob 2
AA—)OAA¢@ dr =rote€ = e -rot € (2)

nur noch eine Funktion der vorgegebenen Vektorfunktion € = €(r) und der Nor-
malenrichtung e des umfahrenen Flichenstiicks. Dagegen hat die spezielle Form der
Begrenzung (' im Falle 44 — 0 keinen EinfluB mehr auf den Ausdruck (2).

Durch (2) wird die Rotation des Vektorfeldes € in einem Punkt P fiir eine beliebig
vorgegebene Richtung e, d. h. in voller Allgemeingiiltigkeit definiert. Der Rotor ist
ein Vektor, die Vektoroperation rot wird auf ein Vektorfeld angewandst.
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LafBt sich das Vektorfeld € = €(r) als Gradient eines skalaren Feldes @ = ®@(x) dar-
stellen, so gilt nach 1.2. fiir saimtliche Umlaufkurven C (die keine Singularitéten ein-
schlieflen)

g{j C) dr = 0. (3)

Nach (2) folgt, daf} fiir ein Vektorfeld € = —grad @ die Rotation verschwindet.
Es gilt also

rot grad @ =0 |. (4)

Um festzustellen, ob ein Vektorfeld € ein Potential besitzt, d. h., ob € als Gradient
einer skalaren Ortsfunktion @ dargestellt werden kann, hat man lediglich den Rotor
dieses Feldes zu bestimmen. Nur wenn in allen Raumpunkten

rot € =0 (3)
gilt, ist eine Darstellung

C = —grad @ (6)
moglich.

In Cartesischen Koordinaten schreibt sich der Rotor, wie aus (2) nach lingerer Ab-
leitung folgt,

it
1% 0 0
c, G G,

Bei Verwendung Cartesischer Koordinaten miissen also die Beziehungen

X, K K& 8 &
ox ay’ oy o’ 6z ox

in jedem Punkt erfiillt sein, wenn € in der Form (6) darstellbar sein soll.
In Zylinderkoordinaten lautet die Darstellung des Rotors

10€, o€ ¢,  oC, 1 [o[r€,] 0G,

§ = (— - — 4o (el T
rov® (7" op oz ) e ( oz or ) A ( or or ) b (72)

in Kugelkoordinaten
_ 1 0 36,9 1 6(7'@19) 8(57
rot € = [rsinﬁ (829 (sin §€;) — agaﬂ T 7{ ar 9%
(7h)
1 6€, @
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Das Integral iiber eine geschlossene Kurve C, die nicht eben zu sein braucht, kann
nach Bild 1.9 in Umlaufintegrale tiber kleine Flachenstiicke 44; unterteilt werden.
Fiir jedes derartige Flichenstiick gilt nach (2) im Grenzfall 44; — d4;

rot € d; = ¢ - dr. (9)
Ct

C; bezeichnet die Begrenzung des Flichendifferentials d%{;. Addiert man samtliche
Gleichungen (9), so hebt sich nach Bild 1.9 der Beitrag der Kurvenintegrale im
Innern heraus, da iiber jede Strecke zweimal, jedoch in einander entgegengesetzten

c

— T

< ™~
A s 1

[ — dA;
XY

Bild 1.9. Zur Ableitung des StokESsschen Satzes

'

-

Richtungen integriert wird. Rechts verbleibt daher nur das Integral iiber die duflere
Umlaufkurve C. Man erhilt damit den Stokesschen Satz

[[rot@-dA =P E-dr |- (10)
44 C

Das Umlaufintegral des Vektorfeldes €, erstreckt iiber die Kurve C, ist gleich dem
Flachenintegral von rot €, erstreckt iiber eine beliebige, von C eingeschlossene
Flache A4.

Zur Definition der Divergenz cines Vektorfeldes betrachtet man den Strom durch
eine differentielle Flache d9l.

Es bezeichne

R (11)

den Vektor der Stromdichte. p gibt in (11) die Dichte der strémenden Substanz an,
p ihre Stromungsgeschwindigkeit. Fiir den Strom dI durch die Fldche d9 erhélt
man (vgl. Bild 1.10)

ar =g - dl. (12)

Der Strom d7 ist am groBiten, wenn § und d9 parallel zueinander stehen. Er ver-
schwindet bei orthogonaler Stellung von § und d3(. Fiir den Strom A7 durch die ge-
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schlossene Fliche 44 folgt durch Integration

Azzﬁs.dm. (13)
44

Orientiert man die Flichenvektoren d derart, daf diese aus dem von A4 ein-
geschlossenen Raumgebiet AV herausweisen, so ist AJ positiv, wenn aus dem Vo-
lumen AV insgesamt Strom ausflieBt. Die Grofe Al kennzeichnet die Ergiebigkeit

74a

Bild 1.10. Der Strom dI = & - d¥ durch ein
Flichenelement d¥ = e d4

des Volumens A V. Sie héngt bei vorgegebenem Feld J sowohl von der GroBe als auch
von der Begrenzung des Volumens AV ab. Schrumpft AV im Grenzfall auf einen
Punkt P zusammen, so wird die spezifische Ergiebigkeit

A1 1 )
Iim — = lim — K- dUA = div 14
=0 AV gy AV .g v v (14

von der speziellen Form der Begrenzung unabhbéngig. (14) definiert die Divergenz
des Vektorfeldes . Sie gibt, bezogen auf das Volumen AV = 1 m3, die Ergiebigkeit
des Vektorfeldes § im Punkte P an. Durch den Vektoroperator div wird ein Vektor-
feld in das Feld einer skalaren Ortsfunktion umgewandelt.

Die Ergiebigkeit eines Raumgebietes ¥ 148t sich einmal als Summe der Ergiebigkeiten
itber sémtliche Punkte des Raumes ¥ berechnen:
I=[[[divgdV. (15)
v

Andererseits muB die aus V in der Zeiteinheit austretende Substanz durch Integration
iiber die Oberfliche 4 dieses Raumes folgen:

I=¢g-au (16)

A

Es besteht daher fiir jedes Raumgebiet V die Beziehung

[[fdivgdV = ¢f §-dU (GauBscher Integralsatz) | (17)
v A

Der Gausssche Integralsatz wandelt ein dreidimensionales Volumenintegral in ein
zweidimensionales Oberfldchenintegral um.
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In Cartesischen Koordinaten ergibt sich die Divergenz eines Vektorfeldes ¥ nach der
Formel
. Wz, Wy, -
N — O 4 VY VR
div = p + 2y + o (18)

Bei Verwendung von Zylinderkoordinaten gilt

12 16y, o
X — (X e :.
divy = 5 0%) + T2+ (19)
In Kugelkoordinaten ist
1[a 1 &S 1 [e .
o |2 e e — So) |- 2
dvy =3 [ar - *5’)] Yo e T remd [819 (sin 19“51’)} (20)

Betrachtet man die drei Operatoren grad, div und rot in ihren Komponentendarstel-
lungen, so erkennt man, daB sie durch einen symbolischen Vektor, den Nabla-Operator

d
= 1)

zum Ausdruck gebracht werden kénnen. In Cartesischen Koordinaten ist fiir V zu
schreiben

0 0 0
V=1i—1+]—. —. 22
Iax+13y+f8z (22)
Damit erhilt man
oD oD 0D
Vp —i— + j— - —grad @ (2
D Iax‘18y+f3z gra R (23)
0Je | OFy | 03: .
V. &= i 4 2~ = div & 24
R} 8x+ 3y+ % 1V 1§ (24)
i i f
0 o 0
\y =| = — —|=rotC. 25
xX € 3 7 o rot € (25)
¢, ¢ G,

Das skalare Produkt des Nabla-Operators mit sich selbst ergibt den Laplace-Operator

02 32 82

=V2=V.V=——+4 —+—. 2
A=V ox? + oy> + 02> (26)
Der Larrace-Operator, auf ein skalares Feld @ angewandt, liefert
2 52 2
NG =V Vo = divgrad & — o0 4 2P L ZP 27)

a2 o e
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Auf ein Vektorfeld € angewandt, ergibt der Laprace-Operator /\ in Cartesischen
Koordinaten

&6, | &6, &6
S' — T z Zz :
Ae (axz o T o )‘

€, %6, a?@y). e, | 76 | 6,
Ga? | oy? a2 ]t "\ T a2 1 2]

(28)
In Zylinderkoordinaten ist
19 1 02 0P
A@=7a—( )+ﬁw+ﬁ (29)
in Kugelkoordinaten
2P 2 0@ 1 *?0 1 ¢ 1 oP
—_ == - = hliall — ________
AP = or? - roor ' rZsin? 9 o> TE 2 092 + 7 cot ¥ i 39)

Bei physikalischen Berechnungen tritt gelegentlich der Operator a - V auf. In Car-
tesischen Komponenten ist

C . 0 L0 L8 . .
a.V@:(ax1—,—cay1—}—aZf).(155—{—1@ : faz)(@z1+@y1T@zf)

J 14 7 . . :
= (azg‘; T(lygy— +a’z 5) (@zl +@yl+@zf) (31)
Es lautet also z. B. die i-Komponente dieses Vektors
o €,
(a-VQ)-t:ax + T +a, o — = (a- V@€),. (32)

ya

Als Spatprodukt der drei Vektoren 9, B, € bezeichnet man den Ausdruck

(AXB) C=EC@xAY-B=(BxE)-A=A-(BxEC). (33)
In Cartesischen Komponenten ist
A A, A
AxB).C=|B, B, 9|, (34)
¢ ¢ G

woraus die in (33) aufgefithrten Vertauschungsregeln folgen.

4 Schilling, Felder
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P Probleme

1.3.1. Induktionsgesetz und Stokesscher Satz

Eine kreiszylindrische Feldspule mit #» = 15000 Windungen hat die Linge ! = 30 cm. Sie wird
von einem Wechselstrom I, e~i¢¢ durchflossen, dessen Amplitude die GréBe I, = 0,06 A hat.
Fir die Kreisfrequenz ist o = 27 - 1000 s zu setzen.

Unter einem Winkel von ¢ = 30° gegen die Feldspule geneigt (vgl. Bild 1.11) befindet sich eine
kreiszylindrische Induktionsspule mit 7, = 100 Windungen, deren Radius 7, = 1 cm betragt.

2
Bild 1.11. Induktionsspule I in einer Feldspule 2

Berechnen Sie die induzierte Spannung in der Induktionsspule. Welcher Wert ergibt sich fir die
@-Komponente des elektrischen Feldes an der Peripherie der Spule? Wie gro ist die Rotation
des elektrischen Feldes?

Losung

In der Feldspule wird die magnetische FluBdichte

—jwt
nl, e~iv

l

[B] = | #o

erzeugt. Fir ihre zeitliche Ableitung erhélt man

nlo e—iwt
l

Bl = | i

Das in der Feldspule erzeugte magnetische Feld trifft unter dem Winkel ¢ = 30° auf den kreis-
férmigen Offnungsquerschnitt der Induktionsspule. Sie sei ebenso wie die Feldspule mit Luft
gefiillt, d. h., fiir beide Spulen betrigt die Permeabilitdt 1y = 1,257 - 106V s A=* m~. Wir er-
halten damit fiir die Anderung der Durchflutung in der Induktionsspule

e—iwt

ff B dUA = ) nd cos pA;. (3)
Al

Hierdurch wird in jeder Windung der Induktionsspule die Umlaufspannung

Uundzgﬁ@dé:—ff%-d?l (4)
Al
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induziert (vgl. 1.1./20). Insgesamt enthdlt die Induktionsspule n, Windungen. Die induzierte
Spannung wird somit gleich

inynuyw cos ¢ 4, e~ivt
: .

(3)

Uind = nlUlind =

Der Faktor i kennzeichnet die Phasenverschiebung =/2 zwischen dem Strom in der Feldspule und
der induzierten Spannung in der Induktionsspule. Dabei wird vorausgesetzt, dal die ohmschen
Verluste vernachlissigbar seien.

Mit Zahlenwerten folgt aus (5)

. 100 - 15000 - 47 - 10-7 « 27v - 10° - 0,866 - 104 - 0,06 e~i2710%

Uing =1 0.50 V =i0,615 e-i2n-10% V

Als effektive Spannung erhilt man
Uy = % 13 U, = 0,7071 - 0,615 V = 0,435 V.

Fiir die in einer Windung induzierte Spannung ergibt sich

Uind _ 10,615 B_izn‘loat

=10,00615 e~i2710t §,
ny 100

Ulind =

Diese Spannung ist nach (4) mit der elektrischen Feldstirke € durch die Beziehung
2
Uina = $ €-ds = [ Cpridg (6)
0

verkniipft. Wir beriicksichtigen, daB aus Symmetriegriinden die Komponente €, von ¢ un-
abhéngig ist. Damit folgt aus (6)

U..
Using = 271,€,  baw. €, = —917_;:'1. (7
2rry

Zahlen eingesetzt, liefert

T 0,00615 - e~i2m-10%

¢
? 27 - 0,01

Vm?!=1i0,0979 e-i2n-10% V m-1,

Nach dem STokEsschen Integralsatz (1.3./10) 148t sich das in (4) stehende Umlaufintegral in ein
zweidimensionales Integral umwandeln:

95@-d5=ffrot(€~d9i=-ff\3d91. (8)
C Ay A

Diese Beziehung besteht fur sémtliche Flichen 4, und ihre Begrenzungskurven C. Daraus folgt
die MaxwgrLLsche Beziehung

rot € = —%. 9)

4%
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Durch (9) ist auch der Rotor des induzierten elektrischen Feldes € bestimmt. Er ist dem zeit-
lichen Differentialquotienten der magnetischen FluBdichte entgegengerichtet, hat also im vor-
liegenden Fall die Richtung der Feldspulenachse n. Seine GréBe ist durch (2) bestimmt. Bezieht
man sich bei der Losung auf den Realteil, so folgt durch Einsetzen von (2) in (9)

o

roty € = I, sin wi
bzw. in Zahlen

210-7. 27 - 108 . 15
roty € = in - 10 20713010 15000 0,06 sin 2r + 10% Vm—2 = 23,7 - sin 2r - 10% Vm—2.
1.3.2. Magnetfeld eines zylindrischen Drahtes

Ein sehr langer zylindrischer Draht vom Radius R = 5 mm wird von Gleichstrom der Stirke
I =10 A durchflossen. Berechnen Sie das Magnetfeld im Innern des Leiters fiir den Achsen-
abstand r = 2mm und im AuBenraum fir » = 20 cm. Bestimmen Sie den Rotor des Magnet-
feldes.

Losung

Wir legen unserer Betrachtung Zylinderkoordinaten r, ¢, z zugrunde. Aus Symmetriegrinden
kann eine Abhéngigkeit von der Winkelvariablen ¢ nicht bestehen. Die magnetischen Feldlinien
sind daher Kreise, die von der Zylinderachse im Mittelpunkt senkrecht durchsetzt werden. Di-
elektrische Verschiebungsstréme brauchen nicht beriicksichtigt zu werden, da der Draht von
Gleichstrom durchflossen wird. Dieser ist iiber den gesamten Zylinderquerschnitt verteilt. Wir
erhalten daher fiir die Stromdichte

I

1] = —,
nR?

S = (1)

Nach dem AmpEREschen Gesetz (1.1./25) und (1.1./26) iiber die Verkettung von elektrischem
Strom und Magnetfeld gilt die Beziehung

gigs-dngfs.dm, 2)
(o} 44

wobei A4 die von der Randkurve C' umschlossene Fliache angibt. Wéahlt man fir C einen Kreis
mit dem Radius r, so folgt aus (2)

2m
gsgg.dézf@wrdqp:Qm‘@?:ff‘s»dﬂ. (3)
¢ 0 44
Im Falle r < R wird das rechts stehende Integral (vgl. Bild 1.12)
I dA =2 g =L =R 4
[ =rm i3 =4 (r=B). )
a1
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Damit erhilt man aus (3) und (4) fir den Innenraum

174

Bild 1.12. Zur Berechnung des Magnet-
feldes im Innen- und im AuBenraum
eines sehr langen stromdurchflossenen
geraden Drahtes

Dagegen ergibt sich im Falle » = R

J[3-aA=1 (®)
a4
und damit in Verbindung mit (3)
" I
o 27 (r= F) ™

Mit Zahlenwerten folgt aus (5)

. —3 .
9, = =110y 197 Amet,
2m - (5-109)2
aus (7)
10
= 0 Amt—7,96 Amt.
% = 5020 4™ o

Zur Bestimmung der Rotation des Magnetféldes wenden wir den SToxEsschen Satz (1.3./10)

H-ds = rot § - dU ®)
fowa- ff
an. Durch Vergleich mit (2) erhalten wir
[frot-ad¥A = [[F-dA. (9)
24 a4

Diese Beziehung besteht fiir sémtliche Flichen 44. Es miissen daher die Integranden iiberein-
stimmen. Hieraus erhilt man im vorliegenden Fall fehlender dielektrischer Verschiebungsstréme

rot § = 3. (10)
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Im Innern des Drahtes ist der Rotor des Magnetfeldes daher gleich der Stromdichte . In Zahlen
folgt
I 10
t9 = = — = ——— Am2 = 637 Am2.
rot bl = |§] = = = ~— - Am m

Dagegen ist im AuBenraum die Rotation des Magnetfeldes gleich Null.

1.3.3. GleichmifBig geladene Kugel — Oberflichenintegral und Divergenz

Eine Kugel vom Radius R = 10 cm ist gleichmi8ig elektrisch geladen, d. h., jeder Punkt hat die
gleiche Ladungsdichte

o = lim Lﬁ .
A0 AV’

Im Abstand » = 1 m vom Kugelmittelpunkt wird eine von der Kugel weg gerichtete elektrische

Feldstarke der GroBe 1 V m—! gemessen. Berechnen Sie daraus die elektrische Ladungsdichte o

in der Kugel und das elektrische Feld a) im Abstand r» = 5 cm, b) im Abstand » = 2 m vom Kugel-

mittelpunkt. Die Dielektrizitétskonstante ist tiberall gleich ¢, Wie groB ist an den genannten

Stellen die Divergenz des elektrischen Feldes?

Losung

Nach der Definitionsgleichung (1.1./6) far die elektrische Erregung und auf Grund des Zusammen-

hanges (1.1./15) zwischen elektrischer Erregung und elektrischer Feldstéarke gilt die Beziehung
e ff ©-a% =@ = Zxmo. (1)

% 3

Das Integral (1), iiber die Kugeloberfliche mit einem Radius » > R erstreckt, ergibt
egdmr?E, = Q. (2)
Hieraus erhalten wir fiir die Ladungsdichte

_ 3eprC,

o= 3)

Im Abstand r = 1 m ist €, bekannt. Damit kénnen wir ¢ aus (3) berechnen. Gleichung (2) gilt
tar den AuBlenraum der Kugel, d. h. fir > R. Als Feldstarke im AuBenraum folgt aus (2)

-2 (4)

Ist die Feldstérke fur einen speziellen Radius 7, des Aulengebietes bekannt, so berechnet man
diese fiir den Radius » am zweckméBigsten gemal

(3)
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Das Feld im Innern der Kugel erhalten wir auf Grund der Beziehung
4
[[ &G - dY = dme,Cp2 = [[[odV = — w3, 6)
44 av’ 3

wobei < R ist. 44 bezeichnet die Oberfliche, 4V das Volumen der Kugel vom Radius 7. Aus (6)
folgt als Feldstdarke im Innern der Kugel

B
(@r)r<R = 350' (7)

Einsetzen der Zahlenwerte ergibt nach (3) fiir die Ladungsdichte’

. .10-12
o— 2888 10T s — 2,655 - 1075 C ms.
10-3
Nach (7) erhélt man fir das Feld im Abstand r = 5 cm vom Kugelzentrum

~ 5-102.2,655-108

€, = 3.8.85. 102 Vm—t = 50 Vm1.

Fur das Feld im Abstand » = 2 m folgt nach (5)
1 ~
€, =10- Y Vm—! = 0,25 Vm~1.

Die Divergenz des elektrischen Feldes berechnen wir in Kugelkoordinaten nach (1.3./20). Im vor-
liegenden Fall existiert nur die Komponente €,. Damit ergibt sich

div € =

L2 o). ®)

L2
72 or

Far das Kugelinnere erhalten wir aus (7)

i 3
dive—L 2 (Te) -2 (r < R). )
r2 or \3g, &
Dagegen folgt aus (4) fiir das AuBengebiet
. 10/@Q
divf=——|—] =0 > R). 10
a r2 or (4#50) r ) (10)

Die Divergenz der elektrischen Erregung ® = & ist also gerade gleich der elektrischen Ladungs-
dichte.

1.3.4. Kontinuitétsgleichung

Bei einer nichtstationdren Hochststromentladung (Pinchentladung) flieBe im Plasmastrahl ein
Strom, dessen Dichte durch

S=3e (2405 ) )
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gegeben ist. Darin bedeutet J, die BesseL-Funktion nullter Ordnung, R = 2,5 cm gibt den Ra-
dius der zylinderférmigen Entladungssidule an. Fiir die Stromdichte in der Zylinderachse werden
zur Zeit t = t, die Werte
J(zg) = —2,1-10° A em~2,
J(zy + A2) = —1,7 .10 A cm~2, Az =5 cm
gemessen. Berechnen Sie daraus die Anderung der Ladungsdichte im Entladungsraum zwischen

z =z und z = 2, + 4z. Welche numerischen Werte ergeben sich auf der Zylinderachse und fir
r=0,5R?

Losung

Nach dem AMmPEREschen Gesetz (1.1./25) und (1.1./26) tiber die Verkettung von Strom und Magnet-
feld gilt fir jede beliebig gekrimmte Flache 4,, die von einer Randkurve C begrenzt wird, die
Beziehung

$o-ds=[[(&+D) ax,.
(o] A4y

Wir betrachten zwei verschiedene Fldchen 4; und 4,, die von derselben Kurve C begrenzt werden.
Da fiir diese das Integral links identisch ist, miissen die auf der rechten Seite stehenden Integrale
itber die Flidchen 4, und 4, tibereinstimmen:

£f<s+fb)-dwl=4ff<s+é>>~dm. @)

aa aa

! aa {14 /

Bild 1.13. Kontinuitédtsgleichung div J 4 % =0

Bilden wir aus den beiden gekrimmten Fldachen 4, und 4, die geschlossene Fliche 4 und orien-

tieren die Flachennormalen d¥ so, daB diese in allen Punkten nach aulen weisen (vgl. Bild 1.13),
so folgt aus (2)

&+ D)-aw=o0. 3)
A

Nach dem Gaussschen Satz (1.3./17) kénnen wir schreiben

gjﬁs-dm=fffdiv3dv. )
A 14
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Ferner gilt nach (1.1./6)

. Q o .
fﬁ@d%:%ﬁfb.dm=y=gﬁﬁd% (5)

wobei ¢ die Ladungsdichte, @ die gesamte Ladung im Volumen V angibt. (4) und (5) eingesetzt
in (3) liefert

J[faivyar+ < fffav=0
14 v

bzw.

Gleichung (6) wird als Kontinuititsgleichung bezeichnet.
In Zylinderkoordinaten folgt, wenn geméf (1) nur eine Komponente in Richtung der Zylinder-
achse vorhanden ist,

. R r\ 0Je(2)
divy = =% = J,[2,4056 — ) =222, 7
YT °( R) o )
Wir setzen entsprechend dem MeBergebnis
o o ; o _ s
03:(2) _ Bialzo + 42) — J(zo) _ 1,74 21 107 Am—3 = 8 . 107 Am-3.
oz Az 5.10-2

Damit erhalten wir aus der Kontinuitétsgleichung (6)

% _ _g.10w,(2,405 =) Am-s. (8)
at R

Aus Tafeln tiber Zylinderfunktionen entnehmen wir
Jy(0) = 1,000, J0(1,2025) = 0,6698.

Hieraus ergibt sich nach (8) fiir die Anderung der Ladungsdichte in der Zylinderachse

QD

—‘i: —8.107 Am-3.

Im Abstand r = 0,5R = 1,25 cm ergibt sich

aa—i = —8.107.0,6698 Am—3= —5,2 . 107 Am=3.

Der nichtstationére Entladungsvorgang ist mit dem Aufbau eines negativen Raumladungsfeldes
verkniipft.
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A1.3.1.

Al13.2

A1.3.3.

A1.34.

A1.3.5.
A 1.3.6.

A1.3.7.
A1.3.8.

A 1.3.9.

A 1.3.10.

A1.3.11.

A 1.3.12.

A 1.3.13.

A 1.3.14.

A1.3.15.

A 1.3.16.

Aufgaben

Berechnen Sie die Rotation des Feldes
€E, = Cy? + 22, Gy = Ca? + 27, €, = C(a® + 9?).

Welche Rotation hat das elektrische Feld € = f(r) r, wenn t den Ortsvektor be-
zeichnet? Besitzt dieses Feld ein Potential?

Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen das Feld
€, = Cprm £ Copne + Cyzms, €, =0, €, =0
ein Potential hat.

C N .
Berechnen Sie div t, div —, div (z ei?r).
”

Driicken Sie div (€ x ) durch die Rotation der GréBen € und § aus.

Beweisen Sie aus dem Entwicklungssatz % x (B X €) = (A-€) B — (A - B) € die
Beziehung A€ = grad div & — rot rot €.

Berechnen Sie aus dem Entwicklungssatz grad (% - 8) und rot (% X B).

Stellen Sie die Bedingungsgleichungen in Zylinderkoordinaten dafiir auf, daf das
Vektorfeld €(t) ein Potential hat.

Beweisen Sie mittelsy Xy = 0 die Beziehungen rot grad ¢ = 0 und div rot A =0.
Eine Feldspule aus 20000 Windungen mit der Lénge 40 cm und kreisférmigem
Querschnitt wird von einem Wechselstrom der effektiven Stromstirke 0,08 A durch-
flossen. Die Frequenz des Wechselstromes betragt 100 Hz. In der Feldspule befindet
sich eine Induktionsspule aus 25000 Windungen. Sie ist unter dem Winkel ¢ = 45°
gegen die Feldspulenachse geneigt. Die Induktionsspule hat einen kreisférmigen
Querschnitt mit dem Durchmesser 4 cm. Auch die Querschnittstliche der Feldspule
ist kreisformig. Berechnen Sie die effektive induzierte Spannung (1 = ).

Berechnen Sie zur vorangegangenen Aufgabe die ¢-Komponente des elektrischen
Feldes an der Peripherie der Induktionsspule.

Bestimmen Sie zu den beiden vorhergehenden Aufgaben den Rotor des elektrischen
Feldes.

Bestimmen Sie unter Verwendung des Induktionsgesetzes und aus der Geschlossen-
heit der Feldlinien den Ausdruck div 8.

Ein kreisfé6rmiger Hohlzylinder mit dem Innenradius R, = 5 cm enthalte koaxial
einen massiven Kreiszylinder mit dem AuBenradius B; = 1 em (koaxiale Zylinder-
anordnung vgl. Bild 2.3). Im Innenzylinder flieBe Gleichstrom der Stiarke I =1 A,
dessen Richtung die z-Achse kennzeichne. Ein Strom gleicher Stéirke flieBe in ent-
gegengesetzter Richtung im AuBenzylinder. Der AuBenradius des AuBlenzylinders
sei Ry, = 7 cm. Geben Sie das Magnetfeld in den verschiedenen R&umen an.
Welche Feldstiarken § erhédlt man fiir die folgenden Abstéinde von der Achse des .
Innenzylinders: a) r = 0,5cm, b) r =4 cm, ¢) r = 6 cm, d) r = 8 em?

In der vorangegangenen Aufgabe trage der Innenzylinder, bezogen auf die Linge
I =1m, die Ladung @ = 10-® As. Berechnen Sie die elektrische Feldstirke fur
7 =6 cm.

Ein idealer zylindrischer Leiter wird von Wechselstrom der effektiven Stromstirke
1 A durchflossen. Dieser ist vollstindig auf die Oberflache des Leiters konzentriert.
Der Radius des Leiters ist » = 1 cm, die Lange kann als unendlich angenommen
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werden. Wie grof} ist die magnetische Feldstirke a) an der Oberfliche, b) im Ab-
stand 5 cm von der Achse, ¢) im Abstand 0,5 cm von der Achse?

A1.3.17. Eine zylindrische Plasmasiule mit dem Radius R = 5 cm besitzt die konstante
Raumladungsdichte ¢ = 10-¢ Asm=3. Wie groB ist die elektrische Feldstirke fiir
die Achsenabsténde a) r = 2 em, b) r = 5cm, ¢) r = 10 em?

A 1.3.18. Bei einer Gasentladung fillt in der Plasmasiule die elektrische Feldstirke € bei
axialem Fortschreiten um 5 cm von 45 V em=1 auf 42 V cm~1. Berechnen Sie daraus
die Ladungsdichte in der Achse.

1.4. Maxwellsche Gleichungen

E Einfiihrung

Die MaxwerLsche Kontinuumstheorie fafit die elektrischen und magnetischen Er-
scheinungen in idealisierender Form zusammen. Aus den experimentellen MeB-
ergebnissen werden zwischen den Gréfien des Feldes und den GréBen des Mediums
allgemeingiiltige Beziehungen abgeleitet. Sie lassen sich auf ein System von vier
Differentialgleichungen, die MaxwrrLschen Gleichungen, reduzieren, in denen die
Gesamtheit unserer Erfahrungen iiber elektromagnetische Felder und Wellen ent-
halten ist. Der technisch interessierende Einzelfall ergibt sich durch Integration des
MaxwerLschen Systems unter Beriicksichtigung der Rand- und Anfangsbedin-
gungen.

Die MaxweLLschen Gleichungen stellen fiir die elektromagnetischen Erscheinungen
das Analogon zu den Newtonschen Axiomen der Mechanik dar. Wie diese erfassen
sie nur die klassische Physik. Dagegen erfordert die Behandlung quantenhafter und
relativistischer Effekte die Einfithrung zusétzlicher Axiome, die sich auf Grund der
Quanten- und der Relativitdtstheorie unter Beriicksichtigung elektrischer und
optischer Fundamentalkonstanten ergeben.

Die einzelnen Gleichungen der MaxwerLLschen Theorie wurden bereits in den Ab-
schnitten 1.1. bis 1.3. bei der Definition der elektromagnetischen Grundgréfen und
bei der Behandlung der Vektoroperatoren abgeleitet. Im folgenden wird das System
der MaxwEeLLschen Gleichungen noch einmal zusammengefaft und verallgemeinert
dargestellt. Aus der Theorie werden der Energiesatz und die Randbedingungen iiber
das Verhalten der elektromagnetischen Gréflen an der Trennfliche zweier Medien
abgeleitet.

Nach dem Ampéreschen Gesetz (1.1./25) und (1.1./26) besteht zwischen dem Strom
durch eine Fliche 44 und der magnetischen Umlaufspannung in ihrer Berandung
die Verkettung

[[@+ - aA=¢f-ds. (1a)
44 C

Das Faradaysche Induktionsgesetz (vgl. 1.1./20) besagt: Die Anderung des magne-
tischen Flusses durch eine Flidche 44 ist mit einer elektrischen Umlaufspannung in
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ihrer Berandung verkniipft:

|

tff%-d?lz~§ﬁ@-d§. (2a)

44 c

D

Mit dem negativen Vorzeichen auf der rechten Seite in Gleichung (2a) wird die
Lenzsehe Regel zum Ausdruck gebracht (vgl. Problem 1.4.1.).

Quellen der elektrischen Erregung ® sind nach (1.1./7) die elektrischen Ladungen.
Daraus folgt

#@-d%{:fffng:Q. : (32)
A 14

o bezeichnet die Dichte der elektrischen Ladung (Einheit: C m-3). 4 gibt dié Ober-
flache des Volumens V an.
Das Magnetfeld B ist im Gegensatz zum elektrischen Feld quellenfrei. Daher gilt

Sff B.dA =0. (4a)
Die Gleichungen (1a) bis (4a) stellen die Maxwellsechen Gleichungen in Integralform
dar.

Wendet man in (1a) und (2a) rechts auf die Ausdriicke fiir die Umlaufspannungen
den StoxrEsschen Satz (1.3./10) an, so folgt

Po-ds=[[rot9-dA, PE-ds=[[rot & .
C 44 C 44

Damit ergeben sich anstelle von (1a) und (2a) die Beziehungen

[f@®+Q)-dA = [[rot §:dYA, (1b)
A4 44

{f%-d%[:fdffrot@-dgl. (2b)
A 4

Auf die linken Seiten der Gleichungen (3a) und (4a) kann man den Gaussschen
Satz (1.3./17) anwenden:

ffo-du = [[[divdar, (fB-dA= [[[divsar.
4 4 4 7
Daraus erhilt man anstelle von (3a) und (4a)
[[fdivddV = [[[oaV, (3b)
Vv 14

[[[divedV =o0. (4b)
14
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Die Gleichungen (1 b) und (2b) gelten fiir sémtliche Flichen 44, die Gleichungen (3b)
und (4b) fir sémtliche Rdume V. Daher miissen die Integranden iibereinstimmen.
Hieraus folgen die MaxwgsrLschen Gleichungen

D + 3 =rot 9, 1)

B = —rot €, 2)
div® =, 3)
div® = 0. (4)

Bei ihrer Losung sind die nach (1.1./14), (1.1./15) und (1.1./23) bestehenden linearen
Beziehungen

zu beriicksichtigen.

Fiir die mathematische Berechnung spezieller elektromagnetischer Felder sind aufer
den MaxwerLschen Gleichungen als den Differentialgleichungen des Problems die
Randbedingungen iiber das Verhalten der elektromagnetischen Gréflen an der
Grenze zweier Medien I und I zu berticksichtigen.

Die Eigenschaften der elektrischen Feldstirke beim Ubergang zwischen zwei Medien
ergeben sich aus der MaxweLLschen Gleichung (2). Sie wird fiir die folgende Ab-
leitung am zweckméBigsten in Form der Integralbeziehung (2a) angewandt. Als

ASI

MediumI  4h, 5;17/;777
—

Medium I
Bild 1.14. Randkurve C zwischen zwei Medien

Integrationsgebiet 44 wird ein langgestrecktes Rechteck zwischen den beiden
Medien I und II gemaf Bild 1.14 betrachtet. Seine Grundlinie As sei grofl gegen
die Hohe Ah. Fiir die magnetische Durchflutung der Fliache A4 erhdlt man im
Grenzfall A2 — 0, wenn die Rechteckfliche 44 = As Ak in eine Strecke entartet,

lim [[®B-dA =0, (8)

dh=>0 dsdh
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Das in (2a) rechts stehende Umlaufintegral iiber die Berandungskurve ¢ der Fliche
A4 muB daher verschwinden:

lim @ - ds = 0. (8a)
4h—0 ¢

Die Léange As der Rechteckgrundlinie kann andererseits als so klein vorausgesetzt
werden, dafl sich die elektrische Feldstdrke auf ihr innerhalb eines Mediums prak-
tisch nicht verdndert und mit ihrem Mittelwert eingesetzt werden kann. Aus (2)
bzw. (2a) folgt damit in Verbindung mit (8)

P G- ds =G A8 + Gpp- A3y + -+ = 0. (9)
(o}

Die Beitrége lings der Hohen 4k, und 4%, sind zu vernachldssigen, da nach Voraus-
setzung Ak <€ As gilt. Wie man sieht (vgl. Bild 1.14), besteht auf der Randkurve ¢
die Beziehung

Ag[ = _A§II = Ag- (IO)

Im Grenzfall kennzeichnet As das tangentiale Linienelement im betrachteten Rand-
punkt. Damit folgt aus (9)

(G — Cy) - 48 = (@tangl - (gta.ngll) 4s =0
bzw. wegen As == 0
@bangl = @Langll .

Es bezeichne n den Einheitsvektor der Flachennormalen. Im folgenden wird n so
orientiert, daBl es in das Medium I hinein weist.
Man kann die abgeleiteten Beziehungen in der Form

€ —€C)xn=0 (11)

schreiben. Das bedeutet: Die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes sind
beim Ubergang zwischen zwei Medien stetig.
In gleicher Weise folgt aus der MaxwgLLschen Gleichung (1) bei endlicher Strom-
dichte § + D fiir die magnetische Feldstirke

| (9 — S xn=0|. (12)

Auch die Tangentialkomponenten des magnetischen Feldes sind an der Trennfliche
zwischen zwei verschiedenen Medien stetig, wenn die Stromdichte nicht iiber alle
Grenzen ansteigt.

Das Verhalten der magnetischen Feldstérke bei Wechselstromen im Grenzfall ver-
schwindenden elektrischen Widerstandes wird im Problem 1.4.3. dargestellt.



1.4. MaxweLLsche Gleichungen 63

Die Eigenschaften der elektrischen Erregung © gehen aus der MaxwgLLschen Glei-
chung (3) in der Integralform (3a) hervor. Als Integrationsvolumen V wird ein
Zylinder im Grenzgebiet zwischen beiden Medien gewahlt, dessen Hohe 4% klein ist
gegen die Abmessungen der Grundfliche 44 (vgl. Bild 1.15). Bei der Integration

TA(ZI=AAﬂ
MediumI < ’
< 7
*S/ 1
AQp=-4An
Medium IT z ’

Bild 1.15. Integrationsvolumen ¥V an der Grenze zweier Medien. Die Orientierung
der Flachennormalen n (statt A%, bzw. AU;; lies AU; bzw. 4%;;)

itber die Oberfliche dieses Volumens brauchen nur die Beitrdge der Zylindergrund-
und -deckfliche beriicksichtigt zu werden. Im Grenzfall 44 — 0 gehen diese beiden
parallelen Flichen in die Tangentialebene iiber. Fiir die betrachteten Flachen gilt
die Beziehung

— ANy = A, = AAn.

Damit erhédlt man
f AU =Dy AW + Dy 4%y = (Dy — Do) - n A4, (13)

Das links stehende Oberflichenintegral zur Bestimmung der Ladung im Volumen
A4 Ak wird im Grenzfall 4% — 0 gleich

[[[edV =044, (14)

A4 4h

wobei o die Dichte der Oberflichenladung, gemessen in As m-2, angibt. Aus (13)
und (14) ergibt sich damit

| (D — D) n=0 | (15)

Gleichung (15) besagt: Die Normalkomponente der elektrischen Erregung verhilt
sich beim Ubergang zwischen zwei Medien unstetig. Der Unstetigkeitssprung ist
gleich der Oberflichenladungsdichte o.

Ist das Medium II ein idealer Leiter, d. h. ein Metall, so gilt ®;; = 0. Man kann
dann anstelle von (15)

Dyn— Dy — o (158)

schreiben.
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Uber die Eigenschaften der magnetischen FluBdichte B beim Ubergang zwischen
zwei Medien folgt aus der MaxwELLschen Gleichung (4a)

(SBI — %II) -n=20|. (16)

Die Normalkomponenten der magnetischen FluBdichte verhalten sich an der Trenn-
fliche zwischen zwei Medien stetig.

Aus den MaxwerLLschen Gleichungen lafit sich der Energiesatz fiir elektromagne-
tische Felder ableiten. Hierzu multipliziert man die Maxwerrsche Gleichung (1)
skalar mit €, die MAXwELLsche Gleichung (2) skalar mit §. Die beiden sich ergeben-
den Beziehungen werden addiert:

C-DLE-F+ 9 B=C-rotH — 9 -rot G. (17)
Anstelle der rechten Seite kann
—div(EX ) =C-rot H — H 10t € (18)

geschrieben werden (vgl. Aufgabe A 1.3.5.).
Definiert man den Poyntingschen Vektor

S=CEx9 | (19)

so ergibt sich aus (17) und (18) der Poyntingsche Satz

16 2+63+9 B+dive=0]. (20)

Die einzelnen Summanden haben die Einheit
€ D]=[C-J]=[9H B] =[divS] =Js?m3.

Sie kennzeichnen Energiegrofien, bezogen auf die Raum- und Zeiteinheit. (20) laft
sich unter Verwendung der linearen Beziehungen (6) und (7) integrieren. Aus dem
ersten Summanden der Gleichung (20) folgt

f@-d@:f@a‘bdt:ig—f@mt:,1@-@. @1

Der dritte Summand liefert

vl

f@.d%:f@-%dt:ga—ws;zdt:%@-%. (21a)

Diese Gréflen haben die MaBeinheit J m-3. Sie geben die elektrische bzw. magne-
tische Energiedichte des Feldes an. Der zweite Summand in (20) kommt durch die
Leitungsverluste zustande. Bei verschwindendem Widerstand ist wegen € = 0 dieser



1.4. MaxwgeLLsche Gleichungen 65

Summand nicht vorhanden. € . & charakterisiert die Wirmeentwicklung (Joulesche
Wiirme) des elektromagnetischen Feldes.
Die Einheit des Vektors @ ist nach (19)

[G]=[CXx Y]] =JsTm2.

Der Poyntingsche Vektor kennzeichnet die Energiestromdichte, d. h. die infolge
Ausstrahlung flielende Energie, bezogen auf die Flachen- und Zeiteinheit.
Réumliche Integration der Gleichung (20) ergibt, wenn man auf den letzten Sum-
manden den Gaussschen Satz anwendet,

[[fe-dav+ [[[o-BdVv—+ [[[ec-gaV + ff e dA =o. (22)
v v v A

Hierin hat jeder Summand die Dimension einer zeitlichen Energiedichte bzw. Lei-
stung. (22) enthédlt den Energiesatz fiir elektromagnetische Felder, bezogen auf ein
Volumen V. Er besagt, von rechts nach links gelesen, dafl Energieverluste infolge
Ausstrahlung und Wéarmewirkung durch die Verdnderung der magnetischen und
elektrischen Feldenergie kompensiert werden.

Es bezeichnen somit nach (21) und (22)

Wezéfff@@cﬂ’ (23)
14

die elektrische,

1 " B
Wm:Ef/ng-SBdV (24)
Vv

die magnetische Energie des Feldes.
Ww=[[[C.-JaV (25)
v
gibt die Warmeleistung des Feldes an,
Ws=¢§ Cx p-du (26)

bezeichnet die Verluste durch Warmestrahlung.

P Probleme

1.4.1. Lenzsche Regel

Eine kreiszylindrische Feldspule enthilt #» = 15000 Windungen (Querschnitt 4 = 4 cm?). Sie
wird, von rechts nach links gesehen, vom elektrischen Strom im mathematisch positiven Dreh-
sinn durchflossen (vgl. Bild 1.16). Die Stromstérke steigert sich in der Zeit {, = 10 s von Null

5 Schilling, Felder
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auf I = 10 A. Links gegeniiber der Feldspule, im Abstand » = 1 m auf der Zylinderachse, be-
findet sich eine Induktionsspule aus #n; = 1200 Windungen mit der Lange I; = 10 cm, dem Quer-
schnitt 4; = 1,5 cm? und dem ohmschen Widerstand R = 1£). Berechnen Sie den in der In-

F

N

—

Bild 1.16. Lexzsche Regel — F Feldspule, Sp Induktionsspule

duktionsspule induzierten Strom und sein Magnetfeld. Der induktive Widerstand der Induk-
tionsspule kann vernachlassigt werden.

Losung

Die Feldspule stellt, nachdem der Strom die volle Stérke I erreicht hat, einen Magneten mit dem
magnetischen Moment

m = puenlA (1)
dar. Nach (1.2.7./6) bzw. (1.2.7./7) wird im Abstand r links vom Feldmagneten ein Feld der Stirke

_oomr nl¥U
2rpgrt  2mrd

9 (2)

aufgebaut. Es induziert nach (1.4./2) in der Induktionsspule die elektrische Umlaufspannung

Ulnd:n1¢@d§=—n1'§;‘/./%clﬂ (3
A1

; orientieren wir in Richtung der z-Achse, also wie 9.
In der Zeit At steigt nach (2) die magnetische FluBidichte um

e A ﬂ

~

AB = g 49 = 4
B = 49 P (4)
Wir setzen diese Grofle in (3) ein und erhalten fiir die induzierte Spannung
npnul W - A npnu AA
Upng = — I go . 1__ "M Mo~3 I (5)
Tty 213t

Sie ist, wie das Vorzeichen zeigt, im mathematisch negativen Drehsinn orientiert. In den Win-
dungen der Induktionsspule wird dadurch ein Strom der Stérke

nynuaf A Ay

6
2R, ®

Iing = —
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hervorgerufen. Er flieBt im Uhrzeigersinn und erzeugt dabei das Magnetfeld

—nrnpul AUy It niling

= e = 7
ki)md 271:Rr3t0l ’ ind 1 ( )

Es ist dem verursachenden Magnetfeld (4) entgegengerichtet (vgl. Bild 1.16). Desgleichen ist
das magnetische Moment des induzierten Feldes gegen das induzierende Moment orientiert
Mit den gegebenen Zahlenwerten folgt fiir den induzierten Strom

~1200-15000 - 4m -1077.10-4-10"*-1,5. 104 A
2r-1,0-1.10

Tina = = —0,216 yA,

fur das induzierte Magnetfeld
Hipg = —1200-2,16 - 10-6 Am~1 = —2,59 - 10-3 Am~1.

Die Minuszeichen in den numerischen Ergebnissen bringen zum Ausdruck, daB die induzierten
Effekte der induzierenden Ursache entgegenwirken.

1.4.2. Relaxationszeit

An der Oberfliche von Gummi wird die Raumladungsdichte ¢ = 10712 As m—2 erzeugt. Unter-
suchen Sie die Abnahme der Ladung an der Oberfliche mit der Zeit t. Welcher Wert ist nach einer
Stunde zu erwarten? Bestimmen Sie die Relaxationszeit des Materials. Fiir die Leitfdhigkeit des
Gummis ist der Wert p = 10-14 Q-1 m=1, fiir die Dielektrizititszahl e, = 2,5 einzusetzen.

Losung

Wir benutzen die MAXwELLschen Gleichungen (1.4./1) und (1.4./3), in denen wir ® = ¢€, § = y€
einsetzen:

rot § = € + yE (1), div ¢€ = o. (2)
Auf (1) wenden wir die Operation div an. Damit folgt

div e€ + div y€ = 0. 3)
In Verbindung mit (2) ergibt sich daraus die Differentialgleichung der Ladungsdichte

e +ye=0. (4)
Sie hat die Losung

bl

-2y

0=g¢ ° . (5)
Der Ausdruck
&
T=—
v

hat die MaBeinheit s. Er wird als Relaxationszeit des Materials definiert. Im Verlauf dieser Zeit
sinkt die Ladung auf 1/e ihres Anfangswertes.

5%
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Fiir Gummi erhdlt man als Relaxationszeit

2.5.885.10-12
r=f 28880 10 55109 — 37 min.
y 10—
Nach einer Stunde ist daher die Raumladungsdichte auf

3,6 - 10°
2,2 - 10®

o (1h) =102 exp (— ) Asm=2=1,9.10"2 Cm3,

d. h. auf 199 des Anfangswertes abgesunken.

1.4.3. Oberflichenstromdichte — Unstetigkeit der magnetischen Feldstirke
bei Wechselstromen in idealen Leitern

Ein kreiszylindrischer idealer Leiter mit dem Radius R = 5 mm wird von Wechselstrom der
effektiven Stromstérke I.;; = 2 A durchflossen. Die Zahl der Perioden betragt 50 s—. Unter-
suchen Sie das Verhalten der magnetischen Feldstirke an der Trennfliche zwischen beiden
Medien. Wie groB ist die Oberflachenstromdichte?

Losung

Infolge des Skineffektes (vgl. 5.3.1.) konzentriert sich bei einem von Wechselstrom durchflossenen
idealen Leiter der gesamte Strom auf der Oberflache. Im Innern des idealen Leiters ist daher die
Stromdichte gleich Null, auf der Oberfliche dagegen unendlich groB. Es gilt somit

=0 fir r<R. (1)

Im AuBlenraum an der Grenze zum Leiter, d. h. fiir » = R, besteht nach dem AmpEREschen Ver-
kettungsgesetz (1.1./25) die Beziehung

Po-ds=1 bzw. D= —. 2)

Die Tangentialkomponente des magnetischen Feldes verhélt sich also im Gegensatz zu (1.4./12)
unstetig. Wir leiten dieses Verhalten aus der MaxwEeLLschen Gleichung (1.4./3a)

[[@+Dax=Po-as (3)
44 c

ab. Dazu betrachten wir im Grenzgebiet zwischen beiden Medien ein Rechteck As A% gemilB
Bild 1.14. Bei unendlicher Stromdichte & bleibt das Flachenintegral auch fur 4% — 0 endlich.
Infolgedessen verhalten sich die Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstéirke un-
stetig.

Da sich der Strom auf die Oberflache konzentriert, ist es zweckmaBig, anstelle der Stromdichte
(MaBeinheit A m—2) eine neue GroBe, die Oberflichenstromdichte §, zu definieren. Sie hat die
Einheit A m~!. Unter Verwendung dieser Gro8e erhalt man auf der linken Seite (3)

lim’ [[(3+D)-dA= & - (45 xn). (4)

A44—0 44
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Die rechte Seite (3) wird gemd8 (1.4./11) bzw. (1.4./12) behandelt. Hieraus folgt (vgl. 1.3./43)
R - 48xn) = (P — D) 48 bzw. (X ®)-48 = (P — H1) 48, (5)

Die Tangentialkomponente des magnetischen Feldes $ verhilt sich an der Ubergangsstelle zu
einem idealleitenden, von Wechselstrom durchflossenen Medium unstetig. Nur wenn der Tan-
gentenvektor 43 die Richtung des Oberflachenstromes { besitzt, ergibt sich aus (5)

(D1 — Hy1) - 439 = 0. (6)

Im idealen Leiter gilt 11 = 0. Das Magnetfeld 9y ist daher an der Oberfldche normal zum Ober-
flichenstrom & gerichtet.
Im vorliegenden Fall betrigt die effektive Oberflachenstromdichte

2

—_ = —————— Am™! = 63,7 Am~!.
2nR 2m - 5. 103

[Reit] =

Der Momentanwert der Oberflichenstromdichte ist durch

I

Koy =12
eff V 9mR

ei®t — 90,0 eil0ont Am-1

gegeben. Das magnetische Feld § hat fiir r = R nur eine Komponente $,,. Sie ist gleich dem
Betrag der Oberflichenstromdichte | &).

1.4.4. Wirmeverluste und Poyntingscher Vektor

Ein zylindrischer Kupferdraht (ycy = 5,9 - 107QQ1 m~1) mit dem Radius R = 5 mm wird von
Gleichstrom der Stirke I = 15 A durchflossen. Berechnen Sie die Wirmeleistung, bezogen auf
die Liange I = 1 m, und untersuchen Sie die Strahlung.

Losung

Die Stromdichte betrigt

I
= —- (1)

Fir die elektrische Feldstirke folgt

1% I
[y =
, 1% nR%y

2)

Sie hat die Richtung des elektrischen Stromes, die als z-Achse gewihlt wird.
Das magnetische Feld hat nur eine Komponente in Richtung der polaren Koordinate ¢. Ihre
GroBe betragt an der Peripherie (r = R)

I

@(p = 9nR’ (3)

B
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Die Warmeleistung wird nach (1) und (2) gleich

. I2 12

Als Poy~NTiNGgschen Vektor erhdlt man (vgl. 1.2./7)

€ =CxH =Ce, XxDpey = —C,Hpe,, )
d. h., dieser hat nur eine in Richtung —e, weisende Komponente. Es gilt also

I2
= T

Hieraus ergibt sich durch Integration iber die Mantelfliche

I2 12]

4

Wegen D =0, B = 0 sind die elektrische und die magnetische Energie konstant. Auf Grund
des Poy~TINGschen Satzes (1.4./20) kann daher die in Form von Wérme dem elektromagnetischen
Feld entzogene Energie nur durch eine einlaufende Strahlung kompensiert werden. Diese Energie-
strahlung erfolgt gem#B (6) radial in den zylinderférmigen Kupferstab hinein.

Der metallische Leiter ist hiernach lediglich in bezug auf den elektrischen Strom als Leiter an-
zusehen. Fiir die Energie ist der Kupferstab dagegen ein nichtleitendes Medium. Diese wird iiber
das den Zylinder umgebende Vakuum in Form von Strahlung zugefiithrt. Das Vakuum stellt
beziiglich der Energie einen Leiter, beziiglich des elektrischen Stromes dagegen einen Nichtleiter
dar. Fur die Wirmeleistung folgt aus (4) fur I = 1 m

. 52
W, = 15 W =49 mW = 1,2 . 10-5 keal 5%,
75,9107 52 109

1.4.5. Energie, Ladungsdichte und Druck im elektrischen Feld

Ein Plattenkondensator mit der Plattenfliche 4 = 400 cm? und dem Plattenabstand I = 2 mm
stehe unter der Spannung U = 220 V. Berechnen Sie die gespeicherte elektrische Energie. Wie
groB ist die Kraft, mit der sich die beiden Platten anziehen? Welcher Druck wirkt im homogenen
elektrischen Feld des Plattenkondensators? Wie groB ist die Ladung? (¢ = ¢,.)

Losung

Nach (1.4./21) und (1.4./22) ist die Energie des elektrischen Feldes im Volumen V = 4 . [ zwischen
den beiden Platten durch ‘

W, =—@-®V=%%@2Az )

gegeben. Verschiebt man eine der Platten gegen die elektrischen Krifte um die Strecke d/ (vgl.
Bild 1.17), so vergréBert sich damit die gespeicherte Energie um

dWe=—%e,,@29r-dt=—g.dt. @)
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Fur die Kraft, mit der sich die beiden entgegengesetzt geladenen Platten anziehen, erhilt man
daraus

1
F = — &CA. (3)
2
Sie ist vom Plattenabstand unabhingig.

27/7/7’7’7:7/7 + — - -

+— - -
+ — s - -
+ —> - -

feste +
Flatre Q ~——

Bild 1.17. Die Anziehungskraft zwischen zwei
L / + - entgegengesetzt geladenen Platten

- 4

Der Druck p gibt das Verhéltnis der senkrecht auf die Fliche wirkenden Kraft zur FlichengréBe
an. Aus (3) folgt

1
p= £ 82 |. 4)

Die elektrische Feldstirke im homogenen Feld des Plattenkondensators ist gleich

U 220

€] = — = Vm=1 = 11000 Vm~t.
l 2.1072

Als Energie ergibt sich damit aus (1)

We = % -8,85-10712. (1,1 - 10%)2.400-10%.2.10%J = 4,28 . 108 J,
also nur ein sehr kleiner Wert. Die Anziehungskraft wird nach (3)

F= %— -8,85-10712. (1,1 - 10%)2.400 - 10—* N = 2,14 - 10> N.

Fir den Druck erhdlt man aus (4)

p =1,07-103 Nm—2 = 1,07 - 105 mbar.
Die Ladungsdichte wird gleich

0=¢e6p-n=¢|C| =885-1022.1,1-10* As m~2 = 9,73 . 108 C m~2.
Eine Platte trégt also die Ladung 3,89 - 10-° As.
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1.4.6. Feldenergie eines permanenten Magneten

Ein permanenter Ringmagnet aus GuBstahl habe den mittleren Durchmesser 2R = 30 cm
(s. Bild 1.18). Die Breite des Luftspaltes betrage b6 = 1 cm, die Schnittfliche 4 = 25 cm?. Be-
rechnen Sie die magnetische Energie und den Druck infolge der magnetischen Krafte. Die Sétti-

Bild 1.18. Ringmagnet mit Luftspalt

gungsfeldstirke betrage B = 1,25 Vs m~2. Beweisen Sie, dal die magnetische Energie des Luft-
spaltes mit der Energie des Ringmagneten tibereinstimmt. Wie grof ist die magnetische Feld-
stirke im Luftspalt und im Innern des Magneten?

Losung
Die magnetische Energie im Luftspalt ist (vgl. 1.4./21)

B2A4b
240

1
Wp==9 BV =

Fir den Druck erhdlt man analog der Gleichung (1.4.5./4) fur das elektrische Feld

B2
B 21y '

1
- —9.B 2
p=59 2)
Zur Rickfithrung der magnetischen Energie des Luftspaltes auf die FeldgroBen im Innern des
Magneten gehen wir von der magnetischen Spannung aus. Umfidhrt man einmal die gestrichelte
Kurve € im Bild 1.18, so ergibt sich wegen des Fehlens elektrischer Strome aus der MAXWELL-
schen Gleichung (1.4./1a) fiir die magnetische Umlaufspannung

¢@-dr:0. 3)

Wir setzen im Ringmagneten eine homogene Magnetisierung voraus. Das Feld im Innern des
Magneten bezeichnen wir mit 9;, das im Luftspalt mit §,. Damit folgt aus (3)

(@xR — b) ; + b9, = 0. )

Ist die Feldstérke im Auflenraum bekannt, so erhélt man aus (2) fur die Feldstdrke im Magneten
b

9 = Da- (5)

T 2%R —b



1.4. MaxwgLLsche Gleichungen . 73

Mit dem Aufbau des im Umlaufsinn gerichteten Feldes im Luftspalt bildet sich also im Magneten
ein dem Umlaufsinn ent gegengerichtetes Feld aus.
Aus der MaxweLLschen Gleichung (1.4./4) ergibt sich

B; = B, = B. (6)

Die magnetische Energie des Luftspaltes wird daher gleich

W, = % Ab — @'—52 (2rR —b) A. (7)

Sie stimmt bis auf das Vorzeichen mit der magnetischen Energie des Ringmagneten iiberein.
Dieses Ergebnis ist eine Folge der verschwindenden Umlaufspannung nach (3).
Zahlen eingesetzt, folgt aus (1)

1,25%. 25 - 10-4 . 102

Wa = J=1557,
m 2 dm . 107 0
aus (2)
2
p= —1’25— Nm=—2=6,22-10° Nm—2 = 6,34 at.
2. 4m - 1077

Magnetische Feldenergie und Druck liegen also um GréBenordnungen iiber den entsprechenden
Werten des elektrischen Feldes.
Im Luftspalt ist die Feldstérke

1,25

Hy= —=2 _ Am-1=995105Am,
4 - 1077
im Innenraum
2 .005. 105
Ho— 20299540 107100 A met.

T 30r. 102 — 10-2

A Aufgaben

Al4.1. Ein gerader Magnet mit dem magnetischen Moment m,, = 10~* V m s wird einer
l Spule aus 1000 Windungen mit dem kreisférmigen Querschnitt 4 = 2 cm? auf
50 cm gendhert. Der ohmsche Widerstand betrigt 0,2); der induktive Wider-
stand ist dagegen zu vernachldssigen. Berechnen Sie den induzierten Stromsto
fIde.

Al42. Berechnen Sie zur vorhergehenden Aufgabe das induzierte magnetische Moment im
Verhiltnis zum induzierenden Moment, wenn das induzierende Feld gleichmiBig
in der Zeit t; = 0,1 s aufgebaut wird.

Al1.4.3. Berechnen Sie die Relaxationszeit von Polystyrol (y = 10-18Q-1m-1, ¢ = 2.6).

Al44. Fur Kupfer wird, wie allgemein fiir Metalle, mit einer Dielektrizitdtszahl e, > 1000
gerechnet. Die Leitfahigkeit des Kupfers betrigt v = 5,9 - 107Q-1m-1. Welche
. Grofenordnung ergibt sich daraus fiir die Relaxationszeit?
A14.5. Beweisen Sie aus den MaxweLLschen Gleichungen, da im Nichtleiter die Ladungs-
dichte konstant ist.
A14.6.% Leiten Sie aus den Ubergangshedingungen das Brechungsgesetz der elektrischen
Feldlinien in Isolatoren (y = 0) ab.
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A14.7%
A14.38.

A1.4.9.

A1.4.10.

Al.4.11.

Al4.12.

A1.4.13.

Al4.14.%

Wie lautet das Brechungsgesetz der magnetischen Feldlinien?

Wie groB ist stiindlich die Warmeentwicklung eines Aluminiumdrahtes der Linge
1=100km, des Querschnittes 4 =2mm? und der Leitfihigkeit y =4,2-10°Q-1m"1,
wenn an diesem eine Spannung von 10000 V anliegt?

Fir eine elektromagnetische Welle werden in Luft die elektrische Feldstirke
10-3Vm~! und orthogonal dazu gerichtet die magnetische Feldstéirke 2,65-10-8 Am=1
gemessen. Berechnen Sie die elektrische und die magnetische Energiedichte sowie
den Povynringschen Vektor.

In ein elektrisches Feld wird eine Platte von 50 cm? Flache gebracht und ihre Ober-
flichenladung gemessen. Variiert man die Stellung der Platte im Raum, so wird als
Maximum eine Ladung von 5,53 - 10-1% As (auf einer Seite) gemessen. Berechnen
Sie daraus die elektrische Feldstarke.

Eine Kugel vom Durchmesser 2R = 10 cm trage die elektrische Ladung @ = 10-*As.
Welcher Druck muB} auf die Oberfliche der Kugel wirken, um ihre Expansion zu
verhindern?

Berechnen Sie die magnetische Energie einer Feldspule der Linge ! = 40 cm mit
dem Querschnitt 4 = 2 cm?, deren » = 15000 Windungen vom Strom I = 3 A
durchflossen werden. Wie gro8 ist der Druck?

Die groften in Eisenkernen erzielbaren magnetischen Flufdichten liegen bei
2,2 Vs m~2. Wie groB ist die hierdurch gespeicherte magnetische Energie, bezogen
auf das Volumen V' = 1 m??

Eine Kugel vom Radius B = 10 cm trigt die Ladung @ = 10~* As. Wie groB ist

“die potentielle Energie Wy, d. h., welche Energie ist aufzuwenden, um die Kugel

aufzuladen?



2. Statische elektrische und magnetische Felder

2.1. Elektrostatik

E Einfiihrung

Bei statischen Feldern erfolgen keine zeitlichen Feld- und Dichtednderungen. Auch
Stromungen von elektrischer Ladung oder Energie finden nicht statt. Es gilt allgemein

3

=0, dh =0, D=0, $=0, §=0, D=0.

Ferner mul} in Leitern
E=0

erfiillt sein.
Fiir KNichtleiter erhélt man aus den Maxwzruschen Gleichungen (1.4./1) bis (1.4./4)

rot § =0, rot € =0,
} (1)

div 6 = 0; div® = p.
In diesen Gleichungen kénnen die magnetischen Gréfien $ und B unabhingig von

den elektrischen Groflen € und ® behandelt werden. Fiir € und ®© bestehen somit
die beiden Grundgleichungen des elektrostatischen Feldes

@)
®3)

Zwischen ihnen ist die Verkniipfung durch die Dielektrizitatskonstante ¢ zu bertick-
sichtigen:

D = ¢E. 4)
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Damit erhédlt man anstelle von (3) bei homogenen Medien
div 6 = 2. (3a)
e

Nach (2) kann € im elektrostatischen Feld stets als Gradient eines skalaren Po-
tentials

C= —grad® (5)

dargestellt werden. (5) in (3) bzw. (3a) eingesetzt, ergibt die Poissonsche Gleichung

AP =—2]. ()

Die Bedeutung des Laprace-Operators /\ in verschiedenen Koordinatensystemen
wurde in 1.3. angegeben.

Kennt man die Verteilung der Ladungen im Raum, so kann entsprechend (1.1./8)
und (1.1./9) das Feld aus diesen berechnet werden:

_ 1 0(@) -

Darin ist P der Punkt, in dem das Feld bestimmt wird, @ ein Punkt des Integrations-
bereiches mit der Ladungsdichte p.

Ist die Ladung tiber eine Oberfliche verteilt und bezeichnet ¢ die Flidchenladungs-
dichte, so erhilt man anstelle von (7) das Potential aus

41f]“@dA. 8)
E Tpo

Im ladungsfreien Raum geniigt @ der Larraceschen bzw. Potentialgleichung

‘A@zo. )

Bei der Berechnung spezieller Felder hat man die Randbedingungen zu berticksich-
tigen, die aus den Ubergangsbedingungen (1.4./11) und (1.4./12) sowie (1.4./15) und
(1.4./16) hervorgehen. Im folgenden werden die aneinandergrenzenden Medien durch
die Indizes I und IT gekennzeichnet.

Fiir elektrostatische Felder miissen nach (1.4./11) die Tangentialkomponenten der
elektrischen Feldstérke € und bei nichtleitenden ladungsfreien Medien nach (1.4./15)
die Normalkomponenten der Verschiebungsdichte ® iibereinstimmen. Diese beiden

®(P) =
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Forderungen werden erfiillt, wenn in jedem Punkt der Grenzfliche die Bedingungs-
gleichungen

(®I)Rand = (®II)Rand’ (10)
a5 =% (11)
On [Rand on Rand

befriedigt werden. n bezeichnet dabei die Variable in Richtung der Flichennormalen.
Es miissen also sowohl die Potentiale selbst als auch ihre Ableitungen in Richtung
der Flichennormalen {ibereinstimmen. Die Gleichung (10) gewéhrleistet die Uber-
einstimmung der Ableitungen in Richtung einer beliebigen Flachentangente und da-
mit die Gleichheit der Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes. Aus (11) folgt
die Gleichheit der Normalkomponenten von ®.

Eine anschauliche Methode zur Losung der Potentlalglelchung (9) mit den vor-
gegebenen Randbedingungen ist das Spiegelungsverfahren. Man fithrt dabei virtuelle
Ladungen derart ein, dal diese zusammen mit den realen Ladungen ein Feld auf-
bauen, das die vorgegebenen Randbedingungen befriedigt.

Beispiel 2

Eine Punktladung der Stirke @ = 102 As befindet sich in 2 m Héhe iiber einer idealleitenden
Ebene. Welches elektrische Feld wird dadurch aufgebaut?

Zur Losung geht man von der LaprLaceschen Gleichung (9) aus, die fur den gesamten ladungs-
freien Raum gilt. Der Raum oberhalb der Metallebene wird durch z > 0 gekennzeichnet (vgl.
Bild 2.1). Auf der Ebene z = 0 und im Raum z < 0 des metallischen Koérpers mull das Potential

z

77220 Bild 2.1. Spiegelung an einer Ebene

D = P(x, y, z) konstant sein. Man kann daher als Randbedingung @(z, y, 0) = 0 ansetzen.
Ebenso gilt @ = 0 fiir z < 0. Nun soll die Lésung fir den Raum z > 0 ermittelt werden.

Die Potentialgleichung (9) lautet nach (1.3./40) in Kugelkoordinaten, wenn man eine Abhingig-
keit nur von der radialen Koordinate » voraussetzt,

@p 2 00

il = = =0. 12
or? r or (12)
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Diese Gleichung hat als Losung das Potential der Punktladung

D=0, = i , (13)
: dmer

wie man sich durch Einsetzen iiberzeugt. Die Losung (13) befriedigt jedoch nicht die Rand-
bedingungen an der Grenzfliche = 0. Um auch die Randbedingungen zu erfiillen, nimmt man

im Medium 2 < 0 eine Ladung @’ = —@ spiegelbildlich zur Ladung @ an. Die von ihr im Raum
z > 0 ausgeitbte Feldwirkung wird ebenfalls durch ein Potential der Form (13) dargestellt:
Q/
Dy = . 14
@ 4mer’ (14

" gibt die Entfernung des Aufpunktes P vom Ort der virtuellen Ladung @ an. Bedeutet & die
Hohe der Ladung @ iiber der Ebene, so folgt damit aus (13) und (14) fiir das Potential der Punkt-
ladung iiber der leitenden Ebene

Q@ (1 1 Q 1 1
- +¢,,=_<___/)=__ — . (15)
e roor @“<W2+yﬂ+@—hﬁ %ﬂ+y2+(z+hﬁ)

Daraus lassen sich mittels (5), (4) und (3a) simtliche GroBen des Feldes sowie simtliche Ladungs-
verteilungen berechnen.

In gleicher Weise wie bei der Punktladung kann man nach dem Spiegelungsverfahren
in geeigneten Spezialfdllen oder durch zweckentsprechende Vernachlassigungen und
Idealisierungen die Potentiale fiir lineare, flichenhafte oder rdumliche Ladungs-
verteilungen gegeniiber Ebenen, Kanten und Ecken, Kugel- und Zylinderflichen
bestimmen.

Zur Definition der Kapazitit betrachtet man zwei Leiter L, und L_, auf denen sich
die Ladungen +@ und —@ befinden. Infolge der unterschiedlichen Ladungen be-
steht zwischen den Leitern einer Potentialdifferenz U = @, — &_. Als Kapazitét
des aus den beiden Leitern L, und L_ bestehenden Kondensators definiert man den
Ausdruck

_Q 9
O=F =" (16)

I .
[E-de

Ly
C wird in Farad (F) gemessen:

16

P =17

=1AsV1,

Die von einem Kondensator gespeicherte elektrische Energie kann man allgemein
durch Anwendung des GREENschen Satzes der Potentialtheorie berechnen.
Der GreENsche Satz folgt aus dem Gaussschen Satz (1.3./17), wenn man in diesem

S =Ygrad @ (i7)
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setzt. Es ergibt sich zunéchst

[[] div (¥ grad @) dV = {f ¥ grad @ - 4. (18)
Wird

div (¥ grad @) = ¥ div grad @ + grad @ - grad ¥ (19)

berticksichtigt, so folgt damit der Greensche Satz in der Form
[[[(PAD + grad @ - grad W) dV = {f ¥ grad @ - dU. (20)

Hier kann man ¥ = @ setzen. Wird die Betrachtung auf Potentialfunktionen be-
schrankt, fiir die A\®@ = 0 gilt, so ergibt sich

fffgradz@dV = # @ grad @ - dU. (21)

Die Integration links erfolgt iiber den gesamten Raum mit Ausnahme der beiden
Leiter. Das Oberflichenintegral rechts ist iiber die unendlich ferne Kugel und iiber
die Leiterflichen zu erstrecken.

Bei der Integration iiber die unendlich ferne Oberfliche einer Kugel ergibt sich der
Wert Null. Somit verbleibt rechts allein das Integral iiber die Leiterflichen. Im
linken Integral kann € = —grad @ gesetzt werden. Ferner konnen beide Seiten der
Gleichung mit ¢ multipliziert werden. Das liefert als elektrische Energie W, des iiber
den gesamten Raum erstreckten Feldes

2. = [[[E-D — {f oG- aU. (22)

Langs der Leiterfliche ist @ entweder gleich @, oder gleich @_. Ferner gilt fiir die
in den Leiter hineinweisenden Flichenelemente (vgl. Bild 1.15 sowie 1.3.)

A% = —n dd. (23)

Man erhélt daher

2, = @, ff eC-ndd + & (f G- ndd. (24)
L.

L,

Die Integrale iiber die Leiteroberflichen geben die Ladungen auf diesen an. Daher
folgt allgemein fiir jeden beliebigen Kondensator

2W, = (@, — .)Q (25)
bzw. wegen (16)

W, = =% = é cuz|. (26)




80 2. Statische elektrische und magnetische Felder

P Probleme

2.1.1. Plattenkondensator

Ein Plattenkondensator hat die Plattenfliche 4 = 400 cm?. Der Abstand beider Platten betrégt
d =1 mm. Das Zwischenmedium ist Luft, die unter dem Druck 0,5 Torr steht. Unter diesen
Verhiltnissen betragt die Durchbruchspannung 35 V (vgl. Tabelle 2).

Berechnen Sie, wie gro3 die Ladung ist, bei der die Entladung durch Funkeniiberschlag erfolgt.
Wie groB ist die Energie dieser Entladung?

Tabelle 2. Durchbruchspannung in Luft, bezogen auf 1 mm

P U P U

in Torr in Volt in Torr in Volt
0,1 180 20 200
0,2 60 50 400
0,5 35 100 600
1,0 40 300 2000
2,0 50 760 3000

10 130

Losung

Die Potentialgleichung lautet in Cartesischen Koordinaten

2 2 2
o B B0 B0
ox? ay? oz?

®

Wir betrachten das Innere des Kondensators und sehen von Randstérungen ab. Das ist nur ge-
stattet, wenn die Abmessungen der Platten gro8 sind gegen den Plattenabstand d.

Eine Abhingigkeit des Potentials kann nur in Richtung z des Plattenabstandes bestehen. In den
parallel zur Plattenfliche weisenden Richtungen x und y ist jeder Punkt gleichberechtigt, da
Randstérungen vernachléssigt werden konnen. (1) vereinfacht sich daher zu

2
d@zo

dz?

&)

mit der Losung

¢ = —az+ 0. (3)
Fiir das elektrische Feld erhdlt man daraus gemaB € = —grad @
€,=0, G,=0, G, =a. (4)

Es hat im Kondensator iiberall die gleiche Starke und die gleiche Richtung. (Ware in (3) das posi-
tive Vorzeichen gewahlt worden, so stinde in (4) —a statt a.)

Im Innern der Metallplatten, die als ideale Leiter vorausgesetzt werden, kann ein elektrisches
Feld nicht existieren. Aus der konstanten elektrischen Erregung ® = ¢€ folgt daher nach (1.4./15)
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fiur die Oberfléchenladungsdichte
c=9-n. (5)

Die entgegengesetzten Ladungen an der oberen und an der unteren Platte ergeben sich, wenn
man beriicksichtigt, daB die Flichennormalen n in den Kondensatorraum hinein weisen, also

7
12 T Tw Ty T )
+ 4+ 4 +" + 4+  Bild 2.2. Plattenkondensator
7.

oben und unten in Bild 2.2 einander entgegengerichtet sind. An der unteren Platte erhilt man
aus (5) und (4)

D, =¢ea =

. (6)

o

Die Ladung auf der unteren Platte ist also gleich
Q = cad. (7)

Fiir die Spannung U folgt aus (4)
d
U= G, =ad. (8)

Aus (7) und (8) ergibt sich als Kapazitit des Plattenkondensators

Q eA
C==="
U d

Die gespeicherte elektrische Energie wird nach (1.4./21), (4), (6) und (9)

1 1 1
We=—C .-D4A4d = — Q2 - = — CU=2. 10
Ve=5€-2 5 ¢ 3 (10)

L
c
Im vorliegenden Fall betrigt die Kapazitit

88510712400 - 10~

c
10-3

F =3,54.10"1F = 354 pF.

Daraus ergibt sich bei der Spannung U = 35 V die Ladung’
Q=CU=23,54-10"1 .35 As = 1,24 - 108 C.

Fur die Energie folgt
We= % -3,64-10710. 352 = 2,17 - 107 J.

6 Schilling, Felder
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2.1.2. Kapazitit des Zylinderkondensators

Ein metallischer Kreiszylinder mit dem Grundflichenradius R, = 30 cm enthdlt in seinem
Innern koaxial einen zweiten Zylinder mit dem Radius R; = 25 cm (vgl. Bild 2.3). Die Linge

Bild 2.3. Zylinderkondensator (Koaxialleitung)

beider Zylinder ist gleich I = 2 m. Der Zwischenraum ist mit Kautschuk ¢, = 2,5 gefiillt. Wie
groB ist die Kapazitit des Kondensators? Randstérungen sind zu vernachléssigen.
Losung

Wir fithren Zylinderkoordinaten ein. Es kann lediglich eine Abhédngigkeit von der Variablen »
bestehen. Nach (1.3./39) lautet daher die Potentialgleichung im ladungsfreien Raum

Li(a)_, "
rodr\ dr
Daraus folgt
do
— = 2
T 2)

wobei a eine Konstante bezeichnet. Hieraus erhilt man weiter
D =alnr +b. (3)

Nach (1.2./9) ergibt sich wegen € = —grad @

Die Flichenladung betrigt nach (4) auf der Innenseite des Aulenzylinders
Q =€, - 2nR, - I = 2neal. (5)

Der gleiche Wert mit entgegengesetztem Vorzeichen folgt fur die AuBlenseite des Innenzylinders.
Die Spannung zwischen Innen- und AuBlenzylinder ist gleich

i

Ra Ra
U:f@,dr:a CE:alnR—a. (6)
7 R
Ry Ry
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Hieraus folgt fiir die Kapazitét

o= _
U

Einsetzen der Zahlenwerte ergibt

_ 2:-2-8,85-10712.2

c F=1,23.10°F.
30
In —
25
2.1.3. Potentialberechnung durch Spiegelung an einer Ebene

Ein durch eine Kugel vom Radius R =: 10 cm idealisierter Korper befindet sich in der Hohe
h = 2,60 m uber der Wasseroberflache (e, = 88). Der Zwischenraum ist Luft. Wie gro8 ist die
Spannung gegen den direkt unter dem Schwerpunkt des Kérpers befindlichen Punkt der Wasser-
oberflédche, wenn sich auf dem Kdérper die elektrische Ladung @ = 108 As befindet?

Losung

Wir bezeichnen das Potential in Luft (z > 0) mit @1, das Potential in Wasser (z < 0) mit @y.
Nach (1.4./11) miissen an der Grenzfliche die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes
uibereinstimmen. Das erfordert fiir z = 0

&; = Dyg. (1)

Bei einem urspriinglich ungeladenen, nichtleitenden Medium mussen auBerdem die Normal-
komponenten der dielektrischen Verschiebung tibereinstimmen. Daraus folgt fiir z = 0

P oDy 0P oDy
= = =1 bzw. — = . 2
ot on n on “ e 0z I 0z @

Wir idealisieren den K¢rper vom Radius R durch seinen Schwerpunkt. In diesem kénnen wir uns
die gesamte Ladung @ vereinigt denken (vgl. 1.3.3./4). Als Losung des zugrunde liegenden Po-
tentialproblems nehmen wir im Medium I eine Potentialfunktion

1 (@ &
o= (£+9). ®)
TEp \ 7 v
im Medium IT
Q"
Py = —— 4
i dmery @

an. r bezeichnet die Lénge der Strecke QP, » die Lange Q"P. @’ und Q" befinden sich im Medium IT
spiegelbildlich zu ¢ (vgl. Bild 2.4).
An der (irenzebene z = 0 ist

Tpg =t Tpg’ = T-

6*
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Ferner gilt dort
I

h
2 72

T

L 21
r ’ oz 1

¥l

Damit ergibt sich aus (1) und (2) das Gleichungssystem

Q-+ _ @
= I, Q — O = Q//
e err ¢
mit der Losung
P ek ) v 2@
e+ e e+ e

Als Potential auf der Kugeloberfliche erhdlt man aus (3)

i 1 e — 1
O = — (= [_511_/ 0
47181 R 8[—’—511 r

(M

Die GroBe # ist fur jeden Punkt der Kugeloberfliche etwas unterschiedlich. (7) gilt ndherungs-
weise unter der Voraussetzung, daB der Kugelradius klein ist, d. h. R<< ¢’ gilt. In diesem Falle

Medium I
(Luft)

z=0

Medium I
(Wasser)

Q'bzw. Q" Spiegelung

Bild 2.4. Zur Potentialberechnung durch

kann man fiir alle Kugelpunkte »” = 2k setzen. Im Punkt P direkt unter dem Schwerpunkt des

geladenen Korpers betrigt nach (4) das Potential
Q" Q

Dy = = .
W 4TT€IIh 27(‘.'(61 + SII) h

Als Potentialdifferenz folgt somit aus (7) und (8)

Q [2 3€I+€H i|

40 = £
B (e +em)h

Mit den vorgegebenen Zahlen erhélt man

AP

_ 10-¢ 2 3488
T 8r-8,85-1072[0,1 (1 -+ 88)2,50

Ist das Medium IT ein Metall, so liegt der Grenzfall ey — oo vor.

]V=889V.

()

(C)

(@]
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2.1.4. Spiegelung an einer Kugel

Eine punktférmige Ladung @ = 10-7 As befindet sich in der Entfernung » = @ = 25 cm vom
Mittelpunkt einer leitenden Kugel mit dem Radius R = 15 cm. Bestimmen Sie die Potential-
funktion.

Losung

Wir definieren die einzelnen Punkte durch Kugelkoordinaten. Koordinatenanfangspunkt ist der
Kugelmittelpunkt. » = @, ¢ = 0 bezeichnet den Ort der Ladung Q. Die Winkelkoordinate ¢ ist
beliebig wihlbar. Die Wirkung der Kugel kann durch eine virtuelle Ladung @’ im Innern der Kugel

Bild 2.5. Spiegelung an einer Kugel

ersetzt werden. Sie liegt auf der Verbindungsgeraden von Kugelmittelpunkt und Ladung Q. Thre
r-Koordinate sei b; 9 ist ebenfalls Null.

Bezeichnet man die Radiusvektoren von den Ladungen @ und @’ nach dem Aufpunkt P mit ¢
und t” (vgl. Bild 2.5), so ergibt sich fiir das Potential

00, €

T

1)

"Auf der Kugeloberfliche muB @ konstant sein, Wir setzen diesen konstanten Wert gleich Null
und erhalten damit

L _ 9 (@)
[tk| ltg’|’

wobei der Index K auf die Kugeloberfliche hinweist. Die Beziehung (2), fiir einen beliebigen
Punkt P(R, ©, ) auf der Kugeloberfliche aufgestellt, ergibt nach dem Cosinussatz
Q &

= — . (3)
Vb2 + R* — 2bR cos & Va2 + B2 — 2aR cos &

Darin bezeichnet b die radiale Koordinate der virtuellen Ladung @’. Aus (3) erhilt man

/2

2
b+%~—2Rcosz9

D

_b 4
=- @

2

Q

—_—
a+li—2Rcosz9
a
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Wie aus den mittleren Summanden in Zahler und Nenner zu erkennen ist, besteht diese Be-
ziehung fir alle Winkel ¢, wenn

Rt=a-b bzw. b= — (5)
a

gilt. Die radiale Koordinate b der virtuellen Ladung @’ ist also reziprok proportional der radialen
Koordinate a (Gesetz der reziproken Radien). (5) eingesetzt in (4) liefert

Q2 =@ b bzw. Q' =—Q ]/b— (6)
a /| a
Im vorgegebenen Fall ist
. 10-2)2
b = (18 - 10797 m=9cm,
25102

Q =107 VQ% As = 6-107% As.

Damit folgt aus (1) fir das Potential des Punktes P, wenn man mit r, ¢, ¢ dessen Kugelkoordinaten

bezeichnet,
o 1 R?
=@ V72 — 2ar cos & + a? T a Va2 — 2arR? cos & + R* ’ ™
2.1.5. Dielektrische Kugel im homogenen Feld

In Luft bestehe ein homogenes elektrisches Feld der Stirke £ = 10 V m~!. Dieses wird durch
eine Kugel aus Harz vom Durchmesser 2R = 20 cm gestort. Berechnen Sie das Feld im Innern
der Kugel, wenn das Harz die Dielektrizitétszahl ¢, = 6 hat.

Lésung
Das homogene elektrische Feld bei Abwesenheit der Kugel ist durch sein Potential

®=—Ex (1)
bestimmt. Die Feldrichtung wird als z-Achse gewihlt.
Man kann sich das Feld (1) entstanden denken aus der Uberlagerung zweier Felder, die von
zwei Ladungen @ und @ = —@ im Unendlichen ausgehen. Wir betrachten dazu das Feld zweier

Ladungen 4@, deren Cartesische Koordinaten 2 = 4-2,, ¥y = 0, z = 0 lauten. Nach (1.1./8) hat
das durch diese Ladungen hervorgerufene Feld das Potential

oL L) o

T dme 'PQ 7 PG



2.1. Elektrostatik 87

Bezeichnet man die Koordinaten des Punktes P mitz,,z,s0 erhdlt man aus (2) fiir dasPotential @
in diesem Punkt

Q 1 1
D, = — —
Y dme (V(x — a2+ + 22 Y@+ a)?+ 422
Q 1 Zo% Tk
=2 =1+ — .1 —  x..|].
4me onz+z2+y2+22 +x02+--'+ +x02+"‘ i
Im Grenzfall x, — oo folgt daraus
o= < .. ®)
2mex,y?
Riickt man also die beiden Ladungen @ und § = —@ in das positive und negative Unendliche
und laBt sie gleichzeitig derart wachsen, da8
@ _ _pg, )

2
2mex,

konstant bleibt, so entsteht damit das homogene Feld (1). Die Ladung € im positiv Unendlichen
muB negativ sein, da das elektrische Feld von den Orten positiver zu Orten negativer Ladung
weist.

In das Feld (1) bringen wir die dielektrische Kugel vom Radius R, deren Mittelpunkt wir als
Koordinatenanfangspunkt wihlen. Jede der beiden Ladungen @ und @ erzeugt in der Kugel
eine spiegelbildliche Ladung. Nach dem Gesetz der reziproken Radien (2.1.4./5) ist der Ort der
spiegelbildlichen Ladungen durch

,_ B -
% = Py (5)

bestimmt. Im Grenzfall @, — oo ergeben die Spiegelbilder einen Dipol, dessen Moment m die
Richtung der 2-Achse hat. Sein Potential @,, erhilt man aus (1.2.5./9).

Bei der dielektrischen Kugel bleibt die GréBe der gespiegelten Ladung unbestimmt. Daher ist
uns der Betrag m des Dipolmomentes zunéchst unbekannt.

Das Potential auBerhalb der Kugel setzt sich aus dem Potential (1) des homogenen Feldes und
dem Stérpotential @, des virtuellen Dipols zusammen:

m-t ma
D, = —Ex+ = —Eyzz + (6)

4me,rd 4me,rd

Diese Beziehung kann man allgemeiner auch

- grad 1 (6a)
r

m
@, = —Hyx — n

TE,

formulieren.
Schreibt man das Potential (6) in Kugelkoordinaten geméf (1.2./10), so erhilt man

D, = |—E,r
N ( o 4me,r?

) cos ¥ sin . (6b)
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Fir das Innere der Kugel gehen wir vom Ansatz eines homogenen Feldes
@, = —E;x = —E;rcos9sing (7)

aus. An der Grenze zwischen den beiden Medien, d. h. fiir » = R, miissen nach (2.1./10) und
(2.1./11) die Bedingungsgleichungen

(Pa)r=r = (Pi)r=r

] (8)
(), = () f
& |— —Si —_—
or |r=R or Jr=r

erfillt werden. Damit ergibt sich

und

m

B, =8 + ——, 9
=B ©)

£ m
E,=E =& — ——. 10
2 Ve, 2me, R3 (19

Hieraus erhalt man fir m und E;
M _ & fa py_ frel — 1o (11)

dne, B, & + 2¢, g1 -2

B——5_p__3 p. (12)

= N -
& + 2¢, Erel + 2

Das homogene elektrische Feld im Innern der Kugel ist somit fiir

&
rep = — >1
€a

schwicher als das ungestorte homogene Feld auBerhalb der Kugel. Im vorliegenden Fall erhilt
man

Bi= 2 B= 3. 10Vm =375V m,
612 5

Dagegen ergibt sich fiir das Feld der elektrischen Verschiebungsdichte

D, =B = 3BeatiBy = __%Q'LD&’ (13)
& + 28, €] + 2

mit den vorgegebenen Zahlenwerten

D _3-6

— = 2,25.
D, 6 +2

Die Erregungslinien im Innern der Kugel sind somit fiir ;) > 1 gegeniiber dem duBeren Feld
stdrker konzentriert (vgl. Bild 2.6).
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Im Grenzfall e5) — oo (Metall) folgt aus (13) D; = 3D,, dagegen E; = 0. Die elektrische Erregung
wird also auf das Dreifache gesteigert. Der entgegengesetzte Grenzfall ¢, — 0 (Hohlkugel in
metallischem Medium, gendhert auch Luftblase in Wasser) fithrt aut £, = 1,5E,, D; = 0.

N

Cl
Bild 2.6. Kugel im homogenen Feld.
Elektrische Feldlinien fiir ¢, < 1 bzw.
Erregungslinien fiir ¢, > 1
2.1.6. Potential paralleler Drihte

Zwei parallele Drihte, deren radiale Ausdehnung zu vernachldssigen sei, haben voneinander den
Abstand 2a = 50 cm (vgl. Bild 2.7). Der erste Draht trigt, bezogen auf die Lingeneinheit, die
Ladung ¢;" = 1077 As m~!. Auf dem zweiten Draht befindet sich eine Ladung der linearen Dichte
g, = —10-7 As m~1. Bestimmen Sie das Potential und die Aquipotentiallinien. Der Zwischen-

raum sei Luft.

Bild 2.7. Parallele Drihte mit entgegengesetzten Ladungen. Aquipotentialflichen
und Feldlinien

Losung
Wir betrachten zunéchst nur das Feld eines Drahtes. Im Abstand » von der Achse gilt nach (1.1./6)
ir die Radialkomponente der elektrischen Erregung

D, 2mr =¢'. (1)
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Die iibrigen Komponenten verschwinden. Mit ® ist auch die elektrische Feldstérke bestimmt.
Aus dieser erhédlt man gemaB

B
f(§~dr=
i

die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten 4 und B.

Werden samtliche Potentialwerte eines axialsymmetrischen Feldes auf das Potential fiir rg =1m
bezogen, so kann man das Potential eines Punktes 4 mit dem Abstand r, = r von der zylin-
drischen Achse auch schreiben

B

9 gp=-4 e @)
2meyr 2re, 74
A

o) = L 1L, (3)
2me, 7

Befinden sich zwei elektrisch geladene, unendlich lange, parallele Geraden im Raum und hat ein
Raumpunkt P von diesen die Abstdnde r, und r,, so erhilt man fiir sein Potential aus (3)

7 1 7 1
®=-—""—]n—+——In—. 4
2me, In ry + 2me, " Ty @

Im Falle ¢," = —¢q,’ = ¢’ folgt aus (4)

D = . In 12—. (5)
2me, ry

Wir legen den Koordinatenanfangspunkt in die Mitte zwischen den beiden Geraden. Die Gerade-
selbst bezeichnen die z-Richtung. Senkrecht dazu, in Richtung der Verbindungslinie beider Ge
raden, verliuft die x-Achse. Beide Drihte schneiden also die z-Achse, und zwar in den Punkten
z = +a, y =2z = 0. Kennzeichnen wir einen Punkt P durch seine Cartesischen Koordinaten
x, ¥, 2, so ergibt sich fiir seine Abstdnde von den beiden Geraden

= Vi@ —a)?® + ¢, ry = Vo + a)® + 2. (6)
. Damit folgt fur sein Potential nach (5)

| &+ o

» =1 .
drey, (x — a)® + y?

Mit den vorgegebenen Zahlen ergibt sich

—7 < 2 _|_ 92 2 1 52
_ 10 In (x 4 0,25)% 4 V = 21701g (x 4 0,25)* + y V.
4m-8,85- 1012 (z — 0,25)2 + 2 (z — 0,25)2 1 42

Im Koordinatenanfangspunkt ist das Potential gleich Null, auf den beiden Drahten unendlich
groB.
Die Aquipotentiallinien sind nach (5) durch

2 2 2
@ = const, d. h. Tt (x_w =C (7
7.12 (ZL‘ —_ a)Z + y2
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bestimmt. (7) kann in der Form
(@ — a0 + 2 = B (8)

geschrieben werden mit

C+1 4a2C
—ottl g 400 9
=0T T C—1y ®

Als Aquipotentiallinien in der Ebene senkrecht zu den beiden Drihten ergeben sich also Kreise.
Thre Mittelpunkte liegen auf der z-Achse. Soll 2, = a sein, so mul C = 4 oo gewéhlt werden.
zy = —a wird fiir ¢ = 0 angenommen. In beiden Fillen ist nach (9) der Kreisradius gleich Null.
Die Aquipotentialflichen entarten hier in die beiden ladungtragenden Geraden.

2.1.7. Kapazitit einer Vertikalantenne (Linienladung)

Ein zylindrischer Stab hat den Durchmesser 27y = 5 mm und die Lénge I = 3,50 m. Er ist als
Vertikalantenne senkrecht in die Hohe gefiithrt und befindet sich mit seinem unteren Ende im

2r

1

-———

Bild 2.8. Vertikalantenne mit ihren Aquipotentialflichen und Feldlinien

Abstand @ = 10 cm vom Erdboden entfernt. Berechnen Sie seine Kapazitidt gegen die als ideal-
leitend vorausgesetzte Erde (vgl. Bild 2.8).

Losung

Wir berechnen zunéchst das Potential einer gleichméBig mit elektrischer Ladung versehenen
Linie gegen die idealleitende Erde und schlieBen daraus auf das vorgegebene Problem. Die Stab-
achse wahlen wir als z-Achse, ihren Mittelpunkt als Anfangspunkt des Koordinatensystems.
Bezeichnet
Q

(1)

qu
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die lineare Ladungsdichte, so ergibt sich in Analogie zu (2.1./7) und (2.1./8) fiir das Potential
der Linienladung im Punkt P,

+
d

f 2 2)
VPPO

1

7

Die Entfernung vom Aufpunkt Poy(xy, ¥y, 2,) zum Punkt P(0, 0, z) des Integrationsgebietes ist
gleich

PP, = Vo + Yo + (2 — 2)%. (3)
Damit folgt
L
Dy, = 2 [ln [Vag? + 4e2 + (29 — 2)® + 2 — zol] 3 (4a)
4me, —=
2
. 2 1\? l
Zo +?/0+Zo_5 +TZ'_20
=4 . 4)
4re, . 7\2 1
]xo +%2+(20+‘2—) ‘“?"20

Die Linienladung influenziert auf der Erde eine Ladung, deren Potential @, sich durch Spiegelung
ergibt. Im Aufpunkt P, ist dieses gleich

! !
—?—Za —E—Za

o, — L [ 4 _ de (5)
e, "PsPo 47160 Vaeo? + 4% + (2 — 2)?

3
— 2 -2 -2
21 2a l 2a

Durch Auswerten nach (4a) erhidlt man

2
l/x02+y02+(zoﬁl‘%+2a) ——é—2a—z0
QDS:—LIn

4me, 3 2 3 )
x02+y02+(z0+7l+2a) —?l-—Qa—ZO

Das Potential der Linienladung bei Anwesenheit der Erde ergibt sich aus der Uberlagerung
von (4) und (6):

O =0 - D,. )

Ist die Lange des Kreiszylinders groBl gegen den Radius 7, seiner Grundfliche, so 148t sich das
Potential wie folgt genéhert berechnen: Die Aquipotentialflichen des von der Linienladung aus-

gehenden Feldes konnen fiir [>>Vw,® 4 y,* durch Zylindermantelflichen gendhert werden.
Wir ersetzen den vorgegebenen Zylinder durch eine Aquipotentialfliche, deren Schnittflichen-
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radius Va? + yo? im Punkt z, = 0 identisch mit dem Radius 7, des vorgegebenen Stabes ist.
Das Potential hat auf dieser Aquipotentialfliche nach (4), (6) und (7) die Gréfle

o— 2 1, Varg + 12 4 1 Varg + (31 + 4a)® — (31 + 4a)

dregl  Yar? + 12— 1 Varg? + (I + 4a)t — (I + 4a)

Q ) Varg2 + 12 + 1 Varg + (I + 4a)? + (I + 4a)
+ (

= n
dmegl  Yar? + 12 — 1 Varg? + (31 - 4a)? + (31 + 4a)

. (®)

Bertcksichtigt man hierin 7y << 7, so folgt

o @

T dmeyl

12l + 4a)

1 .
o 70331 + 4a)

Als Kapazitidt der Vertikalantenne gegen die idealleitende Erde erhélt man somit

_ 4re,l
=—
o P+ 40)

73(31 + 4a)

(10)

Mit den vorgegebenen Werten ergibt sich

o _ 4m-8.85-10712-3,50
N 3,502 . 3,90
0,0025%. 10,90

F = 28,9 pF.
In

Im allgemeinen ist der Abstand a von der Erdoberfliche klein gegen die Lange I. Unter dieser
Voraussetzung folgt

2meyl

In —
V3 o

A Aufgaben

A2.1.1. Berechnen Sie die Kapazitit eines Plattenkondensators mit der Plattenfliche
A = 25 cm?, dessen Platten einen Abstand von 0,1 mm haben. Der Zwischenraum
ist mit Paraffin (e, = 2,3) gefillt.

A2.1.2. In atmosphirischer Luft (¢ = ¢,) betrigt die Uberschlagsspannung bei 1 mm Ab-
stand U = 3000 V. Sie wichst proportional dem Abstand. Wie gro8 ist die Energie,
die ein Plattenkondensator der Plattenfliche 4 = 100 ¢cm? speichern kann, wenn
der Plattenabstand 1 cm betrigt?

A21.3. Stellen Sie die Formel fiir die Kapazitit zweier konzentrischer Kugeln auf. Wie gro§
sind die elektrische Feldstdrke und die Spannung?
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A21.5.

A2.1.6.

A 2.1.10.

A2.1.11.

A2.1.12.

A21.13.*

A2.1.14.%

A21.15.

Wie groB ist die Kapazitit einer Kugel gegen den unendlich fernen Raum (eine
konzentrische Kugel vom Radius B — o0)?

Welchen Radius muBl eine Kugel besitzen, wenn ihre Kapazitit gegen den un-
endlich fernen Raum 1 F betragen soll?

Eine Punktladung der Stirke @ = 107! As befindet sich gegeniiber einer Metall-
platte im Abstand z, = 50 cm. Berechnen Sie das elektrische Feld. Welche Feld-
stdrke ergibt sich auf der Geraden, die von der Metallplatte zur Ladung gerichtet
ist, in der Entfernung [ = 2 m von der Metallplatte?

Eine Kugel vom Radius R = 20 cm befindet sich in Luft gegeniiber einer Metall-
platte. Der Abstand des Kugelmittelpunktes betrdgt # = 3 m. Berechnen Sie ge-
nihert die Potentialdifferenz, wenn die Kugel eine Ladung von 5 - 10-% As trigt.
In ein homogenes elektrisches Feld der Stirke E, wird eine Metallkugel vom
Radius R gebracht. Geben Sie das Potential an, a) wenn die Kugel ungeladen ist,
b) wenn sie die Ladung @ tragt.

In das homogene Feld der Stirke 100 Vi~ in Luft wird eine Kugel aus Harz
(e, = 20) gebracht. Der Radius der Kugel betrigt E = 1 cm. Berechnen Sie das
elektrische Moment der virtuellen Ladungen. Wie grof ist die elektrische Feld-
stirke in der Kugel?

Eine Gerade hat die elektrische Ladungsdichte ¢’ = 10~1® As m—*. Parallel dazu im
Abstand 2a = 1m verlduft eine Gerade mit der Ladungsdichte g," = —10-1°Asm™!.
Berechnen Sie die elektrische Feldstédrke in der Mitte zwischen den beiden Ge-
raden.

Bestimmen Sie die Aquipotentialflichen zweier paralleler Geraden, die gleiche
elektrische Ladungsdichten aufweisen.

Parallel zu einem Kreiszylinder mit dem Durchmesser 2R, = 5 cm verlduft ein
Draht im Abstand a = 1,50 m von der Zylinderachse. Wie gro8 darf die Ladungs-
dichte auf dem Draht sein, wenn das Zylinderpotential nicht um mehr als 100 V
ither dem Erdpotential liegen soll?

Eine zylindrische Leitung mit dem Durchmesser 2R, = 3 cm wird von einem dazu
parallel verlaufenden Draht influenziert. Der Durchmesser des Drahtes sei zu ver-
nachldssigen. Sein Abstand von der Achse des zylindrischen Leiters betrage
a= 2,6 cm. Die Ladung des Drahtes, bezogen auf die Léngeneinheit, sei
g’ = 10-8 Asm~?. Fiihren Sie eine Spiegelung am Kreiszylinder durch, indem Sie
vom Feld zweier Driahte ausgehen und parallel zum influenzierenden Draht virtuelle
Ladungen anbringen. Bestimmen Sie das Potential. Wie groB ist dieses auf der
Oberfliache des Zylinders?

Ein Kreiszylinder mit dem Radius R, befindet sich in der Mitte zwischen zwei
Drihten, die voneinander den Abstand 2¢ haben. Die spezifischen Ladungen der
Driihte seien ¢’ und —gq’; der Zylinder sei ungeladen. Berechnen Sie durch Spiege-
lung das Potential.

In das homogene elektrische Feld der Stirke E; wird ein ungeladener Metallzylinder
gebracht, so daB seine Achse senkrecht zur Feldrichtung steht. Bestimmen Sie das
Potential des entstehenden Feldes.
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2.2. Berechnung ebener statischer Felder durch konforme Abbildung

E Einfiihrung

Die Losung der Potentialgleichung zur Berechnung ebener elektrostatischer Felder
kann in vielen Féllen mit Hilfe einer konformen (winkeltreuen) Abbildung durch-
gefithrt werden. Dazu seien die Cartesischen Koordinaten z und y eingefiihrt. Man
faft sie in der komplexen Variablen

r=a 41y (1)
zusammen.
Es bezeichne

w=w) =ul,vy) +1v,y) (2)

eine komplexe Funktion der Variablen z. Diese Funktion w = w(z) vermittelt die
Transformation der komplexen z-Ebene auf die komplexe w-Ebene.
Ist der Grenzwert

lim L TR T wE) S (3)

unabhéngig davon, wie 4z = Ax + i 4y gegen Null strebt, d. h., ist der Differential-
quotient (3) in der x,y-Ebene richtungsunabhéngig, so definiert man diesen als Ab-
leitung w'(z) der Funktion w(z).

Im Falle w'(z) & 0 vermittelt w = w(z) eine konforme Abbildung der w-Ebene auf
die z-Ebene. Infinitesimal kleine Dreiecke werden winkelgetreu von der w-Ebene
auf die z-Ebene abgebildet. Zwei Kurven, die sich in der w-Ebene unter einem be-
stimmten Winkel schneiden, schneiden sich auch nach ihrer Abbildung auf die
z-Ebene unter diesem Winkel. Insbesondere behalten zwei zueinander orthogonale
Kurvenscharen, also z. B. Aquipotential- und Feldlinien, diese Eigenschaft auch nach
der Transformation w = w(z).

Setzt man im Differenzenquotienten (3) Ay = 0 und berechnet den Differential-
quotienten lings der reellen Achse, d. h. fiir 4z = Az, so folgt

wne) = lim M8 ARN) Zu@y) |y, v Any) = v@y)
dz—0 Az 420 Ax
ou , o0V
T @)

Andererseits kann man Ax = 0 setzen und mit Az = i Ay rechnen, den Differential-
quotienten also langs der imagindren Achse bestimmen. Dann ergibt sich

wi(z) = lim uay + dy) — uzy) e Ay) — v(@y)
Ay—0 1 Z]@/ Ay—0 AZ/
1 ou , ov
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Der Vergleich von (4) und (5) fithrt auf die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen

8u_8v 82)_ ou ©
oy’ o~ oy )

Sie miissen erfiillt sein, wenn eine komplexe Funktion in einem bestimmten Punkt
differenzierbar sein soll. Dieser Satz ist umkehrbar, was hier nicht bewiesen wird.
Aus (6) folgt, wenn man die erste Gleichung nach z, die zweite nach y ableitet,

Pu v v Pu ™
ox2 oy ox’ or oy oy

Regulidre komplexe Funktionen sind von der Reihenfolge der Differentiation un-
abhédngig. Daher erhélt man aus (7)

Pu P
Ebenso ergibt sich, wenn man in (6) die erste Gleichung partiell nach y, die zweite
partiell nach « differenziert,

o o
i 0. 9)
Sowohl der reelle als auch der imaginédre Anteil einer reguldren Funktion w = w(z)
erfiillen also die zweidimensionale Larracesche Gleichung A\® = 0. Die reellen und
die imagindren Anteile der reguldren komplexen Funktionen sind Potentialfunk-
tionen. Hierin liegt die Bedeutung der Theorie fiir die Berechnung zweidimensionaler
statischer Felder. Dagegen ist eine Ubertragung auf Felder, die von drei Raumkoor-
dinaten abhingen, nicht mdéglich.

Bei der Anwendung der Theorie konformer Abbildungen auf die Losung der LAPLACE-
Gleichung sucht man ein fiir die z-Ebene vorgelegtes Randwertproblem auf ein
bereits gelostes Problem in der w-Ebene zu transformieren. Die Aquipotentiallinien
und die Feldlinien in der w-Ebene behalten ihre Eigenschaft auch nach der konformen
Abbildung in die z-Ebene. Bezeichnen also die Geraden u = u, die Aquipotential-
linien, die Geraden v = v, die Feldlinien in der w-Ebene, so ergeben sich nach der
konformen Abbildung (2) die Aquipotential- und die Feldlinien des Problems in der
z-Ebene gemdf

u(e,y) = uqy und v(xy) = vg.

Beispiel 3

Es soll das Feld in einer unendlich langen, zylindrischen Koaxialleitung bestimmt werden. Dieses
ist nicht von der Koordinate in Richtung der Zylinderachse abhingig. Es kann also durch die
beiden Cartesischen Koordinaten & und y oder durch die Polarkoordinaten » und ¢ ausgedriickt
werden. Somit liegt ein ebenes Problem vor; man hat das Potential zwischen zwei konzentrischen
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Kreisen zu bestimmen. Diese sind als Aquipotentiallinien vorgegeben. Daher ist zu vermuten,
daB simtliche Aquipotentiallinien in der z-Ebene konzentrische Kreise sind.

In der komplexen w-Ebene betrachtet man das Feld des unendlich ausgedehnten Plattenkonden-
sators ohne Randstérungen. Bei diesem kennzeichnen die Geraden » = u, die Aquipotentiallinien,
die Geraden v = v, die Feldlinien (s. Bild 2.9). '

Wenn die Vermutung iiber die Aquipotentiallinien in der z-Ebene richtig ist, missen sich die

z-Fbene —————— Aguipotentiallinien
—— — — Feldlinien

Bild 2.9. Konforme Abbildung w = In z zur Berechnung des Feldes
in der zylindrischen Koaxialleitung

Geraden u = u, durch eine konforme Abbildung w = w(z) in die konzentrischen Kreise in der
z-Ebene uberfithren lassen.

Als Koordinatenanfangspunkt in der z-Ebene wird der Mittelpunkt der beiden vorgegebenen
konzentrischen Kreise gewidhlt. Ferner ist es zweckmiBig, z in Polarkoordinaten darzustellen:
z = x + iy = r ei?, Durch die konforme Abbildung

w=u-+iv=Inz=Inr 4 ip (10)
wird die w-Ebene auf die z-Ebene abgebildet. Dabei bleiben die Schnittwinkel zwischen den

Geraden, also auch die Orthogonalitit der Aquipotential- und der Feldlinien unveréndert.
Durch Trennung des Realteiles vom Imaginérteil folgt aus (10)

w=Inr=In Vx2+y2, (11)

v = arctan L. (12)
x

Aus den Geraden u = u, als den Aquipotentiallinien in der w-Ebene werden also die konzen-
trischen Kreise 2% + y2 = 72, Sie charakterisieren die Aquipotentiallinien in der z-Ebene.
Fur das Potential in der z-Ebene erhédlt man

@ = const w = const In }a% 4 y2 = const In . (13)

u, v, 7, @ geben die Zahlenwerte in m an, sind jedoch dimensionslos, da z. B. In 7 nur von einer
reinen Zahl gebildet werden kann. const hat im vorliegenden Fall die Einheit V.

7 Schilling, Felder
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AlsFeldlinien ergeben sich gemif (12) aus den Geraden v = v, die Geraden y = const «. Fir die
Feldstérke errechnet man aus (13) in Zylinderkoordinaten

€, = _2 mt — _ const m~1,
or r

Der Wert der Konstanten kann aus der Ladung auf den koaxialen Zylindern itber die elektrische
Erregung ® berechnet werden. Damit ist das elektrische Feld zwischen den Zylindern in Ab-
hingigkeit von der elektrischen Ladung bestimmt.

Anstelle der Geraden » = u, kénnen auch die Geraden v = v, gewahlt werden, und man kann
untersuchen, welches elektrostatische Problem dadurch geldst wird. Das mit dieser konformen
Abbildung verkniipfte Feldproblem wird in 2.2.1. behandelt.

In zahlreichen Fillen der Elektrotechnik sind die Aquipotentiallinien als Strecken
vorgegeben, die durch einen Knick unterbrochen sind. Es tritt dann das Problem
auf, das innerhalb eines Vielecks bestehende Feld durch konforme Abbildung auf
ein bekanntes Feld zu transformieren. Hierzu wendet man den Satz von Christoffel-
Sehwarz an. Dieser bildet das Innere eines Vielecks in der z-Ebene auf die obere

Az

B B N R
g @ az %y a5 A ay
§-£tbene
§=§+ip

Bild 2.10. Konforme Abbildung eines Vielecks nach CHRISTOFFEL-SCHEWARZ

{-Halbebene, das Vieleck selbst auf die reelle Achse in der (-Ebene ab. In der w-
Ebene sei das Feld bekannt. Durch konforme Abbildung der w-Ebene auf die {-Ebene
entsteht {(w), woraus man z = 2({) = z[{(w)] bilden kann.

Es seien die Winkel des Vielecks in der z-Ebene mit

,87;:0(2'72' (7/:1,2,,72/) (14)

bezeichnet (vgl. Bild 2.10). §; liegt innerhalb des Wertebereiches von Nulljbis 2,
o; somit zwischen Null und zwei. Die Eckpunkte des Vielecks erhalten bei ihrer Ab-
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bildung auf die ¢-Ebene die Koordinaten &; = «;. Nach dem Satz von CHRISTOFFEL-
Scawarz wird die konforme Abbildung des Innengebietes eines Vielecks in der
z-Ebene auf die obere {-Halbebene durch die Transformation

4
z=20) =4 [ (s —a) (s — a))* 1 (s — ap)*1ds + B (15)
0
bewirkt.

Beispiel 4

Es soll ein Rechteck in der z-Ebene auf die obere Halbebene in der {-Ebene konform abgebildet
werden (vgl. Bild 2.10a). Dabei kann man aus Grinden der Symmetrie annehmen, da die
Punkte 4, und 4, in der {-Ebene auf a; = —1, a;, = +1 fallen, die Punkte 4, und 4, dagegen

/44 A_y
b
As a Az
z-Ebene
7
A Al 4 4 Bild 2.10a. Konforme Abbildung eines
- i —» ¢ Vierecks
-7 -C c 17
C-Lbene
auf @y, = —c, a; = +c. Die Winkel sind alle gleich /2, der Exponent im CERISTOFFEL-SCHWARZ-
Integral ist daher wberall gleich —;— - 1= —%. Aus (15) folgt als Transformation, die das

Innere des Rechtecks in der z-Ebene auf die obere {-Halbebene abbildet,

2=A __ds tBod [ —1 B e
J Vs+1Vs—1Vs—cls+c¢ (82 — 1) (s2 — ¢?)
0 0

Das auftretende Integral ist nicht elementar auswertbar. Es wird durch das elliptische Integral
erster Gattung

F(k; C) Zf——d—“——___.s____ (17)
V1 — &) (1 — k2s?)
[0}

geldst. Die konforme Abbildung (16) schreibt sich somit

4
zziF(i,5)+B:i ds + B. (18)
c c c / o2
Y= -5)
0
0

7
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Hat man die konforme Abbildung z = z(w) bestimmt, die das vorgegebene Problem
in der z-Ebene in eine bereits bekannte Losung fir ein Feldproblem in der w-Ebene
tiberfithrt, so kann die Feldstirke in der z-Ebene nach einem einfachen Differen-
tiationsgesetz sofort angegeben werden. Definiert man die w-Ebene so, daf} die Va-
riable » bis auf einen konstanten Faktor den Wert des Potentials in der w-Ebene
angibt, so gilt fiir die elektrische Feldstérke

€, = —% = —const %, ¢, = —const 2—; (19)

Fiir den Betrag der Feldstérke folgt

e ou\? ou\?
== / y 2 I —_— —_ y 4
€] =}G,* + G2 = const V(@x) + (8y) (20)
woraus sich wegen der CaucHY-RiEMaNNschen Differentialgleichung (7)
ov\2 8u ou v dw
S| = — — ) = i i =] = t | —
|€] = const l/(ay) + (63/ = const ‘/’ 5 % V % i 2 const | —— }

(21)

ergibt. Der Betrag der Feldstérke ist proportional dem Absolutbetrag des Differential-
quotienten w’.

x, ¥, u, v haben nach (19) die Einheit m, const hat die Einheit V m-!. Man kann
jedoch auch mit dimensionslosen Gréfen w = w + iv und z = x + iy arbeiten.

Beispiel 5
Nach Beispiel 3 bildet die Transformation
w=Inz

das homogene Feld eines Plattenkondensators in der w-Ebene auf das Feld zwischen zwei ko-
axialen Zylindern (z-Ebene) ab. Das Potential in der w-Ebene ist durch @ = const % bestimmt.
Fiir den Betrag der Feldstérke in der w-Ebene erhédlt man z. B. mit const = 10 V, wenn samt-
liche geometrischen GréBen Zahlenwerte in m angeben,

Sl = 164 = | =22 | 1t = 10 V.

Der Betrag der Feldstérke in der z-Ebene wird gleich

|€,)| = const dw V m-,

wn

Schreibt man entsprechend dem vorliegenden Problem z = r ei?, so folgt also

10
€yl = . Vmt.
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Das Feld 148t sich hiernach um so stirker konzentrieren, je kleiner der Radius des Innenleiters
gewihlt wird.

Erfolgt die konforme Abbildung z.B. nach CHRISTOFFEL-SCHWARZ in mehreren
Stufen

w=w(@Q), Q=80&), ... GL==04L0), (22)
so erhélt man den Betrag der Feldstédrke nach der Kettenregel
, dw dQ dc,
|@z, = const m d—é_l . E (23)
P Probleme
2.2.1. Das Feld zwischen geneigten Platten

Zwei metallische Platten sind gegeneinander unter dem Winkel o = 2° geneigt. Der Abstand
am unteren Ende betridgt d = 0,1 mm, die Breite einer Platte b = 25 cm, die Lénge I = 40 cm.
Randstérungen werden in erster Naherung vernachldssigt. Berechnen Sie die Kapazitdt dieses
Kondensators und bestimmen Sie den Feldverlauf.

Losung
Wir schreiben die komplexe Variable z in Polarkoordinaten

2=z + iy = rel? (1)
und betrachten die konforme Abbildung

w=u-+iv=Inz=Inr + ip. (2)

Durch Trennung von Real- und Imaginérteil ergibt sich
u =1Inr=In}a? 4 ¢, v:q;:arotani. (3)
@

Die fur den ganzen Raum formulierte Losung gilt nur zwischen den geneigten Platten.

Wir wihlen in der w-Ebene die Geraden v = v, = ¢ = const als Aquipotentiallinien, die Ge-
raden u = u, = In 7y = const als Feldlinien (vgl. Bild 2.11). Far die z-Ebene ergeben sich damit
aus (3) als Aquipotentiallinien die Geraden

Y = x tan @, (4)
als Feldlinien die Kreise

2? + y? = 1% (5)
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Da ¢ = g, die Aquipotentiallinien angibt, kénnen wir nach (3) das Potential in der Form
@ = const - arctan Y _ const ¢ (6)
@
schreiben. Fir die elektrische Feldstirke erhalten wir gemifl € = —grad @ aus (1.2./9)
1
G, =0, €, = —const —. (7)
7

Die Ladungsdichte auf der rechten Platte wird gleich

const

Dy = —& .

daraus folgt fiir die gesamte Ladung auf der linken Platte

T
dr' 2
Q=—soconst-l-/—r=—soeonst‘l-lnl“-. (8)
'/‘é 71
T1

N
N
N
N

1 | JE— |
7

7777 Vi
w-Ebene
Aguipotentiallinien
z7-Ebene — — — Feldlinien

Bild 2.11. Konforme Abbildung w = Inz zur Berechnung des Feldes
zwischen zwel geneigten Platten

Aus Bild 2.11 entnimmt man fiir << 1

der-a, r=n+b=2 10 ()
04

Demzufolge ergibt sich aus (8)

@ = —gconst - - In <1+%X)
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und weiter
const = ————Q,—b. (10)
o«
Jeln (1 4+ —=
£ n ( + d)

Die Spannung zwischen den beiden Platten betréigt

n/2+a
U= Cprdp = —consta = __Qa__b__ (11)
&l In (1 + -2‘)
d
/2

Fir die Kapazitidt des Kondensators folgt damit die Formel

gl In (1 +b %)

Q
(=== 12
U " (12)
Im Falle ; & 7, >> b erhilt man den Plattenkondensator. Es gilt dann
b b
2oL,
d 71
(12) liefert in diesem Falle
o=@l _ad (13)
d d

in Ubereinstimmung mit (2.1.1./9).
Mit den vorgegebenen Zahlen ergibt sich aus (12)

8,85 - 10-12. 0,40 In (1 +0,25 Ts?%)
C= 7 /180 . F =4,5.10-° F = 450 pF.
2.2.2. Elektrisches Feld zwischen den Schenkeln einer metallischen Ecke

Bestimmen Sie das elektrische Feld zwischen den Schenkeln einer Ecke (vgl. Bild 2.12). Der
Offnungswinkel betriagt 90°, die Linge jedes Schenkels I = 20 cm, die Breite b = 10 cm. Durch
eine duBere Ladung, die man sich in unendlich groSer Entfernung konzentriert denken kann,

e ] Bild 2.12. Metallische Ecke
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wird auf der Oberflache im Innenraum der Ecke eine Ladung der Stirke @ = 10~°® As influenziert.
Das elektrische Feld ist mittels konformer Abbildung zu berechnen, d. h., die Verdnderlichkeit
des Feldes mit der Raumkoordinate z ist unberticksichtigt zu lassen.

Losung
Das Feld einer Ecke kann durch die konforme Abbildung
w = 2% bzw. u + iv = (@ 4 iy)? (1)
berechnet werden. Die Auflosung dieser Gleichung nach Real- und Imaginirteil liefert
u=z®—y2, v =2zy. (2)

Wir wihlen die Kurven » = const als Aquipotentiallinien. (1) transformiert diese in die Hy-
perbeln 22y = const. Im Grenzfall v = 0 entarten diese Hyperbeln in die aus den positiven Teilen
der - und der y-Achse gebildeten Ecke. Die orthogonal zu den Aquipotentiallinien verlaufenden
Feldlinien sind in der w-Ebene durch die Geraden u — const, in der z-Ebene durch die Hyperbeln
z® — y? = const bestimmt. ‘

Das Potential ist durch

@ = const v = const « 2zy (3)
gegeben. Daraus erhilt man die Feldstdrke
€, = —2 const y, €, = —2const z. (4)

Die elektrische Feldstirke ist somit am kleinsten in der Umgebung der (inneren) Ecke. Das geht
auch aus

dw

hervor.
Als Dichte der Oberflichenladung erhédlt man auf dem vertikalen Schenkel

Dn(y) = —2¢ const y, (6)
auf dem horizontalen
Dp(z) = —2¢ const z. 7)

Hieraus ergibt sich fiir die gesamte Ladung @

! l
—2g,b const (fy dy + [= dx) = —egzb const 12 = Q,
0 0

woraus

Q

const = — 8—01)72 (8)

folgt. Im vorliegenden Fall erhdlt man

102 Vm—2

const = — =
8,85.10"12.0,1.0,04

—2,825-10* Vm—2,



2.2. Berechnung ebener statischer Felder durch konforme Abbildung 105

Fir die Feldstarke ergibt sich damit in der Mitte auf dem horizontalen Schenkel
¢, =0, €, =5,65-10Vm,
dagegen in der Mitte auf dem vertikalen Schenkel

G, =565-100Vm?, G, =0.

2.2.3. Abbildung einer Kreisfliche auf einen Streifen — Elektrisches Feld
zwischen zwei Zylinderhalbschalen

Zwei durch einen schmalen Spalt unterbrochene Zylinderhalbschalen tragen entgegengesetzte
Ladungen. Bestimmen Sie das elektrische Feld und die Aquipotentiallinien.

Losung

Wir bilden das Innere des Kreises vom Radius R in der z-Ebene auf die obere Halbebene der
{-Ebene ab. Das geschieht durch die konforme Abbildung

[ Lk S WO i ()
z2— R C+i
Zum Beweis setzt man
C=l] et (2)
und berechnet
& —i] = V(Zletr — i) (jel e + 1) = V[Z[2 + 1 — 2 [{[siny, 3)
[&+i) = V(eI + 1) (IC e + D) = V]I + 1 + 2| sinyp. @)

Die Forderung |z| < R fithrt auf

il _ pVEP+1—2[siny _
G+ YigE+ 1+ 2 siny

Diese Bedingung ist fiir den Wertebereich 0 <y < +, also fiir die obere Halbebene der kom-
plexen Variablen { erfillt. Durch (1) wird der Kreis vom Radius R in der z-Ebene auf die
reelle Achse der {-Ebene abgebildet.

Wie man aus (1) erkennt, wird der Punkt z = R in den unendlich fernen Punkt der {-Ebene,
der Punkt z = —R in den Nullpunkt der {-Ebene transformiert. z = iR entspricht { = —1,
z = —iR dagegen { = 1. Die untere Hilfte des Kreises in der z-Ebene wird daher auf den
positiven Teil der reellen Achse in der {-Ebene, der obere Halbkreis auf den negativen Teil der
reellen Achse abgebildet.

In deér w-Ebene liege ein homogenes Feld vor. Die Transformation

R.

w=1In¢ (5)
mit
w=u -+ iv, L= 1f el (5a)

vermittelt eine Abbildung des Streifens

O<ov<m
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auf die obere {-Halbebene. Dem linken Teil der reellen Geraden in der komplexen {-Ebene, d. h.
dem Wert i = =, entspricht in der w-Ebene die obere Gerade v = n (mod 2r), dem rechten Teil,
d. h. ¢ = 0, die untere Gerade » = 0 (vgl. Bild 2.13).

Ay
z-Ebene
A3 As .
i
-7 1 +7
&-£Lbene
y
A7

i e o s
|
)i A

|
|
% 7L, 777 oy

A4
w-Lbene

Bild 2.13. Konforme Abbildung zur Berechnung des Feldes
zwischen zwei zylindrischen Halbschalen

(5) und (1) zusammengefaBt, ergibt als Gleichung zur Transformation der Kreis- auf die Streifen-

flache
zo:ln,z+R. (6)
i(z — R) .

Setzt man hierin z = @ + iy, w = % + iv und trennt den Real- vom Imaginarteil, so folgt nach

den Gesetzen iiber das Logarithmieren komplexer GréBen

(2;2 + yZ — RZ)Z + 4y2R2 (7)
[ — B} + y°F

22 1 g2 2
v = arctan E——y—R— (8)
2yR

u=iln
2
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Wir legen die Aquipotentiallinien durch v = v, fest. Fiir diese ergibt sich aus (8), wenn man dort
das Argument gleich einer Konstanten C setzt,

@ + (y — CR)2 = R¥(1 + C?). 9)

Fir y = 0 erhilt man aus (9) « = 4 R. Als Aquipotentiallinien ergeben sich somit Kreise, deren
Mittelpunkte auf der y-Achse liegen. Sie gehen alle durch die beiden Punkte (4 R; 0) und (—R; 0),
die die positive von der negativen Ladung trennen (vgl. Bild 2.13) und von der Betrachtung
auszuschlieBen sind. Die konforme Abbildung (6) ergibt also Aquipotentiallinien, die gerade dem
vorgegebenen Problem entsprechen.

Als Feldlinien erhalten wir aus (7) die durch
(@ 4 B)* + y* = Cl(z — R)* + 9] (10)
bestimmten Kurven. Umgeformt folgt

( 1+C

2 C
x—i—R————) + y% = 4R?

1 -0

—c (11)

Die Feldlinien sind Kreise, deren Mittelpunkte auf der z-Achse liegen. Der Spezialfall ¢ =1
ergibt eine Gerade durch den Schwerpunkt der Halbkreise. Fiir v = R, y = 0 entarten die Feld-
linienkreise in einen Punkt.

2.2.4. Das Feld einer aus der Ebene herausspringenden Kante

Aus einer Ebene ragt eine spitze Kante der Liange I heraus, die eine elektrische Ladung tragt.
Berechnen Sie das Feld in der Umgebung dieser Kante.

Losung

Wir charakterisieren die Ebene mit der herausragenden Kante durch die reelle Gerade in der
z-Ebene, aus der im Koordinatenanfangspunkt eine Spitze der Lange I herausragt (s. Bild 2.14).
Die z-Ebene bilden wir mit Hilfe des CHRISTOFFEL-SCEWARZ-Integrals auf die {-Ebene ab, wobei
die Gerade mit der herausragenden Spitze in die reelle Achse der {-Ebene tiberfithrt wird. Dabei

A
A
30 £
z~Ebene
7

Bild 2.14. Konforme Abbildung zur Berech-

Y , nung des Feldes einer aus der Ebene heraus-

> e 0 3 ragenden spitzen Kante

+7
§-£bene
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lassen wir die Punkte B und D in der z-Ebene zusammenfallen, rechnen also mit einer unendlich
diinnen Spitze. Es ergeben sich daher die Winkel

T 1 1
= — E t——1=——]|,
Br 2 ( xponent — 2)
Be =2m (Exponent 2 — 1 = 1),
b 1 1
== E t— —1 = ——].
bp 3 ( Xponen 5 2)

Den Punkt C legen wir in der {-Ebene auf den Koordinatenanfangspunkt. Die Punkte B und D
kénnen auch in der {-Ebene zueinander symmetrisch gelegt werden; sie erhalten hier die reelen
Koordinaten —1 und +1. Nach dem Satz von CHRISTOFFEL-SCHWARZ (2.2./15) erhélt man damit
folgende Beziehung fir die Abbildung der z-Ebene auf die {-Ebene

‘ _1 _1
z=z(C)=Af(.s+1) 25(s—1) 2ds+ B (1)
0
bzw.
¢
z='AfV28 ds+B =AYV —1—id + B. @)
sz — 1

0

Dem Wert z = il entspricht der Wert { = 0. Wir setzen diese Beziehung in (2) ein und erhalten
B =il. Ferner soll z =0 auf { = 1 fihren. Daraus ergibt sich 4 = 1. Somit erhalten wir
endgiiltig fir die konforme Abbildung der z-Ebene auf die {-Ebene

z=1Yy2—1 bzw. (= /j—:+1. 3)

Schreiben wir ¢ = & + iz, so kénnen wir die Aquipotentiallinien durch % = 7, festlegen und
damit die gestellte Aufgabe auf den Plattenkondensator ohne Randstérungen zuriickfithren.
Fir das Potential erhélt man daraus

Q):C":%Q—szwwﬂ—ymféw—<lux2—y2)- )

Die Komponenten der Feldstdrke werden gleich

6, = G2z e e e ey 17 5)
A YVETE A — @ — )] [0+ 0 g — Al
e 12 12— a2 — g2 — Y2+ a® + y2)% — 4122 ®)
Y

V[V(lz TP ) — 4lnE — (2 + a? — yZ)] [(2 + 22 + y2)2 — 4122 '

Im Grenzfall y >>1, d. h. weit entfernt von der hérausragenden Kante, ergibt sich aus (4) das
Potential des ungestoérten homogenen Feldes

@i =Sy )
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Fir die Komponenten der Feldstirke folgt aus (5) und (6) ebenso wie aus (7)
¢
Cy1=0, (Cysu= -7 = const, (8)

wie beim ungestérten homogenen Feld.
Um das Feld in der Umgebung der Spitze zu untersuchen, setzt man @ = A, y = [ + Ay und
nimmt Az <€ 1, Ay << 1 an. Damit ergibt sich aus (4)

C —_—
(@)ymtamo = = Vay + Va2 + 42, ©)

7

aus (5) und (6) ebenso wie aus (9)
C Ax
2 Viida + Agt) (Vida® + Ayt + Ag)
(/A £ ag + 4y)

(@y)yﬁl,rzo = - . (11)
2 Vida2 + Ay?) (VA2 + Ay? + Ady)

(@x)yal,xzo = -

Das Feld nimmt hiernach in der Umgebung der Spitze sehr groe Werte an; unmittelbar an der
Spitze wichst es iitber alle Grenzen (Feldkonzentration durch Spitzenwirkung).

2.2.5.% Kapazitit zweier Zylinderschalen

Eine Koaxialleitung besitzt einen zylindrischen AuBenleiter mit dem Innendurchmesser
2R = 20 mm. Der Durchmesser des Innenleiters werde mit 2R; bezeichnet. Es sei B;<< R.
Durch zwei zueinander symmetrisch angeordnete Schlitze mit dem Offnungswinkel 2¢, = 2°
(vgl. Bild 2.15) wird die Wandung des AuBlenzylinders in zwei Zylinderschalen geteilt, die auf
entgegengesetztes Potential +®@, und —@, gebracht werden, wihrend der Innenzylinder das
Potential Null besitzt. Berechnen Sie die Kapazitdt des aus den beiden Schalen gebildeten
Kondensators fir die Zylinderlinge ! = 1 m. Die Wandstérke der Zylinderschalen sei zu ver-
nachlidssigen. Welche Feldstirke ergibt sich an den duBersten Schlitzkanten?

Losung

Das elektrostatische Problem wird durch eine Folge konformer Abbildungen gelést.
Durch die erste Transformation

Q=1Inz 1)

wird jeder der beiden Halbkreise auf ein Vieleck abgebildet (vgl. Bild 2.15a und Bild 2.15D).
Die zweite Transformation

3
0= Azf (s — ds) ds LB, @)
g V(s — ay) (s + 1) s(s — ag)
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z~-FEbene
1 6
8 _,
n Bild 2.15a
-Ebene
Z. 1l 8 4=0 A
Zag)  |2=0 l¢=¢g
c 0F' 6'
nR | R l
9% _ a¢
an =0 an =0 Bild 2.15b
&-£oene
5!/ C” D/I E(I F/I
A” 1 't 1 1 n
a, =710 a; . a; d
|
#=0 3_¢ =0 #=9 a¢. =0
an on Bild 2.15¢
Au/ 6 o
9?7,
/ n w-£bene
¢0 =4,
% _
an. g
c” 0" Bild 2.15d

Bild 2.15. Konforme Abbildung zur Berechnung des Feldes in der Koaxialleitung

mit geschlitztem Auflenleiter
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bildet das Innere des von der rechten Halbschale erzeugten Vielecks in der 2-Ebene auf die
obere Halbebene der komplexen Variablen { ab (vgl. Bild 2.15¢). Die dritte Transformation

4

W=Asf—ds—+33 3)
p V(s + 1) s(s — ay)

bildet die obere Halbebene der Variablen  auf das Innere eines Rechtecks in der w-Ebene ab
und fithrt damit das vorgelegte Problem auf das homogene Feld des Plattenkondensators zuriick
(Bild 2.15d). Dabei ist wesentlich, daB ausgezeichnete Aquipotentiallinien (® = 0, @ = @)

und avsgezeichnete Feldlinien 22 = 0} in der z-Ebene diese Eigenschaft auch in der w-Ebene
n

besitzen. Aus (1) und (2) ergeben sich die folgenden Beziehungen:

ay

lnRi+i%=A2f/ (s — ) ds + B,, )
< P V(s — ay) (s + 1) s(s — as)
—1

mﬂ:Ai[ (8 — a;) do + By, 5)
p Vis — ay) (s + 1) s(s — ap)

InR = B,, (6)

1nR+i(l—%)=A2f / (s — ay) ds + B,, )
2 V(s — ay) (s + 1) s(s — ag)

InR = A2f (s — a5) ds + B, )
B V(s —a;) (s 4 1) 8(s — a,)

Wir setzen (6) in die iibrigen Gleichungen ein und formen auf reelle Ausdriicke um. Dabei ist
@G < —1<0<a,<ay

zu beriicksichtigen. Es folgt zunéchst aus (5)

0
R (@ — 8) ds
In = —4 , , 9)
E; lew—aﬂleu—wmy—w

damit aus (4)

%:mf L . (10)
2 Vol s — D (o &9
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(7) und (8) ergeben

£~¢0=A2f (0, —8)ds , (11)

2 : Vis —a) (s + 1) s(ag — s)

B e e P (12)
Vs — a)) (s + 1) s(as — s)

a:z

Zur Bestimmung der vier Unbekannten 4,, a,, a,, a; liegen somit vier Gleichungen vor. Ihre
Auswertung fiahrt auf vollstdndige elliptische Integrale erster und zweiter Gattung.

Im Grenzfall R; — 0 entnimmt man aus Bild 2.15a, daf die Punkte B und ' zusammentfallen.
Der Parameter a, wird dann gleich —1. Damit wéchst der Ausdruck (9) uber alle Grenzen, wie
es fiir R; — 0 sein muB. Setzt man wegen der Beschrinkung auf kleine Schlitzwinkel das Be-
stehen der Ungleichungen

a3 > as, ay > |, (13)

voraus, so lassen sich die Integrale (10) bis (12) genéhert elementar auswerten. (10) ergibt fiir
4 =—1—-—Amit4L1

-1
/ %2 ds = 2 . (10a)
Vs —a) (—s — 1) ay Va,

(11) und (12) liefern

a2

1 ay — 8 ds:i

EO s+ Va

(a, arctan Va, — ]/o;;) = T—C%——V—_‘LWJ s (11a)
3
as

s—mlds o 4q/%, (12a)
]/83((13 — )

Daraus erhilt man das Gleichungssystem
2y, Hady Az(n—q/“l)zl—%- (19
Va, Va,
Seine Losung unter der Voraussetzung (13) lautet

a2=i2, 43=‘1%a 4, = ! . (13)
Po Po

Bezeichnet man in der w-Ebene den Abstand zwischen den beiden Aquipotentiallinien @ = 0
und @ = @, mit a, dagegen die Lénge einer Aquipotentiallinie mit b (vgl. Bild 2.15d), so folgen
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aus (2) und (3) die Beziehungen

4, f & iB-w (16)
f V(s + 1) s(s — ag)
-1
A3f_——(1—_—_i__+33=0g (17)
J Vet 1st—a)
~ ds .
By=a  (18), 4y | ———— + By =ib. (19)
f V(s + 1) s(s — a)
0

Durch Umrechnung auf die elliptischen Normalintegrale ergibt sich?)

2

0
f ds = K(k). (20)
| V(s + 1) s(s — ag) Vaa +1

Weiter erhélt man

—1

f ds -2 kW). 21)
V—(s+ 1) s(s —a) Vag+ 1

-— 00

Hierin bedeutet K das vollstandige elliptische Integral erster Gattung. Der Modul des ellip-
tischen Integrals ist gleich

k=V LI (22)
as + 1

ferner ist

k'=V1—k2=V“3 . (23)

as + 1

Wir setzen (20) und (21) zusammen mit (18) in die Gleichungen (16) und (17) ein und erhalten
daraus das Gleichungssystem

24, Kk)=a (24), 24,
Va:; +1 Vaa + 1

EX)=b. (25)

Die Auswertung der Gleichung (19) fithrt zu keiner neuen Gleichung fir die drei Unbekannten
a, b und 4;. Man kann daher eine dieser Gréfen, z. B. a, frei wihlen, womit die anderen beiden
durch (24) und (25) bestimmt sind.

) vel. [3]

8 Schilling, Felder
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Fir die Losung des Problems, die Kapazitét des aus den beiden Schalen gebildeten Kondensators
zu bestimmen, ist es jedoch nur erforderlich, das Verhéltnis b/a zu kennen. Die Folge der kon-
formen Abbildungen (1) bis (3) tiberfiihrt das Feld zwischen den Halbschalen in das Feld des
Plattenkondensators mit den Abmessungen bl und dem Abstand a. Nach (2.1.1./9) folgt fiur die
Kapazitit des Plattenkondensators

bl

™

eA
— — 2
C = (26)

|

Hierin (24) und (25) eingesetzt, ergibt unter Annahme von ¢ = ¢, fir die Kapazitdt der entgegen-
gesetzt geladenen Zylinderhalbschalen

=)
1= a4+ 1 @7)

)

Im vorliegenden Fall ist nach (15)

. 4
o 1818180,
Po 14. ¢

Damit folgt nach (22) und (23)

bl el 7610, KT R —1_29. 10
17-10° + 1

Zur Berechnung der vollstéandigen elliptischen Integrale wendet man im vorliegenden Fall am
zweckmaBigsten die Formeln

— e— ——4 . e
K(k)= (1 + =+ ) (28)
Hl'ld

K@) =1n % (29)

fur kleine Werte k an. Es ergibt sich mit hinreichender Genauigkeit

K(7,6-10% = =,  K1—29-10"%) =In 4 1087
2 7,6 -107°
Somit folgt fiir die gesuchte Kapazitit der gesamten Anordnung
_885-.1012.10,87.2-1
B 3,14
Die Feldstirke in der z-Ebene ergibt sich durch Berechnung des Differentialquotienten

c F=6,12-10"1F.

dw| _ |dw df d@
dz |~ |dgae de
_ 4, VE—a) G+ D EE—a)| 1 _ |45V —ay| 1 (30)
V(& 4+ 1) (¢ — a,) Ay(C — ay) r Ay (C—ag)| r
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An der duBersten Schlitzkante E ist { = a,. Die Feldstirke wichst also an der scharfen Kante
iiber alle Grenzen (Spitzenwirkung).

A

A2.2.1.

A2.2.2.
A223.

A224.

A225.

A22.6.

A2.2.7.

A22.8%*

8%

Aufgaben

Welchem elektrostatischen Problem entspricht die konforme Abbildung
w= L?
z
Untersuchen Sie die konforme Abbildung
w=1z.
Untersuchen Sie die konforme Abbildung
2z = ccoshw.
Welche geometrischen Transformationen werden durch die konformen Abbildungen
1 1 1 1
a)w:-2—<z—?), b)w=?(z+z>
auf den Einheitskreis in der z-Ebene bewirkt; d. h., welches Bild liefert der Einheits-
kreis in der z-Ebene bei der Abbildung auf die w-Ebene?

Welche geometrische Transformation wird durch die konforme Abbildung
w=2z + i
z

a) auf zum Einheitskreis konzentrische Kreise,
b) auf Gerade durch den Koordinatenanfangspunkt in der z-Ebene bewirkt?

Untersuchen Sie die Eigenschaften der konformen Abbildung
2

w=2z -+ ay
z

£
(4

4 g Bild 2.16. Platte iiber unbegrenzter Ebene

Welche Transformationen ergeben sich fiir Kreise um den Koordinatenanfangs-
punkt sowie fir Gerade durch den Ursprungspunkt?

Geben Sie die konforme Abbildung an, um nach Bild 2.16 das Feld einer Kon-
densatorplatte zu berechnen, die sich iiber giner unbegrenzten Ebene befindet (Ver-
fahren zur Berechnung der Randstérungern dines Plattenkondensators).

Welche konformen Abbildungen sind durchzufithren, um das elektrische Feld
zwischen den Schalen eines geschlitzten zylindrischen Leiters mit endlicher Wand-
stédrke zu berechnen? Die beiden Halbschalen befinden sich auf entgegengesetztem
Potential. Der Innenleiter hat das Potential Null. Stellen Sie die Gleichungen zur
Bestimmung der Parameter auf.

In der zylindrischen Koaxialleitung mit geschlitztem Auflenleiter befinden sich
die beiden Halbschalen des AuBenleiters auf dem Potential +@®,, der Innenleiter
auf dem Potential —®,. Welche konformen Abbildungen sind zur Berechnung
der Kapazitat durchzufithren?
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2.3. Magnetische Eigenschaften der Stoffe

E Einfiihrung

Die Magnetisierung 9t eines Stoffes ist nach (1.1./23) durch die Beziehung

B =pH =md + M (1)

definiert. Zwischen der Magnetisierung 9t und der magnetischen Feldstdrke $ be-
steht nach (1) der Zusammenhang

M= (r — u) O = uexH. (2)
Darin bezeichnet
M — Mo
Mo

die magnetische Suszeptibilitit.
Als Suszeptibilitdt je Kilomol definiert man die Grofle

= —1 (2a)

x =

_xM

Q >
die sich aus den atomaren Eigenschaften ableiten 1at. M gibt darin die Masse eines
Kilomols, ¢ die Massendichte an.

Ein kleiner Kérper vom Volumen A4V mit der Magnetisierung 9t in ]edem Punkte
stellt einen Magneten mit dem magnetischen Moment

Amy, = ‘)JEAVl 3)

dar.

Beispiel 6

Die Zelle eines magnetischen Informationsspeichers habe das Volumen AV = 10~ m?3. Der
bindre Grundzustand O sei durch Saéttigungsmagnetisierung in Richtung der z-Achse gekenn-
zeichnet. Die Sattigungsmagnetisierung sei gleich Mgy = 1,2 Vs m~2. Bei Speicherung der In-
formation O stellt die Zelle daher einen Magneten mit dem Moment

e

Amy =1,2-107% Vsm
dar, das die Richtung der z-Achse hat.

Fir diamagnetische Stoffe ist » << 0. Diese haben urspriinglich kein magnetisches
Moment. Es wird erst durch das duflere Feld induziert, wobei die LENzsche Regel
gilt (vgl. 1.4.1.). Der induzierte elektrische Strom, dessen Triger die Elektronen
sind, ist daher dem Strom der Feldspule entgegengerichtet. Ebenso ist das magne-
tische Moment der Elementarmagnete dem Moment der Feldspule entgegengerichtet.

In paramagnetischen Stoffen haben die Molekiile auch ohne das duflere Feld magne-
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tische Momente. Die magnetischen Momente sind statistisch iiber den gesamten
Korper verteilt, so dafl dieser als Ganzes kein magnetisches Moment zeigt.

Im Magnetfeld erhalten die Achsen der molekularen Momente eine Vorzugsrichtung.
Nur ein schwach iiberwiegender Teil der Molekiile besitzt eine magnetische Kom-
ponente in der Vorzugsrichtung, wihrend bei einem nur wenig kleineren Teil diese
Komponente in die entgegengesetzte Richtung weist. Infolgedessen ist die Suszep-
tibilitdt bei paramagnetischen Stoffen nur wenig gréfBer als Null (vgl. Tafel 3).

Als Ursache dafiir, dafl ein dufleres Feld die vollstandige Gleichrichtung der Elemen-
tarmagnete nicht erzwingt, hat man die Warmebewegung der Molekiile anzusehen.
Infolgedessen ist die magnetische Suszeptibilitdt » temperaturabhingig. Fiir nicht
zu tiefe Temperaturen gilt das Curiesche Gesetz

%= —. (4)

Bei den ferromagnetischen Stoffen sind Permeabilitdt und Suszeptibilitdt auch in
grober Naherung nicht mehr als Materialkonstanten aufzufassen. Schreibt man den
Zusammenhang zwischen den Feldgréfen in den Formen (1) und (2), so sind x und »
nicht nur von der Stdrke des dulleren Feldes, sondern auch von der Vorgeschichte
der Magnetisierung abhéngig.

B
3

&

BR ;
»  Bild 2.17. Hysteresisschleife. H, Koerzitivfeld-

/ H stdrke, By Remanenz

A

He

Das Verhalten ferromagnetischer Stoffe wird durch die Hysteresisschleife 8 = B(9)
oder auch M = M(P) dargestellt (vgl. Bild 2.17). Steigert man, ausgehend vom
unmagnetischen Zustand, die Feldstdrke ©, so nimmt die Magnetisierung 9 bzw.
die magnetische Fluidichte 8B zunéchst stédrker, dann schwécher zu, bis die Sitti-
gungsmagnetisierung erreicht ist. Fallt $ danach wieder, so nimmt die Magnetisie-
rung langsamer ab, als sie aufgebaut wurde. Fiir § = 0 ist noch immer eine be-
stimmte Magnetisierung Myr = By vorhanden, die als Remanenz bezeichnet wird.
Der ferromagnetische Stoff ist also dann auch ohne dulleres Feld magnetisch. Wird
jetzt ein magnetisches Feld in der entgegengesetzten Richtung aufgebaut, so nimmt
die Magnetisierung weiter ab, bis sie den Wert Null erreicht. Die hierzu gehérige
GriBe der Feldstiarke H bezeichnet man als Koerzitivieldstirke H.. Mit der weiteren
VergroBerung der Feldstdrke in der entgegengesetzten Richtung wird auch die
Magnetisierung des Korpers in der entgegengesetzten Richtung aufgebaut und er-
reicht schlieBlich symmetrisch zur urspriinglichen Sattigungsmagnetisierung ihren
Endwert. Durchlduft § nun eine Folge von entgegengesetzt gleich grofen Endwerten,













































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































