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Vorwort

Das Buch »Elektromagnetische Felder und Wellen« setzt die mit den Titeln »Physik
in Beispielen« von Hajko und »Statistische Physik in Beispielen« von Schilling be-
gonnene Reihe »Physik in Beispielen« mit der Behandlung elektrischer und magne-
tischer Vorgänge fort. Die Darstellung physikalischer Effekte an Hand technischer
Beispiele macht es besonders bei den elektrischen Erscheinungen erforderlich, Grund-
begriffe aus der Elektrotechnik einzuführen. Neben den rein physikalischen Be-
trachtungen über Elektronen und Ionen und über elektrische und magnetische
Größen in statischen, stationären, nieder- und hochfrequenten Feldern werden daher
auch die Elemente der Vierpoltheorie, der Vorgänge in Kabeln und Leitungen und
der Sende-, Empfangs- und Transistortechnik behandelt.
Wie in den vorangegangenen Bänden ist jeder Abschnitt in drei Teile untergliedert:
einen kurzgehaltenen Lehrtext über die theoretischen Grundlagen, die ausführliche
Lösung systematisch ausgewählter Probleme bis zum numerischen Ergebnis und
eine große Zahl von Aufgaben mit Angabe der Lösungen am Schluß des Buches.
Für ihren Rat bei der Gestaltung des Buches danke ich besonders Herrn Prof.
Dr. habil. Schultz -Piszachich, Ingenieurhochschule Köthen, und Herrn Prof. Dr.
habil. Gerdes, Universität Rostock. Herr Ing. Ring, Zentralinstitut für Kybernetik
und Informationsprozesse der AdW, Berlin, Herr Dr. sc. Prinzler und Herr Ing.
Hoffmann, Zentralinstitut für Elektronenphysik der AdW, Berlin, unterstützten
mich mit speziellen Hinweisen zur Empfangs- und zur Transistortechnik. Meine
Gattin, Frau Ing. R.  Schilling, entwarf das Bildmaterial und die technischen
Zeichnungen. Dem Verlag danke ich für die vielfältigen Beratungen und für die
Unterstützung in jeder Phase der Entstehung des vorliegenden Werkes.
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< Grundgesetze des elektromagnetischen
Feldes

Elektrische und magnetische Grundgrößen1.1.

e Einführung

Zur Beschreibung der elektrischen und magnetischen Erscheinungen unterscheidet
man zwischen den Größen zur Darstellung des Feldes und den Größen zur Kenn-
zeichnung des Mediums. Das elektromagnetische Feld wird durch die elektrische
Feldstärke @ und die magnetische Feldstärke § charakterisiert. Dagegen werden die
elektrischen und magnetischen Eigenschaften des Mediums durch die elektrische Er-
regung oder Verschiebungsdichte die magnetische Induktion oder Flußdichte SS,
die elektrische Stromdichte 3 und die elektrische Ladung Q zum Ausdruck gebracht.
Quellen des elektrischen Feldes sind die elektrischen Ladungen Q. Ihre Messung er-
folgt in der Einheit Coulomb (C) :

1 Coulomb (C) = 1 Amperesekunde (As) .

Zwischen der elektrischen Elementarladung e und der Ladungseinheit 1 As besteht
der Zusammenhang

e = 1,602 • 10- 19 As. (1)

Zur Definition der elektrischen Feldstärke betrachtet man eine Probeladung Qp . Sie
sei so klein, daß sie die vorhandene LadungsVerteilung nicht stört. Auf Qp wirkt im
elektrischen Feld eine Kraft Der Vektor ist im allgemeinen in jedem Raum-
punkt nach Größe und Richtung verschieden. Als elektrische Feldstärke definiert
man den Vektor

(2)
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Er hat nach (2) die Einheit

Krafteinheit Newton N kg ms -2

Ladungseinheit Coulomb C As

Ein Newton (N) gibt die Kraft an, die auf eine Masse 1 kg wirkt, wenn sie die Be-
schleunigung 1 m s“2 erhält.
Die Arbeit bei der Bewegung längs einer vorgegebenen Kurve C ist nach (2) durch
das Linienintegral

W = f 8 • ds = Qp f @ • d§ (3)
c c

bestimmt. Als Spannung U bezeichnet man die skalare Größe

U = (4)
c

Sie wird in Volt (V) gemessen und ist ebenfalls von der speziellen Form der Kurve C
abhängig. Für die Maßeinheit der elektrischen Feldstärke erhält man aus (4) den
in der Elektrik gebräuchlichen Ausdruck

[ |@ | ]=Vm- i .  (5)

Die elektrische Verschiebungsdichte ® kennzeichnet die Elektrisierung des Mediums
infolge der vorhandenen Ladungen. Von diesen geht eine Fernwirkung oder Er-
regung des ladungsfreien Raumes aus. Ein Beispiel für diese Fernwirkung ist die
Kraftwirkung auf eine Probeladung. Zur Definition der elektrischen Erregung wird
festgelegt, daß das Oberflächenintegral der elektrischen Erregung, erstreckt über
eine beliebige, eine vorgegebene Ladung Q einschließende Fläche A,  gleich der ein-
geschlossenen Ladung ist :

ff ® • da = Q.  (6)
A

Die positiven elektrischen Ladungen können hiernach als Ausgangspunkt elektrischer
Feldlinien angesehen werden. In den negativen Ladungen enden diese Feldlinien.
Zur expliziten Darstellung des Erregungsfeldes ® betrachtet man die Wirkung einer
punktförmigen Ladung Q. Sie befinde sich im Mittelpunkt einer Kugel K vom
Radius r. Jeder Punkt der Kugeloberfläche ist gleichberechtigt; die elektrische Er-
regung hat überall auf der Kugeloberfläche den gleichen Betrag. Daher kann man
schreiben

Q = ff ® 0 • da = • ff da = 4nr z . (7)

Die Richtung des Verschiebungsvektors wird im vorliegenden Falle durch den
Radiusvektor r bestimmt, gezogen vom Ort der Ladung Q zum Aufpunkt P (vgl.
Bild 1.1). Als Vektor der elektrischen Erregung im Falle einer punktförmigen La-
dung Q folgt nach (7)

(8)— "j -------2 ~~
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Bei mehreren im Raum verteilten Ladungen Qi erhält man © nach dem Super-
positionsprinzip

® = Z®« .=  SÄ- -  (9)i i 4tü 2 Ti

Als Einheit der elektrischen Erregung ist nach (6)

A q
[|®|] = (10)

zu schreiben. Für die zeitliche Ableitung der elektrischen Verschiebungsdichte erhält
man aus (10) die Einheit einer Stromdichte:

[|®|] = Am-2. (10a)

Im Falle hochfrequenter Wechselfelder kann die Dichte ® des Verschiebungsstromes
maßgebliche Werte annehmen und die Größenordnung der Dichte 3 des elektrischen
Leitungsstromes erreichen. Bei der Messung hochfrequenter Ströme ist daher ® stets
in Rechnung zu stellen.
Die Einheit (10) der elektrischen Verschiebungsdichte ® deutet auf ein Verfahren
zu ihrer experimentellen Messung, dessen exakte theoretische Grundlagen aus der
MAXWELLschen Theorie (vgl. 1.4.) abgeleitet werden:
In einem idealen Leiter kann sich kein elektrisches Feld ausbilden, da sich Span-
nungsunterschiede hier sofort ausgleichen. Im idealen Leiter gilt also © = 0 . Bringt
man ein kleines, das vorhandene Feld nicht störendes Metallplättchen in das elek-

XA --------

/ \

\ / Bild 1.1. Zur Definition der elektrischen Erregung
bzw. Verschiebungsdichte

trische Feld, so muß an seiner Oberfläche das elektrische Feld enden. Die Metall-
oberfläche wird zum Ausgangs- oder Endpunkt der elektrischen Feldlinien. Elek-
trische Feldlinien gehen von positiven Ladungen aus und enden in negativer Ladung.
Die auf der Oberfläche gemessene Ladungsdichte a gibt daher die Größe der elek-
trischen Erregung ® an dieser Stelle des Feldes an :

Leiter — ~T~7 = D ,  (11)
ZJZL

Zwischen der elektrischen Feldstärke ® und der Dichte 3 des elektrischen Leitungs-
stromes besteht eine lineare Beziehung, die aus dem Ohmschen Gesetz

(12)U = RI
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abgeleitet werden kann. Es bedeutet

y AA
(13)

den ohmschen Widerstand, Al die Länge der Leitung, AA die Querschnittfläche.
Der spezifische Widerstand ist mit 1/y bezeichnet, y definiert die Leitfähigkeit des
Materials (siehe Tafel 2). Ist dieses homogen, so gilt nach (4) beil einem konstanten
Feld ® die Beziehung ü = JE Al. Ferner ist I = J AA .  Diese letzten beiden Be-
ziehungen zusammen mit (13) in (12) eingesetzt, ergibt für das OHMsche Gesetz die
Form

3=7® (14)

Stromdichte und Feldstärke sind also über die Leitfähigkeit y des Materials linear
miteinander verknüpft.
Eine weitere Materialbeziehung besteht zwischen ® und Sie wird in der Form

® = a® (15)

geschrieben, s bezeichnet die Dielektrizitätskonstante. Ihre Einheit ist nach (11)
und (5)

M = AsV-1 ixr1 . (16)

Im allgemeinen schreibt man

s = s t 8q (16 a)

und bezeichnet er als Dielektrizitätszahl (relative Dielektrizitätskonstante) des Me-
diums (vgl. Tafel 1). e0 = 8,854 • IO-12 As V-1 m-1 gibt die elektrische Feldkonstante
(absolute Dielektrizitätskonstante des Vakuums) an.
Die elektrische Polarisation ist durch

® = 8® = 80 ® + $ (17)

definiert, woraus

$ = (£ -8 0 )®  (17a)
folgt.

Bei den Eigenschaften des magnetischen Feldes hat man zu berücksichtigen, daß die
Pole der Magneten, im Gegensatz zu elektrischen Ladungen, stets paarweise auf-
treten und nicht getrennt werden können. Daher ist es unzweckmäßig, die magne-
tischen Feldgrößen § und 33 durch Analogien zu den elektrischen Feldgrößen ab-
zuleiten oder aus der Wirkung auf einen Magnetpol zu definieren.
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Die magnetische Feldstärke § läßt sich aus der Ablenkung einer Magnetnadel be-
stimmen. Diese eicht man als Meßinstrument, indem man sie in eine zylindrische
Spule bringt. Der Öffnungsquerschnitt der Spule sei ein Kreis, dessen Radius klein
ist gegen die Spulenlänge l. Unter dieser Voraussetzung hängt die magnetische Feld-
stärke im Spuleninnern nur noch von der Stromstärke I und von der spezifischen
Windungszahl n/l ab (vgl. 3.1.):

Magnetische Feldstärke H = Stromstärke I • Windungszahl n/Länge l (18)

Die Magnetnadel zeigt daher überall in der Spule die gleiche Auslenkung. Das
Magnetfeld hat die Richtung der Spulenachse (vgl. Bild 1.2). Durch Änderung der

Bild 1.2. Die magnetischen Feldlinien einer kreiszylindrischen Spule

Stromstärke I wird der Magnet zum Meßinstrument geeicht. Mit diesem kann man
die Stärke vorgegebener Felder bestimmen.
Nach (18) hat § die Einheit

[ | § | ]=Am~ 1 . (19)

Die Messung und Definition der magnetischen Flußdichte oder Induktion 33 erfolgt
am einfachsten mit Hilfe des Farad AYschen Induktionsgesetzes.
Beim Aufbau des magnetischen Feldes 93 in einer Zylinderspule aus n Windungen
mit dem Querschnitt AA wird ein Spannungsstoß

J C7lnd  dl = - ff ƴ d2l (20)
AA

induziert. Diese Beziehung zwischen dem aufgebauten Magnetfeld und dem in-
duzierten Spannungsstoß kann als Definitionsgleichung der magnetischen Fluß-
dichte 93 aufgefaßt werden.
Setzt man den Querschnitt AA als derart klein voraus, daß die Flußdichte in jedem
Punkt der Querschnittsfläche AA den gleichen Wert hat, so folgt aus (20)

B = ƴ (21)
nAA

2 Schilling, Felder
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Die Einheit der magnetischen Flußdichte ist hiernach

[B] = Vs m~2 = Wb m~2 = T (Tesla) (21 a)

mit Vs = Wb (Weber).

Beispiel 1
In einer Spule aus 25000 Windungen mit der Querschnittsfläche AA = 4 cm2 wird während eines
Einschaltvorganges von 10 s Dauer die konstante Spannung I7i nd  = 1,5 V gemessen. Hieraus
folgt als Betrag der magnetischen Flußdichte

l$8| = -----— —— ----- Vs m~2 = 1,5 Vsm-2 .1 1 0,0004 • 25000

Zwischen der magnetischen Flußdichte und der magnetischen Feldstärke besteht der
lineare Zusammenhang

33 = • (22)

/z0 = 1,257 • 10-6 Vs A-1 m-1 = 4k • 10~7 Vs A-1 m-1 bedeutet die magnetische Feld-
konstante (absolute Permeabilität des Vakuums), /z r die Permeabilitätszahl (relative
Permeabilität) des Mediums (vgl. Tafel 3). Bei fehlender Magnetisierung, d. h., wenn
sich das betreffende Material wie das Vakuum verhält, ist // = /z0 , /z r = 1 .
Die Magnetisierung 9JI kennzeichnet die Bildung elementarer Magnete im Medium.
Sie ist auf Grund der Zerlegung der magnetischen Induktion in

93 = + W (23)

definiert. Der Vergleich von (22) und (23) ergibt

= o( r — 1) & = • (23 a)
Die Größe

— Z r — 1

wird als magnetische Suszeptibilität des Mediums bezeichnet.
In Analogie zur elektrischen Spannung U definiert man als magnetische Spannung
die Größe

(24)
c

Sie hat die Einheit A. Ebenso wie die elektrische Spannung ist sie im allgemeinen
von der Wegkurve C abhängig.
Die magnetische UmlaufSpannung steht mit den fließenden Strömen durch das
AMPEREsche Verkettungsgesetz im Zusammenhang: Umfährt man eine Fläche AA
einmal auf der geschlossenen Kurve C, so ist die magnetische Spannung gleich dem
Strom I, der die umfahrene Fläche senkrecht durchsetzt. Es gilt also

(f>$ ƴ d§ = I .  (25)
c



191.1. Elektrische und magnetische Grundgrößen

Der Strom I enthält sowohl den Leitungsstrom

1 = = // 3 • d9I (25a)
AA

als auch den Verschiebungsstrom

I v = f f  ® . d9l, (25b)
AA

d. h., man erhält I gemäß

Z=Z L + Zv = / J (3  + ©)-dSl .  (26)
AA

Darin bedeutet AA die von G eingeschlossene Fläche. Bei räumlich konstanter
Stromdichte ist

I = (3 + ®) . J9 I . (26 a)

Zwischen den vielfach noch verwendeten Einheiten des CGS-Systems und den in
diesem Buch benutzten Einheiten des Internationalen Systems (SI) bestehen die
folgenden Umrechnungsformeln :

1 Gauß = 1 G = IO-4 Vsm~2 ,

1 Oersted = 1 Oe = —y— A nr 1 = 79,6 Anr 1 .
4k

Die Dielektrizitätskonstante e und die Permeabilität /z sind mit der Lichtgeschwindig-
keit c im Medium durch die Beziehung

(27)

verknüpft. Darin bedeutet n die Brechzahl des Mediums. Für das Vakuum erhält
man

cQ = —1— = - - -  m s-1 = 2,998 • 10 8 m s-1 .
]/Vo j/8,854 • IO-12 • 1,257 • 10~6

Bei physikalischen Größen

L = Lq bzw. L = Lq cos cot ,

die sich harmonisch mit der Zeit verändern, ist der Effektivwert von Interesse.
Diesen definiert man

0

(28)
Let t  =

2*
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In (28) bedeutet t — 2k/co die Dauer einer Periode.
Für Vektoren gilt genauso

ßef f =l /  - (29)

Dieser Effektivwert ist eine skalare Größe.

ƴ Probleme

1.1.1. Elektrische Feldstärke 6 und dielektrische Verschiebung ©

Ein Prüffeld enthält zwei Kugeln im Abstand 10 m. Ihre räumliche Ausdehnung bleibe un-
berücksichtigt. Die Koordinaten der Kugelmittelpunkte seien (—5, 0, 0) und (+5 ,  0, 0). Auf die
erste Kugel wird eine positive elektrische Ladung von IO-8 C gebracht, auf die zweite eine gleich
große negative Ladung. Berechnen Sie die elektrische Erregung (dielektrische Verschiebung)
im Punkt (0, 0, 0). Wie groß ist dort die elektrische Feldstärke Welche Kraft wirkt auf eine
Probeladung Qp = 10“10 C? Die Rechnung ist für Vakuum als Zwischenmedium und für Wasser
er = 81,1 durchzuführen.

Lösung

Das Erregungsfeld baut sich nach (1.1./9) aus den Ladungen gemäß

auf. Hieraus erhält man auf Grund der Beziehung

$£ = = £0£ r ® bzw. ß (2)
e0 er

die elektrische Feldstärke (£. Diese ist nach (1.1. /2) als das Verhältnis (S = S/Qp der Kraft §
zur Probeladung Qp definiert. Es folgt damit aus (1) und (2)

Qi

S =0 P ® = QP i r i2 r i . (3)
4K£ r £0

Im vorliegenden Fall gilt für den Aufpunkt P(0, 0, 0)

*= i ,  = - i .

Als elektrische Erregung des Punktes (0, 0, 0) ergibt sich damit

1 /10~8 10~8 \
= — —- i  + — i Asm-2 = 6,37 -IO"11 i Asm-2 ,

4k \ 25 25 /
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d. h. ein Vektor in Richtung i von der Größe 6,37 • 10-11 , gemessen in Cm-2 . Für die elektrische
Feldstärke erhält man aus (2), wenn das Zwischenmedium Vakuum ist,

dagegen für Wasser

7 20
(Sw = — i Vm-1 = 8,88 • IO-2 i Vnr 1 .

81,1

Die Kraft auf eine Probeladung von 10“10 C wird nach (3) gleich

g = 7,20 • IO-10 i N = 7,34 • 10-11 i kp = 7,20 • IO"5 i dyn

bzw. mit Wasser als Zwischenmedium

5 W = 8,88 i • IO"12 N.

1.1.2. Arbeit und Spannung im elektrischen Feld

Zur Messung der Geschwindigkeit von a-Teilchen läßt man diese in einem evakuierten Platten -
kondensator gegen ein konstantes elektrisches Feld anlaufen. Die Kondensatorspannung beträgt
U = 10000 V,  der Plattenabstand l = 10 cm. Als Reichweite der Strahlen wird ein mittlerer
Wert r0 = 6,5 cm gemessen. Berechnen Sie daraus die Anfangsgeschwindigkeit der a-Teilchen
beim Eintritt in das elektrische Feld. a-Teilchen sind identisch mit Heliumkernen. Der Helium-
kern enthält zwei positive Elementarladungen. Die relative Atommasse des Heliums beträgt
A He = 4,00.

Lösung

Im Plattenkondensator ist mit Ausnahme der Randzonen die elektrische Feldstärke konstant
(vgl. 2.1.1.). Als Beziehung zwischen Spannung U und Feldstärke (5 erhält man daher

1 U
U= f@.d r  = |®U bzw. = (1)

0 1

Mit den vorgegebenen Zahlen folgt

|@| = 10000 V = 100000 Vm-i.
0,1 m

Die Arbeit im elektrischen Feld ist durch (1.1. /3) bestimmt. Im vorliegenden Fall ergibt sich

pot = <2p f ® • dr = QP • dr = Q P |Cr| r0 . (2)
c o

Qp bezeichnet die Ladung.
Beim Eintritt in das Feld haben die. Teilchen die kinetische Energie

w — — v 2 _ 2 /Q\k in  - 2 
v o - 2Ä r Ä 

V° ƴ
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(m Masse, Jf r relative Molekülmasse, v0 Anfangsgeschwindigkeit, jV a = 6,022 • 1026 kmol-1

AvoGADROsche Konstante). Wir setzen (2) und (3) gleich und berücksichtigen (1). Das liefert

= W bzw-
l 2N A

'2N AQvr<) U
M v l

(4)

Mit den vorgegebenen Zahlen folgt

-l /2 • 6,02 • 1026 • 2 • 1,6 • IO“ 19 • 0,065 • 104 
n n= 1/ ------------------- ------------------- m s"1 = 7,9 • 105 m s-1

4,00 • 0,1

d. h. knapp 800 km s-1 .

1.1.3. Flächenladungsdichte und elektrische Erregung an der Erdoberfläche

Die Erdoberfläche trägt eine negative elektrische Ladung, die durch positive Ladungen in der
Luft kompensiert wird. Zur Messung des elektrischen Feldes der Erdoberfläche wird ein um die
horizontale Achse drehbarer Plattenkondensator aufgestellt. Seine Platten haben die Größe
A k = 2500 cm2 . Sie werden abwechselnd vertikal und horizontal, d. h. parallel und orthogonal

Bild 1.3. Messung der elektrischen
Erregung mit einem drehbaren Plat-
tenkondensator

zu den Feldlinien gestellt (vgl. Bild 1.3). Die Platten sind mit einem Galvanometer verbunden.
Durch dieses fließt bei jedem Wechsel im Mittel die Ladung I At = 2,95 • 10-10 As . Die Messungen
werden in 100 m Höhe wiederholt, wobei sich nur noch ein mittlerer Stromstoß von 2,81 • 10-10 As
ergibt. Berechnen Sie daraus die Ladung im Luftraum von 1 km2 Grundfläche und 100 m Höhe.

Lösung

Wir berechnen die elektrische Verschiebungsdichte oder Erregung aus der Beziehung nach (1 .1 ./6)

= (1)
A

wobei Q die eingeschlossene Ladung bezeichnet.
Auf der Kondensatorplatte in Bild 1.3 grenzen wir ein flaches Raumgebiet AV ab. Es habe die
Grundfläche AA und die Höhe Ah. Im metallischen Medium der Kondensatorplatten ist ® =0 .
Um die Raumladung im Luftraum auszuschließen, lassen wir Ah -> 0 gehen und erfassen dem-
zufolge nur noch die Ladung AQ auf dem Oberflächenstück AA des Kondensators. Damit erhalten
wir aus (1)

(2)2) . zW  = ® n AA =AQ.
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AQ gibt die Ladung in A V an. Aus (2) ergibt sich für die Normalkomponente von

® n = = <7 bzw. ®n=  - (3)
A A A

a wird als Oberflächenladungsdichte bezeichnet. Die Feldlinien stehen senkrecht zur Erdober-
fläche und sind in Richtung zur Erde orientiert. Aus der Messung von $ folgt gemäß

e=»~LAL.  (4)
£o £ o-Ä k

Mit den vorgegebenen Zahlen erhalten wir

_ o qk . in-io
D = ? — As m- 2 = -1,180 • IO"3 As m-2 ,

0,25

E = 1,10 Vm -1 = _ 133  Vm -1
8,85 • IO"12

Das Minuszeichen kennzeichnet den Richtungssinn des Feldes zur Erdoberfläche.
In h = 100 m Höhe folgt

D = -1,124 • IO-9 As m-2 , E = -127 Vnr 1 .

Zur Bestimmung der im Luftraum über der Erdoberfläche schwebenden Ladungen gehen wir
aus von (1). Eine Luftschicht der Dicke dx besitze oben die Verschiebungsdichte + d®,

AA
ö+d# /

AQ AV=AAdx Bild 1.4. Zur Berechnung der Ladungsdichte p und der
Raumladung Q

unten (vgl. Bild 1.4). Dann ergibt sich aus (1)

(D + dD)AA —DAA =AQ.  (5)

Hieraus folgt die Raumladungsdichte q

v AQ AA dD dDQ = hm ----: = -------- = — .
>0 AV AA dx dx

Im vorliegenden Fall ändert sich £), gemessen in vertikaler Richtung, um 0,056 • 10-9 Asm-2 .
Daraus folgt

= 0,056 ƴ 10~9 
Ag m _3 = 1() _12 m _3 .

* 100

Im vorgegebenen Raum befindet sich somit die Ladung

Q = 106 • 102 • 0,56 • IO-12 As = 56 • IO-6 C.
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1.1.4. Magnetische Feldstärke $

Eine Zylinderspule der Länge l = 20 cm enthalte n = 500 Windungen. Der Radius des kreis-
förmigen Wicklungsquerschnitts sei r = 1 cm. Die Länge kann daher als groß gegen die Quer-
schnittsabmessungen angesehen werden.
Es soll die Horizontalkomponente des magnetischen Feldes der Erde bestimmt werden. Hierzu
wird eine kleine Magnetnadel in die Spule gebracht und ihre Ablenkung aus der Nord-Süd-
Richtung in Abhängigkeit vom fließenden Strom I festgestellt. Dabei ergeben sich die Meßwerte
nach Tabelle 1.

Tabelle 1. Ablenkung einer Magnetnadel

Strom I in mA 4 8 12

Ablenkwinkel 92 in ° 5 10 15

Die hiernach geeichte Magnetnadel zeigt im magnetischen Feld der Erde eine Abweichung von
g? E = 7,5° . Berechnen Sie daraus die Horizontalkomponente des Erdfeldes für den betreffenden
Ort.

Lösung

Das Feld im Innern der Spule kann als räumlich konstant angesehen werden. Es hängt nur vom
fließenden Strom I und von der spezifischen Windungszahl n/l ab :

l§l = t
V

Im vorliegenden Fall ergibt der Strom I = 0,004 A die magnetische Feldstärke

. . .  0 ,004-500.  1 i A A 1
Ho = ------------- A m-1 = 10 A m-1 .

0,20

Die Auslenkung 9? E = 7,5° bedeutet daher, daß die Horizontalkomponente des Erdfeldes

I©eI = — <?e = “ * 7 ’ 5 A m-1 = 15 A m-1

q) 5
beträgt.

1.1.5. Messung der magnetischen Flußdichte 8

Im Innern einer Feldspule befindet sich eine Induktionsspule aus n; = 1 000 Windungen mit der
Querschnittfläche AAj  = 3 cm2 . Durch einen variablen Widerstand wird der Strom in der Feld-
spule im Verlauf der Zeit At = 8 s gleichmäßig bis zu seinem Endwert gesteigert. Während dieses
Prozesses wird in der Induktionsspule eine induzierte Spannung von Di nd  = 160 p.V gemessen.
Berechnen Sie daraus die magnetische Flußdichte im Innern der Feldspule. Wie groß ist die
magnetische Feldstärke wenn sich in der Spule Luft befindet?
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Lösung

Nach dem Induktionsgesetz (1.1./20) erzeugt die Änderung des magnetischen Flusses ff % - d2I
durch eine Fläche A in der Umrandung die Spannung

tfind = - - J SB-dSl.
öt

A

(1)

Wir setzen eine so kleine Querschnittfläche AAT voraus, daß wir in jedem ihrer Punkte mit dem
gleichen Wert der magnetischen Flußdichte rechnen können. Insgesamt hat die Induktionsspule
nT Windungen. In jeder Windung wird beim Aufbau des magnetischen Feldes die gleiche Span-
nung induziert. Diese Spannungen summieren sich. Man erhält damit für den über die Zeit At
erstreckten gleichmäßigen Prozeß als induzierte Spannung

B
ind = ~ n I AAj  —öt

bzw. für die Flußdichte

At

-/ tfindCU
B = — - ----------

AAj
ind At (2)

njAAj

Durch Einsetzen der Zahlenwerte ergibt sich

B = 160 ' 10 6 ' 8 Vsm-2 = — 4,3 • IO-3 Vs in-2 .
1000- 3 IO' 4

Für die magnetische Feldstärke folgt

§=  —

mit speziellen Werten

_ 4 q . in-3
H = ƴ Am-1 = -3,4 • 103 Am" 1 .

4k • IO"7

Das entspricht dem Feld im Innern einer 10 cm langen Spule aus 100 Windungen bei 3,4 A Strom-
stärke.

A Aufgaben

A 1.1.1. Berechnen Sie die elektrische Erregung und die elektrische Feldstärke (S
im Abstand r = 10-10 m von einer Elementarladung e = 1,6 • IO-19 As (e = s0

= 8,85 • IO-12 AsV-1 m-1 ).
A 1.1.2. Wie groß ist die Kraft, mit der zwei entgegengesetzt geladene Elementarteil-

chen im Abstand r = IO-10 m einander anziehen?
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A 1.1.3.

A 1.1.4.

A 1.1.5.

A 1.1.6.

A 1.1.7.

A 1.1.8.

A 1.1.9.

A 1.1.10.

A 1.1.11.

A 1.1.12.

A 1.1.13.

Im Mittelpunkt einer Kugel von einem Meter Durchmesser befindet sich eine
negative Ladung von 10~6 C. Berechnen Sie die dielektrische Verschiebung und die
elektrische Feldstärke auf der Kugel. Die Kugel ist aus einem Material mit e T = 1,5.
Zwischen zwei Kondensatorplatten beträgt die Spannung 220 V. Wie groß ist im
Kondensator die elektrische Feldstärke? Der Plattenabstand beträgt 1 cm.
Welche Spannung ist erforderlich, um ein Elektron der Anfangsgeschwindigkeit
v0 = 107 ms-1 auf die Geschwindigkeit Null abzubremsen? Elektronenmasse
m = 9,1 • 10-31 kg.
Welche Kraft wirkt auf ein Schwebetröpfchen, das eine Elementarladung trägt,
im homogenen Feld eines Kondensators mit der Spannung U = 104 V und dem
Abstand l = 1 cm der Kondensatorplatten?
Ein kugelförmiges Schwebeteilchen der Dichte @ = 1 g cm-3 mit dem Durchmesser
2r = 1,0 pim befindet sich zwischen den Platten eines Kondensators. Die Spannung
beträgt U = 220 V, der Plattenabstand l = 1 cm. Wie groß muß die Ladung Q
sein, wenn die elektrischen Kräfte der Erdanziehung das Gleichgewicht halten
sollen?
Wie groß ist der effektive Verschiebungsstrom durch eine Fläche von 5 • 105 m2 ,
wenn in der Nähe eines UKW-Senders die Frequenz / = 100 MHz = 108 Hz und
die Feldstärke 0,5 Vm-1 betragen?
Wie groß ist die magnetische Feldstärke § im Innern einer 20 cm langen Zylinder-
spule aus 16000 Windungen bei einem Strom von 0,5 A? Der Querschnitt ist kreis-
förmig.
Eine 10 cm lange Spule enthält 7000 Windungen. Der Radius des kreisförmigen
Spulenquerschnittes beträgt 0,5 cm. Die Querschnittsfläche des Kupferdrahtes
(spezifischer Widerstand 1/y = 0,017 £1 mm2 m-1 ) sei gleich 0,25 mm2 . Wie groß
ist die magnetische Feldstärke im Innern der Spule, wenn eine Gleichspannung von
220 V anliegt?
Berechnen Sie zur vorangegangenen Aufgabe die induzierte Gegenspannung in der
Spule, wenn der Strom in einer Zeit von At = 0,001 s abgeschaltet wird.
Um eine Feldspule ist eine Induktionsspule aus 4000 Windungen gewickelt. Die
Induktionsspule sitzt unmittelbar auf der Feldspule, so daß die rückläufigen Feld-
linien außerhalb der Feldspule die Messung nicht stören. Als Querschnittsfläche ist
für beide Spulen AA = 5 cm2 zu setzen. Der in der Feldspule fließende Strom wird
in der Zeit At = 0,1 s abgebaut. Dabei wird in der Induktionsspule eine mittlere
Spannung von 30 V gemessen. Wie groß war die magnetische Flußdichte?
Berechnen Sie die magnetische Spannung bei der Bewegung zwischen dem Anfang
und dem Ende im Innern einer Zylinderspule, bestehend aus 10000 Windungen,
wenn in der Spule der Strom I = 2 A fließt. Störungen des homogenen Feldes an
den Spulenrändern sind zu vernachlässigen. Wie groß ist die magnetische Spannung
zwischen dem Anfangs- und dem Endpunkt, wenn man sich im Außenraum bewegt?
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1.2. Potential und Gradient — elektrisches und magnetisches Moment

E Einführung

Ist eine skalare Größe 0 oder eine vektorielle Größe 6 eine Funktion des Ortes, so
spricht man von einem skalaren oder vektoriellen Feld. Um die vorzeitige Festlegung
auf ein spezielles Koordinatensystem zu vermeiden, ist es zweckmäßig, die Ab-
hängigkeit einer Feldgröße von den Raumkoordinaten als Funktion des Orts-
vektors r darzustellen. Skalare und vektorielle Felder sind also allgemein in der Form

0 = 0(r) ,  S=S( r )  (1)

gegeben. In Cartesischen Koordinaten x, y, z sind der Ortsvektor und sein Diffe-
rential durch

r = xx + y\ •+ zl bzw. dr = dx t + dy j + dz f (2)

bestimmt.
Für die Änderung einer skalaren Größe 0 beim Fortschreiten im Raum erhält man
in Cartesischen Koordinaten nach dem Satz vom totalen Differential

50 50 50
d 0 = dz+— dy + — dz .  (3)

dx dy dz

Hierin läßt sich die rechtsstehende Summe als skalares Produkt zweier Vektoren

/ 50 50 50 \
dtf= — i + — j + — t .(cLH + dy j  + cM)

\ dx dy dz /

auffassen. Der erste Vektor rechts

, 50 50 50
grad 0 = — t + — j + — f

dx dy dz • (4)

definiert in Cartesischen Koordinaten den Gradienten. Durch Anwendung des
Vektoroperators grad auf ein skalares Feld wird dieses in ein Vektorfeld umge-
wandelt.
Mittels (4) kann die räumliche Änderung der skalaren Größe 0 in der Form

d0 = grad 0 • dr (5)

dargestellt werden. Man schreibt den Gradienten (4) daher formal auch als Ableitung
der skalaren Ortsfunktion 0(r) nach dem Ortsvektor r :

grad <5 = + j + t /-)&ƴ (5a)
dr \ dx dy dz]
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Um zu einer vom speziellen Koordinatensystem unabhängigen Definition des Gra-
dienten zu gelangen und seine Eigenschaften zu erkennen, betrachtet man die
Niveau- oder Äquipotentialflächen der als differenzierbar vorausgesetzten skalaren
Ortsfunktion 0(r). Bei der Bewegung auf einer Niveaufläche 0 = 0 O gilt d0 = 0.
Bezeichnet daher dr 0 das Differential eines der Tangentenvektoren im Punkt P auf
der Niveaufläche, so ergibt sich aus (5) als Beziehung zu dem im Punkt P errichteten
Gradienten

(d0) dro = grad 0 • dr 0 = 0 .

Da weder grad 0 noch dr 0 gleich Null sind, müssen grad 0 und dr 0 aufeinander
senkrecht stehen. Das bedeutet, daß der Gradient auf der Niveaufläche senkrecht
steht (vgl. Bild 1.5).
Wie man aus der Beziehung (5) entnimmt, ist die Änderung der skalaren Orts-
funktion 0 bei vorgegebenem dr dem Betrage nach am größten, wenn grad 0 und dr

Bild 1.5. Gradient und Äquipotentialflächen
Äquipotentialfläche y, z) — const, dr0 Differential eines
Tangentenvektors an die Äquipotentialfläche im Punkte P

gleichgerichtet sind ; der Gradient gibt somit die Richtung stärkster Änderung der
skalaren Ortsfunktion an. Sein Betrag ist gleich dem Differentialquotienten in Rich-
tung stärkster Änderung von 0, also orthogonal zur Niveaufläche.
Für die Lösung vieler Probleme ist es zweckmäßig, Zylinder- oder Kugelkoordinaten
einzuführen.
Der Zusammenhang zwischen Cartesischen und Zylinderkoordinaten ist durch

x = r cos (p , y = r sing), z = z (6)
festgelegt.
Die Vektorgröße S wird in Zylinderkoordinaten mittels

© = S r e r + + &z ez (7)

dargestellt. Hierbei stehen die drei Einheitsvektoren e r , e?, t z aufeinander senkrecht.
e r gibt die Richtung wachsender Werte r an, wenn die übrigen beiden Koordinaten
<p und z festgehalten werden. Analog sind e? und ez definiert. e r , e , ez bilden ein Rechts-
system.
Die Vektorkomponenten ®r , hängen mit den Cartesischen Komponenten
gemäß

ß ?. = cos (p + sin (p ,

sin <p + &y cos 99, (8)
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zusammen. Der Gradient schreibt sich in Zylinderkoordinaten

30 i 30 30
H--------- e«? H— — •or rd (p  cz

Kugelkoordinaten sind mit Cartesischen Koordinaten durch

x = r sin cos (p, y = r sin # sin <p, z = r cos $

verknüpft. Die Vektorgröße ® wird in Kugelkoordinaten gemäß

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

e = (Mr + + (M*

dargestellt mit

sin & cos <p + sin $ sin (p + cos $ ,
cos & cos (p + &y cos & sin <p — sin # ,

&<p = —&x sin cp + cos cp .

Für den Gradienten ergibt sich in Kugelkoordinaten

. 30 1 30 ' 1 30
grad 0 = — er -| -----: H----- —

dr r sm dcp r

Der Gradient ist für die Berechnung des Integrals über ein Vektorfeld bei vor-
gegebenem Weg g von Bedeutung. In Cartesischen Koordinaten kann man das
Kurvenintegral schreiben

J (£ -d r  = / (  daJ + dy + dz). (14)
c c

Im allgemeinen ist (14) von der Wegkurve G abhängig, d. h., die Integration über
eine geschlossene Kurve hat ein von Null verschiedenes Ergebnis :

( ßg -d r  + O. (15)

Läßt sich dagegen das Vektorfeld g(r) als Gradient einer skalaren Ortsfunktion bzw.
eines Potentials — 0(r) ausdrücken, gilt also

d0
®(r) = — grad 0(r) = — (16)

so folgt, (16) in (14) eingesetzt und (5) berücksichtigt,

p 2

f &-dr  = - j ' ~dr  = -j'd<i> = $(?!) -WPJ .  (17)

C C Pi
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P x und P 2 geben dabei Anfangs- und Endpunkt der Integration an. In einem Vektor-
feld ®(r), das sich als Gradient des Potentials — 0(r) ausdrücken läßt, ist somit das
Linienintegral (14) nicht vom Weg C, sondern nur von Anfangs- und Endpunkt der
Integration abhängig. Für das Integral über einen geschlossenen Weg C in einem
derartigen Vektorfeld (16) erhält man (wenn 0(r) in dem von C eingeschlossenen
Gebiet überall stetig ist)

(ß (£(r) • dr = — (ß grad 0(r) • dr = 0(P) — 0(P) = 0 .  (15a)

Die nach (1.1./4) definierte Spannung

U = f ® • dr
c

in einem elektrischen Feld g ist im allgemeinen von der speziellen Form der Weg-
kurve C und nicht nur von den Endpunkten P x und P 2 abhängig. Nur wenn sich das
elektrische Feld 6 als Gradient einer skalaren Ortsfunktion — 0(r) ausdrücken läßt,
ist die Spannung vom Weg unabhängig. In diesem Falle folgt analog (17)

p p

U = f - d t  = - f  grad -d t  =<P(P1 ) - (P z ) ,  (18)
Pi Pl

d. h., die Spannung ergibt sich als Differenz der Potentiale in den beiden Punkten P,
und P 2 .
Das Potential ist bis auf eine willkürliche additive Konstante bestimmt, über die
man so verfügen kann, daß 0(oo) = 0 ist. Identifiziert man daher in (18) den Punkt
mit einem vorgegebenen Punkt P o des Feldes und läßt P 2 ins Unendliche rücken,
so folgt aus (18)

oo

ü = Je -d r  = 0(P O ) .  (19)
Po

Das Potential 0(P O ) eines Punktes P o im elektrischen Feld @ gibt also die Spannung U
zwischen diesem Punkt und dem Unendlichen an. Die Ladung Q hat im elektrischen
Feld (£ die potentielle Energie

IFpot=Q0(Po). (20)

Sie gibt die Arbeit an, die aufzuwenden ist, um die Ladung in das Unendliche zu
transportieren.
Ein elektrischer Dipol wird von zwei gleich großen, entgegengesetzten elektrischen
Ladungen gebildet, die im allgemeinen nahe benachbart sind. Gibt QD die positive
elektrische Ladung des Dipols an und bezeichnet Ar den Vektor, gezogen von der
negativen zur positiven Ladung, so definiert man den Vektor

nie = Qd A [|me |] = Am s (21)
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als elektrisches Moment des Dipols. Die potentielle Energie eines Dipols mit dem
elektrischen Moment me in einem äußeren elektrischen Feld ® errechnet man aus den
Potentialen der beiden entgegengesetzten Ladungen (vgl. 1.2.4.). Bezeichnet
0(r) = 0 das Potential am Ort der negativen Ladung, 0(r + dr)  = 0 + d0  das
am Ort der positiven Ladung, so folgt nach (20)

/ d0 \JPD = _qd 0 + QD 0 + — . dr = - me • (22)
\ dr /

Die potentielle Energie eines Dipols ist also von der Stellung des Dipols im elek-
trischen Feld abhängig.
Für das Drehmoment äft eines elektrischen Dipols me im elektrischen Feld (£ erhält
man das vektorielle Produkt

9ft = me X®. (23)

Sein Betrag ist am größten, wenn m und ® zueinander senkrecht stehen. Die Gleich-
gewichtslage = 0 ergibt sich somit, wenn me und @ parallel gerichtet sind.
Bei magnetischen Substanzen treten die entgegengesetzt wirkenden Pole stets paar-
weise auf und sind nicht voneinander zu trennen. Magnetische Körper sind also
stets Dipole. Ihr magnetisches Moment mm ist durch das im homogenen Magnet-
feld § auf den Magneten wirksame Drehmoment

- mm x § (24)

definiert. Das magnetische Moment hat die Einheit

[|mm | ]=Vrns.  (25)

Die Polstärke P wird durch die zu (21) analoge Formel

mm = P dr (26)

definiert, dr  ist vom magnetischen Südpol zum Nordpol gerichtet. Als Einheit der
magnetischen Polstärke folgt aus (26)

[P] = = Vs== Wb - ' (27)

Für einen Elektromagneten, der aus einer vom Strom I durchflossenen Windung
der Fläche AA besteht, beträgt das magnetische Moment

mm =/z /d2 l .  (28)

Der Flächenvektor d2I steht auf der vom Strom I umfahrenen Fläche senkrecht.
Er ist so orientiert, daß in seiner Blickrichtung die Fläche vom Strom I im mathe-
matisch positiven Drehsinn durchflossen wird. Bei einer Spule aus n Windungen
beträgt das magnetische Moment

mm = pnl d 21 (29)
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Probleme

1.2.1. Arbeit im inhomogenen elektrischen Feld

Im Punkt P-l mit den Koordinaten x1 = —5,y1 = 0 , z 1 = 0 befindet sich eine positive elektrische
Ladung Q1 = Q = IO-8 C. Eine gleich große negative Ladung Q 2 = — Q ist im Punkt P 2 mit
den Koordinaten x2 = +5 ,  y2 = 0 ,  z2 = 0 konzentriert. Vom Punkt A mit den Koordinaten
xA = 0 ,  = 1 ,  = 0 wird eine Ladung QP = — 10-10 C auf der verbindenden Geraden zum
Punkt B mit den Koordinaten xB = 1 , yB = 0 ,  zB = 0 gebracht. Berechnen Sie die hierfür er-
forderliche Arbeit. Wie groß ist diese, wenn der Ladungstransport auf der «/-Achse von A nach
dem Koordinatenanfangspunkt 0(0, 0, 0) und von dort nach B erfolgt? Wie groß ist die Spannung
zwischen den genannten Punkten über die vorgeschriebenen Wegstrecken?

Lösung

Jede der beiden Ladungen erzeugt ein kugelsymmetrisches Feld. Das resultierende elektrische
Feld ergibt sich daraus durch Überlagerung :

= i 3. = i 2 ~ 1 ~ i + (g - e]
4™0 i r l i ]/(a; _ a;.)2 + (y — + (z -

Das Linienelement des vorgegebenen Weges C schreiben wir als Vektor

dr = dz i + dy j + dz f .  (2)

Hieraus folgt für die Arbeit bei der Bewegung der Ladung QP

T7 = <2P f @ • dr = -&- f 2 Qi - ,  + ( y - y i )dy + ( z - z i )dz . (g)

J J i V(a? — x{ ) 2 + («/ — yi) 2 + (z — Zj) 23

c c

Den vorgegebenen Weg C stellen wir gemäß

x = x(t) , y = y(t) , z = z(t) (4)

dar. Der Parameter t läuft von tA = 0 bis tB = 1 . Im Fall der geraden Verbindung zwischen
den Punkten P t und P2 ist

x(t) = t ,  y(t) = — t + 1 ,  z(t) = 0;  tA = 0,  tB = 1 .

Durch Einsetzen von (4) in (3) erhalten wir

C [ (x(t) - Xi) + (y(t) - yi) + (z(i) - 1

w = , - 3 d *- ( 5 )4K80 J i y[a .(0 _ x p + [2/W _ y p + [z( t )  _ z -f
IA

Dieser Ausdruck ist nur von den Endpunkten und nicht mehr von der Wegkurve C abhängig.
Unsere Lösung ist daher für beide vorgegebenen Wegkurven identisch. Die Integration ergibt,
wie man sich durch Differenzieren überzeugt, 0

w = S Qi [ . - 1 . (6)
4K80 i [y [a .(0 _ x .p + i f) _ y. }2 + [2(j ) _ z .pJ (x
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Zahlen eingesetzt, folgt ,

—IQ-10 - 10~8

4k • 8,85 • IO“12W =

Die Spannung zwischen den beiden Punkten beträgt somit

7,5 • IQ-10

10-1° V = 7,5 V .U =

1.2.2. Potential des elektrischen Feldes

In den Punkten P± und P2 befinden sich die Ladungen = 10-7 C und Q 2 = 2 • 10-7 C . Die
Ortsvektoren der Punkte P x und P2 seien rx = 2i — j + 4f und r 2 = — 2i + j — 4f . Bestimmen
Sie das Potential des elektrischen Feldes, und berechnen Sie die Potentialdifferenz zwischen
den Punkten .4(2, 1, 0) und B(— 2, — 1, 0). Welche Gleichung hat die durch den Koordinaten-
anfangspunkt hindurchgehende Potentialf lache ?

Lösung

Das elektrische Feld können wir in der Form

e i ( l )

i _ r .)23

schreiben. Für das Potential 0 gilt die Beziehung (vgl. 1.2./13)

d0
© = — grad 0 = (2)

Daraus folgt

0 = _ r@.  dr = __L f s (3)

Wir führen die Integration aus und erhalten

0 = S — + C .  (4)
4k£0 i ] / ( r -  ) 2

Die Konstante C legen wir so fest, daß 0 die Arbeit angibt, um eine Ladung der Stärke Q = 1 As
aus dem Unendlichen zum Punkt mit dem Ortsvektor r zu bringen. Das bedeutet 0(r) ->0 ,
wenn |r |  unbeschränkt wächst, also

lim 0 = 0 .
|r|->oo

Diese Bedingung ist nur erfüllt, wenn C den WTert Null hat. Somit gibt

0 = * S -- —
4ke0 i ]/( r - r i  )2

(5)

(6)

3 Schilling, Felder
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bzw.

’ _________ 10~7 ___________ __________2 • 10~7 __________1 y

_ 2)2 + (3/ + 1)2 + (z - 4)2 + ft® + 2)2 + (y -  1)2 + (8 + 4)2]

(7)
das gesuchte Potential an.
Für die Äquipotentialflächen erhält man die Gleichung

2 ----- = const. (8)
* VCr - r J  2

Im vorliegenden Fall gilt, den Faktor 10-7 ausgeklammert,

* — + ------------------- - ------------------- = const. (9)
l/(x - 2)2 + (y + 1)2 + (z - 4)2 ]/( + 2)2 + (2/ - 1)2 + (z + 4)2

Die durch den Koordinatenanfangspunkt gehende Fläche ergibt sich, indem man die Konstante
für x = 0 ,  y = 0 ,2  = 0 bestimmt:

4tt • 8,85 • IO"12

1 2 1 /—
---------------- -|- -------- ƴ ƴ — = — ]/21 = const.
]/4 + 1 + 16-----]/4 + 1 + 16------7

Schließlich folgt aus (7) als Potentialdiff erenz zwischen den Punkten A(2, 1, 0) und B(— 2, —1,0)

1.2.3. Potential des kugelsymmetrischen Feldes

Berechnen Sie das Potential des elektrischen Feldes

mit Q = 10-8  C. Wie groß ist das Potential im Abstand r -10m von der Ladung Q? Welche
potentielle Energie hat dort die Ladung Qp = 10-6 C?

Lösung

Das elektrische Feld (£ ergibt sich aus dem Potential 0 gemäß

(£ = — grad0 .  (2)

(g hat die Richtung des Radiusvektors r. Es besteht in (1) nur eine Abhängigkeit von der Ko-
ordinate r. Wir verwenden daher Kugelkoordinaten. In diesen schreibt sich der Gradient nach
(1.2./13)

, _ Ö0> , 1 d<P , 1 8$
grad <D=—e r -\ -----— — e ----- — e ä . (3)

er r sm v ap r
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$
Die elektrische Feldstärke besitzt nur eine Komponente in Richtung er = — . Daher muß das
Potential sowohl von 9? als auch von # unabhängig sein : r

=0 .
d(p

Für die Abhängigkeit von r ergibt sich aus (1), (2) und (3)

Q =

4tvz2 dr ’

(4)

woraus durch Integration folgt

0 =  _p_ dr=  J3_.
J 47T£0r2 47V£0r

(5)

Die Integrationskonstante ist gleich Null. Sie ist damit so festgelegt, daß das Potential für r -> 00
verschwindet.
Auf einer Kugel im Abstand r = 1 m folgt als Potential

10~8

4k • 8,85 • 10- 12 • 10
U = V = 8,99 V .

Die potentielle Energie der Ladung Qp = IO-6 C ist im Abstand r = 1 m somit gleich

J7pot = IO"6 • 8,99 J = 8,99 pJ.

1.2.4. Elektrisches Moment eines Dipols

Im homogenen elektrischen Feld, dessen Potential in Abhängigkeit von den Raumkoordinaten
durch

0 = 0 o + 0 1 ' a; , 0 O = 20000 V ,  0/ = 10000 V m- 1 (1)

gegeben ist, befindet sich ein elektrischer Dipol. Er trägt die Ladungen ±Qd = ±10~ 8 C, deren
Abstand voneinander l = |dr |  = 1 cm beträgt. Berechnen Sie das auf diesen Dipol wirkende
Drehmoment -äR, wenn der Dipol quer zu den elektrischen Feldlinien gestellt ist (vgl. Bild 1.6).

Bild 1.6. Das elektrische Moment m e eines
Dipols. Das Drehmoment = m e X @
weist in die Zeichenebene, (5 kennzeichnet
ein homogenes Feld

3*
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Wie stark ist die Auslenkung, wenn der Dipol sich an einer drehbaren Aufhängung mit der Winkel-
richtgröße D* = 10-4 Nm rad-1 befindet?

Lösung

Die potentielle Energie der Ladung — $ D an einem Punkt mit dem Potential 0 beträgt nach
(1.2./20)

P o t= -QD< (2)

Wir berücksichtigen, daß sich das Potential bei Fortschreiten zum Ort der positiven Ladung QD
verändert. Es hat dort den Wert

0 4- d0 = 0 + grad 0 • J r ,  (3)

wobei Ar die Änderung des Ortsvektors bezeichnet. Für die potentielle Energie des Dipols folgt
somit, (£ = —grad 0 beachtet,

IFj) = — $ D 0 + $ D ( H“ grad 0 • Ar) = — $p Ar • @ . (4)

Den Ausdruck

Qr> Ar = m e (5)

definieren wir als elektrisches Moment des Dipols. Es stellt einen Vektor dar, der von der nega-
tiven zur positiven Ladung gerichtet ist. Sein Betrag ist im vorliegenden Fall

|me | = 10-8 • IO-2 Asm = IO-10 Asm.

Wir bezeichnen die auf die negative elektrische Ladung wirkende Kraft durch

3 r_=—  Qd (£. (6)

Die auf die positive Ladung wirkende Kraft ist gleich

S + = $d®. (7)

Beide Kräfte sind nur im homogenen elektrischen Feld dem Betrage nach gleich. Sie bewirken
das Drehmoment

9K= S t<xg<= —i- r xg_+  4- x8+ = <?D t x®
i 4 *

bzw. nach Definition (5)

= me X @ . (8)

Das Drehmoment ist gleich dem Vektorprodukt aus elektrischem Moment und elektrischer
Feldstärke.
Im vorliegenden Fall ist nach (1)

(S = — grad 0 = — 0/ i .
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Das elektrische Feld hat also die Richtung der negativen x-Achse. Steht der elektrische Dipol
quer zu den Feldlinien, hat er also die Richtung der ?/-Achse, so folgt nach (8) als Drehmoment

i i
0 o
-0/ 0

l

0
= WiQdI -W = me x ® =

Einsetzen der Zahl enwerte liefert für das in Richtung der z- Achse orientierte Drehmoment

= 10000 • io- 8 • IO' 2 J = IO“6 J .

Die Auslenkung (p wird durch die Beziehung

= Dtp

bestimmt. Hieraus folgt für den Auslenkwinkel

M 10-6 n(p = 1 1 = ----- rad = 0,57° .
D IO-4

Das relativ starke elektrische Feld bewirkt eine nur geringe Auslenkung des hochgeladenen
Dipols.

1.2.5. Potential und Feld des elektrischen Dipols

Ein elektrischer Dipol trägt die Ladungen = i lO -8 C. Der Abstand beider Ladungen ist
gleich l = |dr |  = 1 cm. Bestimmen Sie das vom Dipol ausgehende elektrische Feld im Abstand
r = 2 m.

Lösung

Nach (1.1. /8) und (1.1. /15) erzeugt die Ladung das kugelsymmetrische Feld

@ = _®2_ — .
4TCS0r2 r

Das Potential dieses Feldes ist gemäß 1.2.3. durch

(1)

0 = (2)
4r:s0r

gegeben. Zwei entgegengesetzte Ladungen ergeben nach (1.1. /9) und (1.1. /15) das Feld

4tce0 \r+
2 r+ r2 r_)

Es läßt sich aus dem Potential

0 + _=2e - ( - - - )  (4)
4tt£0 \ r + r_/
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ableiten. In (3) und (4) bedeuten r + und r_ die von den Ladungen ±Q D und — öp zum Aufpunkt P
gezogenen Vektoren.
Für nahe benachbarte Ladungen schreiben wir

d r
r+ r 2 ’

d r
2

(5)

Nach dem Cosinussatz gilt für |dr |  | r |

a r • zlr— r • d r  =ƴ r ---------- ,
2r (6)r+ —

. a , r - d r
± r - d r  = r 4- — — .

2r
(7)

Damit folgt aus (3) für das elektrische Feld des Dipols

re Cd / A , 3r ƴ /,x '
®D — ~A----3 I — "I-----2--  r47V£0rd \ r 2 

)

3m e • r
(8)

aus (4) für das Potential

0 _ Qi> t ƴ A _ m e ƴ r
D 4k e0 r 3 4k£0z

3 (9)

Für Aufpunkte P r und P 2 
au der verlängerten Dipolachse gilt

(10)m e • r = ±m e r

(oberes Vorzeichen für gleiche, unteres für entgegengesetzte Orientierung von m undr) .  Daraus
folgt

met Qpl

Das Potential wird gleich

me QD l
P1,P2 4Treor 2 47te0r 2

(11)

(12)

Die Feldstärke ist im Punkt P ± dem Radiusvektor gleich-, im Punkt P 2 entgegengerichtet. Für
die Größe der Feldstärke ergibt sich

= ------10 8 ' 10  .2 ----- Vm- 1 = 0,225 Vnr 1 .
2k£(/

3 2k • 8,85 • 10~12 ƴ 23

Das Potential erhält man aus (12) :

10~8 • 10~2

— -----— -------- V - ±0,225 V .Pi,P 2 — i 4- • 8,85 • IO"12 • 2 2
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Für Aufpunkte P 3 und P 4 oberhalb und unterhalb des Dipols folgt wegen m e • X = 0 aus (8)
die Feldstärke

@
47TE0r 3 ’

d. h. ein Feld entgegen dem Richtungssinne des elektrischen Moments der Größe

_QoL = ----10 8 ' 10 2 
-----  Vm -i = o,U2 Vm- 1 .

4rce0r
3 ƴ 8,85 • IO“12 • 23

In den Punkten P 3 und P 4 wird das Potential gleich Null.

1.2.6. Magnetisches Moment eines permanenten Magneten

Ein permanenter Magnet befindet sich in einer Aufhängung mit der Winkelrichtgröße
D = 5,5 • IO-2 N m rad-1 . Es wird ein Magnetfeld der Stärke 2,5 • 104 A m-1 eingeschaltet, das
senkrecht zur Ruhelage des aufgehängten Magneten gerichtet ist (vgl. Bild 1.7). Dieses Magnet-
feld bewirkt eine Auslenkung aus der Ruhelage von <p = 8,5° . Berechnen Sie daraus das magne-

Bild 1.7. Permanenter Magnet SN im homogenen Magnetfeld A Aufhängepunkt
(Schwerpunkt des Magneten)

tische Moment des permanenten Magneten. Welche Windungszahl muß eine Spule mit dem
Öffnungsquerschnitt AA = 10 cm2 haben, die vom Strom 1 A durchflossen wird, wenn sie das
gleiche magnetische Moment wie der permanente Magnet aufweisen soll ?

Lösung

In Analogie zum elektrischen Moment definiert man nach (1.2./26) als magnetisches Moment
den Ausdruck

mm = Pz l t .  (1)

Dabei ist Ax, im Magneten entgegen dem Feld SB vom Südpol zum Nordpol gerichtet. P bezeichnet
die Polstärke eines Magneten. Das Drehmoment im Magnetfeld der Stärke § wird gemäß (1.2./24)
gleich

X © • (2)
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Die Auslenkung 92 hängt vom rücktreibenden Drehmoment ab, das durch die Winkelrichtgröße D
bestimmt ist. Für nicht zu große Auslenkungen gilt die Beziehung

= (3)

92 hat die Richtung des Drehmomentes und den Betrag des Winkels 99. Wir setzen für den
Zusammenhang (2) zwischen dem magnetischen Moment und der magnetischen Feldstärke ein.
Daraus folgt als Auslenkwinkel

? = D ' (4)

Steht § senkrecht zur Ruhelage des aufgehängten Magneten, so ergibt sich

|m| H Dtp
<P = —7 — bzw - m m = , (5)U H

mit Zahlenwerten

= 5,5 • 10- 2 ƴ 8,5 ƴ tc = _
m 180 • 2,5 -IO4

Für einen Elektromagneten ist nach (1.2./28) sowie nach 3.2. das magnetische Moment durch

= H<>nl (7)

bestimmt. Soll der Elektromagnet das magnetische Moment (6) besitzen, so muß die Windungs-
zahl gleich

n = 
mm = ---3 > 26 ~ 10 7

----- = 259
/ lAA  4tt • 10-’ • 1 • 10- 3

sein. Wenn also die Spulenfläche 10 cm2 beträgt, sind bei 1 A Stromstärke n = 259 Windungen
erforderlich, um elektromagnetisch die gleiche Wirkung wie mit dem permanenten Magneten zu
erzielen.

1.2.7. Gaußsches Verfahren zur Messung der magnetischen Feldstärke
und des magnetischen Moments

Es sollen die magnetische Feldstärke eines äußeren Feldes und das magnetische Moment mm

eines vorgegebenen Magneten bestimmt werden. Hierzu läßt man den Magneten mm im Feld
um seine stabile Gleichgewichtslage kleine Schwingungen ausführen und mißt die Periodendauer t.
Danach wird der Magnet mm derart angeordnet, daß seine Achse senkrecht zum Feld gerichtet
ist und genau auf den Schwerpunkt 0' eines Hilfsmagneten m' weist. Infolge des von mm aus-
gehenden Feldes § erfährt der Hilfsmagnet m' eine Auslenkung aus der § 0 -Richtung um den
Winkel 99. Bestimmen Sie die Feldstärke § 0 und das magnetische Moment wenn für die Peri-
odendauer t = 1,25 s und für den Auslenkwinkel 99 = 2,15° gemessen werden. Das Trägheits-
moment des Magneten THm beträgt J = 2,4 • 10-3  kgm2 . Der Abstand zwischen den Schwer-
punkten beider Magneten bei der Messung der Auslenkung des Hilfsmagneten ist gleich r = 1,60 m .
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Lösung

Nach (1.2./24) wirkt im Magnetfeld auf einen Magneten mit dem magnetischen Moment mm

das Drehmoment

9Jl = mm x$ 0 . (1)

Ein freischwingender Magnet stellt sich daher so ein, daß das Drehmoment verschwindet, daß also
rrtm und gleichgerichtet sind. Dreht man den Magneten um den Winkel tp k aus der Gleich-
gewichtslage, so wirkt auf ihn ein rücktreibendes Richtmoment D, das durch

ÜR = Dtp (2)

bestimmt ist. Für kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage kann man den Betrag des
Drehmomentes in der Form

|9ft| = |rnm x£ol  = l$ol |sin?j| m m |$ 0 | |g?| (3)

(4)

(5)

schreiben. Hieraus folgt

D = m m |$ 0 | .

Die Periodendauer t einer Drehschwingung ist durch

-./ J

y l©ol
T = 27V

festgelegt, wobei J das Trägheitsmoment des Magneten bedeutet. Aus der Messung der Größe t
läßt sich somit bei bekanntem J das Produkt aus der Feldstärke und dem magnetischen
Moment Trtm ermitteln.
Zur Bestimmung des vom Magneten mm ausgehenden Feldes § wenden wir die Formel (1.2.5./8)
an und führen einen Analogieschluß von den in 1.2.5. betrachteten elektrischen auf magnetische

Bild 1.8. Auslenkung tp des Hilfsmagneten m' im äußeren Feld
und im Feld des untersuchten Magneten rn m

Felder. Anstelle der elektrischen Feldstärke (£ haben wir die magnetische Feldstärke anstelle
der Dielektrizität e die Permeabilität pL, anstelle des elektrischen Momentes tne das magnetische
Moment mm zu setzen. Damit folgt

~ 1

£ = 4------5 1 (6)
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Liegt der Aufpunkt im Abstand r >|Jr |  auf der verlängerten Magnetachse, so ergibt sich (vgl.
1.2.5./11)

Wir messen die vom Dipol erzeugte Feldstärke § aus ihrer Wirkung auf den Hilfsmagneten m'.
Dieser stellt sich in Richtung des resultierenden Feldes § + e in (vgl. Bild 1.8).
Der Auslenkwinkel aus der Richtung § 0 ist somit durch

= ± (8 )

l$ol 2tw 3 1§0 |

bestimmt. Mit den vorgegebenen Werten folgt aus (5)

T 9 4,1 0-3

l$ol = J = 0,0606 J
T“ 1,25

und aus (8)

= 2tw 3 tan cp = 2k • 4k • 10-7  • 1,6 3 • 0,0375 Vm2s A-1 = 1,21 • 10~6 Vm2s A-1 .
ISol

Daraus ergibt sich

m m = 2,71 • IO"4 V m s ,  |§ 0 | = 224 A m" 1 .

A Aufgaben

A 1.2.1. Wie lautet das Potential des elektrischen Feldes
@ = (10 Vm-1 + 20 Vm-2 x) i + (20 Vm"1 - 10 Vnr 2 y) j - 15 Vm"1 f?

A 1.2.2. Bestimmen Sie das Potential des elektrischen Feldes (in Zylinderkoordinaten)

& = c 1 (4 - e l
\ r 2 r /

A 1.2.3. Berechnen Sie grad , grad e r , grad (z ei(?r) .

A 1.2.4. In den Punkten (1,0,0) und ( — 1,0,0)  befinden sich elektrische Ladungen der
Stärke IO-6 C. Wie groß ist die Spannung zwischen den Punkten (—0,9, 0, 0) und
(4-0,9, 0,0)?

A 1.2.5. Wie groß ist in der vorangegangenen Aufgabe die Spannung zwischen den Punkten
(-0,9 ,  0, 0) und (0, 0, 0)?

A 1.2.6. In einem Plattenkondensator mit dem Plattenabstand 20 cm wird die Feldstärke
|@| = 1000 V m-1 gemessen. Wie groß ist die Spannung?

A 1.2.7. Ein Elektron läuft in einem Plattenkondensator gegen eine Spannung von 1 000 V
. an. Wie groß muß die Anfangsenergie des Elektrons sein, wenn es den Kondensator

durchlaufen soll? Welcher Anfangsgeschwindigkeit entspricht das?
A 1.2.8.
A 1.2.9.

Bestimmen Sie zu Aufgabe A 1.2.4. das Potential.
Wie lautet zu Aufgabe A 1.2.4. die Gleichung der Potentialfläche durch den Punkt
(2, 0, 0)?
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Bestimmen Sie das Potential eines Plattenkondensators, dessen Platten senkrecht
zur x- Achse stehen. Plattenabstand 10 cm, Spannung 220 V. Die positiv geladene
Platte enthalte den Koordinatenanfangspunkt.
Wie groß ist die potentielle Energie eines elektrischen Dipols der Ladung i 10“8 C
mit dem Abstand der Ladungen l = 10 cm, wenn der Dipol quer zum Feld der
Stärke |@| = 20 V m-1 steht. Berechnen Sie das elektrische Moment m e des Dipols
und das Drehmoment.
Wie groß ist das magnetische Moment einer Spule mit n = 5000 Windungen, die
von einem Strom der Stärke 0,1 A durchflossen wird, wenn der Spulenquerschnitt
5 cm2 beträgt?
Berechnen Sie zur vorangegangenen Aufgabe das Drehmoment in einem Magnet-
feld der Stärke 1000 A m-1 , wenn die Spule quer zum Feld steht.
Wie groß ist das magnetische Moment eines Elektrons, das auf der innersten
BoHRschen Bahn mit dem Radius

47t£0 Ä
2

'’i -f-e2m

den Wasserstoffkern mit der Kreisfrequenz

ei m
= --------------

16k2£0
2 Ä 3

umläuft? (h = 6,626 • 10-34 J s ,  Ä = ä/2k) .
Im magnetischen Feld der Erde wird die Periodendauer einer horizontal auf-
gehängten Magnetnadel gemessen. Hierfür ergibt sich t = 1,45 s .  Das Trägheits-
moment der Magnetnadel beträgt J = 4,8 • 10-5 kg m2 . Für die Horizontal-
komponente des erdmagnetischen Feldes ist |<p e | = 15 A m-1 zu setzen. Berechnen
Sie daraus das magnetische Moment der Magnetnadel.
Ein Magnet bewirkt im Abstand r = 1,50 m von einer Magnetnadel die Auslenkung
cp = 6° . Die Magnetnadel befindet sich auf der verlängerten Achse des Magneten,
der in Richtung Ost— West weist. Berechnen Sie das magnetische Moment des
Magneten. Für die Horizontalkomponente des erdmagnetischen Feldes ist
|§ e | = 15 A m-1 zu setzen. Die Mißweisung sei gleich Null.
Eine Spule aus 15000 Windungen mit der Querschnittfläche 10 cm2 wird vom
Strom I = 1 A durchflossen. Berechnen Sie das Magnetfeld im Abstand r = 2 m
auf der verlängerten Spulenachse.
Wie groß ist in der vorangegangenen Aufgabe das Magnetfeld im Abstand r = 4 m
senkrecht zur Magnetachse?

A 1.2.10.

A 1.2.11.

A 1.2.12.

A 1.2.13.

A 1.2.14.

A 1.2.15.

A 1.2.16.

A 1.2.17.

A 1.2.18.
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1.3. Rotation und Divergenz elektromagnetischer Felder

E Einführung

Das Umlaufintegral über ein Vektorfeld (£(r) ist nach (1.2./15) im allgemeinen von
Null verschieden. Im folgenden wird vorausgesetzt, daß die geschlossene Weg-
kurve C in einer Ebene liegt.
Die von (£ umfahrene Fläche wird durch den Flächenvektor J91 dargestellt. Der
Betrag des Vektors A 91 ist gleich dem Flächeninhalt AA.  Seine Richtung steht normal
zur umfahrenen Fläche. Den Vektor d9l orientiert man derart, daß in Richtung Zf 91

blickend die Randkurve bei der Integration im mathematisch positiven Drehsinn
umfahren wird.
Der Einheitsvektor in Richtung d 91 wird mit e bezeichnet. Es gilt also

Z l9 I=dAe .  (1)

Das Umlaufintegral über die Vektorfunktion (£(r) ist von der Randkurve C und der
Größe der umfahrenen Fläche AA abhängig. Um vergleichbare Verhältnisse zu
schaffen, betrachtet man daher den Ausdruck

1
ÄA

® -dr.

Zieht man die Umlaufkurve C auf einen Punkt zusammen, so ist der Grenzwert

lim —!—ƴ (f) 6 • dr = rot e S = e • rot (£ (2)

nur noch eine Funktion der vorgegebenen Vektorfunktion ß = ß(r) und der Nor-
malenrichtung e des umfahrenen Flächenstücks. Dagegen hat die spezielle Form der
Begrenzung C im Falle AA -> 0 keinen Einfluß mehr auf den Ausdruck (2).
Durch (2) wird die Rotation des Vektorfeldes ß in einem Punkt P für eine beliebig
vorgegebene Richtung e, d. h. in voller Allgemeingültigkeit definiert. Der Rotor ist
ein Vektor, die Vektor Operation rot wird auf ein Vektorfeld angewandt.
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Läßt sich, das Vektorfeld © = ®(r) als Gradient eines skalaren Feldes 0 = 0(r) dar-
stellen, so gilt nach 1.2. für sämtliche Umlauf kurven C (die keine Singularitäten ein-
schließen)

(ß®(r)dr = O. (3)

Nach (2) folgt, daß für ein Vektorfeld S = — grad 0 die Rotation verschwindet.
Es gilt also

rot grad 0=0 (4)

Um festzustellen, ob ein Vektorfeld 6 ein Potential besitzt, d. h., ob 6 als Gradient
einer skalaren Ortsfunktion 0 dargestellt werden kann, hat man lediglich den Rotor
dieses Feldes zu bestimmen. Nur wenn in allen Raumpunkten

rot S = 0 (5)

gilt, ist eine Darstellung

6 = —grad 0 (6)

möglich.
In Cartesischen Koordinaten schreibt sich der Rotor, wie aus (2) nach längerer Ab-
leitung folgt,

i i t

Bei Verwendung Cartesischer Koordinaten müssen also die Beziehungen

d = d =

dx dy 9 dy dz 9 dz dx

in jedem Punkt erfüllt sein, wenn K in der Form (6) darstellbar sein soll.
In Zylinderkoordinaten lautet die Darstellung des Rotors

d&A /ag r _ flSA £ p[< y] _ d(Er \
dz ] r \ dz dr r \ dr dr /r d(p

rot (£ = (7 a)

in Kugelkoordinaten

r sin & (ö# (Sm dtp /] Er + r [ or
rot 6 =

(7 b)
J_ F 1

r sin & dtp s (rM e -
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Das Integral über eine geschlossene Kurve C, die nicht eben zu sein braucht, kann
nach Bild 1.9 in Umlauf integrale über kleine Flächenstücke AA unterteilt werden.
Für jedes derartige Flächenstück gilt nach (2) im Grenzfall AAi -> dA

rot®-d?Ii  = ®-d r .  (9)
Ci

Ci bezeichnet die Begrenzung des Flächendifferentials d2I . Addiert man sämtliche
Gleichungen (9), so hebt sich nach Bild 1.9 der Beitrag der Kurvenintegrale im
Innern heraus, da über jede Strecke zweimal, jedoch in einander entgegengesetzten

Bild 1.9. Zur Ableitung des ÖTOKESschen Satzes

Richtungen integriert wird. Rechts verbleibt daher nur das Integral über die äußere
Umlaufkurve C. Man erhält damit den Stokesschen Satz

JJ rot(£-d2l = (ßg -d r
AA C

(10)

Das Umlaufintegral des Vektorfeldes erstreckt über die Kurve C, ist gleich dem
Flächenintegral von rot erstreckt über eine beliebige, von C eingeschlossene
Fläche AA.

Zur Definition der Divergenz eines Vektorfeldes betrachtet man den Strom durch
eine differentielle Fläche d2l.
Es bezeichne

S=e»  ( i i )

den Vektor der Stromdichte, q gibt in (11) die Dichte der strömenden Substanz an,
b ihre Strömungsgeschwindigkeit. Für den Strom dZ durch die Fläche d§l erhält
man (vgl. Bild 1.10)

d l=3 .d9 l .  (12)

Der Strom dl ist am größten, wenn $ und d2l parallel zueinander stehen. Er ver-
schwindet bei orthogonaler Stellung von 3 und d2I. Für den Strom AI durch die ge-
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schlossen© Fläche AA folgt durch Integration

AA

(13)

Orientiert man die Flächenvektoren dSI derart, daß diese aus dem von AA ein-
geschlossenen Raumgebiet AV herausweisen, so ist AJ positiv, wenn aus dem Vo-
lumen AV insgesamt Strom ausfließt. Die Größe AI kennzeichnet die Ergiebigkeit

Bild 1.10. Der Strom dl = 3 • d$I durch ein
Flächenelement d2l = e dA

des Volumens A V. Sie hängt bei vorgegebenem Feld 3 sowohl von der Größe als auch
von der Begrenzung des Volumens AV ab. Schrumpft AV im Grenzfall auf einen
Punkt P zusammen, so wird die spezifische Ergiebigkeit

lim - = lim -k (ff) Q • d?l = div 3
JV->0 A y A v JJ

(14)

von der speziellen Form der Begrenzung unabhängig. (14) definiert die Divergenz
des Vektorfeldes g.  Sie gibt, bezogen auf das Volumen AV = 1 m3 , die Ergiebigkeit
des Vektorfeldes 3 im Punkte P an. Durch den Vektoroperator div wird ein Vektor-
feld in das Feld einer skalaren Ortsfunktion umgewandelt.

Die Ergiebigkeit eines Raumgebietes V läßt sich einmal als Summe der Ergiebigkeiten
über sämtliche Punkte des Raumes V berechnen :

I = JJJ div dV .  (15)
v

Andererseits muß die aus V in der Zeiteinheit austretende Substanz durch Integration
über die Oberfläche A dieses Raumes folgen :

1 = ff s • dSL ( l ß  )
A

Es besteht daher für jedes Raumgebiet V die Beziehung

fff div 3 dF  = 3 • d9l (Gaußscher Integralsatz)
V A

(17)

Der GAUSSsche Integralsatz wandelt ein dreidimensionales Volumenintegral in ein
zweidimensionales Oberflächenintegral um.
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In Cartesischen Koordinaten ergibt sich die Divergenz eines Vektorfeldes 3 nach der
Formel

«1,3 = + + . (18)
dx dy dz

Bei Verwendung von Zylinderkoordinaten gilt

div = 7 (r&) + 1 <%sz
T d(p dz

(19)

In Kugelkoordinaten ist

1 5& 1
r sin $ d(p r sin #

div S= — (sin 0&) (20)

Betrachtet man die drei Operatoren grad, div und rot in ihren Komponentendarstel-
lungen, so erkennt man, daß sie durch einen symbolischen Vektor, den Nabla-Operator

v =4 (21)

zum Ausdruck gebracht werden können. In Cartesischen Koordinaten ist für V zu
schreiben

(22)

Damit erhält man

d&
V0 = i — +

dx
. 50  , , 50 n ~— = grad0,

8z
(23)

V . CV _ !V 8x 1 fj + _d iv  3 ,dy dz
(24)

i i «

Vx® =
dx

8 8
dy dz

= rot © . (25)

Das skalare Produkt des Nabla-Operators mit sich selbst ergibt den Laplace-Operator

„ „ a 2 a 2 a 2
Ä = V2 = V .V  = — + — + — . (26)

dx2 dy 2 dz2

Der Laplace- Operator, auf ein skalares Feld 0 angewandt, liefert

a2 0 a2 a2

A 0 = V .V0  = divgrad0 = — + — + — . (27)
8x2 dy2 öz2
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Auf ein Vektorfeld 6 angewandt, ergibt der LAPLACE-Operator A in Cartesischen
Koordinaten

Aß- = & + 4- & + i n.
\ dx2 dy2 dz 2 / \ dx2 dy 2 dz 2 I \ dx2 dy2 dz2 /

(28)
In Zylinderkoordinaten ist

£ £ ( < £ a20 ££
r dr \ dr / r2 dy2 dz2 9 (29)

in Kugelkoordinaten

A 520 , 2 50 , 1 520 , 1 ö20 , 1 , 50
A — “Ty H----------7------ 1----- 2 Q "ä~2 “I-----2 Tq2  -----2 C °t "Tq ‘ (30)

ÖT2 
r ßr r 2 sm 2 $ 2 r 2 #2 r 2

Bei physikalischen Berechnungen tritt gelegentlich der Operator a • V auf. In Car-
tesischen Komponenten ist

a • Vß — (axi + a y \ + azl) • (i  ----1- j ----1- f — j (S i +
\ ex oy dz)

(
ö ö ö \a x 7----F a y 7----F 7“) (®<ri + + GW) • (31)ox oy ƴ OZ)

Es lautet also z. B. die i-Komponente dieses Vektors

(a • V®) ƴ i = a x + a y + az = (a • V®) . (32)
ox oy oz

Als Spatprodukt der drei Vektoren 91, 35, © bezeichnet man den Ausdruck

(91 x 95) • (£ = (S x 91) • 33 = (33 x (£) • 21 = 91 • (53 x 6 ) .  (33)

In Cartesischen Komponenten ist

93
91,

33,(91 x 93) = S32 (34)

woraus die in (33) aufgeführten Vertauschungsregeln folgen.

4 Schilling, Felder
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Jt Probleme

1.3.1. Induktionsgesetz und Stokesscher Satz

Eine kreiszylindrische Feldspule mit n = 15000 Windungen hat die Länge l = 30 cm. Sie wird
von einem Wechselstrom I o e~iü>< durchflossen, dessen Amplitude die Größe 70 = 0,06 A hat.
Für die Kreisfrequenz ist a> = 2tü • 1 000 s-1 zu setzen.
Unter einem Winkel von (p = 30° gegen die Feldspule geneigt (vgl. Bild 1.11) befindet sich eine
kreiszylindrische Induktionsspule mit = 100 Windungen, deren Radius = 1 cm beträgt.

Berechnen Sie die induzierte Spannung in der Induktionsspule. Welcher Wert ergibt sich für die
99-Komponente des elektrischen Feldes an der Peripherie der Spule? Wie groß ist die Rotation
des elektrischen Feldes?

Lösung

In der Feldspule wird die magnetische Flußdichte

<»

erzeugt. Für ihre zeitliche Ableitung erhält man

Das in der Feldspule erzeugte magnetische Feld trifft unter dem Winkel 92 = 30° auf den kreis-
förmigen Öffnungsquerschnitt der Induktionsspule. Sie sei ebenso wie die Feldspule mit Luft
gefüllt, d. h., für beide Spulen beträgt die Permeabilität /z0 = 1,257 • 10-6 V s A-1 m-1 . Wir er-
halten damit für die Änderung der Durchflutung in der Induktionsspule

79 T icof

JJ S6 • d2l = — i 0co —— ---- cos (pA 1 . (3)
Ai  *

Hierdurch wird in jeder Windung der Induktionsspule die Umlaufspannung

lind = (f) ® = - ff SB • dSl (4)

Ai
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induziert (vgl. 1.1. /20). Insgesamt enthält die Induktionsspule Windungen. Die induzierte
Spannung wird somit gleich

ind = i lind = 2 ------ • (5)

Der Faktor i kennzeichnet die Phasenverschiebung tv/2 zwischen dem Strom in der Feldspule und
der induzierten Spannung in der Induktionsspule. Dabei wird vorausgesetzt, daß die ohmschen
Verluste vernachlässigbar seien.
Mit Zahlenwerten folgt aus (5)

Tr . 100 • 15000 • 4tv • 10-7 • 2tv • 103 • 0,866 • 10-4 7v • 0,06 e~i27rl °3*
Ui nd  == i ------------------------------------------ ----------------- ------------- V = i 0,615 e" 12 10 3 t V.

0,30

Als effektive Spannung erhält man

Uett = — yä" ?70 = 0,707 1 • 0,615 V = 0,435 V .
2

Für die in einer Windung induzierte Spannung ergibt sich

TJ. . i 0 615 e-i27r l03f
tf l i nd  = — = --------- = i 0,00615 e-’2K-M>»tv.

n r 100

Diese Spannung ist nach (4) mit der elektrischen Feldstärke (£ durch die Beziehung

2k
tflind = (ß<£-d§ = f (6)

0

verknüpft. Wir berücksichtigen, daß aus Symmetriegründen die Komponente von 99 un-
abhängig ist. Damit folgt aus (6)

tflind = bzw - (7 )

Zahlen eingesetzt, liefert

0 00615 • e- i2TT - 103  f= . u,vuoio _e --------- v m- 1 = i 0,0979 e- io 3 * V m" 1 .
* 27V . 0,01

Nach dem STOKESschen Integralsatz (1.3./10) läßt sich das in (4) stehende Umlaufintegral in ein
zweidimensionales Integral umwandeln:

(ß ® • ds = JJ* rot @ • d9I = — J*y $8 d9l. (8)
c Ai

Diese Beziehung besteht für sämtliche Flächen A ± und ihre Begrenzungskurven C. Daraus folgt
die MAXWELLsche Beziehung

rot (£=-$ .  (9)

4*
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Durch (9) ist auch der Rotor des induzierten elektrischen Feldes bestimmt. Er ist dem zeit-
lichen Differentialquotienten der magnetischen Flußdichte entgegengerichtet, hat also im vor-
liegenden Fall die Richtung der Feldspulenachse n. Seine Größe ist durch (2) bestimmt. Bezieht
man sich bei der Lösung auf den Realteil, so folgt durch Einsetzen von (2) in (9)

rot n = — — Iq sm a)t
l

bzw. in Zahlen

rot n ® ' 2k ' 10 — 5-— 0,06 sin 2k • 103i Vnr 2 = 23,7 • sin 2k • 103t Vm' 2 .
0,30

1.3.2. Magnetfeld eines zylindrischen Drahtes

Ein sehr langer zylindrischer Draht vom Radius R = 5 mm wird von Gleichstrom der Stärke
I = 10 A durchflossen. Berechnen Sie das Magnetfeld im Innern des Leiters für den Achsen-
abstand r = 2mm und im Außenraum für r = 20 cm . Bestimmen Sie den Rotor des Magnet-
feldes.

Lösung

Wir legen unserer Betrachtung Zylinderkoordinaten r, (p, z zugrunde. Aus Symmetriegründen
kann eine Abhängigkeit von der Winkelvariablen <p nicht bestehen. Die magnetischen Feldlinien
sind daher Kreise, die von der Zylinderachse im Mittelpunkt senkrecht durchsetzt werden. Di-
elektrische Verschiebungsströme brauchen nicht berücksichtigt zu werden, da der Draht von
Gleichstrom durchflossen wird. Dieser ist über den gesamten Zylinder Querschnitt verteilt. Wir
erhalten daher für die Stromdichte

Nach dem AMPEREschen Gesetz (1.1./25) und (1.1. /26) über die Verkettung von elektrischem
Strom und Magnetfeld gilt die Beziehung

(jj § • d§ = f f 3 • d«, (2)
C JA

wobei AA die von der Randkurve C umschlossene Fläche angibt. Wählt man für C einen Kreis
mit dem Radius r, so folgt aus (2)

27t

§ • dg = J = JJ 3 • dSl . (3)
C0 AA

•Im Falle r R wird das rechts stehende Integral (vgl. Bild 1.12)

ff 3 • dSt = r2K 131 = —
JA &

(4)
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Damit erhält man aus (3) und (4) für den Innenraum

(5)2-mR2

Bild 1.12. Zur Berechnung des Magnet-
feldes im Innen- und im Außenraum
eines sehr langen stromdurchflossenen
geraden Drahtes

Dagegen ergibt sich im Falle r R

f f3 ‘d% = I (6)
AA

und damit in Verbindung mit (3)

(7)
27tr

Mit Zahlenwerten folgt aus (5)

aus (7)

£>„ = — —— Am- 1 = 7,96 Am-1.v 2tv • 0,20

Zur Bestimmung der Rotation des Magnetfeldes wenden wir den STOKESschen Satz (1.3./10)

. d3 = J J* rot § • d5l (8)
c AA

an. Durch Vergleich mit (2) erhalten wir

J J ro t§ .d»  = / / g .d9 l .  (9)
AA AA

Diese Beziehung besteht für sämtliche Flächen AA.  Es müssen daher die Integranden überein-
stimmen. Hieraus erhält man im vorliegenden Fall fehlender dielektrischer Verschiebungsströme

rot$  = 3 . (10)
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Im Innern des Drahtes ist der Rotor des Magnetfeldes daher gleich der Stromdichte 3- In Zahlen
folgt

|rot e i  = 131 = -L = ~~ Am-* = 637 Am-*.
-E 2 5 • 10-3k

Dagegen ist im Außenraum die Rotation des Magnetfeldes gleich Null.

1.3.3. Gleichmäßig geladene Kugel — Oberflächenintegral und Divergenz

Eine Kugel vom Radius R = 10 cm ist gleichmäßig elektrisch geladen, d. h., jeder Punkt hat die
gleiche Ladungsdichte

r 4Qq = hm ----  .
e AV V

Im Abstand r = 1 m vom Kugelmittelpunkt wird eine von der Kugel weg gerichtete elektrische
Feldstärke der Größe 1 V m-1 gemessen. Berechnen Sie daraus die elektrische Ladungsdichte q
in der Kugel und das elektrische Feld a) im Abstand r = 5 cm , b) im Abstand r = 2 m vom Kugel-
mittelpunkt. Die Dielektrizitätskonstante ist überall gleich e0 . Wie groß ist an den genannten
Stellen die Divergenz des elektrischen Feldes?

Lösung

Nach der Definitionsgleichung (1.1./6) für die elektrische Erregung und auf Grund des Zusammen-
hanges (1.1./15) zwischen elektrischer Erregung und elektrischer Feldstärke gilt die Beziehung

eo ff @.d9I = ( ?=  y7tÄ 3
e . (1)

Das Integral (1), über die Kugeloberfläche mit einem Radius r > R erstreckt, ergibt

£o47rr2 © r = Q. (2)

Hieraus erhalten wir für die Ladungsdichte

= 3 r . (3 )

Im Abstand r = 1 m ist (£ r bekannt. Damit können wir q aus (3) berechnen. Gleichung (2) gilt
für den Außenraum der Kugel, d. h. für r > R . Als Feldstärke im Außenraum folgt aus (2)

(®r)r>R = 7 - 2 = (4)4Tcc0r2 3e0r2

Ist die Feldstärke für einen speziellen Radius r0 des Außengebietes bekannt, so berechnet man
diese für den Radius r am zweckmäßigsten gemäß

@,(r) = W r2 (5)
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Das Feld im Innern der Kugel erhalten wir auf Grund der Beziehung

ff e,® • d9l = 4n £o g rr
2 = fff q dF  = 4 (6)

AA AV 3

wobei r < R ist. AA bezeichnet die Oberfläche, A V das Volumen der Kugel vom Radius r. Aus (6)
folgt als Feldstärke im Innern der Kugel

(®r)r<ß =
3e 0

Einsetzen der Zahlenwerte ergibt nach (3) für die Ladungsdichte

3 • 8,85 • 10~12 . . .  ,
p = ----------- As m -3 = 2,655 • 10~3 C m~3 .e 10 -3

(7)

Nach (7) erhält man für das Eeld im Abstand r = 5 cm vom Kugelzentrum

5 • IO"2 • 2,655 • IO-8

T = Vm -1 = 50 Vm” 1 .
3 • 8,85 • IO"12

Für das Feld im Abstand r = 2 m folgt nach (5)

®r = 1,0 • — Vm -1 = 0,25 Vm-‘.
4

Die Divergenz des elektrischen Feldes berechnen wir in Kugelkoordinaten nach (1.3./20). Im vor-
liegenden Fall existiert nur die Komponente Damit ergibt sich

div@ = 44  (8)r 2 or

Für das Kugelinnere erhalten wir aus (7)

d iv@=44(? )  = - wr 2 8r \3e0 / e0

Dagegen folgt aus (4) für das Außengebiet

div ®=4r (A)  =0  ( r>R) .  (10)r 2 dr \4ke 0 /

Die Divergenz der elektrischen Erregung ® = e(5 ist also gerade gleich der elektrischen Ladungs-
dichte.

1.3.4. Kontinuitätsgleichung

Bei einer nichtstationären Höchststromentladung (Pinchentladung) fließe im Plasmastrahl ein
Strom, dessen Dichte durch

& = 3 0 ( z ) J0 (2,405 4' (1)
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gegeben ist. Darin bedeutet J o die BESSEL-Funktion nullter Ordnung, R = 2,5 cm gibt den Ra-
dius der zylinderförmigen Entladungssäule an. Für die Stromdichte in der Zylinderachse werden
zur Zeit t — tQ die Werte

J(z0 ) = —2,1 • 10 3 A cm-2 ,

J(z0 + dz)  = —1,7 • 10 3 A cm-2 , Zlz = 5 cm

gemessen. Berechnen Sie daraus die Änderung der Ladungsdichte im Entladungsraum zwischen
z = z0 und z = z0 4- Az .  Welche numerischen Werte ergeben sich auf der Zylinderachse und für
r = O,5R2

Lösung

Nach dem AMPEREschen Gesetz (1.1./25) und (1.1./26) über die Verkettung von Strom und Magnet-
feld gilt für jede beliebig gekrümmte Fläche Ä V9 die von einer Randkurve C begrenzt wird, die
Beziehung

(S + ®)d9I , .
C Av

Wir betrachten zwei verschiedene Flächen A ± und A 2 , die von derselben Kurve C begrenzt werden.
Da für diese das Integral links identisch ist, müssen die auf der rechten Seite stehenden Integrale
über die Flächen A r u;nd A 2 übereinstimmen:

/ / (3  +®) -d9 i 1 = / / ( 3  + ®) .dS(2 . (2)
Ai A 2

da da

Bild 1.13. Kontinuitätsgleichung div 3 4— - = 0
dt

Bilden wir aus den beiden gekrümmten Flächen und A 2 die geschlossene Fläche A und orien-
tieren die Flächennormalen dSI so, daß diese in allen Punkten nach außen weisen (vgl. Bild 1.13),
so folgt aus (2)

ff (3 + ®) • d2I = 0 .  (3)
A

Nach dem GAirssschen Satz (1.3./17) können wir schreiben

= j ’JJd ivgdr .  (4)
A V
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Ferner gilt nach (1.1./6)

(5 >
A A V

wobei q die Ladungsdichte, Q die gesamte Ladung im Volumen 7 angibt. (4) und (5) eingesetzt
in (3) liefert

J f / d iv3dF+  A/ / /  e d7 = 0
y Öt y

bzw.

div 3 + “~ = 0 . (6)

Gleichung (6) wird als Kontinuitätsgleichung bezeichnet.
In Zylinderkoordinaten folgt, wenn gemäß (1) nur eine Komponente in Richtung der Zylinder-
achse vorhanden ist,

div 3 = = J o (2,4O5 -£-) . (7)
dz \ B / dz

Wir setzen entsprechend dem Meßergebnis

_ ySz&ü 4~ Äz) — S( go) _ ~1,7 4~ 2,1 Am-3 = 8 • 107 Am-3

dz Az 5 -IO" 2

Damit erhalten wir aus der Kontinuitätsgleichung (6)

= -8  • 10’J 0 (2,405 -£-) Am" 3 . (8)

Aus Tafeln über Zylinderfunktionen entnehmen wir

J o (O) = 1,000, J o (l,2O25) = 0,6698.

Hieraus ergibt sich nach (8) für die Änderung der Ladungsdichte in der Zylinderachse

= -8  • 10’ Am- 3 .
8t

Im Abstand r = 0,5R = 1,25 cm ergibt sich

= -8  • 10’ • 0,6698 Am-ä= -5,2 • 10’ Am- 3 .
8t

Der nichtstationäre Entladungsvorgang ist mit dem Aufbau eines negativen Raumladungsfeldes
verknüpft.
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Aufgaben

Berechnen Sie die Rotation des Feldes

= C(y2 + * 2 ) , &y = C(x* + Z2 ) ? = C{X 2 + 2) .

Welche Rotation hat das elektrische Feld (£ = /(r) r ,  wenn r den Ortsvektor be-
zeichnet ? Besitzt dieses Feld ein Potential ?

Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen das Feld

2 = l rn i  + 2(P nz  + & r = 0 ,  &<p = 0

ein Potential hat.
r

Berechnen Sie div r, div — , div (z e r) .
r

Drücken Sie div (@ x§ )  durch die Rotation der Größen © und § aus.
Beweisen Sie aus dem Entwicklungssatz '51 X (53 X (£) = (51 • (£) 93 — (51 • 53) © die
Beziehung A® = grad div @ — rot rot © .
Berechnen Sie aus dem Entwicklungssatz grad (51-53) und rot (51 X 53) .
Stellen Sie die Bedingungsgleichungen in Zylinderkoordinaten dafür auf, daß das
Vektorfeld (£(r) ein Potential hat.
Beweisen Sie mittels V X V = 0 die Beziehungen rot grad tp = 0 und div rot 51 = 0 .
Eine Feldspule aus 20000 Windungen mit der Länge 40 cm und kreisförmigem
Querschnitt wird von einem Wechselstrom der effektiven Stromstärke 0,08 A durch-
flossen. Die Frequenz des Wechselstromes beträgt 100 Hz. In der Feldspule befindet
sich eine Induktionsspule aus 25000 Windungen. Sie ist unter dem Winkel (p = 45°
gegen die Feldspulenachse geneigt. Die Induktionsspule hat einen kreisförmigen
Querschnitt mit dem Durchmesser 4 cm. Auch die Querschnittsfläche der Feldspule
ist kreisförmig. Berechnen Sie die effektive induzierte Spannung (pc = .

Berechnen Sie zur vorangegangenen Aufgabe die 99-Komponente des elektrischen
Feldes an der Peripherie der Induktionsspule.
Bestimmen Sie zu den beiden vorhergehenden Aufgaben den Rotor des elektrischen
Feldes.
Bestimmen Sie unter Verwendung des Induktionsgesetzes und aus der Geschlossen-
heit der Feldlinien den Ausdruck div 53.
Ein kreisförmiger Hohlzylinder mit dem Innenradius _Ra = 5 cm enthalte koaxial
einen massiven Kreiszylinder mit dem Außenradius = 1 cm (koaxiale Zylinder-
anordnung vgl. Bild 2.3). Im Innenzylinder fließe Gleichstrom der Stärke I = 1 A ,
dessen Richtung die z-Achse kennzeichne. Ein Strom gleicher Stärke fließe in ent-
gegengesetzter Richtung im Außenzylinder. Der Außenradius des Außenzylinders
sei _Raa = 7 cm . Geben Sie das Magnetfeld in den verschiedenen Räumen an.
Welche Feldstärken § erhält man für die folgenden Abstände von der Achse des
Innenzylinders: a) r = 0,5 cm,  b) r = 4 cm,  c) r = 6 cm, d) r = 8 cm?

In der vorangegangenen Aufgabe trage der Innenzylinder, bezogen auf die Länge
l = 1 m ,  die Ladung Q = 10 -8 As. Berechnen Sie die elektrische Feldstärke für
r = 6 cm.
Ein idealer zylindrischer Leiter wird von Wechselstrom der effektiven Stromstärke
1 A durchflossen. Dieser ist vollständig auf die Oberfläche des Leiters konzentriert.
Der Radius des Leiters ist r = 1 cm,  die Länge kann als unendlich angenommen

A 1.3.1.

A 1.3.2.

A 1.3.3.

A 1.3.4.

A 1.3.5.

A 1.3.6.

A 1.3.7.
A 1.3.8.

A 1.3.9.
A 1.3.10.

A 1.3.11.

A 1.3.12.

A 1.3.13.

A 1.3.14.

A 1.3.15.

A 1.3.16.
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werden. Wie groß ist die magnetische Feldstärke a) an der Oberfläche, b) im Ab-
stand 5 cm von der Achse, c) im Abstand 0,5 cm von der Achse ?

A 1.3.17. Eine zylindrische Plasmasäule mit dem Radius R = 5 cm besitzt die konstante
Raumladungsdichte q = 10-6 As m-3 . Wie groß ist die elektrische Feldstärke für
die Achsenabstände a) r = 2 cm, b) r = 5 cm, c) r = 10 cm?

A 1.3.18. Bei einer Gasentladung fällt in der Plasmasäule die elektrische Feldstärke @ bei
axialem Fortschreiten um 5 cm von 45 V cm-1 auf 42 V cm-1 . Berechnen Sie daraus
die Ladungsdichte in der Achse.

1.4. Maxwellsche Gleichungen

.KJ Einführung

Die MAXWELLSche Kontinuumstheorie faßt die elektrischen und magnetischen Er-
scheinungen in idealisierender Form zusammen. Aus den experimentellen Meß-
ergebnissen werden zwischen den Größen des Feldes und den Größen des Mediums
allgemeingültige Beziehungen abgeleitet. Sie lassen sich auf ein System von vier
Differentialgleichungen, die MAXWELLschen Gleichungen, reduzieren, in denen die
Gesamtheit unserer Erfahrungen über elektromagnetische Felder und Wellen ent-
halten ist. Der technisch interessierende Einzelfall ergibt sich durch Integration des
MAXWELLschen Systems unter Berücksichtigung der Rand- und Anfangsbedin-
gungen.
Die MAXWELLschen Gleichungen stellen für die elektromagnetischen Erscheinungen
das Analogon zu den Newtonschen Axiomen der Mechanik dar. Wie diese erfassen
sie nur die klassische Physik. Dagegen erfordert die Behandlung quantenhafter und
relativistischer Effekte die Einführung zusätzlicher Axiome, die sich auf Grund der
Quanten- und der Relativitätstheorie unter Berücksichtigung elektrischer und
optischer Fundamentalkonstanten ergeben.
Die einzelnen Gleichungen der MAXWELLschen Theorie wurden bereits in den Ab-
schnitten 1.1. bis 1.3. bei der Definition der elektromagnetischen Grundgrößen und
bei der Behandlung der Vektoroperatoren abgeleitet. Im folgenden wird das System
der MAXWELLschen Gleichungen noch einmal zusammengefaßt und verallgemeinert
dargestellt. Aus der Theorie werden der Energiesatz und die Randbedingungen über
das Verhalten der elektromagnetischen Größen an der Trennfläche zweier Medien
abgeleitet.
Nach dem Ampereschen Gesetz (1.1./25) und (1.1./26) besteht zwischen dem Strom
durch eine Fläche AA und der magnetischen UmlaufSpannung in ihrer Berandung
die Verkettung

J / (®  +S) .d9 l=  § .d§ .  ( la )
AA C

Das Faradaysche Induktionsgesetz (vgl. 1.1. /20) besagt: Die Änderung des magne-
tischen Flusses durch eine Fläche AA ist mit einer elektrischen Umlauf Spannung in
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ihrer Berandung verknüpft:

f f  23 -dSl = -$ (£ •  d§. (2a)
8t aa c

Mit dem negativen Vorzeichen auf der rechten Seite in Gleichung (2 a) wird die
Lenzsche Regel zum Ausdruck gebracht (vgl. Problem 1.4.1.).
Quellen der elektrischen Erregung © sind nach (1.1. /7) die elektrischen Ladungen.
Daraus folgt

f f® .d% = fff e dV=Q.  ' (3a)
A V

o bezeichnet die Dichte der elektrischen Ladung (Einheit: C m~3). A gibt die Ober-
fläche des Volumens V an.
Das Magnetfeld 93 ist im Gegensatz zum elektrischen Feld quellenfrei. Daher gilt

j 23 -d2 l=O.  (4a)

Die Gleichungen ( la)  bis (4a) stellen die Maxwellschen Gleichungen in Integralform
dar.
Wendet man in ( la)  und (2 a) rechts auf die Ausdrücke für die Umlauf Spannungen
den STOKESschen Satz (1.3./10) an, so folgt

(ß £ • = jy rot § • d9I , y @ • d§ = J J rot @ • dSl .
c aa c AA

Damit ergeben sich anstelle von ( la)  und (2a) die Beziehungen

Jf (© + S ) -d2 t  = Jf rot . d« ,  ( lb)
AA AA

J /« .d2 l  = - J / ro t®-d2I .  (2b)
AA AA

Auf die linken Seiten der Gleichungen (3 a) und (4 a) kann man den GAtrssschen
Satz (1.3./17) anwenden:

$®-d9 l  = fffdivftdV, $%-d%=f f fd i v%dV.
A V A V

Daraus erhält man anstelle von (3 a) und (4 a)

/// div © dV = fff  o dV ,  (3b)
V V

J J Jd iv23d7  = 0 .  (4b)
V
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Die Gleichungen (1 b) und (2b) gelten für sämtliche Flächen AA, die Gleichungen (3 b)
und (4 b) für sämtliche Räume F. Daher müssen die Integranden übereinstimmen.
Hieraus folgen die MAXWELLschen Gleichungen

® + 3 = rot § ,
® = —rot ® ,

div ® = Q ,
div 33 = 0 .

(1)
(2)

(3)
(4)

Bei ihrer Lösung sind die nach (1.1./ 14), (1.1. /15) und (1.1./23) bestehenden linearen
Beziehungen

3 =7®,

33

(5)

(6)
(7)

zu berücksichtigen.

Für die mathematische Berechnung spezieller elektromagnetischer Felder sind außer
den MAXWELLschen Gleichungen als den Differentialgleichungen des Problems die
Randbedingungen über das Verhalten der elektromagnetischen Größen an der
Grenze zweier Medien I und II zu berücksichtigen.
Die Eigenschaften der elektrischen Feldstärke beim Übergang zwischen zwei Medien
ergeben sich aus der MAXWELLschen Gleichung (2). Sie wird für die folgende Ab-
leitung am zweckmäßigsten in Form der Integralbeziehung (2 a) angewandt. Als

Bild 1.14. Randkurve C zwischen zwei Medien

Integrationsgebiet AA wird ein langgestrecktes Rechteck zwischen den beiden
Medien I und II gemäß Bild 1.14 betrachtet. Seine Grundlinie As sei groß gegen
die Höhe Ah. Für die magnetische Durchflutung der Fläche AA erhält man im
Grenzfall Ah -> 0,  wenn die Rechteckfläche AA = As Ah in eine Strecke entartet,

lim / /S3 -d2 l  = 0 .
As Ah

(8)
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Das in (2 a) rechts stehende Umlauf integral über die Berandungskurve C der Fläche
AA muß daher verschwinden:

lim (ß& - dg = 0 .  (8a)

Die Länge As der Rechteckgrundlinie kann andererseits als so klein vorausgesetzt
werden, daß sich die elektrische Feldstärke auf ihr innerhalb eines Mediums prak-
tisch nicht verändert und mit ihrem Mittelwert eingesetzt werden kann. Aus (2)
bzw. (2 a) folgt damit in Verbindung mit (8)

@.d§  = ®I . d§ I + @I I  .zl§n + . . .  =0 .  (9)
c

Die Beiträge längs der Höhen Afi und Ah 2 sind zu vernachlässigen, da nach Voraus-
setzung Ah< As gilt. Wie man sieht (vgl. Bild 1.14), besteht auf der Randkurve C
die Beziehung

A = — A$n = A$. (10)

Im Grenzfall kennzeichnet As das tangentiale Linienelement im betrachteten Rand-
punkt. Damit folgt aus (9)

(®I — @ij) • A§> = ((Stangl — ©tangll) As = 0

bzw. wegen As 4= 0

Stangl — ©tangl l*

Es bezeichne n den Einheitsvektor der Flächennormalen. Im folgenden wird n so
orientiert, daß es in das Medium I hinein weist.
Man kann die abgeleiteten Beziehungen in der Form

(®i -®n)xn  = 0 (11)

schreiben. Das bedeutet: Die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes sind
beim Übergang zwischen zwei Medien stetig.
In gleicher Weise folgt aus der MAXWELLSchen Gleichung (1) bei endlicher Strom-
dichte $ 4- ® für die magnetische Feldstärke

(®i - $11) x n = 0 . (12)

Auch die Tangentialkomponenten des magnetischen Feldes sind an der Trennfläche
zwischen zwei verschiedenen Medien stetig, wenn die Stromdichte nicht über alle
Grenzen ansteigt.
Das Verhalten der magnetischen Feldstärke bei Wechselströmen im Grenzfall ver-
schwindenden elektrischen Widerstandes wird im Problem 1.4.3. dargestellt.
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Die Eigenschaften der elektrischen Erregung © gehen aus der MAXWELLschen Glei-
chung (3) in der Integralform (3 a) hervor. Als Integrationsvolumen V wird ein
Zylinder im Grenzgebiet zwischen beiden Medien gewählt, dessen Höhe Ah klein ist
gegen die Abmessungen der Grundfläche AA (vgl. Bild 1.15). Bei der Integration

Bild 1.15. Integrationsvolumen V an der Grenze zweier Medien. Die Orientierung
der Flächennormalen n (statt bzw. A jj lies JSIj bzw. d$jj)

über die Oberfläche dieses Volumens brauchen nur die Beiträge der Zylindergrund-
und -deckfläche berücksichtigt zu werden. Im Grenzfall AA 0 gehen diese beiden
parallelen Flächen in die Tangentialebene über. Für die betrachteten Flächen gilt
die Beziehung

-AW n = A%1 =AAn .

Damit erhält man

® • d5l = ©j • -f- ©u • A 31ij = (©j — ©u) • 11 AA . (1 3)

Das links stehende Oberflächenintegral zur Bestimmung der Ladung im Volumen
AA Ah wird im Grenzfall Ah 0 gleich

J f J& dV = ff AA , (14)
AAAh

wobei ff die Dichte der Oberflächenladung, gemessen in As m~2 , angibt. Aus (13)
und (14) ergibt sich damit

(©i — ®n) • n = ff (15)

Gleichung (15) besagt: Die Normalkomponente der elektrischen Erregung verhält
sich beim Übergang zwischen zwei Medien unstetig. Der Unstetigkeitssprung ist
gleich der Oberflächenladungsdichte ff.
Ist das Medium II ein idealer Leiter, d. h. ein Metall, so gilt ®n = 0 . Man kann
dann anstelle von (15)

• n = ® n = ff (15 a)

schreiben.
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Über die Eigenschaften der magnetischen Flußdichte 33 beim Übergang zwischen
zwei Medien folgt aus der MAXWELLschen Gleichung (4 a)

(83i - 93n ) • n = 0 (16)

Die Normalkomponenten der magnetischen Flußdichte verhalten sich an der Trenn-
fläche zwischen zwei Medien stetig.

Aus den MAXWELLschen Gleichungen läßt sich der Energiesatz für elektromagne-
tische Felder ableiten. Hierzu multipliziert man die MAXWELLsche Gleichung (1)
skalar mit die MAXWELLsche Gleichung (2) skalar mit Die beiden sich ergeben-
den Beziehungen werden addiert :

® ® + © • S + © • » = ® • rot $ - § • rot ® . (17)

Anstelle der rechten Seite kann

— div (® X §) = 8*  rot § — § • rot @ (18)

geschrieben werden (vgl. Aufgabe A 1.3.5.).
Definiert man den Poyntingschen Vektor

(S = ® X § , (19)

so ergibt sich aus (17) und (18) der Poyntingsche Satz

@-® + ®- 3 + ©-  <e + d iv(s  = o (20)

Die einzelnen Summanden haben die Einheit

[® . ] = [g . g] = [§ . SB] = [div <S] = J s- 1 m-s.

Sie kennzeichnen Energiegrößen, bezogen auf die Raum- und Zeiteinheit. (20) läßt
sich unter Verwendung der linearen Beziehungen (6) und (7) integrieren. Aus dem
ersten Summanden der Gleichung (20) folgt

@ • d® = f @ • ® di = f@2 di = 4- @ ® •
/ Z ot / 2 (21)

Der dritte Summand liefert

JVd$  = J'jp-SBcU = (21a)

Diese Größen haben die Maßeinheit J m~3 . Sie geben die elektrische bzw. magne-
tische Energiedichte des Feldes an. Der zweite Summand in (20) kommt durch die
Leitungsverluste zustande. Bei verschwindendem Widerstand ist wegen @ = 0 dieser
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Summand nicht vorhanden. @ • 3 charakterisiert die Wärmeentwicklung (Joulesche
Wärme) des elektromagnetischen Feldes.
Die Einheit des Vektors S ist nach (19)

[|®|] = J s - im-2 .

Der PoYNTiNGsche Vektor kennzeichnet die Energiestromdichte, d. h. die infolge
Ausstrahlung fließende Energie, bezogen auf die Flächen- und Zeiteinheit.
Räumliche Integration der Gleichung (20) ergibt, wenn man auf den letzten Sum-
manden den GAUSSschen Satz anwendet,

f f f n - id r  + + + (22)
V V V A

Hierin hat jeder Summand die Dimension einer zeitlichen Energiedichte bzw. Lei-
stung. (22) enthält den Energiesatz für elektromagnetische Felder, bezogen auf ein
Volumen V. Er besagt, von rechts nach links gelesen, daß Energie Verluste infolge
Ausstrahlung und WärmeWirkung durch die Veränderung der magnetischen und
elektrischen Feldenergie kompensiert werden.
Es bezeichnen somit nach (21) und (22)

v
die elektrische,

V

die magnetische Energie des Feldes.

TFw = J/J
V

gibt die Wärmeleistung des Feldes an,

JF S = ff ® x § • d2I

bezeichnet die Verluste durch Wärmestrahlung.

(23)

(24)

(25)

(26)

1.4.1. Lenzsche Regel

Eine kreiszylindrische Feldspule enthält n = 15000 Windungen (Querschnitt A = 4 cm2 ). Sie
wird, von rechts nach links gesehen, vom elektrischen Strom im mathematisch positiven Dreh-
sinn durchflossen (vgl. Bild 1.16). Die Stromstärke steigert sich in der Zeit tQ = 10 s von Null

5 Schilling, Felder
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auf I = 10 A .  Links gegenüber der Feldspule, im Abstand r = 1 m auf der Zylinderachse, be-
findet sich eine Induktionsspule aus = 1200 Windungen mit der Länge Zj = 10 cm, dem Quer-
schnitt = 1,5 cm2 und dem ohmschen Widerstand R = 1Q.  Berechnen Sie den in der In-

Bild 1.16. LENZsche Regel — F Feldspule, Sp Induktionsspule

duktionsspule induzierten Strom und sein Magnetfeld. Der induktive Widerstand der Induk-
tionsspule kann vernachlässigt werden.

Lösung

Die Feldspule stellt, nachdem der Strom die volle Stärke I erreicht hat, einen Magneten mit dem
magnetischen Moment

Hl = (1)

dar. Nach (1.2.7./6) bzw. (1.2. 7. /7) wird im Abstand r links vom Feldmagneten ein Feld der Stärke

_ mr, _ nl%
27vJu0r

4 2rur3 (2)

aufgebaut. Es induziert nach (1.4./2) in der Induktionsspule die elektrische Umlaufspannung

Ai

orientieren wir in Richtung der z-Achse, also wie 51.
In der Zeit At steigt nach (2) die magnetische Flußdichte um

Wir setzen diese Größe in (3) ein und erhalten für die induzierte Spannung

n n IAA
i nd  27vr3£0 2tw 3 Z0

Sie ist, wie das Vorzeichen zeigt, im mathematisch negativen Drehsinn orientiert. In den Win-
dungen der Induktionsspule wird dadurch ein Strom der Stärke

i nd  ~ 27tBr3i0

(4)

(5)

(6)

•d$ .ind = 
nT • d3 = — (3)
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hervorgerufen. Er fließt im Uhrzeigersinn und erzeugt dabei das Magnetfeld

-n  nfioIA lAnd
§ind = ’ * nd "

Es ist dem verursachenden Magnetfeld (4) entgegengerichtet (vgl. Bild 1.16). Desgleichen ist
das magnetische Moment des induzierten Feldes gegen das induzierende Moment orientiert
Mit den gegebenen Zahlenwerten folgt für den induzierten Strom

T 1200 • 15000 • 4k • 10- 7 • 10 • 4 • IO"4 • 1,5 • 10~4 . A .
l i nd  = -------------------------------------------------------------- A = —0,216 uA,i nd  2k • 1,0- 1 -10

für das induzierte Magnetfeld

#ind = -1200  • 2,16 • 10- 6 Am-1 = -2,59 • IO-3 Am" 1 .

Die Minuszeichen in den numerischen Ergebnissen bringen zum Ausdruck, daß die induzierten
Effekte der induzierenden Ursache entgegenwirken.

1.4.2. Relaxationszeit

An der Oberfläche von Gummi wird die Raumladungsdichte q = 10“12 As m-3 erzeugt. Unter-
suchen Sie die Abnahme der Ladung an der Oberfläche mit der Zeit t. Welcher Wert ist nach einer
Stunde zu erwarten? Bestimmen Sie die Relaxationszeit des Materials. Für die Leitfähigkeit des
Gummis ist der Wert y = 10“14 Q -1 m“1 , für die Dielektrizitätszahl £r = 2,5 einzusetzen.

Lösung

Wir benutzen die MAXWELLschen Gleichungen (1.4./1) und (1.4./3), in denen wir = e@, Q =
einsetzen:

rot § = + y(g (1), div£@ = g.  (2)

Auf (1) wenden wir die Operation div an. Damit folgt

div £@ + div y (£ = 0 . (3)

In Verbindung mit (2) ergibt sich daraus die Differentialgleichung der Ladungsdichte

£g4-ye = 0 .  (4)

Sie hat die Lösung

£ = £o e £ . (5)

Der Ausdruck

£
t = —

7

hat die Maßeinheit s. Er wird als Relaxationszeit des Materials definiert. Im Verlauf dieser Zeit
sinkt die Ladung auf 1/e ihres. Anfangswertes.

5*
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Für Gummi erhält man als Relaxationszeit

2,5 • 8,85 • 10 -12

io- 14 s = 2,2 • 103 s = 37 min.

Nach einer Stunde ist daher die Raumladungsdichte auf

(
Q ft . 1O3 \_ --------v_ x As  m _ 3 = . 3 m

2,2 . IO3 /

d. h. auf 19% des Anfangswertes abgesunken.

1.4.3. Oberflächenstromdichte — Unstetigkeit der magnetischen Feldstärke
bei Wechselströmen in idealen Leitern

Ein kreiszylindrischer idealer Leiter mit dem Radius R = 5 mm wird von Wechselstrom der
effektiven Stromstärke 7ef{ = 2 A durchflossen. Die Zahl der Perioden beträgt 50 s-1 . Unter-
suchen Sie das Verhalten der magnetischen Feldstärke an der Trennfläche zwischen beiden
Medien. Wie groß ist die Oberflächenstromdichte?

Lösung

Infolge des Skineffektes (vgl. 5.3.1.) konzentriert sich bei einem von Wechselstrom durchflossenen
idealen Leiter der gesamte Strom auf der Oberfläche. Im Innern des idealen Leiters ist daher die
Stromdichte gleich Null, auf der Oberfläche dagegen unendlich groß. Es gilt somit

§ = 0 für r<R.  (1)

Im Außenraum an der Grenze zum Leiter, d. h. für r = R, besteht nach dem AMPEREschen Ver-
kettungsgesetz (1.1./25) die Beziehung

& ƴ d§ = I bzw. = —l—. (2)

Die Tangentialkomponente des magnetischen Feldes verhält sich also im Gegensatz zu (1.4./12)
unstetig. Wir leiten dieses Verhalten aus der MAXWELLschen Gleichung (1.4./3a)

JJ(3 + ®)d8 l=  (3)
AA C

ab. Dazu betrachten wir im Grenzgebiet zwischen beiden Medien ein Rechteck As Ah gemäß
Bild 1.14. Bei unendlicher Stromdichte 3 bleibt das Flächenintegral auch für Ah -> 0 endlich.
Infolgedessen verhalten sich die Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstärke un-
stetig.
Da sich der Strom auf die Oberfläche konzentriert, ist es zweckmäßig, anstelle der Stromdichte
(Maßeinheit A m-2 ) eine neue Größe, die Oberflächenstromdichte zu definieren. Sie hat die
Einheit A m-1 . Unter Verwendung dieser Größe erhält man auf der linken Seite (3)

lim' // (3 + i>) • d9l = 9 . (45xn) .  (4)
ZlA—>0 AA
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Die rechte Seite (3) wird gemäß (1.4./11) bzw. (1.4./12) behandelt. Hieraus folgt (vgl. 1.3./43)

$ • (zU x n) = (§! - ©n ) • zU bzw. (n x ft) • ZU = ($ x - § n ) • Aß , (5)

Die Tangentialkomponente des magnetischen Feldes § verhält sich an der Übergangsstelle zu
einem idealleitenden, von Wechselstrom durchflossenen Medium unstetig. Nur wenn der Tan-
gentenvektor Aß die Richtung des Oberflächenstromes ft besitzt, ergibt sich aus (5)

= (6)

Im idealen Leiter gilt = 0 . Das Magnetfeld ist daher an der Oberfläche normal zum Ober-
flächenstrom $ gerichtet.
Im vorliegenden Fall beträgt die effektive Oberflächenstromdichte

I 2
|ft eff  | = ----- = -------------:— Am-1 = 63,7 Am-1 .1 effl 2kR 2k -5 -  IO"3

Der Momentanwert der Oberflächenstromdichte ist durch

X ett = ]/2 — e iw( = 90,0 e1100rt< Anr 1

gegeben. Das magnetische Feld § hat für r = R nur eine Komponente Sie ist gleich dem
Betrag der Oberflächenstromdichte |ft|.

1.4.4. Wärmeverluste und Poyntingscher Vektor

Ein zylindrischer Kupferdraht (y Cu = 5,9 • 10 7 Q -1 m -1 ) mit dem Radius R = 5 mm wird von
Gleichstrom der Stärke I = 15 A durchflossen. Berechnen Sie die Wärmeleistung, bezogen auf
die Länge l = 1 m ,  und untersuchen Sie die Strahlung.

Lösung

Die Stromdichte beträgt

131 = 4? (1)

Für die elektrische Feldstärke folgt

1 1 I
l®l = = (2)

( y nR 2y

Sie hat die Richtung des elektrischen Stromes, die als z-Achse gewählt wird.
Das magnetische Feld hat nur eine Komponente in Richtung der polaren Koordinate 99. Ihre
Größe beträgt an der Peripherie (r = R)

I
2kR*

(3)
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Die Wärmeleistung wird nach (1) und (2) gleich

141

Als PoYNTiNGschen Vektor erhält man (vgl. 1.2./7)

© = (£ x § = & z e z x = - @ 2§<pe r , (5)

d.  h., dieser hat nur eine in Richtung — er weisende Komponente. Es gilt also

Hieraus ergibt sich durch Integration über die Mantelfläche

f f s -dSU = ------ —2r:R l=- -  - .  (7)
J J 2rfyR» nyR?
A

Wegen ® = 0 ,  SB = 0 sind die elektrische und die magnetische Energie konstant. Auf Grund
des PoYNTiNGschen Satzes (1.4./20) kann daher die in Form von Wärme dem elektromagnetischen
Feld entzogene Energie nur durch eine einlaufende Strahlung kompensiert werden. Diese Energie-
strahlung erfolgt gemäß (6) radial in den zylinderförmigen Kupferstab hinein.
Der metallische Leiter ist hiernach lediglich in bezug auf den elektrischen Strom als Leiter an-
zusehen. Für die Energie ist der Kupferstab dagegen ein nichtleitendes Medium. Diese wird über
das den Zylinder umgebende Vakuum in Form von Strahlung zugeführt. Das Vakuum stellt
bezüglich der Energie einen Leiter, bezüglich des elektrischen Stromes dagegen einen Nichtleiter
dar. Für die Wärmeleistung folgt aus (4) für l = 1 m

. 1 5 2

= -----------— ------------ W = 49 mW = 1,2 • 10~5 kcal s“1 .w k • 5,9 • 107 • 52 • IO“6

1.4.5. Energie, Ladungsdichte und Druck im elektrischen Feld

Ein Plattenkondensator mit der Plattenfläche A = 400 cm2 und dem Plattenabstand l = 2 mm
stehe unter der Spannung U = 220 V.  Berechnen Sie die gespeicherte elektrische Energie. Wie
groß ist die Kraft, mit der sich die beiden Platten anziehen? Welcher Druck wirkt im homogenen
elektrischen Feld des Plattenkondensators? Wie groß ist die Ladung? (s = c0 .)

Lösung
Nach (1.4./21) und (1.4./22) ist die Energie des elektrischen Feldes im Volumen V = A • l zwischen
den beiden Platten durch

w e = i @ • ©7  = 4- «o®2 (1)

gegeben. Verschiebt man eine der Platten gegen die elektrischen Kräfte um die Strecke dl (vgl.
Bild 1.17), so vergrößert sich damit die gespeicherte Energie um

dF e = — -i- «o®2 21 • dl = -ft - d l .  (2)
2
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Für die Kraft, mit der sich die beiden entgegengesetzt geladenen Platten anziehen, erhält man
daraus

5 = V So®2»-  (3)
Zi

Sie ist vom Plattenabstand unabhängig.

Bild 1.17. Die Anziehungskraft zwischen zwei
entgegengesetzt geladenen Platten

Der Druck p gibt das Verhältnis der senkrecht auf die Fläche wirkenden Kraft zur Flächengröße
an. Aus (3) folgt

(4)

Die elektrische Feldstärke im homogenen Feld des Plattenkondensators ist gleich

77 220
= -----— Vnr 1 = 11000 Vm" 1 .1 l 2 • 10“ 2

Als Energie ergibt sich damit aus (1)

W e = — • 8,85 • IO“12 • (1,1 • 10 4) 2 • 400 • 10~4 • 2 • IO“3 J = 4,28 • 10" 8 J ,
2

also nur ein sehr kleiner Wert. Die Anziehungskraft wird nach (3)

F = • 8,85 • 10~12 • (1,1 • 10 4) 2 • 400 • 10 -4 N = 2,14 • IO“5 N.

Für den Druck erhält man aus (4)

p = 1,07 • IO"3 Nur 2 = 1,07 • IO-5 mbar.

Die Ladungsdichte wird gleich

a = e®! . n = £ l l = 8,85 • 10“ 12 • 1,1 • 10 4 As m~2 = 9,73 • IO"8 C m~2 .

Eine Platte trägt also die Ladung 3,89 • 10~9 As.
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1.4.6. Feldenergie eines permanenten Magneten

Ein permanenter Ringmagnet aus Gußstahl habe den mittleren Durchmesser 2J? = 30 cm
(s. Bild 1.18). Die Breite des Luftspaltes betrage b = 1 cm, die Schnittfläche A = 25 cm2 . Be-
rechnen Sie die magnetische Energie und den Druck infolge der magnetischen Kräfte. Die Sätti-

Bild 1.18. Ringmagnet mit Luftspalt

gungsfeldstärke betrage B = 1,25 Vs m~2 . Beweisen Sie, daß die magnetische Energie des Luft-
spaltes mit der Energie des Ringmagneten übereinstimmt. Wie groß ist die magnetische Feld-
stärke im Luftspalt und im Innern des Magneten?

Lösung

Die magnetische Energie im Luftspalt ist (vgl. 1.4./21)

JFm = —
2 V 2

(1)

Für den Druck erhält man analog der Gleichung (1.4.5./4) für das elektrische Feld

1 . „ 5B 2
(2)

Zur Rückführung der magnetischen Energie des Luftspaltes auf die Feldgrößen im Innern des
Magneten gehen wir von der magnetischen Spannung aus. Umfährt man einmal die gestrichelte
Kurve C im Bild 1.18, so ergibt sich wegen des Fehlens elektrischer Ströme aus der Maxwell-
schen Gleichung (1.4./la) für die magnetische Umlaufspannung

(ß £ • dt = 0 .
c

Wir setzen im Ringmagneten eine homogene Magnetisierung voraus. Das Feld im Innern des
Magneten bezeichnen wir mit das im Luftspalt mit § a . Damit folgt aus (3)

(27vI?-&)§  i + &§ a = 0 .  (4)

Ist die Feldstärke im Außenraum bekannt, so erhält man aus (2) für die Feldstärke im Magneten

= ------ ---  ©a-
2tj:R -b

(3)

(5)
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Mit dem Aufbau des im Umlaufsinn gerichteten Feldes im Luftspalt bildet sich also im Magneten
ein dem Umlaufsinn entgegengerichtetes Feld aus.
Aus der MAXWELLschen Gleichung (1.4./4) ergibt sich

3Si = S8 a = S8. (6)

Die magnetische Energie des Luftspaltes wird daher gleich

m = ®(2kÄ-6)A .  (7)

Sie stimmt bis auf das Vorzeichen mit der magnetischen Energie des Ringmagneten überein.
Dieses Ergebnis ist eine Folge der verschwindenden UmlaufSpannung nach (3).
Zahlen eingesetzt, folgt aus (1)

w 1,25 2 • 25 • 10 -4 ƴ 10- 2

= ------------------------------ J = 15,5 J ,m 2 ǅ 4k • 10 -7

aus (2)
1.25 2

p = - - -  ---------- Nm- 2 = 6,22 • 10 5 N m" 2 = 6,34 a t .
2 • 4k • 10 -7

Magnetische Feldenergie und Druck liegen also um Größenordnungen über den entsprechenden
Werten des elektrischen Feldes.
Im Luftspalt ist die Feldstärke

= 1 ,25  A m- 1 = 9,95 • 10 5 A m- 1 ,a 4k • IO"7

im Innenraum
TT 10- 2 • 9,95 • 10 5 , nH, = ----------- A m -1 = —1,07 • 10 4 A m -1 .1 30k • 10 -2 - IO-2

2Ä. Aufgaben

A 1.4.1. Ein gerader Magnet mit dem magnetischen Moment = 10 -4 V m s wird einer
/ Spule aus 1 000 Windungen mit dem kreisförmigen Querschnitt A = 2 cm2 auf

50 cm genähert. Der ohmsche Widerstand beträgt 0,2 Q ;  der induktive Wider-
stand ist dagegen zu vernachlässigen. Berechnen Sie den induzierten Stromstoß
jZdL

A 1.4.2. Berechnen Sie zur vorhergehenden Aufgabe das induzierte magnetische Moment im
Verhältnis zum induzierenden Moment, wenn das induzierende Feld gleichmäßig
in der Zeit t s = 0,1 s aufgebaut wird.

A 1.4.3. Berechnen Sie die Relaxationszeit von Polystyrol (y = 10 -16 Q -1 m -1 , e r = 2,6).
A 1.4.4. Für Kupfer wird, wie allgemein für Metalle, mit einer Dielektrizitätszahl er > 1000

gerechnet. Die Leitfähigkeit des Kupfers beträgt y = 5,9 • 10 7 Q -1 m -1 . Welche
Größenordnung ergibt sich daraus für die Relaxationszeit ?

A 1.4.5. Beweisen Sie aus den MAXWELLschen Gleichungen, daß im Nichtleiter die Ladungs-
dichte konstant ist.

A 1.4.6.* Leiten Sie aus den Übergangsbedingungen das Brechungsgesetz der elektrischen
Feldlinien in Isolatoren (y = 0) ab.
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A 1.4.7.*
A 1.4.8.

Wie lautet das Brechungsgesetz der magnetischen Feldlinien?
Wie groß ist stündlich die Wärmeentwicklung eines Aluminiumdrahtes der Länge
l — 100 km, des Querschnittes A = 2 mm 2 und der Leitfähigkeit y — 4,2 • 10 7Q -1 m -1 ,
wenn an diesem eine Spannung von 10000 V anliegt?

A 1.4.9. . Für eine elektromagnetische Welle werden in Luft die elektrische Feldstärke
IO-3 V m -1 und orthogonal dazu gerichtet die magnetische Feldstärke 2,65 • 10~6 Am-1

gemessen. Berechnen Sie die elektrische und die magnetische Energiedichte sowie
den PoYNTiNGschen Vektor.

A 1.4.10. In ein elektrisches Feld wird eine Platte von 50 cm 2 Fläche gebracht und ihre Ober-
flächenladung gemessen. Variiert man die Stellung der Platte im Raum, so wird als
Maximum eine Ladung von 5,53 • 10 -10 As (auf einer Seite) gemessen. Berechnen
Sie daraus die elektrische Feldstärke.

A 1.4.11. Eine Kugel vom Durchmesser 2R = 10 cm trage die elektrische Ladung Q = IO-4 As .
Welcher Druck muß auf die Oberfläche der Kugel wirken, um ihre Expansion zu
verhindern?

A 1.4.12. Berechnen Sie die magnetische Energie einer Feldspule der Länge l = 40 cm mit
dem Querschnitt A = 2 cm2, deren n = 15000 Windungen vom Strom Z = 3 A
durchflossen werden. Wie groß ist der Druck?

A 1.4.13. Die größten in Eisenkernen erzielbaren magnetischen Flußdichten liegen bei
2,2 V s m -2 . Wie groß ist die hierdurch gespeicherte magnetische Energie, bezogen
auf das Volumen V = Im 3 ?

A 1.4.14* Eine Kugel vom Radius R = 10 cm trägt die Ladung Q = 10 -4 As . Wie groß ist
die potentielle Energie J7 pot , d .  h., welche Energie ist aufzuw’enden, um die Kugel
aufzuladen?
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2.1. Elektrostatik

Einführung

Bei statischen Feldern erfolgen keine zeitlichen Feld- und Dichteänderungen. Auch
Strömungen von elektrischer Ladung oder Energie finden nicht statt. Es gilt allgemein

— =0 ,  d. h. S = 0 ,  ©=0 ,  £=0 ,  3=0 ,  ®=0 .
ot

Ferner muß in Leitern

@ =0

erfüllt sein.
Für Nichtleiter erhält man aus den MAXWELLschen Gleichungen (1.4./1) bis (1.4./4)

rot = 0 , rot ® = 0 , 1

div 33 = 0 ;  d iv®= e . J

In diesen Gleichungen können die magnetischen Größen Sq und 33 unabhängig von
den elektrischen Größen @ und ® behandelt werden. Für @ und © bestehen somit
die beiden Grundgleichungen des elektrostatischen Feldes

rot ® = 0 ,

div © = q .
(2)

(3)

Zwischen ihnen ist die Verknüpfung durch die Dielektrizitätskonstante s zu berück-
sichtigen :

(4)



76 2. Statische elektrische und magnetische Felder

Damit erhält man anstelle von (3) bei homogenen Medien

div ® = —
8

(3 a)

Nach (2) kann @ im elektrostatischen Feld stets als Gradient eines skalaren Po-
tentials

@ = — grad 0 (5)

dargestellt werden. (5) in (3) bzw. (3a) eingesetzt, ergibt die Poissonsche Gleichung

A0 = --
8

(6)

Die Bedeutung des Laplace -Operators A in verschiedenen Koordinatensystemen
wurde in 1.3. angegeben.
Kennt man die Verteilung der Ladungen im Raum, so kann entsprechend (1.1. /8)
und (1.1./9) das Feld aus diesen berechnet werden:

(7)

Darin ist P der Punkt, in dem das Feld bestimmt wird, Q ein Punkt des Integrations-
bereiches mit der Ladungsdichte q.
Ist die Ladung über eine Oberfläche verteilt und bezeichnet die Flächenladungs-
dichte, so erhält man anstelle von (7) das Potential aus

0(F) = A f [ — d4 .rPQ
(8)

Im ladungsfreien Raum genügt der LAPLACESchen bzw. Potentialgleichung

A0 = o (9)

Bei der Berechnung spezieller Felder hat man die Randbedingungen zu berücksich-
tigen, die aus den Übergangsbedingungen (1.4./11) und (1.4./12) sowie (1.4. /15) und
(1.4./ 16) hervorgehen. Im folgenden werden die aneinandergrenzenden Medien durch
die Indizes I und II gekennzeichnet.
Für elektrostatische Felder müssen nach (1.4./11) die Tangentialkomponenten der
elektrischen Feldstärke @ und bei nichtleitenden ladungsfreien Medien nach (1.4./15)
die Normalkomponenten der Verschiebungsdichte © übereinstimmen. Diese beiden
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Forderungen werden erfüllt, wenn in jedem Punkt der Grenzfläche die Bedingungs-
gleichungen

(10)

(11)

( l )Rand — ( I l )Rand ,

/50A /50n \£ i I "ä— I — £n I — I
\ /Rand  \ dn / Rand

befriedigt werden, n bezeichnet dabei die Variable in Richtung der Flächennormalen.
Es müssen also sowohl die Potentiale selbst als auch ihre Ableitungen in Richtung
der Flächennormalen übereinstimmen. Die Gleichung (10) gewährleistet die Über-
einstimmung der Ableitungen in Richtung einer beliebigen Flächentangente und da-
mit die Gleichheit der Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes. Aus (11) folgt
die Gleichheit der Normalkomponenten von ©.
Eine anschauliche Methode zur Lösung der Potentialgleichung (9) mit den vor-
gegebenen Randbedingungen ist das Spiegelungsverfahren. Man führt dabei virtuelle
Ladungen derart ein, daß diese zusammen mit den realen Ladungen ein Feld auf-
bauen, das die vorgegebenen Randbedingungen befriedigt.

Beispiel 2

Eine Punktladung der Stärke Q = 10-12 As befindet sich in 2 m Höhe über einer idealleitenden
Ebene. Welches elektrische Feld wird dadurch aufgebaut?
Zur Lösung geht man von der LAPLAGEschen Gleichung (9) aus, die für den gesamten ladungs-
freien Raum gilt. Der Raum oberhalb der Metallebene wird durch z > 0 gekennzeichnet (vgl.
Bild 2.1). Auf der Ebene z = 0 und im Raum z < 0 des metallischen Körpers muß das Potential

Bild 2.1. Spiegelung an einer Ebene

0 = y, z) konstant sein. Man kann daher als Randbedingung 0(rr, y, 0) = 0 ansetzen.
Ebenso gilt 0 = 0 für z < 0 . Nun soll die Lösung für den Raum z > 0 ermittelt werden.
Die Potentialgleichung (9) lautet nach (1.3./40) in Kugelkoordinaten, wenn man eine Abhängig-
keit nur von der radialen Koordinate r voraussetzt,

a20 2_ 50
dr2 r dr

(12)
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Diese Gleichung hat als Lösung das Potential der Punktladung

_0_

47T£P
0 = 0 (13)

wie man sich durch Einsetzen überzeugt. Die Lösung (13) befriedigt jedoch nicht die Rand-
bedingungen an der Grenzfläche x = 0 . Um auch die Randbedingungen zu erfüllen, nimmt man
im Medium x < 0 eine Ladung Q' = — Q spiegelbildlich zur Ladung Q an. Die von ihr im Raum
x > 0 ausgeübte Feldwirkung wird ebenfalls durch ein Potential der Form (13) dargestellt:

t' gibt die Entfernung des Aufpunktes P vom Ort der virtuellen Ladung Q' an. Bedeutet h die
Höhe der Ladung Q über der Ebene, so folgt damit aus (13) und (14) für das Potential der Punkt-
ladung über der leitenden Ebene

0 = 0 + 0 , = A /2_ _ = 2L / 1 ........ . - ) • (15)
\ r r ) 4to 2 + y z + ( z _ h)* Vx2 + + (2 + ä) 2 /

Daraus lassen sich mittels (5), (4) und (3 a) sämtliche Größen des Feldes sowie sämtliche Ladungs-
verteilungen berechnen.

In gleicher Weise wie bei der Punktladung kann man nach dem Spiegelungsverfahren
in geeigneten Spezialfällen oder durch zweckentsprechende Vernachlässigungen und
Idealisierungen die Potentiale für lineare, flächenhafte oder räumliche Ladungs-
verteilungen gegenüber Ebenen, Kanten und Ecken, Kugel- und Zylinderflächen
bestimmen.
Zur Definition der Kapazität betrachtet man zwei Leiter L+ und L_, auf denen sich
die Ladungen +Q und — Q befinden. Infolge der unterschiedlichen Ladungen be-
steht zwischen den Leitern einer Potentialdiff erenz U = 0 + — 0_. Als Kapazität
des aus den beiden Leitern L + und L_ bestehenden Kondensators definiert man den
Ausdruck

„Q Q
U V

J®-dr
L+

C wird in Farad (F) gemessen :

1 F = 1 AsV- 1 .

(16)

Die von einem Kondensator gespeicherte elektrische Energie kann man allgemein
durch Anwendung des GREENschen Satzes der Potentialtheorie berechnen.
Der GREENsche Satz folgt aus dem GAUSSschen Satz (1.3./17), wenn man in diesem

— V7 grad 0 (17)
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setzt. Es ergibt sich zunächst

yjjdiv (0  grad 0) dP  = j j 0 grad 0 -  dSl. (18)
Wird

div (!F grad 0) = *P div grad 0 4- grad 0 • grad V7 (19)

berücksichtigt, so folgt damit der Greensche Satz in der Form

/// ( Z\0 + grad # • grad ¥9 dP  = grad 0 -d9 l .  (20)

Hier kann man V7 = 0 setzen. Wird die Betrachtung auf Potentialfunktionen be-
schränkt, für die /\0 = 0 gilt, so ergibt sich

JJJ grad2 0 dP  = 0 grad 0 • d2L (21)

Die Integration links erfolgt über den gesamten Raum mit Ausnahme der beiden
Leiter. Das Oberflächenintegral rechts ist über die unendlich ferne Kugel und über
die Leiterflächen zu erstrecken.
Bei der Integration über die unendlich ferne Oberfläche einer Kugel ergibt sich der
Wert Null. Somit verbleibt rechts allein das Integral über die Leiterflächen. Im
linken Integral kann @ = —grad 0 gesetzt werden. Ferner können beide Seiten der
Gleichung mit e multipliziert werden. Das liefert als elektrische Energie W e des über
den gesamten Raum erstreckten Feldes

2We = fff ® ® dP  = -ff e0@ • d9l. (22)

Längs der Leiterfläche ist 0 entweder gleich 0 + oder gleich 0_. Ferner gilt für die
in den Leiter hineinweisenden Flächenelemente (vgl. Bild 1.15 sowie 1.3.)

d2I = — ne id .  (23)

Man erhält daher

2W e = $ + ($ • n dA + 0_ (ß) £& • n dA . (24)
L+ L_

Die Integrale über die Leiteroberflächen geben die Ladungen auf diesen an. Daher
folgt allgemein für jeden beliebigen Kondensator

2W e = (25)

bzw. wegen (16)

JPe = =i  GÜ2 (26)
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Probleme

2.1.1. Plattenkondensator

Ein Plattenkondensator hat die Plattenfläche A = 400 cm2 . Der Abstand beider Platten beträgt
d = 1 mm. Das Zwischenmedium ist Luft, die unter dem Druck 0,5 Torr steht. Unter diesen
Verhältnissen beträgt die Durchbruchspannung 35 V (vgl. Tabelle 2).
Berechnen Sie, wie groß die Ladung ist, bei der die Entladung durch Funkenüberschlag erfolgt.
Wie groß ist die Energie dieser Entladung?

Tabelle 2. Durchbruchspannung in Luft, bezogen auf 1 mm

p
in Torr

u
in Volt

P
in Torr

U
in Volt

0,1 180 20 200
0,2 60 50 400
0,5 35 100 600
1,0 40 300 2000
2,0 50 760 3000

10 130

Lösung

Die Potentialgleichung lautet in Cartesischen Koordinaten

0 a2# , a2# _
A0  = ---- I ---- I ---- = 0 .

dz2 dy2 8z 2

Wir betrachten das Innere des Kondensators und sehen von Randstörungen ab. Das ist nur ge-
stattet, wenn die Abmessungen der Platten groß sind gegen den Plattenabstand d.
Eine Abhängigkeit des Potentials kann nur in Richtung z des Plattenabstandes bestehen. In den
parallel zur Plattenfläche weisenden Richtungen x und y ist jeder Punkt gleichberechtigt, da
Randstörungen vernachlässigt werden können. (1) vereinfacht sich daher zu

mit der Lösung

0 = — az + b .  (3)

Für das elektrische Feld erhält man daraus gemäß © = — grad 0

( =•0 ,  = 0 ,  & z = a .  (4)

Es hat im Kondensator überall die gleiche Stärke und die gleiche Richtung. (Wäre in (3) das posi-
tive Vorzeichen gewählt worden, so stände in (4) — a statt a.)
Im Innern der Metallplatten, die als ideale Leiter vorausgesetzt werden, kann ein elektrisches
Feld nicht existieren. Aus der konstanten elektrischen Erregung folgt daher nach (1.4./15)
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für die Oberflächenladungsdichte

t; = <£) • n . (5)

Die entgegengesetzten Ladungen an der oberen und an der unteren Platte ergeben sich, wenn
man berücksichtigt, daß die Flächennormalen n in den Kondensatorraum hinein weisen, also

Bild 2.2. Plattenkondensator

oben und unten in Bild 2.2 einander entgegengerichtet sind. An der unteren Platte erhält man
aus (5) und (4)

Q
(6 )

Die Ladung auf der unteren Platte ist also gleich

Q = eaA. (7)

Für die Spannung U folgt aus (4)

d
U=(  z = ad. (8)

Aus (7) und (8) ergibt sich als Kapazität des Plattenkondensators

c = 4 = T- (9)

Die gespeicherte elektrische Energie wird nach (1.4./21), (4), (6) und (9)

W e = L ® (M. (10)
Z Z Z

Im vorliegenden Fall beträgt die Kapazität

C = 8,85 -10- .400 -10-« = . F =
io- s

Daraus ergibt sich bei der Spannung Ü = 35 V die Ladung'

Q = CU = 3,54 • 10" 10 • 35 As = 1,24 • 10- s C.

Für die Energie folgt

W e = — • 3,54 • 10-10 • 352 = 2,17 • 10“’ J .e 2

6 Schilling, Felder
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2.1.2. Kapazität des Zylinderkondensators

Ein metallischer Kreiszylinder mit dem Grundflächenradius Ra = 30 cm enthält in seinem
Innern koaxial einen zweiten Zylinder mit dem Radius = 25 cm (vgl. Bild 2.3). Die Länge

Bild 2.3. Zylinderkondensator (Koaxialleitung)

beider Zylinder ist gleich l = 2 m.  Der Zwischenraum ist mit Kautschuk £ r = 2,5 gefüllt. Wie
groß ist die Kapazität des Kondensators? Randstörungen sind zu vernachlässigen.

Lösung

Wir führen Zylinderkoordinaten ein. Es kann lediglich eine Abhängigkeit von der Variablen r
bestehen. Nach (1.3./39) lautet daher die Potentialgleichung im ladungsfreien Raum

= 0 . (1)

Daraus folgt

d0
r — = a ,

dr
(2)

wobei a eine Konstante bezeichnet. Hieraus erhält man weiter

0 = a In r + b . (3)

Nach (1.2./9) ergibt sich wegen & = — grad 0

dr r
(4)

Die Flächenladung beträgt nach (4) auf der Innenseite des Außenzylinders

Q = • 2iuRa • l = 2nEal . (5)

Der gleiche Wert mit entgegengesetztem Vorzeichen folgt für die Außenseite des Innenzylinders.
Die Spannung zwischen Innen- und Außenzylinder ist gleich

ÄaRa.

= a ln  — .
Ri (6)

Ri Ri
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Hieraus folgt für die Kapazität

n Q 2nel
= — = ---- . (?)

Einsetzen der Zahlenwerte ergibt

c=  2K.2. 8 ,8 5.10- . 2p=1>23  10 _9g

! 30In —
25

2.1.3. Potentialberechnung durch Spiegelung an einer Ebene

Ein durch eine Kugel vom Radius R — 10 cm idealisierter Körper befindet sich in der Höhe
h = 2,50 m über der Wasseroberfläche (e r = 88) . Der Zwischenraum ist Luft. Wie groß ist die
Spannung gegen den direkt unter dem Schwerpunkt des Körpers befindlichen Punkt der Wasser-
oberfläche, wenn sich auf dem Körper die elektrische Ladung Q = 10-8 As befindet?

Lösung

Wir bezeichnen das Potential in Luft (z > 0) mit das Potential in Wasser (z < 0) mit 0 n .
Nach (1.4./11) müssen an der Grenzfläche die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes
übereinstimmen. Das erfordert für z = Q

0I = 0 n . (1)

Bei einem ursprünglich ungeladenen, nichtleitenden Medium müssen außerdem die Normal -
komponenten der dielektrischen Verschiebung übereinstimmen. Daraus folgt für z = 0

00T Ö0TT
«I — = £ll -T—dn dn

d$r
«I — = £ll -T— •dz dz

bzw. (2)

Wir idealisieren den Kprper vom Radius R durch seinen Schwerpunkt. In diesem können wir uns
die gesamte Ladung Q vereinigt denken (vgl. 1.3.3./4). Als Lösung des zugrunde liegenden Po-
tentialproblems nehmen wir im Medium I eine Potentialfunktion

0i = _L
4k£ I \ r

(3)

im Medium II

0 n = 7 -4K£n r
(4)

an. r bezeichnet die Länge der Strecke QP, r' die Länge Q'P. Q' und Q" befinden sich im Medium II
spiegelbildlich zu Q (vgl. Bild 2.4).
An der Grenzebene z = 0 ist

?pq =- r PQ' = r .

6*
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Ferner gilt dort

dz r r 2 ’ dz r' r2

Damit ergibt sich aus (1) und (2) das Gleichungssystem

Q Q f _ Q"
£ I e I I

(5)Q - Q' = Q"

mit der Lösung

£ I + £n

2«nQ

«I + «n ’
(6)

Als Potential auf der Kugeloberfläche erhält man aus (3)

_L /J_ , e i ~ £ n J_\ q
47 \_E «I + «II r ' /

(7)01

Die Größe r' ist für jeden Punkt der Kugeloberfläche etwas unterschiedlich. (7) gilt näherungs-
weise unter der Voraussetzung, daß der Kugelradius klein ist, d. h.  R r' gilt. In diesem Falle

Bild 2.4. Zur Potentialberechnung durch
Spiegelung

kann man für alle Kugelpunkte r' — 2h setzen. Im Punkt P w direkt unter dem Schwerpunkt des ®
geladenen Körpers beträgt nach (4) das Potential

(8)W 4to h ä 2tc(£I + «n) h

Als Potentialdiff erenz folgt somit aus (7) und (8)

Q T2
8tt£i [ R

3si 4~ «ii

(«i + «n)
J0  = (9)

Mit den vorgegebenen Zahlen erhält man

3 + 88 1

(1 + 88) 2,50 J
V = 889 V .

10-8 r 2
J0  = ---------------------- ----

87t • 8,85 • IO“12 [0,1

Ist das Medium II ein Metall, so liegt der Grenzfall -> oo vor.
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2.1.4. Spiegelung an einer Kugel

Eine punktförmige Ladung Q = 10-7 As befindet sich in der Entfernung r = a = 25 cm vom
Mittelpunkt einer leitenden Kugel mit dem Radius R = 15 cm. Bestimmen Sie die Potential-
funktion.

Lösung

Wir definieren die einzelnen Punkte durch Kugelkoordinaten. Koordinatenanfangspunkt ist der
Kugelmittelpunkt, r = a ,  # = 0 bezeichnet den Ort der Ladung Q. Die Winkelkoordinate tp ist
beliebig wählbar. Die Wirkung der Kugel kann durch eine virtuelle Ladung Q' im Innern der Kugel

Bild 2.5. Spiegelung an einer Kugel

ersetzt werden. Sie liegt auf der Verbindungsgeraden von Kugelmittelpunkt und Ladung Q. Ihre
r-Koordinate sei b ; # ist ebenfalls Null.
Bezeichnet man die Radiusvektoren von den Ladungen Q und Q' nach dem Aufpunkt P mit r
und r' (vgl. Bild 2.5), so ergibt sich für das Potential

Auf der Kugeloberfläche muß 0 konstant sein. Wir setzen diesen konstanten Wert gleich Null
und erhalten damit

|rK l Ixk'I ’

wobei der Index K auf die Kugeloberfläche hinweist. Die Beziehung (2), für einen beliebigen
Punkt P(R, tp) auf der Kugeloberfläche aufgestellt, ergibt nach dem Cosinussatz

Q Q (3)
]/&2 + R 2 — 2bR cos & ya2 + R 2 — 2aR cos

Darin bezeichnet b die radiale Koordinate der virtuellen Ladung Q'. Aus (3) erhält man

R 2

a
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Wie aus den mittleren Summanden in Zähler und Nenner zu erkennen ist, besteht diese Be-
ziehung für alle Winkel #, wenn

7?2

R 2 = a • b bzw. b=— (5)
a

gilt. Die radiale Koordinate b der virtuellen Ladung Q' ist also reziprok proportional der radialen
Koordinate a (Gesetz der reziproken Radien). (5) eingesetzt in (4) liefert

V 2 = Q2 — bzw. Q' = -Q  ]/— . (6)
a |/ a

Im vorgegebenen Fall ist

, (15 • IO“2 ) 2 
Qb = ----------- - m = 9 cm,

25 • IO"2

Q' = 10-’ ] /— As = 6 • IO-8 As.
25

Damit folgt aus (1) für das Potential des Punktes P, wenn man mit r, #, <p dessen Kugelkoordinaten
bezeichnet,

/ 1 P 2 \

\Vr2 — 2ar cos & + a2 a a2r2 — 2arR2 cos # + P 4 /

2.1.5. Dielektrische Kugel im homogenen Feld

In Luft bestehe ein homogenes elektrisches Feld der Stärke E = 10 V m-1 . Dieses wird durch
eine Kugel aus Harz vom Durchmesser 2P = 20 cm gestört. Berechnen Sie das Feld im Innern
der Kugel, wenn das Harz die Dielektrizitätszahl er = 6 hat.

Lösung

Das homogene elektrische Feld bei Abwesenheit der Kugel ist durch sein Potential

0 = —E x

bestimmt. Die Feldrichtung wird als Achse gewählt.
Man kann sich das Feld (1) entstanden denken aus der Überlagerung zweier Felder, die von
zwei Ladungen Q und Q = — Q im Unendlichen ausgehen. Wir betrachten dazu das Feld zweier
Ladungen ±6» deren Cartesische Koordinaten x = - xQ , y = 0,  z = 0 lauten. Nach (1.1./8) hat
das durch diese Ladungen hervorgerufene Feld das Potential

0l = _LpL_
\r PCj rpQ/

(2)
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Bezeichnet man die Koordinaten des Punktes P nnlx,y 9 z,so erhält man aus (2) für das Potential 0
in diesem Punkt

4ne — a:0 ) 2 + y2 + z2 + z0 )
2 + y2 + z2/

r 1 ü + 
x <>x 

+ — i + zp . . .
4k£ [ ]% 2 4- x2 + y2 + z 2 \ x0

2 H - - - -  x0
2 4- • • •

Im Grenzfall xQ -> oo folgt daraus

Rückt man also die beiden Ladungen Q und Q = — Q in das positive und negative Unendliche
und läßt sie gleichzeitig derart wachsen, daß

Q
2tzex0

2 = -Et (4)

konstant bleibt, so entsteht damit das homogene Feld (1). Die Ladung Q im positiv Unendlichen
muß negativ sein, da das elektrische Feld von den Orten positiver zu Orten negativer Ladung
weist.
In das Feld (1) bringen wir die dielektrische Kugel vom Radius R, deren Mittelpunkt wir als
Koordinatenanfangspunkt wählen. Jede der beiden Ladungen Q und Q erzeugt in der Kugel
eine spiegelbildliche Ladung. Nach dem Gesetz der reziproken Radien (2.1.4./5) ist der Ort der
spiegelbildlichen Ladungen durch

R 2

dz — (5)

bestimmt. Im Grenzfall x0 -> oo ergeben die Spiegelbilder einen Dipol, dessen Moment m die
Richtung der x-Achse hat. Sein Potential erhält man aus (1.2.5./9).
Bei der dielektrischen Kugel bleibt die Größe der gespiegelten Ladung unbestimmt. Daher ist
uns der Betrag m des Dipolmomentes zunächst unbekannt.
Das Potential außerhalb der Kugel setzt sich aus dem Potential (1) des homogenen Feldes und
dem Störpotential des virtuellen Dipols zusammen :

0 a = -E &x 4- = -E x 4-I £ Q O» I j Q47t£a r3 47T£a r3 (6)

Diese Beziehung kann man allgemeiner auch

0 a = — E&x --------- grad —
4ra a r

formulieren.
Schreibt man das Potential (6) in Kugelkoordinaten gemäß (1.2./10), so erhält man

0 a = ( —E*r 4 - - - -—— 1 cos 'd' sin <p .
\ 47t£a r2 /

(6a)

(6b)
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Für das Innere der Kugel gehen wir vom Ansatz eines homogenen Feldes

= — E-r x = —E r cos & sin (p (7)

aus. An der Grenze zwischen den beiden Medien, d. h. für r = R ,  müssen nach (2.1./10) und
(2.1./11) die Bedingungsgleichungen

( a ) r=K = (&i ) r=R
und (8)

I = £ i
r=R

erfüllt werden. Damit ergibt sich

E* = E{ H -----—
47t£a _R3 (9)

„ ea m
E~= Ei — ------------

sa 27Tga jR3 (10)

Hieraus erhält man für m und E±

± = !rel -------1 £3 ,
£i 2ca 

1
£ rel + 2

m
47T€a -EJ

a
(11)

3Sa TI------ ---  E,
£i 4- 2sa

- ----  E A . (12)

Das homogene elektrische Feld im Innern der Kugel ist somit für

e _ £ i 1e rel  — > 1
£a

schwächer als das ungestörte homogene Feld außerhalb der Kugel. Im vorliegenden Fall erhält
man

o o
E. = E 3i =-  - 10 Vm-1 = 3,75 Vm-1 .1 6 + 2 8

Dagegen ergibt sich für das Feld der elektrischen Verschiebungsdichte

D-. = e,E. = = ferel D
£ i + 2e a £ rel  2

(13)

mit den vorgegebenen Zahlenwerten

— = - — -=2 ,25 .
D a 6 4~2

Die Erregungslinien im Innern der Kugel sind somit für erel  > 1 gegenüber dem äußeren Feld
stärker konzentriert (vgl. Bild 2.6).



892.1. Elektrostatik

Im Grenzfall c rel  -> oo (Metall) folgt aus (13) = 3Da , dagegen E{ = 0 . Die elektrische Erregung
wird also auf das Dreifache gesteigert. Der entgegengesetzte Grenzfall e re l  -> 0 (Hohlkugel in
metallischem Medium, genähert auch Luftblase in Wasser) führt auf E{ = 1,5E%, = 0 .

Bild 2.6. Kugel im homogenen Feld.
Elektrische Feldlinien für er e l  < 1 bzw.
Erregungslinien für e re l  > 1

2.1.6. Potential paralleler Drähte

Zwei parallele Drähte, deren radiale Ausdehnung zu vernachlässigen sei, haben voneinander den
Abstand 2a = 50 cm (vgl. Bild 2.7). Der erste Draht trägt, bezogen auf die Längeneinheit, die
Ladung q± = 10-7 As m-1 . Auf dem zweiten Draht befindet sich eine Ladung der linearen Dichte
q2' = — 10-7 As m-1 . Bestimmen Sie das Potential und die Äquipotentiallinien. Der Zwischen-
raum sei Luft.

Bild 2.7. Parallele Drähte mit entgegengesetzten Ladungen. Äquipotentialflächen
und Feldlinien

Lösung

Wir betrachten zunächst nur das Feld eines Drahtes. Im Abstand r von der Achse gilt nach (1.1. /6)
ür die Radialkomponente der elektrischen Erregung

— q' • (1)
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Die übrigen Komponenten verschwinden. Mit $ ist auch die elektrische Feldstärke bestimmt.
Aus dieser erhält man gemäß

B B

J 2™0r 2ne0 rA
A

(2)

die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten A und B.
Werden sämtliche Potentialwerte eines axialsymmetrischen Feldes auf das Potential für rB = Im
bezogen, so kann man das Potential eines Punktes A mit dem Abstand rA = r von der zylin-
drischen Achse auch schreiben

<P(r) = - In
2tce 0 r

(3)

Befinden sich zwei elektrisch geladene, unendlich lange, parallele Geraden im Raum und hat ein
Raumpunkt P von diesen die Abstände und r2 , so erhält man für sein Potential aus (3)

M 9i i , 9z 1<P = ----- In — -4- ----- In — .
2k£ 0 rx 2k£ 0 r2

(4)

Im Falle qt ' = — q2' = q' folgt aus (4)

2tt£ 0 r-.
(5)

Wir legen den Koordinatenanfangspunkt in die Mitte zwischen den beiden Geraden. Die Gerade-
selbst bezeichnen die z-Richtung. Senkrecht dazu, in Richtung der Verbindungslinie beider Ge
raden, verläuft die x-Achse. Beide Drähte schneiden also die x-Achse, und zwar in den Punkten
x = -$-a, y = z = 0 .  Kennzeichnen wir einen Punkt P durch seine Cartesischen Koordinaten
x, y, z, so ergibt sich für seine Abstände von den beiden Geraden

r2 = ]/(a? + a) 2 + y2 .>1 = /(a: — u) 2 + y2 ,

„ Damit folgt für sein Potential nach (5)

0 =
4to 0 (x — ®) 2 + y*

Mit den vorgegebenen Zahlen ergibt sich

* = ____- ______ In fr + W + y2 V = 21701g <* + 0 > 25)2 + V .
4k • 8,85 • IO“12 (x — 0,25)2 + y2 (x — 0,25) 2 4- y2

IO-7

Im Koordinatenanfangspunkt ist das Potential gleich Null, auf den beiden Drähten unendlich
groß.
Die Äquipotentiallinien sind nach (5) durch

?22 
= & + a) 2 + y2 

= c

r±
2 (x — a) 2 4- y20 = const,



912.1. Elektrostatik

bestimmt. (7) kann in der Form

(8){x - x0 ) 2 + y2 = R2

geschrieben werden mit

C + l
C - 1 ’

ä2== 4
(C - 1)2 (9)x0 = a

Als Äquipotentiallinien in der Ebene senkrecht zu den beiden Drähten ergeben sich also Kreise.
Ihre Mittelpunkte liegen auf der x-Achse. Soll xQ = a sein, so muß C = ±00 gewählt werden.
x0 = — a wird für C = 0 angenommen. In beiden Fällen ist nach (9) der Kreisradius gleich Null.
Die Äquipotentialflächen entarten hier in die beiden ladungtragenden Geraden.

2.1.7. Kapazität einer Vertikalantenne (Linienladung)

Ein zylindrischer Stab hat den Durchmesser 2r0 = 5 mm und die Länge l = 3,50 m . Er ist als
Vertikalantenne senkrecht in die Höhe geführt und befindet sich mit seinem unteren Ende im

l l

I I

I I
L l

Bild 2.8. Vertikalantenne mit ihren Äquipotentialflächen und Feldlinien

Abstand a = 10 cm vom Erdboden entfernt. Berechnen Sie seine Kapazität gegen die als ideal-
leitend vorausgesetzte Erde (vgl. Bild 2.8).

Lösung

Wir berechnen zunächst das Potential einer gleichmäßig mit elektrischer Ladung versehenen
Linie gegen die idealleitende Erde und schließen daraus auf das vorgegebene Problem. Die Stab-
achse wählen wir als z-Achse, ihren Mittelpunkt als Anfangspunkt des Koordinatensystems.
Bezeichnet
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die lineare Ladungsdichte, so ergibt sich in Analogie zu (2.1./7) und (2.1./8) für das Potential
der Linienladung im Punkt P o

2
, ? r &

= A------ I --------4to 0 J r P p 0

2

(2 )

Die Entfernung vom Aufpunkt P0 (x0 , yQ, zQ ) zum Punkt P(0, 0, z) des Integrationsgebietes ist
gleich

»FPo = V®02 + y»2 + (20 - 2 ) 2 - (3)

Damit folgt

_____________• + _L
[in IV O2 + y 2 + (2o — z) 2 + 2 — Zo | ]  2 (4a)

4tC£q _
2

_ j_ ln  ]/•ƴƴ+«•ƴ + (  1 ) '  +4 -* -  . (4 )

4to ° l/ o2 + y 2 + k + y) 2 - y - z o

Die Linienladung influenziert auf der Erde eine Ladung, deren Potential 0 S sich durch Spiegelung
ergibt. Im Aufpunkt PQ ist dieses gleich

0s=  _ _ f  = — (5)

4to 0 J r PsPQ 4to 0 / j/ 2 + y2  + ( 2o _ Z )2

3 3
- T «-2a  - -2  l ~ 2a

Durch Auswerten nach (4 a) erhält man

Das Potential der Linienladung bei Anwesenheit der Erde ergibt sich aus der Überlagerung
von (4) und (6):

0 = 0 L + 0 S - (7)

Ist die Länge des Kreiszylinders groß gegen den Radius r0 seiner Grundfläche, so läßt sich das
Potential wie folgt genähert berechnen: Die Äquipotentialflächen des von der Linienladung aus-
gehenden Feldes können für l ]/a;0

2 + yQ
2 durch Zylindermantelflächen genähert werden.

Wir ersetzen den vorgegebenen Zylinder durch eine Äquipotentialfläche, deren Schnittflächen-
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radius ]Ar0
2 + y0

2 im Punkt z0 = 0 identisch mit dem Radius r0 des vorgegebenen Stabes ist.
Das Potential hat auf dieser Äquipotentialfläche nach (4), (6) und (7) die Größe

0 = _Q_ ln W + Z2 + Z w + (31 + 4a) 2 - (3Z + 4q)
4to 0Z 2 + p i 2 + (Z + 4a) 2 - (Z + 4a)

Q V4r0
2 + Z2 + l Ur» 2 + (Z + 4a) 2 + (Z + 4a)

' 1XX • yöy

4to 0« ]/4r 0
2 + Z2 - Z ]/4r 0

2 + (31 + 4a) 2 + (31 + 4a)

Berücksichtigt man hierin r 0 < l ,  so folgt

Q Z2(Z + 4a)
— ixi ƴ 1 

e

0 Z r 0
2 (3Z + 4a)

Als Kapazität der Vertikalantenne gegen die idealleitende Erde erhält man somit

4tt£0Z

ln Z 2 (? + 4a) ‘

r 0
2 (3Z + 4a)

(10)

Mit den vorgegebenen Werten ergibt sich

477 - 8,85 - 10~ 12 • 3,50

. 3,50 2 • 3,90
In -------------------

0,002 5 2 • 10,90

C = F = 28,9 pF.

Im allgemeinen ist der Abstand a von der Erdoberfläche klein gegen die Länge Z. Unter dieser
Voraussetzung folgt

27T£0Z

V3 r0

(11)

A Aufgaben

A 2.1.1. Berechnen Sie die Kapazität eines Plattenkondensators mit der Plattenfläche
A = 25 cm 2 , dessen Platten einen Abstand von 0,1 mm haben. Der Zwischenraum
ist mit Paraffin (er = 2,3) gefüllt.

A 2.1.2. In atmosphärischer Luft (e = e0 ) beträgt die Überschlagsspannung bei 1 mm Ab-
stand U = 3000 V .  Sie wächst proportional dem Abstand. Wie groß ist die Energie,
die ein Plattenkondensator der Plattenfläche A = 100 cm 2 speichern kann, wenn
der Plattenabstand 1 cm beträgt?

A 2.1.3. Stellen Sie die Formel für die Kapazität zweier konzentrischer Kugeln auf. Wie groß
sind die elektrische Feldstärke und die Spannung?
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A 2.1.4.

A 2.1.5.

A 2.1.6.

A 2.1.7.

A 2.1.8.

A 2.1.9.

A 2.1.10.

A 2.1.11.

A 2.1.12.

A 2.1.13.*

Wie groß ist die Kapazität einer Kugel gegen den unendlich fernen Raum (eine
konzentrische Kugel vom Radius Ä —> oo) ?
Welchen Radius muß eine Kugel besitzen, wenn ihre Kapazität gegen den un-
endlich fernen Raum 1 F betragen soll ?
Eine Punktladung der Stärke Q = 10-10 As befindet sich gegenüber einer Metall-
platte im Abstand z0 = 50 cm . Berechnen Sie das elektrische Feld. Welche Feld-
stärke ergibt sich auf der Geraden, die von der Metallplatte zur Ladung gerichtet
ist, in der Entfernung l = 2 m von der Metallplatte?
Eine Kugel vom Radius R = 20 cm befindet sich in Luft gegenüber einer Metall-
platte. Der Abstand des Kugelmittelpunktes beträgt h = 3 m . Berechnen Sie ge-
nähert die Potentialdifferenz, wenn die Kugel eine Ladung von 5 • IO-9  As trägt.
In ein homogenes elektrisches Feld der Stärke EQ wird eine Metallkugel vom
Radius R gebracht. Geben Sie das Potential an, a) wenn die Kugel ungeladen ist,
b) wenn sie die Ladung Q trägt.
In das homogene Feld der Stärke 100 Vnr 1 in Luft wird eine Kugel aus Harz
(e r = 20) gebracht. Der Radius der Kugel beträgt R = 1 cm. Berechnen Sie das
elektrische Moment der virtuellen Ladungen. Wie groß ist die elektrische Feld-
stärke in der Kugel ?
Eine Gerade hat die elektrische Ladungsdichte q' = 10-10 As m-1 . Parallel dazu im
Abstand 2a=lm verläuft eine Gerade mit der Ladungsdichte q% = — 10-10 Asm-1 .
Berechnen Sie die elektrische Feldstärke in der Mitte zwischen den beiden Ge-
raden.
Bestimmen Sie die Äquipotentialflächen zweier paralleler Geraden, die gleiche
elektrische Ladungsdichten aufweisen.
Parallel zu einem Kreiszylinder mit dem Durchmesser 2_R0 = 5 cm verläuft ein
Draht im Abstand a = 1,50 m von der Zylinderachse. Wie groß darf die Ladungs-
dichte auf dem Draht sein, wenn das Zylinderpotential nicht um mehr als 100 V
über dem Erdpotential liegen soll?
Eine zylindrische Leitung mit dem Durchmesser 2R0 = 3 cm wird von einem dazu
parallel verlaufenden Draht influenziert. Der Durchmesser des Drahtes sei zu ver-
nachlässigen. Sein Abstand von der Achse des zylindrischen Leiters betrage
a<== 2,5 cm. Die Ladung des Drahtes, bezogen auf die Längeneinheit, sei
q' = IO-8 As m-1 . Führen Sie eine Spiegelung am Kreiszylinder durch, indem Sie
vom Feld zweier Drähte ausgehen und parallel zum influenzierenden Draht virtuelle
Ladungen anbringen. Bestimmen Sie das Potential. WTie groß ist dieses auf der
Oberfläche des Zylinders?
Ein Kreiszylinder mit deni Radius R Q befindet sich in der Mitte zwischen zwei
Drähten, die voneinander den Abstand 2a haben. Die spezifischen Ladungen der
Drähte seien q' und — q'; der Zylinder sei ungeladen. Berechnen Sie durch Spiege-
lung das Potential.
In das homogene elektrische Feld der Stärke Eo wird ein ungeladener Metallzylinder
gebracht, so daß seine Achse senkrecht zur Feldrichtung steht. Bestimmen Sie das
Potential des entstehenden Feldes.

A 2.1.14.*

A 2.1.15.
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2.2. Berechnung ebener statischer Felder durch konforme Abbildung

E Einführung

Die Lösung der Potentialgleichung zur Berechnung ebener elektrostatischer Felder
kann in vielen Fällen mit Hilfe einer konformen (winkeltreuen) Abbildung durch -
geführt werden. Dazu seien die Cartesischen Koordinaten x und y eingeführt. Man
faßt sie in der komplexen Variablen

z = x + i y  (1)
zusammen.
Es bezeichne

w = w(z) = u(x, y) + i v(x, y) (2)

eine komplexe Funktion der Variablen z. Diese Funktion w = w(z) vermittelt die
Transformation der komplexen z-Ebene auf die komplexe w-Ebene.
Ist der Grenzwert

w(z + dz) — w(z) dw
nm ---------------------- — —ƴ— (o)

dz->o Az dz

unabhängig davon, wie Az = Ax i Ay gegen Null strebt, d. h., ist der Differential-
quotient (3) in der a;,i/-Ebene richtungsunabhängig, so definiert man diesen als Ab-
leitung w'(z) der Funktion w(z).
Im Falle w'(z) 4= 0 vermittelt w = w(z) eine konforme Abbildung der w-Ebene auf
die z-Ebene. Infinitesimal kleine Dreiecke werden winkelgetreu von der w-Ebene
auf die z-Ebene abgebildet. Zwei Kurven, die sich in der w-Ebene unter einem be-
stimmten Winkel schneiden, schneiden sich auch nach ihrer Abbildung auf die
z-Ebene unter diesem Winkel. Insbesondere behalten zwei zueinander orthogonale
Kurvenscharen, also z. B. Äquipotential- und Feldlinien, diese Eigenschaft auch nach
der Transformation w = w(z) ,
Setzt man im Differenzenquotienten (3) Ay = 0 und berechnet den Differential-
quotienten längs der reellen Achse, d. h. für Az = Ax ,  so folgt

wj(2) = iim + i lim - v y)
Ax—*0 Ax—*0 zlx

du . dv
t - -F 1 7“dx dx (4)

Andererseits kann man Ax = 0 setzen und mit Az = i Ay rechnen, den Differential-
quotienten also längs der imaginären Achse bestimmen. Dann ergibt sich

wa«) = iim + ~ -|- hm !(*<+ J y) - y&y)
i Ay-*O

1 du dv
i dy + dy'

Jt/

(5)
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Der Vergleich von (4) und (5) führt auf die Cauchy- Riemannschen Differential-
gleichungen

du dv dv du
0“=*“»  ä” = — V ( 6dx dy dx dy

Sie müssen erfüllt sein, wenn eine komplexe Funktion in einem bestimmten Punkt
differenzierbar sein soll. Dieser Satz ist umkehrbar, was hier nicht bewiesen wird.
Aus (6) folgt, wenn man die erste Gleichung nach x, die zweite nach y ableitet,

d2u d2v d2v d2u
dx2 dy dx ’ dx dy dy2

Reguläre komplexe Funktionen sind von der Reihenfolge der Differentiation un-
abhängig. Daher erhält man aus (7)

d2u _i_ d2u

dx2 dy2 (8)

Ebenso ergibt sich, wenn man in (6) die erste Gleichung partiell nach y, die zweite
partiell nach x differenziert,

d 2v d2v
dx2 dy2 (9)

Sowohl der reelle als auch der imaginäre Anteil einer regulären Funktion w = w(z)
erfüllen also die zweidimensionale LAPLACESche Gleichung = 0 . Die reellen und
die imaginären Anteile der regulären komplexen Funktionen sind Potentialfunk-
tionen. Hierin liegt die Bedeutung der Theorie für die Berechnung zweidimensionaler
statischer Felder. Dagegen ist eine Übertragung auf Felder, die von drei Raumkoor-
dinaten abhängen, nicht möglich.
Bei der Anwendung der Theorie konformer Abbildungen auf die Lösung der Laplace-
Gleichung sucht man ein für die z-Ebene vorgelegtes Randwertproblem auf ein
bereits gelöstes Problem in der w-Ebene zu transformieren. Die Äquipotentiallinien
und die Feldlinien in der w-Ebene behalten ihre Eigenschaft auch nach der konformen
Abbildung in die z-Ebene. Bezeichnen also die Geraden u = u Q die Äquipotential-
linien, die Geraden v = vQ die Feldlinien in der w-Ebene, so ergeben sich nach der
konformen Abbildung (2) die Äquipotential- und die Feldlinien des Problems in der
z-Ebene gemäß

u(x,y) = u 0 und v(x,y) = v0 .

Beispiel 3

Es soll das Feld in einer unendlich langen, zylindrischen Koaxialleitung bestimmt werden. Dieses
ist nicht von der Koordinate in Richtung der Zylinderachse abhängig. Es kann also durch die
beiden Cartesischen Koordinaten x und y oder durch die Polarkoordinaten r und ausgedrückt
werden. Somit liegt ein ebenes Problem vor; man hat das Potential zwischen zwei konzentrischen
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Kreisen zu bestimmen. Diese sind als Äquipotentiallinien vorgegeben. Daher ist zu vermuten,
daß sämtliche Äquipotentiallinien in der z-Ebene konzentrische Kreise sind.
In der komplexen w-Ebene betrachtet man das Feld des unendlich ausgedehnten Plattenkonden-
sators ohne Randstörungen. Bei diesem kennzeichnen die Geraden u = uQ die Äquipotentiallinien,
die Geraden v = vQ die Feldlinien (s. Bild 2.9).
Wenn die Vermutung über die Äquipotentiallinien in der z-Ebene richtig ist, müssen sich die

Bild 2.9. Konforme Abbildung w = In z zur Berechnung des Feldes
in der zylindrischen Koaxialleitung

Geraden u = u0 durch eine konforme Abbildung w = w(z) in die konzentrischen Kreise in der
z-Ebene überführen lassen.
Als Koordinatenanfangspunkt in der z-Ebene wird der Mittelpunkt der beiden vorgegebenen
konzentrischen Kreise gewählt. Ferner ist es zweckmäßig, z in Polarkoordinaten darzustellen:
z = x + iy = r e . Durch die konforme Abbildung

w = u + w = In z = In r -f- i(p (10)

wird die w-Ebene auf die z-Ebene abgebildet. Dabei bleiben die Schnittwinkel zwischen den
Geraden, also auch die Orthogonalität der Äquipotential- und der Feldlinien unverändert.
Durch Trennung des Realteiles vom Imaginärteil folgt aus (10)

u = In r = In x2 -J- y2 , (11)

v — arctan — . (12)
x

Aus den Geraden u = uQ als den Äquipotentiallinien in der w-Ebene werden also die konzen-
trischen Kreise x2 + y2 = r2 . Sie charakterisieren die Äquipotentiallinien in der z-Ebene.
Für das Potential in der z-Ebene erhält man

0 = const u = const In x2 + y2 = const In r . (13)

u, v, r, (p geben die Zahlen werte in m an, sind jedoch dimensionslos, da z. B. In r nur von einer
reinen Zahl gebildet werden kann, const hat im vorliegenden Fall die Einheit V.

7 Schilling, Felder
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Als Feldlinien ergeben sich gemäß (12) aus den Geraden v — die Geraden y = const x. Für die
Feldstärke errechnet man aus (13) in Zylinderkoordinaten

30 constƴ= ------- m-1 = --------- m_]
r dr

Der Wert der Konstanten kann aus der Ladung auf den koaxialen Zylindern über die elektrische
Erregung 55) berechnet werden. Damit ist das elektrische Feld zwischen den Zylindern in Ab-
hängigkeit von der elektrischen Ladung bestimmt.
Anstelle der Geraden u = u0 können auch die Geraden v = v0 gewählt werden, und man kann
untersuchen, welches elektrostatische Problem dadurch gelöst wird. Das mit dieser konformen
Abbildung verknüpfte Feldproblem wird in 2.2.1. behandelt.

In zahlreichen Fällen der Elektrotechnik sind die Äquipotentiallinien als Strecken
vorgegeben, die durch einen Knick unterbrochen sind. Es tritt dann das Problem
auf, das innerhalb eines Vielecks bestehende Feld durch konforme Abbildung auf
ein bekanntes Feld zu transformieren. Hierzu wendet man den Satz von Christoffel-
Schwarz an. Dieser bildet das Innere eines Vielecks in der z-Ebene auf die obere

Ebene

Q = + lTl

Bild 2.10. Konforme Abbildung eines Vielecks nach Christoffel-Schwarz

C-Halbebene, das Vieleck selbst auf die reelle Achse in der f -Ebene ab. In der w-
Ebene sei das Feld bekannt. Durch konforme Abbildung der w-Ebene auf die f -Ebene
entsteht £(w), woraus man z = z(£) = z[C(w)] bilden kann.
Es seien die Winkel des Vielecks in der z-Ebene mit

ßi = ociTc (i = 1, 2, . . . ,  n) (14)

bezeichnet (vgl. Bild 2.10). ßi liegt innerhalb des Wertebereiches von Nulljbis 2k,
(Xi somit zwischen Null und zwei. Die Eckpunkte des Vielecks erhalten bei ihrer Ab-
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Bildung auf die £-Ebene die Koordinaten Nach dem Satz von Christoffel-
Schwabz wird die konforme Abbildung des Innengebietes eines Vielecks in der
z-Ebene auf die obere £-Halbebene durch die Transformation

c
z = z(£) = A J (s — «i)"1“1 (5 — a 2 ) a2-1 • • • (5 — a w ) Än<L d<s + B (15)

0
bewirkt.

Beispiel 4

Es soll ein Rechteck in der z-Ebene auf die obere Halbebene in der f-Ebene konform abgebildet
werden (vgl. Bild 2.10a). Dabei kann man aus Gründen der Symmetrie annehmen, daß die
Punkte A r und A 2 in der £-Ebene auf a± = — 1 ,  a 2 = +1  fallen, die Punkte A 4 und A 3 dagegen

Ai G Az
z-Ebene

/4; A/ A'3 Az Bild 2.10a. Konforme Abbildung eines
£ V ierecks-j 1 _____ _____1 L

-7 -C C 1
Q-Ebene

auf a 4 = —c,a3 = -|-c. Die Winkel sind alle gleich k/2, der Exponent im Christoffel-Schwarz-

Integral ist daher überall gleich —— - 1 = — — . Aus (15) folgt als Transformation, die das
2 2

Innere des Rechtecks in der z-Ebene auf die obere f-Halbebene abbildet,

* = A f — — — = + B = A f - d * + B .  (16)
J ]/s + 1 - 1 ]/$ - +c  J ]/(s2 - 1) (s2 - c2 )
0 0

Das auftretende Integral ist nicht elementar auswertbar. Es wird durch das elliptische Integral
erster Gattung

F&, 0=  f .. .. .. d 'S . (17)
J V(1 - ) (1  -W)
0

gelöst. Die konforme Abbildung (16) schreibt sich somit

0

(18)

7*
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Hat man die konforme Abbildung z = z(w) bestimmt, die das vorgegebene Problem
in der z-Ebene in eine bereits bekannte Lösung für ein Feldproblem in der w-Ebene
überführt, so kann die Feldstärke in der z-Ebene nach einem einfachen Differen-
tiationsgesetz sofort angegeben werden. Definiert man die w-Ebene so, daß die Va-
riable u bis auf einen konstanten Faktor den Wert des Potentials in der w-Ebene
angibt, so gilt für die elektrische Feldstärke

d<2> du du= — const — , = — const —
dx dx y dy

(19)

Für den Betrag der Feldstärke folgt

i®i = M 2 + = const y (gy + (gy .

woraus sich wegen der CAUCHY-RiEMANNSchen Differentialgleichung (7)

(20)

(21)

ergibt. Der Betrag der Feldstärke ist proportional dem Absolutbetrag des Differential-
quotienten w'.
x, y, u, v haben nach (19) die Einheit m, const hat die Einheit V m -1 . Man kann
jedoch auch mit dimensionslosen Größen w = u + i v und z = x + iy arbeiten.

Beispiel 5

Nach Beispiel 3 bildet die Transformation

w = In z

das homogene Feld eines Plattenkondensators in der w-Ebene auf das Feld zwischen zwei ko-
axialen Zylindern (z-Ebene) ab. Das Potential in der w-Ebene ist durch 0 = const u bestimmt.
Für den Betrag der Feldstärke in der w-Ebene erhält man z. B. mit const = 10 V, wenn sämt-
liche geometrischen Größen Zahlenwerte in m angeben,

I Ö0 I
l®(W)l = l®«l = -— m-1 = 10Vm- i .| du |

Der Betrag der Feldstärke in der z-Ebene wird gleich

l (z)l = const | m-1 = 10 | — | V m-1 .

Schreibt man entsprechend dem vorliegenden Problem z = r ei(?, so folgt also
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Das Feld läßt sich hiernach um so stärker konzentrieren, je kleiner der Radius des Innenleiters
gewählt wird.

Erfolgt die konforme Abbildung z. B. nach Christoffel-Schwarz in mehreren
Stufen

w=w(ß) ,  ß = ß( ) ,  . . . .  = (22)

so erhält man den Betrag der Feldstärke nach der Kettenregel

dw dQ
cLQ d ’ dz

= const (23)

JT Probleme

2.2.1. Das Feld zwischen geneigten Platten

Zwei metallische Platten sind gegeneinander unter dem Winkel = 2° geneigt. Der Abstand
am unteren Ende beträgt d = 0,1 mm, die Breite einer Platte b = 25 cm, die Länge l = 40 cm.
Randstörungen werden in erster Näherung vernachlässigt. Berechnen Sie die Kapazität dieses
Kondensators und bestimmen Sie den Feldverlauf.

Lösung

Wir schreiben die komplexe Variable z in Polarkoordinaten

z = x + iy — r e (1)

und betrachten die konforme Abbildung

w = u + iv = In z = In r + i<p. (2)

Durch Trennung von Real- und Imaginärteil ergibt sich

u = In r = In x2 + y2 , v = tp = arctan — . (3)
x

Die für den ganzen Raum formulierte Lösung gilt nur zwischen den geneigten Platten.
Wir wählen in der w-Ebene die Geraden v = v0 = <p = const als Äquipotentiallinien, die Ge-
raden u = Uq = In r0 = const als Feldlinien (vgl. Bild 2.11). Für die z-Ebene ergeben sich damit
aus (3) als Äquipotentiallinien die Geraden

y = x tan g20 , (4)

als Feldlinien die Kreise

«2 + y2 = (5)
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Da (p = (f)Q die Äquipotentiallinien angibt, können wir nach (3) das Potential in der Form

V0 = const • arctan — = const (p (6)
x

schreiben. Für die elektrische Feldstärke erhalten wir gemäß (£ = — grad0 aus (1.2./9)

(S r = 0 ,  (&> = —const — . (7)
r

Die Ladungsdichte auf der rechten Platte wird gleich

const
= -*0 -----  ;r

daraus folgt für die gesamte Ladung auf der linken Platte

Ti

— = — £0 const • l • In — . (8)

w-  Ebene

— — Äquipotentiallinien

------------- Feldlinienz~Ebene

Bild 2.11. Konforme Abbildung w = In z zur Berechnung des Feldes
zwischen zwei geneigten Platten

Aus Bild 2.11 entnimmt man für 1

d = r1 «a,  b = ------- b .
a

(9)

Demzufolge ergibt sich aus (8)

Q = —£0 const • l • In
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und weiter
Qconst = ------------------------ .

e -Mn  (1+  j

Die Spannung zwischen den beiden Platten beträgt

ir/2 + a

U = r dg? = —const oc = --------— -------- .

J s ° nn  ( 1 + 7)
tc/2

Für die Kapazität des Kondensators folgt damit die Formel

e0Hn (1 + 6-2-)
q _ Q_ \ d /

U a

Im Falle r± r2 erhält man den Plattenkondensator. Es gilt dann

d

(12) liefert in diesem Falle

q _ Sgbl _
~ d ~ d 9

in Übereinstimmung mit (2.1.1./9).
Mit den vorgegebenen Zahlen ergibt sich aus (12)

(10)

(11)

(12)

(13)

8,85 • IO"12 • 0,40 In ( 1 + 0,25 -----—-----
G = -------------------------( ------------W_10J7 p = 4 5 . l o -io p = 45Q P p

2k/180 r

2.2.2. Elektrisches Feld zwischen den Schenkeln einer metallischen Ecke

Bestimmen Sie das elektrische Feld zwischen den Schenkeln einer Ecke (vgl. Bild 2.12). Der
Öffnungswinkel beträgt 90°, die Länge jedes Schenkels l = 20 cm, die Breite b = 10 cm. Durch
eine äußere Ladung, die man sich in unendlich großer Entfernung konzentriert denken kann,

Bild 2.12. Metallische Ecke
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wird auf der Oberfläche im Innenraum der Ecke eine Ladung der Stärke Q = IO-9 As influenziert.
Das elektrische Feld ist mittels konformer Abbildung zu berechnen, d. h., die Veränderlichkeit
des Feldes mit der Raumkoordinate z ist unberücksichtigt zu lassen.

Lösung

Das Feld einer Ecke kann durch die konforme Abbildung

w = z 2 bzw. u + iv = (x + h/) 2 (1)

berechnet werden. Die Auflösung dieser Gleichung nach Real- und Imaginärteil liefert

u = x2 — y2 , v = 2xy.  (2)

Wir wählen die Kurven v = const als Äquipotentiallinien. (1) transformiert diese in die Hy-
perbeln 2xy = const . Im Grenzfall v = 0 entarten diese Hyperbeln in die aus den positiven Teilen
der x- und der ?/-Achse gebildeten Ecke. Die orthogonal zu den Äquipotentiallinien verlaufenden
Feldlinien sind in der w-Ebene durch die Geraden u = const, in der z-Ebene durch die Hyperbeln
x2 — y2 = const bestimmt.
Das Potential ist durch

(3)0 = const v = const • 2xy

gegeben. Daraus erhält man die Feldstärke

= —2 const y ,  &y = —2 const x .

Die elektrische Feldstärke ist somit am kleinsten in der Umgebung der (inneren) Ecke. Das geht
auch aus

hervor.
Als Dichte der Oberflächenladung erhält man auf dem vertikalen Schenkel

n(2/) = - 2e0 const i/, (6)

auf dem horizontalen

— — 2e0 const x .

Hieraus ergibt sich für die gesamte Ladung Q

—2ejb const ( f y dy f x d = —£ob const l2 = Q,
\o o /

woraus

const = -----—
eQbl2

(7)

(8)

folgt. Im vorliegenden Fall erhält man

10~9 V m~2

8,85 • IO"12 • 0,1 • 0,04
= — 2,825 • 10 4 V m -2 .const =
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Für die Feldstärke ergibt sich damit in der Mitte auf dem horizontalen Schenkel

= 0 ,  &y = 5,65 • 103 V m-1 ,

dagegen in der Mitte auf dem vertikalen Schenkel

= 5,65 • 103 V m- 1 , = 0 .

2.2.3. Abbildung einer Kreisfläche auf einen Streifen — Elektrisches Feld
zwischen zwei Zylinderhalbschalen

Zwei durch einen schmalen Spalt unterbrochene Zylinderhalbschalen tragen entgegengesetzte
Ladungen. Bestimmen Sie das elektrische Feld und die Äquipotentiallinien.

Lösung

Wir bilden das Innere des Kreises vom Radius R in der z-Ebene auf die obere Halbebene der
C-Ebene ab. Das geschieht durch die konforme Abbildung

. z R £ — i
Q = — i -------- bzw. z = R ------ . (1)

z -  R f 4 - i  v 7

Zum Beweis setzt man

C = Ifl eiv' (2)

und berechnet

IC — i| = V(|CI eiv - i) (ICI e-iv + i) = ]/|CP + 1 - 2|C|sinv>, (3)

IC + i| = V(|C| e* + i) (|CI e-iv + i) = ]/|C| 2 + 1 + 2 |C| s iny.  (4)

Die Forderung |z| < R führt auf

R l £~  *1 = R VlCI 2 + l -2 |C | smy  < R
ic + i| • 1/|C|2 H- 1 4- 2 ICI siny

Diese Bedingung ist für den Wertebereich 0 < ip < +k ,  also für die obere Halbebene der kom-
plexen Variablen £ erfüllt. Durch (1) wird der Kreis vom Radius R in der z-Ebene auf die
reelle Achse der C-Ebene abgebildet.
Wie man aus (1) erkennt, wird der Punkt z = R in den unendlich fernen Punkt der f -Ebene,
der Punkt z = — R in den Nullpunkt der f-Ebene transformiert, z = iR entspricht £ = — 1 ,
z = —iR dagegen £ = +1 .  Die untere Hälfte des Kreises in der z-Ebene wird daher auf den
positiven Teil der reellen Achse in der £-Ebene, der obere Halbkreis auf den negativen Teil der
reellen Achse abgebildet.
In der w-Ebene liege ein homogenes Feld vor. Die Transformation

w = In £ (5)
mit

w = u + iv,  £ = |£| eiv> (5a)

vermittelt eine Abbildung des Streifens

0 < V < K
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auf die obere £-Halbebene. Dem linken Teil der reellen Geraden in der komplexen £-Ebene, d.  h.
dem Wert ip = entspricht in der w-Ebene die obere Gerade v = k (mod 2k) , dem rechten Teil,
d. h. ip = 0, die untere Gerade v = 0 (vgl. Bild 2.13).

-1 0 +?

Ebene

w-Ebene

Bild 2.13. Konforme Abbildung zur Berechnung des Feldes
zwischen zwei zylindrischen Halbschalen

(5) und (1) zusammengefaßt, ergibt als Gleichung zur Transformation der Kreis- auf die Streifen -
fläche

z R
w — In ----------

i(z - R) (6)

Setzt man hierin z = x iy , w = u + iv und trennt den Real- vom Imaginärteil, so folgt nach
den Gesetzen über das Logarithmieren komplexer Größen

u = J_ Jn (x2 + y2 -R 2 ) 2 + ±y2R 2 
(7 )

2 [(x - R) 2 + y2 ] 2 9

x2 4- y2 — R 2 . . .
v = arctan ------- --------- . (8)
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Wir legen die Äquipotentiallinien durch v = vQ fest. Für diese ergibt sich aus (8), wenn man dort
das Argument gleich einer Konstanten C setzt,

x2 + (y - CT?) 2 = jR2 (1 + C2 ) . (9)

Für y = 0 erhält man aus (9) x = d: -R • Als Äquipotentiallinien ergeben sich somit Kreise, deren
Mittelpunkte auf der /-Achse liegen. Sie gehen alle durch die beiden Punkte (4-jR; 0) und (— R;  0),
die die positive von der negativen Ladung trennen (vgl. Bild 2.13) und von der Betrachtung
auszuschließen sind. Die konforme Abbildung (6) ergibt also Äquipotentiallinien, die gerade dem
vorgegebenen Problem entsprechen.
Als Feldlinien erhalten wir aus (7) die durch

(x + R)2 + y2 = C'[(sc — R) 2 + y2 ] (10)

bestimmten Kurven. Umgeformt folgt

(x + R + y2 = 4Ä 2 ------—
i - c/ a ( i - cy ( i i )

Die Feldlinien sind Kreise, deren Mittelpunkte auf der x- Achse liegen. Der Spezialfall C = 1
ergibt eine Gerade durch den Schwerpunkt der Halbkreise. Für x = R ,  y = 0 entarten die Feld-
linienkreise in einen Punkt.

2.2.4. Das Feld einer aus der Ebene herausspringenden Kante

Aus einer Ebene ragt eine spitze Kante der Länge l heraus, die eine elektrische Ladung trägt.
Berechnen Sie das Feld in der Umgebung dieser Kante.

Lösung

Wir charakterisieren die Ebene mit der herausragenden Kante durch die reelle Gerade in der
z-Ebene, aus der im Koordinatenanfangspunkt eine Spitze der Länge l herausragt (s. Bild 2.14).
Die z-Ebene bilden wir mit Hilfe des CHRiSTOFFEL-ScHWARZ-Integrals auf die J-Ebene ab, wobei
die Gerade mit der herausragenden Spitze in die reelle Achse der J-Ebene überführt wird. Dabei

B D

z- Ebene

71

Bild 2.14. Konforme Abbildung zur Berech-
nung des Feldes einer aus der Ebene heraus-
ragenden spitzen KanteB' c > D'

-1 *7
J- Ebene
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lassen wir die Punkte B und D in der z-Ebene zusammenfallen, rechnen also mit einer unendlich
dünnen Spitze. Es ergeben sich daher die Winkel

n K 1 1 \
ßß = V (ExponentZ \ £ Zi f

ßc = 2tv (Exponent 2 — 1 = 1),

o . 1 1 \
ßß= — Exponent — - 1 = .Zi \ Z* ZI

Den Punkt C legen wir in der J- Ebene auf den Koordinatenanfangspunkt. Die Punkte B und D
können auch in der J-Ebene zueinander symmetrisch gelegt werden ; sie erhalten hier die reelen
Koordinaten —1 und +1. Nach dem Satz von Christoffel-Schwarz (2.2./15) erhält man damit
folgende Beziehung für die Abbildung der z-Ebene auf die J-Ebene

C

z = z( = a /  ds + B (1)
0

bzw.
c

z=  A f * ds + B = A m + B .  (2)
J V«2 - 1
0

Dem Wert z = il entspricht der Wert J = 0 .  Wir setzen diese Beziehung in (2) ein und erhalten
B = iZ. Ferner soll z = 0 auf J = ±1  führen. Daraus ergibt sich Ä = Z. Somit erhalten wir
endgültig für die konforme Abbildung der z-Ebene auf die J-Ebene

_____ /T2
z = l VC2 — 1 bzw. C = 1 /— + 1 • (3)

|/ Z 2

Schreiben wir J = J 4- w] , so können wir die Äquipotentiallinien durch festlegen und
damit die gestellte Aufgabe auf den Plattenkondensator ohne Randstörungen zurückführen.
Für das Potential erhält man daraus

* - c ’ - ¥ • «1

Die Komponenten der Feldstärke werden gleich

C 1/2 x l 2 4- x2 4- y2 — V(Z2 4- z 2 4- y2 ) 2 — 4l2y2 
fK \

- -  -------------- - -  i
21 ic2 4- y2 ) 2 — 4Z2y2 — (Z2 4- a;2 — 1/2 )] [(Z2 4- re2 4- y2 ) 2 — 4Z2?/2]

g y ___________l 2 — x2 — y2 — ]/(l2 4- ff2 + y2 ) 2 — M2y2 ___________
V 21 ]/[l/(Z2 -Px2 + y2 ) 2 - 4l2y2 - (l2 + x2 - y2 )] [(Z 2 4- 2 + y2 ) 2 - 4Z2?/2

Im Grenzfall y Z , d. h. weit entfernt von der herausragenden Kante, ergibt sich aus (4) das
Potential des ungestörten homogenen Feldes

= TV '  (7 )
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Für die Komponenten der Feldstärke folgt aus (5) und (6) ebenso wie aus (7)

C
x)y>l = 0 ,  (&y)y>l = = const, (8)

wie beim ungestörten homogenen Feld.
Um das Feld in der Umgebung der Spitze zu untersuchen, setzt man x = Ax ,  y = 1 Ay und
nimmt Ax< l ,  Ay l an. Damit ergibt sich aus (4)

(0)w, x~o = ƴ£ Uy + , (9)

aus (5) und (6) ebenso wie aus (9)

= ----- (10)
2 yl(Ax2 + Ay2 ) ( (Ax2 + Ay2 + Ay)

= ------ C( ±Ay* + 4y) (11)
2 yl(Ax2 4- Ay2 ) ( Ax2 + Ay2 + Ay)

Das Feld nimmt hiernach in der Umgebung der Spitze sehr große Werte an; unmittelbar an der
Spitze wächst es über alle Grenzen (Feldkonzentration durch Spitzenwirkung).

2.2.5.* Kapazität zweier Zylinderschalen

Eine Koaxialleitung besitzt einen zylindrischen Außenleiter mit dem Innendurchmesser
21? = 20 mm . Der Durchmesser des Innenleiters werde mit 27?j bezeichnet. Es sei R Y R .
Durch zwei zueinander symmetrisch angeordnete Schlitze mit dem Öffnungswinkel 2g?0 = 2°
(vgl. Bild 2.15) wird die Wandung des Außenzylinders in zwei Zylinderschalen geteilt, die auf
entgegengesetztes Potential +0 O und — 0 O gebracht werden, während der Innenzylinder das
Potential Null besitzt. Berechnen Sie die Kapazität des aus den beiden Schalen gebildeten
Kondensators für die Zylinderlänge l = 1 m .  Die Wandstärke der Zylinderschalen sei zu ver-
nachlässigen. Welche Feldstärke ergibt sich an den äußersten Schlitzkanten?

Lösung

Das elektrostatische Problem wird durch eine Folge konformer Abbildungen gelöst.
Durch die erste Transformation

Q = In z (1)

wird jeder der beiden Halbkreise auf ein Vieleck abgebildet (vgl. Bild 2.15a und Bild 2.15b).
Die zweite Transformation

o - A f = + B, (2)
J y( s - a i ) («  + l ) s ( s - a 3 )o
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z -Ebene

Bild 2.15 a

Q-  Ebene

Bild 2.15 b

g-Ebene

0302

0=0 W_=n W n
dn u dn u Bild 2.15 c

w- Ebene

Bild 2.15 d

Bild 2.15. Konforme Abbildung zur Berechnung des Feldes in der Koaxialleitung
mit geschlitztem Außenleiter
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bildet das Innere des von der rechten Halbschale erzeugten Vielecks in der ß-Ebene auf die
obere Halbebene der komplexen Variablen £ ab (vgl. Bild 2.15c). Die dritte Transformation

C

w = Ä 3 ƴ ---- + B3

J + 1 )  «(* - a 3 )
0

ds
(3)

bildet die obere Halbebene der Variablen £ auf das Innere eines Rechtecks in der w-Ebene ab
und führt damit das vorgelegte Problem auf das homogene Feld des Plattenkondensators zurück
(Bild 2.15 d). Dabei ist wesentlich, daß ausgezeichnete Äquipotentiallinien (0 = 0 ,  0 = 0 O )

/d0 \
und ausgezeichnete Feldlinien I — = 0 ) in der z-Ebene diese Eigenschaft auch in der w-Ebene

\ 8n /
besitzen. Aus (1) und (2) ergeben sich die folgenden Beziehungen:

ai

i t» . . a C (<$ — a 2 ) . -r»In + i — — Ä 2 I + B 2 , (4)
2 J V(« — 

a i) (« + 1 )  «(« - a3 )
0

In = Ä 2 C (S ~ d * + B t , (5)
J V(<8 - «1) (S + 1 )  5(5 - a 3 )

0

l nR  = B 2 , (6)

In S + i (2L _ ,,0 \ = a 2 f (s — a3)ds + (7)
\ 2 / J /(« — (« + 1) s(s — a 3)

o

a3

in Ä = A f ( s -a 3 )dS ------- + (8)

J V(« - «1) (« + 1) «(s - ®ä)
0

Wir setzen (6) in die übrigen Gleichungen ein und formen auf reelle Ausdrücke um. Dabei ist

cq 1 0 (Z,
2 a>3

zu berücksichtigen. Es folgt zunächst aus (5)

0
________(q2 — s) ds ________

]/(s — « ! ) («+  1) (-«) (a3 - s)
-1

damit aus (4)

-1
(a2 — 5) ds

]/(s — aj ( -«  — 1) (-s) (a3 — s)

(9)

(10)
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(7) und (8) ergeben
0,2

7C A— ~(pQ =A 2
r ------- (q )da---------- . (n )

J /(« - ®i) (« + 1 )  «(« 3 - «)
0

O3
7V A

T’o — 2

z a

r (s - a 2 ) da __ (12 )

J V(s - <h) (s + 1 )  «(“ 3 - s)
ƴ2

Zur Bestimmung der vier Unbekannten Ä 2 , a 2 , a 3 liegen somit vier Gleichungen vor. Ihre
Auswertung führt auf vollständige elliptische Integrale erster und zweiter Gattung.
Im Grenzfall R { 0 entnimmt man aus Bild 2.15a, daß die Punkte B und C zusammenfallen.
Der Parameter a± wird dann gleich —1. Damit wächst der Ausdruck (9) über alle Grenzen, wie
es für Bt -> 0 sein muß. Setzt man wegen der Beschränkung auf kleine Schlitzwinkel das Be-
stehen der Ungleichungen

3 1 11 (13)

voraus, so lassen sich die Integrale (10) bis (12) genähert elementar auswerten. (10) ergibt für
= —1 — A mit A 1

-1

f ------ -2* ------------ As =
J V(* - «1) ( -5  - 1 )  »3

di

(11) und (12) liefern

dz
1 C «2 - « 2 / _  ____4 .„_  ,/- , / -  \ ”«2 — 4 Va 2—— 1 ----- ——— d.<$ — —— (ct2 arctan yct,2 — yct2 ) — " ~ - ,

(«+1)Z«  V« 3 V« 3
0

03 _
C (a - <za ) da = 4 i / « s

J ]/s3 (a3 — s) y a s
O2

Daraus erhält man das Gleichungssystem

(10a)

(Ha)

(12a)

2 a 2 2 _ | (p =
]/a 3 ]/a 3

(14)

Seine Lösung unter der Voraussetzung (13) lautet

4
a 2 — ö

<?o2

16
do — ’ ’

?0 4

___1_
2 “ 2

(15)

Bezeichnet man in der w-Ebene den Abstand zwischen den beiden Äquipotentiallinien 0 = 0
und 0 = 0 O mit a, dagegen die Länge einer Äquipotentiallinie mit b (vgl. Bild 2.15d), so folgen
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aus (2) und (3) die Beziehungen

Ä 3 f , dg : + B 3 = i&, (16)
J V( 5 + 1) S (S a 3)

0

-1

Ä 3 f , + b 3 = 0, (17)

o

B 3 = a (18), A, f d * — +B 3 = i6. (19)
J ]/(s + 1) s(s - a 3)
0

Durch Umrechnung auf die elliptischen Normalintegrale ergibt sieh1 )

. -------------. = - - . K(k) . (20)
]/(s + 1) «(« — a3 ) y«3 + 1

Weiter erhält man

f . -5- __= = — - - - -  K(k'). (21)
J V-(s + 1) s(s - a3 ) l/a3 + l

Hierin bedeutet K das vollständige elliptische Integral erster Gattung. Der Modul des ellip-
tischen Integrals ist gleich

(22)

ferner ist

*' = yi _ *2 = i / _  — (23)
|/ a3 1

Wir setzen (20) und (21) zusammen mit (18) in die Gleichungen (16) und (17) ein und erhalten
daraus das Gleichungssystem

o a o A
3 • K(k) = a (24) , ƴ 3 K(k') = b . (25)

]/u 3 1 ]/a3 4- 1

Die Auswertung der Gleichung (19) führt zu keiner neuen Gleichung für die drei Unbekannten
a, b und A 3 . Man kann daher eine dieser Größen, z. B. a, frei wählen, womit die anderen beiden
durch (24) und (25) bestimmt sind.

x ) vgl. [3]

8 Schilling, Felder
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Für die Lösung des Problems, die Kapazität des aus den beiden Schalen gebildeten Kondensators
zu bestimmen, ist es jedoch nur erforderlich, das Verhältnis 5/a zu kennen. Die Folge der kon-
formen Abbildungen (1) bis (3) überführt das Feld zwischen den Halbschalen in das Feld des
Plattenkondensators mit den Abmessungen bl und dem Abstand a. Nach (2.1.1./9) folgt für die
Kapazität des Plattenkondensators

c = — = (26)
d a

Hierin (24) und (25) eingesetzt, ergibt unter Annahme von £ = £0 für die Kapazität der entgegen-
gesetzt geladenen Zylinderhalbschalen

#3
3 1

1
«3 4~ 1

Im vorliegenden Fall ist nach (15)

Damit folgt nach (22) und (23)

fc=l/ --------------- =7 ,6  -IO-5 , = yi - jfc2 = 1 - 2,9 • IO“9 .
1,7 • 108 + 1

Zur Berechnung der vollständigen elliptischen Integrale wendet man im vorliegenden Fall am
zweckmäßigsten die Formeln

K(fc)=2S (l + -+ . . . j  (28)

und

K(k') = In — (29)
k

für kleine Werte k an. Es ergibt sich mit hinreichender Genauigkeit

TT 4:
A(7,6 • IO-5 ) = — , A(1 - 2,9 • IO-5 ) = In ----------- = 10,87.K 7 2 7,6 • IO"9

Somit folgt für die gesuchte Kapazität der gesamten Anordnung

8,85 • 10- 12 • 10,87 -2 -1
3,14

C = F = 6,12 • IO“11 F .

Die Feldstärke in der z-Ebene ergibt sich durch Berechnung des Differentialquotienten

dw | I dw d£ dß
dz df dß dz

a 3 ]/(c - aj + 1) cc - q3 ) j_ = 3 Vc - «i 1

)/(£ + 1) J(£ — a s ) r .2 (C r
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An der äußersten Schlitzkante 72 ist £ = a 2 • Die Feldstärke wächst also an der scharfen Kante
über alle Grenzen (Spitzenwirkung).

A Aufgaben

A 2.2.1. Welchem elektrostatischen Problem entspricht die konforme Abbildung

w — — ?

A 2.2.2.

z

Untersuchen Sie die konforme Abbildung

w —

A 2.2.3. Untersuchen Sie die konforme Abbildung
z = c cosh w .

A 2.2.4. Welche geometrischen Transformationen werden durch die konformen Abbildungen

a )w  = ±

auf den Einheitskreis in der z-Ebene bewirkt; d. h., welches Bild liefert der Einheits-
kreis in der z-Ebene bei der Abbildung auf die w-Ebene ?

A 2.2.5. Welche geometrische Transformation wird durch die konforme Abbildung

w — z -|— —
z

a) auf zum Einheitskreis konzentrische Kreise,
b) auf Gerade durch den Koordinatenanfangspunkt in der z-Ebene bewirkt?

A 2.2.6. Untersuchen Sie die Eigenschaften der konformen Abbildung
c2

w = z H -----  .
z

0 --------------{

_______________ ß Bild 2.16. Platte über unbegrenzter Ebene

Welche Transformationen ergeben sich für Kreise um den Koordinatenanfangs-
punkt sowie für Gerade durch den Ursprungspunkt?

A 2.2.7. Geben Sie die konforme Abbildung an, um nach Bild 2.16 das Feld einer Kon-
densatorplatte zu berechnen, die sich über gjjner unbegrenzten Ebene befindet (Ver-
fahren zur Berechnung der Randstörungeh eines Plattenkondensators).

A 2.2.8.* Welche konformen Abbildungen sind durchzuführen, um das elektrische Feld
zwischen den Schalen eines geschlitzten zylindrischen Leiters mit endlicher Wand-
stärke zu berechnen? Die beiden Halbschalen befinden sich auf entgegengesetztem
Potential. Der Innenleiter hat das Potential Null. Stellen Sie die Gleichungen zur
Bestimmung der Parameter auf.

A 2.2.9.* In der zylindrischen Koaxialleitung mit geschlitztem Außenleiter befinden sich
die beiden Halbschalen des Außenleiters auf dem Potential +0 O , der Innenleiter
auf dem Potential — 0 O . Welche konformen Abbildungen sind zur Berechnung
der Kapazität durchzuführen?

8*
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2.3. Magnetische Eigenschaften der Stoffe

E Einführung

Die Magnetisierung 501 eines Stoffes ist nach (1.1. /23) durch die Beziehung

33 = + 9K (1)

definiert. Zwischen der Magnetisierung und der magnetischen Feldstärke § be-
steht nach (1) der Zusammenhang

— 0 ) § = • (2)

Darin bezeichnet

die magnetische Suszeptibilität.
Als Suszeptibilität je Kilomol definiert man die Größe

die sich aus den atomaren Eigenschaften ableiten läßt. M gibt darin die Masse eines
Kilomols, q die Massendichte an.
Ein kleiner Körper vom Volumen Z1 V mit der Magnetisierung 2JI in jedem Punkte
stellt einen Magneten mit dem magnetischen Moment

Am m =M4V (3)

dar.

Beispiel 6

Die Zelle eines magnetischen Informationsspeichers habe das Volumen AV = 10~16 m3 . Der
binäre Grundzustand 0 sei durch Sättigungsmagnetisierung in Richtung der z-Achse gekenn-
zeichnet. Die Sättigungsmagnetisierung sei gleich Jf s = 1,2 V sm -2 . Bei Speicherung der In-
formation 0 stellt die Zelle daher einep Magneten mit dem Moment

= 1,2 • 10- 16 V s m

dar, das die Richtung der z-Achse hat.

Für diamagnetische Stoffe ist % < 0.  Diese haben ursprünglich kein magnetisches
Moment. Es wird erst durch das äußere Feld induziert, wobei die LENZsche Regel
gilt (vgl. 1.4.1.). Der induzierte elektrische Strom, dessen Träger die Elektronen
sind, ist daher dem Strom der Feldspule entgegengerichtet. Ebenso ist das magne-
tische Moment der Elementarmagnete dem Moment der Feldspule entgegengerichtet.
In paramagnetischen Stoffen haben die Moleküle auch ohne das äußere Feld magne-
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tische Momente. Die magnetischen Momente sind statistisch über den gesamten
Körper verteilt, so daß dieser als Ganzes kein magnetisches Moment zeigt.
Im Magnetfeld erhalten die Achsen der molekularen Momente eine Vorzugsrichtung.
Nur ein schwach überwiegender Teil der Moleküle besitzt eine magnetische Kom-
ponente in der Vorzugsrichtung, während bei einem nur wenig kleineren Teil diese
Komponente in die entgegengesetzte Richtung weist. Infolgedessen ist die Suszep-
tibilität bei paramagnetischen Stoffen nur wenig größer als Null (vgl. Tafel 3).
Als Ursache dafür, daß ein äußeres Feld die vollständige Gleichrichtung der Elemen-
tarmagnete nicht erzwingt, hat man die Wärmebewegung der Moleküle anzusehen.
Infolgedessen ist die magnetische Suszeptibilität k temperaturabhängig. Für nicht
zu tiefe Temperaturen gilt das Curiesche Gesetz

Bei den ferromagnetischen Stoffen sind Permeabilität und Suszeptibilität auch in
grober Näherung nicht mehr als Materialkonstanten aufzufassen. Schreibt man den
Zusammenhang zwischen den Feldgrößen in den Formen (1) und (2), so sind /jl und h
nicht nur von der Stärke des äußeren Feldes, sondern auch von der Vorgeschichte
der Magnetisierung abhängig.

Bild 2.17. Hysteresisschleife. Hc Koerzitivfeld-
stärke, Remanenz

Das Verhalten ferromagnetischer Stoffe wird durch die Hysteresisschleife 33 = 33(§)
oder auch = 90£(§) dargestellt (vgl. Bild 2.17). Steigert man, ausgehend vom
unmagnetischen Zustand, die Feldstärke <p, so nimmt die Magnetisierung W bzw.
die magnetische Flußdichte 33 zunächst stärker, dann schwächer zu, bis die Sätti-
gungsmagnetisierung erreicht ist. Fällt § danach wieder, so nimmt die Magnetisie-
rung langsamer ab, als sie aufgebaut wurde. Für § = 0 ist noch immer eine be-
stimmte Magnetisierung 90?r = 33r vorhanden, die als Remanenz bezeichnet wird.
Der ferromagnetische Stoff ist also dann auch ohne äußeres Feld magnetisch. Wird
jetzt ein magnetisches Feld in der entgegengesetzten Richtung aufgebaut, so nimmt
die Magnetisierung weiter ab, bis sie den Wert Null erreicht. Die hierzu gehörige
Größe der Feldstärke H bezeichnet man als Koerzitivfeldstärke Hc . Mit der weiteren
Vergrößerung der Feldstärke in der entgegengesetzten Richtung wird auch die
Magnetisierung des Körpers in der entgegengesetzten Richtung aufgebaut und er-
reicht schließlich symmetrisch zur ursprünglichen Sättigungsmagnetisierung ihren
Endwert. Durchläuft § nun eine Folge von entgegengesetzt gleich großen Endwerten,
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so stellt sich auch für die Magnetisierung eine zyklische Wertefolge ein. Die gra-
phische Darstellung dieses Verhaltens wird als äußerste Hysteresisschleife be-
zeichnet.
Während die Sättigungsmagnetisierung eine Materialkonstante ist, sind die Koerzitiv-
feldstärke und die Remanenz innerhalb gewisser Grenzen auch noch von anderen
Größen, z. B. der inneren Spannung, der Schichtstärke, der geometrischen Form,
abhängig.
Die Größe

B .
# ( la)

ist bei ferromagnetischen Stoffen nicht konstant. Sie ist eine mehrdeutige Funktion
der magnetischen Feldstärke bzw. der magnetischen Flußdichte. Betrachtet man
nur die äußerste Hysteresisschleife aller möglichen Kurven, so gehören zu jedem
Wert H zwei Werte B und damit zwei Werte //.
Neben der gemäß (1) bzw. ( la)  definierten gewöhnlichen Permeabilität bezeichnet
man die Größe

dB
= dH (5)

als differentielle Permeabilität. Sie ist für alle Wechselvorgänge von Interesse.
Die ferromagnetischen Eigenschaften treten nur unterhalb einer bestimmten Tem-
peratur, dem Curie-Punkt (9, auf. Oberhalb ihres CuRiE-Punktes verhalten sich ferro-
magnetische Stoffe paramagnetisch. Ihre Suszeptibilität wird dann durch das Curie-
Weißsche Gesetz

C
~ t - e (6)

bestimmt. Paramagnetische Substanzen unterscheiden sich hiernach von den ferro-
magnetischen lediglich dadurch, daß ihr Curie -Punkt am absoluten Nullpunkt liegt.
Der Curie -Punkt kennzeichnet dabei die Temperatur, oberhalb der das äußere Feld
nur ein geringfügiges Ausrichten der Elementarmagnete gegen die Wärmebewegung
erzwingen kann.
Das starke Anwachsen der magnetischen Suszeptibilität nach Unterschreiten der
CuRiE-Temperatur zeigt, daß bei der Magnetisierung nicht einzelne freibewegliche
Magnete ausgerichtet werden, sondern daß es sich um eine Gruppenerscheinung
handelt. Jede dieser Gruppen, die als WEisssche Bezirke oder auch als Domänen
bezeichnet werden, besteht aus in sich gleichgerichteten Elementarmagneten. In
einem WEissschen Bezirk ist das ferromagnetische Material auch bei Abwesenheit
äußerer Felder bis zur Sättigung magnetisiert, d. h., sämtliche Elementarmagnete
des Bezirks sind gleichgerichtet.
Antiferromagnetische Stoffe, wie MnO, MnF2 , (%-Fe2 O 3 , bestehen aus Ionen. Sie sind
derart angeordnet, daß benachbarte lonenpaare antiparallele Spinrichtungen haben.
Man kann sich daher das Kristallgitter aus zwei ferromagnetischen Untergittern




























































































































































































































































































































































































































































































































































