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Vorwort
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Meßverfahren zur Kristallstrukturanalyse.
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Struktur idealer Kristalle

1.1. Geometrie der Kristallgitter

E Einführung

Kristallgitter

Der ideale Kristall bestellt aus regelmäßig im Raum verteilten Atomen oder Ionen.
Die Anordnung der Bausteine wiederholt sich periodisch. Diese räumliche Periodi-
zität kann durch drei nichtkomplanare, d. h. nicht in einer Ebene liegende Vektoren
a 1? a 2 , dargestellt werden. Bei jeder Verschiebung des unendlich ausgedehnten
Kristalls um einen dieser Vektoren bzw. einen daraus zusammengesetzten Vektor

(1)

Bild 1.1.1. Dreidimensionales Kristallgitter mit den Basisvektoren a 1? a 2 , 
a s and den

Winkeln a 12 , a 13 , a 23 zwischen den Basisvektoren

kommt der Kristall mit sich selbst zur Deckung (vgl. Bild 1.1.1). Punkte des Kristalls,
die sich voneinander durch einen Vektor R der Form (1) unterscheiden, heißen
äquivalente Punkte.
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Die verschiedenen Kristallsysteme sind durch Unterschiede in den Längen a2 , a3

der Basisvektoren und den von ihnen eingeschlossenen Winkeln a 12 , <%i 3 , <x 23 . gemäß
Bild 1.1.1 gekennzeichnet.
Von besonderem Interesse sind das kubische Gitter, das durch drei gleich lange,
zueinander orthogonale Basisvektoren dargestellt werden kann, das rhombische
oder orthogonale Gitter mit unterschiedlichen Längen der Basis Vektoren, aber
Winkeln <x 12 = <x 13 = <%23 = 90°, und das trigonale Gitter mit gleich langen Basis-
vektoren und gleich großen Winkeln, die jedoch von 90° ab weichen.
Im einzelnen benutzt man sieben Kristallsysteme :

kubisch — d2 — Cb3 , #12 — #i  3 = (X23 = 90°
tetragonal «1 = a 2 4= a 3 , #12 = (%i 3 — <%23 = 90
rhombisch 1 2 > #12  = (%1 3 — <%23 — 90°
trigonal — 2 — ’ 3 > #12 == #23  9
hexagonal 2 4 1 3 ~~ C ? a 12  = 120°, <x12  = oc23 = 90°
monoklin 1 4= 2 3 ? #12 4= 90°, a 13  = a 23  = 90°
triklin = |= < 2 =4 = 3 ? #12 4= #13 #23 ’

Die Vektoren a 13 a 2 , a 3 können auf verschiedene Weise gewählt werden ; sie sind durch
den Kristallaufbau nicht eindeutig festgelegt.
Im folgenden werden unter a 1? a 2 , a 3 kürzestmögliche Vektoren verstanden, wobei
eine Bewegungs- bzw. Translationsrichtung zu äquivalenten Punkten im Kristall
vorgegeben ist. Bei dieser Festlegung nennt man a 19 a 2 , a 3 Basisvektoren des Kri-
stallgitters. Sie spannen eine Elementarzelle des Gitters auf, die aus einer Gesamtheit
nichtäquivalenter Punkte besteht.
Bilden a 19 a 2 , a 3 ein Rechtssystem, so ist das Volumen der Elementarzelle

* (®2 X ® 3 ) (2)

Die Kristallstruktur entsteht, indem der Elementarzelle eine bestimmte Anordnung
von r Kristallbausteinen zugeordnet wird. Sie heißt die Basis. Die Kristallbausteine
der Basis können verschieden sein. Durch Vorgabe der Elementarzelle mit ihrer
Basis ist der Kristallaufbau festgelegt. Er geht durch sukzessive Anwendung der
Translation (1) vor sich.
Bild 1.1.2 zeigt eine zweidimensionale Veranschaulichung der gegebenen Definitionen.
Das einfache Gitter besteht aus Elementarzellen, die genau einen Kristallbaustein
enthalten. Bei Elementarzellen mit mehreren Kristallbausteinen kann das Gitter
als Kombination mehrerer einfacher Gitter aufgefaßt werden. Derartige aus mehreren
Untergittern aufgebaute Kristallgitter werden als zusammengesetzte Gitter be-
zeichnet.
Die Kristalleigenschaften werden im folgenden besonders an den kubisch aufge-
bauten Gittern dargestellt. Bei diesen tritt vielfach entweder das kubisch-flächen-
zentrierte oder das kubisch-raumzentrierte Gitter auf (vgl. Tab. 1.1.1). Zur Ver-
anschaulichung dieser Gitter betrachtet man kleinste Würfel oder Kuben (Elementar-
würfel bzw. Elementarkubus). Sie enthalten in der Regel mehrere Elementarzellen.
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Das kubisch-flächenzentrierte Gitter (kfz-Gitter) wird durch einen kleinsten Würfel
bzw. Elementarwürfel veranschaulicht, der je einen Baustein in jeder Ecke und im
Zentrum jeder der sechs Würfelflächen enthält (vgl. Bild 1.1.3). Beim kubisch-

b)  o °
+ Bild 1.1.2. Zweidimensionale Veran-

schaulichung des Kristallaufbaus.
a) Zweidimensionales Kristallgitter.
Die Basisvektoren a 1? a 2 definieren
die ebene Elementarzelle, -f- Gitter-
punkt
b) Basis aus zwei verschiedenen Bau-
steinen o und O
c) Kristallstruktur aus Kristallgitter
und Basis

c)

Bild 1.1.3. Kubisch-f lachen-
zentriertes Gitter (kfz-Gitter)



16 1. Struktur idealer Kristalle

raumzentrierten Gitter (krz-Gitter) befinden sich die Bausteine in den acht Ecken,
ein weiterer im Zentrum des Elementarwürfels (vgl. Bild 1.1.4).
Die Kantenlänge a des Elementarwürfels heißt die Gitterkonstante.

Bild 1.1.4. Kubisch-raumzentriertes Gitter
(krz-Gitter)

Kristallstrukturen werden aus der Beugung von Röntgenstrahlen bestimmt (vgl.
1.2.). Ist die Struktur eines Kristalls bekannt, so kann die Größe der Elementarzelle
durch Messung der Dichte des Stoffes ermittelt werden.

Beispiel 1.1.1. Das kubisch-flächenzentrierte Gitter (kfz-Gitter)

Es soll die Gitterkonstante a des Kupferkristalls bestimmt werden. Kupfer hat ein kubisch-
flächenzentriertes Gitter.
Jedes der acht Atome in einer der acht Ecken gehört gleichzeitig acht Würfeln an, da in jeder
Würfelecke acht Elementarwürfel Zusammenstößen. Die acht Eckatome sind daher bezüglich des
betrachteten Elementarwürfels als

8-1  = 1
8

Atom zu zählen. Dagegen gehört jede Würfelfläche gleichzeitig zu zwei Würfeln. Die sechs
Flächenatome eines Würfels sind daher als

ß 1 sb • — = ö
2

Atome zu zählen. Insgesamt entfallen somit vier Atome auf einen Elementarwürfel der Kanten-
länge a (Besetzungszahl 4).
Das Volumen des Elementarwürfels mit vier Atomen ist gleich«3 ; das Volumen einer Elementar-
zelle mit einem Atom beträgt daher «3/4. N ich der Formel

Dichte des Würfels ist gleich Masse dividiert durch sein Volumen

kann man schreiben

, 4m
d = — ,

«3 (3)
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wobei m die Masse eines Kristallbausteins, d. h. eines Kupferatoms, angibt. Durch Umformen
erhält man

’n 4m
a = / —

1/ d
H)

Kupfer hat die Dichte d — 8,89 g cm-3 = 8,89 • 103 kg m-3 . Seine relative Atommasse ist
A r = 63,55 ; die molare Masse beträgt also M = 63,55 • 103 kg kmol-1 . Die Masse eines Atoms
ergibt sich aus

M
m = ----- ,

wobei 7Va = 6,02 • 1026 kmol -1 die AvoGADROsche Konstante bezeichnet. Damit folgt für die
Gitterkonstante des Kupferkristalls

a = 1/ -------4 ' 63,55 -------- m = 0,362 nm.
V 8,89 • 103 • 6,02 • 1026

Bei der Wahl der Basisvektoren eines einfachen Kristallgitters hat man darauf zu
achten, daß sämtliche nichtäquivalenten Punkte erfaßt werden. Das wird gewähr-
leistet, wenn der Kristall bei fortgesetzter Anwendung der Transformation (1) immer
mit sich selbst zur Deckung kommt und die Elementarzelle des einfachen Gitters
genau einen Kristallbaustein enthält.

Beispiel 1.1.2. Basisvektoren des kubisch-flächenzentrierten Gitters

Es seien e x , e 2 , e 3 die Einheitsvektoren in den drei aufeinander senkrecht stehenden Richtungen
der Würfelkanten nach Bild 1.1.3. In einem Gitterpunkt PQ stoßen drei Flächen P 0P 1P 1

/P 2 ,
P 0P 2P 2

/P 3 und P P P 'P des betrachteten Elementarwürfels zusammen. Als Basisvektoren der
Elementarzelle können die von P o nach den Zentren der drei Würfelflächen gerichteten Vektoren
gewählt werden :

a /
a i = “ ( C 2 + e 3) »Zi

a ,
(«3 + ©1).

a ,
«3 = v (ei + e a ).2 J

(5)

Das Volumen der Elementarzelle ist nach (2)

£ 0 = a i a 3a 3 = a x • (a 2 x a 3 ) = -2 - (e 2 + e 3 ) • (— e x + e 2 + e a ) = A-
8 4
a3

8
(5 a)

Dem Elementarwürfel mit der Kantenlänge a sind nach Beispiel 1.1.1. beim kubisch-flächen-
zentrierten Gitter vier Gitterbausteine zuzuordnen. Die von den Basisvektoren a 19 a 2 , a 3 auf-
gespannte Elementarzelle enthält daher genau einen Gitterbaustein.

2 Schilling, Festkörperphysik
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Einfache Gitter können, wenn das für die Betrachtung zweckmäßig ist, auch aus
mehreren Untergittern zusammengesetzt gedacht werden.

Beispiel 1.1.3. Kubisch-flächenzentriertes Gitter als zusammengesetztes Gitter

Das einfache kubische Gitter wird durch einen kleinsten Würfel veranschaulicht, der in jeder
der acht Ecken einen Kristallbaustein enthält. Aus vier solchen einfachen kubischen Gittern kann
das kubisch-flächenzentrierte Gitter zusammengesetzt gedacht werden (vgl. Bild 1.1.5).

Bild 1.1.5. kfz-Gitter als zusammen-
gesetztes Gitter

Zur Charakterisierung der Gitter wird ein Koordinatensystem angenommen, dessen Achsen die
Richtungen der Einheitsvektoren e19 e 2 , e 3 haben. Man kann das kubisch-flächenzentrierte
Gitter aus vier einfachen Gittern zusammensetzen, wobei das zweite, dritte und vierte Gitter
gegen das erste jeweils in Richtung einer der Elächendiagonalen um die Hälfte von dessen Länge
verschoben ist. Sind also die Basisvektoren des ersten einfachen kubischen Gitters durch

ttj — (ZCj , tt2 — UO2 , ttg —
gegeben, so haben die Ursprungspunkte der vier Basissysteme die Koordinaten

<».».«). .444 .(4»4). «(»44)-
Reziproke Gitter

Neben dem von den Basisvektoren a 1? a 2 , a 3 aufgespannten direkten Gitter wird
für jeden Kristall das reziproke Gitter definiert. Seine Basisvektoren werden mit

&3 bezeichnet.
Sie sind mit a 1} a 2) a 3 durch

a i  • b j  = 2tc<5 ij (6)
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verknüpft, wobei das KRONECKER-Symbol bedeutet. Aus den Definitionsgleichun-
gen (6) folgt explizit

2tt
©1 = €l>2 X ?

2k
O 2 

= ~ ®3 X di ,

O3 — _ di X •

(7)

Das reziproke Gitter eines Kristalls wird durch die Gitterpunkte

3

= L m jb i (m j = 0, ±1, ±2; ...) (7a)
;=i

aufgespannt.
Die Basisvektoren des reziproken Gitters haben die Maßeinheit m-1 . Als Volumen
der Elementarzelle des reziproken Gitters, d. h. als Volumen einer Gesamtheit nicht-
äquivalenter Punkte im reziproken Raum, erhält man

&0 = = ’ ( 2 X b 3 ) . (7b)

Mit Hilfe des Entwicklungssatzes der Vektorrechnung

A x (B x C) = (A • C) B - C4 • B) C

ergibt sich

4tc2

&2 x b 3 = -77-7 («3 x x («i X a 2 )
0

4tü2

= 77»- [(«3 X «i) • a 2«i — («3 X «i) • «ia 2 ]
““0

und daraus wegen

(a 3 x «i) • a 2 = ai«2«3, («3 X aj • a ± = 0

für das Volumen der Elementarzelle des reziproken Gitters

* 0 — bj • (& 2 X b 3 ) — (7c)

Die Maßeinheit der Elementarzelle des reziproken Gitters ist m-3 .

2*
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Beispiel 1.1.4. Reziprokes Gitter des kubisch-flächenzentrierten Gitters

Die Elementarzelle des kubisch-flächenzentrierten Gitters wird nach (5) und (7) im reziproken
Raum durch die Basisvektoren

&i = — (— + e 2 -|- e 3 ) ,

2kb 2 = — (ej - e 2 +e 3 ), > (8)

— (®1 ®2 ®s)

aufgespannt.
Für Silber mit a = 0,408 nm erhält man z. B. als Volumen der Elementarzelle des reziproken

p Probleme

1.1.1 Steinsalzgitter

Die Alkalihalogenide, von denen das Steinsalz NaCl der bekannteste Vertreter ist, kristallisieren
in der Form des einfachen kubischen Gitters (vgl. Beispiel 1.1.3.). Seine Gitterpunkte sind ab-
wechselnd mit den zwei verschiedenen lonenarten der Verbindung besetzt (vgl. Bild 1.1.6).
Diese bilden jede für sich ein kubisch-flächenzentriertes Gitter. Beide Gitter sind gegeneinander
in Richtung der Raumdiagonalen eines Elementarwürfels um die Hälfte ihrer Länge verschoben.
Geben Sie die Gitterkonstante des Steinsalzgitters an, für das die folgenden Daten bekannt
sind:

NaCl — 2,17 g cm 3 ; A Na — 22,99, A C1 — 35,45

Lösung:

Der Elementarwürfel nach Bild 1.1.6 enthält acht Chlorionen in den Ecken, sechs auf den Flächen.
Auf einen Würfel entfallen somit

8 • — = 1 Chlorion,
8

6 • — = 3 Chlorionen.
2

Die zwölf Natriumionen auf den Kanten zählen als

12 • — =3  Natriumionen;
4



211.1. Geometrie der Kristallgitter

das Natriumion in der Mitte des Würfels gehört diesem vollständig an :

1*1  = 1 Natriumion.

Zu einem Würfel mit der Gitterkonstanten a als Kantenlänge gehören somit vier Natrium- und
vier Chlor ionen. Daraus folgt

_ 4(mNa + m cl  ) i /4(w Na + m ci)
a NaCl — ----------3 ------------- > a NaCl — / -------’S ---------------

a NaCl I- NaNl

Bild 1.1.6. Steinsalzgitter (einfach
kubisches Gitter). Die Basis besteht
aus einem Natriumion bei 0, 0,  0 und

einem Chlorion bei — , — , ~ (in
2 2 2

(Einheiten der Gitterkonstanten a) .

Mit den vorgegebenen Werten erhält man für die Gitterkonstante des Steinsalzkristalls

y/ 4(22,99 + 35,45)

1/ 2,17 • 10 3 • 6,02 • 10 26 m = 0,564 nm .a NaCl —
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1.1.2. Kubisch -raumzentriertes Gitter (krz-Gitter)

Wolfram hat ein kubisch-raumzentriertes Gitter nach Bild 1.1.4. Ein Elementarwürfel mit einer
Kantenlänge, die gleich der Gitterkonstanten a ist, besitzt acht Atome in den Ecken, zu denen

'eins im Zentrum des Würfels kommt.
Definieren Sie die Elementarzelle des kubisch-raumzentrierten Gitters und berechnen Sie für
Wolfram die Gitterkonstante a, wenn folgende Daten bekannt sind:
Dichte d w = 19,3 g cm-3 , relative Atommasse A w = 183,85.
Stellen Sie die Basisvektoren für das reziproke Gitter auf und vergleichen Sie dieses mit dem
kubisch-flächenzentrierten Gitter. Zeigen Sie, daß das kubisch-raumzentrierte Gitter aus
zwei einfachen kubischen Gittern zusammengesetzt werden kann.

Lösung:

Acht Atome in den Ecken zählen als 8 • — = 1 Atom. Dazu kommt ein Atom in der Mitte, das
8

nur einem Elementarwürfel angehört und daher als ein Atom zu zahlen ist. Demzufolge kommen
zwei Atome auf einen Elementarwürfel.
Mit den Einheitsvektoren e1? e 2 , e 3 nach Bild 1.1.4 definieren wir die Basisvektoren

«1 = 4 ( -  e i + e 2 + C 3 ) ,

“ ( e i — e 2 + C s )  >Z

a ,a 3 — — (ex + e 2 — e 3) .

Sie sind jeweils vom Gitterpunkt in der Mitte zu einer der Ecken gerichtet. Als Volumen der
Elementarzelle folgt

(2).Qq — — u x • (u 2 X U3) —

Da im Würfel mit der Kantenlänge a zwei Atome enthalten sind, entfällt auf die durch (1) defi-
nierte Elementarzelle, wie es sein muß, ein Atom.
Zur Berechnung der Gitterkonstanten des Wolframs gehen wir von der für das kubisch-raum-
zentrierte Gitter geltenden Formel

7d = —
a 3 (3)

aus und erhalten
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Mit den vorgegebenen Werten folgt

1 / 2 • 183,9 . „
a — / -------------------------- m = 0,316 nm.

1/ 6,02 • 1026 • 19,3 • 103

Für die Basisvektoren des reziproken Gitters ergibt sich nach (1.1./7) aus (1)

&i = — (e 2 + e 3 ) ,a

= — (e s + e j ,
a (5)

b s = — (ei + e 2 ) .
a

Aus dem Vergleich mit (1.1. /5) folgt, daß die kubisch-flächenzentrierten und die kubisch-raum-
zentrierten Gitter zueinander reziprok sind. Das gleiche zeigt der Vergleich von (1.1. /8) und
(1.1.2./1).
Das kubisch-raumzentrierte Gitter kann aus zwei einfachen kubischen Gittern mit den Basis-
vektoren

— Ct/ßj. , 2 — U62 9 (6)

zusammengesetzt werden. Die Koordinaten der Ursprungspunkte lauten

<» .» .»>»  “ (144) -  (7  >

1.1.3. Diamantstruktur

Der Germanium- und der Siliziumkristall sind nach der Diamantstruktur aufgebaut. Jedes der
vierwertigen Atome im Inneren des Kristalls befindet sich im Zentrum eines gleichseitigen Tetra-
eders und ist von vier gleich weit entfernten Nachbarn umgeben, die in den Tetraederecken an-
geordnet sind (vgl. Bild 1.1.7).

Bild 1.1.7. Tetraedrische Struktur der Bindung bei
den Bausteinen des Diamantgitters

Diese Kristallstruktur kann aus zwei kubisch-flächenzentrierten Untergittern aufgebaut werden,
die gegeneinander in Richtung der Würfeldiagonalen um ein Viertel ihrer Länge verschoben sind
(vgl. Bild 1.1.8).
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Geben Sie die Basisvektoren der Elementarzelle an. Wieviel Atome enthält diese beim Diamant-
gitter? Wie groß sind die Abstände zu den nächsten Nachbarn? Die Gitterkonstante hat für Ger-
manium den Wert a Ge = 0,565 nm, für Silizium aSi — 0,543 nm. Wie groß ist der Winkel zwi-
schen den Valenzkräften auf Grund der Gitterstruktur?

Bild 1.1.8. Aufbau des Diamantgitters
aus zwei gegeneinander verschobenen
kfz-Gittern. Vom zweiten Gitter sind nur
die Bausteine innerhalb eines Elementar-
würfels dargestellt.

Lösung:

Die Basisvektoren entsprechen denen des kubisch-flächenzentrierten Gitters (1.1./6) nach Bei-
spiel 1.1.2. Sie haben die Länge

ai = ±-fia (i = l ,  2, 3). (1)

Die Kristallstruktur ergibt sich aus Gitter und Basis. Zur Basis gehören zwei Atome, da sich die
Kristallstruktur aus zwei einfachen Gittern aufbauen läßt. Eine Elementarzelle enthält daher zwei
Atome.
Wählt man die Koordinatenachsen in Richtung der Basisvektoren a x , a 2 > a 3 es kubisch-flächen-
zentrierten Gitters nach (1.1. /6), so sind die Gitterpunkte des unverschobenen Gitters durch die
Ortsvektoren

R = jR X> 2 ,  3 == tBiGi -f- H2U2 3®3 ~

— — + «3] + 2 3 + C l] + 3[ C 1 + e 21) ( )
Zt

(nf = 0, ±1 ,  ±2,  •••; i = 1, 2, 3)

bestimmt. Die Gitterpunkte des verschobenen Gitters werden durch

R' = Ri ' ,  2 ' ,  3' = — ( 1 : 2 — — + ƴy ( n i [ e 2 + e 3 ] + nz'fßa + + n s ' [ e i + e 2])4 2

= — (ex [l + 2n 2' + 2n3
z] + e 2 [ l  + 2n/ + 2n 3 '] + e 3 [ l  + 2n/ + 2n2 ']) (3)

4

«=0 ,  ±1 ,  ±2 ,  . . . ;  i = 1,2 ,3)
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definiert. Als nächste Nachbarn des Gitterspunktes P o = P(0, 0, 0) erhält man aus (3) die Punkte
mit den Parameterwerten

n/ = 0 ,  n 2 = 0 ,

n/ = — 1 , n 2 = 0 ,

n/ = 0 , n 2 = — 1 ,

n/ = 0 ,  n 2 = 0 ,

T—1
o 

o 
<

o 
1

II 
II 

II 
II

s

(4)

Der Abstand zwischen nächsten Nachbarn beträgt nach (1) und (4) für die
Bausteine der Diamantstruktur

< o,o = T ± e i) 2 + <± e ä)2 + ( ±e 3) 2 = V “ •  &4 4

Wir setzen die Werte der Gitterkonstanten für Germanium und für Silizium ein und erhalten

V3
0 0) Ge = — 0,565 nm = 0,245 nm,

‘ ' 4

V3
«o,o)si = — 0,543 nm = 0,235 nm.

Der Cosinus des Winkels zwischen zwei Valenzkräften ist gleich

cos (p = = -i,o,o ' ,-1,0

Damit folgt

COS ® = (€1 ~ ~ Ca) • ( ~ €1 + ~ = _ 1

3 3
bzw.

<p = 109,47°.

Das ist der Winkel vom Zentrum eines Tetraeders nach zwei Tetraederecken.

1.1.4. Hexagonal dichteste Kugelpackung (hdp-Gitter)

Kobalt zeigt eine Kristallstruktur mit hexagonalem Gitter nach Bild 1.1.9. Jeder Kristallbaustein
A ist von sechs anderen umgeben, die an den Ecken eines regelmäßigen Sechsecks der Seiten-
länge a liegen. Im Abstand c senkrecht darüber wiederholt sich diese Anordnung. Drei weitere

Bausteine befinden sich in der Höhe . Sie sind so angeordnet, daß von den sechs Prismen mit

dreieckiger Grundfläche abwechselnd eins besetzt ist, während das folgende keinen zwischen-

geordneten Baustein enthält. Die Projektion eines in der Höhe — angeordneten Bausteins auf die
2

Grundfläche fällt auf den Schwerpunkt 5 des vom Baustein in der Mitte A und zwei benachbarten
Bausteinen gebildeten gleichseitigen Dreiecks (vgl. Bild 1.1.9).
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Für den Kobaltkristall ergeben röntgenografische Messungen a = 0,251 nm, c = 0,407 nm. Die
relative Atommasse des Kobalts ist A r = 58,93. Welche Dichte ergibt sich hieraus?

Bild 1.1.9. Hexagonal dichteste Kugelpackung
(hdp-Gitter) mit

— = 1
a ]/ 3

Lösung:

Als Basisvektoren werden die Vektoren

U 9

a , ]/3
a 2 — 4- —

Z Z
(1)

a 3 — ce3

gewählt (vgl. Bild 1.1.9). Für das Volumen der Elementarzelle erhalten wir daraus

1/3
=ƴ = (2)

Jeder der zwölf Bausteine in einer Ecke gehört gleichzeitig sechs Zylindern an, jeder der zwei
Bausteine im Zentrum der oberen bzw. der unteren Fläche gleichzeitig zwei Zylindern. Die in der
Mitte angeordneten drei Bausteine sind dem betrachteten Zylinder vollständig zuzuordnen.
Insgesamt gehören also einem Zylinder sechs Bausteine an, die sich auf das Volumen

F = 6a — c = — ]/3 a 2c
2 2

verteilen. Auf die Elementarzelle (2) entfällt somit eine Basis aus zwei Bausteinen. Der eine liegt
im Ursprung, der zweite ist durch den Ortsvektor

1 z . X . 1 a . , C . . .—- (tti + a 2 ) + — a 3 — “ e i H ----T“ C 2 + “ e 3 (4 )
o Z Zi O Z

gekennzeichnet.
Die Dichte des Kobaltkristalls ist nach (2)

d = — = —_-44r ----  . (5)
ßo ]/3 jVAa 2c
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Mit den vorgegebenen Werten folgt

, 4 • 5 8  ’ 93 i 3 o o -3d = ------------------------------------------------------ kg m~3 = 8,8 g cm 3 .
V3 • 6,02 • 1026 • (0,251 • 10- 9 ) 2 • 0,407 • 10~9

Der Abstand des durch (4) gegebenen Bausteines von seinen nächsten Nachbarn in der Grund-
ebene beträgt

Von den Nachbarn in der gleichen Ebene, in der Höhe — über der Grundebene gelegen, ist der
2

Abstand zu den nächsten Nachbarn gleich a. Die dichteste Packung mit gleichen Kugeln wird
somit erreicht für

a 2 , c2 _ i / 8 .
------ ------ bzw. c = 1 /  — a = 1,63a. (7)
3 4 |/ 3

Zwei Kugeln mit dem Radius — füllen in diesem Falle das Volumen

Als Packungsdichte definiert man den Anteil des ausgefüllten Raumes. Bei der hexagonal dichte-
sten Kugelpackung erhält man hierfür

2_P£==  =0(74
ß o |/8 - 3

Für Kobalt ist

c_ = 0,407- io-» = t 62

a 0,251 • 10- 9

Gleichung (7) als Voraussetzung für das Vorliegen der hexagonal dichtesten Kugelpackung ist
daher gut erfüllt.
Für das reziproke Gitter ergeben sich nach (1.1. /7) die Basisvektoren

(8)

Wie man aus dem Vergleich von (1) und (8) erkennt, ist das reziproke Gitter des hexagonalen
Gitters wieder hexagonal.
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Anmerkung : Die Achse mit der größten Symmetrie heißt c- Achse. Im vorliegenden Fall der Atom-
anordnung in Form regelmäßiger Sechsecke liegt eine sechszählige bzw. hexagonale c-Achse vor.
Das Gitter kommt bei einer vollständigen Drehung um die c-Achse sechsmal mit sich selbst zur
Deckung.

Bild 1.1.10. CsCl-Struktur

ü. Aufgaben

A 1.1.1. Silber hat ein kubisch-flächenzentriertes Gitter. Seine Dichte beträgt 10,49 g cm-3 ,
seine relative Atommasse AÄg = 107,87. Bestimmen Sie die Gitterkonstante.

A 1.1.2. Berechnen Sie die Gitterkonstante a des a-Eisens, das ein kubisch-raumzentriertes
Gitter besitzt (dFe = 7,86 g cm-3 , A Fe = 55,85).

A 1.1.3. Welche Gitterkonstante hat der KCl-Kristall (Steinsalzgitter nach Bild 1.1.6)?
Daten: <ZKC1 = 1,989 g cm-3 , A K = 39,10, A C1 = 35,45.

A 1.1.4. Wie groß ist beim Steinsalz NaCl die Zahl der Ionen in einer Elementarzelle des
kubisch-flächenzentrierten Gitters?

A 1.1.5. Zinkblende ZnS setzt sich aus zwei flächenzentrierten Gittern zusammen, die in
Richtung der Raumdiagonalen eines Elementarwürfels um ein Viertel ihrer Länge
verschoben sind. Berechnen Sie die Gitterkonstante (A Zn = 65,37, A s = 32,06,
dZnS = 4 > 067 g cm " 3 )*

A 1.1.6. Berechnen Sie das Volumen einer Elementarzelle des reziproken Gitters für Kupfer.
A 1.1.7. Wie groß ist bei Steinsalz die Länge der Basisvektoren (a = 0,564 nm)?
A 1.1.8. Geben Sie für Steinsalz die Koordinaten der Natrium- und der Chlorionen in

Einheiten der Gitterkonstanten a an.
A 1.1.9. Wie groß ist der Abstand zwischen nächsten Nachbarn beim Wolframkristall

(kubisch-raumzentriertes Gitter mit a w = 0,316 nm)?
A 1.1.10. Berechnen Sie den Anteil des verfügbaren Volumens, das von gleich großen starren

Kugeln ausgefüllt werden kann, für das kubisch-flächenzentrierte und für das
kubisch-raumzentrierte Gitter.

A 1.1.11. Wie groß ist der maximale, mit gleich großen starren Kugeln gefüllte Raumanteil
beim Diamantgitter?

A 1.1.12. Der Diamantkristall hat die Gitterkonstante a = 0,356 nm. Berechnen Sie die
Dichte des Diamanten und den Abstand zwischen den nächsten Nachbarn
(A c = 12,0).

A 1.1.13. Geben Sie die Zahl der nächsten Nachbarn (Koordinationszahl z) eines vorgege-
benen Bausteins im Kristall für das kubisch-flächenzentrierte, das kubisch-raum-
zentrierte und das hexagonal dichtest gepackte Gitter an.

A 1.1.14. Bestimmen Sie die Zahl z± der nächsten, z2 der übernächsten, z3 der drittnächsten
bis z6 der sechstnächsten Nachbarn eines Bausteins im Steinsalzkristall (einfaches
kubisches Gitter).
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A 1.1.15. Berechnen Sie den Abstand zweier nächster Nachbarn für das Gitter des Silber-
kristalls (kubisch-flächenzentriertes Gitter mit a = 0,408 nm).

A 1.1.16. Geben Sie den kürzesten Abstand zwischen zwei Ionen im Kristallgitter mit Zink-
blendestruktur an, bezogen auf die Gitterkonstante a.

A 1.1.17. Wie groß ist der Abstand zwischen nächsten Nachbarn in CuCl (Zinkblende-
struktur mit a = 0,541 nm)?

A 1.1.18. Stellen Sie einen beliebigen Vektor k durch seine Komponenten im Basissystem des
Kristallgitters und im Basissystem des reziproken Gitters dar.

A 1.1.19. Wie groß ist die Elementarzelle des reziproken Gitters für den Wolframkristall
(krz-Gitter, a = 0,316 nm)?

1.2. Grundlagen der Kristallstrukturanalyse

Einführung

Gesetze der Beugung von Röntgen- und de-Broglieschen Wellen am Raumgitter

Zur Untersuchung von Kristallstrukturen wird die Beugung von Wellen ausgenutzt,
die mit den Kristallbausteinen in Wechselwirkung treten. Die Wellenlänge muß
dabei in der Größenordnung des Abstandes der Kristallbausteine liegen. Zu große
Wellenlängen vermögen Strukturen atomarer Größenordnung nicht aufzulösen, zu
kleine Wellenlängen ergeben nur unter unpraktisch kleinen Beugungswinkeln aus-
wertbare Beugungsmaxima.

Bild 1.2.1. Einfallendes Strahlenbündel n 0 und
gebeugtes Strahlenbündel n im Kristall

Eingestrahlt werden im allgemeinen Röntgenwellen. Es können jedoch auch Strahlen
aus Elektronen oder Neutronen verwendet werden, wenn die Länge ihrer de-Broglie-
schen Welle in der Größenordnung der Gitterkonstanten liegt.
Das auf die Kristalloberfläche auffallende Strahlenbündel wird durch die Kristall-
bausteine in alle Richtungen gestreut. Es sei in Bild 1.2.1 das einfallende Strahlen-
bündel KL vor der Streuung an den Kristallbausteinen A,  O durch seine Richtung
n 0 gekennzeichnet. Betrachtet wird das in Richtung n gebeugte Strahlenbündel
MN. Dieses weist dann maximale Intensität auf, wenn sich parallele Strahlen durch
Interferenz verstärken. Das ist der Fall, wenn die Strahlen an den Begrenzungen des
Bündels eine Differenz BO + OG der geometrischen Weglängen haben, die einem ganz-
zahligen Vielfachen der Wellenlänge entspricht. Bezeichnet in Bild 1.2.1 den vom
Kristallbaustein O zum Kristallbaustein A gezogenen Basisvektor, so muß die Be-
ziehung

BO + OC = — «! ǅ n 0 + aj • n = g



30 1. Struktur idealer Kristalle

bzw.

«i • (n - ™o) = 9'1 (1)
mit

((7i = 0, 4z 1, zfc2, . . .)

erfüllt sein. Für das dreidimensionale Raumgitter mit den Basisvektoren a 2 , a 3
folgen analog die zusätzlichen Gleichungen

a 2 • (n — n 0 ) = g2A, (2)

a 3 - (n  — n 0 )=g 3X. (3)

Sie sind notwendige Bedingungen für das Auftreten eines Beugungsmaximums.
Daher enthalten sie keine Aussage über die Intensität der gebeugten Strahlen. Die
Gleichungen (1) bis (3) heißen die Laueschen Interferenzbedingungen.
Bezeichnen ocQ , ßQ , yQ die Winkel des Einheitsvektors n 0 gegen die Basisvektoren
«i, a 2 , a 3 , ferner a ,  ß, y die entsprechenden Winkel des Einheitsvektors n, so erhält
man aus (1), (2), (3) die Gleichungen

a x (cos <x — cos oc Q ) = (ftA,

a 2 (cos ß — cos ß Q ) = g2X,

a 3 (cos y — cos y0 ) = g3 X

(<7i> 92) 9a — 0, 4z 1? 4z 2, . . .) .

<%0 , ßo, 7o stellen ebenso wie a ,  ß, y Glanzwinkel dar, d. h., sie geben die Winkel der
Strahlen gegen die Gittergeraden an. a 1? a 2 , a3 als Beträge der Vektoren a 2 , a 3
bezeichnen Gitterkonstanten. Die Größen g19 g2 , g3 sind nicht unabhängig vonein-
ander. Betrachtet man ein rhombisches Gitter, d. h. ein Gitter mit drei zueinander
senkrecht stehenden Achsen, bei dem die Gitterkonstanten a 1? a 2 , a3 jedoch nicht
gleich sein müssen, so bestehen zwischen den Richtungscosinus die Beziehungen

cos 2 
ocq + cos2 ß0 + cos2 y 0 = 1 ,

cos2 <x + cos2 ß + cos2 y = 1 .
(5)

Auf der Fotoplatte können nur Beugungspunkte auftreten, wenn sie den geometri-
schen Bedingungen (5) entsprechen.
Um für einen Kristall mit rhombischem Gitter die Wellenlängen 2 zu bestimmen, die
Interferenzmaxima, d. h. auswertbare Beugungspunkte, liefern können, werden die
Gleichungen (4) nach den Richtungscosinus cos a, cos -ß, cos y aufgelöst. Beachtet
man die Beziehung

cos2 cc 4“ cos2 ß + cos2 y — 1 )
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so folgt für die Wellenlängen mit Interferenzmaxima

(6)

Für das kubische Gitter mit = a 2 = «3 = a ergeben sich die Wellenlängen

jfj cos a 0 + cos + 93 008/0
9 l 9 I ' 9 * \ /

9i 2 + 922 + 9s2

(4) und (6) bzw. (7) bilden die Grundlage für die Kristallstrukturanalyse durch Beu-
gung eines parallelen Strahlenbündels (Verfahren von M. v. Laue) .

Reflexion an Netzebenen — Millersehe Indizes

Die Beugung von Strahlen an einem Gitter kann nach W. EL Bragg und W. I. Bragg
auch als Reflexion an Netzebenen aufgefaßt werden. Netzebenen sind Ebenen, die in
periodischer Folge Kristallbausteine des Gitters enthalten (vgl. Bild 1.2.2). Zur
Kennzeichnung der verschiedenen Netzebenenscharen verwendet man die Miller-
schen Indizes.

Bild 1.2.2. Netzebenen eines Kristall-
gitters

Allgemein sind bei einem System beliebig gegeneinander geneigter Basisvektoren
«2? a 3 die MiLLERSchen Indizes einer Schar paralleler Netzebenen wie folgt ver-

anschaulicht: Es wird der Schnitt einer Kristallebene mit den Achsen des Koordi-
natensystems betrachtet. Die Schnittpunkte seien

(<rs , 0, 0), (0, i/ s , 0), (0, 0, zs ) .
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In Einheiten der Gitterkonstanten a x bzw. a2 bzw. a 3 gemessen, sind die Achsen-
abschnitte

Vs z s

«1 = ------- , S2 = ---- , 63  = ------- .
661 CL2 C63

Ihr reziprokes Verhältnis wird durch die kleinsten teilerfremden ganzen Zahlen aus-
gedrückt :

1 • 1 . 1
— . — . — — h . h2 . .
<$1 <§2 #3

Diese sind die MiLLERSchen Indizes der Ebenenschar. Es gilt also

T~ ’ ~b~ * T~ — • 5 2 *• 53 — : : —h,! h2 h3 a2 a3

Eine Ebene mit dem Abstand p vom Ursprungspunkt des Basissystems wird durch
die Gleichung

x cos a! + y cos ß' + z cos y' == p (9)

dargestellt. Dabei bedeuten a ' ,  ß' , y' die Winkel der Ebenennormalen ri gegen die
Koordinatenachsen. Die Cosinus dieser Winkel können als Verhältnis des Ebenen-
abstandes p zur Länge des betreffenden Achsenabschnittes berechnet werden :

ppp
cos a! = — , cos ß' = — , cos y' ƴ— —

y* z*
(10)

Definiert man daher die MiELERSchen Indizes gemäß (8), so folgt aus (10)

1 2 3 t Q f t---- : ---- : ---- = cos <x : cos ß : cos y
a2 a3

(11)

Die MiLLERSchen Indizes, dividiert durch die Gitterkonstanten, sind proportional
den Richtungscosinus cos oc', cos ß', cos y' der Ebenennormalen n' .  Durch ein Tripel
MiLLERscher Indizes werden daher eine Schar paralleler Netzebenen und die Richtung
ihrer Flächennormalen festgelegt. Allgemein definiert man mittels

(7 h2 h3 ) die Schar der Netzebenen,
mittels

h2 h3 ] die Gerade n' .

Ein Punkt mit den Koordinaten x, y, z wird durch [[xyzj] dargestellt.
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Beispiel 1.2.1. Millersche Indizes einer Ebenenschar

a) Die durch die MiLLERschen Indizes (2 3 4) charakterisierten parallelen Ebenen sind nach (8)
durch

1 1 1 _ J_ _£ _1_
’ Ä3 2’34 ’

d. h.  durch das Verhältnis der Achsenabschnitte

. gs _ _ ß .4 .3
«1 «2 * a 3 2*34

gekennzeichnet. Beim Steinsalzgitter mit ar = a2 = az = a gilt nach (11) für die Richtungs-
cosinus der Flächennormalen

cos <x' : cos ß' : cos y ' — 2:3:4 ,

d. h., diese sind gleich

cos , cos ß' = ----  , cos y' = ----  .
]/29 V29 ]/29

Bild 1.2.3 a) Netzebenen (1 1 1) und (2 2 2)

b) Das Indextripel (1 1 1) erfaßt alle zur zweiten Oktaederfläche des ersten Raumoktanten
parallelen Ebenen, d. h. alle Netzebenen, die zur Netzebene durch die Punkte [[a x 0 0]], [[0 u2 0]],

3 Schilling, Festkörperphysik
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[[0 0 a 3]] parallel sind (vgl. Bild 2.1.3a). Das sind die Ebenen mit

= 2 , y3 = 2a,2 , zs = 2a3 ;

= ys — 3<z2 , zs = 3<z3 ;

x8 = 4a19 ys = 4a2 , zs = 4a3 .

Beispiel 1.2.2. Netzebenen parallel zu einer Koordinatenachse

Die MiLLERschen Indizes (011)  kennzeichnen gemäß

111  x8 ys z~ 111
— : — = — : — : — = — : — = oo: 1 :1

h2 h3 ar a2 a3 Ol l

eine zur x-Achse parallele Netzebene.
Durch die MiLLERschen Indizes (1 0 0) wird eine zur y- und zur z-Achse, d. h. zur y, z-Ebene,
parallele Netzebene charakterisiert (vgl. Bild 1.2.3b).

Bild 1.2.3 b) Netzebene (1 0 0)

Negative Vorzeichen der Indizes werden über diese gesetzt.

Beispiel 1.2.3. Negative Millersche Indizes

( i  1 1) charakterisiert die Netzebenen parallel zur Netzebene durch die Punkte [[— ar 0 0]],
[R  0]], [[0 0a 3]].

Zwischen dem reziproken Gitter und den Millerschen Indizes besteht eine enge
Verknüpfung. Es seien a 1? a 2 , a 3 die Basisvektoren eines Kristallgitters, b 17 b 2 , ö 3
die Basisvektoren seines reziproken Gitters. Die Netzebenen mit den MrLLERschen
Indizes sind nach (8) parallel der Netzebene N Q mit den in Einheiten der
Gitterkonstanten gemessenen Achsenabschnitten

x s ys 1 1 1
' a 2 ' a 3 h1 ’ h 2 h 3

Daher liegen die Endpunkte der Vektoren

1 2 3
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d. h. die Punkte

[[*, 0 0]], [[0 ys 0]], [[0 0zs ]]

alle auf der Netzebene N Q , während die Vektoren

7 — 7 und 7“ 7“
Aj fl2

in der Netzebene liegen.
Die Gitterpunkte des reziproken Gitters sind durch die Vektoren

& — gi, 92,93 = Ml + 2 2 + 3 3 (12)

festgelegt. Berechnet man die Skalarprodukte

> Ml _ ®2
91 ’ 92 ’ 9* ’ h2

und

> Mi _ ®s\
91 ’92 ’ 9* ’ h3 ] ’

so findet man unter Heranziehung der Beziehung • bj = 2tt< nach (1.1./6), daß
diese genau dann verschwinden, wenn die Beziehung

9i'-gz'-g3 = h1 :h2 :h3 (13a)

besteht. Der Vektor

Bild 1.2.4. Netzebene (111 )  mit zugehörigem Vektor b1>:

des reziproken Gitters

steht also auf den Netzebenen mit den MiLLERschen Indizes senkrecht (vgl.
Bild 1.2.4). I ist der größte gemeinsame Teiler der drei ganzen Zahlen glf g2 , g3 .

3*
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Nach (12) folgen unter Berücksichtigung der Beziehung • bj = 2izdy für den Vektor
b gi>g2t g 3 die drei Gleichungen

«1 ƴ bg .g, = 27 1> '
a 2 ’ bguMs ~ 2it<72 , •

«3 • &*.(,„* = 27%

Die LAUEschen Interferenzbedingungen (1) bis (3) können gemäß

«! • (»  — M0 ) _
Ä ~ g i>

a 2 - (n — n 0)
2 ~ g2 ’

a 3 - (n — n 0 )
--------5-------- — ?3

(14)

(15)

dargestellt werden. Aus dem Vergleich von (14) und (15) ergibt sich

n - n 0
2 01 .02 , 03*  (16 )

Führt man die Wellenzahlvektoren

2tu 2k
k = —n ,  k Q = — n Q (17)

ein, so erhält man anstelle von (16) die LAUEschen Interferenzbedingungen in der
Form

(j... ƴ .? i ( ;l A/ s r V't' Yk k Q — bgt ,g2,g3 (18)

Ein Interferenzpunkt entsteht nur, wenn die Differenz zwischen dem Wellenzahl-
vektor des gebeugten und dem des einfallenden Strahles auf einen Gitterpunkt des
reziproken Gitters fällt. Durch Multiplikation des Wellenzahlvektors mit dem durch

2k dividierten PuANCKSchen Wirkungsquantum h = -— ergibt sich der Photonen-
impuls K

p = hk bzw. Pq = hkQ .

(18) kann daher als Impulserhaltungssatz für die Photonen bei der Reflexion an den
Netzebenen gedeutet werden :

(18a)p — hb=p  G,
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Die Lichtbeugung ist mit einer Impulsübertragung auf den Kristall verbunden. Der
Rückstoß ist von der Größe

(18b)Po — p = —hb.

Nach (18) erhält man die Interferenzpunkte eines LAUE-Bildes wie folgt (vgl. Bild
1.2.5): Vom Koordinatenanfangspunkt 0 (einem beliebigen Gitterpunkt des rezi-
proken Gitters) wird der Vektor — k Q gezogen. Um den Endpunkt M legt man eine

2k r> 'ƴ ' c : -r ;

Kugel mit dem Radius k = — (Ewaldsche Kugel). Ein Interferenzpunkt liegt vor,
X

wenn (18) erfüllt ist, d. h., wenn die Kugel durch einen Gitterpunkt geht bzw. in
unmittelbarer Nähe eines Gitterpunktes des reziproken Gitters vorbeigeht.

Bild 1.2.5. EwALDsche Kugel im reziproken Gitter mit geneigten Gitterachsen
und unterschiedlichen Gitterkonstanten

Ableitung der Braggschen Formel

Der Abstand b hlthzih3 zwischen zwei benachbarten parallelen Netzebenen läßt sich
aus den Achsenabschnitten nach (8) berechnen, wenn man die Komponente eines

der Vektoren

folgt nach (1.1./6) und (1.1. /7 a)

(t = 1, 2, 3) in Richtung der Ebenennormalen n' bestimmt. Es

h l t  h 2 ,h 3
h l t  h 2 ,h 3 r * W 1 * “I “7 *

n i o h l t  h 2 ,h 3 °h 1 ,h 2 ,h 3

2k
(19)

Beispiel 1.2.4. Abstand benachbarter Netzebenen

Im rhombischen Gitter folgt aus

&hi,fi2,h3 — ( i&i + h2b 2 h3b 3 ) 2 = h b-j 2 + h2
2b 2

2 + h3
2b 3

2

und wegen

4k 2

& y2 = r (7 = 1. 2, 3)



38 1. Struktur idealer Kristalle

die Beziehung

öhl t  h 2 ,h3 = 1 :• (19a)
1 /  V . jV + v

«j2 a 2
2 ' a 3

2

Im kubischen Gitter ist der Abstand zwischen benachbarten Netzebenen mit den MiLLERschen
Indizes (10  0) gleich <510  0 = a.
Zwischen benachbarten Netzebenen mit den MiLLERschen Indizes (111)  beträgt der Abstand im
kubischen Gitter

<?! ! ! = 4: = 0,577a.

Speziell für Nickel mit a = 0,352 nm folgt

1.1,1 — 0,203 nm.

Da man sich nach W. H. und W. I. Bragg die Interferenzpunkte eines Laue -Bildes
auch durch Reflexion des einfallenden Strahles an den Netzebenen entstanden denken
kann, läßt sich jedem Interferenzpunkt ein Tripel MiLLERScher Indizes zuordnen.
Es gibt die Netzebenenschar an, an der die Reflexion erfolgte.

Bild 1.2.6. Zur Ableitung der BRAGGschen Formel

Sollen sich die von parallelen Netzebenen reflektierten Strahlen durch Interferenz
verstärken, so muß der Gangunterschied benachbarter Strahlen ein ganzzahliges
Vielfaches von 2 sein :

(20)2<3äi; ä 2,ä3 sin 0 = 12, (l = 0, 1, 2, . . .)

(vgl. Bild 1.2.6). (20) heißt die Braggsche Formel. Darin gibt # den Glanzwinkel an,
d. h. den Winkel zwischen Strahl und Netzebene. Für das rhombische Gitter kann man
nach (19 a) die BRAGGsche Formel in der Form

i/V , V . V
[/ a x 

2 «2 
2 a 32 (21)sin# = —

schreiben.
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Die BßAGGsche Formel bildet die Grundlage für die Strukturanalyse durch Dreh-
kristallverfahren (s. 1.2.2.). Ebenso wie die LAUEsche Interferenzbedingung stellt
sie eine notwendige Bedingung für das Auftreten von Interferenzpunkten dar,
macht also keine Aussagen über die Intensität der Interferenzpunkte.

p Probleme

1.2.1. Auswertung eines Laue-Bildes (Laue -Verfahren)

CuF hat ein Gitter, das der Struktur des Diamanten entspricht. Die Kupferionen und die Fluor-
ionen bilden jede für sich ein kubisch-flächenzentriertes Gitter; diese sind gegeneinander in
Richtung der Würfeldiagonalen um ein Viertel ihrer Länge verschoben. Für die Gitterkonstante
des Kupferfluoridgitters ergibt sich nach dem Verfahren des Beispiels 1.1.1 der Wert a = 0,426 nm.

Unter dem Winkel a 0 — 90°, ßQ = 90°, y = 0° fällt ein schmales paralleles Bündel polychroma-
tischer Röntgenstrahlen auf den Kristall. Dabei befindet sich die Fotoplatte im Abstand
d = 5,00 cm vom Kristall.
Geben Sie die Wellenlängen der Strahlung an, die bei der Beugung durch den kubischen Kristall
Interferenzpunkte liefern, und untersuchen Sie die Verteilung der Interferenzpunkte auf der
Fotoplatte.

Lösung:

Nach (1.2./7) sind für

cos <x0 = cos ß0 = 0 , cos y0 = 1

die Wellenlängen, die Interferenzpunkte liefern, durch die Gleichung

A = ----- 3 - --- ( 1 )

ffi2 + g 2 + 9z

bestimmt. Aus (1.2./4) folgt in Verbindung mit (1) für die Richtung a, ß, y, unter der ein Beu-
gungsmaximum beobachtet wird,

2 gi9i
9 2 + g 2 + g 2 ’

COS (X

2 9z9z
9 2 + 9 2 + 9 2 ’

COS ß = — (2)

COS y = 1 + + 3Z2 - 9Z2._
a 9i2 + 9z2 + 9 2 

J

Wie aus Gleichung (1) hervorgeht, muß die Ordnungszahl negativ sein.
Die Bildmitte auf der Fotoplatte ist durch die bei allen Wellenlängen der Röntgenstrahlung
auftretende direkte Bestrahlung deutlich gekennzeichnet (Primärfleck). Für die Koordinaten
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der Interferenzpunkte auf der Fotoplatte folgt (vgl. Bild 1.2.7)

7 cos a — 2at g,
x = c cos oc = d ------- = --------- ----- d ,

COS y g* + g* — g
(3)

-2  3 d

91 + fl'22 - ?3 2
y = c cos ß = d -----—

cos y

Kristall

Bild 1.2.7. Koordinaten eines Bildpunktes auf der Fotoplatte
beim LAUE-Verfahren

Der Abstand q eines Interferenzpunktes P von der Bildmitte ist gleich

S'i2 + 9z2 - 9s2

Darin bedeutet c die Entfernung des Bildpunktes P vom Ort der Beugung 0.
Speziell für g3 = — 1 erhält man aus (1)

2 — 2a
~ <7i2 + <72

2 + 1*

(4)

(5)

Tabelle 1.2.1. g-f + g<f

1"*
92

9i 0 1 2 3 4

0 0 1 4 9 16
1 1 2 5 10 17
2 4 5 8 13 20
3 9 10 13 18 24
4 16 17 20 25 32

Mit g19 g2 = 0, ±1 ,  ±2 ,  ±3 ,  . . .  ergeben sich für g±
2 g2

2 die Werte nach Tabelle 1.2.1.
9i2 + 9z2 kann somit die Werte 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9, . . .  annehmen, g-f + g<f = 0 ergibt die Bild-
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mitte, also keine Beugung. Für die übrigen Zahlenwerte folgen nach (5) die Wellenlängen, die bei
der Beugung durch den Kristall Interferenzpunkte liefern:

A = a ;  0,666a; 0,4a; 0,333a; 0,222a; 0,2a ,

Im Falle a = 0,426 nm werden also die folgenden Wellenlängen gebeugt:

2 = 0,426 nm; 0,284 nm; 0,170 nm; 0,142 nm; 0,0947 nm; 0,0852 nm.

Speziell für g3 = — 1 und g± + 02
2 = 5 ergibt sich A = 0,333a, d.  h. 2 = 0,142 nm.

Aus (4) erhalten wir

tany = -£- = 2 ' 1 = 1,118.r d 4

Der Beugungswinkel ist somit gleich

y = 48,19 o ;

der Radius des Beugungskreises beträgt

q = d tan y = 5 • 1,118 cm = 5,59 cm.

Auf diesem befinden sich die durch g-f + g% = 5 bestimmten Punkte. Sie ergeben sich mit den
folgenden Werten :

9i — ±2 ,  02 = ±1

sowie

01 = ± 1 ,  02 ~ ± 2 .

Die hierdurch nach (3) festgelegten acht Interferenzpunkte mit den zugeordneten MiLLERschen
Indizes sind in Bild 1.2.8 dargestellt.

121 , . 121

Bild 1.2.8. Interferenzpunkte eines Laue-
Bildes mit den zu geordneten Mir/LERRchen
Indizes

Wie aus der Ableitung der Gleichungen (2) und (3) hervorgeht, hängt die Verteilung der Bild-
punkte von der Kristallstruktur ab. Aus einer Laue- Aufnahme kann daher auf die Symmetrie des
Kristallaufbaues geschlossen werden.
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1.2.2. Kristallpulververfahren von Debye-Scherrer

Zur Kristallstrukturanalyse preßten P. Debye und P. Scherrer Kristallpulver zu einem dünnen
zylindrischen Stab und durchstrahlten diesen mit monochromatischen Röntgenstrahlen (vgl.
Bild 1.2.9). Die Verwendung des Kristallpulvers gewährleistet, daß die reflektierenden Netzebenen
alle möglichen Lagen einnehmen können. Nur diejenigen Netzebenen, die mit dem einfallenden
Strahl einen Winkel # bilden, der die BRAGGsche Formel (1.2./20) erfüllt, liefern Bildpunkte.

Bild 1.2.9. Kristallpulververfahren
von Debye und Scherrer

Bild 1.2.10. Strahlungskegel
und DEBYE-ScHERRER-Binge
beim Kristallpulververfahren
und beim Drehkristallverfahren

Die unter einem die BRAGGsche Formel erfüllenden Winkel # = $ 0 reflektierten Strahlen liegen
auf einem Kreiskegel mit dem Öffnungswinkel 4# 0 (vgl. Bild 1.2.10). Als Schnitt der Strahlungs-
kegel mit einer zum einfallenden Strahl senkrechten Fotoplatte ergeben sich Kreise unterschied-
licher Schwärzung. Der Schnitt mit einem zylinderförmig ausgelegten Filmband liefert gekrümmte
Linien (vgl. Bild 1.2.11). Zur Verstärkung der Intensität der aufgenommenen Linien kann das
gepreßte Pulver bei einem einachsigen Kristall zusätzlich gedreht werden (Drehkristallver-
fahren).
Die Auswertung der DEBYE-ScHERRER-Aufnahme zur Strukturanalyse von Nickel ergibt auf dem
Filmzylinder DEBYE-ScHERRER-Linien, die von der Bildmitte die folgenden Abstände auf-
weisen :

d (in cm) 1,71 ; 2,45 ; 3,00 ; 3,48 ; 3,91 ; 4,31 ; 5,03 ; 5,36 ; 5,66 ; 6,01 ; 6,32 ; 6,61 ; 7,50.
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d läßt sich am einfachsten als halbe Entfernung zweier symmetrisch zueinander liegender Schwär-
zungslinien messen.
Bestimmen Sie aus den Messungen die Gitterkonstante des Nickelkristalls und geben Sie die
MiLLERschen Indizes für die einzelnen Linien an. Der Durchmesser des Zylinders, in dem das
Filmband während der Deb ye-Scherrer- Aufnähme angeordnet war, sei gleich 2R = 10 cm. Die
Wellenlänge betrage A = 0,120 nm.

d 1.71 2.45 3,00 3.48 3.91 4,31 5.03 5.36 5,66 6.01

3 3 7
1 2 3 4 5 6 8 9 10 11

pOo} p2(?J{227

poo}

Bild 1.2.11. Schwärzungskurven auf einem Filmstreifen beim DEBYE-ScHERRER-Verfahren
mit Werten nach Tab. 1.2.2

Lösung:

Die Linienabstände d vom Mittelpunkt sind mit dem Reflexionswinkel durch die Beziehung

d = 2R (1)

verknüpft. Als Reflexionswinkel, die durch Interferenz Bildpunkte erzeugen, kommen nach
(1.2./21) nur die durch

Z2A2 / y

4 \ y + 4 + 4)a2 As /sin2 # = (2)

bestimmten Winkel # in Frage. Wir berechnen demzufolge zu jedem Meßwert d die Größe

(3)sin2# = sin2 ----  .
2R

Die Ergebnisse sind in Tabelle 1.2.2 Spalte 2 eingetragen. Für die erste Zeile erhält man z. B.

1 71 /0 1 71 . 1 80\ °
sin2 # = sin2 — = sin2 ( ’  - |  = sin2 9,8° = 0,029.

10 \ K /

Aus den Werten in Spalte 2 kann man einen gemeinsamen Faktor 0,029 abspalten. Sämtliche
Werte in Spalte 2 ergeben sich durch Multiplikation von 0,029 mit einer ganzen Zahl. Hieraus ist
zu folgern, daß der rechte Faktor in (2) in der Form

i2 | V j V __ i2 + y 4~ V
a x

2 a2
2 a3

2 a2
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Tabelle 1.2.2. Auswertung einer Debye-Sclierrer- Aufnahme

1
d in cm

2
sin 2 $

3
V + V + V tF

4

w

1,71 0,029 - 1 1 ,0 ,0
2,45 0,058 -2 1, 1 ,0
3,00 0,087 ~3 1, 1, 1
3,48 0,116 ~4 2, 0 ,0
3,91 0,145 5 2, 1 ,0
4,31 0,174 6 2, 1, 1
5,03 0,232 . 8 2, 2 ,0
5,36 0,262 9 2, 2 ,1

3, 0 ,0
5,66 0,291 - 10 3, 1 ,0
6,01 0,320 11 3, 1, 1
6,32 0,349 12 2, 2 ,2
6,61 0,378 13 3, 2 ,0
6,92 0,407 14 3, 2, 1
7,50 0,465 . 16 4, 0 ,0

geschrieben werden kann. Die Gitterkonstanten müssen demnach gleich sein :

— 0 2 — 0 3 — Cb • (5 )

Für den gemeinsamen Faktor ergibt sich nach (2), wenn die größeren Werte im unteren Teil der
Tabelle berücksichtigt werden,

Z222

— =0,0291.  (6)
4a2

Wir setzen hierin 1 = 1 und A = 0,120 • 10~9 m ein und erhalten, wenn wir nach der Gitterkon-
stanten a auflösen,

•j /1 • (0,120 • 10-9 ) 2 __  •
a = / ---- ---------------— m = 0,352 nm.

r 4-0,0291

Dividiert man die Werte in Spalte 2 durch 0,0291, so folgen für hr
2 + Ä2

2 + A3
2 durch Runden

die Werte in Spalte 3. In Spalte 4 sind die sich hieraus ergebenden MiLLERschen Indizes einge-
tragen, wobei sämtliche Permutationen zugelassen und nur die positiven Werte aufgeführt
sind.
In der obersten Zeile geht z. B. d = 1,71 cm aus den Netzebenen mit den MiLLERschen Indizes

( i oo )  ( i oo )  (0 10) (o io )  (oo i )  ( oo i )

hervor. Diese Netzebenen werden durch das Symbol {10 0} gekennzeichnet.

1.2.3. Beugung von Elektronenstrahlen

Elektronenstrahlen werden beim Durchgang durch einen Kristall ebenso wie Röntgenstrahlen
gebeugt (Versuche von Davisson und Germer 1927). Im Gegensatz zu den Röntgenstrahlen, bei
denen die Brechzahl des Kristalls praktisch gleich der des Vakuums, d. h. gleich eins, gesetzt
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werden kann, ist bei Elektronenstrahlen mit einer im Kristall merklich von eins abweichenden
Brechzahl n zu rechnen. Die den Elektronenstrahlen zugeordneten Wellenlängen in Vakuum und
im Kristall weichen daher voneinander ab. Das findet nach der DE-BROGLiEschen Theorie seine
Erklärung durch eine den Elektronen im Kristall zukommende potentielle Energie T7pot . Sie
führt im Kristall zur Brechzahl

y kin
(1)

Zur Bestimmung der potentiellen Energie von Elektronen im Nickelkristall beobachtet man die
Beugung der Elektronen an der (1 1 1)-Ebene. Die Elektronen werden durch ein elektrisches
Feld mit der Potentialdifferenz U = 50 V beschleunigt und fallen schräg unter dem Glanz-
winkel & auf die Netzebenenfläche (vgl. Bild 1.2.12). Ein Bildpunkt wird für den Glanzwinkel
$ = 43°30' beobachtet. Berechnen Sie daraus die potentielle Energie der Elektronen im Kristall.

Bild 1.2.12. Reflexion eines senkrecht einfallenden Elektronenstrahls
an der Netzebene und Brechung beim Austritt aus dem Kristall

Lösung:

Bei Elektronenstrahlen tritt an die Stelle der Röntgenwellenlänge die Länge A. der zugeordneten
DE-BROGLiEschen Welle. Diese folgt aus den DE-BROGLisschen Grundgleichungen

W = Äco, p = hk .  (2)

Darin bedeuten W die Energie und p den Impuls eines Teilchens.

, 2k
k = ----

A

gibt die Wellenzahl, co die Kreisfrequenz der DE-BROGLiEschen Welle an. Ferner ist

h=—,  7t = 6,63 • 10-34 J s .
2k

Im Vakuum besitzen die Elektronen nur ihre kinetische Energie, die durch das Beschleunigungs-
feld mit der Potentialdifferenz U hervorgerufen wird :

Wkin = eü  = bzw. p = 2meeU.  (3)
2me
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Darin, bedeutet ?ne = 9,11 • 10~31 kg die Elektronenruhmasse, e = 1,60 • IO-19 C die Elementar-
ladung. Relativistische Rechnung ist nicht erforderlich. Die Elektronen werden als freie Teilchen
behandelt (vgl. effektive Masse 3.3. und 4.2.).
(3) in (2) eingesetzt und nach der Wellenlänge A aufgelöst, ergibt für die Länge der de-Broglie-
schen Welle in Vakuum

A = — (4)
]/2meeU

Mit den vorgegebenen Werten folgt

1/2 • 9,11 • 10~31 • 1,6 • IO-19 • 50

Im Kristall ist die Länge der DE-BROGLiEschen Welle

Bild 1.2.13. Reflexion und Brechung
von Strahlen an parallelen Netzebenen

Die unterschiedlichen Wellenlängen für das Vakuum und für den Kristall bedingen, daß die
BRAGGsche Gleichung für Elektronenstrahlen eine andere Form hat als nach (1.2./20) bzw. (1.2./21)
für Röntgenstrahlen.
Nach Bild 1.2.13 beträgt der optische Gangunterschied As zwischen dem an der Kristallober-
fläche und dem an der ersten parallelen Netzebene reflektierten Strahl unter Berücksichtigung der
Brechzahländerung

As = 2{nBC - BV) = 2 ( - BÄ cos ƴ&
\sin#

Nach Bild 1.2.13 ergibt sich hieraus weiter

2d
As = -----r (n — cos & cos . (6)

sin &

Zwischen dem Glanzwinkel & an der Kristalloberfläche und dem Glanzwinkel & an der ersten
parallelen Netzebene besteht nach dem Brechungsgesetz die Beziehung

n COS ftcos & = ------- . (7)
n
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Damit erhalten wir

sin ft = V1 — cosa ft = 1/1 — C° S (8)
|/ n 2

Wir setzen (7) und (8) in (6) ein, was auf

As = ]/n2 — cos2 ft (9)

führt. Sollen sich die reflektierten Wellen durch Interferenz verstärken, so muß der Gangunter-
schied benachbarter Strahlen ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlänge 2 sein:

As = U mit 1 = 0 ,1 ,2 , . . . .  (10)

Aus (9) und (10) folgt als Braggsche Gleichung für Elektronenstrahlen

2d n 2 - cos2 ft = IX {l = 0, 1 ,2 ,  . . .)  . (11)

Kennt man die Glanzwinkel ft des einfallenden Elektronenstrahls, für die ein Bildpunkt auftritt,
d. h. eine Verstärkung der gebeugten Strahlung durch Interferenz erfolgt, so kann man daraus
die Brechzahl n bestimmen :

/ 72 Q2

n = 1 /  ----- + cos2 ft. (12)
|/ 4<52

Mit den nach Beispiel 1.2.4 und auf Grund der Messung vorliegenden Größen folgt, wenn man
den Meßwert ft = 43°30' der Ordnung l = 1 zurechnet,

/ 0,1 742

n = 1/ — ---------F 0,7252 = 0,84.
|/ 4-0,203 2

Hiernach wäre n < 1 und damit T7pot positiv im Gegensatz zu anderen Meßergebnissen für
leitende Kristalle, bei denen stets n > 1 und J7pot < 0 ist. Rechnet man dagegen den Meßwert
der Ordnung 1 = 2 zu, so ergibt sich

n = , /4 • 0,1 742 
52 =

|/ 4 • 0,2032

Durch Auflösen von (1) nach J7pot erhält man

7Fpot =lF ki n( l -n 2) .  (13)

Mit den vorliegenden Werten folgt

pot = (1 - M2 2 ) 50 eV = -12,7 eV.

1.2.4. Streuung an zusammengesetzten Gittern

Die Interferenzbedingungen von v. Latte und die ihnen äquivalenten Interferenzbedingungen
von Bragg gelten für die Streuung an den periodisch angeordneten identischen Kristallbau-
steinen eines einfachen Gitters. Diese Bedingungen enthalten keine Aussage über die Intensität
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der gestreuten Strahlung. Um allgemein die Intensität für zusammengesetzte Gitter zu bestim-
men, hat man nicht nur die Streuung durch die einzelnen verschiedenen Kristallbausteine (Atome
oder Ionen) zu berechnen; es muß auch die Elektronenverteilung bestimmt werden, um die von
den Elektronen verursachte Streuung berücksichtigen zu können.
Besteht das zusammengesetzte Gitter aus gleichen Atomen, so kann man die Streuung durch die
Elektronen und die Streuung durch die periodisch angeordneten Atome oder Ionen unabhängig
voneinander berechnen und die Intensität der gestreuten Strahlung in zwei darauf zurückgehende,
voneinander unabhängige Funktionen zerlegen. Bestimmen Sie auf Grund dessen die Intensität
der Interferenzmaxima (1 0 0), (1 1 1), (2 1 0), (3 0 0) eines kubisch-raumzentrierten Gitters, das
aus identischen Kristallbausteinen besteht.

Lösung:

Die in der Elementarzelle enthaltenen r Bausteine seien bezüglich ihrer Lage durch die Vektoren

a v = u va 1 + vva 2 + wva 3 (y = 4 ,  2, . . . ,  r) (1)

bestimmt. Die Interferenzmaxima der Untergitter, d. h. der von den einzelnen Bausteinen ge-
streuten Strahlung, folgen wie beim einfachen Gitter aus den LAUEschen Interferenzbedingungen
(1.2. /I) bis (1.2./3). Dabei ist die Phasenverschiebung Ag? zwischen den Untergittern zu berück-
sichtigen.
Es bezeichne

/4= /Ä> Ä2’ Äs)

die Amplitude der von den Netzebenen A Ag) des v-ten Untergitters gestreuten Strahlung,

F = F(hlf  h2 , A3 )

die Amplitude der von den (hjiji 3 ) -Netzebenen sämtlicher Untergitter des zusammengesetzten
Gitters gestreuten Strahlung. &<pv sei der Phasenunterschied, den Strahlen, die am v-ten Unter-
gitter gestreut werden, gegenüber Strahlen aufweisen, deren Streuung an den Koordinaten-
ursprungspunkten der Elementarzellen erfolgt. Mit diesen Bezeichnungen folgt

J’ = J(ä 1, ä 2J 3 ) = S /> a (2)
V

F wird als Strukturamplitude bezeichnet.
Die Phasendifferenz folgt aus

Ay, = (3)

Hierin können wir (1) einsetzen und erhalten

2tt
A?>„ = — + v„a2 + w„a3 } • (n -n 0). (4)

Z

Auf Grund der LAUEschen Interferenzbedingungen (1.2./1) bis (1.2./3) ergibt sich weiter

— 2k(A1wj, +.h2vv + h3wv ). (5)
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Die Intensität der gestreuten Strahlung wird durch den Strahlenfaktor

FF* = |F(Ä1? Ä2, ä3)P

bestimmt. Wir setzen (5) in (2) ein und bilden den Ausdruck FF*, wobei F* den konjugiert kom-
plexen Wert von F bezeichnet. Es folgt

2 r 2
S f v sin 2tu(ä124„ 4- h2vv 4- A3w„) .FF* = S f v cos 2k(A1u1, + h2vv 4- h3wv )

(6)
Wird das zusammengesetzte Glied von gleichen Kristallbausteinen gebildet, so gilt

/2 = ••• = / . (7)

Man kann daher im Falle gleicher Kristallbausteine

3 2'

S sin 2k(ä 1 + h2vv 4- h3wv )
v = l

(8)

r 2
X cos 2tv(ä1 wj, + h2vv 4- Agwjf 4-

schreiben
Faßt man das kubisch-raumzentrierte Gitter als aus zwei einfachen kubischen Gittern zusammen-
gesetzt auf (vgl. 1.1.2.), so ergeben sich für u v , vv , wv die Werte

= 0 ,  v± = 0 ,  = 0 ;  u 2 = — , v2 = — , w2 = — .
2 2 2

Damit folgt
|F(Ai, h2 , A3 )| 2 = FF* = |/ |  2 [|1 4" cos 4~ 2 4- 3)l 2 4~ |sin 77 ( 1 4~ 2 4~ 3) I 2] •

(9)
Für die MiLLERschen Indizes (10  0), (2 1 0), (3 0 0) ist + h2 4- Ä3 ungerade. Daher folgt

cos KfAi 4- 2 4- 3) = ~ 1 , sin t: 4- h2 4- h3 ) = 0
und somit

FF* = 0 .  (10)

Im kubisch-flächenzentrierten Gitter, das aus identischen Kristallbausteinen besteht, sind die
Interferenzmaxima, für die die Summe der MiLLERschen Indizes ungerade ist, also (1 0 0), (1 1 1),
(3 0 0), . . . ,  nicht zu beobachten. Die Intensität dieser Beugungsmaxima ist Null.

Aufgaben

A 1.2.1. Welche Röntgenwellen liefern bei der Beugung durch einen Silberkristall Beugungs-
maxima (a = 0,408 nm)? Geben Sie die fünf längsten Wellen für g3 = — 1 an. Der
einfallende Strahl habe die Richtung [10  0].

A 1.2.2. In einem kubischen Kristall schneidet eine Netzebene die Basisachsen so, daß die
Abschnitte x3 = a, = —a, = 2a entstehen. Bestimmen Sie die MiLLERschen
Indizes dieser Fläche.

A 1.2.3. Bestimmen Sie die Richtungscosinus der Flächennormalen auf der durch die
MiLLERschen Indizes (13  5) bestimmten Netzebene bei einem kubischen Gitter.

A 1.2.4. Welche Abstände haben die Netzebenen (1 3 5) in Silber (a = 0,408 nm)?
A 1.2.5. Wie lauten die MiLLERschen Indizes der 1/, z-Ebene?

4 Schilling, Festkörperphysik
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A 1.2.6.

A 1.2.7.

A 1.2.8.

A 1.2.9.

A 1.2.10.

A 1.2.11.

A 1.2.12.

Bestimmen Sie die Glanzwinkel, für die Licht der Wellenlänge A = 0,250 nm an
einem Silberkristall gebeugt wird.
Bestimmen Sie die Wellenlänge der DE-BROGLiEschen Welle eines Elektrons, das
durch ein elektrisches Feld der Spannung 100 V beschleunigt wird.
Ein Elektron wird durch ein elektrisches Feld mit der Spannung 100 V beschleunigt
und fällt danach auf Aluminium. Die Reflexion an der (1 1 0) -Ebene ergibt einen
Bildpunkt, den man unter dem Glanzwinkel # = 7,7° beobachtet. Berechnen Sie
daraus das Potential der Elektronen in Aluminium. Wie groß ist die Brechzahl?
Treffen a-Strahlen auf Berylliumkerne, so entstehen neben Kohlenstoffkernen
Neutronen, die eine Anfangsgeschwindigkeit von 4,7 • 106 m s-1 haben. Geben Sie
ihre DE-BROGLissche Wellenlänge an und vergleichen Sie diese mit den Abmessun-
gen in einem Kristallgitter. Die Neutronenmasse beträgt m n = 1,67 • 10-27 kg.
Welche kinetische Energie (in eV) und welche Geschwindigkeit dürfen Neutronen
nicht überschreiten, wenn ihre DE-BnoGLiEsche Wellenlänge nicht kleiner als
0,1 nm, d. h.  mindestens in der Größenordnung der Gitterkonstanten, sein soll?
Bestimmen Sie für Nickel den Glanzwinkel, für den die Reflexion von Neu-
tronenstrahlen an der (11  1) -Ebene einen Bildpunkt ergibt, wenn die de-Broglie-
sche Wellenlänge a) 0,1 nm, b) 0,0001 nm beträgt (lkpot = — 16 eV, Werte nach
Tab. 1.1.1).
Untersuchen Sie die Strukturamplitude für das kubisch-flächenzentrierte Gitter
und bestimmen Sie die Reflexionsebenen mit der Strukturamplitude Null. Wie
liegen die Verhältnisse für die Ebenen (110)  und (1 1 1)?



3. Mechanische und thermische Eigen-
schaften idealer Kristalle

2.1. Kräfte und Bindungsenergien

E Einführung

W echselwirkungskräfte und Gitterpotential

Die physikalischen Eigenschaften eines Kristalls hängen nicht mir von der geo-
metrischen Struktur des Kristallaufbaus, sondern im gleichen Maße von den zwischen
den Bausteinen auf tretenden Wechselwirkungskräften ab. Sie besitzen, wie sich all-
gemein beweisen läßt, ein Potential

U—U(r ) .  (1)

Es ist in der Regel auf ein Kilomol des Kristalls bezogen und kann als Funktion
des Abstandes r zwischen zwei benachbarten Kristallbausteinen dargestellt werden.
Für die Wechselwirkungsenergie eines herausgegriffenen Teilchens schreibt man

e = g(r). ( l a )

Sie hängt mit dem Gitter- bzw\ Kristallpotential gemäß

U = N os(r) ( lb)

zusammen, wobei Wo die Anzahl der Kristallbausteine je Kilomol angibt. Die im
Kristall wirkenden Kräfte lassen sich somit auf die Betrachtung zweier Bausteine
O und A zurückführen. Für die zwischen ihnen wirkenden Kräfte erhält man

dp t
F = — grad e(r) = - — - . (2)

Darin bedeutet r den Vektor vom Baustein 0 zum betrachteten Baustein A (vgl.
Bild 2.1.1).
Im Falle

> 0 bzw. -f- > 0 (3)dr dr

4*
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sind F und r einander entgegen gerichtet. Wachsendes Potential mit wachsendem
Abstand der Kristallbausteine kennzeichnet daher Anziehungskräfte innerhalb des
Kristalls. Dagegen werden Abstoßungskräfte durch ein mit wachsendem Abstand
fallendes Potential

dU . de n—ƴ— < 0 bzw. —— < 0
dr dr (4)

charakterisiert. Stabiles Gleichgewicht besteht, wenn das Kristallpotential ein
Minimum annimmt :

= 0, >0 . 5)

Sollen die Atome oder Ionen einen stabilen Kristall bilden, so muß ihr Wechsel-
wirkungspotential U (r) ein Minimum nach Kurve 3 in Bild 2.1.1 aufweisen: Eür
kleine Abstände r überwiegt die Abstoßung, für große die Anziehung; dazwischen
befindet sich der Gleichgewichtsabstand r = rQ mit dem Potentialminimum.

Bild 2.1.1. Potential der Wechselwirkungskräfte.
1 Abstoßungspotential, 2 Anziehungspotential, 3 LENNARD-JoNES-Potential
aus anziehendem und abstoßendem Term

Ein Potential der Form 3 nach Bild 2.1.1 kann durch einen anziehenden und einen
abstoßenden Term aufgebaut werden. Nach Lennard-Jones geht man zur Dar-
stellung des Gitterpotentials von dem Ansatz

I7(r) = - — + —v ' r m 1 
r n (6)

aus. A,  B, m, n sind darin positive Parameter. Der erste Summand charakterisiert
die Anziehung, der zweite die Abstoßung. Da für kleine Abstände r < r0 die Ab-
stoßung überwiegen muß, folgt

n > m . (7)
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Die Parameter A und B sind über den Gleichgewichtsabstand r = rQ miteinander
verknüpft. Nach. (5) muß die Beziehung

bestehen, woraus

B ƴ= — rQ
n~m (5b)

n

folgt. Das Wechselwirkungspotential zwischen zwei Teilchen wird daher vielfach
in der Form

dargestellt. Der Kristallparameter o kann aus dem Gleichgewichtsabstand' r0 be-
stimmt werden, während der Kristallparameter e aus der Gitter- bzw. Bindungs-
energie UQ = U(rQ ) hervorgeht. UQ ist negativ.
Das Abstoßungspotential

Pab = (8a)

wird in erster Linie durch die wechselseitige Durchdringung der Elektronenhüllen
verursacht. Von den Atomkernen gehen Kräfte aus, die abstoßend oder, wie die
Quantentheorie für bestimmte Bindungszustände zeigt, als Folge von Austausch-
effekten anziehend wirken können. Beispiel für eine hierdurch bedingte starke gegen-
seitige Anziehung ist das Wasserstoffmolekül H2 , bei dem die Elektronen gleichzeitig
beiden Atomen angehören (vgl. Beispiel 2.1.3).
Das Potential der gegenseitigen Anziehung

n = -A  (8b)

wird verursacht durch 7

1. lonenbindung (heteropolare bzw. elektro valente Bindung),
2. kovalente Bindung (homöopolare Bindung bzw. Atombindung),
3. Metallbindung,
4. VAN-DEB-WAALSsche Bindung.

Die meisten in Kristallen bestehenden Bindungen sind Mischzustände zwischen
diesen vier Bindungstypen.

lonenbindung

lonenbindung M+X~ tritt vorwiegend bei Alkalihalogenid-Kristallen, insbesondere
NaCl, KCl, CsCl auf. Die Kristallbausteine werden von positiv geladenen Kationen
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M+ , z. B. Natriumiorien Na+, und negativ geladenen Anionen X“, z. B. Chlorionen
Cb, gebildet.
Bei der Beurteilung der Stabilität eines Kristalls kommt der Energiebilanz die
entscheidende Bedeutung zu. Die Entstehung von Ionen aus neutralen Atomen ist
mit einem Energieumsatz verknüpft, der in die Energiebilanz eingeht :
Bei der Bildung eines Kations M+ aus dem freien Atom M hat man die lonisierungs-
arbeit aufzuwenden (vgl. Tabelle 2.1.1). Die Bildung eines Anions X“ aus dem
freien Atom X setzt im allgemeinen Energie frei, die als Elektronenaffinität Ex
bezeichnet wird (vgl. Tabelle 2.1.1). Negative Elektronenaffinität, z. B. für Ne, be-
deutet, daß die Anionenbildung eine Energieaufwendung erfordert.
Bei der lonenbindung aus zwei elektrisch neutralen, freien Atomen wird in den
meisten Fällen die lonisierungsarbeit J M nicht durch die Elektronenaffinität Ex
gedeckt. Befinden sich die beiden Teilchen in einer derart großen Entfernung von-
einander, daß Wechselwirkungskräfte vernachlässigt werden können, so ist im
System aus Kation und Anion eine Energie gespeichert, die gleich der Differenz

— Ex zwischen der lonisierungsenergie und der Elektronenaffinität ist. Sie ist
aufzuwenden, wenn das System aus Kation und Anion wieder in zwei neutrale Atome
zurückverwandelt werden soll.

Beispiel 2.1.1. lonisierungsspannung und Elektronenaffinität

Für Natrium beträgt die lonisierungsenergie nach Tabelle 2.1.1 = 5,09 eV, für Chlor die
Elektronenaffinität E x = 3,70 eV. Das System aus den beiden Ionen Na+ und CI“ enthält daher,
wenn sich beide in einem großen Abstand voneinander befinden, so daß Wechselwirkungskräfte
vernachlässigt werden können, eine gespeicherte Energie von — E x = 1,39 eV.

Rücken die beiden Ionen zusammen, so treten Wechselwirkungskräfte zwischen
ihnen in Erscheinung. Die entgegengesetzten Ladungen führen bei Ionen mit Z
Elementarladungen zu der elektrostatischen Anziehungskraft

Z 2e 2 r
Ft? = ---------------------

4ne 0r
2 r

bzw. dem elektrostatischen Anziehungspotential

47ce0r

Ihm wirkt das im wesentlichen von den Elektronenhüllen verursachte Abstoßungs-
potential (8 a) entgegen. Im Gleichgewichtsabstand r0 heben sich die aus den Poten-
tialen abgeleiteten Anziehungs- und Abstoßungskräfte auf. Für r > r0 überwiegt
dagegen die Anziehung. Gegen sie ist eine Arbeit aufzuwenden, wenn man die Ionen
voneinander trennt, den Kristall also in seine lonenbestandteile zerlegt. Sie ist mit
der Gitterenergie UQ = U(rQ ) = — fJMX identisch (vgl. Tab. 2.1.2).

Born-Haberscher Kreisprozeß

Die Gitterenergie kann experimentell nicht unmittelbar gemessen werden. Ihre Be-
stimmung erfolgt über den Born-Haberschen Kreisprozeß (vgl. Bild 2.1.2).
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Kür den Zerfall des Kristalls MX in die Ionen M+ und X“ ist die Gitterenergie — U x
aufzuwenden. Bei der Umwandlung der Ionen M+ in neutrale Atome M wird die
lonisierungsenergie frei, während die Umwandlung der Ionen X - in die neutralen
Atome X im allgemeinen eine Energieaufwendung erfordert. Sie entspricht der
Elektronenaffinität Ex .

Bild 2.1.2. BoRN-HABERscher
Kreisprozeß

Die neutralen Metallatome bleiben bei Zimmertemperatur nicht als Metalldampf er-
halten, sondern schlagen sich als feste Substanz nieder. Dabei wird an die Umgebung
die Sublimationsenergie abgegeben. Der Prozeß der Bildung von Gasmolekülen
X 2 aus den Atomen X bewirkt, daß die Dissoziationsenergie Dx frei wird.
Durch Reaktion des Gases X 2 mit dem Metall M entsteht, den Kreisprozeß voll-
endend, wieder der Kristall MX. Dabei wird die Reaktionsenergie Qmx an die Um-
gebung abgeführt. Man erhält somit die Energiebilanzgleichung

— MX + — X + + £>X + OmX — 0. (10)

In das System einfließende Energien sind negativ, ausfließende Energien positiv
gerechnet.
lonisierungsspannung und -energie lassen sich aus elektrischen Messungen genau
bestimmen. Dagegen bestehen bei den Angaben über die Elektronenaffinität Ex

größere Differenzen. Die Sublimationsenergie &M und die Reaktionsenergie
können durch thermochemische Untersuchungen bestimmt werden, während die
Dissoziationsenergie Dx aus den Molekülspektren der Gase berechnet werden kann.
Bei Kenntnis dieser Größen läßt sich die Gitterenergie — UMX aus (10) berechnen.

Beispiel 2.1.2. Born-Haber scher Kreisprozeß für Steinsalz

Die lonisierungsenergie für Natrium beträgt nach Tab. 2.1.1 = 5,09 eV/Atom. Umgerechnet
erhält man 117,1 kcal mol-1 bzw. 490 kJ mol-1 . Für die Elektronenaffinität des Chlors folgen
85,1 kcal mol-1 = 356 kJ mol-1 . Als Sublimationsenergie des Natriums hat man 22,8 kcal mol-1

= 95 kJ mol-1 , als Dissoziationsenergie des Chlors 56,9 kcal mol-1 = 238 kJ mol-1 einzusetzen.
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Bei der Rechnung ist zu berücksichtigen, daß zur Bildung eines Mols NaCl nur ein halbes Mol Cl 2
erforderlich ist. Die Bildungsenergie des Natriumchlorids beträgt QMX = 99,4 kcal mol-1

= 416 kJ mol-1 . Daraus erhält man nach (10) für die Gitterenergie

MX = ( l i 7  , l  “ 85,1 + 22,8 + 28,4 + 99,4) kcal mol-1

= 182,6 kcal mol-1 = 764 kJ mol-1 bzw.

= (490 - 356 + 95 + 119 + 416) kJ mol" 1 = 764 kJ mol-1 ,

d.  h. Uq = —182,6 kcal mol-1 = 764 kJ mol-1 .

Soll der Kristall stabil sein, so muß die Reaktionsenergie QMX positive Werte an-
nehmen. Die Verbindung ist um so stabiler, je größer QMX ist. Nach (10) besteht die
Voraussetzung für große Werte der Reaktionsenergie

Cmx = mx — ( m — x) — &x ~ Dx (11)

darin, daß die Gitterenergie t/ MX den Energieaufwand für Ionisierung — Ex ,
Sublimation $ M und Dissoziation Dx wesentlich übersteigt. lonenkristalle besitzen
in der Regel eine Gitterenergie, die um so größer ist, je kleiner der Abstand zwischen
nächsten Nachbarn ist bzw. je größer die lonenladungen sind (vgl. Tabelle 2.1.2).
Auf Grund ihrer starken Bindungskräfte zeigen sie nur eine geringe Kompressibilität.

Kovalente Bindung
Bei der kovalenten Bindung gehören Elektronen gleichzeitig mehreren Atomen an.
Sie tritt zwischen Atomen auf, die ein Elektronenpaar mit zwei antiparallelen Spins
bilden können (vgl. Bild 2.1.3), z. B. zwischen zwei Wasserstoffatomen bei der

Bild 2.1.3. Elektronenbahnen bei Übergangszuständen zwischen lonenbindung
und kovalenter Bindung.
a) ideale lonenbindung
b) Übergangszustand mit überwiegender lonenbindung
c) Übergangszustand mit überwiegender Kovalenzbindung
d) ideale Kovalenzbindung
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Bildung des Wasserstoffmoleküls H2 . Eine quantitative Erklärung der kovalenten
Bindung ist nur durch quantentheoretische Überlegungen möglich. Die klassische
Physik versagt.
Für die kovalente Bindung zwischen zwei Atomen ist allein die Möglichkeit, ein
Elektronenpaar mit zwei antiparallelen Spins zu bilden, maßgeblich, nicht die tat-
sächliche Existenz der beiden Elektronen. Kovalente Bindung tritt daher auch bei
einfach ionisierten Molekülen mit nur einem umlaufenden Elektron auf, z. B. bei
einfach ionisierten Wasserstoffmolekülen.

Beispiel 2.1.3. Die kovalente Bindung des Wasserstoffs

Das einfach ionisierte Wasserstoffmolekül besteht aus zwei Protonen, die von einem Elektron
umkreist werden. Die Bindungsenergie des einzelnen Elektrons an die beiden Protonen ist größer
als die an eine positive Ladung beim H-Atom. Dagegen wirkt der Bindung an die beiden Protonen
deren elektrostatische Abstoßung entgegen. Insgesamt überwiegt jedoch die Anziehung zwischen
dem Elektron und den Protonen.
Beim einfach ionisierten Wasserstoffmolekül H 2+ beträgt die Bindungsenergie zwischen den
Kernen 2,65 eV. Wird sie aufgebracht, so zerfällt das ionisierte Molekül in ein elektrisch neutrales
Wasserstoff atom und ein Wasserstoffion.
Für das neutrale Wasserstoffmolekül ist die Bindungsenergie zwischen den Kernen gleich
4,48 eV. Dabei kommt die geringe Abstoßung zwischen den beiden umlaufenden Elektronen zur
Wirkung.

Bei einwertigen Elementen, z. B. Natrium oder Chlor, lassen sich durch Kovalenz-
bindung jeweils nur zwei Atome miteinander koppeln. Im Kristallgitter solcher
Substanzen stellen daher andere Kräfte die Verbindung untereinander her. Dagegen
treten keine Strukturen aus einwertigen Elementen mit einheitlichem Bindungs-
charakter auf.
Auch bei zweiwertigen Elementen, wie z. B. Sauerstoff, bauen die Atome zwar
geschlossene Ringe und Ketten auf. Strukturen mit einheitlicher Kovalenzbindung
sind jedoch nicht bekannt. Dagegen ergibt sich diese Möglichkeit aus der Elektronen-
konfiguration für die Elemente der vierten Gruppe (Kohlenstoff, Silizium, Ger-
manium) des Periodensystems der Elemente sowie für Verbindungen zwischen drei-
und fünfwertigen Elementen, z. B. für GaAs und InSb (vgl. A 2.1.4).

Beispiel 2.1.4. Kovalente Bindung des Kohlenstoffs

Das Kohlenstoffatom C tritt in chemischen Verbindungen im angeregten Zustand (ls) 2 (2s) 1 (2p) 3

auf, d. h., es befinden sich zwei Elektronen im Is-Zustand (Hauptquantenzahl n = 1, Neben-
quantenzahl l = 0), ein Elektron im 2s-Zustand (n = 2, 1 = 0), drei Elektronen im 2p-Zustand
(n = 2, l = 1). Der normale Zustand atomaren Kohlenstoffs ist dagegen nach Tab. 2.1.6 durch
(ls) 2 (2s) 2 (2p) 3 gekennzeichnet.
Die Spins der beiden Elektronen im ls-Zustand müssen auf Grund des Pauli-Prinzips anti-
parallel sein und kommen daher für eine Elektronenpaarbildung mit Elektronen anderer Atome
nicht in Frage. Dagegen sind die vier Elektronen im 2s-Zustand bzw. 2p-Zustand in ihren vier
Quantenzahlen n, l, m, s nicht abgesättigt: für das Elektron im 2s-Zustand ist m = 0, s kann

gleich + — oder ----— sein. Die Elektronen im 2p-Zustand können die magnetischen Quanten-
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zahlen m = +1, 0, —1 annehmen, für jeden dieser Zustände kommen die Spinquantenzahlen
, 1 , 1 .

H----- oder ------ m Frage.
2 2

Im angeregten Zustand sind daher vier Elektronenpaarbildungen mit anderen Atomen möglich:
Kohlenstoff tritt in Verbindungen vierwertig in Erscheinung, und zwar im angeregten Zustand.
Der Diamantkristall besteht aus C-Atomen im Zentrum je eines Tetraeders, dessen Ecken eben-
falls mit C-Atomen besetzt sind (vgl. Bild 1.1.7).

Wie aus Beispiel 2.1.3 hervorgeht, liegt die Bindungsenergie bei der Kovalenz-
bindung in der gleichen Größenordnung wie bei der lonenbindung. Bezüglich der
mechanischen Eigenschaften, wie z. B. Härte, Festigkeit, Schmelztemperatur,
thermische Ausdehnung, treten zwischen lonengittern und Gittern mit kovalenter
Bindung daher keine wesentlichen Unterschiede auf. Sowohl bei homöopolaren als
auch bei heteropolaren Bindungen variieren die mechanischen Eigenschaften inner-
halb weiter Grenzen.

Metallbindung

Bei der metallischen Bindung gehören Valenzelektronen dem Kristall als Ganzes an,
in dem sie sich frei bewegen können. Sie sind nicht mehr, wie bei der Kovalenz-
bindung, speziellen Atomgruppen zugeordnet. Metallbindung tritt bei Elementen auf,
in deren äußerer Schale nur wenig Elektronen enthalten sind, z. B. bei Silber (1),
Kupfer (1), Natrium (1), Kalium (1), Eisen (2), Nickel (2) (vgl. Tabelle 2.1.6). Sie
besitzen auf Grund dessen charakteristische physikalische Eigenschaften: große
elektrische und Wärmeleitfähigkeit, große Absorption gegenüber elektromagneti-
schen Wellen, große Plastizität.
Nach dem Modell des Metalls von Drude besteht dieses aus einer regelmäßigen An-
ordnung positiv geladener Ionen, zwischen denen sich die Valenzelektronen als
Elektronengas ausbreiten und frei bewegen.
Das Elektronengas verhält sich nach den Gesetzen der FERMi-DiRAC-Statistik (vgl.
3.3.). Die Bindung wird somit durch die kollektive Anziehung zwischen den positiv
geladenen Metallionen des Gitters und dem elektrisch negativen Elektronengas be-
wirkt. Sie ist wie die lonenbindung kugelsymmetrisch und wirkt nach allen Richtun-
gen gleichmäßig. Bei metallischen Strukturen besteht daher, wie bei der lonen-
bindung, die Tendenz nach möglichst dichten Packungen.

Van-der-Waalssche Kräfte

In Atomen und Molekülen sind die elektrischen Ladungen nicht starr an einen be-
stimmten Platz gebunden, sondern bewegen sich periodisch. Das nach außen hin
elektrisch neutrale Atom oder Molekül stellt bei genauerer Betrachtung einen Dipol
mit veränderlichem elektrischem Moment, d. h. einen Oszillator, dar.
Sind zwei solche Oszillatoren nahe benachbart, so tritt zwischen ihren elektrischen
Ladungen eine Wechselwirkung auf. Als Folge davon werden Kräfte ausgelöst, die
man als van-der-Waalssche bzw. Dispersionskräfte bezeichnet. Sie können aus der
Änderung der Gesamtenergie gegenüber dem Zustand völliger Trennung abgeleitet
werden.
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Nach Untersuchungen von London ist das Wechselwirkungspotential van-der-
WAALSscher Kräfte der sechsten Potenz des Abstandes entgegengesetzt proportional :

const
t/ vdw = r6 (12)

VAN-DER-WAALSsche Kräfte sind in sämtlichen Kristallen vorhanden. Ihre Intensität
ist jedoch gering, so daß sie bei der Berechnung der Anziehungskräfte vielfach ver-
nachlässigt werden können. Ausschließlich auf VAN-DER-WAALSschen Kräften be-
ruhen die Bindungskräfte in kristallisierten Edelgasen. Die geringe Intensität
dieser Kräfte (vgl. Tabelle 2.1.2) wirkt sich hier in Eigenschaften wie geringer Härte,
niedrigem Schmelzpunkt und großer thermischer Ausdehnung aus.

p Probleme

2.1.1. Madelung-Konstante

Berechnen Sie die Bindungsenergie für ein Ion im Steinsalzkristall NaCl, wenn nur die elektro-
statischen Kräfte berücksichtigt werden. Der Abstand nächster Nachbarn im Steinsalzkristall ist
gleich der halben Gitterkonstanten.

Lösung:

Im kubischen Gitter des Steinsalzkristalls wechseln positive Natriumionen mit negativen Chlor ?
ionen. Hierdurch werden auf ein herausgegriffenes Ion abwechselnd Anziehungs- und Abstoßungs-
kräfte ausgeübt. Die Entfernungen zwischen den einzelnen lonenschwerpunkten sind durch
das Gleichgewicht dieser Kräfte bestimmt. Andere Kräfte, die bei der Bindung des lonengitters
mitwirken, können in erster Näherung unberücksichtigt bleiben.
Der elektrostatische Anteil der Gitterenergie des lonengitters wird in der Form

er = -L . 1 s ’iS. (i + j) (i)
47V£0 2 i t  j

geschrieben. Die Summierung erstreckt sich sowohl bezüglich i als auch bezüglich j über alle

Ionen des Gitters. Der Faktor — ist zu setzen, da bei der Summierung jedes Paar zweimal auf-
2

tritt, aber nur einmal gezählt werden darf.
Beim einfachen kubischen Gitter des Steinsalzkristalls beträgt der Abstand zwischen nächsten
Nachbarn

(vgl. Bild 1.1.6). Sie haben entgegengesetzte elektrische Ladungen. Die übernächsten Nachbarn,
die die gleiche Ladung wie das betrachtete Ion tragen, befinden sich im Abstand

= 4 1/2 = V2 r0 . - (3)
Za
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Bei den drittnächsten Nachbarn ist die Ladung wieder entgegengesetzt, ihr Abstand vom be-
trachteten Ion beträgt

r2 = y ]/3 = ]/3 r0 . (4)

Allgemein haben die w-ten Nachbarn des herausgegriffenen Ions mit der Ladung q den Abstand

rn -i = -y V» = V» »o (5)

und tragen die Ladung

= ( -1 )”? .  (6)

q ist hier gleich dem positiven oder negativen Wert der Elementarladung e.
Die Bestimmung der Zahl n-ter Nachbarn erfordert beim einfachen kubischen Gitter, die Zahl
möglicher Lösungen für die Gleichungen

2 + 2/2 + z2 = r2 (r2 = 1, 2, 3, . . .) (7)

mit ganzzahligen Werten x, y, z zu bestimmen. Man erhält z. B. für r = 1 die Lösungen

1 ,0 ,0 ;  0, 1 ,0 ;  0, 0, 1 ;  -1, 0, 0 ;  0, -1, 0 ;  0, 0, -1,

d.  h. sechs nächste Nachbarn:

z-l = 6 .  (8a)

Ebenso erhält man

z2 = 12, z 3 = 8 ,  z4 = 6 ,  z5 = 24, z6 = 24. (8)z2 = 12, z 3 = 8 ,  z4 = 6 ,  z5 = 24, z6 = 24. (8)

Enthält der Kristall N o Kationen und 2V0 Anionen, so ergibt sich nach (1) für die gesamte elektro-
statische Gitterenergie

u = - aV 0Z2e2

47ve0r0
0)

bezogen auf ein Ion

e = — ƴ

Darin heißt

ocZ2e2

87teo>-o
(10)

6
(X = — - +

8

V3

24

V5 V6
(11)

die MADELUNG-Konstante des Steinsalzgitters. Die Reihe (11) konvergiert, jedoch .sehr langsam.
Zur Vereinfachung der Berechnung werden die Ladungen geeignet zusammengefaßt, so daß fast
neutrale Ladungsgruppen entstehen (vgl. A 2.1.11). Für den Steinsalzkristall erhält man bei
Fortführung der Reihe schließlich die MADELUNG-Konstante

a = 1,7476.
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Mit den vorgegebenen Werten folgt aus (10) für die elektrostatische Bindung eines Ions

1,75 • (1,60 • 10~19 ) 2
eV=-  4,46 eV.

8 • 3,14 • 8,85 • 10- 12 • 2,82 • 10 -10 • 1,60 • IO"19e =

2.1.2. Gitterenergie und Kompressibilität des lonenkristalls

Die Wechselwirkung der Elektronenschalen benachbarter Ionen wird im Kristallpotential durch

einen Abstoßungsterm der Form — berücksichtigt, n liegt für die verschiedenen Kristalle

zwischen 5 und 15. Für den Steinsalzkristall ist n = 8,9. Die Wirkung des Zusatzterms klingt
daher mit zunehmender Entfernung rasch ab.
Bestimmen Sie die Gitterenergie des Steinsalzkristalls unter Berücksichtigung des Abstoßungs-
terms. Leiten Sie eine Formel für die Kompressibilität k des Kristalls ab und berechnen Sie
diese. Die MADELUNG-Konstante ist für NaCl mit a = 1,75 einzusetzen; die Gitterkonstante
beträgt a = 0,564 nm.

Lösung:

Das Potential eines Ions ist durch

_L(  ± + ±)
4 \ r rn /

gegeben. Das positive Vorzeichen gilt für abstoßende Kräfte, d. h .  für gleiche Ladungen, das
negative für ungleiche elektrische Ladungen.
Durch Summierung über die Wechselwirkung sämtlicher Ionen folgt für das Gitterpotential des
aus 2N 0 Ionen bestehenden Kristalls

r = (1)
2 4k£0 \ r rn /

Die Größe B kann aus dem kleinsten Abstand zweier Ionen bestimmt werden, für den das Gitter-
potential ein Minimum annimmt :

Es ergibt sich

/d !7 \  _ N q /<xZW _ nB \ _ f)

\ dr / r .  \ r o2 r’ I+1 /

woraus folgt
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Wir setzen (4) in (1) ein und erhalten

(5)

Zu einem Elementarwürfel des Steinsalzkristalls gehören nach 1.1.1. acht Ionen. Das von 2NQ

eingenommene Volumen eines Kilomols ist daher

2N0a
3 _ NQa*

8 ” 4 (6)

Durch einen allseitig wirkenden Druck P wird das Volumen des Kristalls verringert, und man
erhält

V = — 7Voa 3 (l - <5) 3 ,
4

wobei (5 die relative Längenänderung angibt. Der äußere Druck bewirkt somit eine Veränderung
der Kantenlänge des Elementarwürfels von a auf a(l  — <5). Da ö < _ 1 ist, kann an Stelle von (7)
auch

7 = 4- o«3 (l - 3<5) (8)4

gesetzt werden.
<5 ist eine vorn äußeren Druck abhängige Größe. Nach (7) und (8) kann man unter der Voraus-
setzung <5 1 schreiben :

1
AF = — N 0a

3 A(1 - <3) 3 = - — N 0a 3 A<5. (9)
4 4

Die Kompressibilität h eines Stoffes gibt die relative Volumenänderung in Abhängigkeit von der
Druckänderung bei konstanter Temperatur an:

Bezeichnet AP = P den gesamten äußeren Druck und gibt AF  die hierdurch bewirkte Volumen-
änderung an (vgl. Bild 2.1.4), so kann (10) durch

AF
PV,

(11)

ersetzt werden.
Nach (8) und (6) ergibt sich

3<3
(12)

P
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Mit dem Zusammendrücken des Gitters ist eine Erhöhung der Gitterenergie verbunden. Hierfür
erhält man in Verbindung mit (9)

Atf(P) = -P 47  = — PN Qa? bö. (13)

Andererseits kann die Gitterenergie nach (1) berechnet werden. Setzt man in (1)

r = r(P) = r0 ( l  - <5) (14)

als Abstand zwischen nächsten Nachbarn bei der Einwirkung eines äußeren Druckes P ein, so
folgt

--------------5__\
4 \r 0[l - <5] / • / [ ! -

Bild 2.1.4. Relative Längenänderung ö durch äußeren
Druck infolge der Kompressibilität m des Kristalls

Hieraus kann analog (4) B eliminiert werden, indem das Verschwinden der ersten Ableitung für
r = r0 ( l  — ö) berücksichtigt wird. Damit erhält man

Z7(P) = - - 2- (—- ---------------------V (16)
4tt£0 r0 \1 — ö n(l — ö) n /

Durch Reihenentwicklung und Berücksichtigung der Glieder bis zur zweiten Ordnung folgt

U(P) = - (1 - — - 1 <32 . (17a)
47t60 r0 \ n 2 /

Den Energieanteil

87T€0r0

definiert man als Elastizitätsenergie. Sie ist auf ein Kilomol bezogen.
Eine Veränderung des Druckes wirkt sich auf die Größe ö und damit auf die Gitterenergie aus.
Hierfür ergibt sich nach (17) bzw. (17 a)

= (18)
47T£0r0
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Aus dem Vergleich von (13) und (18) folgt

__ 3tV6qPcI?Tq

~ aZ 2e2 (n - 1) ’

In Verbindung mit (12) ergibt sich damit für die Kompressibilität

9n:Eoa
3ra% — _____v v

aZ 2e2 (n - 1)

Für die Elastizitätsenergie erhält man nach (17 a) und (20)

9 N A aW

Bezieht man die Elastizitätsenergie auf die Volumeneinheit, so ergibt sich

(19)

(20)

(21)

(22)

Gleichung (20) kann nach n aufgelöst und damit über die Messung der Kompressibilität n das
Abstoßungspotential infolge der Wechselwirkung zwischen den Elektronenschalen bestimmt
werden. a

Für den Steinsalzkristall ist r0 = — , Z = 1. Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir daher

9tv • 8,85 • IO"12 • (0,564 • IO-9 ) 4

2 • 1,75 • (1,60 • 10- 19 ) 2 • 7,9
m2N-1 = 3,6 • 10“11 m2 N-1 .

Für die Gitterenergie, bezogen auf ein Kilomol, folgt aus (5)

rT 2 • 6,02 • 1026 • 1,75 • (1,60 • IO"19 ) 2 l .  1 \ .
U = -------------------------- ---------------— 1 1 ------- J kmor

4 • 3,14 • 8,85 • IO-12 • 0,564 • IO"9 \ 8,9/

= 7,63 • 108 J kmol-1 = 182 kcal mol-1 .

Der Meßwert über den BoRN-ÜABERschen Kreisprozeß für die Gitterenergie des Steinsalzes be-
trägt 182,6 kcal mol-1 . Aus dieser Übereinstimmung kann entsprechend dem zugrunde ge-
legten Modell auf eine beim Steinsalz überwiegend vorhandene lonenbindung geschlossen werden.

2.1.3. Gitterenergie des Van-der-Waals-Kristalls

Xenon hat kfz-Struktur (kubisch-flächenzentriertes Gitter). Seine Gitterenergie beträgt
3,83 kcal mol-1 = 16,0 kJ mol-1 . Der Abstand zwischen nächsten Nachbarn ist gleich 0,435 nm.
Berechnen Sie daraus die Parameter in der Potentialdarstellung nach Lennard -Jones.

Lösung:

Wir schreiben das Wechselwirkungspotential zwischen zwei Atomen des Van-der-Waals-
Kristalls nach (2.1.6a)
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Hierin können wir n = 12, m = 6 einsetzen. Bezogen auf ein Kilomol mit N = Teilchen folgt
als potentielle Energie des VAN-DER-WAALS-Kristalls

ü = —2N A e [s (—V- S (—) 12] ’
Lm Vifl i.j Vijf J (1)

Die Abstände zwischen einem herausgegriffenen Atom i und seinem Nachbarn j können in der
Form

r ij = r op ij (2 )

dargestellt werden. r0 bedeutet den Abstand zweier nächster Nachbarn. Es ist für das kubisch-
flächenzentrierte Gitter mit der Gitterkonstanten durch

»o = ± 2 a (3)

verknüpft.
Durch die Laufzahl j werden nacheinander sämtliche Atome durchlaufen, die das $-te Atom um-
geben. nimmt dabei nacheinander sämtliche Abstände ein, die im Kristall zwischen zwei
Gitterbausteinen auftreten, beginnend mit = r0 , d.  h.  P i?- = 1.
Summiert über sämtliche Kristallbausteine folgt für den kfz-Kristall

S G-V= S P 0 - 12 = 12,131, (4)

i l \  m

S — = £P- 6 = 14,454. (5)
i V t j /  3 f

Beide Reihen konvergieren sehr schnell.
(4) und (5) werden in (1) eingesetzt, womit sich für das Potential

/ CT12 <J6 \
U = 2NA e 12,131 - 14,454 (6)

\ r12 r0
6 /

ergibt. Der kürzeste Abstand zweier Kristallbausteine ist durch das Minimum des Potentials
bestimmt:

~ (7)

Im vorliegenden Fall ergibt sich, wenn gemeinsam auftretende Faktoren weggelassen werden,

g.13 0?

12 • 12,131 — ------ 6 • 14,454 — = 0 .
13 a* 7r o r o

Daraus folgt

(8)

O)= 1,09
u

Wir setzen diese Größe in (6) ein und erhalten für die Gitterenergie des VAN-DER-WAALS-Kristalls

B 2AAe Z12,131
l,09 6 \ l,09 6

5 Schilling, Festkörperphysik



66 2. Mechanische und thermische Eigenschaften idealer Kristalle

bzw.

UQ = -8,60A a s

Setzt man für UQ den vorgegebenen Wert ein, so folgt, wenn nach dem Parameter e aufgelöst
wird,

6 = 3,83 -IO». 4,187 -103 j ==  0 _21J |

8,60 • 6,02 • 1026

Für den Parameter er ergibt sich aus (9)

er = nm 0 400 nm.
1,09

2.1.4. Metallbindung

Silber besitzt nach Tabelle 1.1.1 ein kubisch-flächenzentriertes Gitter mit der Gitterkonstanten
a = 0,408 nm. Bei der Metallbindung gehören die Valenzelektronen dem Metall als Ganzes an.
Nach quantentheoretischen Untersuchungen liegt die größte Wahrscheinlichkeitsdichte für ihren
Aufenthalt in der Mitte zwischen den positiven Metallionen. Man kann daher die Metallbindung
genähert durch ein Strukturmodell deuten, bei dem sich positiv geladene Metallionen mit fest-
stehenden Elektronen als den negativ geladenen Kristallbausteinen abwechseln. Berechnen Sie
nach diesem Modell die MADELUNG-Konstante a des Silbers.

Lösung: •

Am absoluten Nullpunkt T = 0 befinden sich die Elektronen im Zustand idealer Ordnung: Sie
besetzen, von unten beginnend, lückenlos die niedrigsten Energiezustände. Dabei gilt ent-
sprechend der HEiSENBERGschen Unbestimmtheitsrelation und dem PAUEi-Prinzip : Jede Zelle
des Phasenraumes hat die Größe

A# A?/ Az &px Ap y &pz = Ä3
(1)

und ist von nicht mehr als zwei Elektronen besetzt. Ihre Spins sind einander entgegen gerichtet.
Jede Zelle repräsentiert also zwei Quantenzustände.
Wir betrachten AV Elektronen in einem Volumen der Größe A V = Ax A?/ Az. Bei idealer Ord-
nung sind sie im Impulsraum über eine Kugel mit dem Radius pQ verteilt. Der mit Elektronen
besetzte sechsdimensionale Phasenraum hat die Größe

ATT 4 _ AATy = 47  • — = — Ä3 .
o Zi

(2)

Durch Auflösen nach dem Radius pQ erhalten wir

, l /  3

Pa = h / -----  •
k 8tc AP

(3)

Darin bedeutet

A7V -
— = N
AP (4)
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die Elektronenkonzentration, d. h. die auf 1 m3 bezogene Anzahl der Elektronen.
Für die größte von den Elektronen angenommene kinetische Energie folgt aus (3)

_ Ä2 *
2m e 2me [/ (5)

m e bezeichnet die Elektronenmasse.
Wir bestimmen die Zahl dN der Quantenzustände für die im Volumen F o = Im 3 enthaltenen
Elektronen mit Impulsen, deren Beträge zwischen p und p + dp liegen. Hierfür ergibt sich (vgl.
Bild 2.1.5)

(6)

Bild 2.1.5. Aufteilung des Impulsraumes in
Kugelschalen

Für die kinetische Energie der Elektronen im Volumen F o = 1 m3 erhält man damit

Po

t kin = f P2 dN = fp*dp = mW.
0

(7)

Zur kinetischen Energie der Elektronen kommt die potentielle Energie der Wechselwirkung
zwischen den Elektronen und den Metallionen hinzu. Wir betrachten das aus N freien Elektronen
und N positiven Ionen bestehende Modell. Zwar sind die Elektronen über den gesamten Metall-
raum verteilt, die größte Wahrscheinlichkeit für ihren Aufenthalt liegt jedoch in der Mitte
zwischen den positiven Ionen. Wir betrachten daher das Metall in nullter Näherung als lonen-
kristall, der aus 2 N abwechselnd positiv und negativ geladenen Ionen besteht. Für die potentielle
Bindungsenergie eines solchen Kristalls folgt nach (2.1./9) und (2.1. / I I)

— _ ocNe2

4 0
(8)

Silber besitzt nach Tabelle 1.1.1 ein kubisch-flächenzentriertes Gitter mit der Gitterkonstanten
a = 0,408 nm. Die Elektronen als negative Ionen nehmen wir derart verteilt an, daß ein Kristall
mit Steinsalzstruktur entsteht. Bezeichnet r0 den kürzesten Abstand zweier entgegengesetzt ge-
ladener Teilchen, so hat man also im vorliegenden Fall in (8)

a

~2
(9)

zu setzen.
Für die Energie eines Silberatoms bzw. eines Paars geladener Ionen ergibt sich aus (7) und (9)

_ ffkin _ _ , 3WÄ 2 /3

N 47t£0r 40n 2 /3me
(10)

5*
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Das kfz-Gitter erhält nach Beispiel 1.1.1 in jedem Elementarwürfel vier Silberatome. Es besteht
daher die Beziehung

N 4
-3 = — '1 m3 a 3

Setzt man hierin r0 nach (9) ein, so folgt für den Zusammenhang zwischen der lonenkonzentration
N und dem kleinsten Abstand r0 zweier entgegengesetzt geladener Teilchen

N = - 3 . (12)
V

Wir setzen diese Größe in (10) ein und erhalten für die Energie eines lonenpaares

_ _ _i_ 35/3 ’ 322/3 Ä2 MQ)
4K£0r0 4OK2/37fte ro

2

Diese Größe hat nur den Charakter einer nullten Näherung, da außer den betrachteten Energien
noch andere auftreten und die Konzentrierung der Elektronen in die Mitte zwischen den Silber-
atomen nur eine Näherung darstellt. Auch die Zuordnung eines freien Atoms zu jedem Silber-
atom ist nur genähert richtig.
Der Gleichgewichtsabstand r0 ist durch

bestimmt. Wir lösen die sich hieraus ergebende Gleichung nach der MADELUNG-Konstanten a
auf und erhalten, indem wir anstelle von r0 die Gitterkonstante a nach (9) einsetzen,

35/3.322/3.2 /3. A2£
(X — . (15)

5mee2a

Mit den vorgegebenen Werten folgt

35/3 . 322/3 . 2 1/3 . (6,63 • IO“34 )2 • 8,85 • IO“12 , „ „
OC — — lö  9 ü •

5 • 9,1 • IO“31 • (1,60 • IO“19 ) 2 • 0,408 • 10~9

2.1.5. Verformung des Kristallgitters durch äußere Kräfte

Auf Kupfer wirke a) ein allseitiger Druck von 9,81 bar (10 at), b) ein Zug von 9,81 bar auf die
(1 0 O)-Fläche in der Richtung [0 1 0]. Berechnen Sie die hierdurch bewirkten Änderungen am
Kristallgitter. Die Elastizitätsmoduln des Kupfers sind Tabelle 2.1.5 zu entnehmen. Kupfer be-
sitzt nach Tab. 1.1.1 ein kfz-Gitter.

Lösung:

Wir gehen von drei orthogonalen Einheitsvektoren t ,  j, k aus (vgl. Bild 2.1.6). Sie sind parallel
zu den Gitterachsen des kubischen Kristallgitters gerichtet und mit diesem fest verbunden.
Bei der Deformation des Festkörpers erleiden sämtliche Punkte Verschiebungen aus der Gleich-
gewichtslage. Die Vektoren i ,  j, k verändern dabei sowohl ihre Länge als auch ihre Richtung. Sie
gehen in ein Vektorsystem über, das mit k' bezeichnet wird. Es läßt sich durch das ursprüng-
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liehe Vektorsystem gemäß

i' — (1 + i + e xy j 4~ Exz h ,

3 = £ yx 4" (1 4" Syy) 3 4“ 8yz >

= £ zxi + ezy j + (1 + «») k

(1)

darstellen.

Bild 2.1.6. Koordinatenvektoren t,  j ,  k des
idealen Gitters, i', j',  k' des verformten
Gitters

Bei den betrachteten Kristallen treten durch elastische Prozesse nur kleine Deformationen ein,
so daß allgemein

s«,ß <1  («. ß = y> (2)

vorausgesetzt werden kann. Die Vektoren k' haben nicht mehr gleiche Länge.
Unter der Voraussetzung (2) ergibt sich

i' 2 = 1 + 2e xx , j' 2 = 1 + 2Eyy9  k' 2 = i + 2e zz ,1 JuJj 7 • y y 7 • £6

Durch die Größen e XX9 s yy  und ezz werden die relativen Längenänderungen charakterisiert. Dagegen
erhält man

t . J  = e yx  4- s xy i  i . k = exz + £ zx> 3 ' — e yz 4- e zy

Die Größen s xy9  s yx  , e XZ9 eZX9 Eyz  , szy charakterisieren daher Winkeländerungen.
Für einen Punkt, der vor der Deformation durch den Ortsvektor

r = xt + yj + zk (3>

bestimmt war, ergibt sich nach der Deformation

r = xi' + yj' 4- zk f .' (4)

Die Differenz

Ar = r' — r = x(t — i') 4- y(j — j') 4- z(k — k') (5)
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heißt Verrückung oder Verschiebung. Ihr Vektor kann nach (1) gemäß

Jr = ui + vj + (6)

dargestellt werden mit

xx 4“ y£yx 4" %£ zx>

v = xe xy  + ye yy  4- ze zy  , .

w = x& xz  + ye zy  + ze zz .

Als Verzerrungskoeffizienten definiert man

du
e i £ xx “7 = £ xx>

öx

dv

e * = eyy  = ~fy = £yy>  >

dw
e 3 = e zz — ”7“ — £ ZZf

(8)

dv dw '
e i = e vz  = eiv +e !/z = — + —,

du dw

«5 = «» = + = - + -  , ƴ

i du dv
e 6 = e xy  = £ yx  + 8 xy  ~ ~ ~ •

Von diesen bestimmen e 19 e2 , e s Längenänderungen, e4 , e 5 , e6 Winkeländerungen. Diese Definitionen
gelten unter der Voraussetzung, daß Größen zweiter Ordnung vernachlässigt werden können.
Nach dem HoOKEschen Gesetz hängt die Verzerrung linear von der Spannung ab. Im statischen
Gleichgewicht gelten die linearen Beziehungen

e i — $110*11 4“ $120*22 4" $130*33

e 2 = 21 11 4~ 22 22 4“ $23°*33

e 3 = $310*11 4“ $320*22 4“ 33 33

e 4 = $410*11 4- $42°*22 4” $43°33

e 5 = $510*11 4“ $520*22 4“ $530*33

e 6 — $61°11 4~ $620*22 4~ $630*33

4~ $140*23 4- $150*31 4- $160*12?

4- $240*23 4" $250*31 4“ $260*12?

4“ $340*23 4“ $350*31 4~ $360*12?

4" $440*23 4~ $450*31 4~ $460*12?

4" $540*23 4~ $550*31 4" $56 12?

4" $64:0*23 4" $650*31 4“ $660*12’

(10)

Die Spannungskomponenten cr sind in Bild 2.1.7 dargestellt. Der Index 1, 2 oder 3 kennzeichnet
die Richtung parallel zur x - ,  y-  oder z- Achse. Mit dem ersten Index wird die Richtung der Kraft-
komponente, mit dem zweiten die Normalenrichtung der Fläche angegeben, die der Kraftwirkung
ausgesetzt ist. Es bedeutet also z. B. (712 eine Kraft in Richtung der x- Achse, die auf eine Fläche
wirkt, deren Normale in Richtung der y- Achse weist. Die Kräfte werden auf Flächen der Größe
1 m2 bezogen. Als Einheit der Spannungskoeffizienten erhält man also N m-2 = J m-3 .
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Im statischen Gleichgewicht gilt allgemein

Oik = Oki- (U)

Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so entsteht ein Drehmoment, das so lange wirkt, bis statisches
Gleichgewicht hergestellt ist. Die Größen fc-sind nur vom Material abhängig. Sie heißen elastische
Konstanten. Ihre Einheit ist m2 N-1 bzw. m3 J -1 . Man kann die Gleichungen (10) nach dem Span-
nungskoeffizienten auflösen :

(Tn = + 12 e 2 + Ql3 6 3

cr 22 = 21 e l 4~ 22e 2 4~ 23  e 3

°33  = 31 e l + 32e 2 4“ 33 6 3

°23  = 41 e l 4“ 42 e 2 4“ 43 e 3

= {-'51 e l 4" 52e 2 + 53 e 3

°12 = 6i e i 4" 62ß 2 + 63C 3

+ G 14 e 4 + C 15 e 5 + C 16 e 6

4~ G 24 e 4 + G 2 5 e 5 + 26 e 6

+ G a4 e 4 + C 35  e 5 + C 36  e 6

+ G 44 e 4 4- C 45  e 5 4~ 46 e 6

4“ 54e 4 4“ 55 e 5 4" 56 e 6

4" 64e 4 4“ 65e 5 4“ 66e 6

(12)

Die hierin auftretenden materialabhängigen Größen Cik  heißen Elastizitätskoeffizienten. Ihre
Einheit N m-2 stimmt mit der der Spannungskomponenten überein; sie haben technisch die Be-
deutung von Elastizitätsmoduln.

Bild 2.1.7. Spannungskomponenten
a) Bedeutung
b) Darstellung des Drehmomentes um die

z-Achse für
c) Kraft F = (F 1? # 2 , F3 ) auf ein Flächen-

element/ = (/v /2 , /3).
3

Die Elastizitätsenergie ist eine quadratische Funktion der Verzerrungskoeffizienten. Ihre Dichte,
d. h. der auf 1 m3 bezogene Wert, kann in der Form

= — S ik ei e k (13)
2 i,k
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geschrieben werden, mit Koeffizienten C'ik , die sich auf die Elastizitätsmoduln zurückführen
lassen.
Hierzu geht man davon aus, daß die Elastizitätsenergie eine potentielle Energie darstellt. Die
Komponenten aik  (i, k = 1, 2, 3) der Spannung können daher aus den Verzerrungskoeffizienten

(j = 1, . . ., 6) durch partielle Ableitung bestimmt werden:

öC/'e öU-e
(7i 1 — ƴ - — ,

de xx

°22 — "7 — "7 >
2 Vöyy

_ düy dü B

0,33 de 3 de zz ’

dÜ
°23 — °32 — o — o >

de e yz

G 13 — — "7 — P »

°12 — &21 — ~ ~
<7e6

Andererseits gilt nach (13)

1 6

<711 = v 3 =Cii«i + v S (C'n + Gp)
de z j — 2

(14)

Aus dem Vergleich dieser Beziehung mit der ersten Gleichung (12) folgt

(7ii = (7ii. <?!/ = +
£

(15)

Allgemein ergibt sich aus dem Vergleich der Gleichungen (12) mit den Ableitungen (14)

Qk = Cki — (@ik + ki)  • (16)

Für die Dichte der Elastizitätsenergie folgt damit aus (13) und (16)

“ S i i  e i 2 + S S e i e k -
z=l i<k  k= i

(17)

Die in (12) auftretenden 36 Elastizitätsmoduln sind infolge der Beziehung (16) auf 21 reduziert.
Diese Zahl läßt sich weiter verkleinern, wenn im Kristallgitteraufbau Symmetrien vorhanden
sind.
Kupfer besitzt ein kubisches Gitter. Wie aus der Geometrie des kubischen Gitters hervorgeht,
weist dieses vier dreizählige Symmetrieachsen auf: [1 1 1], [1 1 1], [1 i 1], [1 1 i]. Wird der Kri-

2
stall um eine dieser Achsen um — k gedreht, so kommt er mit sich selbst zur Deckung. Durch
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die genannten Drehungen werden die Koordinatenachsen wie folgt transformiert (vgl. Bild
2.1.8):

(18)

Bild 2.1.8. Rotation zwischen symmetrischen
Zuständen in kubischen Kristallen durch
Drehung um die [1 1 1]- bzw. um die [1 1 1]-
Achse

Es ist zweckmäßig, die in (17) auftretenden 21 Summanden wie folgt zusammenzufassen:

“ + @22e yy + @33 e zz) ~ ~ ( l l e l 2 + @22 e 22 + C 33 e 3
2 ) ,

V (C u e vz  + C 55 el x + c v ) = 1 + W),  (19a )

@23 e yy ß ZZ + @13 e zzC XX + @12 ß xx e yy = @23e 2e 3 4“ 13 e 3 e l + 12 ß l ß 2 9 .

@U e xx e yz “I" @25 e yy e xz 4" @36 e zze xy = 14 e l e 4 4" 25e 2e 5 4- 36e 3e 6>

@15 e xx & XZ 4“ @26& yy e xy 4" @31 ZZe yZ ~ 015 e i e 5 4" 26e 2e 6 4- 34e 3e 4’
(19b)

@16 e xx e xy 4- @2 yy  e yz 4“ @35 e zz xz ~ @16e l e 6 4“ ( 24e 2ß 4 4- 35e 3e 5»

@&5e yz e xz 4“ @4£ e yz e xy 4“ @56 e xz e xy = 45 e 4 e 5 46e 4 6 6 4" 56e 5ß 6 * ,

Für die Verzerrungskoeffizienten gelten Beziehungen der Form

e xy = e x(-y)> e (-x)(r-y) = e xy usw « (20)

Die Summanden (19 a) müssen bei kubischen Kristallen gegenüber sämtlichen Transformationen
(18) invariant sein. Das ist nur der Fall für

@11 — @22 = @33 9 @ i = @55 — @66 9

@12 = @13 = @23*

(21)
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Bei den Summanden (19b) läßt sich dagegen keine Invarianz gegenüber den Transformationen
(18) erzielen, es sei denn, sämtliche Koeffizienten verschwinden:

14 — 01.5 = 16 = 24 — 25 = 26 
= @31 ~ 35 = 36 “ 45 = 46 1

} (22)
= 56 = 0 .  J

Die 21 Verzerrungskoeffizienten reduzieren sich somit bei Kristallen mit kubischem Kristall-
gitter auf nur drei Bestimmungsgrößen. Für die Elastizitätsenergie folgt damit nach (17)

E = ~ ll( e l2 
+ ß 22 + e 3 2 ) + 12( e 2 e 3 + ß 3 e l + e l e 2)  + “ (7 44 (e 4

2 + H“ e ß 2 ) *

(17a)

Bei einem kubischen Gitter, auf das allseitig ein Druck wirkt, ist die Verzerrung in allen Richtun-
gen gleich, so daß man

ßi = ß 2 = 63 = <3 (23)

setzen kann, während Winkeländerungen nicht auftreten. Aus (17 a) folgt damit für die Elasti-
zitätsenergie, bezogen auf die Volumeneinheit,

_ Q
Uv= - ( (  + 2( )0 .  (24)

£1

Nach (2.1.2./22) hängt die Elastizitätsenergie mit der Kompressibilität gemäß

2 Kt E — (25)

zusammen. Aus dem Vergleich folgt für die Verknüpfung zwischen der Kompressibilität x und
den Elastizitätskoeffizienten Ci! und C12

3
Cn + 2(7i2

(26)

Der nach Teil a) der gestellten Aufgabe wirkende allseitige Druck führt zu einer Verringerung
des Volumens. Nach (2.1.2./12) in Verbindung mit (26) ist die relative Längenabnahme gleich

hP P

3 (7n 2(712
(27)

Mit den vorgegebenen Werten folgt

10 • 9,81 - IQ4

(1,68 + 2 • 1,21) 1011 = 2,39 • IO"6 ,

d.  h., ein Kupferstab von 1 m Länge wird um 2,39 p,m verkürzt. Für die relative Reduzierung des
Volumens folgt

V — V'- ------— = 3d = 3- 2,39 • 10- 6 = 7,2 • IO"6 .
V
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Zur Lösung des Teiles b) der gestellten Aufgabe schreiben wir nach (12), unter Beachtung von (21),

#21 — (28)

Daraus erhält man mit den vorgegebenen Zahlen

<r21 10 • 9,81 • 104 . 5e = e = t' . / = = ----------------- = 1,31 • IO-5 .
6 xy  J Cu 0,75 • 1011

Die i'-Achse und die j'- Achse stehen hiernach unter dem Einfluß der Zugspannung nicht mehr
genau senkrecht aufeinander, sondern bilden einen Winkel von

i ,8 i .  1 o-» . i  8 oy_  M _9t|[)!!5 .

2.1.6. Elastische Wellen im Kristall

In der [1 1 O]-Richtung eines Kupferkristalls breitet sich eine mechanische bzw. elastische Welle
aus. Stellen Sie die Differentialgleichung für diesen Vorgang auf. Bestimmen Sie aus den Elasti-
zitätsmoduln nach Tabelle 2.1.5 für Kupfer die Phasengeschwindigkeiten bei der Ausbreitung
elastischer Wellen in der [1 1 O]-Richtung.

Lösung:

Wir schneiden aus dem Kristall einen Quader AjtAt/Az heraus (vgl. Bild 2.1.9). Die Begren-
zungsflächen haben die MiLLERschen Indizes (10  0), (010),  (0 01).  Auf die Begrenzungsfläche
(10  0) durch den Koordinatenanfangspunkt wirke ein Zug entgegen der x-Achse, also in der

Bild 2.1.9. Kräfte auf einen
Kristallquader

Richtung [ i  0 0]. Er wird mit — o'n(O) bezeichnet. Die im Abstand &x gegenüberliegende parallele
Fläche sei dagegen einem Zug in der Richtung [1 0 0] ausgesetzt. Für den resultierenden Zug auf
den Quader folgt

a u (A») — <7u (0) = A®. (1)
dx

Die resultierende Kraft ist

AzAyAz.
8x v
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Bei der Berechnung der gesamten auf den Quader in einer Richtung wirkenden Kraft hat man die
von den anderen Flächenpaaren ausgehenden Kräfte zu berücksichtigen. Insgesamt erhält man
für die Kraft in Richtung der x-Achse

AJ \=  + + A AyAz. (2)
\ dx dy dz /

Bezeichnet u die Verrückung in Richtung der x-Achse, so ist andererseits

AJ’1 =Am— , (3)1 342 ' ’
wobei

Am = d Aß /Sy Az (4)

die Quadermasse und d die Kristalldichte angibt. Aus dem Vergleich von (2) und (3) erhält man die
Bewegungsgleichung

a2 _ a<Tu 8<t12 8a13

dt2 dx dy dz
(5)

Entsprechende Gleichungen ergeben sich aus den Kräften in Richtung der y- und der z-Achse.
Setzt man für die Spannungskomponenten die Bedeutung nach (2.1.5/12) ein und berücksichtigt,
daß sich beim kubischen Kristall nach (2.1.5./21) und (2.1.5./22) die Zahl elastischer Koeffizienten
Ci k  reduziert, so ergibt sich aus (5)

a2» _
d 'm ~ 011 17 + C12 (6)

Hierin kann man die Dehnungskoeffizienten gemäß (2.1.5./8) und (2.1.5./9) durch die partiellen
Ableitungen der Verrückungen ausdrücken. Damit folgt

7 d2u ~ d2u , / d2u d2u \ , . ~ ~ . / d2v , d2w \d TT = + C44 (vT + w)  + ( 12 + 44) (2  p + 7—7“) • ( 7 )
dt2 dx2 \ dy2 dz2 / \dx dy dx dz]

Analog erhält man

d = o L + c + +(O12  + (7m) + -V (8)
dt2 11 dy2 44 \ dz2 dx2 / k 12 44 \dy dz dy dx)

d2w d2w / d2w d2w\  „ . / d2u , d2v \
TT = TT + 44 TT + TT/  + 12 + p ’p “t" 7 a” • ( 9 )dt2 dz2 \ dx2 dy2 ] \dz dx dz dy]

Wir betrachten Wellen, die senkrecht zur z-Achse fortschreiten und bei denen sich die Gitter-
bausteine in der #,i/-Ebene bewegen. Es liegen also Verrückungen u = u(t, x, y), v = v(t, x, y)
vor, während w gleich Null ist. Zur Lösung der linearen Differentialgleichungen (7) und (8) gehen
wir daher von den Exponentialansätzen

u = f (10)

V = VQ Q-i(2nf t -K x x-Kyy)  (H)

aus. f gibt die Frequenz der mechanischen Schwingung an, K x und K y sind Wellenzahlen. In (9)
sind sämtliche Summanden gleich Null.
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Durch Einsetzen von (10) und (11) in (7) und (8) ergibt sich das System linearer algebraischer
Gleichungen

[((7 / + Cti K - 4 /M] u + (C12 + (J14 ) K x K yv = 0 ,  ]
I (12)

((712 + <7«) X x K yu + [{CU K/ + C44X/) - 4ti 2/2<7] v = 0 .  J

Es ist lösbar, wenn seine Koeffizientendeterminante verschwindet. Für Wellen, die sich in der
[1 1 O]-Richtung mit der Wellenzahl K ausbreiten, ist

K X = K V = K . (13)

Damit folgt aus (12) als Bedingung für die Lösbarkeit des Gleichungssystems

y (Cu + C44) - 47tW

V (<712 + <744) K 2

± «7la + C44) K
2

4- ( G n + <7«) X 2 ~

(14)= 0 .

Für die Wurzeln dieser Gleichung folgt

8k 2/M _8 Zt7M_
2 <7U - C12

(15), (16)Gn + G12 + 2(744

Wir setzen (15) in (12) ein und erhalten

(15a)u = -y.

Die Teilchenbewegung erfolgt also in der [1 1 O]-Richtung. Da diese Richtung gleichzeitig Aus-
breitungsrichtung der Welle ist, liegt eine longitudinale Welle vor. Sie breitet sich mit der Phasen-
geschwindigkeit

_ 2k/ __ 1 /C'u + C12 + 2C44
sL “ K, ~ |/ 2d

aus.
Setzt man (16) in (12) ein, so ergibt sich

(17)

u = —v. (16a)

Es liegt eine Schwingung in der [ 11  0] -Richtung vor, die zur Ausbreitungsrichtung senkrecht
steht. Für diese Transversalschwingung erhält man nach (16) die Phasengeschwindigkeit

, = 27t/ -|/<7u -O 12
ST1 X 2 |/

(18)

Mit den vorgegebenen Größen folgt aus (17)

/ (1,762 + 1,249 + 2 • 0,818) • Ion —i k aq i i
! ------------------------------------------- m s i = 5,08 km s-1 ,

2 • 9,02 • 103



78 2. Mechanische und thermische Eigenschaften idealer Kristalle

aus (18)

-i / l ,  762 — 1,249 n . ,
= / ----------------- IO11 ms -1 = 1,69 kms-1 .S11 V 2 • 9,02 • 103

Eine weitere transversale Welle, die sich in der [1 1 O]-Richtung fortpflanzt, schwingt in der
[0 0 1]-Richtung. Ihre Phasengeschwindigkeit vsT2 stimmt nicht mit der Phasengeschwindigkeit
vsT1 für die in der [1 I O]-Richtung schwingenden Teilchen überein (vgl. A 2.1.21). Hierin kommt
die Anisotropie der Kristalle zum Ausdruck. Allgemein gilt, daß in einem anisotropen Medium
drei voneinander unabhängige Phasengeschwindigkeiten existieren; die ihnen zugeordneten Ver-
schiebungsrichtungen bilden ein Orthogonalsystem.

A Aufgaben

A 2.1.1. Untersuchen Sie nach Tab. 2.1.6 die Wertigkeit des C-Atoms im Grundzustand für
die kovalente Bindung.

A 2.1.2. Untersuchen Sie die Wertigkeit des Stickstoffatoms im Grundzustand (1s) 2 (2s) 2

(2p) 3 bei kovalenter Bindung.
A 2.1.3. Bestimmen Sie nach Tabelle 2.1.6 die Elektronen, die bei Silizium, Germanium und

Zinn zur kovalenten Bindung beitragen.
A 2.1.4. Bestimmen Sie nach Tabelle 2.1.6 die Elektronen, die in Galliumarsenid und In-

diumantimonid zu Kristalleigenschaften führen, die denen von Kristallen mit
Elementen der vierten Gruppe entsprechen.

A 2.1.5. Berechnen Sie die Bindungsenergie für ein Zinkion in Zinkblende (a = 1,64,
a = 0,565 nm).

A 2.1.6. Rechnen Sie die in kJ mol-1 angegebene Gitterenergie um in eV/Molekül.
A 2.1.7. Berechnen Sie aus den Angaben in Beispiel 2.1.3 die Bindungsenergie für das

neutrale und für das einfach ionisierte Wasserstoffmolekül in kcal mol-1 und
kJ mol-1 .

A 2.1.8. Berechnen Sie das Potential und die MADELUNG-Konstante für eine Kette von N
alternierend geladenen, im Abstand r aufeinanderfolgenden Ionen (eindimensionales
Gitter, vgl. Bild 2.1.9).

A 2.1.9. Zinkblende hat die MADELUNG-Konstante oc = 1,64, die Gitterkonstante a =
0,565 nm. Der Exponent des durch die Wechselwirkung der Elektronenwolken
verursachten Abstoßungspotentials ist n = 5. Berechnen Sie die Gitterenergie
(Z = 2).

A 2.1.10. Berechnen Sie aus den Angaben in Aufgabe A 2.1.9 die Kompressibilität des Zink-
blendekristalls.

A 2.1.11. Um die Konvergenz bei der Berechnung der MADELUNG-Konstanten zu verbessern,
betrachtet man um das herausgegriffene Ion die elektrischen Ladungen innerhalb
von Würfeln. Dabei rechnet man mit Ladungsbruchteilen, indem z. B. ein Ion
in einer Würfelecke nur zu einem Achtel dem betrachteten Würfel angehört.
Bestimmen Sie nach diesem Verfahren die MADELUNG-Konstante für NaCl aus den
Ladungen innerhalb eines Würfels mit einer Kantenlänge a) gleich der Gitter-
konstanten a, b) gleich dem Dreifachen der Gitterkonstanten.

A 2.1.12. Nach Kapustinsky gilt für die Gitterenergie binärer Verbindungen die Formel

U = 1202 nZxZi (1 -
»1 + »2 \

0,345 '
r i + r2l

kJ mol-1 .
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Z-l und Z 2 geben die Zahl der Elementarladungen für Kationen und Anionen an,
und r2 bedeuten die lonenradien in 10-10 m (vgl. Tab. 2.1.6); n bezeichnet die

Gesamtzahl der Ionen je Formeleinheit. Berechnen Sie danach die Gitterenergie
für Zinkblende und vergleichen Sie diesen Wert mit dem Meßwert.

A 2.1.13. Welche relative Längenänderung bewirkt der Druck von 9,81 bar (10 at) bei Stein-
salz?

A 2.1.14. Wie groß ist die Elastizitätsenergie des Steinsalzes, wenn dieses einem Druck von
9,81 bar (10 at) ausgesetzt ist?

A 2.1.15. Geben Sie für den kubischen Kristall die elastischen Konstanten in Abhängigkeit
von den Elastizitätsmoduln an.

A 2.1.16. Auf die (0 0 1)-Fläche des Bleikristalls wirkt ein Zug von 98,1 bar (100 at) in der
Richtung [1 0 0]. Berechnen Sie den Winkel, um den die Kristallachsen verdreht
werden. Werte nach Tabelle 2.1.5, T = 300 K.

A 2.1.17. Stellen Sie eine allgemeine Formel zur Ableitung der Kompressibilität aus der
Gitterenergie auf und leiten Sie daraus die Kompressibilität für ein Gitterpotential
der Form

Z7(r) = - A + _®_
' 1 rffl

ab. Nehmen Sie dazu allgemein an, der Kristall enthalte je Elementarwürfel s,
je Kilomol TV Bausteine. Zwischen der Gitterkonstanten a und dem kürzesten
Abstand r0 bestehe der Zusammenhang r0 = /(a).

A 2.1.18. Berechnen Sie nach Tabelle 2.1.5 die Kompressibilität des Diamanten bei 300 K.
A 2.1.19. Stellen Sie die Gleichung für die Ausbreitung einer Longitudinalwelle in der [1 0 0]-

Richtung auf. Bestimmen Sie die Phasengeschwindigkeit.
A 2.1.20. Wie lautet die Gleichung für die Ausbreitung einer Transversalwelle in der [1 0 0]-

Richtung? Welche Phasengeschwindigkeit erhält man?
A 2.1.21. Berechnen Sie die Phasengeschwindigkeiten bei der Ausbreitung mechanischer

Wellen in Kupfer, wenn diese in der [1 0 0]-Richtung fortschreiten. Die Temperatur
betrage 0°C (<7U = 1,69 • 1011 N m-2 , C12 = 1,22 • 1011 N m-2 , C44 = 0,76 • 1011

N m-2 , d = 8,9 g cm-3 ).
A 2.1.22. Mit welcher Phasengeschwindigkeit breiten sich in Kupfer mechanische Wellen

in der [1 1 O]-Richtung aus, wenn diese mit einer Teilchenbewegung in der [0 0 1]-
Richtung verbunden sind? (Werte nach A 2.1.21).

2.2. Phononen und Gitterschwingungen — Thermische Eigenschaften

£ Einführung

Phononen

Ein kristalliner Festkörper bildet mit seinen Bausteinen ein System gekoppelter
Oszillatoren. Die mechanischen Schwingungen erfolgen nach den Gesetzen der
Quantentheorie. Experimentell bestätigt wird die Quantelung insbesondere durch
die folgenden Effekte :
Mit abnehmender Temperatur T 0 sinkt auch die Wärmekapazität des Kristall-
gitters gegen Null ; die Oszillationen »frieren ein«.
















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































