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MefBverfahren zur Kristallstrukturanalyse.
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l. Struktur idealer Kristalle

1.1. Geometrie der Kristallgitter
E Einfiihrung
Kristallgitter

Der ideale Kristall besteht aus regelméBig im Raum verteilten Atomen oder Ionen.
Die Anordnung der Bausteine wiederholt sich periodisch. Diese rdumliche Periodi-
zitdt kann durch drei nichtkomplanare, d. h. nicht in einer Ebene liegende Vektoren
a,, a,, a; dargestellt werden. Bei jeder Verschiebung des unendlich ausgedehnten
Kristalls um einen dieser Vektoren bzw. einen daraus zusammengesetzten Vektor

3
R =ay0, — Y na;  (n; ganze Zahlen) (1)
=1

Bild 1.1.1. Dreidimensionales Kristallgitter mit den Basisvektoren a,, @,, a; und den
Winkeln oy, 0613, %95 zwischen den Basisvektoren

kommt der Kristall mit sich selbst zur Deckung (vgl. Bild 1.1.1). Punkte des Kristalls,
die sich voneinander durch einen Vektor R der Form (1) unterscheiden, heilen

dquivalente Punkte.
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Die verschiedenen Kristallsysteme sind durch Unterschiede in den Lingen ay, a,, a;
der Basisvektoren und den von ihnen eingeschlossenen Winkeln oy, o3, g5 gemafd
Bild 1.1.1 gekennzeichnet.

Von besonderem Interesse sind das kubische Gitter, das durch drei gleich lange,
zueinander orthogonale Basisvektoren dargestellt werden kann, das rhombische
oder orthogonale Gitter mit unterschiedlichen Léngen der Basisvektoren, aber
Winkeln o) = a3 = op3 = 90°, und das trigonale Gitter mit gleich langen Basis-
vektoren und gleich groBen Winkeln, die jedoch von 90° abweichen.

Im einzelnen benutzt man sieben Kristallsysteme:

kubisch a4y = Ay = a3, Kyp = 043 = Opg = 90°
tetragonal ay = ay =+ as, Oy = 043 = g3 = 90°
rhombisch a =+ a, =+ ag, Gp = 13 == Oe3 = 90°
trigonal a; = ay = as, Oe = (13 = Olgg == 90°
hexagonal a; =ay, F+a3=c, 019 = 120°, 055 = x93 = 90°
monoklin o, =+ ay =+ as, 0gs = 90°% 015 = g3 = 90°
triklin a; = @2 =+ ag, G1p = o3 = Opg.

Die Vektoren @,, a,, a; kénnen auf verschiedene Weise gewahlt werden ; sie sind durch
den Kristallaufbau nicht eindeutig festgelegt.

Im folgenden werden unter @,, a,, a; kiirzestmogliche Vektoren verstanden, wobei
eine Bewegungs- bzw. Translationsrichtung zu dquivalenten Punkten im Kristall
vorgegeben ist. Bei dieser Festlegung nennt man a,, a,, a; Basisvektoren des Kri-
stallgitters. Sie spannen eine Elementarzelle des Gitters auf, die aus einer Gesamtheit
nichtédquivalenter Punkte besteht.

Bilden a;, a,, a; ein Rechtssystem, so ist das Volumen der Elementarzelle

2y = a,0,0; = @, - (@ X @3) |- (2)

Die Kristallstruktur entsteht, indem der Elementarzelle eine bestimmte Anordnung
von r Kristallbausteinen zugeordnet wird. Sie heifit die Basis. Die Kristallbausteine
der Basis konnen verschieden sein. Durch Vorgabe der Elementarzelle mit ihrer
Basis ist der Kristallaufbau festgelegt. Er geht durch sukzessive Anwendung der
Translation (1) vor sich.

Bild 1.1.2 zeigt eine zweidimensionale Veranschaulichung der gegebenen Definitionen.
Das einfache Gitter besteht aus Elementarzellen, die genau einen Kristallbaustein
enthalten. Bei Elementarzellen mit mehreren Kristallbausteinen kann das Gitter
als Kombination mehrerer einfacher Gitter aufgefafit werden. Derartige aus mehreren
Untergittern aufgebaute Kristallgitter werden als zusammengesetzte Gitter be-
zeichnet.

Die Kristalleigenschaften werden im folgenden besonders an den kubisch aufge-
bauten Gittern dargestellt. Bei diesen tritt vielfach entweder das kubisch-flichen-
zentrierte oder das kubisch-raumzentrierte Gitter auf (vgl. Tab. 1.1.1). Zur Ver-
anschaulichung dieser Gitter betrachtet man kleinste Wiirfel oder Kuben (Elementar-
wiirfel bzw. Elementarkubus). Sie enthalten in der Regel mehrere Elementarzellen.
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Das kubisch-flichenzentrierte Gitter (kfz-Gitter) wird durch einen kleinsten Wiirfel
bzw. Elementarwiirfel veranschaulicht, der je einen Baustein in jeder Ecke und im
Zentrum jeder der sechs Wiirfelflichen enthdlt (vgl. Bild 1.1.3). Beim kubisch-

+ + + + +
+ + + + +
a)
MR 77/
a
+ 2 + o+
az
b) o ©
+ Bild 1.1.2. Zweidimensionale Veran-
schaulichung des Kristallaufbaus.
a) Zweidimensionales Kristallgitter.
Die Basisvektoren a,, a, definieren
o o o o o die ebene Elementarzelle. 4+ Gitter-
o""° o+°‘o+° °+o o+° punkt
ot ot ot ot ot b) Basis aus zwei verschiedenen Bau-
c) ° o o ‘o O  steinen o und O
ot > + + . . .
[ () o © o © o ¢) Kristallstruktur aus Kristallgitter
ot 6 ot ot und Basis
&

Bild 1.1.3. Kubisch-fldchen-
zentriertes Gitter (kfz-Gitter)

o
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raumzentrierten Gitter (krz-Gitter) befinden sich die Bausteine in den acht Ecken,
ein weiterer im Zentrum des Elementarwiirfels (vgl. Bild 1.1.4).
Die Kantenlinge o des Elementarwiirfels heifit die Gitterkonstante.

a,
— a
i N a,
N\ g5
\\
e
34‘ e \ Bild 1.1.4. Kubisch-raumzentriertes Gitter
2 \
(krz-Gitter)

Kristallstrukturen werden aus der Beugung von Roéntgenstrahlen bestimmt (vgl.
1.2.). Ist die Struktur eines Kristalls bekannt, so kann die Gré8e der Elementarzelle
durch Messung der Dichte des Stoffes ermittelt werden.

Beispiel 1.1.1. Das kubisch-flichenzentrierte Gitter (kfz-Gitter)

Es soll die Gitterkonstante ¢ des Kupferkristalls bestimmt werden. Kupfer hat ein kubisch-
flaichenzentriertes Gitter.

Jedes der acht Atome in einer der acht Ecken gehort gleichzeitig acht Wiirfeln an, da in jeder
Wiirfelecke acht Elementarwiirfel zusammenstofien. Die acht Eckatome sind daher beziiglich des
betrachteten Elementarwiirfels als

8. L1
8

Atom zu zdhlen. Dagegen gehort jede Wiirfelfliche gleichzeitig zu zwei Wiirfeln. Die sechs
Fldchenatome eines Wirfels sind daher als

Atome zu zéhlen. Insgesamt entfallen somit vier Atome auf einen Elementarwiirfel der Kanten-
linge a (Besetzungszahl 4).
Das Volumen des Elementarwiirfels mit vier Atomen ist gleich a®; das Volumen einer Elementar-
zelle mit einem Atom betrégt daher a?/4. Nich der Formel

Dichte des Wiirfels ist gleich Masse dividiert durch sein Volumen

kann man schreiben

d= = (3)
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wobei m die Masse eines Kristallbausteins, d. h. eines Kupferatoms, angibt. Durch Umformen
erhilt man
< [4m
a= |/—. 4
] 4)

Kupfer hat die Dichte d = 8,89 gem = 8,89 - 10 kg m—3. Seine relative Atommasse ist
A, = 63,55; die molare Masse betrigt also M = 63,55 - 10° kg kmol~!. Die Masse eines Atoms
ergibt sich aus

M
m=—,
Ny
wobei N, = 6,02 - 1026 kmol—! die Avocaprosche Konstante bezeichnet. Damit folgt fiir die
Gitterkonstante des Kupferkristalls

3/
a= 4 - 63,55 m = 0,362nm.
8,89 - 103 - 6,02 - 1026

Bei der Wahl der Basisvektoren eines einfachen Kristallgitters hat man darauf zu
achten, dafl sdmtliche nichtdquivalenten Punkte erfalt werden. Das wird gewahr-
leistet, wenn der Kristall bei fortgesetzter Anwendung der Transformation (1) immer
mit sich selbst zur Deckung kommt und die Elementarzelle des einfachen Gitters
genau einen Kristallbaustein enthalt.

Beispiel 1.1.2. Basisvektoren des kubisch-flichenzentrierten Gitters

Es seien ey, e,, e; die Einheitsvektoren in den drei aufeinander senkrecht stehenden Richtungen
der Wirfelkanten nach Bild 1.1.3. In einem Gitterpunkt P, stoBen drei Flichen P,P,P,’P,,
P,P,P,’P; und P,P,P; P, des betrachteten Elementarwiirfels zusammen. Als Basisvektoren der

Elementarzelle konnen die von Py nach den Zentren der drei Wiirfelflichen gerichteten Vektoren
gewdhlt werden:

a, = ’g‘ (ey + ey),
a, = % (e; +ey), (5)

a; = % (e, + ey).

Das Volumen der Elementarzelle ist nach (2)

3 3
Q) =aa,a; =a, - (@, X a;) = % (€ + €;) - (—e; + e, 4 €;5) = 14'- (5a)

Dem Elementarwiirfel mit der Kantenlidnge a sind nach Beispiel 1.1.1. beim kubisch-flichen-
zentrierten Gitter vier Gitterbausteine zuzuordnen. Die von den Basisvektoren @,, a,, a; auf-

gespannte Elementarzelle enthélt daher genau einen Gitterbaustein.

9 Schilling, Festkérperphysik
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Einfache Gitter konnen, wenn das fiir die Betrachtung zweckmiBig ist, auch aus
mehreren Untergittern zusammengesetzt gedacht werden.

Beispiel 1.1.3. Kubisch-flichenzentriertes Gitter als zusammengesetztes Gitter

Das einfache kubische Gitter wird durch einen kleinsten Wiirfel veranschaulicht, der in jeder
der acht Ecken einen Kristallbaustein enthilt. Aus vier solchen einfachen kubischen Gittern kann
das kubisch-flichenzentrierte Gitter zusammengesetzt gedacht werden (vgl. Bild 1.1.5).

&,

A

| i 1
= 2

L 1

|

1 .

' 3

' 4 4

I 3

|

|

| 'ez

I P | I = 1 Bild 1.1.5. kiz-Gitter als zusammen-
- T2 T s gesetztes Gitter

1 1

Zur Charakterisierung der Gitter wird ein Koordinatensystem angenommen, dessen Achsen die
Richtungen der Einheitsvektoren e,, e,, e; haben. Man kann das kubisch-flichenzentrierte
Gitter aus vier einfachen Gittern zusammensetzen, wobei das zweite, dritte und vierte Gitter
gegen das erste jeweils in Richtung einer der Flichendiagonalen um die Hilfte von dessen Lénge
verschoben ist. Sind also die Basisvektoren des ersten einfachen kubischen Gitters durch

a; = ae;, a, =ae,, az; = ae;

gegeben, so haben die Ursprungspunkte der vier Basissysteme die Koordinaten

0,00, a(+ +0). a(+0~), af0+ 1)
2" 2 2 2 2 2
Reziproke Gitter

Neben dem von den Basisvektoren a,, a,, a; aufgespannten direkten Gitter wird
fiir jeden Kristall das reziproke Gitter definiert. Seine Basisvektoren werden mit
b,, b,, bs bezeichnet.

Sie sind mit a,, a,, a; durch
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verkniipft, wobei 8;; das KroNECKER-Symbol bedeutet. Aus den Definitionsgleichun-
gen (6) folgt explizit :

21
b, = —-Q—o a, X as,
2

b2=—!—2;a3><a1; (7)

2m
b3 = ?o'alxaz-

Das reziproke Gitter eines Kristalls wird durch die Gitterpunkte

3

b, mym, = 2 m;b; (m; =0, 41, 42,...) (7a)

o
=1

aufgespannt.

Die Basisvektoren des reziproken Gitters haben die MaBeinheit m-t. Als Volumen
der Elementarzelle des reziproken Gitters, d. h. als Volumen einer Gesamtheit nicht-
dquivalenter Punkte im reziproken Raum, erhilt man

.Qo’ = b1b2b3 = bl . (ng b3)- (7b)
Mit Hilfe des Entwicklungssatzes der Vektorrechnung

AXx(BxC)=(A-C)B— (4-B)C
ergibt sich

472

ngb3: Qz
0

(as X @) X (a; X a,)

472
=0z [(as X @) - @, — (a3 X @;) - @,a,]
0

und daraus wegen
(a; X @) - @y = a,a,a;5, (@3 X @) - @ =0

fiir das Volumen der Elementarzelle des reziproken Gitters

8nd

2y =b; - (by X bg) = a,0,a, |
2

(7¢)

Die MafBeinheit der Elementarzelle des reziproken Gitters ist m=2.

2%
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Beispiel 1.1.4. Reziprokes Gitter des kubisch-flichenzentrierten Gitters

Die Elementarzelle des kubisch-flichenzentrierten Gitters wird nach (5) und (7) im reziproken
Raum durch die Basisvektoren

2 )
b, = g (—e,+e;, +e),

2
b, = > (e, — e, + €), (8)
2r
b; = ";(91‘}‘92—93)
aufgespannt.
Fir Silber mit ¢ = 0,408 nm erhilt man z. B. als Volumen der Elementarzelle des reziproken

. a?
Gitters wegen a,a,a; = =

. 83 3
o =482 32m m=® = 1,46 - 103 m™3,
a? (0,408 . 10~9)3
P Probleme
1.1.1. Steinsalzgitter

Die Alkalihalogenide, von denen das Steinsalz NaCl der bekannteste Vertreter ist, kristallisieren
in der Form des einfachen kubischen Gitters (vgl. Beispiel 1.1.3.). Seine Gitterpunkte sind ab-
wechselnd mit den zwei verschiedenen Ionenarten der Verbindung besetzt (vgl. Bild 1.1.6).
Diese bilden jede fiir sich ein kubisch-flichenzentriertes Gitter. Beide Gitter sind gegeneinander
in Richtung der Raumdiagonalen eines Elementarwiirfels um die Halfte ihrer Lange verschoben.
Geben Sie die Gitterkonstante des Steinsalzgitters an, fir das die folgenden Daten bekannt
sind:

dyac1 = 2,17 g em=3; Ay, = 22,99, 4¢; = 35,45
Losung:

Der Elementarwiirfel nach Bild 1.1.6 enthilt acht Chlorionen in den Ecken, sechs auf den Flachen.
Auf einen Wiirfel entfallen somit

8. = 1 Chlorion,

= 3 Chlorionen.

| = ®| =

Die zwélf Natriumionen auf den Kanten zghlen als

12 . = 3 Natriumionen;

|
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das Natriumion in der Mitte des Wiirfels gehért diesem vollstédndig an:
1.1 = 1 Natriumion.

Zu einem Wiirfel mit der Gitterkonstanten a als Kantenldnge gehoren somit vier Natrium- und
vier Chlorionen. Daraus folgt

3
Nac1 = l

4(mya + M)

3
ANaCl

4(mya + mc)

dNaCl = d
NaN1

Bild 1.1.6. Steinsalzgitter (einfach
kubisches Gitter). Die Basis besteht
aus einem Natriumion bei 0, 0, 0 und
einem Chlorion bei i, i, i (in
2 2 2
(Einheiten der Gitterkonstanten a).

Mit den vorgegebenen Werten erhélt man firr die Gitterkonstante des Steinsalzkristalls

3 -
ONac1 = V 422,99 + 3545) | _ 0,564 nm.

2,17 -10% - 6,02 - 10%



22 1. Struktur idealer Kristalle

1.1.2. Kubisch-raumzentriertes Gitter (krz-Gitter)

Wolfram hat ein kubisch-raumzentriertes Gitter nach Bild 1.1.4. Ein Elementarwiirfel mit einer
Kantenldnge, die gleich der Gitterkonstanten a ist, besitzt acht Atome in den Ecken, zu denen
‘eins im Zentrum des Wiirfels kommt.

Definieren Sie die Elementarzelle des kubisch-raumzentrierten Gitters und berechnen Sie fir
Wolfram die Gitterkonstante a, wenn folgende Daten bekannt sind:

Dichte dyw = 19,3 g cm3, relative Atommasse 4y = 183,85.

Stellen Sie die Basisvektoren fiir das reziproke Gitter auf und vergleichen Sie dieses mit dem
kubisch-flichenzentrierten Gitter. Zeigen Sie, daBl das kubisch-raumzentrierte Gitter aus
zwei einfachen kubischen Gittern zusammengesetzt werden kann.

Losung:

Acht Atome in den Ecken zihlen als 8 - —;— = 1 Atom. Dazu kommt ein Atom in der Mitte, das

nur einem Elementarwiirfel angehért und daher als ein Atom zu zéhlen ist. Demzufolge kommen
zwei Atome auf einen Elementarwiirfel.

Mit den Einheitsvektoren e,, e,, €; nach Bild 1.1.4 definieren wir die Bésisvéktoren

a, = %‘ (—e, + e, + e),

a, = ';“ (e, — e+ e;), 1)
a; = % (e, + e, —ey).

Sie sind jeweils vom Gitterpunkt in der Mitte zu einer der Ecken gerichtet. Als Volumen der
Elementarzelle folgt
@
Qy = a,a,0; = a, - (@ X a) = 5 @)

Da im Wiirfel mit der Kantenlidnge a zwei Atome enthalten sind, entfillt auf die.durch (1) defi-
nierte Elementarzelle, wie es sein muB, ein Atom.

Zur Berechnung der Gitterkonstanten des Wolframs gehen wir von der fiir das kubisch-raum-
zentrierte Gitter geltenden Formel

[

d=2 (3)
a

aus und erhalten

aﬂ?. (4)
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Mit den vorgegebenen Werten folgt

3
a= 2-183,9 m = 0,316 nm.
6,02 - 1026 .19,3 . 108

Fir die Basisvektoren des reziproken Gitters ergibt sich nach (1.1./7) aus (1)
by = 2 (e, + €0),
a
by = 2 (e, + e, )
b= (e, + €.

Aus dem Vergleich mit (1.1./5) folgt, da die kubisch-flichenzentrierten und die kubisch-raum-
zentrierten Gitter zueinander reziprok sind. Das gleiche zeigt der Vergleich von (1.1./8) und
(1.1.2./1).
Das kubisch-raumzentrierte Gitter kann aus zwei einfachen kubischen Gittern mit den Basis-
vektoren

a, =ae,, a,=ae,, a; = ae, 6
1 1 2 2 3 3

zusammengesetzt werden. Die Koordinaten der Ursprungspunkte lauten

1 1 1
(0, Os 0); a (_: ?, ?)- (7)

1.1.3. Diamantstruktur

Der Germanium- und der Siliziumkristall sind nach der Diamantstruktur aufgebaut. Jedes der
vierwertigen Atome im Inneren des Kristalls befindet sich im Zentrum eines gleichseitigen Tetra-
eders und ist von vier gleich weit entfernten Nachbarn umgeben, die in den Tetraederecken an-
geordnet sind (vgl. Bild 1.1.7).

Bild 1.1.7. Tetraedrische Struktur der Bindung bei
den Bausteinen des Diamantgitters

Diese Kristallstruktur kann aus zwei kubisch-flichenzentrierten Untergittern aufgebaut werden,
die gegeneinander in Richtung der Wiirfeldiagonalen um ein Viertel ihrer Linge verschoben sind
(vgl. Bild 1.1.8).
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Geben Sie die Basisvektoren der Elementarzelle an. Wieviel Atome enthilt diese beim Diamant-
gitter? Wie gro8 sind die Abstande zu den nédchsten Nachbarn? Die Gitterkonstante hat fiir Ger-
manjum den Wert age = 0,565 nm, fir Silizium ag; = 0,543 nm. Wie gro8 ist der Winkel zwi-
schen den Valenzkréiften auf Grund der Gitterstruktur?

>- 2 ‘e
! \
e
—
3 |
4 Bild 1.1.8. Aufbau des Diamantgitters
S aus zwei gegeneinander verschobenen
J kfz-Gittern. Vom zweiten Gitter sind nur
die Bausteine innerhalb eines Elementar-
wiirfels dargestellt.
& b,

Losung:
Die Basisvektoren entsprechen denen des kubisch-flichenzentrierten Gitters (1.1./6) nach Bei-
spiel 1.1.2. Sie haben die Linge
1 ,
ai=EV§a (i=1,2,3). (1)

Die Kristallstruktur ergibt sich aus Gitter und Basis. Zur Basis gehoren zwei Atome, da sich die
Kristallstruktur aus zwei einfachen Gittern aufbauen 1a8t. Eine Elementarzelle enthalt daher zwei
Atome.

Wihlt man die Koordinatenachsen in Richtung der Basisvektoren a,, @,, a; des kubisch-flichen-
zentrierten Gitters nach (1.1./6), so sind die Gitterpunkte des unverschobenen Gitters durch die
Ortsvektoren

R =R, ;; = na, + na, + n,a; =
= 2 (uley + €] + mles + €]+ nafes + €3]) @)
(m;=0,4+1,42,.--; ©=1,2,3)
bestimmt. Die Gitterpunkte des verschobenen Gitters werden durch

ae, + €, + &)

R =Ry gy = v

+ % (ny[e; + es] + ny[e; + e,] + nse; + €,])

= % (e[l + 2ny + 2n5'] + €51 + 2ny" + 2n4"] + e5[1 + 21" + 2n,"]) (3)

(n.-':O’_—_,:l,j:2,...; 1=1,2,3)
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definiert. Als ndchste Nachbarn des Gitterspunktes P, = P(0, 0, 0) erhilt man aus (3) die Punkte
mit den Parameterwerten

n' =0, ny’ =0, ng’ = 0;
n' =—1, n’ =0, =ny=0;

! (4)
n’ =0, ny = —1, ny =0;
n1’=0; ny’ =0, ng = —1.

Der Abstand zwischen nidchsten Nachbarn betrigt nach (1) und (4) fiir die
Bausteine der Diamantstruktur

a. (5)

T

a
Rioo = V(e + (L&) + (£e))* =
Wir setzen die Werte der Gitterkonstanten fiir Germanium und fiir Silizium ein und erhalten

(R3,0,0)ge = —? 0,565 nm = 0,245 nm,

(Bg,0,0)s1 = Vzg 0,543 nm = 0,235 nm.

Der Cosinus des Winkels zwischen zwei Valenzkréften ist gleich

’ 4 ’ ’
R—I,O.O .RO,—l.O R—l,o,o 3 RO.—I,O

O VR R, Ris
Damit folgt
cosp = (e, —e, —e;)-(—e +e, —e) _ 1
3 3
bzw.
@ = 109,47°.

Das ist der Winkel vom Zentrum eines Tetraeders nach zwei Tetraederecken.

1.1.4. Hexagonal dichteste Kugelpackung (hdp-Gitter)

Kobalt zeigt eine Kristallstruktur mit hexagonalem Gitter nach Bild 1.1.9. Jeder Kristallbaustein
A ist von sechs anderen umgeben, die an den Ecken eines regelmiBigen Sechsecks der Seiten-
linge o liegen. Im Abstand ¢ senkrecht dariiber wiederholt sich diese Anordnung. Drei weitere

Bausteine befinden sich in der Hoéhe % Sie sind so angeordnet, daf von den sechs Prismen mit
dreieckiger Grundfliche abwechselnd eins besetzt ist, wihrend das folgende keinen zwischen-
geordneten Baustein enthilt. Die Projektion eines in der Hohe % angeordneten Bausteins auf die

Grundfldche fillt auf den Schwerpunkt S des vom Baustein in der Mitte 4 und zwei benachbarten
Bausteinen gebildeten gleichseitigen Dreiecks (vgl. Bild 1.1.9).
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Fiir den Kobaltkristall ergeben réontgenografische Messungen a = 0,251 nm, ¢ = 0,407 nm. Die
relative Atommasse des Kobalts ist 4, = 58,93. Welche Dichte ergibt sich hieraus?

Bild 1.1.9. Hexagonal dichteste Kugelpackung
(hdp-Gitter) mit

L _1/L
a 3
Losung:
Als Basisvektoren werden die Vektoren
a, = ae,,
a 3
a, = —2—91—}- —2—aez, ()]
a; = ce,

gewshlt (vgl. Bild 1.1.9). Fiir das Volumen der Elementarzelle erhalten wir daraus
3 2,
2, = a,a,a; = 3 ° c. 2)

Jeder der zwolf Bausteine in einer Ecke gehort gleichzeitig sechs Zylindern an, jeder der zwei
Bausteine im Zentrum der oberen bzw. der unteren Fliche gleichzeitig zwei Zylindern. Die in der
Mitte angeordneten drei Bausteine sind dem betrachteten Zylinder vollstindig zuzuordnen.
Insgesamt gehoren also einem Zylinder sechs Bausteine an, die sich auf das Volumen

V=6w%c=—z-1/3_aﬁc ®

verteilen. Auf die Elementarzelle (2) entfillt somit eine Basis aus zwei Bausteinen. Der eine liegt
im Ursprung, der zweite ist durch den Ortsvektor

1 1 a a ]/§ c
?(a1+a’2)+3a3=5e1+_6-92+393_ 4)
gekennzeichnet.
Die Dichte des Kobaltkristalls ist nach (2)
_ 2m 44, 5)

2 ]/§ Nya?c E
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Mit den vorgegebenen Werten folgt

d— 4 .58,93 kgm3=88g cm-s_‘.

V3-6,02-10% . (0,251 - 10-9)2 - 0,407 - 10~°

Der Abstand des durch (4) gegebenen Bausteines von seinen nichsten Nachbarn in der Grund-
ebene betragt

e ®)

Von den Nachbarn in der gleichen Ebene, in dei' Hohe g iber der Grundebene gelegen, ist der

Abstand zu den nichsten Nachbarn gleich a. Die d1chteste Packung mit gleichen Kugeln wird
somit erreicht fir

2 2 ry
a = %—f—% bzw. c=l/%a=1,63a. (7)

Zwei Kugeln mit dem Radius %- filllen in diesem Falle das Volumen

Als Packungsdichte definiert man den Anteil dés ausgefiillten Raumes. Béi der hexagonal dichte-
sten Kugelpackung erhélt man hierfiir

2Vx  2n

2, V8-3

Fiir Kobalt ist

=0,74.

c 0,407 - 10—°
— = =1,62.
a 0,251 - 10—°

Gleichung (7) als Voraussetzung fiir das Vorhegen der hexagonal dichtesten Kugelpackung ist
daher gut erfiillt.
Fiir das reziproke Gitter ergeben sich nach (1.1./7) die Basisvektoren

27 1
b, = — —_— ,
1 p (el ﬁez)
4
b, = €, 8
2 T3 2 (8)
b, = Ees.
[

Wie man aus dem Vergleich von (1) und (8) erkennt, ist das reziproke Gitter des hexagonalen
Gitters wieder hexagonal.
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Anmerkung: Die Achse mit der groften Symmetrie heiBt c- Achse. Im vorliegenden Fall der Atom-
anordnung in Form regelmiBiger Sechsecke liegt eine sechszéhlige bzw. hexagonale ¢-Achse vor.
Das Gitter kommt bei einer vollstdndigen Drehung um die c-Achse sechsmal mit sich selbst zur

Deckung.

Alld.
Al.1.2.
A113.
Al114.

A1.1.5.

A11.6.
A11.7.
A1.18.
A1.1.9.

A 1.1.10.

At

A1.1.12,

A1.1.13.

A1.1.14.

Bild 1.1.10. CsCl-Struktur

N

Silber hat ein kubisch-flichenzentriertes Gitter. Seine Dichte betridgt 10,49 g cm—3,
seine relative Atommasse 4,, = 107,87. Bestimmen Sie die Gitterkonstante.
Berechnen Sie die Gitterkonstante a des «-Eisens, das ein kubisch-raumzentriertes
Gitter besitzt (dge = 7,86 g cm3, Ape = 55,85).

Welche Gitterkonstante hat der KCl-Kristall (Steinsalzgitter nach Bild 1.1.6)?
Daten: dgc; = 1,989 g cm=3, Ay = 39,10, A = 35,45.

Wie grof ist beim Steinsalz NaCl die Zahl der Ionen in einer Elementarzelle des
kubisch-flichenzentrierten Gitters?

Zinkblende ZnS setzt sich aus zwei flichenzentrierten Gittern zusammen, die in
Richtung der Raumdiagonalen eines Elementarwiirfels um ein Viertel ihrer Lénge
verschoben sind. Berechnen Sie die Gitterkonstante (4, = 65,37, 45 = 32,08,
dzns = 4,067 g cm—3).

Berechnen Sie das Volumen einer Elementarzelle des reziproken Gitters fiir Kupfer.
Wie groB ist bei Steinsalz die Linge der Basisvektoren (@ = 0,564 nm)?

Geben Sie fir Steinsalz die Koordinaten der Natrium- und der Chlorionen in
Einheiten der Gitterkonstanten « an.

Wie groB ist der Abstand zwischen nichsten Nachbarn beim Wolframkristall
(kubisch-raumzentriertes Gitter mit aw = 0,316 nm)?

Berechnen Sie den Anteil des verfiigbaren Volumens, das von gleich groBen starren
Kugeln ausgefilllt werden kann, fir das kubisch-flichenzentrierte und fiir das
kubisch-raumzentrierte Gitter.

Wie grof ist der maximale, mit gleich groBen starren Kugeln gefiillte Raumanteil
beim Diamantgitter?

Der Diamantkristall hat die Gitterkonstante ¢ = 0,356 nm. Berechnen Sie die
Dichte des Diamanten und den Abstand zwischen den néchsten Nachbarn
(4¢ = 12,0).

Geben Sie die Zahl der nidchsten Nachbarn (Koordinationszahl z) eines vorgege-
benen Bausteins im Kristall fiir das kubisch-flichenzentrierte, das kubisch-raum-
zentrierte und das hexagonal dichtest gepackte Gitter an.

Bestimmen Sie die Zahl z, der néchsten, z, der ibernichsten, z; der drittndchsten
bis 2z, der sechstnichsten Nachbarn eines Bausteins im Steinsalzkristall (einfaches
kubisches Gitter).

Aufgaben
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A1.1.15. Berechnen Sie den Abstand zweier nachster Nachbarn fiir das Gitter des Silber-
kristalls (kubisch-flichenzentriertes Gitter mit ¢ = 0,408 nm).

A1.1.16. Geben Sie den kiirzesten Abstand zwischen zwei Ionen im Kristallgitter mit Zink-
blendestruktur an, bezogen auf die Gitterkonstante a.

A1.1.17. Wie gro8 ist der Abstand zwischen nichsten Nachbarn in CuCl (Zinkblende-
struktur mit ¢ = 0,541 nm)?

A1.1.18. Stellen Sie einen beliebigen Vektor k¢ durch seine Komponenten im Basissystem des
Kristallgitters und im Basissystem des reziproken Gitters dar.

A1.1.19. Wie groB ist die Elementarzelle des reziproken Gitters fiir den Wolframkristall
(krz-Gitter, ¢ = 0,316 nm)?

1.2, Grundlagen der Kristallstrukturanalyse

E Einfiihrung

Gesetze der Beugung von Rontgen- und de-Broglieschen Wellen am Rawmgitter

Zur Untersuchung von Kristallstrukturen wird die Beugung von Wellen ausgenutzt,
die mit den Kristallbausteinen in Wechselwirkung treten. Die Wellenlinge muf
dabei in der GroBenordnung des Abstandes der Kristallbausteine liegen. Zu grofle
Wellenldngen vermégen Strukturen atomarer Gréfenordnung nicht aufzulésen, zu
kleine Wellenldngen' ergeben nur unter unpraktisch kleinen Beugungswinkeln aus-
wertbare Beugungsmaxima.

Bild 1.2.1. Einfallendes Strahlenbiindel 72, und
gebeugtes Strahlenbiindel 7 im Kristall

Eingestrahlt werden im allgemeinen Rontgenwellen. Es kénnen jedoch auch Strahlen
aus Elektronen oder Neutronen verwendet werden, wenn die Lénge ihrer DE-BROGLIE-
schen Welle in der GréBenordnung der Gitterkonstanten liegt.

Das auf die Kristalloberfliche auffallende Strahlenbiindel wird durch die Kristall-
bausteine in alle Richtungen gestreut. Es sei in Bild 1.2.1 das einfallende Strahlen-
biindel KL vor der Streuung an den Kristallbausteinen 4, O durch seine Richtung
n, gekennzeichnet. Betrachtet wird das in Richtung m gebeugte Strahlenbiindel
MN. Dieses weist dann maximale Intensitdt auf, wenn sich parallele Strahlen durch
Interferenz verstdrken. Das ist der Fall, wenn die Strahlen an den Begrenzungen des
Biindels eine Differenz BO + OC der geometrischen Weglingen haben, die einem ganz-
zahligen Vielfachen der Wellenldnge entspricht. Bezeichnet @, in Bild 1.2.1 den vom
Kristallbaustein O zum Kristallbaustein 4 gezogenen Basisvektor, so mufl die Be-
ziehung

BO +0C = —a,-ny,+ a, - n = g,A
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bzw.
a, - (n — ny) = g4 (1)
mit

(gl = 0: :':1) i2’ "')

erfiillt sein. Fiir das dreidimensionale Raumgitter mit den Basisvektoren a,, a,, a;
folgen analog die zusétzlichen Gleichungen

a, - (n —ny) =g, 2)
a - (n — n,) = gsl. (3)

Sie sind notwendige Bedingungen fiir das Auftreten eines Beugungsmaximums.
Daher enthalten sie keine Aussage tiber die Intensitédt der gebeugten Strahlen. Die
Gleichungen (1) bis (3) heiBlen die Laueschen Interferenzbedingungen.

Bezeichnen «,, f,, y, die Winkel des Einheitsvektors n, gegen die Basisvektoren
a,, a,, as, ferner «, B, v die entsprechenden Winkel des Einheitsvektors n, so erhilt
man aus (1), (2), (3) die Gleichungen

a;(cos o — cos ag) = ¢y,
as(cos f — cos fBy) = gol, (91,92,95 =0,41,42,...). (4)

a3(cos y — €08 yo) = gk

%os Bo> Vo stellen ebenso wie «, 8, ¥ Glanzwinkel dar, d. h., sie geben die Winkel der
Strahlen gegen die Gittergeraden an. a,, a,, a; als Betridge der Vektoren a,, a,, a3
bezeichnen Gitterkonstanten. Die Grofien gy, ¢o, gs sind nicht unabhéingig vonein-
ander. Betrachtet man ein rhombisches Gitter, d. h. ein Gitter mit drei zueinander
senkrecht stehenden Achsen, bei dem die Gitterkonstanten a,, a,, a3 jedoch nicht
gleich sein miissen, so bestehen zwischen den Richtungscosinus die Beziehungen

cos? oy 4 cos? By + cos?yy =1, } 5
®)

cos? x - cos? f 4 cos?y = 1.

Auf der Fotoplatte konnen nur Beugungspunkte auftreten, wenn sie den geometri-
schen Bedingungen (5) entsprechen.

Um fiir einen Kristall mit rhombischem Gitter die Wellenldngen 1 zu bestimmen, die
Interferenzmaxima, d. h. auswertbare Beugungspunkte, liefern kénnen, werden die
Gleichungen (4) nach den Richtungscosinus cos «, cos f, cos y aufgelost. Beachtet
man die Beziehung

cos?x + cos? f 4 cos?y =1,



1.2. Grundlagen der Kristallstrukturanalyse 31

so folgt fiir die Wellenlingen mit Interferenzmaxima

Tzl—cosoco + %cosﬂo—{~ % cOS Yo
A= —2 2 2 2 . (6)

(2) + (&) + (&)

Fiir das kubische Gitter mit a; = a, = a3 = a ergeben sich die Wellenldngen

1= _9g J1905% —+ g2 cos By + g3 cos y,
9® + 9.* + ¢4

(4) und (6) bzw. (7) bilden die Grundlage fiir die Kristallstrukturanalyse durch Beu-
gung eines parallelen Strahlenbiindels (Verfahren von M. v. Laue).

(7

Reflexion an Netzebenen — Mullersche Indizes

Die Beugung von Strahlen an einem Gitter kann nach W. H. Bragg und W. L. Bragg
auch als Reflexion an Netzebenen aufgefat werden. Netzebenen sind Ebenen, die in
periodischer Folge Kristallbausteine des Gitters enthalten (vgl. Bild 1.2.2). Zur
Kennzeichnung der verschiedenen Netzebenenscharen verwendet man die MILLER-
schen Indizes.

Bild 1.2.2. Netzebenen eines Kristall-
gitters

& O O

Allgemein sind bei einem System beliebig gegeneinander geneigter Basisvektoren
a,, a,, az die MLERschen Indizes einer Schar paralleler Netzebenen wie folgt ver-
anschaulicht: Es wird der Schnitt einer Kristallebene mit den Achsen des Koordi-
natensystems betrachtet. Die Schnittpunkte seien

(xs:'o; O)> (0, Yss 0)’ (0; O; Zs) .
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In Einheiten der Gitterkonstanten a, bzw. a, bzw. a; gemessen, sind die Achsen-
abschnitte
2 s 2

8§ = — Sy = — 83 =
a’ ay’ as

Ihr reziprokes Verhiltnis wird durch die kleinsten teilerfremden ganzen Zahlen aus-
gedriickt:

1 1 1

— i — 1 — = hythyths.

§1 S S3

Diese sind die MuLERschen Indizes der Ebenenschar. Es gilt also

1 1 1
—:—:——:sl:sg:s3=&:£:—zs—.
hy " hy Ry ay Ay Q3

(8)

Eine Ebene mit dem Abstand p vom Ursprungspunkt des Basissystems wird durch
die Gleichung

xcoso' 4 ycosf 4 zcosy =p 9)
dargestellt. Dabei bedeuten &', f’, y’ die Winkel der Ebenennormalen n’ gegen die

Koordinatenachsen. Die Cosinus dieser Winkel koénnen als Verhéltnis des Ebenen-
abstandes p zur Linge des betreffenden Achsenabschnittes berechnet werden:

cosa’ = —, cosf = —p—, cos y’ = zﬁ (10)
S

S s

Definiert man daher die MrLLERschen Indizes geméB (8), so folgt aus (10)

by | hy Ry
— i —:— =cos«a': " " 11
ki cos «’:cos B’ :cos y (11)

Die MmLerschen Indizes, dividiert durch die Gitterkonstanten, sind proportional
den Richtungscosinus cos &', cos ', cos 9’ der Ebenennormalen n’. Durch ein Tripel
Mr.uerscher Indizes werden daher eine Schar paralleler Netzebenen und die Richtung
ihrer Flachennormalen festgelegt. Allgemein definiert man mittels

(hy hy kg) die Schar der Netzebenen,
mittels
[Ry hy k3] die Gerade n'. -

Ein Punkt mit den Koordinaten x, y, z wird durch [[yz]] dargestellt.
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Beispiel 1.2.1. Millersche Indizes einer Ebenenschar

a) Die durch die MmLERschen Indizes (2 3 4) charakterisierten parallelen Ebenen sind nach (8)
durch

d. h. durch das Verhiltnis der Achsenabschnitte

: :-z—s=i:i:i=6:4:3
a6y ag 2 3 4

Ty

Ys

gekennzeichnet. Beim Steinsalzgitter mit a; = @, = a3 = a gilt nach (11) fiar die Richtungs-
cosinus der Fldchennormalen

cos &’:cos f':cos y’ = 2:3:4,

d. h., diese sind gleich

Bild 1.2.3a) Netzebenen (1 1 1) und (2 2 2)

b) Das Indextripel (11 1) erfaBt alle zur zweiten Oktaederfliche- des ersten Raumoktanten
parallelen Ebenen, d. h. alle Netzebenen, die zur Netzebene durch die Punkte [[a; 0 07], [[0 a, 0]],

3 Schilling, Festkorperphysik
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[[0 0 a5]] parallel sind (vgl. Bild 2.1.3a). Das sind die Ebenen mit
Ty = 2a,, Ys= 20y, 23 = 2a4;
rg = 3a,, Ys=3ay, 25 = 3a3;

xy = 4a,, ys=4a,, z3 = 4as.

Beispiel 1.2.2. Netzebenen parallel zu einer Koordinatenachse
Die MmLERschen Indizes (0 1 1) kennzeichnen gem&f

1 1 1
—:-——:——=ﬁ:£:ﬁ=i:—:—=oo:1:1
hy hy by a;  ay ag 0 1

eine zur z-Achse parallele Netzebene.
Durch die MmLERschen Indizes (1 00) wird eine zur y- und zur z-Achse, d. h. zur y, z-Ebene,
parallele Netzebene charakterisiert (vgl. Bild 1.2.3b).

P4

A

-y Bild 1.2.3b) Netzebene (1 0 0)

X

Negative Vorzeichen der Indizes werden iiber diese gesetzt.

Beispiel 1.2.3. Negative Millersche Indizes
(111) charakterisiert die Netzebenen parallel zur Netzebene durch die Punkte [[—a, 0 0]],
[[0 @, 01], [[0 0 as]].

Zwischen dem reziproken Gitter und den Millerschen Indizes besteht eine enge
Verkniipfung. Es seien a;, @,, a3 die Basisvektoren eines Kristallgitters, b;, by, b,
die Basisvektoren seines reziproken Gitters. Die Netzebenen mit den MiLLERschen
Indizes (hihohs) sind nach (8) parallel der Netzebene N, mit den in Einheiten der
Gitterkonstanten gemessenen Achsenabschnitten

T Ys | % 1 1 1
a,  a,  ag hy " hy " hg

Daher liegen die Endpunkte der Vektoren

a; a ag
T I 0 7
k" hy hg
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d. h. die Punkte
[[ms 0 0]]: [[0 Ys 0]]; [[0 0 ZS]J
alle auf der Netzebene N,, wihrend die Vektoren

a, a, a;, a

a2 d =228

A P M N

in der Netzebene liegen.
Die Gitterpunkte des reziproken Gitters sind durch die Vektoren

b =0y, = 9101 + ¢2b: + gsbs (12)

festgelegt. Berechnet man die Skalarprodukte

a a.
bgugwa : (‘k_I' - h_z)

a as
bg;,gz.gg . (h—i - 773:) 4

-s0 findet man unter Heranziehung der Beziehung a; - b; = 2=d;; nach (1.1./6), daB
diese genau dann verschwinden, wenn die Beziehung

und

9129293 = hyihyihy (13a)

besteht. Der Vektor

bglnga:ﬂl = lbh);hznhs (13)
bg,g 9 Z
A
N, 2
>y
X

Bild 1.2.4. Netzebene (1 1 1) mit zugehorigem Vektor by ;
des reziproken Gitters

steht also auf den Netzebenen mit den MmLERschen Indizes (h;hsh3) senkrecht (vgl.
Bild 1.2.4). I ist der groBte gemeinsame Teiler der drei ganzen Zahlen g, gs, gs.

3*
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Nach (12) folgen unter Beriicksichtigung der Beziehung @; - b; = 2rd;; fiir den Vektor
by, ., die drei Gleichungen

a; - By, g,9, = 2wy, ,
ay - by, 4.0, = 27095, (14)

ay - by, 0,9, = 273

Die Lavsschen Interferenzbedingungen (1) bis (3) kénnen gemé

a-(n—mn)
;t '_g17
az_'("l—_"")zgz, (15)
a-(n—n
3 (/1 °)=g3

dargestellt werden. Aus dem Vergleich von (14) und (15) ergibt sich

n — n,
=b

2m ); 91.92.93° (16)

Fiihrt man die Wellenzahlvektoren

2 2
", ky—= T”no (17)

ein, so erhélt man anstelle von (16) die Laurschen Interferenzbedingungen in der
Form

[N \ TR 4‘» o
k—k, = ng,yz.gs . (f a~C g\l/}w (e (,[{[\..g we ity (18)

Ein Interferenzpunkt entsteht nur, wenn die Differenz zwischen dem Wellenzahl-
vektor des gebeugten und dem des einfallenden Strahles-auf einen Gitterpunkt des
reziproken Gitters fillt. Durch Multiplikation des Wellenzahlvektors mit dem durch

2w dividierten Pranckschen Wirkungsquantum % = 21- ergibf gich der Photonen-
impuls ™
p =hk bzw. p,=ik,.

(18) kann daher als Impulserhaltungssatz fiir die Photonen bei der Reflexion an den
Netzebenen gedeutet werden:

P — b= py. (18a)
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Die Lichtbeugung ist mit einer Impulsiibertragung auf den Kristall verbunden. Der
RiickstoB ist von der GroBe

— p = —#b. (18Db)

Nach (18) erhdlt man die Interferenzpunkte eines LauE-Bildes wie folgt (vgl. Bild

1.2.5): Vom Koordinatenanfangspunkt O (einem beliebigen Gitterpunkt des rezi-

proken Gitters) wird der Vektor —k, gezogen. Um den Endpunkt M legt man elne
> Gonls

Kugel mit dem Radius k& = (Fwaldsche Kugel). Ein Interferenzf)_unkt hegt vor

wenn (18) erfiillt ist, d. h., wenn die Kugel durch einen Gitterpunkt geht bzw. in
unmittelbarer Néhe eines Gitterpunktes des reziproken Gitters vorbeigeht.

Bild 1.2.5. Ewarpsche Kugel im reziproken Gitter mit geneigten Gitterachsen
und unterschiedlichen Gitterkonstanten

Ablettung der Braggschen Formel

Der Abstand 0y, zZwisehen zwei benachbarten parallelen Netzebenen 148t sich

aus den Achsenabschnitten nach (8) berechnen, wenn man die Komponente eines

der Vektoren % (¢ =1, 2, 3) in Richtung der Ebenennormalen n’ bestimmt. Es
i

folgt nach (1.1./6) und (1.1./7a)

a; bh1 hahs 27

(s == — . ’n, = - ke = . 19
hi,ha,hs hi hi bhl,hz,ha bhl,h,,hs ( )

Beispiel 1.2.4. Abstand benachbarter Netzebenen
Im rhombischen Gitter folgt aus

bil,hz.hs = (7 + hyby + h3bs)? = hy?b% 4 h,2D,2 + h32b32

und wegen

(S
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die Beziehung

1
Ohyhahy = —e———————. (19a)

Wk A

a* s ag?
Im kubischen Gitter ist der Abstand zwischen benachbarten Netzebenen mit den MILLERschen
Indizes (1 0 0) gleich 6, 4, = a.

Zwischen benachbarten Netzebenen mit den MizLERschen Indizes (1 1 1) betragt der Abstand im
kubischen Gitter

111 = — = 0,577a.
3

-

Speziell fiir Nickel mit ¢ = 0,352 nm folgt
611, = 0,203 nm.

Da man sich nach W. H. und W. L. Bragc die Interferenzpunkte eines Lavg-Bildes
auch durch Reflexion des einfallenden Strahles an den Netzebenen entstanden denken
kann, 148t sich jedem Interferenzpunkt ein Tripel MLLERscher Indizes zuordnen.
Es gibt die Netzebenenschar an, an der die Reflexion erfolgte.

Bild 1.2.6. Zur Ableitung der Bragaschen Formel

Sollen sich die von parallelen Netzebenen reflektierten Strahlen durch Interferenz
verstirken, so mul der Gangunterschied benachbarter Strahlen ein ganzzahliges
Vielfaches von A sein:

| 2000 sind =12 1=0,1,2,..) (20)

(vgl. Bild 1.2.6). (20) heiflt die Braggsche Formel. Darin gibt ¢ den Glanzwinkel an,
d. h. den Winkel zwischen Strahl und Netzebene. Fiir das rhombische Gitter kann man
nach (19a) die Bragasche Formel in der Form
. A y/m2  he2  hg? o
=5 | — — 21
sin 9 3 ai T + e (21)
schreiben.
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Die Bragasche Formel bildet die Grundlage fiir die Strukturanalyse durch Dreh-
kristallverfahren (s. 1.2.2.). Ebenso wie die Laugmsche Interferenzbedingung stellt
sie eine notwendige Bedingung fiir das Auftreten von Interferenzpunkten dar,
macht also keine Aussagen iiber die Intensitdt der Interferenzpunkte.

P Probleme

1.2.1. Auswertung eines Laue-Bildes (Laue-Verfahren)

CuF hat ein Gitter, das der Struktur des Diamanten entspricht. Die Kupferionen und die Fluor-
ionen bilden jede fiir sich ein kubisch-flichenzentriertes Gitter; diese sind gegeneinander in
Richtung der Wiirfeldiagonalen um ein Viertel ihrer Lénge verschoben. Fiir die Gitterkonstante
des Kupferfluoridgitters ergibt sich nach dem Verfahren des Beispiels 1.1.1 der Wert ¢ = 0,426 nm.

Unter dem Winkel oy = 90°, §, = 90°, y = 0° fillt ein schmales paralleles Biindel polychroma-
tischer Rontgenstrahlen auf den Kristall. Dabei befindet sich die Fctoplatte im Abstand

= 5,00 cm vom Kristall. :
Geben Sie die Wellenlingen der Strahlung an, die bei der Beugung durch den kubischen Kristall
Interterenzpunkte liefern, und untersuchen Sie die Verteilung der Interferenzpunkte auf der
Fotoplatte.

Losung:
Nach (1.2./7) sind fir
cos g =cos By =0, cosy,=1
die Wellenléingen, die Interferenzpunkte liefern, durch die Gleichung

—2ag;

= 2 2 2 (1)
91> + 92> + 93

bestimmt. Aus (1.2./4) folgt in Verbindung mit (1) fir die Richtung «, f, y, unter der ein Beu-
gungsmaximum beobachtet wird,

coso = — ———12 29133 =
91% + 92 + 93
29595
cosff = — ————ro 2
9. + 92 + 95° @)
2 2 __ g2
cos'y=1—|—gi}'=g1 + 9" — 95

a g+ gr+gd

Wie aus Gleichung (1) hervorgeht, mufl die Ordnungszahl g; negativ sein.
Die Bildmitte auf der Fotoplatte ist durch die bei allen Wellenléingen der Rontgenstrahlung
auftretende direkte Bestrahlung deutlich gekennzeichnet (Primérfleck). Fir die Koordinaten
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der Interferenzpunkte auf der Fotoplatte folgt (vgl. Bild 1.2.7)

c=ccosa —d 2% > _292193 >
cosy .+ 9 — 93

3)

y=ccosf=d cosf _ — 29295 d.

cosy 9% + 92* — g5°

7
/
/
/
// y
/7@
c /
/

y / —
8 o o
A d
a

Kristall X

Bild 1.2.7. Koordinaten eines Bildpunktes auf der Fotoplatte
beim LavE-Verfahren

Der Abstand g eines Interferenzpunktes P von der Bildmitte ist gleich

—2g5 Vg,°+9,° d. )

o=122 ¢t =
91* + 92* — g5°

Darin bedeutet ¢ die Entfernung des Bildpunktes‘P vom Ort der Beugung O.
Speziell fiir g, = —1 erhélt man aus (1)
Am— 2
9+ gt 41

Tabelle 1.2.1. g,% 4 g2

g 0 1 2 3 4

{

92

0 0 1 4 9 16
1 1 2 5 10 17
2 4 5 8 13 20
3 9 10 13 18 24
4 16 17 20 25 32

Mit gy, g5 = 0, 41, -2, 43, ... ergeben sich fiir g,2 4 g¢,% die Werte nach Tabelle 1.2.1.
9.2 + 9,2 kann somit die Werte 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9, ... annehmen. g, 4+ g,2 = 0 ergibt die Bild-
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mitte, also keine Beugung. Fiir die iibrigen Zahlenwerte folgen nach (5) die Wellenldngen, die bei
der Beugung durch den Kristall Interferenzpunkte liefern:

A = a;0,666a; 0,4a; 0,333a; 0,222a; 0,20
Im Falle @ = 0,426 nm werden also die folgenden Wellenldngen gebeugt:
A = 0,426 nm; 0,284 nm; 0,170 nm; 0,142 nm; 0,0947 nm; 0,0852 nm.

Speziell fir g3 = —1 und g,% + ¢,% = 5 ergibt sich 4 = 0,333a, d. h. 2 = 0,142 nm.
Aus (4) erhalten wir

= 1,118.

2.115
4

e
tany = — =
7=

Der Beugungswinkel ist somit gleich
y = 48,19°;
der Radius des Beugungskreises betragt
o=dtany =5.1,118 cm = 5,59 cm.

Auf diesem befinden sich die durch g, + g¢,2 = 5 bestimmten Punkte. Sie ergeben sich mit den
folgenden Werten:

=42, 92=Il:1

sowie

= Zt]-’ s = j:2

Die hierdurch nach (3) festgelegten acht Interferenzpunkte mit den zugeordneten MELERSChen
Indizes sind in Bild 1.2.8 dargestellt.

727 o 121
.5 211

577 o . 21
Bild 1.2.8. Interferenzpunkte eines LAUE-
B . Bildes mit den zugeordneten MILL.ERSchen

21 121 Indizes

Wie aus der Ableitung der Gleichungen (2) und (3) hervorgeht, hingt die Verteilung der Bild-
punkte von der Kristallstruktur ab. Aus einer LaovE-Aufnahme kann daher auf die Symmetrie des
Kristallaufbaues geschlossen werden.
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1.2.2. Kristallpulververfahren von Debye-Scherrer

Zur Kristallstrukturanalyse preften P. DEBYE und P. ScHERRER Kristallpulver zu einem diinnen
zylindrischen Stab und durchstrahlten diesen mit monochromatischen Rontgenstrahlen (vgl.
Bild 1.2.9). Die Verwendung des Kristallpulvers gewéhrleistet, dag die reflektierenden Netzebenen
alle moglichen Lagen einnehmen kénnen. Nur diejenigen Netzebenen, die mit dem einfallenden
Strahl einen Winkel & bilden, der die Bracasche Formel (1.2./20) erfillt, liefern Bildpunkte.

) Stende Kristallpulver

Lichtquelle
(monochromatisch) -
¥ 2¢
N

Filmstreifen Bild 1.2.9. Kristallpulververfahren
von DEBYE und SCHERRER
Yotopla“e
Lichtquelle
i |
*
| I
Blende Blende ;e istqu-
pulver 41}02

Bild 1.2.10. Strahlungskegel
und DEBYE-SCHERRER-Ringe
beim Kristallpulververfahren

und beim Drehkristallverfahren

Die unter einem die Bragasche Formel erfilllenden Winkel ¢ = 9, reflektierten Strahlen liegen
auf einem Kreiskegel mit dem Offnungswinkel 48, (vgl. Bild 1.2.10). Als Schnitt der Strahlungs-
kegel mit einer zum einfallenden Strahl senkrechten Fotoplatte ergeben sich Kreise unterschied-
licher Schwirzung. Der Schnitt mit einem zylinderférmig ausgelegten Filmband liefert gekriimmte
Linien (vgl. Bild 1.2.11). Zur Verstdrkung der Intensitdt der aufgenommenen Linien kann das
gepreBte Pulver bei einem einachsigen Kristall zuséitzlich gedreht werden (Drehkristallver-
fahren).

Die Auswertung der DEBYE-SCHEERRER-Aufnahme zur Strukturanalyse von Nickel ergibt auf dem
Filmzylinder DEBYE-SCHERRER-Linien, die von der Bildmitte die folgenden.Abstéinde auf-
weisen:

d (in cm) 1,71; 2,45; 3,00; 3,48; 3,91; 4,31; 5,03; 5,36; 5,66; 6,01; 6,32; 6,61; 7,50.
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d 138t sich am einfachsten als halbe Entfernung zweier symmetrisch zueinander liegendér Schwér-
zungslinien messen.

Bestimmen Sie aus den Messungen die Gitterkonstante des Nickelkristalls und geben Sie die
Mrrrerschen Indizes fiir die einzelnen Linien an. Der Durchmesser des Zylinders, in dem das
Filmband wihrend der DEBYE-SCHERRER-Aufnahme angeordnet war, sei gleich 2R = 10 cm. Die
Wellenlange betrage 4 = 0,120 nm.

Lo

d 171 245 300 348 391 431 503 536 566 601
hf+h§+hj ! 2 3 456 8 9 101

{100} {10}{111}{200){210}{ 211} {220}}227%{3/0}{371}

Bild 1.2.11. Schwirzungskurven auf einem Filmstreifen beim DEBYE-SCHERRER-Verfahren
mit Werten nach Tab. 1.2.2

Losung:
Die Linienabstdnde d vom Mittelpunkt sind mit dem Reflexionswinkel durch die Beziehung
= 2R (1)

verkniipft. Als Reflexionswinkel, die durch Interferenz Bildpunkte erzeugen, kommen nach
(1.2./21) nur die durch

292 2 2 2
sin2 9 = i(h_l. + h_z_ + hi) 2)

2 2 2
4 \o @ ag

bestimmten Winkel ¢ in Frage. Wir berechnen demzufolge zu jedem MeBwert d die Grofle
sin?$ = sin? —d— 3)
2R
Die Ergebnisse sind in Tabelle 1.2.2 Spalte 2 eingetragen. Fur die erste Zeile erhédlt man z. B.

sin? § = sin? 2—
10 k13

. o
L _ sin? (M) = sin? 9,8° = 0,029.

Aus den Werten in Spalte 2 kann man einen gemeinsamen Faktor 0,029 abspalten. Samtliche
Werte in Spalte 2 ergeben sich durch Multiplikation von 0,029 mit einer ganzen Zahl. Hieraus ist
zu folgern, dafl der rechte Faktor in (2) in der Form

SIS TN SR REY LRSS

2 2 2 2
a, Qg as o

(4)
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Tabelle 1.2.2. Auswertung einer Debye-Scherrer-Aufnahme

1 2 3 4
dinem  sin?® B+ h? + kg by g, by
1,71 0,020 ~1 1,0,0
2,45 0,058  ~2 1,1,0
3,00 0,087 -3 1,1,1
3,48 0,116 -4 2,0,0
3,91 0,145 .5 2,1,0
4,31 0,174 .6 2,1,1
5,03 0232 .8 2,2,0
5,36 0,262 9 2,2,1
3,0,0
5,66 0291 10 3,1,0
6,01 0,320 11 3,1,1
6,32 0,349 12 2,2,2
6,61 0,378 13 3,2,0
6,92 0,407 14 3,2,1
7,50 0,465 .16 4,0,0

(<N

geschrieben werden kann. Die Gitterkonstanten miissen demnach gleich sein:

0 =ay, =03 =a. )

Fiir den gemeinsamen Faktor ergibt sich nach (2), wenn die groBeren Werte im unteren Teil der
Tabelle beriicksichtigt werden,

122
4a?

= 0,0291. (6)

Wir setzen hierin 7 = 1 und 4 == 0,120 - 10~—® m ein und erhalten, wenn wir nach der Gitterkon-
stanten a auflésen,

. . —9)2 .
a = M m = 0,352 nm.
4.0,0291

Dividiert man die Werte in Spalte 2 durch 0,0291, so folgen fiir 4, + hy? + k% durch Runden
die Werte in Spalte 3. In Spalte 4 sind die sich hieraus ergebenden MmL.LERschen Indizes einge-
tragen, wobei simtliche Permutationen zugelassen und nur die positiven Werte aufgefiithrt
sind.

In der obersten Zeile geht z. B. d = 1,71 cm aus den Netzebenen mit den Mimr.erschen Indizes
(100) (100) (010) (0io0) (001) (001

hervor. Diese Netzebenen werden durch das Symbol {1 0 0} gekennzeichnet.

1.2.3. Beugung von Elektronenstrahlen

Elektronenstrahlen werden beim Durchgang durch einen Kristall ebenso wie. Rontgenstrahlen
gebeugt (Versuche von DavissoN und GERMER 1927). Im Gegensatz zu den Rontgenstrahlen, bei
denen ‘die Brechzahl des Kristalls praktisch gleich der des Vakuums, d. h. gleich eins, gesetzt
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werden kann, ist bei Elektronenstrahlen mit einer im Kristall merklich von eins abweichenden
Brechzahl n zu rechnen. Die den Elektronenstrahlen zugeordneten Wellenldngen in Vakuum und
im Kristall weichen daher voneinander ab. Das findet nach der pE-BrogriEschen Theorie seine
Erklarung durch eine den Elektronen im Kristall zukommende potentielle Energie W,q. Sie
fithrt im Kristall zur Brechzahl

n= |/1— LVP"—t. (1)

Wldn

Zur Bestimmung der potentiellen EnerTg/ie von Elektronen im Nickelkristall beobachtet man die
Beugung der Elektronen an der (11 1)-Ebene. Die Elektronen werden durch ein elektrisches
Feld mit der Potentialdifferenz U = 50 V beschleunigt und fallen schrig unter dem Glanz-
winkel 9 auf die Netzebenenflache (vgl. Bild 1.2.12). Ein Bildpunkt wird fiir den Glanzwinkel
& = 43°30” beobachtet. Berechnen Sie daraus die potentielle Energie der Elektronen im Kristall.

Vakuum

Kristall AN

N
AN
\\j Netzebenen

Bild 1.2.12. Reflexion eines senkrecht einfallenden Elektronenstrahls
an der Netzebene und Brechung beim Austritt aus dem Kristall

Losung:

Bei Elektronenstrahlen tritt an die Stelle der Rontgenwellenlédnge die Lénge A der zugeordneten
pE-BroGLIEschen Welle. Diese folgt aus den pE-BroGLIEschen Grundgleichungen

W =iw, p=rik. 2)
Darin bedeuten W die Energie und p den Impuls eines Teilchens.

po2m
y)

gibt die Wellenzahl, o die Kreisfrequenz der pe-BrogrIEschen Welle an. Ferner ist

h= i, h =6,63-103¢Js.
27

Im Vakuum besitzen die Elektronen nur ihre kinetische Energie, die durch das Beschleunigungs-
feld mit der Potentialdifferenz U hervorgerufen wird:

2
Wyin =eU = 210 bzw. p = V2meeU. (3
m,

e
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Darin bedeutet m, = 9,11 - 10-31 kg die Elektronenruhmasse, e = 1,60 - 10-2° C die Elementar-
ladung. Relativistische Rechnung istnicht erforderlich. Die Elektronen werden als freie Teilchen
behandelt (vgl. effektive Masse 3.3. und 4.2.).

(3) in (2) eingesetzt und nach der Wellenlidnge 4 aufgeldst, ergibt fiir die Linge der DE-BROGLIE-
schen Welle in Vakuum

h

A= .
2meeU

(4)

d

Mit den vorgegebenen Werten folgt

. 10-34
4 6,63- 10

= m = 0,174 nm.
V2-9,11-10-31.1,6 - 10-29. 50

Im Kristall ist die Lénge der DE-BroGLIEschen Welle

Z=n/1=l/1—LVP°—t/1. (5)
kin
Vakuum
& B A D' %(
B D

Kristall A Bild 1.2.13. Reflexion und Brechung
4 von Strahlen an parallelen Netzebenen

c

Die unterschiedlichen Wellenldangen fiir das Vakuum und fiir den Kristall bedingen, daf die
Braaasche Gleichung fiir Elektronenstrahlen eine andere Form hat alsnach (1.2./20) bzw. (1.2./21)
fir Rontgenstrahlen.

Nach Bild 1.2.13 betragt der optische Gangunterschied As zwischen dem an der Kristallober-
fliche und dem an der ersten parallelen Netzebene reflektierten Strahl unter Beriicksichtigung der
Brechzahldnderung

As = 2(nBC — B'C) =2 ( né— —FZGOS#).
sin 9
Nach Bild 1.2.13 ergibt sich hieraus weiter
As = 22— (n — cos § cos 9). 6)
sin ¢

Zwischen dem Glanzwinkel & an der Kristalloberfliche und dem Glanzwinkel & an der ersten
parallelen Netzebene besteht nach dem Brechungsgesetz die Beziehung

cos & ) )

008’5 =
n
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Damit erhalten wir

— — 2
sin® = V1 —cos? P = Vl — coszﬁ. (8)
n

Wir setzen (7) und (8) in (6) ein, was auf

As = 26 Yn? — cos? 9 9)

fiithrt. Sollen sich die reflektierten Wellen durch Interferenz verstirken, so mufl der Gangunter-
schied benachbarter Strahlen ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlédnge A sein:

As=IA mit 1=0,1,2,.... (10)
Aus (9) und (10) folgt als Braggsche Gleichung fiir Elektronenstrahlen

|’ 200 — cos?d =104 (1=0,1,2,...) | (11)
Kennt man die Glanzwinkel ¢ des einfallenden Elektronenstrahls, fiir die ein Bildpunkt auftritt,

d. h. eine Verstirkung der gebeugten Strahlung durch Interferenz erfolgt, so kann man daraus
die Brechzahl n bestimmen:

2
n = VE + cos2 P, (12)

Mit den nach Beispiel 1.2.4 und auf Grund der Messung vorliegenden GroBen folgt, wenn man
den MeBwert ¢ = 43°30” der Ordnung ! = 1 zurechnet,

2
= .17t + 0,725% = 0,84.
4-0,203%

Hiernach wire n << 1 und damit Wy, positiv im Gegensatz zu anderen MeBergebnissen fiir

leitende Kristalle, bei denen stets 7 > 1 und Wy, < 0 ist. Rechnet man dagegen den MeBwert
der Ordnung ! = 2 zu, so ergibt sich

. 2
= % + 0,725%2 = 1,12.
4.0,2032

Durch Aufl6sen von (1) nach Wy erhilt man
Woot = Wyin(l — n?). (13)
Mit den vorliegenden Werten folgt

Woot = (1 — 1,122) 50 eV = —12,7 eV.

1.24. _ Streuung an zusammengesetzten Gittern

Die Interferenzbedingungen von v. LAUE und die ihnen dquivalenten Interferenzbedingungen
von BraGag gelten fiir die Streuung an den periodisch angeordneten identischen Kristallbau-
steinen eines einfachen Gitters. Diese Bedingungen enthalten keine Aussage iiber die Intensitit
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der gestreuten Strahlung. Um allgemein die Intensitidt fiir zusammengesetzte Gitter zu bestim-
men, hat man nicht nur die Streuung durch die einzelnen verschiedenen Kristallbausteine (Atome
oder Ionen) zu berechnen; es mufl auch die Elektronenverteilung bestimmt werden, um die von
den Elektronen verursachte Streuung beriicksichtigen zu konnen.

Besteht das zusammengesetzte Gitter aus gleichen Atomen, so kann man die Streuung durch die
Elektronen und die Streuung durch die periodisch angeordneten Atome oder Ionen unabhingig
voneinander berechnen und die Intensitidt der gestreuten Strahlung in zwei darauf zuriickgehende,
voneinander unabhéngige Funktionen zerlegen. Bestimmen Sie auf Grund dessen die Intensitat
der Interferenzmaxima (100), (111), (210), (3 0 0) eines kubisch-raumzentrierten Gitters, das
aus identischen Kristallbausteinen besteht.

Losung:

Die in der Elementarzelle enthaltenen r Bausteine seien beziiglich ihrer Lage durch die Vektoren
a, =ua; + 0,8 +wa;, (v=1,2,..,7) 1)

bestimmt. Die Interferenzmaxima der Untergitter, d. h. der von den einzelnen Bausteinen ge-

streuten Strahlung, folgen wie beim einfachen Gitter aus den Laugschen Interferenzbedingungen

(1.2./1) bis (1.2./3). Dabei ist die Phasenverschiebung Ag zwischen den Untergittern zu beriick-

sichtigen.
Es bezeichne

fw!= fv(hv hza ha)
die Amplitude der von den Netzebenen(%,hyhs) des v-ten Untergitters gestreuten Strahlung,

F = F(hy, by, h3)
die Amplitude der von den (hlh;h3)-Netzebenen samtlicher Untergitter des zusammengesetzten
Gitters gestreuten Strahlung. Ag, sei der Phasenunterschied, den Strahlen, die am »-ten Unter-

gitter gestreut werden, gegeniiber Strahlen aufweisen, deren Streuung an den Koordinaten-
ursprungspunkten der Elementarzellen erfolgt. Mit diesen Bezeichnungen folgt

F= F(kh he; h3) =2 freiAq)v' @)

F wird als Strukturamplitude bezeichnet.
Die Phasendifferenz folgt aus

2r

A‘P- = T 7("0 - n)' (3)
Hierin kénnen wir (1) einsetzen und erhalten

2
Ap, = 7” (0,8 + 2,85 + 0,45) - (0 — 7). (4)

Auf Grund der Laveschen Interferenzbedingungen (1.2./1) bis (1.2./3) ergibt sich weiter
Ap, = 2r(hyu, + by, + hgw,). ()
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Die Intensitit der gestreuten Strahlung wird durch den Strahlenfaktor
FF* = |F(hy, by, by)?

bestimmt. Wir setzen (5) in (2) ein und bilden den Ausdruck FF*, wobei F'* den konjugiert kom-
plexen Wert von F bezeichnet. Es folgt

2

+

2

T
Z fv sin 271-("’1“)' + thv + h3wv)

r=1

T
Y f, cos 2n(hyu, + hyv, + hyw,)
»=1

FF* =

(6)

Wird das zusammengesetzte Glied von gleichen Kristallbausteinen gebildet, so gilt

h=h=-=] @

Man kann daher im Falle gleicher Kristallbausteine
2]

(8)

2 3
+ Z sin 2n(h1uv + hz”v + hawv)

r=1

T
Z cos zn(hluv + h’Zvv + hawv)

FF* = fo
r=1

schreiben
Faf3t man das kubisch-raumzentrierte Gitter als aus zwei einfachen kubischen Gittern zusammen-
gesetzt auf (vgl. 1.1.2.), so ergeben sich fir «,, v,, w, die Werte
1 1 1
=0, v,=0, w=0; Uy=—, V,=—, W, =—.
1 1 1 PoUp=g p 3 LR
Damit folgt

[F(hy, by, hs)|? = FF* = |fI2[|1 + cos m(hy + hy + h5)[* + [sin 7 (By + hy + Bg)|%].
9
Fur die MiLERschen Indizes (10 0), (2 1 0), (3 0 0) ist &, + h, + hy ungerade. Daher folgt
cos w(hy + hy + hg) = —1, sin w(hy + hy + h3) =0
und somit
FF* =0. (10)
Im kubisch-flichenzentrierten Gitter, das aus identischen Kristallbausteinen besteht, sind die

Interferenzmaxima, fiir die die Summe der MILLERschen Indizes ungerade ist, also (1 0 0), (11 1),
(300), ..., nicht zu beobachten. Die Intensitdt dieser Beugungsmaxima ist Null.

A Aufgaben

Al1.21. Welche Rontgenwellen liefern bei der Beugung durch einen Silberkristall Beugungs-

maxima (¢ = 0,408 nm)? Geben Sie die finf lingsten Wellen fiir g; = —1 an. Der
einfallende Strahl habe die Richtung [1 0 0].

A1.2.2. In einem kubischen Kristall schneidet eine Netzebene die Basisachsen so, daB die
Abschnitte s = a, y; = —a, 23 = 20 entstehen. Bestimmen Sie die MiLLERschen
Indizes dieser Fliche. .

A123. Bestimmen Sie die Richtungscosinus der Flichennormalen auf der durch die
MrirreRschen Indizes (1 3 5) bestimmten Netzebene bei einem kubischen Gitter.

Al124. Welche Abstinde haben die Netzebenen (1 3 5) in Silber (& = 0,408 nm)?

A1.25. Wie lauten die MLLERschen Indizes der y,z-Ebene?

4 Schilling, Festkérperphysik
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A1.2.6.

A1.2.7.

A1.28.

A1.209.

A 1.2.10.

A1.2.11.

Al.2.12.

Bestimmen Sie die Glanzwinkel, firr die Licht der Wellenldnge 2 = 0,250 nm an
einem Silberkristall gebeugt wird.

Bestimmen Sie die Wellenlénge der pE-BrocLiEschen Welle eines Elektrons, das
durch ein elektrisches Feld der Spannung 100 V beschleunigt wird.

Ein Elektron wird durch ein elektrisches Feld mit der Spannung 100 V beschleunigt
und fallt danach auf Aluminium. Die Reflexion an der (1 1 0)-Ebene ergibt einen
Bildpunkt, den man unter dem Glanzwinkel 4 = 7,7° beobachtet. Berechnen Sie
daraus das Potential der Elektronen in Aluminium. Wie groB ist die Brechzahl?
Treffen «-Strahlen auf Berylliumkerne, so entstehen neben Kohlenstoffkernen
Neutronen, die eine Anfangsgeschwindigkeit von 4,7 - 10 m s~ haben. Geben Sie
ihre pE-BroGLIEsche Wellenldnge an und vergleichen Sie diese mit den Abmessun-
gen in einem Kristallgitter. Die Neutronenmasse betriagt m, = 1,67 - 10~2" kg.
Welche kinetische Energie (in eV) und welche Geschwindigkeit diirfen Neutronen
nicht iberschreiten, wenn ihre pE-BrogLiEsche Wellenldnge nicht kleiner als
0,1 nm, d. h. mindestens in der Gr6Benordnung der Gitterkonstanten, sein soll?
Bestimmen Sie fiir Nickel den Glanzwinkel, fiir den die Reflexion von Neu-
tronenstrahlen an der (1 1 1)-Ebene einen Bildpunkt ergibt, wenn die DE-BROGLIE-
sche Wellenlinge a) 0,1 nm, b) 0,0001 nm betrigt (W5, = —16 eV, Werte nach
Tab. 1.1.1).

Untersuchen Sie die Strukturamplitude fiir das kubisch-flichenzentrierte Gitter
und bestimmen Sie die Reflexionsebenen mit der Strukturamplitude Null. Wie
liegen die Verhéltnisse fiir die Ebenen (1 1 0) und (1 1 1)?



2. Mechanische und thermische Eigen-
schaften idealer Kristalle

2.1. Krifte und Bindungsenergien

E Einfiihrung

Wechselwirkungskrifte und Gitterpotential

Die physikalischen Eigenschaften eines Kristalls héngen nicht nur von der geo-
metrischen Struktur des Kristallaufbaus, sondern im gleichen MaBe von den zwischen
den Bausteinen auftretenden Wechselwirkungskriften ab. Sie besitzen, wie sich all-
gemein beweisen 148t, ein Potential

U=U(r). (1)

Es ist in der Regel auf ein Kilomol des Kristalls bezogen und kann als Funktion
des Abstandes r zwischen zwei benachbarten Kristallbausteinen dargestellt werden.
Fiir die Wechselwirkungsenergie eines herausgegriffenen Teilchens schreibt man

e =¢(r). (1a)
Sie hingt mit dem Gitter- bzw. Kristallpotential gemaf}
U = Nys(r) (1Db)

zusammen, wobei N, die Anzahl der Kristallbausteine je Kilomol angibt. Die im
Kristall wirkenden Krifte lassen sich somit auf die Betrachtung zweier Bausteine
O und A4 zuriickfithren. Fir die zwischen ihnen wirkenden Kréfte erhélt man

F = —grad ¢(r) = — Friet @)
Darin bedeutet r den Vektor vom Baustein O zum betrachteten Baustein 4 (vgl.
Bild 2.1.1).
Im Falle

aUu de

W>0 bzw. E>O 3)

4%
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sind F und 7 einander entgegen gerichtet. Wachsendes Potential mit wachsendem
Abstand der Kristallbausteine kennzeichnet daher Anziehungskrifte innerhalb des
Kristalls. Dagegen werden AbstoBungskriifte durch ein mit wachsendem Abstand
fallendes Potential

dUu de

W << O bZW. E
charakterisiert. Stabiles Gleichgewicht besteht, wenn das Kristallpotential ein
Minimum annimmt:

aw _, @
IR T

Sollen die Atome oder Ionen einen stabilen Kristall bilden, so muBB ihr Wechsel-
wirkungspotential U(r) ein Minimum nach Kurve 3 in Bild 2.1.1 aufweisen: Fir
kleine Abstinde r iiberwiegt die AbstoBung, fiir groBe die Anziehung; dazwischen
befindet sich der Gleichgewichtsabstand r = ry mit dem Potentialminimum.

<0 4)

> 0. (5)

-Ua

Bild 2.1.1. Potential der Wechselwirkungskrifte.

1 AbstoBungspotential, 2 Anziehungspotential, 3 LENNARD-JoNES-Potential
aus anziehendem und abstoendem Term

Ein Potential der Form 3 nach Bild 2.1.1 kann durch einen anziehenden und einen
abstoBenden Term aufgebaut werden. Nach LENNARD-JONES geht man zur Dar-
stellung des Gitterpotentials von dem Ansatz

A B
U(r):—'r_m-{_r_" (6)

aus. 4, B, m, n sind darin positive Parameter. Der erste Summand charakterisiert
die Anziehung, der zweite die AbstoBung. Da fiir kleine Absténde r < 7, die Ab-
stoBung itberwiegen mus, folgt

n>m | (7
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Die Parameter A und B sind iiber den Gleichgewichtsabstand r = r, miteinander
verkniipft. Nach (5) muf die Beziehung

dUu .
(E),z,o =0 (5a)
bestehen, woraus
m
B = 7 7o (5b)

folgt. Das Wechselwirkungspotential zwischen zwei Teilchen wird daher vielfach
in der Form

REREI

dargestellt. Der Kristallparameter ¢ kann aus dem Gleichgewichtsabstand: r, be-
stimmt werden, wiahrend der Kristallparameter ¢ aus der Gitter- bzw. Bindungs-
energie U, = U(r,) hervorgeht. U, ist negativ.

Das Absto8ungspotential

B

Uap = ) (8a)

wird in erster Linie durch die wechselseitige Durchdringung der Elektronenhiillen
verursacht. Von den Atomkernen gehen Krifte aus, die abstoBend oder, wie die
“Quantentheorie fiir bestimmte Bindungszustéinde zeigt, als Folge von Austausch-
effekten anziehend wirken konnen. Beispiel fiir eine hierdurch bedingte starke gegen-
seitige Anziehung ist das Wasserstoffmolekiil H,, bei dem die Elektronen gleichzeitig
beiden Atomen angehoren (vgl. Beispiel 2.1.3).

Das Potential der gegenseitigen Anziehung

A ,
Ui =— — (8b)

,,-m

wird verursacht durch /

1. Ionenbindung (heteropolare bzw. elektrovalente Bindung),

2. kovalente Bindung (homdéopolare Bindung bzw. Atombindung),
3. Metallbindung,

4. vAN-DER-WaALssche Bindung.

Die meisten in Kristallen bestehenden Bindungen sind Mischzustinde zwischen
diesen vier Bindungstypen.

Tonenbindung

Tonenbindung M+X- tritt vorwiegend bei Alkalihalogenid-Kristallen, insbesondere
NaCl, KCl, CsCl auf. Die Kristallbausteine werden von positiv geladenen Kationen
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M+, z. B. Natriumionen Nat*, und negativ geladenen Anionen X-, z. B. Chlorionen
Cl-, gebildet.

Bei der Beurteilung der Stabilitit eines Kristalls kommt der Energiebilanz die
entscheidende Bedeutung zu. Die Entstehung von Ionen aus neutralen Atomen ist
mit einem Energieumsatz verkniipft, der in die Energiebilanz eingeht:

Bei der Bildung eines Kations M+ aus dem freien Atom M hat man die Ionisierungs-
arbeit Jy aufzuwenden (vgl. Tabelle 2.1.1). Die Bildung eines Anions X~ aus dem
freien Atom X setzt im allgemeinen Energie frei, die als Elektronenaffinitit Fy
bezeichnet wird (vgl. Tabelle 2.1.1). Negative Elektronenaffinitat, z. B. fiir Ne, be-
deutet, dafB die Anionenbildung eine Energieaufwendung erfordert.

Bei der Ionenbindung aus zwei elektrisch neutralen, freien Atomen wird in den
meisten Fillen die Ionisierungsarbeit Jy nicht durch die Elektronenaffinitdt Eyx
gedeckt. Befinden sich die beiden Teilchen in einer derart grofen Entfernung von-
einander, daB Wechselwirkungskrifte vernachldssigt werden koénnen, so ist im
System aus Kation und Anion eine Energie gespeichert, die gleich der Differenz
Ju — Ex zwischen der Ionisierungsenergie und der Elektronenaffinitét ist. Sie ist
aufzuwenden, wenn das System aus Kation und Anion wieder in zwei neutrale Atome
zuriickverwandelt werden soll.

Beispiel 2.1.1. Ionisierungsspannung und Elektronenaffinitit

Fir Natrium betrigt die Ionisierungsenergie nach Tabelle 2.1.1 Jy = 5,09 eV, fiir Chlor die
Elektronenaffinitdt Ex = 3,70 eV. Das System aus den beiden Ionen Na* und Cl- enthilt daher,
wenn sich beide in einem groflen Abstand voneinander befinden, so da Wechselwirkungskréfte
vernachlédssigt werden kénnen, eine gespeicherte Energie von Jy — Ex = 1,39 eV.

Riicken die beiden Ionen zusammen, so treten Wechselwirkungskrifte zwischen
ihnen in Erscheinung. Die entgegengesetzten Ladungen fithren bei Ionen mit Z
Elementarladungen zu der elektrostatischen Anziehungskraft

VA
Fp=— dmegr® 1 (9a)
bzw. dem elektrostatischen Anziehungspotential
Z2e?
Ug = — T 9)

Ihm wirkt das im wesentlichen von den Elektronenhiillen verursachte AbstoBungs-
potential (8a) entgegen. Im Gleichgewichtsabstand r, heben sich die aus den Poten-
tialen abgeleiteten Anziehungs- und AbstoBungskrifte auf. Fir r > r, iiberwiegt
dagegen die Anziehung. Gegen sie ist eine Arbeit aufzuwenden, wenn man die Ionen
voneinander trennt, den Kristall also in seine Ionenbestandteile zerlegt. Sie ist mit
der Gitterenergie U, = U(ry) = — Uyx identisch (vgl. Tab. 2.1.2).

Born-Haberscher Kreisprozef3

Die Gitterenergie kann experimentell nicht unmittelbar gemessen werden. Thre Be-
stimmung erfolgt iiber den Born-Haberschen Kreisproze§ (vgl. Bild 2.1.2). '
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Fiir den Zerfall des Kristalls MX in die Ionen M+ und X~ ist die Gitterenergie — Uyx
aufzuwenden. Bei der Umwandlung der Ionen M+ in neutrale Atome M wird die
Tonisierungsenergie Jy frei, wihrend die Umwandlung der Ionen X- in die neutralen
Atome X im allgemeinen eine Energieaufwendung erfordert. Sie entspricht der
Elektronenaffinitit Ex.

(M X ')Krisfall

(M) fest

Bild 2.1.2. BorN-HaBERscher
Kreisprozef3

(M)

Dampf

Die neutralen Metallatome bleiben bei Zimmertemperatur nicht als Metalldampf er-
halten, sondern schlagen sich als feste Substanz nieder. Dabei wird an die Umgebung
die Sublimationsenergie Sy abgegeben. Der ProzeB der Bildung von Gasmolekiilen
X, aus den Atomen X bewirkt, daf die Dissoziationsenergie Dx frei wird.

Durch Reaktion des Gases X, mit dem Metall M entsteht, den Kreisproze voll-
endend, wieder der Kristall MX. Dabei wird die Reaktionsenergie Qyx an die Um-
gebung akgefithrt. Man erhélt somit die Energiebilanzgleichung

—Uux + Ju — Ex + Sy + Dx + Qux = 0. (10)

In das System einflieBende Energien sind negativ, ausflieBende Energien positiv
gerechnet.

Tonisierungsspannung und -energie lassen sich aus elektrischen Messungen genau
bestimmen. Dagegen bestehen bei den Angaben iiber die Elektronenaffinitit Ex
groBere Differenzen. Die Sublimationsenergie Sy und die Reaktionsenergie Qy
kénnen durch thermochemische Untersuchungen bestimmt werden, wéhrend die
Dissoziationsenergie Dx aus.den Molekiilspektren der Gase berechnet werden kann.
Bei Kenntnis dieser Gré8en 1a8t sich die Gitterenergie — Uyx aus (10) berechnen.

Beispiel 2.1.2. Born-Haberscher Kreisproze8 fiir Steinsalz

Die Ionisierungsenergie fiir Natrium betragt nach Tab. 2.1.1 Jy = 5,09 eV/Atom. Umgerechnet
erhédlt man 117,1 keal mol~ bzw. 490 kJ mol~'. Fir die Elektronenaffinitit des Chlors folgen
85,1 kecal mol~! = 356 kJ mol~L. Als Sublimationsenergie des Natriums hat man 22,8 kcal mol—?
= 95 kJ mol-?, als Dissoziationsenergie des Chlors 56,9 kcal mol-1 = 238 kJ mol—! einzusetzen.
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Bei der Rechnung ist zu beriicksichtigen, daf zur Bildung eines Mols NaCl nur ein halbes Mol Cl,
erforderlich ist. Die Bildungsenergie des Natriumchlorids betrigt Qyx = 99,4 kecal mol—t
= 416 kJ mol-1. Daraus erhilt man nach (10) fir die Gitterenergie

Uyx = (117,1 — 85,1 + 22,8 + 28,4 + 99,4) kcal mol—1
= 182,6 kcal mol—* = 764 kJ mol—? bzw.
= (490 — 356 + 95 +- 119 -+ 416) kJ mol~* = 764 kJ mol™?,
d. h. U, = —182,6kcal mol-! = 764 kJ mol-.

Soll der Kristall stabil sein, so muBl die Reaktionsenergie Qyx positive Werte an-
nehmen. Die Verbindung ist um so stabiler, je gréfer Qyx ist. Nach (10) besteht die
Voraussetzung fiir groe Werte der Reaktionsenergie

Qux = Uux — (Ju — Ex) — Sx — Dx (11)

darin, da8 die Gitterenergie Uyx den Energieaufwand fiir Ionisierung Jy — Ex,
Sublimation Sy und Dissoziation Dx wesentlich iibersteigt. Ionenkristalle besitzen
in der Regel eine Gitterenergie, die um so grofer ist, je kleiner der Abstand zwischen
nichsten Nachbarn ist bzw. je groBer die Ionenladungen sind (vgl. Tabelle 2.1.2).
Auf Grund ihrer starken Bindungskrifte zeigen sie nur eine geringe Kompressibilitat.

Kovalente Bindung

Bei der kovalenten Bindung gehéren Elektronen gleichzeitig mehreren Atomen an.
Sie tritt zwischen Atomen auf, die ein Elektronenpaar mit zwei antiparallelen Spins
bilden kénnen (vgl. Bild 2.1.3), z. B. zwischen zwei Wasserstoffatomen bei der

a) b)

+ - + -

/——\ TN VAl /‘\

/ ° \l/ ° \\ ( .( \) ° )

\___//\\__// \\//\/\\__/

c) d) |
‘s K
’-\y”\ A ~N— TN

/7 P NGy \\ / \ S %

( € ) J [ e o |

N =T \ /
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Bild 2.1.3. Elektronenbahnen bei Ubergangszustinden zwischen Tonenbindung
und kovalenter Bindung.

a) ideale Ionenbindung

b) Ubergangszustand mit iiberwiegender Ionenbindung

c¢) Ubergangszustand mit iiberwiegender Kovalenzbindung
d) ideale Kovalenzbindung
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Bildung des Wasserstoffmolekiils H,. Eine quantitative Erklirung der kovalenten
Bindung ist nur durch quantentheoretische Uberlegungen méglich. Die klassische
Physik versagt.

Fiir die kovalente Bindung zwischen zwei Atomen ist allein die Moglichkeit, ein
Elektronenpaar mit zwei antiparallelen Spins zu bilden, mafBgeblich, nicht die tat-
sachliche Existenz der beiden Elektronen. Kovalente Bindung tritt daher auch bei
einfach ionisierten Molekiillen mit nur einem umlaufenden Elektron auf, z. B. bei
einfach ionisierten Wasserstoffmolekiilen.

Beispiel 2.1.3. Die kovalente Bindung des Wasserstoffs

Das einfach ionisierte Wasserstoffmolekiil besteht aus zwei Protonen, die von einem Elektron
umkreist werden. Die Bindungsenergie des einzelnen Elektrons an die beiden Protonen ist gréofer
als die an eine positive Ladung beim H-Atom. Dagegen wirkt der Bindung an die beiden Protonen
deren elektrostatische AbstoBung entgegen. Insgesamt itberwiegt jedoch die Anziehung zwischen
dem Elektron und den Protonen.

Beim einfach ionisierten Wasserstoffmolekiil H,+ betragt die Bindungsenergie zwischen den
Kernen 2,65 eV. Wird sie aufgebracht, so zerfillt das ionisierte Molekiil in ein elektrisch neutrales
Wasserstoffatom und ein Wasserstoffion.

Fur das neutrale Wasserstoffmolekiil ist die Bindungsenergie zwischen den Kernen gleich
4,48 eV. Dabei kommt die geringe AbstoBung zwischen den beiden umlaufenden Elektronen zur
Wirkung.

Bei einwertigen Elementen, z. B. Natrium oder Chlor, lassen sich durch Kovalenz-
bindung jeweils nur zwei Atome miteinander koppeln. Im Kristallgitter solcher
Substanzen stellen daher andere Kréfte die Verbindung untereinander her. Dagegen
treten keine Strukturen aus einwertigen Elementen mit einheitlichem Bindungs-
charakter auf.

Auch bei zweiwertigen Elementen, wie z. B. Sauerstoff, bauen die Atome zwar
geschlossene Ringe und Ketten auf. Strukturen mit einheitlicher Kovalenzbindung
sind jedoch nicht bekannt. Dagegen ergibt sich diese Méglichkeit aus der Elektronen-
konfiguration fir die Elemente der vierten Gruppe (Kohlenstoff, Silizium, Ger-
manium) des Periodensystems der Elemente sowie fiir Verbindungen zwischen drei-
und fiinfwertigen Elementen, z. B. fiir GaAs und InSb (vgl. A 2.1.4).

Beispiel 2.1.4. Kovalente Bindung des Kohlenstoffs

Das Kohlenstoffatom C tritt in chemischen Verbindungen im angeregten Zustand (1s)2 (2s)! (2p)?
auf, d. h., es befinden sich zwei Elektronen im 1s-Zustand (Hauptquantenzahl » = 1, Neben-
quantenzahl I = 0), ein Elektron im 2s-Zustand (n = 2, I = 0), drei Elektronen im 2p-Zustand
(n = 2, 1 = 1). Der normale Zustand atomaren Kohlenstoffs ist dagegen nach Tab. 2.1.6 durch
(1s)? (2s)? (2p)® gekennzeichnet.

Die Spins der beiden Elektronen im 1s-Zustand miissen auf Grund des Pauli-Prinzips anti-
parallel sein und kommen daher fiir eine Elektronenpaarbildung mit Elektronen anderer Atome
nicht in Frage. Dagegen sind die vier Elektronen im 2s-Zustand bzw. 2p-Zustand in ihren vier
Quantenzahlen n, I, m, s nicht abges#ttigt: fir das Elektron im 2s-Zustand ist m = 0, s kann

gleich + % oder — % sein. Die Elektronen im 2p-Zustand kénnen die magnetischen Quanten-
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zahlen m = +1, 0, —1 annehmen, fiir jeden dieser Zustinde kommen die Spinquantenzahlen
—f—ioder—iinFra e

2 2 ge:
Im angeregten Zustand sind daher vier Elektronenpaarbildungen mit anderen Atomen moglich:
Kohlenstoff tritt in Verbindungen vierwertig in Erscheinung, und zwar im angeregten Zustand.

Der Diamantkristall besteht aus C-Atomen im Zentrum je eines Tetraeders, dessen Ecken eben-
falls mit C-Atomen besetzt sind (vgl. Bild 1.1.7).

Wie aus Beispiel 2.1.3 hervorgeht, liegt die Bindungsenergie bei der Kovalenz-
bindung in der gleichen Gré8enordnung wie bei der Ionenbindung. Beziiglich der
mechanischen Eigenschaften, wie z. B. Hérte, Festigkeit, Schmelztemperatur,
thermische Ausdehnung, treten zwischen Ionengittern und Gittern mit kovalenter
Bindung daher keine wesentlichen Unterschiede auf. Sowohl bei homdopolaren als
auch bei heteropolaren Bindungen variieren die mechanischen Eigenschaften inner-
halb weiter Grenzen.

Metallbindung

Bei der metallischen Bindung gehdren Valenzelektronen dem Kristall als Ganzes an,
in dem sie sich frei bewegen konnen. Sie sind nicht mehr, wie bei der Kovalenz-
bindung, speziellen Atomgruppen zugeordnet. Metallbindung tritt bei Elementen auf,
in deren dullerer Schale nur wenig Elektronen enthalten sind, z. B. bei Silber (1),
Kupfer (1), Natrium (1), Kalium (1), Eisen (2), Nickel (2) (vgl. Tabelle 2.1.6). Sie
besitzen auf Grund dessen charakteristische physikalische Eigenschaften: groBe
elektrische und Wirmeleitfahigkeit, groBe Absorption gegeniiber elektromagneti-
schen Wellen, groBe Plastizitét.

Nach dem Modell des Metalls von DRUDE besteht dieses aus einer regelméfigen An-
ordnung positiv geladener Ionen, zwischen denen sich die Valenzelektronen als
Elektronengas ausbreiten und frei bewegen.

Das Elektronengas verhélt sich nach den Gesetzen der FErMI-Dirac-Statistik (vgl.
3.3.). Die Bindung wird somit durch die kollektive Anziehung zwischen den positiv
geladenen Metallionen des Gitters und dem elektrisch negativen Elektronengas be-
wirkt. Sie ist wie die Ionenbindung kugelsymmetrisch und wirkt nach allen Richtun-
gen gleichméBig. Bei metallischen Strukturen besteht daher, wie bei der Ionen-
bindung, die Tendenz nach méoglichst dichten Packungen.

Van-der-Waalssche Kriifte

In Atomen und Molekiilen sind die elektrischen Ladungen nicht starr an einen be-
stimmten Platz gebunden, sondern bewegen sich periodisch. Das nach auBlen hin
elektrisch neutrale Atom oder Molekiil stellt bei genauerer Betrachtung einen Dipol
mit verdnderlichem elektrischem Moment, d. h. einen Oszillator, dar.

Sind zwei solche Oszillatoren nahe benachbart, so tritt zwischen ihren elektrischen
Ladungen eine Wechselwirkung auf. Als Folge davon werden Krifte ausgeldst, die
man als van-der-Waalssche bzw. Dispersionskrifte bezeichnet. Sie kénnen aus der
Anderung der Gesamtenergie gegeniiber dem Zustand vélliger Trennung abgeleitet
werden.
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Nach Untersuchungen von Lonpon ist das Wechselwirkungspotential VAN-DER-
Waazsscher Krifte der sechsten Potenz des Abstandes entgegengesetzt proportional:

const
. (12)

UvdW =

VaN-DER-WaaLssche Kréfte sind in sémtlichen Kristallen vorhanden. Thre Intensitit
ist jedoch gering, so daB sie bei der Berechnung der Anziehungskrifte vielfach ver-
nachlissigt werden kénnen. AusschlieBlich auf vAN-DER-WaaLsschen Kréften be-
ruhen die Bindungskrifte in kristallisierten Edelgasen. Die geringe Intensitdt
dieser Krifte (vgl. Tabelle 2.1.2) wirkt sich hier in Eigenschaften wie geringer Hérte,
niedrigem Schmelzpunkt und groBer thermischer Ausdehnung aus.

P Probleme

2.1.1. ‘Madelung-Konstante

Berechnen Sie die Bindungsenergie fiir ein Ion im Steinsalzkristall NaCl, wenn nur die elektro-
statischen Krifte beriicksichtigt werden. Der Abstand nichster Nachbarn im Steinsalzkristall ist
gleich der halben Gitterkonstanten.

Lisung:

Im kubischen Gitter des Steinsalzkristalls wechseln positive Natriumionen mit negativen Chlor-.
ionen. Hierdurch werden auf ein herausgegriffenes Ion abwechselnd Anziehungs- und Absto8ungs-
krifte ausgeiibt. Die Entfernungen zwischen den einzelnen Ionenschwerpunkten sind durch
das Gleichgewicht dieser Krafte bestimmt. Andere Krifte, die bei der Bindung des Ionengitters
mitwirken, kénnen in erster Naherung unberiicksichtigt bleiben.

Der elektrostatische Anteil der Gitterenergie des Ionengitters wird in der Form

1 1 i2; L
U= — -3 iy &)
drey, 2 i i
geschrieben. Die Summierung erstreckt sich sowohl beziiglich ¢ als auch beziiglich j iiber alle
Ionen des Gitters. Der Faktor L ist zu setzen, da bei der Summierung jedes Paar zweimal auf-

tritt, aber nur einmal gezéhlt werden darf.
Beim einfachen kubischen Gitter des Steinsalzkristalls betrigt der Abstand zwischen nichsten

Nachbarn

@)

7o =

IR

(vgl. Bild 1.1.6). Sie haben entgegengesetzte elektrische Ladungen. Die iibernichsten Nachbarn,
die die gleiche Ladung wie das betrachtete Ion tragen, befinden sich im Abstand

7‘1=%V§=V§7’0- . @)
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Bei den drittnédchsten Nachbarn ist die Ladung wieder entgegengesetzt, ihr Abstand vom be-
trachteten Ion betrigt

’2=%V§=V§"’o- (4)

Allgemein haben die n-ten Nachbarn des herausgegriffenen Ions mit der Ladung ¢ den Abstand

“ _
Fa =5 ¥ = Vn 7 (5)

und tragen die Ladung
nr = (—1)"g- 6)

g ist hier gleich dem positiven oder negativen Wert der Elementarladung e.
Die Bestimmung der Zahl n-ter Nachbarn erfordert beim einfachen kubischen Gitter, die Zahl
moglicher Losungen fiur die Gleichungen

22+ y? 22 =12 (?=1,2,3,..) (7
mit ganzzahligen Werten 2, y, z zu bestimmen. Man erhélt z. B. fur » = 1 die Losungen

1,0,0;0,1,0;0,0,1; —1,0,0;0, —1,0; 0,0, —1,
d. h. sechs nidchste Nachbarn:

2, = 6. (8a)
Ebenso erhédlt man

2, =12, 23=28, 2, =16, z3=24, z;=24. (8)

Enthalt der Kristall N, Kationen und Ny Anionen, so ergibt sich nach (1) fiir die gesamte elektro-
statische Gitterenergie

202
U= — OCNOZ (5 (9)
47teyry
bezogen auf ein Ion
202
= — _O‘_Z_e_. (10)
8megry
Darin heifit
o 6 12 8 6 24 24 (11)

iTRTBE ETE R

die MapELUNG-Konstante des Steinsalzgitters. Die Reihe (11) konvergiert, jedoch sehr langsam.
Zur Vereinfachung der Berechnung werden die Ladungen geeignet zusammengefaflt, so daB fast
neutrale Ladungsgruppen entstehen (vgl. A 2.1.11). Fir den Steinsalzkristall erhdlt man bei
Fortfithrung der Reihe schliellich die MADELUNG-Konstante

o =1,7476.
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Mit den vorgegebenen Werten folgt aus (10) fiir die elektrostatische Bindung eines Tons

_ 1,75 - (1,60 - 10-19)2
8-3,14-8,85.10-12 . 2,82 - 10-2°. 1,60 - 10-2°

e = eV = —4,46eV.

2.1.2. Gitterenergie und Kompressibilitit des Ionenkristalls

Die Wechselwirkung der Elektronenschalen benachbarter Ionen wird im Kristallpotential durch
einen AbstoBungsterm der Form —bT beriicksichtigt. n liegt fiir die verschiedenen Kristalle
7

zwischen 5 und 15. Fir den Steinsalzkristall ist » = 8,9. Die Wirkung des Zusatzterms klingt
daher mit zunehmender Entfernung rasch ab.

Bestimmen Sie die Gitterenergie des Steinsalzkristalls unter Beriicksichtigung des AbstoBungs-
terms. Leiten Sie eine Formel fir die Kompressibilitdt » des Kristalls ab und berechnen Sie
diese. Die MADELUNG-Konstante ist fiir NaCl mit &« = 1,75 einzusetzen; die Gitterkonstante
betrigt ¢ = 0,564 nm. '

Losung:

Das Potential eines Ions ist durch

1 Z2e? b
K%(i , +Tn)

gegeben. Das positive Vorzeichen gilt fir abstoBende Krafte, d. h. fiir gleiche Ladungen, das
negative fiir ungleiche elektrische Ladungen.

Durch Summierung iiber die Wechselwirkung sémtlicher Ionen folgt fiir das Gitterpotential des
aus 2N, Ionen bestehenden Kristalls

1 2N, (OLZ262 B ) )

r rh

Die GroBle B kann aus dem kleinsten Abstand zweier Ionen bestimmt werden, fiir den das Gitter-
potential ein Minimum annimmt:

dU
(&)= ‘2’

Es ergibt sich

2,2
(.‘ﬂ) _ N (“Z e _ lB_) =0, (3)
dr Jr, 4ne,

2 n4+1
7y r

woraus folgt

o @
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Wir setzen (4) in (1) ein und erhalten

22
Uo:__lyg"‘_z.‘i(I__l_) . (5)

4dmey 1o n

Zu einem Elementarwiirfel des Steinsalzkristalls gehoren nach 1.1.1. acht Ionen. Das von 2N,
eingenommene Volumen eines Kilomols ist daher

_ 2N a® _ Noaa. (6)

v,
o 8 4

Durch einen allseitig wirkenden Druck P wird das Volumen des Kristalls verringert, und man
erhilt

V= % Nyad(1 — 6)3, (7)
wobei 0 die relative Liangendnderung angibt. Der duBere Druck bewirkt somit eine Verdnderung

der Kantenlinge des Elementarwiirfels von a auf a(1 — d). Da d < 1 ist, kann an Stelle von (7)
auch :

V =

N

Nya3(1 — 36) (8)

gesetzt werden.
¢ ist eine vom #uBeren Druck abhéngige Gréfle. Nach (7) und (8) kann man unter der Voraus-
setzung ¢ <€ 1 schreiben:

AV = 71- NP A — 8P = — % Nyad AG. ©)

Die Kompressibilitit x eines Stoffes gibt die relative Volumeniénderung in Abhingigkeit von der
Druckénderung bei konstanter Temperatur an:

1 [(oV .

Bezeichnet AP = P den gesamten &duBeren Druck und gibt AV die hierdurch bewirkte Volumen-
dnderung an (vgl. Bild 2.1.4), so kann (10) durch

I 14 (11)
PV,
ersetzt werden.
Nach (8) und (6) ergibt sich
30
= — . 12
v= (12)
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Mit dem Zusammendriicken des Gitters ist eine Erhohung der Gitterenergie verbunden. Hierfiir
erhdlt man in Verbindung mit (9)

AU(P)= —PAV = % PNya? AS. (13)

Andererseits kann die Gitterenergie nach (1) berechnet werden. Setzt man in (1)
r = r(P) = ro(1 — 0) (14)

als Abstand zwischen nichsten Nachbarn bei der Einwirkung eines dufleren Druckes P ein, so

folgt
N, «Z?e? B
UP)= — —2 — . 15

)=~ e, (rou—a] 707[1—61") 12)

+
e i
el “1 1
e
P
J' Bild 2.1.4. Relative Langendnderung 6 durch duBeren
- Druck infolge der Kompressibilitdt » des Kristalls
)
a

Hieraus kann analog (4) B eliminiert werden, indem das Verschwinden der ersten Ableitung fiir
7 = 7ro(1 — ) beriicksichtigt wird. Damit erhédlt man

Ny aZ%? (1 1
UP)=— 2 — . 16
) dmey 7, (1 —0 n(l— 6)”) (16)

Durch Reihenentwicklung und Beriicksichtigung der Glieder bis zur zweiten Ordnung folgt

202 —
yp)= — NooZe 1 _n 162). (17a)
dmey, 1o n 2
Den Energieanteil
252, —_
Ug = NooZ?e*(n — 1) 5 17)
8meyry

definiert man als Elastizitiitsenergie. Sie ist auf ein Kilomol bezogen.
Eine Veranderung des Druckes wirkt sich auf die GréBe 6 und damit auf die Gitterenergie aus.
Hierfiir ergibt sich nach (17) bzw. (17a)

2,2, —
NeZe(n — 1) § AS. 18)

dregry
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Aus dem Vergleich von (13) und (18) folgt
3regPa’ry

= ——, 19
oZ?e?(n — 1) (19
In Verbindung mit (12) ergibt sich damit fiir die Kompressibilitdt
v — Irtegalry (20)
aZ?e(n — 1) |
Fir die Elastizitdtsenergie erhdlt man nach (17a) und (20)
352
Ug = 2 Nao® 1)
8 *
Bezieht man die Elastizitdtsenergie auf die Volumeneinheit, so ergibt sich
Tp— 2oL, (22)

2 %

Gleichung (20) kann nach » aufgelost und damit tber die Messung der Kompressibilitdt » das
AbstoBungspotential infolge der Wechselwirkung zwischen den Elektronenschalen bestimmt
werden.

Fiir den Steinsalzkristall ist ry = %, Z = 1. Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir daher

97 -8,85-1012. (0,564 - 10-9)¢
2.1,75 - (1,60 - 10192 . 7,9

m?N-! = 3,6 - 10-1' m% N1,

Fir die Gitterenergie, bezogen auf ein Kilomol, folgt aus (5)

. . 1026 . . . 10-19)2
U=2 6,02 - 10%6 - 1,75 - (1,60 - 10-1) (I—L

43,14 -8,85.1071%. 0,564 - 10~° 8,9
= 17,63 - 108 J kmol—* = 182 kcal mol~2.

) J kmol—?

Der MeBwert itber den Born-HasEerschen Kreisproze8 fiir die Gitterenergie des Steinsalzes be-
tragt 182,6 keal mol-t. Aus dieser Ubereinstimmung kann entsprechend dem zugrunde ge-
legten Modell auf eine beim Steinsalz iiberwiegend vorhandene Ionenbindung geschlossen werden.

2.1.3. Gitterenergie des Van-der-Waals-Kristalls

Xenon hat kfz-Struktur (kubisch-flichenzentriertes Gitter). Seine Gitterenergie betrigt
3,83 kcal mol—* = 16,0 kJ mol—. Der Abstand zwischen néchsten Nachbarn ist gleich 0,435 nm.
Berechnen Sie daraus die Parameter in der Potentialdarstellung nach LENNARD-JONES.
Losung:

Wir schreiben das Wechselwirkungspotential zwischen zwei Atomen des VAN-DER-WAALS-
Kristalls nach (2.1.6a)

(5=
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Hierin kénnen wir n = 12, m = 6 einsetzen. Bezogen auf ein Kilomol mit N = N, Teilchen folgt
als potentielle Energie des VAN-DER-WaaLs-Kristalls

U= —2N,e [; (%)6— s (71)12] 1)
i,] ij i,] ij

Die Absténde 7;; zwischen einem herausgegriffenen Atom ¢ und seinem Nachbarn j kénnen in der

Form
rij = 1oPy; 2)

dargestellt werden. r, bedeutet den Abstand zweier nichster Nachbarn. Es ist fiir das kubisch-
flichenzentrierte Gitter mit der Gitterkonstanten durch

n,:%ﬁa 3)

verkniipft.

Durch die Laufzahl § werden nacheinander simtliche Atome durchlaufen, die das i-te Atom um-
geben. 7,P;; nimmt dabei nacheinander simtliche Absténde ein, die im Kristall zwischen zwei
Gltterbaustelnen auftreten, beginnend mit 7;; = 7y, d. h. P;; = 1.

Summiert iiber samtliche Kristallbausteine folgt fir den kfz-Kristall

1
pX (P ) 2 P”‘12 = 12,131, 4)
j if
1\m
pX (P_) =3 P;j % = 14,454. (5)
J 1] J ]
Beide Reihen konvergieren sehr schnell.
(4) und (5) werden in (1) eingesetzt, womit sich fiir das Potential
o2 P
U=2N,¢ (12,131 — — 14,454 —) (6)
12 7ot
ergibt. Der kiirzeste Abstand zweier Kristallbausteine ist durch das Minimum des Potentials
bestimmt:
dU
—) =0. T (7
( dr )Tu ( )
Im vorliegenden Fall ergibt sich, wenn gemeinsam auftretende Faktoren weggelassen werden,
13 7
12.12,131 -2 —6.14,45¢ -2 — 0. (8)
1-013 ro7
Daraus folgt
To _ 1,09 |. 9)
o

Wir setzen diese GroBe in (6) ein und erhalten fiir die Gitterenergie des VAN-DER-WaALs-Kristalls

IN,e (12,131

U, =
® ™ 1,008 \ 1,098

— 14,454)

5 Schilling, Festkoérperphysik
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bzw.

Up = —8,60N ¢

Setzt man fiir U, den vorgegebenen Wert ein, so folgt, wenn nach dem Parameter ¢ aufgeldst
wird,

_3,83-10%-4,187-10°
~ 8,60-6,02.10%

J=3,10-10"2J.

Fiir den Parameter ¢ ergibt sich aus (9)

0435

nm = 0,400 nm.
1,09

2.14. Metallbindung

Silber besitzt nach Tabelle 1.1.1 ein kubisch-flichenzentriertes Gitter mit der Gitterkonstanten
a = 0,408 nm. Bei der Metallbindung gehéren die Valenzelektronen dem Metall als Ganzes an.
Nach quantentheoretischen Untersuchungen liegt die gro8te Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ihren
Aufenthalt in der Mitte zwischen den positiven Metallionen. Man kann daher die Metallbindung
gendhert durch ein Strukturmodell deuten, bei dem sich positiv geladene Metallionen mit fest-
stehenden Elektronen als den negativ geladenen Kristallbausteinen abwechseln. Berechnen Sie
nach diesem Modell die MaDELUNG-Konstante « des Silbers.

Losung: .

Am absoluten Nullpunkt 7' = 0 befinden sich die Elektronen im Zustand idealer Ordnung: Sie
besetzen, von unten beginnend, liickenlos die niedrigsten Energiezusténde. Dabei gilt ent-
sprechend der HeisENBERGschen Unbestimmtheitsrelation und dem Pavri-Prinzip: Jede Zelle
des Phasenraumes hat die GroBe

Az Ay Az Ap, Ap, Ap, = h® 1)

und ist von nicht mehr als zwei Elektronen besetzt. Ihre Spins sind einander entgegen gerichtet.
Jede Zelle reprisentiert also zwei Quantenzusténde.

Wir betrachten AN Elektronen in einem Volumen der Grofle AV = Az Ay Az. Bei idealer Ord-
nung sind sie im Impulsraum iiber eine Kugel mit dem Radius p, verteilt. Der mit Elektronen
besetzte sechsdimensionale Phasenraum hat die GréBe

¢=AV~%np03=é21Xh3. @)

Durch Auflésen nach dem Radius p, erhalten wir

2

3 AN
S /3 28 3
Po l’ 8t AV ®
Darin bedeutet

AN _ 5 @

14
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die Elektronenkonzentration, d. h. die auf 1 m? bezogene Anzahl der Elektronen.
Fir die groBte von den Elektronen angenommene kinetische Energie folgt aus (3)

S S 1/(§1)2. )

2m 2mg

me bezeichnet die Elektronenmasse.
Wir bestimmen die Zahl dN der Quantenzustdnde fur die im Volumen V, = 1 m? enthaltenen
Elektronen mit Impulsen, deren Betridge zwischen p und p + dp liegen. Hierfiir ergibt sich (vgl.
Bild 2.1.5)
= 4np? dp
dN =2 — (6)

4wp’dp

p+dp
A=4Tp’  Bild 2.1.5. Aufteilung des Impulsraumes in
Kugelschalen

Fiir die kinetische Energie der Elektronen im Volumen ¥, = 1 m3 erhdlt man damit

Po
Uiin = f P2 dV = 2 f Pt dp = 3513R2N5P, (7)
meh?
0

2me

Zur kinetischen Energie der Elektronen kommt die potentielle Energie der Wechselwirkung
zwischen den Elektronen und den Metallionen hinzu. Wir betrachten das aus N freien Elektronen
und N positiven Ionen bestehende Modell. Zwar sind die Elektronen iiber den gesamten Metall-
raum verteilt, die groBte Wahrscheinlichkeit fur ihren Aufenthalt liegt jedoch in der Mitte
zwischen den positiven Ionen. Wir betrachten daher das Metall in nullter Naherung als Ionen-
kristall, der aus 2V abwechselnd positiv und negativ geladenen Ionen besteht. Fiir die potentielle
Bindungsenergie eines solchen Kristalls folgt nach (2.1./9) und (2.1./11)
2 .

U= — “_N'f__ (8)
dreegry
Silber besitzt nach Tabelle 1.1.1 ein kubisch-flichenzentriertes Gitter mit der Gitterkonstanten
a = 0,408 nm. Die Elektronen als negative Ionen nehmen wir derart verteilt an, da8 ein Kristall
mit Steinsalzstruktur entsteht. Bezeichnet 7, den kiirzesten Abstand zweier entgegengesetzt ge-
ladener Teilchen, so hat man also im vorliegenden Fall in (8)

a
=y 9)
zu setzen.
Fiir die Energie eines Silberatoms bzw. eines Paars geladener Tonen ergibt sich aus (7) und (9)
. . 2 5/37,2 N'2/3
5=U+ Ukm=_ oe 35/3p2N ) (10)
N dmeyr 40n2/3m,

5%
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Das kfz-Gitter erhiilt nach Beispiel 1.1.1 in jedem Elementarwiirfel vier Silberatome. Es besteht
daher die Beziehung

=)
'S

= a—, 11
1 m3 a® (1)

Setzt man hierin 7, nach (9) ein, so folgt fiir den Zusammenhang zwischen der Ionenkonzentration
N und dem kleinsten Abstand r, zweier entgegengesetzt geladener Teilchen

¥ =22 (12)
7o3
Wir setzen diese Grofle in (10) ein und erhalten fiir die Energie eines Ionenpaares
2 5/3 . 392/3 2
e — oe 353 . 3223 hy (13)

4reyry 40n23mry2

Diese GroBle hat nur den Charakter einer nullten Naherung, da auBer den betrachteten Energien
noch andere auftreten und die Konzentrierung der Elektronen in die Mitte zwischen den Silber-
atomen nur eine Naherung darstellt. Auch die Zuordnung eines freien Atoms zu jedem Silber-
atom ist nur gendhert richtig.

Der Gleichgewichtsabstand r, ist durch

de
),

bestimmt. Wir 16sen die sich hieraus ergebende Gleichung nach der MapELUNG-Konstanten «
auf und erhalten, indem wir anstelle von 7, die Gitterkonstante @ nach (9) einsetzen,

35/3 . 322/3 . 2n1/3 . hzeo
*= 5meea ) (15)

Mit den vorgegebenen Werten folgt
_ 3%/3.3223.2x13. (6,63 - 10-34)2.8,85. 10712

* = 59,0105 (1,60 - 10-9)2. 0,408 - 10 150.
2.1.5. Verformung des Kristallgitters durch duBere Krifte

Auf Kupfer wirke a) ein allseitiger Druck von 9,81 bar (10 at), b) ein Zug von 9,81 bar auf die
(1 0 0)-Fldche in der Richtung [0 1 0]. Berechnen Sie die hierdurch bewirkten Anderlmgen am
Kristallgitter. Die Elastizitdtsmoduln des Kupfers sind Tabelle 2.1.5 zu entnehmen. Kupfer be-
sitzt nach Tab. 1.1.1 ein kfz-Gitter.

Losung:

Wir gehen von drei orthogonalen Einheitsvektoren #, j, f aus (vgl. Bild 2.1.6). Sie sind parallel
zu den Gitterachsen des kubischen Kristallgitters gerichtet und mit diesem fest verbunden.

Bei der Deformation des Festkorpers erleiden simtliche Punkte Verschiebungen aus der Gleich-
gewichtslage. Die Vektoren 4, j, f verindern dabei sowohl ihre Linge als auch ihre Richtung. Sie
gehen in ein Vektorsystem iiber, das mit ¢’,5§’, k’ bezeichnet wird. Es 148t sich durch das urspriing-
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liche Vektorsystem gema8
V= (14 30) 8 + o5, + ek,
=+ (L+e,) § + ¢k, (1)
E=c,i+e,j+0+e)k

darstellen.

Bild 2.1.6. Koordinatenvektoren %, j, e des
idealen Gitters, ¢/, §’, k&’ des verformten
Gitters

Bei den betrachteten Kristallen treten durch elastische Prozesse nur kleine Deformationen ein,
so daB allgemein

Gl (wf=uy2) @)
vorausgesetzt werden kann. Die Vektoren ¢’, j’, k” haben nicht mehr gleiche Lange.
Unter der Voraussetzung (2) ergibt sich

T2 =1+ 2e,,, j2=1+42¢,, K*=1+ 2¢,.

Durch die GréBen e, &, und &, werden die relativen Langenénderungen charakterisiert. Dagegen
erhilt man
vej = &gz T Exys VK =¢y 46y oK = Eyy + Eay-

Die Qréﬁen Exys Eya> Exzs Szg> Sy &y Charakterisieren daher Winkelénderungen.
Fiir einen Punkt, der vor der Deformation durch den Ortsvektor

r =2t + yj + 2k (3)
bestimmt war, ergibt sich nach der Deformation

=i + yj’ + . (4)
Die Differenz

Ar =1 —r =2 — i)+ y(j —§) + 20k — K (5)
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heifit Verriickung oder Verschiebung. IThr Vektor kann nach (1) gemif
Ar = ui + vj + whe (6)
dargestellt werden mit
U = TEpy + Yy + 26,55
v = ey, + Y&,y + 28y, (7)
W = T&y, + Yezy + ze,,.

Als Verzerrungskoeffizienten definiert man

ou
€1 = €y = P = Egg»
by = €y, = —ay = &yy» (8)
ow
€3 = €, = P = &5

1%} ow

e 2 il
ou ow

€5 = €y = &g + &4y = % o 9)
ou o

= = S o = g |

Von diesen bestimmen e,, e,, ¢; Lingeninderungen, e,, e;, ¢, Winkeldnderungen. Diese Definitionen
gelten unter der Voraussetzung, da§ Grofen zweiter Ordnung vernachléssigt werden konnen.
Nach dem HooxrEschen Gesetz hingt die Verzerrung linear von der Spannung ab. Im statischen
Gleichgewicht gelten die linearen Beziehungen

e; = 811611 + 812095 + S15035 + S14025 + 815051 + S160125
ey = 85,01, + 850050 + 23033 + S24003 + So503 + Sp60125
e3 = 831011 + S32022 + S33033 + S34025 + S35031 + S360125
€y = 811011 + Spa0s0 + Sua0s5 + S44023 + 815031 + Sae01as
€5 = 851011 + S5202 + 53035 + S54025 + Ss505 + Ss60125
5 = Se1011 + Sea025 + Ses033 + Sa023 + Ses051 + See01a-

(10)

Die Spannungskomponenten o;;, sind in Bild 2.1.7 dargestellt. Der Index 1, 2 oder 3 kennzeichnet
die Richtung parallel zur -, y- oder z-Achse. Mit dem ersten Index wird die Richtung der Kraft-
komponente, mit dem zweiten die Normalenrichtung der Fliche angegeben, die der Kraftwirkung
ausgesetzt ist. Es bedeutet also z. B. 0y, eine Kraft in Richtung der z-Achse, die auf eine Flache
wirkt, deren Normale in Richtung der y-Achse weist. Die Krifte werden auf Flachen der Grofie
1 m? bezogen. Als Einheit der Spannungskoeffizienten erhélt man also Nm—2 = J m—3.
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Im statischen Gleichgewicht gilt allgemein
Oik = Ok;- (11)

Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so entsteht ein Drehmoment, das solange wirkt, bis statisches
Gleichgewicht hergestellt ist. Die GréBen S;;-sind nur vom Material abhéngig. Sie heiflen elastische
Konstanten. Ihre Einheit ist m? N~ bzw. m? J-1. Man kann die Gleichungen (10) nach dem Span-
nungskoeffizienten auflosen:

01, = Oy + Croes + Crses + Crey + Crses + Cigt,s
Ogs = Ug16) + Cyoy + Coges + Coyey + Coses + Cogess
033 = Cg16; + Csoes + Cszes + Capey + Csses + Cyegs
O3 = Cpiy + Cpos + Cyges + Cyeey + Cyses + Cyeess
051 = Og181 + Cypey + Cszes + Cspeq + Cuses + Csetss
015 = Cgr; + Cooey + Coges + Coueq + Cgses + Cogese

(12)

Die hierin auftretenden materialabhéngigen GroBen C;, heifen Elastizititskoeffizienten. Ihre
Einheit N m~2 stimmt mit der der Spannungskomponenten iiberein; sie haben technisch die Be-
deutung von Elastizitdtsmoduln.

Bild 2.1.7. Spannungskomponenten

a) Bedeutung
b) Darstellung des Drehmomentes um die

z-Achse fiir
3 c) Kraft F = (F,, F,, F;) auf ein Fliachen-
7 lU,, element f = (f1, fo, f5)- F; = Z o;jf;
j

Die Elastizitatsenergie ist eine quadratische Funktion der Verzerrungskoeffizienten. Ihre Dichte,
d. h. der auf 1 m® bezogene Wert, kann in der Form

ﬁE = % ngeiek (13)
2,

MI»——
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geschrieben werden, mit Koeffizienten C},, die sich auf die Elastizitdtsmoduln zuriickfithren

K2
lassen.
Hierzu geht man davon aus, daf die Elastizitdtsenergie eine potentielle Energie darstellt. Die
Komponenten o;;, (3, k = 1, 2, 3) der Spannung kénnen daher aus den Verzerrungskoeffizienten
e; (j = 1, ..., 6) durch partielle Ableitung bestimmt werden:

oUg oUg
on = - = ’
Oey 080
oy 0Ug
Ogp = ——— = —— »
- Oey Oeyy
Uy Ug
O38 = — = —— >
Oeg Oe,,
— — (14)
Uy oUg
<Oy = Ogp = —— = — >
ey ey,
— g, — s _9Us
013 = O = des Oty ’
Uy U
Ol =0y = — L= E.
Oeg Oegy
Andererseits gilt nach (13)
ou 18 ,
on = T: =Che + E ]E:Z(Ollj + C}'l) €j-
Aus dem Vergleich dieser Beziehung mit der ersten Gleichung (12) folgt
1
011 = O;l’ 01]' = E‘ (C{j + 0}1)- (15)
Allgemein ergibt sich aus dem Vergleich der Gleichungen (12) mit den Ableitungen (14)
1 ,
Cir = Cri = 5 (Ci + Chi)- (16)
Fiir die Dichte der Elastizitdtsenergie folgt damit aus (13) und (16)
— 1 s 6
U= 5 2 Ciig® + X 3 e (17)
i=1 i<k k=i

Die in (12) auftretenden 36 Elastizitdtsmoduln sind infolge der Beziehung (16) auf 21 reduziert.
Diese Zahl 148t sich weiter verkleinern, wenn im Kristallgitteraufbau Symmetrien vorhanden
sind. '

Kupfer besitzt ein kubisches Gitter. Wie aus der Geometrie des kubischen Gitters hervorgeht,
weist dieses vier dreizihlige Symmetrieachsen auf: [1 1 17, [111], [1 1 1], [1 1 1I]. Wird der Kri-

stall um eine dieser Achsen um —i— 7 gedreht, so kommt er mit sich selbst zur Deckung. Durch
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die genannten Drehungen werden die Koordinatenachsen wie folgt transformiert (vgl. Bild
2.1.8):

r—>Y, Yy—>z, 2—=>2;
rT—>—2, 2> —Y, Y—>;
(18)
x>z, Z2—>—Y, Y-—>—2;
zT—>—y, y—>2, z—> —x.
211
/// (
/ Bild 2.1.8. Rotation zwischen symmetrischen
Y Zustianden in kubischen Kristallen durch
-y o §4 Drehung um die [1 1 1]- bzw.um die [1 1 1]-
\ N Achse
\ N
N A
-2 [in]
Es ist zweckmiBig, die in (17) auftretenden 21 Summanden wie folgt zusammenzufassen:

1 2 2 2 1 2 2 2'

) (Cezs + Caneyy + Casezy) = ) (Craes® + Canes® + Cgge5?),

1 1 19a
5 (Cuaty, + Csse3, + Oese;y) = ) (Cuges® + Osses® + Cggeg?), ‘ (192)
Coseyys; + Cra€rnus + Croeraeyy = Cpseaes + Crseser + Crae1653
014exxeyz + Ozseyyexz + Casezzezy = Cueses + Oysezes + Oygeeq,

O158 52802 + Caslyyay + 034ezzeyz = Cse165 + Caeeats + Caslses, (19b)
Cl68azlay + Castyyy. + Cs58,85, = Creer6s + Caserey + Csseses,
0459yzezz + 04seyzexy + Ossezzezy = Oyse485 + Cygeas + COsqes€s-
Fir die Verzerrungskoeffizienten gelten Beziehungen der Form
oy = —Ca(—y) é(-a)(—y) = Czy USW. (20)

Die Summanden (19a) miissen bei kubischen Kristallen gegeniiber simtlichen Transformationen
(18) invariant sein. Das ist nur der Fall fiir

C’11 = sz = Cas, 044 = 055 = Css’
(21)

012 = 013 = Uaez.
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Bei den Summanden (19b) 148t sich dagegen keine Invarianz gegeniiber den Transformationen
(18) erzielen, es sei denn, samtliche Koeffizienten verschwinden:

Ciy=0Cy53=C15=Cyy = Cy5 = Oy = O3y = O35 = O3 = Cp5 = O

(22)
= Cy =0.

Die 21 Verzerrungskoeffizienten reduzieren sich somit bei Kristallen mit kubischem Kristall-

gitter auf nur drei Bestimmungsgrofien. Fur die Elastizititsenergie folgt damit nach (17)

— 1
Ug= Cha(e® + € + 5% + Cla(eses + eger + e185) + '2“ Cule® + es® + &7).

(17a)

L
2

Bei einem kubischen Gitter, auf das allseitig ein Druck wirkt, ist die Verzerrung in allen Richtun-
gen gleich, so dafl man

ey =6, =¢ =0 (23)
setzen kann, wiahrend Winkelénderungen nicht auftreten. Aus (17a) folgt damit fiir die Elasti-
zitdtsenergie, bezogen auf die Volumeneinheit,

= 3

Ug = ? (O + 20,) 6. (24)
Nach (2.1.2./22) hingt die Elastizitdtsenergie mit der Kompressibilitit geméf

Ug= o — (25)

zusammen. Aus dem Vergleich folgt fir die Verkniipfung zwischen der Kompressibilitit » und
den Elastizitdtskoeffizienten C,;, und Cy,

3
= ——oou- |. 26
Cn + 20y, (29)

Der nach Teil a) der gestellten Aufgabe wirkende allseitige Druck fithrt zu einer Verringerung
des Volumens. Nach (2.1.2./12) in Verbindung mit (26) ist die relative Langenabnahme gleich

P

. (27)
Oy + 20y,

6= X2
3

Mit den vorgegebenen Werten folgt

_ 10-9,81-10¢
T (1,68 + 2-1,21) 1011

= 2,39 -10°¢,

d. h., ein Kupferstab von 1 m Linge wird um 2,39 um verkiirzt. Fir die relative Reduzierung des
Volumens folgt :

V—v

=30=3-2,39-10%=7,2.10"5.



2.1. Krifte und Bindungsenergien 75

Zur Losung des Teiles b) der gestellten Aufgabe schreiben wir nach (12), unter Beachtung von (21),
01 = Ciyts. (28)
Daraus erhdlt man mit den vorgegebenen Zahlen

. . 4
o Ow 10981108 .
Cas 0,75 - 101

27

€ =€y, =1

Die #'-Achse und die j’-Achse stehen hiernach unter dem EinfluB} der Zugspannung nicht mehr
genau senkrecht aufeinander, sondern bilden einen Winkel von

.10-5 .
(90_ 1,31-10-%- 180
b

o
) = 89,99925°.

2.1.6. Elastische Wellen im Kristall

In der [1 1 0]-Richtung eines Kupferkristalls breitet sich eine mechanische bzw. elastische Welle
aus. Stellen Sie die Differentialgleichung fiir diesen Vorgang auf. Bestimmen Sie aus den Elasti-
zitdtsmoduln nach Tabelle 2.1.5 fiir Kupfer die Phasengeschwindigkeiten bei der Ausbreitung
elastischer Wellen in der [1 1 0]-Richtung.

Losung:

Wir schneiden aus dem Kristall einen Quader Az Ay Az heraus (vgl. Bild 2.1.9). Die Begren-
zungsflichen haben die MmLERschen Indizes (1 00), (01 0), (00 1). Auf die Begrenzungsfliche
(100) durch den Koordinatenanfangspunkt wirke ein Zug entgegen der z-Achse, also in der

, [700]
lz (001) \y
- j/ N
<
(010)
(100) vl ¥
|
6,41 Bild 2.1.9. Krifte auf einen
X r Kristallquader
[100 oy

Richtung [1 0 0]. Er wird mit —oy,(0) bezeichnet. Die im Abstand Ax gegeniiberliegende parallele
Fldche sei dagegen einem Zug in der Richtung [1 0 0] ausgesetzt. Fiir den resultierenden Zug auf
den Quader folgt

%o pg. 1)
x

013(Ax) — 04,(0) =

Die resultierende Kraft ist

Sou Az Ay Az.
ox
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Bei der Berechnung der gesamten auf den Quader in einer Richtung wirkenden Kraft hat man die
von den anderen Fliachenpaaren ausgehenden Kréfte zu beriicksichtigen. Insgesamt erhilt man
fir die Kraft in Richtung der z-Achse

do: Jo, do:
11 + 12 + 13

Az Ay Az. 2
ox oy az)xyz @)

AF1=(

Bezeichnet » die Verriickung in Richtung der 2-Achse, so ist andererseits

Pu

o2’

@)

AF, = Am

wobei
Am = d Az Ay Az 4)

die Quadermasse und d die Kristalldichte angibt. Aus dem Vergleich von (2) und (3) erhélt man die
Bewegungsgleichung

Pu_ don | fon | fon

—_— . 5
o2 ox oy 0z ®)

Entsprechende Gleichungen ergeben sich aus den Kréften in Richtung der y- und der z-Achse.
Setzt man fiir die Spannungskomponenten die Bedeutung nach (2.1.5/12) ein und beriicksichtigt,
daB sich beim kubischen Kristall nach (2.1.5./21) und (2.1.5./22) die Zahl elastischer Koeffizienten
C; reduziert, so ergibt sich aus (5)

2u Oe e e e oe,
d—=0,, =+ 1+ (0, [—=& 1+ =3 0., [ 4 %) 6
% uax‘l' 12(6y+6x)+ 44(6y+8z) (6)

Hierin kann man die Dehnungskoeffizienten gemi8 (2.1.5./8) und (2.1.5./9) durch die partiellen:
Ableitungen der Verriickungen ausdriicken. Damit folgt

%u Pu 0%y 0%u 0% o*w

d——7-= — — C Cu) [—— +—). 7
P s 1 (8y2 + 3z2) + (Cia + Cya) (ax o o 6z) (M

Analog erhdlt man

% % 0% % *w %u

d— =03 — +Cy |— +— C Cu) [— . 8
o= On g+ Cu (azz + w) + (G + Cad) (ay Lo ax) ®)
0*w 0w *w  Pw %y %

d—=04— + Oy |—+— C Cu) |[/— +—). 9
o2 11 922 + Cu (8x2 + 3y2) + (G2 + 44) (32 o s o2 3y) 9)

Wir betrachten Wellen, die senkrecht zur z-Achse fortschreiten und bei denen sich die Gitter-
bausteine in der z,y-Ebene bewegen. Es liegen also Verriickungen u = u(t, z, y), v = (¢, 2, y)
vor, wihrend w gleich Null ist. Zur Losung der linearen Differentialgleichungen (7) und (8) gehen
wir daher von den Exponentialansitzen

u = uge—1@nft—K2—Ky), (10)
v = pye— l@nfi—K2—=Kyy) (11)

aus. f gibt die Frequenz der mechanischen Schwingung an, K, und K, sind Wellenzahlen. In (9)
sind sémtliche Summanden gleich Null.
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Durch Einsetzen von (10) und (11) in (7) und (8) ergibt sich das System linearer algebraischer
Gleichungen )

[(OuK? + CuK)?) — dn®fd]u + (Crp + Cy) KKy =0, } (12)

(Cr2 + Cu) K K,u + [(C'uKy2 + OuK?) — 4n*fd]v = 0.

Es ist losbar, wenn seine Koeffizientendeterminante verschwindet. Fiir Wellen, die sich in der
[1 1 0]-Richtung mit der Wellenzahl K ausbreiten, ist -

K,—K,=2BK. (13)
Damit folgt aus (12) als Bedingung fiir die Losbarkeit des Gleichungssystems

1 1
E (011 + 044) K2 — 4nfd ? (Crs + 044) K

=0. (14)
1 1
E (Cre + C) K, E (Cp + Cy) K? — 4r%fd
Fiir die Wurzeln dieser Gleichung folgt
242, 22,
K2 = __ 8nfd (15), K2 = _8rfd (16)
C'11 + 012 + 2044 Cll - 012
Wir setzen (15) in (12) ein und erhalten
% =9. (15a)

Die Teilchenbewegung erfolgt also in der [1 1 0]-Richtung. Da diese Richtung gleichzeitig Aus-
breitungsrichtung der Welle ist, liegt eine longitudinale Welle vor. Sie breitet sich mit der Phasen-
geschwindigkeit

2 Cu + Cp, + 20,
vy, = if — u + Cip + 20, 17
K, 2d
aus.
Setzt man (16) in (12) ein, so ergibt sich
U= —v. (16a)

Es liegt eine Schwingung in der [1 1 0]-Richtung vor, die zur Ausbreitungsrichtung senkrecht
steht. Fir diese Transversalschwingung erhélt man nach (16) die Phasengeschwindigkeit

2 0n =0
Vepy = Kif - I//W. (18)
2

Mit den vorgegebenen GréBen folgt aus (17)

. . 11
oy, = l/ (1762 + 1,249 +2-0818) - 104, o apngn

/ 2.9,02-10°
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aus (18)

Vg1 = M 10 ms?!=1,690kms?.
2-9,02-10°

Eine weitere transversale Welle, die sich in der [1 1 0]-Richtung fortpflanzt, schwingt in der
[0 0 1]-Richtung. Thre Phasengeschwindigkeit vy, stimmt nicht mit der Phasengeschwindigkeit
vgqy fiir die in der [1 1 0]-Richtung schwingenden Teilchen iiberein (vgl. A 2.1.21). Hierin kommt
die Anisotropie der Kristalle zum Ausdruck. Allgemein gilt, daf in einem anisotropen Medium
drei voneinander unabhéngige Phasengeschwindigkeiten existieren; die ihnen zugeordneten Ver-
schiebungsrichtungen bilden ein Orthogonalsystem.

A

A2.1.1.
A21.2.
A213.

A214.
A2.1.5.
A21.6.
A21.7.
A21.8.
A21.9.

A 2.1.10.

A2.1.11.

A21.12.

Aufgaben

Untersuchen Sie nach Tab. 2.1.6 die Wertigkeit des C-Atoms im Grundzustand fir
die kovalente Bindung.

Untersuchen Sie die Wertigkeit des Stickstoffatoms im Grundzustand (1s)? (2s)?
(2p)? bei kovalenter Bindung. ,

Bestimmen Sie nach Tabelle 2.1.6 die Elektronen, die bei Silizium, Germanium und
Zinn zur kovalenten Bindung beitragen.

Bestimmen Sie nach Tabelle 2.1.6 die Elektronen, die in Galliumarsenid und In-
diumantimonid zu Kristalleigenschaften fithren, die denen von Kristallen mit
Elementen der vierten Gruppe entsprechen.

Berechnen Sie die Bindungsenergie fiir ein Zinkion in Zinkblende (o = 1,64,
a = 0,565 nm).

Rechnen Sie die in kJ mol—* angegebene Gitterenergie um in eV/Molekiil.
Berechnen Sie aus den Angaben in Beispiel 2.1.3 die Bindungsenergie fiir das
neutrale und fiir das einfach ionisierte Wasserstoffmolekiil in keal mol-! und
kJ mol-2.

Berechnen Sie das Potential und die MapELUNG-Konstante fir eine Kette von N
alternierend geladenen, im Abstand r aufeinanderfolgenden Ionen (eindimensionales
Gitter, vgl. Bild 2.1.9).

Zinkblende hat die MaDELUNG-Konstante o« = 1,64, die Gitterkonstante a =
0,565 nm. Der Exponent des durch die Wechselwirkung der Elektronenwolken
verursachten AbstoBungspotentials ist » = 5. Berechnen Sie die Gitterenergie
(Z =2).

Berechnen Sie aus den Angaben in Aufgabe A 2.1.9 die Kompressibilitdt des Zink-
blendekristalls.

Um die Konvergenz bei der Berechnung der MADELUNG-Konstanten zu verbessern,
betrachtet man um das herausgegriffene Ion die elektrischen Ladungen innerhalb
von Wiirfeln. Dabei rechnet man mit Ladungsbruchteilen, indem z. B. ein Ion
in einer Wiirfelecke nur zu einem Achtel dem betrachteten Wiirfel angehért.
Bestimmen Sie nach diesem Verfahren die MopELUNG-Konstante fiir NaCl aus den
Ladungen innerhalb eines Wiirfels mit einer Kantenldnge a) gleich der Gitter-
konstanten a, b) gleich dem Dreifachen der Gitterkonstanten.

Nach KarusTINSKY gilt fiir die Gitterenergie bindrer Verbindungen die Formel

U = 1202

1T 7y 1+ 7

nZyZy (1 _ 0346 ) kJ mol-1.
r











































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































