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Vorwort

Der Aufbau des Sozialismus in unserer Republik erfordert die stéindige Qualifizierung
unserer Werktatigen. Um einem moglichst groBen Kreis von Arbeitern aus Industrie
and Landwirtschaft den Besuch einer Fachschule zu erméglichen, werden seit einigen
Jahren Vorbereitungslehrginge fiir den Fachschulbesuch durchgefiihrt. Fiir diese
Lehrginge haben wir ein Studienmaterial entwickelt, das in seiner methodischen
Gestaltung besonders auf das Selbststudium zugeschnitten ist. Im letzten Jahr wurde
immer hiufiger der Wunsch an uns herangetragen, dieses Studienmaterial auch fiir
andere Formen der Erwachsenenbildung zur Verfiigung zu stellen. Um vor allem
die Betriebs- und Dorfakademien in ihrer Arbeit zu unterstiitzen, haben wir uns
>ntschlossen, unser Vorbereitungsmaterial in den Fachern Mathematik, Physik,
Chemie und Deutsch iiber den Buchhandel allen Interessenten zugénglich zu machen.

Tm bei neuen Auflagen dieses Studienmaterials die Erfahrungen der Benutzer aus-
werten zu konnen, bitten wir, uns Anregungen und Kritiken zu iibermitteln. Wir
sind auch gern bereit, Fragen zu beantworten, die sich wihrend des Studiums er-
zeben.

Wir hoffen, daB wir vielen Werktétigen mit diesem Studienmaterial helfen kénnen,
ien Weg zu einer hoheren Qualifikation zu finden, und wiinschen viel Erfolg beim
Studium.

Dresden, im Februar 1961 Zentralstelle fiir die Fachschulausbildung
- Lehrmaterial fiir Grundlagenficher -
Dresden N 6, Fischhausstrafie 7
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Einige Hinweise zum Studium

Das Studienmaterial ,,Einfithrung in die Mathematik‘‘ besteht aus den beiden Teilen

Band I: Arithmetik und Algebra
Band II: Geometrie.

Der Stoff des Materials entspricht etwa dem der 8. Klasse der polytechnischen Ober-
schule. Dariiber hinaus werden auch Teile aus dem Lehrstoff der 9. und 10. Klasse
behandelt. Es soll aber bei dieser Gelegenheit darauf hingewiesen werden, daf3 dieses
Heft nur eine Einfithrung in die Elementarmathematik ist und keinerlei Abschluf3
des Fachgebietes Mathematik darstellt.

Wenn Sie mit dem Studium der Mathematik beginnen, miissen Sie sich immer vor
Augen halten, daB die Mathematik neben den iibrigen Naturwissenschaften eine
unentbehrliche Grundlage fiir die Technik und damit fiir die gesamte moderne Pro-
duktion ist. Solide Grundkenntnisse in der Mathematik sind somit Voraussetzung
fiir eine erfolgreiche Tétigkeit auf allen Gebieten der Industrie und der Wirtschaft.
Andererseits ist die Mathematik eine Wissenschaft, die ein hohes Abstraktionsver-
mogen verlangt. Das ist schon bei recht einfachen mathematischen Aufgaben der
Fall. Friedrich Engels sagte z. B. iiber das Zéhlen: ,,Zum Zihlen gehoren nicht nur
zéhlbare Gegenstinde, sondern auch schon die Fahigkeit, bei Betrachtung dieser
Gegenstidnde von allen ihren iibrigen Eigenschaften abzusehen auBer ihrer Zahl - ...1)
So abstrakt aber die Begriffe in der Mathematik auch sind, so sind sie doch aus der
Wirklichkeit abgeleitet. Begriffe wie Zahl, Punkt, Linie, Fliche sind aus Gegen-
stdnden abstrahiert, indem von einer Reihe konkreter Eigenschaften dieser Gegen-
stdnde abgesehen wird. Bei der Berechnung des Kreisumfanges z. B. ist es vollig
gleichgiiltig, ob der zu berechnende Gegenstand ein Rad oder ein BenzinfaB}, ob er
aus Holz oder aus Eisen ist. Diese weitgehende Abstraktion ist die Voraussetzung
dafiir, dal die Mathematik so vielseitig anwendbar ist.

Beim Erlernen der Mathematik kommt es daher darauf an, das nétige Abstraktions-
vermogen zu entwickeln, um aus einem praktischen Problem die mathematische
Aufgabe formulieren und die mathematische Losung wieder auf die Praxis iiber-
tragen zu konnen. Es ist falsch, vor der Abstraktion auszuweichen und nur mecha-
nisch Formeln auswendigzulernen. Nur wenn Sie die gelernten mathematischen
Formeln und Gesetze in der Praxis auch anwenden kénnen, haben Ihre erworbenen
Kenntnisse einen Wert. Denken Sié an die Worte Lenins: ,,Vom lebendigen An-
schauen zum abstrakten Denken und von diesem zur Praxis, das ist der dialektische
Weg der Erkenntnis der Wahrheit, der Erkenntnis der objektiven Realitét. %)
Hinsichtlich der Gliederung des Studienmaterials ist fiir das Selbststudium noch
folgendes zu beachten:

Die bei der Abfassung des Studienmaterials gewihlte Methode wird Thnen das Selbst-
studium erleichtern. Der Lehrstoff ist neben der durch die Systematik des Stoffes

1) Fr. Engels, ,,Herrn Eugen Diihrings Umwilzung der Wissenschaft‘, Dietz Verlag,

Berlin 1958, S. 44.
2) W. I. Lenin, ,,Aus dem philosophischen Nachla8‘, Dietz Verlag, Berlin 1949, S. 89.
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bedingten Gliederung in Kapitel noch in Lektionen (Selbststudieneinheiten) ein-
geteilt. Der Beginn einer Lektion ist im Text durch eine Type in eckiger Klammer
(z. B. [4]) gekennzeichnet. Eine Lektion ist fiir ein Selbststudium von etwa drei
Stunden vorgesehen, d. h. fiir die Zeit, die im Normalfalle als zusammenhéingende
Studienzeit, etwa an einem Abend, zur Verfiigung steht.

Die Lektion enthilt:
a) Stoffdarbietung,
b) Zusammenfassung,
¢) Ubungen.

Durch diese Einteilung soll erreicht werden, dal der Studierende jeweils ein ab-
geschlossenes Stoffpensum durcharbeitet.

Die Stoffdarbietung, der Hauptteil der Lektion, bringt Thnen den neuen Lehrstoff
nahe, den Sie durcharbeiten sollen. Ein Durchlesen reicht zum Verstindnis des Lehr-
stoffes ebensowenig wie ein ,,Auswendiglernen. Zum Verstdndnis der mathemati-
schen Gesetze und Regeln dienen die Lehrbeispiele, die Sie selbst durchrechnen sollen.

Die Zusammenfassung bringt Thnen nochmals die wichtigsten Erkenntnisse der Lek-
tion in gedringter Form.

Die Ubungen sind fiir die Festigung des erlernten Stoffes besonders wichtig. Sie ver-
mitteln Thnen die notwendigen Fertigkeiten und dienen zur Vertiefung des Stoffes.
Legen Sie groBen Wert darauf, die Ubungsaufgaben selbstindig zu 16sen. Denn nicht
das Kennen ist wichtig, sondern das Kénnen! Nur wenn Sie die zugehorigen Ubungs-
aufgaben 19sen kénnen, haben Sie die Rechengesetze verstanden.

Gesonderte Aufgabenabschnitte am Schlull eines groBeren Stoffgebietes bringen zu-
sitzliche Ubungen und sind im Text durch die Type [U] gekennzeichnet. Diese Auf-
gaben sind zur weiteren Ubung zusammengestellt. Wihlen Sie dabei besonders die
Ihrem Fachgebiet entnommenen Aufgaben aus. '

Am Ende des Studienmaterials finden Sie die Antworten und Loésungen zu den
Ubungsaufgaben. Schlagen Sie die Ergebnisse aber erst dann auf, wenn Sie die Auf-
gaben gelost haben. Anderenfalls kommen Sie zu einer falschen Einschédtzung Ihrer
eigenen Leistungen und konnen bése Uberraschungen erleben, wenn Sie Thr Wissen
und Konnen unter Beweis stellen sollen.

Zum SchluB noch eine Bemerkung:

Die Aneignung einer Wissenschaft ist mit dem Bau eines Gebdudes vergleichbar:
Je besser Sie das Fundament legen, um so sicherer werden Sie sich in den oberen
Stockwerken bewegen kénnen! Gehen Sie deshalb beim Selbststudium immer erst
dann im Stoff weiter, wenn Sie den Inhalt der bisher behandelten Kapitel beherr-
schen! Gerade in der Mathematik miissen Sie Schritt fiir Schritt vorgehen, denn der
Stoff der spéateren Kapitel baut immer wieder auf dem Vorangegangenen auf.

10



1 Geschichtliches. Mathematische Zeichen

1.1 Geschichtliches

Die Entwicklung der Mathematik kann nur als Teil der gesamten gesellschaftlichen
Entwicklung betrachtet werden. Eine besondere Rolle spielen hierbei die Be-
ziehungen der Mathematik zur jeweiligen Stufe der Produktion, zur jeweils herr-
schenden Gesellschaftsordnung sowie zu anderen Wissensgebieten. Diese Abhingig-
keit der Mathematik von der gesellschaftlichen Praxis liegt allerdings wegen des
abstrakten Charakters der Mathematik nicht immer klar auf der Hand; sie wirkt
sich vorwiegend mittelbar iiber die angewandte Mathematik, die Naturwissen-
schaften und die Technik aus.

Der hohe Abstraktionsgrad der Mathematik ist jedoch seinerseits ein Ergebnis der
gesellschaftlichen Entwicklung, der stindig wachsenden Zahl der Erfahrungen und
" Kenntnisse, die die Grundlage fiir jede Verallgemeinerung bilden.

Die angefiihrten Beziehungen und Entwicklungstendenzen sind bisher noch wenig
erforscht, lassen sich aber gerade in den Anfingen der mathematischen Entwicklung
in grofen Ziigen erkennen.

Sie beginnen in vorgeschichtlicher Zeit mit dem allméhlichen Herausbilden des
Zéhlens und des Zahlbegriffes. Diese erste aus der Praxis geborene und fiir ihre
Weiterentwicklung notwendige mathematische Verallgemeinerung ging in mehreren
Etappen vor sich. So wurde zunéchst eine Anzahl von gleichartigen Gegenstédnden
durch Zuordnung der entsprechenden Anzahl von Fingern, Steinen oder eingeschnit-
tenens Kerben bestimmt, ohne daf3 iiberhaupt Zahlworter verwendet wurden; dann
erst erfolgte die Verbindung dieser ersten Mengenangaben mit den zu zdhlenden
Gegenstinden in Worten, wobei die ersten Zahlworter zundchst nur ,,eins® und
,,zwei umfaBten und alle gréferen Mengen als ,,viel*“ bezeichnet wurden.

Der Stand der Produktivkrifte fithrte zur Entstehung des Privateigentums an Pro-
duktionsmitteln und damit zur Klassenspaltung. Es entstand die Sklavenhalter-
gesellschaft.

In der frithen Periode dieser Gesellschaftsordnung, die der Bliitezeit Agyptens und
der anderen Sklavenhalterstaaten Vorderasiens entspricht, wurden die Menschen
allerdings schon vor Aufgaben gestellt, die weitreichende mathematische Kenntnisse
erforderten.

Die jihrlichen Uberschwemmungen des Nil, des Euphrat und Tigris verwischten
die Feldraine und machten neue Vermessungen noétig. Um moglichst hohe Ernte-
ertriige zu erzielen, war eine genaue Beachtung des Stromanstieges erforderlich. Dazu
brauchte man aber genaue Zeitmessungen. So entstand die Astronomie, die ihrerseits
ohne gewisse mathematische Kenntnisse nicht auskam. Auch die Errichtung der
groBen Bauwerke jener Zeit (Pyramiden, Kanal- und Dammbauten) war ohne mathe-
matische Kenntnisse nicht moglich.
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Aus diesen Anféingen entstanden die mathematischen Disziplinen, die wir heute als
Arithmetik?!), Algebra?) und Geometrie®) bezeichnen, wobei zu bemerken ist, daB
auch die Geometrie in jener Zeit vorwiegend arithmetisch betrieben wurde, da noch
weniger Wert auf die allgemeine geometrische Erkenntnis als vielmehr auf das kon-
krete zahlenmiBige Ergebnis gelegt wurde.

Alte Quellen berichten uns, daB die Agypter bereits das Rechnen in den vier Grund-
rechenarten mit natiirlichen Zahlen und mit Briichen, allerdings nur mit Stamm-
briichen (Zahler 1), kannten und daf sie einfache Gleichungen mit einer Unbekannten
lésten. Dazu kamen Berechnungen von Flidcheninhalten und von Volumen.

Die Wechselwirkung zwischen der Entwicklung der Mathematik und den Erforder-
nissen der Praxis war auch in der frithgriechisch-ionischen Periode besonders im
Handel noch vorhanden. Das dnderte sich aber entscheidend in der Bliitezeit des
alten Griechenlands, die gleichzeitig den H6hepunkt der Sklavenhaltergesellschaft
darstellte. Die damals herrschende Klasse verschméhte jede produktive Arbeit. Da-
durch entfernten sich Wissenschaft und Kunst immer mehr von der gesellschaftlichen
Praxis. So wurde die Mathematik auf einen theoretischen Weg gelenkt. Dadurch
konnte sie in der Folgezeit, obwohl urspriinglich aus der praktischen Erfahrung ent-
standen, wenig dazu beitragen, die Praxis zu férdern.

Im Mittelpunkt der mathematischen Arbeiten der Griechen stand die Geometrie.
Auf dem Gebiete der Algebra und Arithmetik erscheint die Entwicklung weniger
weitreichend, weil die Probleme in den meisten Fillen geometrisch eingekleidet
waren. In einem unterscheidet sich die in Griechenland betriebene Mathematik we-
sentlich von der der vorherigen Epoche: Sie wuchs iiber die an die konkrete Auf-
gabenstellung gebundenen Losungsmethoden hinaus und kam teilweise zu all-
gemeinen mathematischen GesetzméBigkeiten. Sie begniigte sich nicht mit dem an-
nihernd richtigen Ergebnis, sondern strebte mathematische Exaktheit in der Be-
weisfithrung an.

In der alexandrinischen Periode erreichten diese Bestrebungen in den Leistungen
einzelner hervorragender Mathematiker, wie Euklid?), Archimedes®) und Apollonius®)
ihre Kronung. Euklid systematisierte in seinen ,,Elementen‘ einen betrachtlichen
Teil des gesamten geometrischen Wissens seiner Zeit. Dabei bediente er sich einer
strengen mathematischen Beweisfithrung, die erstmalig in der Geschichte der Mathe-
matik war.

Diese wissenschaftlichen GroBtaten bildeten jedoch auch den AbschlufBl, denn der

Niedergang der Sklavenhaltergesellschaft hemmte eine Weiterentwicklung auf

wissenschaftlichem Gebiet.

1) griech. arithmos, Zahl. Lehre von den verschiedenen Arten der Zahlen und den Rechen-
operationen.

2) Lehre von den Methoden zur Lésung von Aufgaben mit Hilfe von Bestimmungs-
gleichungen (klassische Bedeutung).

3) griech. ge, Erde; metron, MaB; also ist Geometrie soviel wie Erdmessung. Die Lehre
von den Eigenschaften und Beziehungen radumlicher Gebilde.

4) Euklid, etwa 365 bis 300 v. u. Z.

5) Archimedes, etwa 287 bis 212 v. u. Z.

) Apollonius, etwa 262 bis 190 v. u. Z.
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Nur ein griechischer Mathematiker konnte nach Jahrhunderten noch einmal an die
alten Traditionen ankniipfen: Diophant von Alexandria (zweite Hélfte des 3. Jahr-
hunderts u. Z.), dessen Werk eine wesentliche Bereicherung der Kenntnisse auf dem
Gebiet der Algebra bedeutet. Hervorzuheben ist, da Diophant in seiner mathe-
matischen Schreibweise von all seinen Vorgingern insofern abweicht, als er fiir
hiufig gebrauchte Begriffe Abkiirzungen benutzte und damit die Herausbildung der
mathematischen Symbole einleitete.

Im Mittelalter hatten die europdischen Vélker diesen Kenntnissen wenig hinzuzu-
figen. Im Gegenteil, die Naturwissenschaften standen im Dienste der Kirche und
ihrer Philosophie und wurden mehr und mehr durch ihr Dogma eingeengt. Viele
Kenntnisse der Griechen blieben ungenutzt. Anders war es bei den Arabern. Wenn
ihre Leistungen auch nicht an die der Griechen heranreichen, so kénnen sie doch das
Verdienst fiir sich in Anspruch nehmen, das mathematische Wissen der Griechen
erhalten und teilweise erweitert zu haben. Die orientalischen Mathematiker wandten
sich vorwiegend der Arithmetik und der Algebra zu. Das Wort ,,Algebra““ selbst
stammt aus dem Arabischen (Aldschebr) und ist der Anfang des Titels eines Werkes
des bedeutenden Mathematikers Muhammed ibn Musa Alchwarizmi (um 825 u. Z.).
Ein besonderes Verdienst der Araber war es, daB sie die indischen Symbole fiir die
Ziffern 1 bis 9 und fiir die Null iibernahmen (heute als arabische Ziffern bezeichnet)
und dabei die Positionsschreibweise benutzten. Dadurch lieBen sich die rechnerischen
Operationen wesentlich einfacher darstellen und ausfiihren.

In Europa wurden die Naturwissenschaften erst mit der Entwicklung des Friih-
kapitalismus im Rahmen der geistigen Bewegung der Renaissance aus den Fesseln
des kirchlichen ‘Dogmas befreit und entwickelten so - iiber die Stufe des Wieder-
besinnens auf die Erkenntnisse des Altertums - die Anfinge der modernen Natur-
erkenntnis, die sich auf das Experiment und auf die quantitative Erfassung der
Naturvorginge stiitzt.

Die Herausbildung der neuen kapitalistischen Produktionsweise und ihr Bedarf an
mechanischen Hilfsmitteln wurde im wesentlichen zum Motor fiir die Weiterent-
wicklung der Naturwissenschaften und der Mathematik. Dieses Beispiel zeigt
wiederum recht deutlich, wie auch auf dem Gebiete der Mathematik die Forschung
ihre Impulse aus der gesellschaftlichen Praxis empfingt, wie durch neue wissen-
schaftliche Erkenntnisse Aufgaben gelést werden, die von der Entwicklung der Pro-
duktion und ihrer Bediirfnisse gestellt werden.

Bald kam man mit den bisherigen empirischen Kenntnissen nicht mehr aus, sondern’
benodtigte eine wissenschaftliche Durchdringung der produktiven Tétigkeit. Das
wirkte sich auch auf die Mathematik aus.

Besonders die Entwicklung des Handels forderte vereinfachte, Rechenmethoden, da
sich durch die Vielzahl von Wahrungseinheiten ins uferlose gehende Berechnungen
notwendig machten.

Diese Forderung fiihrte dazu, daf im 15. und 16. Jahrhundert eine grofe Anzahl
von Rechenbiichern und Rechenschulen entstanden. Dabei haben Rechenmeister
wie Adam Riese nicht nur zur Verbreitung, sondern auch zur Erweiterung mathe-
matischer Kenntnisse beigetragen. Viele kleinere Verbesserungen schufen die Voraus-
setzung fiir den im folgenden Jahrhundert zu verzeichnenden Aufschwung.

Das weit entwicklungsfihigere schriftliche Rechnen mit arabischen Ziffern setzte
sich allméhlich gegeniiber dem Rechnen mit dem Rechenbrett durch. Mit der Ein-
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fiihrung von mathematischen Symbolen und Rechenzeichen wurde ein entscheidender
Schritt zur heutigen mathematischen Zeichensprache getan.

Weitere Marksteine auf dem Wege zur modernen Mathematik waren die Erfindung
des Rechnens mit Dezimalbriichen und Logarithmen, die Einfithrung der Buch-
staben als Symbole fiir die Zahlen durch Vieta!) sowie das Auffinden von all-
gemeinen Losungsmethoden fiir Bestimmungsgleichungen 2. und 3. Grades.

Die Ausweitung des kapitalistischen Handels zum Welthandel fiihrte zum regel-
méBigen transozeanischen Schiffsverkehr (Entdeckung Amerikas und des Seeweges
nach Indien). Damit erlangte auch die Astronomie erneut grofie praktische Bedeu-
tung. Fiir die Mathematik bedeutete das einen Aufschwung, der sich in den Ab-
handlungen des franzosischen Philosophen und Mathematikers René Descartes?) so-
wie des franzosischen Mathematikers Pierre de Fermat (1601 bis 1665) widerspiegelt,
die die analytische Geometrie begriindeten und damit die Grundlage fiir die Ent-
wicklung der héheren Mathematik schufen.

Mit der Einfithrung der verdnderlichen Groéfen und des Funktionsbegriffes (be-
sonders durch Descartes) wurde es mdglich, allgemeine Bewegungsvorginge in
mathematischen Gleichungen darzustellen. Damit erreicht der Aufschwung der
Mathematik einen Hoéhepunkt: Die Infinitesimalrechung?) wurde beinahe gleich-
zeitig und unabhéngig in England von Isaac Newton (1643 bis 1727) und in Deutsch-
land von Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 bis 1716) geschaffen.

,,Die Mathematik selbst betritt mit der Behandlung der verdnderlichen GréBen das
dialektische Gebiet...“%) - so charakterisiert Friedrich Engels im Anti-Diihring
diese mathematische GrofBtat, die auch den Naturwissenschaften, besonders der
Physik, vollig neue Wege offnete.

Mit diesem Ausblick auf eine weitere stiirmische Entwicklung der Mathematik, an
der u. a. der geniale ‘Schweizer Mathematiker Leonhard Euler (1707 bis 1783) und
der deutsche Mathematiker Carl Friedrich Gau3 (1777 bis 1855) erheblichen Anteil
hatten, wollen wir uns begniigen, da die in den letzten Jahrhunderten erfolgten Ent-
deckungen weit iiber den im Studienmaterial behandelten Stoff hinausgehen.

Der in diesem Abschnitt in gedréngter Form dargestellte Entwicklungsweg der Mathe-
matik und die von ihr gewonnenen Erkenntnisse zeigten Ihnen, dafl auch diese nicht
etwa aus ,,reinem Denken‘ heraus geboren wurden, sondern wie alles menschliche
Wissen eine gesellschaftliche Erscheinung sind. Erst die gesellschaftliche Praxis stellt
der Wissenschaft die Aufgaben und bestimmt ihren Entwicklungsweg. So wurden
auch die Erkenntnisse der Mathematik nicht um ihrer selbst willen gesucht, sondern
als Mittel zur Losung praktischer Aufgaben; sie dienen der Erkennbarkeit und prak-
tischen Verdnderung der Welt.

Dabei ist diese gesellschaftliche Praxis zugleich das Kriterium fiir die Richtigkeit
jeglicher Erkenntnis, auch auf dem Gebiete der Mathematik, obgleich diese zuweilen
nur mittelbar in der Praxis wirksam wird. Ohne Mathematik jedoch wéren heute die
wissenschaftliche Forschung oder die komplizierten technologischen Prozesse des
Produktionsablaufes gar nicht mehr denkbar.

1) Vieta, sprich Vi-e-ta, franz. Mathematiker, 1540 bis 1603.

2) Descartes (gesprochen: dékart) nannte sich auch latinisiert Cartesius (1596 bis 1650).

3) Zusammenfassende Bezeichnung fir Differential- und Integralrechnung.

4) Fr. Engels, ,,Herrn Eugen Diihrings Umwilzung der Wissenschaft‘, Dietz Verlag,
Berlin 1958, S. 148.
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Und nirgends gibt es eine Grenze, hinter der die Welt plstzlich unerkennbar wiire.
Das beweisen uns erneut die GroBtaten der sowjetischen Wissenschaftler, die den
Menschen mit ihren Sputniks und Luniks den Weg ins Weltall gedffnet haben. Wenn
iiberhaupt von Grenzen der Wissenschaft gesprochen werden darf, so nur in dem
Sinne, daf} ihre Weiterentwicklung historisch bedingt ist, abhdngig von dem jeweils
erreichten Entwicklungsstand der Produktivkrifte, die sich der Mensch in der ma-
teriellen Produktion selbst schafft. Auf dieser Grundlage aber dringt der Mensch
immer tiefer in die Gesetze der Natur ein und schreitet  auch in Zukunft auf dem
Wege der Erkenntnis der Welt weiter voran. ’

1.2 Mathematische Zeichen (nach DIN 1302)

Der gewaltige Fortschritt, der auf dem Gebiet der Naturwissenschaften und der
Technik seit dem Mittelalter zu verzeichnen ist, griindet sich nicht zuletzt darauf,
daB die gefundenen Gesetze und die aufgestellten Regeln in einer eigens dafiir ge-
schaffenen Ausdrucksweise, ndmlich mit Hilfe bestimmter Symbole Wledergegeben
werden. Diese Zeichen sind weitgehend genormt.

Nachstehend finden Sie als Auszug aus Normblatt DIN 1302 die wichtigsten in' der
Elementarmathematik verwendeten Zeichen.

und so weiter bis,
und so weiter unbegrenzt

+ plus, und

— minus, weniger

mal < kleiner als

—/: geteilt durch, zu > grofler als

s Hundertstel, vom Hundert, = kleiner oder gleich,
Prozent héchstens gleich

%00 Tausendstel, vom Tausend, = grofler oder gleich,
Promille mindestens gleich

()[}{} runde, eckige, geschweifte & klein gegen
Klammer auf, zu > grol3 gegen

| Betrag von < Winkel

by Summe A Dreieck

Y Quadratwurzel aus proportional, dhnlich

= gleich = kongruent

= nicht gleich, ungleich Il parallel

=~ angenéhert, nahezu gleich 1 rechtwinklig zu,
(rund, etwa) senkrecht auf

= entspricht AB Bogen AB

>0 . unendlich AB Strecke A B

Pi (Verhéltnis des Kreis-
umfanges zum Durchmesser)
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Weiterhin benotigen Sie immer wieder in der Mathematik Buchstaben des grie-
chischen Alphabets, mit dem wir Sie deshalb nachfolgend ebenfalls bekannt machen.

Das griechische Alphabet

Aa Alpha Ny Ny

Bp Beta g Xi

Ty Gamma Oo Omikron
496 Delta IIn Pi

E¢ Epsilon Py Rho
Z¢ Zeta Zo Sigma
Hy Eta Tz Tau
OR; Theta Yo Ypsilon
I. Iota X Phi

K x Kappa Xy Chi
A2 Lambda Yy Psi

M u My Qo Omega

Lernen Sie bitte an dieser Stelle weder das DIN-Blatt 1302 noch das griechische
Alphabet auswendig! Es geniigt, wenn Sie sich die Zeichen und Buchstaben dann
einpridgen, wenn sie benotigt werden.

(1]
2 Von Zahlen und Gréfien

2.1 Begriff der Zahl

Der Zahlbegriff hat sich aus dem Abzdhlen gleichartiger Gegenstinde entwickelt.
Gleichartige Gegenstinde konnen z. B. Maschinen in einer Werkstatt, Rohren in
einem Rundfunkgerit, Biicher in einem Schrank oder Personen in einem Raum sein.
Werden z. B. die in einem Raum anwesenden Minner, Frauen und Kinder gezdhlt
und wird von Alter, Geschlecht und anderen unterscheidenden Merkmalen abgesehen,
so setzt man zu der beim Abzédhlen erhaltenen Anzahl das Wort ,,Personen‘ oder
,,Anwesende*, z. B. 28 Personen. Damit wird angegeben, was gezdhlt wurde, und
gleichzeitig zum Ausdruck gebracht, daBl die gezdhlten Objekte als gleichartig an-
gesehen werden.

Hinter die Anzahl der gezéhlten Gegenstinde wird eine ,,Benennung® gesetzt, im
Beispiel ,,Personen*. Sieht man davon ab, was gezdhlt wurde, bleibt also die ,,Be-
nennung® weg, so erhilt man eine Zahl. Die beim Zihlen verwendeten Zahlen

1,2,3,4,5,...,20,...,165, . ..
heiBen natiirliche Zahlen.

Die natiirlichen Zahlen konnen durch Punkte auf einem Strahl veranschaulicht
werden, indem man vom Anfangspunkt 4 eines Strahls aus auf diesem wiederholt
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eine Strecke von beliebig gewahlter, glei-

cher Linge abtrigt und die aufeinander- 7

folgenden Punkte der Reihe nach mit A 234567839
1,2, 3,4, 5, ... bezeichnet (Bild 1). Bild 1

2.2 Das dekadische Zahlensystem

Obwohl es unbegrenzt viele natiirliche Zahlen gibt, werden alle diese Zahlen mit
Hilfe von nur zehn Symbolen, ndmlich den Ziffern 1 bis 9 (den sogenannten arabischen
Ziffern) und der Null dargestellt.
Beispiele:
Die Zahl Siebenunddreifig wird durch die Ziffern 3 und 7 dargestellt: 37.
Die Zahl Neun wird durch die Ziffer 9 dargestellt: 9.
Die Zahl Zweihundertsechs wird durch die Ziffern 2 und 6 und die Null dar-
gestellt: 206.

Diese Schreibweise der Zahlen beruht auf der Verwendung eines Stellenwertsystems,
und zwar des von den Indern erfundenen Zehnersystems; daher wird es dekadisches?)
Zahlensystem oder Dezimalsystem?) genannt. Jeder Ziffer ist durch die Stelle, die sie
innerhalb der Zahl einnimmt, ein bestimmter Wert, ihr Stellenwert, zugeordnet. Dabei
ist der Stellenwert der wéiter links stehenden Ziffer immer das Zehnfache dfr rechts
von ihr stehenden Ziffer.

Die Bildung dieses Systems war jedoch nur durch das Einfithren eines Liicken-
zeichens —der Null?) - moglich. In Zahlen wie 206, 700 oder 0,03 steht die 0 als Zeichen
fiir den fehlenden Stellenwert.

Jeder Ziffer ist also durch die Stelle, an der sie steht, ein bestimmter Wert zugeordnet.
Fiir die Zahl 5406 gilt )

5000 + 400 + 0 + 6
5 Tausender (T) + 4 Hunderter (H) -+ 0 (keine) Zehner (Z) -+ 6 Einer (E).

Waire nicht jeder Ziffer ein Stellenwert zugeschrieben, so miite man schreiben:
5T4HOZ6E.

2.3 Der Begriff Groge

Um Erscheinungen und Vorginge in Natur und Gesellschaft beschreiben zu kénnen,
bedient man sich verschiedener Begriffe wie Linge, Zeit, Geschwindigkeit usw. Will
man diese Erscheinungen und Vorginge untersuchen und die ihnen zugrunde liegen-
den GesetzmaBigkeiten erforschen, so sind Messungen erforderlich. Das Messen be-
steht dabei in einem Vergleich mit einer zuvor festgelegten Einheit, der sogenannten
Mafeinhert.

Als MaBeinheit fiir die Lange dient das Meter; z. B. bedeutet die Angabe 3 m fiir
die Linge eines Stabes, dafl der Stab 3mal so lang ist wie die MaBeinheit Meter (1 m).

1) griech. deka, zehn.
2) lat. decem, zehn.
%) lat. nulla figura, keine Figur, d. h. kein eigentliches Zahlzeichen.
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Beispiele:

Lange 3m
Zeit . 25 s
Geschwindigkeit 0,5 km/h

An den Beispielen erkennen Sie, daB8 das Ergebnis jeder Messung aus einer MafBzah
und einer MafBeinheit besteht. Diesen Ausdruck bezeichnet man als GroBel).

Merken Sie sich also:
GroBle = Zahlenwert mal Einheit.

2.4 Allgemeine Zahlsymbole
Wenn Sie den Flicheninhalt eines Rechtecks bestimmen wollen, multiplizieren Sie

bekanntlich die Linge des Rechtecks mit seiner Breite.
Das gilt tiir alle Rechtecke, ganz gleich, welche Gestalt oder welche Grofe sie haben :

Lénge | Breite | Flicheninhalt

3 cm 4 cm 3cecm-4cem =12 cm?
12 em 3,2 cm 12 ecm-3,2 cm = 38,4 cm?
2,3 m 4,8m 2,3 m-4,8m = 11,04 m?

Jede Rechenaufgabe in der letzten Spalte (und auch jedes Ergebnis) gilt nur fir
dasjenige Rechteck, fiir das die Langen- und BreitenmaBe in den ersten beiden
Spalten angegeben sind. Dazu haben wir, wie wir es nicht anders gew6hnt sind,
Ziffern als Symbole fiir die Niederschrift der jeweiligen Zahlenwerte angegeben.
Natiirlich sind die Zahlenwerte bei jeder Aufgabe andere.

Alle Rechenaufgaben in der dritten Spalte haben aber gemeinsam, dal wir stets die
Lénge mit der zugehdrigen Breite multipliziert haben.

Sie konnen diese Tatsache auch mit Hilfe des Gleichheitszeichens formulieren:

Flicheninhalt des Rechtecks = Lénge des Rechtecks mal Breite des Rechtecks.

Das ist eine allgemeingiiltige Feststellung, die fiir beliebig viele Einzelbeispiele mit
verschiedenen Zahlenwerten gilt. Wir kénnen aber noch weiter gehen. Wir kénnen.
um ein allgemein giiltiges Rechengesetz schriftlich festzulegen, allgemeine Symbole
benutzen, die nicht mehr bestimmte einzelne GréBen darstellen, sondern die jede

beliebige Grifle bedeuten kénnen.
Diese Symbole werden durch dieselben Schriftzeichen wiedergegeben, durch die wir

in der Sprache Laute zu notieren pflegen:
a, bc,... F,G,...x,9y,2,...0,B,%,...0,9,...

Verwenden wir nun fiir unser Beispiel allgemeine Symbole, bezeichnen wir also die
Flidche mit F, die Lange mit a und die Breite mit b, so konnen wir die Aussage, die
fiir alle Rechtecke gilt, wie folgt formulieren:

F=a-b

1) Anstelle GroBe wird oft noch der Ausdruck benannte Zahl verwendet. Dementsprechend
wird fir Zahl der Ausdruck unbenannte Zahl gebraucht.
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Die allgemeinen Symbole bedeuten in diesem Beispiel und in den meisten Aufgaben
der Praxis Grofen. (Denn beispielsweise ist a eine Lange und wird in Metern ge-
messen.) Dabei sind nach DIN 13041) fiir ganz bestimmte Grofen ganz bestimmte
Symbole festgelegt. Es steht aber nichts entgegen, in der Arithmetik und Algebra
die gleichen Symbole zu verwenden, um die Rechengesetze in allgemeiner Form auf-
stellen zu kénnen.

Arithmetik und Algebra sehen in ihren Betrachtungen meist von den Eigenschaften
der Naturerscheinungen ab und betrachten nur die Zahlen. Die Symbole bedeuten
dabei ganz beliebige (ganze oder gebrochene) Zahlen. Deshalb nennt man diese
Symbole allgemeine Zahlsymbole.

Die aligemeinen Zahlsymbole diirfen wir also in 'der Mathematik nicht Buchstaben
nennen, denn es sind Symbole fiir beliebige Zahlen oder beliebige Grofen.

2.5 Die vier Grundrechenarten

In diesem Abschnitt sollen die grundlegenden Rechengesetze der vier Grundrechen-
arten mit Hilfe von allgemeinen Zahlsymbolen formuliert werden. Da die allgemeinen
Zahlsymbole stellvertretend fiir bestimmte Zahlen stehen, ist das ohne weiteres
moglich.

2.51 Addition

Die Addition ist die erste Grundrechenart.
Beispiel:
3+4=7 at+b=c

Die Symbole @ und b (3 und 4) heiBen Summanden, der Ausdruck a + b (3 4 4)
heiBt Summe, das Symbol ¢ (7) heiit Wert der Summe. Meist wird aber auch ¢ kurz
als Summe bezeichnet, so daB also unter Summe sowohl der links vom Gleichheits-
zeichen stehende Ausdruck, die Additionsaufgabe, als auch das Ergebnis zu ver-
stehen ist. Das wichtigste Gesetz der Additlon ist das kommutative?) Gesetz:

Der Wert einer Summe ist unabhiingig von der Reihenfolge der Summanden.

Mit anderen Worten:
Summanden sind vertauschbar.

3+4=4-+3 a+b=>b+a

Von diesem Gesetz machen Sie oft bei der Addition mehrerer Zahlen Gebrauch. Sie
berechnen z. B. zweckméBig

18 + 47 4 32 = 18 4 32 + 47 = 50 + 47 = 97,

weil es einfacher ist, zunichst 18 und 32 und dann erst zur Summe dieser beiden
Zahlen 47 zu addieren.

1) DIN 1304, Ausgabe Februar 1955, wurde zum Standard erkléart.
2) lat. commutare, austauschen.
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2.62 Subtraktion
Die Subtraktion ist die zweite Grundrechenart. Sie ist die Umkehrung der Addition
und steht mit ihr auf gleicher Stufe.

Beispiel: Aus 5 + 3 = 8 folgt 8§ —3=35.
Aus a + b = ¢ folgt c—b=ua.

Das Symbol ¢ (8) heillt Minuend, das Symbol b (3) heiBt Subtrahend, der Ausdruck
¢ — b (8 — 3) heiBt Differenz. Das Symbol a (5) heilit Wert der Differenz oder eben-
falls kiirzer Differenz. (Siehe Erklirung der Summe 2.51.) Minuend und Subtrahend
diirfen nicht vertauscht werden.

Beispiel: 6—2=4 2—6=4

Die Probe auf die Richtigkeit, einer Subtraktion besteht in einer Addition und wird
durchgefiihrt, indem man zum Ergebnis der Subtraktion, also der Differenz, den
Subtrahenden addiert. Als Ergebnis, d. h. als Summe, erhilt man den Minuenden.

Beispiel: Aus8—3=5 folgt 5 + 3 = 8.
Ausc—b=a folgt a - b =c.

Da Addition und Subtraktion entgegengesetzte Rechenarten sind, heben sich die
Addition und die Subtraktion der gleichen Zahl auf.

Beispiel: 14 +2—2=14
a+b—b=a

Von der Tatsache, dafl Addition und Subtraktion entgegengesetzte Rechenarten sind,
macht man beim Zahlenrechnen Gebrauch. Es werden nidmlich Subtraktionsaufgaben
im allgemeinen als Additionsaufgaben gerechnet. (Siehe Abschnitt 3.32, Erganzungsver-
fahren bei der Subtraktion.)

Addition und Subtraktion kénnen auch in einer Aufgabe nebeneinander vorkommen.
Solche Ausdriicke werden als ,,gemischte Ausdriicke* bezeichnet.

Beispiel: 3—14+24+7—5=6
a—b+c+d—e=f
2.563 Multiplikation
Die dritte Grundrechenart, die Multiplikation, ist eine verkiirzte Addition gleicher
Summanden.
Beispiel: 3+34+3+3+3=5-3=15 a+a+at+a=4-a=4a
Man bezeichnet deshalb die Multiplikation als eine Rechenart héherer, ndmlich
zweiter Stufe.
Beispiel: 3:-4=12 a*b=c

Die Symbole a (3) und b (4) heillen Faktoren, der Ausdruck @ - b (3 - 4) heiflt Produkt,
das Symbol ¢ (12) heilt Wert des Produktes oder ebenfalls kurz Produkt. Es gilt bei
der Multiplikation das kommutative Gesetz:

Der Wert eines Produkts ist unabhiingig von der Reihenfolge der Faktoren.
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Mit anderen Worten:
Faktoren sind vertauschbar.

3:4=4-3 ab=b-a

Das kommutative Gesetz wird besonders bei Produkten aus mehreren Faktoren
angewandt.

Beispiel:
Statt 3 - 4 - 21 - 25 rechnen Sie (3 - 21) - (4 - 25) = 63 - 100 = 6300.

Beachten Sie nochmals die am Anfang des Abschnittes stehenden Beispiele. Wie
Sie sehen, koénnen Sie eine Summe allgemeiner Zahlensymbole ,,zusammenfassen®.
Der Summenausdruck (¢ + @ + @ + a) erscheint dabei als Produkt (4 - a). Die vor
dem allgemeinen Zahlsymbol stehende Zahl, die Vorzahl (der Koeffizient), gibt an,
wie oft das Zahlsymbol als Summand zu setzen ist. Das Multiplikationszeichen in
dem Produkt Vorzahl mal allgemeines Zahlsymbol kann weggelassen werden, d. h.,
statt 4 - @ kann kurz 4a geschrieben werden.

(Zwischen bestimmten Zahlen darf der Malpunkt auf keinen Fall wegbleiben; denn das
Produkt 4-3 hat einen ganz anderen Wert als 43.)

Vereinbarungsgemif8 wird die Vorzahl 1 meist nicht mitgeschrieben. Man setzt
also 1-a =1a =a.

Anhand der nachfolgenden Beispiele zur Addition und Subtraktion von allgemeinen
Zahlsymbolen sollen Sie sich mit dem sehr wichtigen Satz vertraut machen:

Nur gleiche Zahlsymbole bzw. gleichartige GroBen konnen durch Addition oder
Subtraktion zusammengefaBt werden.

Beispiele:
a+a=2a 2b4+3b=b+b+b+b+b=5b
4c—3c=c
70 +2b+3a—b="Ta-+3a+2b—b=10a+ b
6a-t+xr—c+3x=606a—c+ 4x

Treten in einer Aufgabe mehrere allgemeine Zahlsymbole auf, so ist es iiblich, diese
im Ergebnis alphabetisch zu ordnen.

Beispiel:
5a—b +7¢ +3b—a+ 8 —3a -+ 9b

=ba—a—3a—b-+3b+9b+ T7c+ 8¢

=a + 11b + 15¢
Treten in einem Produkt mehrere bestimmte Zahlen und mehrere allgemeine Zahl-
symbole auf, so kénnen wir das Produkt auf Grund des Vertauschungsgesetzes so
ordnen, dafl wir das Produkt der Zahlen voranstellen und die allgemeinen Zahl-
symbole in alphabetischer Folge nachstellen.
Beispiele: 3a-4b=3-4-a-b=12ad

6y-3x-2=6-3-x-y-z2=18zyz
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2.564 Potenzschreibweise

Ebenso, wie Sie die Multiplikation als verkiirzte Addition kennengelernt haben, gibt
es fiir die Multiplikation mehrerer gleicher Faktoren eine verkiirzte Schreibweise,
die Potenzschreibweise?).

Beispiele: 3:3=23% a-a=a?
2:-2-2=28% b-b-b=0b
5:-5:5-5=5" c'c-crc=ct

23, 32, 5%, a?, b3, ¢ sind Potenzen. Man sagt: 28 ist die dritte Potenz von 2 und liest
diese ,,2 hoch 3“. Sie erkennen: In einer Potenz gibt die Hockzahl (der Exponent)
an, wie oft die Grundzahl (die Basis) als Faktor zu setzen ist.

Beispiel: 3a-5b-a-5a =3-5%-a% = 75a%

Aus bestimmten Griinden wurde festgelegt, daB jede Zahl die 1. Potenz von sich
selbst ist. Es ist also z. B.
5= 5 a=al
31 = 311 x= '

Eine besondere Bedeutung kommt in unserem dekadischen Zahlensystem den Po-
tenzen mit der Grundzahl 10 zu. Es ist

102 = 10 - 10 = 100; 103 =10 -10 - 10 = 1000;

10 = 10 - 10 - 10 - 10 = 10000.

Sie erkennen: Die 2., 3., 4., ... Potenz der Zahl 10 ergibt eine Zahl, die aus einer 1
mit 2, 3, 4, . . . angehingten Nullen besteht.

Auf diese Weise lassen sich sehr grofe und schwer zu iibersehende Zahlen kurz und
iibersichtlich schreiben.

Beispiel:

Eine Einheit, um Strecken im Weltall zu messen, ist das Lichtjahr. (Das ist die
Strecke, die das Licht in einem Jahr zuriicklegt.) Wollen Sie diese Einheit in Metern
ausdriicken, so wiirde das folgendermaflen aussehen:

1 Lj = 9460000000000000 m.

Dafiir kann man unter Verwendung der Potenzen schreiben -

1 Lj = 9,460 - 10* m

2.56 Division

Die Division ist die vierte Grundrechenart. Sie ist die Umkehrung der Multiplikation
und steht mit ibr auf gleicher Stufe.

Aus 3-4=12 folgt 12:4 =3.

Aus a-b=c folgt c¢:b=na.
Das Symbol ¢ (12) heilt Dividend, das Symbol b (4) heit Divisor, der Ausdruck
c:b (12:4) heiBlt Quotient, das Symbol a (3) heiit Wert des Quotienten oder kurz
Quotient.

1) Das Potenzieren, eine Rechenart dritter Stufe, geht iiber den Rahmen dieses Stu-
dienmaterials hinaus und wird deshalb nicht behandelt.
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Eine Divisionsaufgabe kann auch in Bruchform geschrieben werden:
c P—
3 =a

¢ heiB3t in diesem Falle Zdhler, b heillt Nenner, —Z— heil3t Bruch, a hei3t Wert des Bruches.

Dividend und Divisor (Zdhler und Nenner) diirfen nicht vertauscht werden.

Beispiel: 6:3 =2 3:6F2
Die Probe einer durchgefiibrten Division besteht in einer Multiplikation.
Beispiel: 12:4 =3 Probe: 3 -4 = 12

cb=a Probe:a-b =c

Da Multiplikation und Division entgegengesetzte Rechenarten sind, heben sie ein-
ander auf. Es ist z. B.

(3-4):4=3 (@-b):b=a

(3:4):4 =3 (@:b)-b=a
Aus dem gleichen Grunde ist es gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge Multiplikation
und Division angewendet werden.
Man wird z. B. eine Aufgabe wie (63 - 13):21 umstellen und

(63:21) - 13 =3 -13 = 39 rechnen.

3 Das Rechnen mit Briichen

3.1 Grundlagen

3.11 Teilbarkeit

Fiir die Bruchrechnung sind Kenntnisse iiber die Teilbarkeit der ganzen Zahlen
notwendig. Deshalb sollen von den Eigenschaften der ganzen Zahlen nur die mit
der Teilbarkeit zusammenhidngenden herausgegriffen werden.

Die Zahl 14 z. B. kann als Produkt 2 - 7 dargestellt werden; sie ist durch 2 und 7
(ohne Rest) teilbar. 2 und 7 sind die T'eiler. Die Zahl 14 ist selbstverstidndlich auch
durch 1 und 14 teilbar. Diese sogenannten unechten Teiler, d. h. die vorgegebene Zahl
selbst und die 1, sollen aber aus unseren Betrachtungen ausgeschlossen sein. Unter
Teiler wollen wir nur echie Teiler, wie z. B. 2 und 7 bei der Zahl 14, verstehen.
Untersuchen Sie die natiirlichen Zahlen daraufhin, ob sie als Produkt von Teilern
darstellbar sind, so finden Sie, daB die Zahlen

2,3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, . . .

keine echten Teiler besitzen; diese Zahlen sind nur durch 1 und durch sich selbst
teilbar. Sie heiflen deshalb Primzahlen.

Eine Zahl, die nur durch sich selbst und durch 1 teilbar ist, heiBt Primzahl.
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Die Zahlen mit echten Teilern, wiez.B. 4, 6, 8,9, 10, 12, 14,15, ..., heiBen zusammen-
gesetzte Zahlen. So sind z. B. alle geraden Zahlen auBer der Zahl 2 zusammen-
gesetzte Zahlen; denn sie alle haben die Zahl 2 als Teiler.

Jede zusammengesetzte Zahl kann in ein Produkt von Primzahlen zerlegt werden.
In unserem Beispiel, der Zahl 14, kénnen wir schreiben: 14 = 2 - 7. Das Produkt 2 - 7
heifit das Primzahlenprodukt der Zahl 14, seine einzelnen Faktoren 2 und 7 heien
die Primfaktoren von 14.

Bei der Zerlegung einer Zahl in Primfaktoren beginnt man mit der Untersuchung,
ob die Zahl durch 2 teilbar ist, dann durch 3, 5, 7 usw., man geht also die Reihe der
Primzahlen durch.

Hierbei benutzt man folgende Regeln:

Eine Zahl ist teilbar

durch 2, wenn sie eine gerade Zahl ist;

durch 3 (9), wenn ihre Quersumme?) durch 3 (9) teilbar ist;

durch 4 (8), wenn die aus den beiden (drei) letzten Ziffern gebildete Zahl durch
4 (8) teilbar ist;

durch 5, wenn ihre letzte Ziffer eine 5 oder eine O ist;

durch 6 (12), wenn sie durch 2 und 3 (3 und 4) teilbar ist;

durch 10, wenn ihre letzte Ziffer eine 0 ist.

Lehrbeispiel 1
Zerlegen Sie die Zahl 462 in Primfaktoren!

Loésung:

Die gegebene Zahl 462 ist eine gerade Zahl, also ist sie durch 2 teilbar:
462 = 2 - 231

Die Quersumme von 231 ist 6, also ist 231 durch 3 teilbar:

231 =377
M=T7-11

462=2-3-7-11

Lehrbeispiel 2
Zerlegen Sie die Zahl 11160 in Primfaktoren!

Losung:

11160 - 5580

{1 |

DO DO DN B OO

—
[N
—-
[=23
(=}

-2:-3:-3-5-31

1) Unter der Quersumme einer Zahl versteht man die Summe der Ziffern, aus denen die
Zahl zusammengesetzt ist. Die Quersumme von 477 z. B. ist 4 4 7 4+ 7 = 18. 18ist
durch 3 teilbar, also ist auch 477 durch 3 teilbar.
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Das Ergebnis des Lehrbeispiels 2 kann noch kiirzer gefaBlt werden, wenn Sie die
Produkte gleicher Primfaktoren als Potenzen schreiben:

11160 = 2% - 3%- 5 - 31

3.12 Grofter gemeinsamer Teiler

Sind zwei oder mehrere zusammengesetzte Zahlen gegeben, so kénnen sie gemein-
same Teiler besitzen. Man tiberpriift das, indem man diese Zahlen in Primfaktoren
zerlegt.

Zum Beispiel besitzen die Zahlen

14=2-7
und 15=3+5
keine gemeinsamen Teiler; sie heillen deshalb teilerfremde Zahlen.
Die Zahlen 30=2-15=2-3-5
und 42=2-21=2-3-7

dagegen besitzen die gemeinsamen Teiler 2, 3 und 2 + 3 = 6, wobei 6 der grofite ge-
meinsame Teiler ist.

Betrachten Sie zwei andere Zahlen:
60=2-2-3-56=22-3-5
252 =2:2:-3-3-7T=22-32-17
Hier liegen die gemeinsamen Teiler 2, 3, 23 = 6 und 2 -2 - 3 = 12 vor. Dabei ist
12 der groBte gemeinsame Teiler (abgekiirzt g.g.T.) dieser beiden Zahlen. Er ist das

Produkt der in diesen_Zahlen gemeinsam enthaltenen Primfaktoren 2% und 3, also
223 =12,

Allgemein gilt:
Der grifte gemeinsame Teiler mehrerer Zahlen ist das Produkt der in diesen
Zahlen gemeinsam enthaltenen Primfaktoren.

diese Zahlen in Primfaktoren zerlegt und die in diesen Zahlen gemeinsam ent-

Man bestimmt den gréften gemeinsamen Teiler mehrerer Zahlen, indem man
haltenen Primfaktoren miteinander multipliziert.

Bei der Bestimmung des g.g.T. benutzt man zweckméBig eine iibersichtliche Form,
die Thnen in den folgenden Lehrbeispielen gezeigt wird.

Lehrbeispiel 3
Bestimmen Ste den ¢9.9.T. der Zahlen 60, 108, 144, 252, 396/

Loésung: 60 3.9 3 s
108 =2-2 -3:3:3
144 =2:2:2-2-3-3
252 =2-2 - 3-3 7
396 =22 +3-3 <11
g.g.T 2:2 -3 =1



Lehrbeispiel 4
Der g.9.T. der Zahlen 192, 360 und 864 ist zu bestimmen!

Loésung:
192=2-2:2-2-2-2-3
360 =2-2-2 -3-3 -5
864 =2-2-2-2-2 -3-3-3
g.gT 2-2-2 ] =24

3.13 Kleinstes gemeinsames Vielfaches

Friiher lernten Sie mit dem ,,kleinen Einmaleins* die Folgen von Zahlen kennen, die
ein Vielfaches einer gegebenen Zahl waren. Bilden Sie z. B. die Vielfachen von 2
bzw. 3, so erhalten Sie:

2 2;4;6;8;10; 12: 14; 16; 18; 20; .
3 3; 6; 9; 12; 15; 18; 21;...

Die durch Fettdruck gekennzeichneten Zahlen 6, 12, 18,... kommen in beiden
Zahlenfolgen vor, sie sind also gemeinsame Vielfache von 2 und 3. Die Zahl 6 ist dabei
die kleinste dieser in beiden Folgen vorkommenden Zahlen und heiflt deshalb das
kleinste gemeinsame Vielfache (abgekiirzt k.g.V.) von 2 und 3.

Bestimmen Sie auf die oben angegebene Art das k.g.V. von 3, 4 und 6! Sie finden
als Ergebnis 12.

Die Beispiele zeigen:
Das kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Zahlen ist die kleinste Zahl, in
der alle diese Zahlen als Faktoren enthalten sind.

Wie bestimmt man nun auf die einfachste Weise das k.g.V. gegebener Zahlen?

Wir unterscheiden zwei Falle:

a) das k.g.V. von Primzahlen und teilerfremden Zahlen. Die bisher angefiihrten Bei-
spiele zeigen:
Das k.g.V. von 2 und 3 ist 6,
das k.g.V. von 3 und 4 ist 12.

Wiihlen Sie selbst weitere Beispiele, indem Sie sich teilerfremde Zahlen vor-
geben! Sie erkennen:

Man findet das k.g.V. von Primzahlen und teilerfermden Zahlen, indem
man diese Zahlen miteinander multipliziert.

b) das k.g.V. von Zahlen mit gemeinsamem Teiler.

Zum Bestimmen des k.g.V. zerlegt man diese Zahlen in Primfaktoren. Das sei
Thnen am Beispiel erldutert.

Lehrbeispiel 5
Das k.g.V. von 12, 42 und 45 ist zu bestimmen !
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Loésung:

12=2-2-3 =223
42 = 2-3 -7 =213 -7
45 = 3:3:6 = 3251
kgV.: 2:2:3-3-5-7=22-32-5!-71 = 1260

Sie erkennen folgende Regel:

dukte von Primfaktoren zerlegt. Die jeweils hochsten Potenzen aller vor-

Man bestimmt das k.g.V. mehrerer Zahlen, indem man die Zahlen in Pro-
kommenden Primfaktoren werden dann miteinander multipliziert.

Beachten Sie: Bei der Bestimmung des-g.g.T. erscheinen unter dem Strich nur die Prim-
zahlen der vollen senkrechten Spalten; bei der Bestimmung des k.g.V. erscheinen unter
dem Strich die Primzahlen aller senkrechten Spalten (in den Beispielen jeweils fett-
gedruckte Zahlen).

Lehrbeispiel 6
Das k.g.V. der Zahlen 18, 24, 25 ist zu bestimmen !

Loésung:
18 = 21 . 32
24 = 2%-31
25 = 52
kgV.: =2%-3%.-5%= 1800
Zusammenfassung

Der Zahlbegriff hat sich aus dem Abzahlen gleichartiger Gegenstdnde entwickelt.
Die beim Zihlen verwendeten Zahlen 1, 2, 3, . . . heiBen natiirliche Zahlen. Sie werden
mit Hilfe der Ziffern 1 bis 9 und der 0 geschrieben.

Unter einer Gréfe versteht man das Produkt Zahlenwert mal Einheit.

Den mit Ziffern geschriebenen Zahlsymbolen, die stets bestimmte einzelne Zahlen
darstellen, stehen mit Buchstabenzeichen dargestellte allgemeine Zahlsymbole gegen-
iiber, die beliebige einzelne Zahlen bedeuten konnen.

Die bei den vier Grundrechenarten verwendeten Begriffe sind in der folgenden Uber-
sicht nochmals zusammengestellt.

Rechenart Beispiel Symbol @ heiBt Symbol bheit Rechenausdruck u.
Ergebnis heilen
Addition a-+b=s Summand Summand Summe
Subtraktion a—b=d Minuend Subtrahend Differenz.
Multiplikation a- b=p Faktor Faktor Produkt
Division a: b=gq Dividend Divisor Quotient
oder % =q Ziahler Nenner Bruch
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Die wichtigsten Gesetze, die fiir die vier Grundrechenarten gelten, sind:
Summanden sind vertauschbar.
Nur gleiche Zahlsymbole bzw. gleiche GroéBen konnen durch Addition
oder Subtraktion zusammengefal3t werden.
Faktoren sind vertauschbar.

Primzahlen sind solche Zahlen, die nur durch 1 und sich selbst teilbar sind.

Der grofite gemeinsame Teiler mehrerer Zahlen ist das Produkt der in allen Zahlen
gemeinsam enthaltenen Primfaktoren.

Das kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Zahlen ist die kleinste Zahl, in der alle
diese Zahlen als Faktoren enthalten sind.

Ubungen
1. a) 9a —b—3a + 6b
b) 6x +4y—8z—3x+ Ty + 5z 4 4z
c) 11a —14b + 13¢c—8a + 150 — 11¢ + a
d) 9ab + 6cd — 14ab + 2¢d + 6ab— 5cd

2. a) 6a-3b-12¢ b) 2z2-5y-2

c) 3a-4b-5a d) 4a-3a-3b-4b
3. Bestimmen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler der Zahlen :

a) 144, 192, 324; b) 260, 585, 715; ¢) 186, 279, 930/
4. Bestimmen Sie das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen:

a) 36, 42, 50; b) 84,99, 154; c) 51, 68, 84;

d) 36, 108, 120, 132; e) 6, 8, 20, 35; f) 14, 27, 56, 63!

[2]

3.2 Gemeine Briiche

3.21 Begriff
Urspriinglich verstand man unter einem Bruch nur den dritten, vierten, fiinften usw.
[ 1
Teil eines Ganzen, also 30 o USW

Diese Bezeichnung Bruch oder gebrochene Zahl wurde aber ausgedehnt auf alle
Ausdriicke von der Form %, in denen a und b ganze Zahlen (1, 2, 3, . . .) bedeuten.
Auf dem Zahlenstrahl (Bild 1) liegen die Briiche zwischen den ganzen Zahlen.

Die iiber dem Bruchstrich stehende Zahl hei3t der Zahler, die unter dem Bruchstrich
stehende Zahl heiBlt der Nenner des Bruches. Der Zihler (z. B. 3) entspricht dem
Dividenden, der Nenner (z. B. 7) dem Divisor der zugehorigen Divisionsaufgabe

3:7 = 2 (vgl. 2.55).
Briiche von der Form 3 oder % heiBen gemeine Briiche (zum Unterschied von den

7
noch zu behandelnden Dezimalbriichen).
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Man unterscheidet:

echte Briiche, z. B. —1—, 3 T4

70100 17°
.. 9 7 10 31
und wunechte Briiche, z.B.—S--, 5 T o7

In einem echten Bruch ist der Zahler kleiner als der Nenner, der Wert des Bruches
ist immer kleiner als 1. In einem unechten Bruch ist der Zahler gr6Ber als der Nenner,
der Wert des Bruches ist immer grofler als 1. Der Wert eines Bruches wird immer
kleiner, je groBer (bei gleichbleibendem Zihler) der Nenner wird:

3 _ 3
zB—> 7> 55

Der Wert eines Bruches wird immer grofer, je groBer (bei gleichbleibendem Nenner)
der Zéhler wird:

2 7 8
z.B,§<-9—<~9—

Ist der Zahler eines Bruches 1, so nennt man diesen Bruch einen Stammbruch,

1 1
Z.. B 2 N 3 N -?4"’ y oo
Ganze Zahlen kénnen als Briiche mit dem Nenner 1 aufgefalit werden, z. B.3 = :i .

Die Zahl 1 kann als ein Bruch aufgefaBt werden, dessen Zihler gleich dem
Nenner ist, z. B. 1 = - 3 :E.

? 1 3 5
Jeden unechten Bruch kann man in eine gemischte Zahl verwandeln, indem man
Zihler durch Nenner dividiert und den verbleibenden Rest als echten Bruch hinter
die ganze Zahl des Quotienten schreibt.

Beispiel: -;— =7:3=2Rest 1 oderZ-;

Eine gemischte Zahl bedeutet demnach die Summe aus einer ganzen Zahl und einem
echten Bruch, wobei das Rechenzeichen 4 gemif8 einer Vereinbarung weggelassen
wird. Beachten Sie also immer, da3 zwischen der ganzen Zahl und dem Bruch das
Rechenzeichen + zu ergénzen ist:

1 1
= = |
23—2+3.

Umgekehrt kann man eine gemischte Zahl in einen unechten Bruch verwandeln,

indem man die ganze Zahl durch Multiplikation mit dem Nenner des echten Bruches

in einen unechten Bruch verwandelt und zu diesem den echten Bruch addiert?!).
.. 4.7 3 28 3 31

Beispiel: —-—4+~— 5 -{--,—7—=7+7=7

Die Verwandlung einer gemischten Zahl in eirien unechten Bruch nennt man das
Einrichten dieser gemischten Zahl.

1) Die Addition von Briichen wird Ihnen in Abschnitt 3.23 erldutert.
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3.22 Erweitern und Kiirzen

Ein Bruch kann in seiner Form veridndert werden, okne daf sich sein Wert dndert.
Diese Verdnderungen nennt man Erweitern und Kiirzen.
Einen Bruch erweitern heiBt, Zdéhler und Nenner mit derselben Zahl (der Er-
weiterungszahl oder dem Erweiterungsfaktor) multiplizieren.
Einen Bruch kiirzen heifit, Zdhler und Nenner durch dieselbe Zahl (die Kiir-
zungszahl) dividieren.

Erweitern und Kiirzen sind einander entgegengesetzte Rechenvorgénge.

Beispiel:
3 3.4 12 , e
T =74 =38 (der Bruch wurde ,mit 4 erweitert*)
12 12:4

58 = 328:4= 3 (der Bruch wurde ,mit 4 gekiirzt)

Das Kiirzen hat insofern eine grofe Bedeutung, als es grofe Zahlen in Zihler und
Nenner in kleine verwandelt. Es erleichtert das Rechnen von Aufgaben mit Briichen.
Deshalb ist beim Losen von Aufgaben mit Briichen wichtig, vor Beginn der Rechnung
und wihrend des Rechenvorganges die Briiche so weit wie méglich zu kiirzen.

Um einen Bruch mit einer Zahl kiirzen zu koénnen, ist erforderlich, dal diese Zahl
in Zahler und Nenner als Teiler enthalten ist. Die grofte Kiirzungszahl mu8 sonach
alle in Zdhler und Nenner gemeinsam enthaltenen Teiler als Faktoren enthalten; sie
ist der grofte gemeinsame Teiler von Zahler und Nenner.

Prigen Sie sich also die in Abschnitt 3.11 angefiihrten Teilbarkeitsregeln gut ein!
Sie werden dann schnell die Kiirzungszahlen finden.

Lehrbeispiel 7
168

Vereinfachen Sie den Bruch 353 durch Kiirzen!

Loésung:

168 42 14 2

252 63 21 3
Es wurde zuerst mit 4 gekiirzt, weil sowohl 68 als auch 52 durch 4 teilbar sind. (Sie
kénnen auch zunichst mit 2 und dann no¢hmals mit 2 kiirzen.) Sodann wurde mit 3
gekiirzt, weil die Quersumme sowohl im Zihler als auch im Nenner durch 3 teilbar
ist. SchlieSlich wurde noch mit 7 gekiirzt.
Man geht also beim Kiirzen meist schrittweise vor, wobei man durch Zusammen-
fassen von Faktoren die Anzahl der Schritte verringern kann.

3.23 Addition und Subtraktion

Briiche, die den gleichen Nenner haben, heiflen gleichnamige Briiche. Nur solche
Briiche lassen sich addieren und subtrahieren.

Es gilt:
Gleichnamige Briiche werden addiert (bzw. subtrahiert), indem man die Zihler
addiert (bzw. subtrahiert) und den Nenner unveréindert beibehilt.
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Beispiele:

Briiche mit verschiedenen Nennern heiflen ungleichnamige Briiche. Diese miissen vor
dem Addieren oder Subtrahieren gleichnamig gemacht werden, indem alle Einzels
nenner durch Erweitern auf den Haupinenner gebracht werden.

Der Hauptnenner ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Einzelnenner.
.. 2 1
Lehrbeispiel 8 5t

Losung:

Diese Briiche sind ungleichnamig. Der Hauptnenner (k.g.V. der Einzelnenner 3
und 4) ist 3 - 4 = 12. Jeder Bruch ist nun mit denjenigen Faktoren des Hauptnenners zu
erweitern, die in setnem Nenner micht vorkommen, d. h. in unserem Falle: der erste
Bruch mit 4, der zweite mit 3:

2.4 1.3 843 11
3TET5aTasT 1 T

In diesem Beispiel haben die Einzelnenner keine gemeinsamen Teiler. Deshalb ist der
Hauptnenner das Produkt der Einzelnenner. Im folgenden Lehrbeispiel dagegen
besitzen die Einzelnenner gemeinsame Teiler.

Lehrbeispiel 9 f; + 52{ —
Losung:

Sie bestimmen den Hauptnenner als k.g.V. der Einzelnenner, indem Sie die Einzel-
nenner in Primfaktoren zerlegen:

7= 7

21 =3- 7

9=3-3
Hauptnenner: 3:3-7=263

Die Einzelbriiche werden nun mit den Faktoren des Hauptnenners erweitert, die in
ihrem Nenner nicht vorkommen:

4.3.3 2.3

5. 35 _36+6—35 7
7.3.3 T 21.3 9"

7 1
7 63+63 63 63 T 63 9

Sie kénnen den Hauptnenner aber auch im Kopf bestimmen, indem Sie die Folge
der Vielfachen von 21, des gr6Bten Nenners, bilden und iiberpriifen, in welchem

dieser Vielfachen 7 und 9 als Faktoren enthalten sind:
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21 enthilt die 7, aber nicht die 9;
42 enthilt die 7, aber nicht die 9;
.63 enthilt die 7 und die 9.

Somit ist 63 der Hauptnenner.

o 1, 2,5 , 7,2
Lehrbeispiel 10 Z+§+F+1_2T"3
Loésung:
Hauptnenner bestimmen:
4=2-2
9= 3-3
6=2 3
12=2-2-3
3= 3
Hauptnenner =2-2-3-3=236
Erweitern der Einzelbriiche:
1.3.3  2.2.2  5.2.3 2.2.2.3 948430421424 92
33702 2+623+123+3223_ 36 36

Das Ergebnis kann noch mit 4 gekiirzt werden, so daf Sie erhalten:

2
M

Es hitte in diesem Beispiel einen wesentlichen Mehraufwand an Rechenarbeit er-
fordert, wenn Sie den Hauptnenner nicht als k. g.V. bestimmt, sondern alle Briiche
etwa auf einen Nenner gebracht hétten, der das Produkt der Einzelnenner darstellt.
Sie hitten die Zahl 4-9-6-12-3 = 7776 erhalten und das Ergebnis mit dem
Nenner 7776 durch Kiirzen zu einem Bruch mit dem Nenner 9 wieder vereinfachen

miissen.

Bei einiger Ubung im Rechnen mit Briichen wird man die Erweiterungszahl nicht
erst, wie in unserem Beispiel dargestellt, in Primfaktoren schreiben, sondern als eine

einzige Zahl.
Die Erweiterungszahl kann man im Lehrbeispiel 10 folgendermaflen bestimmen :

Hauptnenner ist 36.

Erster Einzelnenner ist 4.  36:4 = 9 ist die Erweiterungszahl des ersten Bruches.
Zweiter Einzelnenner ist 9. 36:9 = 4 ist die Erweiterungszahl des zweiten Bruches.

usw.

Fiir die Addition bzw. Subtraktion ungleichnamiger Briiche giit also:

Ungleichnamige Briiche miissen vor dem Addieren (bzw. Subtrahieren) gleich-

namig gemacht werden. Hauptnenner ist das k.g.V. aller Einzelnenner.

Bei gemischten Zahlen addiert (bzw. subtrahiert) man meist die ganzen Zahlen und

die Briiche getrennt.
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Beispiele:

L g byt gy 342 2, 5 _ 435
45485 =T+ 5+5=T+"3"=T+¢5=Tg
1 1 1 1 ,3—2 1 1
bty 3y =ltyg—g=lt—H=l+tg=15%
1 8——-3 5 o5
tg—ty=3tg—log =24 =24 g =2g

|

3.24 Multiplikation

Folgende Fille konnen bei der Multiplikation auftreten:
1. Bruch mal ganze Zahl,
2. Bruch mal Bruch,
3. gemischte Zahl mal ganze Zahl,
4. gemischte Zahl mal Bruch,
5. gemischte Zahl mal gemischte Zahl.

Wenn Sie die ganzen Zahlen als Briiche mit dem Nenner 1 duffassen und di¢ ge-
mischten Zahlen vor dem Multiplizieren einrichten, d. h. in einen unechten Bruch
umformen, kénnen Sie in allen Fillen die gleiche Regel anwenden:

Briiche werden miteinander multipliziert, indem man Z&ihler mit Zihler und
Nenner mit Nenner multipliziert.

Hiufig kann man vor dem Multiplizieren kiirzen.

Beispiele: 2 2 4 2.4 8

_9_.4:_,9‘._1..2—1:——9-

2.8 _2:3_14_1

98 9.8 3.4 12

2 128 6 768 5

pl.4 154 154 5.2 10 o1
2 9 2 9 2.9 1.3 3 °3
3 1 18 15 18 .15 9.3

35 72 =% 252 11 =

Ein Hmwels zum Fall ,,gemischte Zahl mal ganze Zahl* (18 =+ 6):

Es ist erst Rechenaufwand notwendlg, um die gemlschte Zahl einzurichten, dann
nochmals, um den unechten Bruch wieder in eine gemischte Zahl zu verwandeln.
Um rationeller zu rechnen, behandelt man diesen Fall nicht nach der oben genannten
Regel, sondern multipliziert die beiden Bestandteile der gemischten Zahl, die ganze
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Zahl und den echten Bruch, getrennt mit der ganzen Zahl. Das sieht dann folgender-
maBen aus:

2 2 12 5 5

Bei der Multiplikation mehrerer Faktoren werden simtliche Zihler miteinander
multipliziert und ebenso sémtliche Nenner. Vergessen Sie aber nie, auf die Moglich-
keit des Kiirzens zu achten!

Lehrbeispiel 11

N 1.1.5
- .9.1.2

2.7 6 5 2765 1
3 9 7 8 3.9.7.8 1

Il e

3.25 Division

Die Division von Briichen soll Thnen zunéchst an einem Beispiel erldutert werden.

Dazu betrachten wir die Aufgabe

1
i.z.

Es soll - laut Aufgabe - ein Drittel elnes Ganzen (nédmlich ) durch 2 (also in zwei

Teile) geteilt werden. Sie erweitern - deshalb mit 2:

Zerlegen Sie nun % in zwel Teile, ergibt s1ch

Die Hilfte von i ist somlt —. Folglich gilt:

Zu diesem Resultat kommen Sie auch, wenn Sie % mit dem Kehrwert von 2, d. h.

mit %, multiplizieren:
1 1

11
326"

Unter dem Kehrwert - reziproken') Wert - einer Zahl versteht man den Quo-
tienten von 1 durch diese Zahl.
Beispiele:
Der Kehrwert von 3 ist i,

der Kehrwert von 89 is‘o%.

1) lat. reciprocare, zurickwenden.
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Schreiben Sie 3 als %, so erkennen Sie: Den Kehrwert eines Bruches erhilt man durch
Vertauschen von Zihler und Nenner.

Weitere Beispiele:
Kehrwert

|o: wl

, Kehrwert

—
—

17 , Sie richten ein: -, Kehrwe rt
Das Produkt aus einer Zahl und ihrem Kehrwert ist stets 1.
Wir konnen verallgemeinern und sagen:
Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit seinem Kehrwert multipliziert.

Diese Regel gilt fiir alle bei der Division auftretenden Fille, also:
. Bruch durch ganze Zahl,

. ganze Zahl durch Bruch,

. Bruch durch Bruch,

. gemischte Zahl durch ganze Zahl,

. ganze Zahl durch gemischte Zahl,

. gemischte Zahl durch Bruch,

. Bruch durch gemischte Zahl,

. gemischte Zahl durch gemischte Zahl.

WP ~TS T W=

Beachten Sie aber immer: Vor dem Multiplizieren ist nach Méglichkeit zu kiirzen!

Beispiele:

2 4 _2 5 _25_1.5_5
55 "3 4 34 3238
2 11 1 1.1 11
33%=3 % 35" 1
4 14 18 . 9.5 45 3
825 =18:p = =" =7=65
Q1,3 _ 2.4 24 T4 28 3
‘47 5 3 5.3 5.1 5 "5

3* 35



3,01 _35_ 32 31 3
872 8°2 8.5 4.5 20

92,33 _12,15_12:4 4.4 _ 16
5 T 54 515 5.5 25

(Die Probe kann mit Hilfe der Multiplikation durchgefiihrt werden. Beim letzten
Beispiel wiirde das wie folgt aussehen:

1615 _ 4.3 _ 12
25-4 5.1 5

16 3
% 3% = =23.)

Bei Divisionsaufgaben mit ganzen Zahlen kann man sich Rechenvorteile verschaffen,
indem man die Regel iiber die Division von Briichen anwendet.

Beispiele:

1. 3720:5

Statt 5 schreibt man g—ound rechnet:

3720: 5 = 3720:%)=3720-%=372-2=E§

2. 82700:25
Statt 25 schreibt man 12—0 und rechnet:
82700:25 = 82700: —1—99 = 82700 - m = 8274 = 3308

Suchen Sie selbst weitere giinstige Divisoren! Natiirlich kénnen Sie bei der Multi-
plikation dhnlich verfahren.

Beispiel:
12495 — 124 - 1@ — 12400: 4 = 3100

3.26 Doppelbriiche

Doppelbriiche sind Briiche, die im Zahler und Nenner wieder Briiche enthalten, z. B.

2 2
3 3 2
5’ 5 3°
9 5

Alle diese Briiche kénnen nach den Regeln der Bruchrechnung vereinfacht werden,
indem man den Hauptbruchstrich durch einen Doppelpunkt ersetzt:

[
w

2 56 _2 9 6 1
39735

- =155~ '5

eolcxlw[w
-
o
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2
3 2 5 2 1 2
5 731735 15
2 _2.3_ 25 _10_ .1
3T 1’5 1373 °3
< =

Grundsétzlich sind Doppelbriiche, die im Verlaufe einer Rechnung auftreten, am
besten sofort zu beseitigen, d. h., auf einfache Briiche zuriickzufiihren.

Beim Rechnen mit Doppelbriichen ist genau daraufzu achten, welches der Haupt-
bruchstrich ist; denn wie Sie an den Beispielen

2

3 2 2 10

oWy =3
5

erkennen, besitzen diese beiden Briiche verschiedene Werte.

Lehrbeispiel 12

Berechmen Sie

4 1
9 6

!

| bo
| e
oo

RIS+
+
oo| w0

Loésung:
Diese Aufgabe 16sen Sie am einfachsten, indem Sie fiir die Zablerbriiche und fiir
die Nennerbriiche den gemeinsamen Hauptnenner bestimmen. Er ist 72,

4 2 3 1 32 4 48 — 54 + 12 38

§+?_'74‘+”6‘_ 72 _ﬁ_38.72_19_21
7,3 _ 5 T 51+4+27—60 18 72.18 9 "9
24787 6 72 72

Dieser Losungsweg empfiehlt sich nicht, wenn durch das Erweitern der einzelnen
in Ziahler und Nenner stehenden Briiche auf den gemeinsamen Hauptnenner sehr
groBe und damit fiir den weiteren Rechnungsgang unbequeme Zahlen entstehen.
Man bringt in einem solchen Falle die in Zadhler und Nenner stehenden Briiche auf
ihre Hauptnenner und vereinfacht den Doppelbruch nach den bekannten Regeln.

Lehrbeispiel 13

1 5 17 — 15 2

3 17 _ st 51 _ 2 57 _2.57_ 1-19 19

2 10 =~ 38—30 8 51 8 51 8~17-4_6_8

3719 T BT 57 -
Zusammenfassung

Gemeine Briiche sind die Quotienten ganzer Zahlen:
Ein Bruch mit dem Zahler 1 heit Stammbruch. In echten Briichen ist der Zahler
kleiner, in unechten groBer als'der Nenner. Unechte Briiche kénnen als gemischte
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Zahlen dargestellt werden. Diese bestehen aus der Summe einer ganzen Zahl und
eines echten Bruches. Die Verwandlung gemischter Zahlen in unechte Briiche be-
zeichnet man als Einrichten.

Einen Bruch erweitern heil3t, Zihler und Nenner des Bruches mit derselben Zahl
multiplizieren. Einen Bruch kirzen heiBt, Zdhler und Nenner des Bruches durch
dieselbe Zahl dividieren.

Erweitern oder Kiirzen dndern den Wert eines Bruches nicht. Die Kiirzungszahl
muBl gemeinsamer Teiler von Zahler und Nenner sein.

Gleichnamige Briiche werden addiert oder subtrahiert, indem man die Zihler addiert
oder subtrahiert und den (gemeinsamen) Nenner beibehélt.

Ungleichnamige Briiche miissen vor dem Addieren oder Subtrahieren durch geeignetes
Erweitern gleichnamig gemacht, d. h. auf den Hauptnenner gebracht werden. Der
Hauptnenner ist das k.g.V. aller Einzelnenner.

Briiche werden miteinander multipliziert, indem man Zahler mit Zahler und Nenner
mit Nenner multipliziert. '

Durch einen Bruch wird dividiert, indem man mit seinem Kehrwert multipliziert.
Der Kehrwert eines Bruches wird durch Vertauschen von Zahler und Nenner gebildet.
Doppelbriiche werden als Divisionsaufgaben behandelt. Treten in Doppelbriichen
Summen oder Differenzen von Briichen auf, so werden 'entweder Zihler und Nenner
auf ihre Hauptnenner oder auf den gemeinsamen Hauptnenner gebracht.

Ubungen
- .. . 54 105 96 150
5. Kiirzen Sie “)gﬁ b) 180 c)m d) 5%/

6. Berechnen Sie

1

2 2 2
DErs—r MWiti—d Ogti—

3 11 | 25
— —_ —/
+ 9 10+12+63'

oo|>-x

7. Berechnen Sie

5 7 4 5 16 15 1 ,.1 5
Yaws Y sns ) i 133 %
1 7 2 13 1 .2 .3 4
e 4= .= —.2°2..9_.4"!
)25 16 45 1 e)lg 25 35 45!
. 18 25 17 5 5 1
8. Berechnen Stie @) 5559 b) 5:2% ¢)T7:35

d) Vergleichen Sie in der Aufgabenreihe 16:8; 16:4; 16:2; 16:1; 16:%;
1.

16:1;

16: % die Ergebnisse!

9. Vereinfachen Sie die Doppelbriiche

7 1 2 5 3 1 2 3

woo,rtspTE o getaite 2
@) 3 3 ) 177 1.1 1 P

8 5 1278 37475 2+%
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16 5 1 15 1
sit73 52
+ 7 1 !
=31 2%
Weitere Ubungsaufgaben finden Sie im Aufgabenabschnitt 3.4.

10. Berechnen Ste

[3]

3.3 Dezimalbriiche

3.31 Begriff

Da unser Zahlensystem ein Zehnersystem (Dezimalsystem) ist, kommt auch den
Briichen, deren Nenner eine Potenz von 10 (also 10, 100, 100¢ usw.) ist, eine be-
sondere Bedeutung zu. Solche Briiche heillen Dezimalbriiche.

Dezimalbriiche kénnen auch mit Hilfe des Kommas geschrieben werden, indem man
nur den Zihler schreibt und den Nenner durch die Stellung des Kommas kenn-
zeichnet. Man trennt ndmlich vom Zahler von rechts her so viele Stellen durch das
Komma ab, wie der Nenner Nullen hat. Derartig geschriebene Dezimalbriiche werden
oft auch Dezimalzahlen genannt.

Die Reihenfolge der Stellen nach dem Komma ist:
Zehntel (z) Hundertstel (A) Tausendstel (f) usw.
Beispiel:

6 3 463

4
0463 = 15+ 166 T 1000 = 1000

Gelesen : ,,Null Komma vier sechs drei.*
Wie leicht einzusehen ist, verdndert das Anhingen bzw. Wegstreichen von Nullen

als letzte Stellen hinter dem Komma den Wert des Dezimalbruches nicht; denn das
bedeutet lediglich ein Erweitern bzw. Kiirzen mit einer Potenz von 10.

Beispiele: 0,3 = 0,30 bedeutet ein Erweitern mit 10: 1% = %;
0,500 = 0,5 bedeutet ein Kii it 100: 200 _ 5
) =V, edeutet em urzen mi . m = 10 .

Im folgenden sollen noch die Besonderheiten behandelt werden, die gegeniiber dem
Rechnen mit ganzen Zahlen auftreten, wenn man die vier Grundrechenarten auf
Dezimalbriiche anwendet.

3.32 Addition und Subtraktion. Rechenvorteile

Die Addition und Subtraktion kann wie bei ganzen Zahlen durchgefiithrt werden,
wenn man die Dezimalbriiche so untereinander schreibt, daB Komma unter Komma
steht. Es kommt aber nicht nur darauf an, die Losung einer gestellten Aufgabe zu
finden, sondern auch darauf, das Ergebnis mdoglichst schnell zu errechnen, d. h. mit
dem geringsten Aufwand an Arbeitszeit und Arbeitskraft. Deshalb ist es notwendig,
dafl Sie sich mit einigen moglichen Rechenvorteilen vertraut machen und diese
gegebenenfalls anwenden.
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Rechenvorteil bet der Addition

Fassen Sie die Ziffern, deren Summe 10 ergibt, zusammen, auch wenn sie nicht un-
mittelbar benachbart sind!

Beispiel:
54,2 Rechnen Sie in der Zehntelreihe von oben nach unten wie folgt:
67,8 @+8)+B+5+2)+6+4)+5
16,3 Sprich: 10 120 30 35 (schreibe 5, merke 3).
49,5 Die zu iibertragende 3 addieren Sie zur 7 in der Einerreihe und rechnen in der
91,2 gleichen Weise weiter;
32,6 B+N+E4+6)+0O+1)+2+8 +7
18,6 Sprich: 10 20 30 40 47 (schreibe 7, merke 4),
574 usw.
387,5

Priifen Sie jede Addition nach, indem Sie in entgegengesetzter Richtung, in unserem
Beispiel von unten nach oben, addieren!

Rechenvorteil ber der Subtraktion

Beim Losen einer Subtraktionsaufgabe wendet man mit Vorteil das Ergénzungs-
verfahren (additive Subtraktion) an, indem man den Subtrahenden zum Minuenden
erganzt.

Beispiel:
9,59 (Minuend) Rechnen Sie:
— 3,86 (Subtrahend) 6 plus3 (Erg?}nzungszahl) = 9 (schreibe 3)
5,73 (Differenz) 8 plus 7 (Ergénzungszahl) = 15 (schreibe 7, merke 1)

(3 + 1) plus§ (Ergénzungszahl) = 9 (schreibe 5)

Die Erginzungszahl wird betont ausgesprochen und in das Ergebnis geschrieben.
Versdumen Sie auch hier nicht, die Richtigkeit des Ergebnisses nachzupriifen, indem
Sie die Probe auf dem Gegenwege machen:

Differenz + Subtrahend = Minuend

Das Erginzungsverfahren empfiehlt sich vor allem dann, wenn mehrere Posten in
einem Arbeitsgang zu subtrahieren sind.

Beispiel:
97,3 Addieren Sie die 3 Subtrahenden von unten nach oben, und erginzen
— 14,5 Sie ihre Summe zZum Minuenden!
— 237 Sprich:
— 268 8, 15, 20 plus 3 = 23 (merke 2)

(2), 8, 11, 15 plus 2 = 17 (merke 1)
32,3 (1), 3, 5, 6plus8 = 9.

Beachten Sie, dal man beim Addieren die Pluszeichen vor den Summanden nicht
schreibt, wohl aber beim Subtrahieren stets die Minuszeichen vor den Subtrahenden.
Eine Verwechslung beider Rechenoperationen ist dann ausgeschlossen.
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3.33 Multiplikation

Zwei Dezimalbriiche werden miteinander multipliziert, indem man zunichst ohne
Riicksicht auf das Komma multipliziert und dann im Ergebnis von rechts her so
viele Stellen durch das Komma abtrennt, wie beide Faktoren zusammen nach dem
Komma haben. Nicht vorhandene Stellen miissen durch Nullen besetzt werden.

Beispiele:
27,3 - 0,57 0,374 - 0,237 3,51 - 0,0082
1365 748 2808
1911 1122 702
15,561 2618 0,028782

0,088638

Bei der Multiplikation richten sich die Rechenvorteile nach der Art der Faktoren.
Allgemein gilt der Grundsatz, den bequemeren Faktor als Multiplikator zu wéhlen.
In der Regel ist das derjenige, der die geringere Stellenzahl aufweist. Weitere Rechen-
vorteile werden Sie selbst noch finden, sofern Sie spéter nicht mit dem Rechenstab
oder logarithmisch multiplizieren. (Vgl. auch Abschnitt 3.25!)

Auf eines sei aber noch hingewiesen. Denken Sie immer daran, da beim Multipli-
zieren von Deézimalbriichen oftmals viele Stellen hinter dem Komma auftreten, die
praktisch nutzlos sind. Beachten Sie unter diesem Gesichtspunkt besonders die
beiden Abschnitte iiber das Runden und die Genauigkeit (3.36 und 3.37).

3.34 Division

Die Division eines Dezimalbruches durch eine ganze Zahl wird zunéchst wie die
zweier ganzer Zahlen durchgefithrt. Wenn das Komma im Dividenden tiberschritten
wird, so muf} auch im Quotienten das Komma gesetzt werden.

Hat man durch einen Dezimalbruch zu dividieren, so erweitert man Dividend und
Divisor derart, daf der Divisor eine ganze Zahl wird. Die Erweiterung geschieht,
indem man in Dividend und Divisor das Komma um gleich viele Stellen nach rechts
verschiebt.

Hat ein ganzzahliger Divisor am Ende Nullen, so streicht man diese weg und ver-
schiebt gleichzeitig im Dividenden das Komma um so viele Stellen nach links, wie
Nullen gestrichen wurden.

Beispiele:
2176,16:58 = 37,52 Abgekiirzte Schreibform unter Weglassen der Sub-
—174 trahenden:
436 2176,16:58 = 37,52
— 406 436
301 301
—_9290 116
116
— 116
0
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3,942:1,46 = 394,2:146 = 2,7  547,404:1300 = 5,47404:13 = 0,42108

1022 27
14
10
104
45,21:0,274 = 45210:274 = 165
1781 -
1370

3.35 Verwandlung gemeiner Briiche in Dezimalbriiche und umgekehrt

Da der Bruchstrich dasselbe bedeutet wie der Doppelpunkt (beides sind Divisions-
zeichen), kann man einen gemeinen Bruch in einen Dezimalbruch verwandeln, indem
man den Zihler durch den Nenner dividiert. Versuchen Sie aber stets, vorher zu
kiirzen!

Bei Briichen, deren Nenner eine Potenz von 10 (10, 100, 1000, . . .) ist oder die sich
bequem auf eine solche bringen lassen, ist die Umwandlung sehr leicht und schnell
durchzufiihren. '

Beispiele:
3 =03; 105 =007; 0. = 0015

T 17 17.4 _ 68
100 — °° '’ 1000

> 35 = 25.4 — 100 — 288
Gemischte Zahlen deutet man als eine Summe aus einer ganzen Zahl und einem
echten Bruch (vgl. 3.21) und wandelt dann nur den Bruch um.

Beispiel:
7%=7+§=7+0,4=7,4

Geht die Division auf, so erhilt man endliche Dezimalbriiche.
Beispiel:
3 =031

Geht die Division jedoch nicht auf, d. h., 148t sie sich beliebig weit fortsetzen, so
spricht man von unendlichen Dezimalbriichen.

Da sich bei unendlichen Dezimalbriichen, die man durch Division erhilt, von einer
gewissen Stelle ab die Ziffern in einer gleichen Ziffernfolge wiederholen, bezeichnet
man diese unendlichen Dezimalbriiche als periodische Dezimalbriiche. Die sich wieder-
holende Ziffer oder Zifferngruppe heit Periode. Man kennzeichnet die Periode durch
Uberstreichen. Bei solchen Briichen braucht man nur so weit zu rechnen, bis man
die Periode erkannt hat.

Beginnt die Periode gleich hinter dem Komma, so nennt man den Dezimalbruch
reinperiodisch, befinden sich vor der Periode noch Vorziffern, so nennt man ihn vor-
oder gemischiperiodisch. Die Dezimalstellen zwischen Komma und Periode heiflen
Vorperiode.
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Beispiele:

a) Reinperiodischer Dezimalbruch:

~171» =7:11 = 0,636363 ... = 0,63

Gelesen: Null, Komma, Periode sechs drei.
Die Periode ist in diesem Falle zweiziffrig; sie heilt 63.

b) Gemischtperiodischer Dezimalbruch:

D =5:12 = 0,416666 ... = 0,416
Gelesen : Null, Komma, vier eins, Periode sechs.
Die Periode ist einziffrig, sie heit 6. Ihr gehen aber diesmal zwei Vorziffern (4
und 1) voraus.

Bei der Umwandlung von Dezimalbriichen in gemeine Briiche mufl der Wert der
einzelnen Stellen hinter dem Komma beriicksichtigt werden. Die Stellen hinter dem
Komma werden als Zahler und eine Potenz von 10 als Nenner geschrieben. Dann
soll nach Moéglichkeit gekiirzt werden. Die Anzahl der Nullen des Nenners wird durch
die Anzahl der Stellen hinter dem Komma bestimmt.

Beispiele:
1 7. 251
=100 W07 =150 025 =15= 14

0,1
Ist der Dezimalbruch periodisch, so bricht man den Dezimalbruch unter Beachtung
der in 3.36 gegebenen Regeln iiber das Runden ab und verfihrt wie oben (Stellen-
zahl richtet sich nach der geforderten Genauigkeit).

Beispiele:
ey 64 16
T 946 473
0,945 ~ 0,946 = 1000 = 500

In diesen Fillen erhalten Sie also nur gendherte Werte.

Das Rechenverfahren, das genaue Werte liefert, wird wegen seiner Umsténdlichkeit in
der Praxis nur selten angewandt.

Beachten Sie aber, daB 0,6 = ':2;‘ oder 0,8 = g— ist!
3.36 Runden

Wird mit Dezimalbriichen multipliziert bzw. dividiert, so entsteht im Ergebnis eine
mehr oder weniger groBe Anzahl von Dezimalstellen, die vielfach keinen praktischen
Wert haben. Man bricht deshalb den Dezimalbruch an einer bestimmten Stelle ab,
d. h., man rundet entsprechend der geforderten Genauigkeit die Dezimalbriiche auf
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eine bestimmte Stellenzahl auf oder ab. Das gilt natiirlich auch fiir unendliche De-
zimalbriiche.

In DIN 1333!) wurden die Regeln fiir das Runden festgelegt, damit das Runden ein-
heitlich nach den gleichen Richtlinien erfolgt.

Im einzelnen besagt das Normblatt folgendes:

1. Abrunden heilt, da die letzte Stelle, die noch angegeben werden soll, unver-
dndert bleibt. Es wird abgerundet, wenn dieser Stelle noch eine 0, 1, 2, 3 oder 4
folgt.

Beispiele: 2,12 =~2/1
6,343 ~ 6,3
8,2738 ~ 8,27

2. Aufrunden heiBt, daBl die letzte Stelle, die noch angegeben werden soll, um 1 er-
hoht wird. Es wird aufgerundet, wenn dieser Stelle noch eine 6, 7, 8 oder 9 folgt.

Beispiele: 217 =~2,2
6,369 =~ 6,37
8,2762 ~ 8,28

3. Sonderregeln fiir die 5 als erste weggelassene Stelle:

a) Folgen dieser 5 noch von Null verschiedene Zahlen, so wird die letzte an-
gegebene Stelle aufgerundet.

Beispiele: 3,14159 =~ 3,142
4,35001 ~ 4,4
b) Folgen dieser 5 nur Nullen oder ist es eine 5 unbekannter Herkunft, dann wird
so gerundet, daB die letzte angegebene Stelle zu einer geraden Zahl wird.

Beispiele: % — 0,0625 ~ 0,062

3
37 = 3,75 ~38

¢) Ist bekannt, daBl eine 5 durch Aufrunden entstanden ist, so wird abgerundet;
ist sie aber durch Abrunden entstanden, so wird aufgerundet.

Beispiele: Aus 6,3149 wird 6,315 und fiihrt zu 6,31.

Aus 4,1852 wird 4,185 und fiihrt zu 4,19.
Eine als letzte Stelle beim Runden entstehende Null darf nicht weggelassen werden,
da durch ihr Mitschreiben ausdriicklich gesagt wird, dal bis zu dieser Dezimalstelle

die Zahl genau ist und daB die durch das Runden entstandene Ungenauigkeit 5 Ein-
heiten der nichsten Dezimale nicht iibersteigt.

1) DIN 1333 (Ausgabe Dezember 1954) ist zum Standard erklért.
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Beispiel: 3,702  auf 2 Stellen gerundet: 3,70
0,269050 auf 4 Stellen gerundet: 0,2690

Die angefiihrten Rundungsregeln gelten auch beim Runden von ganzen Zahlen, nur
mit dem Unterschied, daB man an die Stelle der nicht mehr benétigten Ziffern grund-
sitzlich Nullen setzen muB.

Dann ist aber nicht mehr zu erkennen, bis zu welcher Stelle die Zahl noch genau ist.
Man trennt daher noch die Zehnerpotenzen ab (vgl. Abschn. 2.54) und kann dann
in der Dezimalzahl die Nullen weglassen, die eine nicht vorhandene Genauigkeit
vortduschen wiirden.

Beispiel: 48 685 auf Zehner genau: 48 680 = 4,868 - 10%;
48 685 auf Hunderter genau: 48 700 = 4,87 - 104,
48 685 auf Tausender genau: 49 000 = 4,9 - 10%;

48 685 auf Zehntausender genau: 50 000 = 5 - 104,

3.37 Genauigkeit beim Rechnen mit gemessenen Grofien

Im Zusammenhang mit dem Runden interessiert die Frage, wie genau, d.h. mit
welcher Stellen- bzw. Ziffernzahl, das Ergebnis einer Rechnung angegeben werden
muf} oder angegeben werden soll.

Wir miissen bei dieser Uberlegung zwei Fille unterscheiden, nimlich ob die Zahlen
unserer Rechnung zu gemessenen GréBen gehoren oder nicht. Gehéren sie nicht
zu gemessenen GroBen, so ist die groBtmogliche Ziffern- bzw. Stellenzahl das ge-
naueste Ergebnis, und wie weit Sie ein solches Ergebnis runden, steht ganz in Threm
Ermessen. Wenn Sie z. B. das Produkt 3,235 - 7,63 bilden, so erhalten Sie als genaues
Ergebnis 24,68305. Diese Zahl kénnen Sie auf eine beliebige Stellenzahl runden.
Anders ist es, wenn Sie mit Zahlen rechnen, die sich auf Grund von Messungen
ergeben. Hier hat ndmlich die angegebene Ziffernzahl eine ganz bestimmte Be-
deutung. Hierzu ein Beispiel:

Sie haben auf einem Bauplatz eine bestimmte Strecke abzumessen. Dazu steht Thnen
nur ein Zollstock (GliedermaBstab) zur Verfiigung. Sie messen mehrere Male und
finden folgende Werte: 14,78 m; 14,83 m; 14,77 m; 14,81 m; 14,82 m. Die unver-
meidlichen Fehler beim Messen lassen das Ergebnis jedesmal etwas anders ausfallen.
Wie geben Sie nun die Lange dieser Strecke an? Sie werden sagen: Die Strecke ist
ungefdhr 14 m und 80 cm lang. Schreiben diirfen Sie aber nur: s = 14,8 m. Nach
Vereinbarung bedeutet dies ndmlich: Die Lange der Strecke liegt zwischen 14,75 m
und 14,85 m. Die Ziffer 8 kann also durch Runden entstanden sein. Der gemessene
Wert ist somit auf m genau, die Anzahl der dm ist um 0,5 dm unsicher. Die Angabe
s = 14,80 m wiirde heiflen: Der gemessene Wert liegt zwischen 14,795 m und
14,805 m, und diese Aussage wére bei der vorliegenden Messung nicht gerechtfertigt.
Fir die Angabe gemessener Grofen miissen Sie sich grundsétzlich merken: Jede
gemessene Grofle ist mit einem Fehler behaftet. Die Genauigkeit wird durch den
Stellenwert der vorletzten Ziffer angegeben.

Bei Angabe von MeBwerten ist meist die vorletzte Ziffer noch genau, die
letzte Ziffer aber unsicher (gerundet).
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Wie wirkt sich nun diese Ungenauigkeit der gemessenen Gréfien auf das Ergebnis
aus, wenn mit diesen Werten gerechnet wird ?

Auch das wollen wir uns an einem Beispiel klarmachen.

Es soll das Volumen eines Quaders (etwa eines Ziegelsteines) berechnet werden. Als
Lénge, Breite und Hohe werden folgende Werte gemessen:

a=163cm, b=92cm undc="74cm.

Daraus ergibt sich als Volumen: V = 1109,704 cm3.

Diirfen Sie nun diesen Wert als Ergebnis angeben? Sie entscheiden dies durch fol-
gende Uberlegung:

Die gemessenen Werte bedeuten:

Minimalwert Maximalwert
a liegt zwischen 16,25 cm und 16,35 cm,
b liegt zwischen 9,45ecm und 9,25 cm,
¢ liegt zwischen 7,35 cm und 7,45 em.

Berechnen Sie nun aus diesen Werten das mdogliche Maximal- und Minimalvolumen,
so erhalten Sie

Vmin = 1092,853 cm?; Vomay = 1126,719 cm3.

Sie stellen also fest, daB das Volumen bestimmt zwischen den Werten 1093 cm?3
und 1127 em? liegt. Als Ergebnis kénnen Sie deshalb nur angeben

V ~1,1 dm3 oder auch V &~ 1,1 - 103 cm3
(nicht V &~ 1100 cm3!).

Jede genauere Angabe des Volumens wiirde eine Genauigkeit vortduschen, die gar
nicht vorhanden ist, und muf3 deshalb als falsch bezeichnet werden.

Merken Sie sich als Faustregel:

Wenn eine Rechnung mit gemessenen GroBen durchgefiithrt wird, so soll das Er-
gebnis nur so viel Ziffern aufweisen, wie der gegebene Wert, der die kleinste Anzahl
sicherer Ziffern hat. Das Ergebnis kann im allgemeinen nur so viel sichere Ziffern
haben, wie sie dieser Wert auch hat. (In obigem Beispiel sind die Lingen b und ¢ mit
etner sicheren Ziffer gegeben, das Ergebnis kann also ebenfalls nur mit einer sicheren
Zitfer angegeben werden.)

Bei Beachtung dieser Regel kénnen Sie sehr viel Rechenarbeit sparen. Uberlegen
Sie schon vor Beginn der Rechnung, wie das Ergebnis aussehen wird, und rechnen
Sie dann im Rechengang mit einer Stelle mehr als Sie im Ergebnis brauchen. Beachten
Sie das vor allem auch beim Losen von Aufgaben in den anderen Lehrfichern wie
z. B. im Fach Physik, wo fast ausschlieBlich gemessene GréBen in die Rechnung ein-
gehen. ‘

Zusammenfassung

Briiche, deren Nenner Potenzen von 10 sind, heiBen Dezimalbriiche. Sie werden mit
Hilfe des Kommas geschrieben. Man rechnet mit ihnen wie mit ganzen Zahlen unter
Beachtung der Regeln iiber das Setzen des Kommas.
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Ein gemeiner Bruch kann in einen Dezimalbruch verwandelt werden, indem man
den Zihler durch den Nenner teilt. Dabei entsteht (je nach Form des Nenners) ent-
weder ‘

ein endlicher Dezimalbruch,

ein unendlicher gemischtperiodischer Dezimalbruch oder

ein unendlicher reinperiodischer Dezimalbruch.

Bei periodischen Dezimalbriichen wiederholt sich eine bestimmte Ziffernfolge immer
wieder. Bei reinperiodischen Dezimalbriichen beginnt diese Ziffernfolge unmittelbar
nach dem Komma, bei einem gemischtperiodischen Dezimalbruch stehen zwischen
Komma und Periode noch eine oder mehrere Vorziffern.

Soll ein Dezimalbruch in einen gemeinen Bruch umgewandelt werden, so werden
die Stellen hinter dem Komma in den Zihler geschrieben und eine Potenz von 10
als Nenner.

Durch Runden 1aBt sich jeder Dezimalbruch auf eine bestimmte Stellenzahl be-
schrinken. Dabei miissen die in der DIN-Vorschrift festgelegten Regeln eingehalten
werden.

Bei Rechnungen mit gemessenen GréBen ist die Genauigkeit des Ergebnisses im all-
gemeinen durch die kleinste Anzahl sicherer Ziffern in den AusgangsgréBen be-
stimmt.

Ubungen
11. Addieren Sie die folgenden Zahlen!
a) 532,2; 843.72; 344,5; 228,75; 0,53 ; 384,32; 700,03 ;

b) 528 kg; 6,243 kg; 700 g; 5,38 t; 728,37 ke; 6280,035 kg; 574,567 kg;
2442 39 kg;

c) 94; 185; 295; 84; 785; 394; 284; 395.
12. a) Von 3428,58 kg sind abzuziehen:
384,52 kg; 0,94 kg; 46,387 kg; 850 kg!

b) Von 5 t Diingemittel werden verausgabt:
1,2 t; 387 kg; 64,3 kg; 5,25 kg; 2,25 t; 7,45 kg.
Welcher Vorrat verbleibt?

13. Multiplizieren Sie!

a) 528,3 - 1,302 b) 8,32 -0,0253
c) 34,382 - 2,51 DM d) 15,3 cm - 34,3 cm
14. Lésen Sie die folgenden Aufgaben!
a) 583,68:4,8 b) 6435:25
c¢) 0,3408:0,32 d) 65,1 :0,0434
Verwandeln Ste in Dezimalbriiche:
7 3 5 3 9

47



4 ) 4 27
16. @) 5 b) 15 ¢) g d) 5 e) 55

3 5 2 7 5
17.a)5z b)3§ 0)2—3— d)4§ e)6

Verwandeln Sie in gemeine oder gemischie Briiche:
18. a) 0,24 1) 0,64 ¢)0,55 d) 0,175 e) 0,0088

19. a) 3,75 b) 6,125
20. Runden Sie folgende Zahlen auf zwei Dezimalen:
3,759; 2,842; 4,8529; 4,2852; 79,2850; 5,2750/

21. Runden Sie auf Hunderter genaw:
3269; 3249; 3252; 3250; 3350/

[Ul
3.4 Aufgaben (Ubungen 22 bis 43)

Berechnen Sie!

3 2 7 11 2 8 3 1
#a)gtr 0t n byt ty—ot
1 2 3 4 5 1 3 5 7
dytstitsts Vet4— 61w
3 1 5 17 11 5 3 5 7 9
JETE T I T T I Ds—mt i mu
1 3 5 1 1 3 1
23.0)85—>—17 b) 34 +65—o0 o
1 1 2 .2 4 1
)24 +85—2+ A1y +25—245—1
3 8 5 1 1 1
3 1 5 2 3 7 1 5 4
2.0) prgrg Yy 925 %9
3 2 11 5 11 9 7 12 13
V3572 Y7 u ey
2 2 7 1 1 5 4
26. a) 1—3—"53‘7—9— b)2_3_-3§.._8-._5,,_
2 1 4 1 1 1 2 3
o) 254y 3y dby25-lgey
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14 7 27 3 12 60 21 35

2 a) g5t b %°s °) 775 ) 3639
3 3 6 20 3 2 1 11
28.a)35:2 5222 o) S92 d)13 .32
14
29. a) T:35 b) J:25 0) 2:6 4 10:2
30. a) 6:3 % b 4l:8 c) 56:3 5 d) 2018
31 a) 34020 b 46 22t g2l
3 1 3 2 3 5
2 3 Al 2 _
P 8 2 5 7 4 7
32 0) 4 b 5 o T v
% 5 CR) F
3 5 3 1 3 2 1 4 1 2
3. a) B cT8Tw s 37T7 by o7 . Bt3
‘ gL _5 1 1 I T
FRCRURT £ 9T 3T

34. Wieviel Kilogramm Dieselkraftstoff verbraucht ein Traktor in 2; Transportstunden,
der Verbrauch je Stunde 3% kg betrdgt ?

35. Hine Fliche von 343— ha soll mit Kalkammonsalpeter gediingt werden.
[
Wieviel Dezitonnenl) Kalkammonsalpeter werden bendtigt, wenn je Hektar —dt

gebraucht werden ?

36. Die Werktitigen eines VEG hatten auf einer Fliche von 2—— ha insgesamt 68— dt
Weizen geerntet.
Wie grof3 war der Ernteertrag je Hektar?

37. Evn Hochofen muf3 vm Vergleich zur erzeugten Rohewenmenge mit der 2~ fachen
Gewichtsmenge an Erz, derselben Menge Koks und der — fachen Menge an Zuschlagen
beschickt werden.

Wieviel Tonnen Erz, Koks und Zuschlige braucht ein Hochofen zur Erzeugung
von 750 t Roheisen?

38. Addieren Sie: 5,5 h; 420 min; 4% h; 3,2 h; 45 min; 3 h 25 min; 4%h; 35 min/

1) Eine Dezitonne (dt) ist = t, also 1 dt = 0,1 t = 100 kg.

1
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39. Von einem Stoffballen mit 63,50 m werden nacheinander verkauft: 4,20 m; 150 cm;
3,80 m; 47 m; 32 dm; 425 om; 84,5 dm; 5,8 m.
Wieviel Meter Stoff bletben dibrig?

40. a) 12,8 - 0,864 b) 0,0258 - 0,357 c) 280,138

41. a) Wieviel DM kosten 5,83 t Reis, wenn 1 kg 1,65 DM kostet ?
b) Benzol hat eine Dichte von 0,89 g/em®. Wieviel Kilogramm wiegen 528 1?

42. a) 15,834:364 b) 3132:0,135 c) 0,2533:0,034

43. Lisen Sie die Divisionsaufgaben, und runden Sie auf drei Stellen hinter dem Komma!
a) 2,5:154 b) 0,284:0,359 c) 628:4,57

[4]

4 Das Rechnen mit rationalen Zahlen

4.1 Einfiihrung der rationalen Zahl

4.11 Negative Zahlen

Die Addition oder Subtraktion zweier Zahlen kénnen Sie sich am Zahlenstrahl ver-
anschaulichen (vgl. 2.1 und Bild 1), und zwar entspricht auf dem Zahlenstrahl ein
Vorwirtsschreiten dem Addieren, z. B. (Bild 2): 5 + 2 = 7, ein Riickwértsschreiten
dem Subtrahieren, z. B. (Bild 2): 5 — 2 = 3. Allgemein kénnen Sie jede Additions-
aufgabe @ 4+ b = ¢ durch ein Vorwartsschreiten auf dem Zahlenstrahl 16sen.

Die Subtraktionsaufgabe ¢ — b = d kénnen Sie im Bereich der Thnen bisher be-
kannten Zahlen nur fiir @ > b (gelesen ,,a grofer als b*‘) durchfithren. Die Bediirf-
nisse der Praxis erfordern jedoch die Losbarkeit der Subtraktionsaufgabe auch fiir
a = b und fiir & < b (gelesen ,,@ kleiner als ‘). Hierzu mufl der Zahlenbereich er-
weitert werden.

Subtrahieren Sie zwei gleich grofle Zahlen voneinander, so erhalten Sie die Zahl Null.

5—5 =0 oder allgemein a —a = 0
Die Zahl Null bedeutet also eine Differenz, bei der Minuend und Subtrahend einander
gleich sind. In Bild 2 ist deshalb der Anfangspunkt des Zahlenstrahls mit 0 bezeichnet.
(In Bild 1 muBten wir ihn noch mit A bezeichnen, da wir damals nur die natiirlichen
Zahlen erklidrt hatten und diese die Zahl 0 nicht enthalten.) Sie erkennen auch, dafl
die Null jetzt mehr als nur ein ,,Leerzeichen‘ ist, als das sie in 2.2 eingefiithrt wurde.

—o o

0 72 3 4 5 6 7

oo —o
07 23 45 6-5-4-3-2-7 0+7+2+3+4+5+0
Bild 2 Bild 3
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Die Null ist jetzt selbst eine Zahl und hat gleichberechtigt neben den Zahlen 1, 2,
3 usw. ihren Platz auf dem Zahlenstrahl.
In 2.52 haben Sie gelernt, da sich Addition und Subtraktion der gleichen Zahl
gegenseitig aufheben. Sie kénnen nun, nachdem die Null fiir Sie eine vollwertige Zahl
ist, dafiir schreiben

a+b—b=at+0=a.

Diese Regel hat groBe Bedeutung fiir das Losen von Bestimmungsgleichungen.
Ferner gilt: Eine Zahl dndert sich nicht, wenn man 0 zu ihr addiert oder von ihr
subtrahiert:

a+0=abzw.b—0 = b.

Die Subtraktionsaufgabe a — b fiir den Fall ¢ < b kann nicht mehr am Zahlenstrahl
gelost werden. Wollen Sie z. B. die Aufgabe 5 — 6 in dhnlicher Weise veranschaulichen
wie die Aufgabe 5 — 2 in Bild 2, so sind Sie gezwungen, den Zahlenstrahl iiber 0 hinaus
nach links zu verldngern, und zwar fiir die Losung unserer Aufgabe um eine Einheit.
Um alle Subtraktionsaufgaben 16sen zu kénnen, ergibt sich die Notwendigkeit, einen
zweiten Zahlenstrahl an 0 anzusetzen, der in entgegengesetzter Richtung, also nach
links, weist und zusammen mit dem ersten eine Gerade, die sogenannte Zahlengerade
(Bild 3), bildet.

Die einzelnen Punkte, die dem Riickwértsschreiten um je eine Einheit entsprechen,
werden wieder vom Nullpunkt aus gezéhlt, miissen aber von den Punkten des rechts-
gerichteten Strahles unterschieden werden. Daher erhalten die links von 0 stehenden
Zahlen ein Minuszeichen und heiflen negative Zahlen. .
Im Gegensatz zu den negativen Zahlen werden die Zahlen, die durch Punkte des
rechtsgerichteten Strahles veranschaulicht werden, positive Zahlen genannt. Sie er-
halten das Vorzeichen .

Allgemein: Eine Zahl a ist dann eine positive Zahl, wenn a > 0, eine negative Zahl,
wenn a << 0 ist.

Ein anschauliches Bild fiir positive und negative Zahlen bietet das Thermometer,
dessen Skala nichts anderes als eine vertikal gestellte Zahlengerade darstellt. Hier
liegen die negativen Zahlen unter Null und bedeuten ,,Kéltegrade*, wahrend die
positiven iiber Null liegen und ,,Warmegrade‘ bezeichnen.

Weitere Beispiele fiir die praktische Anwendung von Plus- und Minusgr6Ben sind:
Guthaben und Schulden, Gewinn und Verlust, nérdliche und siidliche Breite, éstliche
und westliche Lénge, Lage iiber und unter dem Meeresspiegel, positive und negative
Ladung.

4.12 Begriff der rationalen Zahl

In Kapitel 3 haben Sie neben den ganzen Zahlen die gebrochenen Zahlen kennen-
gelernt. Nunmehr ist der Zahlenbegriff wieder erweitert worden; um Subtraktions-
aufgaben uneingeschrinkt ausfithren zu kénnen, wurden die negativen Zahlen ein-
gefiihrt.

Der Zahlenbereich der positiven und negativen ganzen und gebrochenen Zahlen
(einschlieBlich der Null) wird zusammengefal3t unter dem Namen rationale!) Zahlen.
Bei Anwendung der vier Grundrechnungsarten (Addition, Subtraktion, Multipli-

1) lat. ratio, Vernunft, Berechnung; berechnetes Verhéltnis (Quotient).
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kation, Division) auf rationale Zahlen bleibt man stets im Bereich der rationalen
Zahlen. (AuszuschlieBen ist nur die Division durch Null, siehe 4.51.) Deshalb kann
man definieren:
Jede rationale Zahl kann als Quotient zweier ganzer Zahlen (als Bruch) dar-
gestellt werden.

4.13 Rechenzeichen - Vorzeichen

Die Zeichen + (plus) und — (minus) kennen Sie als Aufforderung, eine bestimmte
Rechenoperation auszufithren. Zum Beispiel bedeutet die Aufgabe 4 4+ 5: Addieren
Sie zu 4 die Zahl 5. In diesem Falle ist das Zeichen 4 ein Rechenzeichen oder Ope-
rationszeichen mit der Aufforderung, einé bestimmte Rechenoperation (die Addition)
auszufithren. Dasselbe gilt fiir das Minuszeichen.

Mit der Einfilhrung der rationalen Zahlen haben aber diese beiden Zeichen eine
weitere Bedeutung bekommen: Sie dienen zum Unterscheiden von positiven und
negativen Zahlen. In diesem Falle geben die Zeichen an, ob der Zahlenwert auf der
Zahlengeraden rechts oder links von 0 zu finden ist. Man nennt sie dann Vorzeichen.

Esist z. B. (4 5) eine positive Zahl, also (+ 5) > 0,
(— 5) eine negative Zahl, also (— 5) < 0.

Die Schreibweise mit runden Klammern deutet an, daB das Vorzeichen eng mit
der Zahl verbunden ist, dafl die Zeichen zur rationalen Zahl gehéren. AuBerdem
kann dadurch deutlich zwischen Rechenzeichen und Vorzeichen unterschieden
werden.

Beispiel: Vorzeichen
s l N
(+9)+ (—2)—(+4)
Rechenzeichen

Die Aufgabe lautet: Addieren Sie zu + 9 die Zahl — 2, und subtrahieren Sie daon + 4!

Bei der Erweiterung des bisherigen Zahlenbereiches zum Bereich der rationalen
Zahlen wurde es notwendig, positive und negative Zahlen durch das Vorzeichen zu
unterscheiden. Die positiven Zahlen stimmen aber mit den bisher verwendeten Zahlen
iiberein (vgl. Zahlengerade und Zahlenstrahl in den Bildern 2 und 3). Man lift
deshalb gewohnlich bei den positiven Zahlen Vorzeichen und Klammer weg.

(+3)=3 +075=075 (+a)=a

Das negative Vorzeichen mull aber stets geschrieben werden.

4.14 Absoluter Betrag

Soll eine Zahl a ohne Vorzeichen genommen werden, so schlieft man sie in senkrechte
Striche ein. | a | wird gelesen ,,absoluter Betrag von a*.

Beispiele: [+2|=2, | —5|=5.
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Man rechnet mit absoluten Betrdgen wie mit positiven Zahlen, also z. B.
|—3|+|+6|=3+6=9, |+8 —|—5|=8—5=3
|—8|—|+5|=8—5=3, 44|+4|+|—4|=4+4+4=12

Zahlen, deren Punkte auf der Zahlengeraden rechts und links vom Nullpunkt liegen

und gleichen Abstand von diesem haben (z. B. —1 und + 1; — 3 und + 3), besitzen

den gleichen absoluten Betrag. Solche Zahlen heilen auch entgegengesetzte Zahlen.

Jede Zahl auf der Zahlengeraden ist kleiner als jede rechts von ihr stehende und

groBer als jede links von ihr stehende Zahl, unabhéngig von den absoluten Betrigen.
Kontrollieren Sie daraufhin die Beispiele:

+3 < +4 —1 < 41 —3 < +3 —3< —2
|+3l<|+4| |—tl=][+1] [=3[=]+3] |=3]>]|—-2]

4.2 Addition und Subtraktion

4.21 Addition rationaler Zahlen

Am besten machen Sie sich die Addition positiver und negativer Zahlen an den
beiden Begriffen Guthaben und Schulden klar. Wenn Guthaben (Positives) zu Gut-
haben (Positivem) kommt, wird das Ergebnis etwas Positives sein ; kommen Schulden
(Negatives) zu Schulden (Negativem), dann ergibt sich bestimmt etwas Negatives.
Guthaben plus Schulden kénnen jedoch - je nachdem, welcher Zahlenwert iiberwiegt
- entweder Guthaben, also etwas Positives, oder Schulden, also etwas Negatives,
ergeben. Bei gleichen Betrigen heben sich Guthaben und Schulden auf, und das
Ergebnis ist Null. Hieraus folgt:

Entgegengesetzte Zahlen ergeben addiert Null.
(+7) + (=7 =0
(+a)+ (—a)=0
Nach dieser Betrachtung lassen sich bei der Addition rationaler Zahlen vier Fille
unterscheiden :
I. positive Zahl + positive Zahl (4 8) 4 (+ 6) = + 14

II. negative Zahl -+ negative Zahl (— 8) 4 (—6) = — 14
IIL. positive Zahl + negative Zahl (+ 8) 4 (—6) = + 2
IV. negative Zahl + positive Zahl (— 8) + (4 6) = — 2

Wie Sie sehen, ist in den letzten zwei Fillen eine Subtraktion statt einer Addition
auszufilhren. Entscheidend fiir das Vorzeichen des Ergebnisses ist dabei, ob der
Betrag der positiven Zahl groBer ist als der der negativen (III. Fall) oder umgekehrt
(IV. Fall). Das Vorzeichen des groBeren absoluten Betrages bestimmt das Vorzeichen
des Ergebnisses. \
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Daraus kénnen Sie folgende Regel ableiten:

Rationale Zahlen mit gleichen Vorzeichen (I und II) werden addiert, indem
man ihre absoluten Betrige addiert und der Summe das gemeinsame Vor-
zeichen gibt.

Rationale Zahlen mit ungleichen Vorzeichen (III und IV) werden addiert,
indem man den kleineren absoluten Betrag von dem groferen subtrahiert und
der Differenz das Vorzeichen der absolut groBleren Zahl gibt.

Beispiele: (+ 9+ H12)=4+(94+12)=+ 21
(— 6)+ (—17)=—(6+17)=—23
(+16) + (— 5)= + (16 — 5) = + 11
(—16) + (+ 5)=— (16— 5)=—11

R S R et

e
(+ 3a) + (—4a) = —a
(4 7a) + (—b) + (—3a) + (—b) = da—2b

Sind jeweils mehrere Grofen mit dem gleichen Vorzeichen vorhanden, so werden
diese erst addiert und dann die beiden Teilsummen.

Beispiele: (+ 120) + (— 57) + (+ 86) + (+ 21) + (— 88) + (— 76)
= (+227) + (—221) =6

(4 3a) + (—28) + (—a) + (— 6b) + (+ 4a) + (+ 5b)
= (+ 7a) + (—a) + (—8b) + (+ 5b) = 6a — 3b

4.22 Subtraktion rationaler Zahlen

Die Subtraktion ist die der Addition entgegengesetzte Rechenart. Wir gehen daher
von den Additionsbeispielen im Abschnitt 4.21 aus und subtrahieren die dort addierte
Grofle vom Ergebnis.

Es galt: Dann muB auch gelten:
(+8)+(+6)=+14  (+14—(+6) =+8
(—8) + (—6)=—14  (—14)—(—6) =—8
(+8)+ (=B =+ 2  (+ —(—6=+8
(—8) +(+6=— 2  (— 2)—(+6)=—8
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Diese vier Subtraktionsaufgaben koénnen durch die folgenden vier Additionsauf-
gaben ersetzt werden, die die gleichen Ergebnisse haben:

(+14) + (—6)=+38
(—14) + (+6)=—38
(+ 2+ (+6)=+8
(— 2+ (—6)=—8
KEin Vergleich zeigt, daB sich hierbei der Substrahend (4 6) in den Summanden

(— 6) und der Subtrahend (— 6) in den Summanden (+ 6) verwandelt hat. Wir
erhalten somit den Satz:

Eine rationale Zahl wird subtrahiert, indem man sie mit entgegengesetztem
Vorzeichen addiert.
Beispiele:

(+ 18) — (—8) = (+16) + (+8) =23
(= -
(— 4b) — (— 5b) = (— 4b) + (+ 5b) = b

4.23 Algebraische Summe

Aus den eben angefiithrten Beispielen erkennen Sie, dal Sie jede Subtraktionsaufgabe
als Additionsaufgabe schreiben kénnen, z. B.:

(+5)—(+3)=(+5 +(—3)

(+8)—(—6)=(+8) + (+6)
Sie kénnen also in Zahlenausdriicken, deren Glieder durch das Subtraktionszeichen
verbunden sind, die Subtraktionszeichen durch Additionszeichen ersetzen, indem

Sie das Vorzeichen des Subtrahenden dndern. Dann kénnen Sie den ganzen Ausdruck
als Summe schreiben.

Beispielsweise ist der Ausdruck
(+a)—(+b)—(—c)+ (+d) + (—e)

gleichbedeutend mit

(+a)+ (—b) + (+¢) + (+d) + (—e).

Da sich auf diese Weise jede Differenz in eine Summe verwandeln 146t, verwendet
man fiir beide Ausdriicke die Bezeichnung algebraische Summe. Fiir das praktische
Rechnen verfahren Sie aber so, wie Sie es in den beiden vorangegangenen Ab-
schnitten (4.21 und 4.22) gelernt haben. Sie rechnen also

(+8) +(—3)=56—3
(4 8) + (+ 6) =8 + 6.



Beispiel:
(+2)—(+6)—(—8+(+7 +(—3)

(+2)+(—6)+ (+8)+(+7 + (—3)
2— 64 84+ T— 3=

wandeln Sie um in

und rechnen

Aus diesem Beispiel erkennen Sie:

Sind in einer algebraischen Summe Vorzeichen und Rechenzeichen gleich, so
werden die absoluten Betrige addiert.

Sind in einer algebraischen Summe Vorzeichen und Rechenzeichen verschieden,
so werden-die absoluten Betrige subtrahiert.

Merken Sie sich: +(+a)=+a
+(—a)=—a
—(+a)=—a
—(—a)=+a
Beispiele:
(+ 8%) + (— 6v) — (4 9u) — (— 13v) + (4 4u)
= 8u — 6v — 9u + 13v + 4y = 3u + Tv

(+ 8a) — (+ 3b) + (+ 7¢) — (—2) + (—4a) + (+b) — (+ T=)
+ (—3a) — (— 2b) — (+ 8¢) + (+ T2)
=8a—3b+T7c+xr—4a+b—Tx—3a+2b—8c+ Tx

=a—c+x

4.24 Auflosen und Setzen von additiven oder subtraktiven Klammern
Bei der Addition etner Summe, z. B. 8 + 3, zu einer Zahl, z. B. 17, erhalten Sie
17 + (8 + 3) = 17 4 11 = 28.
Zum gleichen Ergebnis kommen Sie, wenn Sie jeden Summanden einzeln addieren:
17 + 8 + 3 = 28.
Bei der Subtraktion der Summe erhalten Sie
17— 8 +3)=17—11 = 6.
Das gleiche Ergebnis erhalten Sie, wenn Sie jeden Summanden einzeln subtrahieren:
17 —8—3 =6.
Bei der Addition einer Differenz, z. B. 8 — 3, zu einer Zahl, z. B. 17, erhalten Sie
17 + (8 —3) =17 4+ 5 = 22.
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Zum gleichen Ergebnis gelangen Sie, wenn Sie zunédchst den Minuenden der Differenz
addieren und dann den Subtrahenden subtrahieren:

17 4- 8 — 3 = 22.

Bei der Subtraktion der Differenz erhalten Sie
17— 8—3)=17T—5=12.

Das gleiche Ergebnis erhalten Sie, wenn Sie den Minuenden der Differenz subtrahieren
und den Subtrahenden addieren:

17 — 8 4 3 = 12.

Der Sachverhalt dieser vier Aufgaben lautet mit allgemeinen Zahlsymbolen:
a+b+c)=a+b+c
a—®b+c)=a—b—c
a+b—c)y=a+b—c
a—b—c)=a—b-+c
Erweitert man die in den letzten vier Zeilen dargestellten GesetzméBigkeiten auf die

Addition und Subtraktion algebraischer Summen, so erhilt man die Regeln fiir das
Auflosen von Klammern:

Lost man Klammern auf, vor denen ein Pluszeichen steht, so bleiben die
Zeichen in der Klammer unveriandert.

a+b+c—d)=a+b+c—d

Lost man Klammern auf, vor denen ein Minuszeichen steht, so ist jedem Glied
in der Klammer das entgegengesetzte Vorzeichen zu geben.

a—0b+c—d)=a—b—c+d

Steht vor dem ersten Glied der Klammer kein Vorzeichen, so ist an dieser Stelle
ein Pluszeichen zu denken. Pluszeichéen diirfen beim ersten Glied einer algebraischen
Summe weggelassen werden, Minuszeichen dagegen miissen immer geschrieben
werden.

Beispiele:
8a — (4b + 2a) + (3a — 5b) — (4a — 100b)
=8a—4b—2a + 3a—5b—4a + 10b =5a + b

(6r — 28 + 128) — (5r + 65 — 4¢) 4 (3r — 7¢)
= 6r —2s + 12t—5r-6s+4t+3r—7t=4_r—88+ 9t

Liest man die in den Regeln fiir das Auflésen von Klammern stehenden algebraischen
Ausdriicke von rechts nach links, so erhilt man die Regeln fiir das Setzen von
Klammern:
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Setzt man eine algebraische Summe in eine Klammer, vor der ein Pluszeichen
steht, so behalten alle Glieder ihre Zeichen.

a+b+c—d=a+b+c—d)

Setzt man eine algebraische Summe in eine Klammer, vor der ein Minuszeichen
steht, so sind in der Klammer die entgegengesetzten Zeichen zu setzen.

a—b—c+d=a— b+ c—4d)

Eine algebraische Summe setzt man in eine Klammer, vor der ein negatives Vor-
zeichen steht, um alle Vorzeichen der algebraischen Summe &ndern zu konnen.
Eine Klammer setzt man u. a., wenn der in der Klammer stehende Ausdruck zuerst
berechnet werden soll. :

Beispiele:
24a + 12b 4 38a — 8b — 17a + 23b
= (24a + 38a — 17a) + (120 + 23b — 8b) = 45a + 27b

246 — 157 + 37 + 34 = 246 + 34 — (157 — 37) = 280 — 120 = 160

Bei Berechnungen kommt es oft vor, dal mehrgliedrige Ausdriicke ineinander-
geschachtelt auftreten, d. h., es erscheinen in den Klammern selbst wieder Klammern.
Dabei gewihrleistet die Verwendung von verschiedenen Klammerformen (runde,
eckige und geschweifte) einen besseren Uberblick. Es ist ratsam, die Klammern stets
von innen nach auflen aufzulosen.

Lehrbeispiel 14
10m — [(8m + 2n) — (6m — n)]
Loésung:
Zuerst die inneren Klammern auflésen:
10m — [8m + 2n — 6m + n]
Vereinfachen: 10m — [2m + 3n]
Dann die duBeren Klammern auflosen:

10m —2m —3n = 8m —3n

Lehrbeispiel 15

450 — {60a — [10a — (3D + 4c¢) + (6b — 5¢)]}
Lo6sung:
Die Klammern werden von innen nach auflen aufgelost.
450 — {50a — [10a — 3b — 4¢ + 6b — 5¢]}

= 450 — {50a — [10a + 3b — 9c¢]}

= 450 — {60a — 10a — 3b + 9¢}

= 450 — {40a — 3b 4+ 9¢}

= 450 — 40a 4 3b — 9¢

= ba + 3b—9¢
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Zusammenfassung

Zu den rationalen Zahlen gehoren die ganzen und gebrochenen positiven und nega-
tiven Zahlen und die Zahl Null.

Unter dem absoluten Betrag einer rationalen Zahl versteht man den Wert dieser
Zahl, ohne dabei das Vorzeichen zu beriicksichtigen.

Rationale Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden addiert, indem man ihre absoluten
Betriage addiert und der Summe das gemeinsame Vorzeichen gibt. Rationale Zahlen
mit ungleichen Vorzeichen werden addiert, indem man den kleineren absoluten Be-
trag vom groBeren subtrahiert und der Differenz das Vorzeichen der absolut
groferen Zahl gibt.

Eine rationale Zahl wird subtrahiert, indem man sie mit entgegengesetztem Vor-
zeichen addiert.

Fiir das Auflésen von Klammern gilt:

Das Pluszeichen vor der Klammer hat auf die Zeichen in der Klammer keinen
EinfluB;

das Minuszeichen vor der Klammer kehrt nach dem Auflosen die Zeichen in der
Klammer um.

Schlieft man eine algebraische Summe in eine Klammer ein, so behalten alle Glieder
der algebraischen Summe ihre Zeichen, wenn vor die Klammer ein Pluszeichen ge-
setzt wird; sie miissen aber alle das entgegengesetzte Zeichen erhalten, wenn vor die
Klammer ein Minuszeichen kommen soll. Sind Klammerausdriicke wiederum von
Klammern eingeschlossen, so 16st man die Klammern zweckméBig von innen her auf.

Ubungen
44. Berechnen Sie:
a) (+8)— (—6) B) (+13) + (—9)
¢) (+21)—(+ 30) d) (— 96) —-(+ 28)
e) (— 104) + (+ 200) f) (—53) — (— 28)
45. Berechnen Sie fir x = — 8 und y = — 5 die folgenden Ausdriicke!
a) z-4y b) z—y
o) |zl + |yl a) |z|—|y|
e) lz—y] f) ly— =

46. Berechnen Stie:
a) (—12) — (+ 14) — (— 9) — (+ 16) — (— 8) — (+ 11)
h) (+ 182) — (— 5z) — (— 39z) — (+ 12z) — (4 32)
c) (+ 36u) — (— 12v) + (+ 24v) — (+ 14u) + (— 482)
d) (+ 2,5a) + (3,6b) — (4 0,7a) — (— 2,3a) — (+ 3,7b)

47. a) (@—b+¢)—(a +b—c)
b) (6x—2y)— (4z + y) + 3z —5y)
c) 2z +12)—[8x— (10 — 5z) + 8]
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48. Berechnen Sie die Ausdriicke
a) A—B+C—D und b) A+ B—C—D
fir A = 6a + 12b

B =3a—4b
C=4a—5
D=2—b/

R R T T P LY

b) (2; x— 371—y> — Ki g x—2y> (1 23/-——2—; z)] — (gx— 2,5z)
c) (5a + 3b) + {(12a — 6b) — [(10a — 2b) — (3a —4b)]}
d) [(3,52a — 2,73b) — (2,790 — 2,84b)] — {6,3a — [0,9b + (3,52 — 0,67b)]}

[5]
4.3 Multiplikation

4.31 Multiplikation rationaler Zahlen

Grundlegendes iiber die Multiplikation haben Sie bereits in Abschnitt 2.53 erfahren.
Es ist aber noch zu beachten:

Eine Zahl bleibt unverdndert, wenn man sie mit 1 multipliziert.

a-1=a
Ein Produkt hat den Wert Null. wenn wenigstens ein Faktor Null ist.
a'b-0=0

Umgekehrt gilt:
l Ist ein Produkt gleich Null, so ist mindestens ein Faktor Null.

Aus 6x=0
folgt, daB z = 0ist; denn es ist 6 == 0.

Ein Produkt aus zwei Faktoren kénnen Sie geometrisch deuten. Fassen Sie in dem Pro-
dukt a-b die Faktoren a und b als die Léngen von zwei Strecken auf, so stellt das Produkt
ab geometrisch die Fliche eines Rechteckes mit den Seiten @ und b dar.

Auch ein Produkt aus drei Faktoren 148t sich noch geometrisch veranschaulichen. Sind
a, b und ¢ die drei Kanten eines Quaders, so ist das Produkt abc als Rauminhalt (Vo-
lumen) dieses- Quaders zu deuten.

Bei der Multiplikation rationaler Zahlen kommen vier Fille in jSetracht:

speziell (4 3) - (+ 4) allgemein (+ a) - (4 d)
(+3)-(—4) (+a)- (—0)
(—3)(+4) (—a)- (+0)
(—3)-(—4) (—a): (—b)

Zunéchst ergibt sich in der Schreibweise eine Vereinfachung, indem Sie a fiir (4 a)
und b fiir (+ b) setzen, was ja erlaubt ist.
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Verwenden Sie weiter die Erkldrung der Multiplikation als Addition gleicher Sum-
manden, dann koénnen Sie schreiben:

(+3) (+4)=3-4=4+4+4=12
(+3)-(—4)=3-(—4)=(—4)+(—4 +(—4)=—12
(—3) (+4)=(—3)-4=4-(—3)
=3+ (=3)+(=3)+(—3)=—12
Diese drei Fille bieten keine Schwierigkeiten. Das Vertauschungsgesetz der Faktoren
gilt auch fiir rationale Zahlen, so daf} Sie im dritten Fall

(—3)-4=4-(—3)

setzen konnten. Nicht so einfach ist der vierte Fall zu erkldren. Man hat hier eine
Festsetzung getroffen, und zwar so, dafl die bisher abgeleiteten Rechengesetze ihre
Giiltigkeit behalten.
Nach dieser Festsetzung gilt:

(—3) (—4) =+ 12
allgemein (—a) - (—b)= +ab
Die vier Fille der Multiplikation sind also

I (+a)-(+0b)=4abd

II (+a) (—b)=—ab 1
I (—a):(+b) = —ab (1)
IV (—a)(—b)=+ab

Vorzeichenregel :
Zwei Faktoren mit gleichen Vorzeichen ergeben ein positives, mit ungleichen
Vorzeichen ein negatives Produkt.

Schematisch kann auch geschrieben werden:
(+)-(+) =4+  plus malplus gleich plus

(+)(—)=— plus mal minus gleich minus
—)-(+) = —  minus mal plus gleich minus
—) (=) =+ minus mal minus gleich plus

Mit Hilfe der Vorzeichenregel sind Sie in der Lage, auch Produkte mit mehr als
zwei Faktoren zu berechnen, indem Sie immer zwei zu einem Produkt zusammenfassen
und auf diese Produkte Formel (1) anwenden.

Beispiele:

(+3) (+4) - (+5)=[(+3)(+4)] (+5)=(+12) - (+ 5) = + 60
(+3) (+4) (=5 =[(+3)(+4] (—5)=(+12)- (—5) =—60
(+3)(—4) (=8 =[(+3)(—4] (—5)=(—12): (—5) = + 60
(—3) (—4) (=8 =[(—3) (—4)] (—5) =(+12): (—5) =—60
(+ 68) - (— 8s) * (— 2w) = 96stw

(—5m) - (—4n) — (— 3m) - (+ 8n) = (+ 20mn) — (— 24mn)
= 20mn + 24mn = 44mn
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4.32 Multiplikation einer algebraischen Summe mit einer Zahl

Bei der Addition natiirlicher Zahlen setzen wir Klammern, um anzudeuten, in welcher
Reihenfolge die Addition durchgefiithrt werden soll, z. B.
39 + 26 + 11 = (39 + 11) + 26 = 50 + 26 = 76.
Die Klammern koénnen aber jederzeit auch weggelassen werden.
Klammern, die durch das Multiplikationszeichen mit weiteren ZahlgroBen verbunden

sind, sogenannte multiplikative Klammern, diirfen keinesfalls weggelassen werden,
da sonst wertméfBig ganz verschiedene Ausdriicke entstehen.

Zwei Aufgaben, z. B.
12 +4-8und (12 + 4) - 8,

fithren zu verschiedenen Ergebnissen.

In der Aufgabe 12 + 4 - 8 ist auf Grund einer allgemeinen Festsetzung zuerst die
Multiplikation auszufithren und dann die Summe 12 + 32 = 44 zu berechnen.

In der Aufgabe (12 + 4) - 8 ist nach der Bedeutung von Klammern zuerst die Ad-
dition auszufithren und dann das Produkt 16 - 8 = 128 zu berechnen.

Dementsprechend rechnen Sie 18 —5 -3 =18 —15 =3
und (18 —5)+-3 =13-3 = 39.

Da die Addition und die Subtraktion die Rechenarten der ersten Stufe, die Multi-
plikation und die Division die Rechenarten der zweiten Stufe bilden, kénnen Sie
sich als Regel merken:

Die Rechenart hoherer Stufe (Multiplikation, Division) geht immer der der
niederen Stufe (Addition, Subtraktion) vor. Ist eine Klammer vorhanden, so
ist zuerst der Wert der Klammer auszurechnen, auch wenn in der Klammer
eine Rechenart niederer Stufe durchzufiihren ist.

Da die ‘Rechenzeichen fur die Addition (4) und fir die Subtraktion (—) aus Strichen,
die fiir die Multiplikation (-) und Division (:) aus Punkten zusammengesetzt sind, kann
man sich auch merken:

s, Punkt®-Rechenart geht vor ,,Strich¢-Rechenart.

Lehrbeispiel 16
50 + 36:9 2 (28— 3-6)
=50+ 4 +2-(28—18)
=54+4+2-10="T4

Liegen Klammerausdriicke mit allgemeinen Zahlsymbolen vor, kénnen Sie nicht so
rechnen. Dann gehen Sie den Weg, den Sie auch beim Multiplizieren grofer Zahlen
einschlagen.
Sie rechnen z. B.: 6:-57T=6-(50+7) =6-50-46-7=342.
Unter Verwendung allgemeiner Zahlsymbole kénnen Sie den Rechenvorgang so dar-
stellen:

a-(b-+c)=ab+ac (2a)
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Entsprechend gilt fiir die Multiplikation einer Differenz:
a-(b—c)=ab—ac (20)

Fassen Sie diese beiden Formeln zusammen, so 148t sich als Regel formulieren:

Glied der Summe mit dieser Zahl multipliziert und die Teilprodukte addiert

Eine algebraische Summe wird mit einer Zahl multipliziert, indem man jedes
bzw. subtrahiert.

a-(b4c)=ab+ac (2)

Diese Beziehungen lassen sich geometrisch veranschaulichen, indem die drei Produkte
a-(b + ¢), ab und ac als Rechtecke dargestellt werden. In Bild 4 ist das groBte Rechteck
gleich der Summe der beiden kleineren. In Bild 5 stellt das stark umrandete Rechteck
die Differenz von zwei anderen Rechtecken dar.

g '}

o

{ t
la———— b ———-L-.-C"“ ~C —o—ta—C —o
b+c Ny ——

Bild 4 Bild 5

Man bezeichnet den Klammerausdruck - wie iiberhaupt jede algebraische Summe -
auch als Polynom?), die einzelnen Summanden des Polynoms als seine Glieder. Ist
das Polynom zweigliedrig, so heifit es Binom?2). So ist der Ausdruck

(2a — b 4+ ¢) (a — 3b + 2¢ + 5d)

ein Produkt aus zwei Polynomen, der Ausdruck

(@ + b) (@ —b)
ein Produkt aus zwei Binomen.
Die allgemeinen Zahlsymbole in (2) vertreten beliebige rationale Zahlen. Ist z. B.
a eine negative Zahl, d. h., ist die Klammer mit einem negativen Faktor zu multi-
plizieren, dann dndern sich zugleich auch die Zeichen der einzelnen Glieder.
Lehrbeispiel 17

(—4): (ba—4b—2x + 2)

Lésung:
Sie multiplizieren jedes Glied des Polynoms mit — 4:

—20a + 16b + 42— 8

1) griech. polys, viel; griech. nomos, das Festgesetzte ; Polynom, vielgliedrige algebraische
GroBe.
2) lat. bis, zweimal; Binom, zweigliedrige algebraische Grof3e.
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Lehrbeispiel 18
5(a—2b—3c)x—3(3a—4b—52x)c + 2 (bx — 6¢)

Loésung:

Hier wird man in den ersten beiden Produkten die Reihenfolge der Faktoren ver-
tauschen und zunéchst 5 mit  bzw. 3 mit ¢ multiplizieren. Die Produkte 5z bzw. 3¢
multipliziert man dann nach Formel (2) mit den Klammern.

52 (@a—2b—3¢c)—3c(3a—4b—5z) + 2 (52— 6¢)
= 5ax — 10bx — 15¢x — 9ac - 12bc + 15¢cx +- 102 — 12¢
= Hax — 10bx — 12¢ 4+ 102z — 9ac + 12b¢

Formel (2) kénnen Sie auch von rechts nach links lesen.
ab + ac=a (@ + ¢

besagt dann, daf die algebraische Summe der beiden Produkte durch Ausklammern
des gemeinsamen Faktors a in ein Produkt verwandelt werden kann.

Beispiele: 18m + 18n — 18p = 18 (m + n — p)
Der gemeinsame Faktor ist 18.
6uv — 10uw + 16uz = 2u (3v — 5w + 8z2)
Der gemeinsame Faktor ist 2u. Jedes Glied des Polynoms wird durch den gemein-
samen Faktor geteilt.
Lehrbeispiel 19

Klammern Sie den gemeinsamen Faktor aus:

1, 1 3 .,
’3—ab + -(S—ab——‘zab

Loésung:

In diesem Falle 148t sich der gemeinsame Faktor nicht ohne weiteres feststellen. Da
es sich um Briiche handelt, ermitteln Sie zuerst den Hauptnenner. Dann konnen
Sie die einzelnen Glieder in Faktoren zerlegen, aus denen Sie den gemeinsamen
Faktor herausfinden.

4 0 2 o .,
1—2ab + 1—2ab—-1—2-ab

Als gemeinsamen Faktor klammern Sie 11—2 ab aus, so daB Sie erhalten:

1 1 3 1
—?Tazb - —6—ab— Zab2 = Eab (4a + 2 — 9b)

Sind alle Glieder, die einen gemeinsamen Faktor enthalten, negativ, so klammert
man den Faktor mit negativem Vorzeichen aus.

Beispiele: — 18a% — 9a — 6ab = — 3a (6a + 3 4 2b)
m2— 12n% — 24n = m? — 12n(n + 2)
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Beim Ausklammern wird die Klammer, die beim Ausmultiplizieren verschwindet,
wieder eingefiihrt. Das Ausklammern eines gemeinsamen Faktors aus einer alge-
braischen Summe und die Multiplikation einer algebraischen Summe mit einer Zahl
sind entgegengesetzte Rechenvorginge.

Sie konnen sich das folgende Schema einprégen:

Ausklammern

ab—}-ac——ad:a(b—i—c;d)

<

Ausmultiplizieren

Waurde also ein Ergebnis durch Ausklammern gewonnen, so macht man die Probe,
indem man die Klammern im Ergebnis wieder ausmultipliziert. Fiihren Sie selbst
bei den eben gelosten Aufgaben die Probe in dieser Art durch!

Oft, ist auch ein wiederholtes Ausklammern moglich, wie das folgende Lehrbeispiel
zeigt.
Lehrbeispiel 20
a? + 2a + ab + 2b
Loésung:
Sie fassen hier je zwei Glieder zusammen und schreiben
a(a+ 2) 4 b(a+ 2).

Der Klammerausdruck ist in jedem der beiden Summanden als Faktor enthalten
und kann wiederum ausgeklammert werden:

a(@+2)+b@+2=(@+2@+b)

Das Ergebnis ist ein Produkt von zwei Binomen?).

Lehrbeispiel 21
8xy—4y—4x + 2
Loésung:
In allen Gliedern ist der Faktor 2 enthalten, den Sie ausklammern kénnen.
8xy —d4y—4x +2=24o2y—2y— 2z + 1)

Weiter erkennen Sie, daB die ersten beiden Glieder der Klammer den Faktor 2y
gemeinsam haben. Sie klammern 2y aus:

=22y 2z —1) — 2z + 1]

4

Scheinbar 148t sich jetzt nichts mehr vereinfachen. Da aber auch die Zahl (— 1) ein
Faktor sein kann und durch Ausklammern dieses Faktors aus den letzten beiden
Gliedern der gleiche Faktor wie im ersten Glied der Klammer, nimlich (22 — 1),
entsteht, ist doch noch eine weitere Vereinfachung méglich.

!) Die Probe fiir die Lehrbeispiele 20 und 21 kénnen Sie erst nach dem Studium des Ab-
schnitts 4.33 ausfithren.
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2[2y (2z—1)—2z + 1] =2[2y (22— 1) — 1 (22 — 1)]
Nun kann noch der gemeinsame Faktor (22 — 1) ausgeklammert werden.

8ry—4y—4dzx+2=2022—1)(2y—1)

4.33 Multiplikation zweier Polynome

Die Regel fiir die Multiplikation zweier und mehrerer Polynome kénnen Sie aus der
Multiplikation eines Polynoms mit einer Zahl herleiten.

Ersetzen Sie nidmlich in (¢ 4 b) f = af + bf den Faktor f auf beiden Seiten durch
eine Summe f = ¢ + d, so wird die linke Seite das Produkt zweier Binome :

(@+b)(c+d)=a(c+d)+b(+d
Sie multiplizieren die Klammern der rechten Seite aus:
(@ +b)(c +d)=ac+ ad + bc + bd

Merken Sie sich also:

Zwei Polynome werden miteinander multipliziert, indem man jedes Glied des
ersten Polynoms mit jedem Glied des zweiten Polynoms multipliziert und die
Produkte addiert.

Es ist zweckmifig, die Multiplikation immer in einer bestimmten Reihenfolge durch-
zufiihren, z. B.:
Erstes Glied der ersten Klammer mit allen Gliedern der zweiten Klammer.
Zweites Glied der ersten Klammer mit allen Gliedern der zweiten Klammer
usw.

Allgemein: Jedes Glied der ersten Klammer mit allen Gliedern der zweiten
Klammer.

Beispiel:
(@+b)(x+y+2)=ax+ay+az+bx+by+ bz

Die geometrische Veranschaulichung des Produktes (@ + b) (¢ -+ d) finden Sie in Bild 6.
Das groB3e Rechteck ist gleich der Summe von vier Teilrechtecken.

[-g—

ad bd

ac bc

le— (C+Q ) —]
la— C-»

e (a#b) ————]
Bild 6
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Unter Beriicksichtigung der Vor- bzw. Rechenzeichen erhalten Sie in gleicher Weise:

(@ +b)(c—d) =ac—ad +bc—bd  Beachten Sie: Zwei Teilprodukte sind
(@—0b)(c +d)=ac+ ad—bc—bd immer negativ!
(@—b)(c—d) =ac—ad—Dbc + bd

Weitere Beispiele der Multiplikation von mehrgliedrigen Ausdriicken (Polynomen):

(@+b)(c+d+e) =ac+ ad + ae + bc + bd + be (2 - 3) Teilprodukte
@+b+c)(d+e+f)=ad+ae+af+bd+ be+ bf + cd+ ce+cf
(3 + 3) Teilprodukte
(@ +0b)(c+d)-e=ace+ ade + bce + bde (2 - 2) Teilprodukte
(@4 b)(c+d)(e+f) = (ac + ad + bec + bd) (e + f)
=ace + acf + ade + adf + bce + bef + bde + bdf

(2 - 2 - 2) Teilprodukte
Die Anzahl der durch die Multiplikation entstandenen Glieder ist also leicht vor dem
Zusammenfassen (zur Kontrolle!) aus der Aufgabe zu bestimmen.

Lehrbeispiel 22

(3m —2n) (4m — 5n + p)
= 12m? — 15mn 4 3mp
— 8mn + 1002 —2np
= 12m? —23mn + 3mp + 10n* — 2np

Zusammenfassung
Die dritte Grundrechenart ist die Multiplikation.
a-b=c
Faktor mal Faktor gleich Produkt.

Faktoren sind vertauschbar (kommutatives Gesetz).

Ist mindestens einer der Faktoren eines Produktes Null, so hat das Produkt den
Wert Null. Umgekehrt gilt: Ist ein Produkt gleich Null, so mu mindestens einer
seiner Faktoren Null sein.

Multipliziert man zwei rationale Zahlen mit gleichen Vorzeichen miteinander, so
erhilt man ein positives Produkt. Multipliziert man zwei rationale Zahlen mit un-
gleichen Vorzeichen miteinander, so erhilt man ein negatives Produkt. Soll eine
Rechenart niederer Stufe vorrangig vor einer Rechenart héherer Stufe angewendet
werden, so muf} der zuerst zu berechnende Ausdruck in eine Klammer gesetzt werden.
Auch bei Rechenarten gleicher Stufe kénnen Klammern gesetzt werden, um an-
zudeuten, daf die in ihnen stehenden Ausdriicke zuerst zu berechnen sind.

Eine Zahl wird mit einer algebraischen Summe multipliziert, indem die Zahl mit
jedem Glied der algebraischen Summe multipliziert wird und die erhaltenen Produkte
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addiert werden. Umgekehrt kann aus einer algebraischen Summe, deren Glieder
einen Faktor gemeinsam haben, dieser Faktor ausgeklammert werden.

Zwei algebraische Summen werden miteinander multipliziert, indem jedes Glied der
einen Summe mit jedem Glied der anderen Summe multipliziert und die Produkte
addiert werden.

Ubungen

50. a) (+ 4) - (—3y) - (—0,22)
B) (—6u) " (— 69) - (— 6w)
c) (—0,7a) - (+ 1,2b) - (—¢)

51. a) (—4d) - (+ 15¢) + (— 5d) - (— 13€)
b) (+ 0,87) - (— 9s) — (— 107) - (+ 1,19)

52. a) 4- (14p — 15¢) b) z- (2% + 92)
c) (4a—T7b) - 0,3ab d) 60u — 3 (15% + 8)

53. a) 1,4 (3s + 4t) — 0,8 (55 — 3%)
b) Bx+2y—1)-5a
c) 3[40z—2 (52 + 8) + 10 (2 — )]
d) [a(@+a—1)—a*(@+1)]-5

54. Klammern Sie die gemeinsamen Faktoren aus und priifen Sie die Richtigkeit der
Ergebnisse durch Ausmultiplizieren nach!
a) 15a + 20b — 10c¢
b) 2nr? 4 2nrh
c) 7223 4 4822 — 96

55. Wenden Sie das Ausklammern wiederholt an!
a) 57a% — 21ab — 42ac b) 2 —3x 4+ zy—3y
c) 6ax —4ay—9bzx 4 6by
d) 1,2ax—1,5bx —4,4ay + 5,5by + 2,40z — 3bz

Anleitung: Je zwei Glieder zusammenfassen.

6. Multiplizieren Sie aus!
a) (842x — 736) (0,125 — 0,02 x) b) (m—mn 4+ p) (3m + 2n)
c) Bu—1) (4u —v 4+ 2) d) (@ —0b) (a® + ab + b?)
e) (B —zy+ 9 (z +y)
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[6]

4.4 Potenzen von Binomen und Polynomen

441 Die 2. Potenz von Binomen und Polynomen

Die Potenzschreibweise als ., Kurzschreibweise fiir die Multiplikation gleicher Fak-
toren gilt nicht nur fiir einzelne Zahlen, sondern auch fiir Faktoren, die selbst wieder
algebraische Summen (Polynome) sind. Besonders wichtig sind die Potenzen zwei-
gliedriger Summen oder Differenzen, fiir die wir den Namen Binom eingefiihrt hatten.
Fiir ein Produkt mit zwei gleichen Faktoren (@ + b) kann man schreiben:

(@ +b) (@ + b) = (a + b)°.
Multiplizieren Sie das Produkt der linken Seite aus, so erhalten Sie

(@ 4+ b) (@ + b) = a® + ab + ab + b2.
Also gilt die

1. binomische Formel

(@ + b)? = a® + 2ab + b (3)

Verwenden wir fiir die 2. Potenz die iibliche Bezeichnung ,,Quadrat und fir das
mittlere Glied (2ab) der rechten Seite die Bezeichnung ,,doppeltes Produkt®, so
heiBt die Regel:

Das Quadrat der Summe zweier Zahlen ist gleich der Summe der Quadrate
beider Zahlen, vermehrt um das doppelte Produkt der beiden Zahlen.

fet———— @
L
L) 9
) ab b2
| ¥
—_ [\]
2 T 2
Q (a-b)
l Y a? ab N
l b2
e @ —— -y
la—— (q+b) ————= o O —o
Bild 7 Bild 8

Geometrisch veranschaulicht, stellt (@ + b)? eine Quadratfliche mit der Seite (@ + b)
dar, a® + 2ab + b% dagegen die Summe zweier Quadrate und zweier gleich groBer Recht-
ecke (Bild 7).
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(a — b)? ist das Quadrat einer Differenz. Schreiben ‘Sie die Potenz als Produkt und
multiplizieren Sie die Faktoren aus, so erhalten Sie

(@a—b)2=(@—0>b)(a—>b) =a2—ab—ab + b2
und somit die

2. binomische Formel

(@ — b)® = a® — 2ab + b 4)

Das Quadrat der Differenz zweier Zahlen ist gleich der Summe der Quadrate
beider Zahlen, vermindert um das doppelte Produkt -der beiden Zahlen.

Wollen Sie diese Formel geometrisch veranschaulichen, so miissen Sie, wie Bild 8 zeigt,
an das groflere Quadrat (a?) zunéchst ein kleineres Quadrat (b%) ansetzen, um darauf die
zwei gleichen Rechtecke (2ab) ,,abschneiden‘ zu kénnen.:

Vergleichen Sie die Formeln (3) und (4), so erkennen Sie: Die rechten Seiten unter-
scheiden sich nur im Vorzeichen des doppelten Produktes.
Sie konnen deshalb zusammenfassen:

(@ + b)2 = a® 4+ 2ab + b2.

Beim Rechnen der folgenden Beispiele werden Sie die typische Form der binomischen
Formeln wiedererkennen. Durch Anwenden der Formeln eriibrigt sich das ,,Aus-
multiplizieren*“ der einzelnen Glieder.

Beispiel:
(2w + 3v)? Hierbei ist @ = 2% und b = 3v. Also wird aus
(@ + b2=a® +2-a-b -+ b2
2u + 39)2 = (2u)? + 2-2u - 3v + (3v)2 = 4u® + 12uv + 9v?

Weitere Beispiele:
24+m)2=224+2 2:-m+4 m2=4-+ 4m + m?
(8a + 5b)2 = (3a)>+ 2-3a-5b 4 (5b)2 = 9a? + 30ab + 25b*
(4 —6y)? = 1622 — 482y + 364>

3 2 2 9 , 3 2 4 ,_ 9 , 4,
(Zm—§n>—ﬁm —2 Y ?mn+§n =16 —mn—l-?n

Die beiden Formeln (3) und (4) lassen sich vorteilhaft verwenden, um zwetstellige
Zahlen rasch im Kopf zu quadrieren.

Beispiele:
43% + (40 + 3)2 =402 + 2 - 3 - 40 4 32 = 1600 4 240 4- 9 = 1849
372 = (40 — 3)2 = 402 — 2 - 3 - 40 + 32 = 1600 — 240 4 9 = 1369

F = (19,8 cm)? = (20 cm — 0,2 ¢m)? = 400 cm? — 8 cm? 4 0,04 cm?
= 392,04 cm? &~ 392 cm?
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Am letzten Beispiel erkennen Sie: Ist b (= 0,2 cm) sehr viel kleiner als a (= 20 cm),
geschrieben b € @, so kann b2 im Ergebnis vernachlissigt werden. Fiir tiberschlag-
liches Rechnen gilt in diesem Falle also:

(@ + b2 ~a? + 2ab (wennb<Ka)

Multiplizieren Sie die Summe (@ 4 b) mit der Differenz (a — b) zweier Zahlen. dann
erhalten Sie
(@ +b)(@a—b) =a®>—ab+ ab—0b2=a%2—b?

und somit die 3. binomische Formel

(@ + b) (@ — b) = a® — b? (5)

Das Produkt aus der Summe und der Differenz zweier Zahlen ist gleich der
Differenz der Quadrate beider Zahlen.

Beispiele:
2x+ Ty) Qe —Ty) = 422 — 4992
(11s + 12¢) (11s — 128) = 1212 — 14442
(x + 5) (x—b) = 22— 25
In Bild 9 ist Formel (5) geometrisch veranschaulicht. Die beiden stark umrandeten

Flédchen sind gleich groB; durch Schnittlinien sind sie in gleiche Trapeze zerlegt. Das
Rechteck hat die Seiten (¢ + b) und (¢ — b), die miteinander multipliziert die Fliche

F = (a4 b)(a—>b) =a®?—Db?
ergeben.

1‘\ \ """"" '
azb® F=(a+b)(a-b)

R

| SPNUSEPR. Spup—

b

a-b b = ——0~b —

Bild 9

Formel (5) wird dazu benutzt, um zwei zweistellige Zahlen, die gleich weit iiber wie
auch unter einer Zehnerzahl liegen, im Kopf miteinander zu multiplizieren.

71



Beispiele:
65 - 55 = (60 + 5) (60 — 5) = 602 — 52 = 3600 — 25 = 3575
8377 = (80 4 3) (80 —3) = 802 — 3% = 6400 — 9 = 6391

In komplizierten Rechnungen sind drei, vier- und mehrgliedrige Ausdriicke manch-
mal nicht zu vermeiden. Das Ausrechnen ihrer Quadrate ergibt entspechend viel-
gliedrige Summen:
@+b+c=@+b+c)(@a+b+c)
=a®-+ ab-+ ac
+ ab + b2 4+ be
+ ac + be+ c?
= a? + 2ab+4 2ac + b2 + 2bc + ¢?

Die innere GesetzméfBigkeit des Ergebnisses iiberblicken Sie leichter, wenn Sie erst

die Quadrate alphabetisch ordnen und dann die doppelten Produkte der Einzelglieder
dazuschreiben:

(@ + b+ c)2=a?+ b2+ ¢+ 2ab + 2ac + 2b¢c (6)

Entsprechend ist

(@a—0b+c)?=a%+ b%+ c2—2ab + 2ac— 2b¢
(@ —b—c)2=a?+ b2+ c2— 2ab— 2ac + 2bc
(@+b+c+d?2=a2+4 b2+ 2+ d? 4 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2¢d

Fiir (— a — b — ¢)? erhalten Sie denselben Wert wie fiir (@ + b + ¢)?, da Quadrate
aus negativen Zahlen und die Produkte aus zwei negativen Zahlen positiv sind.

Beispiele:

(2a + 3b + 4¢)®> = 4a® + 9b% + 16¢® + 12ab + 16ac + 24bc

<5x—y——;—z>2= 25x2—l-y2+—i—z2—10xy-—5xz+yz

4.42 Die 3. Potenz eines Binoms

Haben Sie das Binom. (@ + b) dreimal als Faktor zu setzen, so kénnen Sie statt
dessen eine 3. Potenz schreiben

(@ + b)3 (lies ,,@ + b, in Klammern, hoch 3°).
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Durch Ausmultiplizieren erhalten Sie:
(@+bPF=(a+0b)(a+bd)(a+bd) =(a+b)? (a+Db)
= (a® + 2ab + b?)(a + b) = a® 4 2a?% + ab?
+ a% 4+ 2ab? 4+ b3
= a® + 3a% 4+ 3ab? } b3

Beachten Sie: Mit fallenden Potenzen von a steigen die Potenzen von b!
Gleicherweise kénnen Sie die 3. Potenz des Binoms (@ — b) ausrechnen.
(@a—b)P = (a—b) (@—b) (a—b) = (@ —b)* (@ — b)
= (a® — 2ab + b2) (a—b) = a® — 2a2% + ab?
— a®b + 2ab?—b?
= a® —3a% 4+ 3ab%2 — b3

Vergleichen Sie die beiden Ergebnisse: Die Zahlenwerte sind in beiden Ergebnissen
gleich, im z weiten Ergebnis wechseln nur die Rechenzeichen. Daher lassen sich beide
Ergebnisse in eine Formel zusammenfassen :

(@ £ b)® = a® 4 3a% + 3ab? 4 b° (7)
Beispiele:
2z +3y)*=8a%+ 3-42%-3y + 3-22-9y% 4 27y® = 823 4 362%y 4 5z y® 4 274°
2 1 ,\3 8 4 1 2 1 1
(ga—?b> ———'2—70/3—3' rg—az-—gb—}—3~'3-a-.%b2—mb3
_§_ 3 2 2 1 __1_ 3
=g gt g® —a6”

Formel (7) kann zum Bereehnen von Kubikzahlen (das sind die 3. Potenzen von
Zahlen) benutzt werden.

Sie berechnen z.B. das Volumen eines Wiirfels bei gegebener Kantenldnge von
2,3 cm:

V =(23 cm)® = (2 cm + 0,3 cm)3
=(2cm)®*+3-(2cm)?-0,3cm + 3-2 cm - (0,3 cm)? 4 (0,3 cm)?
= 8cm?® 4 3,6 cm? + 0,54 cm? -+ 0,027 cm?
V = 12,167 cm® &~ 12,2 cm?®

Sie erkennen: 0,54 cm3 und vor allem 0,027 cm? fallen wenig ins Gewicht. Je kleiner b
gegeniiber a ist, um so unbedeutender wird der Fehler, der entsteht, wenn Sie 3ab?
und b3 vernachlissigen.
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Lehrbeispiel 23

Berechnen Site V = (7,8 cm)? a) als Ndaherungswert, b) genauw!

Lésung:
Sie setzen (7,8 cm)® = (8 cm — 0,2 em)3.

a) Den Néaherungswert V berechnen Sie, indem Sie die Glieder 3ab? und * der
Formel (7) vernachléssigen.

V=@8cm)?®—3-(8cm)?-0,2cm = 512 cm?® — 38,4 cm3 = 473,6 cm?

b) V = 512 cm? (& a®)
— 384 ocm? (& — 3a?)
+ 0,96 cm?® (& 4 3abd?)
— 0,008 cm® (& — b9

V = 474,552 cm?

4.43 Die 4. und hoheren Potenzen eines Binoms - Pascalsches Dreieck

Nach dem bisher Gelernten wissen Sie auch die 4. Potenz eines Binoms zu berechnen. Es ist

(@tb)=(a £0b)(@+£d)(@+d)(@+d)=(atbd)?(a+bd)?
(@ + 2ab + b2) (a® 4- 2ab 4 b?)
= at* 4 2a% 4+ a?b?
+ 2a% + 4a2b2 + 2ab3
+ a?? 4+ 2ab® 4 bt
(@ £ b)* = a* + 4a% + 6a%2 + 4ab® + bt

I

Vergleichen Sie die Formeln
(@ & b)2 = a? 4+ 2ab + b2
(@ £b)® =a® 4 3a? L 3ab? L b
(@ + b)t = a* 4+ 4a% + 6a2b% + 4ab’ + bt.

80 erkennen Sie gewisse GesetzmifBigkeiten:

Mit fallenden Potenzen von a steigen die Potenzen von b, die Summe der Exponenten
eines Gliedes ist immer gleich dem Exponenten des Binoms.

Die Koeffizienten (Vorzahlen) des ersten und letzten Gliedes sind 1, die Koeffizienten
des zweiten und vorletzten Gliedes gleichen jeweils dem Exponenten des Binoms.

Bei den Potenten von (a + b) treten nur positive Glieder auf, bei den Potenzen von
(@ — b) abwechselnd positive und negative Glieder, das erste Glied ist immer positiv.
Nur die GesetzmaBigkeiten der Koeffizienten der iibrigen Glieder sind nicht ohne weiteres
zu erkennen. Diese Koeffizienten sind aber sehr leicht aus einem Zahlendreieck zu ent-
nehmen, das nach dem franzésischen Mathematiker und Philosophen Blaise Pascal (1623
bis 1662) benannt wurde. Aus dem Pascalschen Dreieck entnehmen Sie als sogenannte
,»Binomialkoeffizienten‘ fir
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(@ + b)°: 1

(@ + b)L: 11
(@ + b)2: 1 2 1

(@ + b)3: 1 3 3 1

(@ + b)t: 1 4 6 4 1
(@ + b)s: 1 5 10 10 5 1
(@ + b)s: 1 6 15 20 15 6 1

(@ + b): 1 721 35 35 21 7 1

Warum bei (¢ + b)° nur ein Koeffizient, ndmlich 1, auftritt, kann im Rahmen dieses
Studienmaterials nicht erértert werden.

Erlduterung:

Jede Zeile beginnt und endet mit 1. Jedes andere Glied in jeder Zeile ist die Summe der
heiden links und rechts dariiberstehenden Glieder der vorhergehenden Zeile. Mit Hilfe
des Pascalschen Dreiecks und der weiter oben genannten GesetzméBigkeiten kénnen Sie
auch fiir hohe Potenzen eines Binoms das Ergebnis ohne umstéindliche Zwischenrechnung
sofort hinschreiben.

Beispiele:

(m — p)? = m’ — TmSp + 21 mép? — 35m*p® + 35m3p* — 21 m?p’ + Tmp® — p?

(2a + 3b)* = 32a® + 240a*b + 720a%b% 4+ 1080a%b3 4 810ab* + 243b°

4.44 Vergleichender Uberblick iiber die wichtigsten Binome'
Unterscheiden Sie

(@ + b)? von a? + b2
= (a + b) (@ + b) = a® + 2ab + b? Dieser Ausdruck 148t sich nicht in Fak-
toren zerlegen, die aus rationalen Zahlen
gebildet sind.
(@ — b)? von a? — b?
= (a—0b)(a—0b) = a?— 2ab + b = (@ 4+ b) (a —b)
(a + b)3 von a® + b
—(@+b)(@+b)(+b)
= (a® 4 2ab + b%) (a + b) = (a*—ab+b%)(a+ D)
= a% 4 3a% + 3ab? + b
(@ — b)? von a® — b’
= (@ —b) (@ —b) (a — b)
= (a®2—2ab + b2) (a —b) = (a® 4+ ab + b?) (a — D)

= a% — 3a%b 4 3ab? — b
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Zusammenfassung
Von besonderer Wichtigkeit sind die binomischen Formeln
(@ 4+ b)?2 = a? + 2ab + b2
(@ — b)? = a®? — 2ab + b?
(@ + b) (@ —b) = a?— b2
(@ 4 b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b3
(@ — b)® = a® — 3a?b + 3ab® —0b°

Beim Berechnen héherer Potenzen eines Binoms koénnen die Binomialkoeffizienten aus
dem Pascalschen Dreieck entnommen werden.

Ubungen
Berechnen Sie!
safied  wlemen  operdfo
58. a) (2a — 5b)? b) (a + 8)3 ¢) (0,2 — 0,1b)?
59.0)(gatb—2)" b (5—Fatm] o) (2p+3¢—r+ )

60. Berechnen Sie 1,00752 diberschldglich!
61. Berechnen Sie (22— 5y) (2z + 5y) (422 + 25y2)!
62. a) (& + b)? — (a® + b2)
b) (@ —b)— (a®* —b?)
¢) (@ + b?—(a—b)?
63. a) (@ + b)? + (e —b)?

b) (@ + b) + (2 —b¥)
o) (a + b (a—b)

64. a) (b—a)? b) (x + 2)?
c) (B3p—49)? d) Bx—2y + 4)

65. Schreiben Sie als Quadrat!
a) a®+ 2a + 1 b) 422 + 12249 c) 16u? — 40uv + 2502
(Wenden Sie Formel (3) bzw. (4) von rechts nach links gelesen an!)
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66. Man nennt das Polynom a®4 2ab -+ b® ein vollstindiges Quadrat, da es gleich
(a £+ b)2 ist.

Ergianzen Sie die folgenden Ausdriicke zu einem vollstindigen Quadrat!
a) 2>+ 8=z b) z*— 10z c) x4+ 144

67. Bestimmen Ste die folgenden Werte erst anndhernd und dann genaw!
a) V= (51cm) b) V= (3,95 cm)?

68. Berechnen Sie unter Verwendung des Pascalschen Dreiecks!

a) (z+ 38)° b) (y— 0,2)¢
Anmerkung: Losen Sie diese Aufgabe nur, wenn Sie Abschnitt 4.43 studiert haben!

(7]

4.5 Division
4.51 Division rationaler Zahlen

Die Division ist die vierte Grundrechenart. Sie steht mit der Multiplikation auf der
gleichen Stufe und ist deren Umkehrung. Genau wie aus der Additionsaufgabe

a+b=c

zwei Subtraktionsaufgaben (¢ —b = a und ¢ —a = b) folgen, ergeben sich aus
jeder Multiplikationsaufgabe
a-b=c
auch zwei Divisionsaufgaben, ndmlich
¢c:b=aund c:a = b.

Ist die Divisionsaufgabe in Bruchform geschrieben, kann sie durch Kiirzen gelést
werden.

Beispiele:
6x:6 =6?m=x Probe: z:6 = 62z
6x:x=67w=6 Probe: 6-z = 62
6:v:2x=§:—v=3 Probe: 3:2x = 6x
2%
S8uv:2u = 82L:=4v Probe: 4v 24 = 8uv
20abo:5a = 220 = 4be Probe: 4bc-5a — 20abe
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Die Vorzeichenregeln iiber die Division rationaler Zahlen lassen sich leicht aus den
Regeln fiir die Multiplikation herleiten. Es muf} gelten:

(4 30):(+4 5) = + 6, demn (+ 6)- (4 5) = + 30
(—30):(—5)= +6, denn (4 6)-(—5)=—30
(—30):(+ 5) = —6, denn (—6):(+ 5)=—30
(4 30):(—5) =—6, denmn (—6) (—5)= + 30

Allgemein gilt fiir die vier Fille der Division

I (+a):(+0) =+ (a:b)
II (—a):(—b) =+ (a:d) 8)
III (—a):(+b) =—{(a:bd)
IV (+a):(—b)=—(a:d)
Vorzeichenregel :
Der Quotient zweier Zahlen mit gleichen Vorzeichen ist positiv.
Der Quotient zweier Zahlen mit ungleichen Vorzeichen ist negativ.

Wie bei der Multiplikation, so rechnen Sie auch bei der Division zweier rationaler
Zahlen mit den Absolutwerten und geben dem Ergebnis das Vorzeichen nach der
Vorzeichenregel.

Beispiele:
(— 24a):(—4a) = + 6 Probe: (4 6) - (—4a) = — 24a
(—8lzyz):(+ 3z) = — 27yz Probe: (—27yz) - (+ 32) = — 81zyz
(+»9):(—0,1¢) = —10p Probe: (— 10p) - (— 0,19) = + pgq
Sonderfille

Sind Dividend und Divisor gleich, dann ist der Quotient (4 1):
(+a):(+a)=+1und (—a):(—a)= +1.

Sind Dividend und Divisor entgegengesetzte Zahlen, dann ist der Quotient (— 1):
(+a):(—a)=—1und (—a):(+a)=—1.

Wird eine rationale Zahl durch (— 1) geteilt, dann dndert sich nur das Vorzeichen:
(+a):(—1)=—a und (—a):(—1)= +a.

Dasselbe gilt, wenn eine Zahl mit (— 1) multipliziert wird.

Ist der Dividend Null, dann gilt fiir a 5= 0:

0:a =0, denn 0-a = 0.

Dagegen ist die Aufgabe a:0 nicht ausfiihrbar, weil es keine Zahl gibt, die, mit 0
multipliziert, den Wert a ergibt. Setzt man etwa versuchsweise ¢:0 = k, so miifite
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k - 0 = a sein. Dies ist aber wegen k& - 0 = 0 unmdglich, d.h., es gibt keine bestimmte
Zahl k, die das Ergebnis der Division a:0 sein kénnte.
Die Aufgabe 0:0 ist sinnlos, da jede Zahl, mit 0 multipliziert, 0 ergibt.

Merken Sie sich als Regel:
| Durch Null darf nicht dividiert werden!

4.52 Division einer algebraischen Summe durch eine Zahl

Bei der Multiplikation einer algebraischen Summe mit einer Zahl muBten Sie jedes
Glied der Summe mit der Zahl multiplizieren. Dementsprechend gilt fiir die Division:

Man dividiert eine algebraische Summe durch eine Zahl, indem man jedes
Glied durch die Zahl dividiert und die Quotienten addiert.

Beispiele:

(282 4+ 35y):7 =282:07+35y:7T =4z + 5y

(8mn + 4m? — 12mp):4m = 8mn:4m + 4m?:4m —12mp:4m = 2n 4+ m—3p
(ba — 5b):(— 5) = (ba):(— 5) + (— 5b):(—5)=—a + b

Die Probe erfolgt wiederum durch Multiplikation des Ergebnisses (Quotienten) mit
dem Divisor; sie lautet demnach fiir das letzte Beispiel:

(—a + b) - (—5) = 5a — 5b.

Merken Sie sich die Rechenregel

(@+b—c):id=a:d+b:d—c:d 9)

Sind fiir a, b, ¢ und d bestimmte Zahlen gegeben, dann ist allerdings der Gang der
Rechnung ein anderer, da Sie zweckméiBig den Klammerausdruck vorher aus-

rechnen:
(1,2+4+6—27):3=4,5:3=1,5.

4.63 Division einer algebraischen Summe durch eine algebraische Summe

Um die Division durch eine algebraische Summe besser zu verstehen, l6sen Sie zu-
ndchst eine Aufgabe mit bestimmten Zahlen. Sie kénnen jede Zahl in eine alge-
braische Summe zerlegen und darum z. B. die Aufgabe

294:21 = 14
—21
84
— 84
0
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auf folgende Art losen:
— (200 + 90 + 4):(20 + 1) =10 + 4 = 14
— (200 + 10) -
80 + 4
— (80 +4)
0
In gleicher Weise verfahren Sie auch bei Verwendung allgemeiner Zahlsymbole.

Lehrbeispiel 24

(1502 + 26ab + 8b2%):(3a + 4b)
Loésung:
Sie sollen eine Zahl bestimmen, die, mit (3a + 4b) multipliziert, wieder den Ausdruck
(15a2 + 26ab + 8b2) ergibt. Zu diesem Zweck dividieren Sie zunéchst 15a2 durch 3a
und erhalten 5a. Nun bestimmen Sie das erste Teilprodukt, das dann vom Dividenden
subtrahiert werden mu8, d. h., Sie multiplizieren 5a¢ mit (3a + 4b) und erhalten
(15a2 4+ 20ab). Den verbleibenden Rest des Dividenden

(15a2 + 26ab + 8b2%) — (15a% 4 20ab) = 6ab + 8b?
miissen Sie ebenfalls noch durch (3a 4+ 4b) dividieren.
Zunichst wieder 6ab durch 3a dividiert, ergibt 2b. Das zweite Teilprodukt wird
2b (3a + 4b) = 6ab + 8b% Das ist aber genau der nach der ersten Teildivision ver-

bliebene Rest, so daB jetzt nach der zweiten Teildivision die Division ohne Rest
durchgefiihrt ist. Das Ergebnis lautet:

(15a2 + 26ab + 8b2%):(3a + 4b) = 5a + 2b

Das Divisionsverfahren, das wegen der mehrmals durchzufithrenden Teildivision
auch als Partialdivision?) bezeichnet wird, 148t sich iibersichtlich wie folgt schreiben:

(15a% + 26ab + 8b%):(3a + 4b) = 5a + 2b
— (15a? + 20ab) B -
6ab | 8b2
— (Bab + 8b%)
0

Die Rechenvorschrift lautet:

1. Die Glieder im Dividenden und Divisor sind nach dem gleichen Grundsatz zu
ordnen (in unserem Beispiel nach fallenden Potenzen von a).

2. Sie dividieren das erste Glied des Dividenden durch das erste Glied des Divisors
(im Beispiel 15a2:3a = 5a), multiplizieren den Quotienten (5a) mit dem ganzen
Divisor (3a + 4b) und subtrahieren das Produkt (15a2 + 20ab) vom Dividenden.

3. Mit dem verbleibenden Rest verfahren Sie wie unter 2., bis entweder die Division
aufgeht oder der verbleibende Rest keine Glieder mehr besitzt, in denen das erste
Glied des Divisors enthalten ist.

4, Wahrend der Division diirfen Sie keinesfalls vom ersten Glied des Divisors auf
ein anderes Glied des Divisors tiberwechseln.

1) lat. pars, der Teil.
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Lehrbeispiel 25
Berechnen Sie (2 + 5x — 422 — 2):(z — 2)!

Lésung:
(2® —42* + 52— 2):(x—2)=2*—2x + 1
—@—22) B
— 222 4+ 5x—2
+ x—2
— (+ z—2)

0

Fiihren Sie die Probe durch, indem Sie den erhaltenen Quotienten mit dem Divisor
multiplizieren !
Auch wenn beim Ausmultiplizieren der Teilprodukte Glieder auftreten, die im Divi-

der:den nicht vorhanden sind, diirfen Sie nicht von der Rechenregel abweichen. Diese
so entstandenen Glieder sind beim Weiterrechnen wieder als Dividend zu betrachten.

Beachten Sie dabei besonders, daf Sie die einmal begonnene Reihenfolge der Glieder
einhalten.

Lehrbeispiel 26
Berechnen Sie (8p3 — ¢%):(2p — ¢)!

Loésung:
¢ (8p*—¢%):(2p—¢q) = 4p®> + 2pg + ¢*
— (8p° —4p%9) 7
4pq— ¢
— (4p%¢ — 2p¢?)
2pg*—¢®
—(2p¢* —¢°)
0

Lehrbeispiel 27

Berechnen Sie (2a® + 3a?x — 2ax — 2%):(a® — )/

Losung:
(2a® 4+ 3a?x — 2ax — 2?):(a® — z) = 2a + 3z + Effx
— (2a8 — 2ax)
3a%x — a2
— (3a%x — 3z?)
o + 222

Hier verbleibt ein Rest 222, der noch durch (a2 — z) zu teilen ist. Wie bei der Divi-
sion mit bestimmten Zahlen wird dieser durch den Divisor geteilte Rest zu den ersten
Summanden.addiert.
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Das Verfahren der Partialdivision brauchen Sie nicht anzuwenden, wenn Sie bei
der Divisionsaufgabe sofort erkennen, da8 der Divisor ein Faktor des Dividenden
ist. Praktisch lduft das darauf hinaus, daBl Sie versuchen, den Dividenden in Fak-
toren zu zerlegen. Hauptsdchlich sind es die in 4.44 zusammengestellten Formeln,
die hier angewendet werden.

Beispiele:

(a®—0b%):(a—0b) =a + b, denn (a + b) (@ — b) = a® — b2
(64u%2—4):(8u + 2) = 8u—2, denn (8u—2) (8u + 2) = 64u2—4
(a® + 2ab + b?):(a +b) =a + b

(25u% — 30uv + 90?%):(5u — 3v) = 5u — 3v

Zusammenfassung
Die vierte Grundrechenart ist die Division, die Umkehrung der Multiplikation.

cb=a
Dividend durch Divisor gleich Quotient.

Die Division zweier rationaler Zahlen mit gleichen Vorzeichen ergibt einen positiven
Quotienten. Die Division zweier rationaler Zahlen mit ungleichen Vorzeichen ergibt
einen negativen Quotienten. Durch Null kann nicht dividiert werden.

Eine algebraische Summe wird durch eine Zahl dividiert, indem man jedes Glied
der algebraischen Summe durch die Zahl dividiert und die Quotienten addiert.

Bei der Division algebraischer Summen sind Dividend und Divisor in gleicher Weise
zu ordnen. Man dividiert das erste Glied des Dividenden durch das erste Glied des
Divisors. Der Quotient wird mit dem ganzen Divisor multipliziert und das Ergebnis
dieser Multiplikation vom Dividenden subtrahiert. Mit dem Rest wird in derselben
Weise weitergerechnet, bis entweder die Rechnung aufgeht oder ein nicht mehr teil-
barer Rest tibrigbleibt.

Ubungen
69. a) (— 20):(+ 4) b) (+ a?):(—a) c) (—76cd):(— 8¢)
70. a) (—5bx):(—1) b) (—8zxy):4x c) 28s%:( — 4st)
71. a) 15abc-Tacz : 21bcx b) »g—abx-%cy:—;—by

72. a) (27ab — 36bx — 36by): (— 9b) b) %abx — %aby—l— %abc):%ab

73. a) (3a%— 27):(a — 3)
b) (a®—6a® + 11a — 12):(a — 4)
c) (622 —2xy —20y?):(3z 4 5y)

4. a) (2* —2zxy + y?—2%) (v — y —2)
b) 49a® — 9b* — 30bx — 2522):(5x + Ta + 3b)
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75. a) (m*—nf):(m + n)
b) (325 + 243): (22 + 3)

76. a) (36a%* — 60a + 25):(6a — 5)
b) (42% + 16y + 3622 — 162y 4 2422 —48yz):(2x — 4y + 62)
c) (Blat —164y%): (922 + 4y)

77. Uberzeugen Sie sich von der Richtigkeit der Aufspaltung von a® + b® und a® — b3
in zwei Faktoren in Abschnitt 4.44, indem Sie die beiden folgenden Divisionen
durchfiihren:

a) (@ + b%):(a + b)
b) (@®—0b3%):(a—0)!

[8]

4.6 Bruchrechnung unter Verwendung allgemeiner Zahlsymbole

4.61 Darstellung gebrochener Zahlen durch allgemeine Zahlsymbole

In Abschnitt 3.2 haben Sie bereits die Bruchrechnung und ihre Gesetze fiir be-
stimmte Zahlen kennengelernt. Man kann auch mit Briichen arbeiten, bei denen im
Zihler und Nenner allgemeine Zahlsymbole vorkommen. Allerdings mu8 dabei die
Bedingung gestellt werden, da8 der Nenner nicht Null sein darf (durch Null kann
nicht dividiert werden, vgl. Abschnitt 4.51). Wenn also

Z .
ist, gelten auch hier dieselben Begriffe, die fiir die mit bestimmten Zahlen geschrie-
benen Briiche verwendet wurden. 3
So, wie man jede ganze Zahl als Bruch mit dem Nenner 1 schreiben kann: 3 = 10
ist auch

z

=a;—~1—=x.

)

Vertauscht man Zahler und Nenner eines Bruches, so erhdlt man dessen reziproken
Wert oder Kehrwert.

%hat also den reziproken Wert %;

a hat den reziproken Wert % (da a= i;—) .
Briiche heilen gleichnamig, wenn ihre Nenner gleich sind, ungleichnamig, wenn ihre
Nenner verschieden sind.
Gleichnamige Briiche sind also z. B.:

a, 3 40 min

z’ x’ ‘z’ z
oder 2; 2, 3b. 200

5z’ 5z’ 5z’ 5%



oder —?—; i~; 2—”; 7a+4b
2y’ =zy’ wy zy
T 4 | by  18x 42
at+b a+b a4+b at+bd

oder

Ungleichnamige Briiche sind z. B.:

1. 3, 4=z a . 1Tm—2n
a’ b’ Ty a+?d’ ab

Da a, b, ¢, ... Symbole fiir Zahlen sind, kann man mit Ausdriicken, die unter Ver-
wendung allgemeiner Zahlsymbole dargestellt sind, nach den iiblichen Rechen-
gesetzen rechnen.

Sie lernen also in diesem Abschnitt nichts grundsétzlich Neues. Es ist deshalb rat-
sam, beim Studium immer den Abschnitt 3.2 zum Vergleich heranzuziehen.
AuBlerdem benétigen Sie die Regeln iiber das Ausklammern, das Multiplizieren von
Klammern, die binomischen Formeln, d. h. also die Rechengesetze, die Sie in diesem
Kapitel 4 bereits gelernt haben.

4.62 Kiirzen und Erweitern

Aus Abschnitt 3.22 wissen Sie, daf} sich die dullere Form eines Bruches éndern kann,
ohne dafBl sich sein zahlenméBiger Wert éndert. Ein Bruch kann gekiirzt oder er-
weitert werden.

Es gilt also die Thnen aus Abschnitt 3.22 bekannte Regel:

Einen Bruch kiirzen heift: Zihler und Nenner durch dieselbe Zahl dividieren.

tiq_ 1be _ bec

Beispiele: ad —1d — d
Bayz 3y
24 xr 4r
5ab 1
35abc  Tc

Treten im Zahler oder Nenner oder in Zdhler und Nenner Polynome auf, so miissen
Sie beachten, daB nur gleiche Faktoren gekiirzt werden kénnen. Und zwar muB es
jeweils ein Faktor des ganzen im Zihler oder Nenner stehenden Ausdrucks sein.
Der Bruch
4ab—3c?
2b

beispielsweise kann nicht gekiirzt werden, obwohl b im Zihler als Faktor des Pro-
duktes 4ab erscheint. b ist aber nicht ein Faktor des gesamten im Zihler stehenden
Ausdrucks.

Nachfolgend finden Sie Beispiele, bei denen gekiirzt werden kann.

Lehrbeispiel 28

. . —6b2
Kiirzen Sie 4ab b !

2b
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Lésung:
Verwandeln Sie den Zahler durch Ausklammern der in beiden Summanden gemein-
sam enthaltenen Faktoren in ein Produkt; dann kénnen Sie kiirzen:

dab—6b* _ 2b(2a—3b) _

sy = a9 —20—3b

Lehrbeispiel 29

Kiirzen Sie 30ac + 48ad — 35bc — 56bd /

5¢ 4 8d

Loésung:
Auch hier klammern Sie zuerst aus:
_ 8a(5c+8d) —7b(5c + 8d)

5¢+ 8d
_ (5c +8d) - (6a —T7b)
- 5¢+ 8d

Jetzt 1Bt sich die Summe (5¢ + 8d), die als Faktor im Zahler steht, gegen aen Nenner

kiirzen. Ergebnis:
6a — 7b.

Beim Umformen des Zihlers oder des Nenners in ein Produkt finden auch die bi-
nomischen Formeln Anwendung.

.. . a*—b _ (a+Db)(a—D)
Beispiele: T e

o

_+_

S}

a*—6a+9 _(a—3)(@a—3) _

a—3 a—3 a—3

Die Regel iiber das Erweitern (vgl. Abschnitt 3.22) gilt ebenso bei der Darstellung
der Briiche durch allgemeine Zahlsymbole:

Einen Bruch erweitern heift: Zihler und Nenner mit derselben Zahl multipli-

zieren.

Beispiele:
. . 4 . 4 4m
Erweitern Sie den Bruch — mit m! — =
a a am

. . 2a . 2a _ 2a(z—y) _ 2ax — 2ay
w ca ) 22— = “a!
Erweitern Sie den Bruch 5 mit (r — y)! 5 b@—y) bz — by

4.63 Addition und Subtraktion
Fiir gleichnamige Briiche gilt die Thnen aus Abschnitt 3.23 bekannte Regel:

Gleichnamige Briiche werden addiert oder subtrahiert, indem man thre Zihler
addiert oder subtrahiert und den Nenner unverdndert beibehdlt.
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Beispiele: % +

10m —3n
m2;y2

5m—4n 15m —Tn
2 — o2 = P

+

Steht vor einem Bruch ein Minuszeichen, so ist der Bruch, d. h. der gesamte Zihler,
zu subtrahieren. Setzen Sie deshalb diese Zihler in Klammern mit einem Minus-
zeichen davor, wenn Sie alle Zahler auf einen Bruchstrich schreiben. Beim Auflésen
der Klammer beachten Sie die Vorzeichenregel (vgl. Abschnitt 4.24).

Lehrbeispiel 30
10m—3n__ 5m—4n _ 10m—3n—(Om—4n) 10m —3n—5m+4n__ 5m4n
a®+b a®+b a®+b - a®+b T a?+ bl

Ungleichnamige Briiche miissen vor dem Addieren oder Subtrahieren gleichnamig
gemacht, also auf einen gemeinsamen Hauptnenner gebracht werden (vgl. Ab-
schnitt 3.23). Der Hauptnenner ist das kleinste gemeinsame Vielfache aller vor-
handenen Nenner (vgl. Abschnitt 3.13), d. h., im Hauptnenner miissen alle anderen
vorhandenen Nenner als Faktoren enthalten sein.

Haben die einzelnen Nenner keine gemeinsamen Faktoren (sind also teilerfremd), so
ist der Hauptnenner gleich dem Produkt der Einzelnenner,

Lehrbeispiel 31
Addieren Sie 22 + 2%/

b c
Losung:

Der Hauptnenner ist b - ¢ = bc. Jeder Bruch ist nun mit dem Faktor des Haupt-
nenners zu erweitern, der in seinem Einzelnenner nicht vorkommt. Also

3a-c 2a-b 3acH2ab _ a(3c+2b)
b-c + cb be - be *

Praktisch finden Sie den Erweiterungsfaktor schnell, wenn Sie den Hauptnenner
durch den Einzelnenner des jeweiligen Bruches dividieren bzw. feststellen, welche
Faktoren des Hauptnenners nicht im jeweiligen Einzelnenner enthalten sind.

Lehrbeispiel 32

a) 47‘” + S—b"«” + 1205 Hauptnenner: a-b-c

__4xz:bc , 8x-ac 122 - ab

+ I+

abe abe abc
__ 4 (bc + 2ac + 3abd)
- abce
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5

6 + a_f-l; — Hauptnenner: a (@ + b) (¢ — b)

b) a+b
_ 6a(a—b) . 4a (@ + b) 5 (a + b) (@ — b)
T a(@+b)(@a—0b) "a@+b (a—b) alatb)(a—b

6a® —6ab+ 4a® + 4ab — (5a% — 5b?)
a(a + b) (a —b)

_ 10a* —2ab'— 5a? + 50 5a® — 2ab 4 5b°
a(a+b)(a—0b) T a(@+0b) (a—0)

Sind die einzelnen Nenner Produkte, so werden sie in Faktoren aufgespalten; aus
ihnen wird der Hauptnenner zusammengesetzt.

1 1 1

Lehrbeispiel 33 %-]-3—“_@

Loésung:

Bestimmen des Hauptnenners: 2a¢ =2 a
3a = 3-a
6a2=2-3-a-a

Hauptnenner: 6a?

1.1t _13a 12a_ 1
2a ' 3a 6a® 6a? 6a2 6a?

_3a+4+2a—1_ 5a—1
- 6a? T 6a?

Lehrbeispiel 34
6 7 8 3
@ tare T i T op
Lo6sung:
In einfachen Fillen wie in diesem Lehrbeispiel bestimmen Sie den Hauptnenner

als das k.g.V. der Einzelnenner nach folgender Regel:
Alle voneinander verschiedenen Faktoren miissen im Hauptnenner in der je-

weils héchsten Potenz vorkommen:

a mit der héchsten Potenz a?
b mit der héchsten Potenz b2
¢ mit der héchsten Potenz c?

Hauptnenner: a2 - b2 - ¢?

Nun erweitern Sie die einzelnen Briiche:

6 . b2c? 7-ac 8a% 3 abc?
a?b2c? + a?bc? + a?b%c? + a®b3c?

6b2c? 4 Tac + Sa?b + 3abc?
= a%h%c?
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Lehrbeispiel 35

T a a? 4 x? a
a+:v+ 3a+3zx + a®— 22 2a—2z
Loésung:
Ermitteln des Hauptnenners: Erweiterungsfaktoren :
a+ = (a+ 2 6(c — x)
3a+3x =3(a + x) 2(@ — x)
a? — 22 = (@ + z) (e — x) 6
2a — 22 = (@ —2z)-2 3(a+ x)

Hauptnenner: 2-3(a + 2) (@ — z) = 6 (a® — 2?)

z-6(a—x)
6 (a® — 2?)

a-2(a— x) (@*+ =) -6 a-3(a+ x)

+ 6 (a® — x2) + 6 (a® — %) 6 (a®? — 2?)

_ 6az — 62+ 20® —2ax 4 6a® - 622 —3a* —3ax
- 6 (a% — x?) I

__ba’4ax
= B(a*—a?)

4.64 Multiplikation
Fiir das Multiplizieren zweier Briiche gilt die in Abschnitt 3.24 besprochene Regel:

Briiche werden miteinander multipliziert, indem man die Zihler miteinander und
die Nenner miteinander mu;ltipliziert.

Vor dem Multiplizieren moglichst kiirzen!

Lehrbeispiel 36
40 36 4a-3b  a-3  3a
3) 55 '8¢ — 5b.8¢ — 5.%¢ = 10¢
3a 3a-10c 6ac
b) g 0= "—— =%

a+b 3c+4+3d__(a+b)-3(c+d)_3(a+d)
°) 2¢+2d a—b 2(c+d)-(a—0b) 2(a—b)

) r—y u?—0? (x —y) - (u+v) (u—1) u—v

wroE @—y? @ro)uto) - (z—y @—y) (@+o)(@z—y)

@(@_ﬁg“g=éﬂm_%y=£_ﬁg=5ﬁ?4y3=%h~%
3y 4z2) =z 3zy 4xz 3 4z 3.4z 122
f)( 3;’).—23_&—&)(;2@ 35,

" 4c¢/ Ba 4c.5a 10¢c

y e ety r—8) @+ (@+y)
¥ oy #—r T —a—y =)
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Sie klammern in Zahler urid Nenner (— 1) aus. Dadurch dndern sich die Zeichen in
den ersten Klammern. Nun kénnen Sie kiirzen.

_(=Ne—nEt+y) @ty _z+y
(=N @+y(s+nls—r  s+r

4.65 Division
Die bekannte Regel lautet (vgl. Abschnitt 3.25):

Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit seinem reziproken Wert
( Kehrwert) multipliziert. (Vorher moglichst kiirzen!)
Lehrbeispiel 37

3b 5bx _ 3b-16c _ 12
¥ £c16c ~ 4c-Bbz 5w

Das Ergebnis darf nicht in der Form %2—96 geschrieben werden, da z im Ergebnis
des Lehrbeispieles 37a) im Nenner steht:

Beachten Sie:

5 5 T 5z
4c 4c 8m 4c -1 c
b) 538" =53"1T = 5q.8m — 10dm
) 322 . g3 . 32 162 324 4z
Ty "47 7 Ty 4  Ty-16z 35y

5a+5b a+b 5Bat+b)(zt—y) 5x—y)

Doppelbriiche sind rechnerisch ebenso zu behandeln wie Divisionsaufgaben. Stehen
in Zahler oder Nenner mehrere Glieder, so erweitert man vorteilhaft den Haupt-
bruch mit dem Hauptnenner aller Nebenbriiche.

Lehrbeispiel 38

1y 1_y .
y @ _ y o 2y _2*—y @ty @—y) _
1T 1 4wy e—y . a—y LY
xy zy x?

Zusammenfassung

Fiir das Rechnen mit Briichen ist es wie fiir alle Zahlenrechnungen gleichgiiltig, ob
die Zahlen durch Ziffern oder durch allgemeine Zahlsymbole dargestellt werden; die
Regeln und Gesetze bleiben stets die gleichen.
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78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

90

Ubungen
Kiirzen Sie!

zyz axz mn
@) %y b) T2z ®) mna
6Quaxt 13zby 36 mn
) 93 2t0 ) 9any 1) 108 mnp

Zerlegen Ste zundchst durch Ausklammern in Faktoren und kirzen Sie dann!

ar +bx 8a — 120 3ac+ 3ad —2bc —2ba
O ) i2a = 18b ¢)
Zerlegen Sie zundchst mit Hilfe der binomischen Formeln in Faktoren und kiirzen
Sie dann!

z? — 162 4 64 n? 4 3nv 4+ 2,252
a)* x—8 b) n 4150

(121 — 130)® z? — 9 y?
e) 144n% — 1690° d) z+3y

Erweitern Sie die folgenden Briiche mit z!
6 z c 3ax

a)ﬁ b)’y C) ’—I‘QSVA d)ﬁ

8a , 2a , 9a 6a a b
Yatntuaa  Yazstars
(5a +17b)  (4a +15b)*  (3a -t 8b)2

¢) ab ab ab
T
)y ~a¥ Vet
) o=t st et

f %-3% + 1§i—’+'7'9 st '1’-'9%:%021

c)%%%ab cl)6~2—uv2-7—;~vw2
et pet, g

0 z=1)G+1)



86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

4ab 8bc 13mp 65mp

7 *)3ed ‘9aj 5) Trvin  drnt
¢) =5, :3zy d)2522: y2
1,.31 4(r*—s% 2(r+s)
e)55a:350b f) T o)
1 1
+
9)18(a — 2):3 (x—a) h) “7_1 “Ti
a—i/ a+1
a
!
l)T‘v——
(l_+l (1]

) [0
4.7 Aufgaben (Ubungen 86 bis 102)

a)4ba + 57b— 36a + 54— 73b + 102 4+ 19b— Tix
b)%a—%b+4%ib-—%c+3§a 2 e patab+ 9y
a) (+ 5m) + (— Tn) — (+ 3p) — (— 7q) + (— 3m) — (+ 4n) — (— 2p)

1 3 5 5 5 1
(e o) (= 30— (5= $a)— ()= (-1
a)2x—Ty+ 52)— (bx—3y+ 42)+ (6x+ 3y —2)
b) (84a — 57b) — (29a — 73b) — (53a + 31b) + 5b
a) (47 — 6y) — 22] — Bz — [z + 6y) — Bz — 2y + 2)]}
b){4a—[3a 4+ 20— (x— b))} — 22— [2a — (x — a)]}
a)3(a+b)+5(a—b)—6(a+b)—(a——7b)

b)g@tb—c)+ g@a—b—o)— ga—b—o

a) 2x—y + 32)(4z + 2y —2)
b)(@+b)(c—d)—(a—bj(c+ d)
Klammern Sie die gemeinsamen Faktoren aus!

a)35ac—49bc + 21¢? b)5lay — 68zy + 85y>
c)ab+ 3a—2b—6 d)9ab + 202 — 1202 — 15bx

a) (49an——2172.2——91n;p):(+ Tn)
7 1
b) ( %Y — bxy + mcxy):z—oxy
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94. a) (a®>—8):(a — 2)

b) (642® 4 27a3):(3a + 4z)

95. a) (9a® — 6a?b — 2ab® + 4b%):(3a + 2b)

b) 2y —Txy? + 92%): (32— 2¥)

96. Zerlegen Ste zundichst durch Ausklammern in Faktoren und kiirzen Sie dann!
a)mw-i-nx b)6nw+6vw—5nz—51:z
mr —nx n+ o
30gs —48qt — 357rs 4 567t
¢ 6g—Tr
97. Zerlegen Sie zundchst mit Hilfe der binomischen Formeln in Faktoren und kiirzen
Sie dann!
x?— 22y + y? 16 w? — 49 22
LU B ATTES P
5x 3x 2x 8z a+bd a—b
9.0) 7 —7a 74 T7a b))~ — =5
¢) 3a5—;9b_3a5—i;4b d)2:+7y+8x—3y_2x+6y_5m+y
—y z—y v —y z—y
3z —2 5r—4 8x—2 2x+6
e) z+ 1 +x+1_x+1 +w+1
3a+4b  2a—60b 1 1 2x—3y 6x -5y
5a+4 2a+3 a®— 6 1 1 1 1
100.a) —go— — 3 T Gz bataritaretars

1 1 b d) 5 3
¢) 2(@a—0b) 2(a+0b a*—0bt Br—1)(x+8 (2z+1)(zr+8)

101.0) -2y b)2e.3.%, ¢)25a2b 33 be?
T—y T—y ek A 2z 3 | 9\ 2?
d)m+n m+ n e) ¢ (n—v)? H (—3—_42/-'—7?/) Uk
a b 1 1 1 1
D(p—1)(1+2) wmE+3)e—bv+a+v(z—3)
Tzy 21y%z abz® a’b’z 2ab
102. a) 15rs " 307t b)m_np n?p 0) = :4a
4 1 3 2 _ pe —b
d)12ab: 57 e) 6—abc:2-atb f)a,+“2ab+b2;3+b
1 1 a4 1 1 1
E-I-? a—l_1 L (@—2)2 at—a?
9) 11 Weagt ) 1
A a—1t? @—op @2
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5 Tafelrechnen

5.1 Arten und Anordnung der Tafeln

In der Praxis sind hiufig die 2. Potenzen (Quadrate) oder die 3. Potenzen (Kuben)
von gegebenen Zahlen zu berechnen, so z. B. zum Bestimmen der Quadratfliche
bei gegebener Seitenlinge oder zum Bestimmen des Wiirfelinhalts bei gegebener
Kantenldnge. Sie kénnen diese Potenzen selbstverstindlich durch Multiplikationen
berechnen. Bei mehrziffrigen Zahlen ist das aber sehr zeitraubend. Man hat deshalb
diese Werte in Tafeln - den Tafeln der Quadrate bzw. der Kuben - zusammengestellt.
Ebenso hiufig wie die Aufgabe, zu einer gegebenen Grundzahl die 2. oder 3. Potenz
zu bestimmen, tritt die Aufgabe auf, zu einer vorgegebenen Potenz die Grundzahl
zu ermitteln. Diese Umkehrung des Potenzierens heift Radizieren?) oder Wurzel-
ziehen.

Kurze Erlduterung: Wie Sie wissen, ist 52 = 25.

In Umkehrung dieser Aussage fragen wir: Welche Zahl gibt, wenn sie ins Quadrat
erhoben wird, den Wert 25? Antwort: 5.

2 __
Wir schreiben dies 25 = 5 und sagen: Die Quadratwurzel aus 25 ist 5.

2 _
Allgemein gilt also: Wenn a? = b, dann ist @ = b .

Zur Kennzeichnung des Wurzelziehens verwendet man das Wurzelzeichen ]/ ; bheil3t
der Radikand oder die Wurzelgrundzahl, 2 der Wurzelexponent oder die Wurzel-

2_
hochzahl, }b ist die 2. oder Quadratwurzel aus b, a ist der Wurzelwert. Bei der
Quadratwurzel 148t man meist den Wurzelexponenten weg. Es ist also b gleich-

2,
bedeutend mit }'b .

Aus 2% = 8 folgt ]8 = 2 (3. Wurzel - oder Kubikwurzel - aus 8 gleich 2).

Fiir das Wurzelziehen haben Sie bisher kein Rechenverfahren kennengelernt. Sie
miissen also die Wurzelwerte aus Tafeln - den Tafeln der Quadratwurzeln bzw. der
Kubikwurzeln - entnehmen.

In der Technik sind oft Kreisumfang und Kreisfliche bei gegebenem Durchmesser zu
berechnen. Es gelten hier die Beziehungen

Kreisumfang = © mal Kreisdurchmesser (U = wt d),
2

Kreisfliche = —475 mal Quadrat des Durchmessers <F = %)
Diese Werte sind fiir gegebene Durchmesser in den Tafeln der Kreisumfinge und
Kreisinhalte festgehalten. Auch die Benutzung solcher Tafeln erspart viel Rechen-
arbeit.
SchlieBlich sind noch die Tafeln der Kehrwerte zu erwihnen, deren Anwendung zu
empfehlen ist, wenn die Kehrwerte von gegebenen Zahlen hiufiger gebraucht werden.
Sie finden diese Zahlenwerte in den Tafeln der verschiedenen mathematischen
Tafelwerke, in Tabellenbiichern, Nachschlagewerken usw. Es ist ratsam, daB Sie
beim Durcharbeiten dieses Kapitels eine Zahlentafel zur Hand nehmen. Wir raten
Thnen dringend, immer mit einer bestimmten Tafel zu arbeiten. Nur dann werden

1) lat. radiz, die Wurzel.
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Sie schnell und sicher die gesuchten Werte aufschlagen kénnen. Das Zurechtfinden
in einer unbekannten Tafel erfordert immer Zeit.

Der grundsétzliche Aufbau der Tafeln ist fast immer der gleiche. Im einzelnen unter-
scheiden sie sich aber in der Art der Anordnung und in der gegebenen Ziffern- bzw.
Stellenzahl. Tabellenwerte sind ja immer auf eine bestimmte Stellenzahl gerundet,
sind also keine genauen Werte. Wir schreiben aber in den Lehrbeispielen trotzdem
an Stelle des Zeichens &~ (nahezu gleich) immer das Gleichheitszeichen.

Meistens werden Sie es mit einem Tafelwerk zu tun haben, bei, welchem die eben
genannten Tabellen in einer Tafel vereinigt sind.

Nehmen Sie nun Ihre Tafel zur Hand! In einer solchen Tafel ist auf der Rand-
leiste (Spalte ganz links) unter der Bezeichnung ,,n‘‘ die Folge der natiirlichen Zahlen
aufgefithrt. In den einzelnen Spalten der Tafel sind die zu den Zahlen der Randleiste
gehérenden Potenzen, Wurzeln usw. angegeben.

Um welche GroBe es sich jeweils handelt, geht aus dem Kopf der Spalten hervor.
Wenn Sie z. B. von n = 5 in der Zeile nach rechts gehen, finden Sie

fiir n2 den Wert 25, fiir n den Wert 125,

_ 3,
fiir ]/n den Wert 2,23607, fiir Vn den Wert 1,7100,
fir den Kreisumfang U = 7tn (beim Durchmesser d = » = 5) den Wert 15,708,

fiir die Kreisfliche F' = nTnz (bei diesem Durchmesser) den Wert 19,6350 und
fir das Tausendfache des Kehrwertes, fir }01—(:9 , den Wert 200,000.

AuBerdem finden Sie auch Tafeln, in denen jeweils nur eine GréBe (Quadrate bzw.
die Kuben) tabelliert ist, man nennt sie Quadrattafeln bzw. Kubiktafeln. In einer
solchen Tafel enthilt die Randleiste unter n eine in dezimaler Teilung fortsehrei-
tende Zahlenfolge mit einer bestimmten Ziffern- bzw. Stellenzahl (z. B. eine Stelle
nach dem Komma). In der Kopfleiste finden Sie als Kopf der Spalten die Ziffern
0 bis 9.

Diese Ziffern sind jeweils die letzte Ziffer bzw. Stelle der Zahl » (also z. B. die zweite
Stelle nach dem Komma). Wollen Sie mit einer Quadrattafel z. B. das Quadrat von
1,21 aufschlagen, dann gehen Sie in der Zeile n = 1,2 bis in Spalte 1 und finden
dort fiir 1,212 den Wert 1,464.

Machen Sie sich mit der Anordnung Ihrer Tafel genau vertraut und schlagen Sie
einige Werte auf!

Bevor wir auf das Arbeiten mit den Tafeln eingehen, miissen

n—-n? Sie sich noch folgendes klarmachen:

l 1 Jede Tafel kann in doppelter Hinsicht benutzt werden. Sie
2 4 werden dies an nebenstehendem Ausschnitt aus einer Qua-
3 9 drattafel erkennen.

4 16 Aus der linken Spalte n ergibt sich rechts die Spalte n2. Die
5 25 unter n stehenden Zahlen sind aber die Quadratwurzeln der

unter n? stehenden Werte. Wenn Sie die Tafel also von
rechts nach links lesen, dann haben Sie eine Quadratwurzel-
tafel vor sich, d. h., wenn Sie die Werte der rechten Spalte
— mit p bezeichnen, dann ergibt sich fiir die linke Spalte je-
l/p P weils ]/p .
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Allerdings schreitet hier nun das p nicht in gleichen Intervallen weiter, und das Auf-
schlagen der Werte ist deshalb unbequemer. Dies ist der Grund, weshalb man neben
der Quadrattafel noch eine gesonderte Quadratwurzeltafel verwendet.

Genauso ist jede Tafel der Quadratwurzeln eine Quadrattafel, jede Tafel der dritten
Potenzen eine Kubikwurzeltafel und umgekehrt. Ebenso kénnen Sie aus den Kreis-
umfangs- und Kreisinhaltstafeln zu einem gegebenen Kreisumfang bzw. zu einer
gegebenen Kreisfliche den zugehéorigen Kreisdurchmesser ablesen.

Dieses Lesen der Tafel ,,von rechts nach links*“ bzw. ,,von innen nach auBen‘ sei
Thnen an zwei Lehrbeispielen gezeigt.

Lehrbeispiel 39

Zum Kreisumfang U = 232,48 cm soll der Durchmesser d = n bestimmt werden.

Lésung:

Sie suchen in der Spalte wn Ihrer Tafel den Wert 232,48 auf und gehen von hier
nach links (oder rechts) bis zur Randleiste, wo Sie den Wert » = 74 ablesen. Der
Durchmesser ist d = n = 74 cm.

Lehrbeispiel 40
Berechnen Sie 56,85/

Loésung:

Sie suchen im Inneren Ihrer Quadrattafel den angegebenen Radikanden, gehen nach
links bis zur Randleiste und finden dort den Wert 7,5. Die zweite Stelle nach dem
Komma finden Sie, wenn Sie von der Zahl 56,85 senkrecht nach oben bis zur oberen
Randleiste gehen, wo Sie als letzte Stelle die Ziffer 4 ablesen.

Also 156,85 = 7,54 .

Machen Sie sich diese Zusammenhénge an Ihrer Tafel eingehend klar!

Damit Sie beim Aufsuchen der Tafelwerte grobe Fehler vermeiden, empfiehlt es sich,
das Ergebnis vorher iiberschlagsweise zu bestimmen. Fiir Lehrbeispiel 40 wiirden
Sie folgendermafien rechnen:

/56,85 ~ /64 = 8.
In dieser GroBenordnung miifite dann das Ergebnis liegen.

Sie kénnen aber auch nach dem Aufsuchen des Tafelwertes eine Uberschlagsrech-
nung als Probe anschlieflen, indem Sie rechnen:

7-7=49.

Diese Zahl liegt in der GréBenordnung des Radikanden.

Wenn Sie bei jeder Aufgabe selbstindig diese Uberschlagsrechnung durchfiihren,
erlangen Sie die Rechensicherheit, die in der Mathematik unerldflich ist.
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5.2 Das Bestimmen beliebiger Quadrate, Kuben, Quadrat- und Kubik-
wurzeln mit Hilfe der Tafeln

5.21 Das Bestimmen der Quadrate (der 2. Potenzen)

Wie Sie sehen, macht es keine Schwierigkeit, die Tafelwerte aufzuschlagen, wenn der
gegebene Wert in der Spalte » bzw. im Inneren der Tafel zu finden ist. Wie ist es
aber, wenn Thnen eine Zahl gegeben ist, die Sie nicht in der Tafel finden? An-
genommen, Sie sollen 0,646% oder }/0,646 bestimmen.

Wir erweitern die gestellte Aufgabe und bestimmen die Quadrate von 0,0646; 0,646;
6,46; 64,6; 646 und 6460.

Durch Multiplizieren ergibt sich:

0,0646% = 0,00417316
0,6462 = 0,417316
6,462 = 41,7316
64,62 = 4173,16
6462 = 417316
64602 = 41731600

Wie Sie sehen, erhalten Sie in jedem Fall die gleiche Ziffernfolge, die Werte unter-
scheiden sich nur durch die Stellung des Kommas. Sie erkennen folgende wichtige
Regel:
Verschiebt man das Komma in einer Zahl (») um 1, 2, 3, ... Stellen nach
links bzw. rechts, so verschiebt sich im Quadrat dieser Zahl (n?) das Komma
um 2, 4, 6, . .. Stellen nach links bzw. rechts.

Unter Beachtung dieser Regel kénnen Sie nun mit Hilfe Threr Quadrattafel zu jedem
gegebenen Wert das Quadrat angeben.

Eine Beschrdnkung bietet allerdings zunéchst die Stellenzahl der Tafel. Sie miissen also
unter Umstédnden die gegebene Zahl auf die Stellenzahl der betreffenden Tafel runden.

Lehrbeispiel 41
Bestimmen Ste 0,00572.’

Loésung:

Sie verschieben das Komma der gegebenen Grundzahl, bis eine Zahl vorliegt, die
in der Tafel unter » zu finden ist. Hier gelangen Sie durch Verschieben des Kommas
nach rechts z. B. zur Zahl 5,7.

Dann finden Sie 5,72 = 32,49. Nunmehr wenden Sie die obige Kommaregel an.
Um von 5,7 auf 0,0057 zu kommen, muf3 das Komma um drei Stellen nach links
geriickt werden, folglich muB im Quadrat das Komma um sechs Stellen nach links
riicken. So erhalten Sie

0,0057% = 0,00003249 .

Zum gleichen Ergebnis kommen Sie, wenn Sie in einer Tafel von der Zahl n = 57
ausgehen.
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Lehrbeispiel 42
Bestivmmen Ste 81502/

Losung:

8,152 = 66,42
8150 = 66420000

5.22 Das Bestimmen der Kuben (der 3. Potenzen)

Wir gehen in derselben Weise vor wie beim Aufsuchen der Quadrate und errechnen:

0,06463 = 0,000269586136
0,646 = 0,269586136
6,463 = 269,586 136
64,63 = 269586,136
6463 = 269586136
64603 = 269586136000

Hieraus ergibt sich als Regel:

Verschiebt man das Komma in einer Zahl (n) um 1, 2, 3, ... Stellen nach
links bzw. rechts, so verschiebt sich im Kubus dieser Zahl (23) das Komma
um 3, 6, 9, . . . Stellen nach links bzw. rechts.

Lehrbeispiel 43
Bestimmen Sie 0,0573!

Loésung:
573 = 185,2
0,0573 = 0,0001852

5.23 Das Bestimmen der Quadratwurzeln
Bestimmen Sie die folgenden Quadratwurzeln:
Y0,04; Y0,4; Y/4; y40; Y400; y4000!
Sie wissen bereits, daBl 2% = 4 ist, folglich ist }/I =2.

Y40 liegt zwischen 136 = 6 und }49 = 7. Folglich muB der Wert von 140 zwischen
6 und 7 liegen. Es ist 40 = 6,32456.

Y400 = 20, denn 202 = 400.

}/4000 liegt zwischen }/3 600 = 60 und }/4 900 = 70, also der Wert von }/4 000 zwischen
60 und 70.
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Ahnlich verfahren Sie auch mit den iibrigen Quadratwurzeln und erhalten:

70,04 = 02

jo4 = 0,632456
& =2

j40 = 6,32456
Y400 =20

Y4000 = 63,2456

Wie Sie aus diesen Quadratwurzelwerten erkennen, treten hier zwei verschiedene
Ziffernfolgen auf, und zwar erhalten Sie bei Verschiebung des Kommas im Radi-
kanden um eine Stelle jeweils die andere, bei Verschiebung des Kommas um zwei
Stellen jeweils die gleiche Ziffernfolge. Es gilt deshalb als Kommaregel:

Yerschiebt man das Komma des Radikanden um 2, 4, 6, . . . Stellen nach links
bzw.rechts, so verschiebt sich im Quadratwurzelwert das Kommaum 1, 2, 3, . . .
Stellen nach links bzw. rechts.

Beachten Sie, dal man, um einen fiir das Nachschlagen passenden Wert zu erhalten,
das Komma im Radikanden stets nur um 2, 4, 6, ... Stellen, also um eine gerade
Anzahl von Stellen, verschieben darf!

Lehrbeispiel 44

Bestimmen Sie Y6300 und 0,063/

Losung:
In der Tafel finden Sie V63 = 7,93725
/6300 = 79,3725

In der Tafel finden Sie 16,3 = 2,51
10,063 = 0,251

Ein genaueres Ergebnis ist 0,250998. Sie sehen also, daBl der gerundete Wert eine
hinreichende Genauigkeit gewéahrleistet.

Lehrbeispiel 45
Bestimmen Sie Y986 und 10,986/

Loésung:

9,86 = 3,14 198,6 = 9,93
Y986 = 31,4 70,986 = 0,993
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5.24 Das Bestimmen der Kubikwurzeln

Bestimmen Sie folgende Kubikwurzeln:
3____ 3___ 3___ 3_ 3 __ 3___ 3 ____
7/0,008; 70,08; 7/0,8; 1/8; 1/80; y800; }/8000!
3_
Sie wissen bereits, daB 23 = 8 ist, folglich ist }/8 = 2.

3__ 3__ 33 3

1/80 liegt zwischen /64 und 125. /64 =4, denn 43=64, und }/125 = 5, denn 53 = 125,
3

Folglich muB der Wurzelwert der Kubikwurzel /80 zwischen 4 und 5 liegen. Es ist

3 —

/80 = 4,3089.

3 3___ 3 3____ 3
1/800 liegt zwischen 729 und }1000. 729 = 9, denn 9% = 729, und 1000 = 10,
3
denn 10%= 1000. FolglichmuB der Wurzelwert der Kubikwurzel /800 zwischen 9 und 10
3,
liegen. Es ist /800 — 9,2832.

3
/8000 = 20, denn 20° = 8000.

Ahnlich verfahren Sie auch mit den iibrigen Kubikwurzeln und erhalten:
3____

/0,008 = 0,2

| J—
/0,08 = 0,43089

08 = 0,92832
B =2

f/% = 4,3089

?’% = 9,2832
?/S(W =20

Hier erhalten Sie also drei Ziffernfolgen. Als Kommaregel gilt:

Verschiebt man das Komma des Radikanden um 3, 6, 9, . . . Stellen nach links
bzw. rechts, so verschiebt sich im Kubikwurzelwert das Kommaum 1,2, 3, . ..
Stellen nach links bzw. rechts.

Hier diirfen Sie also das Komma des Radikanden stets nur um3, 6, 9, . ..Stellen ver-
schieben!

Lehrbeispiel 46
3 8 3____
Bestimmen Ste 10,7; Y70000; 10,007/
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3 3 __
/700 = 8,88 770 = 4,1213
3, 3 __
0,7 =0,888 /70000 = 41,213
9,888 I 2halo
3 —
7 =1,9129

| J—
10,007 = 0,19129

Beim Rechnen sind Ihnen meist Werte mit einer bestimmten Ziffernzahl und damit
mit einer bestimmten Genauigkeit gegeben. Diese Ziffernzahl miissen Sie nach Mog-
lichkeit in der Rechnung beibehalten. Die in der Rechnung mdgliche Ziffernzahl
hingt von der verwendeten Tafel ab. Mit einer vierstelligen Tafel konnen Sie ge-
nauere Werte aufschlagen als mit einer dreistelligen Tafel. Sie konnen allerdings
durch Anwendung eines besonderen Rechenverfahrens, das man ,,Interpolieren‘?)
nennt, also durch Einschalten von Zwischenwerten, iiber die in der Randleiste der
Tafel unmittelbar gegebene Ziffernzahl hinausgehen und dadurch gréBere Genauigkeit
in Ihren Rechnungen erreichen.

Beim praktischen Rechnen werden Sie allerdings bei Quadrat- oder Kubiktafeln
kaum interpolieren. Stehen die gesuchten Werte nicht in der Tafel, so werden Sie
in beiden Fillen meist mit Abschétzen auskommen..

Zusammenfassung

In der Rechenpraxis verwendet man hiufig Tafeln, um Rechenarbeit einzusparen.
Am gebriuchlichsten sind die Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen, der Quadrat-
und Kubikwurzeln, der Kreisumfinge und Kreisflichen sowie der Kehrwerte.
Die Tafeln der Quadrate (Kuben) konnen gleichzeitig zum Aufschlagen der Quadrat-
wurzeln (Kubikwurzeln) verwendet werden und umgekehrt.
Um alle gegebenen Werte aufschlagen zu konnen, miissen folgende Kommaregeln
beachtet werden:
a) Verschiebt man das Komma in einer Zahl um 1, 2, 3, . .. Stellen nach links bzw.
rechts, so verschiebt sich das Komma
im Quadrat dieser Zahl um 2, 4, 6, . . . Stellen,
im Kubus dieser Zahl um 3, 6, 9, . . . Stellen nach links bzw. rechts.

b) Verschiebt man das Komma im Radikanden

einer Quadratwurzel um 2, 4, 6, . . . Stellen,
einer Kubikwurzel um 3, 6, 9, . . . Stellen nach links bzw. rechts,
so verschiebt sich im Wurzelwert das Komma um 1, 2, 3, ... Stellen nach links
bzw. rechts.
Ubungen
Lesen Sie folgende Werte in der Tafel ab! )
103. a) 840* b) 4,26* c)76,2? d) 0,234?
104. a) 783 b) 167002 ¢) 0,003282 d) 0,0262

1) lat. snterpolare, abéndern, einschalten.
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105. a) 4808 b) 6,713 c) 28,5 d) 0,157

106. a) 2763 b) 17302 ¢) 0,009 67° d) 0,083°

107. a) Y7800 b)Y85,75 c) Y3434 d) 161010

108. ) J0,02016 ) J0,002016 c) 1888 d) Y887400

109. a)i’/(ftiﬁ bﬁm c)?m d)?/m

110. o) Y2515 b) J0,02515 ¢) }89310000 4)10,000893 1

Ermitteln Sie folgende Werte durch Abschitzen der Zwischenwerte!

111. a) 44,65° b) 0,1625° ¢) 53,05° ) 0,8245°

112. a) {8865 b) 10,6307 c) 7/%1'566‘ d) ?/0—,0—2@9
[10]

6 Die Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten

6.1 Einfache Bestimmungsgleichungen ersten Grades mit einer
Unbekannten
Sie haben bereits vielfach das Gleichheitszeichen benutzt, um auszudriicken, daB
zwei durch das Gleichheitszeichen verbundene Ausdriicke den gleichen Wert be-
sitzen, z. B. fiir

3+4=17
at+b=b+a
17— (11 —3)=17—11 4+ 3
1_3
2 6
(@ +b) (c+ d) = ac+ ad + bec + bd

usw.
Sie stellen fest:
Eine Gleichung besteht aus zwei gleichwertigen Zahlenausdriicken, die durch ein
Gleichheitszeichen verbunden sind (= wird gelesen ,,gleich* und nicht ,,ist gleich‘).
Beachten Sie, daf die beiden Ausdriicke den gleichen Wert haben miissen, in ihrer
Form aber verschieden sein konnen.
Eine Gleichung kann durch eine Waage, die sich im Gleichgewicht befindet, ver-
anschaulicht werden. Die beiden Waagschalen stellen die beiden Seiten der Gleichung
dar, die Gewichte auf den beiden Waagschalen die Glieder der beiden Seiten.
.Bei einer Waage kénnen Sie die beiden Waagschalen mit ihren Gewichten miteinander
vertauschen, ohne dafl das Gleichgewicht verlorengeht.
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Auch bei einer Gleichung gilt:
Die Seiten einer Gleichung diirfen vertauscht werden.

Man unterscheidet verschiedene Arten von Gleichungen. So nennt man die oben
angefiihrten Gleichungen identische!) Gleichungen. Will man eine identische Glei-
chung als solche kennzeichnen, dann schreibt man an Stelle des Gleichheitszeichens
das Zeichen fiir die Identitdt (=, gelesen ,,identisch gleich‘‘), z. B.

3a +4a="Ta.

Von grofiter Bedeutung sind in der Mathematik die Bestimmungsgleichungen. Thr
Wesen seian einem Beispiel erldutert:

Von welcher Zahl muf3 7 subtrahiert werden, damit man 11 erhdlt?

Wir sollen also von einer noch unbekannten Zahl die Zahl 7 subtrahieren, und die
Differenz soll den Wert 11 haben. Wir driicken diesen Sachverhalt kurz durch eine
Gleichung aus, wobei wir fiir die noch unbekannte Zahl den Buchstaben x setzen:

x—T7=11.

Diese Gleichung ist nur dann ,,richtig®, wenn man fiir « einen ganz bestimmten
Wert, hier die Zahl 18, einsetzt.

Den Vorgang des Bestimmens des Wertes von « nennt man das Lisen der Gleichung.
Das geschieht in der Weise, dafl die Gleichung so umgeformt wird, dafl die Unbe-
kannte auf der einen Seite allein steht, wiahrend sich alle iibrigen Glieder auf der
anderen Seite befinden.

Das Ergebnis, in unserem Beispiel z = 18, ist die Losung der Gleichung.

Um sich von der Richtigkeit der gefundenen Losung zu iiberzeugen, setzt man den
ausgeréchneten Wert der Unbekannten in die vorgelegte Gleichung ein. Ist die
Losung richtig, so miissen beide Seiten denselben Wert ergeben.

Fiir das angefiihrte Beispiel ergibt sich

auf der linken Seite: 18 — 7 = 11; auf der rechten Seite: 11
Vergleich: 11 = 11

Diese Kontrolle der Losung gehért zum vollstindigen Lésungsweg einer Gleichung,
sie wird mit Probe bezeichnet.

Bestimmungsgleichungen sind also Gleichungen, bei denen aus den Beziehungen zu
bekannten Groflen der Wert einer oder mehrerer unbekannter Grofen - kurz Un-
bekannte genannt - zu ,,bestimmen‘ ist. Die Unbekannten werden in der Mathematik
meist mit den letzten Buchstaben des Alphabetes (, ¥, z) bezeichnet.
Bestimmungsgleichungen werden nach der Anzahl ihrer Unbekannten eingeteilt. Es
gibt Gleichungen mit einer, mit zwei und mehreren Unbekannten. Der Grad einer
Gleichung richtet sich nach der hochsten Potenz, in der die Unbekannte auftritt.

Beispiele:
3z + 2 = 14 Gleichung ersten Grades (lineare Gleichung),
x2 — 5z + 6 =0 Gleichung zweiten Grades (quadratische Gleichung),
2 —222 —5x + 6 =0 Gleichung dritten Grades (kubische Gleichung).

1) lat. ¢dem, dasselbe.
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Wir befassen uns in diesem Ka-
pitel mit Gleichungen ersten Gra-
des mit einer Unbekannten. X
Da eine Gleichung mit einer im [5]
Gleichgewicht befindlichen Waa-
ge vergleichbar ist, kénnen Sie
wie bei dieser auf beiden Seiten
gleiche GroBen hinzufiigen (ad-

500

dieren) oder wegnehmen (subtra-
hieren), ohne das Gleichgewicht —
(die Gleichheit) zu stéren. Bild 10

Betrachten Sie Bild 10! Die

Waage befindet sich im Gleichgewicht. Auf der linken Seite befinden sich ein Ge-
wicht von unbekannter GroBe und ein Gewicht von 50 g, auf der rechten Seite be-
findet sich ein Gewicht von 500 g. Die Gleichung lautet also

z 4+ 50 g=500g.

Die Waage bleibt im Gleichgewicht, wenn wir links und rechts gleiche Gewichte
wegnehmen. Die Gleichung bleibt deshalb richtig, wenn wir links und rechts zugleich
50 g subtrahieren:

z+50g—50g=500g—50¢g

Die Losung lautet x=450g
Probe: z+ 50g=2>500g
450 g + 50¢g | 500 g

500 g =500 g

Da Sie noch nicht wissen, ob die berechnete Losung richtig ist, trennen Sie zunéchst
beide Seiten der Gleichung durch einen senkrechten Strich. Ist die Losung richtig, dann
wird in der letzten Zeile der Probe das Gleichheitszeichen gesetzt, im anderen Falle das
Zeichen fir ungleich ==.

Bei allen Umformungen zum Lésen von Gleichungen wird ein einziges Gesetz an-
gewendet. Das ist das Grundgesetz der Gleichungslehre:

Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man auf beiden Seiten die gleiche Rechenart
mit dem gleichen Zahlenwert ausfiihrt.

Da bei linearen Gleichungen die Bindung der Unbekannten an bekannte Zahlenwerte
nur durch die vier Grundrechenarten (Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division) erfolgt, lauten die speziellen Regeln fiir das Rechnen mit linearen Glei-
chungen:

Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man auf beiden Seiten
gleiche Zahlenwerte subtrahiert,
gleiche Zahlenwerte addiert,
durch gleiche Zahlenwerte dividiert oder
mit gleichen Zahlenwerten multipliziert.
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Die folgenden Lehrbeispiele zeigen, wie Gleichungen ersten Grades mit einer Un-
bekannten mit Hilfe der vorstehenden Regeln gelost werden.

Lehrbeispiel 47
z 412 =30
Lésung:
Die Unbekannte ist an einen Summanden (- 12) gebunden. Sie isolieren die Un-

bekannte, indem Sie die entgegengesetzte Rechenart, die Subtraktion, anwenden.
Sie miissen also auf beiden Seiten die Zahl 12 subtrahieren.

z+ 12— 12 =30 — 12

x =18
Probe: x + 12 = 30 Ausgangsgleichung
18 4 12 | 30 Losung eingesetzt

30 = 30

Lehrbeispiel 48
z—3a = 2a + 5b

Loésung:
Sie addieren auf be‘iden Seiten 3a.
z—3a + 3a = 2a + 5b + 3a

z = 5a + 5b
z=2>5(a+b)
Probe: z—3a = 2a + 5b

5(a +b) —3a | 2a + 5b
5a+ 5b—3a | 2a + 5b
2a 4 5b = 2a 4 5b

Lehrbeispiel 49
a—z=1»
Losung:
Diesmal ist die Unbekannte selbst Subtrahend. Es bestehen hier zwei Wege.
1. Weg:

Sie addieren auf beiden Seiten x.
a—zx+zxz=bb+ =z
a =b+ =z
Jetzt subtrahieren Sie auf beiden Seiten b.
a—b=b+zxz—0b
a—b==x
Sie vertauschen noch beide Seiten der Gleichung.
xr=a—b
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2. Weg:
Sie subtrahieren auf beiden Seiten a.

a—zx—a=b—a

—zx=b—a
Sie multiplizieren, da Sie ja # und nicht (— z) berechnen wollen, beide Seiten der
Gleichung mit (— 1); denn (— 1) (— 2) = =.
(1) (—2)=(—1)(b—a)
xr=—>b++a

Die rechte Seite geordnet: z=a—b
Fiihren Sie die Probe durch!

Aus dem Grundgesetz der Gleichungslehre und den bisher gerechneten Beispielen
ergeben sich praktische Folgerungen, deren Beachtung zur Verkiirzung des Losungs-
weges beitriagt:

Ein Summand in einer Gleichung wird zum Subtrahenden auf der anderen Seite der
Gleichung; ein Subtrahend der einen Gleichungsseite wird zum Summanden auf der
anderen Seite der Gleichung.

Beispiel: In z4+12=30 (vgl. Lehrbeispiel 47)
wird aus dem Summanden (-+ 12) der linken Seite der Subtrahend (— 12) auf der
rechten Seite:

z=30—12
r=18
Lehrbeispiel 50
3z—2a + 3b=2x2 4 3a—2b
Lésung:

Sie ordnen die Glieder der Gleichung, d. h., Sie bringen die z-Glieder auf die eine
Seite, alle anderen auf die andere Seite.

3x—2x=3a—2b + 2a —3b
z = 5a—5b
x=1>5(a—Db)

Fiihren Sie die Probe selbst durch! Beachten Sie dabei aber immer, daBl bei der
Probe jede Seite fiir sich ausgerechnet werden mufl. Wenn Sie das nicht tun, sondern
bei der Probe dieselben Umformungen der Gleichung vornehmen wie beim Losen,
dann koénnten Sie einen eventuell dort unterlaufenen Fehler hier wiederholen, und
das Ergebnis der Probe wiirde nur scheinbar die Richtigkeit der Losung bestétigen.
AuBlerdem ist die Probe stets an der Ausgangsgleichung durchzufithren, da sich ja
bei einer umgeformten Gleichung bereits Fehler eingeschlichen haben konnen.

Obwohl im letzten Beispiel die Unbekannte x in mehreren Gliedern auftrat, ergab
das Zusammenfassen der z-Glieder die gesuchte Gréfe # unmittelbar. Dieser einfache
Fall muB} nicht immer eintreten, wie das folgende Lehrbeispiel zeigt.
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Lehrbeispiel 51

Losung:
Ordnen: 4 —2x =—5 4 13
Zusammenfassen: 2¢ =

Um z zu isolieren, miissen Sie beide Seiten der Gleichung durch den Koeffizienten
von z, hier durch 2, dividieren.

2z 8
2 2
r=4
Probe: 4-4—13 | 2:4—5
16 — 13 ‘ 8 —5
3=3

An diesem Beispiel haben Sie die dre: Schritte erkannt, aus denen sich grundsétzlich
der Lésungsweg zusammensetzt:

1. Die Glieder ordnen.

2. Die gleichartigen Glieder zusammenfassen.

3. Die Unbekannte isolieren.

Treten in der Ausgangsgleichung additive oder subtraktive Klammern auf, in denen
die Unbekannte steht, so sind in der Regel erst die Klammern aufzuldsen, bevor mit
dem Ordnen begonnen werden kann.

Lehrbeispiel 52
68 — 142 — (13 —2z)] = 162 — [156 — (x — 3)]
Loésung:
Sie 16sen zunichst die Klammern auf (die inneren zuerst):
68 — [142x — 13 + 2z] = 162 — [15 — = + 3].

Bevor Sie die eckigen Klammern auflosen, empfiehlt es sich, die gleichartigen Glieder
in den Klammern zusammenzufassen. Sie konnen dann mit einer kleineren Anzahl
von Gliedern weiterrechnen.

68 — [16x — 13] = 16z — [18 — x]
68 —16x -+ 13 =162 — 18 + =

Auch hier fassen Sie auf beiden Seiten erst die gleichartigen Glieder zusammen,

bevor. Sie ordnen.
81 —16x = 172 — 18

Ordnen: 81 + 18 =17z + 16x
Zusammenfassen : 99 = 33z

x isolieren: 3=z

Seiten vertauschen: z=3

Fiihren Sie die Probe selbst durch!
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Lehrbeispiel 53

%x—a—2b=x—5a—l—b

Loésung:

Sie formen in diesem Falle am besten so um, daB die rechte Seite nur aus z-Gliedern,
die linke nur aus z-freien Gliedern besteht. Dann wird der Koeffizient von z positiv,
da rechts das z-Glied mit dem groBeren Koeffizienten (1) steht.

—a—2b+5a—b:x—~i x

4a—3b=%x

z ist hier mit dem Faktor —- behaftet. Den gewunschten Faktor 1 fiir « erhalten Sie,
1ndem Sie die beiden Glelchungsselten durch »4— dividieren, also mit dem Kehrwert

von -, d. h. mit 4, multiplizieren.

4 bl

1 . . .. .
Sie kénnen e auch als % schreiben und sagen: z ist mit dem Divisor 4 behaftet. Dieser

wird beseitigt, indem man auf die beiden Seiten der Gleichung die entgegengesetzte
Rechenart mit dem gleichen Zahlenwert anwendet, d. h., indem man die beiden Seiten

der Gleichung mit 4 multipliziert.

Sie erhalten: 4 (4a—3b) ==

Die Seiten vertauscht: x =4 (4a — 3b)
Fiihren Sie auch hier die Probe selbst durch!

Auch bei diesen Beispielen ergeben sich aus dem Grundgesetz der Gleichungslehre
praktische Folgerungen:

Ein Faktor der einen Gleichungsseite wird zum Divisor der anderen Seite der Gleichung ;
ein Divisor der einen Gleichungsseite wird zum Faktor auf der anderen Seite der Gleichung.

Lehrbeispiel 54

1 1 1
R
.. 1 1 1
Loésung: g—x—%xz——F Probe:é»x-i—F:-—;—x
1 1 1 1 1 1
"’(3 '2‘)_"_”6‘ 3‘+’6“‘§
(2—3)_ 1 2411
7o )T "6 6 |2
S SV 1 _3_’1
67 6 6|2
1 1
2= T3
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Zusammenfassung

In einer Gleichung diirfen die Seiten vertauscht werden.
Alle Umformungen von Gleichungen erfolgen durch Anwendung des Grundgesetzes
der Gleichungslehre:
Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man auf beiden Seiten die gleiche Rechen-
art mit dem gleichen Zahlenwert ausfiihrt.
Oder zur Verkiirzung des Rechnungsweges anders ausgedriickt:
In einer Gleichung kann eine Grofe von der einen Seite auf die andere Seite
der Gleichung gebracht werden, indem man ihr dort das Zeichen der entgegen-
gesetzten Rechenart gibt.
Die Schritte beim Losen einer Gleichung sind:
1. Die Glieder ordnen.
2. Die gleichartigen Glieder zusammenfassen.
3. Die Unbekannte isolieren.
Klammern, in denen die Unbekannte steht, sind in der Regel vorher aufzulosen.

Ubungen

1

113.a) © + 22 = 50 o+ 5=

d)x— 5b=3,6b

)lg—z=3

114. )9z + 4a — 3b = 10z — 6a + 2b
b)14x 4 15a + 7b + 62— 13b = 19z + 3a — 12b

115. a) 13z = 52 b)50 = 2,5z ¢) =5 a)r_2

116. a) 22 + 7 = 13 b)1=7—6z
117. Isolieren Ste nacheinander R und I aus der Gleichung U = R - I!
118. Isolieren Sie g aus den Gleichungen a) v=g-t; b) s = %tz.’
119. a) 82— 7 + 122 =17 — 142 — 17

b) 6z +5—3z+24+92=2—5+8z+3

120. a) ax—b=bxr—a
b) 14ax—4a + 7b = 8a — 5b + 8ax

121. a) 51 —[14z + (32— 2)] = 122 — [(4x + 3) — 6]

b) 8x—[8b+ Ba—2x)]}—x=12a — {13z — [42 — (22 — 7b)}}
122. a) 30 —4 (z —8) = 2,5z + 6 (1,bx —4) — 7

b) 5a—[2x+9)—3(x—2)]=5—(8—22)
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6.2 Losen von schwierigeren Gleichungen

In den bisherigen Beispielen trat die Unbekannte x als Summand (z + a), Minuend
(x — a), Subtrahend (@ — z), Faktor (az) und als Zihler eines Bruches (%) auf;

die Bindung war meist einfacher Art. Ist die Unbekannte « in einer Gleichung aber
auf mehrfache Weise an andere Grofen gebunden, dann muB8 die Reihenfolge der
Losungsschritte gut iiberlegt werden.

Am besten erkennen Sie die Reihenfolge der vorzunehmenden Rechenoperationen,
wenn Sie die Bindung der Unbekannten an die bekannten Glieder der Gleichung
untersuchen.

Beispiele:
In 3x—5=4

ist 1. z durch Multiplikation mit 3 verbunden,
2. das Produkt 3z durch Subtraktion mit der 5.

Sie berechnen z, indem Sie es Schritt fiir Schritt von den GroBen befreien, mit denen
es behaftet ist, Sie ,,schéilen” gewissermaflen die Unbekannte hera,us.,Da.mit ist
bereits gesagt, dal Sie - wie bei jedem Schélen - von auflen beginnen miissen. Fiir
die Gleichung bedeutet es, dafl zuerst die weiteste Bindung (also der Subtrahend 5),
zuletzt die engste Bindung (der Faktor 3) beseitigt wird.
Zuerst muB in der Gleichung 3x—5=4
das Produkt 3z von dem Subtrahenden 5 befreit werden. Durch Addieren von 5
auf beiden Seiten der Gleichung (Addition als Umkehrung der Subtraktion) er-
halten Sie

3x=4+5

3z=9
Jetzt kann die am engsten, ndmlich durch Multiplikation, an das = gebundene 3

beseitigt werden, indem Sie beide Seiten der Gleichung durch 3 dividieren (Division
als Umkehrung der Multiplikation):

3z=9 | :3
9
T=3
x=3
Probe!
Als weiteres Beispiel betrachten Sie die Gleichung
3z 45
g — =1-

Hier ist 1. 2 durch Multiplikation mit 3 verbunden,

2. das Produkt 32 durch Addition mit der 5,

3. die Summe 3z + 5 durch Division mit der 2.
Damit sind die vorzunehmenden Operationen sowie ihre Reihenfolge bereits fest-
gelegt.
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1. Beide Seiten der Gleichung miissen mit 2 multipliziert werden:

3z +5

g — = 7] -2
3x4+5=17-2
3x+5=14
2. Auf beiden Seiten der Gleichung mu8l 5 subtrahiert werden:
3x=14—5
3z =29
3. Beide Seiten der Gleichung miissen durch 3 dividiert werden:
3z=9 | :3
=2
3
x=3

Probe:
Beachten Sie (vgl. 6.1), daB die Probe stets an der Ausgangsgleichung durchzu-
fithren ist.

3z 45
5 =17
3:34+5
2 7
7=1

In den folgenden Lehrbeispielen geben die rechts neben der Gleichung hinter dem
senkrechten Strich stehenden Rechenzeichen und Zahlen die jeweils mit beiden
Seiten ‘der Gleichung durchzufiihrende Umformung an.

Lehrbeispiel 55

7=04x -+ 13
Lésung: 7=04x + 13 | —13
7—13=04z
—6=04x l:0,4
—6
m‘—x
— 15 =2z
r=—15
Probe: 7104 (—15) + 13
7| —6 4+ 13
7=1
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Lehrbeispiel 56

y aa:;:—m=b
ésung:
aw:m=b | “n
ax 4 m=bn | —m
ax =bn—m | :a
x=bn—m

Fiihren Sie die Probe selbst durch!

Nun sollen Bestimmungsgleichungen gelost werden, in denen multiplikative Klam-

mern auftreten.

Klammern setzt man, um anzugeben,

1. daB} die in ihnen stehenden Ausdriicke zuerst zu berechnen sind,

2. daB eine Rechenart niedérer Stufe vor einer Rechenart hoherer Stufe ausgefiihrt
werden soll.

In diesem Zusammenhang ist es wichtig zu wissen, dafl der Bruchstrich eine Klammer

ersetzt.

Sie schreiben z. B. 2 a—_g—b =d.

Fallt beim Umformen der Gleichung der Bruchstrich weg, so miissen im Zahler bzw.
im Nenner stehende Summen in Klammern gesetzt werden. Multiplizieren Sie in der
vorstehenden Gleichung beide Seiten mit ¢, so ist zu schreiben

2 (a + b) = cd.

Beim Losen von Bestimmungsgleichungen mit Klammern sind im wesentlichen drei
Fille zu unterscheiden. Die Unbekannte steht

1. nur auBBerhalb der Klammer,
2. nur in der Klammer,
3. in und auBlerhalb der Klammer.
Steht die Unbekannte nur auferhalb der Klammer, so stort die Klammer beim Iso-

lieren der Unbekannten nicht. Sie rechnen - wie im folgenden Lehrbeispiel - mit
dem Klammerausdruck wie mit jedem anderen Faktor.

Lehrbeispiel 57
2 (@ —b) = x (a* — b?)

Loésung:
2(a—0b) = x(a®—b2) :(a®— b?)
2 (a—b)
az(— o
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Die Seiten vertauscht und (a? — b2) in die Faktoren (& + b) und (@ — b) zerlegt

. 2(a—0)
T (@+b)(a—b)
und gekiirzt ergibt
2

T Taxb

Lehrbeispiel 58
z@a@a+2)4+z(a@a—3)=2—4a

Loésung:

Sie fassen auch hier die Glieder mit der Unbekannten zusammen. Stehen, wie in
dieser Gleichung, allgemeine Zahlsymbole als Faktoren bei x, so geschieht das Zu-
sammenfassen, indem man z aus allen Gliedern ausklammert. Da die vorgegebene
Gleichung bereits geordnet ist - alle Glieder mit x stehen links, alle ohne z stehen
rechts - kann x sofort ausgeklammert werden.

zla+2) +@—3)]=2—4a
z(2a—1)=2—4a :(2a—1)

_ 2—4a
~ 2a—1

Sie konnen diesen Ausdruck noch weiter vereinfachen, indem Sie auf der rechten
Seite im Zihler (— 2) ausklammern und dann den Faktor (2a — 1) kiirzen.

g —2(=1+20) _ —2(a—1
T 2a-—1 - 2a—1
r=—2
Probe: z@+2)+z(@—3)=2—4a

—2@+2)—2@—3) | 2—4a
—20—4—2a+6 | 2—4a
2—4a =2—4a

Sie erkennen an diesem Lehrbeispiel die durch Kiirzen méglichen Vereinfachungen.
Merken Sie sich deshalb fiir das Rechnen mit Gleichungen: Jeder Ausdruck, der
allgemeine Zahlsymbole enthélt, ist auf Ausklammern hin anzusehen! Wenn nicht
ausgeklammert werden kann, wenn also keine Faktoren gebildet werden konnen,
kann auch nicht gekiirzt werden.

Steht die Unbekannte nur in der Klammer, so mull die Klammer ausmultipliziert
werden, es sei denn, daBl durch anderweitiges Umformen der Gleichung die Klammer
iiberfliissig wird und weggelassen werden kann.

Lehrbeispiel 59
ab =c(x—1t)
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Losung:
1. Weg: Durch Ausmultiplizieren der Klammer erhalten Sie

ab=cx—ct | +ct

ab+ct=cx | :c
ab+ct=x
Cc
x=ab+ct
c
2. Weg: ab=c(x—1t) | :c
ab ,
ab
x:ﬂ—}—t

Dieses Ergebnis stimmt mit dem auf dem ersten Wege erhaltenen iiberein. Es kann
auf die gleiche Form gebracht werden:

Steht die Unbekannte nur in einer Klammer, so ist der zweite Weg zweckmaBiger.
Steht dagegen die Unbekannte in mehreren Klammern, so miissen die Klammern
ausmultipliziert werden.

Lehrbeispiel 60
m? + n? =m (z + n) —n (x — m)
Lésung:

Sie beseitigen zunichst die Klammern durch Ausmultiplizieren.
m2 4+ n2=mx + mn—nx + mn
Sie ordnen und klammern z aus:
m2 4 n?—2mn = x (m — n)
Auf der linken Seite setzen Sie:

m?—2mmn + n? = (m — n)?
Dann erhalten Sie:
(m —n)?=x(m—n) | :(m—mn)
m—n=2x
rT=m—n
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Steht die Unbekannte innerhald und auferhald der Klammer, so wird in den meisten
Fillen die Klammer ausmultipliziert werden miissen, um die z-Glieder ordnen und
zusammenfassen zu konnen. Nur in seltenen Féllen wird es méglich sein, durch
andere Umformungen die Klammer wegfallen zu lassen. Im folgenden Lehrbeispiel
ist dieser Weg neben dem des Ausmultiplizierens méglich.

Lehrbeispiel 61
ax =c(x—m)
Lo6sung:
1. Weg: Ausmultiplizieren:
ax = ¢ (x —m)
axr=cx—cm

ar—cx = —cm
z(@a—c)=—cm
—Ccm

T a—c¢

Es ist noch eine Verinderung méglich. Durch Erweitern des Bruches mit (— 1) er-
halten Sie
cm
T c—a

Beachten Sie, daB das Erweitern mit (— 1) nicht zu einer Vereinfachung gefiihrt
hitte, wenn im Nenner statt einer Differenz eine Summe gestanden hétte!

2. Weg: Isolieren der Klammer, die die Unbekannte enthilt:

ar=c(zr—m)| :c

axr ax
— =T —m _—— m
c c +
axr
m=xr— —
c
a
m=x<1—~—>
c
c—a c—a
m=x—~—) P
c c
[
m--——= =X
c—a
__cm
T c—a

Dieser Losungsweg wird meist - wie in unserem Beispiel - der unbequemere sein,
da durch das Isolieren der Klammer die andere in der Gleichung enthaltene z-Gréfie
eine fiir die weitere Rechnung unbequeme Form erhalt.

Sie erkennen also, dafl Sie besser zum Ergebnis kommen, wenn Sie erst die Klammern
ausmultiplizieren, die die Unbekannte enthalten, und dann die Gleichung ordnen.
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