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Vorwort zur 1. Auflage

Die Ergebnisse der speziellen Relativitdtstheorie gehéren zum experimen-
tell gesicherten Bestand der Physik. Ohne die Ergebnisse und Arbeits-
methoden der speziellen Relativitdtstheorie waren die vielfaltigen Ent-
wicklungen auf dem Gebiet der Atom- und Kernphysik undenkbar. Zum
Eindringen in das Versténdnis der modernen Physik sind deshalb Kennt-
nisse der Relativitdtstheorie eine notwendige Voraussetzung.

Das Buch ist fiir Zwecke der Aus- und Weiterbildung einschlieBlich des
Selbststudiums insbesondere der Lehrer geschrieben und wendet sich an
den Leserkreis, der die ,,Theoretische Physik** gar nicht oder nur in be-
scheidenem Umfang kennt.

Das Hauptanliegen dieses Buches soll es sein, dem Studierenden durch
moglichst elementare Darstellungen der Relativitdtstheorie einen Zugang
zu diesem physikalisch interessanten und wichtigen Gebiet zu ermdg-
lichen. Es werden nur einfachste mathematische Hilfsmittel verwendet;
bewuBt wird z.B. auf Vierervektoren, Determinanten, Matrizen und den
Tensorkalkiil verzichtet.

Die wichtigsten Ergebnisse werden iiberblicks- und geriistartig entwickelt.
In einem besonderen Teil werden ,,Aufgaben und Ubungen“ im einzelnen
behandelt. Darin werden erstens eine Anzahl von Anwendungsbeispielen
durchgerechnet und zweitens eine Reihe von ausfiihrlichen Herleitungen
gegeben, um einerseits den vorangestellten Uberblick zu entlasten und
andererseits dem Studierenden Gelegenheit zur Festigung und Anwendung
seiner Kenntnisse zu geben. In der Gesamtheit der Ubungen soll durch die
vorgenommenen Querverbindungen die logische Geschlossenheit des Ge-
dankensystems der speziellen Relativitdtstheorie hervortreten.

Das Eindringen in die allgemeine Relativititstheorie mit dem Ziel der selb-
standigen Anwendung der Ergebnisse und Arbeitsmethoden ist ohne die
Kenntnis der Tensorrechnung, der partiellen Differentialgleichungen und
der nichteuklidischen Geometric nicht moéglich. Im Hinblick auf das oben
genannte Anliegen kann deshalb nur ein elementarer Uberblick iiber die
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Denkmethoden und die wichtigsten Ergebnisse — ohne Anwendungen und
Ubungen — gegeben werden.

Es ist der besondere Wunsch des Verfassers, dal} die vorliegende elemen.
tare Darstellung den Leser zum Studium spezieller und weiterfithrender
Literatur anregen moge.

Fiir Korrekturen und Diskussionen sei Herrn Dr. E. GERTH (Zentralinstitut
fir Astrophysik der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin)
herzlich gedankt. Den Mitarbeitern des Verlages, Herrn Cheflektor
L. Boir, Frau Dipl.-Phys. G. Zaax und Frau H. FiscHER, sage ich fir die
jederzeit freundliche und verstindnisvolle Zusammenarbeit meinen besten
Dank.

Potsdam-Babelsberg, im Oktober 1968 Horst MELCHER

Vorwort zur 4. Auflage

Gegeniiber den vorangegangenen Auflagen wurden einige zusitzliche Ab-
schnitte aufgenommen und neuere Entwicklungen beriicksichtigt.

Moge das Buch weiterhin Briicke und Hilfe fiir die Studenten sein, die von
einfachen Physikkenntnissen rasch zu den Elementen der Relativitits-
theorie gelangen moéchten.

Hinweise jeder Art nimmt der Autor dankbar entgegen. Herrn Dr. Mar-
TIN STRATUSS (Institut fir reine Mathematik der Akademie der Wissen-
schaften der DDR) sei fiir eine Diskussion bestens gedankt. Besonders
herzlicher Dank gebiithrt Herrn Dr. sc. EwaLD GERTH (Zentralinstitut fir
Astrophysik der Akademie der Wissenschaften der DDR) fir das Lesen
von Korrekturen sowie fiir die Programmierung und Berechnung umfang-
reichen Tabellenmaterials zu den in diesem Buch enthaltenen Gleichungen.
Fiir die freundliche und angenehme Zusammenarbeit bin ich den Mit-
arbeitern des Verlages, Herrn Cheflektor Dr. L. Bowr, Frau Dipl.-Phys.
G. Zanx und Frau H. FiscHER sehr dankbar.

Potsdam-Babelsberg, im September 1972 Horst MELCHER
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Zum Begriffssystem der Relativitdtstheorie

Die Relativitdtstheorie stellt die physikalischen MeBergebnisse und Sach-
verhalte dar, die von einem bewegten Bezugssystem aus beurteilt werden.
Esist eine Alltagserfahrung, dall solche Angaben wie ,,links* und ,,rechts,
,, vorwarts“und ,,riickwérts®, ,,gro‘“und, klein‘ oder ,,Tag* und ,,Nacht
nur sinnvoll sind, wenn man ein geeignetes Koordinaten- oder Bezugs-
system dazu angibt. Diese Angaben sind vom Standpunkt (Geschwindigkeit
v = 0) des Beobachters abhingig. In den Maf@stiben des Weltalls sind
auch die Begriffe ,,oben* und ,,unten‘‘ relativ, d. h. von der Wahl des
Bezugs- oder Koordinatensystems abhingig. Damit ist einleuchtend, daB
fiir eindeutige Ortsangaben ein derartiges System erforderlich ist, wie z. B.
das Gradnetz auf einem Globus. Es ist aber auch ersichtlich, daB man
genausogut beliebige andere Bezugssysteme wéhlen kann, um die Lage
eines Ortes (Raumpunktes) anzugeben. An Stelle von rechtwinkligen
Koordinatensystemen!) kann man auch beliebig schiefwinklige Systeme
oder Systeme mit Polarkoordinaten benutzen.
Die Darstellung und Analyse der physikalischen Vorgéinge und Gesetz-
méBigkeiten von einem bewegten System aus ist nicht trivial und bereitet
anfinglich einige Schwierigkeiten. Es ist zu erwarten, daB die Beurteilung
physikalischer Tatbestdnde von der Geschwindigkeit » == 0 (und von der
Beschleunigung a) abhéngt, die zwischen zwei Systemen besteht, in
denen sich experimentierende Physiker befinden, die dieselben Versuche
durchfithren und nun gegenseitig die Ergebnisse und GesetzméaBigkeiten
fixieren und austauschen. Hierbei ist zunéchst festzustellen, dafl die phy-
sikalischen GesetzméifBigkeiten in den Systemen selbst unabhingig von-
einander dieselbe Form haben.
Von vornherein ist zu bemerken, dafl man die Informationen aus einem
anderen (bewegten) System durch das Licht erhalt, das fiir die Beobach-
1) Koordinatensysteme sind Darstellungshilfsmittel und haben an sich mit
den zu beschreibenden Gegenstanden und Vorgingen nichts zu tun.
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tungen und Messungen unerldfBlich ist. Dabei wird die Relativgeschwin-
digkeit v zwischen zwei bewegten Systemen in bezug auf die Lichtge-
schwindigkeit ¢ eine wesentliche Rolle spielen, insbesondere wenn v in die
GroBenordnung von ¢ kommt.

Zur Verschiedenartigkeit in der Beurteilung von Bewegungsgesetzméig-
keiten seien zwei Beispiele genannt.

1. Ein Tischtennisspiel lduft in derselben Weise in einem mit gleichblei-
bender Geschwindigkeit fahrenden Eisenbahnwagen ab wie auf einem
Platz an der Bahnstrecke. Wirft der Spieler im fahrenden Zug den Ball
senkrecht nach unten, so stellt der Beobachter am Bahndamm aller-
dings keine senkrechte Bewegung, d.h. keine Gerade der Flugbahn,
sondern eine Parabel fest. Die Frage, wer recht hat und wie die Bahn
,,wirklich‘‘ sei, ist sinnlos. Jeder hat von seinem Standpunkt (besser:
Bewegungszustand) aus recht. Die Bahnkurve ist keine absolute Grofie.
Ein Radfahrer sieht die von ihm getretenen Pedale eine Kreisbewegung
ausfithren, ebenso ein relativ zu ihm ruhender Beobachter, der in glei-
cher Hohe mit derselben gleichférmigen Geschwindigkeit mitfahrt.
Dem an der Fahrbahn stehenden Beobachter stellt sich die Form der
Pedalbewegung allerdings als Zykloide dar.

Damit ist ersichtlich, welche Rolle bewegte Bezugssysteme bei der Dar-
stellung physikalischer Sachverhalte spielen. Das bedeutet aber, daBl man
entsprechende Transformationen finden muf}, um die GesetzmaBigkeiten
zwischen den einzelnen Bezugssystemen umzurechnen.

In der Newtonschen Physik spielt der Begiff des Inertialsystems eine
grundlegende Rolle: Es handelt sich dabei um ein rdumliches Bezugs-
system, in dem fiur die Bewegung eines Massenpunktes (bei Verwendung
rechtwinkliger kartesischer Koordinaten) das Newtonsche Bewegungs-
gesetz in der Form , Kraft gleich Masse mal Beschleunigung® (¥ = ma)
gilt. Geht man mit Hilfe einer Umrechnungsbeziehung nach GALILEL
(Galilei-Transformation) zu einem anderen, gegeniiber dem ersten mit
geradlinig gleichformiger Geschwindigkeit v bewegten Bezugssystem iiber,
so ergibt sich fiir das Newtonsche Bewegungsgesetz wieder die gleiche
Form; es ist forminvariant (kovariant). Die Forminvarianz der Newton-
schen Bewegungsgleichung bei Galilei-Transformation bezeichnet man als
Galileisches Relativititsprinzip. Beim Ubergang zu beschleunigt bewegten
Bezugssystemen bestebt die Kovarianz nicht mehr.

Die grundlegenden Beziehungen der Elektrodynamik sind durch die
Maxwellschen Gleichungen gegeben. Wendet man auf diese Gleichungen
die Galilei-Transformationen an, so erweisen sie sich als nicht kovariant:
Hiernach wiirden elektromagnetische Erscheinungen von der Relativ-
geschwindigkeit » gegeniiber einem als (absolut) ruhend angenommenen
System abhidngen. Das aber steht im Widerspruch zur Erfahrung, wo-
nach alle Inertialsysteme gleichberechtigt sind.

o
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Die Maxwellschen Gleichungen sind jedoch kovariant gegeniiber der
Lorentz-Transformation.

Gemdl dem Prinzip von der Einheit der Physik, in der alle Teilgebiete
miteinander verbunden sind, wire es unbefriedigend, fiir zwei grund-
legende Gebiete der Physik (Mechanik und Elektrodynamik) zwei ver-
schiedene Transformationen anwenden zu miissen.

ArBERT EINSTEIN zeigte durch eine tiefgriindige Analyse des Newtonschen
Raum- und Zeitbegriffes, daB Denkgewohnheiten keine Denknotwendig-
keiten zu sein brauchen. Er fand aus der Raum-Zeit-Analyse die Lorentz-
Transformation und bewies, dafl die Newtonsche Mechanik so abgedndert
werden muBl, daB sie — wie die Elektrodynamik -- gegeniiber der
Lorentz-Transformation kovariant ist.

Die Untersuchung des unterschiedlichen Transformationsverhaltens der
mechanischen und elektrodynamischen Gesetze fithrte EINSTEIN zur
Formulierung zweier Prinzipien, die die Grundlage der speziellen Rela-
tivititstheorie (SRT) bilden.

1. Spezielles Relativitatsprinzip:

Alle gleichformig geradlinig bewegten Bezugssysteme sind gleichberech-
tigt und gleichwertig. In diesen Systemen (Inertialsystemen) laufen alle
physikalischen Erscheinungen in derselben Weise ab. Die Naturgesetze
haben in diesen Systemen die gleiche mathematische Form.

Mit anderen Worten: Es gibt kein Bezugssystem, das vor anderen in
irgendeiner Weise ausgezeichnet (oder unterscheidbar) wire. Damit exi-
stiert im besonderen kein absolut ruhendes System; es gibt nur relativ
zueinander in Ruhe befindliche Systeme. Jede Art von Bewegung ist nur
relativ, d. h., sie ist nur hinsichtlich eines Bezugssystems darstellbar.

Ein im abgeschlossenen Kasten experimentierender Physiker ist mit keinen
Mitteln imstande zu erkennen, ob sich der Kasten in Ruhe oder in gerad-
linig gleichformiger Bewegung befindet.

Das spezielle Relativitdtsprinzip gilt ausnahmslos fiir alle physikalischen
Disziplinen.

2. Prinzip von der Konstanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit :

Bei geradlinig gleichférmiger Bewegung zwischen Lichtquelle und Beob-
achter wird die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit unabhéngig von der Re-
lativgeschwindigkeit v zum selben Wert ¢ gemessen.

Dieses Prinzip beruht ebenfalls auf experimentellen Erfahrungstatsachen
(Michelson-Versuch) und bedarf keiner Interpretation.

Das auf diesen beiden Prinzipien aufgebaute Begriffssystem und die Ge-
samtheit der daraus gefolgerten Resultate stellen den Inhalt der SRT
dar.

Die Relativierung von Raum und Zeit fithrt konsequent auch zur Relativie-
rung der ,,Gleichzeitigkeit“: Es ist fiir zwei zueinander bewegte Beob-
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achter prinzipiell nicht moglich, zwei Ereignisse als (,,absolut) gleich-
zeitig festzustellen.

Das wesentlichste Ergebnis der SRT — nach EINsTeIN — ist die Aqui-
valenzbeziehung F = mc?.

Die tiefe Bedeutung der Lorentz-Transformation ist darin zu sehen, dal}
sie ein Kriterium darstellt, wonach die physikalischen Gesetze nur dann
allgemeingiiltig sind, wenn die Beziehungen gegeniiber dieser Transfor-
mation invariant sind. Um zu entscheiden, ob ein physikalisches Gesetz
allgemeingiiltig ist, wendet man das Relativitdtsprinzip als Kriterium an:
Man stellt das Gesetz mit Hilfe der Lorentz-Transformation fiir ein
anderes Inertialsystem dar. Bleibt dabei die mathematische Form des Ge-
setzes erhalten (forminvariant), so liegt ein allgemeingiiltiges Gesetz vor.
Dieses Kriterium ist offenbar hiufig in seiner Aussage weitreichender als
»experimentelle Bestdtigungen®, da es in vielen Fillen zum Auftfinden
neuer Naturgesetze (beispielsweise £ = mc?) gefuhrt hat.

Ist die relativistische Invarianz eines physikalischen Gesetzes verletzt,
so miiBte dieses Gesetz in verschiedenen Bezugssystemen unterschiedlich
formuliert werden; ein vor anderen ausgezeichnetes Bezugssystem steht
aber im Gegensatz zum speziellen Relativitdtsprinzip.

Es ist demnach wichtig, GroBen aufzufinden, die in verschiedenen Sy-
stemen gleich sind, die sich also bei Transformationen nicht dndern.
Derartige GroBen, die nicht veranderlich gegen relativistische Transfor-
mationen sind, heilen Invarianten.

Solche Invarianten sind beispielsweise die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit,
die elektrische Ladung, der Druck eines idealen Gases, die Entropie und
der raumzeitliche Abstand zweier Ereignisse (Welt-Linien-Element).
Wihrend der rdumliche Abstand zweier Punkte (Lénge eines Stabes)
in der klassischen Physik unverdnderlich ist, also unabhéngig von einem
rechtwinkligen oder schiefwinkligen Koordinatensystem zum selben Wert
bestimmt wird, ist in der SRT der rdumliche Abstand relativiert, jedoch
der raumzeitliche Abstand zweier Punkte im Raum-Zeit-Kontinuum
invariant.

Die SRT erweist sich als Spezialfall der allgemeinen Relativitatstheorie
(ART); sie gilt exakt nur fiir gravitationsfreie Rdume. In der SRT wird
die enge Verkniipfung von Raum und Zeit nachgewiesen; in der ART
wird der einheitliche Zusammenhang von Raum, Zeit und Materie her-
gestellt.

Die klassische Physik ist ein Spezialfall der allgemeineren Gesetze der
SRT. Sie gilt allein fiir Geschwindigkeiten », die klein sind im Vergleich
zur Vakuum-Lichtgeschwindigkeit: v <€¢. Die relativistische Physik
spielt sowohl im Mikrokosmos, d. h. in der Atom- und Kernphysik, als
auch im Makrokosmos bei der Untersuchung des Gravitationsproblems
und in der Kosmologie eine hervorragende Rolle.
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In der SRT ist das Raum-Zeit-Kontinuum des physikalischen Geschehens
der Minkowski-Raum, in der ART ein Riemannscher Raum, dessen Kriim-
mung durch die gravitierenden Massen bestimmt wird.

Die glanzvollste theoretische Leistung Albert EINsTEINs ist zweifellos die
Begriindung der allgemeinen Relativitdtstheorie. EINSTEIN stellte sich
die Aufgabe zu untersuchen, wie die Transformation von physikalischen
Gesetzen zu erfolgen hitte, wenn Nichtinertialsysteme vorliegen, wie man
also im Falle von Bezugssystemen eines beliebigen (beschleunigten) Be-
wegungszustandes zu transformieren hitte. Des weiteren untersuchte er
die vorzunehmende Anderung des Newtonschen Gravitationsgesetzes, das
gegeniiber einer Lorentz-Transformation nicht kovariant ist. In diesem
Gesetz kommt zum Ausdruck, daB sich die Wirkung der Gravitationskraft
mit unendlich groBer Geschwindigkeit — also momentan — ausbreitet,
was im Widerspruch zu der Tatsache steht, daB die Vakuum-Licht-
geschwindigkeit die grofite Geschwindigkeit ist, mit der man Signale
(Energie) iibertragen kann.

Die ART basiert ebenfalls auf zwei Prinzipien.

1. Das allgemeine Relativitatsprinzip:

Esist grundsatzlich kein irgendwie gearteter Bewegungszustand vor einem
anderen ausgezeichnet; die Naturgesetze haben demzufolge in jedem be-
liebigen Bezugssystem dieselbe mathematische Form. Mit anderen Wor-
ten: Die Naturgesetze sind kovariant gegeniiber beliebigen Koordinaten-
transformationen. Zur Erfiillung der Kovarianz miissen die Gesetze im
vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum dargestellt werden.

2. Prinzip der (lokalen) Aquivalenz der Beschleunigung und der Gravi-
tation:

Ein in einem abgeschlossenen Kasten experimentierender Physiker ist mit
keinen Mitteln imstande zu unterscheiden, ob sich der Kasten in gleich-
formig beschleunigter Bewegung relativ zu einem Inertialsystem befindet
oder ob er sich statt dessen in Ruhe, aber in einem homogenen Gravi-
tationsfeld befindet. Diese Ununterscheidbarkeit beruht auf der Erfah-
rungstatsache der Proportionalitit von schwerer und triger Masse.

EinsTrINs weitere Untersuchungen erbrachten das Ergebnis, dal in be-
schleunigten Systemen — also auch in Gravitationsrdumen — die euklidi-
sche Geometrie des Raum-Zeit-Kontinuums durch die Riemannsche
(nichteuklidische) Geometrie zu ersetzen ist.

Die Einsteinsche Gravitationstheorie griindet sich auf die Erfahrungs-
tatsache der Gleichheit von triger und schwerer Masse, die durch viele
Experimente mit einer bis ins Extreme gesteigerten Genauigkeit als
Naturgesetz bestitigt wurde. Unter der trigen Masse versteht man die
Eigenschaft von Korpern, Bewegungen einen Trigheitswiderstand ent-
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gegenzusetzen. Die schwere Masse (Gravitationsladung) ist die Eigen-
schaft, Schwerkraft (Gravitation) auszuiiben.

Da man bei der Bewegung eines Massenpunktes nicht die Wirkungen von
Trigheit und Schwerkraft unterscheiden kann, hat EINSTEIN eine Er-
weiterung (Verallgemeinerung) des klassischen Tragheitsprinzips von
GALILEI und NEWTON vorgenommen, das nunmehr die Beschleunigung,
die ein Massenpunkt durch ein Gravitationsfeld erfahrt, mit beriicksich-
tigt: :

Die Bahn eines sich selbst tiberlassenen Massenpunktes ist eine geodatische
Weltlinie. Hierbei bedeutet ,,sich selbst iiberlassen‘‘, daB3 er nicht durch
andere Krafte (z. B. elektrische oder magnetische) beeinflufit wird. Die
Tragheitsbahnen sind Geraden, wenn das Gravitationsfeld verschwindet.
Das ist in der SRT (ebener Raum) der Fall.

Die aus den Einsteinschen Feldgleichungen der Gravitation vorher-
gesagten Effekte wurden — in den Grenzen der derzeitigen MeBgenauig-
keit — bestatigt. Mit der relativistischen Gravitationstheorie wurde zu-
gleich der Grundstein fiir die Kosmologie gelegt.

Die ART steht selbst nach ihrer iiber 50jédhrigen Geschichte noch immer
im Mittelpunkt des Interesses, da sie keineswegs als abgeschlossen ange-
sehen werden darf. Diese Theorie stellt eine vollig neue Auffassung vom
Wesen der Gravitation dar (Nahwirkungstheorie). In den letzten Jahren
haben viele Physiker an ihrer Weiterentwicklung gearbeitet, und gegen-
wiartig werden neue theoretische Auffassungen und neue Experimente er-
ortert.

BinsteIiNs Forschungen waren auf die weitere Verallgemeinerung der
ART gerichtet. Bis zu seinem Tode (1955) arbeitete er an der Schaffung
einer einheitlichen (geometrischen) Feldtheorie, die z. B. das Gravitations-
feld mit dem elektromagnetischen Feld vereinen sollte. Es gilt aber auch,
die Felder zu beriicksichtigen, die in den Mikrodimensionen der Materie
eine Rolle spielen.

Durch die in den letzten Jahren erzielten Fortschritte in der Mef3- und
Beobachtungsgenauigkeit konnen nicht nur die bekannten ,klassischen‘
Tests der ART verfeinert, sondern vor allem génzlich neue Experimente
realisiert werden. Die Weiterentwicklung der Gravitationstheorie héngt
entscheidend von der moglichst genauen experimentellen Bestdtigung
oder Widerlegung der nach der ART zu erwartenden quantitativen
Effekte ab. Eine Entscheidung zwischen den moglichen Erweiterungen
der Einsteinschen Theorie durch P. Jorpaw, C. BRaNs und R. H. DickEe
und der Einsteinschen ART kann natirlich nur durch Experimente her-
beigefiithrt werden.
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1. Relativbewegungen

(klassisches Relativitdtsprinzip nach GALILEI)

Im Rahmen der SRT werden — im gravitationsfreien Raum — Bewegun-
gen betrachtet, die geradlinig und gleichférmig zueinander verlaufen.

Das folgende Beispiel dient der Vorbereitung des Verstidndnisses des Ex-
perimentes von MicHELSON und hat zunidchst mit der Einsteinschen
Theorie selbst nichts zu tun. Dieser Versuch und die mathematische Form
des Ergebnisses konnen bereits durch Anwendung des Lehrsatzes des
Pythagoras?) erfaBlt werden, so daB die Diskussion des eigentlichen Michel-
son-Experimentes durch hiufig stérende Nebenbetrachtungen nicht be-
lastet zu werden braucht. Die folgenden Erérterungen bringen nicht nur
die fiir die Deutung des Michelson-Versuchs notwendigen mathematischen
Beziehungen, sie enthalten auch schon implizit die Relativbewegung von
zwei Koordinatensystemen S und §’.

Betrachtet man in einem Gewaiasser die drei Punkte 4, B und C, in
denen sich beispielsweise Bojen oder (verankerte) Boote befinden mégen
(Abb. 1.1), dann kann man die Zeiten berechnen, die benétigt werden,

wenn die Entfernungen AB = AC = | mit der Geschwindigkeit ¢ (von
Schwimmern, Booten, Flugkorpern, Schallsignalen oder Massenpunkten)
zuriickgelegt werden?):

1. Fall:
Ruhendes Gewiisser, also Stromungsgeschwindigkeit v = 0;

1=300m; ¢=10ms™t.

Fiir die Entfernung AB =1 benétigt der Massenpunkt (das Signal) 7, =/c
= 30 s; fiir den Riickweg von B nach 4 benotigt der Massenpunkt im
1) Dieser Lehrsatz findet nicht nur eine Verallgemeinerung durch den Ko-
sinussatz bei der vektoriellen Addition von Geschwindigkeiten, sondern
auch bei der Darstellung des Weltlinienelementes der SRT und der ART.
2) In diesem Kapitel bezeichnet ¢ nicht die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit.

2 Melcher, Relativititstheorie



18 Spezielle Relativitatstheorie

ruhenden Gewésser dieselbe Zeit, so daf sich fir den Hin- und Rickweg
insgesamt #; = 7, + 7, = 30 s 4 30 s = 60 s ergeben.

Die Zeit t, fiir den Weg von A nach C und zurick ergibt sich unter
den gleichen Bedingungen ebenfalls zu f, = tF + tf = 60 s; es gilt hier
alsot, =t =1.

Abb. 1.1

2. Fall:

Stromendes Gewisser (Abb. 1.1). Stromungsgeschwindigkeit v = 5 ms™?;
{=300m; ¢c =10ms~1. 4, B, C feste Punkte gegeniiber der Stromung
(z.B. verankerte Boote).

Es sollen wieder die Zeiten ¢, und ¢, berechnet werden:

t, die Zeitdauer der Bewegung von A4 nach B(t,) und zurick nach 4 (t,);
t, die Zeitdauer der Bewegung von A nach C(t¥) und zuriick nach 4 (z¥).

Als resultierende Geschwindigkeit ergibt sich in Richtung der Strémung
(10 4- 5) ms™? und gegen die Stromungsrichtung (10 — 5) ms™1. (Das ist
die Aussage des klassischen Relativitdtsprinzips von GALILEI fiir die Addi-
tion von Geschwindigkeiten.)

Es folgt somit 7; = 300 m/15 ms™! = 20 s und 7, = 300 m/5 ms~! = 60 s,
also f;, = 20s + 60s = 80 s.

Um von A nach (dem festen Punkt) C zu gelangen, mull man einen Vor-
haltewinkel & einkalkulieren, der fiir die Riickfahrt dieselbe GroéBe hat.
Wegen der Gleichheit der Bedingungen dauert die Fahrt von 4 nach C
genausolange wie von C nach 4. (Die rechtwinkligen Dreiecke AC A4’ und
(A4’ sind kongruent.) -

Aus den rechtwinkligen Dreiecken folgt AA? = A'C? + ‘Ez, also
(ct¥)2 = (wtF)2 4 12 Es ist b, = 7¥ + 7¥; wegen ¥ = 7F gilt hier
ty = 2 ¥, somit also

ty 4\ ty 2
E-lOms 1) = E5ms‘1 -+ 3002 m?2 .
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Hieraus folgt
9 ©3002m?®
(102 — 5%) m2s~2’
t, =69,3s.

Es besteht also in diesem Fall ein Zeitunterschied fir die beiden Bewegun-
gen:

also

At =t —t, = 10,7s.

3. Fall:

Stromendes Gewéasser. Stromungsgeschwindigkeit v = 5 ms™?

I =300m; ¢’ = 10 ms? (Geschwindigkeit im bewegten System).

A, B, C fest miteinander verbundene Punkte (Boote), die mit der Stro-
mung treiben.

Es sollen wieder die Zeiten fiir die Langs- und Querbewegung berechnet
werden, wenn der Massenpunkt von A nach B (und zuriick nach 4) sowie
von A nach C (und zurick nach 4) mit der Geschwindigkeit ¢’ bewegt
wird.

Vom Standpunkt des mitbewegten Beobachters ist Fall 3 mit Fall 1 gleich-
wertig. Der Massenpunkt legt die Strecken AB und AC in den gleichen
Zeiten zuriick wie im Fall 1. Fur den ruhenden Beobachter iiberlagert sich
der Bewegung des Punktes im bewegten System noch die Geschwindig-
keit v des bewegten Systems (Stromung).

Es hat keinen Sinn zu unterscheiden, welches System ruht und welches be-
wegt ist. Man kann nur feststellen, daB sich zwei Systeme gegeneinander
mit einer gewissen Geschwindigkeit bewegen. Deshalb wird stets per
definitionem festgesetzt, welches System oder welcher Beobachter als
ruhend betrachtet werden soll.

Als ruhender Beobachter gilt stets derjenige, der fest mit dem betreffenden
System verbunden ist.

4. Fall!):

Ruhendes Gewisser. Bewegung des Systems der Punkte 4, B und € mit
der Geschwmdlgkelt v=5ms1; 1 =300m; ¢ =10 ms~!. Die Punkte

1) Dxese 4 Falle wurden vollig klassisch behandelt, d. h., es wurden absichtlich
nicht die Zeiten fiir Lichtsignale zwischen AB und AC betrachtet. Es stellt
sich ja beim Michelson-Versuch heraus, da3 die klassischen Rechnungen fir
das Licht keine Giltigkeit haben. Zu den in den 4 Fillen erhaltenen Ergeb-
nissen kann man auch mit Hilfe von akustischen Signaltibertragungen kom-
men.

2%
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A, B und C koénnen starr miteinander verbundene Boote sein, die durch
das ruhende Gewisser fahren.

Es sollen wieder die Zeiten fiir die Langs- und Querbewegung berechnet
werden, wenn sich der Massenpunkt (bzw. das akustische Signal) von 4
nach B (und zuriick nach A4) sowie von A nach C (und zuriick nach A4)
mit der Geschwindigkeit ¢ bewegt (Abb. 1.2).

— —— e —————————— T
I 1
v | |
[ |
| |
b _— — — —— -
A B Az B, As By
Abb. 1.2

Im Augenblick des Startes von A4, befinden sich die in dem ruhenden Ge-
wisser fahrenden Boote in 4,, B, bzw. C,. Das Boot C wird in C, erreicht.
Nach dieser Zeit t,/2 befinden sich die Boote 4 und B bei 4, und B,. Das
Boot A wird nach unmittelbarer Riickkehr von C, bei 4, wieder erreicht.

B4, = ByA, .

Es ist ersichtlich, dal die Aufgabe nur fir ¢ > v losbar ist; denn fir
¢ < v wiirde das bewegte System der Boote dem im ruhenden System
langsamer bewegten Punkt enteilen.

Die Losung der Aufgabe fithrt zu demselben Ergebnis wie im Fall 2:
t, =80s und ¢ =10693s.

Die Falle 2 und 4 sind also gleichwertig. Das ist eine Folge des klassischen
Relativitatsprinzips. Nach der SRT unterscheiden sich aber die Fille 2
und 4 wegen des Einsteinschen Additionstheorems der Geschwindigkeiten
in zwei Bezugssystemen, wenn deren Relativgeschwindigkeit » ist und
gegeniiber ¢ nicht mehr vernachléssigt werden kann. Vergleiche hierzu das

Beispiel eines mit % ¢, d. h. mit 80%, der Lichtgeschwindigkeit bewegten
Zuges (vgl. 9.4., 9.5., 9.6.).

Die folgende elementare mathematische Form faft die Ergebnisse der be-
trachteten vier Bewegungsaufgaben zusammen.
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Fiir die Zeit ¢, (Bewegung parallel zur Stromung) erhilt man:

l l let+lvt+lc—1vw
— = = - o
1= T c—i—v+c—v fra—
1 21 1
i =21c = — - (1.1)
5 v c v
c(l——) 1——
c2 c2

Es ist t = 2 {/c die Zeitdauer fiir die Bewegung, wenn keine Strémung
vorhanden ist (Fall 1: v = 0). Fihrt man ¢ und die Abkiirzung vjc = §
ein, so erhalt man

1

tlztl _735- (1.2)

Fiir ¢, folgt allgemein aus (¢ £,/2)? = (v £,/2)2 + 12

1 21 1
t; = 4: l2 m ) a:]SO t2 S — (1.3)

¢ 2
=
oder mit den Abkiirzungen 2 ljc = ¢ und v?/c? = 2

1
t*:.
V1 —pe

fy = (1.4)

Als Zeitunterschied der beiden Bewegungen findet man aus (1.2) und
(1.4):

1 1
At:tl—tzzt[l i }/1__——/37]’ (1.5)
d. h. aber
At==0, sofern v==0.

Dieses Ergebnis At == 0 erhilt man auch, wenn die Uberlegungen zu
Abb. 1.1 und 1.2 mit einem zwischen den Punkten 4, B und C iibermittel-
ten Schallsignal angestellt werden. Es steht in Ubereinstimmung mit der
Erfahrung. Wahlt man aber ein Lichtsignal, so wiirde wohl — zunéchst
mangels anderer Erfahrungen — das gleiche Ergebnis At == 0 zu erwarten
sein. Im folgenden Abschnitt wird jedoch gezeigt, daBl die Experimente
fiir Licht At = 0 ergeben. Aus diesem Grunde wurden die vorbereitenden
Uberlegungen nicht auf Lichtsignale iibertragen.
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Aus den Formeln kann man unmittelbar durch Einsetzen der Werte fiir v
und ¢ die Werte ¢, und ¢, berechnen, wenn die Zeit t (bei v = 0) bekannt ist.
Diese Ergebnisse sind unabhéngig davon, ob die Messungen stets vom Ufer
aus oder aber vom ruhenden oder gegeniiber dem Ufer bewegten Boot 4
aus vorgenommen werden. (Bei groBen Geschwindigkeiten, die mit der
Lichtgeschwindigkeit vergleichbar sind, gilt das jedoch nicht mehr!) Hierin
ist bereits implizit die Galilei-Transformation und insbesondere die Ab-
straktion der beiden Koordinatensysteme S und S” enthalten, die sich mit
der Geschwindigkeit » gegeneinander bewegen.

Wiire die Geschwindigkeit der Wasserstromung — oder im Falle von Flug-
zeugbewegungen die Windgeschwindigkeit — unbekannt, dann kénnte
man sie aus der Differenz der Fahr- bzw. Flugzeiten berechnen, wenn bei-
spielsweise die in den Abb. 1.1 und 1.2 dargestellten Fahr- oder Flug-
routen gewéhlt werden (vgl. Aufgabe 1.1.).

Sendet man Lichtsignale einmal in Richtung der Erdbewegung und ein
anderes Mal senkrecht dazu aus, so ergibt sich fiir gleiche Lichtwege keine
Differenz der Laufzeiten dieser Signale. Diese Besonderheit fiir Licht be-
deutet, daB es einen EinfluB eines ,,Atherwindes* und damit auch den
hypothetischen Triger der Lichtwellen, den sogenannten (Licht-)Ather,
nicht gibt. Man kann somit auf diesen Atherbegriff von vornherein ver-
zichten.

Fiihrt man also die vorstehenden Versuche mit Lichtsignalen durch, indem
man die Entfernungen des mit der Geschwindigkeit » bewegten Systems mit
Hilfe von Lichtblitzen tiberbriickt und deren Laufzeiten ¢ miBt, so ergibt
sich stets 4t = 0. Die Lichtsignale werden von A4 ausgesendet und mit
Hilfe von Spiegeln in B und in C nach A reflektiert.

Dieser experimentelle Befund A¢ = 0 fir das Licht (im Gegensatz zu
akustischen Signalen) und seine Anerkennung fithren direkt zu dem ge-
schlossenen Begriffssystem, das als SRT bezeichnet wird.

2. Zum Michelson-Versuch
241. Versuchsanordnung

Die vorstehenden Betrachtungen sollen nun zur Erliuterung eines be-
rilhmt gewordenen Experimentes herangezogen werden, das MICHELSON
im Jahre 1881 in Potsdam und 1887 gemeinsam mit MorRLEY in Cleveland
durchgefiihrt hat.!) Dieses Experiment ist in der Folgezeit des 6fteren

1) Der Grundgedanke des Michelson-Versuches geht auf eine Arbeit von J. C.
MaxwELL zuriick, die postum erschienen ist: On a possible mode of detecting
a motion of the solar system through the luminiferous aether. Proc. Roy.
Soc. 30 (1879/80), 108.
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wiederholt worden, wobei die MeBgenauigkeit noch weiter gesteigert
werden konnte. Samtliche Experimente erbrachten dasselbe Ergebnis.

Im Punkt A (Abb. 1.1 oder 1.2), der auf der Erde ruht, startet ein Licht-
signal mit ¢ = 300000 kms™t. Nun bewegt sich aber die Erde selbst mit
einer Geschwindigkeit von » ~ 30 kms~! um die Sonne. Es entsteht die
Frage, ob sich das Licht von 4 nach B mit der Geschwindigkeit von
300030 kms~! ausbreitet.!) Des weiteren ist die Frage zu priifen, ob sich

Michelson - Intérferometer

e SpiEGE] 2
N T pieg
w 0 l \
S
feildurchidssiger Spiege/
& y - o
—_— -—————
Lichtquelle ev / _otr
AB=AC- Spiegel 1
Zeit t; fiir AB und zuriick
1 1
b=t tewy
t,=2L. 1
1 ¢ 1_61‘2
Ablesefernrohr
oder Schirm
Inferferenzstreifen
Abb. 2.1

') Araco hatte bereits die Geschwindigkeit des vom selben Stern kommenden
Lichtes gemessen: einmal, wenn sich die Erde auf den Stern zu-, und einmal,
wenn sie sich von ihm wegbewegt. Es ergab sich kein Unterschied der ge-
messenen Geschwindigkeiten. D= SiTTER hat gezeigt, dal3 auch bei den Be-
wegungen der Doppelsterne kein Unterschied der Lichtgeschwindigkeiten
auftritt.
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das Lichtsignal etwa senkrecht zur Richtung der Erdbewegung mit einer
anderen (resultierenden) Geschwindigkeit ausbreitet. Mit anderen Worten:
Es soll im Falle der Lichtgeschwindigkeit die Gultigkeit der obigen For-
meln geprift werden, wobei speziell untersucht werden soll, wie groB
At =t — 1, ist.

Die Michelsonsche Versuchsanordnung, die als ein Musterbeispiel fiir ein
Hochstmall an Prézision gilt, ist in Abb. 2.1 vereinfacht als Schema dar-
gestellt. Die Analogie zu den Bewegungsaufgaben des Abschnittes 1 ist
durch die Punkte 4, B, C in den Abb. 1.1 und 1.2 hergestellt.

Man kann annehmen, daB der Lichtstrahl, der von einer Lichtquelle
kommt, bei 4 startet: Ein Teil des Strahles gelangt nach B und zuriick
nach A4, ein anderer Teil kommt von A nach C und zuriick nach A. Es wird
die Uberlagerung der Lichtwellenziige, also die Interferenz, untersucht.
Die bei Bund C reflektierten Strahlen interferieren bei A ; der von B reflek-
tierte Strahl bleibt dabei hinter dem von ¢ kommenden Strahl zurick.
Im Talle eines moglichen Gangunterschiedes zwischen den Lichtwellen
kommt es zur Interferenz. Man beobachtet die Interferenzstreifen mit
Hilfe eines Fernrohres. Bei Drehung des Michelson-Interferometers — wie
man diese gesamte Apparatur bezeichnet — um A4 erwartete man eine
Verschiebung der Interferenzstreifen, die jedoch zur allgemeinen Uber-
raschung ausblieb.

Zeit t, fiir AC und zuriick aus

AC Az cty=Vil?+y2t2
to2 L
2 C ]/1_%2_2

Abb. 2.2
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In Abb. 2.2 ist — in Analogie zur Abb. 1.2 — der Weg des Lichtstrahles
von A nach C und zurick nach 4 dargestellt (3 Phasen). Wenn der Licht-
strahl den Spiegel C in der Position C, erreicht, befindet sich 4 in der Posi-
tion 4,. Fiir einen auBerirdischen Beobachter hat sich ndmlich die Erde
mit der Apparatur um die Strecke 4,4, nach Osten bewegt. Nach der
Laufzeit ¢, erreicht der Lichtstrahl wieder den Spiegel 4 in der Position 4,.

Wihrend der Lichtstrahl den Weg 4,0,4, = c t, zuriicklegt, bewegt sich

die Erde mit dem Spiegel 4 um die Strecke 4,4, = v ¢, weiter.
Die Berechnung des Laufzeitunterschiedes At erfolgt gemiB Gl. (1.5).
Diese Gleichung vereinfacht sich durch Reihenentwicklung?) fiir v <€ ¢ zu

21 1 22
“‘N?(“*" —5;;?)’
also
lv?

Zu diesem Zeitunterschied gehort aber der Wegunterschied
2
s=dtc, d.h., smlc—z. (2.2)

Dreht man die Versuchsanordnung um 4 entgegengesetzt zum Uhrzeiger-
sinn,?) dann bleibt der Strahl von AC hinter dem von 4B zuriick, d. h.,
die beiden Wellenziige haben sich um 2 s gegeneinander verschoben.
(Bei 45° wirde sich unter den obigen Voraussetzungen fiir beide Wege
dieselbe Geschwindigkeit ergeben.) MiBt man diese Strecke in Einheiten
der verwendeten Lichtwellenlinge des monochromatischen Lichtes, so
entfallen auf die Strecke 2 s insgesamt 2 s/ Lichtwellenlingen. Beim Dre-

2 l
hen der Versuchsanordnung miissen also 2 i 4102 Wechsel zwischen

A A c?

hell und dunkel im Gesichtsfeld des Interferometers auftreten.

(Der Wechsel heller und dunkler Streifen ist doppelt so gro8 wie die Zahl
der V\’ellenléngen, deshalb der Faktor 2.)

2 1 1, LD

)Esgllt ﬂz ~14 B und.(1 ﬁ)m~l+2ﬂ,wennﬂ<l,ﬂ o

2) Es beflndet sich dann die Lichtquelle an der Stelle des Interferometers, das
an die Stelle von Spiegel 2 tritt. Spiegel 2 nimmt die Stelle von Spiegel 1
ein, der nunmehr in der urspriunglichen Richtung des Lichtstrahles liegt.
Die Drehung der Apparatur und damit zwei Messungen sind notwendig, um
einen Vergleich oder Bezug zu ermdéglichen.
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Mit den Werten v = 30 kms~!, ¢ = 300000 kms™, also 22/c2 = 1078,

2
1=382m und A =6,4. 1075 cm, erhdlt man 4;—l % = 2 Wechsel von

hellen und dunklen Interferenzstreifen. Die Prizision des Michelsonschen
Apparates war so groB3, daBl bereits 19, dieser erwarteten Interferenz-
streifen-Verschiebung héatte festgestellt werden koénnen.

2.2. Das Ergebnis des Michelson-Versuches

Das Ergebnis lautet: Die ,,erwartete’ Verschiebung der Interferenzstreifen
konnte nicht festgestellt werden; demnach ist hier At = ¢, — #, = 0 im
Gegensatz zu den obigen klassischen Bewegungsaufgaben.?)

Der Michelson-Versuch deckte einen Widerspruch zwischen dem experi-
mentellen Ergebnis und dem ,, Erwartungswert* auf. Das experimentelle
Ergebnis konnte vielfach bestatigt werden, es ist also sicher. Zur Losung
der Diskrepanz muBten die theoretischen Grundlagen kritisch analysiert
und iiberpriift werden. Die Theorie mufite der experimentellen Erfahrung
angepalt werden. Diese Aufgabe mit Erfolg gelost zu haben, ist ein grofBes
Verdienst von EINSTEIN.

Das Experiment erbrachte im Gegensatz zu den klassischen Beispielen des
Abschnitts 1 das Ergebnis, daB die Lichtgeschwindigkeit ¢ stets gleich
grof} ist, in welcher Richtung zur Erdbahn sie auch gemessen wird.
EinsTEIN formulierte das experimentelle Ergebnis des Michelson-Ver-
suches, indem er diese Tatsache zum Prinzip erhob: Prinzip von der Kon-
stanz der Vakuum- Lichtgeschwindigkeit. Er erkannte, daB die Losung dieses
Widerspruches nur durch eine prinzipielle Erweiterung der klassischen
Physik moglich ist. Danach gibt es grundsitzlich keinen physikalischen
Vorgang, der etwas iiber die geradlinige und gleichféormige Bewegung eines
Bezugssystems aussagen konnte. Das bedeutet aber, daB absolute Be-
wegungen grundsétzlich nicht feststellbar sind; es konnen nur relative
Bewegungen beobachtet werden.

2.3. Zur Analyse des Ergebnisses des Michelson-Versuches
1 1

v 2
1-— P Vl -3
lich, wenn die Erde ruhte, d. h., dann wire v = 0 und somit A¢ = 0.

1) Die héufig zu findende Formulierung: der Michelson-Versuch erbrachte ein
,,negatives Ergebnis®, sollte man tunlichst vermeiden, da sie falsche Vor-
stellungen weckt. Das Ergebnis des Michelson-Versuches lautet: Der Lauf-
zeitunterschied 4t der beiden betrachteten Lichtstrahlen ist Null.

1. Das Versuchsergebnis At == ¢ = 0 wire verstind-
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Es ist aber eine allgemein bewiesene Tatsache, daB die Erde nicht ruht
und somit v == 0 sein mull. Die Deutung von At = 0 erfordert also
andere Betrachtungen.

2. Aus der Elektronentheorie des hollandischen Physikers H. A. LORENTZ
wurde gefolgert, dall ein Koérper bei der Bewegung eine Verdnderung
seiner Form erfahrt. In der Bewegungsrichtung tritt eine Verkiirzung
ein.l) Besitzt der Korper im Ruhezustand die Linge [,, dann berechnet
sich nach LorENTz die Linge ! bei der Geschwindigkeit v zu

2
I — lol/l _:_2. (2.3)

Wendet man dieses Ergebnis (2.3) auf den Michelson-Versuch an, so
muB fiir die Entfernung 4B = I, sofern die Richtungen » und ¢ parallel

zu AB verlaufen, obiger Ausdruck eingesetzt werden. Tut man das,

21
so erhélt man statt f; = — -

. nunmehr

An Stelle von £, folgt t¥, wobei einfach I = [, ist, da senkrecht zur Be-
wegungsrichtung nach LorENTZ keine Liangenkontraktion eintritt:

21, 1

Damit ergibt sich dann At = ¥ — t* = 0 in Ubereinstimmung mit
dem Ergebnis des Michelson-Versuches.

Die Lorentzsche Theorie ist jedoch unbefriedigend: Das Auftreten der
Langenkontraktion setzt bereits voraus, dafl es moglich ist, eine abso-
lute Ruhe festzustellen. Das kann man jedoch mit dem Michelson-Ver-
such nicht (und auch grundsitzlich nicht). Somit kann man diese
Theorie auch nicht zur Deutung des Ergebnisses des Michelson-Experi-
mentes heranziehen.

1) Die Kontraktion ist vom Material eines Korpers unabhéngig. Alle Koérper
erscheinen also in demselben MaBe kontrahiert, wenn sie sich mit derselben
Geschwindigkeit bewegen. Diese Kontraktion wird nicht durch irgend-
welche Krafte hervorgerufen. Es handelt sich um einen rein kinematischen
Raum-Zeit-Effekt.
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3. Die mit dem Resultat des Michelson-Experimentes verbundenen Fragen
hat erst EINSTEIN in ihrer Gesamtheit beantwortet. Da das Experiment
— und viele sorgfiltige Wiederholungen bis in die jiingste Zeit — als
,,Frage an die Natur‘ eine Antwort erbrachte, die anders ausfiel, als
man theoretisch erwartet hatte, muBte nach seiner Auffassung die
Theorie verbessert und addquat gestaltet werden. Nach EINSTEIN
besagt das experimentelle Ergebnis: Die Lichtgeschwindigkeit ist (im
Vakuum) — unabhéngig von dem (gleichférmigen und geradlinigen) Be-
wegungszustand der Lichtquelle — konstant. Dieses physikalische Prin-
zip der Konstanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ist ein aus der Er-
fahrung gewonnener Satz, der dem tatsdchlichen Naturgeschehen Rech-
nung trigt. Es ist also einfach ein Naturgesetz — wenn auch auf
Grund der Alltagserfahrung nicht vorstellbar —, daf3 z. B.
Lichtgeschwindigkeit + Erdgeschwindigkeit = Lichtgeschwindigkeit
ist. Allgemein gilt:

Lichtgeschwindigkeit + beliebige Signal- oder Trigergeschwindigkeit
= Lichtgeschwindigkeit.?)

Die theoretische Deutung des Michelson-Experimentes erfolgt durch
die Anwendung der Lorentz-Transformationen an Stelle der in der klas-
sischen Physik (v<<¢) anwendbaren Galilei-Transformationen. Es ist das
Verdienst von EINSTEIN, die Lorentz-Transformationen, die bei LORENTZ
als bequemes Rechenhilfsmittel galten, aus dem allgemeinen Prinzip der
Konstanz der (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit gefolgert zu haben.

Es muf} nun die Frage beantwortet werden: Wie sind die Galilei-Trans-
formationen zu dndern, damit sie das Ergebnis des Michelson-Versuches
erkliren kénnen ? Die Beantwortung dieser Frage fithrt zur speziellen
Relativitatstheorie (Kap. 3).

2.4, Nevere Michelson-Experimente

Das Nullresultat des 1887 von MicHELSON und MoRLEY in Cleveland aus-
gefiihrten Experimentes, wonach keine Zeitdifferenz in den Laufwegen der
beiden Lichtstrahlen in Richtung der Erdbewegung und senkrecht dazu
festgestellt werden konnte, muB man — im Hinblick auf die unvermeid-
lichen MeBfehler — genauer formulieren: Anstatt der zu erwartenden Erd-
geschwindigkeit von » = 30 kms™! (,,Atherwind‘‘) wurde » <{ 5 kms™*
gefunden.

Der Michelson-Versuch ist bis in die jungste Zeit immer wieder in neuen
Varianten, unter veridnderten Bedingungen und mit verbesserten Appara-
turen durchgefiithrt worden. Besonders sei erwahnt, dall der Versuch auch

1) Daraus ist ersichtlich, da8 die Lichtgeschwindigkeit eine Grenzgeschwindig-
keit repriasentiert; vgl. die Addition von Grenzwerten.
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unter Verwendung auBerirdischer Lichtquellen, die also nicht mit dem
Labor verbunden sind, analysiert wurde: MILLER (1924) wahlte als Licht-
quelle die Sonne und ToMASCHEK (1924) einen Fixstern. Mit grofer Mef-
genauigkeit wurde der Michelson-Versuch von G. Joos!) in Jena (1930)
wiederholt: v < 1,56 km/s. Mit einem Maser-Experiment?) konnte 1958 die
Genauigkeit nochmals gesteigert werden: v < 30 ms=1. In allen Fillen
wurde das Michelson-Ergebnis A¢ = 0 bestétigt, das klassisch so unbegreif-
lich ist.

Als wesentliche Variante wurde 1932 von KENNEDY und THORNDIKE?) ein
Experiment durchgefiihrt, das sich in zwei Punkten von der Michelson-

schen Anordnung unterschied: Die Lichtwege AC und AB (Abb. 2.1)
wurden unterschiedlich lang gewédhlt (I, — I, = 16 cm). SchlieBlich war die
gesamte Apparatur fest mit dem Laboratorium verbunden — die Michel-
sonsche Anordnung schwamm in einem Quecksilberbecken. KENNEDY und
THORNDIKE beobachteten die Interferenzstreifen iiber viele Monate, wih-
rend sich die Erde mit unterschiedlicher Geschwindigkeit auf ihrer Bahn
um die Sonne bewegte. Sie fanden jedoch keine Verschiebung der Inter-
ferenzstreifen, die durch die tégliche oder jahreszeitliche Bewegungsénde-
rung hétten bedingt sein konnen. Damit gilt auch in diesem Fall A¢ = 0.
Der Versuch zeigt deutlich, da das Licht in allen mit geradlinig gleich-
formiger Geschwindigkeit unterschiedlich rasch bewegten Bezugssystemen
dieselbe Geschwindigkeit hat: Es benotigt zum Durchlaufen der doppelten
Strecke I, — I,| in allen Bezugssystemen dieselbe Zeit, so dal At =0
bleibt.

Der Versuch widerlegt schliefilich die ad-hoc-Erklarung des Michelson-
Versuches mit Hilfe der Kontraktionshypothese, da diese Hypothese das
Nullresultat des Michelson-Versuches nur fiir den Fall gleicher Ruh-
langen ly; und lys ,.erklart” (S. 27). Im vorliegenden Fall ergibt sich fiir
At mit 1, = 1; )1 — v?/c? parallel zur Bewegung und [, = [, senkrecht
zur Bewegung

At — 2 log — o !
c Vl — v3/c?

Die Anerkennung des experimentellen Sachverhaltens At = 0 fiihrt zum
Prinzip der Konstanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢ und zu einem
neuen Theorem der Zusammensetzung von Geschwindigkeiten, das sich
von der klassischen Geschwindigkeitsaddition unterscheidet, diese aber im
Grenzfall enthilt.

1y Joos, G.: Ann. Physik 7 (1930) 385. )
2) CeparHOLM, J. P., G. F. Braxp, B. L. HavENs, and C. H. Town~Ees: Physic.
Rev. Letters 1 (1958) 342.

3) KenNEDY, R. J., and E. M. THORNDIKE: Phys. Rev. 42 (1932) 400.
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In den letzten Jahren bediente man sich der neuesten experimentellen
Hilfsmittel : Laserstrahlen, MéB8bauer-Effekt und KoinzidenzmeBtechnik.
Von Jasesal) und Mitarbeitern wurde der Michelson-Versuch mit Laser-
strahlen durchgefiihrt. An Stelle der Spiegel 1 und 2 (Abb. 2.1) treten zwei
Lasergerite. Die Differenz der Frequenzen der beiden Laser (Schwebungs-
frequenz) wurde mit Photo-Sekundéirelektronenvervielfachern gemessen
und wihrend der Drehung der Anordnung aufgezeichnet. Es konnte keine
Anderung der Schwebungsfrequenz festgestellt werden. Damit war wie-
derum die Isotropie des Raumes beziiglich der Lichtausbreitung nach-
gewiesen.

Einen erheblichen Fortschritt der experimentellen MeBtechnik erbrachte
die Entdeckung und Anwendung des MoBbauer-Effektes. Mit ihm konnte
eine enorme Steigerung der MeBgenauigkeit erzielt werden; es gelingt mit
ihm, relative Energie- bzw. Frequenzunterschiede von Kernzustdnden
mefBtechnisch zu erfassen. Die gegenwirtig erreichbare Energieauflosung
von AE|E = Av[y = 1078 ubersteigt die bisherigen Prizisionsverfahren
um viele GréBenordnungen.

Mit einer auf einer Zentrifuge montierten MoBbauer-Quelle und dem zu-
gehorigen Resonanzabsorber haben CHAMPENEY, IsAAK und KuAN?)3) die
Frequenzverschiebung gemessen.

Als das zur Zeit genaueste Ergebnis erhielten die Autoren » = (1,6 4 2,8)
ms~!; innerhalb der MeBgenauigkeit also v = 0 (v < 5 m/s).

Das bedeutet, daBl das Ergebnis von MicHELSON nunmehr mit wesentlich
gréBerer Genauigkeit bestitigt wird: Es gibt kein Trigermedium (,, Ather*‘)
fiir elektromagnetische Wellen und kein irgendwie ausgezeichnetes Bezugs-
system fiir die Lichtausbreitung.

Das Nullresultat des Michelson-Versuches, konnte in den letzten Jahren
durch direkte Bestimmung von Laufzeiten mit Hilfe von Positronent)-
und Mesonenexperimenten bestétigt werden.

Wenn Positronen mit Elektronen in Wechselwirkung treten, zerstrahlen
sie in zwei (bzw. drei) y-Quanten. Treten zwei y-Quanten auf, so haben
sie je eine Energie von 511 keV, wenn sie durch vollstandig abgebremste
Positronen (v = 0) entstehen; in diesem Fall werden sie auch unter 180°
zueinander emittiert.

1) JasEga, T. 8., A. Javax, J. Murray, and C. H. TownEs: Phys. Rev. 183 A
(1964) 1221.

2) CramPENEY, D. C., G. R. Isaax, and A. M. Kuaxn: Physic. Rev. Letters 7
(1963) 241.

3) Scamipt-OTT, W.-D.: ,,Einige neuere Messungen zur Priifung der speziellen
Relativitatstheorie*’. Naturwissenschaften 52 (1965) 636 — 639 (dort weitere
Literatur).

4) SapEH, D.: Phys. Rev. Letters 10 (1963) 271.
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Betrachtet man Positronen einer Energie von 600 keV (entsprechend
v =10,89 ¢), so errechnet man im Schwerpunktsystem eine Geschwindigkeit
von v = 0,6 ¢. Nimmt man an, daB sich die Geschwindigkeit ¢ des Ver-
nichtungsquantes zur Geschwindigkeit des Schwerpunktes addiert, miite
man fiir dieses Quant eine Geschwindigkeit von 1,6 ¢ messen, fiir das an-
dere Quant hingegen 0,6 c.

Man stellt im Abstand s = 60 em zum Target (Auffinger) je einen
Szintillationszahler auf und ,,erwartet dieFlugzeiten

s s s

= . -9 = = . -9
T oge= BRI, = e = 12100,

[«

also
h—thr~2-107%s.

Innerhalb des zeitlichen Auflosungsvermogens der verwendeten Apparatur
von 0,2 - 107% s konnte jedoch mit Hilfe der verzogerten Koinzidenz-
MeBtechnik kein Laufzeitunterschied festgestellt werden.

Das bedeutet, daB3 innerhalb der MeBgenauigkeit von 109, A¢= 0 ist, daB
also beide Quanten unabhingig vom Bezugssystem die Geschwindigkeit ¢
besitzen. Damit ist durch direkte Laufzeitmessung die Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit bestatigt. In dhnlicher Weise wurde die Laufzeit der
beim Zerfall vonz°-Mesonen entstehenden Quanten gemessen,!) wobeieben-
falls die Tatsache der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in zueinander
gleichformig bewegten Systemen direkt festgestellt werden konnte.

Bis in die jingste Zeit hat sich eine Fille empirischen Materials zur Re-
lativitdtstheorie angesammelt. Es gibt kein Experiment, das im Wider-
spruch zur SRT stiinde. Die Entwicklung der Kern- und insbesondere der
Elementarteilchenphysik (Hochenergiephysik) wire ohne die Grundlage der
SRT undenkbar. Bereits vor Beginn dieser Epoche gab es eine Fiille be-
rithmter Versuche, die allein erst im Rahmen der SRT verstanden werden
konnten. Sie kénnen als Ausgangsbasis und als Bestétigung der SRT an-
gesehen werden.

3. Lorentz-Transformation
3.1. Zur Galilei-Transformation

In mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Systemen (See-, Land-,
Luft- oder Raumfahrzeug) spielen sich alle physikalischen Vorginge ge-
nauso ab wie im Ruhezustand dieser Systeme. Fiir einen sich geradlinig
gleichférmig bewegenden Beobachter ist es unmoglich, festzustellen, wel-
ches von zwei (oder mehr) Systemen ruht oder sich bewegt. Es ist nur

1TFILIPPAS, T. A,, and J. G. Fox: Physic. Rev. B 135 (1964) 1071.
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moglich, festzustellen, ob sich ein System relativ zu einem anderen in
Rubhe befindet oder nicht.

Dieses Relativitatsprinzip der klassischen Mechanik, die Galilei-Transfor-
mation, hat EINsTEIN fir die gesamte Physik (also nicht nur fur die
Mechanik) erweitert.!)

Bewegen sich zwei Systeme § und $’ mit konstanter Geschwindigkeit in
Richtung der z-Achse aufeinander zu oder voneinander weg, so kann man
einen beliebigen Bewegungsvorgang in dem einen System durch die
(Galileischen) Transformationsgleichungen in das andere System umrech-
nen.2)

In Abb. 1.2 wurde von der Tatsache der zwei zueinander in Bewegung be-
findlichen Koordinatensysteme bereits implizit Gebrauch gemacht: Ent-
weder beschreibt man die Ergebnisse vom Ufer (ruhendes System) oder
z| z
x'=x-vt
x=x"vt

\

Q==
\

gnetischen Feldes gegen Galilei-Transformationen nicht invariant sind, wohl
aber gegen Lorentz-Transformationen. Es ist das Ziel, alle physikalischen
GesetzméBigkeiten in eine lorentzinvariante Form zu bringen, denn in
dieser Form kommt das fiir alle Gebiete der Physik gultige Relativitéts-
prinzip zum Ausdruck.

2) Ein System, in dem die Newtonsche Mechanik in aller Strenge gilt, bezeich-
net man als Inertialsystem. Es ist ein Grenzbegriff. Wenn in einem solchen
System der Satz von der gleichférmigen Bewegung eines kraftefreien Teil-
chens in aller Strenge gilt, dann ist sofort einzusehen, daf diese Eigenschaft
auch alle diejenigen Koordinatensysteme haben, die sich gegen das betrach-
tete Inertialsystem mit gleichférmiger Translation bewegen. Es gibt dem-
nach nicht nur ein Inertialsystem, sondern eine dreifach unendliche Schar
von Inertialsystemen; diese sind in der Newtonschen Mechanik einander
vollig gleichwertig. Mit anderen Worten: Alle Bezugssysteme, die gegen-
einander mit gleichférmiger Geschwindigkeit bewegt sind, weisen gleiche
Tragheitserscheinungen auf; man bezeichnet sie daher als Inertialsysteme
(inertia: Tréagheit).
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z.B. vom mittreibenden Boot A aus. Es ist ersichtlich, daf jedesmal der-
selbe Tatbestand beschrieben wird, und dies bedeutet, dal man schlieBlich
dasselbe Ergebnis bekommen muf$, unabhingig von dem jeweiligen Sy-
stem.

Abb. 1.2 wird nunmehr in zwei zueinander mit der Geschwindigkeit v be-
wegte Systeme S und 8 aufgeteilt (Abb. 3.1). Ein Bezugssystem ist drei-
dimensional, die z-Koordinate kann aber fir ebene Probleme vernach-
lassigt werden.

Das rubhende System wird mit §, das bewegte System mit S’ bezeichnet.
S’ bewegt sich relativ zu S mit der Geschwindigkeit v in Richtung der
z-Koordinate. Dann ist vom S-System aus:

z=2, y=y und z=2a +v-t; (3.1)
vom §'-System aus betrachtet ist
=2z, Yy =y und 2 =x—v-t. (3.2)

In diesen Transformationsformeln ist vorausgesetzt, dall die Zeit in den
Systemen 8 und §” gleich ablduft und dafl die benutzten MaBstdbe in allen
Systemen die gleiche Linge behalten. Aber EINSTEIN zeigte, daf diese
Voraussetzungen nicht mehr erfiillt sind, sobald » gegeniiber ¢ nicht mehr
vernachlissigt werden kann.
Aus den Transformationsformeln (3.1), (3.2) folgen unmittelbar die For-
meln fiir die Geschwindigkeitstransformation der klassischen Mechanik
(v L c).
Nach Division von ¥ = 2’ 4 vt durch ¢ folgt mit z/t = v und 2'/t = o’
u=u +v. (3.3)
Hierin ist % die Geschwindigkeit eines Korpers gegeniiber S und «' die
Geschwindigkeit desselben Korpers in bezug auf 8; v ist die Geschwindig-
keit zwischen beiden Bezugssystemen.

Aus ' = x — vt folgt auf dieselbe Weise
W =u—uv. (3.4)

Mit diesen Transformationsformeln kann man Entfernungen (oder Posi-
tionen) sowie Geschwindigkeiten von einem Bezugssystem in ein anderes
umrechnen. Man findet, daB8 bei der Galilei-Transformation die Entfer-
nungen im S-System und im relativ dazu bewegten S’-System gleich sind.
Die Strecken sind galileiinvariant (jedoch nicht lorentzinvariant, wie
spéter gezeigt wird):

Xy =Xy + vt

X =, +v-t.

Hieraus folgt x, — 2, = x, — x; . (3.5)

3 Melcher, Relativitatstheorie
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Auch die Geschwindigkeitsinderung Aw ist bei einer Galilei-Transforma-
tion invariant:
Uy = Uy + ¥

w o= U 0.

Hieraus folgt w4, — 4, = 4, — u; oder Adu = Au’, (3.6)

d. h., die Geschwindigkeiten bleiben gleich.

Des weiteren sind die Beschleunigungen a gegeniiber der Galilei-Trans-
formation invariant:
Au  Aw oder du  dw
At At e dt”’

’

also a=a. (3.7)

Hier muB ausdriicklich darauf hingewiesen werden, daB in der klassischen
Physik ¢ == ¢ ist, d. h., daBl in jedem Bezugssystem dasselbe Zeitmall
gilt. Nach EINsTEIN wird aber die Zeit relativiert, so daB fiir jedes System
ein gesondertes Zeitmall besteht, wobei im allgemeinen ¢ == ¢’ ist.

Nach GALILEI bebilt die Masse ihre Grofe in allen gegeneinander bewegten
Bezugssystemen. Damit wiirde dann auch gelten, dafl die Kraft unab-
hingig von der gegenseitigen gleichférmigen und geradlinigen Bewegung
konstant ist, d. h., ¥ = F".

Aus diesen Betrachtungen folgt die allgemeine Formulierung des Galilei-
schen Relativitdtsprinzips:

Gelten die Gesetze der Mechanik in einem System S, dann gelten
sie auch fir alle anderen Systeme §’, die sich relativ zu § gleich-
formig und geradlinig bewegen.

EinstEIN forderte die Giiltigkeit eines allgemeinen Relativitdtsprinzips.
Er untersuchte die Frage, ob das Relativititsprinzip fiir alle Gebiete der
Physik (nicht nur fiir die Mechanik) giiltig sei. Wenn die Frage nach einer
absoluten gleichférmigen und geradlinigen Bewegung in der Mechanik
sinnlos ist, so miilte (nach EINsTEIN) diese Feststellung fur die gesamte
Physik gelten. (Da die Fragen nach dem absoluten Raum und einem
,»Ather‘‘als hypothetischem Medium fiir die Lichtausbreitung gegenstands-
los geworden sind, werden diese Begriffe hier nicht weiter behandelt.)

Folgende Prirzipien bilden die Grundlage der SRT. In ihnen kommt der
Genius eines der gréBten Physiker zum Ausdruck:

1. Prinzip von der Konstanz der (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit,
2. Prinzip von der vollstindigen Giltigkeit der Relativitit.
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Die Bezeichnung ,,Relativitdtsprinzip® bringt zum Ausdruck, dall es
sinnlos ist, von einem absolut ruhenden Bezugssystem zu sprechen, weil
allein Relativbewegungen experimentell feststellbar sind.

Bei Existenz eines ,,ausgezeichneten’ Systems wiirden die Naturgesetze
nicht allgemein gelten, sondern in einem bevorzugten System eine beson-
ders einfache Form annehmen.

Jedes einzelne Prinzip und erst recht die gleichzeitige Giiltigkeit dieser
beiden Prinzipien ist gemiB den Galilei-Transformationen der Geschwin-
digkeiten unmoglich. EINSTEIN erkannte, daf3 die Galilei-Transformationen
auf Voraussetzungen beruhten, die physikalisch exakter gefaBit werden
muliten. Die Korrekturen dieser Voraussetzungen und die sich daraus er-
gebenden Folgerungen bilden den Inhalt der Einsteinschen speziellen
Relativitatstheorie.

3.2. Zur Lorentz-Transformation

H. A. LorenTz hatte bereits vor EixnsteIy Formeln angegeben, die an die
Stelle der Galilei-Transformationen treten und diese klassischen Transfor-
mationsformeln als Spezialfall enthalten. Sie galten jedoch nur als be-
queme Umrechnungsformeln. Erst EiNsTEIN erkannte die grundsatzliche
Bedeutung der Zusammenhinge, die in diesen Formeln zum Ausdruck
kommen, und fithrte den radikalen Bruch mit den bis dahin giltigen
Raum-Zeit-Vorstellungen herbei.

Die Lorentz-Transformation!) kann elementar am kiirzesten wie folgt her-
geleitet werden:

Man geht von der Galilei-Transformation ' = 2 — v ¢ aus und macht fir
die Lorentz-Transformation den Ansatz

¥ =kx—ot), (3.8)

wobei k ein noch zu bestimmender Korrekturfaktor sein soll. Fiir & =1
ergeben sich die Galilei-Transformationen.

Von den Systemen 8 und 8’ ist keines bevorzugt, so daBl man in der Um-
kehrgleichung # = #’ - v ¢ denselben Ansatz machen kann:

r=k( +vt). (3.9)
Zur Bestimmung von k verwendet man den experimentellen Befund, daf
in beiden Systemen die Lichtgeschwindigkeit denselben Wert ¢ hat: ¢ = ¢’.
Wird im Moment des Zusammenfallens beider Koordinatenursprungs-

punkte zur Zeit ¢ = ¢’ = 0 ein Lichtsignal ausgesandt, so erreicht .das
Signal in den Systemen nach der Laufzeit ¢ bzw. ¢’ die Orte x = c ¢ bzw.

1) “’el;r;;eﬁﬁoghchkelten der Herleitung der Lorentz-Transformationen siehe
im Abschnitt 2. der Aufgaben.

3
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2’ =ct'. Wegen der Konstanz von ¢ tritt in den Gln. (3.8), (3.9) ¢ bzw. ¢
auf. Substitution von { und ¢’ ergibt

x’:k(x—%w):kx(l—ﬁ), (3.10)

x:k(x’Jr%x’):kx'(l By, (3.11)

wobel § = v/c ist. Der Faktor ¥ mul} in beiden Gln. (3.8), (3.9) derselbe
sein, da sich diese nach dem Relativititsprinzip (Gleichberechtigung bei-
der Bezugssysteme) nur durch das Vorzeichen von v unterscheiden. Durch
Multiplikation von (3.10) mit (3.11) erhdlt man

¥rx=~kxx (1 —p?,

also schlieBlich

1
. — (3.12)
yr—p
Fiir die Zeit ¢’ ergibt sich dann mit ¢’ = 2’/c die Umrechnungsformel
x W v
e L A
eyl —p  Jl—p2 Y1 p

und entsprechend

v
UV 4+

CZ
t e e——
y1—pe
Benutzt man an Stelle der Galilei-Transformationen die Lorentz-Trans-
formationen, so 14Bt sich das Ergebnis des Michelson-Versuches (4¢ = 0)
wie folgt deuten:
Der Arm AB der Versuchsapparatur befindet sich in einem §’-System.

Bewegung nicht teil ; er befindet sich daher in einem S-System. Die Michel-
sonsche Versuchsapparatur vereinigt demnach zwei relativ zueinander be-
wegte Systeme. Die ursprungliche klassische Rechnung benutzte gleiche
(unverdnderte!) MaQBeinheiten fiir die Strecken und Zeiten in beiden Syste-
men. Das gilt aber in der Relativitdtstheorie nicht mehr. Vom S-System

aus ist der Arm AB verkiirzt: I = [, /1 — 2. Damit erhilt man statt ¢,
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21, 71777
¢ 1/1 — B :

e =4y

T
t**zlo Vi—p also ¥ =

Fir ¢, erhalt man mit [ = [, nunmehr
2, 1

so daf} sich tatsdchlich
B —ty= At =0
ergibt, womit das Ergebnis des Michelson-Versuches ,,erklart® ist (siehe
aber Versuch von KENNEDY und THORNDIKE).
Das Ergebnis kann aber auch fir den Fall interpretiert werden, daBl sich
ein Beobachter im System 8’ mitbewegt. Hierbei hat der Beobachter die
Zeitdilatation (Zeitdehnung) im S-System, das sich relativ zu S’ bewegt,
zu beachten. In diesem Falle ist statt f, nunmehr ¥ einzusetzen,
t;‘ e L )
Vi—p
denn die Uhr, die ¢, anzeigt, lduft langsamer als die Uhr, an der £¥ ab-
gelesen wird. (Vergleiche hierzu das Beispiel der Zeitmessung in den Ge-
dankenversuchen Kap. 9.3.)
Damit ergibt sich
21 1 1 21 1
=2 - . also #r="2—— .
¢ YT =g y1 —pe c 1—p
Man erhilt auch fir diesen Fall
b — ¥ = ?_lg 1 _ 1
c \1 —p* 1-—p2
so dal} ein irdischer (ruhender) Beobachter?!) das MeBergebnis bestéatigt.

Es ergeben sich demnach mit k& = 1/'[/1 — p? folgende Lorentz-Trans-
formationen:

ty

):At, also At =0,

, r — vt x4 ot
X :/77 : xr = - 72
y1—pe | y1—p
y = 1 y=y
2 =z z =2z (8.13)
7) } ’ 1} ’
t—c—zx t —}——ng
A - L
1 —p fr—p

1) Ein ruhender Beobachter ist mit dem betrachteten System fest verbunden.
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Die gestrichenen GroBen folgen aus den nichtgestrichenen (und umgekehrt)
durch relativistische Vertauschung; d.h., es konnen S- und §’-GroBen mit-
einander vertauscht werden, wenn gleichzeitig die Geschwindigkeit das
Vorzeichen dndert.!)

Bei den in (3.13) dargestellten Ubersetzungsgleichungen handelt es sich
um die speziellen Lorentz-Transformationen, da » parallel zu x angenom-
men ist. Man verwendet sie in dieser Form am haufigsten.

In Vektordarstellung lauten die Lorentz-Transformationen:

vor
2

r’=r+v[ (k——l)—kt]

. (3.14)
¢ = Ic[t —cz(vr)].

Die als Lorentz-Transformation bezeichneten Zusammenhénge zeigen, daf3
die Zeit nicht mehr als unabhéngige Koordinate auftritt. Damit wird
deutlich, daB Raum und Zeit nicht selbsténdig existieren, sondern nur in
der Einheit Raum-Zeit. Die experimentellen Erfahrungen werden exakt
dargestellt, wenn der Zusammenhang zwischen Raum- und Zeitkoordina-
ten durch die Lorentz-Transformation gegeben ist.

3.3. Folgerungen aus der Lorentz-Transformation
3.3.1. Vakuum-Lichtgeschwindigkeit als Grenzgeschwindigkeit

Es gibt keine groBere Signalgeschwindigkeit als die Vakuum-Lichtge-
schwindigkeit ¢; denn fiir v > ¢ wird J/1 — 2 imaginir, und die betreffende
Grofle hat keinen physikalischen Sinn.

3.3.2. Langenkontraktion

Nach der Galilei-Transformation gilt z, — x; = x, — z;, d. h., die Linge
l = =z, — z, eines Stabes bleibt konstant — unabhingig davon, ob er sich
in Bewegung befindet oder nicht. Das gilt nach der Lorentz-Transforma-
tion nicht mehr: Die gemessenen Langen sind in § und 8" verschieden.

Die Langenmessung ist dadurch definiert, dall man einen MeBstab an die
zu messende Strecke legt und den Abstand der MeBstabstriche abliest,

1) Mnemotechnisches Hilfsmittel: Strich auf der linken Seite bedeutet Strich
(Minus) auf der rechten Seite. Dieses Verfahren bietet gegeniiber der Auf-
16sung der Gleichungen einen groBlen Vorteil; siehe unter: Aufgaben 2.1.
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die in einem bestimmten Moment mit den Enden der MeBstrecke zusam-
menfallen. Das ist vollig klar, wenn MeBstab und MeB8strecke ruhen. Be-
steht zwischen beiden aber eine Relativgeschwindigkeit v, so ergibt sich
zwar fir das ruhende System die Strecke ! = z, — a;, fur das bewegte
System 8§’ gilt hingegen?)

, , — —v(ly — ¢
V=2, — 2, = T2 xl;'l v/;; 1)

Nun miussen die Zeiten ¢, und ¢, so bestimmt werden, daB3 in dem System §”
Anfangs- und Endpunkte des MeBstabes im selben Moment gemessen wer-
den; es muB demnach ¢, = ¢, sein.

Es ist

by = — —  und

e A A
Vl — B2 ! V 1—p2
Aus der geforderten Gleichheit folgt

v
bh—t = pey (2, — ;)

und damit
v
y BT ElE e
i =
r=1y1—p2. (3.15)

Vom bewegten Beobachter aus gesehen, wird demzufolge eine kleinere
Liange gemessen. Diese Erscheinung wird als Langenkontraktion be-
zeichnet. Dasselbe Ergebnis?) stellt auch der im anderen System befind-
liche Beobachter fiir Lingen im ersten (bewegten) System fest:

1=1)1—pe. (3.16)

Diese Beziehung folgt durch relativistische Vertauschung, nicht etwa
durch Auflosung nach .
1) Far einen in S’ ruhenden Beobachter.

) Die Frage, welche Liange denn nun wirklich geschrumpft sei, ist sinnlos.
Alle Aussagen sind fiir den jeweiligen Standpunkt richtig.
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Die klassische (nichtrelativistische) Lingenmessung beruht auf einem Ver-
gleich der betreffenden Lange mit einem Mafistab. Die relativistische
Langenmessung fordert das gleichzeitige Ablesen der Maflstabenden bei
einem Vergleich.

Als Konsequenz der Lorentz-Transformation erscheint eine im System
S’ befindliche Kugel im System § als Ellipsoid!). Die Langenkontraktion
tritt nur in Bewegungsrichtung auf; senkrecht zu dieser Richtung tritt
keine Kontraktion auf.

Hingegen erscheint eine Lichtkugel stets in allen Systemen als Kugel,
wenn diese Systeme sich mit gleichformiger Geschwindigkeit gegenein-
ander bewegen.

Die Gln. (3.15) und (3.16) widersprechen einander nicht, da sie verschie-
dene Sachverhalte zum Ausdruck bringen. Sie beziehen sich auf zwei
verschiedene Ereignispaare: im System S {(z;, £); (%5, f,)} und im Sy-
stem 8" {(2,, t;); (x;, £,)}. Das erste Ereignispaar ist in .S und das zweite in
S’ gleichzeitig:

, . v2 ;
w1—x2:(x1—mz)V1—g§ fur ¢, =1,,

. , vt
.7:1—:r:2=(xl—acg)l/l—c—2 fir ¢, =4, .

Die Gleichzeitigkeit hangt vom jeweiligen Bezugssystem ab; somit be-
schreiben die beiden Gleichungen verschiedene Sachverhalte. Ein drei-
dimensionaler Kérper erfahrt nur in der Bewegungsrichtung eine Ver-
kiirzung um ‘/l — v%/c?; seine Abmessungen senkrecht zur Bewegungs-
richtung bleiben also unveréndert.

Beim Prozef} des Sehens und Beobachtens spielt die endliche Laufzeit der
Lichtsignale eine Rolle. Man kann die Lorentz-Kontraktion nicht sehen
oder photographieren, wie das J. TERRELL zeigte. Die in populiren
Schriften dargestellten kontrahierten Wesen und Gegensténde in einer
,, Wunderwelt‘‘ sind irrefithrend.

1) Zur Frage der ,,Sichtbarkeit’“ und des Photographierens der Lorentz-Kon-
traktion schnell bewegter Gegenstinde siehe:

TERRELL, J.: Physic. Rev. 116 (1959) 1041.

WEIGEL, J., und M. WEI¢EL: Math. naturwiss. Unterricht 15 (1962) 244.
WEINSTEIN, R.: Amer. J. Physics 28 (1960) 607.

Boas, M. L.: Amer. J. Physics 29 (1961) 283.

Y~aesTROM, S.: Ark. Fysik 28 (1963) 367.

PENROSE, R.: Proc. Cambridge philos. Soc. 55 (1959) 137.

SALECKER, W., and E. WieNER: Physic. Rev. 109 (1958) 571.

WEeisskorr, V. F.: Physics Today Sept. 1960, 24.
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3.3.3. Zeitdilatation

Eine Uhr gebe am Ort x; (= x;) im gestrichenen (bewegten) System Zei-
chen im Intervall

At =, — ¢ .

Vom ruhenden System aus betrachtet, ist gemif der Lorentz-Transforma-
tion:
At

Vi —p
Das bedeutet, dafl dem ruhenden Beobachter die Intervalle gedehnt er-
scheinen, d. h., eine mit der Geschwindigkeit v bewegte Uhr geht, vom
ruhenden Standpunkt aus betrachtet, langsamer.?)
Dieses Ergebnis fur die Zeitdilatation At findet man folgendermaBen: Eine
Standarduhr gibt im System S’ die Signale (Ereignisse) #; und ¢, an, d. h.
das Zeitintervall At = ¢, — .
Wie gro8 ist das Zeitintervall, das im System S registriert wird ? Aus der
Lorentz-Transformation folgt

At =ty — ¢ (3.17)

’ v o, , v o,

tl + Ez—.’lfl tz _I_ —CE Z,
= und t2 = =,

y1—pe y1— pe

Da die Signale vom selben Ort (z. B. Atom) ausgesendet werden, gilt
x; = x,, und man erhilt durch Subtraktion der beiden Ausdriicke

A

=5
Das Ergebnis zeigt, dal Zeitintervalle, die von einer gleichmallig bewegten -
Uhr in 8" angegeben werden, im System § gedehnt erscheinen, und zwar
in Abhéangigkeit von der Relativgeschwindigkeit ». Dies formuliert man
hiufig wie folgt: Eine bewegte Uhr geht langsamer als eine ruhende.?)
Gemél den Lorentz-Transformationen sind die Raum- und Zeitmessungen
so eingerichtet, daf} in allen Systemen S und §’ die Lichtgeschwindigkeit
konstant gleich ¢ ist, was die Experimente fordern.

Experimentelle Prifungen der Beziehung fiir die relativistische Zeit-
dilatation wurden beispielsweise an Kanalstrahlen, an Myonen der Hohen-

t

t, —

1) Dasselbe Resultat findet der andere Beobachter, was durch relativistische
Vertauschung folgt: A" = Afy1 =g

2) In der ART wird gezeigt, daB auch ein Gravitationsfeld den Gang einer Uhr
verandern kann.
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strahlung (9.1.1.), an n- und K-Mesonen im Labor (9.1.2.) sowie mit Hilfe
des MoBbauer-Effektes bei Zentrifugenexperimenten?)2) (hier mit + 19
Genauigkeit) vorgenommen.

Die Zeitdilatation wurde 1972 mit Hilfe von Atomuhren in Uberschall-
flugzeugen gemessen. Der nach der relativistischen Beziehung erwartete
Zeitunterschied gegeniiber den Vergleichsuhren auf der Erde — ca. 1077 s
nach einer Umrundung — wurde bestétigt.

3.3.4. Relativitdt der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse

Wenn zwei Ereignisse im System S an den Orten x, und «, (x, == x,) gleich-
zeitig (d. h., t, = t,) stattfinden, ist geméifl der LorENTz-Transformation
t, == t,, was aus nachstehenden Gleichungen folgt:

v v
, tl — EE’ Xy t2 —_—

= —— ; t e
B N [
Das bedeutet, daf Ereignisse in x; und @, zwar fir einen Beobachter in S

gleichzeitig sind, nicht aber fiir einen mit 8’ verbundenen Beobachter.
Allgemein gilt, wenn ¢, = ¢,
v
’ tz—t1+c—2(x1“x2)
t— t, = - S
i—pe

Bei der Analyse des Begriffes ,,Gleichzeitigkeit* zweier Ereignisse in zwei
zueinander bewegten Systemen spielt die Lorentz-Transformation die ent-
scheidende Rolle. Die Zeitdifferenz ist wegen des Wertes der Lichtge-
schwindigkeit bei kleiner Geschwindigkeit » praktisch unmerklich. Nur fiir
vjc = 0, also v = 0, ist tatsichlich kein Unterschied vorhanden: £, — ¢,
= t, — t,. Eine Definition der Gleichzeitigkeit mit unendlich groBen Ge-
schwindigkeiten ist physikalisch sinnlos, da ja zur Messung als Hochst-
geschwindigkeit nur die Lichtgeschwindigkeit zur Verfiigung steht.3)
Im gestrichenen System erhilt man eine reelle (positive) Zeitdifferenz, so-

lange v < ¢ und t, — & > (v, — 2;)/c ist. ¢ ist die Hochstgeschwindig-
keit, mit der iiberhaupt ein Energietransport (Signaliibertragung) erfolgen

t

(3.18)

1) CeamMPENEY, D. C., G. R. Isask, and A. M. Kuax: Nature 198 (1963) 1186.

2) Kinpig, W.: Physic. Rev. 129 (1963) 2371.

3) Die Tatsache, daB die klassischen Beziehungen aus den relativistischen fol-
gen, zeigt man, indem man v/c — 0 gehen 148t. Mitunter findet man auch
die Angabe, daB sich die klassischen Formeln auch aus ¢ — o ergeben; ¢ hat
aber tatséchlich einen endlichen Wert.
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kann. Aus diesem Grunde kann die Reihenfolge zweier kausal verkniipfter
Ereignisse nie umgekehrt werden. (Hingegen ist'die Umkehrung der Rei-
henfolge von nichtkausal verkniipften Ereignissen moglich.) Die allge-
meine Nichtgleichzeitigkeit von Ereignissen, die von zwei unterschiedlich
schnell bewegten Systemen aus festgestellt wird, beruht auf der Tatsache,
daB die Uhren in beiden Systemen unterschiedlich schnell gehen.

3.3.5.. Zum ,,Uhrenparadoxon‘’

Auf Grund der Relativitiat der Gleichzeitigkeit wird jedes Ereignis nicht
nur durch Angabe seines Ortes, sondern auch durch den Zeitpunkt ge-
kennzeichnet, in dem es geschieht. Ein Ereignis wird im System S durch
das Wertepaar (z;,#) und im System S durch (i, {;) dargestellt; ein
zweites Ereignis ist in § durch (,, t,) und in 8’ durch (z,, t;) gegeben.

Gemif} den Lorentz-Transformationen gilt dann fiir die Zeitintervalle zwi-
schen den Ereignissen

A , ,
t,—ty = f—lﬁ - fir 2, = a, (3.19)
]/ L~z
und:
. t, —t
t, —t, = /1*22 fir @, = @, . (3.20)
7
C

Aus Gl. (3.19) folgt: Eine Uhr, welche in 8’ ruht (x; = z,) und die Zeit-
spanne ¢; — &, angibt, benotigt fiir dieses Intervall, vom System S aus
beobachtet, die lingere Zeit #; — #,, d. h., die Uhr geht langsamer.

Aus der zweiten Gl. (3.20) folgt, daBl auch eine Uhr, die in S ruht (z, = a,),
vom bewegten S’-System beobachtet, nachgeht. Diesen Zusammenhang
bezeichnet man als Uhrenparadoxon, da sich die beiden Gleichungen fiir
t, — &, und ¢; — ¢; zu widersprechen scheinen, wenn v == 0 ist.

Tatsédchlich liegt aber kein Widerspruch vor, da das Ereignispaar {(2,, #,);
(@, ,)} in beiden Gleichungen etwas Verschiedenes ausdriickt.

Das erste Ereignispaar findet nimlich in §" am selben Ort (z; = x,) und
das zweite Ereignispaar in S am selben Ort (x, = a,) statt. Die Aussage,
daBl zwei Ereignisse am selben Ort stattfinden, hat aber keine absolute
Bedeutung; sie hat nur Sinn bei Angabe des jeweiligen Bezugssystems.
Uber weitere Experimente zum Uhrenparadoxon (Zeitdilatation) s. 9.1.
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3.3.6. Zum ,,Zwillingsparadoxon‘‘

Unter defh Zwillingsparadoxon!) versteht man die Anwendung des Uhren-
paradoxons (vgl. Beziehungen fir Zeitdilatation Gl. 3.17) auf die Fragen
des Alterns wihrend einer Weltraumreise. Wéhrend der Reise des Zwil-
lings A, die mit einer gegen ¢ nicht mehr vernachlissigbaren Geschwindig-
keit v erfolgt, bleibt der Zwilling B auf der Erde zuriick.

Nach der Gesamtreisezeit ¢’ Jahre trifft 4 wieder mit dem in seinem Iner-
tialsystem verbliebenen Bruder B zusammen. Von Beschleunigungs- und
Verzogerungsphasen der Reise sei abgesehen; vergleiche hierzu 9.16.

t/
Der Bruder B ist inzwischen ¢ Jahre dlter geworden: ¢t = - .~ .|
y1 — v2/c?
Fiir den Altersunterschied ergibt sich also (vgl. Tab. 1)

. 1
A=t —t =t (Vl— e fl). (3.21)

Ein Kosmonaut kénnte z.B. das gesamte MilchstraBensystem durchfahren,
ohne wesentlich zu altern, wenn nur seine Geschwindigkeit nahe ¢ ist.?)
Diese SchluBfolgerung scheint paradox, da man auch das Weltraumschiff
als ruhend und die Erde als bewegt betrachten kann. Das ist richtig, da
beide Bezugssysteme grundsitzlich gleichberechtigt sind. Sie sind aber
nicht gleichwertig, denn fiir den Kosmonauten sind z. B. Beschleunigungs-
bzw. Gravitationswirkungen vorhanden, die fiir den Zwilling auf der Erde
nicht in Betracht kommen. Der Zwilling auf der Erde befindet sich dauernd
in einem Inertialsystem. Wegen der notwendigen Beschleunigungsperioden
ist das Weltraumschiff (mindestens zeitweise) kein Inertialsystem. Da-
durch, daBl 4 das Inertialsystem wechselt, besteht keine Symmetrie.

Ein zweiter Einwand bezieht sich darauf, daB man die ,,physikalische‘‘ Zeit
von einer ,,biologischen‘‘ zu unterscheiden hitte. Hierzu ist zu bemerken,
dal} ein Unterschied (bei gleicher ,,physikalischer* Zeit) fur Organismen
unterschiedlicher biologischer Konstitution von Bedeutung sein mag.
SchlieBlich beruhen aber die physiologischen Prozesse auf chemischen und
physikalischen GesetzmiBigkeiten, also auf atomaren Prozessen, so daB
damit fiir den gesamten Organismus auch die aus der Relativitatstheorie
zu ziehenden Folgerungen (z. B. ,,Altern‘‘) vollstindig zutreffen.

Ein dritter Einwand bezieht sich darauf, daB das Weltraumschiff wahrend
der Beschleunigungsperioden kein Interialsystem darstellt; deswegen sei

') SkoBELZYN, D. W.: Das Zwillingsparadoxon in der Relativitédtstheorie.
Berlin 1972.

%) Die volistandige Berechnung der Reisezeit zu fernen kosmischen Objekten
ohne Vernachlassigung der Beschleunigungs- und Abbremsperioden ist in
9.16. durchgefiihrt.
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die SRT zur Behandlung des Problems nicht zustdndig, sondern die ART.
Dag ist im Prinzip richtig. Da es hier aber darauf ankommt, den Verlang-
samungseffekt bei Uhren zu zeigen, die sich mit gleichférmiger Geschwin-
digkeit bewegen — also die Interpretation der Beziehungen der SRT vor-
zunehmen —, kann man das ,,Paradoxon‘‘ auch ohne die Beschleunigungs-
perioden erértern. Die Weltraumreise wird auf 2 sich begegnende Welt-
raumschiffe aufgeteilt, bei denen es sich um Inertialsysteme handelt, d. h.,
die beiden Schiffe haben stets gleichférmige und gleichgroBe Geschwindig-

keit, die v = 0,995 ¢ betragen soll. In diesem Fall ist der ,,Verlangsamungs-
Tabelle 1
R T R S S O U U i
Cc c My v c my 2
= =
c? 2
Diese Werte gelten Diese Werte gelten
auch fur t/t, auch fuar ¢/,
=5 -10
Lo : i Lo 51078 10,012 523 487
1-10-38 1+5- 107 81074 25,005001 500
1. l0- 1+ 5. 10 2. 107 50,002500188
0,1 9.101  1,0050378153 | 5107 100,001 25003
0,2 8.1071  1,0206207262 §-107° 250,00050000
0.3 7.1071  1,0482848367 | 2107 500,00025002
0,4 6-101  1,0910894512 5107 1000,0001250
0,5 5-107 11547005384 | 8- 107 2500,0000500
0,6 4.107  1,2500000000 21078 5000,0000252
0,7 3.101 14002800841 | 5107 10000,000013
0,8 2.101  1,6666666667 S 107 25000,000006
0,9 1.1071  2,2041573389 2. 1070 50000,000005
0,91 9.107* 24119153510 5107 100000,00000
092  8.10% 25515518154 8- 107" 250000,00001
0,93 7.102 27206478090 | 21077 500000,00002
0,94 6102 29310519089 5-1071  1000000,0001
0,95 5.10% 32025630762 8107V 2500000,0001
0,96  4.102  3,5714285716 2- 1074 5000000,0003
0,97  3.107 41134503492 5107 10000000,001
0,98  2.107 50251890764 81079 25000000,001
0,99  1.107 7,0888120505 2107 50000000,003
0,991  9.10°°  7,4703872485 51077 100000000,01
0,992  8-107*  7,9215531315 8.1071*  250000000,01
0,993  7-107%  8,4663716846 2. 1071 500000000,03
0,994  6.10  9,1424332425 5107 1000000000,1
81072 2500000000,1
2.107%  5000000000,3
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Faktor* fur die Zeit l/Vl — v2/c* = 10,01 (vgl. Tab.1). Das bedeutet:
1h im Raumschiff entspricht 10 h auf der Erde. Bei der Begegnung der
beiden Raumschiffe sei ein Informationsaustausch moglich, ebenso beim
Passieren der Erde zwischen Raumschiff und Erdbewohnern. In Abb. 3.2
sind die Phasen der Begegnung (Signalaustausch) dargestellt.

Der Reisende R, passiert die Erde (Abb. 3.2), wo ein Beobachter die In-
formation iiber dessen Alter von 30 Jahren zur Kenntnis nimmt. Eines
Tages passiert R; das Raumschiff R,. Die Borduhr zeigt an, daB 1 Jahr
vergangen ist. R, ist in diesem Augenblick also 31 Jahre alt. Die Ver-

01j
von der Erde gemessen

Phasel Erde = Stern

O

)

=
N
= Alfer30Jahre
— -

R1
Phase 2 ‘

)

Alter 31Jahre
(nachBorduhr)

R1

ebenfalls 31Jahre alt

Phased ,
—

-— <[B
RZ 32 Jahre alt
Vor= 1a Ry begegnet;
fiir irdischen Beobachter = 20 Jahre vergangen

Abb. 3.2
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stdndigung mit I, ergibt, dall der Raumschiffkommandant R, ebenfalls
genau 31 Jahre alt ist. In der Phase 3 passiert R, die Erde. Er informiert
den irdischen Beobachter, dafl er vor einem Jahr R, gesehen habe; d. h.,
R, ist 32 Jahre alt.

Der irdische Beobachter entnimmt daraus, dall zwischen der Phase 1 und
3 fir die Kosmonauten zwei Jahre vergangen sind, fiir ihn selbst aber
20 Jahre. Eine genauere Rechnung zeigt tbrigens, dafl fur den Erd-
bewohner die Reisezeit von B, nicht 10a — wie fiir das Licht — sondern

10
a = 10,05a betragt. Fir die Reisenden betrigt die ,,Zeitverlang-

0,995 10
samung‘ (Faktor der Zeitdilatation) 10; sie sind demnach 1070.995 2
= 1,005a unterwegs. 0-0,

Ein genereller Einwand, wonach das Ergebnis des langsameren Alterns
eines (hinreichend schnellen) Weltraumfahrers dem ,,gesunden Menschen-
verstand‘® widerspreche und deshalb abzulehnen sei, ist indiskutabel. Die
modernen physikalischen Auffassungen, die {iberdies bestens experimen-
tell bestatigt sind, gehen iiber den sogenannten ,,gesunden Menschenver-
stand‘‘ hinaus und sind in der Regel ,,unanschaulich*‘. Das bedeutet nichts
anderes, als daf tblicherweise die aus der Alltagserfahrung unmittelbar
hervorgegangenen Begriffe nicht ausreichen, um Tatbesténde ,,anschau-
lich*‘ darzustellen, die iiber die Alltagserfahrung hinausgehen.

3.4. Transformation der Geschwindigkeit (Additionstheorem)

3.4.1. Relativistische Additionsbeziehung

An die Stelle der Galilei-Addition der Geschwindigkeiten v = %’ + v bzw.
u = u — v tritt fir groBe Geschwindigkeiten die relativistische Addition.
Sie 1aBt sich in einfacher Weise aus den Lorentz-Transformationen her-
leiten:

Zwei Systeme S’ und S bewegen sich parallel zu den Abszissen mit der Re-
lativgeschwindigkeit ». Im System §” bewege sich ein Punkt parallel zur
2’-Achse. Ein mit 8’ verbundener Beobachter mifit die Geschwindigkeit
' = «'[t’; hingegen miBt ein mit § verbundener Beobachter » = z/t. Man
substituiert fiir x und ¢ die Lorentz-Transformationsgleichungen (3.13)

und findet
i z + v
z + ot t’
=————— oder w=-— - -
v X

. .
t/ . _ ’ tl 1 —
Fae ( + 5 t,)
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Wegen 2'[t’ = w’ erhélt man

v Y TY (3.22)

v ’
1+C—2u

und — durch relativistische Vertauschung —

W= (3.23)

Fiir v/c — 0 erhdlt man hieraus die Galilei-Transformationen (3.3), (3.4)
u=u -+ vbzw. u = u — v.

Die relativistischen Beziehungen liefern fiir die Summe w kleinere und fiir
die Differenz w’ grofere Werte als die klassischen Gleichungen.

Die Gln. (3.22) und (3.23) beziehen sich auf den Spezialfall, in dem die
Geschwindigkeit des Punktes parallel zur x-Achse gerichtet ist. In diesem
Fall sind die Geschwindigkeitskomponenten in dem kartesischen Koor-
dinatensystem u, = 0, u, = 0.

Des weiteren ergibt sich auch ul} = Ound %, = 0. Es ist iiblich, an Stelle
von w, und u; zu schreiben u, und u,.

Im allgemeinen Fall besitzt ein Geschwindigkeitsvektor « die drei Kom-
ponenten wu,, u,, 4, bzw. u;, u,, 4;. Aus den Lorentz-Transformationen
findet man durch Quotientenbildung

oz y 2

x ’ , 2
u‘l::?: uy__z—,: uz_?
Es ¢ilt
’ // ’ T e
Uz v 1—pe u, 1 — p2
Uy = - ‘: , u”:M"T@W , uz:*'z'*l/*”bvﬁ"? (3.24)
L+ —u, V4 S u, 1+ u
C C [
, Uy — ¥ . uy Y1 — B2 , 1—p2
uxzixr, uy:—y'y—vrﬁ , uz:}i—‘/—vﬂ . (3.25)
1l ——u, 1 ——wu, 1l ——u,

c2

1) Die Herleitung der Geschwindigkeitskomponenten mit Hilfe der Differen-
tialrechnung ist in Aufgabe 3.2. dargestellt.
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Das Gesetz vom Parallelogramm der Geschwindigkeiten!) gilt demnach
nur in erster Naherung fur kleine Geschwindigkeiten, also in der klassi-
schen Physik. Setzt man u? = uj ++ uy + w2, w2 = »,” + %, + u,” und
bezeichnet man mit ¢ den Winkel zwischen den Geschwindigkeitsvek-
toren v und w’, so gilt

7o 2
l/vz + uw?+2vu cosp — (@ smg)

02
U= v (3.26)
v % cos @
14 - o2
Die Gln. (3.24) lauten fiir den allgemeinen Fall in Vektorschreibweise:
1 u' v —_—
T i e R Y SRR e
1427
+ c? (3.27)

Die GIn. (3.24) sind dagegen einfacher zu handhaben. Man erkennt, daf
keine Symmetrie zwischen u’ und @ besteht.

Aus (3.27) ist ersichtlich, dafl nur kleine Geschwindigkeiten «’ und v in der
gewohnten Weise (vektoriell) addiert werden diirfen. GroBere Geschwin-
digkeiten sind nach dem Einsteinschen Additionstheorem (3.24), (3.26),
(3.27) zusammenzusetzen. Aus ihm folgt auch, daf} sich ein mit Lichtge-
schwindigkeit im ungestrichenen System bewegter Punkt auch im gestri-
chenen System mit Lichtgeschwindigkeit bewegt — sofern Gravitations-
felder vernachlissigt werden konnen.

Aus dem Additionstheorem fiir die Geschwindigkeit folgt ferner, dafl «
nicht groBer als ¢ werden kann.

Wire u > c2/v moglich (s. GL (3.23)), dann wiirde sich w’ < 0 ergeben.
Das hiele aber folgendes:

Wird im System S ein Signal von P, nach P, iibermittelt, so wiirde es —
von 8§’ aus betrachtet — in P, frither eintreffen als in P, starten.

Das aber ist wegen des Kausalitdtsgesetzes ausgeschlossen. Ein Transport
von Energie ist hochstens mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit maglich.
Fir Signal- und Gruppengeschwindigkeiten ist ¢ die Hochstgeschwindig-
keit. (Uberlichtgeschwindigkeiten kénnen nur als Phasengeschwindig-
keiten auftreten, z. B. bei den de-Broglie-Wellen, mit denen aber eine
Signalitbertragung nicht moglich ist.) Die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit
erweist sich als Grenzgeschwindigkeit aller materiellen Geschwindig-
keiten.

1) Siehe hierzu die Aufgaben 3.
4 Melcher, Relativitiatstheorie
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34.2. Beispiele fiir das Additionstheorem

1. Das Ergebnis des Michelson-Versuches 16t sich kurz wie folgt formu-
lieren:
Lichtgeschwindigkeit + Erdgeschwindigkeit = Lichtgeschwindigkeit.
Dieses Ergebnis folgt nun unmittelbar aus dem relativistischen Addi-
tionstheorem der Geschwindigkeiten (3.22), wenn fiir «’ = ¢ und fir v
die Erdgeschwindigkeit gesetzt wird:
¢+ ¢+ v c(c+ v)

ve v ct+w
14—
c ¢

c.
1+

2. Die Addition zweier Unterlichtgeschwindigkeiten fiihrt stets wieder zu
einer Unterlichtgeschwindigkeit:

Mit %" = 0,56 ¢ und v = 0,5 ¢ ergibt sich v = 0,8 c.

c

1+025

3. SchlieBllich findet man, dafl auch die Summe zweier Lichtgeschwindig-
keiten die Lichtgeschwindigkeit ergibt

c+ec 2¢

e 2 ¢

1+ 5

U =

Hiermit ist nochmals gezeigt, dall es keine (Signal-)Geschwindigkeit gibt,
die groBler als die (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit ist. Die Geschwindig-
keit elektromagnetischer Wellen tritt als Grenzgeschwindigkeit auf, die
nicht nur bei den GesetzméaBigkeiten des Lichtes selbst, sondern auch bei
der Struktur von Raum und Zeit als universelle MaBstabskonstante von
hervorragender Bedeutung ist.

In der SRT werden Geschwindigkeiten nichtlinear addiert.

3.4.3. Der Versuch von Fizeav

Der Versuch von F1zeau erbrachte 1851 ein Ergebnis, das seinerzeit mit
den klassischen Hilfsmitteln nicht verstanden werden konnte. Es 148t sich
erst mit der Relativititstheorie richtig deuten. Oder umgekehrt: Der Ver-
such von F1zeAv ist ein Beweis fiir die Richtigkeit der Relativitatstheorie,
fiir das Einsteinsche Additionstheorem der Geschwindigkeiten.

Bei diesem Versuch von F1zeav handelt es sich um folgende auch allgemein
interessierende Problemstellung:

Die Lichtgeschwindigkeit in Wasser soll bestimmt werden, wobei die Stro-
mungsrichtung des Wassers einmal der Ausbreitungsrichtung entgegen-
gesetzt sein, das andere Mal mit ihr zusammenfallen soll.
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Die Versuchsanordnung nach HoEx ist in Abb. 3.3 dargestellt:

Spiegel 1 ﬂ Spiegel 2
[y EXs
v
/ feildurchidssiger Spiegel
1 1 1;
® T AR A T
Lichtquelle 2 T ) Spiegel3
1 7 v
B Fernrohr
Interferenzstreifen
Abb. 3.3

Der teildurchldssige Spiegel zerlegt den urspringlichen Strahl, so daBl die
Komponente 1 in die Richtung der Stromungsgeschwindigkeit » des
Wassers fillt, wahrend die Komponente 2 das Medium entgegengesetzt zur
Stromungsgeschwindigkeit durchsetzt. Die Strahlwege werden je nach
Geschwindigkeit v einen Gangunterschied erhalten, so dafl mit dem Inter-
ferometer Interferenzstreifen beobachtet werden, die sich beim Umkehren
der Stromungsrichtung verschieben. Man miBt jedoch nicht die Geschwin-
digkeit

c
Cw = ; + v, (3'28)

sondern einen kleineren Betrag.

cw = ¢/n gilt fir das ruhende Wasser (v = 0; ¢y = Z/% =2,25 . 108 ms1).
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes ist im Wasser ¢/n, wobei =
der Brechungsindex ist. Nach der klassischen Mechanik wére als Licht-
geschwindigkeit im stromenden Wasser (Stromungsgeschwindigkeit ») zu
erwarten:

Cyw = % + v oder cy = % — v (je nach Stromungsrichtung).

4‘



52 Spezielle Relativitdtstheorie

Die Experimente — 1887 von MICHELSON und MORLEY in verbesserter
Form wiederholt — ergaben aber einen Wert

c 1
oy =Lt (1 _ 77) (3.29)
bzw. fir die entgegengesetzte Stromungsrichtung

cW:i_v(l_l). (3.30)

Der Faktor (1 — 1/n?) wird als Fresnelscher Mitfithrungskoeffizient be-
zeichnet.!)

Das Versuchsergebnis ist klassisch nicht verstindlich. Es 148t sich jedoch
mit Hilfe der SRT erkldren: Die Rohren bilden das Ruhesystem S, das
bewegte Wasser dasSystem §’. Mit ¢y wird die Geschwindigkeit bezeichnet,
die ein relativ zur stromenden Flissigkeit ruhender Beobachter mifit;
cw = ¢/n ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes in der ruhenden
Fliissigkeit. Geht man von der Formel (3.22) aus, so erhilt man durch
Substitution von v’ = ¢/n

[4
_— + v
n
Cw = ,fcf,
—
n
1+
CZ

Daraus ergibt sich — bei Vernachlassigung von v%/c n —
Cyw = ¢ + o[l !
Y w2’

was mit dem Experiment iibereinstimmt.?)

1) Herleitung des Fresnelschen Mitfuhrungskoeffizienten s. Aufgaben 1.3.
2} FuBlnote s. S. 53.
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Es muB bei dieser Formel noch auf folgendes hingewiesen werden: Ist
n = 1 (Vakuum, ndherungsweise auch fiir Luft), so erhédlt man als Va-

1
kuum-Lichtgeschwindigkeit stets % +v|l — ‘fi) = ¢. Diesen Sachver-

halt belegt aber der Michelson-Versuch. Daraus ist ersichtlich, daf$3
die (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit unabhingig vom Bewegungszustand
zweier Systeme stets gleich groB ist. Nach den von EINSTEIN angegebenen
Vorschriften fiir Raum- und Zeitmessungen ist es grundsétzlich unmog-
lich, unbeschleunigte Translationsbewegungen relativ zu einem ,,Ruhe-
system‘ festzustellen.

Die relativistische (nichtlineare) Additionsformel wird also durch den
Fizeau-Versuch einwandfrei bestdtigt. Fiir die Nichtanwendbarkeit der
,,gewohnlichen Regel“ (nach GALILEI) zur linearen Addition von Geschwin-
digkeiten gibt es eine einfache Analogie: Die Winkelsumme in einem
ebenen Dreieck ist 180°. Das gilt fiir alle relativ kleinen Dreiecke auf der
Erdoberfliche. Betrachtet man ein hinreichend groBes Dreieck auf der
Erdoberfliache, so erhidlt man eine groBere Winkelsumme, so daf hier die
,,gewohnlichen Regeln‘* der Planimetrie nicht mehr gelten.

3.4.4. Additionstheorem und Lorentz-Faktor

Besitzt ein Korper im bewegten System S’ noch eine Eigenbewegung u,
in bezug auf dieses System (in Richtung der x-Achse), so hat ein im System
S ruhender Beobachter eine zusammengesetzte Geschwindigkeit « zu be-
riicksichtigen, die sich nach dem Additionstheorem aus u, und der Sy-
stemgeschwindigkeit v ergibt. Man hat demzufolge in dem Lorentz-Faktor

2 1
— ]_ ——— T ———
l/ c? k

1) Berticksichtigt man die Dispersion, so wird der Mitfiihrungskoeffizient etwas
komplizierter. P. ZEEMAN konnte aber 1915 bei Wiederholung des Fizeau-
Versuches die genauere Formel exakt bestétigen. Die genauere Beziehung
mit dem Dispersionsterm lautet

1 . A dn
nt ndi)
In der Arbeit von O. KxopF: ,,Die Versuche von F. HarrEss tber die Ge-

schwindigkeit des Lichtes in bewegten Korpern‘‘, Naturwissenschaften 8(1920)
815— 821, werden drei Fille des Mitfithrungskoeffizienten unterschieden:

1 1 A dn 1 A dn
.{1—-—=); 2.(1—-=—=———1; 3 (1 —--<———].
( nz) ( n? nzd},) ( n? ndl)

cwzi—l—'u(l—
n
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an Stelle von v nunmehr

zu substituieren. Damit erhdlt man als Lorentz-Faktor, wenn zwei paral-
lele Geschwindigkeiten in Richtung der z-Achse vorhanden sind,

- S . @2_ , o
1/1 “3_1/1_1 %_Jrv?_KC(ch) (e 0"

o ;ltxz ?)27 \ u:;ii@z
- —at—@a
B )y Y ’
02
also
Uy v2
u: V(‘ -5
1--— = o . (3.31)
142
62
Fir
— Uyt v
s = T
¢
L=
ergibt sich
e T
3 -2\l z
V . T AN AT S (3.32)
¢ | Ya?
. 02

Beide Gleichungen unterscheiden sich beziiglich des Vorzeichens von u,.
Fiir u, = 0 folgt u, = v.
3.5. ©  Reldtivistische Beschleunigung

Unter der Beschleunigung versteht man die Geschwindigkeitsdnderung
in der Zeiteinheit, genauer ¢ = du/d¢. Es werden zwei Fille unterschieden:
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die Beschleunigung in der Richtung (parallel) der Bewegung: a, bzw. a,,
und senkrecht zu dieser Richtung: @, bzw. a,.

Der betrachtete Korper im bewegten System S’ habe zur Zeit ¢ = 0 die
Geschwindigkeit u, = 0 und nach der Zeit A¢’ die Geschwindigkeit Au,.
Vom Bezugssystem §’, das gegeniiber dem System S mit der Relativ-
geschwindigkeit v bewegt ist, stellt man die Geschwindigkeiten u, = v und
Uy -+ Au, fest. Das ist aber nach dem Einsteinschen Additionstheorem

v duy

Auz v’

14 o

Uy + Auy = (3.33)

Betrachtet man Au, als kleine GroBe, so gilt

Uy + Au, = (v + Aua,:) (1 - A::v)
" 2
:v—f—Au;—Auzv ;
C

hierin ist die GroBe (Au,)? als klein von zweiter Ordnung vernachlissigt.
Wegen u, = v erhilt man

Au, = Au,, (1 _v_:)
c ¢

’

Mit At = —L (s. 3.3.3.) erhélt man durch Division

1)2
)r-3
Auy  Aug 1 v2\3
At A )

Auy  du,

Durch Grenzitbergang lim = —* = g, findet man schliellich
atso0 4 dt

G, = Gy V(l — %:)3. (3.34)

Fiir die y’-Komponente folgt zunichst die Geschwindigkeit u,:

’ 2
Aus ¢y’ = y baw. Ay’ = Ay und A’ = At l/l — :—2 ergibt sich
Ay Ay 1

Av T A4t
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und durch Grenziibergang

Die nochmalige Bildung des Differenzenquotienten liefert
Auy,  Au, 1

At'MAtl v’

SchlieBlich erhilt man nach dem Grenziibergang den Differentialquotien-
ten und damit die Beschleunigung in der y-Richtung bzw. z-Richtung

2

2
a, = a, (1 — 0—2) bzw. a,=a, (1 — %)2—) . (3.35)

Unter Aufgaben 7.1. wird mit Hilfe der Differentialrechnung der Ausdruck
fiir die relativistische Beschleunigung allgemein hergeleitet.

4. Zur Masse-Energie-Aquivalenz

41. Die relativistische Massenverdnderlichkeit

Im folgenden werden unter Verwendung der Lorentz-Transformations-
formeln zwei Herleitungen fiir die relativistische Massenverinderlichkeit
m = my/ 1/1 — v2/c? angegeben. Diese Beziehung gehért zu den experi-
mentell bestfundierten Gesetzen. Sie bildet u. a. die Gundlage fir das
Funktionieren der Teilchenbeschleuniger und der experimentellen An-
ordnungen in der Kern- und Elementarteilchenphysik.

4.1.1. Impulserhaltungssatz und Massenveranderlichkeit

Es ist evident, dafl der Erhaltungssatz des Impulses p = m v bei der
Galilei-Transformation invariant ist, wenn man die absolute Erhaltung
der Masse annimmt. In der Lorentz-Transformation ist die Giiltigkeit
dieses Erhaltungssatzes nicht so offensichtlich, da fiir die Geschwindig-
keiten keine direkte Addition bei der Transformation gilt wie in der klas-
sischen Mechanik. Es zeigt sich, dall mit

m = myl1 — v*fc?

der Impuls die gewohnte Form p = m v behilt und demzufolge p’ = p,
also m’ v" = m v fiir die Lorentz-Transformation gilt.
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Mit dem System S(z, y) sei eine MeBvorrichtung (Target oder Platte mit
Feder) fest verbunden. In diesem System wird ein Kérper auf das Target
geschossen. Die Eindringtiefe Ay ist ein Maf fiir den Impuls m u, dieses
Korpers. Eine an einer Feder befestigte Platte wiirde eine Auslenkung
Ay erfahren, die als MaB fiir den Impuls m u, gilt (Abb. 4.1).

v 4
|
| leuy= .imuy= 1F—_T
‘| | m’u’y m’uy
| :
| [ Ay =4y
| k _
[ L
| T II E:::::J—g i
IR -
| y)
| Feder
.. T .
vt 1.Versuch 2.Versuch 3.Versuch X x!
Abb. 4.1

Parallel zur z-Achse bewege sich ein System S'(«’, ') mit der Geschwin-
digkeit . Der gegeniiber der Platte bewegte Beobachter mifit dieselbe
Eindringtiefe des Geschosses: Senkrecht zur Bewegungsrichtung v tritt —
gemalB der Lorentz-Transformation — keine Lingendnderung auf, also
y" = y. Da beide Beobachter dieselbe Eindringtiefe Ay’ = Ay feststellen,
kommen sie zu der SchluBfolgerung, dal die Impulse in beiden Systemen
gleich sein miissen: '

m Uy = mu, . (4.1)

Auf Grund der Zeitdilatation bei der Umrechnung von einem System in
das andere ergeben sich allerdings unterschiedliche Geschwindigkeits-
werte fiir %, und 4, — geméiB der Transformationsbeziehung (3.25) —:
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Aus der Gleichheit der Impulse (4.1) folgt mit u,

m(l——vgu‘,) m’(l—{—%u{;)
¢
P W YA m= (4.2)

Im vorliegenden Fall ist w, = 0 (bzw. auch u, = 0), so daBl man dafir
schreibt — unter Weglassung des Striches —

m=-—2___ . 4.3)

Versteht man unter Masse allgemein diesen Ausdruck m(v), so spricht man
von der Impulsmasse, und es gilt fiir den Impuls generell

pP=mv === (44)

Nur fiir kleine Geschwindigkeiten » gegeniiber der Vakuum-Lichtgeschwin-
digkeit ¢ ist man berechtigt, p = m, v als Naherung zu verwenden; hierin
bezeichnet m, die Ruhmasse.

Es sei bemerkt, daB ein Ansatz fiir die Gleichheit der Impulse m u, = m u,,
d. h., u, = wu,, auf v = 0 fiihrt, also fiir das betrachtete Problem ausschei-
det. Die Tatsache, dal} allgemein m’ == m fiir v == 0 gilt, ist experimentell
bestens belegt.

Unter Masse versteht man einen Trégheitswiderstand, der allgemein mit
zunehmender Geschwindigkeit anwéchst.

Die Auffassung einer Masse als einer GrofBle, die einer bestimmten Menge
von Atomen oder Molekiilen proportional ist, gilt nicht allgemein. Sie
beschrankt sich nur auf die Proportionalitit zwischen Atomanzahl und
Ruhmasse, da sich die Menge der Atome mit der Geschwindigkeit nicht
andert, wohl aber die (trige) Masse.

Weiter unten wird gezeigt, dal in der speziell relativistischen Physik bei
der Erfiillung des Impulserhaltungssatzes stets zugleich auch der Energie-
erhaltungssatz erfiillt sein muB.
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Vorstehend ist gezeigt worden, dafl andere bewegte Beobachter (v;, v,,
..., v) fiir ein und denselben Impuls m’ u, andere Werte m u, messen. Bei
Einfihrung der Massenverdnderlichkeit bleibt der Impuls in beiden Sy-
stemen S und 8’ erhalten: m’ u, = m u,.

4.1.2. Folgerung der Massenverdnderlichkeit
aus dem unelastischen Stof3

Im System §’(z’, y’) bewegen sich lings der a’-Achse zwei vollkommen
plastische Kugeln mit der Geschwindigkeit #’ bzw. — %’ aufeinander zu.
Sie fuhren einen ideal unelastischen Stof3 aus, derart, dafl sie beide nach
dem Zusammenstofl im System 8’ vollig in Ruhe sind, d. h., sie besitzen
nach dem ZusammenstoB die Geschwindigkeiten %, = 0. Die Beobach-
tungen werden mit dem Erhaltungssatz des Impulses fur die beiden Sy-
steme wie folgt formuliert:

Im System §’ gilt:

my w4 my (— w) = (m; + my)- 0. (4.5)
Hieraus folgt fiir den mit diesem System verbundenen Beobachter:
(m; — my) v = 0 und damit die Massengleichheit m; = m,.

Speziell gilt diese Massengleichheit auch fir im System §’ ruhende Ku-
geln, d. h., die Ruhmassen sind ebenfalls gleich: m; o = ms.

Im System 8, das sich parallel der z’-Achse mit der Geschwindigkeit v
bewegt, gilt fir die Geschwindigkeiten der beiden Kugeln vor dem Stof3:

%:uﬂ;w und %zil:”. (4.6)
142w 1— 2w
c c2

Nach dem ideal unelastischen Stof ist fiir beide Kugeln u, = v. Damit
gilt fir den Impulserhaltungssatz

u + v —u +
my pomy =Y (g my) 0 (4.7)
14+ 2w 1—- 2w
c? c?
Hieraus findet man
u v . [ —
my *—:——v + mg [ — {b—t—;—*—_v—v =0,
14 5o 1 ——w
c c?
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also

1— c%u’
%:_;.7. (4.8)
1 1—{-——2%/
C

Dies aber bedeutet, daf} die beiden Kugeln im System § verschiedene
Massen haben: m; > m,. Wenn «’ = 0 und daher u, = u, = v ist, gilt
my/m, = 1. Beide Kugeln haben in S gleiche Masse m; = m,, wenn sie gleiche
Geschwindigkeit » haben. Das gilt speziell auch fir v = 0 (Ruhmasse):
My,0 = Mayo.

Wihlt man nun fir die Relativgeschwindigkeit v = w’, so findet man nach
Gl. (4.6) fir die Geschwindigkeiten der Kugeln vor dem Stof} (in S):

20
2
1+c—2

Uy = und wu,=0. (4.9)

Die zweite Kugel ist also vor dem StoB in § in Ruhe; demnach ist ihre
Masse gleich der Ruhmasse mgo. Damit erhdlt man aus GI. (4.8)

v2

1—=%
mg’o_ C
m %
1 1 +_2

[

Da die Ruhmassen der beiden Kugeln in § gleich sind: mg ¢ = my,9, folgt
aus Gl. (4.8) nach Quadrieren

. (4.10)
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Aus Gl. (4.6) findet man
4 v?

/022;
(1+c—2)

damit ergibt sich weiter aus (4.10)

ul =

=1—— bzw. m, =

Das bedeutet allgemein: Bewegt sich ein Korper der Ruhmasse m, gegen-
iiber einem Bezugssystem mit der Geschwindigkeit v, so mifit man die
Masse m(v)

m= (4.3)

2
i

Eine Ubersicnt iiber Experimente zur Messung der relativistischen Massen-
veranderlichkeit geben FArAc6 und JAnossy!). Von MEYER und Mit-
arbeitern?) wurden an Elektronen im Bereich von 2,6 bis 3,1 MeV Pri-
zisionsmessungen zur Geschwindigkeitsabhingigkeit der Masse durch-
gefiihrt, wobei innerhalb von 0,05%, Ubereinstimmung mit der relativi-
stischen Beziehung gefunden wurde.

42. Massenzuwachs und kinetische Energie

Die Gleichung fiir die relativistische Massenveridnderlichkeit (4.3)

m P2\ -1/2
m = °~—:mo(1-——)

v? c?
1=

1a8t sich durch Reihenentwicklung niherungsweise (v/c <<1) folgender-
maflen schreiben:

1 »?

1) Faragd, P. S., und L. JANossY: Nuovo Cimento 5 (1957) 1411.
2) MEYER, V., W. Reicuart, H. H. Staus, H. WinkLER, F. ZaMBONI und
‘W. ZycH: Helv. physica Acta 36 (1963) 981.
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Daraus folgt
1 1
¢ —,

mo— My A 5o Uy

worin mg v2/2 = Ey, die klassische kinetische Energie der Masse m, ist.
Das bedeutet, daB die kinetische Energie einem Massenzuwachs proportio-
nal ist (und umgekehrt). Da jede Energie durch entsprechende Umwand-
lungsprozesse in kinetische Energie iiberfithrt werden kann, kann man all-
gemein folgern:

Jeder Energiezuwachs — gleichgiiltig, in welcher Form die Energie auf-
tritt — bedingt einen Massenzuwachs. Das aber heifit: Masse und Energie
sind dquivalent.

Setzt man m — my = Am, so kann man schlieBen, dafl einer Massen-
anderung eine Energieinderung entspricht:

Am ¢ = Ekln . (4.].1)

Diese Beziehung, die EINSTEIN als das wichtigste Resultat seiner Relati-
vitdtstheorie bezeichnet hat, wird nachstehend exakt hergeleitet.

4.3. E=mc

Der Ausgangspunkt ist das allgemeine Kraftgesetz, das hier nicht in der
einfachen klassischen Form F = m a verwendet wird, wo man m stets
als konstant ansieht, sondern in der Form

F = %(m v), (4.12)

d. h., die Kraft F wird als die zeitliche Ableitung des Impulses verstanden.
Das Gesetz von der Erhaltung des Impulses gilt auch in der Relativi-
tatstheorie: Wirkt keine Kraft auf die gleichformig bewegte Masse ein,

d
also F =0, d. h., d (m v) = 0, so folgt m v = const; hierbei ist

My i

die Impulsmasse.
T — o

Zur Berechnung der Arbeit d4 = F ds wird zunidchst deren zeitliche
Anderung dA4/dt = F ds/dt betrachtet:

d;‘l d o omy ds\ ds
e de\y1 — g2 dt)dt’
a4 [ my dap ds m" ]
Ly e g aefae

also
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ds & dp

Damit ergibt sich

und a‘t*z‘ = dt .

dd _  m, (ﬁﬂdﬁ /3)6

dr l/l_ﬁz 1—p2de * de
oder
dd _ mye*f ( p* dg
E il (l_ﬁ2+1)4
und weiter
dA my 2 f 1 dg
ar 1 — B 52 1 — B2 de’
also
dd _ o B 9P
d¢ Vl /32)3 dt’
Um die Integration
p
A=m —
) =t
durchzufithren, wird
z=)1— ﬂ7
eingefuhrt. Es ist
pdf = — zdz,
dz _ 2 B
g 2y1 —p 2’
also
+ C.

f—dz

V—/32

e

A = myc?
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Die Integrationskonstante wird so bestimmt, dall sich fir » = 0 bzw.
B = 0 der Wert A = 0 ergibt.

OzmoczA;l——FC,
y1 —0

— 2
C = —myc.

Somit erhilt man schlieBlich

=)

Das ist die kinetische Energiel) in relativistischer Form. Diese kann man
demnach auch schreiben

A=m°c2(

Byin = (m — mg) ¢, also Eyy, = Amc?; (4.13)

in Worten: kinetische Energie (Ey;,) = Gesamtenergie (m c2) — Ruh-
energie (m, c?). Der Satz von der Unverinderlichkeit (Konstanz) der Masse
gilt demnach nicht wie in der Newtonschen Mechanik. Nur wenn die Ener-
giedinderungen verhédltnismiBig klein sind, kann man die Massendnderun-
gen vernachldssigen.

Diese wichtige Beziehung ist experimentell vollig gesichert. Sie spielt in
der Atom- und Kernphysik eine hervorragende Rolle. m = E/c? ist der
allgemeinste Ausdruck fiir die Tragheit der Energie. (Uber die Trigheit
der Energie vgl. 4.5.)

Die Formel fiir die klassische kinetische Energie ergibt sich als Spezialfall

der relativistischen Formel fiir Fy;,, indem man eine Reihenentwicklung
durchfiihrt:

P2\ —1/2
Exin = (m — my) ¢ = m, c? [(1 N 672) B 1] ’

1 22 3 vt

Ekin_mocz[l+§—6€+—8—cj+"'1:|'

Fiir v € ¢ folgt By ~ ;— mg v2. (Vgl. hierzu Aufgabe 4.11.)

Aus den Beziehungen fiir Ekin‘ berechnet man z. B. auch die Geschwindig-
keiten geladener Teilchen, deren kinetische Energie gleich eU ist.

1) Die Differenz zweier kinetischer Energien entspricht der verrichteten Arbeit:

A = E{), — E{%; im vorliegenden Fall ist wegen v = 0 auch EZ), = 0.
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Aus der klassischen Formel
1 2
5 Mo v*=eU (4.14)

wiirde man

2
v=1/2%1 (4.15)

Mo

erhalten, die aber nur fiir v << ¢ Giiltigkeit hat, da ja hier m = m, = const
gilt.

Man zeigt leicht, da} diese Formel z. B. bei Elektronen zu sinnlosen Re-
sultaten fithrt: Als Zahlenwertgleichung schreibt man (4.15)

v 1051/ Y
—=5.932.10° /o (4.16)

und wirde fir U = 108 Volt Geschwindigkeiten fiir die bewegten elek-
trischen Ladungstrager erhalten, die groBer als die Vakuum-Lichtgeschwin-
digkeit wiren. Das aber widerspricht der physikalischen Erfahrung.l)
Fur Elektronengeschwindigkeiten, die gegeniiber der Lichtgeschwindig-
keit nicht mehr zu vernachlissigen sind, fithrt nur die allgemeingiiltige
relativistische Beziehung zu Resultaten, die mit der Erfahrung iberein-
stimmen: Aus

1
eU=mc?—myct=myc*| —————1 (4.17)

berechnet man fiir Elektronen mit v = ¢

v=c|/1— ! ) (4.18)

2
(1 + 1,9577 - 10-¢. L)

Volt

Zur Berechnung von v dient allgemein die Gleichung

242
v = cl/l _ (”;b“c"z) , (4.19)

die aus (4.3) folgt.

1) Siehe Aufgabe 7.5.
5 Melcher, Relativitatstheorie
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Man findet fiir beliebige Teilchenarten:

m 02 2
v=c|/l ——22 4.20
V (mo c?+ Ekin) (4.20)

[ 1
v=c|/1— B 4.21)
Mg €

Einerseits gilt mit (4.3)

oder

m 1

- 4.22
My o (4.22)
-z
und andererseits
Ekin + Eo 1
= 4.2
7, = (4.23)
-
und somit auch
m_ 1+9; (4.24)

hierin ist n = Ey/E,.

In der Tabelle 1 (s. S. 45) ist die Abhéngigkeit der relativen Masse von der
Geschwindigkeit v/c bzw. von 1 — v/c angegeben. Diese Angaben gelten
also fiir beliebige Teilchenarten. Die Werte sind in Abb. 4.2 in linearen
und in Abb. 4.3 in doppelt-logarithmischen Koordinaten graphisch dar-
gestellt.

Fiir Berechnungen im extrem-relativistischen Bereich verwendet man
Gl. (4.22), indem man nicht § = v/c, sondern vorteilhaft 6 = 1 — v/c als
Variable betrachtet: 0 < § = 1. Damit erhidlt man aus (4.22)

m 1 1

g

Diese Gleichung vereinfacht sich, wenn § gegeniiber 2 vernachlissigt wer-
den kann:

m 1 1

%Nm:ml/l_ﬁ

c

(4.25)

(4.26)




4. Zur Masse-Energie-Aquivalenz

67

5%

\_ 1 _m_E_,, Ekn_
s 'I—V—z ) * E, 7
[o3
L _.r !
Po |
10+ t |
-1, (Zeitdilatation) |
~ |
s o, . L I
=7 (L&ngenkontraktion) |
- |
I
6 = cosh & l
L l
f
T |
- \
2 I
; !
Lo \k/asfismf%aj 7l
Iy r e
0 02 O+ 06 08 1 fg-irim
n
Abb. 4.2

i \\ill\x 1 IR R [I!Illl’ T |I|\IA

g7, -Tig[(z-6)6]
Fiir § <<2 (extrem relativistisch) <
Igm==3196-7lg2

RN

m 1 1

Mo V1-5 Yiz-6)6°
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und damit auch

my

Da E = Eun, + E, gilt, ist im extrem-relativistischen Bereich wegen
Ekin> EO: also
v 1

(4.27)

l——~————. (4.28)
P Eyin\?
E,
Tabelle 2
Eyin m|mqy fur Elektronen Eyin m/m, fir Elektronen
eV eV
1 1,000001 96 108 196,691 798

10t 1,00001957 2.108 392,383596

102 1,00019569 5.108 979,458 989

103 1,00195692 10° 1957,91798

104 1,01956928 2.10° 3914,83596

105 1,19569180 5. 10° 9785,5689 89
2.105 1,39138360 1010 19570,1798
5.10% 1,97845899 1011 195692,798

108 2,95691798 1012 1956918,98
2.108 4,91383596 1018 19569180,8
5. 108 10,784 5899 1014 195691799

107 20,56691798 1015 195691798 - 10
2.107 40,1383596 1016 195691798 . 100
5.107 98,8458989

Fur Elektronen ist m/my, = f(Eyi) in Tabelle 2 berechnet und in Abb. 4.4
in doppelt-logarithmischen Koordinaten dargestellt. Fihrt man Berech-
nungen mit den am hiufigsten auftretenden Teilchenarten durch, so sind
folgende Werte niitzlich:

Teilchenart Ruhmasse m, Ruhenergie E, Ruhenergie E,
kg Ws MeV
Elektron 0,91091 . 10-% 8,18685 . 10714 0,5611076
Proton 1,67252 - 10-%7 1,50319 - 10710 938,260
Deuteron 3,33443 - 10777 3,00569 - 10710 1876,096
a-Teilchen 6,66461 . 10-27 5,97318 - 1010 3728,346

Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢ = (299792456,2 4+ 1,1) ms™!
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Abb. 4.4

4.4, Die Trdgheit der Energie

Man denke sich ein geschlossenes Gefall der Masse M. Von einer Stelle A
der Innenwand des GefiBes (Abb. 4.5) gehe ein Lichtblitz aus, der an der
gegeniiberliegenden Wand bei B absorbiert wird.!)

l | Abb. 4.5

Das Licht kann einen experimentell nachweisbaren Druck ausiiben; es
besitzt demnach einen Impuls. Wihrend des Emissionsaktes miifte nun
das gesamte Gefd3 der Masse M einen RiickstoB erhalten und sich infolge-
dessen mit der Geschwindigkeit v entgegengesetzt zum Impuls p fort-
bewegen. Die Geschwindigkeit » des Schwerpunktes ist gemafl dem Im-
pulssatz

P E

Y Sl 4.2
v M M (4.29)

Der Impuls des Lichtes?) wird zu p = E/c bestimmt.

1) Dieser Gedankenversuch geht auf HASENGHRL (1904) zuriick.

2) Der Strahlungsdruck 148t sich auch aus der Wellentheorie berechnen. Der
Lichtdruck der Sonne wurde — vor der Quantentheorie — bereits von
P. LeBEDEW 1890 gemessen und von NicHOLs und Hurr 1901 mit groBerer
Genauigkeit bestimmt: etwa 1 mp/m? = 9,81 - 10-¢ N/m? = 9,81 - 10! bar.
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Die Bewegung wird durch den Absorptionsakt gestoppt. Bei diesem Vor-
gang sind jedoch nur innere Krifte beteiligt, so dafl diese Schwerpunkt-
verschiebung im Widerspruch steht mit dem Prinzip von der Erhaltung
des Schwerpunktes, falls nicht der Lichtblitz selbst, d. h. die in ihm ent-
haltene Energie X eine trige Masse m besitzt.

Durch die Bewegung dieser Masse m bleibt der Schwerpunkt des gesamten
Systems (Gefd + Lichtblitz) in Ruhe. Man gelangt also zu der Annahme,
daB Strahlungsenergie eine trige Masse besitzen misse. (Allgemein ist
heute gesichert: Jede Energieform besitzt trage Masse.)

Es soll nun die Grofle m aus dem Gedankenexperiment bestimmt werden.
Man setzt einen sehr kurzen Lichtblitz voraus bzw. ein so groBes Gefal,
dall man annehmen kann, das Gefall werde in Bewegung gesetzt bzw. wie-
der abgebremst innerhalb von Zeiten, die vernachldssigbar klein sind
gegeniiber der zwischen Emission und Absorption liegenden Flugzeit der
Lichtblitzenergie.

Innerhalb der Flugzeit ¢ = I/c betrigt die Verschiebung der GefdBmasse

L, _tE( B\
=t =31\~ 77a)

die Verschiebung der Lichtblitzmasse m betriagt

(=)
Xy =tCc|=—c].
c

Der Schwerpunkt beider Massen bleibt in Ruhe, wenn z, M = z,, m ist:

tE E
— M =t 1 — =
cMM cm, also p cm,

d. h.,
E=mc. (4.30)

Dieses Ergebnis erhalt man sehr einfach auch auf andere Weise: Aus dem
Schwerpunktsatz (bzw. aus Lichtdruckmessungen) folgt, daB die Strah-
lungsenergie einen Impuls p = E/c besitzt. Der Impuls ist andererseits
mit der Masse m verkniipft: p = m c¢; hieraus erhilt man E/c =mc,
also £ = m c2.

Die Einsteinsche Beziehung bedeutet, daf auch eine elektromagnetische
Energie (wie jede beliebige andere Energie) die Trégheit einer Masse H/c?
besitzt.

Die zwei grundlegenden Gesetze — Erhaltung der Masse und Erhaltung
der Energie — sind nicht mehr unabhingig voneinander; sie sind durch
die SRT zu einem einzigen verschmolzen.
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4.5. EINSTEINS elementare Herleitung von E = m c?

Die nachfolgende Herleitung des Masse-Energie- Aquivalenz-Gesetzes hat
EINSTEIN 1946 gegeben und in seinem Buch ,,Aus meinen spéaten Jahren
publiziert. Daf sie in ganz anderer Weise als andere Herleitungen zu dem
Ergebnis # = m c? gelangt, zeigt wiederum die groBartige Geschlossenheit
des physikalischen Begriffssystems.

Sie geht im wesentlichen nur vom Gesetz der Erhaltung des Impulses aus,
wobei sich der Impuls auf eine Strahlung bezieht, die sich mit der Licht-
geschwindigkeit ¢ ausbreitet: p = E/c.

SchlieBlich wird nur noch die Beziehung fiir die Aberration des Lichtes
vorausgesetzt: sinx = v/c (vgl. 6.5.).

Es wird ein im System S ruhender Korper der Masse m, betrachtet, der
Strahlungsenergie absorbieren soll. Die Energie £ wird ihm zur Halfte in
Richtung der positiven und der negativen x-Achse zugefithrt (Abb. 4.6).

, i
o I
1
|

7 2 2

A
1
|

—

: |
2
_1E _1E
s P=2¢ P=z¢
‘\s’ s
* T E— 51
Abb. 4.6

1 F
Der Korper bleibt in Ruhe, da er von jeder Seite den Impus—é — auf-

nimmt, wobei sich allerdings auf Grund der Energiezufubr die Masse von
mq auf m vergréfert. Dieser ProzeB wird nun in bezug auf das bewegte
System §’, das sich gegeniiber S mit der Geschwindigkeit ¥ in der negativen
y-Richtung bewegt, erortert. Damit kommt man zu der Aussage, da@ sich
die Masse m, in der positiven y-Richtung mit der Geschwindigkeit v be-
wegt. In bezug auf den Kérper erscheinen nunmehr die Strahlungsrich-
tungen unter einem Winkel x zur z-Achse.

Fur diesen Winkel gilt dem Aberrationsgesetz zufolge sinx = v/c bzw.
fiir kleine Winkel « = v/c.
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Vor der Absorption ist m, die Masse des Kérpers mit dem Impuls m, v.
1 E
Von dem Impuls der Strahlung wird nur die y-Komponente EPY sin «

wirksam, fiir die hier % z % gilt; der aufzunehmende Gesamtimpuls ist
E c
also —:) .
¢ E
Vor der Absorption ist der Gesamtimpuls des Systems m, v 4 — v.
¢

Nach der Absorption hat sich die Masse vergrofert, so daf3 der Impuls dann
m v betrigt. Aus dem Impulserhaltungssatz folgt somit

E
mov—l—?v:mv,
d. h.,

m — My = — .
0 c?

Damit ist die Aquivalenzbeziehung fiir Masse und Energie auf einem ein-
fachen Weg hergeleitet worden, der unabhéngig von dem formalen Mecha-
nismus der SRT ist. Besonders sei darauf hingewiesen, daf3 die Beziehung
p = Ejc vor der Quanten- und der Relativititstheorie bekannt war, da
sie bereits aus der Maxwellschen Theorie des Elektromagnetismus gefolgert
wurde.

Die Masse-Energie-Aquivalenz sagt aus, daB Energie- und Masseninderung
untrennbar zusammenhéngen: d& = c? dm.

Setzt man die bei der Integration auftretende Konstante gleich Null als
Anfangspunkt der Energieskala, so erhialt man (4.30)

E =mc?.

Diese beriithmte Einsteinsche Formel eroffnete z. B. die Moglichkeit, die
Energie zu bestimmen, mit der die Bausteine des Atomkerns zusammen-
halten. Mit der Bestimmung dieser Bindungsenergien konnten wesentliche
Fortschritte in der Kernphysik erzielt werden.

Die Interpretation der Masse-Energie-Relation £ = m c? als ,,Umwandlung
von Masse in Energie‘ (und umgekehrt) ist abzulehnen, da keine Masse
ohne Energie (und umgekehrt) existiert. Die Relation ist demnach allein
im Sinne einer gegenseitigen Zuordnung von Masse und Energie zu ver-
stehen.

Auf Grund der Wechselwirkung zwischen Feld und Stoff verringert sich
die Eigenenergie eines Teilchens E = m c¢? = k m,c® bei Anwesenheit
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eines elektrischen Feldes!) der Feldstirke |E|:

7 m, c2 (1 Q® |E|v)

I —p2 \  6amic
bzw.
¢ |E|
E=FkE,)|1 -——8].
(=)
4.6. Der relativistische Energie-Impuls-Satz

Der Zusammenhang zwischen dem Impuls p und der kinetischen Energie
Ein ist in der klassischen Physik (v <¢, m ~ m,) wegen p = m v und
Eyiy = m v?/2 durch folgende Beziehung gegeben:
2
Bun =2 oder p—2m By . (4.31)

Nach der Relativitdtstheorie sind die (Gesamt-)Energie £, die Ruhenergie
E,und der Impuls p = mq v/)1 — f2durch die Gleichung E? — E2 + p? c?

miteinander verkniipft. Diesen Zusammenhang erhalt man z.B. folgender-
maBen (vgl. auch Aufgaben 8.):

m . .
Durch Erweitern von m = ——%— mit ¢ und Quadrieren folgt zu-
néachst V1 —p
m c*\2 mg c*  \? m?2 ¢t m} ¢t
— = - bzw. =
c? Y1 = g2 ct ct (1 — v?¥/c?)
und nach beiderseitiger Multiplikation mit (1 — v%/c?)
m? ct vB\  mjct q m2ct  m2cto:  mjct
ct Y oder & T A o

Multipliziert man nun beide Seiten der Gleichung mit ¢* und faft links im
zweiten Glied die Faktoren m und v zusammen, so erhélt man

(m )% — (m v)2 ¢ = (my c®)? .
Fiihrt man hier die Bezeichnungen £, E, und p = m v ein, so ergibt sich

E*=p2c® + E2. (4.32)

1) Niheres hierzu s. SceMmUuTZER [1.61, S. 778].
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Das ist die obige Beziehung, die sich graphisch nach dem Satz des Pytha-
goras als Dreieck darstellen 148t (Abb. 4.7). Dieser Abbildung ist zu ent-
nehmen, daB

also

sing =B . (4.33)

Abb. 4.7

PPy
Eg=myc

Aus p ¢ = F f erhilt man fiir Licht mit § = 1 (v = ¢), dal} p ¢ die Energie
des Lichtes ist. Fir Licht gilt demnach speziell

E=pc oder p= E . (4.34)

c

Diese Beziehung folgt auch aus der Gleichung E? = p?¢? 4 mj ¢* fir
mq —> 0 (Licht) (vgl. auch Aufgaben 8).

Das rechtwinklige Dreieck wird um so spitzer, je mehr man sich dem
extrem-relativistischen Gebiet (v — ¢) ndhert. Dieses Dreieck dient u. a.
dazu, die Geschwindigkeit relativistischer Elektronen (oder anderer Ele-
mentarteilchen) aus Energie- und Impulsmessungen zu ermitteln.

Zur Vereinfachung der Rechnungen ist es zweckmiBig, die ,,relative kine-
tische Energie # einzufithren; das ist der Quotient aus Eyy, = E — K
und Ey, also n = Eyi,/E,. Fir den Quotienten E/E, erhilt man dann
1 + n; andererseits ist

E m 1

By my T_p
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Aus 1 + 7 = 1/f1 — g2 folgen durch Auflésen nach f die Beziehungen
zwischen § und % bzw. zwischen » und » oder p und 7:

P2y
g = 11y (4.35)

Vn® + 279
=Cc——; 4.36
p=mycip+2y. (4.37)

Diese Gleichungen gelten fiir alle Teilchenarten. Fiirn = 1 (also By, = E;)
findet man aus dem graphischen Verlauf von m/m, = f(n) die Massen-
verdopplung m/m, = 2 (vgl. Aufgaben 4.2. und 4.3.).

Wenn man im Gebiet § a~ 1 ein Teilchen weiter ,,beschleunigt®, andert
sich sein Impuls praktisch nicht mehr durch Geschwindigkeitszunahme,
sondern nur noch durch Massenzunahme. Im extrem relativistischen Ge-
biet (Eyn > E,) sind alle Arten von Teilchen gleicher Energie By, prak-
tisch auch massengleich. Dafiir sei folgender experimenteller Befund an-
gefithrt: Protonen und Elektronen einer Eyi, > 10! eV erzeugen in einer
Nebelkammer Spuren gleicher Tropfendichte; in einem Magnetfeld zeigen
sie die gleiche Bahnkriimmung.

4.7. Invarianz und Transformation von Energie und Impuls

Bildet man aus p = m(u) v und E = m(u) ¢® den Ausdruck E? = p%¢% +
+mj ¢4, so erkennt man, dafl diese relativistische Energie-Impuls-Beziehung
invariant ist: Sie ist unabhingig von speziellen Koordinaten, in denen
Impuls und Energie gemessen werden.

Vergleicht man diese Invariante mit s = a} - x} = const, so liegt der
Gedanke nahe, daf} sich Impuls und Energie (bzw. Masse) von einem Sy-
stem S in ein anderes System S’ in analoger Weise transformieren wie x
und ¢ (vgl. Lorentz-Transformation (3.13)). Beim Ubergang von einem
System S in ein zweites §’, das sich parallel der z-Achse mit der Relativ-
geschwindigkeit » bewegen soll, hat man in den Beziehungen

’

p —p', also m(u) u —m'(uw') u';
E — E’, also m(u) ¢ —m'(w') ¢*
das Additionstheorem
w v
i u' v
c2

1+
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anzuwenden. (Die Rechnung ist im einzelnen unter Aufgaben 8. durch-
gefiihrt.) Es ergibt sich

v E
Pz — Y E
’ c ’
Pe = — = - oder p,= 70(1% - ﬂT)’
V1 -z (4.38)
c?
Py =Py,
Pz = Pz ;
E v
)74 '@ c? 2

= oder E =Fk(E—vp,). (4.39)

Dieses Gleichungssystem 148t sich auf eine beliebige Anzahl von Teilchen
sowie auf Impuls- und Energieunterschiede (Ap, AE) verallgemeinern.
Aus der Aussage der Impulserhaltung Ap = 0 oder der Energieerhaltung
AE = 0 fiir einen Beobachter im S-System folgt unmittelbar fiir einen
Beobachter im §’-System:

Ap =0, AE =0.

Das bedeutet aber: Wenn Impuls- und Energieerhaltung fiir das System S
gelten, dann gilt diese Tatsache auch fiir das System S’. SchlieBlich folgt
aus der Invarianz offensichtlich: Es ist unméglich, da8 es eine Impulser-
haltung ohne Energieerhaltung (und umgekehrt) gibt. Energie und Impuls
bilden gemal der relativistischen Definition eine geschlossene Einheit.

4.8. Transformation der Kraft

Die Definition der Kraft F beruht auf einer Konvention.
In der Newtonschen Mechanik sind die folgenden Formen dquivalent:

dvo d dp

F=mya=my—=—(myv) =—. (4.40)
d¢ dt dt

Fir relativistische Geschwindigkeiten gilt aber

m,
P=—

0 v,
Jr-=

so daB hierfiir die 4 Formen (4.40) nicht mehr dquivalent sir.d.
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Die gebrauchlichste Definition — nicht aber die ausschlieBlich mégliche
und in der Literatur verwendete — ist

F:——:—(mokv):%(mv). (4.41)

F d m, ! () m, ! a -+ myv d 1 v\
= i —— — R — ma®—|1— —
def ° o2 0 e o7 dt c? ’
1— ) 1— =

F=myka+ myv (4.42)

1 1
F:ma+c—2mvk2(av) oder F:moka+c—2movk3(av).
(4.43)

Man erkennt, dal die Beschleunigung @ nicht unbedingt die Richtung der
Kraft F haben mufl (und umgekehrt).

Weiterhin ist zu bemerken, daB es bei relativistischen Teilchen eine Rolle
spielt, ob eine Kraft in der Bewegungsrichtung (longitudinal, F;) oder
senkrecht dazu (transversal, ¥, oder F,) wirkt. Fir diese Komponenten
folgt aus der Gl. (4.42)

1 v? 1
Fo=myka,+ gmok%zaw—mokaz(l -+ k2c—2) =mykay, |’
1——
02
F,=myk3a,. (4.44)
Hingegen ergibt sich
Fy,=moyka, und F,=myka,. (4.45)

Diese unterschiedliche Tragheit eines relativistischen Teilchens ist ex-
perimentell bestens gesichert. Die frithere Unterscheidung ,,longitudinale
Masse*‘ (mq £3) und ,,transversale Masse* (m, k) ist durch die Relativitéts-
theorie gegenstandslos geworden. Diese ,,Massen-Begriffe’* waren Aus-
druck der Newtonschen Mechanik, indem man an der (falschen) Form
F = m a festhielt, anstatt die (richtige) allgemeingiiltige Gleichung

F = — (m v) zu verwenden.

dt
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Die Transformationsformel fiir die Kraft (4.42) ist relativ kompliziert:
2 2 .
e
¢ v c ¢
F = . (4.46)

Im folgenden sei eine einfache Herleitung fiir die Transformationsformeln
angegeben, die sich auf den speziellen Fall bezieht, daB sich das betreffende
Teilchen in Ruhe befindet (# = 0). Es werden die Gleichungen fiir
einen Beobachter in S aufgestellt, der in x-Richtung eine Geschwindig-
keit v des Teilchens feststellt. In die Beziehungen fir F' = dp’/dt’ und
F = dp/d¢ setzt man die Ausdriicke fiir dp’, d¢’ bzw. fiir dp und df ein.
Es gilt (3.17) dt = k dt".

Aus der Beziehung (4.38) findet man

, v
Pz = k(px -+ C_ZE')
bzw. durch Differenzieren
s v dE’ ,
dpz_k(dpx—i—c—sz)_k(l +c—2@2)dpz. (4.47)

Die Ableitung der Energie-Impuls-Beziehung £ = Viﬂ ¢ + K2 liefert

dE p c? muc: mu E
S = =—=u, also — =u,
dp  Yp2e® + B2 B m dp,
und entsprechend
dE” ,
—(II—); = ux . (4.48)

Wenn die Komponenten der Teilchengeschwindigkeit in beiden Bezugs-
systemen verschwinden (u, =0, u, = 0), so folgt einfach aus (4.47)
dp, = k dp, und damit

dp; dp o

W = ar’ also .Fz = Fz, . (4.49)
weiter gilt

d . ,

T Y (4.50)

d¢ de’



5. Das euklidische Raum-Zeit-Kontinuum 79

und

dpz . I.—-1 dp; — -1 F
dt =k W’ also F;; =k FZ . (4:.51)

Damit erhélt man — unter speziellen Annahmen - relativ einfache Trans-
formationsbeziehungen fiir die Kraftkomponenten in Richtung der Rela-
tivgeschwindigkeit v und senkrecht dazu.

S. Das euklidische Raum-Zeit-Kontinuum
5.1. Das Linienelement (Minkowski-Welt)

Im folgenden wird gezeigt, daBl die Minkowskische vierdimensionale
Interpretation der speziellen Relativitatstheorie eine Verallgemeinerung
der Lorentz-Transformationen darstellt und zu ihrer geometrischen Deu-
tung fithrt.

E1NsTEIN schreibt: ,,... keine Aussage ist banaler als die, dafl unsere
gewohnte Welt ein vierdimensionales zeitraumliches Kontinuum ist.

Der Raum ist ein dreidimensionales Kontinuum. Diese Tatsache besagt,
daB die Lage eines Punktes (Ortes) durch die Angabe von drei Zahlen
(Koordinaten), ndmlich z, y, z, angegeben werden kann und daBl es zu
jedem Punkt beliebig dicht benachbarte Punkte gibt, die ebenfalls durch
z-, y- und z-Koordinaten gekennzeichnet werden konnen. Wegen dieser
Eigenschaft spricht man vom ,,Kontinuum*, wegen der Zahl der Koordi-
naten von dreidimensional.

Analog spricht man bei vier Koordinaten von vier Dimensionen. Nach
Minrowskr ist die Welt des physikalischen Geschehens (kurz ,,Welt*)
vierdimensional im raumzeitlichen Sinne. Da sich das (vierdimensionale)
Geschehen aus Einzelereignissen zusammensetzt, die beliebig dicht aufein-
anderfolgen, spricht man vom Kontinuum. Die vierte Koordinate repra-
sentiert den Zeitwert ¢.

In der klassischen Physik verkorpert die Zeit eine absolute GroBe, d. h.,
sie ist von der Lage und dem Bewegungszustand des Bezugssystems un-
abhingig. Das kommt in der Galilei-Transformation durch ¢ = ¢ zum
Ausdruck. Nach der speziellen Relativitdtstheorie ist die Zeit keine abso-
lute GroBe; das wird durch die Lorentz-Transformation dargestellt, in der
die Zeit mit dem Ort verkniipft ist:
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GemiB dieser Gleichung verschwindet namlich die Zeitdifferenz A¢#
zweier Ereignisse in bezug auf 8’ nicht, auch wenn At in bezug auf § ver-
schwindet.

Eine rein rdumliche Distanz zweier Ereignisse in bezug auf S ist demnach
mit einer zeitlichen Differenz dieser Ereignisse in bezug auf S verkniipft.
Minkowskis wichtige Entdeckung liegt nun in der Erkenntnis, daB ein
vierdimensionales Raum-Zeit-Kontinuum in maBgebenden formalen Ei-
genschaften wie das dreidimensionale Kontinuum des (euklidischen) Rau-
mes dargestellt werden kann. Zu diesem Zweck wird an Stelle von ¢ die

proportionale GroBe | — 1c¢#, d.h. , =ict, eine imagindre Grofle also,
eingefihrt. Sie soll als vierte Koordinate bezeichnet werden. Durch diese
rein formale Bezeichnung ist eine vierdimensionale geometrische Interpre-
tation der speziellen Relativitdtstheorie moglich, wodurch die Theorie an
Geschlossenheit und Ubersichtlichkeit gewinnt. Diese Form der Darstel-
lung war insbesondere fir die Entwicklung der allgemeinen Relativitédts-
theorie wichtig. (Dort mull man zwischen euklidischem und nichteukli-
dischem Kontinuum unterscheiden.)

Aus der elementaren analytischen Geometrie ist bekannt, daB man den
gegenseitigen Abstand zweier Punkte (also eine Strecke s) im z, y-Koordi-
natensystem durch Anwendung des Lehrsatzes des Pythagoras bestimmen
kann (Abb. 5.1).

x,(Zeitachse)} x,(Zeitachse)

Ax,

i
i
4
|
|
|
!

Axy; Ax4=0
Blitz ] ——— b,
EANS fo
N7 Xy(Raumachse)
Axy N
x;(Raumachse)

Abb. 5.1
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In Abb. 5.1 sind zwei um einen Winkel ¢ gegeneinander verdrehte Koordi-
natensysteme dargestellt, wobei z,, z; die Raum- und z,, x, die Zeitachsen
bedeuten.

Die Punkte P, und P, stellen im Raum-Zeit-Kontinuum (z,, ,, 2, 2,)
,,Breignisse‘ (Weltpunkte) dar. Die Verbindung

PP, = Jda} + Aa} + Aa3 + Az}
wird als ,,Weltlinie** bezeichnet; in der Darstellung ist Az, = Axy = 0.

Die Horizontal- sowie die Vertikalabstande der beiden raumzeitlichen Er-
eignisse sind in beiden Systemen S(z;, x,) und S’(z;, ;) verschieden. Dies
bedeutet, dall die Ereignisse von zwei mit der Geschwindigkeit v relativ
zueinander bewegten Beobachtern zu verschiedenen Zeiten und an ver-
schiedenen Orten beobachtet werden.

Der raumzeitliche Abstand P,P, — As = }/Aa? + Aa? wird jedoch in bei-
den Systemen gleich beurteilt, d. h., er ist fiir beide Beobachter derselbe
(invariant):

As = {422 + Az = JAz? 4 Ax? = inv.
Diese Beziehung laBt sich einfach mit Hilfe des pythagoreischen Lehr-

satzes, den man hier auf vier Dimensionen anwendet, folgern. Das Qua-
drat des Weltlinienelementes ist demnach eine Invariante:

ds? = da? + da? + da? 4 da? = dx;? + dz;® + da;? + dz® = inv.
(5.1)

Die vierdimensionale Minkowski-Welt stellt eine ,,Union von Raum und
Zeit* her. Wegen der im Linienelement ds auftretenden imaginiren
GroBe dx, = 7 ¢ dt handelt es sich nicht um eine euklidische, sondern um
eine pseudoeuklidische Raum-Zeit-Welt; man spricht deshalb auch von
einer (3 4+ 1)-dimensionalen Welt. In der ART wird das durch (5.1) dar-
gestellte Linienelement verallgemeinert, indem es fir ein nichteuklidisches
Raum-Zeit-Kontinuum formuliert wird.

Die Tatsache der Lorentz-Kontraktion und der Zeitdilatation kann man
unmittelbar aus Abb. 5.1 entnehmen: Az, < Az, und Az; > Az,. Des
weiteren folgt aus der Darstellung auch die Relativitét der Gleichzeitig-
keit: Wenn ein Beobachter im Nullpunkt des S-Systems das Einschlagen
zweier von ihm gleichweit entfernter Blitze gleichzeitig wahrnimmt, d. h.,
wenn Ax, = 0 ist, so sieht der bewegte (gestrichene) Beobachter die Blitze
nacheinander einschlagen: Az, == 0. Zuerst wird der Blitz1, dann der Blitz2
registriert. SchlieBlich miBt der bewegte Beobachter zwischen den Ein-
schligen der Blitze einen kleineren Abstand als der ruhende Beobachter:
Az < Az,.

6 Melcher, Relativitatstheorie
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Zusammenfassend sei besonders darauf hingewiesen, da8 es in der Relativi-
tatstheorie durchaus ,,absolute GroBen‘‘ (Invarianten) gibt, so dal man
auch von einer ,,Invariantentheorie* sprechen kénnte. Vorstehend wurde
das Weltlinienelement als Invariante gefunden. Bestimmte Unterschiede
zwischen der klassischen und der relativistischen Auffassung sind nach-
folgend gegeniibergestellt.

Klassische Physik Relativistische Physik
Raum, Zeit Raum-Zeit (Welt)
Drehung des Koor- Lorentz-Transformation
dinatensystems (s. 5.1.)
absolute réumlicher Abstand Weltlinienelement
GroBen zweier Punkte (Abstand zweier Weltpunkte)
relative Horizontal- und Verti- réaumlicher und zeitlicher Abstand
GroBen kalabstand zweier (getrennt!) zweier Punktereignisse

Punkte von Bezugslinie

Durch die vier Koordinaten wird ein Geschehen im dreidimensionalen Raum
gewissermaBen zu einem Sein in der vierdimensionalen ,,Welt‘‘. Ein durch
vier Koordinaten gekennzeichneter Punkt (Weltpunkt) ist im Raum-Zeit-
Kontinuum ein ,,Ereignis*“. Ein Ereignis ist auch der Schnittpunkt zweier
,» Weltlinien*, wobei jede Weltlinie eine Aneinanderreihung von Welt-
punkten darstellt. Die Minkowskische geometrische Interpretation der
speziellen Relativitatstheorie zeigt, dall der Weltabstand zweier Punkt-
ereignisse Lorentz-invariant ist. Das bedeutet: Fur relativ zueinander
gleichférmig-geradlinig bewegte Systeme ist der raumzeitliche Abstand
zweier Ereignisse vom Bewegungszustand des Bezugssystems unabhingig ;
Eigenzeit, Ruhlinge und Ruhmasse sind invariante GroBen.

Die spezielle Relativititstheorie ist vielfach durch die Erfahrung bestétigt;
es gibt heute keinen Zweifel mehr an ihrer Giiltigkeit. Das bedeutet aber
auch, daB eine widerspruchsfreie Beschreibung des physikalischen Ge-
schehens nur moglich ist, wenn man die Welt als ein raumzeitliches Kon-
tinuum auffaBt, in dem Raum und Zeit nach bestimmten physikalischen
Vorschriften gemessen werden.

Das Verstandnis fiir die Relativitit von Raum und Zeit sowie fiir das
Raum-Zeit-Kontinuum fillt deshalb oft schwer, weil der Mensch durch
eine subjektive (auch psychologisch bedingte) Betrachtungsweise dieses
Raum-Zeit-Kontinuum immer wieder in selbstdndige Einheiten von Raum
und Zeit aufspaltet, die aber ihre selbstindige Existenz im BewuBtsein
langst verloren haben sollten.
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Das Wesen des Raum-Zeit-Kontinuums wurde von MINKowsK1!) treffend
charakterisiert. Hermann MiNkowskl, der Lehrer A. EINSTEINs, sagte
auf der 80. Versammlung Deutscher Naturforscher und Arzte in Koln am
21. 9. 1908:
,,Die Anschauungen tiber Raum und Zeit, die ich Thnen entwickeln
mochte, sind auf experimentell-physikalischem Boden erwachsen. Darin
liegt ihre Stérke. Thre Tendenz ist eine radikale. Von Stund an sollen
Raum fiir sich und Zeit fir sich vollig zu Schatten herabsinken, und nur
noch eine Art Union von beiden soll Selbstandigkeit bewahren.‘

5.2, Verallgemeinerung der Lorentz-Transformation

Die Invarianzbeziehung fir das Quadrat des Weltlinienelements (5.1)
stellt man mit

da? = (icdf)2 = —c2df2 und dx,> = — c2di’2
in der Form
da? + da? 4 da? — 2 df2 = da? - dw? + dx? — 2 di2 (5.2)

dar. Diese Beziehung wird auch als Lorentz-Transformation bezeichnet.
Die beiden Seiten der Gleichung stellen Lichtkugeln mit den Radien ¢ ¢
bzw. ¢ t’ dar, deren Mittelpunkte im Koordinatenursprung liegen, so daf
man schreiben kann:

22 4 a4+ al=c2f2 und 2+ 22 + 22 =22, (5.3)

Das geht aus folgender Uberlegung hervor: Im Moment, wenn die Koordi-
naten-Ursprungspunkte der Systeme S und S’ (Relativgeschwindigkeit »)
zusammenfallen, soll ein Lichtsignal ausgesandt werden. Beobachter in
den Nullpunkten von § und 8’ stellen — wegen der Konstanz von ¢ —
fest, daB sich das Licht um beide Ursprungspunkte auf einer Kugelfliche
ausbreitet, die fiir § und §” die obigen Gleichungen erfiillt. Es muB3 dem-
nach moglich sein, die erste Gleichung durch entsprechende Transforma-
tionsformeln in die zweite zu tiberfiithren (bzw. umgekehrt). Das soll nun
gezeigt werden, wobei die Betrachtungen auf die z-Achse beschrinkt
werden konnen; der Einfachheit halber entfallen die Indizes. Demnach
bleibt zu zeigen, daB 22 — ¢2§2 = 2’2 — 2’2 gilt, d. h., daB die linke Seite
in die rechte Seite der Gleichung iibergeht.

Mit den Transformationsformeln (3.13)

’

t,_i_xv
]/1—52 ]/1_[32

1) MinrowskKI, H.: Physik. Z. 10 (1909) 104.
6#
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erhilt man fir die linke Seite

’ ’ ’ 2
x2—62t2:(x+vt)2 - (t/+x_v),

1 —p2 1 — p? c2
also
1 2’22
22 — 22 = 2422 vt + v’ — 22— 20t 2 — Y
1—p2 c?
222
= &2+ 2’2 — -—c?t'?
1—52( - & )

1 p2 P2
__ - /2 ] p2 2 _
() (-5

Da 1 — v%/c? =1 — f? ist, folgt unmittelbar
x* — %2 =o' — 212, (5.4)

Damit ist gezeigt, daB die Transformationsformeln (3.13) die Gln. (5.3)
ineinander tiberfithren: ds? ist eine Invariante der Lorentz-Transforma-
tion. Die Metrik (MaBbestimmung) der Welt ist durch dieses invariante
Linienelement gegeben. In der ART wird das Linienelement verallge-
meinert. Beim Ubergang vom ungestrichenen zum gestrichenen System
ist nicht nur die Lichtgeschwindigkeit, sondern auch die kugelformige
Ausbreitung der Lichtwellen invariant. Das bedeutet, dal die Lichtkugel
durch die Lorentz-Transformation nicht etwa in ein Lichtellipsoid ver-
wandelt wird, sondern erhalten bleibt. Allerdings ist die Wellenlénge des
Lichtes keine Invariante; sie hingt vom Standpunkt des Beobachters ab
(s. weiter unten ,,Doppler-Effekt*).

Die speziellen Lorentz-Transformationen (3.13) kénnen durch den Kunst-
griff von MinkowskI auf einander entsprechende Formen gebracht wer-
den, die eine Symmetrie aufweisen.

Wegen

z,=1ict und a, =ict

substituiert man

t:_%—4 und t’:&.
ic ic
Damit erhalt man
—xl_lﬁf“ und z _utifn wy = Xy =2 (5.5
1 4 2 2 3
y1—pe y1—pe
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bzw.

" o +ifa, und x;:x{—iﬁxl
1=p

Vi —p

Die allgemeine Transformation, die die Forderung (5.3) des Relativitats-
prinzips erfiillt, heilt allgemeine Lorentz-Transformation:

;T = Xy; Ty =2, . (5.6)

Ty = Gy By + iy Ty + A3 T3 + 014 T4
Ty = Gy Ty + Gy Ty + Ggy Ty + Uyy T,
Ty = gy Ty + gy Ty T Ugg Ty + Ugy Ty
Ty = Qg Ty + Gyp Ty + Qyg Ty + Gy %y -

(5.7)

Die Koeffizienten a;; sind die Richtungskosinusse des Systems S’ gegen
die Achsen des Systems S. Sie sind nicht alle reell; die einen Index 4 auf-
weisenden a;, sind imagindr. Reell sind a,, und die a;; ohne den Index 4.
Zwischen den 16 Koeffizienten bestehen Beziehungen: 10 Orthogonalitéts-
bedingungen
4 0 fir i k; .
é‘awavk *{1 fir i —f PE= L2234

In Kurzdarstellung lautet das obige System
Tp = G & DIW. T = Qg , (5.8)
wobei das Koeffizientenschema durch eine Matrix dargestellt wird:
@y Gy Oy Oy
Uy Ggy  Gyy  Gaa| (5.9)

Ay =
A3y G3p Qg3 Qg

l%] Qqy  Gyz gy

In der speziellen Lorentz-Transformation verschwinden 10 a;;-Koeffizien-
ten, so daB sie lautet

1 , ip ,

xlzmxl—}—o-x?#—o-xs—l/wxu

2, = 0- 2, + 1.2, +0-2,+0-x,, (5.10]

2, =0- +0-x2;4+1 -2, +0-2, ’
if , , , 1 ,

x4=mﬁxl+0~x2+0-x3—l—71_:ﬁzx4
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Dafiir schreibt man kurz x; = a,; a3 mit der Koeffizientenmatrix

1 —ip
y1i—p2 y1—pe
0 1 0 0
= i 5.11
Gk 0 0 1 0 (6.11)
iB 1
y1—pe y1—p2

AuBer den Gliedern in der Hauptdiagonale und den Koeffizienten a,, und
a4, verschwinden in der speziellen Lorentz-Transformation alle iibrigen:
Uy = gy = Gyg = gy = Ggg = gz = Gyy = Qgp = Gy = Gz = 0.

Die Matrix a,; fiir ; = a;; x; lautet

1 ip
y1—p2 y1—pe
0 1 0 0
= . 5.12
o 0 0 1 0 (5:12)
—ip 1
e — O I ——
y1—pe ’ 1 —pe

Es sind also hierbei die Vorzeichen der Elemente a,, und a,, gegeniiber ay
vertauscht (hermitische Matrizen).

In Matrix-Schreibweise erhélt man fiir die (spezielle) Lorentz-Transforma-
tion (3.13)

Ati%fo 0 :ﬂ%
) [V1—8 VE=F ()
: 0 1 0 0
Tl — | (5.13)
x 0 0 1 0 4
5‘741 — /e 1 l"‘4
yi—p yi—p
5.3. Geometrische Interpretation der Lorentz-Transformation

Die in Abb. 5.1 dargestellten Koordinatensysteme, die um den Winkel ¢
gegeneinander gedreht sind, kénnen gleichberechtigt zur Berechnung des
Abstandes As = P, P, verwendet werden.
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Man benutzt dazu die aus der elementaren analytischen Geometrie be-
kannten Transformationsformeln fiir die Drehung zweier Koordinaten-
systeme

*; = 2,08 ¢ + zy8in g,
X, = — x;8in @ + 2, cos ¢
oder (5.14)
=z cosp — x;sing,
‘s .
Xy =2, 8In @ + X, COS @ .
Aus diesen Gleichungen errechnet man

s = 2 4 a? = .2 4 2,> = const.

Ubertragt man diese Uberlegung auf die vierdimensionale Kugel (all-
gemeine Lorentz-Transformation),

o + @ + 25+ 2 =2’ + 2+ 2t 2l

dann erhilt man — wenn allein «; und z, betrachtet werden — die obigen
Gleichungssysteme, in denen

1

= (5.15)

cos @ =

und

singp — —P__ (5.16)
yi—g®
zu schreiben sind (vgl. die Beziehungen in 5.2.).
Der Winkel zwischen den Abszissen # und z’ der beiden Systeme folgt aus

tan(p=i/3:i—z—. (5.17)

Damit kann man die Lorentz-Transformation geometrisch als die Drehung
eines Koordinatensystems um einen imaginaren Winkel

@ = arc tan (i f) (5.18)

auffassen (Abb. 5.2).

Die Drehung eines dreidimensionalen Systems wird in drei aufeinander-
folgenden Einzeldrehungen von je einem imagindren Winkel vorgenommen.
Setzt man fiir den imagindren Winkel ¢ = iy, so gelten fiir den reellen
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Abb. 5.2

Winkel p an Stelle von (5.15), (5.16) und (5.17) die Beziehungen

1 B
coshy=————, sinhy=———, tanhy =24, 5.19
y1 —pe y1 —pe (519

An Stelle von (5.15) findet man

!% =z, cosh. p — z,sinh p, (5.20)
2y = — 2y sinhp 4 2, coshp .

Aus der Tatsache, dal die Lorentz-Transformation geometrisch als Dre-
hung eines Koordinatensystems um den imaginiren Winkel ¢ aufgefaBo
werden kann, folgt sofort auch das Additionstheorem fiir die Geschwindig-
keiten, da ¢ mit v bzw. v/c im Zusammenhang steht. Man bestimmt die
resultierende Drehung aus zwei Einzeldrehungen ¢ = ¢, 4+ ¢, und erhilt
damit die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten v; und v, zu v.

Aus (5.17) folgt unmittelbar

tan @; 4 tan @,
1 — tan ¢, tan @,

v = %ta,mp = CTtan (o1 + @) = —f— (5.21)

Das ist das Additionstheorem fiir die Tangensfunktion.
Substituiert man tan ¢, = % vy und tan ¢, = % vy, so erhdlt man das

Additionstheorem fiir die Geschwindigkeiten — vgl. (3.22) —
v+

vV
1+ 2

v =
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Anstelle von (5.21) gilt mit cos (iy) = coshy und — sin (i) = sinh p
auch
tanh p, 4+ tanh g,

h _ .
tanh (y, 4= v,) 1 + tanh y, tanh v,

(5.22)

Die Verkniiptung von Raum und Zeit, wie sie durch die Lorentz-Trans-
formation bestimmt wird, soll im folgenden graphisch veranschaulicht
und geometrisch interpretiert werden.

Die z,- und z,-Koordinaten kénnen auler Betracht bleiben, da die Relativ-
bewegung der beiden Systeme lings der z-Achsen erfolgt.
Im folgenden wird zur Vereinfachung gesetzt

xy=2 und x,=ct.
Die Bewegung eines Punktes im (vierdimensionalen) Raum-Zeit-Konti-

nuum wird durch eine Weltlinie dargestellt, z. B. in der x,ct-Ebene
(Abb. 5.3).

\;t‘

Abb. 5.3

-v\'

Die Geschwindigkeit v des Punktes ist durch den Winkel ¢ gegeben:

= arctan do = arctan 2
= dict) .

Da fiir die Geschwindigkeit v < ¢ gilt, muB der Neigungswinkel ¢ der
Tangente mit der ¢ {-Achse stets kleiner als 45° sein; = c ¢ ist die Welt-
linie fiir einen Lichtstrahl.
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Den Ubergang zwischen dem rechtwinkligen (z, ¢ ¢)- und dem schief-
winkligen 2, ¢ #’-System vermitteln in der Tat die Lorentz-Transforma-
tionen (3.13) in der Form

x,:x—-ﬂct; x:x—l—ﬂct;
Y1 —pe Y1 —p2
, _ct—f=x . ct’' + pa’
fr—p’ fi—p
Nach Voraussetzung fallen die Koordinaten-Ursprungspunkte zusammen:
2, =0,ct=0und 2’ =0, ¢ct’ = 0. Der Punkt 2’ = 0 bewegt sich mit
der Geschwindigkeit v. Man erhélt aus x = 8 ¢ t den Winkel ¢ = arctan g,
den diese Gerade mit der Zeitachse bildet.
Sie verlduft durch den Koordinatenursprung und schlieBt mit c¢¢ den
Winkel ¢ = arctan § ein. Fur ¢t = 0 erhdlt man die Raumachse
ct = f z. Diese Gerade schlieBt mit der 2-Achse den Winkel ¢ = arctan f
ein.
Auf diese Weise wird ein rechtwinkliges in ein schiefwinkliges Koordina-
tensystem transformiert. Die neuen Achsen liegen symmetrisch zur Win-
kelhalbierenden x = ¢ f.
Nunmehr muBl man noch die Einheiten auf den Achsen festlegen. Die
MafBeinheiten auf den neuen Achsen sind durch die Schnittpunkte mit den
Hyperbeln

22— 22 =41 Dbzw. x2—c*t2=41 (5.24)

(5.23)

ct

definiert. Die Fundamental-Invariante As? wird also gleich Eins gesetzt,
so daB gilt 4s = 4 1.
In Abb. 5.4 sind die beiden gleichseitigen Hyperbeln

2? —c2t2=1 und 22 —a2=1 (5.25)

eingezeichnet. Die Hyperbeln schneiden die ¢ ¢- und x-Achse des S-Sy-
stemsinct=1,z=0undx=1, ct=0.

Die Schnittpunkte der Hyperbeln (5.25) mit den gestrichenen Achsen sind
ct =12 =0und ¢t =0, 2 = 1. Diese Hyperbeln bestimmen also
auch auf den gestrichenen Achsen die MaBeinheiten.

Zum Wertepaar ' = 0, ¢ t’ = 1 gehort im ungestrichenen System gem&l
der Lorentz-Transformation das Paar

. _
Tyisgr e
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4x=ctl
x'=ct

das die zweite Hyperbelgleichung (5.25) befriedigt. Der ersten Hyperbel-
gleichung (5.25) geniigt ein weiteres Paar

1 B
r = ——, tZ:’
i iR

das den Punkten 2" = 1, ¢ t’ = 0 zugeordnet ist.

Zur geometrischen Veranschaulichung der Lingenkontraktion: Ein MaB-
stab der Lingeneinheit ! = 1 ruhe im S-System. Die Weltlinie ist in
Abb. 5.5 gestrichelt angegeben: Sie verlduft parallel zur ¢ ¢-Achse.

Einem im §’-System ruhenden Beobachter ist die Linge des Stabes (zur

Zeit ¢’ = 0) durch den Abschnitt OP’ auf der z’-Achse gegeben. Man ent-
nimmt unmittelbar, da der Beobachter im §’-System eine verkiirzte

Lénge beobachtet: I’ <1 (OP" < OP).
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Betrachtet man umgekehrt einen im S-System ruhenden Stab OP vom
S-System, so ergibt sich fiir den S-Beobachter eine Verkiirzung: Die Welt-
linie ist die durch P zur c ¢’-Achse gezeichnete Parallele, die die x-Achse

in B schneidet. Somit ist nunmehr OB < OP.

Zur geometrischen Veranschaulichung der Zeitdilatation: Die wechsel-
seitige Beobachtung der Zeitdilatation laBt sich in analoger Weise wie die
wechselseitige Feststellung der Lingenkontraktion veranschaulichen. Eine
im System S an der Stelle x = 0 ruhende Uhr markiere ein Zeitintervall

0A, das gleich der Zeiteinheit in diesem System ist. Dieses Zeitintervall
ist in Abb. 5.6 dargestellt.

cth , x=ct cth .
“ i S e
| e 7
/ .
} /,/xz—czt2=7 X "/ X
| ¥ v
I ,// /,;/ ¢
| 7/ pL”
) A =7 _,/
,/ﬁ"/P 8/
(L p
N/ . -
0 B A X 0 c X
Abb. 5.5 Abb. 5.6

Die Uhr des zweiten (gestrichenen) Systems zeigt die Zeltemhelt bereits in
OB. Esist also OA > OB bzw.t > 1.

Hingegen zeigt eine (gestrichene) Uhr im Punkt P (¢t = 1) gerade die
Zeiteinheit, wihrend eine mit ihr rdumlich (¢f = 1) zusammenfallende

Uhr bereits in P’ die Zeiteinheit markiert: OP > OP’, also ¢ > ¢.

Die Aussagen ¢’ > ¢ und ¢ >> ¢’ sind nicht paradox. Das ist anschaulich,
da es keine absolute Gleichzeitigkeit gibt. Die Relativitat der Gleichzeitig-
keit ist durch die zeitliche Differenz CC” in Abb. 5.6 dargestellt: Fiir einen

Beobachter in §” sind alle auf der «’-Achse liegenden Ereignisse gleichzei-
tig. Hingegen finden diese fiir einen Beobachter in S nacheinander statt.

1
Ein Ereignis in ¢’ tritt fir § um t = — CC’ spater ein als das Ereignis
im Ursprung 0.
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Roum-, zeit- und lichtartige Gréfen

Der vierdimensionale Abstand zweier Ereignisse ist durch das Weltlinien-
element ds gegeben:

ds = + de? + da? + da? + da?.

Unter der Weltlinie versteht man demnach die Lénge

s 8
s=[ds = [}da? + da? + da? + da? . (5.26)
0 0

Da die vierte Komponente x, = i ¢ ¢ imaginér ist, braucht s2 nicht positiv
zu sein.

4
Es kann s?2 = > a} grofler, kleiner oder gleich Null sein; je nachdem
i=1

spricht man von raum-, zeit- oder lichtartigen GroBen:

ds? > 0: raumartig, ds gibt die rdumliche Entfernung an. Zwei Punkt-
ereignisse finden in diesem Fall zur gleichen Zeit statt: dx, = 0.

ds? < 0: zeitartig. Die Weltpunkte haben keinen Unterschied beziiglich
der Raumkoordinaten. Die Ereignisse finden am selben Ort mit
der Zeitdifferenz dz, statt.

ds?® = O: lichtartig. Die Bewegung erfolgt mit Lichtgeschwindigkeit:
Lichtkegel in Abb. 5.4. Durch diesen Lichtkegel sind Vergangen-
heit, Gegenwart (x = 0) und Zukunft definiert.

Raum- und Zeitartigkeit von Absténden ds? sind Lorentz-invariant; sie
andern sich also nicht bei Transformationen. Das bedeutet: Der Abstand
zwischen zwei Ereignissen ist entweder in allen Systemen raumartig oder
in allen Systemen zeitartig.

Kausalverkniipfungen kénnen nur zwischen Ereignissen bestehen, die zeit-
artig zueinander liegen ; fiir raumartige Absténde ist dies nicht moéglich.
In der Abb. 5.4 befinden sich alle zum Ursprung zeitartig liegenden Punkte
im schraffierten Gebiet; auBerhalb des schraffierten Gebietes liegen die
zum Ursprung raumartigen Punkte, die mit 0 in keinem Kausalzusammen-
hang stehen.

In Abb. 5.4 kann man 4 Bereiche unterscheiden, in denen ein Ereignis
(%1, T, X3, ¢ £) relativ zu (0, 0, 0, 0) stattfinden kann:

Vergangenheit: «} + 23 4 23 < c%2#2, t<0

Zukunft s ol a2 <22, t>0
Lichtkegel T ad a4 oa; = c? R
(Nullkegel)

Gegenwart  : a? - a2 + a3 > c?¢2.
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AbschlieBend sei noch bemerkt, daB sich aus der Invarianten ds?, die un-
abhiingig von einem Koordinatensystem ist, ein weiterer invarianter
Ausdruck gewinnen laBt: ds?/c? = dr?, also

t t
1 v
T :f th2 — c?(dxﬁ + da? 4 dal) = [dt Vl -z (5.27)
0 0

Diese Invariante 7 stellt die Eigenzeit eines Systems dar.

6. Relativitdt in der Optik

6.1. Doppler-Effekt in Akustik und Optik

Der von Christian DoPPLER 1843 bei der Schallausbreitung untersuchte
Effekt besagt, daBl man bei bewegter Schallquelle und/oder bewegtem
Schallempfianger Tonfrequenzénderungen miflt. Als Bezugssystem dient
in der Akustik das (ruhende) Medium.

Beim Licht entfillt im Vakuum ein spezielles Medium (,,Ather*), so da
gemilB der Relativitdtstheorie ein beliebiges Inertialsystem gewahlt wer-
den kann, da sich fur die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit in jedem System,
das gegeniiber einem anderen gleichférmig bewegt ist, derselbe Wert ¢ er-
gibt. Somit hdngt in der Optik der Doppler-Effekt — im Gegensatz zur
Akustik — nur von der Relativgeschwindigkeit zwischen Quelle und
Empfinger ab.

Bei der klassischen Behandlung des Doppler-Effektes, z. B. in der Akustik,
unterscheidet man zwei prinzipielle Fille:

1. Ein Empfinger (Beobachter) bewegt sich mit der Geschwindigkeit vy
auf einen ruhenden Sender (Schallquelle) zu (oder weg).

2. Ein Empfianger (Beobachter) ruht, und es bewegt sich ein Sender, eine
Quelle, mit der Geschwindigkeit v auf ihn zu (oder von ihm weg).

In diesen Fillen mif3t der Empfanger eine andere Frequenz, als der Sender
selbst ausstrahlt. Von der Betrachtung des allgemeineren Falles, daB sich
der Beobachter an der ruhenden Quelle vorbeibewegt (oder umgekehrt),
wird hier abgesehen. Fiir den ersten Fall der direkten Bewegungen ergibt
sich

¥ =, (1 i”c—z) 6.1)
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wobei cg die Schallgeschwindigkeit ist. Fir den zweiten Fall erhdlt man:

% :vo(liz}g+z—%im)- (6.2)
S

Yy =
1 F2e
Cs

Dabei gelten die oberen Vorzeichen fiir Abstandsverminderung.
Betrachtet man (klassisch) den Fall, daB sich sowohl der Empfianger als
auch die Schallquelle (Schallgeschwindigkeit ¢g) aufeinander zu- bzw. von-
einander wegbewegen, so stellt der Beobachter folgende Schwingungszahl
fest: v
142
y=yy—— 5 (6.3)

Die oberen Vorzeichen gelten bei Abstandsverminderung. In diesem
Fall sind vg und vq positiv. Wenn vy = — vg, ist v = »,.

In der Optik kann man wegen der Lorentz-Transformation die beiden Falle
des Doppler-Effektes!) (bewegte Lichtquelle oder bewegter Beobachter)
nicht unterscheiden. Beide Fille gehen ineinander iiber, da es nur auf die
Relativgeschwindigkeit zwischen Quelle und Beobachter ankommt.

Die allgemeinste Formulierung des Dopplerschen Prinzips?) fir die Aus-
breitung elektromagnetischer Wellen im Vakuum liefert die (spezielle)
Relativitatstheorie. Der bewegte Beobachter stellt folgende Frequenz fest:

1 —%cosa
YV =y (6.4)

Der Winkel « ist durch die Wellennormale und die (Relativ-)Geschwindig-
keit v gegeben und wird im System der Lichtquelle gemessen (s. (6.19)).
Vernachléssigt man die Glieder 2. Ordnung, so erhélt man

Y =9 (1 — %cosoc), (6.5)

was mit der ersten oben angegebenen Formel iibereinstimmt, wenn man
fiir cos x den Wert FF 1 wihlt; das bedeutet : Richtung der Wellennormale
und Bewegungsrichtung sind antiparallel oder parallel.

1) Er findet Anwendung bei der Bestimmung von Radialgeschwindigkeiten
astrophysikalischer Objekte mit Linienspektren. In der Radartechnik dient
er zur Feststellung der Geschwindigkeitskomponenten in Richtung auf den
Beobachter.

%) Herleitung in Kap. 6.4.
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Mit cosax = F 1 bzw. cosx’ = F 1 erhédlt man — das obere Vorzeichen gilt
wieder fiir Abstandsverminderung, v ist die Relativgeschwindigkeit —

Vo=, (6.6)

Zerlegt man den Nenner in zwei Faktoren, /1 + v/c Vl — v/e, so findet
man fir den ,,longitudinalen‘ Doppler-Effekt

1+ %
v=v|/ —2 (6.7)

1F —
c

im Unterschied zu der klassischen Formel (6.3), wo die Wurzel nicht auf-
tritt (vgl. Beispiele 9.10. und 9.11.).

Die Beziehung (6.7) bzw. (6.6) ergibt sich sowohl aus (6.4) fiircosax = F 1
als auch aus (6.19) fir cosa’ = F 1.

Die relativistische Formel ist symmetrisch im Gegensatz zu derjenigen fir
die Schallausbreitung. In der Akustik bedeutet das schalltragende Medium
ndmlich die Auszeichnung eines Bezugssystems. Fiir die elektromagneti-
schen Wellen existiert jedoch kein Tragermedium (,,Ather‘).

6.2. Der transversale Doppler-Effekt

Aus der allgemeinen Doppler-Beziehung (6.4) folgt fiir x = = oder x = 0
der ,,longitudinale‘ Doppler-Effekt, d. h., v liegt in der Sichtlinie. Fir
v < ¢ und damit 1 > v?/c? wird dann

li% v 1 22 v
v’:v—_wv(li—)(l—i—*—)wv(li—).
V 2 c 2 ¢ c
1 — —
pe)

Die Frequenzdnderung |v* — »| wird bei dieser Naherung der Geschwin-
digkeit v proportional: Dies ist der ,,lineare‘ Doppler-Effekt.
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Fiir & = 7/2, also cos x = 0, folgt der ,,transversale* oder ,,quadratische*
Doppler-Effekt, der aus der kiassischen Formel nicht gefolgert werden
kann und somit ein typisch relativistischer Effekt!) ist:

Es ist sinnvoll, statt des Winkels « den im Bezugssystem des Beobachters
zu messenden Winkel «’ einzufithren. Wegen der Aberration ist gemafl
(6.19) eine Transformation vorzunehmen und cos«’ in (6.4) zu substi-
tuieren, womit diese Gleichung iibergeht in

N
v _vl—l—ﬂcosoc"

(6.8)

Hieraus folgt mit o’ = 7/2 der Transversaleffekt
v =v)1 —p2. (6.9)

Mit der Naherung 2 <1 erhilt man die zu [§? proportionale relative
Frequenzédnderung, man spricht deshalb auch vom gquadratischen Doppler-
Effekt:

b —v 1,
v _25‘

Die experimentelle Priifung dieses Effektes ist schwierig, da er an der
Grenze der Nachweisbarkeit liegt.

Von H. E. Ives und G. R. STILWELL?) sowie von G. OTTING3) wurde aller-
dings die Genauigkeit bei der Untersuchung des longitudinalen Effektes
bis zur 2. Ordnung gesteigert: Sie beobachteten das Licht von Kanal-
strahlen (Abb. 6.1) sowohl parallel als auch antiparallel zu deren Richtung.
Die klassische Physik liefert fiir die beobachtete Frequenz

v
Yy = r(l ——cosoc),
c

wobei o« der Winkel zwischen der Richtung der Quellenbewegung und der
Blickrichtung ist. Die relativistische Beziehung hingegen ist durch (6.4)
gegeben.

1) Dieser Effekt wurde mit Hilfe einer Mo6Bbauer-Anordnung nachgewiesen:
Havy, H., J. Scuirrzer, T. CRANSHER, and P. EceLsTAFF: Physic. Rev. Let-
ters 4 (1960) 165.

2) Ives, H. E., und R. G. STiLwELL: J. opt. Soc. 28 (1938) 215. Ives, H. E.:
J. opt. Soc. 29 (1939) 183, 294.

%) OrrINg, G.: Physik. Z. 40 (1939) 681.
7 Melcher, Relativitétstheorie
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l Beobachtungsrichtung
-+

Protonen ~—»

Anode Kathode
30kV Hy Hs
Wasserstoff - Fiillung 1073 Torr ‘ . ’
434nm #10nm
Abb. 6.1

Es wird also auBler einer von v/c abhéingigen Verschiebung noch ein Effekt
erwartet, der auch von v%/¢?* abhingt und unabhingig von « ist. Fiur
vje &1 liefert die Reihenentwicklung von (6.4)
1 [v\?

— R 6.10
25+ (6.10)

Y =]l —%cosoc + =
Der relativistische Effekt, der von (v/c)? abhiingt, ist kleiner als der Effekt
erster Ordnung, der von v/c abhingt. Er ist deshalb schwierig festzustel-
len.
Wenn die Beobachtung an (lichtemittierenden) Kanalstrahlen vorgenom-
men wird, kann man nach Ives den linearen Effekt wie folgt eliminieren:
Man beobachtet bzw. photographiert das Spektrum in Richtung der

Kanalstrahlen (« = 0) und ein zweites Mal in entgegengesetzter Richtung
(x = 180°). Es ergibt sich demnach aus (6.10)

A PR 1 (v)\? i

h=7v ¢ ' 2\¢ ’

, v 1 /v)\2

Yy **V[I“F?‘i—?(?) + ],
also als Mittelwert

v, v 2
g =Ty
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und als absolute Frequenzverschiebung

2
’ vy v
Ivm'—v‘:szgc—z

bzw. als relative Frequenzverschiebung
Av 1 o2

s (6.11)
Die Versuche fielen zugunsten der relativistischen Beziehung aus.
Hiermit ist gewissermaflen noch einmal gezeigt, dafl das Ergebnis des
Michelson-Versuches einen objektiven Tatbestand darstellt, der nicht
»gedeutet'* zu werden braucht, sondern der als naturgegeben anerkannt
werden mul:
Das Licht breitet sich mit gleicher Geschwindigkeit — und in allen Rich-
tungen gleichméBig — in zueinander geradlinig und gleichférmig bewegten
Bezugssystemen aus.
Der quadratische Doppler-Effekt, der allein in der relativistischen Be-
ziehung, nicht jedoch in der klassischen auftritt, kann durch Prézisions-
messungen von Frequenzverschiebungen mit Hilfe des MoBbauer-Effekts
experimentell bestdtigt werden. In der klassischen Gleichung fiir die Fre-
quenzénderung tritt nur das lineare Glied v/c auf; das Glied v?/c? hingegen
ist typisch fir die relativistische Beziehung.
R.V.Pouxp und G. A. REBka?) haben den quadratischen Doppler-Effekt
dadurch nachgewiesen, dafl sie Sender und Empfinger auf unterschied-
liche Temperaturen brachten und damit die Resonanz aufhoben. Als
Sender diente eine y-Quelle und als Empfanger ein Resonanzabsorber. Die
Wirmebewegung der in den Metallgittern enthaltenen Atome bzw. Atom-
kerne ist der Temperatur 7 proportional. Andererseits ist die Temperatur
dem (mittleren) Quadrat der Geschwindigkeit von Partikeln proportional:
v: ~T.
Die Emissionslinie ist bei einem Temperaturunterschied gegeniiber der
Absorptionslinie gemil der Relation fiir den quadratischen Doppler-
Effekt verschoben. Die GroBe der Verschiebung Av/v konnte bestimmt
werden, indem bei gleicher Temperatur von Quelle und Absorber der Quelle
mit mechanischen Mitteln eine geringe Geschwindigkeit erteilt wurde, so
dalB sich dieselbe Verschiebung ergab.
Dieser Versuch von Pouxp und REBKA ist zugleich eine experimentelle
Bestatigung des Uhrenparadoxons: Zwei Uhren, die zur gleichen Zeit einen
bestimmten Raumpunkt mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten ver-

1) Pounp, R. V., und G. A. REBKA: Physic. Rev. Letters 4 (1960) 274, 337.
7#
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lassen, weisen bei einem Zusammentreffen eine Zeitdifferenz auf. Die
schneller bewegte Uhr zeigt den langsameren Gang. Im vorliegenden
Experiment sind die beiden Uhren die M6Bbauer-Quelle und der Absorber.

6.3. Doppler-Effekt und Hubble-Koeffizient

Der Doppler-Effekt spielt in der Kosmologie (s. weiter unten ART,
Abschn. 10.6.8.) im Zusammenhang mit der Expansion des Weltalls eine
gewisse Rolle. In den Spektren von Fixsternen oder Sternsystemen stellt
man die Linien bekannter Elemente fest. Diese Linien sind oft zu lingeren
oder kiirzeren Wellen hin verschoben (Rot- bzw. Violettverschiebung).
Diese Verschiebungen werden (meistens) einwandfrei als Doppler-Effekt
gedeutet. Aus diesen Verschiebungen der Spektrallinien berechnet man
die Radialgeschwindigkeiten in bezug auf die Erde. Diese Tatsache deutet
man — nach dem heutigen Wissensstand — am einfachsten als Doppler-
Effekt, der durch eine Expansion eines sphéarischen Weltalls zustande
kommt.

Die Beobachtungen — hauptsédchlich die des Astronomen E. HUBBLE —
haben ergeben, dafl die Rotverschiebungen 4A/4 in guter Niherung der
Entfernung r der extragalaktischen Nebel proportional sind:

A T

7= H o (6.12)
Setzt man diese Gleichung in Beziehung!) zum Doppler-Effekt nach (6.1)
oder (6.5), so gilt

AAA = v]c. (6.13)
Hieraus folgt also fiir die ,,Fluchtgeschwindigkeit*
v =Hr, (6.14)

H =~ 0,26 - 10717 s~ ist der Expansions- oder Hubble-Koeffizient?). Die
Beobachtungen ergeben — gemiall Deutung durch Doppler-Effekt —, daf
die Fluchtgeschwindigkeit mit zunehmendem » immer groBer wird.

Von HumasoNn wurden fiir » = 3,6 - 108 Lichtjahre Geschwindigkeiten
bis v = 60900 km s~ festgestellt (siehe 9.13).

Es mul} noch bemerkt werden, daB sich diese Expansion nicht nur in bezug
auf die Erde ergibt. Bei dieser Ausdehnung scheinen alle Himmelskérper
voneinander wegzustreben, so daB sich r in bezug auf einen beliebigen
Himmelskorper ebenfalls vergroBern wiirde.

1) Relativistische Beziehung s. Abschnitt 9.13.

-1
B H — 0,26. 10717 s1 — 0,82 . 10-10 g-1 — 79 M8
108 pe

wird auch H* = 0,86 - 10728 cm~! = H/c angegeben.

; als Hubble-GréBe
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6.4. Herleitung der allgemeinen Beziehung
fir den Doppler-Effekt

Fiir die Ausbreitung einer (ungeddmpften) ebenen Welle gilt die Beziehung

E(x,t) = E eiw(t_%) (6.15)
s 0 . .

Bei einer elektromagnetischen Welle ist ¥ = ¢. Ist bei einer ebenen Welle
die Normale n — das ist die Senkrechte auf den Ebenen gleicher Phase —
beliebig zu den Koordinatenachsen orientiert, so geniigen die Ebenen
gleicher Phase der Gleichung r m = const. Die ebene Welle wird also wie
folgt dargestellt:

rrn
=

. ( xcosa+ycosﬂ+zcosy)
i2av|t— -

c

E=Eje ( =E,e (6.16)

Eine solche Welle gehe von einem Fixstern aus, der sich in dem Ruhe-
system S(z, y, z,t) befinden moge. Diese Welle soll von der bewegten
Erde aus betrachtet werden [System S'(z’, ¥, 2’, ¢')]. Man mufl also —
mit Hilfe der Lorentz-Transformation — von den ungestrichenen Groflen
t, x, y, z zu den gestrichenen Groéfen tibergehen.?)

Zur Abkirzung schreibt man die letzte Gleichung E = Eje'¥ und be-
stimmt die gestrichene Grofie ¥:

v
t/ ’
W — 9my T " _cosec(o{ivt) cosf-y  cosy-z
/ 2 c c
1 1—= ¢ Vl -3
Ordnet man nach ¢, ', ', 2/, so ergibt sich (6.17)
2:7w(1—-%cosoc) , cosa — -
- v — 2 ¢

2 ¢ v
v
| 1l ——cosua
c? c
- -

1) Sofern hier 8 als Argument von cos auftritt, bedeutet 8 stets einen Winkel
gegen die Koordinatenachse und nicht v/c.
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Ein Vergleich dieser gestrichenen GroBe mit der ungestrichenen (6.16)
zeigt, dal auch E; e!¥" wegen derselben Bauart der Gleichung wieder eine
ebene Welle darstellt: ’

xl ’ z/
V' =2mny [t’—cosa’ *y,cosﬁ’ — —cosy'|.
¢ ¢ c

Es gilt allgemein: Eine ebene Welle bleibt bei Lorentz-Transformation
eine ebene Welle. Hierbei dndert sich erstens die Schwingungszahl (6.4):

was gezeigt werden sollte ; zweitens dndert sich aber auch die Richtung der
Wellennormale, also die Strahlrichtung, fiir die die nun folgenden Rich-
tungskosinus gelten:

R
v v?
CcoOSx — — cosf- /l——
, c , c2
coso’ = —————;  cOSp =- 3
v v
1 ——cosx I — —cosx
¢ c
. (6.19)
’UZ
cosy- [/1— o
cosy = ———"——.,
v
1 — —cosax

Erfolgt die Lichtausbreitung in der z-Achse (« = 0 oder n), so ergibt sich
(6.6) bzw. (6.7).

Hierin ist v die Relativgeschwindigkeit des Beobachters gegeniiber der
Lichtquelle.

VergroBert sich der Abstand zwischen Beobachter und Lichtquelle mit
gleichbleibender Geschwindigkeit, so miit der Beobachter eine Verschie-
bung der Spektrallinien gegen das rote Ende des Spektrums. Bei gleich-
formiger Verringerung des Abstandes wird eine ,,Violettverschiebung*
gemessen. Auf diese Weise kann man mit Hilfe des Doppler-Effektes
die (radiale) Geschwindigkeit von Fixsternen feststellen. Der optische
Doppler-Effekt ist in voller Allgemeinheit in der SRT enthalten.

6.5. Aberration des Fixsternlichtes

Unter der Aberratign des Fixsternlichtes, entdeckt von J. BRADLEY 1728,
versteht man die Anderung der Richtung des Lichtstrahles. Der Aber-
rationswinkel ist der Winkel zwischen der urspriinglichen und der neuen



6. Relativitit in der Optik 103

Richtung des Strahles, den man wie folgt berechnet:

cos ¥ = cosx - cosx’ + cosf§-cosf’ + cosy - cosy’,
v v2
cosa | cosa — — + (cos? 8 + cos? y) l 1 — =
(6.20)

cos B =

Qv
1 ——cosux
c

In der astronomischen Beobachtung hat man es mit der Richtung cos&x =0
zu tun, d.h., Lichtstrahl und Bewegungsrichtung bilden den Winkelr/2.
In diesem Fall ist auch cos? f + cos?y = 1, und es folgt

) .
cos 9 = Vl ——=)1 —sin29. (6.21)

c2

Da nun sin ¢ = v/c, ergibt sich — in Ubereinstimmung mit der Beobach-
tung — der exakte Wert wegen tan ¢ = sin §/cos 9, also

v
¢
tan ¢ = —— . (6.22)
;02
Der klassische Wert
v
(tan P)grass = — (6.23)

ergibt sich durch Néherung (fir v <c¢).

Das Verhiltnis tan ¢ & v/c von Erdbahn- zu Lichtgeschwindigkeit heillt
Aberrationskonstante.

Bei der klassischen — also nicht strengen — Herleitung der Aberration?)
verfihrt man etwa folgendermafen:

Von einem Fixstern A gelange ein Lichtstrahl in ein Fernrohr (Abb. 6.2).
Bei ruhendem Fernrohr wird das Bild des Sternes im Punkt B des Rohres
erscheinen. Bewegt sich das Fernrohr senkrecht zur Beobachtungsrichtung
mit der Geschwindigkeit v (Erdgeschwindigkeit), so legt es die Strecke BB’
zuriick, wahrend das Licht die Strecke OB’ durchlauft. Das Bild des Ster-

nes wird nun in der Richtung B'OA’ gesehen. Setzt man OB = I und

1) DaB die klassische Betrachtung der Aberration auch zu dem richtigen Er-
gebnis fiuhrt, liegt darin begriindet, daf} es sich um einen Effekt 1. Ordnung
handelt, d. h., der nur von v/c und nicht von (v/c)? abhangt.
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Ax xA
/I
Cl /
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— /
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—
/
!
!
/ Abb. 6.2

BB’ = b, so ergibt sich aus Abb. 6.2 folgende Relation:
v
b:l=wv:c¢c oder tanﬁ‘:?.

Die Beobachtung dieser Aberration erfolgt nun in der Weise, dafl man von
zwei diametral gegeniiberliegenden Stellen der Erdbahn aus jeweils die
Winkel miBt, unter denen ein und derselbe Fixstern erscheint. Diese beiden
Punkte der Erdbahn haben einen zeitlichen Abstand von !/, Jahr, und
die Erdgeschwindigkeit hat in ihnen jeweils das entgegengesetzte Vor-
zeichen. Man findet, daB der Unterschied in den Winkelabstinden ein-
und desselben Sternes 41 Bogensekunden betragt.

Infolge dieser Winkeldnderungen beschreiben alle Fixsterne im Laufe des
Jahres eine Kurve (Kreis, Ellipse oder Gerade) unter dem Offnungswinkel
von 41”. Der Winkelabstand schwankt also im Jahr um + ¢ = 20,5,
Auf Grund dieser Aberration beschreiben die Fixsterne in der Nahe des
Poles der Ekliptik etwa ein um 90° verschobenes Abbild der Erdbahn.
In der Nahe der Ekliptik beobachtet man eine lineare Oszillation. Zwischen
diesen beiden Extremen (Pol und Ekliptik) beobachtet man Ellipsen, deren
grofle Achse parallel zur Ekliptik liegt und einen Wert von 20,5’ hat.
(AuBler dieser jahrlichen Aberration tritt noch eine tégliche Aberration
wegen der Rotation der Erde auf; sie ist am Pol Null und am Aquator 0,3".
Schlielich existiert noch eine konstante sikulare Aberration wegen der
Bewegung des gesamten Sonnensystems.)

Aus v/c = tan 20,5 = 10~* folgt fiir die Geschwindigkeit der Erde
v = 30 km s71. Nach neueren Messungen ist ¢ = 20,511".

Der Unterschied zwischen der klassischen und der relativistischen Theorie
wird durch folgende Uberlegung noch einmal verdeutlicht:
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Nach der klassischen Theorie sollte man einen anderen Aberrationswinkel
& > & erwarten, wenn man das Beobachtungsfernrohr mit einem (durch-
sichtigen) Medium, z. B. mit Wasser fullt. Man héitte dann — mit dem
Brechungsindex n — folgende Beziehung: tan 4 = v n/c, was sich aber
nicht bestétigt. Zur Erklirung der Aberration kann nur die relativistische
Theorie herangezogen werden. Es handelt sich eben nicht um einen Vor-
gang im Fernrohr. Die Aberration wird allein durch den Bewegungszu-
stand des Beobachters relativ zur Lichtquelle verursacht. In der relati-
vistischen Theorie ist nur die Bewegung zwischen zwei Systemen entschei-
dend, ein Medium (evtl. mit dem Brechungsindex = == 1) ist fiir die Aus-
breitung des Lichtes nicht erforderlich. Wenn man die Rechnung fiir die
allgemeine Formulierung des Doppler-Prinzips durchfiihrt, die ja auch die
Aberrationsformel erbrachte, wobei ¢’ < ¢ angesetzt wird, erhidlt man
schlieBlich mit cos o« = 0 wieder dasselbe Ergebnis tan ¢ ~ v/c.

6.6. Zum Begriff des Athers

Die Athervorstellung geht auf FRESNEL zuriick. Wie beispielsweise die
Luft als Triager von Schallwellen fungiert, so sollte ein hypothetisches Me-
dium, der (stofflich zu denkende) Ather, als Triager der Lichtquellen dienen.
Diese Methode des Analogieschlusses versagte aber, da dieser Ather nun
sonderbare und widerspruchsvolle Eigenschaften besitzen miiBte:

a. Der Ather miiite masselos sein (unwigbar). Im entgegengesetzten
Fall wiirde er, der ja den Weltraum ausfilllen mifBite, auch Gravita-
tionswirkungen ausiiben, die sich in der Bewegung der Planeten und
Monde bemerkbar machen miilten. Solche Wirkungen wurden niemals
festgestellt.

2. Der Ather darf die Bewegungen der Himmelskorper nicht beeinflussen,
etwa infolge eines Reibungswiderstandes. Es wéren sonst Verdnderun-
gen in der Bewegung der kosmischen Objekte die Folge, was aber nicht
festgestellt werden konnte.

3. Der Ather miiBte ein fester Korper sein (Widerspruch zu 1.). Die
Lichtwellen, die z. B. aus dem Kosmos auf die Erde gelangen, sind
transversale Wellen, und solche Wellen gibt es nur in festen Stoffen.

Diese mechanisch-anschauliche Vorstellung von der Existenz eines stoff-
artigen Athers ist mit dem Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindig-
keit, das vielfach experimentell bestétigt ist, nicht vereinbar und mubBte
aufgegeben werden.

Einsteins Atherbegriff

»Nach der allgemeinen Relativitdtstheorie ist der Raum mit physikali-
schen Qualititen ausgestattet; es existiert also in diesem Sinne ein Ather.
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GemiB der allgemeinen Relativititstheorie ist ein Raum ohne Ather un-
denkbar. . . . Dieser Ather darf aber nicht mit der fiir ponderable Medien
charakteristischen Eigenschaft ausgestattet werden, aus durch die Zeit
verfolgbaren Teilen zu bestehen; der Bewegungsbegriff darf auf ihn nicht
angewendet werden‘* (EINSTEIN: ,,Relativitit und Ather®).

Worin besteht der ,,neue Atherbegriff*? Der urspriingliche stoffliche
Ather ist nicht existent, wohl aber elektromagnetische Erscheinungen
(Lichtwellen), die sich offenbar im ,leeren‘ Raum ausbreiten. Da im
Raum kein Ather (im Sinne von FRESNEL) enthalten ist, bleibt also nur
die ,,Leere‘‘ des Raumes selbst iibrig. Das bedeutet aber, dal er die dem
Ather zugedachte Rolle selbst spielen muB und zum Triger und Vermits-
ler elektromagnetischer Vorgéinge (Licht!) wird. Mit anderen Worten: Der
Raum selbst ist Trdger und Vermittler elektromagnetischer Kraftfelder.l)
Der gemeinhin als leer bezeichnete Raum besitzt eine Reihe bestimmter
Eigenschaften, die in den letzten Jahren zum intensiven Forschungs-
gegenstand geworden sind. Die Physik schreibt dem Raum nicht a priori
gewisse Eigenschaften zu, sondern erforscht diese erst mit spezifischen
Methoden. So besitzt der Raum z. B. die Dielektrizititskonstante (des
Vakuums)

gy = 8,8542 . 10712 As V-1m™?
und die magnetische Permeabilitdt
Ho=4m-100" Vs A=ilm~1.

Beide Eigenschaften sind mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit durch
die Webersche Beziehung verkniipft

c =
V&0 to

= 2,99793 - 108 ms~! .

Der Raum selbst hat physikalische Eigenschaften; auf Grund dieser Tat-
sache wird mitunter von ,,Ather** gesprochen.

In der modernen Physik werden die Begriffe ,,Ather* — ohne mechanische
Eigenschaften — und ,,Raum‘‘ oft in gleicher Bedeutung verwendet.

In diesem Sinne ist der Atherbegriff physikalisch berechtigt. Einer an-
schaulichen Vorstellung ist er nicht mehr zugédnglich. Man kann die
physikalischen Zustédnde des Raumes aber durch Gleichungen beschreiben.

1) Das Licht ist ein elektromagnetischer Wellenvorgang. Das, was in der Licht-
welle ,,schwingt‘‘, sind elektrische und magnetische Kraftfelder.
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7. Relativitdt in der Elektrodynamik

71. Maxwellsche Gleichungen und Lorentz-Transformation

Fir eine mathematisch geschlossene Darstellung und insbesondere fiir die
Lorentz-invariante Formulierung der Elektrodynamik ist vor allem der
Tensorbegriff erforderlich. Gemall der eingangs genannten Zielstellung
soll aber nur auf die einfachsten mathematischen Hilfsmittel zurickge-
griffen werden. Da das bereits einen weitgehenden Verzicht beispielsweise
auch hinsichtlich der Vektoranalysis bedeutet, die man im allgemeinen
auch nicht in den Hochschulbiichern der Experimentalphysik findet, ist die
Behandlung der Elektrodynamik einer sehr groBen Beschrinkung unter-
worfen. Somit erfolgt nur die Darstellung einiger wesentlicher Tatsachen,
die zum weiteren Studium anregen sollen.

Der Gebrauch von Hilfsmitteln der hoheren Mathematik, z. B. der Vierer-
tensoren, zeigt, dafl sich offenbar zunichst nicht zusammenhidngend er-
scheinende physikalische Begriffe zu neuen Grundbegriffen vereinheit-
lichen.

So umfaft der Feldstérketensor die Spannungs-, Energiestrom-, Impuls-
und Energiedichte. Impuls und Energie verschmelzen im ,,Viererimpuls*;
Strom- und Ladungsdichte in der ,,Viererstromdichte*‘.

Die Maxwellschen Gleichungen sind fiir die gesamte Elektrodynamik von
fundamentaler Bedeutung. Die 1. Maxwellsche Gleichung bezieht sich auf
folgende Tatsache: Ein sich (zeitlich) dnderndes elektrisches Feld eines
Kondensators ist von geschlossenen magnetischen Feldlinien umgeben.
Dieses zeitlich veranderliche elektrische Feld wird als Verschiebungsstrom
bezeichnet, da es ein Magnetfeld besitzt, das ja ein Hauptkennzeichen des
elektrischen Stromes ist. Dieser Verschiebungsstrom wird — wie jeder
Strom — z.B. in Ampere gemessen. Die Stromdichte ist definiert als
Strom/Fliche. Man bezeichnet mit D die Verschiebungsdichte des elektri-
schen Feldes E.

Wenn I, den Verschiebungsstrom bedeutet, der die Fliche 4 durchsetzt,
dann gilt I, =D 4. Mit D = ¢, E ist

I, =¢,EA. (7.1)

Durch Experimente mit dem vom Leitungsstrom I erzeugten Magnetfeld
H, 148t sich folgende Grundgleichung!) feststellen:

I=[H,ds. (7.2)

1) Diese Gleichung besagt in elementarer (spezieller) Form: |[H| = n I/I,
! = Spulenlénge, n = Windungszahl der Spule; oben ist n = 1.
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Die 1. Maxwellsche Gleichung lautet nun:
[H,ds = & |E| 4; (7.3)

sie verkniipft die Liniensumme der magnetischen Feldstirke H mit der
zeitlichen Anderung der elektrischen Feldstirke E.
In Differentialform lautet die 1. Maxwellsche Gleichung

ros H=D +J, (7.4)

wobei J = I/A eine Leitungsstromdichte bedeutet, die auch gleich Null
sein kann. InJ ist auch die Elektronengeschwindigkeit enthalten.
Diese Verkniipfung zwischen H und D besagt:

Die Anderungsgeschwindigkeit oD/t — D der Verschiebungsdichte er-
zeugt eine ,,Rotation‘ der magnetischen Feldstirke (das ist ein magne-
tisches Wirbelfeld). Es entsteht also ein magnetisches Feld auf Grund
einer zeitlichen Anderung der Verschiebungsdichte.

Die 2. Mazxwellsche Qleichung bezieht sich auf folgende Tatsache: Ein sich
zeitlich d&nderndes magnetisches Feld ist von geschlossenen elektrischen
Feldlinien umgeben (Induktionl)).

Es ist experimentell leicht zu bestdtigen, dafl ein sich zeitlich dndern-

des magnetisches Feld 9H/dt = H eine Spannung induziert: Ujpq = -« -

— Mo |H| n A, wobei n die Windungszahl der Induktionsspule ist. Besitzt
die Spule nur eine Windung, die das Magnetfeld vom Querschnitt 4 um-

faBt, so gilt Ujng = — p |H| A. Dieser Vorgang der Entstehung von ge-
schlossenen elektrischen Feldlinien ist von der Anwesenheit dieser In-
duktionsschleife vollig unabhéngig, d. h., er ist auch vorhanden, wenn
keine Spule da ist.

Die Induktionsschleife miit langs ihres Weges die Summe der elektrischen
Feldstérke E, also die Spannung

Uind = fEs ds. (75)

1) Die zweite Maxwellsche Gleichung gibt eine vertiefte Auffassung des Induk-

tionsvorganges. Das Induktionsgesetz lautet:
fUQAt = po |HnA=|BlnAd, (uH=B).

Der Spannungsstol3 f U dt, der z. B. beim Ein- oder Ausschalten eines Stro-
mes einer Spule gemessen wird, ist proportional der magnetischen Feld-
stédrke H, der Windungszahl n und dem Querschnitt A des von der Induk-
tionsspule umfaB8ten Bundels magnetischer Feldlinien. Induktionskon-
stante u, = 1,25602- 1075 Vs A-1m~1. Firn = 1 definiert man den Kraft-
fluB @ = puy |H| A = |B| A bzw. die KraftfluBdichte ®* = &/4 = |B|.
In vielen Fillen interessiert nun beim Induktionsgesetz nicht der gesamte
SpannungsstoB [ U dt, sondern die withrend des Vorganges induzierte Span-
nung Uilld'
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Damit erhdlt man die 2. Maxwellsche Gleichung [ E; ds = — g |H| 4; sie
verkniipft die Liniensumme der elektrischen Feldstdarke E mit der zeit-
lichen Anderung der magnetischen Feldstirke H.

In Differentialform lautet die 2. Maxwellsche Gleichung

rot E=—B. (7.6)

Diese Verkniipfung zwischen E und B besagt: Die Anderungsgeschwindig-

keit 0B/ot = B der magnetischen Kraftfluidichte ist entgegengesetzt
gleich der ,,Rotation der elektrischen Feldstirke* (d. h. dem elektrischen
Wirbelfeld). Es entsteht also ein elektrisches Feld auf Grund einer zeit-
lichen Anderung der magnetischen KraftfluBdichte.

Aus Experimenten ist bekannt, dall es bei allen Ergebnissen von Induk-
tionsversuchen nur auf die Relativbhewegungen zwischen der Feld- und der
Induktionsspule ankommt, d. h., es ist keine Vorzugsrichtung bei irgend-
welchen Bewegungen erkennbar. Auch alle iibrigen elektrischen Versuche
verlaufen ohne Unterschiede im ruhenden Laboratorium wie im bewegten.
Die MeBergebnisse hingen nicht von irgendwelchen Orientierungen der
Apparate ab.

Man kann einwenden, dafi die Geschwindigkeiten bewegter Systeme zu
klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind, um merkliche Unterschiede
festzustellen. Als bewegtes System wird schlieBlich wieder die Erde be-
trachtet » = 30 kms™?, das ist 0,1°/,, der Lichtgeschwindigkeit. Von
Fr. T. TrouToN und H. R. NoBLE wurde ein Versuch mit hochster Prézi-
sion durchgefiithrt, um die Abhéingigkeit der Energie eines elektrischen
Feldes eines Kondensators von der Orientierung (Erdbahn) festzustellen.
Falls sich die elektrische Energie W = q U/2 eines drehbar aufgehingten
Kondensators éndert, miilte auf Grund der Energieinderung ein Dreh-
moment entstehen, was sich im Verdrillen des Aufhédngefadens zeigen
sollte ; das sollte mit Spiegel und Lichtzeiger gemessen werden. Eine solche
Verdrillung des Fadens konnte zu keiner Jahreszeit festgestellt werden, ob-
wohl die MeBgenauigkeit noch die 10. Dezimale erfassen konnte. Nicht nur
die Energie des Kondensators erwies sich als unabhéingig von der Orien-
tierung des Feldes zur Erdbahn; auch die Kapazitat C = q/U zeigt diese
Unabhéngigkeit auf mindestens 9 Dezimalen (G. BURGER).

SchlieBlich sind auch die Messungen des elektrischen Widerstandes R=U/I
in einem geradlinigen Leiter von seiner Orientierung zur Erdbahn unab-
héngig. Aus der Erfahrung folgt demnach: Die Bewegung der Erde hat
auf elektrische Messungen keinerlei Einflul}; diese Bewegung ist in elek-
trischen Messungen durch keine Vorzugsrichtung erkennbar.

Die Maxwellschen Gleichungen gelten demnach fiir jede Orientierung der
Felder zur Erdbahn. Die in den Gleichungen auftretenden Faktoren e,
und g, hingen nun mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit durch folgende










































































































































































































































































































































































































































































































































































