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Vorwort

Mikrorechner sind so leistungsfdhig geworden, dal3 nur zur Lésung von wenigen wissen-
schaftlichen oder technischen Problemen GroBrechner benétigt werden. Sie sind heute so
verbreitet, dal ein bedeutender Teil des gesellschaftlichen Arbeitsvermégens durch sie be-
einfluBt wird. Das vorliegende Buch soll einen Beitrag zur Effektivitdtssteigerung beim Mi-
krorechnereinsatz geben.

Ziel des Buches ist, fiir die Realisierung von Anwenderprogrammen Programmbausteine an-
zubieten, mit denen Standardaufgaben der Numerik einfach und sicher |6sbar sind.

In einem einfiihrenden Abschnitt werden die Voraussetzungen fir die Realisierung eines
derartigen Bausteinsystems abgehandelt. In den sich anschlieBenden Abschnitten werden
solche Programmbausteine fiir folgende Gebiete der numerischen Mathematik gegeben:

— Matrizenoperationen und lineare Gleichungssysteme
— nichtlineare Gleichungen und Gleichungssysteme
— gewdhnliche Differentialgleichungen.

Die Programmbausteine sind in der Programmiersprache BASIC geschrieben. BASIC ist die
derzeit verbreitetste Programmiersprache. Sie hat flir Probleme kleinen bis mittleren Um-
fangs wesentliche Vorteile. Einem Bausteinkonzept setzt diese Sprache einige Schwierigkei-
ten entgegen. Deshalb sind in der Literatur bisher nur wenige Versuche dieser Art beschrie-
ben worden. Die beispielsweise von DEC herausgebrachten “Scientific Subroutines” fiir die
Sprache FORTRAN entstanden offenbar aus dhnlichen Uberlegungen, sind aber fiir die ein-
zelnen Gebiete nicht so umfassend und konnten auch in mehreren Fallen durch giinstigerc
Abldufe ersetzt werden. Trotzdem gehen einige unserer Programme (Matrixinversion und
Determinanten) auf diese Programmsammlung zurlick.

Unser Ansatz zur Uberwindung der BASIC-Probleme beruht auf den folgenden, im ersten
Abschnitt erlduterten Prinzipien:

— Festlegung eines BASIC-Subset, das unabhangig von BASIC-Dialekten und maschinenspe-
zifischen Besonderheiten auf nahezu jedem Rechner lauffihig ist

— Festlegung von Standardprozeduren der strukturierten BASIC-Programmierung

— Festlegung von Regeln fir die Vergabe von Programmzeilennummern und Variablenna-
men, um damit dem Problem des Fehlens lokaler Variabler zu begegnen.

Wir haben versucht, die Programmbausteine so zu gestalten, daR sie sich mihelos auch in
FORTRAN, PASCAL oder dhnlichen Sprachen kodieren lassen. Fir alle Programmbausteine
sind Textbeispiele angegeben und fiir einen Teil der Programme Anwendungsbeispiele aus
der technischen Mechanik und der Regelungstechnik.

Ein Problem fiir uns bestand darin, ein verniunftiges Gleichgewicht zwischen kochbucharti-
ger Beschreibung des Inhalts ohne mathematische Begriindung und mathematisch strenger
Behandlung zu finden. Beide Extreme schienen uns nicht angebracht. Deshalb haben wir die
Abldufe ausreichend erklért, jedoch auf strenge mathematische Beweisfiihrung verzichtet.
Der ingenieurméfligen Praxis folgend sind Voraussetzungen und Beweise erwahnt, die auch
vom Nichtmathematiker nachempfunden werden kénnen. Zum Teil werden numerische Ex-
perimente fur die Qualitatsbeurteilung von Programmen herangezogen.

In dem Buch sind etwa 150 KByte BASIC-Quelltext vorhanden. Alle Softwaremodule wurden
sorgféltig getestet und — um Setzfehler auszuschalten — als Reproduktion wiedergegeben.
Die Programme sind in der Schriftart OCR-B gedruckt. Damit besteht die Maglichkeit der
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‘aschinenlesbarkeit durch einen Klarschriftleser. Dartiber hinaus stehen die Programme in
den gebrauchlichsten Datenformaten auf Disketten und Magnetbéndern zur Verfiigung und
kénnen von den Autoren unter folgender Adresse abgefordert werden:

Friedrich-Schiller-Universitat

Sektion Technologie, Technikum LAURA

SchloBgasse, Jena, 6900 _
Fehler und Unvollstindigkeiten sind in einem derartigen Buch nicht vollstdndig auszuschlie-
Ren. Die Autoren sind deshalb fur Hinweise dankbar.
FUr mannigfaltige Hilfe und Unterstitzung bei der Schaffung der rechentechnischen Voraus-
setzungen danken wir Herrn Reinhard Lorenz, Herrn jochen Rose, Frau Helene Schiiler und
Herrn Rolf Tietsch. Den Lektoren, Herrn Hartmut Heinrich und Frau Uta-Dorothé Hart, dan-
ken wir fir die gute Zusammenarbeit.

Hendrik Rothe Manfred Steinbach
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1.  Grundlagen der Programmierung

Wir wollen es als Standardfall ansehen, da man eine wissenschaftlich-technische Aufgabe
kleinen bis mittleren Umfangs mit rechentechnischen Mitteln zu I6sen hat. Ein Rechner steht
zur Verfligung; seine Leistung ist vorgegeben. Um die Aufgabe mit Hilfe des Rechners zu 16-
sen, ist das Vorhandensein eines Rechenprogramms unabdingbare Voraussetzung. Das Pro-
gramm kann als Interface zwischen dem Computer und dem Benutzer mit seiner Aufgabe
verstanden werden. Da das Problem neuartig sei, steht ein geeignetes Programm nicht oder
hochstens in Teilen zur Verfligung. Welche Forderungen wird man an die bevorstehende In-
teraktion mit dem Computer stellen; wie mull das Programm beschaffen sein, und welche
Eigenschaften solite der Computer haben?

Korrektheit

Der Rechner fuhrt fehlerlos und vollstandig aus, was zur Lésung der Aufgabe nétig ist, nicht
mehr und nicht weniger. Es werden alle erforderlichen Eingabe- und Ausgabedaten und nur
diese bertcksichtigt. Fehlerhafte Ablaufe werden zumindest signalisiert. Die Richtigkeit der
Aktionen ist testbar. Dokumentationen stimmen mit der Realitat Uberein. Die Ablaufe ge-
schehen auch bei geringfiigigen Anderungen der vorausgesetzten Daten und Umstinde
noch fehlerfrei — man spricht in diesem Falle von “Robustheit” der Programme —, z. B. darf
das Ergebnis einer zeitraubenden Operation nicht letztlich durch die Eingabe einer falschen
Zahl irreversibel beeintrachtigt werden.

Genauigkeit

Die begrenzte Genauigkeit bei der Ausflihrung numerischer Berechnungen fihrt nicht zu
unzuldssigen Ergebnisfehlern. Die Uberschreitung von Toleranzgrenzen wird signalisiert
oder geeignet bericksichtigt.

Verstandlichkeit

Die Abliufe sind verstindlich; das zugrunde liegende Programm besitzt dem Inhalt und der
Form nach eine einleuchtende Struktur. Beim Betrachten des Programmlistings wird man zu-
nachst mit Funktionsblécken konfrontiert, die hierarchisch aus kleineren Funktionsblécken
zusammengesetzt sind. Ist diese Forderung erflllt, so spricht man von strukturierten Pro-
grammen. Das Programm ist ausreichend kommentiert; es existiert eine Dokumentation. Das
Niveau von Kommentaren und Dokumentation ist innerhalb des gesamten Pakets einigerma-
Ben einheitlich. Programmierstil, Daten- und Programmstrukturen, Terminologie und Spezi-
fikationen sind konsistent. Ahnliche Probleme werden mit dhnlichen Mitteln behandelt. For-
mate fiir Ein- und Ausgabe sind gleich bzw. ohne Willkir dem Problem angepaRt. Es sind
keine schwer nachvollziehbaren und unkommentierten Programmierkniffe angewendet.

Flexibilitat

Geringfligig verénderte Aufgabenstellungen kénnen durch geringfligige Verdnderungen am
Programm behandelt werden. Das Programm kann um zusétzliche Funktionen erweitert wer-
den. Méglichst viele Funktionsbldcke sind von allgemeinem Wert und bei der Losung dhnli-
cher Probleme wiederverwendbar.
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Portabilitat

Das Programm ist mit méglichst wenigen Anderungen auch auf anderen Rechnern und mit
anderer Peripherie lauffahig. Auf spezielle Hardware odér Systemsoftware zugeschnittene
Anweisungen sind in wenigen Programmteilen konzentriert und nicht im gesamten Pro-
gramm verstreut.

Anwenderfreundlichkeit

Ein- und Ausgabe sind ausreichend erldutert und versténdlich. Geringfligiges Fehlverhalten
des Benutzers wird toleriert oder ist korrigierbar. Unvollstdndigkeiten bei der Bereitstellung
der Peripherie fiihren nicht zum Programmabsturz, sondern werden mit entsprechender
Meldung moniert. Die bei der Benutzung geforderten Aktivitdten beschranken sich auf das
Noétige. Bei der Bedienung des Rechners wird man Uber notwendige Aktivitdten im erforder-
lichen Umfange informiert, ohne daf8 eine ermiidende und informationsarme Textflut ausge-
geben wird. Notwendige Eingaben werden mit einem Stichwort versehen und nicht nur mit
Fragezeichen angefordert. Wo es sinnvoll ist, wird der Bedienende hin und wieder lber den
Stand der Programmabarbeitung informiert. Zeit und Arbeitskraft des Benutzers werden
nicht vergeudet; bei den hier zu betrachtenden Rechnern ist die Arbeitszeit in jedem Falle
wertvoller als die Rechenzeit. Lang laufende Programme kénnen ohne Zutun des Benutzers
ablaufen. Fehlermeldungen werden in sachlicher Form gegeben. Voraussehbare Frustratio-
nen werden vermieden.

Effizienz

Alie Computerressourcen, wie Rechenzeit, Speicher, Leistungen des Betriebssystems, Peri-
pheriegerédte und Verbrauchsmaterial, werden mdoglichst sparsam genutzt (Recheneffizienz).
Das Programm ist fir den Benutzer bzw. den Bediener effizient, indem Belastungen bei der
Vorbereitung, Durchfiihrung und Nachbereitung gering bleiben (Nutzereffizienz). Der Auf-
wand fur die Ausarbeitung des Programms soll ebenfalls so gering wie méglich sein (Pro-
grammiereffizienz). Hierbei sollte die Frage der Recheneffizienz nicht stérker als unbedingt
notwendig bewertet werden; denn hohe Recheneffizienz steht fast allen anderen Qualitéts-
parametern entgegen.

Voraussetzung fiir optimal ausgewogene Qualitdtsparameter ist die rechtzeitige Abwagung
der voraussichtlichen Dauer und Haufigkeit entsprechender Rechenaufgaben. Man (ber-
lege zu allem Anfang, ob Uberhaupt die Aufgabe gelést werden muB. Die geringste Effektivi-
tét erreicht man in dem nicht seltenen Fall, daB sich nach AbschluB der Arbeiten deren Un-
naotigkeit herausstellt.

Die Realisierung der soeben genannten Anforderungen an die Interaktion mit dem Compu-
ter setzt seitens des Programms folgendes voraus:

® Verwendung einer geeigneten Programmiersprache
Beriicksichtigung der begrenzten Rechengenauigkeit
Anwendung der strukturierten Programmierung
angemessene Dokumentation und Kommentierung
ausreichende Programmtestung und -testmdglichkeit
rechenzeitoptimale Programmierung
speicherplatzoptimale Programmierung.

Diese Gesichtspunkte werden nachfolgend eingehender beleuchtet.
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1.1. Programmieren in BASIC

BASIC ist ein Akronym fur “Beginner’s All Purpose Symbolic Instruction Code”. Die Sprache
ist Anfang der sechziger Jahre in den USA im Dartmouth College von John G. Kemeny und
Thomas E. Kurtz entwickelt worden und hat sich seitdem ungewdhnlich stark verbreitet. Der
Kaufer dieses Buches hat bezliglich der Anwendung dieser Sprache seine Wahl bereits ge-
troffen; wir wollen dennoch auf ihre Vor- und Nachteile hinweisen.

Als Vorteile sind anzusehen:

® Die Sprache gestattet einen besonders komfortablen Dialog mit dem Computer bei in der
Entwicklung befindlichen Problemen, deren Algorithmierung erst im Laufe und im Zusam-
menhang mit Programmierung und Berechnung erarbeitet werden muR.

e Die Sprache ist sehr schnell erlernbar. Bei Kenntnis von etwa 50 Schlisselwértern ist mé-
Rig anspruchsvolles Programmieren maglich. Kleine Probleme kénnen bereits bei Kennt-
nis einer Teilmenge der Sprache bearbeitet werden. Kenntnisse spezieller Eigenschaften
der Hardware sind nicht erforderlich. Die Verwendung des dezimalen Zahlensystems ist
fiir fast alle Probleme angebracht und ausreichend.

e Die Sprache ist flexibel; sie ist fiir kleine wie flir méRig grofRe Probleme und fiir Aufgaben
aus den verschiedensten Wissensbereichen geeignet. Anpassungen an veranderte Aufga-
benstellungen sind auf einfache Weise realisierbar.

® BASIC kommt der Forderung nach Portabilitdat entgegen. In dieser Sprache geschriebene
Programme sind wegen ihrer geringen Maschinenndhe bei zweckmafBiger Anwendung
leicht von einem Rechner auf einen anderen zu Ubertragen.

® In BASIC geschriebene Programme sind bei sinnvoller Verwendung der Sprachelemente
leicht verstdndlich oder, wie man auch sagt, transparent. Das hat seine Ursache insbeson-
dere darin, daB alle Schlisselwérter der englischen Umgangssprache entnommen sind.
Die Einfligung von Kommentaren ist problemlos méglich.

® BASIC ist die verbreitetste Computersprache. Sie ist auf praktisch allen gdngigen Compu-
tern implementiert. Dadurch ist eine Vielzahl von fertigen Programmen leicht beschaff-
bar.

o Die Zeichenkettenbehandlung ist in BASIC besonders elegant geldst.

e Die Fehlersuche und -beseitigung, das “debugging” (auf deutsch das “Entlausen”), gestal-
tet sich in BASIC besonders einfach. Das ist insofern ein wichtiger Gesichtspunkt, als bei
gréReren Programmen das Debugging immer einen sehr wesentlichen Teil des gesamten
Programmentwicklungsaufwands ausmacht. '

® BASIC kann als Interpreter- und als Compilersprache genutzt werden. In der Version als
Interpretersprache, bei der jede Programmzeile vor jeder Abarbeitung in eine maschinen-
verstandliche Form gebracht wird, ist ein Programm zwar langsam, kann aber leicht ver-
dndert und berichtigt werden, und es kann mitten im Programmlauf angehalten und der
aktuelle Stand der Variablen und Felder beobachtet werden. Nach Erreichung ausreichen-
der Fehlerfreiheit kann dann das Programm compiliert werden, womit erheblicher Ge-
schwindigkeitsgewinn verbunden ist.

Demgegentiiber haben zumindest einfache BASIC-Versionen auch einige wesentliche Nach-
teile:

® BASIC verletzt einen wichtigen Grundsatz der strukturierten Programmierung, dall ndm-
lich einzelne Programmodule bzw. einzelne Programmteile sich nicht unbeabsichtigt ge-
genseitig beeinflussen durfen. Da es eine Unterscheidung zwischen lokalen und globalen
Variablen bei den einfachen, hier vorausgesetzten Dialekten nicht gibt, kann bei unacht-
samer Programmierung eine Variable eines bestimmten Namens ungewollt in entfernten
Teilen des Programms verdndert werden. Dieser erheblichen Gefahr ist nur durch sehr
diszipliniertes Programmieren auszuweichen.
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® BASIC erzwingt nicht die Anwendung der strukturierten Programmierung. Sinnvolle
Strukturierung ist moéglich, erfordert aber Disziplin und entsprechende Kenntnisse des
Programmierers.

o Die Orientierung im Programm auf der Basis von Zeilennummern ist als Komplikation an-
zusehen. Der Aufruf von Programmteilen mit einem Namen, der nichts mit der Position
im Programm zu tun hat, muR als eine bei weitem bessere Losung bezeichnet werden. Es
ist ebenfalls unglnstig, dafl im Laufe der Programmentwicklung auf noch nicht vorhan-
dene und damit nicht bekannte Zeilennummern verzweigt werden muR.

® Der Vorteil der Portabilitdt und Transparenz des urspriinglichen BASIC ist durch den
Wildwuchs einer Vielzahl von Sprachdialekten sehr beeintrachtigt. Eine Standardisierung
der Sprache hat zu lange auf sich warten lassen [ISO-84].

@ Die Sprache ist nicht recheneffektiv. In der Version als Interpretersprache wird der
groRte Teil der Zeit fiir die vielfachen Ubersetzungen verbraucht. Sprachversionen mit
Compilern Ubersetzen das gesamte Programm vor der Ausfiihrung in Maschinensprache
oder eine maschinensprachedhnliche Form. Sie erreichen wesentlich gréBere Geschwin-
digkeiten, sind aber dennoch langsamer und speicherplatzaufwendiger als optimal ent-
wickelte Maschinenprogramme oder Programme in maschinennahen Sprachen.

Aus den genannten Nachteilen erkennt man leicht die Grenzen fir die Anwendung von BA-
SIC: Die Sprache sollte nicht angewendet werden fiir Probleme mit sehr groBem Rechenauf-
wand, bei denen die Rechenzeit zum wesentlichen Faktor wird. Die Anwendung ist ebenfalls
nicht sinnvoll fir groBe Aufgaben, an denen mehrere Programmierer arbeiten. Aufgaben,
die direkten und effektiven Zugriff auf die Hardware erfordern, also etwa betriebssystem-
dhnliche Programme, kann man nicht in BASIC schreiben. Ebenso sind Probleme, die lange
und intensive Interaktion des Bedieners mit dem Rechner erfordern, also etwa Datei- oder
Textverarbeitungsprogramme, keine geeigneten Objekte fiir eine BASIC-Programmierung.
Sie wirden fir den Bediener zur Geduldsprobe.

Wir wollen in diesem vorangestellten Abschnitt einige Ausfiihrungen machen, die das Wirk-
samwerden der Nachteile von BASIC verhindern helfen. Zundchst muf3 ein auf fast allen
Rechnern lauffdhiges Subset der Sprache angegeben werden, indem man sich auf eine
Reihe grundlegender Sprachelemente beschrankt. Werden diese Elemente vom betreffen-
den Rechner realisiert, so kdnnen die in den weiteren Abschnitten folgenden Programme
bedenkenlos tbernommen werden. Fehlen einige Elemente, so wird es in vielen Fallen még-
lich sein, sie durch geeignete Konstrukte aus weniger komplexen Elementen zu ersetzen.
Komfortablere BASIC-Dialekte werden von dem angegebenen Subset in ihrer Leistungsfa-
higkeit nattrlich nicht voll ausgenutzt.

1.1.1. Verwendete Sprachelemente

Jedes BASIC-Programm besteht aus numerierten Zeilen (program lines) und aus Anweisun-
gen (statements). Jede Zeile wird beendet durch eine Zeilenbegrenzung (line terminator).
Die Zeilenbegrenzung wird durch die Wagenricklauftaste (return oder enter) veranlafSt. Die
Anweisungen bestehen i. allg. aus dem Anweisungsschliisselwort (statement keyword) und
dem Anweisungskorper (statement body). Der Anweisungskorper besteht seinerseits aus
Ausdriicken (expressions), Funktionen, Variablen, Konstanten und Operatoren. Bei den An-
weisungen unterscheidet man zwischen ausfiihrbaren Anweisungen (executable statements)
und nicht ausfiihrbaren oder deklarierenden Anweisungen (non-executable statements). Als
nicht ausfihrbare Anweisungen werden in unserem Subset nur die Anweisungen rem und
data verwendet werden.
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Eine BASIC-Programmzeile hat demnach beispielsweise folgende Form:

Zeilen- Anweisungs- Anweisungs- Zeilen-
nummer schlisselwort korper begrenzer
1010 print sqr(akx + exp(x12)) RETURN

In unserem Subset werden keine Zeilen mit Mehrfachanweisungen verwendet. Lediglich die
fir den Programmablauf unerheblichen Kommentare (remarks, rem-Anweisungen) werden
zuweilen nach einer ersten Anweisung noch auf der gleichen Programmzeile untergebracht.
Zwischen den beiden Anweisungen wird dann als Trennzeichen der Doppelpunkt verwen-
det.

Als Zeilennummern werden Zahlen aus dem Bereich 0 bis 63 999 verwendet. Einige Rechner
sind nicht in der Lage, so hohe Zeilennummern zu akzeptieren. In diesem Falle ist entspre-
chend umzunumierieren. Die maximale Zeilenldnge wird mit 80 Zeichen (einschliefllich Zei-
lennummer) angenommen. Auch hier sind einige wenige Rechner auf eine Verringerung an-
gewiesen. Die meisten der nachfolgend angegebenen Programmlistings enthalten nur ge-
rade Zeilennummern. Dadurch hat man ggf. die Méglichkeit, lange Zeilen ohne véllige
Umnumerierung in zwei kirzere aufzuteilen.

Elementarer Bestandteil jedes BASIC-Programms ist der Zeichensatz (character set), der aus
Ziffern, Buchstaben und Spezialzeichen besteht. Der in diesem Buch verwendete Zeichen-
satz ist eingeschrénkt. Eine Besonderheit von BASIC besteht darin, da Leerzeichen (spaces)
auBer in Kommentaren und Zeichenketten (strings) keinerlei Bedeutung haben.

Neben den aufgezdhlten Sprachelementen, die nachfolgend detaillierter behandelt werden,
sind fir den Rechenbetrieb die sog. Kommandos (commands) von besonderer Bedeutung.
Sie veranlassen den Rechner zur Ausfiihrung von Aktionen, erscheinen aber nicht im Pro-
grammlisting (z. B. LIST, RUN, MERGE, RENUMBER u. a.) Entsprechend der Zielstellung die-
ses Buches unterbleibt die Behandlung der Kommandos; die Gerdtedokumentationen sollten
hierzu ausreichende Informationen geben.

1.1.2. BASIC- Zeichensatz

Es wird von der in BASIC Ublichen Verwendung des ASCII-Zeichensatzes ausgegangen.
ASCIl bedeutet “American Standard Code for Information Interchange”. Die festgelegten
Kodenummern ordnen den vom Rechner nicht direkt verarbeitbaren Zeichen numerische
Aquivalente zu. Die ASCII-Kodes des von uns verwendeten eingeschrinkten Zeichensatzes
sind im Anhang 1 mit ihren dezimalen Werten angegeben.

1.1.3. Konstanten

Wir unterscheiden Gleitpunktkonstanten (real constants), Ganzzahl- oder Integerkonstanten
(integer constants) und Zeichenkettenkonstanten oder Textkonstanten (string constants).
Konstanten erscheinen i. allg. mit allen sie reprasentierenden Ziffern und Zeichen bzw.
Buchstaben im Programmlisting oder bei der Datenein- oder Datenausgabe. Ihr Name be-
sagt, daB sie innerhalb des Programms unverénderlich sind.

Gleitpunktkonstanten représentieren gebrochene Zahlen mit Dezimalteilen. In Mikrorech-
nern, flir die wir im folgenden 8-Bit-Architektur annehmen, decken sie Gblicherweise den
Wertebereich 2712 bis 2'% bzw. 2.93873588 * 10E-39 bis 1.70141183E + 38 ab.
Wertebereich und Genauigkeit der Gleitpunktkonstanten werden versténdlich durch die Tat-
sache, dal} der Prozessor des Rechners intern mit bindrer Gleitpunktarithmetik arbeitet. In-
tern ist jede Gleitpunktkonstante demnach dargestellt durch den Ausdruck

7=23.2° (1.1)

2 Rothe
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a ist die Mantisse; sie belegt Ublicherweise 3 bis 6 Byte, d. h. 3 %k 8 = 24 bis 6 % 8 = 48 Bi-
narstellen. Der Wertebereich ist 1/2 = a < 1.

b ist der Exponent; hierfir ist die Verwendung von 1 Byte iiblich. Gespeichert wird immer
der Wert b + 128. Da ein 8-Bit-Byte den Wertebereich 0 bis 255 abdeckt, gilt

-128 = b + 128 = 127. (1.2)
Zuriick zur Mantisse. Belegt sie n Bytes, so ist ihr Wert darstellbar durch den Ausdruck
a = /256 + c,/2567 + c;3 /253% + ... + ¢,/256" (1.3)

(s. Bild 1.1). Da a zwischen 0 und 1 liegt, ist die erste Binarstelle, das erste Bit von ¢,, immer
1 und braucht nicht gespeichert zu werden. Dieses Bit wird fiir das Vorzeichen verwendet.

Byte Bit Wertebereich

Vorzeichen

(Mantisse) (0...127)/256

2
(Mantisse) (0...255) /2562
3
(Mantisse) (0...255) /2563 Bild 1.1. Rechnerinterne Organisation der Abspeicherung
einer Gleitpunktzahl
Im dargestellten Beispiel werden vier Byte verwendet: drei fiir die
Mantisse und eines fiir den Exponenten. Das erste Bit des ersten
Bytes enthilt die Vorzeicheninformation. ~ Ist kein Mantissenbit
gesetzt, so ergibt sich der Wert 1/2, da das erste Bit des ersten By-
tes automatisch als gesetzt betrachtet wird. Sind alle Mantissenbits
gesetzt, so ergibt sich ein Wert, der zundchst um den Betrag der
(Expgnent) ~128...127 Maschinenkonstante < 1 ist. Da das letzte Bit des letzten Bytes im-

mer gesetzt wird, erreicht man richtige Rundung. — Der Exponent
besteht aus einem Byte, sein Wertebereich liegt also zunédchst zwi-
schen 0 und 255. Durch konstante Subtraktion von 128 wird der Be-
reich 272 bis 2'7 realisiert.

lel=lvlefelofola] [ols[elalofo]s] [ol=lSolslulaly] [of-Nela[o]o]]

Nach Kenntnis der obigen Ausfiihrungen 148t sich n, die Anzahl der fir die Mantissenabspei-
cherung verwendeten Bytes, folgendermaBen bestimmen:
Sind alle Bits des Mantissenbereichs gesetzt, so ist der Maximalwert der Mantisse

8nax = 255/256 + 255/2567 + ... + 255/256" = 1 — u. (1.4)

Das Restglied dieser Entwicklung beléuft sich auf u = 1/256". u wird auch als Maschinenkon-
stante bezeichnet. Im folgenden Programm wird n erhéht, bis der Rechner a—1 nicht mehr
von Null unterscheiden kann. Das gréBte n, fiir das dies zutrifft, ist die Anzahl der Mantis-
senbytes. Es wird ganzzahliges n vorausgesetzt.
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30n=n+1

40 a = a + 255/2567n

50 if1 — a > 0 goto 30

60 print “Die Mantisse belegt”; n; “Bytes”

70 print “Die Maschinenkonstante ist”; 1/2567Tn

Es ist tblich, daR eine Uberschreitung des Wertebereichs (overflow) vom Rechner ais fataler
Fehler (fatal error) angesehen wird, die Programmausfiihrung wird also abgebrochen; bei
Unterschreitung des Wertebereichs (underflow) wird der Konstanten der Wert null zugewie-
sen. Im letztgenannten Fall kommt es nicht zum Programmabbruch.

Integerkonstanten konnen nur ganze bzw. natlirliche Zahlen sein. Wir kennzeichnen die In-
tegerkonstanten hier nicht besonders; sie sind daher erst mit dem Rickruf aus einer Integer-
variablen eindeutig als solche zu erkennen. )

Integerzahlen werden iiblicherweise in zwei Bytes abgespeichert und Uberstreichen damit
den Bereich —2% bis 2'® — 1 bzw. —32768 bis +32767. Die Verhiltnisse sind aus Bild 1.2 er-
sichtlich. Das erste Bit im ersten der beiden Bytes ist wiederum fir das Vorzeichen verwen-
det. Angabe des positiven Vorzeichens ist nicht erforderlich. Bereichstberschreitung ist ein
fataler Fehler. Die Verwendung von Integerzahlen spart Speicherplatz und zumeist auch Re-
chenzeit.

Byte Bit b 2b
15 32768
14 16384
13 8192
1 12 4096
(high) 11 2048
10 1024
9 512
8 256
7 128
6 64
5 32
0 2 16 Bild 1.2. Organisation der Abspeicherung einer Integerzahl im
(low) 3 8 8-Bit-Rechner
2 4 Sind alle Bits gesetzt, so liefert die Summe aller 2° die Zahl 65535. Durch
1 2 konstante Subtraktion von 2' wird der Wertebereich —32768 (kein Bit ge-
0 1 setzt) bis 32767 (alle Bits gesetzt) realisiert.

Man testet darauf, ob Integerkonstanten im betreffenden Rechner in zwei oder evtl. mehr
Bytes abgelegt werden, indem man den Rechner zum Druck von Zahlen zu veranlassen
sucht, die den o. g. Bereich liberschreiten.
Stringkonstanten, auch Zeichenketten oder Literale, enthalten eine Anzahl von Zeichen, de-
ren ASCII-Kode zwischen 0 und 127, bei manchen Rechnern auch zwischen 0 und 255 liegt.
Die Stringkonstante wird durch Anfiihrungsstriche (Begrenzer, delimiter) als solche kennt-
lich. Zur Stringkonstanten gehoren die Begrenzer nicht, nur deren Inhalt. Demnach werden
die Anfiihrungsstriche auch bei der Ausgabe nicht mitgedruckt:

100 print “ABC 1.30 # XX"

RUN

ABC 1.30 # XX

Probleme kénnen sich ergeben, wenn Anfiihrungszeichen im String enthalten sein sollen.
Man kombiniert dann mit AgGstroph wie nachfolgend gezeigt:

10 print “Paul sagte ‘lass mich in Ruhe'”
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Manche Rechner akzeptieren auch:

10 print 'Paul sagte “lass mich in Ruhe”’
oder (als sicherste Methode):

10 print “Paul sagte” + chr$ (34) + “lass mich in Ruhe” + chr$ (34)
Die Anzahl der zuldssigen Zeichen im String ist von Rechner zu Rechner verschieden. Sehr
verbreitet sind maximal 255 Zeichen. Die nachfolgende Routine verldngert einen String bis
zum Abbruch durch Stringfehler. Die zuletzt gedruckte Stringldnge ist die maximal magli-
che.

30n%=n%+1

40 a$ = a$ + “a”

50 print “Stringldnge”; n %; “Zeichen”
60 goto 30

1.1.4. Variable

Einfache Variable werden durch Buchstaben oder durch Kombination eines Buchstabens mit
einer nachfolgenden Ziffer gekennzeichnet. Das erste Zeichen des Namens muR ein Buch-
stabe sein. Ein so gewahiter Variablenname reserviert im Rechner einen Speicherplatz, des-
sen Inhalt im Verlauf der Programmabarbeitung mit entsprechenden Konstanten belegt wer-
den kann; die Belegung kann h&ufig verandert werden. Entsprechend der Art der zuzuord-
nenden Konstanten sind drei Arten von Variablen zu unterscheiden: Gleitpunkt-, Integer-
und Stringvariable. Die Namen fur Integer- und Stringvariblen werden ihrem Typ entspre-
chend gekennzeichnet: Integervariablen hdngt ein % an, Stringvariablen ein $. Die Anzahl
der reservierten Bytes entspricht der Zahl der Bytes fiir die zuzuordnenden Konstanten.
Beim Versuch, unpassende Konstanten in Variablen abzuspeichern, ergeben sich folgende
Raktionen des Rechners:

Gleitpunkt- Integer- String-

variable variable variable
Gleitpunki- akzeptiert Integerzahlim  fataler
konstante Wertebereich Fehler
Integer- akzeptiert akzeptiert fataler
konstante Fehler
String- fataler fataler akzeptiert
konstante Fehler Fehler

Auf den Versuch zur Abspeicherung einer Gleitpunktzahl in einer Integervariablen wird wie
angedeutet mit der Abspeicherung einer Integerzahl reagiert, sofern die Zahl im zuldssigen
Wertebereich liegt. Diese Integerzahl wird durch Weglassen, Abschneiden (truncation) des
Nachkommateils gebildet; die Zahl wird nicht gerundet.

Bei den meisten BASIC-Versionen werden beim Start eines Programms die Inhalte aller Vari-
ablen auf Null gesetzt. Dieser Fall wird auch in den nachfolgenden Programmen angenom-
men. Wo das nicht der Fall ist, missen ggf. bei Beginn des Programms entsprechende Zu-
weisungen erfolgen. Man testet etwa folgendermaRen:

100 print a; b; c; a1; b1; c1;
110 print a %; b %; c %; a1 %; b1 %; c1 %
120 print a$; b$; c$; a1$; b1$; c1$
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Bei allgemeinem Ergebnis null kann mit dem vorausgesetzten Verhalten gerechnet werden.
Feldvariable (subscripted variables) sind Gleitpunkt-, Integer- oder Stringvariable, die mit
einer Anzahl von Indizes (subscripts) versehen sind. Die indizes sind als Marken oder Zeiger
zu verstehen, die auf einen Wert des Feldes zeigen. Die Anzahl der Indizes kann man auch
als Dimensionsanzahl verstehen: Ein Index bezeichnet ein eindimensionales Feld (Vektor),
zwei Indizes ermoglichen den Zugriff auf ein zweidimensionales Feld (Matrix). Wir be-
schrdnken uns auf die Verwendung maximal zweidimensionaler Felder, und wir setzen wei-
ter voraus, daB der Zahlbeginn fiir alle Indizes bei 0 liegt und nicht variabel ist. Die Indizes
sind als Gleitpunktkonstanten bzw. -variablen zu schreiben. Dennoch darf der Bereich der
Indizes die obere Zahlengrenze fiir Integerkonstanten nicht Uberschreiten.

Der vorgesehene Wertebereich ist am Beginn des Programms durch die dim-Anweisung zu
dimensionieren. Uberschreitung des dimensionierten Wertebereichs fiihrt i. allg. zu fatalem
Fehler.

Es wird hier nicht vorausgesetzt, daR kleine Feldgréen automatisch dimensioniert werden.
Jedoch wird wie bei den einfachen Variablen angenommen, daB allen Feldvariablen zu Pro-
grammbeginn der Wert null zugewiesen wird. Es ist zuldssig, daR der gleiche Variablen-
name fir einfache und fir Feldvariable verwendet wird; es ist aber i. allg. nicht zulédssig, daB8
der gleiche Variablenname fur ein- und fiir zweidimensionale Feldvariable Verwendung fin-
det.

Beispiel
X x(j1)
x(j1) x(j1,j2)
zuldssig nicht zuléssig

Den fiir ein Variablenfeld erforderlichen Speicherplatz bestimmt man folgendermaRen, wo-
bei wieder auf rechnerspezifische Unterschiede hingewiesen sei:

Gleitpunktfelder Integerfelder Stringfelder

Feldname 4 Byte 4 Byte 4 Byte
Jede Dimension 2 Byte 2 Byte 2 Byte
Jedes Element n Byte 2 Byte 3 Byte
+ 1 Byte
je Zeichen

Man wihle die Variablennamen maéglichst sinnvoll, z. B. a fir Flache, f fur Kraft, so daR das
Lesen des Programms mnemonisch unterstitzt wird. In Analogie zu FORTRAN ist es glinstig,
Integervariable mit i ... n zu benennen.

1.1.5. Ausdriicke

Ausdriicke (expressions) verknlipfen Konstanten oder Variable durch Operatoren. Wir unter-
scheiden arithmetische, logische und Stringausdrticke.
Arithmetische Ausdriicke enthalten mindestens einen der folgenden Operatoren:

+ Addition
—  Subtraktion

* Multiplikation
/  Division

1 Potenzierung.
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Zwei unmittelbar aufeinander folgende Operatoren sind nicht zuldssig. Negation einer Zahl
ist zu klammern, z. B. z = a%k (—b). Die Verarbeitung von Integerkonstanten in arithmeti-
schen Ausdriicken wird in den verschiedenen BASIC-Dialekten sehr uneinheitlich gehand-
habt. Wir werden solche Ausdriicke i. allg. vermeiden und ggf. besonders darauf hinweisen.
Die Operatoren werden in einem Ausdruck entsprechend ihrer Prioritdt abgearbeitet, Opera-
toren gleicher Prioritdt innerhalb der Programmzeile von links nach rechts. Vor allen ande-
ren Berechnungen werden die Inhalte von Klammern abgearbeitet. Die innerste Klammer
hat die hochste Prioritat. Die maximal zuldssige Anzahl von Klammerebenen ist i. allg. gro-
Rer als 10, ggf. ist dies durch ein entsprechendes Programm zu testen. Die Hierarchie der
Operatoren ist folgende:

1 hochste Prioritat
x/
+— niedrigste Prioritét.

Beispiele
(25 + (16 * (91 2))
(25 + (16 % 81)) innere Klammer
(25 + 1296) innere Klammer
Der Ausdruck liefert ohne Klammern das gleiche Ergebnis:
25+ 16 % 912
25 + 16 % 81 Potenz hat hochste Prioritét
25 + 1296 Multiplikation hat hochste Prioritat
1512+1212— (35 % 8)
1512+1212 - 280 Klammer
225 + 1212 -~ 280 linke Potenz
225 + 144 — 280 Potenz
369 — 280 gleiche Prioritét, v.l.n.r.
18/3 % 8
6 %8 gleiche Prioritét, v.l.n.r.
18/(3 % 8)
18/24 Klammer hat hochste Prioritét.

Logische Ausdriicke gestatten die Verwendung folgender Operatoren:

Operator  Beispiel Bedeutung

= a=b aist gleich b

< a<b aist kleiner als b

> a>b aist groBeralsb

<= a<=b aist kleiner oder gleich b
> = a>=b a ist groBer oder gleich b
<> a<>b aist nicht gleich b

Das Ergebnis der Anwendung werden wir hier nur zur Ausfiihrung bedingter Spriinge ver-
wenden.

Die logischen Operatoren kénnen auch auf Stringkonstanten angewendet werden und er-
mdoglichen z. B. das automatische Sortieren. Der Stringvergleich wird Zeichen fur Zeichen
von links nach rechts vorgenommen; die Entscheidung wird auf der Basis der ASCIl-Kode-
nummern geféllt. Beim Vergleich von Strings unterschiedlicher Ldnge wird der kirzere
String behandelt, als sei er mit angehingten Leerzeichen (chr$ (0), NUL) bis zur Lénge des
langeren Strings aufgefiillt.
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Beispiel
a$ = "BASIC"
if a$ < "BASIS” goto ...

Die Bedingung ist erflllt, der Sprung wird ausgefihrt.

Stringausdriicke diirfen dariber hinaus nur den “+"-Operator enthalten. Er erméglicht die
Stringverkettung (concatenation). Stringkonstanten konnen nicht mit numerischen Konstan-
ten verkettet werden.

1.1.6. Anweisungen und Funktionen

Anweisungen (statements) veranlassen den Rechner zur Ausfihrung bestimmter Aktivitaten
beim Programmablauf.

Funktionen verwandeln numerische oder Stringkonstanten entsprechend einer definierten
Vorschrift oder liefern bestimmte Konstanten. Stringfunktionen, die ihrerseits einen String
liefern, haben ein Dollarzeichen am Ende des Funktionsnamens; solche, die einen Zahlen-
wert liefern, tragen kein Dollarzeichen und sehen duBerlich wie numerische Funktionen aus,
sind aber durch einen String im Argument gekennzeichent. Wir verwenden die im An-
hang 2 angegebenen Anweisungen und Funktionen. Sie sind dort in alphabetischer Folge
der Anweisungsnamen aufgelistet.

1.2.  Rechengenauigkeit

Begrenzte Rechengenauigkeit hat ihre Ursache in Abbruchfehlern bei der Gleitkommadar-
stellung und in der endlichen Approximationsgenauigkeit bei der Realisierung von Funktio-
nen. Wir behandeln zuerst die Abbruchfehler.

Im Abschnitt 1.1 ist die interne Zahlendarstellung erldutert worden; es wurde gezeigt, wie
eine Gleitpunktzahl in der Form

z=ta.2 (1.5)

gehandhabt wird, wobei die Mantisse a wegen der Abspeicherung in n Bytes mit dem Ab-
bruchfehler

A = 2-%oder A = 256 (1.6)

behaftet ist. Die Moglichkeit zur Bestimmung des rechnerspezifischen n wurde im Abschnitt
1.1 beschrieben.

Bei der Verarbeitung von Gleitpunktzahlen im Prozessor wird die gesamte Mantisse nach
Abspaltung des Vorzeichens um ein Bit nach links verschoben, und das nun leere Bit wird
grundsétzlich gesetzt. Damit ist die Mantisse nunmehr nicht abgebrochen, sondern in der
letzten Stelle richtig gerundet. Der Absolutwert des Restfehlers halbiert sich damit und hat
jetzt mit gleicher Wahrscheinlichkeit positives oder negatives Vorzeichen:

Al = 1/2 . 278, (1.7)
Der Rechner stellt die Zahl 2 demnach dar in der Form

2=(a+A)-2>2=z(1+¢) (1.8)
mit dem Relativfehler

e =Aa; lg|=1/a 278", Je|nax = 275 (1.9

Bei der Kombination zweier entsprechend fehlerhafter Zahlen mittels der Grundrechenarten
ergeben sich folgende Gesamtfehler:
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Addition (Vorzeichen der Summanden gleich)
Absolutfehler:

Az, + 2) = Azy + Az, = 2€, + z;sz (1.10)
Maximaler Absolutfehler:

[A(z) + 2o)lmax = 182:] + |AZy| = (21 + 23) - |€]max- (1.17)
Relativfehler:

Alzi + 2)) _ Az + Az, _ 7484 + 28, (1.12)
Z1+Zz Z1+ZZ Z1+Zz

Maximaler Relativfehler:

A(Z1 + Zz) 4 IElmax + Z2|S|max

Zy t Z3 |max B z, + 2, = [Elmex. (1:13)
Subtraktion:
Absolutfehler:
Alzy — z)) = |Azy] + | AZy| = (21 + Z2) - |€]max- (1.14)

Man beachte hier und im folgenden, daR die Vorzeichen der z; und z, unbestimmt sind. Des-
halb verwenden wir bei Verknipfungsoperationen immer das Additionszeichen. Auf diese
Weise wird der gréfSte mogliche Fehler betrachtet.

Maximaler Absolutfehler:
!A(Z1 - Zz)!max =|AZ1|+|AZ2|= (21 + ZZ) ‘ |€|max- (115)

Relativfehler:

A(Z1 - Zz) = AZ1 + AZZ = 2151 + 2282 (1 16)
Z,— 2, Z1— 2, 21—z, '
Dies ist ein auBerordentlich geféhrlicher Fehler, der bei der Algorithmierung und Program-

mierung sorgfaitig beachtet werden muR.
Maximaler Relativfehler:

Alzy — 2,

R R (1.17)

Imax

Multiplikation
Absolutfehler:

A(Z] £ S Zz) = AZ1 4 + AZZ +Zy + A21 . AZZ AZ1' Z; + AZZ + 24 (118)

= Z;- Z(1 + €2).
Maximaler Absolutfehler:

|A(Z1 - Zo)lmex = [A2Z4] - 2, +]|AZ,| - 21 = 2242, |€ |mex- (1.19)
Relativfehler:

Alzi-z)) _ Az -2 + Az, - 2, + Az, - Az, _ Az + Az, _ — (1.20)
212 Z1 2 Z4 Z;

Maximaler Relativfehler:

Az, - Z))

Zi 2, = 2|€|max. (121)

max
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Division
Absolutfehler:

Z\ _ Az, -z, + Az, - 74 _Azi-zy + Azy- 2y 74
A( Zz) = 2z ¥ A7) ~ 7 = (e, + &,). (1.22)
Maximaler Absolutfehler:
Z, _ i
‘A< ZZ)max -2 Z IE |max- (123)
Relativfehler:
A(Z1/Zz)=(AZ1‘22+A22'Z1)'22=%+£=5+8 (124)
2,/ 2, z, — 22 z z; v :
Maximaler Relativfehler:
A (Z1 / Zz) _
|z, 7 Zs  lnex =2 IEImax. (125)

Fur die Fehler arithmetischer Funktionen in- der Folge der Ungenauigkeiten der Gleitkom-
maarithmetik gelten folgende Beziehungen:

Af(z) =f(z+ Az) —f(z2) =f(z)- Az (1.26)
Af(z) V' (z)-z Az, (1.27)

f(2) f(2) z’

woraus z. B. folgt

x| NE (1.28)
Afl ~z. —A_Z ~ 7¢ (129)
e z
Alog(z) .1 Az _ 1

log(z) log(z) z log(z) (1.30)
Asin (z) _ Az '

sin (Z) z - cot (Z) Z z - cot (Z) €. (1.31)

Das Beispiel des Sinus zeigt, dafl der relative Fehler des Funktionswerts in der Néhe der
Nulistellen kmr gefdhrlich anwachsen kann. Das gilt in gleicher Weise fur alle Funktionen, de-
ren Funktionswert null wird an Stellen, an denen das Argument nicht auch entsprechend
klein ist.

Es ist méglich, die ,Buchfiihrung” iber die Rechenfehler dem Rechner selbst zu ibertragen.
Die Methode wird von der sog. Intervallarithmetik bereitgestellt: Es wird das Intervall, inner-
halb dessen die Eingangsgrofen unsicher sind oder schwanken konnen, in das Intervall des
daraus folgenden Ergebnisses umgerechnet. Sind z. B. die Eingangsdaten 1.57 und 1.62, so
sind bereits wegen der begrenzten Genauigkeit bei der Eingabe der Zahienwerte und ohne
irgendwelche Beteiligung von Rechnerfehlern die méglichen Intervalle:

1.57 = {1.565 ; 1.575}
1.62 = {1.615 ; 1.625)

3.18 ; 3.20}
~.060 ; —.040}

—~—
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= {2.5275 ; 2.5594}

1.57 % 1.62
157/ 1.62 = {.9631; .9752}
tan (1.57) = {172.521 ; —237.886)

Fur die Verfolgung von Fehlern, die aus den Ungenauigkeiten der Gleitkommaarithmetik
herriihren, kann das Verfahren in der Weise angewendet werden, daf ein z. B. um den Fak-
tor 8 oder 10 vergroBerter Maschinenfehler angesetzt wird und daf man das erhaltene Er-
gebnisintervall auf den realen Maschinenfehler umrechnet. Die Intervaligrenzen sind im
Programm zweckmaBig in jeder méglichen Kombination zu verwenden, und das Ergebnisin-
tervall ist durch Aussuchen des groBten und des kleinsten Ergebnisses zu bestimmen.

Fiir die Funktionsrealisierung ist die Verwendung von Rationalapproximationen Ublich; die
gemeinhin bekannten Reihenentwicklungen wiren zu rechenzeitaufwendig und wiirden
u. U. Konvergenzprobleme mit sich bringen. Zur GréRe der Approximationsfehler kénnen
keine allgemeingultigen Angaben gemacht werden; bei guter Systemsoftware gehen sie in
den Abbruchfehlern unter. Approximationsmethoden und deren Fehler sind beschrieben in
[Cody80] [Hart78] [Hast55] [Luke76].

Wenn man sich ein Bild von der diesbeziiglichen Qualitdt seines Rechners machen will,
dann kann man die Werte der integrierten Funktionen den Ergebnissen von Reihenentwick-
lungen gegeniiberstellen. Das Programm P 1.01 FKTEST leistet das fur die Sinusfunktion.
Die Mantissenldnge des Recherns, die mit der Testroutine im Abschnitt 1.1 bestimmt wird,
ist auf Anforderung einzugében. Aus diesem Wert wird das Abbruchkriterium bestimmt. Ein
hinreichender Test fur die Genauigkeit der BASIC-Funktionen ist das in P 1.01 FKTEST ge-

Programm P 1.01. FKTEST. Beispielprogramm flir die Testung der in BASIC enthaltenen
Funktionen.

1000 rem !======---eseccc e n e s ——— - !
1002 rem ! P1.01 FKTEST !
1004 rem l=====-----cce e e e m e — -~ !
1006 print "Mantisserrldnge"

1008 input n1

1010 .m=256"(-n1)

1012 print "Argument'","Delta abs.'",'"Delta rel."

1016 for x=.1 to 3.2 step .1

1018 gosub 2000

1020 print x,s1=sin(x),(s1=-sin(x))/s1

1022 next x

1024 goto 63999

1026 rem !==——=cemcmcm e cc e ——————— 1
1028 rem !==—-—c—cceccccccccccccccc e rrccec e m e e ———————— 1
1030 rem

1032 rem

2000 rem !=====—cccecccmcc e e re e —————— 1
2002 rem ! SINSER !
2004 rem ! inp:nl,x 1
2006 rem ! int:i9,u9 1
2008 rem ! out:s1 !
2010 rem !|===-eemceccc e e e e e e ——————————— 1
2012 s1=0

2014 u9=x

2016 for i9=1 to 10000

2018 s1=s1+u9

2020 U9=u9* (1) *x*xx/ ((2%i9)* (2%i9+1))

2022 if abs(u9/s1)<m goto 2026

2024 next i9

2026 return )
2028 rem !==------m-meeme e e e ece e cmcc e oo e e o !
63999 end
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Die betreffende Rechnerfunktion wird den Ergebnissen einer Reihenentwicklung gegen-
bergestellt. Die Reihenentwicklung ist in einer gesonderten Unterroutine zu programmie-
ren. Zur Verwendung beim Abbruchtest ist die Mantissenldnge n1 des Rechners einzugeben
(s. Abschn. 1.1). Das Beispiel enthilt das Unterprogramm Reihenentwicklung fiir die Sinus-
funktion.

zeigte Verfahren nicht, da die Abbruchfehler bei den Reihenentwicklungen erheblich grof8
werden konnen. Da indessen das Fehlverhalten der Rationalapproximationen und das der
Reihenentwicklungen mit hoher Wahrscheinlichkeit verschieden ist, kann eine Information
liber das Vorhandensein von Diskrepanzen aus einer gréferen Anzahl von Realisierungen
gewonnen werden. Fir genauere diesbeziligliche Untersuchungen vergleiche man mit viel-
stelligen Tafeln, wie sie z. B. in [Abra68] enthalten sind.

Ein schneller und instruktiver Test fiir die Genauigkeit der implementierten Funktionen ist
der von Savage vorgeschlagene Test [Kels87]. In einer Schleife wird die Variable a hochge-
zihlt. Bei jedem Schleifendurchlauf wird a den Operationen Quadrieren, Radizieren, Loga-
rithmieren, Exponentialfunktion, Arcustangensfunktion und Tangensfunktion unterworfen.
Bei fehlerfreier Rechnung diirfte a dadurch nicht verandert werden. In der Praxis summieren
sich die Fehler auf und werden dadurch sehr deutlich. Gleichzeitig bekommt man eine Infor-
mation Uber die Geschwindigkeit der Funktionenbildung (s. Abschn. 1.6). Ergebnisse der Te-
stung verschiedener Rechner und Sprachen findet man im Anhang 4.

1000 rem Savage-Test

1010 a = 1

1020 t1 = ti

1030 for i = 1 to 2499

1040 a = tan (atn (exp (log(sqr (a * a))))) + 1
1050 next i

1060 print t1, ti, (a — 2500)/2500

1070 end

(ti: Systemzeit)

1.3.  Strukturierte Programmierung und Grundsitze fiir den
Programmaufbau

Strukturierter Programmaufbau beeinflut — mit Ausnahme evtl. der Recheneffizienz — alle
im Abschnitt 1 genannten Forderungen an die Interaktion des Benutzers mit dem Rechner.
Die Beachtung der Regeln der strukturierten Programmierung ist unbedingt zu empfehlen.

1.3.1. Strukturierte Programmierung

N. Wirth [Wirt71] schreibt zum systematischen Vorgehen bei der Programmierung:

.Die Entwurfsphase hat bei der Analyse der zu l6senden Aufgabe zu beginnen und hat von
ihrer ... spateren Implementierung ... zu abstrahieren. Ausgehend von der Aufgabenstel-
lung wird eine Aufgabe solange in Teilaufgaben aufgel6st, bis die Funktionen. vorliegen, die
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leicht in ein Programm umzusetzen sind. Daraus resultiert eine baumartige Aufgabenstruk-
tur, fur die in der Fachliteratur synonym auch die Bezeichnungen ,schrittweise Verfeine-
rung’ und ,hierarchische Programmstruktur’ zu finden sind ... Auf diesem Abstraktionskon-
zept basieren die meisten Konstruktionsmethoden des modernen Softwareentwurfs. Es stellt
quasi eine Minimalforderung dar, die zu erfiillen ist, damit ein Programmentwurf das Attri-
but ,systematisch’ tragen kann.”

Die von Wirth vorgeschlagene systematische Arbeitsmethode entspricht auch dem neuer-
dings verwendeten Begriff der Top-down-Programmierung, bei der ebenfalls das komplexe
Gesamtproblem (top) in immer kleinere Teilprobleme zerlegt wird, die schlieflich elementar
|6sbar sind (down). Daneben kennt man.die Technik der Bottom-up-Programmierung, die
davon ausgeht, dall die vorhandenen Funktionen und Anweisungen (bottom) fiir die Pro-
blemlésung zu elementar sind. Man schafft sich daraus wirksamere Anweisungsbiécke und
aus diesen noch wirksamere (up), bis ein Block bzw. ein Programm geschaffen ist, das das
Problem 16st. — In der praktischen Arbeit wird selten allein Top-down oder Bottom-up pro-
grammiert, man wird zumeist beide Anséatze in Kombination benutzen. Das Ergebnis solchen
Vorgehens sollten auf jeden Fall strukturierte Programme sein, womit folgendes gemeint ist:

e Das Programm besteht aus einzelnen Blocken oder Modulen, die alle nur einen Eingang
und einen Ausgang haben.

o Die Module sollen voneinander unabhangig und austauschbar sein.

® Die Module kénnen ihrerseits in hierarchischer Folge wieder aus Modulen zusammenge-
setzt sein. Sonst dirfen sie nur hintereinander, in Schleifen, oder bei Verzweigungen
auch nebeneinander stehen. Sie diirfen sich nicht tberlappen.

® Spriinge von Modul zu Modul durfen nur tber die Aus- und Eingénge und unter Beach-
tung der Hierarchieverhaltnisse erfolgen.

e Unbedingte Spriinge sind nach Mdglichkeit zu vermeiden; die Fehlerdichte in Program-
men ist nach Dijjkstra [Dijk68] proportional zur Anzahl der darin vorkommenden GOTO-
Anweisungen.

\® Fir alle Module, besonders aber fiir das Hauptprogramm, ist streng linearer Aufbau anzu-
streben. Das ist i. allg. wegen notwendiger Verzweigungen nicht zu erreichen, jedoch
sind alle Programmteile méglichst eng um einen linear gedachten Ablauf zu fiihren. Nach
Verzweigungen soll — auch wenn dadurch spéter weitere Verzweigungen nétig werden —
moglichst rasch wieder zu einem gemeinsamen Strang zusammengefihrt werden.

® Module sollen nicht langer als ein gleichzeitig zu Ubersehender Bildschirminhalt sein,
hochstens aber den Umfang einer A-4-Seite haben. Das Hauptprogramm soll durch Kom-
mentare so ausfihrlich erldutert sein, dal dessen innere Logik ohne Schwierigkeit ver-
folgt werden kann.

e Jeder Modul ist daftir verantwortlich, daR er gultige Daten weitergibt; die Testung auf
Gultigkeit erfolgt also nicht bei Programmbeginn. Eingangsdaten sind ggf. zuerst durch
Fehlerbehandiungsroutinen zu schicken, um den Giiltigkeitsbereich der empfangenen
Daten zu vergroBern.

Ein in der beschriebenen Weise strukturiertes Programm kann fast alle der am Beginn dieses
Abschnitts erwahnten Qualitdtsmerkmale aufweisen. Ein unstrukturiertes Programm ist dage-
gen in fast allen Qualitdtsparametern beeintréchtigt. Der Aufwand fiir Programmierung und
Fehlersuche beim strukturierten Programm ist gering; Lesbarkeit, Verstindlichkeit, Wartbar-
keit und Anderungsfreundlichkeit sind leicht zu gewihrleisten. Die Anwendung fiir dhnliche
Aufgaben und die Wiederverwendbarkeit von Modulen werden optimal erreicht. Die Erar-
beitung der Dokumentation kann rationalisiert werdan. Es kénnen mehrere Programmierer
gleichzeitig an einem Programm arbeiten, und die Erprobung von Teilfunktionen kann be-
reits vor der Fertigstellung des Gesamtprogramms beginnen. Die Komplexitdt und der Um-
fang eines Programms sind an der Anzahl der verwendeten Module und der Anzahl der
Hierarchiestufen zu messen, nicht an der Kompliziertheit und Verwickeltheit.
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Man sollte sich dennoch nicht vor der Feststellung scheuen, daB ein Programm seine derart
definierte Struktur u. U. teilweise verliert, wenn es ohne Riicksicht auf andere Qualititen
konsequent zeit- oder speicherplatzoptimiert wird. Mit zunehmender Leistungssteigerung
auf der Hardwareseite sinkt aber die Bedeutung dieser Merkmale, zumal auch aus der Ab-
kehr von der Strukturierung keine bedeutenden Gewinne resultieren kénnen.

Es wird zuweilen behauptet, da8 es nicht méglich sei, mit BASIC strukturiert zu programmie-
ren, wihrend z. B. PASCAL quasi automatisch strukturierte Programme liefere. In so krasser
Form trifft das nicht zu. Obwohl PASCAL eine Reihe von Anweisungen aufweist, die die
strukturierte Programmierung unterstiitzen, bietet diese Sprache gleichwoh! auch alle Mog-
lichkeiten zur Schaffung wilder Spaghettiprogramme; demgegentber bietet BASIC fast alle
Maoglichkeiten zur Erreichung gut strukturierter Programme. Der wesentliche Nachteil von
BASIC besteht nur darin, daR alle Variablen globalen Charakter haben, d. h., eine bestimmte
Variable kann von jedem Programmteil aus verdndert werden. Dadurch ist.die Forderung
‘nach Unabhéngigkeit der Programmodule nicht erfullt; nur durch Sorgfalt bei der Program-
mierung kann die gegenseitige Beeinflussung vermieden werden.

Programmiersprachen, die lokale Variablen anbieten (z. B. PASCAL, FORTRAN), ermdogli-
chen die zwangsweise Entkoppelung der Module.

1.3.2. Grundsitze fiir den Programmaufbau

Um die genannten Qualitédtskriterien nach Moglichkeit zu erfillen, um strukturierte Program-
mierung zu unterstiitzen und um moglichst hardwareunabhangig zu sein, wollen wir in die-
sem Buch folgende Regeln beachten:

e Mit dem Ziel geringer gegenseitiger Beeinflussung der Programmbausteine bzw. Unter-
programme bekommen Variable, die in den Unterprogrammen nur als Hilfsvariable ver-
wendet werden, Namen mit 7, 8 oder 9 als zweitem Zeichen (z. B. ¢7, 188, x9%), und zwar
vorzugsweise so, da3 Unterprogramme der ersten Hierarchieebene (vom Programm di-
rekt aufgerufen) Variablennamen mit der Kennzahl 9 verwenden, Unterprogramme der
zweiten Hierarchieebene (von einem Programm der ersten Hierarchieebene aufgerufen)
Kennzahl 8 und Unterprogramme der dritten und bei uns letzten vorkommenden Hierar-
chieebene die Kennzahl 7. Wenn abzusehen ist, daB ein Unterprogramm keine unterge-
ordneten Programme mehr bekommen kann (z. B. Lésung von Gleichungssystemen, In-
terpolationen usw.), dann wird immer die Kennzahl 7 verwendet.

e Variable, die an ein Unterprogramm tbergeben werden, sollen nach Mdglichkeit ihre ur-
spriingliche GroBe behalten und nicht im Unterprogramm mit anderen Werten Gber-
schrieben oder verdandert werden (z. B. durch Umrechnung von Winkeln aus dem Grad-
in den Radianmodus).

® Ganzzahlige Schleifenzidhler werden vorwiegend durch Variablennamen bezeichnet, die
mit i...m beginnen. Wir bezeichnen die Schieifenzéhler aber nicht mit Integer (z. B. i8%),
da manche BASIC-Versionen damit die Schleifensteuerung nicht ausfithren kénnen.

e Um einen Uberblick iiber die in einem Programm bereits verwendeten Variablennamen
zu behalten, empfiehlt sich — sofern es sich um grofere Programme handelt — die Ver-
wendung einer Variablenliste. Mit dem Programm P 1.02 VALIST stellt man eine solche
Liste leicht her. Die verschiedenen moglichen Variablenarten werden bei der Benutzung
durch unterschiedliche Farben gekennzeichnet. Fiir sehr groBe Programme wird flir jede
Variablenart eine eigene Liste angelegt. ZweckmaRig schreibt man zu jedem Variablenna-
men die Zeilennummer des ersten Auftretens.

e Die EingangsgroRen werden in den Modulen nach Mdglichkeit nicht verdndert.
WinkelgroRen werden z. B. bei Ein- und Ausgaben in dezimalgeteiltem Altgrad genom-
men; intern wird in Radian gerechnet. Die Umrechnungen geschehen nur in den Ein- und
Ausgabemodulen.
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e In den Unterprogrammen kénnen durch bestimmte Datenkonstellationen Fehler entste-
hen, die das Rechenergebnis unzulassig beeinflussen. (Im Hauptprogramm sollten keine
Operationen ausgefiihrt werden, die solche Situationen zu schaffen in der Lage sind.)

Programm P 1.02. VALIST. Programm zur Erzeugung einer Variablenliste fir BASIC-Pro-
gramme.

1000 rem !==-=-ccmcrcccc e e e e — e ———— !
1002 rem ! P1.02 VALIST

1004 rem !===cmccemcrcm e e e e e e e e - ——— [
1006 open 1,4

1008 for i=1 to 85 : print#1,"="; : next i : print#1

1010 print#1,"Variablepliste fuer Programm:"

1012 for i=1 to 85 : print#1,"="; : next i : print#1

1014 for i=65 to 90

1016 print#1,chr$(i);tab(?7);

1018 for j=1 to 10

1020 if j<>7goto 1026

1022 print#1,chr$(id+chr$(j+47)+" "otab((j+1)%7);
1024 goto 1028

1026 print#1,chr$(id+chr$(j+47);tab((j+1)%7);

1028 next j
1030 print#1
1032 print#1,tab(61);"!"
1034 print#1,tab(61);"!"

1036 next i
1838 for i=1 to 85 : print#1,"="; : next i : print#1
1040 print#1,"Farbencode: s

’
1042 print#1,"=";tab(1@);" ()" ;tab(20);"$";tab(30);
1044 print#1,"$0)";tab(4@);"%";tab(50);"%O"
1046 for i=1 to 85 : print#1,"="; : next i : print#1
1048 close 1
1050 end
1052 rem !===-c--c-ccccm e c e e e e e !

a a0 al a2 a3 ak a5 ab ! a7 a8 a9
1
!

b b0 b1 b2 b3 b4 b5 b6 ! b7 b8 b9
1

; w0 wil w2 w3 wh w5 wé ! w? w8 w9
1
]

X x0 x1 x2 x3 xb x5 x6 ! x7 x8 x9
]
1

y y0 y1 ye y3 yh y5 y6 ! y7? y8 y9
[}
1

z 20 21 z2 23 z4 z5 26 ! 27 28 29
1
I

Farbencode: - ) $ $CO) % % Q)

- - - - = - = = - - - - - " - - - - - - - -
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Durch geeignete Kennzeichnung, z. B. in verschiedenen Farben, kann die Benutzung von
Variablennamen vermerkt und eine Doppelbenutzung wirksam verhindert werden. Zweck-
mé&Rig schreibt man zu jedem Variablennamen die Zeilennummer des ersten Auftretens. Bei
gréBeren Programmen empfiehlt sich statt der Farbkennzeichnung die Benutzung eigener
solcher Listen fiir jeden Variablentyp.

Fehlersituationen werden durch Fehlerflags signalisiert, die in der Fehlervariablen e1% zu-
sammengefaBt sind. Nach Beendigung eines Unterprogramms sind die Flags zu testen; ggf.
sind entsprechende FehlerbehandlungsmaBnahmen einzuleiten. Wenn Flag 0 gesetzt war,
dann soll das zum Programmabbruch fiihren. Die einzelnen Flags werden als Binédrzahlen
verwendet, so daB der Wert von e1% folgendermallen zu interpretieren ist:

e1% =0 Kein Flag gesetzt. Routine fehlerlos durchlaufen
e1% = 1 =210 Flag 0 gesetzt (fihrt zum Programmabbruch)

e1% = 2 = 211 Flag 1 gesetzt (nur Hinweis, kein Abbruch)

e1% = 4 = 212 Flag 2 gesetzt (nur Hinweis, kein Abbruch)

e1% = 16384 = 2114 Flag 14 gesetzt (nur Hinweis, kein Abbruch).

Die Auswertung eines e1%, bei dem mehrere Flags gesetzt waren, kann — wo vorhanden —
durch die Funktion Bindrzahltransformation realisiert werden. Wir setzen das Vorhandensein
dieser Funktion nicht voraus und verwenden z. B. das Programm P1.03 ERRPRG zur Fehler-
behandlung. Kann der gleiche Fehlerfall z. B. beim Durchlaufen einer Schleife mehrmals
auftreten, so darf selbstverstandlich das entsprechende Fehlerflag nicht einfach hochgezihlt

Programm P 1.03. ERRPRG. Das Programm dient zur Auswertung der verschiedenen Flags
in der Fehlervariablen e1%.

9000 rem !|===-==—memeeee e e e ee e mceeccme———————— - !
9@02 rem ! P1.03 ERRPRG !
9004 rem ! inp:el1%,21$% !
9046 rem ! int:e7% !
9008 rem ! out:- t
9010 rem !====-==res-—c—eccm———————— e ——— e —— e m—— e — '

9012 if e1%=0 goto 9034 .

9014 print "Fehlerzustand nach Routine ";z1$
9016 print "Fehlernummer ";

9018 e?%=el%

9020 for i7=14 to @ step =1

9022 if e7%/2717<.99995 goto 9028
9024 print i7;
9026 e7%=e?%=-2"17

9028 next i7

9030 print

9032 stop

9034 return

9036 rem !======mmmemmmmem e ememceeceeceee——————————— 1

Wenn Flag 0 gesetzt ist, wird das als fataler Fehler angesehen. Die Programmabarbeitung
wird in diesem Fall unterbrochen.
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werden. Komfortablere BASIC-Versionen verfuigen Uber den logischen Operator or, mittels
dessen man z. B. Flag 4 folgendermaRen setzt.:

e1% = e1% or 274

Verfligt man (iber den or-Operator nicht, so schreibt man z. B.
if usw. (Fehler) then if €9% = 0 then €9% = 214

und addiert €9% am SchluB des Unterprogrammes zu e1%.

1.3.3. Programmbausteine

Programmbausteine sind als komplexere funktionelle Einheiten zu verstehen. Jedes Pro-
gramm kann bei geeignetem Bausteinsatz vollstdndig aus solchen Bausteinen aufgebaut wer-
den. Die Kombination kann durch Aneinanderreihung (sequentielle Folge) oder durch
Schachtelung (nesting) geschehen. Andere Formen der Kombination sollten méglichst nicht
verwendet werden. Allgemein ausgedriickt ist die sequentielle Folge die Kombination bei
gleicher Hierarchieebene, die Schachtelung dagegen die Kombination mit unterschiedli-
chen Hierarchieebenen, wobei der untergeordnete Baustein vollstdndig in dem (bergeord-
neten enthalten sein mul. Wir versuchen, die Hierarchieebenen durch je zwei Leerzeichen
vor Zeilenbeginn deutlich sichtbar zu machen.

BASIC stellt im Vergleich zu hoher entwickelten Sprachen, wie PASCAL [Paul81] oder CO-
_MAL [Chri85], fast nur Bauelemente fiir solche Bausteine bereit. Wir zeigen nachfolgend,
daR alle PASCAL- und COMAL-Bausteine auch in BASIC mit geringem Mehraufwand reali-
sierbar sind. In der rem-Zeile am Beginn jedes Bausteins geben wir auBer dem Namen des
Bausteins auch die verwendeten Variablen an, und zwar nach INP: die in den Baustein einge-
henden Variablen; nach OUT: die vom Baustein fiir weitere Verwendung generierten oder
verénderten Variablen; nach INT: die nur im Baustein intern verwendeten Variablen.

Die anschlieBend gegebene Darstellung der Programmbausteine hat in der konsequenten
Form hauptséchlich didaktischen Wert; in der Praxis wird man in der Regel nicht alle ange-
gebenen rem-Zeilen benutzen, obwoh! dadurch eine ausgezeichnete Programmdokumenta-
tion entstiinde. Dagegen sollte man konsequent versuchen, Programme nur aus diesen Bau-
steinen aufzubauen.

1.3.3.1. Linearer Ablauf (Sequenz)

Die Sequenz ist ein linear zu durchlaufender Programmteil. Bild 1.3 zeigt die Struktur der Se-
quenz..

* 100 rem SEQUENZ {namel

lSEQUENZ {name} ] 1092 rem inp:
1984 rem int:

1906 rem out:

Anweisungsblock

Anweisungsblock

|enp sEquenz ]

l, 2¢0@% rem END SEQUENZ
a) b)
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1909 rem! !
1902 rem! SEQUENZ INITIALISIERUNG

1904 rem! inp:u1(i9, 39),u2(19,39),u3(19.39)l
1696 rem! int:89,t9

10@8 rem! 4int: u1(19 39),u2(149,39), u3(19,19)l

1918 Tu3(19,79)-a1(19,79)u2(19,79)

12 u3(19,39)=u1(i19,j9)-u2(19,j9 -

1914 g9=u1 (19’ 39)+u2(19,39) '3 Bi!d 1.3. Das Prinzip der Program-
1916 +9=u1 (19 ;19)—112( 19 , 39) mierung einer Sequenz

1918  u1(19, ;]95 a) Version hoher entwickelter Spra-
192¢ w2(19, J9)=t9 chen

1922 reml---—----END SEQUENZ ! b) Version in BASIC

c) c) Beispiel in BASIC

1.3.3.2. Zihlschleife (FOR-NEXT-Schileife)

Mittels der Zahlschleife wird der Anweisungsblock fiir jeden Wert ausgefuhrt, den die In-
dex-Variable einschlieflich Anfangs- und Endwert annimmt. Wir setzen voraus, daf der
Block nicht ausgefiihrt wird, wenn der Endwert von vornherein kleiner als der Anfangswert
ist. Das ist nicht bei allen BASIC-Interpretern der Fall. Zum Beispiel zeigen einige Commo-
dore-BASIC-Versionen abweichendes Verhalten, was bei der Ubernahme von Programmen
zu schwer auffindbaren Fehlern fiihren kann. Bild 1.4 zeigt die Struktur der Zahischleife.

l 19¢% rem ZAEHLSCHLEIFE {namel]
|For {iv=az} TO {ew] STEP {sw} DO] 192 rem inp:
b 1084 rem out:
bl |iv im Bereich 1906 rem int:
\\
‘ iv auRerhalb des Bereichs 1g1grfor {1v=az} to {ew] step {sw} l
Anweisungsblock N
Anweisungsblock
A
|eoror fiv} | .
l 2008 next {iv} |
a) b)
1989 rem!

1992 rem! ZAEHLSCHLEIFE SINUS

1004 rem! inp:s1,u9,x Bild 1.4. Das Prinzip der Program-

o tem s 4w s s

100 remt  neiio mierung einer Zahlschleife (FOR-
1910 rem! NEXT-Schleife)

1912 for 19=1 to 100 iv Indexvariable; az Anfangszuweisung;
1914 s1=s1+u9 ew Endwert; sw Schrittweite

1916 u9=u9* (-1 )*x*x/((2*19)*(2%19+1)) a) Version hoher entwickelter Spra-
1918 next 19 chen

1920 rem!———————— END ZAEHLSCHLEIFE-———————— ' b) Versioh in BASIC

c) c) Beispiel in BASIC

3 Rothe
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1.3.3.3. REPEAT-UNTIL-Schleife

Der Anweisungsblock wird zunéchst ausgefihrt; danach wird entschieden, ob der Block
wiederholt wird. In der vorgeschlagenen BASIC-Variante ist der logische Ausdruck gegen-
liber der PASCAL-Variante zu negieren. Es empfiehlt sich, die REPEAT-UNTIL-Schleife in
eine Zahlschleife mit ausreichend groBer Wiederholungszahl einzuschlieBen; das vermeidet
zeitaufwendige Rickspriinge, auBerdem wird die Gefahr unendlicher Loops verringert. Im
Bild 1.5 ist der Aufbau von REPEAT-UNTIL-Schleifen dargestellt.

y

| rEpEar l 1990 rem REPEAT {name]

A 19092 rem inp:
A 1984 rem out:
Anveisungsblock 1906 rem int:

| :
la\fal sch . Anweisungsblock
4 . :

UNTIL {la} | . _

i\ 198¢|if {E} goto 1000 I
la wahr 1999 rem END REPEAT

a) b)

1008 rem!

19@2 rem! REPEAT STRING
1904 rem! inp:b$
1906 rem! out:a$
1998 rem! int:

1914 rem!
1912  input a$

1014  bv8=right$(a$,5)

1016 if a$>b$ goto 1412

1¢18 rem!—-————————END REPEAT !

- ace tum e sem e

c) Bild 1.5. Das Prinzip der Program-
mierung einer REPEAT-UNTIL-
1909 rem! Schleife

Ta negierter logischer Ausdruck

a) Version hoher entwickelter Spra-
chen

b) Version in BASIC

c) Beispiel in BASIC. Die Routine soll si-

1692 rem! REPEAT STRING
19064 rem! inp:b$
1096 rem! int:19
1998 rem! out:a$
191¢ rem!

- s tum tmw b e

1912 for i9=1 to 10090 chern, daR mit input ein String ein-
1614  input ad gegeben wird, von dem fiinf Zei-
1916 bg=right$(a$,5) chen wesentlich sind und der im
1918  if a@$>b$ goto 1914 Alphabet vor dem vorhandenen
1020 next 19 String b$ liegt.

1922 rem!—-=———————END REPEAT ! d) Beispiel wie im Bild 1.5 c, aber mit
d) EinschluB in eine Zhlschleife.

1.3.3.4. WHILE-Schleife

Solange (while) der logische Ausdruck wabhr ist, wird der Block ausgefiihrt. Ist er falsch, so
wird mit der auf die Schleife folgenden Zeile fortgefahren. In der vorgeschiagenen BASIC-
Variante ist der logische Ausdruck gegentber der PASCAL-Variante zu -negieren. Es emp-
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fiehlt sich auch hier, die Schieife in eine Zahlischleife mit ausreichend groBer Wiederho-
lungszahl einzuschlieBen; das vermeidet zeitaufwendige Riickspriinge, auBerdem wird die
Gefahr unendlicher Loops verringert. Bild 1.6 zeigt die Struktur von WHILE-Schleifen.

y

lrrrie f1a ro

|

A
™
la falsch

la wahr

Anweisungsblock

h 4

[Exovroie

L
v
a)

Bild 1.6. Das Prinzip der Programmierung einer WHILE-Schleife

la logischer Ausdruck; Ta negierter logischer Ausdruck
a) Version hoher entwickelter Sprachen

b) Version in BASIC

y

»{ LooP

Anweisungsblock
1. Teil

1980 rem VWHILE {namel

10@2 rem inp:
1904 rem int:
1006 rem out:
— "
191¢]15 {1a} goto 20ap l
. Anweisungsblock

20@@ rem END WHILE

b)

- EXIT WHEN {la}

~1la2 wahr

la falsch

Anweisungsblock
2. Teil

A 4

L ENDLOOP

v
a)

Bild 1.7. Das Prinzip der Program-
mierung einer LOOP-Schleife
la logischer Ausdruck

1988 rem LOOP {name}
10@2 rem inp:
1904 rem int:
1006 rem out:
. Anweisungsblock
. 1. Teil

1108|if {la} goto 20gg

Anweisungsblock
2. Teil

e s e e 0 0 0 e

1998|goto 1999

E?ﬂﬁ rem ENT LOOP
b

a) Version hoher entwickelter Spra-
chen
b) Version in BASIC
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1008
1982
1994
1996
1998
1919
1912
1914
1916
1918
1929
1922
c)

rem!

rem! LOCP ANTWORTPRUEFUNG

rem! inp:a

rem! int:

rem! out:af

rem!
print "ist 2z "ia
input "JA oder NEIN",a$
if a$ = "JA" goto 1@22
a=a+1

goto 1912

rem!—-——————~~END LOOP

"1.3.3.5. LOOP-Schleife

Die LOOP-Schleife wird verlassen, sofern der logische Ausdruck den Wert “wahr” hat. Die
Abbruchbedingung steht zwischen zwei Teilen eines Anweisungsblocks. Auch hier emp-
fiehlt sich u. U. der EinschluB in eine Zahlischleife. Bild 1.7 verdeutlicht den Aufbau einer
LOOP-Schleife.

1.3.3.6. Abzweigung (IF-GOTO)

Wenn der logische Ausdruck wahr ist, so wird der Anweisungsblock ausgefiihrt; sonst wird
er Ubersprungen. In der vorgeschlagenen BASIC-Variante ist der logische Ausdruck gegen-
iber der PASCAL-Variante zu negieren. Bild 1.8 zeigt, wie eine solche Abzweigung aufge-
baut ist.

y

[zr {1a} HEN

1

N

la falsch

la wahr

Anweisungsblock

y

| evp1r

v

a)

1909
1982
1004
1006

rem
rem
rem
rem

1. Grundlagen der Programmierung

Bild 1.7.
c) Beispiel in BASIC

IF‘namef
inp:
int:
out:

1¢1G[§f fi;* goto {zn von ENDIF} I

.

Anweisungshblock

2)(3!3!3 rem ENDIF
b

Bild 1.8. Das Prinzip der Programmierung einer Abzweigung (IF-GOTO)

la logischer Ausdruck; Ta negierter logischer Ausdruck; zn Zeilennummer

a) Version hdher entwickelter Sprachen
b) Version in BASIC



1.3. Strukturierte Programmierung und Grundsétze fir den Programmaufbau 37

1.3.3.7. Gabelung (IF-THEN-ELSE)

Wenn der logische Ausdruck wahr ist, so wird der erste Anweisungsblock ausgefiihrt. Ist er
falsch, so wird der zweite Block ausgefiihrt. In der vorgeschlagenen BASIC-Variante ist der
logische Ausdruck gegentiber der PASCAL-Variante zu negieren. Bild 1.9 zeigt den Aufbau
einer Gabelung. Es ist ein Nachteil des vereinbarten einfachen BASIC, daR fiir die Gabelung
mehr als eine Programmzeile bendtigt wird.

¢ 1900 rem IF/THEN/ELSE {namel}
|r {12} 7EEn | 1992 rem inp:
1904 rem int:
t+ ~1a wahr 1896 rem out:
la falsch 1¢1¢[‘Lf {Ef goto }{zn von ELSE} I
A

-

Anweisungsblock 1

Anweisungsblock 1

1508 |goto {zn von END IP/THFN/FLSE] |
Y 151¢ rem ELSE

Anweisungsblock 2

l 2)0(2‘(25 rem END IF/THEN/ELSE
b

Bild 1.9. Das Prinzip der Programmierung einer Gabelung (IF-THEN-ELSE)

la logischer Ausdruck; Ta negierter logischer Ausdruck; zn Zeilennummer
a) Version hoher entwickelter Sprachen
b) Version in BASIC

1.3.3.8. Mehrfachverzweigung (CASE)

In Abhangigkeit von der GroRe einer Steuerzahl (selector) werden ein oder mehrere Anwei-
sungsbldécke zur Ausflihrung ausgewihlt. Die volle Allgemeinheit der COMAL-Anweisung
14Bt sich in diesem Falle mit BASIC nicht vergleichsweise einfach simulieren; der Selektor
muf in BASIC vor Einsprung in den Baustein erst aufbereitet werden, und die Abarbeitung
mehrerer Blocke erfordert i. allg. den Einbau des gesamten Bausteins in eine {ibergeordnete
Schleife oder die Verwendung weiterer ON...GOTO...-Anweisungen statt der einfachen
Verweise auf ENDCASE (GOTO 9000 in der ersten BASIC-Variante).

Ferner kann in BASIC nicht die Auswahl aus einer Liste mit mehreren Méglichkeiten unkom-
pliziert ausgefiihrt werden.

In BASIC sind zwei Varianten méglich; man kann mit ON...GOTO und mit ON...GOSUB ar-
beiten. Bild 1.10 zeigt die Realisierung solcher CASE-Konstrukte.
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1900 rem CASE/GOTO {name}

19¢2 rem inp:

1904 rem int:
‘ 1996 rem out:

1910]on 19 goto 2¢99,3099,5099,... |
20¢% rem WHEN i9=1

[caSE {selector} oF |

4
|WHEN {1iste 1 von ausdrticken} |

Anweisungsblock 1

A 4

ce e e s

Anweisungsblock 1

2999 [goto 9990 ]
b, ¢ 30@0% rem WHEN 19=2
IWHEN {l11ste 2 von ausdriicken} I .
\ : Anweisungsblock 2
Anweisungsblock 2
3090 goto 900p ]

S5¢@@¥ rem WHEN I19=3

.
.

Anweisungsblock 3

lg— ¢ vooen
€~ 0o

R

J¥HEN {liste n von ausdricken] |

! 5099|goto 90PE |

Anweisungsblock n

'y

e s e e

|EnpcasE | .
I 9¢@@ rem ENDCASE
a) b)

Bild 1.10. Das Prinzip der Programmierung einer Mehrfachverzweigung (CASE)

le Listenelement; zn Zeilennummer

a) Version hoher entwickelter Sprachen

b) Version in BASIC mit on. . .goto. . .

c) Version in BASIC miton. . .gosub . . .

d) Version in BASIC, die der Version héher entwickelter Sprachen vollsténdig entspricht.

Es wird nicht nur eine einzige Mdglichkeit ausgewihlt und ausgefiihrt, sondern vor jedem Anweisungsblock wird ent-
schieden, ob der Selektor irgendeinem Listenelement der zu dem betreffenden Block gehdrenden Liste entspricht. Im
aligemeinen werden also mehrere Anweisungsblocke ausgefiihrt. In diesem Falle bieten PASCAL und COMAL, wie
man sieht, erhebliche Vorteile gegeniiber BASIC.
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19¢¢ rem CASE/GOSUB {name}

1992 rem inp:
1984 rem int:
1006 rem out:

1998[on 19 gosub 2997,5099,5000,. ..
191@|goto 511¢

1912 rem END CASE/GOSUB

1914 rem
1916 rem

2¢0@@ rem
2¢@2 rem

UNTERPROGRAMM 1

Anweisungsblock 1

s e e e o

zéﬂﬂlggturn

2919 rem

3¢P9 rem
3¢@2 rem UNTERPROGRAMM 2

: Anweisungsblock 2

)
3¢80|return

-

e e e e ———

3¢90 rem

4090 rem
50@¢ rem UNTERPROGRAMM 3

Anweisungsblock 3

e o o

5;ﬂ¢[return

T U ISPEpSp—— T

511¢ rem
c)

1000
1902
1904
1906
1929
1922
1924
1926
1928
1939
1932
1934

29

=
e« o Ne o o o o o

1929
1922
1924
1926
1928
1939
1932
1934

.

2009
d)

rem CASE {name} {selector} OF

rem inp:
rem int:
rem out:
rem WHEN 1

q9%=0
data {liste 1 von ausdriicken}
for 19=1 to {mi}
read {le}
if {le} = {selector} then g1%=1
next 19
if q9i-¢ goto {zn von WHEN 2}

Anweisungsblock 1

rem WHEN 2

q9%=9¢
data {liste 2 von ausdrtcken}
for 19=1 to {m2}
read {le}
1f {le} = {selector} then q1%=1
next 19
if q9%=0 goto {zn von WHEN 3}

Anweisﬁngablock 2

rem WHEN 3

rem WHEN n

qQ9%=¢
data {liste n von ausdriicken}
for 19=1 to {mm}
read {le}
if {le} = {selector} then q1%=1
next 19
if q9%=@ goto {zn von ENDCASE}

Anweisungsblock n

rem ENDCASE

39
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1.3.3.9. Unterprogrammsprung

Beim Unterprogrammsprung ergeben sich keine bedeutenden Unterschiede zwischen den
Sprachen. Wir fiigen die Schemata der Vollstandigkeit und der Kommentierung wegen bei.
im Bild 1.11 wird das Schema fiir den Unterprogrammsprung gezeigt.

19099 rem UP unterprogrammname

1G1¢|gosub zn ]
I EXEC prozedurname | .
‘f 2088 rem UP unterprogrammname
2¢@2 rem inp:
IPROC prozedurname I
2004 rem int:
L 2036 rem out:
Anweisungsblock . .
: Anweisungsblock
IENDPROC prozedurname I .
v 2190 |return |
a) b)

Bild 1.11. Das Prinzip der Programmierung eines Unterprogrammsprungs

zn Zeilennummer
a) Version hoher entwickelter Sprachen
b) Version in BASIC

1.3.4. Aufbau der Hauptprogramme

Sobald ein Programm insgesamt lénger als etwa 100 Programmzeilen ist, sollte es aus einem
moglichst kurzen Hauptprogramm und mehreren Unterprogrammen bestehen. Im Haupt-
programm sollen keine rechentechnischen Kunststiicke stattfinden; seine Haupttugend muf
die Verstandlichkeit sein. Nach einem erklarenden Programmkopf werden im Hauptpro-
gramm zunéchst alle Felder dimensioniert. Bei Programmen kleiner und mittlerer GroBe fol-
gen maschinen- und peripheriespezifische Initialisierungen, ggf. Abfragen zur Ubernahme
von Steuerparametern. Bei groReren Programmen kann dieser Komplex in einem eigenen
Unterprogramm behandelt werden. Danach wird die Folge des Aufrufs der Unterpro-
gramme gesteuert, wobei im Hauptprogramm einfache Strukturen, wie Sequenzen und
Zihlschleifen, anzustreben sind. Nach AbschluR dieses Teils werden ggf. gedffnete Daten-
kanéle geschlossen, und das Programm wird mit end beendet. Fiir Dialekte, die die end-An-
weisung nur in der zahlenmiBig letzten Zeile vertragen, hat man hier sinngemiR einen
Sprung zu dieser letzten Zeile zu programmieren.

Folgendes Schema kénnte demnach als Richtschnur dienen:

e Programmname, ggf. kurze Funktionserkldrung

o Name des Programmfile und eventueller Hilfsfiles

e Versionsnummer oder Datum der letzten Aktualisierung
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1000
1002
1004
1006
1008
1010
1018
1020
1022
1024
1026
1028
1030
1032
1034
1040
1042
1044
1046
1048
1050
1052
1054
1056
1058
1060
1062
1064
1066
1080
1082
1084
1086
1088
1090
1092
1100
1102
1104
1106
1108
1110
1112
1114
1116
1118
1120
1122
1124
1126
1128
1130
1132
1134
1136
1138
1140
1150
1152
1154
1156
1160
1162
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rem!
rem!
rem!
rem!
rem!

Polynomregression V1.1

Disk: NUMALG 3V  File: POLREG2

Stand: 10-Jul-87

rem!
rem
rem
rem
dim
dim
dim
rem
rem
rem
rem
rem
poke 53281,0 : pokeb46,1 : rem
poke 53272,23 : rem

Felddimensionierung

u(9,9),v9) W)
x9%(9) ,y9% (D)
x (200) ,y(200) ,2(200)

eesecsscsesss. Gerdteeinstellung ..ceeacen..

Bildschirmfarbe
Kleinschrift

Bild 1.12. Beispiel fir ein
Hauptprogramm

Im Hauptprogramm werden die
Felder dimensioniert; ggf. werden
auch einige gerétespezifische Ein-
stellungen vorgenommen. Danach
sollten nur noch Unterprogramm-
aufrufe in einfachen Strukturen der
soeben geschilderten Art erfolgen,
vorzugsweise in Sequenzen oder
Zahischleifen. Im hier gezeigten
Beispiel handelt es sich um ein Pro-
gramm zur Polynomregression, das
insgesamt etwa 500 Programmzei-
len umfaft. Dennoch ist das Haupt-

print chr$(147) : rem Bildschirm Ldéschen

print "Drucker eingeschaltet ?"

print "Schalter 1,5,7 on ?"

print "ja/nein ?"

get al1$ : if al1$="" goto 1056

if a1$=""j" goto 1080
goto 1160

rem

rem

rem

rem Filename erfragen

rem

print '"Name des Datenfile 2"

input d1$

rem

rem

rem

rem Beginn der Berechnung .........

rem

gosub 29000 : rem DATLES

gosub 27000 : rem MIWERT

gosub 21002 : rem MINMAX

gosub 20002 : rem GRANGE

open 1,4,7

for n=1 to 9
if 2@0=-n =1 goto 1160
gosub 26000 : rem MATGEN
gosub 10500 : rem MATINM
gosub 25000 : rem MATMUL
gosub 23000 : rem RESERR
m1%=z0-n : q1=.9 : rem Parameter der t-Verteilung
gosub 34100 : rem, STUQUA
gosub 22000 : rem PRIKOF
gosub 3900@ : rem GRAF IK

next n

rem

rem

rem

rem Programm beenden

rem

print "Fehlerzustand ";e1%

close 1

end

rem!

! programm sehr leicht lesbar.
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Felddimensionierung

Abfrage des Vorhandenseins und des Einschaltzustands der Peripherie

Abfrage von Steuerparametern .

Steuerung des eigentlichen Programmablaufs, Aufruf der Unterprogramme

offene Datenkanéle schlieBen

e end-Anweisung.

Bild 1.12 soll als Beispiel fiir entsprechendes Vorgehen bei einem mittelgroBen Programm
dienen.

1.4. Programmdokumentation

Dokumentation und Kommentar sind Uberflissiger Aufwand, wenn ein Programm an einem
Tage entwickelt, benutzt und wieder gel6scht wird. Aber nur dann! Die Verwendung eines
unbekannten Programms ohne Dokumentation und Kommentierung macht fast immer mehr
Arbeit als eine Neuentwicklung. Man sollte solche Software nur aufheben, wenn die Aus-
sicht auf Erhalt der Dokumentationen noch besteht; sonst betrachte man sie getrost als Muill.
BASIC-Programme werden zumeist nicht fir sehr lange Lebensdauer ausgelegt; deshaib
wird oft weniger Aufwand flir die Dokumentation getrieben. Es ist Sache der Erfahrung, das
Optimum bezuglich des insgesamt geringsten Aufwands fir Programmierung und Benut-
zung zu finden. Der Anfédnger wird i. allg. die Wichtigkeit der Dokumentation unterschitzen.
Beschwdrungen an dieser Stelle wiirden nicht viel niitzen. Wir werden uns kurz fassen.

Es ist eine verbreitete Arbeitsweise, zuerst das Programm zum Laufen zu bringen und, wenn
alles in Ordnung ist, auch noch die Dokumentation anzufertigen. Solch ein Vorhaben ist aus-
sichtslos. Das fertige Programm zu dokumentieren macht den meisten Programmierern
nicht viel SpaR. Wenn es keinen Spal macht, dann wird man ohne viel Uberlegung Griinde
finden, dafiir keine Zeit zu haben. Schulz schreibt treffend [Schu 82):

“Jahrelange Erfahrungen haben gezeigt, daR eine Programmdokumentation nur dann mit ge-
niigender Sorgfalt erstellt wird, wenn sie quasi als Abfallprodukt beim Programmentwurf
entsteht. Jede nachtrdgliche Dokumentation fihren die Programmierer schon aus Zeitgriin-
den entweder gar nicht oder nur sehr oberflachlich aus. Oder anders ausgedriickt, der Pro-
grammentwurf mul so beschaffen sein, daf8 er selbstdokumentierend wirkt. Auf die Bedeu-
tung der Dokumentation von Programmprodukten braucht man nicht besonders hinzuwei-
sen. Es sei nur der Aspekt der Anderungsfreundlichkeit genannt, der inhdrent mit einer
guten Dokumentation verbunden ist.”

Programme und Programmbausteine sollten mindestens in folgender Weise dokumentiert
werden (s. z. B. [Wals 72]:

Name des Programmfile

Kurzbezeichnung des Unterprogramms

Programmzeilenbereich

Programmbeschreibung, Algorithmen, Einschrédnkungen, Genauigkeit
Voraussetzungen fiir Ablauf (Kanéle 6ffnen, Dimensionierung usw.)
relative Laufzeit

Variablenimport vom aufrufenden Programm (Inp: )
Variablenexport an das aufrufende Programm (Out: )

intern benutzte Hilfsvariable (Int: )

Erfordernisse nach dem Riicksprung (z. B. Kanile schlieBen)
Beispiel

Literatur

Programmlisting.
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Strukturierte Programmierung erleichtert die Dokumentation, indem Programmbldcke mit
Beschreibungen und Kommentaren wiederverwendet werden konnen. Die auf diese Weise
erreichbare bessere Lesbarkeit kommt der Dokumentation entgegen.

Zur Frage der Lesbarkeit sei bemerkt, daB BASIC besonders leicht zu lesende Programme er-
rmoglicht, weil es Elemente der normalen englischen Sprache benutzt. Man bemihe sich,
die Lesbarkeit auch durch Verwendung von Elementen der deutschen Hochsprache in den
Programmbeschreibungen und Dokumentationen zu unterstiitzen.

Um einen Uberblick tber die in einem Programm bereits verwendeten Variablennamen zu
behalten, empfiehlt sich — sofern es sich um gréRere Programme handelt — die Verwendung
einer Variablenliste, die man mit dem P 1.02 VALIST leicht herstellt und die bei ldngeren BA-
SIC-Programmen unverzichtbarer Teil der Dokumentation wird.

Gewarnt sei vor komplizierten Programmiertricks zur Effektivitdtsverbesserung oder zur Er-
hohung der Eleganz. Sind solche Stellen nicht ausreichend dokumentiert, so kann man in
die Lage kommen, nach Wochen das gesamte Programm noch einmal anzufertigen.
Neben der Programmdokumentation gibt es die Mdglichkeit der Kommentierung unter Zu-
hilfenahme der rem-Anweisungen. Fir kleine Programme kann die alleinige Verwendung
dieser Art von Dokumentation ausreichend sein. Es wird empfohlen, alle Programmblécke
auf diese Weise mit einem Kopf zu versehen, der zumindest den Namen des Moduls enthélt
sowie die Namen der eingehenden, der intern verwendeten sowie der ausgehenden Variab-
len entsprechend dem folgenden Schema:

Beispiel
1000 rem
1002 rem UP Polynomberechnung
1004 rem Inp: [variablenname]
1006 rem Int:  [variablenname]
1008 rem Out: [variablenname]
1020 rem
1040 .« ..

In unserem Subset werden keine Zeilen mit Mehrfachanweisungen verwendet. Lediglich die
fir den Programmablauf unerheblichen Kommentare (remarks, rem-Anweisungen) werden
zuweilen nach einer ersten Anweisung noch auf der gleichen Programmzeiie untergebracht.
Zwischen den beiden Anweisungen wird dann als Trennzeichen der Doppelpunkt verwen-
det.

Wo in besonderen Fillen aus Mangel an Platz im Programmspeicher oder wegen der Lauf-
zeitproblematik der Komfort derartiger Kommentierung nicht méglich ist, sollte wenigstens
in Kommentaren auf die entsprechenden Stellen in der Dokumentation verwiesen werden.
Akzeptabel ist auch das Vorgehen, bei dem zwei Programmversionen gespeichert werden,
eine mit Kommentierung fir die Programmaktualisierung und eine bereinigte Version fur die
Ausfiihrung der Berechnungen. Bei Verwendung von Compilern ertibrigt sich solch ein Vor-
gehen; bei der Compilation werden ohnehin alle Kommentare eliminiert.

1.5.  Fehlersuche und Fehlerbeseitigung

Anfianger auf allen Gebieten schopferischer wissenschaftlicher oder technischer Tatigkeit
unterschitzen regelmiRig den Zeitaufwand fir Fehler- und Méngelbeseitigung am Produkt.
Wenn eine neue Maschine oder ein neues Programm den ersten Probelauf absolviert hat,
dann ist héchstens die Hilfte der notwendigen Arbeit getan. Manchmal sind es erst wenige
Prozent. Der Probelauf eines Programms ist erst moglich, wenn die formalen Fehler, wie
Schreibfehler und Syntaxfehler, beseitigt sind. Dieser Arbeitsgang ist relativ schnell erledigt,
da BASIC solche Mingel mit Fehlermeldungen moniert. Die schwerwiegenden und schwer



44 1. Grundlagen der Programmierung

zu findenden Fehler sind die logischen Fehler, die dem Programmlauf ungewolit und unbe-
merkt einen falschen Weg geben, oder aber Fehler in den zugrunde liegenden Algorithmen.
Solche Fehler konnen auch durch Rechenungenauigkeiten des Computers verursacht sein;
Iterationen konvergieren nicht, oder Pole und Nullstellen verursachen Komplikationen. Der
Mathematiker mag solche Méngel als Ergebnis schlampiger Algorithmierung bezeichnen;
fur den Physiker und den Ingenieur ist indessen die Problematik oft zu komplex, als daR in
der taglichen Praxis eine unanfechtbare theoretische Vorklarung aller Eventualitdten erfol-
gen konnte. Damit wird auch diese Problematik im Arbeitsgang Fehlersuche zu behandeln
sein.

Wichtige Voraussetzungen fir fehlerarme Programmierung sind ein strukturierter Aufbau
und die Fertigstellung des logischen Konzepts vor Beginn der Eingabe (Kodierung) des Pro-
gramms. Allerdings ist die letztgenannte Forderung nicht mehr so wértlich zu nehmen wie
zu den Zeiten, als Programme noch auf Lochkarten gestanzt wurden. Moderne Personal-
computer kann man unter bestimmten Umstianden (z. B. Vorhandensein eines leistungsféhi-
gen Texteditors) sehr wohl schon in der Phase der Voriberlegungen einsetzen.

Man unterscheide streng zwischen Fehlerbeseitigung und Programmoptimierung und be-
ginne keinesfalls mit Optimierungen, bevor das urspriinglich geplante Programm fehlerfrei
lduft. Programmoptimierungen sollten Gberhaupt nur in Angriff genommen werden, wenn
sie unumganglich notwendig sind, da sie hdufig Quelle neuer Programmfehler werden
[Jack 79]. Vielfache Optimierungen beeintriachtigen auch die Lesbarkeit.

Bei der Fehlersuche sollten keinesfalls mehrere vermutete Fehler gleichzeitig korrigiert wer-
den. Das wirde nach mehreren derartigen Operationen zum vélligen Chaos fiihren. Eine
einzige vermutete Fehlerursache muB durch Korrektur versuchsweise beseitigt werden, und
diese Korrektur sollte z. B. durch eingefligtes rems %k %k sk sk %k sk gekennzeichnet werden.
Durch einen Probelauf ist zu testen, ob sich die Vermutung bestatigt. Danach ist (iber den
Verbleib der Korrektur zu entscheiden, bevor eine weitere Korrektur vorgenommen wird.
Eine groBe Gefahr besteht ferner darin, daR beim Verbessern eines Fehlers ein neuer Fehler
erzeugt wird (z. B. durch Umbenennen von Variablen). Nach kritischen Anderungen ist des-
halb durch Probelauf zu testen, ob der vorher erreichte Zustand noch vorhanden ist.

Sehr haufig sind Fehler an den Schnittstellen zwischen Programmteilen oder zwischen Pro-
gramm und Anwender. Bei der Entgegennahme von Daten ist es zweckmifig, z. B. alle Da-
ten zunichst als Strings entgegenzunehmen und eine geeignete Fehlerbehandlungsroutine
anzuschlieBen, mit der z. B. falsche Zeichen erkannt und ggf. eliminiert werden. Das Auf-
wand-Nutzen-Verhdltnis ist in diesem Falle vorher abzuschatzen.

Ubliche Technik bei der Fehlersuche ist der Einbau von print- und stop-Anweisungen. Sol-
che Anweisungen sind immer auffillig zu kennzeichnen, damit sie spater leicht wieder elimi-
niert werden kdnnen, z. B.

print “skkskkk", a, b, c
stop : rem skkkkk

Manche Interpreter verfiigen (iber das Kommando VARIABLE o. &., mit dem nach stop alle
Variablen mit ihren aktuellen Werten gelistet werden kénnen. Wo ein solches Kommando
nicht vorhanden ist, kann ein entsprechendes Unterprogramm verwendet werden, das z. B.
nach stop mit goto . . . aufgerufen wird (in diesem Falle vor return den Befehl stop einfi-
gen).

Wichtig ist, daR beim Probelauf jeder mégliche Programmzweig mindestens einmal durch-
laufen wird. Bei groRen Programmen kann das mit Sicherheit natiirlich nicht erreicht wer-
den, so daB die Testung auf eine statistische Testung hinauslduft. Damit ist bereits klar, daf3
die Aussage liber die Fehlerfreiheit eines Programms nur statistischen Charakter haben
kann. Garantie fiir vollige Fehlerfreiheit kann fiir groBe Programme nie gegeben werden.
Wo es mdglich ist, sollte an Beispielen getestet werden, deren Ergebnisse zuverldssig be-
kannt sind. Fiir viele Programmodule wird sich das erreichen lassen. Auch Laufe des glei-
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chen Programms auf einem anderen Rechner (z. B. mit anderer Wortldnge) kénnen zur Feh-
lerfindung dienen. Taschenrechner verfiigen iiber eine im Vergleich zu Rechnern mit einfa-
cher Wortldnge ausgezeichnet zuverldssige Arithmetik. lhre Benutzung fiir solche Test-
zwecke kann empfohlen werden. Ferner sei an die Méglichkeit der Simulation erinnert. Hat
man z. B. den Fehlerausgleich in einem geodéatischen Netz zu programmieren, dann kann
man zundchst ein fiktives fehlerfreies Netz aufbauen. Danach bringt man an den Knotenko-
ordinaten definierte Fehlerwerte an und fihrt die Ausgleichung durch. Im Ergebnis miissen
sich wieder die eingegebenen Fehlerwerte ergeben. ZweckmiRig sind auBerdem Testungen
auf das Verhalten bei Eingabe unzuldssiger oder gar unsinniger Werte (Testung auf Robust-
heit) sowie die Eingabe von zufélligen Werten.

Die folgenden Fehlerdetails sind Ubrigens hiufig zu beobachten:

@ Es werden beim Schreiben dhnlich aussehende Zeichen verwechselt, insbesondere sind

das:

0o
l

® Formelausdriicke sind in Analogie zur mathematischen Schreibweise und damit falschlich
ohne Multiplikationszeichen % geschrieben.

o Oft wird die Variableninitialisierung vor Beginn eines Summationszyklus vergessen. Wih-
rend sich beim ersten Durchlauf keine Komplikationen ergeben, weil der Rechner das
Nullsetzen nach RUN jedenfalls ausfiihrt, wird bei erneuter Ausfiilhrung zu der vorange-
gangenen Summe addiert.

e Gleiche Variablennamen sind versehentlich mehrfach benutzt.

e Schleifen werden versehentlich einmal zuwenig oder einmal zu oft abgearbeitet. Ursache
dafiir ist meist die fehlende Unterscheidung zwischen REPEAT-UNTIL- und WHILE-Schlei-
fen, und darauf wiederum haben u. U. Unterschiede zwischen den BASIC-Interpretern
EinfluB.

® Es wird zu Zeilen verzweigt, die nicht existieren. Das passiert leicht bei Spriingen zu
nachtréglich beseitigten rem-Zeilen.

o Fehlende abschlieBende Anfiihrungszeichen bei Strings fiihren i. allg. dazu, daR die “ er-
satzweise am Zeilenende angenommen werden. Damit werden die ggf. dem String fol-
genden Anweisungen als Teil des Strings interpretiert und nicht ausgefiihrt. Da in diesem
Fall keine Fehlermeldung erfolgt, ist der Fehler schwer zu finden.

® Wenn bei Mehrfachverzweigungen keine der Bedingungen erfiillt ist, dann kann das Pro-
gramm einen ungewollten Ablauf nehmen. Auch hier wird u. U. keine Fehlermeldung an-
gezeigt.

® Bei Anweisungen mit zahlreichen Klammern ergeben sich oft Fehler. Priifen Sie beim Le-
sen das Programm, indem Sie fortlaufend zahlen mit + 1 fiir 6ffnende und — 1 fiir schlie-
RBende Klammer! Das Ergebnis muB 0 sein.

Wenn eine Fehlerursache nicht gefunden wird, dann ist der Anfidnger leicht geneigt, dem

Rechner die Schuld “in die Chips zu schieben”. Solche Vermutungen bestitigen sich aber

duBerst selten. Man verwende als Neuling keine Zeit fur die Bestatigung solcher Spekulatio-

nen.

o~ -

1.6. Rechenzeitbedarf

BASIC als interpretierende Sprache ist ihrer Natur nach langsam: Eine Programmzeile muR
bei jedem Aufruf zuerst in eine prozessorverstidndliche Form transformiert werden, und das
bendtigt viel mehr Zeit, als die eigentliche Rechenzeit ausmacht. Um so mehr ist es von
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Wichtigkeit, daR lange Programme beziglich des Zeitbedarfs optimal- aufgebaut werden.
Hierfur lassen sich einige Regeln angeben. Die angegebenen Exekutionszeiten fiir die Bei-
spiele sind mit dem RT-11-BASIC bei 7 Bytes Mantissenldnge bestimmt.

Addition ist schneller als Multiplikation; Multiplikation ist schneller als Division und als Po-
tenzbildung. Langsamere Operationen sollten demnach, wo mdéglich, ersetzt werden.

z=x+y 2.4 ms
z=x¥ky 7.5 ms
z=x/y 8.1ms
z=x12 15.0 ms
Z=X%¥X 7.5 ms,

Der Variablenaufruf allein:
z=y 1.2 ms

Der Zeitbedarf hingt sehr von der GréRRe der Operanden ab. In den Beispielen wurde ver-
wendet:

x=1.771 y=2.17

Die Ubernahme von Konstanten aus Programmzeilen ist zeitaufwendig. Man ordne Kon-
stanten vor der Verwendung in vielfach zu durchlaufenden Schleifen entsprechenden Va-
riablen zu. '

320z=1.771%2.17 8.4 ms
320 z=x*ky 7.5 ms

In héufig durchlaufenen Schleifen sind nur die unbedingt notwendigen Rechenoperatio-
nen durchzufihren.

10 for i=1 to 1000
20 y =sin(10 % pi/180)+sqr(i)
30 nexti

Ginstiger ist:

10 z=sin(10% pi/180)
20 for i=1 to 1000
30 y=2z+sqri)

40 next i

Bei klein bleibenden Argumenten ersetzt man Funktionen zweckmiRig durch die ersten
Glieder ihrer Reihenentwicklung.

y = sin(x) 78.0 ms
y=x 1.2ms
y=x—x¥%x%x/6 243 ms

Bei goto und gosub zu hoheren Zeilennummern sucht der Rechner in aufsteigender Folge
die Zeilennummern bis zur Zieladresse durch. Das Auffinden weit entfernter Zeilennum-
mern dauert entsprechend lange. Beim Sprung zu kleineren Zeilennummern wird vom
Programmanfang an gesucht. Der Sprung zu der riickwértig benachbarten Zeilennummer
ist demnach die zeitaufwendigste Lésung. In entsprechend gelagerten Féllen kann die
Verwendung von Schleifen vorteilhaft sein; die Positionen der for-Anweisungen werden
nicht in der geschilderten Weise gesucht, sondern fir die Dauer der Schleifensffnung in
einem speziellen Speicher bereitgehalten. Aus diesem Grunde sind h&ufig benétigte Un-
terprogramme entweder vorwarts moglichst benachbart oder riickwarts am Programman-
fang zu positionieren.
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® Esist bereits erwdhnt worden, da Variablennamen bestimmten Speicherplatzen im Rech-
ner entsprechen. Die richtige Zuordnung von Variablennamen und Speicherplatz wird
durch eine Symboltabelle gewihrleistet, in die der Interpreter die Variablennamen in der
Reihenfolge ihres Auftretens bei der Programmabarbeitung eintragt. Fir spét eingetra-
gene Variable braucht der Interpreter ldnger, sie bei erneutem Aufruf zu finden. Sehr h&u-
fig gebrauchte Variable sind daher am Programmanfang bereits éinmal zu erwihnen,
z. B. indem man ihnen den Wert null zuweist, und man sollte, wenn es auf geringen Zeit-
bedarf ankommt, nicht mehr gebrauchte Variable erneut einsetzen, statt immer wieder
neue Variablennamen zu kreieren.

o Zeichenketten werden im Stringspeicherbereich der Reihe nach abgelegt. Wird eine
Stringvariable vom Programm verdndert, dann wird grundsatzlich der urspriingliche Spei-
cherplatz aufgegeben, und die veranderte Stringvariable wird unter Beibehaltung ihres
Namens an das momentane Ende des Stringspeicherbereichs geschrieben. Das kann
dazu fiihren, daR der Stringspeicherbereich trotz an sich géhnender Leere als voll erkannt
wird, und das veranlaBt das Betriebssystem, den gesamten Stringspeicherbereich aufzu-
raumen und wieder dicht zu packen, also eine “Muillsammlung” (garbage collection) aus-
zufiihren. Dies verbraucht sehr viel Rechenzeit, und man muf8 sorgen, daf die ,garbage
collection” kaum nétig wird, weil man Strings selten veréndert. In besonders gelagerten
Féllen kann es zweckméRig sein, die Strings durch Integerzahlen auszudriicken, was aber
einen besonderen Vorteil des BASIC, die sehr komfortable Stringbehandlung, ganz zu-
nichte macht.

e print-Anweisungen sind ebenso wie der Verkehr mit anderen Peripheriegerdten ver-
gleichsweise sehr zeitaufwendige Aktionen. Nach Abschluf} der Fehlersuche sollten nicht
unbedingt erforderliche Ausgaben von Zwischenergebnissen aus dem Programm besei-
tigt werden.

NaturgemaR sind Rechengeschwindigkeit, Speicherplatzbedarf und Ubersichtlichkeit Pro-
grammeigenschaften, die sich z. T. gegenseitig ausschlieBen. Der zweckmaBnge Kompro-
miR héngt von der Art der Aufgabe ab.
Zeitbedarfsmessungen fiihrt man aus, indem man die zu untersuchende Operationsfolge in
eine Schleife schreibt und vielfach durchlaufen 1&Rt. Die Differenz aus dem Zeitbedarf fiir
die Schleife mit und ohne die Operationenfolge geteilt durch die Zahl der Schleifendurch-
ldufe liefert das gewiinschte Ergebnis. Das Programm P1.04 ZEITMS arbeitet in der geschil-
derten Weise. Fir Vergleiche der Geschwindigkeit verschiedener Rechner und BASIC-Ver-
sionen sind im Anhang 3 eine Reihe von Zeiten fiir die Ausfiihrung elementarer Funktionen
und Anweisungen angegeben. Fiir Messungen am eigenen Rechner sind die entsprechen-
den Anweisungen in die 0. g. Routine einzusetzen. Wo die Funktion ti nicht zur Verfligung
steht, kann unter Zuhilfenahme einer Stoppuhr gemessen werden. Statt der ti-Zuweisung
schreibt man bei Schleifenanfang und -ende eine Meldung auf den Bildschirm oder 18Rt ein
akustisches Signal erténen.
Ahnliche Informationen liefert das im Abschnitt 1.2 angegebene Testprogramm nach Sa-
vage, dessen Ergebnisse im Anhang 4 zusammengestellt sind.
Manchmal wird es méglich sein, innerlich baugleiche Rechner verschiedenen Fabrikats
durch derartige Tests als solche zu erkennen, und bei lediglich verschiedenen Prozessor-
taktzeiten kann noch immer aus der Gleichheit der Zeitbedarfsverldufe auf entsprechende
Ubereinstimmungen geschlossen werden.
Zum AbschluB der Ausfithrungen {iber den Rechenzeitbedarf ist darauf hinzuweisen, daf3 es
fur eine Reihe von Rechnern BASIC-Compiler gibt, mit denen BASIC-Programme in maschi-
nennahe Form umgewandelt werden kénnen. Dadurch ist ein erheblicher Geschwindigkeits-
gewinn moglich, und es vereint sich der Vorteil der im BASIC einfachen Fehlersuche mit
dem Geschwindigkeitsvorteil compilierender Sprachen. Der volle Nutzen wird sich meist
erst bei langeren Programmen zeigen; kleine Programme werden durch die Compilation re-
lativ stark mit organisatorischen Anweisungen belastet.
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Programm P 1.04. ZEITMS. Routine zur Zeitbedarfsmessung an Programmen, Funktionen
und Anweisungen.

1000 rem !====ccs-=-coccccccm oo oo s oo m oo !
1002 rem ! P1.04 ZEITMS !
1004 rem !=-==—--—mo—c—cocco oo em e !
1006 s1=3333

1008 t1=ti

1010 for i=1 to s1

1012 next i

1014 t2=ti

1016 for i=1 to s1

101

18 reM |===cceccre e c e e e r e c e, e, ——————

1020 rem ! zu untersuchender Programmteil !
1030 I e e bt !
1032 next i

1034 t3=ti

1036 print "Zeitbedarf";(t3-t2-t2+t1)*1000/s1;"Millisek."
1038 end

Die Differenz aus Zeitbedarf fiir Schleife mit Priifling und fir leere Schleife dividiert durch
die Anzahl der Schleifendurchldufe ergibt den Zeitbedarf fiir die Ausfiihrung des zu priifen-
den Programmteils.

1.7. Speicherplatzbedarf

Fir die Bestimmung des Speicherplatzes wurden bereits im Abschnitt 1.1 einige Informatio-

ne
ch

n gegeben. Hier folgt noch eine Liste von MaRnahmen, die zur Komprimierung (crun-

ing) von Programmen geeignet sind. Die Wirksamkeit der MaBnahmen ist z. T. rechner-

spezifisch sehr unterschiedlich.

Optionale Anweisungen, wie rem, let, then goto usw., beseitigen. Da durch die Beseiti-
gung speziell der rem-Anweisungen die Ubersichtlichkeit des Programms leiden wird,
sollte das Programm vorher gelistet oder in der originalen Form abgespeichert werden.
Lange Texte in print-Anweisungen beseitigen oder verkirzen.

Mehrfachanweisungszeilen anwenden, sofern das der verwendete Rechner erméglicht.
Mehrfachverzweigungen, wie on a goto . . . und on a gosub . . ., verwenden, sofern das
maoglich ist. In manchen Féllen bringt diese MaRnahme zusétzlich einen Geschwindig-
keitsgewinn.

Programmzeilennummern verkleinern, da im aligemeinen fir jede Ziffer ein Byte ver-
braucht wird.

Mehrfach benétigte Konstanten in Variablen ablegen.

Nicht bendétigte Leerzeichen eliminieren.

Ersatz von Real- und ggf. Stringvariablen und -feldern durch Integervariable und -felder.
Variable und Felder neu belegen, wenn sie fir ihren anfanglichen Zweck nicht mehr be-
nétigt werden.

Mit dim-Anweisungen dimensionierte Felder auf ihre notwendige GréRe hin untersuchen.
Priifen Sie, ob alle Feldvariablen als solche nétig sind oder ob z. B. durch sequentielle
vollstindige Abarbeitung auch mit einfachen Variablen gearbeitet werden kann. Bei der
Berechnung der Standardabweichung ist es aus der Sicht der Speicherplatzoptimalitat un-
zweckmaBig, erst den Mittelwert und dann die Summe aus MeBwerten minus Mittelwert
zu bilden; die Berechnung aus der Summe der MeBwerte und der Summe der MeBwert-
quadrate erlibrigt die Abspeicherung des gesamten MeBwertkollektivs. Zweckmafig wer-
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den alle Felder dimensioniert, auch kleine, die von vielen Rechnern autonratisch dimen-
sioniert wiirden. Fir ein im Programmtext nicht dimensioniertes zweidimensionales Feld
werden sofort 121 Plétze reserviert; das ist hdufig viel mehr als gebraucht wird.

e Daten nicht in data-Feldern oder in Feldvariablen abspeichern, sondern aus Massenspei-
chern Gbernehmen und sofort sequentiell verarbeiten.

e Daten mit gesonderten Programmen vorverdichten.

e Schleifen und Unterprogramme effektiv anwenden und dadurch mehrfach auftretende
gleiche oder dhnliche Programmteile eliminieren.

e Benutzerdefinierte Funktionen anwenden. Diese zumeist mit FN . . . bezeichneten Funk-
tionen sind im Basicode- und im Tiny-Vokabular nicht enthalten und werden hier auch
sonst nicht verwendet.

® Ersatz groBer Felder im Rechnerspeicher durch virtuelle Dateien auf dem Massenspei-
cher.

e Reduktion der Anzahl gleichzeitig gedffneter Dateien.

e Das Programm in kleinere Teile aufteilen und mit OVERLAY, CHAIN o. &. feweils erst bei
Gebrauch vom Massenspeicher einlesen.

e Das Programm in Teile aufteilen, die jeweils zu Zwischenergebnissen mit geringen Daten-
raten fihren. Die anfallenden Daten sind zwischenzuspeichern.



2. Lineare Algebra und Matrizenrechnung

2.1. Matrizenoperationen

Eine Matrix habe m Zeilen und n Spalten. Jedes Element soll — an diese Konvention wollen
wir uns im folgenden halten — zuerst durch den Zeilen- und dann durch den Spaltenindex
gekennzeichnet sein. Bei Schleifendurchléufen bezeichnen wir i. allg. mit i9 die Zeilennum-
mer und mit j9 die Spaltennummer.

j9=1 j9=2 j9=3 j9=n

i9=1 u(1,)  uw(1,2) u(1,3) u(1,n)

i9=2 u(2,1) u2,2) u(2,3) u(1,n)
(2.1)

i9=m u(m,1) Ll(m,Z) u(m,3) u(m,n)

Wir setzen den Beginn der Zahlung fur die Felddimensionierung mit 1 an. Das ermdglicht
die beste Ubersichtlichkeit in den Programmen. Die meisten Rechner beginnen die Zahlung
bei 0. In diesem Falle wird mit unserer Methode Speicherplatz verschenkt. Ist das unertrag-
lich, so erniedrige man in den Programmen alle Indizes um 1. Bessere BASIC-Versionen ver-
figen tber die Anweisung"“OPTION BASE . . .”. Hier wiirde fiir die Verwendung der Pro-
gramme in der angegebenen Form (auller bei den Bandmatrizen) “OPTION BASE 1" zu
geben sein.

Will oder muR man die Matrix in einem eindimensionalen Feld unterbringen, so wollen wir
bis auf Ausnahmen bei schwach besetzten Matrizen, auf die in den Abschnitten 2.3.6 bis
2.3.9 hingewiesen wird, einheitlich spaltenweise vorgehen. Rechteckige Matrizen sind dem-
nach folgendermafien zu indizieren:

u um+1) u@%km+1) ul(n—1)%m+1]
u2 um+2 u@*km+2) uf(n—=1)%m+ 2]

(2.2)
um) u(2%m) u(3%m) u(n*m)

Der Zusammenhang zwischen dem eindimensionalen Index k und den zweidimensionalen i
und j.gemaR der Anordnung in (2.1) ist demnach

k=i+({—1)%m (2.3)

Nachfolgend werden Programme fir die Operationen Addition, Subtraktion, Skalarmultipli-
kation, Kopieren, Drucken, Transponieren und Multiplikation angegeben. Aus Griinden des
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geringen Platzverbrauchs sind die sehr einfachen Operationen hier in CASE-Konstrukten
konzentriert. Die Programme sind flir ein- und zweidimensionale Abspeicherung der Matri-
zen angegeben.

2.1.1. Matrizenaddition

Berechnung mit dem Programm P 2.01 MATOP2 oder P 2.02 MATOP1. Steuerflag c1%=1
bewirkt, daR die Summe der Matrizen U, und U; in der Matrix U; abgelegt wird. c1%=3 be-
wirkt, da Matrix U, mit der Summe U, + U, liberschrieben wird.

Programm P 2.01. MATOP2. Fihrt in Abhéngigkeit vom Wert eines Steuerflags die Opera-
tionen Matrizenaddition und -subtraktion, Skalarmultiplikation, Kopieren, Drucken und
Transponieren aus.

10000 rem !====f-mcccemceccccr e e e e — e - !
10002 rem ! P2.01 MATOP2 !
10004 rem ! inp:a,cl%,m,n,ul(n,m),u2n,m),ud3(n,m) !
| ]
] ]

10006 rem int:i9,39,s9,t9
10008 rem out:u3(n,m),(C ulln,m),u2¢(n,m) )) !
10010 rem !|====---ccecmcccc e e e e e e e m— - !
10012 for i9=1 to m
10014 for j9=1 to n
10016 on c1% goto 10018,10022,10026,10036,10040,

10044 ,10048
10018 u3(i9,j9)=ul(i9,j9+u2(i9,iM ! addieren
10020 goto 10050
10022 u3(i9,ji9=u1(¢i9,j9=-u2¢i9,ji ! subtrahieren
10024 goto 10050
10026 s9=u1(i9,j9)+u2(i9,j9) ! Addition und
10028 t9=u1(i9,j9)-u2(i9,jd ! Subtraktion
10030 ul¢i9,j9)=s9
10032 u2(i9,j9)=t9
10034 goto 10050
10036 ul(i9,j9)=a*u1(i9,ji9) ! Skalarmultipli-
10038 goto 10050 ! kation
‘0040 u3(i9,ji=u1¢i9, i t kopieren
10042 goto 10050
©0044 print u1(i9,j9); ! drucken
10046 goto 10050
10048 u3(i9,j9I=u1¢(j9,i9) ! transponieren
10050 next j9
10052 if ¢1%=6 then print

10054 next 9

10056 if c1%<>7 goto 10064

10058 s9=m

10060 m=n

10062 n=s9

18064 return

10066 rem !===--cccercrcmmcccc e c e s e e e !

Das Programm setzt voraus, daR alle beteiligten Matrizen die gleiche Dimension haben.

Bedeutung der Variablennamen: .

u1(n,m), u2(n,m), u3(n,m)=Matrizen. u3(n,m) ist i. allg. die Ergebnismatrix. m Zeilenzahl; n

Spaltenzahl; c1% Steuerflag.

c1%=1 realisiert Addition von U;=U,+ U,

c1%=2 realisiert Subtraktion U;=U,— U,

c1%=3 realisiert Addition und Subtraktion und {iberschreibt die urspriinglichen Matrizen,
also U,=U,+ U, und U,=U,- U,
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c1%=4 fihrt die Skalarmultiplikation U,=a% U, aus

c1%=5 kopiert die Matrix U, nach U,

c1%=6 druckt die Matrix U, zeilenweise, fiihrt am Zeilenende Return aus

c1%=7 transponiert die Matrix U, und legt das Ergebnis in U; ab, also U; = UT. Vertauscht
anschlieBend m und n.

Programm P 2.02. MATOP1. Fihrt in Abhéngigkeit vom Wert eines Steuerflags die Opera-
tionen Matrizenaddition und -subtraktion, Skalarmultiplikation, Kopieren, Drucken und
Transponieren aus.

10070 rem !====-=----e-cce e e m e s s e s cn s e e - '
10072 rem ! P2.02 MATOP1
10074 rem ! inp:ta,cl%,m,n,ul(n*m),u2(n*m) ,u3(n*m)
i
1

10076 rem int:i9,3j9,L9,s9,t9
10078 rem ! out:u3(n*m), (C uln*m) ,u2(n*m) ))
10080 rem !=re=esecmeecm e e c e e s mem e ce— = !
10082 for i9=1 to m*n
10084 on c1% goto 10086,10090,10094,10104,10108,10112,
10120
10086 u3(i9=ul(i®)+u2(i9) ! addieren
10088 goto 10126
10090 udiN=ul(i9)=u2i9) ! subtrahieren
10092 goto 10126
10094 s9=u1(i9)+u2(i9) ! Addition und
10096 t9=u1(¢i9)=u2(i9) ! Suptraktion
10098 ul(i9)=s9
10100 u2(i9r=t9
10102 goto 10126
10104 ul(i9)=a*u1(i9) ! Skalarmultipli-
10106 goto 10126 ! kation
10108 u3(i9I=u1(i9)
10110 goto 10126
10112 L9=int ((i9=1)/n)*(1=n*m)+m*xi9-m+1
10114 print u3(L9); ! drucken
12116 if 19/n=int(i9/n) then print
10118 goto 10126
10120 L9=int ((i9=1)/n)* (1=n*m)+m*xi9=m+1
10122 u3@i9I=ul (L9 ! transponieren
10124 goto 10126

10126 next i9
10128 if ¢1%<>7 goto 10136 .
10130 s9=m ! Ricktaussch m,n

10132 m=n

10134 n=s9

10136 return

10138 rem !=====--cmcmmee e m e e c s C o c s oo —cme—— !

Das Programm setzt voraus, daR alle beteiligten Matrizen die gleiche Dimension haben und
in eindimensionalen Feldern spaltenweise abgespeichert sind.

Bedeutung der Variablennamen:

u1l(ms*n), u2(m3n), u3(ms*n)=Matrizen. u3(mskn) ist i. allg. die Ergebnismatrix. m Zeilen-
zahl; n Spaltenzahl; c1% Steuerflag. Funktionen in Abhéngigkeit vom Wert des Steuerflags s.
Bildunterschrift zu P 2.01.
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2.1.2. Matrizensubtraktion

Berechnung mit P 2.01 MATOP2 oder P 2.02 MATOP1. Steuerflag c1%=2 bewirkt, daB die
Differenz U,— U, in U, abgelegt wird. c1%=3 bewirkt, daR U, mit der Differenz U,— U, tber-
schrieben wird.

2.1.3. Skalarmultiplikation

Berechnung mit P 2.01 MATOP2 oder P 2.02 MATOP1. Steuerflag c1%=4 bewirkt, dal Ma-
trix U, mit dem Faktor a skalar multipliziert wird.

2.1.4. Kopieren

Realisierung mit P 2.01 MATOP2 oder P 2.02 MATOP1. Steuerflag c1%=5 bewirkt, da Ma-
trix U, in die Matrix U, kopiert wird.

2.1.5. Drucken

Realisierung mit P 2.01 MATOP2 oder P 2.02 MATOP1. Steuerflag c1%=6 bewirkt, daB die
Matrix in zweidimensionaler Form gedruckt wird. Die Formatierung und die Sicherung ge-
gen unerwiinschte Zeileniiberldufe sind rechnerspezifisch hinzuzufligen.

Programm P 2.03. MATTR2. Transponiert eine Matrix innerhalb eines quadratischen Feldes
und setzt den nicht von der transponierten Matrix belegten Feldbereich null.

10142 rem !==-==--=-eeeeecce e e s e e e e e !
10144 rem ! P2.03 MATTRZ2 !
10146 rem ! inp:m,n,ufm,n) !
! int:i9,3i9,p9,s9 !
] 1

10148 rem

10150 rem out:u(n,m) !

10152 rem !=====-c=e=c==- e e el !

10154 p9=m ! Suche nach gréBter
12156 if n>m then p9=n ! Dimension

10158 for i9=1 to p9% ! transponieren
10159 if i9+1>p9 goto 10170

10160 for j9=i9+1 to p9

10162 s9=u(i9, i

10164 u€i9,j9=u(ji9,i9)

10166 u(j9,i9)=s9

10168 next j9

10170 next i9

10172 for i9=1 to p9 ! Nullen des freien
10174 for j9=1 to p9 ! Bereichs

10176 if 19<=n then if j9<=m goto 10180

10178 u(i9,j9r=0

10180 next j9

10182 next i9

10184 s9=m ! Tausch von n und m
10186 m=n

10188 n=s9
1019@ return
10192 rem ! ------------------------ - - - - e - - !
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Es wird ein zweidimensionales Feld benutzt. m und n werden im AnschluB an die Operation
vertauscht. Das Programm setzt voraus, daR die erste i9-Schleife abweisend ist, d. h. nicht
durchlaufen wird, wenn der Anfangswert groBer als der Endwert ist. Ggf. ist eine bedingte
Sprunganweisung vorzuschalten.

Bedeutung der Variablennamen:

m Zeilenzahl der Originalmatrix; n Spaltenzahl der Originalmatrix; p9=sup(m,n) Dimension
des benoétigten quadratischen Speicherbereichs; u(p9,p9) benétigter Speicherbereich;
u(m,n) Originalmatrix; u(n,m) transponierte Matrix.

2.1.6. Transponieren

Mit P 2.01 MATOP2 oder P 2.02 MATOP1 kann die transponierte Matrix U7 gebildet und in
U, abgelegt werden. Die transponierte Matrix ist in umgekehrter Reihenfolge zu dimensio-
nieren. Ist also dim u1(n,m), so muB dim u2(m,n) gewahlt werden. Soll die urspriingliche Ma-
trix mit der transponierten Uberschrieben werden, so ist das Feld, in der die beiden Matrizen
nacheinander gespeichert werden, mit dim u1(p,p) als quadratisches Feld zu dimensionie-
ren, wobei p=sup(n,m) also der gréBere der beiden Werte n,m ist. Die Programme P 2.03
MATTR2 und P 2.04 MATTR1 fihren diese Operation aus. MATTR2 fiillt die nicht benétig-
ten Elemente der p*p-Matrix mit Nullen auf. Nach Ausfiihrung der Operation werden n und
m beztiglich ihres Wertes vertauscht.

In der Praxis ist zu (iberlegen, ob die Ausfiihrung der Operation nicht auch durch Indexrech-
nung in einer vor- oder nachgelagerten Routine méglich ist.

Programm P 2.04. MATTR1. Transponiert eine Matrix’ innerhalb ein und desselben Feldbe-
reichs.

10200 rem !===-==-cccemcmcmccccccmcrccm e c e e |
10202 rem ! P2.04 MATTR1
10204 rem ! inp:m,n,u(m*n)
1
[}

10206 rem int:i9,39,s9

10208 rem out:u(n*m)

10210 rem !======c~cmecec e c e c e e s c s s m e — e !
10212 for i9=1 to m

10214 for j9=i9+1 to n

10216 s9=u((j9=1)*m+i9)

10218 u(i9=1)Yxm+i9)=u((i9=1)*m+i9)

10220 u((i9=1)*m+j9)=s9

10222 next j9

10224 next i9

10226 s9=m ! Tausch von n und m
10228 m=n

10230 n=s9
10232 return
10234 rem l=-==-=-----cecceee e m e e e m e e e e !

Es wird ein eindimensionales Feld benutzt. m und n werden nach Abschlu der Operation
vertauscht.

Bedeutung der Variablennamen:

m Zeilenzahl der Originalmatrix bzw. Spaltenzahl der transponierten Matrix; n Spaltenzahl
der Originalmatrix bzw. Zeilenzahl der transponierten Matrix; u(m*n) Matrix.
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2.1.7. Matrizenmultiplikation

Die Multiplikation setzt voraus, daB die Anzahl der Spalten in der ersten Matrix mit der An-
zahl der Zeilen in der zweiten Matrix Gbereinstimmt. Die Dimension der Produktmatrix ist:
Zeilenzahl = Zeilenzahl der ersten Matrix

Spaltenzahl = Spaltenzahl der zweiten Matrix (Bild 2.1).

r--
L !
Ny N2 1 memy Uz|m
m[ U ] oem| o =[] 1
.
N n

Bild 2.1. Schema der Matrizenmultiplikation

Rechts das Schema von Falk, aus dem die Bedingungen fiir die Multiplizierbarkeit anschaulich hervorgehen. Die gestri-
chelte Flaiche muB} quadratisch sein.

Die Elemente der Produktmatrix werden nach folgender Formel gebildet:
Wil = u“V“ + U52V2] +...+ U|n1vmﬂ (2.4)

Das Matrizenprodukt héngt von der Reihenfolge der zu multiplizierenden Matrizen ab. Auch
bei quadratischen Matrizen ist i. allg. die Produktmatrix von der Multiplikationsreihenfolge
abhéngig. Vereinfachungen wiirden sich bei Diagonalmatrizen ergeben: Das Produkt zweier

Programm P 2.05. MATPR2. Bildet das Matrizenprodukt.

10240 rem !==<=-=-c--ccccccmc e c e e — e e e !
10242 rem P2.05 MATPR2
10244 rem inp:m1,m2,n1,n2,ul1(m1,n1),u2(m2,n2)

!

'
10246 rem ! int:i9,39,k9
10248 rem ! out:el%,u3(m1,n2)
10250 rem !=====c-c-ecccccc e r e e e e e !
10252 e1%=0
18254 if n1<>m2.goto 10274
10256 for i9=1 to m1

10258 for j9=1 to n2

10260 u3(i9,j9)=0

10262 for k9=1 to n1

10264 u3(i9,j9=u3(i9,ji9N+u1(i9, k9 *u2(k9,3i9)
10266 next k9

10268 next j9

10270 next i9

10272 goto 10276

10274 el%=1

10276 return

10278 rem !===-c-remcccccccccc e mecc e cc e m e cccc e —— |

Die drei Matrizen befinden sich in zweidimensionalen Feldern.

Bedeutung der Variablennamen:

ul(m1,n1) erste Faktormatrix; u2(m2,n2) zweite Faktormatrix; u3(m1,n2) Produktmatrix;
m1,m2 Zeilenzahl der ersten bzw. zweiten Faktormatrix; n1,n2 Spaltenzahl der ersten bzw.
zweiten Faktormatrix; e1% Fehlerflag; e1%=1 bedeutet n1 ungleich m2, d. h. nicht verket-
tete Faktormatrizen.
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Diagonalmatrizen ist wieder eine Diagonalmatrix. Dieser Spezialfall ist in den folgenden Pro-
grammen jedoch nicht als Vereinfachung besonders beriicksichtigt. Das Programm P 2.05
MATPR2 gibt das Matrizenprodukt fir den Fall zweidimensionaler Abspeicherung, P 2.06
MATPR1 fiir den Fall eindimensionaler Abspeicherung der Matrix, P 2.07 MATPRK multipli-
ziert Matrizen mit komplexen Elementen. Dabei sind die komplexen und die imaginédren An-
teile der Elemente in getrennten zweidimensionalen Feldern gespeichert. Die folgenden Bei-
spiele kénnen zur Programmtestung dienen:

m1=2 n1=3 m2=3 n2=4

1 1 5 0
1 2 -3 -5 0 -20 -3
k|0 4 -2 0}=
-4 5 6 8 34 12 6
2 3 7 1
m1=2 n1=2 m2=2 n2=3
1-6i 2+5i*1+2i 1-2i 5— i_ —-31+16i 16+ 26i — 8 + 25i
—4-3i 5+2i/ \0+4i 4+ i —2+3i -6+ 9i 8+18i -39+ Oi

Programm P 2.06. MATPR1. Bildet das Matrizenprodukt.

10282 rem !====----coeemccccccccmcmcccce e cccmccccccme————— !
10284 rem ! P2.06 MATPR1
10286 rem ! inp:m1,m2,n1,n2,ul(m1*n1),u2(m2*n2)
1
|

10288 rem int:i9,39,k9,L9
10290 rem out:el%,u3(m1*n2)
10292 rem !==--==------------ B e Rt !

10294  e1%=0
10296 if n1<>m2 goto 10318
10298  for i9=1 to m1

10300 for j9=1 to n2

10302 L9=i9+(j9=1)*m1

10304 u3(L9>=0

10306 for k9=1 to n1 .

10308 u3(Ll9)=u3 (L +ul (i9+(k9=1)*m1)*u2(k9+(j9=1)*m2)
10310 next k9

10312 next j9

10314 next 19

10316 goto 10320

10318 el%=1

10320 return

10322 rem !==----------cecomcm e cesec oo e oo cceosooooo—oooo- !

Die drei Matrizen befinden sich in eindimensionalen Feldern.

Bedeutung der Variablennamen:

ul(m1,n1) erste Faktormatrix; u2(m2,n2) zweite Faktormatrix; u3(m1,n2) Produktmatrix;
m1,m2 Spaltenzahl der ersten bzw. zweiten Faktormatrix; 1% Fehlerflag; e1%=1 bedeutet
n1 ungleich m2, d. h. nicht verkettete Faktormatrizen.
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Programm P 2.07. MATPRK. Bildet das Produkt zweier Matrizen mit komplexen Elementen.

10390 rem !=====-=--c-eecee e e e e e s e ee - !

10392 rem ! P2.07 MATPRK

10394 rem ! inp:m1,m2,n1,n2,ul(m1,n1),u2m2,n2), !
! vi(m1,n1),v2(m2,n2) !

10396 rem ! int:i9,39,k9 !

10398 rem ! out:e1%,u3(m1,n2),v3(m1,n2) !

10400 rem !====c-ercecccmcm e e e m—— e - !

10402 e1%=0
10404 if n1<>m2 goto 10428
10406 for i9=1 to m1

10408 for j9=1 to n2

10410 u3(i9,j9)=0

10412 v3(i9,3j9)=0

10414 for k9=1 to n1

10416 u3(i9,j9)=u3(i9, i +u1(i9,k9)*u2(k9,j9) -

) =v1(i9,k9)*v2(k9,i9)

10418 v3(i9,3i9)=v3(i9,j9)+u1(i9,k9)*v2(k9,j9)+
+v1(i9,k9)*u2(k9,3i9)

10420 next k9

10422 next j9

10424 next i9

10426 goto 10430

10428 el1%=1

10430 return

10432 rem !====c=-ccc-mccccnccccce e c e c e e c e !

Real- und Imaginérteile sind in getrennten zweidimensionalen Feldern gespeichert.

Bedeutung der Variablennamen:

u1(m1,n1), vi(m1,n1) Real- und Imaginérteil der ersten Faktormatrix; u2(m2,n2), v2(m2,n2)
Real- und Imaginarteil der zweiten Faktormatrix; u3(m1,n2), v3(m1,n2) Real- und Imaginérteii
der Produktmatrix;-m1, m2 Zeilenzahl der ersten bzw. zweiten Faktormatrix; n1,n2 Spalten-
zahl der ersten bzw. zweiten Faktormatrix; 1% Fehlerflag; e1%=1 bedeutet n1 ungleich m2,
d. h. nicht verkettete Faktormatrizen.

2.1.8. Matrixinversion

Ziel der Matrixinversion ist die Berechnung der zu einer gegebenen quadratischen Matrix U
inversen Matrix U™, so daR U-U~" = E gilt. Dabei ist E die Einheitsmatrix, eine nur mit dem
Wert 1 auf der Hauptdiagonalen besetzte Matrix. Als Methoden zur praktischen Berechnung
eignen sich die fur die Losung von Gleichungssystemen {blichen, also z. B. GauB3-Verfah-
ren, Crout-Verfahren und GauB-jordan-Verfahren; u. a. bei Gastinel [Gast 72] sind diese
Verfahren beschrieben und die Anzahl notwendiger Rechenoperationen gegeniibergestellt.
Es zeigt sich, daf die Unterschiede bezlglich der Operationenzahl nicht erheblich sind. Wir
beschreiben hier das sog. Austauschverfahren, das in der dargelegten Form dem GauB-jor-
dan-Verfahren sehr dhnlich ist.

Neben die zu invertierende Matrix wird — das muf8 im Rechner nicht notwendig so ausge-
filhrt werden — eine Einheitsmatrix E gleicher GroRe geschrieben. Die Matrix U wird wie
beim GauB-Jordan-Verfahren allméhlich in die Einheitsmatrix tibergefiihrt. Die dazu notwen-
digen Operationen werden in entsprechender Weise auf beide Matrizen angewendet.
Nach Ausfiihrung aller Rechenschritte ist aus der Einheitsmatrix die invertierte Matrix U’
geworden und aus der urspriinglichen Matrix U eine Einheitsmatrix. Die Inversion einer
3%3-Matrix gestaltet sich folgendermaRen:
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® Matrix und entsprechende Einheitsmatrix bereitstellen:

Uy Uz Ugg |1
Uy Up Uxs|0
Uz Uz U0

0 0
10
0 1

® u,; wird als sog. Pivotelement verwendet. Die Pivotierung ist ausfihrlicher im Abschn.
2.3.2. erlautert. Die erste Zeile (Pivotzeile) beider Matrizen wird durch das Pivotelement
geteilt. Danach wird die erste Zeile nach Multiplikation mit u,; von der zweiten und nach
Multiplikation mit u;; von der dritten Zeile subtrahiert:

Uqq Us Uqs
Uy Uqs U
Upt = Upt Uy — Uge 2 Upg — Upy
21 21° 22 — Uzt 23 — Uz1”
Uy, Uy U
Up = Ut gy = Ugp2 Ugg — Ugpa
31 31" 32 31 33 31°
Uy, Uqg Uqg

1
— 0
Uy
U1
-—— 1
Uy
Usz4
-— 0
U1

0

1 uf,
0 uj
0 uj

* %
Uiz | Vy
* *
Uz3 | V21

* *
Usz | V34

(= =
- O O

u,, sei Pivotelement. Die zweite Zeile (Pivotzeile) beider Matrizen wird durch das Pivotele-

ment geteilt. Danach wird die zweite Zeile nach Multiplikation mit u;, von der ersten Zeile

und nach Multiplikation mit us, von der dritten Zeile subtrahiert:

u*

2
1T U U
Uz,
uz,
0 *
U
us,
0 up-—uh-—
Uz

*

U1*3 - U?z -
Uz
Uz
*
Uz
*
o U2
Uz — U3, o
22

ViUl

*
Va1

*
Uy

* *x <
V3 ~ Uz,

* *
Vo Up
* *
Uz Uz

1
us,
* *
V2 _Up
* *
Uz Uz

0

1 0
=10 1
0 0

*%k %%k
Ugs [ Ve
%k % %
Uzz | V21

*%k ¥k
U3z | V3

% %k
Viz
vi

% %k
Vaz

Als letztes Pivotelement wird u3y verwendet. Die Pivotzeile beider Matrizen wird durch

das Pivotelement dividiert. Nach Multiplikation mit u3; wird die Pivotzeile von der zweiten
Zeile beider Matrizen und nach Multiplikation mit uff von der ersten Zeile beider Matri-

zen subtrahiert:

10 up-ugs
0 1 ui-ujy-
uly
0 0 -
Us3
1 0 oV
=0 1 O0fv*
0 0 v

ugs

U

%k
Us3
* %
Uss

%ok
Vaz

% %k
V22

% %k
Viz

VEE
Ve — 3
1" 13 U**
33
ok
VEE — k. Vai
21 23 ur
33
*k
V3
*
Uiz
Fkok
Vi3
koK
Va2
ok
V33

*k _ kK,
Vig — U3

Kk,
Va2 ~ Uy

%%k
V32

¥k
Us3

%k
Vi2

k%
Us3

* %
Va2
%%
Us3

%%
Ujs

TRk
Us3

%k
Uz
**k
Us3

1

*%k
Us3

Rechts steht die inverse Matrix V= U"" und links nunmehr die Einheitsmatrix.
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Bei Verfolgung des Rechengangs stellt man fest, daB in der rechten Matrix spaltenweise ge-
rade in dem MaRe signifikante Information zuwéchst wie in der linken Matrix Platze frei wer-
den. Es ist deshalb auf einfache Weise mdglich, mit dem Speicherplatz fiir eine einzige Ma-
trix auszukommen, indem die neu entstehenden Elemente v; auf die Platze der links entste-
henden Einheitsmatrix geschrieben werden.

Programm P 2.08. MATINO. Matrizeninversion ohne Pivotierung.

10440 rem !====-==--ccccccrerccccrcr e c e m e — e !
10442 rem ! P2.@8 MATINY !
10444 rem ! inp:df,n,uln,n) !
10446 rem ! int:f9,i%,j9,k9,p9, !
10448 rem ! out:elw,uln,n) !
10450 rem !===--mecccccccccccc e mmce e m e e e — e !

10452  e1%=0
10454 for i9=1 to n

10456 p9=u(i9,i9)

10458 if abs(p9)<d1 goto 10488
10460 for j9=1 to n

10462 if j9=i9 goto 10474
10464 f9=u(j9,i9)/p9

10466 for k9=1 to n

10468 u(j9,k9)=u(j9,k9-ui9, k9)*f9
10470 next k9 ’

10472 u(j9,i9)=-f9

10474 next j9

10476 for j9=1 to n

10478 u(i9,j9)=u(i9,j9)/p9
10480 next j9

10482 u(i9,i9)=1/p9

10484 next i9

10486 goto 10490

10488 - el1%=1

10490 return

18492 rem !===--=----ccem e e e e !

Die urspriingliche Matrix wird von der invertierten tiberschrieben.

Bedeutung der Variablennamen:
u(n,n) Matrix; n Dimension der Matrix; €1% Fehlerflag; e1%=1 singuldre Matrix.

Die programmtechnische Realisierung ist relativ einfach und wird im Programm P 2.08 MA-
TINO ausgefuhrt. Dieses Programm hat keine Sicherungen gegen ungiinstigen Matrixaufbau
und ist deshalb nur bei unkritischer Kondition geeignet. Im Programm P 2.09 MATINM ist
schlieBlich zusatzlich das Verfahren der totalen Pivotsuche angewendet, {s. auch Abschn.
2.3.2), d. h., in der gesamten Matrix wird nach dem groRten verwendbaren Pivotelement ge-
sucht. Die Position des so gefundenen Pivotelements wird in den beiden eindimensionalen
Hilfsfeldern x9%(n) und y9%(n) beziglich Zeile und Spalte festgehalten. Diese Hilfsfelder
sind im Hauptprogramm zu dimensionieren. Nach Abschlu8 der eigentlichen Inversion wer-
den die durch die Pivotierung zustande gekommenen Zeilen- und Spaltenvertauschungen
auf def Basis der Informationen in den Hilfsfeldern wieder riickgdngig gemacht. Die totale
Pivotierung ist in &hnlicher Form enthalten im Programm von C. Bau [Enge 85] bzw. in den
“Scientific Subroutines” von DEC und im Standardpaket von [Hew! 79].

Eine Information (iber die Genauigkeit der Losung liefert die TestgréBe t1, die bei Differenz-
bildung den kleinsten aufgetretenen Relativwert der Differenz angibt, also

= Vi Uik Vig/ U (2.5)
V“



60 2. Lineare Algebra und Matrizenrechnung

Liegt dieser Wert in der GréBBe der Maschinenkonstante 278 (m Wortlinge der Mantisse in
Byte), so war die zu invertierende Matrix nahezu singulér, und die invertierte Matrix ist ent-
sprechend ungenau. AuBerdem kann ohne merklichen Mehraufwand die Determinante be-
rechnet werden; ihre GroRe gibt ebenfalls einen Hinweis auf die Kondition der Matrix.

Es muB darauf hingewiesen werden, daB die Matrizeninversion nur dann benutzt werden
sollte, wenn die invertierte Matrix explizit bendétigt wird. Insofern handelt es sich um ein in
der Numerik vergleichsweise seiten bendétigtes Verfahren. Zur Losung von Gleichungssyste-
men mit verschiedenen Spaltenvektoren ist die Matrizeninversion nicht zu empfehlen; der
Aufwand an Rechenzeit ist wesentlich groBer als bei Benutzung z. B. des Banachiewicz-Algo-
rithmus mit Anwendung auf mehrere rechte Seiten [Enge 85]; s. hierzu Abschnitt 2.3.
Jedes der angegebenen Programme Uberschreibt die Originalmatrix. Wenn beide Matrizen
weiter benétigt werden, dann ist die Originalmatrix vor Beginn der Inversion in ein anderes
Feld zu kopieren.

Wegen der Verwendung der totalen Pivotierung ist MATINM auch zur Rangbestimmung an
quadratischen Matrizen gut geeignet. Die GréBe r1 kann wahlweise berechnet und abge-
fragt werden. Bendétigt man nur den Rang, so kann der Teil Riickvertauschung (dritte
i9-Schleife) entfallen.

Ein spezielles Programm flir Matrizen in eindimensionalen Feldern geben wir hier nicht an.
Auf Kosten eines etwas vergroferten Zeitaufwands fir die Indexrechnung kann man die an-
gegebenen Programme sehr einfach modifizieren. Wir setzen voraus, daB wie in (2.2) indi-
ziert wird und daR alle Felder mit 1 beginnend gezahit werden. Dann gilt fir den Index k des
eindimensionalen Feldes (2.3).

Beispiele fur die Programmtestung finden sich am Ende des Abschnitts 2.3.

Programm P 2.09. MATINM. Matrizeninversion mit totaler Pivotierung.

10500 rem !======r--cec-ccrccccnoo- e bbbttt i !
10502 rem ! P2.09 MATINM !
105@4 rem ! inp:d1,n,ul(n,n) !
10506 rem ! int:f9,h9,i19,3i9,k9,m9,p9,x9,y9, )
[ x9(n),y9(n) !
) I

10508 rem ! out:el%,d,r1,t1,uln,n) !

10510 rem !==<===eccccmccccccmccc e e e e e e e cnc e —— - !

16512 el%=0

10514 d=1

10516 t1=1e38

10518 for i9=1 to n ! Permutations=
10520 x92(i9)=0 ! vektoren nullen
10522 y9(i9)=0

108524 next 19

10526 for i9=1 to n ! Pivotsuche
18528 p9=0

10530 for j9=1 to n

10532 if x9(j9)<>0 goto 10548

10534 for k9=1 to n

10536 if y9(k9)<>0@ goto 10546

10538 if abs(u(j9,k9))<=p9 goto 10546

10540 p9=abs(u(j9,k9))

10542 x9=3j9

10544 y9=k9

18546 next k9

10548 next j9

10550 if abs(p9)>d1 goto 10560 ! Aussprung bei
10552 d=0 ! Singularitét
10554 e1%=1

10556 r1=i9=1 ! Rangbestimmung
10558 goto.10650

10560 r1=i9

10562 x9(x9)=y9
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10564 y9(y9)=x9

10566 p9=u(x9,y9)

10568 for j9=1 to n ! Inversion

10570 if j9=x9 goto 10592

10572 f9=u(j9,y9)/p9

10574 for k9=1 to n

10576 t9=u(j9,k9)

10578 u€i9,k9=u(ji9,k9)-u(x9,k9)*f9 ! Vielfaches der

10580 if y9=k9 goto 10588 ! Pivotzeile subtra-

10582 if t9=0 goto 10588 ! hieren

10584 t9=abs(u(j9,k9)/t9) ! TestgrdBe bilden

10586 if t9<t1 then t1=t9

10588 next k9

10590 u(j9,y9)==-9 ! Pivotspalte der in-

10592 next j9 ! vertierten Matrix

10594 for j9=1 to n ! besetzen

10596 ulx9,j9)=u(x9,j9)/p9

10598 next j9

10600 u(x9,y9)=1/p9 ! auf Pivot das Ele-
! ment der invertier-
! ten Matrix setzen

10602 d=d*p9 ! Determinante

10604 next 19

10606 for i9=1 to n ! RUckordnung

106@8 m9=x9(i9)

10610 if m9=i9 goto 10628

16612 for j9=1 to n

10614 h9=u(i9,j9)

10616 udi9,ji®)I=ulm9,ji9)

10618 ulm9,3j9)=h9

10620 next j9

10622 x9(i9)=x9(m9)

10624 x9(m9)=m9

10626 goto 10608

10628 m9=y9(i9)

10630 if m9=19 goto 10650

10632 for j9=1 to n

10634 h9=u(j9,i9)

10636 u(j9,i9)=u(j9,m9)

10638 u(j9,m9)=h9

10640 next j9

10642 y9(i9)=y9(m9)

10644 y9(m%9)=m9

10646 goto 10628

10648 next 19
10650 return
10652 rem I ------------------------------------------------ !

Die urspriingliche Matrix wird von der invertierten iberschrieben. Das Programm liefert
auch den Rang der Matrix sowie den kleinsten Wert der im Laufe der Berechnung aufgetre-
tenen relativen Differenz als MaR fiir die Genauigkeit der Inversion. — Auf der Basis der in
den Hilfsfeldern gespeicherten information wird die Matrix im Anschlu8 an die Inversion
wieder umgeordnet und damit die dem Originalzustand entsprechende Anordnung der Ele-
mente-der invertierten Matrix wiederhergestellt.

Bedeutung der Variablennamen:

u(n,n) Matrix; n Dimension der Matrix; e1% Fehlerflag; e1%=1 singuldre Matrix; d1 kleinste
zuldssige GroRe des Pivotelements; r1 Rang der urspriinglichen Matrix; t1 kleinster Wert der
bei der Umrechnung aufgetretenen relativen Differenz zweier Elemente; x9(n), y9(n) Hilfsfel-
der fur die Pivotierung. Diese Felder sind im Hauptprogramm zu dimensionieren.
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2.2. Matrizeneigenschaften und -kennzahlen

Eine Reihe von Matrizeneigenschaften ist durch Zahlenwerte gekennzeichnet. Solche Eigen-
schaftskennzahlen knnen bestimmt sein durch die Elemente auf der Hauptdiagonalen (Spur
der Matrix), durch Elementkombinationen in Zeilen oder Spalten und in der gesamten Ma-
trix. Wir fassen die einfacheren Berechnungen hier aus Griinden der Platzersparnis in die
drei CASE-Konstrukten P 2.10 ZSNORM, P 2.11 SUNORM und P 2.12 MMNORM zusam-
men. Ggf. kann man leicht auf die Berechnung nur einer Kennzah! abristen.

2.2.1. Spur der Matrix

Die Spur einer quadratischen Matrix ist gegeben durch die Summe der Elemente auf der
Hauptdiagonalen [Zurm50]:

s=a;+agt...+a,. (2.6)
Berechnung mit Programm P 2.10 ZSNORM. Steuerflag c1%=4. Bedingung: m=n.

2.2.2. Zeilennorm

Die Zeilennorm ist die maximal vorkommende Summe der Absolutwerte der Elemente in ei-
ner Zeile. b1 gibt diesen groRten Absolutwert an, a1 die Nummer der Zeile, in der der Abso-
lutwert seinen groBten Betrag annimmt. Sind zwei Zeilensummen gleich, so wird die klei-
nere Zeilennummer ausgegeben. Ist die Matrix leer, dann gibt a1 den Wert 1 aus. Berech-
nung mit P 2.10 ZSNORM. Steuerflag c1%=1.

Programm P 2.10. ZSNORM. Berechnet in Abhéngigkeit vom Wert eines Steuerflags Zeilen-
und Spaltennorm sowie Spur einer Matrix.

10660 rem !===c--=-c-er-cc—ee— o meeemeeccccemceme e oo mm—mee !
10662 rem ! P2.10 ZSNORM
10664 rem ! inp:¢1%,m,n,u(n,m)
]
[}

10666 rem int:i9,j9,t9
10668 rem out:al,b1,e1%
10678 rem !|====ccccccmcccccccceccc-cccccee—ee——————e———————— 1

10672 e1%=0

10674 if c¢1%=3 goto 10678
10676 if n<>m goto 10710
10678 al=1

10680 b1=0

10682 for i9=1 to n

10684 if c1%<>3 goto 10690

10686 b1=b1+u(i9,i9)

10688 goto 10706

10690 t9=0

10692 for j9=1 to m

10694 if ¢1%=1 then t9=t9+abs(u(i9,j9))
10696 if ¢1%=2 then t9=t%+abs(u(j9,i9))
10698 next j9

10700 if t9<=b1 goto 10706

10702 al=i9

10704 b1=t9

10706 next 19

10708 goto 10712

10710 el1%=1

10712 return

18714 rem !==-e-=mccwceccccc e r e m e e c e m e e !
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Bedeutung der Variablennamen:

u(n,m,) Matrix; m Zeilenzahl; n Spaltenzahl; c1% Steuerflag. c1%=1 liefert die Zeilennorm,
c1%=2 die Spaltennorm und c1%=3 die Spur einer quadratischen n*n-Matrix.

al Zeile oder Spalte mit grofter Absolutwertsumme; b1 Zeilen- oder Spaltennorm bzw.
Spur.

2.2.3. Spaltennorm

Die Spaltennorm ist die maximal vorkommende Summe der Absolutwerte der Elemente in ei-
ner Spalte. b2 gibt diesen gréBten Absolutwert an, a2 die Nummer der Zeile, in der der Ab-
solutwert seinen groBten Betrag annimmt. Sind zwei Spaltensummen gleich, so wird die klei-
nere Spaltennummer ausgegeben. Ist die Matrix leer, so gibt a2 den Wert 1 aus. Berech-
nung mit P 2.10 ZSNORM. Steuerflag c1%=2.

2.2.4. Euklidische Norm

Die Euklidische Norm, auch Frobenius-Norm oder Betrag der Matrix genannt, ist die Wurzel
aus der Summe der Quadrate sdmtlicher Elemente u; einer Matrix. Berechnung mit Pro-
gramm P 2.11 SUNORM. Steuerflag c1%=1.

Programm P 2.11. SUNORM. Bestimmt in Abhiéngigkeit vom Wert eines Steuerflags die eu-
klidische Norm einer Matrix, die Betragssummennorm oder die Summe aller Matrixele-
mente.

10720 rem !======-cr-eccccmccccmncccnnena— Seemcercccccsna- !
10722 rem ! P2.11 SUNORM !
10724 rem ! inp:cl1%,m,n,u(n,m) !
10726 rem ! int:19,39 '
10728 rem ! out:b1 !
10730 rem !==-=-cs-meccccccccece e rrc e c e e !

10732 b1=0
10734 for i9=1 to n

10736 for j9=1 tom

10738 if ¢1%=1 then b1=b1+u(i9,j9)"2
Q740 if c1%=2 then b1=b1+abs(u(i9,j?))
“Q742 if ¢1%=3 then b1=b1+u(i9,j9)
10744 next j9

10746 next i9

10748 if ¢c1%=1 then b1=sqr(b1)

18750 return .
B A T T e !

Bedeutung der Variablennamen:

u(n,m)Matrix; m Zeilenzahl; n Spaltenzahl; c1% Steuerflag. c1%=1 liefert die euklidische
Norm, c¢1%=2 die Betragssummennorm und c1%=3 die Summe aller Elemente; b1 enthilt
die Norm entsprechend dem Wert von c1%.

2.2.5. Betragssummennorm

Die Betragssummennorm ist die Summe der Absolutbetrége aller Matrixelemente. Berech-
nung mit P 2.11 SUNORM. Steuerflag c1%=2.
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2.2.6. Elementsummennorm

.Die Elementsummennorm ist die Summe aller Matrixelemente. Berechnung mit P 2.11 SU-
NORM. Steuerflag c1%=4.

2.2.7. GroBtes Matrixelement

Bestimmung mit Programm P 2.12 MMNORM. Steuerflag c1%=1.

a1 und a2 liefern Zeile und Spalte des gréf8ten Elements, b1 den Wert dieses Elements. Kom-
men mehrere Elemente fiir den GroBtwert in Frage, so liefern a1 und a2 die kleineren
Werte. Bei leerer Matrix sind a1=a2=0.

Programm P 2.12. MMNORM. Bestimmt in Abhangigkeit vom Wert eines Steuerflags aus
einer Matrix das groRte und das kleinste Element sowie das Element gr6Bten und kleinsten
absoluten Betrags.

10760 rem !===-==-r-esmec e e e e e ——— e~ !
10762 rem ! P2.12 MMNORM !
10764 rem ! inp:cl1%,m,n,uln,m) !
10766 rem ! int:i19,j9 !
10768 rem ! out:al,b1 !
10770 rem, !===-=-=-ccccmmcmccc e e e r e r e e e crc e mc e !

10772 al=1

10774 a2=1

10776 if c1%=1 then b1=-1.7e38
10778 if c1%=2 then b1=+1.7e38
10780 if ¢1%=3 then b1=0

10782 if c1%=4 then b1=+1.7e38
10784 for i9=1 to n

10786 for j9=1 to m

10788 if ¢1%=1 then if u(i9,j9)>b1 then gosub 10804

10790 if ¢1%=2 then if u(i9,j9)<b1 then gosub 10804

10792 if ¢1%=3 then if abs(u(i9,j9))>abs(b1) then
gosub 10804 )

10794 if ¢1%=4 then if abs(u(i9,j9))<abs(b1) then
gosub 10804

10796 next j9

10798 next i9
10800 goto 10812

10802 rem uup elementmarkierung
10804 al=i9

10806 a2=j9

10808 b1=L(i9,j9)

10810 return
10812 return
10814 rem l ------------------------------------------------ !

Bedeutung der Variablennamen:

u(n,m) Matrix; m Zeilenzahl; n Spaltenzahl; c1% Steuerflag. c1%=1 liefert das groBte,
c1%=2 das kleinste Matrixelement; c1%=4 liefert das Element groRten Absolutbetrags,
c1%=8 das Element kleinsten Absolutbetrags.

a1, a2 Zeilen- bzw. Spaltennummer des extremalen Elements; b1 Wert des extremalen Ele-
ments.

2.2.8. Kleinstes Matrixelement

Bestimmung wie fiir groBtes Element. Steuerflag c1%=2.
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2.2.9. Absolut gréB3tes Matrixelement

Bestimmung wie fiir groBtes Element. Steuerflag c1%=3.

2.2.10. Absolut kleinstes Matrixelement

Bestimmung wie flr groBtes Element. Steuerflag c1%=4.

2.2.11. Symmetrie

Es wird auf Symmetrie zur Hauptdiagonale geprift. Man verwende Programm P 2.13 SYM-
MET. Voraussetzung ist eine quadratische Matrix.

Programm P 2.13. SYMMET. Stellt fest, ob eine Matrix symmetrisch zur Hauptdiagonalen ist
bzw. ob die Abweichungen von der Symmetrie eine vorgegebene Fehlerschranke unter-
schreiten.

10820 rem !====-=---mcmecec e r e e e e —c e !
10822 rem ! P2.13 SYMMET !
10824 rem ! inp:di1,n,ul(n,n) !
10826 rem ! int:19,39 !
10828 rem ! out:el%

10830 rem !==-=--c-cmcmceecccm e e c e s e e e m e s !

10832 el1%=0
10834 for i9=1 to n-1

10836 for j9=i+1 to n
10838 if abs(u(i9,j9)/u(j9,i9)=1)>d1 goto 10846
10840 next j9

10842 next i9

10844 goto 10848

10846 el%=2

10848 return

10850 rem !===<c=--c-cccmecccmcccccc e rrc e n e m e !

Bedeutung der Variablennamen:

u(n,n) quadratische Matrix; n Zeilen- bzw. Spaltenzahl; d1 Toleranz fiir Abweichung von der
Symmetrie. Die Toleranz wird als relative Differenz der quasisymmetrischen Elemente ver-
standen; d1 muB positiv sein. e1% Fehlerflag. e1%=0 bedeutet, daB8 die Matrix innerhalb der
vorgegebenen Toleranz symmetrisch ist; e1%=2 bedeutet Unsymmetrie.

2.2.12. Determinante

Fur die Berechnung des Wertes einer Determinante bieten sich zwei Verfahren an: die Be-
rechnung nach dem Entwicklungssatz von Laplace mit schrittweiser Verkleinerung der
GroRe der Unterdeterminanten sowie die Berechnung mit Hilfe des sog. verketteten Algo-
rithmus. Wegen gréRerer Geschwindigkeit behandeln wir hier nur das letztgenannte Verfah-
ren. Der verkettete Algorithmus, d. h. die Zerlegung in Dreiecksmatrizen, ist in der Literatur
vielfach beschrieben worden (s. z. B. [Hilb77] [Fors71] [Bach 82]).

Programm P 2.14 DETERO und P 2.15 DETERM berechnen den Wert der Determinante nach
diesem Verfahren. DETERO arbeitet ohne, DETERM mit Pivotierung. Im mittleren Teil des
Programms DETERM wird die partielle Pivotierung und eventuelle Zeilenvertauschung aus-

5 Rothe
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gefithrt. Danach folgt die Dreieckszerlegung und in der letzten Schleife die Multiplikation
der Diagonalelemente.

Programm P 2.14. DETERO. Berechnet die Determinante einer Matrix.

10860 rem !==--ccmecemeccecc e mem e !

10862 rem ! P2.14 DETERO !

10864 rem ! inp:n,u(n,n) '

10866 rem ! int:i9,39,k9 !

10868 rem ! out:d 3

10870 rem !===-==---ccecccccccrrce e ccc e cc e — e !

10877 if n=1 goto 10904

10872 for i9=1 to n-1 ! Dreieckszerlegung
10874 for j9=i9+1 to n

10876 u(ji9,i9)=u(j?,i9)/u¢i9,i9)

10878 next j9

10880 if 19=1 goto 10892

10882 for j9=i9+1 to n

10884 for k9=1 to i9=-1

10886 uli9,ji9=uli9, i =-uli9, k) *u(k9,ji®

10888 next k9

10890 next j9

10892 for j9=i19+1 to n

10894 for k9=1 to i9

10896 u(j9,i9+1)=u(j9,i9+1)-u(j9,k9)*u(k9,i9+1)

10898 next k9

10900 next j9

10902 next 19

10904 d=1

10906 for i9=1 to n ! Produkt der
10908 d=d*u(i9,i9) ! Diagonalelemente

10910 next i9

18912 return

10914 rem !===c--reccccccccc e e c e e rc e n e cmr e e e ——————— !
Es erfolgt keine Pivotierung und keine Sicherung gegen Singularitat.

Bedeutung der Variablennamen:
u(n,n) Matrix; n Zeilen- bzw. Spaltenzahl der Matrix; d Wert der Determinante.

Bei gréReren Systemen (n > etwa 20) kann der Wert der Determinante auch dann sehr grof
werden, wenn die Matrixelemente von der GréBenordnung 1 sind [Fors71]. Man muR in sol-
chen Féllen das Programm modifizieren, z. B. in der Weise, daf das Produkt der Diagonal-
elemente als Summe der Logarithmen von deren absoluten Betrédgen gebildet wird. Das Vor-
zeichen der Determinante ist in diesem Fall als Produkt der SGN-Funktionen der Faktoren zu
bilden.

Beispiele zur Testung der Unterprogramme P 2.14 DETERO und P 2.15 DETERM sind im Ab-
schnitt 2.3 angegeben.

Fiir den praktisch haufigen Fall n=3 wird man statt mit P 2.14 DETERO bzw. P 2.15 DETERM
zweckmiBiger mit der folgenden Formel von Sarrus rechnen:

d=u(1,1)%u(2,2)*u(3,3) +u(2,1) % u(3,2) % u(1,3) }
+u(3,1) %k u(1,2) * u(2,3) — u(3,1) %k u(2,2) *u(1,3) 2.7)

—u(2,1) % u(1,2) % u(3,3) — u(1,1) % u(3,2) *k u(2,3)
sowie in dem sehr einfachen Fall n=2 mit

d=u(1,1)*%u(2,2) —u(1,2) %k u(2,1) (2.8)

Die Berechnung des Wertes einer Determinante mit komplexen Elementen gestaltet sich in
entsprechender Weise. Programm P 2.16 DETERK ist ein Programm, das in diesem Fall ein-
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Programm P 2.15. DETERM. '‘Berechnet die Determinante einer Matrix und verwendet die
partielle Pivotierung.

10920 rem !==<===ccecccccccarccccccncaa=— —————- e s e e——— !
12922 rem ! P2.15 DETERM !
10924 rem ! inp:di,n,u(n,n) t
10926 rem ! int:i9,j9,k9,19,s9 !
10928 rem ! out:d,el%,r1 !
10930 rem !=====-=ccecccoccccccoas el D DL L LD L LD Dt !

10932 e1%=0
10934 for i9=1 to n-=1

10936 L9=19 ! Suche nach gréfitem
10938 s9=abs(u(i9,i9)) ! Element der
10940 for j9=i9+1 to n ! i9-ten Spalte
10942 if s9>abs(u(j9,i9)) goto 10948 b

10944 s9=abs(u(j9,i9))

10946 L9=j9

10948 next j9

10950 if abs(s9)<d1 goto 11022 ! Pivot zu klein
10952 if L9=i9 goto 10964

10954 for j9=1 to n

10956 s9==-u(i9,ji9)

10958 u(i9,j?=ull9,ji9)

10960 u(t9,3j9)=s9

10962 next j9

10964 for j9=i9+1 to n

10966 u(j9,i?M=u(j9,i9)/uCi9,i9)

10968 next j9

10970 if i9=1 goto 10982

10972 for j9=i9+1 to n

10974 for k9=1 to i9-1

10976 ui9,jifI=u(i9,j9=-udi9, k9)*u(k9,j9)

10978 next k9

10980 next j9

10982 for j9=i9+1 to n

10984 for k9=1 to i9

10986 u(j9,i9+1)=u(j9,i9+1)=u(j9,k9)*u(k9,i9+1)

10988 next k9

10990 next j9

10992 next i9

10994 d=1 ! Produkt der
108996 for i9=1 to n ! Diagonalelemente
10998 s9=0

11000 for.j9=1 to n=i9+1 ! Rickordnung fir
11002 "if abs(u(j9,j9))<=s9 goto 11008 ! ggf. notwendige
11004 s9=u(j9,iM ! Rangbestimmung
11006 19=39

11008 ‘next j9

11010 if abs(s9)<d1 goto 11022 ! Faktor zu klein
11012 d=d*s9

11014 ull9,1l9)=uln=i9+1,n=19+1)

11016 next i9

11018 r1=n

11020 goto 11028

11022 r1=i9=1 ! Rangbestimmung
11024 d=0

11026 el1%=2

110828 return

11030 rem !====c=-ccccmcrceccce e e m e mc e e !

Wenn der Rang der Matrix kleiner als n ist, wird bei Angabe des Ranges und eines Fehler-
flags abgebrochen.

Bedeutung der Variablennamen:

u(n,n) Matrix; n Zeilen- bzw. Spaltenzahl der Matrix; d1 kleinster zulédssiger Faktor fur die Bil-
dung der Matrix; d Wert der Determinante; r Rang der Matrix; e1% Fehlerflag. e1%=2 be-
deutet, daB ein Faktor fiir die Bildung der Matrix den Minimalwert d1 unterschritten hat.
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gesetzt werden kann [Bach82] [Herr85]. Zur Testung kann folgendes Beispiel verwendet
werden:

10-8%i 12+ 3%i : — 3+ 2:%i i 5- 7%i

12-3%i 10+ 8%i | 4—6%i |10+ 10%i
U+ikV=|—————— — —J l
1-2%i 8- 4%i 1o+ i_: 3— 8i

7 —5%i 2+ 10%i 3—4*: 9— 2%i
n=2 d=det(U+i%kV)=11+0%i
n=3 d=det{U+i%V)=658+ 1267 *i
n=4: d=det(U+i% V)= —12206.276 + 47124.2753 %k i

Programm P 2.16. DETERK. Berechnet den i. allg. komplexen Wert einer Determinante mit
komplexen Elementen.

11040 rem !======c--=--- e mesescscce—e- !
11042 rem ! P2.16 DETERK !
11044 rem ! inp:n,u(n,n),v(n,n) !
11046 rem ! int:i9,3i9,k9,1L9,r9,s9,t9 !
11048 rem ! out:c,d !
11050 rem !=====c--ce-ccccccccccea- e bt !

11051 if n=1 goto 11134
11052 for i9=1 to n-1

11054 L9=i9 ! Suche nach gréBtenm
11056 r9=abs(u(i9,i9))+abs(v(i9,i9)) ! Modul der i9-ten
11058 for j9=i9+41 to n ! Spalte

11060 t9=abs(u(j9,i9))+abs(v(j9,i9))

11062 if r9>=t9 then 11068

11064 L9=39

11066 r9=t9

11068 next j9 )

11070 if L9=i9 then 11088

11072 for j9=1 to n ! Zeilenvertauschung
11074 r9==u(i9,j9)

11076 u(i9,ji9I=u(l9,id)

11078 u(l9,j9)=r9

11080 §s9==-v(i9,j9%)

11082 v(i9,jo=v(l9,j9)

11084, v(l9,j9)=s9

11086 next j9

11088 for j9=i9+1 to n ‘1 Qreieckszerlegung
11090 s9=u(i9,iM*u(i9, i +v(i9,i9)*v(i9,i9)

11092 r9=(u(j9,i9)*u(i9, i +v(ji9,i9N*v(i9,i9))/s9

11094 v(j9,i9)=(u(i9,i9)*v(j9,i9)=-u(j9,i9)*v(i9,i®))/s9

11096 u(j9,i9)=r9

11098 next j9

11100 if i9=1 then 11114

11102 for j9=i9+1 to n

11104 for k9=1 to i9-1 N

11106 u€i9,jif)I=u(i9,jifN=uli9, k9I*u(k9,i9+v(i9, k) *v(k9,i9)

11108 v(i9,j9)= v(19,]9)-v(19 k9)*u(k9,19) u(i9, k) *v(k9,j9)

11110 next k9

11112 next j9

11114 for j9=i9+1 to n

11116 for k9=1 to i9

11118 u€j9,i9+1)=u(j9,i9+1)-u(j9,k9)*u(k9, A9+ +v(j9, k) *v(k9,i9+1)
11120 v(ji9,i9+41)=v(j9,i9+1)=-v(j9, k9y*u(k9, i9+41)=u(j9, k9 *v(k9,i9+1)
11122 next k9

11124 next j9

11126 next i9

11128 d=1 ! Produkt- der
11130 c=0 ! Diagonalelemente

11132 if n=2*int(n/2) then 11138
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11134 d=uln,n)

11136 c=vin,n)

11137 if n=1 goto 11154
11138 for i9=1 to int(n/2)

11140 L9=2*int(n/2)

11142 r9=u(i9,i9)*ull9,L9)=v(i9,if*v(l9,L9)
11144 s9=u(i9,i19)*v (L9, L9)+ull9,L9)*v(i9,i)
11146 t9=d*r9=-c*s9

11148 c=c*r9+d*s9

11150 d=t9

11152 next i9

11154 return

11156 rem !==-=-=c--eccmccccccm e m e !

Bedeutung der Varlablennamen

u(n,n) reelle Anteile der Elemente; v(n,n) imagindre Anteile der Elemente; n Dimension der
Matrix; ¢ Imaginérteil der Determinante; d Realteil der Determinante.

2.2.13. Rang

Der Rang einer Matrix ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten- oder Zeilenvekto-
ren, aus denen die Matrix U besteht. Wir betrachten hier nur die Rangbestimmung an qua-
dratischen Matrizen. Die Rangbestimmung ist im P 2.15 DETERM mit enthalten.

Programm P 2.17. DEFINI. Stellt mittels der Cholesky-Zerlegung fest, ob eine gegebene
quadratische Matrix positiv-definit ist.

11160 rem !======-c-ccccrcccocccccacn= el ikl !
11162 rem ! P2.17 DEFINI !
11164 rem ! inp:n,ul(n,n) !
11166 rem ! int:19,3j9,k9,u%(n,n) !
11168 rem ! out:el% !
11170 rem !======v==--- e kbl bl ————==

11172 e1%=0
11174 for i9=1 to n

11176 if u(i9,i9)>0@ goto 11182

11178 el1%=2

11180 goto 11204

11182 u9d¢i9,i9)=sqr(u(i9,i9))

11184 if i9=n goto 11202

11186 for j9=i9+1 to n

11188 u9¢i9,j9)=udi9,j9)/u9(i9, 19)
11190 next j9

11192 for j9=i9+1 to n

11194 for k9=i9 to n

11196 u(j9,k9)=u(j9,k9)- u9(19,)9)*u9(19 k9)
11198 next k9

11200 next j9

11202 next 19
11204 return
11206 rem !'=====—=ccececc-- - - - o - !
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Die zu priifende Matrix wird innerhalb des Unterprogramms in das Feld u9(n,n) kopiert, da-
mit die urspriingliche Matrix nicht zerstort wird. u9(n,n) ist im Hauptprogramm zu dimensio-
nieren.

Bedeutung der Variablennamen:

u({n,n) Matrix; n Zeilen- bzw. Spaltenzahi; u9(n,n) Hilfsmatrix; 1% Flag. e1%=0 bedeutet,
u(n,n) ist positiv-definit; e1%=2 bedeutet, u(n,n) ist nicht positiv-definit.

2.2.14. Positiv-Definitheit

Positiv-Definitheit einer quadratischen Matrix ist beispielsweise gegeben, wenn alle Haupt-
unterdeterminanten positiv sind, also

|a(1,1)|>0

a(1,1) a(1,2)
' a2,1) a(2,2)

a(1,1) a(1,2) a(1,3)
a(2,1) a(2,2) a(2,3)
a3,1) af3,2) a(3,3)
usw.

Weitere Kriterien s. [Schw68].

Das Cholesky-Verfahren setzt die Positiv-Definitheit voraus; wenn alle Diagonalelemente der
nach Cholesky reduzierten Matrix, d. h. die Radikanden, positiv sind, dann ist das ein hinrei-
chendes Kriterium fiir Positiv-Definitheit. Programm P 2.17 DEFINI ist ein kurzes Programm,
das die Cholesky-Zerlegung ausfiihrt und dabei auf Positiv-Definitheit testet. Um die ur-
spriingliche Matrix nicht zu zerstéren, wird im Hilfsfeld u9(n,n) die choleskyzerlegte Matrix
aufgebaut. u9(n,n) ist im Hauptprogramm zu dimensionieren.

|> 0 (2.9)

>0

2.3. Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit n Unbekannten und n Gleichungen liege in folgender
Form vor:

UpXq + UpXy + ...+ UipX, =V,
UpyXy + UgaXy + ... + UppXy =V, (2.10)

UpiXq + UpaXa + ..+ UgoXy =V,
Dieses System wird mit Vorteil in Matrizenschreibweise dargestellt und lautet dann:
Ux=v
Uy Uy Uin X Vi

Uz Up Uz, X2 V2

u=\| -’ x= v= (2.11)
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U heillt Koeffizientenmatrix, v Spaltenvektor und x Losungsvektor. Durch die auszufiihrende
Berechnung wird der Lésungsvektor gesucht, d. h. derjenige Satz von Werten x(i), der die
Gleichungen (2.10) zu Identitdten macht.

Bei der rechentechnischen Realisierung kann man Koeffizientenmatrix und Spaltenvektor zu
einer einzigen sog. erweiterten Matrix zusammenfassen. Es geniigt dadurch die Verwen-
dung nur eines Variablennamens und die Dimensionierung nur eines Feldes mit dim
a(n,n+1):

U Up Upp [Urn+1
U Uy Ugn [Uzn+1

(2.12)
Unr Un2 Unn (Unn+1

Die MaBnahme verkirzt u. U. die Programme, indem z. B. bei zeilenweiser Verarbeitung
auch der Spaltenvektor miit in der gleichen Schleife erfat werden kann. In einigen Féllen er-
schien diese Anordnung aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht sinnvoll, und zwar bei ein-
dimensionaler Abspeicherung der Matrizen — dann wiirde der Spaltenvektor einen hohen
Index tragen und schwer von der Matrix zu unterscheiden sein — sowie auch in Féllen, bei
denen mit einer Matrix und mehreren Spaltenvektoren gerechnet wird. In diesen Fallen nen-
nen wir den Spalten- und spéteren Losungsvektor u1(n).

Zur Bestimmung des Ldsungsvektors kennt man direkte und iterative Methoden. Direkte
Methoden liefern im Ergebnis eines abgeschlossenen Rechengangs das lediglich durch
rechnerbedingte Abbruchfehler beeinfluBte Ergebnis. Iterative Methoden setzen das Vor-
handensein einer Ndherungslosung (Startvektor) voraus. Diese Naherung wird schrittweise
verbessert.

Vereinfachungen der Rechnungen kénnen sich ergeben, wenn die Koeffizientenmatrizen
besondere Eigenschaften haben. Wir behandein deshalb hier folgende Formen von Koeffi-
zientenmatrizen:

e allgemeine Matrizen. Fir Gr6Be und Anordnung der Matrixelemente gelten keine Ord-
nungsprinzipien oder Einschrankungen

e symmetrische Matrizen, d. h. Matrizen, die symmetrisch zur Hauptdiagonalen sind

e Bandmatrizen, d. h. Matrizen, bei denen nur die Hauptdiagonale und eine Anzahl dieser
benachbarte Nebendiagonalen besetzt sind. Die tibrigen Elemente sind null.

Gleichungssysteme mit komplexen Koeffizienten, komplexen Spaltenvektoren und komple-

xen Unbekannten kénnen formal mit den gleichen Methoden wie reelle Gleichungssysteme

hehandelt werden, jedoch sind dann alle Berechnungen mit komplexen Zahlen auszufihren.

Auf Kosten vergréRerter Matrizen (die Koeffizientenmatrix muf3 zweifach gespeichert wer-

den) kann die komplexe Berechnung ganz vermieden werder, wenn man reelle und imagi-

nére Anteile wie unabhingige Unbekannte behandelt [Zurm 50].

Das Gleichungssystem in Matrizenschreibweise lautet demnach:

Wkz=a (2.13)
w(j,k) = u(j,k) + i*v(j,k) komplexe Koeffizientenmatrix
a(j) = b(j) + i%clj) komplexer Spaltenvektor
z(j) = x(j) + i%ky(j) komplexer Loésungsvektor.

Multipliziert man aus, so ergeben sich zwei Gleichungssysteme, in denen nur reelle Gréen
vorkommen:

Ukx—Vxy=>b
Vix+ Uky=c } (2.14)
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oder als Hypermatrix geschrieben:
U -v\(x\_ b
v ol
Fir den Fall von 2%2-Matrizen wiirde die Matrizengleichung in ausgeschriebener Form lau-
ten:

(2.15)

Uy U | =V —~Vi2 X4 b,
Uz Uz | —Vp — V2 X2 _ b, (2.16)
Vii  Vi2 Uy Uqz Y1 c, .
\V21  Vz Uz Uz Y2 Cz
2.3.1. GauB3-jordan-Verfahren

Zeilen werden nach Multiplikation mit geeigneten Konstanten fortlaufend voneinander sub-

trahiert. Im Ergebnis wird aus der Koeffizientenmatrix eine Diagonalmatrix, d. h. eine Ma-

trix, in der nur die Hauptdiagonale besetzt ist. Der Spaltenvektor wird mit dem L&sungsvek-

tor Uberschrieben. Der Ablauf bei einem System mit drei Unbekannten ist folgender:

o Die erste Zeile wird von den Ubrigen subtrahiert. Damit die Elemente der ersten Spalte
wegfallen, wird die erste Zeile vor Ausfiihrung der Subtraktion mit u,/uy;, bzw. uz/uy,
multipliziert: -

Uy Uqz Uiz Ui
u u Uz Uz Uz U, Ui Uz Ui
21— Uy "~ Uy — Uz " —— Uz —Ugz "~ Uy — Uy —
Uy, Uy, u Uy =10 uzy, U3
U3q U3 Uz U3y 0 uhp  ug
Uy = Uy " —— Uz = U " —— Uzg —Ujg - —— | Uzg — Uy " ——
Uqq Uy Uqy Uy,

® Die zweite Zeile wird von den tibrigen subtrahiert. Ihre Elemente werden vor Ausfihrung
der Subtraktion mit us,/uj, bzw. u%/u3, multipliziert:

Us Uy, Us
Ugq U = U3, - —5 Upz — U3 Usg — U3,

Uz uz, us up 0 uly [ufs
0 uz, U3 uz, =|0 up Ui Uy

* * * %k *ok
0 Ut — Uk - Us, Uk — Uk - Uz, Uk — Ut - Uz, 0 0 U3z | U3,

2~ Un ' T 33 " Up " U3y~ Uy
Uz Uz u

e Die dritte Zeile wird von den Ubrigen subtrahiert. lhre Elemente werden vor Ausfiihrung
der Subtraktion mit uf;/uly bzw. uk/uly multipliziert:

uj; U
uy; O uf;— Ul o uk —ui
uir | M ug up 0 0 |u¥f
UZs Uz = |0 u 0 juy
* * gk, kK,
0 Uz Uy — Uz U Ugq — Uz o
33 33 0 0 uly | uzy
0 0 uy ugr

Usg

*
Uzq
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In einem anschlieBenden ProzeB werden die Elemente des nunmehrigen Spaltenvektors
durch die Hauptdiagonalelemente dividiert und sind damit Elemente des Losungsvektors.
Die Diagonalelemente behalten ihre zufilligen Werte. Der geschilderte Ablauf entspricht
nicht dem ublichen Rechengang, bei dem die Spalten sofort durch die Hauptdiagonalele-
mente dividiert werden. Die geschilderte Methode erfordert aber weniger Divisionen und ist
dadurch schneller. Ebenso ist es nicht erforderlich, die Nullelemente wirklich zu bilden; wir
lassen dort im Interesse kiirzerer Rechenzeit zuféllige Zwischenergebnisse stehen. Schreibt
man im Programm P 2.18 GAJOST auf Zeile 11240 fiir die untere Schleifengrenze i9 statt wie
angegeben i9+1, so erscheinen in der transformierten Matrix wieder Nullen.

Will man den Spalten- bzw. Losungsvektor mit einem anderen Variablennamen versehen,
z. B. v(n), so hat man die k9-Schleife im Zeilenbereich 11240 . . . 11244 nur bis n laufen zu
lassen und als Zeile 11239 einzufligen:

v(j9) = v(j9) — v(i9)*b9.

Das GaulB-jordan-Verfahren wird beziiglich der Rechengeschwindigkeit und der Rechenge-
nauigkeit von anderen Methoden ubertroffen (s. Abschn. 2.3.12.2). Fir ungefahrlich kondi-
tionierte Systeme mit wenigen Unbekannten (n < 6) kann es indessen wegen der Kiirze des
Programms empfohlen werden. Programmtechnischer Aufwand fiir Pivotierung u. 4. lohnt
sich im Normalfall nicht.

Programm P 2.18. GAJOST. Losung eines linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten.
nach der Methode GauB-Jordan.

11220 rem !====m=====m e iemme e ceomoocooeooooo o v

11222 rem ! P2.18 GAJOST '
11224 rem ! inp:n,uln,n+1) !
11226 rem ! int:b9,i9,3i9,k9 !
11228 rem ! out:ud(i,n+1) !
11230 rem !==----c-rmerrme e m e e e e e m e s — s — - !
11232 for i9=1 to n

11234 for j9=1 to n

11236 if i9=j9 goto 11246

11238 b9=u(j9,i9)/u(i9,i9)

11240 for k9=i9+1 to n+1

11242 u(j9, kM =u(j9,k9)-uli9, k9)*b9

11244 next k9

11246 next j9

11248 next 19

11250 for i9=1 to n

11252 u(i9,n+1)=u(i9,n+1)/u(i9,i?)

11254 next i9

11256 return

11258 rem !|=====ccmcecccccc e e e e — oo — e - !

Es handelt sich um eine Variante des géngigen Verfahrens, die beziiglich der Anzahl not-
wendiger Rechenoperationen optimiert ist. Die Division durch die Diagonalelemente erfolgt
erst am Ende des Rechengangs, und die Elemente auerhalb der Hauptdiagonalen bleiben
mit zufélligen Zwischenergebnissen besetzt. Das Programm arbeitet ohne Pivotierung und
ohne Sicherung gegen Singularitit. Bei Verwendung der Schleifenanweisung for k9=i9 to
n+1 werden die Elemente auBerhalb der Hauptdiagonalen mit Nullen aufgefulit. In der ange-
gebenen Form mit for k9=i9+1 to n+1 bleiben zuféllige Zwischenergebnisse stehen.
Bedeutung der Variablennamen:

u(i,i+ 1) erweiterte Matrix; n Anzahl der Unbekannten; u(i,n+ 1) Spaltenvektor, wird vom L6-
sungsvektor {iberschrieben; 1=i=n.
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2.3.2. GauB-Elimination

Eine praktisch sehr wichtige Methode zur Lésung von Gleichungssystemen besteht darin,
daf das Gleichungssystem in eine Dreiecksform gebracht wird. Durch Addition oder Sub-
traktion von Zeilen zu anderen nach Multiplikation mit geeigneten Faktoren wird erreicht,
daR alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen zu Null werden. Nachdem diese Situation
erreicht ist, wird durch Substitution, beginnend mit der letzten Zeile, der Lésungsvektor be-
stimmt.

Fiir ein System mit drei Unbekannten ergibt sich folgender Lésungsweg:

® Subtraktion der ersten Zeile nach Multiplikation mit u,,/u;; von der zweiten Zeile und

nach Multiplikation mit us,/uy, von der dritten Zeile:

U1, Uqz U3 Uqg
u u u u
e M Me U Uw note te e
21 2 2= Un 23 Uar o Uaa T Ut -{o uh  ul Uk
Uy, Uz Uz Uy 0 Us*z ui o Uy
U3y — Uz - —— U3 = Uz - —— U3z =~ Uz "~ | U3g — Uz - ——
Uy, Uqg Uqy : Uy

Bei der rechentechnischen Realisierung brauchen die Operationen in der ersten Spalte nicht
ausgefuhrt zu werden. Die Nullen in der Matrix werden flr die weitere Rechnung nicht be-
notigt, aber man spart etwas Rechenzeit.

® Subtraktion in.der zweiten Zeile nach Multiplikation mit u$,/u3, von der dritten Zeile:

Ugq Uq Uss Uyg

Usgq Uqz Uqz Uqq
0 uz, uzs uz,
=10 us, Uz uz,
uz, Uzs Uz,
0 up - Ul Uz — Ul o Uy U 0 0 uis uir
2

uz, uz
Auch hier braucht wiederum die Bildung der Null nicht ausgefiihrt zu werden.
® Bestimmung des Losungsvektors durch Riickwértseinsetzen (back substitution).

Wenn wir zur Erlduterung der Ricksubstitution statt der Matrix das nunmehrige Gleichungs-
system noch einmal vollstdndig aufschreiben, so ergibt sich nach Weglassen der Sterne fol-
gende Form:

UpXq + UppXp + UggXs = Uy
UXy + UggXy = Uy
UszsX3 = Uz
X3 = Us/Us; ist bereits die erste Losung, die weiteren Losungen erhélt man, wenn man nach
oben hin einsetzt:
Xz = (Uzq—Ug3X3)/ Uy
X1 = (Ug—UgaXa—UsaXa)/Uny
Dieses Rechenschema wird vom Programm P 2.19 GAOP2D realisiert. — Bei unglinstigen
GroéRen der Matrixelemente ist erheblicher Genauigkeitsverlust méglich, wenn nicht gar Ab-
bruch durch Divisionsfehler in dem Falle, daB eines der u; Nuil ist. Zeilen- und Spaltenver-
tauschungen verédndern das Ergebnis nicht. Wir kénnen daher vor Ausfiihrung jedes Reduk-
tionsschritts die Matrix so umordnen, daB das jeweils grofte mogliche Element auf der

Diagonalen steht. Zieht man zur Suche des gr6ften Diagonalelements Zeilen- und Spalten-
vertauschung in Betracht, sc spricht man von “vollstindiger Pivotierung” (total pivoting).
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Programm P 2.19. GAOP2D. Losung eines linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten
mittels der Gauf3-Elimination.

11260 rem !====--c-crmcoccmce e e e e e e e e -1
11262 rem ! P2.19 GAOP2D !
11264 rem ! inp:n,u(n,n+1) !
1 ]
| ]

11266 rem ! int:i9,3i9,k9,19

11268 rem ! out:u(i,n+1) !
11270 rem !===c--cecccceccc e e e c e e e s !
11272 for i9=1 to n=1

11274 for j9=i9+1 to n

11276 L9=u(j9,i9)/u(i9,i9)

11278 for k9=i9+1 to n+1

11280 u(ji9,k9)=u(j9,k9)=19*%u(i9,k9)

11282 next k9

11284 next j9

11286 next i9
11288 for i9=n to 1 step-1

11290 19=ud¢i9,n+1) ,

11292 if i9=n goto 11300

11294 for j9=i9+1 to n

11296 L9=19=u(i9,j9)*u(j9,n+1)
11298 next j9

11300 u(i9,n+1)=L9/u(i9,i9)

11302 next i9
11304 return
11306 rem !==----eecccecccc e m e e e c e — !

Das Programm arbeitet ohne Pivotierung und ohne Sicherung gegen Singularitit. Matrix
und Spaltenvektor sind in einem zweidimensionalen Feld gespeichert.

Bedeutung der Variablennamen:

u(i,j). erweiterte Matrix; n Anzahl der Unbekannten; u(i,n+1) Spaltenvektor, wird vom L&-
sungsvektor Uberschrieben; 1=izn; 1=j=n+1.

Wahlt man dagegen nur in der Spalte des Diagonalelements das gréRte Element aus und
bringt es durch Zeilenvertauschung in die Diagonalelementposition, so nennt man dieses
Verfahren “teilweise Pivotierung” (partial pivoting). Einige Autoren sprechen von “teilweiser
Pivotierung”, wenn eine Zeilenvertauschung nur im Falle der Unterschreitung eines vorge-
gebenen Minimalwerts durch das Diagonalelement ausgefiihrt wird. Die Suche des gréBten
Elements in der jeweiligen Diagonalspalte wird demgegeniber als “vollstdndige Pivotierung”
bezeichnet. Wir werden die zuerst genannte Definition benutzen. — Im Programm P 2.20
GAMP2D wurde die teilweise Pivotierung angewendet.

Die Notwendigkeit der Pivotierung wird ausfihrlich in [Fors71] behandelt. In der gleichen Li-
teraturstelle wird darauf hingewiesen, daR fuir praktische Anwendungen die “teilweise Pivo-
tierung” vollstindig ausreichend sei. Wir beschranken uns daher auf die Programmierung
dieses Verfahrens. Ein BASIC-Programm fiir vollstindige Pivotierung findet man bei
i{Scra84], ebenso im Abschnitt 2.1.8. Wegen des zusitzlichen Rechenzeitaufwands sollte
man die Pivotierung nur verwenden, wenn die Werte der Matrixelemente tatsdchlich in gro-
Ren Bereichen schwanken. Auf die Hilbert-Matrix angewendet bringt beispielsweise die Pi-
votsuche keinerlei Gewinn.

Die Verwendung des Programms fiir mehrere rechte Seiten ist grundsatzlich moglich. Wir
verweisen jedoch auf die unter LR-Zerlegung (s. Abschn. 2.3.3) aufgefiihrten Programme,
bei denen die Auftrennung bereits realisiert ist.

Beispiele zur Testung der angegebenen Programme finden sich am Ende des Abschnitts 2.3.
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Programm P 2.20. GAMP2D. Losung eines linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten
mittels der Gauf3-Elimination.

11310 rem !=====---eccccmcccccmcr e e e m e !
11312 rem ! P2.20 GAMP2D
11314 rem ! inp:d1,n,ul(n,n+1)
]
]

11316 rem int:i9,j9,k9,19,s9
11318 rem ouvt:el%,uli,n+1)
11320 rem !===--=c-c--c-- B e il !

11322 el1%=0
11324  for i9=1 to n-1

11326 L9=1i9 ! Pivotierung
11328 s9=abs(u(i9,i9))
11330 for j9=i9+1 to n
11332 if s9>abs(u(j9,i9)) goto 11338 ! Suche nach gréBtem
11334 s9=abs(u(j9,i9)) ! Pivotelement
11336 L9=3j9
11338 next j9
11340 if abs(s9)<d1 goto 11386 ! Aussprung bei
! Singularitit
11342 if L9=i9 goto 11354
11344 for j9=i9 to n+1 ! Zeilenvertauschung
11346 s9=u(i9, i)
11348 ui9,j9I=u(L9,jd)
11350 u(t9,j9)=s9
11352 next j9
11354 for j9=19+41 to n ! Gaufl-Elimination
11356 L9=u(j9,i9)/u(i9,i9)
11358 for k9=i9+1 to n+1
11360 u(ji9,k9)=u(j9,k9)=L9*u(i9,k®)
11362 next k9
11364 next j9
11366 next i9
11368 for i9=n to 1 step-1 ! Rucksubstitution
11370 L9=u(i9,n+1)
11372 if i9=n goto 11388
11374 for j9=i9+1 to n
11376 L9=19-u(i9,jiN*u(j9,n+1)
11378 next j9
11380 ui9,n+1)=1L9/udiv,i9)

11382 next i9

11384 goto 11388

11386 el1%=1

11388 return

11390 rem !=-----=-ceccc e s e e me e eeecseececcoo—eeo !

Das Programm verwendet partielle Pivotierung und testet auf Singularitdt. Matrix und Spal-
tenvektor sind in einem zweidimensionalen Feld gespeichert.

Bedeutung der Variablennamen:

u(i,i+ 1) erweiterte Matrix; n Anzahl der Unbekannten; u(i,n+ 1) Spaltenvektor, wird vom L6-
sungsvektor Uberschrieben; e1% Fehlerflag. e1%=0 bedeutet fehlerfreie Abarbeitung;
e1%=1 bedeutet singuldre Matrix, 1=si=n.

Das folgende Programm P 2.21 GAMP1D arbeitet in gleicher Weise wie P 2.20 GAMP2D, je-
doch sind hier die Matrixelemente in einem eindimensionalen Feld u(nsn) untergebracht.
Dadurch ist eine Reihe von Indexrechnungen notwendig, die das Programm geringfiigig
verlangsamen. Indessen kann es in Féllen nitzlich sein, in denen ein einmal dimensioniertes
Feld wiederverwendet werden muB. Die Indexzidhlung geschieht in Spaltenrichtung entspre-
chend dem in (2.3) angegebenen Schema, wobei jedoch der Spaltenvektor mit u1(i) bezeich-
net ist. Das folgende Beispiel zeigt die Indizierung fur ein 3%3-System:
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u(1l)  u(d) u(@) | ul(1)
u2)  ud) u8) | ui(2
u(3) u(6) u(9) | u3)

Dem Programm liegt ein FORTRAN-Programm aus der Programmsammlung “Scientific Sub-
routines” von Digital Equipment Corp. zugrunde.

Programm P 2.21. GAMP1D. Lésung eines linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten
mittels der GauRB-Elimination.

11400 rem !~===-=--ccccccccccccen== e i et Ll !
11402 rem ! P2.21 GAMP1D !
11404 rem ! inp:d1,n,u(n*n),ul(n) !
11406 rem ! int:b69,¢9,h9,i9,j9,k9,19,m9,s9 !
11408 rem ! out:el%,ul(n) !
11410 rem !========= et il me—m—emee- mermceree- m———

11412 e1%=0
1414  L9=-n
11416  for i9=1 to n

11418 L9=19+n+1 ! Pivotierung
11420 b9=0

11422 for j9=i9 to n

11424 if abs(b9)>=abs(u(l9=-i9+j9)) goto 11430 ! Suche nach gréBtem
11426 b9=u(l9=i9+3j9) ! Pivotelement
11428 m9=3j9

11430 next j9

11432 if abs(b9)>d1 goto 11438 ! Aussprung bei
11434 e1%=1 ’ ! Singularitét
11436 goto 11500

11438 c9=i9+n*(i9-2)

11440 for j9=i9 to n ! Zeilenvertauschung
11442 c9=c9+n

11444 s9=u(c9)

11446 u(c9)=u(c9+m9-1i9)

11448 u(c9+m9-i19)=s9

11450 ulc9)=u(c9)/b9

11452 next j9

11454 s9=ut1(m9) ! GauB-Elimination
11456 ul(m9)=u1¢i9)

11458 ul1(i9)=s9/b9

11460 if i9=n goto 11482

11462 c9=n*(i9-1)

11464 for j9=i9+1 to n

11466 b9=c9+j9

11468 for k9=i9+1 to n

11470 h9=n*(k9=1)+j9

11472 uCh9)=u(h9)-u(b9)*u(h9+i9-3j9)

11474 next k9

11476 ul(j9I=ur(j9)I-u1 (i) *u(b9)

11478 next j9

11480 next i9

11482 for i9=1 to n-1 ! RUcksubstitution
11484 b9=n*n=1i9

11486 c9=n

11488 for j9=1 to i9 N

11490 ul(n=i2)=u1(n=i9)=u(b9)*ul(c9)

11492 b9=b9-n

11494 c9=c9-1

11496 next j9

11498 next i9
11580 return
11502 rem !.-_-----_------_----'-—‘—---- ---------------------- !
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Das Programm verwendet partielle Pivotierung und testet auf Singularitat. Matrix und Spal-
tenvektor sind in je einem eindimensionalen Feld gespeichert.

Bedeutung der Variablennamen:

u(i,j) Matrix; u1(i) Spaltenvektor, wird vom Ldsungsvektor berschrieben; n Anzahl der Un-
bekannten; e1% Fehlerflag. e1%=0 bedeutet fehlerfreie Abarbeitung; €1%=1 bedeutet sin-
guldre Matrix. 1sisn; 1=j=n.

2.3.3. LR-Zerlegung

Bei der LR-Zerlegung wird die urspriingliche quadratische Matrix U in das Produkt aus zwei
Dreiecksmatrizen zerlegt, einer linken £ .und einer rechten R. Im englischen Schrifttum ist
auch die Bezeichnung LU-Zerlegung Ublich (lower and upper matrix). Das Verfahren ist der
GauB-Elimination &hnlich und liefert gleiche Ergebnisse, erfordert aber weniger Speicher-
zugriffe und ist daher etwas schneller als jenes. Die Matrizenmultiplikation L * R liefert die
urspriingliche Matrix U = L % R. Im Schema von Falk (Bild 2.1) ergibt sich fiir eine 4% 4-Ma-
trix die im Bild 2.2 gezeigte Anordnung [Bohm 85].

M e ™ ™
R 2 B
L|v B G
 —TY
1 Un Yg Yg Uy
n 1 Up Uz Uy Ua )
ly Iy 1 Uy Uy Uy Uy Bild 2.2. Multiplikationsschema fiir die LR-Zerlegung
oL e 1 Die linke Dreiecksmatrix L multipliziert mit der rechten Dreicksmatrix R ergibt
Mg 8 S Ye Y Y die urpspriingliche Matrix U.

Zur Lésung von Gleichungssystemen geht man so vor, da das urspriingliche System U x =
v in das &quivalente System R x = z mit L z = v libergefiihrt wird, was durch Umstellen die-
ser drei einfachen Matrizengleichungen leicht verifiziert werden kann.

Da die Zahlenwerte auf der Hauptdiagonalen der Matrix L keine signifikante information ent-
halten, brauchen sie nicht gespeichert zu werden. Damit kdnnen aber auch die Matrizen L
und R auf dem gleichen Speicherbereich wie die urspriingliche Matrix U untergebracht
werden.

Schreibt man die auszufiihrende Matrizenmultiplikation explizit auf, so ergibt sich bei einer
4%4-Matrix folgendes System von Gleichungen, aus denen sich die Koeffizienten |; und r;
bestimmen lassen:

Up =y Usy = laifys

U =Ty Usz = lgiF + Il

Uiz = I3 Uss = l3F13 + l3glos + 3
Upg = Mg 38 = l3if1a + lal2e + 34
Uz = |y Ugr = larrys

Uz = lpariz + 2 Usz = laafiz + laor2

Ups = lpFys + I3
28 = laaF1s + g

Uas = lgafis + laohas + lasras

Uss = laaPra + liofos + laslas + Taa
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Fiir das Uberschreiben der urspriinglichen Matrixelemente mit den ry, I; gibt es verschie-
dene Schemata (,Parkettierungen”): Uberschreibt man Zeile fiir Zeile, Spalte fur Spalte oder
abwechseind zeilen- und spaltenweise, so spricht man von Parkettierungen nach GauB8,
nach Banachiewicz oder nach Crout (Bild 2.3).

fn e _To [« = & O~
|l a-& [e]=][=][]
P 2 O NI NSO s 1| [ B EX
NN o o S Y N 1
01010 01010

Bild 2.3. Parkettierungsmdglichkeiten fir den Aufbau der LR-Matrizen

Von links nach rechts Methoden nach Gau83, nach Croutund nach Banachiewicz. In den Kreisen ist die Abarbeitungs-
reihenfolge angegeben.

In den n‘achfolgenden Programmen verwenden wir der relativ einfachen Pivotierungsmog-
lichkeit wegen das Verfahren von Banachiewicz. Demnach speichern wir eine dreieckszer-
legte 4k4-Matrix in der folgenden Reihenfolge ab:

M1 7= Uy

M2 = Uz
T3 7= Ugg

4= Ugq

la1 3= Ugy /Ty

31 3= Ugy/Ty

la1 *= Uge/ T4y

I = Up — lary,
ls2 = (ugz — lasri2)/ 12
Iz = (Ugz — lasria)/ 12

F23 = Uz — |13
Fa3 = Us — |z = laalas
Lz = (Uas — laaf13 — laaras)/ras

T4 7= Uz — lpfyg
T3 = Ug — lgif1g = l3arze
Taa = Uss — laal1g — lial2s — ligrss

Das Programm P 2.22 BANAOP fiihrt die Dreieckszerlegung in der geschilderten Weise
durch. Es arbeitet ohne Pivotierung und ohne Sicherung gegen Singularitit. Zur Lésung von
Gleichungssystemen ist anschlieBend das Programm P 2.23 SUBST1 aufzurufen. Mit letzte-
rem kénnen unter Verwendung der einmal dreieckszerlegten Matrix flir mehrere Spalten-
vektoren die Losungsvektoren bestimmt werden. Die Losungsvektoren Uberschreiben die
urspriinglichen Spaltenvektoren. In dieser Form verlduft die Rechnung wesentlich 6konomi-
scher als bei Verwendung der Matrixinversion.
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Programm P 2.22. BANAOP. Fiihrt die LR-Zerlegung einer Matrix durch.

11510 rem !===-=c--c=-- B ety
11512 rem ! P2.22 BANAOP /folgt:SUBST1/
11514 rem ! inp:n,ul(n,n)
! 1
! |

11616 rem int:i19,39,k9

11618 rem out:uln,n)

11520 rem !==-=- bbbkttt bebet ettt !
11522 for i9=1 to n

11524 if i9<3goto 11536

11526 for j9=2 to i9-1

11528 for k9=1 to j9-1

11530 u(ji9,i9=u(j9,i9)~u(j9,k9)*u(k9,i9)

11532 next k9

11534 next j9

11536 for j9=i9 to n

11538 if i9<2 goto 11546

11540 for k9=1 to i9-1

11542 u(ji9,i9M=uji9,iMN=-u(j9,kd) *u(k9,i9)

11544 next k9

11546 if j9>=19+41 then u(j9,i9)=u(j9,i9)/u(i9,i9)
11548 next j9

11550 next i9

11552 return.

11554 rem !====----c-cceccccecc e memmeme————- !

Das Programm arbeitet ohne Pivotierung und ohne Sicherung gegen Singularitét und ist da-
her nur fiir kleinere, unkritische Anwendungen geeignet oder aber fiir Matrizen, deren Ele-
mente reguldr variieren. Man achte auf abweisende Schleifensteuerung und verwende not-
falls bedingte Sprunganweisungen vor den Schleifenanweisungen. Zur Losung von Glei-
chungssystemen ist im AnschluB P 2.23 SUBST1 aufzurufen.

Bedeutung der Variablennamen:

u(i,j) Matrix, wird von der LR-zerlegten Matrix Uberschrieben; u1(i) Spaltenvektor, wird vom
Losungsvektor liberschrieben, jedoch erst von SUBST1 bendtigt; n Anzahl der Unbekann-
ten; 1=i=n; 1=j=n.

Programm P 2.23. SUBST1. Fiihrt die Vorwiérts- und Rickwartssubstitution fiir einen. Spal-
tenvektor u1(i) durch und setzt das Vorhandensein einer mittels LR-Zerlegung erzeugten
oberen Dreiecksmatrix u(i,j) voraus.

11560 rem !====- meseseeo—o- memesecoew el L LD L L L e D !

11562 rem ! P2.23 SUBST1 /folgt auf:BANAOP/ !

11564 rem ! inp:n,u(n,n),ul(n) !

11566 rem ! int:i9,j9 !

11568 rem ! out:ul(n) !

11570 rem !==========- DL D L DL el LD D —mm——e—— -]

11572 for i9=2 to n ! Vorwédrtssubst.
11574 for j9=1 to i9-1 B}

11576 uli=ul1(i9=u(i9,jN *ul(j9)

11578 next j9

11580 next 19
11581 ul(n)=ul(n)/uln,n) : if n=1 goto 11594

11582 for i9=n=1 to 1 step -1 ! RUckwartssubst.
11584 for j9=n to 19+1 step =1

11586 ul(if=u1(i®)=ui9,j*ul(j9)

11588 next j9

11590 ul(i9I=ul1(i9)/u(i9,i9)

11592 next i9
11594 return
11596 rem !========-=-- mm—e————- R e L L L LR ————— mmem———]
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Das Programm ist vom Hauptprogramm aus gesondert aufzurufen und kann auf der Basis ein
und der gleichen Dreiecksmatrix nacheinander mehrere Spaltenvektoren verarbeiten. Der
Spaltenvektor wird vom Lésungsvektor tGberschrieben:

Bedeutung der Variablennamen:
u1(i) Spaltenvektor; n Anzahl der Unbekannten; 1=<i=n; 1=j=n.

-

Wenn zu befiirchten ist, daR ein r; zu Null wird, dann ist Pivotierung und Sicherung gegen
Singularitdt angebracht. Das Programm P 2.24 BANAMP enthélt einen Algorithmus zur par-
tiellen Pivotierung. Die dabei vorgenommenen Zeilenvertauschungen werden in dem Vektor
x9%(n) (Permutationsvektor) gespeichert und am Ende der Berechnung riickgangig gemacht.

Programm P 2.24. BANAMP. Fiihrt die LR-Zerlegung einer Matrix durch.

11600 rem !========-c=cec-- e bt mmm————-——
11602 rem ! P2.24 BANAMP /folgt:SUBST2/

11604 rem ! inp:di,n,ul(n,n) !
11606 rem ! int:i9,j9,k9,p9,s9,t9

11628 rem ! out:el1%,s1(n), uln,n) !
11610 rem !======= el L D Semmessccse—e———

11612 e1%=0

11614 for i9=1 to n
11616 s1(i9)=49
11618 next 19

11620 for i9=1 ton

11622 if i9=1 goto 11644

11623 if i9=2 goto 11634

11624 for j9=2 to i9-1

11626 for k9=1 to j9-1

11628 u(j9,i9)=u(j9,i9)=u(j9,k9) *u(k9,i9)
11630 next k9

11632 next j9

11634 for j9=i9 to n

11636 for k9=1 to i9-1

11638 uj9,i9)=u(ji9,iMN=u(ji9, k9 *u(k9,i9)
11640 next k9

11642 next j9

11644 if i9=n goto 11676

11646 p9=1i9

11648 t9=abs(u(i9,i9))

11650 for j9=i9+1 to n

11652 if abs(u(j9,19))<=t9 goto 11658
11654 t9=abs(u(j9,i9))

11656 p9=j9

11658 next j9

11660 for j9=1 to n

11662 s9=u(i9,ji9

11664 u(i9,ji9f=u(p9,idM

11666 u(p9,ij9)=s9

11668 next j9

11670 $9=51(i9)

11672 $1(i9)=s1(p9)

11674 s1(p9)=s9

11676 if abs(u(i9,i19))<d71 goto 11688
11677 if i9=n goto 11684

11678 for j9=i19+1 to n

11680 u(j9,iM=u(j9,i9)/ui9,i9)
11682 next j9

11684 next {9

11686 goto 11690

11688 el%=1

11690 return

11692 rem !========-= memm———— e b bbb e !

6 Rothe



82 2. Lineare Algebra und Matrizenrechnung

Das Programm arbeitet mit partieller Pivotierung. Der Vertauschungszustand wird in einem
sog. Permutationsvektor gespeichert und am Ende der Berechnung riickgéngig gemacht.
Man achte auf abweisende Schleifensteuerung und verwende notfalls bedingte Sprungan-
weisungen vor den -Schleifenanweisungen. Zur Losung von Gleichungssystemen ist im An-
schluB das P 2.25 SUBST2 aufzurufen.

Bedeutung der Variablennamen:

u(i,j) Matrix, wird von der LR-zerlegten Matrix berschrieben; n Anzahl der Unbekannten;
x9%(i) Permutationsvektor, ist im Hauptprogramm zu dimensionieren; e1% Fehlerflag.
e1%=0 bedeutet ordnungsgemiBe Abarbeitung; e1%=1 bedeutet singuldre Matrix. 1=si=n;
1=j=n.

Bei Verwendung mit nur einem Spaltenvektor ist es zeitglinstiger, die Vertauschungen am
Spaltenvektor durchzufiihren. Das wiirde dann aber Eingriffe am Hauptprogramm oder dem
hier ebenfalls anzuschlieBenden Programm P 2.25 SUBST2 erfordern, die wir der Einheit-
lichkeit und Ubersichtlichkeit der Programmstrukturen wegen vermieden haben.

Programm P 2.25. SUBST2. Fuhrt die Vorwirts- und Riickwirtssubstitution fiir einen Spal-
tenvektor u1(i) durch.

11700 rem !====--c-mc-cecce e e e e m e e — e c e e !
11702 rem ! P2.25 SUBST2 /folgt auf:BANAMP/ !
11704 rem ! inp:n,s1(n),uln,n),ulln) !
11706 rem ! int:i9,3j9 !
11708 rem ! out:ul(s1(n)) !
11710 rem !===c=cccccmmemmceccccc e c s e !
11712 for i9=2 to n

11714 for j9=1 to i9-1

11716 ul(s1¢i9))I=ul(s1(i9))=u(i9,jN*u1(s1(j9))

11718 next j9

11720 next 19
11722 for i9=n to1 step =1

11723 if i9=n goto 11730

11724 for j9=n to i9+1 step -1

11726 ul(s1¢i9))=ul(s1(i9)I=ui9,jiN*ut(s1¢(j9))
11728 next j9

11730 ul(s1¢i9))=u1(s1(i9))/u(i9,i9)

11732 next 19
11734 return
11736 rem !--._- --------------------------------------------- !

Es setzt das Vorhandensein einer mit Hilfe der LR-Zerlegung erzeugten oberen Dreiecksma-
trix u(i,j) voraus; dabei wird die Zeilenvertauschung bei der Pivotierung berlicksichtigt. Dazu
ist dem Programm ein Permutationsvektor zu Uibergeben, der in BANAMP erzeugt und im
Hauptprogramm dimensioniert wurde. Das Programm is{ vom Hauptprogramm aus geson-
dert aufzurufen und kann auf der Basis ein und der gleichen Dreiecksmatrix nacheinander
mehrere Spaltenvektoren verarbeiten. Werden die Elemente des Losungsvektors in der Rei-
henfolge gewiinscht, in der sie ohne Pivotierung erschienen wéren, so ist unter Beriicksich-
tigung des Permutationsvektors auszulesen, also z. B.

for i=1to n : x({i)=u1(s1(i)) : next i

Bedeutung der Variablennamen:

u(i,j) LR-zerlegte Matrix; u1(i) Spaltenvektor, wird vom Ldsungsvektor liberschrieben; s(i)
Permutationsvektor; n Anzahl der Unbekannten; 1=i=n; 1=j=n.




2.3. Lineare Gleichungssysteme 83

2.3.4. Cholesky-Verfahren

Die Anwendung des Cholesky-Verfahrens setzt voraus, daf? die Matrix des Gleichungssy-
stems symmetrisch und positiv-definit ist. Als grobe Faustregel kann man, wenn man wei-
tere Untersuchungen nicht angestellt hat, folgendes annehmen: Eine Matrix ist jedenfalls
dann positiv-definit, wenn sie als Produkt einer Matrix mit ihrer Transponierten gewonnen
wurde (GauRRsche Normalform). Normalgleichungssysteme der Ausgleichsrechnung befin-
den sich immer in der GauBschen Normalform. Eine irgendwie anders gewonnene symme-
trische Matrix ist zundchst mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht positiv-definit.

Die Eigenschaft der Symmetrie kann ggf. mit P 2.13 SYMMET gepriift werden. Die Prifung
auf Positiv-Definitheit geschieht zweckméRig durch die folgenden Programme selbst oder
aber mittels P 2.17 DEFINI. Will man an einer Matrix nur die Priifung auf Positiv-Definitheit
vornehmen, so hat man die Matrix vor Ausfiilhrung des Programms zu kopieren; denn die
Prifung veréndert die Matrix. ‘

Der Losungsansatz beim Cholesky-Verfahren ahnelt dem bei der LR-Zerlegung. Statt des An-
satzes U = L % R wird jedoch wegen der vorausgesetzten Symmetrie der Ansatz

U=~L%x1L (2.17)

gewihlt, also transponierte Dreiecksmatrix L™ mal Dreiecksmatrix L, was in jedem Falle zu ei-
ner symmetrischen Matrix fihrt. Analog zur Darstellung im Bild 2.2 ergibt sich damit die An-
ordnung geméR Bild 2.4.

b e s

L b by b
v b b
] b

ln Uy U U Uy
b |2 Uz Uy Uy Uy

by by ly Uy Uy Up Ug, Bild 2.4. Multiplikationsschema fiir den Algorithmus von Cholesky

Da die Matrix L" die gleichen Elemente wie die Matrix L enthlt, gentigt die Ab-
b be b W]l Yo Ye Y speicherung nur einer Dreiecksmatrix.

Man kann auch hier in verschiedener Weise parkettieren; die Vorgehensweise ist unerheb-
lich, da eine Pivotierung bei diesem Verfahren keinen Effekt ergébe [Bohm 85].

Die arspriingliche Matrix wird wie beim LR-Verfahren tiberschrieben. Die Diagonalelemente
werden durch Radizieren gewonnen. Wird dabei ein Radikand negativ, so war die Matrix
nicht positiv definit und die Anwendung des Verfahrens war nicht gerechtfertigt. Man be-
achte, daB ein nicht positiv-definites Gleichungssystem durchaus lésbar sein kann, nur eben
nicht mit dem Cholesky-Verfahren. Man werte das Fehlerflag aus, sonst kann es u. U. unbe-
merkt zu falschen Losungen kommen.

Die Bearbeitung der Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen ist nicht erforderlich; dieser
Teil des Speicherbereichs kann wihrend des gesamten Rechenganges unbesetzt bleiben. —
Die explizite Berechnung der Matrizengleichung (2.17) liefert fur eine 4 * 4-Matrix folgen-
des System von Gleichungen zur Berechnung der Matrix L, durch deren Elemente die ur-
spriingliche Matrix berschrieben wird (s. Bild 2.4):

=1 2
un = Iy
Urz = Il
Uss = lyyhs

Urg = byl
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[z = lialyd]

U = '122 + 1,7
Uzs = lighs + lplzs
Uze = l1olg + lz2l2g

[uz = hisln] ]

[usz = hshz + Islz)

sy = hg® + I + Iy’
Uss = lislis + lashas + laslas

(s = liylia]

[ugz = lizha + lal]

[u43 = I13'14 + l24'23 + I34|33]

Uss = h® + 1o + 12 + 12
Die in Klammern stehenden Gleichungen brauchen der Symmetrie wegen nicht beriicksich-
tigt zu werden.

Das Programm P 2.26 CHOL2D realisiert die beschriebene Dreieckszerlegung. Zur Lésung
von Gleichungssystemen ist Programm P 2.27 SUBST3 anzuschlieBen.

Programm P 2.26. CHOL2D. Fuhrt die Dreieckszerlegung an einer symmetrischen, positiv-
definiten Matrix aus.

11750 rem !--=--==-=--—— e m o —mce e —e— e oo !
11752 rem ! P2.26 CHOL2D /folgt:SUBST3/
11754 rem ! inp:n,u(n,n)
1
]

11756 rem int:i9,j9,k9,s9
11758 rem ! out:e1%,uln,n)
11760 rem | om e s e o o o e o e o o e o - - = - - - - - - - !

11762 e1%=0
11764 for i9=1 to n

11766 s9=u(i9,i9)

11768 if i9=1 goto 11776

11770 for j9=1 to i9-1

11772 $9=s9=u(j9,i9)*u(j9,i9)
11770 next j9

11776 if s9<=0 goto 11802

11778 u(i9,i9)=sqr(s9)

11780 if i9=n goto 11798

11782 for j9=i19+1 to n

11784 s9=u(i9,j9)

11786 if i9=1 goto 11794
11788 for k9=1 to i9-1

11790 $9=s9-u(k9,i9)*u(k9,i9)
11792 next k9

11794 u(i9,j9)=s9/u(i9,i9)
11796 next j9

11798 next i9

11800 goto 11804

11802 e1%=1

11804 return

11806 rem !======c-ccccemc e e !
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Es geniigt, wenn nur die obere Dreiecksmatrix besetzt wird, auf die Elemente unterhalb der
Hauptdiagonalen wird nicht zugegriffen. Die Priifung auf Symmetrie ist ggf. vor der Anwen-
dung mit P 2.13 SYMMET zu testen. Die Prifung auf Positiv-Definitheit geschieht durch
P 2.17 DEFINI oder durch das vorliegende Programm selbst. Sobald zu radizierende Ele-
mente negativ werden, ist die Bedingung der Positiv-Definitheit nicht erfillt. Man beachte
das Fehlerflag. Zur Losung von Gleichungssystemen ist im Anschluf an die Ausfiihrung die-
ses Programms P 2.27 SUBST3 aufzurufen.

Bedeutung der Variablennamen:
u(i,j) Matrix; n Zeilen- bzw. Spaltenzahl der Matrix; 1=si=n, 1=j=n.

Programm P 2.27. SUBST3. Fiihrt die Vorwiarts- und Rlckwaértssubstitution fiir einen Spal-
tenvektor aus und setzt das Vorhandensein einer mittels Cholesky-Verfahrens zerlegten obe-
ren Dreiecksmatrix voraus.

11810 rem !=====cccccccccccmcr e c e mcc e c e )
11812 rem ! P2.27 SUBST3 /folgt auf:CHOL2D/ !
11814 rem ! inp:n,u(n,n),ul(n) !
11816 rem ! int:i9,j9,s9 !
11818 rem ! out:ul(n)

11820 rem !=====mc--cccccmcccr e m e —— - !
11822 for i9=1 to n

11824 s9=u1(i9)

11826 if i9=1 goto 11834

11828 for j9=1 to i9-1

11830 $9=59=-u(j9,i9)*u1(j9)

11832 next j9

11834 ul€i9)=s9/u(i9,i9)

11836 next i9
11838 for i9=n to 1 step -1

11840 s9=u1(i9) =
11842 if i¥9=n goto 11850
11844 for j9=i9+1 to n

11846 $9=89=u(i9,j9*u1(j9)
11848 next j9

11850 ul(i9)=s9/u(i9,i9)

11852 next i9

11854 return

11856 rem !===---- bttt bl bt e D D L DL !

Das Programm ist vom Hauptprogramm aus gesondert aufzurufen und kann auf der Basis ein
und der gleichen Matrix nacheinander mehrere Spaltenvektoren verarbeiten.

Bedeutung der Variablennamen:

u(i,j) choleskyzerlegte Matrix; u1(i) Spaltenvektor, wird vom Lésungsvektor iberschrieben; n
Anzahl der Unbekannten; 1=i=n, 1=j=n.

Das Cholesky-Verfahren setzt zwar die Symmetrie der Matrizen voraus, bendtigt aber die
unter der Hauptdiagonalen gelegenen Elemente an keiner Stelle des Rechengangs. Um die
Speicherkapazitdt des Rechners voll auszunutzen, kann deshalb die Matrix mit besonderem
Vorteil in einem eindimensionalen Feld abgespeichert werden. Wir verwenden folgende Nu--
merierung fur die Elemente der eindimensional gespeicherten Matrix:

u(l)  u2) u@) u@)
u@3 u®B) u@
u(6) u(9)

u(10)
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Die Zahl z der Elemente einer n % n-Matrix ohne die unter der Hauptdiagonalen gelegenen
Elemente ergibt sich als

z=3(n-[n + 1) (2.18)

Tafel 2.1. Speicherplatzbegrenzung fiir Gleichungsanzahl

Maximal moégliche Anzahl von Gleichungen, die bei gegebener Speicherkapazitit des Rechners und Wortlinge der
Gleitpunktzahlen verarbeitet werden kdnnen

Rechner- Allg. Matrix + Spaltenvektor Symmetrische Matrix + Spaltenvektor
speicher Mantissenlénge Mantissenlidnge
3Byte 4Byte 5Byte 6 Byte 7 Byte 3 Byte 4Byte 5Byte 6 Byte 7 Byte

4K 3 28 25 23 23 43 39 35 32 30
8K 44 39 36 33 3 62 55 50 46 43
16 K 63 56 51 47 44 89 79 72 66 62
32K 90 80 73 67 63 126 112 103 95 89
64 K 127 113 104 96 90 179 160 146 135 126
128 K 180 161 147 136 127 254 227 207 192 179
256 K 255 228 208 193 180 360 322 294 272 254
512K 361 323 295 273 255 510 456 416 385 360

Der linke Teil der Tafel enthilt die Werte, denen eine vollstindige quadratische Matrix und der zugehérige Spaltenvek-
tor zugrunde liegen, der rechte Tafelteil die entsprechenden Werte fiir symmetnsche Matrix und die vorgeschlagene
Abspeicherung ohne den Teil unterhalb der Hauptdiagonalen.

Programm P 2.28. CHOL1D. Fiihrt die Dreieckszerlegung an einer symmetrischen, positiv-
definiten Matrix aus.

1186@ rem !====-----cccc oo e e e e oo !
11862 rem P2.28 CHOL1D /folgt:SUBST4/
11864 rem inp:n,uln*(n+1)/2)

]

!
11866 rem ! int: 19 j9, k9
11868 rem ! out: e1% uln*(n+1)/2)
11878 rem !======crrmeccecccccccccccccre e R !
11872 e1%=0
11874 for i9=1 to n

11876 L9=(i9%i9+i9)/2

11878 s9=u(l9)

11880 if i9=1 goto 11888

11882 for j9=1 to i9-1

11884 s9=5s9=u((i9*i9=-i19)/2+j9)"°2
11886 next j9

11888 if s9<=0 goto 11914

11890 ull9)=sqr(s9)

11892 if i9=n goto 11910

11894 for j9=i9+1 to n

11896 s9=u((j9*j9=-j9)/2+i9)

11898 if i9=1 goto 11906

11900 for k9=1 to i9-1

11902 §9=89=u((i9*%i9=919)/2+k9)*u((jI*j9-j9)/2+k9)
11904 next k9

11906 ul(j9*%j9-39)/2+i9)=s9-u(l9)
11908 next j9

11910 next i9

11912 goto 11916

11914 e1%=1

11916 return

11918 rem !======-=-cecccrcc e e e e m e s — e — e !
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Die Matrix wird in einem eindimensionalen Feld spaltenweise abgespeichert. Der Teil unter-
halb der Hauptdiagonale wird nicht gespeichert; dadurch spart diese eindimensionale Vari-
ante fast die Hilfte des Speicherplatzes gegeniiber P 2.26 CHOL2D ein. Zur Lésung von
Gleichungssystemen ist im AnschluB an die Ausfiihrung dieses Unterprogramms das P 2.29
SUBST4 aufzurufen. Die urspriingliche Matrix wird von der dreieckszerlegten Matrix liber-
schrieben.

Bedeutung der Variablennamen:

u(i) Matrix; n Zeilen- bzw. Spaltenzahi einer gedachten umschlieBenden quadratischen Ma-
trix; 1sis(n%(n+1)/2. '

Programm P 2.29. SUBST4. Fuhrt die Vorwirts- und Rickwirtssubstitution fur einen Spal-
tenvektor durch und setzt das Vorhandensein einer mittels Cholesky-Verfahrens erzeugten
oberen Dreiecksmatrix u(j) in eindimensionaler Abspeicherung voraus.

11930 rem !=====ce-cccccccccccccaax et bl D Dt !
11932 rem ! P2.29 SUBST4 /folgt auf:CHOL1D/ !
11934 rem ! inp:n,u(n*(n+1)/2) ,ul1(n) !
11936 rem ! int:i9,j9,s9 !
11938 rem ! out:ul(n) !
11940 rem !=====c--ccecccc e c e e e !
11942 for 1921 to n

11944 s9=u1(i9)

11946 if 19=1 goto 11954

11948 for j9=1 to i9-1

11950 $9=s9=u((i9%i9=79)/2+j9)*ul1(j9)

11952 next j9

11954 ul(i9)=s9/u((i9*i9+i9)/2)

11956 next i9
11958 for i9=n to 1 step =1

11960 s9=u1(i9)

11962 if i9=n goto 11970

11964 for j9=i9+1 to n

11966 $9=s9-u((j9*j9=j9)/2+¥i9)*ul1(j9)
11968 next j9

11970 ul(i9)=s9/ul(i9*i9+i9)/2)

11972 next i9
11974 return
11976 rem !====-cccmeccccccccccrr e crr e e !

Das Programm ist vom Hauptprogramm aus gesondert aufzurufen und kann auf der Basis ein
und der gleichen Dreiecksmatrix nacheinander mehrere Spaltenvektoren verarbeiten. Der
Spaltenvektor wird vom Lésungsvektor tiberschrieben.

Bedeutung der Variablennamen: ‘

u1(i) Spaltenvektor; n Anzahl der-Unbekannten; 1=i=n, 1=j=(n*%(n+1)/2).

Die Gesamtzahl der benétigten Feldelemente vergréRert sich gegeniiber z aus (2.18) um n
fur den Spaltenvektor, bei Verfligbarkeit von z Feldelementen kénnen also maximal

Neax = 3(y/9 + 82 — 3) (2.19)

Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten behandelt werden. Demgegeniuber werden fiir
eine voll besetzte quadratische Matrix plus Spaltenvektor nsn+n Zahlen benétigt. Ta-
fel 2.1 zeigt den Zusammenhang zwischen Speicherkapazitdt, Wortlénge der Gleitpunktzah-
len und Anzahl méglicher Gleichungen fiir normale, voll besetzte Matrizen und fiir symme-
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trische Matrizen in eindimensionaler Abspeicherung. Die eindimensionale Abspeicherung
ermdglicht bei gegebenem Speicherplatz die Abarbeitung von nahezu der sqr(2)-fachen An-
zahl von Gleichungen.

Die Zuordnung der Indizes i,j in der zweidimensionalen Darstellung zum Index k in der ein-
dimensionalen Darstellung geschieht durch die Formel

k=3(2+] + i (2.20)

Das Programm P 2.28 CHOL1 arbeitet mit der geschilderten eindimensionalen Abspeiche-
rung. Zur Losung von Gleichungssystemen ist ihm das Programm P 2.29 SUBST4 anzu:
schliefen.

2.3.5. QR-Zerlegung

Bei den bisher behandelten Methoden zur Losung von Gleichungssystemen kann sich die
Kondition des Systems im Laufe der Berechnung verschlechtern. Die von Householder
[Hous 64] angegebene sog. QR-Zerlegung vermeidet das und bietet gleichzeitig die Mog-
lichkeit zur Behandlung auch iberbestimmter Gleichungssysteme. Bild 2.5 zeigt das Prinzip
der Methode: Die n % m-Matrix U wird durch das Householder-Verfahren in das Produkt aus
einer quadratischen n % n-Matrix P und einer oberen m % m-Matrix R zerlegt.

Die Matrix P muR hermitesch (P™ = P), unitdr (PTP = E) und damit auch involutorisch sein
(PP =E).

Die Vorgehensweise fir die Transformation von U in die Matrizen P und R skizzieren wir
hier nur kurz und verweisen auf die ausfiihrliche Darstellung in Stoer [Stoe 83].

Zwei Vektoren x,y sollen durch die Matrix P ineinander transformiert werden:

y=Px (2.21)
Flir P wird nach Householder der Ansatz verwendet:
P=E-2wwmitww=1. (2.22)

Es wird nun versucht, einen Vektor wund damit P so zu bestimmen, daR ein gegebener Vek-
tor, d. h. eine Spalte der urspriinglichen Matrix

X4

X2

= \ (2.23)

Xn
in ein zundchst unbekanntes Vielfaches des ersten Achsenvektors
1

e, = (2.24)
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transformiert wird:
- P.x (225)
s ergibt sich als Euklidnorm des Vektors x:-

6= X'x= inz s=sgn - y/&— (2.26)
i=1

Das Vorzeichen sgn ist zunéchst frei wahlbar; man wihlt es so, dal8 Parallelitdt der Vektoren

e, und x vermieden wird. Aus der Gleichung

Px=x—-2(wxw=se undw'w=1 (2.27)

folgt fir den Vektor w

X —Sé€
w=— 2.28
Ix = sel] (2.2
Die Transformationsmatrix wird damit
P=E-2ww=E-Bud
X, + 0
Xz
Uu=x—-se = (2.29)
Xn
1
6= SX; — O

Mit dieser sog. Householder-Transformation wird die urspriingliche Matrix schrittweise in
eine obere Dreiecksmatrix transformiert. Die untere Dreiecksmatrix wird benutzt, um die
Elemente der Transformationsmatrix P zu speichern (s. Bild 2.5.).

R m
P|U nem
n
Bild 2.5. Multiplikationsschemafiir denAlgorithmus von Householder
m Anzahl der Unbekannten; n Zah! der Gleichungen. Die Matrix R kann auf
n m dem gleichen Speicherplatz wie die Matrix Pabgespeichert werden.

Das Programm P 2.30 HOUSEH, das sich an ein ALGOL-Programm in [Stoe 83] anlehnt, rea-
lisiert die Berechnung des oben geschilderten Verfahrens. Es ist dartiber hinaus zur Lésung
iberbestimmter Systeme geeignet und gibt tir den Fall, daB n < m ist, die Quadrat-
summe s, des Residuums aus (s. auch [Kahm 85]).
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Programm P 2.30. HOUSEH. Fiihrt die QR-Zerlegung nach Householder aus und erzeugt
aus der urspriinglichen Matrix eine obere Dreiecksmatrix sowie den Losungsvektor.

11990 rem ! !
11992 rem ! P2.30 HOUSEH

11994 rem ! inp:di,m,n,ul(n,m+1) !
11996 rem ! int:b8,b9,i19,j9,k9,s8,s9 !
11998 rem ! out:el%,s2,u(i,m+1)

12000 rem !====s=-e-ccmceccccmcmm e e m e s s s s e m e e e m e !
12002 e1%=0

12004 for i9=1 to m

12006 b9=0

12008 for j9=i9 to n

12010 b9=b9+u(j9,i9)"2

12012 next j9

12014 if abs(b9)>d1 goto 12020

12016 el%=1

12018 goto 12084

12020 s8==sqr(b9)

12022 if u(i9,i9)<>@ then s8=s8*sgn(u(i9?,i9))

12024 b8=1/(b9-s8*u(i%9,i9))

12026 u(i9,i9)=u(i9,i9)-s8

12028 for j9=i19+1 to m+1

12030 s9=0

12032 for k9=i9 to n

12034 s9=s9+u(k9,i9)*u(k9,j9)

12036 next k9

12038 s9=s9%b8

12040 for k9=19 to n

12042 u(k9,3i9)=u(k9,3j9)-u(k9,i9)*s9

12044 next k9

12046 next j9

12048 u(i9,i9)=s8

12050 mext i9

12052 if abs(u(m,m))>d1 goto 12058

12054 e1%=1

12056 goto 12084

12058 for i9=m to 1 step -1

12060 if i9=m goto 12068

12062 for j9=m to i19+1 step =1

12064 u(i9,m+1)=u(i9,m+1)=-udi9, i) *u(j9,m+1)

12066 next j9

12068 uCi9,m+1)=uCi9,m+1)/u(i9,i9)

12070 next 19

12072 if n=m goto 12084

12074 s2=0

12076 for i9=m+1 to n

12078 s2=s2+u(i9,m+1)"2

12080 next i9

12082 s2=sqr(s2)

12084 return

12086 rem !=====-=c-cccccccccccc e e c e r e s m e m e !

In den Elementen der unteren Dreiecksmatrix verbleiben zuféllige Zwischenergebnisse. Die
Zeilenzahl kann groBer als die Spaltenzahl sein, d. h., es konnen tUberbestimmte Gleichungs-
systeme behandelt werden. Die Matrix U muf} dazu jedoch quadratisch dimensioniert wer-
den, also Zeilenzahl mal Zeilenzahl.

Bedeutung der Variablennamen:

m Spattenzahl = Anzahl der Unbekannten; n Zeilenzahl = Anzahl der Gleichungen; u(m,m)
Matrix, u(i,m+1) Losungsvektor; e1% Fehlerflag. e1%=0 bedeutet fehlerfreie Abarbeitung;
e1%=1 bedeutet singuldres System. s2 Quadratsumme der Residuen bei Uiberbestimmtem
System.
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2.3.6. Systeme mit tridiagonalen Matrizen

Systeme mit tridiagonalen Matrizen spielen z. B. bei Splineapproximationen eine wichtige
Rolle.

Das System Ux = u wird wie bei der LR-Zerlegung in eine untere und eine obere Dreiecks-
matrix zerlegt. In der L-Matrix sind dann nur die Hauptdiagonale und die darunter liegende
Nebendiagonale mit von null verschiedenen Elementen besetzt. In der R-Matrix sind die
Hauptdiagonale und die darlber liegende Nebendiagonale besetzt; alle Ubrigen Elemente
sind null. Die R-Matrix wird so normiert, daB die Hauptdiagonalelemente zu eins werden;
diese Elemente erfordern dann keine Speicherung, und der fir die urspriingliche Matrix er-
forderliche Speicherplatz geniigt fiir die weitere Bearbeitung. Die Elemente des umgestell-
ten Systems ergeben sich aus

U=LR

u=_Lv. (2.30)
Die Berechnung geschieht analog dem Verfahren bei der LR-Zerlegung (s. Abschn. 2.2.4).
Die Elemente der Matrizen L und R werden wie dort durch Koeffizientenvergleich aus den
Matrizenprodukten gewonnen. Wir bezeichnen mit d; die Diagonalelemente, mit |; die Ele-
mente der linken und mit r; die Elemente der rechten Nebendiagonalen sowie mit u; die Ele-
mente des Spaltenvektors.

d, Uy
I, d n U
| d; r u
U= o u=1] ° (2.31)
r'n—1
I dn_ ' u,

Die Elemente der urspriinglichen Matrix werden folgendermaRen verdndert, um schlieRlich
in L — Matrix, R — Matrix und Losungsvektor liberzugehen:

[dy:=di]

ry: = r/d, LR-Zerlegung erste Zeile
P 2.31 TRIDIA

o=di = %oy fori = 2tonstep 1

ri: = r/d; fori =2tonstep 1 LR-Zerlegung Rest
P 2.31 TRIDIA

U . = Ui/d|

Ui s = (u; — L%ku-,)/d; fori =2tonstep 1 Vorwirtssubstitution

’ P 2.32 SUBST 5
(U : = ug]
Uil = U — KUy fori = n-1to1step — 1  Rulckwiartssubstitution

P 2.32 SUBST 5 (2.32)

Wir verwenden zur Abspeicherung der Matrix ein zweidimensionales Feld u(m,n), in dem
der zweite Index die Zeile in der Matrix angibt. Der erste.Index bezeichnet die jeweilige Pa-
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rallele zur Hauptdiagonalen. u(0,i) ist die Hauptdiagonale selbst, u(1,i) die rechte (obere) Ne-
bendiagonale, u(2,i) die linke (untere) Nebendiagonale. Die Abspeicherung geschieht folgen-
dermafen:

u(0,1) u(1,1)
u@1) =0 fuz2 uo2 u12

u(l,n—1) [u(t,n) = 0]
u(2,n) u(n)

Alle nicht bezeichneten Elemente haben den Wert null. Man hat demnach zu dimensionie-
ren: dim u(2,n), dim ul(n). Die Elemente u(2,1) und u(1,n) werden nicht benutzt. Der Ablauf
wird durch das Programm P 2.31 TRIDIA realisiert. Die anschlieBende Substitution ge-
schieht mit Programm P 2.32. SUBST5. Beispiele zur Programmkontrolle finden sich am
Ende des Abschnitts 2.3.

Programm P 2.31. TRIDIA. Zerlegt eine tridiagonale Matrix in eine untere und eine obere bi-
diagonale Matrix und l6st das Gleichungssystem.

12100 rem !====c-mc-cccmeccc e c e c e ccmnmrm e m e !

12102 rem ! P2.31 TRIDIA /folgt:SUBSTS/ !
12104 rem ! inp:dl,n,u(2,n) !
12106 rem ! int:i9 !
12108 rem ! out:el%,u(2,n) !
12110 rem !=-==--==-cc-cce--o- Ee e ittt bl !

12112 e1%=0

12114 if abs(u(@,1))<d1 goto 12132
12116 u(1,1)=uC1,1)/u@,1)

12118 if n=1 goto 12134

12120 for i9=2 to n

12122 u(@,i9)=u(@,i9)=u(2,i9)*u(?,i9=1)
12124 if abs(u(@,i19))<d1 goto 12132
12126 u1,i9)=u(1,i9)/u(@,i9)

12128 next i9

12130 goto 12134

12132 el%=1

12134 return

12136 rem !|====weemceccccccccmccccccccerc e mr e e ————————— 1

Die Matrix wird in einem zweidimensionalen Feld folgendermaBen abgespeichert: u(0,i) mit
i=1...n enthilt die Elemente der Hauptdiagonalen, also u(i,i), wenn zweidimensional ge-
speichert wiirde; u(1,i) mit i=1...n enthdlt die Elemente der rechten Nebendiagonalen
(u(i,i+ 1) im zweidimensionalen Fall), wobei u(1,n) nicht verwendet wird; u(2,i) miti=1...n
enthilt die Elemente der linken Nebendiagonalen, also u(i,i—1), wenn zweidimensional ge-
speichert wiirde, wobei u(2,1) nicht verwendet wird. Es wird nur die LR-Zerlegung der Ma-
trix ausgefiihrt. Zur Bestimmung des Losungsvektors ist anschliefend P 2.32 SUBST5 aufzu-
rufen.

Bedeutung der Variablennamen:

n Anzahl der Gleichungen = Anzahl der Unbekannten; u(j,i) Matrix, wird von den LR-zerleg-
ten Bidiagonalmatrizen liberschrieben; d1 kleinster zuldssiger Wert fiir ein Diagonalelement;
e1% Fehlerflag. e1%=1 bedeutet singuldre Matrix bzw. Diagonalelement kleiner als d1.
0=j=2, 1=i=n.
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Programm P 2.32. SUBSTS5. Fihrt die Vorwiarts- und Rickwiértssubstitution fir einen Spal-
tenvektor durch und setzt das Vorhandensein einer mitteis P 2.31. TRIDIA erzeugten oberen
Dreiecksmatrix u(j,i) voraus.

12132 rem !==-==m=ccccccccc e r e rrrrcrc e !
12134 rem ! P2.32 SUBSTS /folgt auf:TRIDIA/ !
12136 rem ! inp:n,u(2,n),ul(n) [
12138 rem ! int:i9 !
1214@ rem ! out:uld(n) !
12142 rem !====-meecmcememcc e e e e e e mrm e !

12144 ul(1)=u1C1)/ud,1)

12145 if n=1 goto 12158

12146 for i9=2 to n

12148 ul (i) =(u1(i9)=u(2,i9)*u1(i9=1))/u(@,i9)

12150 next 19

12152 for i9=n=1 to 1 step -1

12154 uli9I=ul1 (i =u(1,i9N*ul1(i9+1)

12156 next 19

12158 return

12160 rem !====-cercccccccc e e e n e e 1

Das Programm ist vom Hauptprogramm aus gesondert aufzurufen und kann auf der Basis ein
und der gleichen Dreiecksmatrix nacheinander mehrere Spaltenvektoren verarbeiten.
Bedeutung der Variablennamen:

u(j,i) LR-zerlegte Matrix; ul(i)= Spaltenvektor wird vom Lésungsvektor Gberschrieben; n An-
zahl der Unbekannten; 1=i=n, 0=5j=2.

2.3.7. Systeme mit zyklisch-tridiagonalen Matrizen

Die Gleichungssysteme mit zyklisch-tridiagonalen Matrizen werden in erster Linie fir die
Approximation in sich geschlossener Kurven bendtigt, also z. B. fiir Splineapproximationen
entsprechender Graphen. Die zyklisch-tridiagonalen Systeme sichern, dal sich der Lésungs-
vektor periodisch fortsetzt.

Der Aufbau der Gleichungssysteme dhnelt dem der einfach tridiagonalen Systeme; lediglich
die bei jenen fehlenden Elemente |, und r, werden hier in der Matrix berlicksichtigt, was die
periodische Fortsetzung sichert:

d Uy
I, d rn Uz
I d; r u
U = AR u=1" (2.33)
rn-1
rn 'n dn Un

Alle nicht bezeichneten Elemente haben den Wert null.

Die Dreieckszerlegung U = L R erfolgt wie bei den einfach tridiagonalen Matrizen. Aller-
dings ergibt sich ein komplizierterer Aufbau der Matrizen L und R. Bedingt durch das Vor-
handensein der Elemente |, und r, auBerhalb des Dreierstreifens liefert die Dreieckszerle-
gung zusétzlich eine untere Zeile in der L-Matrix und eine rechte Spalte in der R-Matrix. Das
spielt bei der Dimensionierung des benétigten Feldes eine Rolle: Wihrend einfach tridiago-
nale Matrizen in einem Feld der GréBe 3% n speicherbar sind, erfordern zyklisch-tridiago-
nale Systeme Felder der GroBe von fast 5% n.
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Selbstverstandlich kdnnen zyklisch-tridiagonale Systeme auch mit den oben behandelten
Verfahren fir allgemeine Matrizen geldst werden. Die Ausnutzung der speziellen Matrix-
struktur ermoglicht aber sehr viel schnellere und auch fehlerdrmere Matrixzerlegung. Bei
geeigneter Besetzung der Felder kann auch der benétigte Speicherplatz betrédchtlich verrin-
gert werden.

Zur Erlduterung des Algorithmus bezeichnen wir die Elemente der Matrizen entsprechend
(2.31).

Die Elemente d; sind die Hauptdiagonalelemente, die |; die Elemente der linken und die r, die
der rechten Nebendiagonalen. u; sind die Elemente des Spaltenvektors. Der Spaltenvektor
wird wie iblich vom Lésungsvektor tiberschrieben. Die LR-Zerlegung liefert:

1 r 8 d,
1 ra Sy Iz dz
I,
R = L= (2.34)
Sp-2
M
1 w‘I WZ Wn-2 In dn

s; sind die Elemente der zusétzlich auftretenden rechten Spalte und w; die der zusétzlichen
waagerechten Zeile in der Matrix L. Alle nicht bezeichneten Elemente haben den Wert null,
werden aber bei der folgenden Berechnung nicht benétigt. Durch geeignete Speicherorga-
nisation werden sie im Programm P2.33 TRIDIZ nicht wirksam. Der folgende Algorithmus
arbeitet in der Weise, daB die urspriingliche Matrix U von den beiden Matrizen L und R
liberschrieben wird. Die Werte eins auf der Hauptdiagonalen der Matrix L werden nicht ge-
speichert.

Programm P 2.33. TRIDIZ. Das Programm fiihrt die LR-Zerlegung an zyklisch-tridiagonalen
Matrizen aus und nutzt deren schwache Besetzung.

12260 rem !=====c=cccmccccmccc e ccc e e !
12262 rem ! P2.33 TRIDIZ /folgt:SUBST6/

12264 rem ! inp:d1,n,u(4,n)

12266 rem ! int:i9,s9

12268 rem ! out:d,el%,ul4,n) 1
12270 rem !===-==c--cemccmccet e e !
12272 e1%=0

12274 if n=1 goto 12322

12276 if abs(u(@,1))<d1 goto 12332

12278 u(1,1)=u1,1)/u(@,1) ! Anfangselemente
12280 if n>2 goto 12286

12282 u(@,2)=u(0,2)-u(2,2)*u(1,1)

12284 goto 12322

12286 u(3,1)=u(2,1)/ud,1)

12288 ul4,1)=ul1,n) ! allg. Elemente
12290 for i9=2 to n-1

12292 u(@,i9)=u(@,i9)=-u2,i9)*u(1,i9-1)

12294 if abs(u(@,i9))<d1 goto 12332

12296 if i9=n=1 goto 12304

12298 u(1,i9)=u1,19)/u(@,i9)

12300 u(3,i9)==(u(2,i9)*u(3,i9-1))/u(@,i9)

12302 ul4,i9)==u(4,i9=1)*u(1,i9-1)

12304 next i9

12306 ul2,n)=u(2,n)=u(4,n=2)*u(1,n=2) ! Endelemente
12308 ul,n=1)=wW,n=1)-u(2,n=-1)*u(3,n=-2))/u(@,n-1)

12310

s9=0
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12312 for i9=1 to n=2

12314 s9=s9+u(4,i9)*u(3,i9)

12316 next 19

12318 u(@,n)=u@,n)=u(2,n)*ul1,n=11=-s9
12320 if abs(u(@,n))<d1 goto 12332

12322 d=1 ! Determinante
12324 for i9=1 to n
12326 d=d*u(@,i9)

12328 next i9

12330 goto 12334

12332 el%=1

92334 return

12336 rem !===-c-memccccrm e e e e e oo —— = !

Die Matrix ist in einem Feld der GréBe (4,n) gespeichert. Das Schema der Abspeicherung ist
im ausfithrlichen Text erklédrt. Zur Lésung von Gleichungssystemen ist anschlieBend P 2.34
SUBST6 aufzurufen.

Bedeutung der Variablennamen:

d1 kleinster zuldssiger Wert eines Diagonalelements, Unterschreitung wird als Singularitat
angesehen; n Anzahl der Unbekannten; u(j,i) Matrix des Systems; e1% Fehlerflag. e1%=1
bedeutet Singularitdt und vorzeitigen Riicksprung aus dem Unterprogramm. 1=i=n, 0=j=4.

Die Umrechnung von originaler Matrix in die dreieckszerlegten Matrizen geschieht folgen-
dermalen [Enge 85]:

Anfangsglieder

[dy:=d,]

r:=r/d, P 2.33 TRIDIZ bzw.

s, = l,/d, P 2.35 TRIDIZ2

Wii=r,

u;, ;= u,/d, P 2.34 SUBST6 bzw
P 2.36 SUBST7

Allgemeine Glieder

d:=d —lir,4 fori=2to n-1

r:=r/d; fori=2ton-2 P 2.33 TRIDIZ bzw.

s = — (I, s.4)/d; fori=2ton-2 P 2.35 TRIDIZ2

W; = — Wi,y 'i-1 fori=2ton-2

Ui = (u; — u, 1)/d, fori=2ton-1 P 2.34 SUBST6 bzw.
P 2.36 SUBST7

Endglieder

loi=1lo — Wy T2

o1 = (o1 = ot Sn2)/dny fori=1ton-2 P 2.33 TRIDIZ bzw.

siI=s+ws P 2.35 TRIDIZ2

do:i=d, = lro,—s

t:=t+ wy; fori=1ton-2

Uy = (U, — by ugqy — t)/d,

Riicksubstitution

[u, := u,] P 2.34 SUBST6 bzw.

Upq ©= Upq — Foqly P 2.36 SUBST7

Ui i= U, — U4 — S;u, fori=n-2to 1step -1 (2.35)




96 2. Lineare Algebra und Matrizenrechnung

Programm P 2.35. TRIDIZ2. Das Programm fiihrt die LR-Zerlegung an zyklisch-tridiagonalen
Matrizen aus.

12420 rem !======-c=ccccccccaa- e e e D L L !
12422 rem ! P2.35 TRDIZ2 /folgt:SUBST7/

12424 rem ! ’ inp:di,n,uln,n)

12426 rem ! int:i19,s9 !
12428 rem ! out:d,el%,ul(n,n

12430 rem !====c-c-cccccccncc e r e e ———- !

12432 e1%=0

12434 if n=1 goto 12480

12436 if abs(u(1,1))<d1 goto 12490

12438 u(1,2)=u1,2)/u(1,1) ! Anfangselemente
12440 if n>2 goto 12446

12442 u2,2)=u(2,2)=u(2,1)*u(1,2)

12444 goto 12480

12446 u(l,n)=ul1,n)/u(1,1)

12448 for i9=2 to n-=1 ! allg. Elemente
12450 ui9,i9)=u(i9,i9)~u(i9,i9=-1)*u(i9=1,i9)

12452 if abs(u(i9,i9))<d1 goto 12490

12454 if i9=n=1 goto 12462

12456 u(i9,i9+1)=u(i9,i9+1)/u(i9,i9)

12458 ui9,n)==(u(i9,i9=1)*u(i9-1,n))/u(i9,i9)

12460 uln,i9)==uln,i9=1)*u(i9-1,i9)

12462 next i9 .

12464 uln,n=1)=uln,n=1)~uln,n=2)*u(n=-2,n-1) ! Endelemente

12466 uln=1,n)=Culn=1,n)=uln=1,n=2)*u(n=2,n))/uln=1,n=-1)
12468 s9=0

12470 for i9=1 to n-2

12472 s9=s9+uln,iMN*ui9,n)

12474 next i9

12476 uln,n)=uln,n)=uln,n=1)*ul(n=-1,n)=-s9

12478 if abs(u(n,n))<d1 goto 12490

12480 d=1 ! Determinante
12482 for i9=1 to n
12484 d=d*u(i9,i9)

12486 next i9

12488 goto 12492

12490 el%=1

12492 return

12494 rem !======ccccmmccccccccc e B R el !

Bezlglich der Anzahl notwendiger Rechenoperationen wird die schwache Besetzung ausge-
nutzt. Die Mdglichkeit der kompakten Abspeicherung wird im Gegensatz zu P 2.33 TRIDIZ
mit Riicksicht auf evtl. einfachere Organisation nicht genutzt. Die Matrix ist in einem zweidi-
mensionalen Feld der GroBe n*n gespeichert; die unbenutzten Elemente werden im Laufe
des Rechengangs nicht benétigt und nicht verdndert. Fiir das Schema der Abspeicherung s.
den ausfiihrlichen Text. Zur Losung von Gleichungssystemen ist im Anschluf P 2.36 SUBST7
aufzurufen.

Bedeutung der Variablennamen:

d1 kleinster zuldssiger Wert eines Diagonalelements, Unterschreitung wird als Singularitét
angesehen; n Anzahl der Unbekannten; u(n,n) Matrix des Systems; e1% Fehlerflag. e1%=1
bedeutet Singularitdt und vorzeitigen Riicksprung aus dem Unterprogramm.

Die in [ ] stehenden Operationen werden nicht ausgefiihrt; die urspriinglichen Werte blei-
ben einfach stehen. ,

Im Programm P 2.35 TRIDIZ2 wird der o. a. Algorithmus abgearbeitet. Die Matrix U befindet
sich in einem zweidimensionalen Feld der GréBe n 3 n. Bei zunehmendem n wird viel Spei-
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cherplatz vergeudet, trotzdem bleibt der Vorteil der hheren Geschwindigkeit und Genauig-
keit erhalten. Die Besetzung geschieht folgendermaRen:

u(1,1)  u(1,2) u(1,n)
ui2,1) u(2,2) u2,3) u(2,n)
u(3,2) u(3,3) u34) u(3,n)

u(n-1,n)
u(n,1)  u(n2 u(n3) u(n,n-1)  u(n,n)

Alle nicht bezeichneten Elemtente sind unbesetzt bzw. beliebig fiir andere Zwecke nutzbar.
Die Ricksubstitution geschieht mit dem Programm P 2.36 SUBST7.

Programm P 2.36. SUBST?7. Fiihrt die Vorwirts- und Rickwiartssubstitution fiir einen Spal-
tenvektor durch und setzt das Vorhandensein einer mittels P 2.35 TRIDIZ2 erzeugten oberen
Dreiecksmatrix voraus.

12500 rem !=====-=-cccecccccccccccscm e e rrc e r e c e c e !
12502 rem ! P2.36 SUBST? /folgt auf:TRDIZ2/ !
12504 rem ! inp:n,uln,n),ul(n) !
12506 rem ! int:i19,s9
12508 rem ! out:ul(n)
12510 rem !==<-=c-cccccmcrcrccr e c s r e e e e — = !

12512 ul (=01 (1) /u1,1)

12514 if n=1 goto 12548

12516 if n>2 goto 12524

12518 ul(2)=(u1(2)=u(2,1)*u1(1))/u(2,2)

12520 ul(1)=u1(1)=u(1,2)*u1(2)

12522 goto 12548

12524 for i9=2 to n-1

12526 ul(i9)=C(ul (i =ul(i9=1)*u(i%?,i9=1))/u(i9,i9)
12528 next i9

12530 s9=0

12532 for i9=1 to n=2

12534 $9=s9+u(n,i9)*u1(i9)

12536 next i9

12538 ul(n)=utn)=uln,n=1)*ul(n=1)=s9)/uln,n)

12540 ul(n=1)=ul(n=1)=uln=1,n)*ul(n)

12542 for .i9=n=2 to 1 step =1

12544 ul(i9)=ul1 (i =u(i9,i9+1)*ul1(i9+1)=u(i9,n)*ul(n)
12546 next i9

12548 return

12550 rem !===--cccecccccmmme e e r s !

Das Programm ist vom Hauptprogramm aus gesondert aufzurufen und kann auf der Basis ein
und der gleichen Dreiecksmatrix nacheinander mehrere Spaltenvektoren verarbeiten.
Bedeutung der Variablennamen:

u(j,i) LR-zerlegte Matrix; u1(i) Spaltenvektor, wird vom Lésungsvektor iberschrieben; n An-
zahl der Unbekannten; 1=i=n, 1=j=n.

7 Rothe
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Im P 2.33 TRIDIZ wird analog vorgegangen; es wird jedoch entsprechend zum Vorgehen bei
den Tridiagonalmatrizen (s. Abschn. 2.3.6) ein zweidimensionales Feld benutzt, in dem nur
die flinf benétigten Vektoren der Reihe nach gespeichert sind. Die Zuordnung ist folgende:

dy...d, :=u0,1)...u{0,n)

r...rq :=u(1,1)...u(1,n1)
...l =u(2,2)...u{2,n)
S1...8.2 :=u(3,1)...u3n-2)

Wi. .. Wpai=u(4,1)...u4,n-2)
bzw. in Matrixform geschrieben:

u(0,i)  u(1,i) u(3,i)

“‘Z'”\‘\‘ *

\ u(0,1)™ u(1,1) u(3,1)
2™ w2 u(1,2) u@3.2)

SN oA
u2,3™> w03 -
\Q\ u(1,n-1)
u(1,n-1)

u(4,i)}———=\u(4,1)— u(4,2) um\ u&}% u(0,n)

Die ersten und die letzten Elemente der Vektoren s, und w, sind der tibersichtlicheren Zuord-
nung wegen nicht ausgenutzt. Deshalb ist die Anwendung des Programms P 2.33 TRIDIZ
erst fiir n > 5 mit Speicherplatzersparnis verbunden. Bei groBeren Systemen wird allerdings

Programm P 2.34. SUBST6. Fiihrt die Vorwirts- und Riickwiértssubstitution fiir einen Spal-
tenvektor durch und setzt das Vorhandensein einer mittels P 2.33. TRIDIZ erzeugten oberen
Dreiecksmatrix u(j,i) voraus.

12350 rem !====cecscscmccccccccce e m e e e e n e !
12352 rem ! P2.34 SUBSTé /folgt auf:TRIDIZ/ !
12354 rem ! inp:n,u(4,n),ul(n) !
12356 rem ! int:i9,s9 !
12358 rem ! out:ul(n) !
12360 rem !===-=-ceccemmmccccccccccmc e s e s !

12362 ul(1)=u1(1>/uc0,1)

12364 if n=1 goto 12398

12366 if n>2 goto 12374

12368 u1(2)=C(u1(2)=u(2,2)*u1(1))/u(0@,2)

12370 ul(1)=u1(1)=u1,1)*u1(2)

12372 goto 12398

12374 for i9=2 to n=1

12376 ul i =(u1(i9I=ul1(i9=1)*u(2,i9))/u(@,i9)
12378 next 19

12380 s9=0

12382 for i9=1 to n=2

12384 $9=s9+u(4,i9)*ul(i9).

12386 next i9

12388 ul(n)=Cul(n)=u(2,n)*ut(n=1)=s9)/u(@d,n)

12390 ul(n=1)=u1(n=1)=ul1,n=1)*ul(n)

12392 for i9=n=2 to 1 step =1 )
12394 ulGiM=ul i) =ul1,iN*ul1(i9+1)=u(3,i9)*ul(n)
12396 next 19 '

12398 return

12400 rem !=====-=-cce-c=-- L Lt !
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Das Programm ist vom Hauptprogramm aus gesondert aufzurufen und kann auf der Basis ein
und der gleichen Dreiecksmatrix nacheinander mehrere Spaltenvektoren verarbeiten.
Bedeutung der Variablennamen:

u(j,i) LR-zerlegte Matrix; u1(i) Spaltenvektor, wird vom Lésungsvektor tUberschrieben; n An-
zahl der Unbekannten, 1=isn, 0sj<4.

die Einsparung erheblich; der Faktor fir die Ersparnis ist asymptotisch n/5. GréBere Sy-
steme, also z. B. Splineapproximationen Uber mehrere hundert Punkte, sind zumeist nur mit
derartiger Speicherung behandelbar.

Die Ricksubstitution geschieht mit Programm P 2.34 SUBST®6. Beispiele zur Programmkon-
trolle finden sich am Ende des Abschnitts 2.3.

2.3.8. Systeme mit fiinfdiagonalen Matrizen

Wir gehen wie bei den tridiagonalen Matrizen vor und zerlegen in eine linke Matrix L, die
auf der Hauptdiagonalen und auf zwei darunter liegenden Nebendiagonalen besetzt ist, so-
wie in die rechte Matrix R, die auf zwei oberen Nebendiagonalen von null verschiedene Ele-
mente enthéit, wiahrend ihre Hauptdiagonale durchgehend mit dem Wert eins besetzt ist. Es
wird folgendermafen bezeichnet:

d, e f

c, d; e f

by ¢ d; e fs
fn-“2
bo-1 Co-i dhor €4y
b, C, d,

Es ergeben sich folgende Zuordnungen (s. [Enge 85]):

Erste Elemente (2.36)
[di=d]

€= e1/d1

f1 = f1/d1

Zweite Elemente (2.37)
[c2i=c)

dz = dz — Ca€4

e;'=(e; — ¢;f)/d;

fz = fz/dz

Allgemeine Elemente . (2.38)
ci=¢ — b, fori=3ton

dl = di - b[fi_z — Ci€i-1 for i=3 ton

e:=(e — cfi_)/d fori=3ton—1

fi=1/d, fori=3ton-2
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Vorwirtseinsetzen Spaltenvektor (2.39)
U= U1/d1

uz = (u; — Cu4)/d;

uI = (ul -_ blul—z - C|U|_1)/d| for |=3 tO n

Riicksubstitution (2.40)
[un=u,]

Up—1 7= Up—q ~ €qU,4

U=u — U4 — f‘U|+2 fori=n—-2to 1

Die Determinante kann beiléufig als Produkt aller d; erhalten werden.
Im Programm P 2.37 PENDIA wird die Abspeicherung auf einem zweldlmenslonalen Feld
der GréBe u(4,n) in der folgenden Weise realisiert:

u(0,i) u(1,i) u(3,i)
u(2,i) u(0,1) u(1,1) u(3,1)
wai o v w02 w2 e

@3 02,3 w03 u1,3) u@,3)

\\\ \\\ Suan-2)
\ \u(1,n—1)

u(4,n) “u(2,n) "u(O,n)

//
/

Programm P 2.37. PENDIA. Das Programm fiihrt die LR-Zerlegung an flinfdiagonalen Matri-
zen aus bei Ausnutzung der schwachen Besetzung.

12570 rem !======c-oscececccmccmccncecn e r e e e anena |
12572 rem ! P2.37 PENDIA /folgt:SUBST8/ !
12574 rem ! inp:d1,n,u(4,n) '
12576 rem ! int:i9 !
12578 rem ! out:d,el1%,ul4,n) !
12580 rem !====cmc-ccccceccrrec e e m e e e c e !

12582 e1%=0
12584 . if abs(u(@,1))<d1 goto 12626

12586 ul1,M)=u1,1)/u(0,1) ! ‘erste Elemente
12588 u(3,1)=u(3,1)/u(@,1)
12590 u(@,2)=u(d,2)=u(2,2)*u(1,1) ! zweite Elemente

12592 if abs(u(@,2))<d1 goto 12626
12594 u(1,2)=(u(1,2)=u(2,2)*u(3,1))/u(0,2)
12596 u(3,2)=u(3,2)/u(@,2)

12598 for i9=3 to n ! allg. Elemente
12600 u(2,i9)=u(2,i9)-ul4,i9)*u(1,i9-2)

12602 u(0,19) u(@,i9)-u(4,i9)*u(3,i9=-2)=u(2,i9)*u(1,i9-1)

12604 if abs(u(@, 19))< d1 goto 12626

12606 if i9>n=1 goto 12614

12608 u€1,i9)=C(u(1,i9)=-u(2,i19)*u(3, 19 1))/ud0,i9)

12610 if i9>n=2 goto 12614

12612 u(3,i9)=u(3,i9)/u(@,i9) .

12614 next i9
12616 d=1 ! Determinante
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12618 for i9=1 to n
12620 d=d*u(@,i9)
12622 next i9

12624 goto 12628
12626 el1%=1

12628 return

12630 rem !======= T T ey

Die Matrix ist in einem Feld der GréRe (4,n) gespeichert. u(0,i) sind die Hauptdiagonalele-
mente, u(1,i) die Elemente der ersten rechten Nebendiagonalen, u(2,i) die Elemente der er-
sten linken Nebendiagonalen, u(3,i) die Elemente der zweiten rechten und u(4,i) die Ele-
mente der zweiten linken Nebendiagonalen. Zur Lésung von Gleichungssystemen ist an-
schlieBend P 2.38 SUBST8 aufzurufen.

Bedeutung der Variablennamen:

d1 kleinster zuléssiger Wert eines Diagonalelements, Unterschreitung wird als Singularitat
angesehen; d Determinante der Matrix; n Anzahl der Unbekannten; u(j,i) Matrix des Sy-
stems; e1% Fehlerflag. e1%=1 bedeutet Singularitdt und vorzeitigen Riicksprung aus dem
Unterprogramm. 1=<i=n, 0=sj=4.

Programm P 2.38. SUBST8. Fiihrt die Vorwirts- und Riickwartssubstitution fiir einen Spal-
tenvektor durch und setzt das Vorhandensein einer mit Hilfe P 2.37 PENDIA erzeugten obe-
ren Dreiecksmatrix voraus.

12650 rem !====ce-=-= crcecem—- S

12640 rem !====-ce-c--- ceme———- mmmeee—e= b L DL L L !
12642 rem ! P2.38 SUBSTS /folgt auf:PENDIA/ !
12644 rem ! inp:n,uC4,n),ul(n)! !
12646 rem ! int:i9 !
12648 rem ! out:ul(n) !

1

!

12652 ul(1)=u1¢1)/u(a,1)

12654 if n=1 goto 12672

12656 ul(2)=(u1(2)=u(2,2)*u1(1))/u(0,2)

12657 if n=2 goto 12664

12658 for i9=3 to n

12660 ul i =(ul (i =u(s,i9)*u1(i9=-2)~
=u(2,i9)*u1¢i9=1))/u(@,i9)

12662 next i9

12664 ul(n=1)=ut(n=1)=u(1,n=1)*u1(n) ! Ricksubstitution

12665 if n<3 goto 12672

12666 for i9=n=2 to 1 step -1

12668 ul i =ul (i =u(1,i9*ul1(i9+1)-u(3,i9)*ul1(i9+2)

12670 next 19

12672 return

‘2674 rem !==mm=m---aa- e e —— emmceae ———

Vorwartssubstitut.

Das Programm ist vom Hauptprogramm aus gesondert aufzurufen und kann auf der Basis ein
und der gleichen Dreiecksmatrix nacheinander mehrere Spaltenvektoren verarbeiten.
Bedeutung der Variablennamen:

u(j,i) LR-zerlegte Matrix; u1(i) Spaltenvektor, wird vom L&sungsvektor {iberschrieben; n An-
zahl der Unbekannten; 1<i=n, 0=sj=4.

Einige Plitze bleiben analog zu P 2.31 TRIDIA der besseren Ubersichtlichkeit wegen unbe-
setzt. Die Riicksubstitution erfolgt mit Programm P 2.38 SUBSTS.











































































































































































































































































