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Vorwort
zur neunzehnten russischen Auflage

Der Grundaufbau der vorliegenden Auflage des zweiten Teils entspricht dem
Aufbau der vorhergehenden Auflage. Wesentliche Anderungen sind in den ersten
beiden Kapiteln vorgenommen worden, die sich auf Differentialgleichungen be-
ziehen. Schon im Punkt 2 des ersten Kapitels wird der Existenz- und Eindeutig-
keitssatz fiir die Losung einer Differentialgleichung bei vorgegebener Anfangs-
bedingung formuliert. Die weitere Darstellung steht mit diesem Satz in unmittel-
barer Verbindung. Der Inhalt von Kapitel I1, § 5, wurde bedeutend erweitert.

In Kapitel ITI, § 9, werden nach ‘der Darlegung der Theorie des Jordanschen
MafBes und der Untersuchung des Riemannschen Integrals die Lebesguesche MaB-
theorie, die Eigenschaften meBbarer Funktionen und das Lebesguesche Integral
behandelt. In Verbindung mit dieser Erweiterung werden in Kapitel VI, § 15,
die Eigenschaften der Klasse L, und die Theorie der orthonormalen Funktionen-
systeme in dieser Klasse dargestellt.

Die ersten drei Kapitel wurden von Herrn S. M. LosiNskr durchgesehen, von
dem ich eine Reihe wertvoller Hinweise erhieclt. Ich méchte ihm dafiir meinen
besten Dank aussprechen.

11. Dezember 1964 W. SmirNow
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I.  Gewohnliche Differentialgleichungen

§ 1. Differentialgleichungen erster Ordnung

1. Allgemeine Begriffe. Unter ciner Differentialgleichung versteht man eine Glei-
chung, die auler den unabhingigen Verdnderlichen und den unbckannten Funk-
tionen dieser Veridnderlichen auch noch die Ableitungen der unbekannten Funk-
tionen oder deren Differentiale enthalt [I, 51]. Hingen die in der Differential-
gleichung auftretenden Funktionen nur von einer unabhingigen Verdnderlichen ab,
so heiit die Gleichung eine gewdéhnliche Differentialgleichung. Treten jedoch in der
Gleichung partielle Ableitungen der unbekannten Funktionen nach mehreren
unabhingigen Verinderlichen auf, so nennt man die Gleichung partielle Differen-
tialgleichung. In diesem Kapitel werden wir nur gewohnliche Differentialgleichungen
behandeln. Der groBlere Teil des Kapitels wird dem Fall gewidmet sein, dal} nur
cine Gleichung mit einer einzigen unbekannten Funktion vorgegeben ist.

Es seien 2 die unabhingige Verinderliche und y die gesuchte Funktion dieser
Verinderlichen. Die allgemeine Form einer Diffcrentialgleichung ist dann

D,y 9,y ., y™M) =0.
Die hochste Ordnung der in der Gleichung auftretenden Ableitungen der unbe-
kannten Funktion heit Ordnung der Differentialgleichung. In diesem Paragraphen

wollen wir nur gcwohnhche Differentialgleichungen erster Ordnung bctrachtcn Die
allgemeine Form einer solchen Gleichung lautet

D(x,y,y) =0 (1)
oder, nach ¥’ aufgelost,
Yy ==y . (2)

Benutzen wir eine andere Bezeichnung fiir die Ableitung, so kénnen wir diese
Gleichung in der Form

dy .
L = fay) (3)
schreiben.
teniigt eine Funktion
Y = p(x) (4)

der Differentialgleichung, d. h., wird diese Gleichung beim Kinselzen von ¢(x)
und ¢’(x) fiir ¥ bzw. ¥ zu einer Identitdt in 2, so heillt g(x) Losung dieser Differen-
tialgleichung. Dabei wird natiirlich g(z) als stetig differenzierbar vorausgesetzt.

Die Ermittlung von Losungen einer Differentialgleichung wird bisweilen Inte-
gration eincer Differentialgleichung genannt.
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Im einfachsten Fall, wenn die rechte Seite der Gleichung (2) die Variable y
nicht enthilt, ergibt sich cine Differentialgleichung der Form

Yy = f(x). (8)

Dic Ermittlung der Losungen dieser Gleichung stellt die Grundaufgabe der In-
tegralrechinung dar [1, 86]; dic Gesamtheit dieser Losungen ist gegeben durch

y = [fz)dz O, (6)
wobei C cine willkiirliche Konstante ist. So existiert also in diesem ecinfachen
Fall eine Schar von Losungen der Differentialgleichung, die von einer willkiirlichen
Konstante abhiangt. Es wird sich zeigen, dafl sich auch im allgemeinen Fall einer
Differentialgleichung erster Ordnung eine Losungsschar ergibt, die eine willkiirliche
Konstante enthilt:

Y= ‘P(w: c) . (7
Eine solche Losungsschar heiBt allgemeines Integral der Differentialgleichung. Das
allgemeine Integral kann implizit oder nach € aufgelost angegeben werden:

p(x, Y, 0) =0 oder w(r,y)=0C. (7y)

Geben wir der willkiirlichen Konstanten €' verschiedene Zahlenwerte, so erhalten
wir verschiedene Losungen der Gleichung, sogenannte partikulire Lisungen.

Wir werden jetzt Differentialgleichung und Losungen geometrisch interpretieren.
Sicht man z und ¥ als Punktkoordinaten in der Ebene an, so ordnet die Differen-
tialgleichung (2) jedem Punkt (x,y), in dem die Funktion f(z, y) definiert ist,
cinen Richtungskoeffizienten y’ einer Tangente an eine gewisse Kurve zu. Die
gesuchte Losung (4) der Gleichung (2) ist eine solche Kurve (im Spezialfall eine
Gerade), die in jedem ihrer Punkte den Richtungskoeffizienten y’ der Tangente
besitzt, wie er durch Gleichung (2) bestimmt ist.

Eine solche Kurve heilt Integralkurve der Differentialgleichung. Der Begriff der
Losung der Gleichung (2) stimmt also mit dem Begriff der Integralkurve (im
Spezialfall der Geraden) dieser Gleichung in der #, y-Ebene iibercin.

Das allgemeine Integral (7) liefert eine unendliehe Vielfalt von Integralkurven
oder, genauer gesagt, einc Kurvenschar, dic von einer willkiirlichen Konstanten
abhingt.

Wir setzen voraus, dall dic Funktion f(z, ) in eincm bestimmten Bereich B
der z, y-Ebene cindeutig und stetig ist. Die Kurve I sei dic entsprechende Losung
(7) in diesem Bereich, und ¢(x) sci definiert auf cinem gewissen Intervall I.

Um von ciner Losung (4) sprechen zu kénnen, miissen wir in Einklang mit den
obigen Darlegungen voraussetzen, dal g(z) stetig ist und in I einc Ableitung nach
x besitzt. Falls zum Intervall I auch dessen linke Begrenzung gehért, soll ¢'(x)
die rechtsseitige Ableitung sein; falls seine rechte Bugrcnzung dazu gehort, soll
@'(2) dic linksscitige Ableitung l)edult( n.

Aus der Gleichung (3) und aus der Stetigkeit von f(x, y) folgt sofort die Stetig-
keit der Ableitung ¢’(x) im Intervall 1.

Bis jetzt haben wir naturgemdB angenommen, daBl alle Funktionen eindeutig
sind. Aus der Lmdbutlgkcnt von g(x) folgt, dall zur y-Achse parallele Geraden die
Integralkurve in héchstens einem Punkt schneiden kénnen. Schreiben wir die
Gleichung (2) oder (3) in der Form

de 1

ay = e )’ B
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d. h., betrachten wir nicht y als Funktion von z, sondern z als Funktion von y,
so konnen zur z-Achse parallele Geraden die Integralkurve in héchstens cinem
Punkt schneiden.

Es sei ! eine Integralkurve der Gleichung (2) derart, daf nicht nur zur y-Achse
parallele Geraden, sondern auch zur xz-Achse parallele Geraden diesc Kurve I
in héchstens einem Punkt schneiden; dann besitzt die Funktion g(x) in der Glei-
chung y = @(x) eine eindeutige Umkehrfunktion x = y(y). Dabei ist [ auch Inte-
gralkurve der Differentialgleichung (3,).

Im weiteren werden wir hauptsichlich mit Gleichungen der Form (2) zu tun
haben. :

2. Festlegung der Losung durch die Anfangsbedingung. Ein Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz. Die sehr einfache Gleichung (5) hat eine unendliche Vielfalt
von Losungen, da in der Formel (6) eine willkiirliche Konstante auftritt. Es ist
leicht zu zeigen, dafl wir eine vollstindig bestimmte Losung der Gleichung (5)
erhalten, wenn wir eine sogenannte Anfangsbedingung vorgeben, wenn wir naimlich
fordern, dafl die gesuchte Funktion y fiir einen vorgegebenen Wert x = x, einen
bestimmten Wert g, annimint. Diese Anfangsbedingung schreiben wir in der Form

Ylz=z, = Yo - (8)

Wenn f(z) eine stetige Funktion in einem gewissen Intervall I ist, gehore auch der
Punkt # = #, zu diesem Intervall. Ersetzt man in der Forinel (6) das unbestimmte
Integral durch ein bestimmtes mit der verinderlichen oberen Grenze x und der
unteren Grenze ,, so erhilt man anstelle von (6)

y=froa+c.

Der erste Summand wird 0 fiir # = #,. Um die Bedingung (8) zu erfiillen, mull man
C =y, setzen. Also besitzt die Gleichung (5) bei dieser Anfangsbedingung eine
eindeutige Losung

y zxff(t) dt + 9.

Es sei bemerkt, daB diese Losung im gesamten Intervall I gilt.
Damit das allgemeine Integral (7) einer beliebigen Gleichung (2) dic Anfangs-
bedingung (8) erfiillt, muB analog die willkiirliche Konstante (' aus der Gleichung

Yo = @(2,, C) 9
hestimmt werden.

Wir wenden uns nun der geometrischen Interpretation zu und sctzen voraus,
daB dic Funktion f(x,y) in einem gewissen Bercich B der z, y-Ebene definiert
und in diesem Bereieh cindeutig und stetig ist. Wic wir schon erwihnt haben, wird
.durch Gleichung (2) in jedem Punkt (z, y) aus B der Richtungskoeffizient y* der
Tangente an die gesuchte Integralkurve bestimmt.

Durch den Punkt (z, y) legen wir cinen kurzen Abschnitt der Geraden, die mit
der z-Achse einen Winkel « bildet, wobei tan o = 3’ ist. Diesem Abschnitt geben
wir eine beliebige Orientierung (der Ubergang zur entgegengesetzten Orientierung
dndert den Wert tan o« nicht). Wir sehen, dall Gleichung (2) der Definition eines
Richtungsfeldes im Bereich B entspricht, d. h., in jedem Punkt des Bereiches B
definiert Gleichung (2) eine bestimmte Richtung. Integralkurven der Gleichung (2)
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sind die Kurven [, die im Bereich B liegen und folgende Eigenschaften besitzen:
In jedem Punkt (z, y) hat dic Tangente an ! die Richtung, die durch das oben
angegebene Richtungsfeld bestimmt ist. Die Anfangsbedingung (8) reduziert sich
auf dic Forderung, daB die Integralkurve durch ecinen gegebenen Punkt (x,, y,)
des Bereiches B verlautt.

Wir fithren jetzt geometrische Erwadgungen an, aus denen anschaulich (aber
nicht streng logisch) folgt, daB# durch einen gegebenen Punkt My(z,, y,) eine und
nur cine Integralkurve geht. Mit Hilfe achsenparalleler Geraden (Abb. 1) unter-
teilen wir die z, y-Ebene so in kleine Quadrate, daB der Punkt M, in einen Eck-
punkt eines dieser Quadrate fallt (dies ist fiir die Betrachtung unwesentlich).

My
My
My
T &
> Mo
Abb. 1
0 X—

Vom Punkt M, ausgehend, konstruieren wir in der Richtung wachsender -

Werte einen Geradenabschnitt MM, mit dem Richtungskoeffizienten yo = f(%,, ¥,)
bis zum ersten Schnittpunkt mit einer der Geraden des quadratischen Netzes.
(%, 9,) seien die Koordinaten des Punktes M;. Vom Punkt M, ausgehend, ziehen
wir in Richtung wachsender z-Werte einen Geradenabschnitt mit dem Richtungs-
koeffizienten #; = f(x;, ;) bis zum néchsten Schnittpunkt mit einer Geraden des
quadratischen Netzes usw. Diese Konstruktion kann ebenfallsin Richtung fallender
z-Werte ausgefiihrt werden. Der in der angegebenen Weise konstruierte Polygon-
zug stellt ndherungsweise fiir alle #, die in der Ndhe von x, liegen, die gesuchte
Integralkurve der Gleichung (2) dar, dic durch den Punkt M, verlduft. Diese
Konstruktion legt den Schlufl nahe, daf durch jeden Punkt M, aus B eine und nur
eine Integralkurve verlduft. Diese Behauptung ist richtig, und sie wird im weiteren
bewiesen werden, wenn f(z, ) auler der Stetigkeit noch eine weitcre Eigenschaft
besitat.

Wir wollen nun annehmen, daff B ein offener Bereich ist, d. h. ein Bereich, der
seine Berandung nicht enthilt (B kann auch dic gesamte Ebene sein). Es gilt der
folgende Satz. .

Satz A. Wenn f(x, y) stelig ist und etne stetige partielle Ableitung nuch y in B
besitzt, verliuft durch jeden Punkt aus B eine und nur eine Integralkurve der Glei-
chung (2).

Diesen Satz, den wir jetzt ohne Beweis hinnehmen, nennt man gewéhnlich
Kxistenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Losung der Differentialgleichung (2) bei
vorgegebener Anfangsbedingung.

Am SchluB des folgenden Kapitels filhren wir den Beweis dicses Satzes und eine
Reihe Ergdnzungen dazu an. Wir wollen jetzt erkliren, wie die Behauptung,
dic Losung sei bei vorgegebener Anfangsbedingung eindeutig, zu verstehen ist.
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Es seien y = ¢;(®) und y = g,(x) zwei Loésungen der Gleichung (2), die die
Bedingung (8) erfiillen, wobei die erste auf einem Intervall I; und die zweite auf
dem Intervall I,, in dem z variiert, definiert sei. Der Punkt a4 soll diesen beiden
Intervallen angehoren. Dann mufl auf dem Durchschnitt der beiden Intervalle I,
und I, die Idensitét g (z) = @,(x) gelten. Es wird natiirlich vorausgesetzt, dafl
die Integralkurven y = @,(¥) und y = @,(x) nicht aus dem Bereich B hinaus-
fithren, in dem f(#, y) definiert ist und die im Satz A angegebenen Bedingungen
erfiillt.

In den folgenden Abschnitten werden wir einige spezielle Typen von Differential-
gleichungen behandeln, deren Integration auf die Berechnung unbestimmter
Integrale hinauslduft oder, wie man auch sagt, deren Integration auf Quadra-
turen fiihrt.

Es sei bemerkt, dafl die Berechnung eines Integrals mit der des Inhalts einer
Fliche verkniipft ist. Hieraus ergibt sich auch der Ausdruck ,,Quadratur.

Zur Untersuchung der erwiahnten speziellen Typen bringen wir eine Reihe von
Beispielen, an denen wir die weiter oben aufgezeigten Uberlegungen illustrieren
werden, die mit dem Satz A zusammenhingen.

3. Differentialgleichungen mit separierbaren Veriinderlichen. Neben der einfachsten
Gleichung (5) betrachten wir die Differentialgleichung

d
v =Hy) oder L —fy).

Wir schreiben sie in der Form

dw_ 1
dy  f(y)
und erhalten ihr allgemeines Integral in der Gestalt
—|— C.
f(y)

Jetzt nehmen wir an, daB die rechte Seite der Gleichung (3) ein Produkt zweier
Funktionen ist, von denen die eine nur von z und die andere nur von y abhingt:

dy _
10
Y — gl ) (10)
Diese Gleichung kann man in der Form
dy
—2 = g(z) dz 10

schreiben. Es sei y(z) eine bestimmte Losung der Gleichung (10) und damit auch
der Gleichung (10,). Die Gleichung (10,) ist eine Gleichheit zweier Differentiale,
deren linke Seite nur y enthilt (die Form des Differentials erster Ordnung hingt
nicht von der Wahl der Verinderlichen ab [I, 50]). Aus der Gleichheit der Differen-
tiale folgt, daB sich ihre unbestimmten Integrale nur durch einen willkiirlichen
konstanten Summanden unterscheiden:

fh(y) fg(x) de + C.

2 Smirnow 1I
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Nachdem man die Quadraturen ausgefithrt und beziiglich y aufgelost hat, erhalt
man das allgemeine Integral der Differentialgleichung (10).

Den Ubergang von (10) zu (10,) nennt man gewdhnlich Separation (1'rennung)
der Verdnderlichen.

In Verbindung mit dem oben Gesagten stellen wir einige allgemeine Betrach-
tungen an.

Jede Differentialgleichung erster Ordnung, die beziiglich der Ableitung aufgelost
wurde, kann man in der Gestalt
darstellen. Eine Gleichung, die in dieser Form geschrieben ist, ist nicht gebunden
an die Auswahl der unbekannten Funktion. Man kann sowohl y als auch « als
unbekannte Funktion ansehen.

M(z, y) und N(z,y) sollen nun jeweils Produkt zweier Funktionen sein, von
denen die eine nur von & und die andere nur von y abhédngt:

M, (%) My(y) dz 4 Ny(x) No(y) dy = 0.

Eine solche Gleichung nennt man Differentialgleichung mit separierbaren Ver-
anderlichen [1, 93].

Indem wir jeden Summanden durch N,(x) M,(y) dividieren, ,,separieren wir die
Verdanderlichen:

N,@ *'Jf(y)dy 0.

Das allgemeine Integral der Differentialgleichung erhalten wir in der Gestalt

My ( 37) 2(¥)
Ny( x) f My(y) dy

Im weiteren werden wir uns cbenfalls mit der allgemeinen Gleichung (11) be-
schaftigen.

Bisher haben wir die Bedingungen noch nicht prézisiert, die man den Funktionen
g(x), h(y) usw. auferlegen muB; wir haben auch nicht die Frage der Umformungen,

die ausgefiihrt wurden, erértert, z. B. die Division beider Seiten der Gleichung (10)
durch h(y). Dies wird sich ausfiihrlicher in den Beispielen kliren.

4. Beispiele.
1. Wir betrachten die Differentialgleichung

dy Y 9

Y_aZ, (12)
dx x

wobcei o eine von 0 verschiedene Konstante ist. Dic Veranderlichen lassen sich

trennen:

dy do
y e
Hicraus folgt
log |yl == a log |2| + log |C| (13)

oder _
lyl = [C] - |=|®.
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Bei der Integration schreiben wir als Argument des Logarithmus eine absolute
Gréfle, damit auch die Mdglichkeit negativer GréBen beriicksichtigt wird; die
willkiirliche Konstante bezeichnen wir mit log |C|. Die Gleichung (12) bestimmt
ein Richtungsfeld auf der gesamten Ebene, auBler auf der Geraden z = 0. Wenn
wir die Differentialgleichung in der Gestalt

de 1 x

schreiben, so sehen wir, dafl das Richtungsfeld auf der Geraden & = 0 bestimmt
ist fiir ¥ == 0. In diesen Punkten ist die Tangente parallel zur y-Achse.

Im Punkt (0, 0) ist die rechte Seite von (12) und (12,) sinnlos.

Fiir die Gleichung (12) hat man zwei Bereiche B in Satz A, ndmlich die linke
Halbebene x < 0 und die rechte Halbebene & > 0; fiir Gleichung (12,) hat man
die obere Halbebene y > 0 und die untere Halbebene y < 0.

Wir betrachten jetzt die Fillea = 2,4 = 1und a = —1.

Fiir a = 2 folgt aus (13) y = Cx?, d. h., wir erhalten eine Schar von Parabeln,
die in ihrem Scheitelpunkt (0, 0) die ®-Achse beriihren, und die Gerade y =0
(fiir C = 0). Fiir die Gleichung (12,) ist auch die Gerade £ = 0 eine Integralkurve.
Mit Ausnahme des Punktes (0, 0) verlduft durch jeden Punkt der Ebene eine und
nur eine Kurve der Losungsschar, die aus den erwidhnten Parabeln und den Koordi-
natenachsen besteht. Im Punkt (0, 0), in dem die Differentialgleichung nicht
definiert ist, treffen sich alle Kurven der erwihnten Schar (Knotenpunkt aller
Integralkurven).

Wiirden wir nur die Gleichung (12) betrachten, so wiirde die y-Achse (z = 0)
aus der Schar der Integralkurven ausgeschlossen werden. Uberall auf dieser Achse,
mit Ausnahme des Ursprungs, wichst die rechte Seite von (12) iiber alle Grenzen
(die Stetigkeit geht verloren). Es sei bemerkt, daf alle Integralkurven der Glei-
chung (12) die 2-Achse beriihren.

Fiir @ = 1 folgt aus (13) y = Cz, d. h., die Schar der Integralkurven ist die
Schar aller Geraden, die durch den Ursprung verlaufen. Diese Schar enthilt, wie
fiir a = 2, auch die Koordinatenachsen. In diesem Fall durchlaufen die Integral-
kurven der Gleichung (12) (Geraden) den Ursprung mit verschiedenen Richtungs-
koeffizienten. 15}

Fir a = —1 erhalten wir aus (13) y = - d. h., die Schar der Integralkurven
der Gleichungen (12) und (12,) enthilt alle gleichseitigen Hyperbeln, deren Asym-
ptoten die Koordinatenachsen sind, und diese Achsen selbst. Letzteres hat man so
zu verstehen: Im Ursprung treffen sich die positiven und die negativen Strahlen
der Koordinatenachsen.

2. Wir betrachten die Differentialgleichung

dy —a’. (14)
dx y

Die Verianderlichen lassen sich separieren,
ydy = axdzx,
und wir erhalten durch Integration

gt = au? - 20 . (15)
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Fiir Gleichung (14) hat man dem Satz A entsprechend zwei Bereiche B, wie im
Beispiel 1, ndmlich die obere Halbebene y > 0 und die untere Halbebene y < 0.

Fiir « = —1 erhalten wir a? 4 y% = 2C, d. h., die Schar der Integralkurven
ist die Schar aller Kreise mit dem Mittelpunkt in (0, 0). Mit Ausnahme des Punktes
(0, 0) geht durch jeden Punkt der Ebene genau ein solcher Kreis, aber keine Inte-
gralkurve, die dem Ursprung beliebig nahe kommt.

Wenn man nur die Gleichung (14) betrachtet, mul man y als eine eindeutige
Funktion von x ansehen. Deshalb wird jeder Kreis aus zwei Integralkurven be-
stehen: aus dem oberen Kreisbogen (fiir ¥ > 0) und dem unteren (fiir y < 0).

Auf der z-Achse (fiir y = 0 und = 3= 0) wichst die rechte Seite von (14) iiber
alle Grenzen. In diesen Punkten sind die Tangenten der Kreise Parallelen zur y-
Achse. Wenn wir (14) fir @ = —1 in der Formn

dz y

dy — T (141)
schreiben, verschwindet die Singularitit an der Stelle y = 0, aber es entsteht
eine Singularitdt bei £ = 0. Man muB dann die rechten Teile der Kreise (fiir
z > 0) und die linken (fiir # << 0) betrachten, fiir die dann z eine eindeutige
Funktion von y ist, wie es Gleichung (14,) verlangt. Der Bereich B aus Satz A
ist bei Gleichung (14,) verschieden von dem entsprechenden Bereich bei Gleichung
(14) fiir @ = —1; fiir die Anwendung des Satzes A miissen wir also die Differential-
gleichung in irgendeiner bestimmten Form vorgeben. Wir werden auch weiterhin
dabei bleiben, falls es keine speziellen Vorbehalte von einem anderen Gesichtspunkt
aus gibt.

Man kann die Gleichungen (14) und (14,) auch zusammen betrachten, wie wir
es in Beispiel 1 taten. Dieser Gesichtspunkt wird im Buch von I. G. PETROWSKI,
Vorlesungen iiber die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen, B. G.
Teubner, Leipzig 1954 (Ubersetzung aus dem Russischen), behandelt. Die an-
gedeuteten Unbequemlichkeiten bei der Untersuchung der Integralkurven hingen
damit zusammen, dafl wir ihre Gleichungen in expliziter Form y = ¢(x) oder
x = yp(y) betrachten. Wenn wir zur Parameterdarstellung der Gleichungen der
Integralkurven iibergehen, d. h., wenn wir # und y als Funktionen eines Hilfs-
parameters ¢ betrachten, geht (14) in ein System von zwei Gleichungen fiir zwei
Funktionen # und y der unabhingigen Verdnderlichen ¢ iiber:

dz dy

TV @
Dic Integration von Systemen werden wir spiter behandeln.
Wir wollen noch die Gleichung (14) fiir @ = 1 betrachten. Aus (15) erhalten

wir y2 — 2% = 2(. Die Schar der Integralkurven enthilt alle gleichseitigen Hyper-
beln und ihre Asymptoten y = 4.

3. Wir betrachten die Gleichung
dy
WY (16)

Hier ist das Richtungsfeld auf der gesamten Ebene definiert. Die rechte Seite

von (16) ist stetig und besitzt eine stetige Ableitung nach y auf der gesamten
Ebene. Der Bereich B aus Satz A ist hier dic ganze Ebene. Durch jeden Punkt
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in der Ebene verlduft genau eine Integralkurve, die in ihrem gesamten Verlauf
keine gemeinsamen Punkte mit anderen Integralkurven besitzt.

In der Gleichung (16) lassen sich die Veréinderlichen trennen, und das allgemeine
Integral hat die Form

Yy = — oder (x +C)y = —1. (17)

1
-+ C
Dies ist eine Schar von gleichseitigen Hyperbeln, die ihren Mittelpunkt in (—C, 0)
und die Asymptoten y =0 und # = —C haben. AuBerdem hat (16) die Lésung
y = 0. Die Gleichung (17) liefert zwei Integralkurven (zwei Hyperbeliste):

1
z +C
1
z +C

y=—

fir —co< < —-C,

Y = fir -C<z2z< .

Die ersten fiillen fiir alle méglichen C, ohne sich zu kreuzen, die obere Halbebene
(y > 0) aus; die anderen fiillen die untere Halbebene (y < 0) aus.
Die Losung y = 0 kann man formal aus der Losung (17) erhalten. Dazu ersetzt

. . 1
man in der zweiten Formel von (17) € durch — und multipliziert beide Seiten
mit, C. Dies fiihrt auf die Formel ¢

(Cx+ 1y = -—-C.

Fiir C = 0 erhalten wir hieraus y = 0. Diese Gerade fiilllt zusammen mit den
erwihnten Hyperbeln kreuzungsfrei die gesamte Ebene aus.

4. Die Differentialgleichung

dy 2

- = /3

dz 3y (18)
definiert, wie im Beispiel 3, auf der gesamten Ebene ein Richtungsfeld. Die Ver-
dnderlichen lassen sich trennen, und das allgemeine Integral ist gegeben durch

y=(x+Cp. (19)

Dies ist eine Schar kubischer Parabeln, die man aus der Parabel y = a3 durch
Parallelverschiebung lings der z-Achse erhilt (Abb. 2).

Die Gleichung (18) besitzt auBerdem die Losung y = 0 (die 2-Achse), die man
aus der Formel (19) fiir keinen Zahlenwert von C erhdlt. Man kann leicht zeigen,

1
daB fiir die Gleichungen (18) und dz =5 y~23 keine weiteren Losungen

existieren. dy

Wie schon gesagt wurde, definiert die Gleichung (18) auf der gesamten Ebene
ein Richtungsfeld. Die Ableitung der rechten Seite nach y, nimlich 2y—1/3, existiert
jedoch nicht fiir y = O (sie wird dort unendlich groB). Der Satz A gilt hier in zwei
getrennten Bereichen: in der oberen (y > 0) und in der unteren Halbebene (y < 0).
Diese Gebiete werden von den Parabeln (19) iiberdeckt. Durch jeden Punkt (z,, ¥,)
verliuft nur eine Parabel. Dabei ergibt sich die Konstante C' aus der Gleichung

Yo = (g + C)® oder C =yll® —x,.
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Durch den Punkt A4(x,, 0) verlduft auBer der Parabel noch die Lésung y = 0.
Fiir die Anfangsbedingung (%, 0) geht hier die Eindeutigkeit der Losung verloren.
Wenn wir ein beliebig kleines Intervallz, — 6 < « < x, + 6 herausgreifen (Abb. 2),
ergeben sich in diesem Intervall vier Losungen der Gleichung (18):

a) der Parabelabschnitt BAC;
b) der Abschnitt DAE der x-Achse;

¢) die Linie DAC, die aus dem Abschnitt DA der x-Achse und dem Parabel-
abschnitt AC besteht;

d) die Linie BAE, die sich ausdem Parahelahschnitt B4 und dem Abschnitt AE
der z-Achse zusammensetzt.

Y

Abb. 2

Alle diese Kurven geniigen einer Gleichung der Form y = g(x), wobei @(x) und
¢’(z) stetig sind (lings dieser Linien éndert sich der Winkel, den die Tangente
mit der x-Achse bildet, stetig). Diese vier Integralkurven und nur sie existieren
im Intervall 2y — 6 < x < z, + 0 fiir ein beliebig klein gewihltes festes § > 0.
Kurz gesagt, verlaufen durch den Punkt (z,, 0) ,,im kleinen* vier Integralkurven.

Wenn wir einen beliebigen Punkt (z,, 4,) der oberen Halbebene (y, > 0) be-
trachten, verlduft durch diesen Punkt eine einzige Parabel (19); diese schneidet
sich nicht mit den iibrigen Parabeln, so daB sie in ihrem gesamten Verlauf in der
oberen Halbebene keine gemeinsamen Punkte mit anderen Integralkurven der
Gleichung (18) hat (Eindeutigkeit in der oberen Halbebene).

Wenn wir uns jedoch auf einer solchen Parabel nach unten bewegen, bis wir
die z-Achse erreichen, so haben wir dort unendlich viele Méglichkeiten, diese
Integralkurve fortzusetzen: Wir kénnen uns auf der gleichen Parabel weiter
nach unten bewegen, oder wir kénnen auf der z-Achse nach rechts gehen und
uns dann auf einer anderen Parabel nach oben bewegen (oder wir konnen nur auf
der z-Achse bleiben). Durch jeden Punkt der Ebene verlaufen also nicht, ,,im
kleinen*, sondern ,,im groBen‘‘ unendlich viele Integralkurven.

5. Homogene Differentialgleichungen. Eine Funktion ¢(x,y) heiBt homogene
Funktion nullten Grades oder einfach homogene Funktion, wenn sie nur vom Ver-

haltnis % abhingt, d. h., wenn ¢(z, y) = f (%) gilt. Dies ist genau dann erfiillt,
wenn ¢(lz, ty) = @(z, y) ist [I, 164].
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Eine Gleichung der Form
y = (3;) (= % 0) (20)

heillt homogene Differentialgleichung. Wir behalten die urspriingliche unabhéngige
Verinderliche z bei, fithren aber anstelle der Funktion y eine neue Funktion
ein: y = zu, womit ' = u + xu’ wird. Die Differentialgleichung lautet nun in der
neuen Form
, d du
% -+ au’ = f(u) oder T = flu) —n.

Der Fall f(u) = u wurde in [4] betrachtet. Wir setzen nun f(u) 3= » voraus. Die
Verinderlichen lassen sich separieren, und nach der Integration erhalten wir

Werden die urspriinglichen Verinderlichen wieder eingefiihrt, so kénnen wir die
Gleichung der Integralkurvenschar in folgender Form schreiben:

x:C’w(y). (21)

x

z =COp(u) mit p(u) = e

Wir betrachten eine Ahnlichkeitstransformation der z, y-Ebene mit dem Ahn-
lichkeitszentruin im Koordinatenursprung. Diese Transformation lauft darauf
hinaus, dafl der Punkt (x, ¥) in die neue Lage

r, = ke, Y, =ky (k> 0) (22)
ithergeht. Es wird also der Radiusvektor eines jeden Punktes der Ebene um den
Faktor k gestreckt. Ist M die Ausgangslage des Punktes und M, die Lage desselben
Punktes nach der Transformation, so wird (Abb. 3)

|OM,|:|OM| =z;:x = y,:y = k.

Wenden wir die Transformation (22) auf die Gleichung (21) an, so entsteht die
Gleichung

z, = kCy (2—/1) ,

£

die sich, da C eine beliebige Konstante ist, nicht von der Gleichung (21) unter-
scheidet ; die Transformation (22) veridndert also nicht die Gesamtheit der Kurven

4
M, ‘\‘L‘_
), VA .
vy
2}
g " 7
*1 Abb. 3
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(21), sondern fiithrt nur eine Kurve aus der Schar (21) in eine andere derselben
Schar iiber. Jede Kurve der Schar (21) kann offensichtlich aus einer bestimmten
Kurve dieser Schar mit Hilfe der Transformation (22) erhalten werden, wenn man
die Konstante k in entsprechender Weise wihlt. Dieses Ergebnis kann man folgen-
dermaBen formulieren: Alle Integralkurven einer homogenen Differentialgleichung
kann man aus einer Integralkurve durch eine Ahnlichkeitstransformation mit dem
Ahnlichkeitszentrum im Koordinatenursprung erhalten.

Die Gleichung (20) 148t sich noch folgendermafen schreiben:

tan o« = f(tan 6).
Dabei ist tan « der Richtungskoeffizient der Tangente und 6 der Winkel, den der
Radiusvektor vom Koordinatenursprung aus mit der positiven Richtung der
z-Achse bildet. Gleichung (20) stellt somit zwischen den Winkeln x und 6 eine
Beziehung her, die besagt, daB langs jeder Geraden durch den Koordinatenursprung
die Tangenten an die Integralkurven einer homogenen Differentialgleichung zuein-
ander parallel sein miissen (Abb. 3).

Aus dieser Eigenschaft der Tangenten geht hervor, daB die Ahnlichkeitstrans-
formation mit dem Ahnlichkeitszentrum im Koordinatenursprung eine Integral-
kurve wieder in eine Integralkurve iiberfiihrt, weil sich bei der Streckung der
Radiusvektoren der Kurvenpunkte in demselben Verhiltnis die Richtungen der
Tangenten auf jedem Radiusvektor nicht &ndern (Abb. 4).

Y

—

Abb. 4

0 X

Wird die oben angegebene Ahnlichkeitstransformation auf eine Integralkurve
angewendet, die eine durch den Koordinatenursprung verlaufende Gerade ist,
so ergibt sich nach Ausfiihrung der Transformation dieselbe Gerade.

In diesem Fall ist also das oben angegebene Verfahren zur Bestimmung der Inte-
gralkurven aus einer von thnen nicht anwendbar.

Beispiel. Es sind die Kurven zu bestimmen, fiir die der Abschnitt M T der Tangente vom
Beriihrungspunkt M bis zum Schnittpunkt 7' mit der z-Achse gleich dem Abschnitt OT der
z-Achse ist (Abb. 5).

Die Gleichung der Tangente hat die Form

Y-—y=9(X—2)
mit (X, Y) als laufende Koordinaten der Tangente. Wir bestimmen den Schnittpunkt 7' der
Tangente mit der z-Achse, indem wir ¥ = 0 setzen:

0T =« — 2.

’
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Abb. b

Die Bedingung |MT|2 = |0T)? liefert [1, 77]

2 2
*y;5+?/’=(x~1,) '
y

woraus die Differentialgleichung

?/'=‘x,_y2

2xy

(23)
entsteht, die offenbar homogen ist. Anstelle von y fithren wir die neue Funktion % durch die
Beziehung

y=2zu, Yy = au |- u
ein. Nach Einsetzen in die Differentialgleichung entsteht

, 2u d du u-+ ud
e -I—u_‘l—uz o T 1 —w

so dal} sich die Verdnderlichen separieren lassen:
dr (1 — u?) d 0
T utw T

Integration liefert

7x(u’+ 1)

L
u

oder, nach Riickkehr zur urspriinglichen Veridnderlichen y,
224 y? — Cy=0, (24)

d. h., die gesuchten Kurven sind Kreise, die durch den Koordinatenursprung gehen und in
diesem Punkt die z-Achse berithren (Abb. 5). Die Gleichung (23) hat offensichtlich noch die
Losung y = 0. Diese Losung ist aber auch formal in der Gleichung (24) enthalten. Um sie zu

1
bekommen, ersetze man in (24) die beliebige Konstante C durcha— , multipliziere dann beide
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Seiten von (24) mit C und setze dann C = 0. Dieses Verfahren wurde schon im Beispiel 3
aus [4] angewendet.

Zihler und Nenner der rechten Seite von (23) verschwinden gleichzeitig nur im Punkt (0, 0).
Durch diesen Punkt laufen alle Kreise und dic Gerade y = 0, so dafi in diesem Punkt das
Richtungsfeld nicht definiert ist. Betrachtet man nur die Gleichung (23), so liegen in der
Fhene vier Bereiche B aus Satz A. Man erhilt sic, indem man die Ebenc durch die Gerade
¥ = - unterteilt. In den Punkten dieser Geraden verschwindet der Nenner auf der rechten
Seite der Gleichung (23). In allen diesen vier Bereichen ist y eine eindeutige Funktion von x.

Die Differentialgleichung
dy _ (fj?:r by -+ ) (25)
oz + by + ¢

de
148t sich, wie wir gleich zeigen werden, auf eine homogene Differentialgleichung
zuriickfiihren. Dazu fithren wir anstelle von « und y neue Verénderliche § und 7 ein:

r=&+a, y=n-+48, (26)
wobei o und § Konstanten sind, die wir sogleich bestimmen werden.
Die Gleichung (25) lautet in den neuen Verdnderlichen

@:f( at +bn+ax +b8 +c )
dg &é +bm +a + b + oy

Wir bestimmen « und § aus den Bedingungen
acx + b + ¢ =0, ax +bff +¢, =0.

Dadurch reduziert sich die Differentialgleichung auf eine homogene:

a «{—bﬁ

Der Transformation (26) entspricht eine Parallelverschiebung der Koordinaten-
achsen, wobei der Koordinatenursprung in den Schnittpunkt (x, ) der Geraden

ax +by +¢c=0 und a2 +by+¢ =0 (27)

iitbergeht.

Die im vorangehenden erhaltenen Resultate kénnen somit auch auf die Glei-
chung (25) angewendet werden, nur mit dem Unterschied, daB der Punkt («, f)
die Rolle des Koordinatenursprungs spielt.

Sind die Geraden (27) parallel, so kann die oben angegebene Transformation
nicht ausgefiihrt werden. Wie aus der analytischen Geometrie bekannt ist, miissen
in diesem Fall die Koeffizienten in den Gleichungen (27) proportional sein:

Zl bb—lzl und @z + by = Aax + by) .
Wird in diesem Fall fiir y die neue Verdnderliche
u = ax + by

eingefiihrt, so entsteht, wie leicht zu sehen ist, eine Gleichung mit separierbaren
Verinderlichen.
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Spiter werden wir eine wichtige Anwendung der homogenen Gleichung bei der
Untersuchung von Fliissigkeitsstromungen kennenlernen.

6. Lineare Differentialgleichungen und die Bernoullische Differentialgleichung.
Unter einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung versteht man eine Glei-
chung der Form

Y + P@)y + Q&) = 0. (28)
Wir betrachten zunichst die entsprechende Gleichung ohne das freie Glied @(x):
2+ Px)z=0.

Die Verinderlichen lassen sich hicr separieren:
d;%— Px)ydex =0 ;

damit wird
z={_Cc¢ I P@)dx (29)
Das unbestimmte Integral wird durch das bestimmte Integral mit verdnderlicher
oberer Grenze ersetzt:
z
— [ POt
z=Ce¢ ®

Falls die Anfangsbedingung

Yz=z, = Yo (30)

vorgegeben ist, erhdlt man ' = y,.

Zur Integration der vorgegebenen linearen Differentialgleichung (28) benutzen
wir die Methode der Variation der Konstanten; dazu setzen wir die Losung dieser
Gleichung in einer zu (26) analogen Form an:

y —we—! P@az
wobei u aber keine Konstante, sondern eine gesuchte Funktion von z ist. Durch
Differentiation entsteht
y =u eI P@®& _ P(x)y e P@dz
Nach Einsetzen in (28) ergibt sich
w e~ P@d L Qx) = 0, uw = —Q(x) el P@dz
u = -—fQ(x) el P()dz dg,
Es folgt schlieBlich fiir y die Beziehung
y = e P@az [ —fQ(:v) ef P@az dg] | (31)

Bei der Bestimmung von y nach dieser Formel ist nur je ein spezielles der un-
bestimmten Integrale

fP(a:) dzr und [ Q(zx)el P®dzdy

zu wihlen, denn das Hinzufiigen beliebiger Konstanten zu ihnen éndert nur den
Wert C.

Ersetzen wir die unbestimmten Integrale durch bestimmte Integrale mit ver-
énderlicher oberer Grenze [I, 96], so konnen wir die Formel (31) folgendermaBen
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schreiben:
- j:? P(ty dt

z j‘tP(t) a
Yy=¢e % [C —fQ(z) €% dz] . (32)

Um Verwechslungen zu vermeiden, bezeichnen wir die Integrationsvariable mit
verschiedenen Buchstaben ¢ und z. Wird der Anfangswert (30) fiir die gesuchte
Losung bei ¢ = z, vorgegeben, so liefert (32) die vollstindig bestimmte Losung

T
— [ P(ty at

z — ?P(t) at
Ylxr) =e % Yo —[Qz) e = dz |. (33)

Wir haben bisher stets vorausgesetzt, daBl P(z) und Q(x) in einem gewissen
Intervall I, das den Punkt z, enthilt, stetig sind. Aus (33) ergibt sich die folgende
wichtige Tatsache: Die Lisung y(x) existiert im gesamten Intervall I, in dem x
varitert.

Aus (32) folgt, dafl die Losungen einer linearen Differentialgleichung die Form

Y = @1(z) O 4 gy(x) (34)
haben; y ist also eine lineare Funktion der willkiirlichen Konstanten.
Es sei y, eine partikulire Losung der Gleichung (28). Wird

Yy=14 —+=2 (35)
gesetzt, so entsteht fiir z die Gleichung
2 + P@)z + (41 + P)y, + Q)] =0.

Die in eckigen Klammern stehende Summe ist gleich 0, da nach Voraussetzung
¥, eine Losung der Gleichung (28) ist. Folglich stellt z eine Lisung der entsprechen-
den Gleichung ohne freies Glied dar und bestimmt sich nach Formel (29); es wird
dann

y =y |+ Cel P, (36)

Wir nehmen jetzt an, dal uns noch eine zweite Losung y, der Gleichung (28)
bekannt sei; diese Losung moge sich aus der Formel (36) fiir ¢' = a ergeben:

Yo =1 +ae [P@, (36,)

Durch Elimination von e~/ P® 4z gug den Gleichungen (36) und (36,) entsteht
eine Darstellung der Loésungen der linearen Gleichung durch ihre beiden Lésungen

% und y,,
Yy=%h+CU—un),
wobei () eine beliebige Konstante ist, die an die Stelle von % in der friitheren
Bezeichnungsweise tritt. Aus der letzten Gleichung ergibt sich die Beziehung
Yo—y 1 -0y
Y—% S G

aus der hervorgeht, dal das Verhiltnis Y2~ Y gonstant ist.

1
Die Schar der Integralkurven einer linearen Differentialgleichung besteht also aus
den Kurven, die den Ordinatenabschnitt zwsschen je zwei beliebigen Kurven dieser
Schar in einem konstanten Verhilinis teilen.
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Sind also zwei Integralkurven L; und L, einer linearen Gleichung bekannt, so
wird jede weitere Integralkurve L durch einen konstanten Wert der Verhéltnisse

|44, _ |BB) _|CCy _ DD
1441~ 1BBl G0 DD

bestimmt (Abb. 6). Auf Grund dieser Gleichung miissen sich die Sehnen 4, B;, AB
und 4, B, entweder in einem Punkt schneiden oder parallel sein. Bei unbegrenzter
Anniherung des Ordinatenabschnitts B; B, an den Abschnitt 4,4, geht die Rich-
tung dieser Sehnen in die Richtung der Tangenten an die Kurven in den Punkten
A4,, A und 4, itber. Wir erhalten somit das folgende Ergebnis: Die T'angenten an
die Integralkurven einer linearen Differentialgleichung in den Schunittpunkien dieser
Kurven mit einer zur y-Achse parallelen Geraden schneiden sich entweder in einem
Punkt oder sind parallel.

Abb. 6

Beispiel. Wir betrachten den linschaltvorgang eines zeitabhiéngigen Stromes in einem
Leiter mit Selbstinduktion. Es sei ¢ die Stromstéirke, v die Spannung, R der Leitungswider-
stand und L der Selbstinduktionskoeffizient

Es gilt die Beziehung

. de
v=Ri+ L ar’
woraus fiir 7 die lineare Differentialgleichung

di R | v

L s —=0
L'

folgt. Sieht man R und L als konstant und v als vorgegebenc Funktion der Zeit ¢ an, so ergibt
sich fiir die in Formel (33) auftretenden Integrale
1 |3 t
d ol / el T ! X
) Pdz = 7 4z = t, Qe du:—f ve' du.
0

o

0

Bezeichnen wir mit ¢, den Anfangswert von ¢, d. h. den Wert der Stromstirke fiir ¢ = 0,
so erhalten wir geméB (33) fiir die Bestimmung von ¢ zu cinem beliebigen Zeitpunkt dic Formel

R Por
— =1 1 -2
1 == e L Iy - — vc" dz].
0 L

0

Bei konstanter Spannung v wird
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R

— =t
Mit wachsendem ¢ nimmt der Fuktor ¢ ¥ schnell ab. Praktisch kann somit der Vorgang
nach cinem kurzen Zeitintervall als stationér angesehen werden, wobei die Stromstirke nach

v
dem Ohmischen Gesetz ¢ = T bestimmt wird.
Far i, — 0 crhalten wir speziell die Bezichung

Y LR,
i:»[—i(l-—u l’) (87)

fiir die Stromstirke bet Einschalten des Leiters.

L
Die Grofie 5 nennt man Zeitkonstante des untersuchten Leiters.

Wir betrachten jetzt den sinusférmigen Spannungsverlauf » = 4 sin w¢. Nach Formel (33)
wird

¢
. -—I—i—t . A —Iiz .
i=e L |¢+ T el sin wz dz

0
Es ist leicht zu schen, dafl
R R
ot 7 RL ) wL?
e sinwtdt = e "m‘z‘ sm of — ;2L2'+ R” cos w!
ist und folglich
A R .
i ) ot RL . wl? i wl?
v e sinmz dz = ¢ oL | R? sin of — (uszT— B cos at | - Z){iz_—l——ﬁé .
]
Nach Einsetzen in den Ausdruck far 7 entsteht
R
. . wLA -t RA ) olLA )
t=\1y -+ ~57y | C T gEE T gy MWL — o, g,y COS WL (38)
L2 |- R w?l? + R wil? - R

n
Der crsto Summand, der den Faktor ¢ £ enthilt, klingt schnell ab, so daB die Stromstérke
kurz nach dem Zeitpunkt ¢ = 0 praktisch durch die Summe der beiden iibrigen Glieder in
Formel (38) bestimmt wird. Diese Summe liefert ecine sinusformige Zeitabhéangigkeit mit der
Spannungsfrequenz @, jedoch mit anderer Amplitude und Phase. Wir bemerken noch, dafl
diese Sumne, die den stutionidren Vorgung liefert, nicht von dem Anfangswert {; des Stroms
abhingt.

Eine Verallgemeinerung der linearen Differentialgleichung (28) stellt die Ber-
noullische Differentialgleichung dar:

Yy -+ P@)y + Q@) y™ =0, (39)

wobei der Exponent m als von 0 und 1 verschieden angenommen werden kann, da
in dicsen Fillen die Gleichung lincar ist. Wir dividicren beide Seiten durch y™,

y"y + PE)yt " + Q) =0,
und fiihren anstelle von y cine neue gesuchte Funktion » durch

n = yl-—m s u = (1 _ m) ywm y’
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cin, Dadurch wird die Differentialgleichung auf die Form
u + Pyx)w | @yx) =0
zuriickgefithrt mit
Pyx) = (1 —m) Px) und @ x) = (1 —m) Q=) ,
d. h., durch die Substitution u = y'—™ reduziert sich die Bernoullische Gleichung (39)
auf eine lineare Differentialgleichung und 1aBt sich dann in bekannter Weise inte-
grieren.
Es sci noch erwihnt, daB sich die Integration der als Riccatische Gleichung be-
zeichneten Differentialgleichung
Yy + Pl)y + Q@) y* + R(x) =0 (40)
im allgemeinen nicht auf Quadraturen zuriickfithren 1afit. Man kann sic jedoch auf
cine lineare Gleichung reduzieren, wenn irgendeine spezielle Losung bekannt ist.
Es sei namlich y,(x) eine Losung der Gleichung (40), d. h.
1+ Ple) g, + Q) y§ + R(x) = 0. (41)
Anstelle von y fithren wir in die Gleichung (40) die neue gesuchte Funktion % durch
die Beziehung
1
y=un+ w

ein. Nach Einsetzen in (40) ergibt sich dann unter Beachtung der Identitit (41) fiir
% die lineare Differentialgleichung

w — [P(@) + 2Q() pu] v — Q@) = 0.

Das allgemeine Integral dieser Gleichung hat die Form u = Ce(x) + p().
Setzen wir diesen Ausdruck fiir 4 in die oben angegebene Gleichung fiir y ein, so
erhilt das allgemeine Integral der Riccatischen Differentialgleichung die Form

_ Cpy(x) + pu()
Copyx) + ()

7. Das Euler-Cauchysche Verfahren. In [2] haben wir eine Ndherungskonstruktion
fiir die Integralkurve der Gleichung

y = flx,y) (42)
bei vorgegebener Anfangsbedingung
ylz:z, =% (43)

angegeben. Dieses Verfahren 1aBt sich vercinfachen, wenn man anstelle des Qua-
dratnetzes lediglich Parallelen zur y-Achse verwendet. Das in dieser Weise abge-
anderte Verfahren fiithrt auf cine verhaltnisméafig cinfache und praktisch bequeme
Mcthode zur ndherungsweisen Bereehnung der Ordinate y der gesuchten Integral-
kurve bei vorgegebener Abszisse. Wir zeichnen in der Iibene cine Schar von Gera-
den, dic paralle]l zur y-Achse verlaufen:

T =X, T =, =12y, ... mit xg< a2y <Xy <.

Es sci My(2q, yo) der Anfangspunkt der Integralkurve (Abb. 7). Von diesem Punkt
aus ziehen wir den Strahl mit dem Richtungskoeffizienten f(x,, y,) bis zu seinen
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' ‘ | My (X.ii 3)
M2 (XZY.YZ) /

Mo(xg,yod-——IN

X Abb.7

o X % %

Schnitt mit der zur y-Achse parallelen Geraden z = x; im Punkt M,. Es sei ¥, die
Ordinate von M,. Sie wird offenbar durch die Beziehung

Y1 — Yo = (o, Yo) (r1 — %)
bestimmt, da die Strecken MN und NM, durch die Werte von 2, — 2, und y;, — ¥,

dargestellt werden und der Tangens des Winkels NM M, der Konstruktion ent-
sprechend gleich f(x,, ¥,) ist.

Vom Punkt (z,, ¥,) aus ziehen wir den Strahl M, M, mit dem Richtungskoeffizien-
ten f(z;, y;) bis zu einem Schnitt mit der ndchsten zur y-Achse parallelen Geraden
x = x, im Punkt M,. Die Ordinate des Schnittpunktes bestimmt sich so wie oben

aus der Beziehung
Yo — ¥ = (@, 1) (2 — 2y) .
Entsprechend kann man, vom Punkt M,(z,, y,) ausgehend, den nichsten Punkt
M,(25, y5) bestimmen usw.
Es sei jetzt fiir einen vorgegebenen Wert o der Wert y einer Lisung von (42), die
der Anfangsbedingung (43) geniigt, zu bestimmen. Nach vorstehenden Betrach-
tungen miissen wir dazu so verfahren: Wir zerlegen das Intervall (z,, ),

< <L Hp<l Gl < el pa<le, (44)
und bestimmen nacheinander die Ordinaten y,, y,, ... , ¥n—1 aus den Beziehungen
Y1 — Yo = [(Zo, Yo) (x1 — )
Yo — 91 = [(@, 41) (22 — )
Ys — Yo = [(@5, Yo) (3 — ) (45)

Yn—1 — Yn—2 = f(Tn—2, Yn—2) (Tn_1 — Tn_2)
Y —yn1 = H&n—1, Yn-1) (& — xpn_1) .

Wird die Anzahl der Intervalle vergroBert und strebt jedes von ihnen gegen 0,
80 ist zu vermuten, daB der aus den Formeln (45) erhaltenc Wert Y unter den in
[2] iiber die Funktion f(z, ¥) gemachten Voraussetzungen gegen die wahre Ordinate
y der gesuchten Integralkurve strebt, wenn der vorgegebenc Wert a hinreichend
nahe bei dem Anfangswert z, liegt (vgl. [53]).

Durch Addition der Gleichungen (45) finden wir leicht

y~Y =y + (g Yo) (2 — o) + f(@, 41) (22 — 21) - -
+ f(@n—g, Yn—2) @n—1 — Tn_z) + f(@n_1,Yn-1) (* — Tp_1). (46)
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In dem einfachsten Fall der Differentialgleichung
N (C)
erhilt die angegebene Formel die Gestalt

n—1
Y=Y + Z;f(xa) (Ts+1 — T4)
8=
die bekanntlich [I, 87] einen Né&herungsausdruck fiir den Wert des Integrals
T
Yo + f f(¢) d¢, d. h. fiir die Lésung der gegebenen Gleichung, liefert.

xo

Die Berechnungen nach den Formeln (45) werden in der folgenden Anordnung
durchgefiihrt. Die erste der Formeln (45) liefert die Differenz 4, — y,. Addieren wir
sie zu ¥,, so erhalten wir die zweite Ordinate y;, und mit Hilfe der zweiten der For-
meln (45) finden wir die Differenz y, — ¥,. Addieren wir diese zu ¥,, so ergibt sich
die dritte Ordinate y,. Die dritte Formel (45) liefert die Differenz y; — y, usw.
Addieren wir alle diese Differenzen zu y,, so finden wir ¥.

Im folgenden Kapitel werden wir nochmals zu dieser Methode zuriickkehren.

Beispiel. Wir wenden das angegebene Néherungsverfahren auf die Gleichung

P
¥=7

mit der Anfangsbedingung %(0) = 1 an. Nach der Trennung der Ver#nderlichen und der Inte-
gration ergibt sich die gesuchte Lisung aus der Formel

y = ez!/‘i .

Fiir die Anwendung der Formel (45) werden wir z; — zx—1 = 0,1 setzen (k = 1, 2, ...).

z y % Ay = :%y 0,1 o®'/4
0 1 0 0 1
0,1 1 0,05 0,006 1,00256
0,2 1,005 0,1006 0,0101 1,0100
0,3 1,0151 0,1523 0,0152 1,0227
0,4 1,0303 0,2061 0,0206 1,0408
0,6 1,0509 0,2627 0,0263 1,06456
0,6 1,0772 0,3232 0,0323 1,0942
0,7 1,1095 0,3883 0,0388 1,1303
0,8 1,1483 0,4593 0,0459 1,1735
0,9 1,1942 ‘ 0,6374 0,0537 1,2244

In dieser Tabelle sind die Resultate der Rechnungen angegeben. Die erste Spalte enthélt

die x-Werte, die zweite die ihnen entsprechenden y-Werte, die dritte die Werte von f(z, y),
z .

d. h. —;—l , die vierte die Differenzen Ay = y;4+1 — y; und schlieBlich die letzte die Werte der

Ordinaten der exakten Integralkurve y = e*"/4,

Wie aus der Tabelle hervorgeht, ist der Fehler bei z = 0,9 kleiner als 0,031; er macht also
ungefihr 2,69, aus.

8. Anwendung von Potenzreihen. Differentialgleichungen lassen sich nur in Aus-
nahmefillen durch Quadraturen l6sen. Deshalb wollen wir auBer der in [7] an-

3 Smirnow IT
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gegebenen Methode zur naherungsweisen Integration von Differentialgleichungen,
die auf eine sehr weite Klasse von Gleichungen anwendbar ist, noch die Methode
der Potenzreihen darlegen. Fiir ihre Anwendungen setzen wir voraus, daB die
rechte Seite von (42) im Punkt (z,, y,) und in dessen Umgebung beliebig oft nach =
und y differenzierbar ist.

Wir betrachten also die Gleichung (42) mit der Anfangsbedingung (43). Setzen
wir auf der rechten Seite von (42) x = z,, ¥ = y,, so erhalten wir den Wert y, der
Ableitung von y nach x an der Stelle # = z,. Differenziert man (42) nach «, so er-
hélt man unter der Annahme, daB y die gesuchte Losung ist, die Gleichung

o af(x’ y) af(x’ y) ’

Setzt man auf der rechten Seite # = x,, ¥y = y,und ¥’ = ¥, so bestimmt man damit.
den Wert yo der zweiten Ableitung an der Stelle x = x, Differenziert man die
obige Gleichung noch einmal nach =, so erhilt man analog den Wert g~ der dritten
Ableitung "’ fiir x = 2, usw. Wenn wir die Funktion f(x, y) beliebig oft differen-
zieren, kénnen wir die Ableitungen beliebiger Ordnung von y an der Stelle z = «,
bestimmen. So kénnen wir also die Taylorreihe von y konstruieren:

Yo
in

Es entsteht nun die Frage nach der Konvergenz dieser Reihe. Die rechte Seite
der Gleichung (42) sei als eine Reihe darstellbar, die aus ganzzahligen positiven
Potenzen der Differenzen # — x, und y — y, besteht [I, 161]:

fa,y) = X ap(x — o)’ (y — 9o)* -
P, g=0
Diese Reihe soll konvergieren, wenn die absoluten Werte dieser Differenzen hin-
reichend klein sind. Es kann dann gezeigt werden, daB die Funktion f(x, y) beliebig
oft differenzierbar ist fiir die Werte von x und y, die hinreichend nahe an z, und y,
liegen, daB die Reihe (47) konvergiert fiir alle z, die hinreichend nahe bei z, liegen,
und daB ihre Summe y eine Lésung von (42) ist, die die Bedingung (43) erfiillt.

’”

(& —w) + 53 (x — 2 + . (47)

Yo + 1

Anstelle des beschriebenen Verfahrens der schrittweisen Bestimmung der Ab-
leitungen fiir # = #, kann man auch ein anderes Verfahren, nimlich die Methode
der unbestimmien Koeffizienten anwenden. Dabei ersetzen wir auf beiden Seiten von
(42) y durch eine Potenzreihe mit unbestimmten Koeffizienten:

Y =1t + al® — %) + ap(x — 2)* + - . (48)
Ordnet man die rechte Seite von (42) nach Potenzen von z — z, und setzt die
Koeffizienten entsprechender Potenzen gleich, so kann man schrittweise die Koeffi-
zienten a,, a@,, ... bestimmen.
Man iiberzeugt sich leicht, daB die Reihen (47) und (48) dann iibereinstimmen.

Beispiel. Wir suchen die Lésung der Gleichung

T
¥ = (49)

mit der Anfangsbedingung
Yla=o =1 (50}
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in Form einer Potenzreihe
oo
8
y=1+4+ Y azx".
§=1

Dabei haben wir das freie Glied der Anfangsbedingung (50) entsprechend gleich 1 gewihlt.
Die Differentiation dieser Reihe liefert

00
y = 3 sagxs—1.
s=1
Wir ersetzen y und y’ in Gleichung (49) durch die gewonnenen Ausdriicke und erhalten
a; + 2a,x + 3ax? 4 o + (2 4 1) app12® 4 oo
= 3 3(l + ;% + aya? + -+ + ag_127—1 4 ),

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir folgende Beziehungen :

x0: a, =0

21: 2a, = +

2 — 1

x 3a, = 5 a,

a3 da, = L a,

n, _ 1

xT: (n —I— 1) an4+1 = 5 An—1

...................................................

Hieraus folgt

aI:a3:a5="'=02n+1="':O’
1 1 1
(Zz:z, a4=m7‘,..., a2"=n!7.

Damit erhalten wir schlieBlich [I, 126]

x2 1 /x2\2 1 /x2\8 1 /x2\» "
—_ o= iy (= e = ot}
y 1+4+2!(4)+3!(4)+ +n!(4)+ o2/t

9. Das allgemeine Integral und die singulire Losung. Das allgemeine Integral einer
Differentialgleichung haben wir schon definiert als Losung dieser Gleichung, die
eine willkiirliche Konstante enthélt.

Der Punkt (z,, y,) aus der Anfangsbedingung (43) gehére zum Bereich B aus
Satz A. Variieren wir in der Anfangsbedingung den Wert y,, so erhalten wir eine
unendliche Mannigfaltigkeit von Losungen der Gleichung (42). Dabei kann y, die
Rolle der willkiirlichen Konstanten iibernehmen. Bei der Behandlung einiger Bei-
spiele von Differentialgleichungen erhielten wir aber auch allgemeine Integrale,
in denen die willkiirliche Konstante nicht als Anfangswert auftrat.

Der Begriff des allgemeinen Integrals erfordert streng genommen zusitzliche
Uberlegungen. Wir werden uns nicht damit befassen, da der oben angegebene
Satz A die natiirliche Grundlage der theoretischen Untersuchung von Differential-
gleichungen ist. AuBerdem ldB8t sich das allgemeine Integral ganz selten durch
elementare Funktionen oder Quadraturen ausdriicken.

Naturgemf ist unter dem allgemeinen Integral eine solche Lésung der Differen-
tialgleichung (42) zu verstehen, die eine willkiirliche Konstante enthdlt und aus der
man gemédB Satz A alle Losungen fiir die Anfangsbedingungen (z,, y,) erhalten
kann, die irgendeinen Bereich der x, y-Ebene ausfiillen.

3*
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Wenn das allgemeine Integral in impliziter Form

"p(x, Y, C) =0 (51)
vorliegt, ergibt sich der entsprechende Wert von C aus der Gleichung
Y(%o, Yor C)=0.

Das allgemeine Integral der Gleichurg (42) kann auch in einer nach C aufgelésten
Form erhalten werden:

w(z,y) =C. (52)

In dieser Form ergibt es sich bei einer Gleichung mit separierbaren Veridnderlichen.

Die Funktion w(z,y) oder die Gleichung (52) heilit gewohnlich Integral der
Differentialgleichung (42).

Setzen wir in diese Funktion anstelle von y irgendeine partikuldre Losung der
Gleichung (42) ein, so muB sich ein konstanter Wert ergeben. Man kann also fol-
gende Definition aufstellen: Unter einem Infegral der Gleichung (42) versteht man
eine Funktion von z und y, deren vollstindige Ableitung nach = auf Grund der
Gleichung (42) gleich 0 wird.

Die vollstandige Ableitung beider Seiten der Gleichung (51) nach z liefert [I, 69]

aw(x’ y) aw(x! y) L
dx + dy y'=0
bzw., wenn y’ durch f(z, y) ersetzt wird,
fw(z, y) |, Sw(@,y) _
il =0 f(wy) =0, (53)

da y voraussetzungsgemiB eine Losung der Gleichung (42) ist.

Die Funktion w(z, y) muB dieser Gleichung geniigen, unabhéngig davon, welche
partikuldre Losung der Gleichung (42) gerade in diese Funktion eingesetzt wird.
Wegen der frei zu wihlenden Anfangsbedingung (43) im Existenz- und Eindeutig-
keitssatz konnen aber die Werte von x und y beliebig sein, wenn wir alle Losungen
der Gleichung (42) nehmen. Mithin muf die Funktion w(z,y) die Gleichung (53)
identisch in x und y erfiillen.

SchlieBlich zeigen wir, in welcher Weise eine Losung der Gleichung (42) bestatigt
werden kann, wenn sie in der impliziten Form

wy(z,9) =0 (54)
gegeben ist. So wie vorher erhalten wir die Gleichung
awl(x: y) awl(xy y)
=0
o+ e iz, y) =0, (55)

wobei diese Beziehung in allen Punkten der Kurve (54) erfiillt sein muB3. Die Glei-
chung (55) braucht also nicht unbedingt identisch in 2 und y erfiillt zu sein, sondern
nur bei Beachtung der Gleichung (54) ; kurz gesagt, (55) muB eine Folge von (54) sein

Wir betrachten z. B, die Differentialgleichung
1— 322 — 42
y = T %y (x40, y==0).
Es ist leicht zu sehen, daB der Kreis

224yt —1=0
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1 — 322 — y?

eine Lésung dieser Gleichung ist. Im vorliegenden Fall ist némlich f(x, y) = 22y

und w,(z,y) =« + y* — 1.
Die Gleichung (55) hat dann die Form
PP ol WY P [ Nl stk
z + yT— ’ < h. z =03

sie ist offenbar wegen der Kreisgleichung erfiillt. Wir zeigen, daf8 das allgemeine Integral der
vorliegenden Differentialgleichung folgendermaBen lautet:

2ty —-2z=0C. ,
Durch Einsetzen von w,(z, y) = 2® 4+ xy? — = in (53) entsteht

1 — 322 — ¢

3:02—}—y2—1—|—2a:yT=0,

und es ist unmittelbar klar, daB diese Gleichung identisch fiir alle z und ¥y erfiillt ist.

Die Gleichung (42) kann auch Lésungen besitzen, die nicht in der Schar des
allgemeinen Integrals enthalten sind, d. h., die man fiir keinen Wert C aus der
Formel (51) erhalten kann. Solche Lésungen heilen gewdhnlich singuldre Losungen.
Als Beispiel kann die Gleichung (18) und ihr allgemeines Integral (19) dienen. Die
Lésung y = 0 der Gleichung (18) ist nicht in der Schar (19) enthalten. Wir wir sahen,
verlduft durch jeden Punkt der Losung y = 0 irgendeine Integralkurve. Die Losun-
gen, die im Bereich B aus Satz A liegen, nennen wir nichisingulir.

Eine Integralkurve nennt man im allgemeinen eine singuldre Lésung, wenn in
allihren Punkten die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes nicht
erfiillt sind. Man kann sie gewShnlich aus dem allgemeinen Integral nicht erhalten.

In weiteren Beispielen werden wir uns noch mit diesen singuldren Losungen be-
fassen.

Der Satz A wird jedoch als Grundlage aller weiteren Betrachtungen dienen.

10. Gleichungen, die nicht nach y’ aufgelost sind. Die Theorie der Differential-
gleichungen, die nicht nach y’ aufgelost sind,

Q(x, Y, 3/') =0 ’ (56)
ist bedeutend komplizierter.
Losen wir diese Gleichungen nach gy’ auf, so erhalten wir eine Gleichung der Form

(42). Dabei kann die Funktion f(z, y) aber mehrdeutig sein. Wir beschrénken uns
darauf, daB die linke Seite von (56) ein Polynom zweiten Grades beziiglich y’ ist:

Yy + 2P(2,9) ¥’ + Qx,y) = 0. (57)

Dabei wollen wir annehmen, dal P(z, y) und Q(z, ) Polynome von z und y sind.
Die Auflosung nach y’ liefert

R(z, y) = [Pz, y)]* — Q(=, ) . (59)

Wir kénnen einen oder mehrere Bereiche B der z, y-Ebene erhalten, in denen
R(z, y) > 0Oist. In diesen Bereichen liefert die Formel (58) zwei verschiedene Diffe-
rentialgleichungen (durch die verschiedenen Vorzeichen der Wurzel). Die rechte
Seite beider Differentialgleichungen ist stetig in B und besitzt dort eine stetige
partielle Ableitung nach y. Nach Satz A verlaufen folglich durch jeden Punkt M

mit
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aus B zwei und nur zwei Integralkurven. Die Kurven beriihren sich im Punkt M
nicht, da sich ihre Ableitungen dort um den Wert 2 J/ R(x, ) unterscheiden. Weitere
nichtsingulire Losungen existieren neben diesen Losungen, die man aus Satz A
erhilt, nicht. In allen Bereichen der Ebene, in denen R(z, y) < 0 ist, liefert die
Gleichung (58) keine reellen Werte 3’ (und damit auch kein Richtungsfeld). Dort
existieren keine Integralkurven.

SchlieBlich miissen wir noch die Gleichung

betrachten. Sie kann eine oder mehrere Kurven bestimmen (die Réander des Berei-
ches B, falls solche existieren). Diese Kurven kénnen Integralkurven der Gleichung
(57) sein, sie brauchen es aber nicht.

Kompliziertere Fille von Differentialgleichungen, die nicht nach y* aufgelost
sind, werden wir nicht betrachten.

Beispiele.
1. Zum besseren Verstindnis des oben Gesagten betrachten wir als einfaches Beispiel eine
Gleichung, die beziiglich ¥ quadratisch ist:
v¥y: Pty —at=0 (a>0).
Wenn wir sie nach y” auflésen, erhalten wir
Y Vo -y : v (61)

In diesem Fall ist R(z, y) = (a? — y?)/y?. Der Bereich B ist der innere Streifen zwischen den
Geraden y = +-a. Es sei bemerkt, dal die Geraden y = a und y = —a Ldsungen der Gleichung
(61) sind. In Gleichung (61) fiihren wir die Trennung der Variablen durch und erhalten nach
Integration

(x — CF +y* =a, (62)

d. h., das allgemeine Integral liefert eine Schar von Kreisen mit den Mittelpunkten auf der
z-Achse und dem Radius a (Abb. 8). Durch jeden Punkt, der im Innern des Streifens liegt,
gehen zwei Kreise, was den beiden Gleichungen (61) entspricht.

Y4

S
>

Abb. 8

Wir untersuchen jetzt den Rand des Streifens, d. h. die Geraden y = +a. Man kann sich
leicht davon iiberzeugen, daB sie Lésungen der Gleichung (61) sind. Sie ergeben sich nicht aus
dem allgemeinen Integral (62), fiir keinen konstanten Wert C. In keinem Punkt der Geraden
y = +a gilt fiir die Gleichung (61) der Existenz- und Eindeutigkeitssatz, und die erwihnten
Geraden sind singulire Losungen der Gleichung (61).

Durch jeden Punkt dieser Geraden verlaufen ,,im kleinen* vier Integralkurven der Glei-
chung (61); vgl. Beispiel 4 aus [4]. Fiir ¥y > a und y << —a ist die Differentialgleichung (61)
nicht definiert.

Es sei (g, ¥,) ein Punkt aus B. Durch Einsetzen von z = x, und y = y, in Gleichung (62)
erhilt man eine quadratische Gleichung fiir C. Die Wurzeln dieser Gleichung ergeben die
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Werte C, fir die zwei Kreise aus (62) sich in (z,, %) schneiden. Wie wir schon sagten, ist
Gleichung (62) das allgemeine Integral der beiden Gleichungen (61). Beide Gleichungen sind
natiirlich im bekannten Sinne miteinander verkniipft.
2. Wir betrachten noch eine Gleichung, die von der aus Beispiel 1 abweicht:

v:i—zy =0. (63)
Die linke Seite 148t sich in zwei Faktoren aufspalten,

Yy —=2)=0,
und damit entspricht (63) den beiden Gleichungen

Y =0 und ¥y ==,

die die allgemeinen Integrale
22
y=C bzw. y=?—i—C

besitzen. Wir kénnen beide zum allgemeinen Integral der Gleichung (63) zusammenfassen:
z? .
(y——C)(y—?——C)ZO. (63,)

Aber die Gleichung (63) ist ihrem Wesen nach eine ,,kiinstliche** Vereinigung der Gleichungen
y" = 0 und y" = z. Auf beide Gleichungen ist Satz A anwendbar; der Bereich B ist jeweils
die gesamte z, y-Ebene.

Die Formel (63,) ist eine ,kiinstliche’* Vereinigung der allgemeinen Integrale beider Glei-
chungen. 22

Die Funktion y = 0 ist fiir z < 0 und y = o ist fiir x = 0 Losung der Gleichung (63).

%
Beim Durchgang durch den Wert x = 0 éndern sich y und y’ stetig. Diese Integralkurve
besteht aus Lésungen von ¥ = 0 und ¥’ = z.

Wir werden jetzt zwei Typen von Differentialgleichungen behandeln, die nicht
nach y’ auflésbar sind.

11. Die Clairautsche Differentialgleichung. Einleitend fithren wir einen neuen
Begriff ein. Ersetzen wir in der Differentialgleichung (42) oder in (56) y' durch
eine beliebige Konstante C,, so erhalten wir die Kurvenschar

.f(x’ y) = 01 oder Q(x’ Y, 01) =0. - (64)

Jede Kurve dieser Schar stellt den geometrischen Ort fiir diejenigen Punkte der
Ebene dar, denen ein und dieselbe Richtung der Tangente der Integralkurve zuge-
ordnet ist.

Die ganze Schar heiit daher Isoklinenschar (oder Schar der Linien gleicher Rich-
tung des Richtungsfeldes) der gegebenen Differentialgleichung.

Bei der homogenen Differentialgleichung [5] waren die Isoklinen Geraden, die
durch den Ursprung verlaufen.

Wir wollen nun untersuchen, in welchen Fillen eine Isokline eine Integralkurve
der Differentialgleichung darstellt, d. h. eine Lésung der Gleichung liefert. Wir
wihlen dazu eine beliebige Isokline

D(x,y,b) =0,
die dem speziellen Wert €, = b entspricht. In den Punkten dieser Isokline liefert
die Differentialgleichung ein und dieselbe Tangentenrichtung, und zwar wird y"=b.

Damit die Isokline gleichzeitig eine Losung ergibt, ist notwendig und hinreichend,
daB der Richtungskoeffizient der Tangente an die Isokline in allen deren Punkten



40 1. Gewdhnliche Differentialgleichungen

ebenfalls gleich b ist. Hieraus folgt unmittelbar, daB die Isokline eine Gerade mit
dem Richtungskoeffizienten b sein muB; denn aus y’ = b folgt y = bz + ¢, wobei ¢
eine beliebige Konstante ist.

Eine Isokline ist also nur dann eine Lisung der Gleichung, wenn sie eine Gerade ist,
deren Richtung mit der konstanten Richtung der Tangenten iibereinstimmi, die durch
die Differentialgleichung den Punkten dieser Isoklinen zugeordnet ist.

Wir betrachten nun den ersten Typ einer nicht nach y’ auflosbaren Gleichung.
Eine Differentialgleichung der Form

y =2y + o) (65)
heiBt Clairautsche Differentialgleichung.

Wird anstelle von y’ eine beliebige Konstante eingesetzt, so ergibt sich die
Isoklinenschar dieser Gleichung:

y = zC; + ¢(C}) . (66)

Offenbar werden alle Isoklinen Geraden; der Richtungskoeffizient C, jeder dieser
Geraden ist dabei dieselbe Konstante, durch die y’ ersetzt wurde. Somit stimmt
die Richtung jeder dieser Geraden (66) mit der konstanten Tangentenrichtung
iiberein, die durch die Differentialgleichung in den Punkten dieser Geraden vor-
geschrieben ist. Aus den Feststellungen im vorigen Abschnitt folgt nun, daB jede
dieser Geraden (66) eine Losung der Gleichung (65) ist. Die Schar der Isoklinen (66)
ist also gleichzeitig eine Schar des allgemeinen Integrals der Differentialgleichung
(65).

Wir geben nun eine andere Methode zur Ermittlung des allgemeinen Integrals der
Gleichung (65) an, die nicht nur das allgemeine Integral liefert, sondern auch die
singulire Losung der Gleichung (65). Setzen wir y’ = p, so geht (65) iiber in

y=2p +op). (65,)

Die Aufgabe wird damit auf die Ermittlung einer Funktion p = y(x) zuriickge-
fithrt, welche die Eigenschaft hat, da bei Einsetzen von p = y(x) in die rechte
Seite von (65,) fiir y eine Funktion von z entsteht, deren Ableitung y’ gleich

p = y(x) wird. Bildet man die Differentiale beider Seiten von (65;) und setzt links

dy = y’ dx = p dz, so ergibt sich eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir p:
pdr =pdr +xdp + ¢'(p)dp oder [z + ¢'(p)]dp =0.

Setzen wir jeden der Faktoren gleich 0, so erhalten wir zwei Fille. Der Fall

dp = O liefert p = C, wobei C eine beliebige Konstante ist. Durch Einsetzen von

p = C in die Gleichung (65,) erhalten wir wieder das allgemeine Integral (66). Im
zweiten Fall entsteht die Gleichung

z+¢'(p)=0.
Durch Elimination von p aus den beiden Gleichungen
y=2=zp +o(p) und 2z +¢'(p)=0

ergibt sich ebenfalls eine Lésung von (65), die jetzt keine willkiirliche Konstante
enthélt. Diese Losung ist im allgemeinen eine singulire Lisung der Gleichung.
Auf die Clairautsche Differentialgleichung fiihren solche geometrischen Aufga-
ben, bei denen eine Kurve gemiB einer vorgegebenen Eigenschaft ihrer Tangente
bestimmt werden soll, wenn sich diese Eigenschaft nur auf die Tangente selbst,
jedoch nicht auf den Beriihrungspunkt bezieht. Die Gleichung der Tangente hat
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nimlich die Form

Y —y=y(X —2) oder Y=y'X+(y —ay),
und jede Eigenschaft der Tangente laBt sich durch eine Beziehung zwischen
y — zy’ und y’ ausdriicken:

Oy —2y,y)=0.

Durch Auflésung dieser Beziehung nach y — 2y’ kommen wir zu einer Differen-
tialgleichung der Form (65). Die geraden Linien, die ein allgemeines Integral der
Clairautschen Gleichung darstellen, sind offenbar als Losung der Aufgabe nicht
von Interesse; diese wird vielmehr durch die singulére Lsung der Gleichung gelie-
fert.

Beispiele.

1. Die Gleichung

y=uay +y?
hat das allgemeine Integral
y=aC + C2.
Eliminiert man p aus den Gleichungen
y=zp-+p* und z42p=0,
so erhilt man die Lésung

xz
y:—z-

Man erhilt sie ebenfalls, wenn man auf die Gleichung
yitay —y=0
die Formel (60) anwendet. Die Geraden des allgemeinen Integrals bilden eine Schar von Tan-
genten an die Parabel y = — a; .
2. Es ist eine Kurve so zu bestimmen, da3 der Abschnitt m ihrer Tangente zwischen
den Koordinatenachsen die konstante Linge a hat (Abb. 9).

Wir bestimmen aus der Tangentengleichung die Abschnitte OT, und OT, der Tangente
auf den Koordinatenachsen und bilden dann leicht die Differentialgleichung der gesuchten

Abb. 9
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Kurve:
— 2y’)? ,
tv :yi + (¥ —2y)?=a® oder y=ay + .
Yy Vl + y2
Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist
aC
yr+ce :

Es stellt eine Schar gerader Linien dar, fiir welche die Linge des Abschnitts zwischen den
Koordinatenachsen gleich a ist. Die singulire Lésung erhiilt man durch Elimination von p
aus der Gleichung .
ap
Y= op + ———
y1+ 2t

(68)

und der Gleichung

.

Pt

y1+p?
rta 1+ p?
die sich auf die Form

I
=)

a
*E e
reduziert. Setzen wir p = tan ¢, so ergibt sich
z= Facos?g;
aus der Gleichung (68) erhalten wir fiir y
y= Facos®¢ptang fasing = f asind¢.
Wir erheben beide Seiten der letzten beiden Gleichungen in die Potenz 2/3, addieren und
konnen dann ¢ elimieren:
2213 L y2I8 — g2I3 .
Die gesuchte Kurve ist also eine Astroide [I, 80]. Die Geraden (67) bilden die Schar der Tangen-
ten an die Astroide (Abb. 9).
12. Die Lagrangesche Differentialgleichung. Eine Differentialgleichung der Form

Y =z (y) + @a(y) (69)
heit Lagrangesche Differentialgleichung; dabei werde ¢,(y’) als verschieden von y’
angesehen, da sich fiir ¢,(y’) = %’ die schon behandelte Clairautsche Differential-
gleichung ergibt.

Wir wenden auf die Gleichung (69) dieselbe ,,Methode der Differentiation‘ wie
bei der Clairautschen Gleichung an. Mit " = p schreibt sich die Gleichung in der
Form

Y = 2@u(P) + @a(P) - (70)
Bildet man die Differentiale beider Seiten, so ergibt sich eine Differentialgleichung
erster Ordnung fiir p:

p dz = gy(p) dz + 2@i(p) dp + ga(p) dp . ,
Nach Division durch dp erhdlt man

d , ,
[pu(p) — p] ﬁ + @i(p) = + pa(p) = 0. (1)
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Sieht man « als Funktion von p an, so stellt dies eine lineare Differentialgleichung
dar. Nach Division beider Seiten durch den Koeffizienten ¢,(p) — p hat sie die
Form (28). Ihr allgemeines Integral ist dann

x = p(p) C + wa(p) - (72)

Wir setzen diesen Ausdruck fiir z in die Gleichung (70) ein und erhalten fiir y eine
Gleichung der Form

Y = p3(p) C + py(p) - (73)

Die Formeln (72) und (73) stellen # und y durch die willkiirliche Konstante C
und den verdnderlichen Parameter p dar, d. h., sie geben eine Parameterdarstel-
lung des allgemeinen Integrals der Lagrangeschen Differentialgleichung. Wird aus
den Gleichungen (72) und (73) der Parameter p eliminiert, so entsteht das allge-
meine Integral in der iiblichen Form.

Die Isoklinen der Gleichung (63) sind Geraden:

¥ = 2g1(C1) + @u(Ch) .
Fiir solche Werte C; mit ¢,(C;) = C, liefert diese Formel eine Losung der Gleichung
(69), wovon man sich leicht iiberzeugen kann.

Beispiel. Fiir die Gleichung
y: 4+ 20y +y=0 oder ¥y = —xz+ Vz’ —y (74)

liefert die Formel (60) y = z2. Diese Funktion ist jedoch keine Lésung der Gleichung. Folglich
hat diese Gleichung keine singulidren Lésungen. Der Bereich B aus Satz A ist das AuBere der
Parabel y = 22 (y < 2?).

Lost man die Gleichung nach y auf, so erhélt man eine Gleichung der Form (69). Die Glei-
chung (71) hat hierbei die Gestalt

3pde + (22 + 2p)dp = 0. (75)
Nach Division durch dp erhiilt man eine lineare Differentialgleichung

dz 2 2

Tt tE (75,)
In der oben angegebenen Weise findet man

z=Cp~28— 2p, y=—Cplls— Lp. (76)

Die Isoklinen der Gleichung (74) sind die Geraden
y= —2Cz — C%.

Fir —2C, = (), d. h. fir C, = 0, liefern sie eine Lésung y = 0, die man aus (76) nicht er-
halten kann, ganz gleich, wie man den Zahlenwert von C wihlt. Aber diese Losung ist keine
singulire Lésung, da die Gleichung (74) keine singulédren Losungen besitzt. Diese Lésung y = 0
ging bei der Division oder Gleichung (75) durch dp verloren.

Fiir diese Losung gilt dp = dy” = 0. Dabei kann die Veriéinderliche p aber keine unabhingige
Ver#nderliche sein, wie wir es in Gleichung (75,) voraussetzen.

Es sei bemerkt, da8 der Punkt (0, 0) auf der Parabel y = 22 liegt. Deshalb gehért nicht die
gesamte x-Achse (y = 0) dem Bereich B an, sondern nur der Strahl 2 > 0 und der Strahl
z << 0. Die Formeln (76) bestimmen daher fir jedes feste C zwei Integralkurven: Die eine
erhilt man fiir —oo << p < 0, die andere fiir 0 << p << co. Dies sind sémtliche Lésungen
von (74) mit Ausnahme von y = 0.

Wenn ein Punkt My(zg, %) mit «} — y, > 0 vorgegeben ist, erhilt man fiir p zwei Werte:

Dy = —%Tp &= x%"yt)'
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Eine der Gleichungen (76) liefert dann zwei Werte fur C, die den Integralkurven durch den
Punkt M, entsprechen.

Fiir die Punkte (x,, 0), z, == 0, erhalten wir p, = 0 und p, = — 2z,. Dem ersten Wert ent-
spricht die Lésung y = 0.

13. Die Einhiillende einer Kurvenschar und die singuliiren Losungen. Wir hatten
bereits zwei Beispiele, in denen sich aufler dem allgemeinen Integral auch singulire
Losungen ergaben. In dem Beispiel aus [10] war das allgemeine Integral die Schar
der Kreise

(x — C)? + ¢y = a? (77)
mit den Mittelpunkten auf der z-Achse und dem konstanten Radius a.

Singuldre Losungen waren die zwei zur 2-Achse parallelen Geraden y = +a.
Diese Geraden beriihren in jedem Punkt einen der Kreise der Schar (77) (Abb. 8).
Im Beispiel 2 aus [11] stellte das allgemeine Integral eine Schar von Geraden dar,
fiir welche die Linge des Abschnitts zwischen den Koordinatenachsen gleich dem
vorgegebenen Wert ¢ ist. Die singuldre Losung war eine Astroide, die in jedem
ihrer Punkte von einer der erwahnten Geraden beriihrt wird. Die erwiahnte Gera-
denschar stellt somit die Schar der Tangenten dieser Astroide dar.

Diese Beispiele fithren uns zu dem Begriff der Einhiillenden einer gegebenen
Kurvenschar. Gegeben sei die Kurvenschar

y(z,y,0)=0, (78)
in der C ein beliebiger Parameter ist. Eine Kurve, die in jedem ihrer Punkte eine
Kurve der Schar beriihrt, also in jedem ihrer Punkte eine gemeinsame Tangente
mit der durch denselben Punkt gehenden Kurve der Schar (78) hat, heillt Ein-
hiillende dieser Schar.

Es soll nun eine Regel zur Ermittlung von Einhiillenden angegeben werden. Zu-
nédchst bestimmen wir den Richtungskoeffizienten der Tangente an eine Kurve der
Schar (78). Differenzieren wir die Gleichung (78) und beachten, daf y eine Funk-
tion von z ist und C eine Konstante, so erhalten wir

oy(z,y, 0) | Oy(z,y,C)dy
0 + By dz 0
und daraus
oy(=, y, C)
dy Ox
== 79
dx op(z, y, C) (79)
Oy
Die gesuchte Einhiillende sei durch die Gleichung
Rz, y) =0 (80)

gegeben. Wir kénnen dabei annehmen, daB die uns zunichst unbekannte linke
Seite dieser Gleichung, also E(z, y), die Form y(z, ¥, C) hat, wobei jedoch C keine
Konstante, sondern irgendeine noch unbekannte Funktion von 2 und y ist. Bei
beliebiger Funktion B(z, y) kénnen wir ndmlich durch die Gleichung

R(x: y) = 1/’(“’: ¥, 0)
C als Funktion von 2 und y definieren. Die Gleichung der Einhiillenden kann also
ebenfalls in der Form (78) angesetzt werden, wobei C als gesuchte Funktion von z
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und 5 anzusehen ist. Bilden wir die Differentiale beider Seiten der Gleichung (78),
so erhalten wir, da C jetzt nicht konstant ist,
Sy(z, y, C) Oy(z, 9, O) Oy(z, y, C)
BT g W T4

dC =0. (81)

d
Fiir die gesuchte Einhiillende mufl der Richtungskoeffizient d_za/: der Tangente

nun derselbe sein wie fiir die durch denselben Punkt gehende Kurve der Schar (78).
Somit mufl die Gleichung (81) fiir 3—2 den fritheren Ausdruck (79) liefern. Das ist
aber nur dann der Fall, wenn der dritte Summand auf der linken Seite der Formel
(81) gleich 0 wird, d. h. %(%’,C’) dC = 0 ist. Die Moglichkeit dC = 0 liefert
ein konstantes C, d. h., sie liefert wieder eine Kurve der Schar, aber nicht die Ein-
hiillende, und folglich miissen wir, um die Einhiillende zu erhalten,

By(,9,0) _
oC

setzen. Diese Gleichung definiert jetzt C als Funktion von # und y. Setzt man diese
Darstellung von C durch z und y in die linke Seite der Gleichung (78) ein, so ergibt
sich die gesuchte Gleichung der Einhiillenden (80). Die Gleichung der Einhiillenden
der Schar (78) lapt sich durch Elimination von C aus beiden Gleichungen

pay, 0 =0, HELO_g (82)

gewinnen.

Bewegen wir uns nun liangs der Einhiillenden, so beriihren wir die verschiedenen
Kurven der Schar (78), von denen jede durch ihren Wert der Konstanten €' be-
stimmt wird. Auf diese Weise wird der Ansatz fiir die Gleichung der Einhiillenden
in der Form (78) mit verdnderlichem C verstdndlich.

Nun kehren wir zu den singuldren Losungen einer Differentialgleichung zuriick.
Wir nehmen an, daB (78) das allgemeine Integral der Differentialgleichung

D(z,y,y') =0 (83)
darstellt; auf jeder Kurve der durch (78) gegebenen Schar sollen also die Koordi-
naten z, ¥ und der Richtungskoeffizient y’ der Tangente die Gleichung (83) erfiillen.
In jedem Punkt der Einhiillenden stimmen z, ¥ und ¥’ mit den entsprechenden
Werten einer gewissen Kurve der Schar (78) iiberein, d. h., , y und die dazugehoérige
Richtung ¢’ der Einhiillenden erfiillen ebenfalls (83). Die Einhiillende der das allge-
meine Integral darstellenden Schar ist somit ebenfalls eine Integralkurve der Differen-
tialgleichung.

Ist also y(x, ¥, C) = O ein allgemeines Integral der Gleichung (83), so fiihrt uns
die Elimination von C aus den Gleichungen (82) in gewissen Fillen auf eine singu-
lire Losung. Der Vorbehalt ,,in gewissen Fillen‘ ist notwendig wegen folgender
Uberlegungen : Oben nahmen wir an, da8 die Kurven (78) eine gemeinsame Tan-
gente haben, und wenn wir C aus den Gleichungen (82) eliminieren, so brauchen wir
nicht nur die Einhiillende zu erhalten ; auBer der Einhiillenden kann sich auch noch
die Gesamtheit aller singuliren Punkte der Kurven der Schar (78) ergeben, d. h.
die Menge derjenigen Punkte der Kurven (78), in denen diese Kurven keine Tan-
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gente haben [I, 76]. AuBerdem kommt es mitunter vor, daB die Einhiillende selbst
in dem Bestand der Kurvenschar (78) auftritt. Wir gehen nicht auf eine strenge
Darlegung der Theorie der Einhiillenden und der singuldren Losungen ein. Eine
solche Theorie muf} in engem Zusammenhang mit dem Existenz- und Eindeutig-
keitssatz, den wir in [2] erwdhnt hatten, behandelt werden. Wir beschrinken uns
deshalb auf eine Erlduterung der Frage an einigen Beispielen.

1. Es soll die Einhiillende der Kreisschar (62)
(x — C)2 + 9 = a2

bestimmt werden. Die Gleichungen (82) lauten im vorliegenden Fall

(x — C) + y* = a?, —2(x — C)=0.
Die zweite Gleichung liefert C = z. Setzen wir dies in die erste Gleichung ein, so erhalten
wir y% = a?; somit ergeben sich die beiden Geraden y = +a, in Ubereinstimmung mit dem

schon frither Gefundenen.
2. Das allgemeine Integral der Clairautschen Gleichung y = zy’ + ¢(y’) wird
y = zC + ¢(C) .
Die Einhiillende ergibt sich durch Elimination von C aus den beiden Gleichungen
y = zC 4+ ¢(C), 0=z ¢'(C).
Diese Gleichungen stimmen mit den Gleichungen aus [11] iiberein bis auf die unwesentliche

Vertauschung des Buchstabens p mit dem Buchstaben C. Wir erhalten also die frithere Regel
zur Ermittlung der singuldren Lésung der Clairautschen Gleichung.

3. Die Kurve y% =3 stellt eine sogenannte semikubische Parabel dar (Abb. 10). Verschieben
wir sie parallel zur y-Achse, so erhalten wir die folgende Schar semikubischer Parabeln:

(y+ CP =ad.
Jede dieser Kurven hat eine Spitze auf der y-Achse, und in feder Spitze gibt es eine rechts-
seitige Tangente parallel zur z-Achse. Die Gleichungen (82) haben im vorliegenden Fall die

Form
(y + C)2 = a3, 2y 4+ C)=0.

Y

Abb. 10
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Durch Elimination von C erhalten wir z = 0, d. h. die y-Achse. Im vorliegenden Fall ist
die y-Achse keine Einhiillende der Schar, sondern die Menge der singuldren Punkte der Kurven
der Schar.

4. Wir betrachten die Kurvenschar
y=Cx — C)2.

Fiir C == 0 erhalten wir Parabeln, fir C = 0 die z-Achse. Die Gleichungen (82) haben die
Form

y=Cz — 0), (x —C)(z— 3C)=0.
Die zweite Gleichung liefert C = z oder C = 4 x. Durch Einsetzen in die erste Gleichung
erhalten wir entweder ¥y = 0 oder y = %aﬁ. Die erste Kurve y = 0 ist die z-Achse, die

in der Kurvenschar selbst enthalten ist; die kubische Parabel y = 4 3 ist die Einhiillende
der Schar.

14. Die isogonalen Trajektorien. Unter isogonalen Trajektorien der Kurvenschar
versteht man diejenigen Kurven, welche die Kurven der gegebenen Schar unter
einem festen Winkel schneiden. Ist dieser konstante Winkel insbesondere ein rech-
ter, so heilen sie orthogonale Trajektorien. Wir werden zeigen, dall die Ermittlung
der isogonalen Trajektorien auf die Integration einer Differentialgleichung erster
Ordnung hinauslduft.

Durch Elimination von € aus den Gleichungen

— GW(x’ Y, 0) 8'1])(3?, Y, 0)
vy 0 =0, & T ay

entsteht die gesuchte Differentialgleichung
D(z,y,y)=0. (86)

Wir befassen uns zunichst mit der Bestimmung der orthogonalen Trajektorien.
GemdB der Bedingung fiir die Orthogonalitét hat die Tangente an die gesuchte
Kurvein einem Schnittpunkt mit irgendeiner Kurve der Schar (84) einen Richtungs-
koeffizienten, der dem Betrag nach reziprok und dem Vorzeichen nach entgegen-
gesetzt ist zu dem entsprechenden Richtungskoeffizienten der Scharkurve. Folglich
muf zur Ermittlung der Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien in der

y =0 (85)

Differentialgleichung der vorgegebenen Schar y’ durch — % ersetzt werden.

Die Ermittlung der orthogonalen Trajektorien liuft somit auf die Integration
der Differentialgleichung

1
L Xy Y1y — 7 =0
( b y1)

hinaus, wobei y, die gesuchte Funktion von = ist.

Wir wenden uns jetzt dem allgemeinen Problem der isogonalen Trajektorien zu.
Es sei ¢ der feste Winkel, unter dem die gesuchten Kurven die Kurven der Schar
(84) schneiden sollen. Bezeichnen wir so wie vorher mit y, die Ordinate der gesuch-
ten Kurve und beachten wir, dafl der Tangens der Differenz zwejer Winkel durch

tany, — tany
1 4 tany tany,

tan @ = tan (y; —y) =
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gegeben wird, wobei tany = y’ der Richtungskoeffizient der Tangente an die
Kurve (84) und tan y, = y; derjenige fiir die gesuchten Kurven ist, so ergibt sich

2/1;,?/' =tang. (87)
1+yn
Dabei wird ¢ von der Kurve (84) aus bis zu der gesuchten Kurve gerechnet. Eli-
minieren wir ¢’ aus der letzten Gleichung und der Gleichung (86), so erhalten wir
die Differentialgleichung der isogonalen Trajektorien, die zu integrieren ist.
Beispiel. Es sind die isogonalen Trajektorien der Schar
y = Cam (88)
zu finden. Eliminieren wir C aus den Gleichungen
y = Cam, y = Cmaxm—1,
so erhalten wir die Differentialgleichung der Schar (88):
Y
Yy = z

Wird dieser Ausdruck fiir ¥” in die Formel (87) eingesetzt, so ergibt sich die Differentialglei-
chung der gesuchten Schar:

_m L
4 z 1
T %
1+my—y~
x

. 1
Dabei wurde die Konstante tan ¢ mit 7 bezeichnet und anstelle von y, einfach y geschrieben.

Diese Gleichung 148t sich auf die Form

Icm%+1
y¥=— (89)

k——ml

z

bringen und stellt somit eine homogene Differentialgleichung dar [5].

Fiir m = 1 liefert (88) eine Schar von Strahlen, die durch den Koordinatenursprung ver-
laufen; die gesuchten Kurven schneiden diese unter einem konstanten Winkel; sie werden
also logarithmische Spiralen [I, 83] oder Kreise sein.

Ist m = —1 und k& = 0, so lduft die Aufgabe auf die Ermittlung der orthogonalen Tra-
§ektorien der gleichseitigen Hyperbel
ay=C (90)

hinaus. Die Gleichung (89) laBt sich in diesem Fall auf eine Gleichung mit separierbaren Ver-
énderlichen zuriickfithren :

dy z
—=-— oder zdz —ydy=0.
Yy
Durch Integration erhalten wir wieder eine Schar gleichseitiger Hyperbeln, die jedoch auf die
Symmetrieachsen bezogen sind:
22—yt =20C.

Wie leicht nachzupriifen ist, ergibt sich diese Schar aus der gegebenen Schar (90), wenn
man diese um den Koordinatenursprung um 45° dreht. Allgemein reduziert sich die Gleichung
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(89) fiir £ = 0 auf die Form

deren allgemeines Integral
my? + 22 = C

lautet, d.h., die orthogonalen Trajektorien der Schar (88) bilden fiir m >0 (m << 0) eine
Schar dhnlicher Ellipsen (Hyperbeln). In Abb. 11 sind die orthogonalen Trajektorien der Para-
beln y = Cz? dargestellt.

Y

Abb. 11

§ 2.  Differentialgleichungen hoherer Ordnung
und Systeme von Differentialgleichungen

15. Allgemeine Begriffe. Die gewéhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung
hat die Gestalt

D(z, Y, ?/’s /R y(")) =0 (1)
oder, nach y™ aufgelost,
Y™ =29, 99", ..,y ). 2)

Jede stetige Funktion y, die stetige Ableitungen bis zur n-ten Ordnung besitzt
und die der Gleichung (1) oder (2) geniigt, heillt Losung dieser Gleichung ; die Ermitt-
lung der Losungen einer Differentialgleichung selbst nennt man auch Integration
einer Differentialgleichung.

Als Beispiel betrachten wir die geradlinige Bewegung eines Massenpunktes m
unter der Einwirkung einer Kraft F, die von der Zeit ¢, der Lage des Punktes und
seiner Geschwindigkeit abhingt. Wahlen wir die Gerade, auf der sich der Punkt
bewegt, als z-Achse, so kénnen wir die Kraft F als vorgegebene Funktion von ¢, 2

und j—f ansehen. Nach dem Newtonschen Gesetz muB das Produkt aus der Masse

des Punktes und seiner Beschleunigung gleich der wirkenden Kraft sein. Wir erhal-
ten so die Differentialgleichung der Bewegung:

d2zx dx
md—tzzF(t:x,a)- (3)

4 Smnirnow II
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Die Integration dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung liefert z in Abhingig-
keit von ¢, also die Bewegung des Punktes unter dem Einflu$ der vorgegebenen
Kraft. Um eine bestimmte Losung der Aufgabe zu erhalten, miissen wir noch die
Anfangsbedingungen der Bewegung vorgeben, etwa die Lage des Punktes und seine
Geschwindigkeit in einem gewissen Anfangszeitpunkt, z. B.

dz/
- =
df |s—o 0

Fiir die Differentialgfeichung n-ter Ordnung (1) oder (2) bestehen die Anfangs-
bedingungen in der Vorgabe der Funktion y und ihrer Ableitungen bis zur (n — 1)-
ten Ordnung fiir einen bestimmten Wert z = 2,:

Ylz=z, = Yo » Ylg=z, = Yo s e s y(nml)lxz.x., = y&"—l) . (5)
In diesen Bedingungen sind ¥, ¥o, .. , ¥~ 1 bestimmte vorgegebene Werte.
Dabei gilt fiir die Gleichung n-ter Ordnung (in sinnvoller Verallgemeinerung des

Satzes fiir die Gleichung erster Ordnung) ein dem Satz A aus [2] vollig analoger
Existenz- und Eindeutigkeitssatz, den wir folgendermaflen formulieren kénnen:

Satz A. Ist f(x, 4,9, ... , y® D) eine eindeutige Funktion ihrer Arqumente, die
fiir alle Werte z,y, ¥y, ... , y»=1) in einer gewissen Umgebung der Werte g, Yo, Yo,
v s Y@V und fiir diese Werte stetig ist und stetige partielle Ableitungen erster Ordnung
nach y, y', ... , y™=1) besitzt, so existiert genau eine den Anfangsbedingungen (5) ent-
sprechende Losung der Gleichung (2).

(4)

x|t=0 =Xy,

Wir kénnten diesen Satz auch so wie in [2] formulieren, wobei wir dann im
(n + 1)-dimensionalen Raum der Verdnderlichen z, y, 9, ... , y®—D einen Bereich B
betrachten, in welchem die rechte Seite der Gleichung (2) eindeutig und stetig ist
und stetige Ableitungen nach den Argumenten y, ¥, ... , ¥~ besitzt. Alle diese
Argumente sehen wir dann zusammen mit z als unabhéngige Verdnderliche der
Funktion f(z, ¥, ¥, ... , ¥®~V) an. Im folgenden Kapitel werden wir noch zu diesem
Satz zuriickkehren.

Verindern wir in den Anfangsbedingungen die Konstanten yq, yo, --- , ¥, so
erhalten wir eine unendliche Mannigfaltigkeit von Lésungen oder, genauer gesagt,
eine Schar von Losungen, die von n willkiirlichen Konstanten abhingt. Diese will-
kiirlichen Konstanten brauchen in die Lisung nicht als Anfangsbedingungen einzu-
gehen, sondern konnen auch in allgemeinerer Form auftreten:

Yy =@, Cy, Oy, ..., Cp) . (6)

Eine solche Losung der Gleichung (2), die n willkiirliche Konstanten enthélt, heiit
allgemeines Integral der Gleichung (2). Das allgemeine Integral kann auch in im-
pliziter Form geschrieben werden:

'P(x: y’ 01’ 02’ see s Cn) == 0 . (7)

" Geben wir den Konstanten €y, C,, ..., C;, bestimmte Werte, so erhalten wir eine
partikuldre Lésung der Gleichung (2).

Werden die Gleichungen (6) oder (7) (n — 1)-mal nach z differenziert, setzt man
danach # = z, und beriicksichtigt die Anfangsbedingungen (5), so ergeben sich n
Gleichungen zur Bestimmung der Werte der beliebigen Konstanten.

Es wird vorausgesetzt, dafl sich diese Gleichungen bei beliebigen Anfangsbedin-
gungen (zy, Yo, Yo, --- » Y§ ~1) aus einem gewissen Gebiet derselben nach Cy, C,, ... ,Cy
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auflosen lassen. Auf diese Weise erhélt man eine Losung, die den Anfangsbedin-
gungen (b) geniigt.

Die singulire Losung wird ebenso bestimmt wie fiir eine Differentialgleichung
erster Ordnung. Die Grundlage der weiteren Betrachtungen bildet Satz A.

Wir wollen kurz auf die Verallgemeinerung der Methode der Potenzreihen [8] fiir
eine Gleichung n-ter Ordnung eingehen.

Ist die rechte Seite der Gleichung (2) in eine Reihe nach ganzen nichtnegativen
Potenzen der Differenzen

T — %o, Y—%: y, - y(,b seey ?/(n-l) - y(on_l)
entwickelbar, wobei die Absolutbetrige dieser Differenzen eine bestimmte Zahl
nicht iibersteigen diirfen, so kann die den Anfangsbedingungen (5) geniigende
Losung ebenfalls in Form einer Reihe dargestellt werden:

y=vo+ D@ —20) + L@ — a2 + -, (8)

wobei die Gleichung (2) selbst, so wie auch im Fall der Gleichung erster Ordnung
[8], wohlbestimmte Werte fiir die Koeffizienten dieser Reihe liefert. Setzen wir
namlich # = z, und die Anfangsbedingungen (5) in die Gleichung ein, so erhalten
wir y§». Wird dann die Gleichung (2) nach z differenziert und x = z,, die Anfangs-
bedingungen (5) sowie y™ = y{® eingesetzt, so ergibt sich y§+1, usw. Man kann
zeigen, daBl die Reihe (8) konvergiert, wenn der Absolutbetrag |z — x,| geniigend
klein ist, und daB die Summe der Reihe der Gleichung (2) geniigt. Die Anfangsbe-
dingungen werden trivial erfiillt.

Die Reihenkoeffizienten lassen sich auch in der Weise bestimmen, dal man auf
beiden Seiten der Gleichung (2) anstelle von y die Potenzreihe

’ ’ (n—l)
Y Yo Y -
Y=1Y —|——1—(!)(x — %) + Q-‘(x — Xy + -+ (Zojm(x — @)1
+ anl& — @) + Ansae — )" A (9)
mit den unbestimmten Koeffizienten a,, a,.1, ... eingetzt. Wird dann die rechte
Seite nach.Potenzen von x — x, geordnet, so ergeben sich die erwdhnten Koeffi-

zienten durch Vergleich der Glieder mit gleichen Potenzen von z — z, auf beiden
Seiten der erhaltenen Identitéit [8].

16. Graphische Verfahren zur Integration einer Differentialgleichung zweiter Ordnung. Jeder
Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung entspricht eine gewisse Kurve, die wir,
so wie bei der Differentialgleichung erster Ordnung, Integralkurve dieser Gleichung nennen.
Der Differentialgleichung erster Ordnung entsprach ein Richtungsfeld [2].
Wir erliutern jetzt die geometrische Bedeutung der Differentialgleichung zweiter Ordnung
Y =Jzyy). (10)
Es sei s die Bogenlénge der Integralkurve und « der Winkel, der von der positiven Richtung
der Tangente mit der positiven Richtung der z-Achse gebildet wird. Es gilt [I, 70]
dy dx

— = tanx — = COSX .
dz ’ ds

Durch Differentiation nach z entsteht
d2y 1 d« 1 dxds 1 d«
dz?  costa dz  cos?o ds dx  cosda ds

4*
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do . . ’
— ist aber bekanntlich [I, 71] die Kriimmung der Kurve

ds
do 1 1
ds R

Die vorstehende Gleichung liefert also
1 d2y
i 3 —2 . 12
= cos? x Ot (12)

Hierbei wird R positiv gezéhlt, wenn « mit s zunimmt, und negativ, wenn & mit wachsendem
s abnimmt.

Es sei, wie iiblich, die z-Achse nach rechts gerichtet und die y-Achse nach oben (Abb. 12).
Dann windet sich die Kurve fiir R > 0 mit wachsendem s entgegen dem Uhrzeigersinn und
R < 0 im Uhrzeigersinn.

Y R>0 R<0

Y
0 X 0 X
Abb. 12 Abb. 13

Geméf Formel (12) la8t sich die Differentialgleichung (10) folgendermafen schreiben:

1
7= f(x, ¥, tan &) cos® x . (13)

Hieraus ist ersichtlich, daB3 die Differentialgleichung zweiter Ordnung die Gréfe des Krim-
mungsradius liefert, wenn die Lage des Punktes und die Richtung der Tangente in diesem Punkt
gegeben sind.

Aus dieser Tatsache ergibt sich ein Verfahren zur Anniéherung der Integralkurve der Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung durch eine aus Kreisbdgen gebildete Kurve mit stetig ver-
dnderlicher Tangente. Dieses Verfahren entspricht der Anniherung der Integralkurve einer
Differentialgleichung erster Ordnung durch einen Polygonzug [2].

Es seien

Ylz=0=1%> ¥ lz=0=190
die Anfangsbedingungen fiir die gesuchte Integralkurve. Wir markieren den Punkt M, mit
den Koordinaten (x,, 3,) und in diesem Punkt die Richtung M,T, mit dem Richtungskoeffi-
zienten y¥° = tan & = y, (Abb. 13).

Die Gleichung (13) liefert uns den entsprechenden Wert R = R,. Wir tragen die Strecke
M,C, der Linge R, senkrecht zur Richtung M,T, ab und beschreiben um den Punkt C, den
kleinen Kreisbogen M M, mit dem Radius R,.

Die Richtung der Strecke M,C, wird auf Grund des oben Gesagten durch das Vorzeichen
von R, bestimmt. Ist beispielsweise B, << 0, so muf die Bewegung léings des Kreisbogens von
M, nach M, im Uhrzeigersinn verlaufen (Abb. 13). Es seien nunmehr z;, ¥, die Koordinaten
des Punktes M, und tan «,; der Richtungskoeffizient der Tangente M, T, an den konstruierten
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Kreis im Punkt M;. Die Beziehung (13) liefert die entsprechende Gré8e R = R;. Wir tragen

die Strecke M,C, der Linge R, senkrecht zu M, T, d. h. auf der Geraden M,C, ab; ihre Rich-
tung wird dabei durch das Vorzeichen von R, bestimmt. Nun beschreiben wir um den Punkt
C, den kleinen Kreisbogen Mﬁl: vom Radius R;. Fiir den Punkt M, erhalten wir ebenso
wie fiir M, aus der Gleichung (13) den Wert R = R,; dann tragen wir die Strecke M,C, (der
Lénge R,) ab usw.

Fiir die angegebene Konstruktion kénnen wir ein Lineal verwenden, das an einem Ende
eine Aussparung fiir den Bleistift besitzt. Von dieser Aussparung ausgehend, ist auf dem Lineal
eine geradlinige Einteilung abgetragen, auf der die jeweilige Gré8e R eingestellt wird. Weiter-
hin benutzen wir einen kleinen Dreifuf3, dessen eine Spitze in dem der Gré8e R entsprechenden
Punkt auf der Linealeinteilung steht. Seine beiden anderen Spitzen verbleiben auf dem Papier.
Wenn wir in den Punkten M,, M, usw. den Dreifufl lings der Geraden in Abhingigkeit von
der Anderung der GréBe R verschieben, #indern wir in diesen Punkten nicht die Tangenten-
richtung. Somit erhalten wir die gesuchte Kurve.

Wir geben §jetzt noch ein anderes Verfahren zur graphischen Integration der Differential-
gleichung (10) an, das eine N#herungsdarstellung der Integralkurve in Form eines Polygon-
zuges liefert. Dieses Verfahren stellt eine Verallgemeinerung des von uns in Abb. 7 angegebenen
Verfahrens dar. Aufler y fithren wir noch die unbekannte Funktion z = ¥’ ein. Anstelle der
einen Differentialgleichung zweiter Ordnung (10) erhalten wir dann ein System von zwei
Differentialgleichungen erster Ordnung mit den beiden unbekannten Funktionen y und z:

dy dz
T=2 =l (14

Das darzulegende Verfahren wenden wir auf den allgemeinen Fall zweier beliebiger Diffe-

rentialgleichungen erster Ordnung an:

dy dz 15

dx_‘g(x!y!z)’ &—f(x’yyz)- (15)
Dabei seien die Anfangsbedingungen

.’llx=a:° = Yo>» z|x=a:., =2 (16)
vorgegeben.

Sowohl fiir y(x) als auch fiir z(x) zeichnen wir die entsprechenden Polygonziige in der z, y-
Ebene (Abb. 14).

Y y MaL
M1
w |
Ny
N.
0 \‘x\7 X
X, X. X.
0 1 NZ 3
A
Abb. 14

Wie in [7] ziehen wir die zur y-Achse parallelen Geraden x = %y, * = z,, * = x,, ... , wobei
o < 73 << @y << +++ ist. Den Punkten M, und N, ordnen wir die Koordinaten (z,,y,) und
(79s o) Zu. Von diesen Punkten ausgehend, konstruieren wir jeweils einen Strahl mit dem Rich-
tungskoeffizienten g(xqs ¥o» o) b2W. f(%gs Yos 2)s der die Gerade x = z, in M, (x,, ;) bzw. N (z,, z;)
schneidet. In diesen Punkten zeichnen wir wiederum die Strahlen mit den Richtungskoeffi-
zienten g(xy, ¥, z;) und f(2,, ¥y, 2;) bis zu ihren Schnittpunkten M,(z,, y,) und N,(x,, z,) mit der
Parallelen ¢ = x,, usw.

Fiir die Ordinaten y,, 2, ¥,, 2, usw. erhiilt man Formeln, die denen in [7] entsprechen.
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17. Die Gleichung y™ = f(x). Die Gleichung
y™ = f(x), (17)

wobei f(x) eine stetige Funktion ist, stellt eine unmittelbare Verallgemeinerung der
Gleichung ¥’ = f(x) dar. Wir untersuchen zunéchst die Formel fiir das allgemeine
Integral der Gleichung (17). Es sei y,(x) eine Losung der Gleichung (17), d. h.

yM(@) = f(z) . (18)
Nun fithren wir statt ¥ die neue gesuchte Funktion z mittels der Beziehung
Yy =% +z (19)

ein. Durch Einsetzen in (17) entsteht fiir z die Gleichung %{™ + 2™ = f(z) oder auf
Grund der Identitat (18)

ZM =0,

Soll die n-te Ableitung der Funktion z verschwinden, so mufl die Funktion z selbst
ein Polynom (n — 1)-ten Grades mit beliebigen konstanten Koeffizienten sein:

z2=0C, + Cpx + - + Cpz™1.
Die Formel (19) liefert mithin das allgemeine Integral der Gleichung (17):
¥y =y(x) + C, + Cox + --- + Cpa 1.

Das allgemeine Integral der Gleichung (17) ist also die Summe aus einer partikulidren
Losung dieser Gleichung und einem Polynom (n — 1)-ten Grades mit beliebigen
konstanten Kocffizienten.

Es ist somit nur roch eine partikuldre Losung der Gleichung (17) zu bestimmen.
Wir werden diejenige Lésung ermitteln, die den Anfangsbedingungen

y|z=z, =0 ’ y’|z=z. =0 ’ weey y("—1)|¢=z° =0 (20)

geniigt. Wird die Gleichung (17) gliedweise von z, bis zu dem verdnderlichen Wert
integriert, so ist

z
Y- — g0 = 1) dt,
Zy

wobei y{*~1 den Wert von y*—1 bei # = =, darstellt. Nach der n-ten Bedingung
20) ist y~V = 0, folglich wird

Y- = [ f(t) dt .

Durch nochmalige Integration zwischen den Grenzen z, und z ergibt sich =2 usw,
Nach der n-ten Integration erhalten wir schlieBlich die gesuchte Funktion. Diese
wiederholte Integration schreibt man gewéhnlich in der Form

y =fdzfdw-..fduf"f(t) de. (21)

Man kann sie durch eine einzige ersetzen, wie wir sogleich zeigen werden. Dazu
schreiben wir fiir y(z) die Taylorsche Formel mit dem Restglied in der Integralform
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[I,126] auf:
y(@) =y, + (& — xo)zll—‘; + (@ — xo)eg_‘; I

z
(n—1)
o 1 f (z — ty=1 yo(e) dr,

S Gl O ey L v b

Zo
wobei ¥y, %6, Yo, - » Y~V die Werte von y und seinen Ableitungen bei = z, sind
und ¢ lediglich die Integrationsvariable bezeichnet. Auf Grund der Anfangsbedin-
gungen (20) ist
Yo = y6 ES yg = eee = yg"‘l) S 0,
gemal der Differentialgleichung (17) gilt y™(t) = f(t), so daB nach der oben ange-
gebenen Taylorschen Formel

1 €
v = =y f (& — =1 () (22)

wird. Die Formel (22).liefert also die Lisung der Gleichung (17) unter den Anfangs-
bedingungen (20) oder, was dasselbe ist, die Darstellung des iterierten Integrals (21) in
Form eines einfachen Integrals.

Durch Addition eines Polynoms (n — 1)-ten Grades mit beliebigen konstanten
Koeffizienten zur Losung (22) entsteht das allgemeine Integral der Gleichung (17).
Dabei ist zu bemerken, dafl auf der rechten Seite der Formel (22) x sowohl in der
oberen Grenze des Integrals als auch unter dem Integralzeichen auftritt. Die Inte-
gration erfolgt iiber ¢, wobei = als Konstante anzusehen ist. Die Formel (22) gilt
offenbar auch fiir n = 1, sofern man 0! = 1 setzt.

18. Die Reduktion der Ordnung einer Differentialgleichung. Wir fiihren noch einige
Spezialfille an, in denen die Ordnung der Gleichung erniedrigt werden kann.

1. Die Gleichung mége die Funktion y und die Ableitungen ¥’, y/, ..., y%*—1
nicht enthalten, also die Form

Q(x, y(k), y(k'l'l), vee s y(ﬂ)) P 0

haben. Durch Einfiihren der neuen Funktion z = y® wird die Ordnung der Glei-
chung um k erniedrigt:

D, 2,2, ...,20-) = 0.

Lautet das allgemeine Integral dieser Gleichung
z2 =@, C, Cy, ..., Cn—y),

80 ergibt sich y aus der Gleichung
y® = g@(x, C1, Cyy ..., Cn—i) ,

die bereits in [17] untersucht wurde.

2. Enthilt eine Differentialgleichung die unabhingige Verdnderliche x nicht;
hat sie also die Form

Dy, v,y ...,y =0,
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so wahlen wir y als unabhingige Verdnderliche und fithren die neue Funktion
p =y ein.

Wird p also als eine Funktion von y angesehen, die iiber ¥ von z abhingt, so
liefert die Kettenregel fiir die Ableitungen von y nach x die Ausdriicke

, _dp dp
—-Ez‘:—@l’,

e dfdp \ _d/(dp _d ,  [dp\?
v = g(ay) =aylage)r =i + (3 7

Hieraus geht hervor, dafl die Ordnung der Differentialgleichung in den neuen Ver-
dnderlichen gleich » — 1 wird.
Ist
P = ¢(y: 01’ 02’ ety On——l)
eine Lisung der umgeformten Gleichung, so reduziert sich die Ermittlung des allge-
meinen Integrals der gegebenen Gleichung auf eine Quadratur,
dy =pdz =¢(y, (1, Cy, ... , Cpq) dz,

woraus

dy
=z + C,
f ¢(yr 01: 02: eeey On—l) +

folgt. Eine der willkiirlichen Konstanten Cj tritt als Summand bei z auf, was damit
gleichbedeutend ist, daBl man jede Integralkurve parallel zur z-Achse verschieben

kann.
3. Ist die linke Seite der Gleichung
¢(.’t, Yl'seees y(”)) =0

eine homogene Funktion [, 154] der Argumente y,¥’, ..., ¥™®, so erhalten wir
durch Einfiihren einer neuen Funktion %(z) durch die Beziehung

y = eI udz
fiir  eine Gleichung ( — 1)-ter Ordnung. Dies folgt aus den leicht zu bestétigen-
den Formeln
y =eludzy, y' ' =el v (u +u?), ... :
sowie daraus, daB sich nach Einsetzen in die linke Seite der Gleichung eine gewisse
Potenz der angegebenen Exponentialfunktion herausziehen 1ift (auf Grund der
Homogenitdt) und beide Seiten der Gleichung durch diesen Faktor dividiert wer-
den kénnen. Eine additive Konstante in dem im Exponenten von e stehenden
Integral erscheint als konstanter Faktor in der Lésung y.
Beispiele.
1. Die Differentialgleichung der Form
¥ =y (23)
gehort zum Fall 2. Sie 148t sich auch unmittelbar integrieren. Wir multiplizieren beide Seiten
mit 2y" dz = 2 dy; es ergibt sich
2y'y” dz = 2f(y) dy .
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Links steht offenbar das Differential von y’?; durch Integration erhalten wir

Yy
d -
1= [ 20 d+ C=Hn) + 0y alo 3 =R T G (24)
Yo

nach Separation der Verénderlichen liefert die Integration

+ 0= [ e 25
. ) it (25)

Liegen die Anfangsbedingungen
Y0lz=2, = Yo ?l'lfc=z., =¥,

vor und setzen wir x = %y, ¥ = ¥y, und ¥’ = ¥y, in (24) und (25) ein, so wird
C=y95"» Cy= —2,

und die gesuchte Losung lautet

Y
du
—_— "
l/ S 2/(e) de 4 y5?
Yo
Yo

Wir nehmen an, da$ sich ein Punkt auf der z-Achse unter der Einwirkung einer Kraft F(x)
bewegt, die nur von der Lage des Punktes abhéngig ist. Die Differentialgleichung der Bewegung
lautet dann [15]

T — Xy =

d3z
maE = F(z) .
Es seien z, und v, Anfangsabszisse bzw. Anfangsgeschwindigkeit des Punktes fiir ¢t = 0,

dz|

T = Vg
dl‘t:O 0

x|i=0 = Xy
dz
de

z z

1 dz\? 1 2 1 dx\? 1 2

2 ™\g] 2 ™M= F(t)d¢ oder Exd vl B F(t)dt = -5 ™% - (26)
z,

o

Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung mit — d¢ und integrieren, so erhalten wir

1 dx\?2
Der erste Summand auf der linken Seite, 5 m(a) , stellt die kinetische Energie, der zweite

z
Summand, [— S F(w) du] , die potentielle Energie des sich bewegenden Massenpunktes dar.
Z,

0
Aus (26) folgt, daB die Summe von kinetischer und potentieller Energie wihrend der Bewe-
gung konstant bleibt. Lésen wir die Gleichung (26) nach d¢ auf und integrieren, so erhalten
wir den Zusammenhang zwischen ¢ und z.

2. Es ist die Kurve zu finden, deren Kriimmung eine vorgegebene Funktion der Abszisse ist,
némlich

1
7= (x) . (27)
Diese Gleichung stellt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung dar:

,0

Yy
e R
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Fiihren wir p = y’ ein, so erhalten wir eine Differentialgleichung erster Ordnung mit separier-
baren Ver#nderlichen:

dp d
(L + pip ~ P e
durch Integration entsteht
z
p
—_—— = tyde -+ C,,
}/1 ¥ pz f(p( ) ™Y v
Zo
woraus
£
t)d C
dy z{ () dt + C,

e
]/1 - [fw(t) de + 01]
Ta
und schlieBlich

z
y=/yp)dt + C;

folgt.
3. Wir betrachten die Differeiltialgleichung
2y’ = (y — 2y')?,
deren beide Seiten homogene Funktionen von ¥, ¥ und ¥’ sind. Die Substitution
y=efluds
liefert
22w + u?) = (1 — zu)?,
woraus fiir » die lineare Differentialgleichung
2 1
uw '; u — x—z =0
folgt, deren Integration
u=a}C, + z) = C)x% 4 27!
ergibt. Setzt man dies in den Ausdruck fiir y ein, so wird
y = e~ Cw+lga+C
oder
y = Cox €27,
wobei C, fiir ¢ und C, statt —C, gesetzt ist.

19. Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen. Ein System von » Differential-
gleichungen erster Ordnung mit » unbekannten Funktionen lautet, aufgeldst nach
den Ableitungen,

d
—Ciy—:; = fl(x’ Y1s Yz = s Yn) »

dy, )
a—fz(xf Y15 Y2» -+ ,?/n) ’ (29)

dy,

—— = ful®, Y1, Yo - » Yn) -
dx
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Eine Gesamtheit von n Funktionen y; = yi(z) (¢ = 1, 2, ..., n) heiBt Lisung des
Systems (29), wenn sie beim Einsetzen die Gleichungen des Systems (29) in Identi-
titen beziiglich z tiberfithren. Dabei wird natiirlich vorausgesetzt, daf} die Funk-
tionen y;(x) stetig sind und stetige Ableitungen besitzen.

Wie im Fall einer Differentialgleichung n-ter Ordnung gilt auch hier ein Satz,
der dem Satz A aus [2] entspricht. Die Anfangsbedingungen haben die Form

y1|z=z., = y(10) ’ yzlx=z., = ?/g))’ ey yn|x=x, = y‘,?’ ’ (30)

wobei hier statt z,, ¥y, Y0, ... , ¥P~V die Argumente zy, ¥, ¥, ... , ¥ auftreten.

Weiterhin wollen wir noch auf allgemeine Begriffe eingehen, die mit dem System
(29) zusammenhéngen. Wir werden uns hier nicht mit Einzelheiten befassen, da wir
diese Fragen schon fiir eine Gleichung behandelt haben.

Wir kénnen in den Anfangsbedingungen die Werte 3{?) verindern, so daB die
allgemeine Losung des Systems (29) » willkiirliche Konstanten enthélt. Diese will-
kiirlichen Konstanten brauchen dabei nicht als Anfangswerte %{”) in die Losung
einzugehen, sondern kénnen auch in der allgemeinen Form

Y — wi(x, 011 02; seey On) (7’ = 1’ 2’ [RX) n) (31)
auftreten.
Jedem festen Wertesystem der Konstanten Cy, C,, ... , C entspricht eine spezielle
Losung des Gleichungssystems (29). Zur Ermittlung derjenigen Lésung, die den
Bedingungen (30) geniigt, sind die willkiirlichen Konstanten aus den Gleichungen

YO = yi(xy, Cy, Oy, .., Op) (t=12,..,n) (32)

zu bestimmen und die gefundenen Werte in die Formeln (31) einzusetzen.

Wenn die willkiirlichen Konstanten € die %? sind und wenn die Voraussetzungen
des Satzes A erfiillt sind, dann kann man zeigen, dafl die Gleichungen (31) nach C;
auflosbar sind, so daB das allgemeine Integral in der Form

@i, Yy, Yoy oo > Yn) = Oy (zt=1,2,..,n) (33)

geschrieben werden kann. Fiir eine Differentialgleichung erster Ordnung erhielten
wir eine solche Gleichung [9]. Hier heilit jede der Gleichungen (33) erstes Integral
oder einfach Iniegral des Systems (29).

Bei der Lsung des Systems finden wir natiirlich nicht sofort die » Integrale des
Systems. Das Auffinden eines jeden einzelnen Integrals erleichtert uns aber, wie
wir noch sehen werden, die weitere Integration des Systems.

Wir geben nun die Definition eines einzelnen Integrals des Systems. Die Bezie-
hung

P&, Y1, Yoy o s Yn) = C (34)

heiBt Integral des Systems (29), wenn die Funktion ¢(x, ¥, ¥,, ... , ¥s) Dicht identisch
konstant ist und wenn sie zu einer Konstanten wird, sobald man eine beliebige
Losung y; = yi(x) (¢ = 1,2, ..., n) des Systems (29) in sie einsetzt. Unter einer
,,beliebigen* Losung des Systems (29) verstehen wir alle Lésungen, die man ent-
sprechend Satz A in irgendeinem Bereich erhilt, in dem die Anfangswerte liegen.
Der Wert dieser Konstanten ist bei unterschiedlicher Auswahl der Anfangswerte
verschieden (willkiirliche Konstante).
Gesetzt den Fall, wir haben einige Integrale des Systems (29) gefunden,

‘Pi(% Y15 yzy seey yn) = C'II (7' = ]-: ,2: cee s k) ’ (35,1
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wobei y,y(x) und z,(x) wieder im Intervall I stetig sind usw. Die allgemeine Formel,
welche die (n + 1)-te Naherung liefert, lautet

Y(2) = Yo + | [P2(6) gnr(t) + @a(0) 2mr(H)] i,
P (5)
2n(2) = 2, tf [Pa(t) Yn—1(t) + ga(t) zn—1(8)] dt .

Im Intervall I sind die Koeffizienten der Differentialgleichungen (1) vorausset-
zungsgeméif stetige Funktionen und daher in diesem Intervall dem Absolutbetrag
nach nicht gréBer als eine bestimmte positive Zahl M [I, 35]:

@ =M, |ja@I =M, [pEl=M, |a@=M (@ ausl&i

Wir bezeichnen auflerdem mit m den gréBeren der beiden positiven Werte |y,
und|zy|, d. h.

ol =m, |z =m. (7

Im weiteren werden wir nur den Teil des Intervalls I betrachten, der rechts von
x, liegt ; wir setzen also * — xy = 0 voraus. Die Betrachtung des linken Teilinter-
valls 1a8t sich entsprechend durchfiihren.

Es werden nun die Differenzen zwischen zwei aufeinanderfolgenden Néherungen
abgeschitzt. Die erste der Formeln (4) liefert

9(2) — % =f [51(6) % + @(t) 2] dt .

Ersetzt man unter dem Integral alle Gr68en durch die Absolutbetrige und diese
weiter durch ihre Maxima, so ergibt sich nach (6) und (7) [I, 95]

92@) — ol < f (Mm + Moy dt,

d. h.

[1(@) — Yol = m - 2M(x — z,) (8)
und entsprechend

|21(2) — 2g| = m - 2M(z — =,) . (8y)

Die erste der Gleichungen (5) lautet fiir n = 2
@) = o + [ 10 ®) + 0u0) (0] .
Subtrahieren wir von ihr gliedweise die erste der Gleichungen (4), so erhalten wir
() — @) = J (00 1) — ] + ) L) — 1)

Wir ersetzen nun wiederum alle Gr68en unter dem Integralzeichen durch ihre
Absolutbetrage und benutzen (6), (8) und (8,); dann ergibt sich

lva(z) — (@) < [ (Bm - 2M(t — ) + Mm - 2M(t — )} dt
































































































III. Mehrfache Integrale und Kurvenintegrale.
Uneigentliche Integrale und Integrale,
die von einem Parameter abhingen

§ 6. Mehrfache Integrale
57. Volumina. Bisher definierten wir das bestimmte Integral
b
f f(x) dz
[

als Grenzwert einer Summe. Die Funktion f(z) war hierbei auf dem Intervall (a, b)
der z-Achse gegeben, d. h., der Integrationsbereich war stets ein geradliniger Ab-
schnitt.

In diesem Paragraphen soll der Integralbegriff auf den Fall verallgemeinert
werden, daB der Integrationsbereich ein Bereich in der Ebene oder im Raum oder
schlieBlich ein Bereich auf irgendeiner Fliche ist. Bei den Darlegungen werden wir
die intuitive Vorstellung vom Flidcheninhalt und Volumen benutzen und nicht
auf die Begriindung gewisser mit dem Grenziibergang zusammenhéngender Schluf3-
folgerungen eingehen. Die Hauptpunkte einer exakten Darlegung kann der Leser
im letzten Paragraphen dieses Kapitels finden. Wir beginnen mit dem Begriff des
Doppelintegrals, das mit dem Problem der Volumenberechnung in analoger Weise
verkniipft ist wie das anfangs zitierte Integral mit der Berechnung des Flachen-
inhaltes. Bevor wir den Begriff des Doppelintegrals einfiithren, befassen wir uns
daher mit der Frage der Volumenberechnung.

Bekanntlich 148t sich der Inhalt der Flache, die von der Kurve y = f(x), der
x-Achse und den zwei Ordinaten ¥ = a, x = b begrenzt wird, mit Hilfe des be-
stimmten Integrals berechnen, und zwar wird dieser Flicheninhalt durch das oben
angegebene bestimmte Integral dargestellt [I, 87].

Wir beschiftigen uns nun mit der analogen Aufgabe, nimlich das Volumen v
eines Korpers zu bestimmen, der begrenzt wird von einer gegebenen Fliche (S)
mit der Gleichung

z = f(z,y) (1)

sowie von der z,y-Ebene und von der Zylinderfliche (C'), deren Erzeugende
parallel zur z-Achse sind und (S) auf den Bereich (o) der z, y-Ebene projizieren
(Abb. 29).

In [I, 104] wurde die Berechnung eines Kérpervolumens ebenfalls auf ein be-
stimmtes Integral zuriickgefiihrt, wozu die parallelen Querschnitte des Kérpers
bekannt sein mufBiten; dieses Verfahren soll auch bei der vorliegenden Aufgabe
angewendet werden.

Der Einfachheit halber sei angenommen, daB die Fliche (8) vollstindig oberhalb

der z, y-Ebene liegt und die Kontur (1), die (o) begrenzt, nur in zwei Punkten von
achsenparallelen Geraden geschnitten wird.





































































































































































75. Der Fall eines mehrfach zusammenhiingenden Bereiches 221

gewihlt wird, in deren Innerem keine Locher sind, so ist auf eine solche Kontur
und den von ihr begrenzten Bereich die Greensche Formel (18) anwendbar, und auf
Grund der Bedingung (27) verschwindet das Integral iiber eine solche geschlossene
Kontur (I). Wir nehmen jetzt die geschlossene Kontur (,), die das Loch (I) umngibt.
Hier ist Formel (18) nicht anwendbar, und das Integral (28) iiber (/,) wird im allge-
meinen von 0 verschieden sein. Wir zeigen nun, dafl der Wert dieses Integrals nicht
von der Form der Kontur (!;) abhidngt. Es ist vielmehr allein wesentlich, dal diese
Kontur nur das eine Loch (I) umschlieBt. Wir wahlen dazu zwei Konturen (I;) und
(%), die um (I) herumlaufen, und miissen zeigen, dal die Werte des Integrals (28)
iitber () bzw. (L) gleich sirrd. Zunichst wird noch die Hilfskontur (ab) eingefiihrt,
die (l,) mit (I;) verbindet. Die Kurven (};), (I;) und die beiden Ufer von (ab) stellen
zusammen die Kontur eines Bereiches dar, der keine Locher mehr besitzt, wobei
diese Kontur in der durch den Pfeil angegebenen Richtung durchlaufen werden
muf. Auf diese Kontur ist folglich Formel (18) anwendbar, und auf Grund von (27)
wird das Integral lings dieser Kontur 0; es gilt also
- =0.
(l? * (b{) g (l?)i {_(a{)

Hierbei heben sich die langs (ba) und (ab) in entgegengesetzten Richtungen ge-
nommenen Integrale weg, und die Integration wird iiber (l;) im Uhrzeigersinn und
iiber (,) entgegen dem Uhrzeigersinn erstreckt. Indem wir die Integrationsrichtung
auf (/;) und das Vorzeichen beim Integral umkehren, wodurch sich das Resultat
nicht dndert, erhalten wir

— ¢ =0
) ()
oder schlieBlich

(;ﬁ) (Pdr +Qdy) :afﬁ; (Pdx +@Qdy) ;
d. h., die Integrale iiber () und (l,), beide wie immer entgegen dem Uhrzeigersinn
genommen, sind tatsichlich dem Wert nach gleich. Somit entspricht dem Loch (I)
eine wohlbestimmte Konstante w,, die gleich dem Wert des iiber eine beliebige ge-
schlossene, wm (I) herumlaufende Kontur erstreckten Integrals (28) ist. Genauso ent-
spricht dem Loch (II) eine weitere Konstante w,.

Legen wir in dem Bereich (D) zwei Schnitte (ab) und (¢d) von den Lochern aus
zu der duleren Kontur hin (Abb. 65), so ergibt sich ein neuer Bereich, der nun im
Innern keine Lécher mehr besitzt. Man kann dann auf Grund von (27) in diesem
Bereich die eindeutige Funktion

(€%)]
U,y) = [ (Pde -+ Qdy)

(%o, ¥o)
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85. Uneigentliche Integrale 247

sofern der auf der rechten Seite der Gleichung stehende Grenzwert existiert. Es
sollen nun die Bedingungen fiir seine Existenz untersucht werden. GemiB dem
Cauchyschen Konvergenzkriterium [I, 31] besteht eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung fiir die Existenz des Grenzwerts einer Verdnderlichen darin,
daB die Differenz zweier beliebiger Werte dieser Verinderlichen von einer gewissen
Stelle ihres Werteverlaufs an dem Absolutbetrag nach kleiner als ein beliebig
vorgegebener positiver Wert ist. Im vorliegenden Fall lautet die Differenz

b—e’ b—e’ b—e”
J fayde — [ f@)da= [ f@)dz ("<&,

a

und wir erhalten somit folgende allgemeine Bedingung: Fiir die Existenz (Kon-
vergenz) des uneigentlichen Integrals

b
[ fx) d=,
in dem der Integrand f(x) bes x == b — O unbeschrankt wird, ist notwendig und hin-

reichend, daf zu jedem vorgegebenen geniigend kletnen positiven Wert & ein positiver
Wert ) existiert derart, daf

b—e”
f f(x) dx

b—e¢’

Aus der bekannten Ungleichung [I, 95]

b—e” b—g"”

St de = [ 1f@) de

ergibt sich unmittelbar, daB aus der Konvergenz des Integrals

fblf(x)| dz (28)

<é fir 0<e<n und 0" < n.

die Konvergenz des Integrals

afbf(x) dz (29)

folgt.

]%ie umgekehrte SchluBfolgerung ist falsch; d. h., aus der Konvergenz des Inte-
grals (29) folgt im allgemeinen nicht die Konvergenz des Integrals (28). Wenn (28)
konvergiert, heiBt das Integral (29) absolut konvergent; vgl. [I, 124].

Aus dem allgemeinen Kriterium folgt das fiir die Anwendung &uSerst wichtige
Cauchysche Kriterium. Ist der Integrand f(x) fiir alle a < z < b stetig und st fiir
die x-Werte in der Umgebung yon b die Bedingung

A4
@) < o~z (30)

erfillt, in der A und p positive Konstanten sind und p < 1 ist, so konvergiert das
uneigentliche Integral (29) absolut. Ist jedoch

A . :
()l > =27 mit p=1, (31)

so existiert das Integral (29) nicht.
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