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34. Beispiele 125

Transformationdes UnterraumesR",. Alle Ausführungenbeziehensich auchauf
jedeanderemehrfacheWurzelder Gleichung(144).

Zur ErläuterungdesGesagtenwendenwir unsderAufgabezu, mit derwir den
vorigenAbschnittbegannen:Die GleichungeinerFlächezweiterOrdnungist auf
Hauptachsenzu transformieren.OhneBeschränkungderAllgemeinheitkannman
annehmen,daßdieseFlächeeinEllipsoidsei.Sindalle WurzelnderGleichung(144)
verschieden,so entsprichtdies der Tatsache,daßalle Halbachsendes Ellipsoids
verschiedensind. In diesemFall bestehtdie einzigeWillkür bei der Auswahlder
endgültigenKoordinatenachsenin der möglichenAbänderungder Orientierung
dieserAchsen. Hat die Gleichung (144), in dem betrachtetenFall ist daseine
Gleichungdritten Grades,zwei gleicheWurzelil., dannist'dasEllipsoid ein Bo­
tationskörper;hierbeikönnenzwei Symmetrieachsenganz beliebigin der Ebene
durchdenMittelpunkt undsenkrechtzur Rotationsachseliegen,wennsienurzu­
einanderorthogonalsind. Jetzt bestehtdie Willkür bei der Auswahl der end­
gültigenAchsen nochdarin,daßmaneinewillkürliche orthogonaleTransformation
in derobengenanntenEbenedurchführenkann.Sindschließlichalle drei Wurzeln
von (144)einandergleich, dannist unserEllipsoid eine Kugel, und unsereGlei·
ohung enthältkeine gemischtenGlieder. In diesemFall könnenwir überhaupt
völlig willkürlich geradlinigerechtwinkligeKoordinatenachsenim Raumwählen.

84. Beispiele.Wir betrachtenjetztzwei Zahlenbeispiele.

1. Es sei die Gleichungder Fläche

auf Hauptachsenzu transformieren.
Die entsprechendequadratischeForm hatdie Gestalt

Die charakteristischeGleichungihrer Matrix lautet

1-). 3

1 5.-). 1 = O.

3 1-),

Darausergibtsich, wenn mannachder erstenZeile entwickelt:

(1 - ),)[(5 - ),)(1 - ).) - 1] - (1 - ). - 3) +.3[1 - 3(5 - ).)] = 0
oder

).a _ 7).2 + 36 = O.

Diese Gleichunghat,wie manleicht nachprüft,die Wurzeln

�~�= -2, Aa = 3, (J.a= 6,

unddie Gleichung der aufHauptachsentransformiertenFlächelautet













































































































































































































































































































80. Darstellungender linearenGruppezweierVeränderlicher 275

Das Produktzweier Diagonalmatrizenist wieder eine Diagonalmatrix.Die Ma­
trizen E p. q und E Pt. qt habenalsofür b = c = 0 die folgendenEigenwerte:

Ep,q: ap+1dTJ-l(a)q+m(d)q-m(l: -p, -P+ 1, ,P-1,P),
m - - q, -q + 1, , q - 1, q

- ( II = -- PI' - PI + 1, ... , PI - 1, PI)E phql: aP1+ltdpl-11(a)ql+ml(d)ql-ml _ .
ml - -- ql' -ql + 1, ... , ql - 1, ql

Beachtetman ad = 1, so siehtman,daßdie Eigenwerteauchdie Gestalt

$P.q: a2'a2m , E p..ql: a21la211:l1

annehmenkönnen.Für a könnenwir eine beliebige,'von Null verschiedenekom­
plexeZahl wählen.Man kannsie offensichtlichso annehmen,daßdie Gesamtheit
derEigenwertederMatrix E p.q vonderGesamtheitder Eigenwertevon E P..qlver­
schiedenist. Damit ist die InäquivalenzderDarstellungen(187) für verschiedene
Paarej, l' bewiesen.Für l' = 0 ist die Darstellung(187)mit derDarstellung(185)
identisch.Für i = 0 dagegenfällt sie mit derDarstellungzusammen,die sichaus
(185) für j = j' ergibt, wenn mana, b, c und d durch die konjugiert komplexen
Werteersetzt. \

Wir woiIen nocheine weitereEigenschaftderDarstellungen(187) hervorheben.
Diese Darstellungensind keiner unitärenDarstellungäquivalent.Wären sie es
nämlich, so müßtenalle Eigenwertejeder Matrix der Darstellungden Betrag1
haben. Wir hattenaber weiter oben gesehen,daß in der DarstellungE p•q für
b = c = 0 die Eigenwertegleich a2la2msind. Diese Ausdrückekönnenoffenbar
von 1 verschiedensein. Eine Ausnahmebildet die DarstellungEo.o, in der jedem
Elementder Gruppe(183) die 1entspricht.,

Ist eine Darstellung,die nicht notwendig einer unitären äquivalentzu sein
braucht, zerlegbar.d. h. einer Darstellung aus quasidiagonalenMatrizen vom
selbenTypus äquivalent,so gibt es, wie wir in [66] sahen,eine Matrix, die mit
allen Matrizen der Darstellungvertauschbarist und die nicht ein Vielfachesder
Einheitsmatrixist. Um also die Irreduzibilität irgendeinerDarstellung(187) zu
beweisen,genügtes zuzeigen,daßeine mit allen Matrizender Darstellung(187)
vertauschbareMatrix ein VielfachesderEinheitsmatrixist. Dies läßtsich genauso
zeigenwie in [68]. Somitsind die Darstellungen(187) paarweisenicht äquivalent,
und jedevOIJ. ihnenist unzerlegbar. .

Abweichendvon der in [65] gegebenenDefinition bezeichnetmangelegentlich
auchdie Zerlegbarkeitals Reduzibilität. IJ3ut der Definition aus[65] heißtnäm­
lich eine Darstellungreduzibel, wenn alle ihre linearen Transformationen(ihr
Grad sei n) einengewissenUnterraumLk mit 0 < k < n invariant lassen.Wie
wir in [68] sahen,folgt ausder Reduzibilität im alten Sinneeiner ausunitären
MatrizenbestehendenDarstellungdie Reduzibllitätim neuenSinne,also die Zer­
legbarkeit, d. h., eine solche Darstellungist einer quasidiagonalenDarstellung
äquivalent.Ist dagegendie Darstellungnicht unitär, so folgt ausder Invarianz
einesgewissenechtenUnterraumesnicht notwendigdie Reduzibilität im neuen
Sinne. Es läßt sich noch zeigen,daß jede der Darstellungen(187) nicht nur un­
zerlegbar,sondernsogarirreduzibelist, d. h., daßsie auchkeinenechtenUnter-

18*







278 III. Elementeder Gruppentheorieund lineare Darstellungenvon Gruppen

Damit ist bewiesen,daß �~�l mit @S zusammenfällt.Mit anderenWorten, @ hat
keinenechtenNormalteileraußerdem, der ausE und -E besteht.Gleichzeitig
ist gezeigt,daß die Gruppeder positiven Lorentz-Transformationeneinfach ist.
Wie in [70] folgt hieraus,daßdieseGruppekeine echt homomorphen,d. h. nicht
isomorphenDarstellungenhabenkann.

§ 7. KontinuierlicheGruppen

82. Kontinuierliche Gruppen.Strukturkonstanten.Die Gruppe der Drehungen
desdreidimensionalenRaumesunddie GruppederpositivenLorentz-Transforma­
tionensind BeispieleunendlicherGruppen,derenElementevon kontinuierlichen
Parameternabhängen.Für die Drehungsgruppekönnen z.-B. die Eulerschen
Winkel die Rolle der Parameterspielen.In den von uns betrachtetenFällen be­
stehendie Gruppenaus linearenTransformationen.Die Abhängigkeitder Grup­
penelementevon Parameternkommtdanndarinzum Ausdruck,daßdie Elemente
der Matrizen, die den linearenTransformationenentsprechen,Funktionendieser
Parametersind. Auch weiterhinbetrachtenwir GruppenlinearerTransformatio­
nen. DieElementeaik derMatrizenlinearerTransformationen,die eineGruppe@
bilden, sollen von r reellen ParameternIXl' IX2' ••• , IXr abhängen.Dabei sollen
folgendeBedingungenerfüllt sein: Die aik solleneindeutigeFunktionender Para­
meterIX. sein für alleWertedieserParameter,die genügendnahedem Nullpunkt
<Xl = <X2 = .,. = lX r = 0 liegen. Dem Nullpunkt entsprechedasEinselementvon @,
das durch die Bedingungen aik = 0 für i =t= kund aii = 1 charakterisiert
ist. Fernernehmenwir an, daßjedemdemEinselementgenügendbenachbarten
Elementvon @ wohlbestimmteWertevon lX. entsprechen,die genügendnaheam
Nullpunkt liegen. Wir sagen,daß ein Gruppenelementin einer Umgebungdes
Einselementesliegt, wenndie Elementeaik derentsprechendenMatrizenfür i =t= k
in einerUmgebungvon Null und für i = k in einerUmgebungvon Eins liegen.
Unter unserenVoraussetzungenhabenwir also eineumkehrbareindeutigeZu­
ordnungzwischendenjenigenElementenvon @S erhalten,die in einer gewissen
Umgebungdes Einselementesliegen, und einergewissenUmgebungdes Koordi­
natenursprungseines r-dimensionalenreellen RaumesT r- Späterwerden wir
nicht nur eine lokale eineindeutigeZuordnungerhalten,sonderneine solche"im
Großen".Dannwird jedemElementvon @ ein wohlbestimmterPunktvon Tr aus
einem Gebiet V dieses Raumesentsprechen,welches auch den Koordinaten­
ursprungenthält.Umgekehrtwird jedemPunkt von V ein Elementvon @ ent­
sprechen.Vorerstfordernwir nur die obenbeschriebenelokale'Zuordnung.Durch
SymboleGG' Gp, Gyusw. bezeichnenwir die Elementevon @, die denParameter­
wertenIX.. P., y. (8 = 1,2, ... , r) entsprechen.Vom lokalenStandpunktausmuß
manannehmen,daßdie Parameterwertegenügendnahedem Nullpunkt und die
GruppenelementegenügendnahedemEinselementsind.

Wir betrachtendasProduktzweier beliebigerGruppenelemente
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