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VORWORT ZUR VIERTEN RUSSISCHEN AUFLAGE

Indervorliegenden Auflage ist der dritte Teil in zwei Béinde gegliedert, da der Inhalt
bedeutend erweitert wurde. Der erste Band enthilt alles, was die lineare Algebra,
die Theorie der quadratischen Formen und die Gruppentheorie betrifft. In diesem
Band beziehen sich die wesentlichsten Erginzungen auf die Gruppentheorie. Bei
der Abfassung dieser Ergidnzungen leistete mir Herr D. K. FADDEJEW wertvolle
Hilfe. Er stellte insbesondere das Material zusammen, das die Einfachheit der
Drehungsgruppe und der Lorentz-Gruppe beweist und das die Konstruktion von
Gruppen aus ihren Strukturkonstanten und die Integration auf Gruppen betrifft
[70, 81, 87, 88, 89, 90]. Ich méchte ihm hier meinen herzlichsten Dank fiir seine
wertvolle Hilfe bei der Abfassung dieses Buches aussprechen.

W. SMmmNow

VORWORT ZUR NEUNTEN RUSSISCHEN AUFLAGE

Diese Auflage weist wesentliche Anderungen nur im Zusammenhang mit dem
Funktionenraum L, auf. Das ist darauf zuriickzufiihren, da8 in Teil IT die Theorie
des Lebesgueschen Integrals und die Eigenschaften der quadratisch integrier-

baren Funktionen aufgenommen wurde.!)
W. SMIRNOW

1) Die jetzt im Buch enthaltenen Riickverweise auf Teil II beziehen sich auf diese er-
weiterte Ausgabe, die als elfte deutsche Auflage im Jahre 1972 erschien. (Anm. d. Red.)
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L DETERMINANTEN
UND DIE AUFLOSUNG VON GLEICHUNGSSYSTEMEN

§1. Die Determinante und ihre Eigenschatten

" 1. Definition der Determinante. Wir beginnen in diesem Paragraphen mit der
Lésung eines einfachen algebraischen Problems, und zwar mit der Auflésung von
Systemen linearer Gleichungen. Die Beschiftigung damit fithrt uns zu dem.
wichtigen Begriff der Determinante.

Wir betrachten zunichst einige der einfachsten Spezialfille. Gegeben sei ein
System von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten:.

a1 %) + @175 = by,
@01 %) + By = by.

Die Koeffizienten a;, der Unbekannten haben zwei Indizes. Der erste Index be-
zeichnet die Gleichung, in der der Koeffizient vorkommt, der zweite die Un-
bekannte, bei der er steht.

Die Losung dieses Gleichungssystems hat bekanntlich die Gestalt

z, = bla22.— ay2b, . @y = ay b, — byay .
011052 ~— @128y, A11Q99 — G13Qp
Wir betrachten nun drei Gleichungen mit drei Unbekannten:
a1 %) + @12 + 61323 = by,
A1 ) + Boa Ty + Go3 23 = by,
312y + A3, %3 + 3323 = by,

wobei wir auch wieder das oben iiber die Koeffizienten Gesagte benutzen. Wir
schreiben die ersten beiden Gleichungen in der Gestalt

@1 % + 0132 = by — ay37;,
an %y + g%y = by — g7y,
Thre Losungen z, und z, lauten nach den obigen Formeln

(by — @13%3) @2y — A12(by — ay3%3)
?
@11 Q22 — Q1282

X =

@41 (bg — A23%3) — (by — @13%5) A
11032 — G189

Lo =
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Setzt man dies in die verbliebene letzte Gleichung ein, so erhilt man eine Gleichung
zur Bestimmung von z; und als deren Losung schlieBlich den Ausdruck fiir diese
Unbekannte:

Q11 @o0bg + @120503; + 5109839 — @11 02830 — 1309105 — D109, 1)
@11 890033 + B1oBo3@31 + @130 A3y — G131 023035 — G128 A33 — B13G3283)

.t3=

Betrachten wir die Struktur dieses Ausdrucks genauer, so kénnen wir zunéchst
feststellen, daB wir den Zahler aus dem Nenner erhalten, indem wir die Koeffi-
zienten a;; der gesuchten Unbekannten durch die freien Glieder b; ersetzen. Es
bleibt also noch das Bildungsgesetz des Nenners festzustellen. Dieser enthilt keine
freien Glieder, sondern setzt sich ausschlieBlich aus den Koeffizienten des Glei-
chungssystems zusammen. Diese Koeffizienten schreiben wir in Form eines
quadratischen Schemas:

@1 G2 Gy3
Qg1 Qpp Qg3 )- 2)

d31 Q32 Qg3

Das Schema besteht aus drei Zeilen und drei Spalten. Die Zahlen a;; heiBen seine
Elemente. Der erste Index bezeichnet die Zeile, in der das Element steht, der
zweite gibt die Nummer der Spalte an. Der Nenner des Ausdrucks (1),

Q11020033 + (13093831 + Q139 Agp — @11 A2383; — Q12831033 — By13aaly, 3)

besteht aus sechs Gliedern, die simtlich Produkte dreier Elemente des Schemas
(2) sind. Dabei enthédlt ein solches Produkt Elemente aus jeder Zeile und jeder
Spalte. Es hat namlich die Gestalt

A1pQ2qQgy, 4)

wobei p, ¢, r die Zahlen 1,2, 3 in einer bestimmten Anordnung sind. Somit kommen
sowohl unter den ersten als auch unter den zweiten Indizes alle drei Zahlen 1, 2, 3
vor, und das Produkt (4) besteht genau aus je einem Element aus jeder Zeile und
Spalte. Um alle Glieder von (3) zu erhalten, muB man in dem Produkt (4) die
zweiten Indizes p, ¢, r in allen moglichen Anordnungen wihlen. Es gibt genau
sechs verschiedene Anordnungen der zweiten Indizes:

1, 2,3; 2,3,1; 3,1,2; 1,3,2; 2,1, 3; 3,2, 1. (56)

So erhalten wir alle sechs Glieder von (3). Einige Produkte gehen nun in (3) mit
dem Pluszeichen, andere mit dem Minuszeichen ein, und es bleibt zu klaren, nach
welcher Regel die Vorzeichen zu wihlen sind. Das Pluszeichen steht vor den
Produkten (4), deren zweite Indizes die Anordnungen

1) 2, 3; 2: 3: 1; 3: 11 2 (51)
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bilden, wiahrend die iibrigen Produkte mit den Anordnungen
1, 37 2; 29 1: 3; 3’ 2y 1 (52)

das Minuszeichen haben. Wie unterscheiden sich nun die Anordnungen (5,) von
den Anordnungen (5,)? Steht in einer Anordnung eine groBere Zahl vor einer
kleineren, so sprechen wir von einer Inversion. Wir bestimmen die Anzahl der
Inversionen in den Anordnungen (5,). Die erste Anordnung besitzt keine solche;
die Anzahl der Inversionen ist also Null. Wir betrachten nun die zweite Anordnung
und vergleichen die GréBe jeder darin vorkommenden Zahl mit allen folgenden.
Diese Anordnung hat zwei Inversionen: Es steht 2 vor 1 und 3 vor 1. Auch die
dritte der Anordnungen (5,) besitzt zwei Inversionen. Zusammenfassend kann
man sagen, daf alle Anordnungen (5,) eine gerade Anzahl von Inversionen haben.
Untersucht man die Anordnungen (5,), so findet man, daB sie eine ungerade An-
zahl von Inversionen enthalten. Die Vorzeichenregel fiir den Ausdruck (3) kénnen
wir nun wie folgt formulieren: Das Pluszeichen erhalten die Produkte, in denen
die Anordnungen der zweiten Indizes eine gerade Anzahl von Inversionen haben.
Die Produkte, bei denen diese Anordnungen eine ungerade Anzahl von Inversionen
besitzen, gehen in (3) mit dem Minuszeichen ein. Der Ausdruck (3) heilt die zum
Schema (2) gehorige Determinante dritten Grades. Die obigen Betrachtungen legen
es nahe, in analoger Weise Determinanten beliebigen Grades zu definieren.

Es seien n? Zahlen in Form eines quadratischen Schemas mit » Zeilen und
n Spalten gegeben:

Ay Q2 ... Qi
(2291 Qag .. Qon . (6)
Auy Aug ..o Ouy

Die Elemente a;; dieses Schemas seien komplexe Zahlen; die Indizes ¢ und %
geben die Nummer der Zeile und Spalte an, in deren Schnittpunkt die Zahl a;;
steht. Bilden wir aus den Zahlen dieses Schemas alle méglichen Produkte, die aus
jeder Zeile und jeder Spalte ein Element enthalten, so haben sie folgendes Aus-
sehen: .

Q1p,Bap, *Onp,- (7)

Hierbei sind p,, p,, - .., Py die Zahlen 1, 2, ..., n in einer bestimmten Anordnung.
Um alle méglichen Produkte der Form (7) zu erhalten, muB man alle méglichen
Permutationen der zweiten Indizes vornehmen. Wie aus der elementaren Algebra
bekannt ist, ist die Anzahl dieser Permutationen gleich dem Produkt der ersten n
natiirlichen Zahlen:

1.2.3...n=nl
Im Vergleich zu der ausgezeichneten Anordnung

1,2,3,...,n
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besitzt jede der obigen Anordnungen eine bestimmte Anzahl von Inversionen.
Hat die Anordnung der zweiten Indizes eine gerade Anzahl von Inversionen, so
erhillt das Produkt das Pluszeichen. Ist die Anzahl der Inversionen dagegen un-
gerade, so erhilt das Produkt das Minuszeichen. Die Summe iiber alle so erhaltenen
Produkte heilt die zum Schema (6) gehorige Determinante n-ten Grades. Diese
Summe besteht demnach aus ! Summanden. Unsere Definition 148t sich leicht
als Formel schreiben. Dazu fithren wir einige Bezeichnungen ein. Ist p,, p,;, ..., Da
eine Anordnung der Zahlen 1, 2, ..., n, 8o notieren wir die Anzahl der Inversionen
dieser Anordnung durch

[pl,p2: "'5?”]-

TUm die Determinante des Schemas (6) zu bezeichnen, schreiben wir dieses Schema
.zwischen senkrechte Striche. Mit dieser Bezeichnungsweise 1d8t sich die obige
Definition durch die Formel

a1 G2 .- O
@y a. e @
21 22 2n ju— 2 (__ l)[p,.ﬂg ..... Pn) alplazp! cen anp” (8)
............... (p"p’.__”?")
Apni Qng ... Cpy

zusammenfassen. Die Summation erstreckt sich iiber alle méglichen Anordnungen
der zweiten Indizes, d. h. iiber alle Anordnungen (p,, P, ..., ). Meint man das
Schema (6) selbst und nicht die daraus hergeleitete Determinante, so setzt man es
zwischen runde Klammern.

Im Ausdruck (3) hatten wir die Faktoren eines jeden Produktes so angeordnet,
daB die ersten Indizes die ausgezeichnete Anordnung 1, 2, 3 bilden, und alle unsere
Uberlegungen bezogen sich dann auf die von den zweiten Indizes gebildeten An-
ordnungen. Umgekehrt kann man aber auch die Faktoren eines jeden Produktes
so umordnen, daB die zweiten Indizes in ihrer natiirlichen Reihenfolge stehen;
dann erhilt (3) die Form

@11 Q32833 + Ag1 G283 + By B3p@y3 — 11 G3oQy3 — Gg1 A13033 — Q31 A22Gy3 . 9

Hier bilden die ersten Indizes alle méglichen Anordnungen (p, g, r), wobei man
leicht nachpriift, daB die Vorzeichenregel fiir die Glieder von (9) genauso zu formu-
lieren ist wie oben, aber diesmal beziiglich der ersten Indizes. Das fiihrt uns dazu,
neben der Summe (8) auch die ihr analoge Summe

' (pﬂ%‘ p‘)(_l)[hh----rn]amlam’. Y - (10)

zu betrachten. Diese Summe besteht aus denselben Gliedern wie (8). Spiter wird
sich ergeben, dal auch die Vorzeichen der einzelnen Glieder in beiden Ausdriicken
dieselben sind, d. h., daB wie fiir » = 3 die Summe (10) mit (8) iibereinstimmt.

Wir wenden uns schlieBlich noch dem Fall » = 2 zu. Hier hat das Schema die

Form
(au alz)
i
d21 Qg



2. Permutationen 15

und Gleichung (8) ergibt folgenden Ausdruck fiir die zu diesem Schema gehdérige
Determinante zweiten Grades:»

@y Ay
= G110 — Q1235 - (11)

Qg Qg

Die obigen Betrachtungen zeigen, da wir zum Studium der Eigenschaften der
Determinante zunichst die Eigenschaften der Permutationen kennenlernen
miissen. _ ’

2. Permutationen. Gegeben seien n» Elemente in einer bestimmten Anordnung.
Wir nennen dies eine aus den Elementen gebildete Permutation. Zuerst wollen wir
zeigen, daf es genau n! verschiedene Permutationen von n Eleménten gibt. Fiir
n =2 ist dies klar, da zwei Elemente nur zwei verschiedene Permutationen
bilden kénnen. Fiir » = 3 folgt die Behauptung unmittelbar aus der Aufstellung
der Permutationen (5). Die Elemente sind hier die Zahlen 1, 2, 3. Man iiberzeugt
sich leicht, daf (5) alle moglichen Permutationen aus diesen grei Elementen er-
schopft. Fiir beliebige n beweisen wir unsere Behauptung durch vollstandige In-
duktion. Angenommen, fiir » sei sie bewiesen; dann wollen wir zeigen, daB sie
auch fiir » 4 1 Elemente giiltig ist. Nehmen wir also an, da8 » Elemente n!
Permutationen bilden, und betrachten wir n 4 1 Elemente, die wir mit

01, 02, ceny Cl+l

bezeichnen. Wir wollen zunichst diejenigen Permutationen betrachten, deren
erstes Element C, ist. Um diese zu erhalten, setzen wir an die erste Stelle das
Element C, und schreiben dahinter alle moglichen Permutationen der restlichen
n.Elemente. Die Anzahl der letzteren ist aber nach Voraussetzung »!. Somit ist
auch die Anzahl der mit C, beginnenden Permutationen der Elemente C; (k =1,
2,...,n + 1) gleich n!. Ebenso ist die Anzahl der mit dem Element C, beginnen-
den Permutationen n! usw. Insgesamt ist also die Anzahl der verschiedenen
Permutationen der Elemente C, gleich

nle(n+1)=1+2-con.(n+1) = (n 4 1)!,

was zu beweisen war. .

Wir kénnen selbstverstidndlich im folgenden annehmen, da8 an Stelle beliebiger
Elemente ganze Zahlen, beginnend mit 1, gewdhlt sind. Wir definieren als T'rans-
position diejenige Operation, die in der Vertauschung zweier Elemente einer
Permutation besteht. Jede vorgegebene Permutation kann man aus jeder anderen
durch Ausfiihrung endlich vieler Transpositionen erhalten. Wir betrachten als
Beispiel zwei Permutationen von vier Elementen:

1,3,4,2;, 2 4,1,3.

Mit Hilfe von Transpositionen kann man die erste Permutation in folgender Weise
in die zweite iiberfiihren:

1,3,4,2>2,3,4,1 >2,43,1—>2,4,1,3.
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Wir benétigen hier also drei Transpositionen, um obige Permutationen ineinander
iiberzufiihren. Hatten wir andere Transpositionen vorgenommen, so hitten wir
die zweite Permutation auf einem anderen Wege aus der ersten erhalten; dabei
zeigt sich: Die Anzahl der fiir den Ubergang von einer Permutation zu einer
anderen notwendigen Transpositionen ist nicht eindeutig bestimmt. Man kann
von einer Permutation zu einer anderen mit Hilfe verschiedener Transpositionen
iibergehen. Dabei kann sich die Anzahl #ndern. Fiir uns ist jedoch wesentlich, da
fiir zwei vorgegebene Permutationen diese verschiedenen Anzahlen entweder stets
geradé oder stets ungerade sind. Um das zu beweisen, fithren wir den Begriff der
Inversion ein, den wir schon im vorigen Abschnitt benutzt haben. Gegeben sei

eine Permutation der n» Elemente 1, 2, ..., n. Die Permutation mit der natiirlichen
Reihenfolge der Zahlen nennen wir die ausgezeichnete Permutation :
L,2,...,n. (12)

Stehen zwei Elemente einer Permutation nicht in der Reihenfolge der ausgezeich-
neten Permutation (12), steht also eine groBere Zabl vor einer kleineren, so
sprechen wir von einer Inversion. Die Permutationen mit einer geraden Anzahl
von Inversionen heillen Permutationen der ersten, die mit einer ungeraden Anzahl
von Inversionen solche der zweiten Klasse. Fiir das Weitere ist folgender Satz
wesentlich:

Eine Transposition dndert die Anzahl der Inversionen um eine ungerade Zahl.

In einer Permutation
a,b,....k...,p, ..., 8 (13)

fithren wir eine Transposition der Elemente ¥ und p aus, d. h., wir vertauschen
diese beiden Elemente. Die Lage von k und p gegeniiber den Elementen links von
k und rechts von p bleibt dabei unverandert. Es dndert sich lediglich die Stellung
von k und p zu den Elementen, die in der Permutation zwischen ihnen stehen,
sowie die gegenseitige Lage von k& und p. Wie dndert sich dabei die Anzahl der
Inversionen? Angenommen, zwischen % und p stehen in (13) m Elemente, von
denen & mit & in natiirlicher Anordnung stehen, wihrend g mit % eine Inversion
bilden. Beziiglich p sollen «, in natiirlicher Reihenfolge stehen und 8, mit p eine
Inversion bilden; dann ist

«+f =0+ p =m. (14)

Die Transposition verwandelt nun die natiirliche Anordnung in eine Inversion
und umgekehrt. Genauer formuliert heit das: Standen 4 und ein Element
zwischen % und p vor der Transposition in der natiirlichen Reihenfolge, so bilden
sie nach der Transposition eine Inversion und umgekehrt. Ein analoges Resultat
gilt fiir p. Die genaue Anzahl der Inversionen von k und p mit den dazwischen-
stehenden Elementen war also vor der Transposition g + f§; und ist nach der
Transposition &« + «;. Die Anzahl der Inversionen éndert sich also um

y=(x+ &) — (B +B).
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Dies ergibt, unter Benutzung von (14),
y=(@+x)—m—a+4+m—a)=2(«+ & —m),

woraus hervorgeht, daB y gerade ist. Wir miissen nun noch die gegenseitige Lage
von k und p in Betracht ziehen. Standen diese Elemente vor der Transposition in
der natiirlichen Reihenfolge, so bilden sie danach eine Inversion und umgekehrt.
Hier dndert sich also die Anzahl der Inversionen genau um 1. Die gesamte durch
eine Transposition bewirkte Anderung der Anzahl der Inversionen ist somit
ungerade.

Wir wollen aus diesem Satz einige Folgerungen ziehen:

Folgerung I. Schreibt man alle n! Permutationen auf und fiihrt in jeder eine
Transposition zweier bestimmter Elemente (z. B. der Elemente 1 und 3) aus, so
gehen alle Permutationen der ersten Klasse in solche der zweiten iiber und um-
gekehrt. Insgesamt erhdlt man jedoch wieder alle n! Permutationen. Daraus folgt
unmittelbar: Es gibt ebensoviel Permutationen der ersten Klasse wie Permutationen
der zwesten Klasse.

Folgerung II. Jede Permutation kann aus der ausgezeichneten mit Hilfe von
Transpositionen gewonnen werden. Aus dem obigen Satz ergibt sich folgende Aus-
sage: Die erste Klasse besteht aus den Permulationen, die aus der ausgezeichneten
durch eine gerade Anzahl von Transpositionen hervorgehen ; die zweste Klasse dagegen
wird von allen Permulationen gebildet, fiir die die entsprechende Anzahl der Trans-
positionen ungerade 1st.

Folgerung III. Die Wahl der ausgezeichneten Permutation ist véllig willkiir-
lich. An Stelle von (12) konnten wir irgendeine andere Permutation auszeichnen.
Man muB jedoch bei der Definition der Inversionen einer Permutation diese mit
der jeweils ausgezeichneten vergleichen. Man hat also von der Ordnung auszu-
gehen, in der die Elemente in der ausgezeichneten Permutation stehen. Zeichnet
man an Stelle von (12) eine andere Permutation der ersten Klasse aus, so sieht man
leicht, daB die Permutationen der ersten Klasse auch in bezug auf die neue aus-
gezeichnete Permutation zur ersten Klasse gehéren. Entsprechendes gilt fiir die
Permutationen der zweiten Klasse. Wihlt man aber umgekehrt eine Permutation
der zweiten Klasse als ausgezeichnete Permutation, so gehen die Permutationen
der zweiten Klasse in Permutationen der ersten Klasse iiber und umgekehrt.

Nehmen wir zum Beispiel unter den sechs Permutationen der Elemente 1, 2, 3
die Permutation 2, 1, 3 als ausgezeichnete Permutation, so sind nunmehr die
Permutationen der ersten Klasse

2,1,3; 1,3,2; 3,2 1.

Die zweite Permutation hat zwei Inversionen: 1 steht vor 2, und 3 steht vor 2,
wihrend in der ausgezeichneten 2 vor 1 und 2 vor 3 steht. Die Permutationen der
zweiten Klasse sind

1,2,3; 2,3, 1; 3,1, 2.

9 Smirnow IIT/1
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Die erste Permutation hat im Vergleich mit der ausgezeichneten Permutation
2, 1, 3 eine Inversion: 1 steht vor 2. .

Im Hinblick auf das oben Gesagte kénnen wir die Vorzeichenregel fiir den Aus-
druck (8) folgendermafBen formulieren: Gehdrt die Permutation der zweiten Indizes
eines Produktes zur ersten Klasse, so erhilt dieses das Pluszeichen, gehort ste zur
sweiten Klasse, so erhilt das Produkt das Minuszeichen. Daber ist 1,2, ..., n als
ausgezetchnete Permutation zugrunde gelegt.

Im folgenden beweisen wir eine der grundlegenden Eigenschaften der Deter-
minante. In dem Schema der Elemente einer Determinante vertauschen wir die
erste und zweite Spalte. Das Element a;; wollen wir auch nach der Vertauschung
mit demselben Buchstaben und denselben Indizes bezeichnen. An Stelle von (6)
erhalten wir nun das Schema

Q2 Q1 Oz ... Qg
Q2 gy Qg .- Qg | (15)
Auz Any Bug ... Gpg

’\Ilt Hilfe der Definition durch die Formel (8) konnen wir die zu (15) gehorige
Determinante bilden. In diesem Schema lautet die Numerierung der Spalten:

2,1,3, ..., n. Diese Permutation miissen wir als die ausgezeichnete ansehen. Sie
géht aus der urspriinglich ausgezeichneten Permutation durch eine Transposition
hervor. Vor der Transposition gehérte sie also zur zweiten Klasse. Nachdem wir
sie jetzt als die neue ausgezeichnete Permutation wihlen, gehen die Permutationen
der zweiten Klasse in die der ersten Klasse iiber und umgekehrt. Die zu (15)
gehorige Determinante ist also die Summe derselben Glieder wie die in Formel (8),
nur mit entgegengesetzten Vorzeichen, da, wie soeben gezeigt, die Permutations-
klassen der zweiten Indizes vertauscht sind. Bet Vertauschung zweier Spalten
dndert also der Wert der Determinante setn Vorzeichen. Wir haben diese Eigenschaft
nur fiir die Vertauschung der ersten und zweiten Spalte bewiesen, doch verlduft
der Beweis fiir die Vertauschung zweier beliebiger Spalten genauso. So gilt z. B.
die Gleichung

1
2
5

w 3 O

3 1.3 0
6[=—(2 6 7|.
0 5.0 3

Die zweite Determinante erhdlt man aus der ersten durch Vertauschung der
zweiten und dritten Spalte. '

Wir wollen noch eine weitere Eigenschaft der Determinante beweisen. Es sei
(— 1)lpupue...pal A1p,A2p,*** Anp, (16,)

ein Glied der Summe (8). Andern wir die Anordnung der einzelnen Faktoren, so
konnen wir die natiirliche Reihenfolge der zweiten Indizes herstellen ; doch werden
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dann die ersten Indizes eine Permutation ¢, ¢,, ..., ¢, bilden, und der oben-
stehende Ausdruck erhilt die Gestalt

(._.1)[1’1.?: ..... Pn]aqxl [ SPRRRY: ey (162)

Den Ubergang von (16,) nach (16,) kann man mit Hilfe einer Reihe von Trans-
positionen der Faktoren vollziehen. Jede solche Transposition bewirkt sowohl
eine Transposition der ersten als auch der zweiten Indizes. Ist die Anzahl der fiir
den Ubergang von (16,) nach (16,) notwendigen Transpositionen gerade, so gehort
die Permutation p,, p,, ..., p, zur ersten Klasse, da man sie dann mit Hilfe einer
geraden Anzahl von Transpositionen in die ausgezeichnete Permutation1, 2, ..., n
iiberfithren und folglich auch durch eine gerade Anzahl von Transpositionen aus
dieser gewinnen kann. Damit gehort aber auch die Permutation ¢, , ¢,, ..., ¢, zur
ersten Klasse, da sie durch die Anwendung derselben geraden Anzahl von Trans-
positionen aus der ausgezeichneten Permutation 1,2, ...,%n hervorgeht. Liegt
P1s> P2 -, Pa in der zweiten Klasse, so auch ¢, ¢, ..., g,. Daraus folgt, daB

(—1)[PuPeenpn] = (—1)l010s-nr0n]
ist, und wir konnen folglich
(—1)[""”"""”"]a1plazp. e lpp, = (—1 ){92.01,....an] g1 By Bgpn

_ schreiben. Vergleicheh wir die entsprechenden Summanden von (8) und (10), so
sehen wir, daBl die beiden Ausdriicke identisch sind. In (10) iibernehmen die
Zeilen die Rolle der Spalten von (8). Aus diesen Uberlegungen folgt unmittelbar:
Vertauscht man in einem Schema Zeilen mit Spalten, ohne thre Rethenfolge zu
dndern, so bleibt der Wert der Determinante unverdndert.

So sind z. B. folgende Determinanten einander gleich:

2 3 5 2 7 2
70 1|=(3 0 1].
21 6 5 1 6

3. Grundlegende Eigenschaften der Determinante. I. Wir formulieren zuerst
nochmals die soeben bewiesene Eigenschaft: Be: Vertauschung der Zeilen mit den
Spalten dndert sich der Wert evner Determinante nicht. Im folgenden gilt somit alles,
was fiir die Spalten bewiesen ist, auch fiir Zeilen, und umgekehrt.

II. Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, daBl die Determinante bei Vertau-
-schung zweier Spalten lediglich ihr Vorzeichen d&ndert. Dasselbe gilt demnach fiir
Zeilen: Bei Vertauschung zweier Zeilen (Spalten) dndert die Determinante thr Vor-
zeichen.

III. Besitzt eine Determinante zwei gleiche Zeilen und vertauscht man diese, so
éndert sich zwar nicht das Aussehen der Determinante, jedoch auf Grund der
Eigenschaft IT ihr Vorzeichen. Bezeichnen wir die Determinante mit 4, so gilt

= —A, d.h. 4 =0. Eine Determinante mit zwes glerchen Zeilen (Spalten),ist
gletch Null.

DA

&
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IV. Ein Polynom ersten Grades in den Verinderlichen z,,,,..., 2, ohne
konstantes Glied, d. h. einen Ausdruck der Form

¢(zl’ X2, '--’xn) =0T + A%y + oo + Ay Ty

wobei die Koeffizienten a; nicht von den x; abhéngig sind, nennen wir eine homo-
gene lineare Funktion der Variablen ,, x,, ..., z,. Eine solche Funktion besitzt
zwei leicht zu verifizierende Eigenschaften:

¢(kxla kxza seey kxl) = k¢(xl’ xz, ceey xl)’
@@+ Y1, %+ Yos oo s T+ Yn) = P(T1, 25 -5 Tu) + @Y1, Y25 - Yn)-

Die letzte Eigenschaft gilt auch fiir beliebig viele Summanden. In Gleichung (8)
enthilt jeder Summand genau ein Element aus jeder Zeile als Faktor. Daraus
folgt, daB die Determinante eine homogene lineare Funktion der Elemente einer Zeile
(oder auch einer Spalte) 1st. Enthalten also alle Elemente einer Zeile (Spalte) einen
gemeinsamen Faktor, so kann man diesen vor das Determinantenzeichen ziehen.

Die dem Schema (6) entsprechende Determinante bezeichnet man im allgemei-
. nen, wie schon oben bemerkt, mit

Gy G2 ... Oy

G2; Gy Qan

Gny Gug ... Ggun
oder auch kiirzer mit

|a“‘| (i,k=1,2,...,'n).

Dann kann man die bewiesene Eigenschaft fiir n = 3 bei Anwendung auf die
erste Zeile wie folgt schreiben:

ka,, kay, kayy Gy G2 Gy
Q21 gy G| =k |Gy Gy Gy
G31 Qg2 Q33 G31 Qg3 Gg3

Die zweite der genannten Eigenschaften einer homogenen linearen Funktion
liefert fiir die Determinante folgende Eigenschaft: Bestehen die Elemente einer
Zeile (Spalte) aus einer besttmmien Anzahl von Summanden, so ist auch die Deter-
minante gleich der Summe der Determinanten, in denen die Elemente der erwihnien
Zeile (Spalte) durch die einzelnen Summanden ersetzt sind. Beispielsweise ist

a b c+¢ a b ¢ a b ¢
d e f[+f|=|d e f[+|d e [
g b i+ g h i g k¥
Als Folgerung aus der Homogenitiat und Linearitdt ergibt sich noch: Sind simt-

liche Elemente einer Zeile (Spalte) gleich Null, so ist auch die Determinante selbst
gleich Null.
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V. Streicht man in (6) die ¢-te Zeile und k-te Spalte, in deren Schnittpunkt das
Element a;, steht, so bleiben » — 1 Zeilen und ebenso viele Spalten iibrig. Die
zugehorige Determinante (n — 1)-ten Grades heit der zu a;;, gehérige Minor der
urspriinglichen Determinante n-ten Grades. Bezeichnen wir sie mit 4;;, so heifit
das Produkt ’

Ay = (—1)+ 4, -

das algebraische Komplement von a;,. Wir wollen nun zeigen, da8 die algebraischen
Komplemente gerade die Koeffizienten der homogenen linearen Funktion sind,
von der wir bei der Betrachtung der letzten Eigenschaft gesprochen hatten, d. h.,
fiir die 1-te Zeile gilt

4 = Ay + Aipais + - + Aia0ia (t=12,...,n) (18)
und ebenso fiir die k-te Spalte
A4 =Auay + Auay + -+ + At (k=1,2,...,m), (19)

wobei 4 die Determinante bezeichnet. Mit anderen Worten, wir miissen folgendes
nachweisen: Faft man in (8) alle Glieder, die ein gewisses Element a;; als Faktor
enthalten, zusammen, so ergibt sich als Koeffizient zu diesem a;, gerade das durch
(17) definierte algebraische Komplement 4;,. Wir bezeichnen diesen Koeffizienten
vorerst mit B;, und zeigen, dal er eine Summe von Produkten aus n — 1 Fak-
toren ist, in denen jedoch kein Element der i-ten Zeile und der k-ten Spalte vor-
kommt.

Es sei zundchst 1+ =k = 1. Wir schreiben alle Summanden von (8) auf, die a,,
enthalten:

a Z (_1)[1-1’! ----- Pn]azp....a”pn.
(PrsecerPn)
Die Summation mull hier iiber alle Permutationen p,, p;, ..., py der Elemente
2,3, ..., n erstreckt werden. In der vollen Permutation 1, p,, ps, ..., p, steht 1
mit allen folgenden Elementen in der natiirlichen Reihenfolge. Hieraus folgt fiir
die Anzahl der Inversionen

(1, P2, .--s Du]l = [P2s .- -» Du)s

wobei in beiden Fillen die Permutation 1, 2, ..., n die ausgezeichnete ist. Fiir den
Koeffizienten von a,, ergibt sich somit

Bll 2 — (_1)[1-': ..... p"]azh"'a’ﬂﬂn‘
(PsseesrPn)

Diese Summe kommt in der Definition der Determinante vor, nur daf8 im Ver-
gleich mit der urspriinglichen Determinante die erste Zeile und Spalte fehlen. Hier-
aus ergibt sich

B, = 4y, = (—1)*4,, = A,,.

Unsere Behauptung ist fiir ¢ =k =1 bewiesen. Nun seien ¢ und % beliebig. Wir
vertauschen die :-te Zeile nacheinander mit der jeweils dariiberstehenden, bis sie-
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an der Stelle der ersten Zeile steht. Dazu sind ¢ — 1 Transpositionen der Zeilen
nétig. Ebenso bringen wir die k-te Spalte durch Vertauschung nach und nach an
die Stelle der ersten. Nun steht das Element a;; in der linken oberen Ecke an der
Stelle von a,;. Die ¢-te Zeile und die k-te Spalte stehen an erster Stelle, und die
Anordnung der iibrigen Zeilen und Spalten hat sich nicht.gedndert. Das obige
Ergebnis zeigt, dal der Koeffizient von a;, nach den erwihnten Permutationen
gleich A4;, ist. Wir miissen aber noch die (¢ — 1) 4 (¢ — 1) Transpositionen be-
riicksichtigen, deren jede die Determinante mit dem Faktor {—1) multipliziert.
Insgesamt kommt der Faktor

(—1)6-D+E=D — (_1)i+k

hinzu, und der endgiiltige Ausdruck fiir die B;, lautet

4; .
it = (—Tl){'“‘ = (—1)** 4y = Ay,
was zu beweisen war. Damit sind die Gleichungen (18) und (19) bewiesen. Erset-
zen wir in 4 die Elemente der i-ten Zeile durch beliebige Elemente ¢, , c,, ..., ¢y, 80
dndern sich die iibrigen Zeilen und damit auch der nach (17) bestimmte Koeffi-
zient 4;; nicht. Der Wert der neuen Determinante ergibt sich also zu

A" = Ajey + Ay +- o+ 4 Ajncy. (20)

Nehmen wir insbesondere fiir ¢ == j die Elemente a;;; a;,, ..., a;, der j-ten Zeile
fiir die ¢, ..., ¢,, s0 hat die Determinante A’ zwei gleiche Zeilen, ndmlich die :-te
und die j-te, und ist also gleich Null: 4" = 0. Somit ist

Anaj + Aipajy + - + Ainajn =0 (¢ = 79)- (21,)
Ebenso gilt fiir die Spalten
Ayay + Agay + - + Ay =0 (k == 1). (21,)

Aus den Formeln (19) und (21, ,) ergibt sich die folgende Eigenschaft der Deter-
minante, die sich als sehr wichtig erweisen wird.

Multipliziert man die Elemente einer Zeile (Spalte) mit ihren algebraischen Kom-
plementen und addiert die entstehenden Produkte, so erhdlt man den Wert der Deter-
minante. Multipliziert man die Elemente einer Zeile (Spalte) mit den algebraischen
Komplementen einer anderen Zeile (Spalte) und summiert iiber diese Produkte, so
ist die Summe stets gleich Null.

VI. Wir addieren zur ersten Zeile einer Determinante 4 die mit einem Faktor P
multiplizierten Elemente der zweiten Zeile. Die Elemente der ersten Zeile sind
dann

ala+pa2a (8 =172: cey n),
und auf Grund der Eigenschaft IV ist die neue Determinante die Summe zweier
Determinanten. Die erste ist gleich der urspriinglichen; die Elemente der ersten
Zeile der zweiten Determinante haben die Form

Py, (s=1,2,...,m),
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und ihre anderen Zeilen stimmen mit denen von A iiberein. Ziehen wir aus der
ersten Zeile den Faktor p heraus, so stimmen die ersten beiden Zeilen der zweiten
Determinante iiberein. Diese Determinante ist somit gleich Null. Hieraus foigt:
Addsert man in einer Determinante die mit einem Faktor multiplizierten Elemente
einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zetle (Spalte), so dndert die Determinante ihrex:
Wert nicht.

Wir wollen noch auf einige Bezeichnungen eingehen, die wir im folgenden be-
nutzen werden. Es sei wie oben ein quadratisches Zahlenschema (6) gegeben und {
eine positive ganze Zahl, 1 <1 < n. Wir fiihren fiir die aus den Zeilen mit den
Indizes p,, p;, ..., p; und den Spalten mit den Indizes g,,.4,, ..., ¢; des Schemas
(6) gebildete Determinante l-ten Grades folgende Bezeichnung ein:

2p0: %pg: o Bpuq
A (pl’ P2s ooy pl) — a,,m am‘ cee am, . (.).)J
ql N q2 , ceey q‘ ----------------

Apa %o """ Yo,
Als Determinante ersten Grades, die aus einer einzigen Zahl a gebildet wird, be-
zeichnet man dabei gewéhnlich diese Zahl a selbst. Somit ist 4 (p ) = a,,. Die

Zahlenfolgen p,, ..., p; und g, ..., ¢, konnen auch in anderer als in der natiir-
, lichen Reihenfolge der Zahlen p, und g, angeordnet sein. Sind die beiden Zahlen-
folgen jedoch in natiirlicher Reihenfolge angeordnet, so nennt man die Deter-
minante (22) Minor des Grades ! der Determinante (8). Die Determinante (22)
erhilt man aus (8) durch Streichen von n — ! Zeilen und n — ! Spalten. Die
Indizes der gestrichenen Zeilen und Spalten seien in natiirlicher Reihenfolge
T1s7g, ...y Tyyund 8, 8, ..., 84— . Der Minor

A (rl’ LE TREEES rn—l)
81,82, 00y Syt
heiBt zu (22) komplementir, und der Ausdruck

(22)

15795 eoey Ty
(—1)PrtPatet Pt Qb geteta 4 ( 172 e T ‘)

81582, «ovy Sy

heiBt algebraisches Komplement zu (22). Fiir ein Element a;, stimmt diese Defi-
nition des algebraischen Komplements mit der friiheren Definition (17) iiberein.

Das algebraische Komplement (22,) bezeichnen wir mit

A’ (Phpe, ""pl).
d1s 925 «--> 1

Es ist durch die Angabe der Determinante (22), d. h. durch die Angabe der Zeilen-
indizes p,, p;, ..., 7 und der Spaltenindizes g,, g,, ..., ¢; Vollstindig bestimmt.
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Wir halten die Zeilenindizes fest. Die Determinante ist offenbar ein homogenes Polynom
l-ten Grades-der Elemente dieser Zeilen und 1Bt sich, wie man zeigen kann, in der Form

A (Pv Dgs «sey pl) A’ (pv Dy, "-rpl) (23)
Q<@s<- <@ 91> 92» «++> @1 Q1s 925 +-+2 Qi

darstellen (Entwicklungssatz von LAPLACE). Dabei ist iiber alle méglichen monotonen Teil-
folgen gy, gy, ..., q; der Zahlen 1,2, ...,n zu summieren. Die Anzahl der Summanden ist
gleich der Anzahl der Kombinationen von » Elementen zur I-ten Klasse:

n\ _ am—1).-n—141)

l I )

Die Anordnung der Zahlen g, spielt dabei némlich keine Rolle, da man sie bei der Bildung (23)

nur in natiirlicher Reihenfolge betrachtet. Fiir I =1 gilt 4 (p | = apq, und Formel (23)
')

4=

1
geht in (18) iiber mit ¢ = p,. Man kann leicht eine analoge Zerlegung von 4 nach den Elemen-
ten irgendwie ausgewihlter Spalten aufstellen. Wir werden im folgenden die Formel (23) nicht
benutzen und beweisen sie daher auch nicht.

4. Berechnung von Determinanten. Die Berechnung einer Determinante zweiten
Grades ist dullerst einfach. Nach (11) geniigt es, das Schema

s
51 Oy

aufzuschreiben und das Produkt der in der ausgezogenen Diagonalen stehenden
Elemente mit Pluszeichen, das der in der gestrichelten Diagonalen stehenden
Elemente mit Minuszeichen zu nehmen.

Eine Determinante dritten Grades wird explizit durch (3) gegeben. Man zeigt
leicht, daB man sie folgendermaflen berechnen kann: Wir schreiben das zu der
Determinante gehorige Schema auf und setzen die erste und zweite Zeile noch
einmal darunter. Dann erhalten wir ein Schema, das sechs Diagonalen mit je drei
Elementen enthilt:

ay, 2 s

'
7z
e

Z\ :
>
N

7
Qs Qs Qa3

“‘///

Wir nehmen die Produkte der Elemente der ausgezogenen Diagonalen mit Plus-
zeichen und die der gestrichelten Diagonalen mit Minuszeichen. Die Summe dieser
Produkte ergibt die Determinante (Sarrussche Regel).
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Dieses Verfahren liaBt sich nicht auf Determinanten hoheren Grades verallgemeinern; fir
sie muB man andere Wege einschlagen, um die Berechnung abzukiirzen. Niitzlich ist z. B. die
im vorigen Abschnitt gezeigte Eigenschaft VI der Determinante. Wir wollen uns das an einem
Beispiel klarmachen. Wir nehmen eine Determinante vierten Grades,

3510
21 4
1 7 4
-3 5 1

- N O

multiplizieren die dritte Zeile mit —2 und addieren sie zur zweiten; auBerdem multiplizieren
wir dieselbe Zeile mit 3, addieren sie zur vierten und subtrahieren sie von der ersten. So
kommen wir mit Hilfe der erwiahnten Eigenschaft zu einer Determinante, die gleich der obigen
ist, aber in der ersten Spalte drei Nuillen hat:

0 —16 —11 —6
0 —13 —4 1
1 7 4 2
0 26 13 7
Entwickeln wir gemi8 Formel (19) nach der ersten Spalte, so foigt

—16 —11 —6
A=|—13 —4 1].
26 13 7

Multiplizieren wir die dritte Spalte mit 4 und addieren sie zur zweiten, multlphzleren sie dann
mit 13 und addieren sie zur ersten, so erhalten wir

—94 —35 —6 —94 35
4= o o 1|=- =04.41 — 35117 = —241.
ur 4 7 17 41

b. Beispiele. -

1. Gesucht ist der Inhalt eines Parallelepipeds, bei dem die drei von einer Ecke
ausgehenden Kanten von den Vektoren qa, b, ¢ gebildet werden. Wie aus [II, 117]
bekannt ist, laB8t sich der gesuchte Inhalt durch das innere Produkt von a mit
dem Vektorprodukt (b X ¢) ausdriicken:

V=a(bxc). . (24)

Dabei erhilt der Inhalt das Pluszeichen, wenn die Orientierung der Vektorena, b, ¢
mit der des Koordinatensystems iibereinstimmt, andernfalls das Minuszeichen.
Die Komponenten des Vektorproduktes sind :

byc; — b,e,, b,c. — bee,, b.c, — byc,,
- und somit hat das innere Produkt aus Formel (24) die Gestalt
a:(b'cz - bzﬁy) + a, (b;c; — b.c,) + a, (b:cy - b'c:) .
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Man sieht leicht, daB8 diese Summe eine Determinante dritten Grades ist, namlich

a’z bz cz
V=l|a, b ¢c|. (25)
a, b, c,

Wird diese Determinante Null, so besagt dies, daB das Volumen-Null ist. Das be-
deutet, daB die drei Vektoren komplanar sind, d. h. in einer Ebene liegen.” Ver-
tauschen wir in der Determinante zwei Zeilen (Spalten), z. B. die erste und zweite,
8o geht die Anordnung a, b, ¢ der Vektoren in b, a, ¢ iiber. War die ursprungliche
Folge der Vektoren mit den Koordinatenachsen gleich orientiert, so haben sie
nunmehr entgegengesetzte Orientierung und umgekehrt. In U'beremstlmmung
damit wechselt die Determinante ihr Vorzeichen.

Wir betrachten in der X, Y-Ebene zwei Vektoren mit den Komponenten a,, a,
und b, b,. Der Flicheninhalt des von den beiden Vektoren aufgespannten
Parallelogramms ist gleich der Determinante zweiten Grades
a; b,

a, b|
Ist ein Dreieck durch die Koordinaten seiner Ecken gegeben,
M,(z,, 3/1); M,(x2, y2)y Ms(zs, Ya),
und nehmen wir die Vektoren a = M, M, und b = MlM_;,
MIM_; = (Ta — %1, Y2 — %) MxM-; = (¥3.— %1,.Ys - Y1) )
so ist der Flacheninhalt des Dreiecks gleich
1|2y —2, 23— 24
Yr—% %B—Y%|

Man zeigt leicht, daB diese Determinante zweiten Grades als Determinante
dritten Grades geschrieben werden kann (diesen ProzeB nennt man Rindern, auch
bei Determinanten beliebigen Grades) und damit die Gestalt

P_

Ty Ty X3

1
P =§ Y1 Y2 Ys
1 1 1

annimmt. Das Verschwinden dieser Determinante ist eine charakteristische Be-
dingung dafiir, daB8 M,, M,, M; auf einer Geraden liegen. Anders ausgedriickt be-
deutet dies, daB man die Gleichung einer Geraden durch zwei gegebene Punkte
(1, 1) und (x,, y;) wie folgt schreiben kann:

Ty X X r Ty X

N Y Y=Y N Y| =0.
11 1 1 1 1
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I1. Unter Benutzung von Determinanten lassen sich die Gleichungen gewisser
geometrischer Gebilde leicht aufstellen. Es sei z. B. die Gleichung des Kreises
durch drei gegebene Punkte (z,, %,), (%2, ¥5), (3, ¥3) gesucht. Man sieht leicht, da8
sich diese Gleichung mit Hilfe einer Determinante vierten Grades in der Gestalt

2 4+y 2+t 2tttz oyt
x x x x
1 2 3 -0 (26)
y Y, Y. Ys
1 1 1 1

schreiben 1aBt. Entwickeln wir namlich die Determinante nach der ersten Spalte,
s0 entsteht eine Gleichung zweiten Grades, in der 2 und 2 gleiche Koeffizienten
haben und das Glied mit zy fehlt. Gleichung (26) beschreibt also einen Kreis.
Setzen wir schlieBlich ¢ =2, und y =y, (k =1, 2, 3), so stimmt die erste
Spalte der Determinante mit einer der folgenden iiberein, und die Gleichung ist
damit erfiillt. Der Kreis geht wirklich durch die drei gegebenen Punkte. Liegen die
drei Punkte auf einer Geraden, so ist der Koeffizient von z? -}- y* gleich Null, und
die Gleichung (26) entspricht nicht einem Kreis, sondern einer Geraden.

Ebenso kann man im X, Y, Z-Raum die Gleichung einer Ebene, die durch drei
gegebene Punkte (2, ¥, 2y), (%3, Y2, 22), (T3, ¥s, 23) geht, in Gestalt einer Deter-
minante vierten Grades schreiben:

T T, Xy Xy

Y %N Y2 Ys —0. @7)
2 2 23
11 1 1

Liegen die drei Punkte auf einer Geraden, so geht (27) indie Identitidt 0 =0 iiber.

II1I. Wir betrachten nun die Determinante n-ten Grades, in der jede Zeile aus
den Potenzen einer Zahl (von der (» — 1)-ten bis zur nullten Potenz) besteht:

A A T |

D,, — x2""1 x,"" ves Tg 1 . (28)

...................

Fir n =1 und n =2 ergibt sich
D, =1, D, =2, — =,. ,
Um D, zu berechnen, ersetzen wir in der ersten Zeile x, durch die Unbestimmte x;
dann erhalten wir die Determinante
22z 1
Dy(x) = (@2 =z, 1].
z? oz 1



28 1. Determinanten und die Auflésung von Gleichungssystemen

Entwickeln wir diese nach der ersten Zeile, so sehen wir, daBl Dg(z) ein Polynom
zweiten Grades in z ist. Setzt man x = z, oder x = 23, so wird die erste Zeile
der Determinante gleich der zweiten oder dritten, und die Determinante ist Null.
Das quadratische Trinom D, (x) hat also die Nullstellen x, und z; und 1d8t sich
in der Form

D,_(x) = Ag(x — x3) (x — 25)

schreiben. Dabei ist 4; der Koeffizient von 2 und somit gleich dem algebraischen
Komplement des Elements x2? in der linken oberen Ecke von Dg(z). Daraus folgt

Z, 1|

Ay = -
2 zg 1

Das ergibt
Dy(z) = (@2 — @3) (2 — x) (x — ).
Setzen wir' = x;, so erhalten wir Dj als Produkt von drei Faktoren:

r, — ) (2, — .
Da — ( 1 2) ( 1 3)
(2 — x4).
Volhg analog erhilt man mit Hilfe von D; den Ausdruck fiir D,. Er hat die
Form eines Produktes aus sechs Faktoren:

(ry = 2) (2 — ) (2, — )
D, = (2 — 25) (23 — 2,)
(23 — ).

Fiir beliebiges n erhdlt man in gleicher Weise fur die Determinante D, die
Formel
(@1 — ) (@1 — @)+ (X1 — T4)
D, = (X — Z3) -+ (T2 — Za) (29)

Man nennt D, gewShnlich die Vandermondesche Determinante.

Dieser Ausdruck besitzt eine interessante Beziehung zur Definition der Deter-
minante. Jede Determinante n-ten Grades kann in der Form

ZTin Zim-1 -+ Tn
Zon Tomeg .. X )

28 Ta.n-1 21| (30)
Tan Lup—y -+ Zmy

geschrieben werden. Wir ersetzen rein formal jedes Element z;; durch z;'-1. Damit
geht die Determinante (30) in die Vandermondesche Determinante (28) iiber. Hier-



5. Beispiele 29

aus ergibt sich unmittelbar folgende Regel zur Berechnung der Determinante (30):
Wir 16sen in (29) die Klammern auf und ersetzen in jedem der so entstehenden
Glieder z;*-! durch z;,. Wenn dabei ein Glied keine Potenz von x; enthilt, so
nehmen wir zu diesem Produkt den Faktor x,° hinzu. Dieser Faktor geht nach
der obigen Ersetzungsvorschrift in z,, iiber. Diese Regel kann ebenfalls zur Defi-
nition der Determinante benutzt werden.

IV. Wir betrachten nun den Ausdruck

an + T ay, Q13 cee O
G2, Gy + T ay cee Gon

A(x) = |ay, a3y G33 +’x v O3y ’ (1)
[ Qs [ cee Quy + 2

den wir im folgenden noch benutzen werden, und entwickeln ihn nach Potenzen
von z. Dazu schreiben wir ihn zunichst in der Form

an+2z ap,+0 a3+0 ... a,+0
an+0 ap+zx ay+0 ... a,+0
A@) = a3 +0 a32+0 ag3+2 ... az + 0] (32)

...................................

Ay +0 Ao +0 @y +0 ... @y, + 2

Jede Spalte dieser Determinante ist Summe zweier Summanden ,und indem wir
mehrfach die Eigenschaft IV benutzen, kénnen wir sie in eine Summe von 2"
Determinanten zerlegen, deren Spalten keine Summe mehr enthalten. Wird in
jeder Spalte von (32) der zweite Summand gestrichen, so erhalten wir das Glied,
das nicht von z abhidngt, d. h. die Konstante in der Entwicklung von A4(x),
nidmlich

all alz DY al.
A = |Faa @2 e Gam | (33)
a'l a.z RS a”'

Streicht man umgekehrt in jeder Spalte den ersten Summanden, so erhilt man
als hochstes Glied des Polynoms 4 () :

z 0 0 0
0 = O 0
0 0 =z 0| = 2",
0 0 O x

Wir betrachten nun die dazwischenstehenden Glieder des Polynoms. Wir setzen .
fest, daB wir in den Spalten mit den Indizes p,, p,, ..., p, die zweiten Summanden,
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in den .anderen jedoch die ersten Summanden stehenlassen. Dann besteht jede
Spalte mit dem Index p, (k =1, 2, ..., 8) aus lauter Nullen bis auf ein einziges
Element, das gleich z ist. Dieses steht in der Hauptdiagonale, d. h. im Schnitt-
punkt einer Zeile und einer Spalte mit demselben Index. Entwickeln wir die Deter-
minante nacheinander nach den Spalten mit den Indizes p,, p,,..., p;, 80 er-
halten wir aus diesen den Faktor z°. Auflerdem miissen wir die Zeilen und die
Spalten mit den Indizes p,, p,, ..., p, und nur diese streichen. Nach jeder solchen
Streichung ist das algebraische Komplement des entsprechenden Elements genau
gleich dem Minor, weil die Indizes der geloschten Zeile und Spalte gleich sind. So
enthilt die Determinante bei jeder Wahl der p, (¥ = 1, 2, ..., s) ein Glied z* mit
einer Determinante (n — s)-ten Grades als Koeffizienten. Dieser Koeffizient ent-
steht aus der urspriinglichen Determinante durch Streichen der Zeilen und Spalten,
" in deren Schnittpunkt die Elemente a, , , @,,p,, ---, @p,5, der Hauptdiagonalen
stehen. Wir bezeichnen diese Determinante (n — s)-ten Grades mit A,....;,.

P1Psr**Ps
Man nennt sie gewohnlich Hauptminor des Grades n — s von 4. Wahlen wir
P1s Ps, ..., Ps auf alle moglichen Arten, so erhalten wir insgesamt als endgiiltigen

Koeffizienten von z* in A4 (z) die Summe aller Hauptminoren (n — s)-ten Grades.
Wir kénnen 4 (z) also in der Form

A(x) =2 4+ Sy 2™ + Sy 22 4 woo + Spqx + S,

darstellen, wobei S, die Summe aller Hauptminoren des Grades & ist und ins-
besondere S, mit 4 iibereinstimmt. Der Ausdruck fiir die Koeffizienten 18t sich

auch in der Form ~
@40y Vgugs -+ Bguge
1,2,...,8)

a a R/ 7
Sk = Z Apm.-"pn-k = 0sq1 V00 qsqx (34)
D1<pPs<+<Pn-k P1Py Dk Q<qg-Zoe<Qk [ oo st oot *

Bgrgr Qgrgs + -+ Bgrqs

schreiben. Hierbei erstreckt sich die Summation iiber alle méglichen Kombinatio-
nen von k Zahlen ¢y, ¢,, ..., ¢, die aus der Reihe 1, 2, ..., n in natiirlicher Reihen-
folge ausgewihlt sind. Summiert man dagegen in (34) iiber alle ¢; mit Werten
zwischen 1 und », so kommen in der Permutation ¢,, ¢;, ..., g; die Zahlen nicht
nur in natiirlicher, sondern in allen moglichen Anordnungen vor. Prizise aus-
gedriickt: Jede monoton wachsende Folge von k& Zahlen ergibt bei Zulassung be-
liebiger Reihenfolgen der in ihr auftretenden Zahlen genau %! Permutationen. Bei
einer Transposition zweier beliebiger Zahlen g¢; und ¢; &ndert aber die Determinante
in Formel (34) ihren Wert nicht. Vertauschen wir ndmlich ¢, und ¢,, so wechseln
in dieser Determinante die erste und zweite Zeile und die erste und zweite Spalte
ihren Platz. Das wirkt sich aber auf den Wert der Determinante nicht aus. Aus
dieser Betrachtung folgt somit, dal jeder Summand in (34) bei der Summation
iiber alle ¢; zwischen 1 und » genau %!-mal auftritt und daB wir also die Koeffi-
zienten S, auch in der Form

2 Z' GZ='1 (QI,qz’--:Qk) (35)

@1=1 gy=1 915925 ---5 9k

darstellen konnen.
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6. Der Multiplikationssatz fiir Determinanten. In diesem Abschnitt beweisen
wir die Formel fiir die Multiplikation zweier Determinanten desselben Grades.
Es seien zwei Determinanten vom Grade n gegeben:

4 = |ay| ¢ k=1,2,...,n) (36,)
und
4, = | bl Gk=1,2,...,n). (36,)

Wir bilden eine neue Determinante, deren Elemente sich durch die Formeln

Cik = D, Bisby (tLk=1,2,...,n) (37)

8=1

ausdriicken, und zeigen, da sie das Produkt der Determinanten (36,) und (36,)
ist. Wir betrachten zundchst den Spezialfall » = 2. Wir verwenden die Formeln
(37), entwickeln die Determinante unter Benutzung der Eigenschaft IV aus [3]
und erhalten

anbn + a13by; @1 bye + a12by
A9 biy + Gagbyy  @a1 b1y + Ggoby,

a3 by anbg,

C11 Ci2

C21 Ca2
@115y @ypby, ai2by1 @11 by,

Ag2by1 @91bys

@12bg1 ayby

@by ay by, Q911 @g2by, @g0by1 @22by,

Ziehen wir aus jeder Spalte den gemeinsamen Faktor heraus, so erhalten wir als
ersten und vierten Summanden Determinanten mit gleichen Spalten. Diese sind
gleich Null. Vertauschen wir noch in einer der Determinanten die Spalten, so er-
halten wir

C11 Cr2 ay G2 Q12 a1y
=by1by + b19ba
Co1 Co2 Az Qa2 Qg A1 |
an @ an o ay G2 ‘
= bu bzz - blzbzl = - (bu bzz - bl2b2!)
Qg1 Q32 Qg1 A3z Q21 G2
@y Gy b1 b12
A2y Q22 by1 by,

Damit ist die Formel (37) bewiesen.

Im allgemeinen Fall (fiir beliebiges n) wenden wir ebenfalls Eigenschaft IV aus
[3] an. So erhalten wir

Q1s, by Gy, bs.z cir Oreabenn

lewl = 3 G20,051 B2sbe2 oo Gaeaboun (G k=1,2,...,n), (38)

81,838,500 B8R | s e o e e e et oo oo

GQyg, boyt ez o0 Gnsa bonn
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wobei die Summationsindizes 81, 83, ..., 8 unabhingig voneinander die Zahlen

1,2, ..., n durchlaufen. Die Summanden kann man in der Gestalt
Gysy, sy --- Oy
ba,l be.z ERY G20, Bzs, .- G (39)
Ape, Opgy - Opgy

schreiben. Kommen unter den Zahlen s, , s,, ..., s, gleiche vor, so hat obige Deter-
minante mehrere gleiche Spalten, und der entsprechende Summand wird Null.
Somit kénnen wir uns auf Summanden beschranken, bei denen die s, alle ver-
schieden sind und die Folge s;, 8;, ..., 8, eine Permutation der Zahlen 1,2, ..., n
bildet. Nun wird der Ausdruck (39) zweimal mit dem Faktor (— 1)ir#s--#s] multi-
pliziert, wodurch sich sein Wert offenbar nicht dndert. Das Resultat 148t sich aber
als Produkt zweier Faktoren in der Gestalt

Q1ey, Brgy --- Oy,
(—1)outnnsnl | B2er Bzey oo Gaan | (_q)loutnecnlh, by oo by
Aps,  Gpe, Qs

schreiben. Unter Anwendung einiger Transpositionen fiihren wir in dem ersten
Faktor die Permutation s, s,, ..., 8, in 1,2, ..., n iiber. Bei jeder Transposition
wird sowohl (—1)lu#s..4a] glg auch die Determinante das Vorzeicheri wechseln,
der ganze erste Faktor aber unverdndert bleiben. (39) 148t sich also in der Gestalt

G Qg ... Gy

an agg ces agg . (_ l)[a,,a...-..lu] blll bl‘.2 cee b’“.

schreiben. Aus (38) ergibt sich somit
lewl =4 3 (—1)levtntnld, 1 bype - byua,

(81188500.,8n)

wobei die Summation iiber alle Permutationen s,, 8;, ..., 8, von 1,2, ..., n zu er-
strecken ist. Die Summe stellt die Determinante A, dar; also ist |c;| = 44,,
was zu zeigen war. Formel (37) zur Bildung der ¢;; bedeutet folgendes: Die Ele-
- mente der i-ten Zeile von A multipliziert man mit den entsprechenden Elementen
der %-ten Spalte der zweiten Determinante und addiert die Produkte. Die soeben
formulierte Multiplikationsregel kénnte man kurz als Regel ,,Zeile mal Spalte‘
bezeichnen. Wir wissen schon, da8 man in einer Determinante Zeilen mit Spalten
vertauschen kann, ohne dafl sich ihr Wert dndert. Der Regel ,,Zeile mal Spalte*
lassen sich daher drei entsprechende Regeln zur Seite stellen:

»Spalte mal Zeile*, ,,Spalte mal Spalte, ,, Zeile mal Zeile*.
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Wir formulieren abschlieBend den Satz: Sind zwe: Determinanten n-ten Grades
gegeben,

lai] und |[byl,
und bilden wir die Determinante
[Cik !,

deren Elemente sich nach einer der folgenden Formeln bestimmen :

Cik = Z;aiabalu (40)
8=
n
Cix = Zaiablnx (40)
8=1 (i,k=1,2,..-,n),
Cik = Z;aaibah (403)
8=
Cix = Z; @yibys, (409
8=

dann st die Determinante | c;;| gleich dem Produkt der Determinanten |ay| und by |.
Beispiel. Neben der Determinante
4 = |ap| (Lk=1,...,n)
betrachten wir die aus den algebraischen Komplementen gebildete Determinante
| A

Das Produkt |a;| - | 4;| 148t sich nach der Aussage des obigen Satzes als Deter-
minante schreiben, wobei Zeilen mit Zeilen multipliziert werden. Dies ergibt eine
Determinante mit den Elementen

5
Cik = Z aiaAks-
8=1

Nach Eigenschaft Vist ¢;; =0 fiir ¢ &% und ¢;; = 4, d. h.

4 0 0 . 0
0 4 0 . 0
lai| - [dacl =10 0 4 ... 0
0 0 0 a

oder, wie man leicht sieht,
|| - |Ai| = 4", d.h. A]dy| =4".

3 Smirnow III/1
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Ist 4 &= 0, so erhalten wir durch Division
| Aa] = A, ' (41)

Sind aber die Elemente a; = a{ so beschaffen, daf 4 =0 ist; so kann man
stets die a;, Werte annehmen lassen, die beliebig nahe bei a{ liegen, fiir die jedoch
-1 ungleich Null ist. Fiir diese Werte von a;, gilt dann (41), und nach dem Grenz-
ibergang a; — a{y gilt diese Gleichung auch mit a;, = a{. Die obige Gleichung
ist also auch fiir A4 = O richtig. Driickt man 4 und die 4;; durch a;, aus, so ergibt
sich eine Identitat in den a;.

7. Rechteckige Schemata. Im folgenden werden wir uns auch mit solchen Sche-
mata zu befassen haben, deren Zeilen- und Spaltenzahlen nicht notwendig iiber-
einstimmen:

all allz LY all
Q1 Gz ... Ggp | (42)
Am1 Omz --- Omn

Es enthdlt m Zeilen und n Spalten, wobei m und n verschieden oder aber auch
gleich sein kénnen. Streichen wir in diesem Schema einige Zeilen und Spalten
derart, daB die Anzahlen der verbleibenden Zeilen und Spalten iibereinstimmen, so
konnen wir aus diesen eine Determinante bilden. Solche Determinanten heiflen
Unterdeterminanten des Schemas (42). Der hochstmégliche Grad einer Unter-
determinante ist offenbar gleich der kleineren der Zahlen m und »n, wahrend der
niedrigste gleich Eins ist, wobei man unter Determinanten ersten Grades die Ele-
mente des Schemas (42) versteht. Sind alle Unterdeterminanten vom Grade !
gleich Null, so siecht man leicht, da8 auch alle Unterdeterminanten vom Grade
141 verschwinden. Jede solche Unterdeterminante kann man niamlich als Summe
von Produkten der Elemente einer Zeile mit ihren algebraischen Komplemen-
ten darstellen. Die letzten sind jedoch bis auf das Vorzeichen mit Unterdeter-
minanten [-ten Grades identisch und folglich alle gleich Null. Ebenso sind auch die
Unterdeterminanten (! + 2)-ten Grades usw. gleich Null. Sind also alle Unter-
determinanten eines bestimmten Grades gleich Null, so verschwinden auch alle
Unterdeterminanten héheren Grades. Wir fiihren nun den wichtigen Begriff des
Ranges eines Schemas oder, wie man auch sagt, einer Matriz (42) ein. Den hochsten
der Grade der von Null verschiedenen Unterdeterminanten nennen wir den Rang
der Matriz (42). Ist also der Rang einer Matrix gleich %, so gibt es unter den Unter-
determinanten vom Grade k& wenigstens eine von Null verschiedene, wihrend alle
Unterdeterminanten vom Grade % 4 1 gleich Null sind.

Es sei aufler (42) ein Schema
b b1z ... bim

bel bsa bzm (43)
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mit n Zeilen und m Spalten gegeben. Wir bilden die m? Zahlen
n
Cit = D @isha (¢ k=1,2,...,m). (44)
8=1

Das aus diesen Zahlen bestehende quadratische Schema heit das Produkt der
rechteckigen Schemata (42) und (43). Der zweite Faktor mu8 also » Zeilen und m
Spalten haben, damit er zu dem ersten, der m Zeilen und » Spalten hat, paBt.

Wir beweisen nun einen Satz, der eine Verallgemeinerung des Multiplikations-
satzes fiir Determinanten ist.

Satz. Ist m < n, so gilt

1, 2, ..., y Tay voos T
‘c“‘I: Z A( m)B(ﬁ Ty r ), (45)

N<r<--<fm 15 T2 -y T 1, 2, ceey M

wober die Summation iber alle Werte r, aus der Folge der Zahlen 1,2, ...,n zu er-
strecken 1st, die der angegebenen Ungleichung geniigen. Ist m > n, so ist die Deter-
minante |c;| gleich Null.

. 1, 2, ceay m r])rzy vy rm . .
Die Symbole A und B ( ) wurden in [3] erklart.

T1s Tay ooos Tm , 2, ..,m

Die zweite dieser Determinanten besteht aus den Elementen des Schemas (43),
die in den Zeilen r,, r,, ..., r, und den Spalten 1,2, ..., m stehen. Fir m =n
besteht die in (45) auftretende Summe nur aus einem Summanden, da dann
rn=1,r7r=2,...,r, =m ist, und Gleichung (45) ist mit dem Multiplikations-
satz fiir Determinanten identisch.

Wir betrachten den Fall m < n. Der Beweis der Formel (45) verliduft vollig
analog dem Beweis des Multiplikationssatzes fiir Determinanten. Genau wie dort
ist

1, 2, ..., m
|c|'k | = Z - be;l b:.z M bsmm ’ (46)
(e1:8200es8m)  \81, 82, ..., Sy
wobei jedes der s, die Zahlen 1, 2, ..., n durchlduft und die Summanden, bei denen

mehrere gleiche s, auftreten, weggelassen werden kénnen, da sie Null werden. Be-
trachten wir eine beliebige Zahlenfolge r, <r, <---<r, aus den Zahlen
1,2,...,n und wihlen aus (45) die Glieder aus; bei denen die Gesamtheit der
815 83, ..., Sy mit der Gesamtheit r,, r,, ..., 7, iibereinstimmt, so erhalten wir eine
Teilsumme von (46):

1, 2, ..., m
> 4 biibie - binm, (47)
(tistyseeestm) tl s t2! cers Vm
wobei die Summation iiber alle Permutationent,, {,, ..., {, der Zahlenr,, ry, ..., 7y,

erstreckt wird. Multipliziert man jedes Glied von (47) zweimal mit (—1)lfsts--tm],

3*
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so ergibt sich genau wie in [6], daB diese Summe gleich

4 (1, 2, ..., m) B(rl, Tay ooes r,,,)

Tis Toy vovy Ty 1, 2, ..., m
ist. Um alle in (46) auftretenden Summen zu erhalten, muB man noch iiber die
Produkte fiir alle r, < r, <--- < r, summieren und erhilt dann die Formel (45).
Es sei schlieBlich m > n. Wir kénnen in Schema (42) m — n Spalten hinzu-
fiigen, die aus lauter Nullen bestehen, und in Schema (43) m — = ebenfalls nur aus

Nullen bestehende Zeilen. Rechnen wir nunmehr die ¢;; nicht nach (44), sondern
nach der Formel

Cx =3 aiby (i k=1,2,...,m) (48)
8=1

aus, so erhalten wir die fritheren Werte von ¢;;; denn die hinzugefiigten Summan-
den in der rechten Seite von (48) sind alle gleich Null. Andererseits werden die
Schemata (42) und (43) nach der angegebenen Ergénzung quadratisch. Ihnen ent-
sprechen Determinanten, die alle verschwinden. Nach dem Multiplikationssatz
fiir Determinanten ist damit auch die Determinante |¢;| gleich Null. Damit ist
unser Satz vollstaindig bewiesen.

Bemerkung. Sind zwei rechteckige Schemata von m Zeilen und n Spalten
gegeben, so erhalten wir bei Multiplikationen von Zeile mit Zeile

Cik =2a'|'8bk8 (i’k =1)2;--',m)
s=1

die Determinante |c; |, die fiir m > n gleich Null und fiir m < n "durch
. 1, 2, ..., m 1, 2, ..., m
ez altt gty
N<ry<+o<rm Tis Tas coey Ty Tis Tay covsy Ty
‘gegeben ist.

Folgerung. Es seien zwei quadratische Schemata vom Grade » mit den Ele-
menten a;; und b; gegeben, und die ¢;; seien durch die Formeln (44) bestimmt.

Wir wollen einen beliebigen Minor C (p1 1Py pl)‘der Determinante |¢;; | durch
Minoren von |ay| und |b;| ausdriickg:;. q\zﬂ;i; n’lgln leicht sieht, ist die quadra-
tische Matrix, die dem Minor C (p, ' Paseees p,) entspricht, das Produkt der recht-
eckigen Matrizen 91,92 -2 @

@p1 Bpo ... Gpa by, b1y - big

Gp1 Gpz - Gpa | g bag, b2, --- Dbog

................................

Gpn Gpa - Qo bag, Ong, oo bug
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Benutzen wir den bewiesenen Satz, so erhalten wir den gesuchten Ausdruck

C(pl’ p2: ey pl)= Z A(pl’ pZ! cevy pl)B(rly "z’ ceey Tl)

d1> 925 ---> Qi Flrg<eee<ry 1y, T2y, ooy T G1s Q25 - @1

(49)

wobei die r, Werte von 1, 2, ..., n annehmen. Es seien R,, Rz, R; die Rangzahlen
der Matrizen (a;), (bi) und (c;;). Ist etwa R, < » und nehmen wir in (49)l > R,
DPrsP2s -5 D1
T1s Tay <-es Ty
c (pupz, ce Py

91> 925 ---> Qi
von (a;;) gleich n, so ist R, < R,, weil R, < n ist. Vollig analog ist R, < Rj.
Im folgenden werden wir zeigen, daB aus ;| & O die Gleichung R; = R, und
aus |a;| = 0 die Gleichung R, = Ry folgt.

so sind alle 4 infolge der Definition von R, und damit auch alle

) gleich Null. Daraus folgt R, <!, d. h. R, < R,. Ist der Rang

§ 2. Die Auflésung linearer Gleichungssysteme

8. Die Cramersche Regel. Nachdem wir den Begriff der Determinante eingefiihrt
und ihre grundlegenden Eigenschaften festgestellt haben, wollen wir jetzt diesen
Begriff zur Auflosung linearer Gleichungssysteme verwenden. Wir betrachten zu-
nédchst den ,,Hauptfall”, in dem die Anzahl der Gleichungen gleich der Anzahl der
Unbekannten ist. Ein solches System von n Gleichungen mit » Unbekannten
kénnen wir in der folgenden Gestalt schreiben:

Ay Xy + Gy T F o Ay Ty = by,

@ Ty + gy Ty + -+ + Gon Tn = by, (1)

Ay Xy + Gug Tz + -+ + Gpy Ty = by.

Die Bezeichnung der Koeffizienten ist dabei die gleiche wie die in [1] fiir den Fall
dreier Gleichungen mit drei Unbekannten. Wir wollen jedoch voraussetzen, dal
die Determinante des Systems (das ist die Determinante der Matrix, die aus den
Koeffizienten a;; des Systems gebildet wird) von Null verschieden ist:

4 =|ay| *+0. (2)

Wir multiplizieren jede Gleichung des Systems (1) mit dem algebraischen Kom-
plement des Elements mit gleichem Zeilenindex der k-ten Spalte dieser Deter-
minante: die erste Gleichung mit 4,,, die zweite mit A4, usw. Die so erhaltenen
Gleichungen addieren wir und kommen schlieBlich zu einer Gleichung, auf deren
rechter Seite die Summe '

Alkbl + Azkbz + o+ Ankb.
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steht. Auf der linken Seite ist der Koeffizient der Unbekannten x; die Summe

Ayay + Ayay + - + Apean (I=1,2,...,n).

Diese letzte Summe ist gleich Null fiir / == £ und gleich der Determinante A fiir
= k. Wir kommen also zu einer Gleichung der Form

A2 = Ayby + Agyby + o + Apicba.

Wenn wir dieses Verfahren fiir jeden Index % durchfiihren, erhalten wir als
Folgerung aus den Gleichungen (1) ein System neuer Gleichungen

a. Ty = Alkbl + A2kb2 + b + Aﬂkbn (k = 11 27 R ] n) (3)

Man zeigt leicht, dal man umgekehrt aus dem System (3) das System (1) gewinnt.
Man multipliziert nimlich beide Seiten von (3) mif a;, und summiert danach iiber
alle k von 1 bis n. Unter Benutzung der Eigenschaft V der Determinanten kom-
men wir, wie man leicht sieht, zu der Gleichung

A (@) + a3y + - F- Gam) =4 - b, 4)

Kiirzen wir hier durch den von Null verschiedenen Faktor A4, so erhalten wir die
l-te Gleichung des Systems (1). Dies kénnen wir fiir jedes ! durchfithren. Somit
sind die Systeme (1) und (3) gleichwertig, und wir kénnen statt des Systems (1)
das System (3) 16sen. Dieses laft sich aber sofort l6sen und ergibt genau eine
Loésung, die sich nach der Formel

All:bl + Azkb2 + + Anlcbn
Ty = Y

k=1,2,...,n) (3)

berechnen laBt.

Nach dem in [3] Gesagten ist der Zihler des Ausdrucks (5) die Determinante,
die man aus der Determinante A erhilt, indem man die Elemente der %-ten Spalte,
d. h. die Koeffizienten a;, bei x;, durch die freien Glieder b; ersetzt. Wir haben
damit folgenden Satz gewonnen:

Satz von CRAMER. Ist die Determinante A des Systems (1) von Null verschieden,
80 hat dieses System eine eindeutig bestimmie, durch die Formel (5) gegebene Lisung.
Nach dieser Formel lipt sich jede der Unbekannten als Quotient zweier Determinanten
ausdriicken. Im Nenner steht dabei die Determinante des (leichungssystems. Der
Zdhler ist eine Determinante, die aus der im Nenner dadurch entsteht, daf man die
Koeffizienten der betreffenden Unbekannten durch die entsprechenden freien Glieder
erselzt.

Bei einer groferen Anzahl von Gleichungen ist die Anwendung der Cramerschen
Regel unvorteilhaft. Es gibt fiir die Auflosung solcher Gleichungen approximative
praktische Methoden, auf die wir hier jedoch nicht niher eingehen.
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9. Der allgemeine Fall. Wir betrachten den allgemeinen Fall von m Gleichungen
mit n Unbekannten

X, = an®; + @122 + - + AT + Gy pi1 Tusg + - + CGa2a = by,

Xy = %) + %y + - 4 A Tp + B pry Tty + -+ + Bon®y = by,

X = @n® + G ®p + o+ + Gy + B i1 Tt + 0+ By = by,
X1 = G121 + G122 + - + B kT
+ G nTen + 0 F Gy aTh = benrs

R R R R T T I T T T T T T T

Xy =2, -1_ A%y + o + ATk + B 1 Titr + * + Cma T = b -

(6)

Zur Abkiirzung der weiteren Ausfithrungen haben wir mit X, die ganze linke Seite
der s-ten Gleichung bezeichnet. Die Koeffizienten a; des Systems bilden eine
rechteckige Matrix; ihr Rang sei k. Durch Abdnderung der Reihenfolge von Zeilen
und Spalten, d. h. durch Umnumerierung der Gleichungen und Unbekannten
koénnen wir erreichen, daB eine von Null verschiedene Determinante vom Grade &
in der linken oberen Ecke steht. Wir nennen sie Hauptdeterminante des Systems. Sie
hat die Form

ay; Gy a1k
A = |%2r @22 Aok (7
Qry Qg2 Ak

Wir bilden m — k Determinanten vom Grade k + 1, die sogenannten ckarakte-
ristischen Determinanten des Systems. Man erhilt sie aus der Hauptdeterminante,
indem man zu dieser noch eine Zeile, bestehend aus den Koeffizienten einer
Gleichung mit einem héheren Index als k£, und eine Spalte aus den freien Gliedern
hinzufiigt. Wir definieren also diese charakteristischen Determinanten durch

ay G ... e b
@y Ay ... Gy b,

P (8)
Gy By - G b

@pie1 Bita,2 ++o Bitsk Dpts
k+s8s=k+1, k42, ..., m).

Ist k gleich m, d. h., ist der Rang gleich der Anzahl der Gleichungen, so gibt es
iiberhaupt keine charakteristischen Determinanten. Zugleich mit den charakte-
ristischen Determinanten betrachten wir andere Determinanten, die man aus
jenen dadurch erhilt, daB man in der letzten Spalte die freien Glieder durch die
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linken Seiten der Gleichungen ersetzt:

a5 Gy ey X,

Ay B ... Gy X,

...................... . 9)
Gy B ..o X

@pts,) Ots,z +or Birape Xirs

Diese Determinanten enthalten auBer den vorgegebenen Koeffizienten a;; noch die
z;. Man zeigt jedoch leicht, da8 die Determinanten (9) identisch Null sind. Die
Elemente der letzten Spalte dieser Determinante bestehen nimlich wegen der
Gleichung

X =652, + ai3%5 + - + Ainy

aus n Summanden. Folglich 148t sich jede Determinante (9) nach der Eigenschaft
IV aus [3] als Summe von Gliedern der folgenden Gestalt darstellen:

an [27% eee Qg a1,~

Qg Qg9 cee Bop azj

...................... « T
}

Qg Qo cor Qg ak,-

Orts,1 Bkts2 -« Fptrak Fits,j

Man iiberzeugt sich leicht davon, da die als Koeffizient von z; auftretende Deter-
minante verschwindet. Ist namlich § < k, so stimmt die letzte Spalte dieser
Determinante mit einer der vorhergehenden iiberein. Ist jedoch j > k, so ist die
betreffende Determinante eine Determinante (k - 1)-ten Grades, die in der
Matrix von (8) vorkommt. Sie ist gleich Null, da nach Voraussetzung der Rang
dieser Matrix gleich k ist. Subtrahieren wir die Determinanten (9), die ja identisch
Null sind, von den charakteristischen Determinanten und benutzen die Eigen-
schaft IV, so kénnen wir die charakteristischen Determinanten in der Form

an @y ... 6 b — X,
@By Gy ... Ay by — X,
R (10)
Gy Gy ... Ga b — X,
@ire Bitsz -+ Birak Ders — Xity

k+s=k+1,k+2, ..., m

darstellen. Dabei hingen diese nur scheinbar von den z; ab. Nehmen wir jetzt an,
das System (8) besitze eine Lisung

2, =20, 2, = 2,00, ..., 2, = 2,9,
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und setzen wir z; = z;/ in die letzte Spalte der Determinante (10) ein, so haben
wir in dieser letzten Spalte lauter Nullen, d. h., alle charakteristischen Deter-
minanten miissen gleich Null sein. Damit ist bewiesen:

-Satz I. Damit das System (8) (mindestens) eine Losung hat, ist das Verschwinden
aller charakteristischen Determinanten (8) notwendig.

Wir wollen nun beweisen, daB diese Bedingung auch hinreichend ist, und ein
Verfahren zur Auffindung aller Losungen des Systems angeben.

Wir nehmen an, alle charakteristischen Determinanten seien gleich Null. Sie
seien alle in der Form (10) gegeben. Wir entwickeln sie nach der letzten Spalte.
Man sieht leicht, da3 das algebraische Komplement des Elements by, — X,
gleich der von Null verschiedenen Hauptdeterminante 4 ist. Die Bedingung, da8
alle charakteristischen Determinanten gleich Null sind, 18t sich dadurch in der
Gestalt

a5+ (by — X,) + a4 (b, — X)) + + + a1+ (b — X)) + A(bers — Xiwo) =0
k+s=k+1,k+2, ..., m) (11)

schreiben. Die a,!? sind dabei Zahlkoeffizienten, auf deren genane Form es uns
nicht ankommt.
~ Angenommen, wir hitten jetzt irgendeine Losung der ersten k Gleichungen des
Systems. Diese setzen wir dann statt x; in die Identitdt (11) ein. Dabei verschwin-
den alle Differenzen

b, — Xy, b, — X, ..., by — X,,
und wir erhalten die Gleichung
A+ (Bgrs — Xiws) = 0.
Wegen 4 & 0 ist diese mit
birs — Xpyy =0 k+s=k+1,k+2, .., m)

gleichwertig. Wenn also alle charakteristischen Determinanten gleich Null sind,
geniigt jede Losung der ersten k Gleichungen des Systems auch allen iibrigen
Gleichungen. In diesem Fall brauchen wir daher nur die ersten k¥ Gleichungen zu
16sen.

In ihnen bringen wir alle Unbekannten mit den Indizes, die grofer als k sind,
auf die rechte Seite. Die Gleichungen haben dann die Gestalt

31 %y + %3 + -+ + ATy = by — AT — 0 — AraTa,
A%y + Gg%y + - + AuTe = by — G 1 Tpr1 — o — Goaa, | (12)
B By + Gy + o0+ G = b — 1 Tpry — 0 — Cpn Ty

Wir fassen sie als System zur Bestimmung der z,, z,, ..., 2, auf. Ihre Determinante
4 ist von Null verschieden, und wir konnen fiir sie eine eindeutige Losung nach
der Cramerschen Regel erhalten. Wir bemerken nur, da8 die freien Glieder des
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letzten Systems die Parameter &;.,, ..., , enthalten, denen wir beliebige Werte
geben kénnen. Aus der Cramerschen Regel ergibt sich unmittelbar, dal die Losung
des Systems (12) die Form

z; = + ﬂl‘:j-.y-lxﬂl 4o - By, G=1,2,....k) (13)

hat; x, und 8,/ sind dabei bestimmte Zahlkoeffizienten, %y, ..., 2, sind will-
kiirlich. Aus dem Vorhergehenden folgt, da diese Formeln auch die allgemeine
Losung des Systems (6) liefern, unter der Voraussetzung, dafl alle charakteristi-
schen Determinanten gleich Null sind.

Satz II. Sind alle charakteristischen Determinanten des Systems gleich Null, so
braucht man nur die Gleichungen des Systems zu losen, die.mit thren Koeffizienten an
der Bildung der Hauptdeterminante beteiligt sind.- Diese Losung kann man mit Hilfe
der Cramerschen Regel bestimmen. Ist k der Rang der Koeffizientenmatriz, so ergibt
sie einen Ausdruck fir k Unbekannte tn Form von linearen Funktionen (13) der
iibrigen n—k Unbekannten, deren Werte vollig willkiirlich sind. So erhilt man alle
Lésungen des Systems (6).

Ein Vergleich der Sitze I und II fiihrt zu der Folgerung:

Satz III. Noﬁvendig und hinreichend fiir die Existenz von Losungen des Systems
(6) vst das Verschwinden aller charakteristischen Determinanten dieses Systems.

Wir bemerken, da8 fiir ¥ =», wenn also der Rang gleich der Anzahl der Un-
bekannten ist, die Formeln (13) auf der rechten Seite iiberhaupt keine z; enthalten
und alle Unbekannten von z, bis z, wohlbestimmt sind.

. Satz IV. Das System besitzt genau dann eine eindeutiq bestimmte Lésung, wenn
alle charakteristischen Determinanten gleich Null sind und der Rang der Koeffizienten-
matriz gleich der Anzahl der Unbekannten ist.

Wir bemérken, da8B alle diese Uberlegungen auch dann noch richtig sind, wenn
die Anzahl der Gleichungen gleich der Anzahl der Unbekannten, d. h., wennm = n
ist. : ; .

Beispiel. Wir betrachten das System von vier Gleichungen mit drei Unbekannten
z—3y— 2z2=—1, .
224 y— 4z= 3,
44y — 2z2= 4,
Sz + 6y — 10z = 10,

Seine Koeffizientenmatrix ist

1 -3 -2
2 —4
1 4 -2
5 6 —10
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Man iiberzeugt sich leicht, daB alle Determinanten dritten Grades dieser Matrix gleich Null
sind und daB die in der linken oberen Ecke stehende Determinante zweiten Grades von Null
verschieden ist. Diese kann man also als Hauptdeterminante nehmen und der Rang des
Systems ist gleich 2. Wir bilden.die charakteristischen Determinanten. Im vorliegenden Fall
gibt es davon zwei:

1 -3 —1 . -3 —1
d,=2 1t 3{=0, 4=|2 1 3|—o.
1 4 4 5 6 10

Beide sind gleich Null. Daher geniigt es z auf die rechte Seite zu bringen und die ersten beiden
Gleichungen nach z und y aufzuldsen:

z—3y=2z-—1,
2z 4+ y=4z+4 3.

Als Losung erhilt man

2z—1 —3 1 221§
42+ 3 1] . 8 2 4243 5
= = 2 i} = = —
“’ 1 —3 2t Y 1 -3 7’
2 1 2 1
dabei ist z willkiirlich.

10. Homogene Systeme. Ein System heit homogen, wenn in ihm alle freien
Glieder b; gleich Null sind. Besitzt ein solches System charakteristische Deter-
minanten, so bestehen ihre letzten Spalten aus lauter Nullen, und sie verschwinden
daher alle. Jedes homogene System besitzt die triviale Lésung =, = 2, = -+ = 2,
=0, die wir im folgenden die Null-Lésung des Systems nennen. Die Grund-
probleme fiir homogene Systeme bestehen darin, zu untersuchen, ob diese Systeme
von Null verschiedene Losungen besitzen und, wenn dies der Fall ist, wie die
Gesamtheit der Losungen aussieht. Wir untersuchen zunichst den Fall, daB die
Anzahl der Gleichungen gleich der Anzahl-der Unbekannten ist. Das System hat
dann die Gestalt

Ay Ty + G Xy + - 4 A 2y =0,
@31 Ty + App Ty + oo 4 Ggy x4 =0, (14)

Opy Ty + Qo Ty + ++* + Gy Ty = 0.

Wenn die Determinante dieses Systems von Null verschieden ist, dann hat es
nach der Cramerschen Regel eine eindeutig bestimmte Losung, némlich die Null-
Losung. Ist diese Determinante jedoch gleich Null, so ist der Rang k der Koeffi-
zientenmatrix kleiner als die Anzahl der Unbekannten n. Folglich kann man die
Werte von n — k Unbekannten véllig willkiirlich wihlen, und das System hat un-
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endlich viele von der Null-Lésung verschiedene Losungen. Damit haben wir den
folgenden wichtigen Satz gewonnen:

Satz I. Das System (14) besitzt dann und nur dann von der Null-Lisung verschie-
dene Losungen, wenn seine Determinante gleich Null ist.

Wir wollen nun die Ergebnisse fiir das inhomogene System (1) und die fiir das
homogene System (14) vergleichen. Ist die Determinante des Systems von Null
verschieden, so besitzt das inhomogene System (1) eine eindeutig bestimmte Lo-
sung, das homogene System aber nur die Null-Losung. Ist diese Determinante je-
doch gleich Null, so hat das homogene System (14) von Null verschiedene Losungen;
das inhomogene System (1) dagegen besitzt im allgemeinen iiberhaupt keine Lé-
sungen, es sei denn, die freien Glieder sind so gewahlt, da alle charakteristischen
Determinanten verschwinden. Diese Parallelitit der Ergebnisse wird im folgenden
eine wesentliche Rolle spielen. In der Physik treten homogene Systeme bei der
Untersuchung von Eigenschwingungen, inhomogene Systeme bei der Untersuchung
erzwungener Schwingungen auf. Das Verschwinden der Determinante kennzeichnet
im homogenen Fall das Vorhandensein von Eigenschwingungen, im inhomogenen
Fall die Erscheinung der Resonanz,

Wir wollen nun die Lésungen des Systems (14) fiir den Fall untersuchen, da8
die Determinante des Gleichungssystems gleich Null ist. Es sei k¥ der Rang der
Koeffizientenmatrix ; dann ist offenbar £ < n. Nach dem in [9] bewiesenen Satz
miissen wir solche & Gleichungen nehmen, die mit ihren Koeffizienten an der
Bildung der Hauptdeterminante beteiligt sind, und sie nach den ¥ Unbekannten
auflésen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, diese Unbekann-
ten seien zy, ¥g, ..., ¥;. Die Losungen sind dann

z; =B Terr + - +BP2n (=1,2,..., k). (15)
Dabei sind die 8,9 bestimmte Zahlen, #,, ..., zy konnen beliebige Werte an-

nehmen.

Wir erwiahnen noch eine allgemeine Eigenschaft der Lisung des Systems (14).
Sie erglbt sich unmittelbar aus der Linearitit und Homogenitdt dieses Systems.
Haben wir namlich einige Losungen

z, = 2,P, 2, =2,2, 2, — 2,9, ..., 2, = z,P (s=1,2,...,n) (16)

des Systems, dann erhalten wir durch Multiplikation mit willkiirlichen Konstanten
und Addition wieder eine Lésung des Systems:

z, = C12,V 4 Cy2,® + Cy2,® + ... 4 Ci2,? s=12,...,n)

Analog wie seinerzeit fiir lineare Differentialgleichungen [II, 27} nennen wir
Losungen (16) linear unabhiingig, wenn es keine Konstanten C; von der Art gibt,
daB mindestens ein C; ungleich Null ist und das8 fiir jedes s die Gleichung

1
3 Ciz,® =

fm=]1

besteht.
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Man bestimmt leicht » — % linear unabhingige Losungen, die, mit willkiirlichen
Konstanten multipliziert und dann addiert, alle Lésungen des Systems liefern. Da-
zu gehen wir auf die Formeln (15) zuriick, die die allgemeine Lésung des Systems
geben, und konstruieren die gesuchten Losungen folgendermaBen: In der ersten
Losung setzen wir x,,, = 1 und alle iibrigen z;,, gleich Null; in der zweiten Lo-
sung setzen wir z,,, = 1 und alle {ibrigen z;,, gleich Null und so fort. SchlieBlich
setzen wir in der letzten, (» — k)-ten Losung x, = 1 und alle iibrigen z,,, gleich
Null. Man sieht leicht ein, daB die so konstruierten Lésungen linear unabhingig
sind. Fiir jede dieser Losungen gibt es namlich eine Unbekannte z,, die fiir diese
Losung den Wert 1, fiir die iibrigen Losungen aber den Wert 0 annimmt. Wir be-
zeichnen diese Losungen mit

T, = 2,5, x, = 2,5, _,,, x, = z,® s=12,...,m).

Eine beliebige Lisung des Systems (14) erhilt man nach den Formeln (15) fiir
gewisse spezielle Werte

Zier = Yi+1> Tit2 = Yk+2) <oy Tn = Vn-

Es leuchtet unmittelbar ein, daB diese Losung eine Linearkombination der von
uns konstruierten Losungen ist; es ist ndmlich

X, = Ykﬂxa(“n + Veaa e ®HD 4 oo 4 YaZ,™ . (8=1,2,...,n).

Wir werden zur Untersuchung der Losungen des homogenen Systems (14) zu-
riickkehren und zeigen, da8 bei jeder Wahl linear unabhéngiger Lésungen ihre
Anzahl gleich n — k ist.

Wir gehen zum allgemeinen Fall von m homogenen Gleichungen mit # Unbekann-
ten iiber. Ist m < n, soist der Rang k, der stets nicht groBer als m ist, auch kleiner
alsn,und » — k& Unbekannte sind willkiirlich. Wenn also die Anzahl der homogenen
Gleichungen kleiner als die Anzahl der Unbekannten ist, besitzt das System stets von
der Null-Lésung verschiedene Losungen.

Allgemein ist k¥ < n, und fiir k = n hat das System nur die Null-Lésung.

11. Linearformen. Mit der Frage der Auflosung linearer Gleichungssysteme
hingt die Untersuchung von Systemen von Linearformen eng zusammen. Unter
einer Linearform der Verianderlichen w,,2;,...,x, verstehen wir eine linéare
homogene Funktion dieser Verdnderlichen. Es seien

Ys =GnT) + Bua®p + +++ + Gpuy (s=1,2,...,m) 17)

m solcher Linearformen. Gibt es Konstanten «,, «,, ..., ay, wobei mindestens ein
o; von Null verschieden ist, derart, daB identisch in z,, z,, ..., z, die Beziehung

o + %Yy + oo+ xpYm =0

gilt, so heiBen die obigen Formen linear abhdngig, anderenfalls linear unabhingtg.
In dieser Identitit miissen alle Koeffizienten der z; gleich Null sein. Damit ist
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sie mit dem Gleichungssystem
X181y + a8y =+t + Ay =0,

X1Gg F KBy F - F Xyl =0,

K1 Oyg F Kalgy + -0 F X Qe = 0
dquivalent. .

Die Formen y, sind dann und nur dann linear unabhingig, wenn dieses System
homogener Gleichungen in «,, &,, ..., &, nur die Null-Lésung besitzt.

Die oben erzielten Ergebnisse fiihren jetzt zu einer Reihe von Folgerungen iiber
die lineare Abhingigkeit von Formen. Fiir m > n besitzt das homogene System
sicherlich nichttriviale Lésungen, und die Formen sind linear abhéngig. Die For-
men sind dann und nur dann linear unabhéngig, wenn der Rang k der Koeffizien-
tenmatrix (a,,) gleich der Anzahl m der Formen ist. Wenn m = #, d. h., wenn die
Anzahl der Formen gleich der Anzahl der Verdinderlichen ist, so ist fiir die lineare
Unabhingigkeit das Nichtverschwinden def Determinante der quadratischen (m = n)
Matriz (a,,) notwendig und hinreichend. In diesem Fall spricht man von einem wvoll-
stiindigen System linear unabhingiger Formen. Ist m < n und sind die Formen (17)
linear unabhingig (d. h. & = m), so ist fiir beliebige Werte y, das Gleichungs-
system (17) nach denjenigen Verinderlichen z, auflosbar, deren Koeffizienten eine
von Null verschiedene Determinante vom Grade k bilden; d. h., linear unabhingige-
Formen konnen unabhingig voneinander beliebige Werte y, annehmen. Fir k =m
= n sind bei vorgegebenen y, alle Werte z; eindeutig bestimmt.

Essei jetzt k¥ < m. Wenn wir die Formen y, und die Verdnderlichen x; passend
numerieren, diirfen wir annehmen, da8 sich aus der Matrix (a,,) in der linken oberen
Ecke eine von Null verschiedene Determinante des Grades & herausgreifen laft.
Dann sind die ersten £ Formen y,, y,, ..., ¥, linear unabhingig, jede der iibrigen
Formen y,,, laBt sich jedoch durch die ersten k linear ausdriicken. Fiir die ersten &
Formen ist ndmlich der Rang der Koeffizientenmatrix, der ja gleich k ist, mit der
Anzahl der Formen identisch. Daher sind die Formen linear unabhéngig. Nehmen
wir k£ 4+ 1 Formen y,, ¥,, ..., ¥k, Yrs1, 80 ist der Rang der Koeffizientenmatrix,
der ja ebenfalls k ist, kleiner als die Anzahl der Formen. Die Formen sind also linear
abhingig, d. h., es gibt Konstanten §,, die nicht alle verschwinden, derart, da8

Bih + o0 + Bee + BeniYan =0

gilt. Hierbei muB der Koeffizient f,, von Null verschieden sein, da sonst die For-

men y;, Y;, ..., Yx linear abhingig wiren; y,., 1iBt sich also linear durch die
ersten k Formen ausdriicken:
B B2 B
Yem=—Z2—%N—5— Y — = — 22— Y-
T B ' B Bt

Die Zahl k nennen wir den Rang des Formensystems (17). Die Zahl ist einerseits
gleich dem Rang der Koeffizientenmatrix, andererseits gleich der Maximalzahl
linear unabhéngiger Formen des Systems (17).
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Vorgegeben seien nun & linear unabhiingige Formen y,, y,, ..., mit k < n.
Wir nehmen ohne Beschriankung der Allgemeinheit an, daB die aus den Elementen
in der linken oberen Ecke der Matrix (a,,) gebildete Determinante vom Grade &
von Null verschieden ist. Wie man sofort sieht, 148t sich dann das System dieser
k Formen zu einem vollstindigen System von n linear unabhingigen Formen er-
weitern. Man braucht niamlich dazu nur z. B.

Yier = Zga1s ++ 22 Yn = Xp

zu setzen. Die Determinante der so erhaltenen n Formen ist

A11Q1p .. A @y 1 Q) kr2 -+ Ty
A1 Q22 -+ B2k Q2k41Bokr2 -+ onm
A1y -+ A k1 Bhekrg -+ Agn

0 0..0 1 0..0
0 0...0 0 1...0

Entwickeln wir sie zunachst nach der letzten Zeile, dann nach der vorletzten Zeile
usw., so sehen wir, dafl ihr Wert gleich der in der linken oberen Ecke stehenden
Determinante des Grades k ist. Sie ist daher von Null verschieden. Folglich sind die
Formen y,, y,, ..., ys wirklich linear unabhingig. Also kann man jedes System
linear unabhingiger Formen zu einem vollstindigen System linear unabhingiger
Formen erwestern.

12. Der n-dimensionale Vektorraum. Wir wollen nun den oben erzielten Ergeb-
nissen eine geometrische Formulierung geben, die wir im folgenden benutzen wer-
den. Dazu fiithren wir den Begriff eines Vektors im n-dimensionalen Raum ein. Als
einen solchen Vektor bezeichnen wir jedes geordnete n-Tupel von (komplexen)
Zahlen. Somit ist ein Vektor ¢ durch ein System von n komplexen Zahlen charakte-
risiert, die wir die Komponenten dieses Vektors nennen: t = (x,, z,, ..., Z,). Die
Gesamtheit aller solcher Vektoren bildet den n-dimensionalen Vektorraum R,,.

Zwer Vektoren sind dann und nur dann gleich, wenn sie in thren Komponenten
iiberesnstimmen, d. h., fiir zwei Vektoren u = (u,, uy, ..., %s) und v = (v,, vy, .., vs)
ist die Vektorgleichung u =9 mit den folgenden skalaren Gleichungen gleich-
wertig: u; = vy, Uy = Vs, ..., Uy = V.

Wir definieren nun die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl und die
Addition von Vektoren. Definitionsgema8 soll die Multiplikation eines Vektors
mit einer Zahl auf die Multiplikation aller Komponenten des Vektors mit dieser
Zahl hinauslaufen. Wenn also ein Vektor ¢ die Komponenten zy, z,, ..., z, hat,
soll der Vektor kr die Komponenten kz,, kx,, ..., kz, besitzen. Die Addition von
Vektoren fiihrt man auf diejenige der Komponenten zuriick ; und zwar hat, wenn
die Vektoren t = (z;,%;,...,%4) und 9 = (1, ¥s, .. ,y,) gegeben sind, die
Summe g + f) nach Deflmtlon die Komponenten z, + y;, 2, + Y2, ..., %y + Yu-
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Der Vektor (0, 0, ..., 0) heiBt der Nullvektor; alle seine Komponenten sind gleich
Null. Wir bezeichnen diesen Vektor mit p. Offenbar gilt 0 = 0.y fiir jeden
Vektor und ¥+ 0 =1x.

Die Subtraktion von Vektoren definieren wir wie folgt: ¢ — 1 sei der Vektor
mit den Komponenten z; —y,, , — ¥s,..., ¥y — Ys. Offenbar ist t — ¢ =0 und
t—1Y =1+ (—1)p, d. h,die Subtraktion des Vektors f) ist mit der Addition des
mit —1 multiplizierten Vektors ) gleichwertig. Im folgenden werden wir oft Vek-
torgleichungen aufzuschreiben haben. Jede solche Gleichung ist mit n skalaren Glei-
chungen dquivalent, die ausdriicken, daB8 die entsprechenden Komponenten bei-
der Seiten der Gleichung iibereinstimmen. Wir werden von nun an nicht mehr das
Symbol o fiir den Nullvektor verwenden; man méoge jedoch stets daran denken,
daB eine Null auf einer Seite einer Vektorgleichung stets als Nullvektor aufzufassen
ist. Aus den obigen Definitionen ergeben sich unmittelbar die gewshnlichen Eigen-
schaften der Addition und Multiplikation:

t+y=9+1,

t+m+a)=C+9+3

(ky + ko)x = kyx + kot

k(x + 1) =kr + ky,

ky(kyx) = (kyKo)x.
In einer Summe von Vektoren mit beliebig vielen Summanden kann man also
Summanden vertauschen und durch Klammern zusammenfassen. Aus der Glei-

chung ¢+ 9 =3 folgt t =3 — 9 und y =3 — ¢, und umgekehrt folgt aus
t — 9 =3 die Gleichung ¢ =19 + 3.

Wir fithren nun die lineare Abhéngigkeit und Unabhédngigkeit von Vektoren ein.
Die Vektoren
O, @, g (18)

nennen wir linear abhdngig, wenn es Konstanten C,, C,, ..., C; gibt, die nicht alle
gleich Null sind, so daB die Gleichung

Ciz® + Cop® + o + Cz® =0 (19)
besteht.

Wenn es solche Konstanten nicht gibt, heiBen die Vektoren (18) linear unab-
hdngig. Wir bezeichnen die Komponenten der Vektoren gz, mit z,?, z,?, ...,
2,”. Dann ist offenbar die Bedingung (19) mit dem folgenden System von =
Gleichungen mit den Unbekannten C,, C,, ..., C; dquivalent:

2, VC, + ,PCy + ++- + 2,0, =0,
2P0+ 2,20y + - + 2,0, =0, (20)

.................................

2,00 + 2,20, + -+ + 2,90, = 0.
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Die oben erhaltenen Ergebnisse iiber homogene Systeme lassen sich geometrisch
formulieren, und man kann aus ihnen leicht eine Reihe von Folgerungen ziehen.
Esseizunichst [ > n, d. h., die Anzahl der Vektoren sei groBer als die Dimension
des Raumes. Dann ist im homogenen System (20) die Anzahl der Gleichungen
kleiner als die der Unbekannten. Folglich hat dieses System, wie wir wissen, sicher
eine von der Null-Losung verschiedene Losung fiir die C;, unsere Vektoren sind
also sicherlich linear abhingig. Mit anderen Worten: Die Anzahl linear unabhingi-
ger Vektoren ist hichstens gleich der Dimension des Raumes. Wir betrachten nun den
Fall I =n. Die Anzahl der Gleichungen ist dann gleich der Anzahl der Unbe-
kannten, und (20) hat genau dann eine von der Null-Lésung verschiedene Losung.
wenn die Determinante seiner Koeffizientenmatrix gleich Null ist. Sind also im »-
dimensionalen Raum n Vektoren gegeben und bilden wir aus der Matrix der »2
Komponenten die Determinante, indem wir die Vektoren als die Spalten auffassen.
wobei der Zeilenindex mit dem Index der Komponente iibereinstimmt, so sind die
Vektoren genau dann linear unabhingig, wenn diese Determinante von Null ver-
schieden ist. Der Wert dieser Determinante ist ein Analogon zum Rauminhalt eines
Parallelepipeds im reellen dreidimensionalen Raum.

Wir konnen in jeder Determinante |b;| vom Grade n die Elemente jeder Spalte
(b1ks Dok, - - -, bax) als Komponenten eines Vektors b ansehen. Der Wert der Deter-
minante wird dann eine Funktion der n Vektoren b® b2 ... 6. Ist er gleich
Null, so ist dies gleichbedeutend damit, da8 die Vektoren linear abhéngig sind.

Wir bezeichnen den Wert dieser Determinante als Funktion der Vektoren 0%
mit

|big] = A (6P, 5P, ..., 6™).

Erinnern wir uns, da8 bei Vertauschung zweier Spalten der Wert der Determinante
das Vorzeichen wechselt, so sehen wir, dal die Funktion A ihr Zeichen dndert.
wenn man zwei Argumente miteinander vertauscht. Eine solche Funktion nennt
man gewShnlich antisymmetrisch. Man sieht z. B., daB die von uns in [5] betrach-
tete Vandermondesche Determinante D, eine antisymmetrische Funktion ihrer
Argumente z,,z,, ..., z, ist.

Wir kehren nun zum System (20) und zur Frage nach der linearen Unabhingig-
keit der Vektoren ¢, ¢®,..., g% fiir Il < n zuriick. Es bezeichne k wieder den
Rang der aus den Komponenten z,¢ gebildeten Matrix. Fiir ¥ =1 hat, wie wir
sahen, das System nur die Null-Lésung, d. h., die Vektoren sind linear unabhéangig.
Fiir k < I besitzt es jedoch sicher eine von der Null-Lésung verschiedene Losung.
Vektoren sind also dann und nur dann linear unabhingig, wenn ihre Anzahl gleich dem
Rang der aus ihren Komponenten gebildeten Matriz ist. Esseinun k <!, d. h., die
Vektoren seien linear abhéngig. Wir suchen aus ihnen £ Vektoren heraus, aus deren
Komponenten man eine von Null verschiedene Determinante vom Grade % bilden
kann. Nach dem oben Bewiesenen sind diese Vektoren dann linear unabhingig.
Man sieht nun leicht, daBl man durch sie alle iibrigen Vektoren linear ausdriicken
kann. Es seien @, x®, ..., ¥ die linear unabhingigen Vektoren. Fiigen wir zu
diesen noch irgendeinen Vektor £“+* hinzu, so erhalten wir k4 1 linear abhangige
Vektoren, da der Rang k der Matrix ihrer Komponenten kleiner als ihre Anzahl
l =k 4 1 ist. Folglich gibt es Konstanten C; (t = 1,2, ..., k, k 4 s), die nicht

4 Smirnow III/1



50 1. Determinanten und die Auflésung von Gleichungssystemen

alle Null sind, derart, da8 die Gleichung
CIE(” + 022(” + + Ckz(k) + Ckﬂg(t-n) =0

besteht. Dabei ist sicherlich C,,, & 0, da sonst die Vektoren ¢, ¢®, ... ¢®
linear abhiingig wiiren. Aus der obigen Gleichung ergibt sich dann sofort die Be-
ziehung .

C C C
) — T e 72 ., K w0y
£ k+s Chn § k+s t
Der Vektor g®+ liBt sich somit linear durch ¢®, ¢®, ..., t® ausdriicken.
Es seien W, @, ..., ™ irgendwelche linear unabhingige Vektoren. Ein Bei-
spiel dafiir sind die Vektoren
1,0,0,...,0), ©,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1). (21)

Nehmen wir noch einen beliebigen Vektor ¢ dazu, dann sind die » 4 1 Vektoren
D g® . ™, g, wie wir oben sahen, linear abhiingig. Es besteht die Gleichung

Cit® 4 Cog® 4 -+ 4 Coz™ 4 Cg = 0.

Dabei ist C sicherlich von Null verschieden, da nidmlich sonst die Vektoren
IV, x®, ..., g™ linear abhingig wiren. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich,
daB sich jeder Vektor x durch n linear unabhiingige Vektoren in der folgenden Form
ausdriicken ldpt:

E=0FP + r® + .- + xur® (“o = —%)- (22)

Man sieht, daB es auck nur esne Darstellung von ¢ durch die Vektoren ¢, g®, . g™
gtbt. Gibe es nimlich auer (22) noch einen Ausdruck

L =B + Bst® + +-+ + Bar ™, -

wobei mindestens ein #, von dem entsprechenden «, verschieden ist, so wiirden
wir nach Subtraktion der beiden Ausdriicke

(01 — BIED + (a3 — B)E® + -+ + (xa — Ba)E® =0

erhalten, die Vektoren r@,¢®, ..., ™ wiren linear abhingig. Nimmt man als
Vektoren @, ¢®, ..., ™ die Vektoren (21), dann sind die Zahlen &, der Formel
(22) offenbar mit den Komponenten x, des Vektors ¢ = (z,, 23, ..., z,) identisch.
Auch im allgemeinen Fall kann man die «, als Komponenten von g beziiglich der
Grundvektoren ¢, ¢®, ..., ¢ bezeichnen. Lassen wir die Zahlen x, alle kom-
plexen Werte durchlaufen, dann erhalten wir alle Vektoren des n-dimensionalen
Raumes. Angenommen, wir haben jetzt k linear unabhingige Vektoren

W, @, .., ® (23)
mit k < n. Wir sagen dann, die Gesamtheit aller Vektoren, die sich in der Form
h =Ct? + Cyx® + - 4+ Cpg® (23,)
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mit beliebigen Konstanten C, darstellen lassen, bilde einen Unterraum L, der Di-
mension k. Wie oben kann man zeigen, da8 sich jeder in L, liegende Vektor ein-
deutig durch ™, @, ..., t® ausdriicken 1i8t. Man sagt auch, die Vektoren (23)
spannen den Unterraum L, auf.

Gehort ein Vektor 3 zu L, d. h., lit er sich in der Form (23,) darstellen, so
1aBt sich cj fiir beliebiges ¢ ebenfalls in der Form (23,) ausdriicken, gehort also
zu L;. Ebenso gehért mit 3 und 3® auch ihre Summe 3 + 3® zu L,. Hieraus
ergibt sich unmittelbar eine allgemeinere Eigenschaft: Gehdren die Vekioren
3V, 3%, ..., 3P 2zu einem Unterraum Ly, so liegt auch jede Linearkombination
130 4+ 723® + - 4 3@ in L.

Wir wihlen nun m beliebige Vektoren aus L; aus:

PO = C,O 4 C,@g® 4 oo 4 CO®  (s=1,2,...,m). (24)
Wegen der linearen Unabhingigkeit der Vektoren (23) ist eine Relation der Gestalt
9P + )@ 4 o - aph™ =0
mit dem System von k& homogenen Gleichungen in «,, «,, ..., &p,
% Cg®P + ;0@ - -+ 4 5, C,™ =0 g=1,2,..., k),

gleichwertig. Besitzt dieses von der Null-Losung verschiedene Losupgen, dann
sind die Vektoren (24) linear abhingig. Insbesondere gibt es fiir m > k sicherlich
von der Null-Lésung verschiedene Lisungen, d. h., mehr als & Vektoren eines von
den Vektoren (23) aufgespannten Unterraumes sind stets linear abhingig. Hieraus
ergibt sich, daBl der aus den linear unabhingigen Vektoren (23) gebildete Unter-
raum nicht schon von ! < k linear unabhingigen Vektoren 3@, 3®, ..., 3@ ge-
bildet werden kann. Nach dem eben Gesagten kann es in dem: Unterraum dann
nicht mehr als ! linear unabhiingige Vektoren geben. Es liegen aber in ihm die
linear unabhingigen Vektoren (23), deren Anzahl gréBer als ! ist. Wdhlen wir k be-
liebtge linear unabhingige Vektoren u®, u®, ..., u® aus L, aus, so bilden diese in
dem oben angegebenen Sinne denselben Unterraum L. Nach der Definition des Unter-
raumes gehért nimlich jede Linearkombination

Clu(l) + Cau(S) + cee _I_ Cku(k) A

zu L,. Essei nun y) irgendein Vektor aus L;. Die k + 1 Vektoren u®, u®, ..., u®,
1) gehéren zu L, und miissen nach dem Friiheren linear abhingig sein; also ist

Biu® 4 Bou@ 4 ... 4 Bu® + yp = 0.

Da u®, u®, ..., u® linear unabhingig sind, muB y von Null verschieden sein,
d. h., jeder Vektor y aus L, 148t sich durch u®, u®, ..., u® ausdriicken. Diese
Vektoren spannen auch tatsichlich den Unterraum L, auf. Ist in den Formeln (24)
m = k und die aus den Koeffizienten C,‘? gebildete Determinante von Null ver-
schieden, so sind pH®, yh®, ..., y® linear unabhingige Vektoren aus L;.

Im allgemeinen Fall zeigt man leicht, da8 die Anzahl der durch die Formeln (24)
gegebenen linear unabhingigen Vektoren gleich dem Rang der Matrix O, ist.

4%
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Wie wir oben sahen, gehort mit einem Vektor 3 auch ¢ (fiir belieges ¢) und
mit zwei Vektoren 3,, 3, auch der Vektor 3, + 3, zu einem Unterraum L. Wir
kénnten nun auch einen Unterraum folgendermaBen definieren: Ein Unterraum L
ist eine solche Gesamtheit von Vektoren, die mit einem Vektor 3 auch ¢z und mit
3V und 3?® auch den Vektor 3 + 3 enthilt. Hieraus ergibt sich unmittel-
bar, daB jede Linearkombination von Vektoren aus L zu L gehoért. Wir sahen
ebenso, daB aus der fritheren Definition eines Unterraumes die Eigenschaften
folgen, die in der neuen Definition formuliert sind. Wir zeigen nun auch umge-
kehrt, daB aus der neuen Definition die alte folgt; d. h., die Definitionen sind
gleichwertig.

Es sei ¢V ein Vektor aus L. Nach Definition von L gehéren die Vektoren C, ¥
bei beliebigem C, ebenfalls zu L. Wird durch diese Vektoren ganz L ausgeschopft,
so haben wir einen Unterraum L, im fritheren Sinne vor uns. Andernfalls gibt es in
L einen von g? linear unabhéngigen Vektor ¢», und die Vektoren C,g® +4 C,x®
gehoren bei beliebigen C,, C, zu L. Wird durch diese Vektoren ganz L ausgeschopft,
go ist L mit einem L, im friiheren Sinne identisch. Sonst liegt in L noch ein Vek-
tor ¢ derart, daB ¢V, ¢®, £® linear unabhingig sind. Fahren wir in dieser Weise
fort, so erschépfen wir durch endlich viele linear unabhiingige Vektoren ¢ ganz L,
da es nicht mehr als n linear unabhingige Vektoren gibt. Die Anzahl k dieser
Vektoren ¢ liefert die Dimension des Vektorraumes L. Fiir k = » fallt L mit
dem ganzen n-dimensionalen Raum zusammen.

)

Wir erwédhnen noch einen mit der Bildung des Unterraumes zusammenhéngen-
den Umstand. Sind die Vektoren ™, ¢®, ..., t® linear abhingig, so sagen wir
nach wie vor, daB die Formel (23,) einen Unterraum L definiert. Wir nehmen an,
daB unter den angegebenen Vektoren die ersten /, ndmlich g, ¢®, ..., ¢®, linear
unabhiingig sind und jeder der iibrigen Vektoren gU+v, ¢ ¢® gich durch
sie linear ausdriicken laft. Dabei ist offenbar die Gesamtheit der durch (23,) de-
finierten Vektoren mit der Gesamtheit der durch die Formel

h = Cig® + Cog® 4 o + Cig®

ausgedriickten Vektoren identisch, d. h., der durch die linear abhéngigen Vektoren
P, ®, ..., ¥ aufgespannte Unterraum L besitzt die Dimension ! (I < k).

Wir betrachten speziell den reellen dreidimensionalen Raum und lassen alle Vek-
toren von einem bestimmten Punkt O (dem Ursprung) ausgehen. Hier ist » = 3.
Fiir ¥ = 1 ist der Unterraum L, eine Gerade durch O, und L, ist eine Ebene, die
durch O geht.

13. Das innere Produkt. Wir verabreden zundchst einige Bezeichnungen. Ist
« eine komplexe Zahl, so bezeichne & die zu « konjugiert komplexe Zahl und |« |
den absoluten Betrag von «, so daB also x & = | x|? ist. Wir fiihren nun einen neuen
Begriff ein, der im folgenden eine groBe Rolle spielen wird.

Definition. Unter dem ¢nneren Produkt (Skalarprodukt) zweier Vektoren

L= (T, &g ..., Ty) und Y = (¥1, Yos -+ »Yn)
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verstehen wir die Zahl, die gleich der folgenden Summe ist:

Ma

ZyY,-

8=1

Wir werden das innere Produkt mit (g, y) bezeichnen. Es gelten die Beziehungen

(t ) = g;xays’ (9, 1) = Z?hxa
Hieraus folgt

1) ={@").

Wir sagen, dafl zwei Vektoren aufeinander senkrecht stehen oder auch, daB sie zu-
einander orthogonal sind, wenn ihr inneres Produkt gleich Null ist. Da die zu Null
konjugierte Zahl auch Null ist, spielt in der Orthogonalitatsbedingung die Reihen-
folge der Vektoren im inneren Produkt keine Rolle. Man sieht leicht ein, da der
Nullvektor (0, 0, ..., 0) zu jedem Vektor ¢ orthogonal ist.

Aus der Definition des inneren Produktes ergeben sich unmittelbar die Eigen-
schaften

(%, 9) =a(r,9), (5 ah) =&(L,Y)
(« ein Zahlfaktor). AuBerdem gilt

E+93=E3+1m3), y+z==Cy) + &3,

und dieses Distributivgesetz gilt fiir beliebig viele Summanden. Es folgt daraus
u. a. die Beziehung

(t+9, utv)=(u) + (r,v) + (v, u) + (9, v).

Wir bilden das innere Produkt eines Vektors ¢ = (x,, «,, ..., «,) mit sich selbst:

(t,x) = Zx,x, Z EALS

=1

Der Ausdruck ist eine positive Zahl, wenn der Vektor von (0, 0, ..., 0) verschieden
ist, und verschwindet fiir den Nullvektor (0, 0, ..., 0). Die Quadratwurzel (genauer:
ihr nicht-negativer Wert) aus der reellen Zahl (g, t) heiBt die Norm oder die Linge
des Vektors g. Bezeichnen wir die Norm mit ||¢||, so ist

mm=mn=§mm el = V@ o me

Die Glelchung lzll =0 bedeutet, daB g der Nullvektor ist. Es selen I, 9, 3 drei
paarweise orthogonale Vektoren, d. h.

(E’ t)) =0, (Ir 3) =0, (t),&) =0.
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Das Distributivgesetz fiir das innere Produkt ergibt bei Beachtung dieser Glei-
chungen

C+y+sr+9+3) =1+ 101+ (53

e+ 9+ 3l =zl + Inl®+ 3l

Diese Formel entspricht dem Safz des Pythagoras. Sie gilt fiir beliebig viele Sum-
manden. Wesentlich ist nur, daB die Vektorsummanden paarweise orthogonal
sind. Wir beweisen die folgende Aussage: Sind die Vektoren r,r®,...,t?
paarweise orthogonal und kommt unter thnen der Nullvektor nicht vor, so sind sie linear
unabhéingig. Wir nehmen an, es gelte

oder

[}
Z CGE“) — 0,
8=1

und zeigen, daB alle Zahlen C, gleich Null sein miissen. Man multipliziert beide
Seiten dieser Gleichung skalar mit ¢®, wobei.k eine der Zahlen 1, 2, ..., list:

]
Z‘ C;(I(a), E(k)) =0.
8=1

Da die Vektoren ¢ paarweise orthogonal sind, ist (r?, ) = 0 fiir ¢ &= k. Die
letzte Formel ergibt dann C,(¢®, ¢®) =0, d.h. C, ||t® |2 = 0. Hieraus folgt
aber wegen |r® |2 > 0 die Beziehung C, = 0. Sie gilt fiir jedes k.

14. Geometrische Deutung homogener Systeme. Wir betrachten das homogene
System

A% + Gy + o0 + @17, =0,
Ay Ty + Bopy 4 ¢+ 4 Gouwy =0, (25)

An1 %) + Gua®y + -+ 4 CppTp =0
und fiihren die Vektoren

AV = (Tyy, Tygy -ees B1p)s oooy O™ = (Gpyy Tpoy oo o5 App) (26)
ein. Dann 1Bt sich das System. (25) kurz in der Form

(5, a®) =0,...,(x,a™) =0 (27)

schreiben. Dadurch ist das Problem der Auflésung von (25) zuriickgefiihrt auf die
Bestimmung eines Vektors g, der zu allen Vektoren a‘’ orthogonal ist. Ist die
Determinante |a;;| von Null verschieden, so gilt dasselbe fiir die Determinante
|@i|, da ihr Wert konjugiert komplex zu |a;;| ist. Also sind die Vektoren a¢’
linear unabhéngig, und das System (27) hat nur die Null-Losung. AuBer dem Null-
vektor gibt es somit keinen Vektor, der auf allen # linear unabhingigen Vektoren
(im n-dimengionalen Raum) senkrecht steht.

Wir betrachten nun den Fall, in dem die Determinante des Systems (25)
gleich Null ist. Der Rang des Systems sei k. Bilden wir die Matrix aus den konju-



14. Geometrische Deutung homogener Systeme 55

giert komplexen Elementen, dann sind die Werte der Determinanten aus den
Elementen der Matrix konjugiert komplex zu den entsprechenden Determinanten
aus den Elementen der Matrix (a;). Also ist offenbar der Rang der konjugier-
ten Matrix ebenfalls gleich k. Nach dem oben Bewiesenen gibt es unter den Vekto-
ren a*” sicher k linear unabhéngige, alle iibrigen sind Linearkombinationen von
diesen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, da

a®, ..., a® (28)

diese linear unabhéngigen Vektoren sind. Die anderen lassen si¢h dann in der Form
a(t-H) — ﬂl(l'+c) a® + ﬂ2(k+d) a(2) + e _|_ ﬂk(k+a) a(k)
k+s=k+1,k+2,..,n)

darstellen. Die 8, sind dabei gewisse Zahlkoeffizienten. Wie sich hieraus unmittel
bar ergibt, steht der Vektor ¢ senkrecht auf allen n Vektoren a‘?, sobald er zu allen
Vekteren (28) orthogonal ist. Es gilt ndémlich

(Er a"‘+") — i‘ Z;".am) (x, a“’) .

Die Summe ist gleich Null, da nach Voraussetzung jeder einzelne Summand
verschwindet. Folglich geniigt es, die ersten k-Gleichungen des Systems zu losen.
Wenn wir wie immer annehmen, eine von Null verschiedene Determinante vom
Grade k stehe in der linken oberen Ecke, so erhalten wir fiir den gesuchten Vektor
nach der Methode von [12] n — k linear unabhingige Losungen @, ..., x®-,
Jede weitere Losung 1dBt sich dann als Linearkombination dieser #» — k Vek-
toren darstellen. Man kann sagen, daB in diesem Fall die durch die Formel

t) — Cla(l) + Caa(l) + .ee + Cka(k)

definierten Vektoren (die C; sind hier willkiirliche Konstanten) einen Raum L, der
Dimension % aufspannen. Dieser ist ein Unterraum des n-dimensionalen Raumes.
Ebenso bilden die Vektoren @, ¢ ..., r"® einen Unterraum M, , der
Dimension n — k. Nun ist der Unterraum M, _, orthogonal zum Unterraum L,
d. h., jeder Vektor aus M, _, ist zu jedem Vektor aus L, orthogonal und umgekehrt.
Der Unterraum M, _, besteht aus den Vektoren, die dem System (27) geniigen, die
also zu a®, a®, ..., a® orthogonal sind. Man sieht leicht, daB die » Vektoren
al . a®, g @ g™ linear unabhingig sind. Nehmen wir einmal an, es be-
stiinde zwischen ihnen eine Beziehung

(©0® + o + 6a®) + (E® + - + dasiz® ") = 0. (29)

Die erste Klammer liefert einen Vektor a aus L, die zweite einen Vektor ¢ aus
M, ;,undesist a 4 x =0 oder a = —g. Die Vektoren a und g sind jedoch zu-
einander orthogonal. Es zeigt sich also, daB der Vektor a zu sich selbst orthogonal
ist. Das bedeutet, daB (a, a) = 0 oder |a| = O ist. Hieraus folgt, daB a der Null-
vektor ist. Dasselbe gilt fiir den Vektor ¢. Somit ist

c]a(l) + + cka(k) =0 und dlg(l) + + d"_kg(n—l:) =0.
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Nach Voraussetzung sind aber die Vektoren a®®, ..., a%® linear unabhéngig, folg-
lich miissen alle Konstanten c, gleich Null sein. Dasselbe kann man von den d, aus-
sagen. Also miissen in der Beziehung (29) alle Koeffizienten verschwinden, d. h.,
die Vektoren a®, ..., a®, @, ..., ¢»¥® gind tatsdchlich linear unabhéngig.

Jeder Vektor g laBt sich eindeutig in der Form
L= (yla(l) + o+ y"_a(l‘)) + (6] E(D 4o+ 6n—kg('_k))

darstellen. wobei die erste Klammer einen Vektor aus L,, die zweite einen Vektor
aus M,_, liefert. Die Vektoren aus M,_; sind, wie schon erwihnt, alle méglichen
Lésungen des Systems (27). Somit besteht jedes vollstindige System linear unab-
hingiger Losungen aus n — k solcher Losungen; das sind gerade so viel, wie die
Dimension von M,_, betriagt. Auf Grund der obigen Untersuchungen homogener
Systeme kommen wir jetzt zu dem folgenden wichtigen Resultat:

Liegt ein Unterraum L, der Dimension k (k < n) wvor, so bilden die zu diesem
Unterraum orthogonalen Vektoren einen Unterraum M, _, der Dimension n — k.
Jeder Vektor ¥ aus R, kann in Form einer Summe =y + 3§ dargestellt werden,
wobet y) zu L, und § zu M,_, gehort.

Wir werden zeigen, dall diese Darstellung esndeutig ist. Angenommen, es gibe
auBer dieser Darstellung noch eine weitere t =u + v mit u aus L; und v aus
M, _,. Wir miissen beweisen, da u =y und v = 3 ist. Es gilt zundchst y 4 3
=u-+0v, also ) — u =v — 3. Die Differenz ) — u gehért zu L;, die Differenz
v — 3 zu M,_,. Hieraus ergibt sich, daf der Vektor y — u zu sich selbst ortho-
gonal ist, so daB (y —u, y —u) =0 oder ||y — u|| =0 gilt. Dann ist aber
p—u=0und ) =u. Aus ) — u = v — 3 folgt nun die Behauptung v = 3.

Der in der Darstellung ¢ = 1 + 3 auftretende Vektor ) heit Projektion von g
in den Unterraum L;. In der angegebenen Darstellung sind die Vektoren 1) und 3
orthogonal, und der Satz des PyTHAGORAS ergibt die Beziehung |x|® = |py|?®
+ |3]|®. Folglich ist ||y| < ||g||. Dabei gilt das Gleichheitszeichen dann und
nur dann, wenn 3 der Nullvektor ist, wenn also g aus L, ist, so da 1y =g ist.
Analog ist ||3|| =< ||x||, und das Gleichheitszeichen steht dann und nur dann,
wenn f zu L, orthogonal ist, d. h., wenn 3 = ¢ ist. Die Unterrdume L, und M, _,
nennt man gewohnlich komplementire orthogonale Unterriume. Fiir k = n ist L,
der ganze R,, und M, reduziert sich auf den Nullvektor.

Als Beispiel betrachten wir wieder den reellen dreidimensionalen Raum; es sei
k=2, also n — k=3 — 2 =1. Der Unterraum L, ist eine Ebene E durch den
Punkt O, M, ist eine Gerade G durch O, die zu E senkrecht ist. Jeder Vektor kann
eindeutig als Summe zweier Vektoren dargestellt werden, von denen der eine in der
Ebene E, der andere auf der Geraden @ liegt. Wir haben nun eine geometrische
Deutung der Lésung eines homogenen Systems nur dort gegeben, wo die Anzahl
der Gleichungen gleich der Anzahl der Unbekannten ist. Ganz entsprechend kann
man auch im allgemeinen Fall verfahren. Dabei muB die Anzahl der Vektoren a®®
nicht unbedingt gleich der Zahl » sein. Eine entsprechende Bemerkung gilt auch
fiir den folgenden Abschnitt.
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15. Inhomogene Systeme. Wir betrachten das inhomogene System

1%y + @1y + oo+ ATy = by,

Q21 7y + YY) + A + Qo Xy = bz, (30)
Ay Ty + Gpo kg + - + Gpux, = b,.
EsldBt sich deuten als die Bestimmung eines Vektors ¢ = (z,, %,, ..., Z,) ausdem
System
(r,a®) =by, ..., (t,a™) = b, (31)

bei vorgegebenen Vektoren (26). Ist die Determinante des Systems von Null ver-
schieden, dann ergibt die Cramersche Regel die eindeutige Lésung. Es sei nun die
Determinante desSystemsgleich Nullund der Rangder Koeffizientenmatrix gleich k.
Wie immer ergebe sich dabei eine von Null verschiedene Determinante vom
Grade k in der linken oberen Ecke. Zusammen mit dem System (30) betrachten wir
das System homogener Gleichungen, deren Koeffizienten man aus denjenigen
des vorgegebenen durch Vertauschung von Zeilen mit Spalten und durch Uber-
gang zu den konjugiert komplexen Koeffizienten erhilt. Das neue System hat also
die Gestalt

anth + any+ -+ aGuys =0,
Y1 + BoYa + o+ + Auayn =0, (32)

.............................

611‘?/1 + 52..% + et Eluyu =0.

Die Koeffizientenmatrix hat nach wie vor den Rang k, und die in der linken oberen
Ecke sich ergebende Determinante vom Grade % ist nach wie vor von Null ver-
schieden. Wir nennen dieses homogene System das zu (30) adjungterte System. Wie
wir oben sahen, ist seine Lisung eine Linearkombination von gewissen n — k
Lésungen (Vektoren). Die letzteren kann man z. B. wie folgt erhalten: Man setzt
alle y,,(1 <8 <n — k) gleich Null bis auf eines, das gleich Eins angenommen
wird. Dann 16st man die ersten k Gleichungen mit Hilfe der Cramerschen Regel
nach den Unbekannten y,, ys, .:., ¥, auf. Setzen wir etwa y,,; = 1, so kommen
wir zu dem System

anth +anyYe+ -+ @Gl = —8ras
ByoY1 + BooYa + - + G = — Bira,2s

At + GuYs + - + CuYe = — Cprr k-

Losen wir dieses System und gehen zu den konjugierten GréBen iiber, so erhalten
wir die Beziehungen

g,,:_‘ll_"; (m=1,2,..,k (33)

?7k+1=1: yk+z=?7k+s="‘=!7u=0-
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Dabei ist
all a:l D) akl
4 = Q19 Qg9 ... Qpo :|=0.
@y By Qi

44" erhilt man aus 4’, indem man die Elemente der m-ten Spalte durch die
Gpiry -oes Qg ersetzt. Die Gleichung

. k Am,
(b, 9) =—3 Tbm'l"bh»l =0
m=1
oder
E
3 Anb - Ay =0 (34)

ma=1
driickt die Bedingung aus, da8 der Vektor b mit den.Komponenten by, b,, ..., b,
auf dem eben bei der Losung des Systems (32) gewonnenen Vektor f) senkrecht
steht. Wenn wir in der Determinante 4,,’ Zeilen mit Spalten vertauschen und

danach die m-te Zeile durch ¥ — m Transpositionen an die Stelle der letzten Zeile
bringen, so erhalten wir die Darstellung

..................

Qm-1,1 C;m-1,2 + -+ Om-1,k

—Ap' = |Gpe11 Omirz -+ Gmerp | o (—1)FHR,

Ay Gz ... Oy

Cpi151 Bgr1s2 -+ Bhsbok

Dies ist gerade das algebraische Komplement des Elements b,, in der charak-
teristischen Determinante

@pir1 Brena oo Geere b

Die Bedingung (34) ist also gleichwertig damit, daB diese charakteristische Deter-
minante gleich Null ist; denn (34) ist einfach die Entwicklung von 4,,, nach der
letzten Spalte. Analog ergibt sich, daB fiir y,., = 1 die zu (34) analoge Bedingung
gleichwertig ist mit 4,,, = 0. Wir kommen so zu dem folgenden Ergebnis: Ist
dte Determinante des Systems (30) gleich Null, dann hat dieses System dann und
nur dann eine Lisung, wenn der Vektor (by,b,, ..., b,) zu allen Losungsvektoren
des adjungierten Systems (32) orthogonal ist.
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Die allgemeine Losung des Systems (30) ist gleich der Summe irgendeiner spezi-
ellen (partikuldren) Losung dieses Systems und der allgemeinen Lésung des ent-
sprechenden homogenen Systems, das man aus (30) erhélt, indem man die b; durch
Nullen ersetzt. Diese allgemeine Losung des homogenen Systems enthdlt n — k
willkiirliche Konstanten.

Wir wollen noch eine fiir das Folgende wichtige geometrische Interpretation des
Hauptsatzes iiber die Losung von linearen Gleichungssystemen erwihnen. Es
seien n Linearformen in » Verianderlichen

Y1 =081 Ty + - + G4 Ty,

Yn = Gyy Ty + - + Gupy Ty
gegeben.

Die Verdnderlichen z, sollen beliebige komplexe Werte annehmen kénnen;
1) sei der Vektor mit den Komponenten y,, ¥, ..., ¥. Ist die Determinante |a;;!
von Null verschieden, so erhalten wir fiir beliebige feste Werte y; bestimmte
Werte z;, und die oben hergeleiteten Formeln ergeben, daB die Menge der 1) bei
beliebigen z, (k = 1, 2, ..., n) den ganzen n-dimensionalen Raum bildet.

Wir nehmen an, die Matrix (a;) habe den Rang r < n. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit konnen wir voraussetzen, daB die in der linken oberen Ecke sich er-
gebende Determinante vom Grade r von Null verschieden ist. Der Hauptsatz iiber
die Losung linearer Gleichungssysteme liefert dann folgende Aussage: Die Gesamt-
heit der auf Grund der obigen Formeln erhaltenen Vektoren (y,, ¥s, ..., ) hat die
Eigenschaft, daB in ihr die Werte y,, ¥,, ..., y, willkiirlich gewéhlt werden kénnen.
Werden jedoch diese Werte fest vorgegeben, so sind die von Yre1s> Yrszs -+ » Yn da-
durch véllig bestimmt. Man erhélt niamlich die letzten aus der Bedingung, da8 die
charakteristischen Determinanten gleich Null sind. In der Sprache der Geometrie
bedeutet das, daB die obigen Formeln in dem Raum R, einen Unterraum der
Dimension r definieren. Dieser Unterraum wird von r Vektoren aufgespannt, die
man etwa dadurch erhilt, daB man jeweils eines der y, (s =1, 2, ..., r) gleich
Eins, die iibrigen aber gleich Null setzt. Ist also der Rang der Matrix (a;;) gleich r,
so ergeben die obigen Formeln eine Gesamtheit von Werten (y,, ¥s, ..., ¥s), die
einen Unterraum der Dimension r definieren.

Wir nahmen bisher an, daB die Anzahl der Linearformen mit der Anzahl der
Veridnderlichen z, iibereinstimmt. Im allgemeinen Fall

Ym = Gy Ty + = + Gpn T

bestimmen diese Formeln, falls der Vektor (,, z,, ..., #,) den ganzen Raum R,
durchliuft, einen Unterraum des m-dimensionalen Raumes, dessen Dimension
gleich dem Rang der Matrix (a;;) ist. Der Beweis unterscheidet sich in nichts von
dem vorhergehenden.
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16. Die Gramsche Determinante. Die Hadamardsche Ungleichung. Gegeben seien
m Vektoren

10 = (2,8, 2,00, ..., 2,0)) 8=1,2,...,m).

Wir bilden die Determinante m-ten Grades aus den inneren Produkten (r(9, ¢(*)) und fiihren
dafiir folgende besondere Bezeichnung ein:

GG, 1, .., 1) = | O, g®)|
E®, g @@, ™) ... @®, ™)
— | @@, g®) @@, @) ... @®, ™) 35)
(£, 50 (g, g@) ... (g, zm)
Diese Determinante heit die Gramsche Determinante der Vektoren
D, @, gtm),
Wir behandeln die Fille

m=n, m<n und m>n

. getrennt. Das allgemeine Glied der Determinante hat die Form
n —
(E(‘), I(’ )) =3 x’(") z‘('-',‘_
=1

Fiir m = n ist die Determinante (35) gleich dem Produkt der Determinanten

5® 2,0 . 20| |5® z® ... z®
7 ® z,® .. 2@ [0 £® ... z® )

™ 2™ .. 2 ™| |70 7,® ... 5™

Dies siecht man, wenn man die beiden Determinanten nach der ,,Zeilen-Spalten‘‘-Regel multi-
pliziert. Der Wert dieser Determinante #ndert sich nicht, wenn man Zeilen mit Spalten ver-
tauscht. Daher ist der zweite Faktor zum ersten konjugiert. Folglich ist die Gramsche Deter-
minante (35) fir m = n gleich dem Quadrat des absoluten Betrages der aus den Kompo-
nenten z;() der Vektoren (), @), ..., ¢ gebildeten Determinante |z;(¥)|. Die Determinante
(35) ist daher positiv, wenn die betreffenden Vektoren linear unabhiingig sind, und gleich
Null, wenn sie linear abhéingig sind [12].
Fiir m == n haben wir zwei rechteckige Matrizen:
‘2, 2, .. g0
2P 2, . z,®)

(36y)
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und

2 , (36,)

2D 2,® ... g,
und die zur Bildung der Determinante (35) erforderliche Matrix ist gleich dem Produkt der
letzten beiden Matrizen [7]. Nach dem in [7] bewiesenen Satz ist die Determinante (35) fiir
m > n gleich Null. Aber in diesem Fall sind auch die Vektoren (¥, ¢(?), ..., (™ linear ab-
hingig [12]. Fiir m < n ist wegen des soeben erwihnten Satzes

GEm, @, ..,y = ¥ X ( 1,2,...,m) Y(r” rz,...,r,,,)‘

1<ry<-+<rm \T15 %2 05Ty 1,2,...,m

(1'2"""") bezeichnen hier die Minoren der Matrix (36,), und Y (r‘lrz’;‘m) die Minoren
von (36,). Wie oben ist ¥ (737"} diezu X (,">"™ ) konjugierte Zahl. Die letzte Formel

1,72 ....Tm
1aBt sich daher auch in der Form '

X ( 1,2,..., m)
T1s T oees 'y
schreiben. Sind die Vektoren (), (®, ..., ¢™ linear unabhingig, so ist der Rang der Matrix
(36,) gleich m [12], und unter den auf der rechten Seite der Gleichung (37) stehenden nicht-
negativen Summanden ist mindestens einer positiv. Sind jedoch die erwihnten Vektoren linear
abhingig, so ist der Rang der Matrix (36,) kleiner als m, alle in dieser Matrix enthaltenen

Unterdeterminanten vom Grade m sind gleich Null, und aus (37) folgt, da8 in diesem Fall
Q@, 1@, ..., ™) = 0 ist. Damit kommen wir zu dem folgenden Satz:

Satz. Die Gramsche Determinante Gz, z®),..., (™) ist positiv, wenn die Vekioren
D, ¢®, .., ¢'™ linear unabhingig sind, und gleich Null, wenn sie linear abhiingig sind.

Wir beweisen noch eine Beziehung fiir die Gramsche Determinante. Zunichst einige Be-
zeichnungen. Es sei ¢ ein beliebiger Vektor aus R, und besitze eine Zerlegung =1 -+ 3,
wobei ) zu dem durch die Vektoren ), t@), ..., r™ aufgespannten Unterraum gehért und
3 zu diesem Unterraum orthogonal ist. Wir wollen die folgende Formel beweisen:

G, 1, ..., ¢™, ) = |31 @D, 1, .., 7™). @8

Es gelten die Gleichungen

T1:7 81000 Tm

G (I‘l)a E(z)y LERE] I(m)) = 2 :

1 <Py T

(387

(E(‘)’ E) = (I(s)s k))’ (E’ g(a)) = (t)’ E(‘))'

Sie folgen aus der vorausgesetzten Orthogonalitit von 3 zu allen r(®). Beachten wir diese
Gleichungen und die Formel (g, ) = (9, 9) + (3, 3) [18], so kénnen wir

(z®, vy (W, @) ... (g0, ™) (z, p)

(x®, gy @E®,g®) ... @™, ™) @@,v)
G@EW, g@), ..., gm, g) = [

(™, gv) (g™, g@) ... (™, g™) (™, 9
9,z () ... ™) (99 + (3
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-

schreiben. Stellen wir die Elemente der letzten Zeile in der Form

(™) +0, ™) +0, .., (v E('"’) +0, (9,9 + &3

und die Determinante auf Grund der Elgenschnft IV aus [8] in Form einer Summe zweier
Determinanten dar, go ist

G(g(l), g('), veey E("'), E)
' (W, g®) (), g®) ... @™, ™) (W, y)
@®, ) (z®,®) ... @, ™) @®,p)
=G, g®, g™, g) 4 | e . (39)
(™, x®) (™, g®) ... (g™, ™) (t™),y)
0 ) ) [131%

Der Vektor 1 gehért zu dem durch die Vektoren r), ¢®, ..., (™ aufgespannten Unterraum.
Er liBt sich also linear durch die g(*) ausdriicken. Daher gilt nach dem bewiesenen Satz

G(z(l)’ E(’); ceey 2("): 9) =

Die Entwicklung der Determinante in (39) nach der letzten Zeile ergibt die Formel (38).
Aus dieser Formel folgt unmittelbar die Ungleichung

GEM, 1™, ..., ¢™, ) < Izl Gz™, @, ..., ¥™). (40)
Wenn die Vektoren (®) linear abhingig sind, ist

G, t®, ..., t™, 1) = Gz, @), ..., ¢™) = 0.

Sind die ¢(* linear unabhiingig, so steht in der Ungleichung (40) das Glefchheitszeichen dann
und nur dann, wenn ) = 0, d. h., wenn g zu allen ¢(*) orthogonal ist.

Wenden wir auf die urspriingliche Gramsche Determinante G (x®, z(®, ..., ¢(™) mehrmals
die Ungleichung (40) an, so erhalten wir fiir sie die Abschitzung

G(E®, g™, ..., g™) < ([g®F lg®]2 - [g™]*. (41)

Dabei muB man beachten, daB G (r() = ||g™|]? ist.

Das Gleichheitszeichen steht in (41) genau dann, wenn die Vektoren paarweise orthogonal
sind. Dabei nehmen wir an, daB keiner der Vektoren der Nullvektor ist. Die bewiesene Un-
gleichung fihrt nun zu einer Abschitzung einer beliebig gegebenen Determinante. Es sei 4
eine Determinante n-ten Grades mit den Elementen ;.. Wir betrachten die Elemente a;;,
g, ..., @y der i-ten Zeile dieser Determinante als Komponenten eines Vektors r¥) aus R,
und bilden eine neue Determinante mit den zu a;; konjugierten Elementen &j;. Sie ist offenbar
gleich 4. Bilden wir A4 nach der Regel ,,Zeile mal Zeile‘, so erhalten wir die Gramsche
Determinante G(x(Y, t®, ..., t(™). Nach dem Satz iiber die Multlphkatlon von Determinan-
ten ist ihr Wert gleich 44 = |A4|®. Aus der Ungleichung (41) erhalten wir fiir den absoluten
Betrag einer Determinante die Hadamardsche Abschitzung

1] " "
AP S X eyt 2 lag|? - 2 |agl?. (42)
k=1 k=1 k=1
Enthilt die Determinante 4 nur reelle Elemente, so kann man

= )':.' ajr - i":‘;ait "'l_élas’ut @3

k=1 k
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schreiben. Besteht fiir die Elemente einer Determinante die Abschitzung
legl < M (5, k=12,...,n),
so gilt offenbar

»
2 laplt < nM?
E=1

und somit wegen (42) die Ungleichung

14] < nT M». (44)

Wie oben gezeigt, steht das Gleichheitszeichen in (42) dann und nur dann, wenn die Vek-
toren g(¥) paarweise orthogonal sind.

Man kann auch andere Abschitzungen fiir die Gramsche Determinante erhalten. Diese
beruhen alle auf einer Verallgemeinerung der Ungleichung (40).

Jeder der Buchstaben X, Y, Z bezeichne ein System von Vektoren des R,. Eine der er-
wihnten Ungleichungen lautet dann .

Q(X, Y, 2) 0(X) < 0(X, 2) G(X, ¥). @

Dabo:i ist der Fall, daB eines der Systeme X, ¥, Z leer ist, nicht ausgeschlossen. Ist W ein
leeres System, so muB man G(W) = 1 annehmen. Auf Grund dieser Ungleichung kommt man
zu der folgenden Abschitzung der Gramschen Determinante:

1
G(E(‘)i E(’)’ b E(")) é [ 1’7 G(E(I)I eecy E(b-l)’ E(k+l)l ey E('.))]'_l
k=1 _

(/7 ist hier das Produktzeichen.) Eine mehrfache Anwendung dieser Abschitzung fiihrt auf
neue Abschiitzungen, in denen die Gramsche Determinante mit solchen verglicheh wird, die
eine geringere Anzahl von Vektoren enthalten. In all diesen Abschiitzungen steht das Gleich-
heitazeichen genau dann, wenn die Vektoren paarweise orthogonal sind. Diese Abschitzungen
stammen von M. K. Fagr.!)

17. Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.
Wir wollen die gewonnenen Ergebnisse zur Integration von Systemen linearer
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten anwenden.

Ein solches System hat die Form

Z) =81 ) + @13 %y + -+ + Bra Za,
Ty =Gy T + Gy Ty + ++ + Gon T, (46)

..............................

Ty = Gu1 Ty + Bug T3 + *+* + Gup 2o

Dabei bedeuten z; die gesuchten Funktionen von ¢, z;" ihre Ableitungen und a;;
gegebene Konstanten. Wir suchen eine Losung der Gestalt

@y =by e, my=byel, ..., vy = by el @7

1) M. K. ®are, Doklady Akad. Nauk SSSR 54, No 9 (1948).



64 1. Determinanten und die Auflésung von Gleichungssystemen

Setzen wir dies in das System (46) eint und dividieren die Gleichungen durch e,

so erhalten wir zur Bestimmung der Konstanten by, b,, ..., b, das Gleichungs-
system

(@ — 4) by + ay, by + - + a1, b, =0,

a2, by + (@2 — 4) by + - + Ay by =0, (48)

.......................

Qg b, + An2 b2 + oo+ (@pw — ;") by =0.

Da wir fiir die Unbekannten b; eine vom Nullvektor verschiedene Lésung
suchen, mu8 die Determinante des Systems (48) gleich Null sein. Wir erhalten so
fir die Konstante A die Gleichung

ay — 4 ay cor Qin
s Qg — A +++ Aoy = 0. (49)
Ay Ay Opp — A

Eine Gleichung dieser Form nennt man gewoéhnlich Sakulargleichung. Sie ist
aus der Theorie der ungedimpften Schwingungen in dem speziellen Fall, da8 die
Matrix der Koeffizienten a;, symmetrisch ist, d. h., daB a;. = a,; und alle Koeffi-
zienten reell sind, wohlbekannt. Davon werden wir spiter bei der Betrachtung
kleiner Schwingungen zu sprechen haben. Hier untersuchen wir solche Systeme
fiir den allgemeinen Fall. Die Gleichung (49) ist eine algebraische Gleichung in 4
vom Grade 7 mit dem hochsten Glied (—4)". Hat diese Gleichung » verschiedene
Wurzeln,

l=2’ls-'-:1=1ﬂ’

so erhalten wir, wenn wir nacheinander 4 =1; (1 < j < ») in die Koeffizienten
des Systems (48) einsetzen, jeweils n homogene Gleichungen fiir die entsprechenden
Unbekannten b, , b,, ..., b, mit einer Determinante, die gleich Null ist. Wir kénnen
daher fiir diese Unbekannten eine vom Nullvektor verschiedene Losung finden.
Auf Grund der Formeln (47) erhalten wir so n linear unabhingige Losungen des
Systems (46), und ihre Linearkombinationen ergeben das vollstdndige Integral des
Systems. Besitzt die Sikulargleichung (49) mehrfache Wurzeln, dann ist die Lo-
sung der Aufgabe etwas komplizierter; jeder Wurzel der Gleichung (49) der Viel-
fachheit & miissen ndmlich % linear unabhingige Losungen des Systems (46) ent-
sprechen. Dabei wird offenbar eine dieser Losungen von der Form (47) sein, die
iibrigen enthalten im allgemeinen noch ein Polynom von ¢ als Faktor. Im vor-
liegenden Fall kann es jedoch im Unterschied zu einer einzigen Gleichung mit
konstanten Koeffizienten [II, 39] vorkommen, da8 nicht eine, sondern mehrere
(oder sogar alle) Losungen, die einer mehrfachen Wurzel entsprechen, die Form
(47) besitzen. Wir werden nicht ndher darauf eingehen, da wir im folgenden unter
Benutzung der Theorie der Funktionen einer komplexen Variablen eine andere
Methode zur Losung des Systems (46) verwenden werden.
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Wir betrachten nun wieder die Siakulargleichung (49), die in unserer Aufgabe eine grund-
legende Rolle spielt. Die Auflésung dieser Gleichung (auch eine niherungsweise) ist fiir groBe n
praktisch sehr schwierig, da die Unbekannte 4 nicht nur in irgendeiner Spalte oder Zeile steht,
sondern in den Diagonalgliedern auftritt. Die Entwicklung der linken Seite dieser Gleichung
nach Potenzen von A erfordert umfangreiche Rechnungen, wie wir in [4] betonten. Wir geben
nun ein Verfahren zur Umformung der Gleichung (49) in eine brauchbare Form an, in der die
Unbekannte A nur in einer Spalte vorkommt. Dieses Verfahren stammt von A. N. KryLow
und ist in seiner Arbeit ,,Uber die numerische Auflésung einer Gleichung, die in technischen
Fragen die Frequenz kleiner Schwingungen materieller Systeme bestimmt* (O uncreHHOM
pelleHNH ypaBHeNNA, KOTOPHM B TeXHNYECKHX BONPOCAX OMPERENAIOTCA YaCTOTH MAHX
KoneGaHHIt MaTepnaJbHEX cHcTeM), Iswestija Akad. Nauk (1931), dargelegt.

Wir bilden eine Linearkombination der gesuchten Gré8en:

§ = 0Ty + Goa®y + v + Gon Ty (50)

Dabei sind o; beliebig gewihlte Zahlkoeffizienten. Diese Gleichung differenzieren wir #-mal
nach £, wobei wir jedesmal auf der rechten Seite die Ableitungen 2’ durch ihre Ausdriicke aus
dem System (46) ersetzen. So erhalten wir » + 1 Gleichungen der Form

=0t +op® + 0+ xuly,

§F=on2 +op2y + ot KTy,
....................................... (61)
0N =y 1 %)+ Oy1,2%p + o+ Koy n s
M =02 At oga®y e gy Ty
Wir nehmen an, daB die aus den in den ersten n Gleichungen vorkommenden Koeffizienten
o;; gebildete Determinante von Null verschieden sei. Dann lassen sich durch Auflésen der
ersten n Gleichungen die 2; durch &, &, ..., £-1) gyusdriicken. Setzen wir diese Ausdriicke in
-die letzte Gleichung ein, so haben wir eine Gleichung n-ter Ordnung in & gewonnen. Diese
Elimination der z; aus den n 4 1 Gleichungen (51) 1aBt sich unmittelbar mit Hilfe von
Determinanten durchfithren. Wir schreiben zu diesem Zweck die Gleichungen in der Gestalt
§xg + 00y %) + xp®p + 0 + GouTy =0,
§'2 + 0n2 + 0%y + o + %1a %y =0,

EMxg + 0y Ty + GipgTy + o0 + OgyZy =0

mit z, = —1 und betrachten diese n + 1 Gleichungen als homogene Gleichungen fiir die

GroBen zg, 2, ..., Ty
Die Determinante dieses Systems muB gleich Null sein, also

§ oo gy .e. Oon
& an g - da | _ g (32)

&M ayy Oigg ee. Oing
Damit erhilt man das gesuchte Ergebnis der Elimination.
Wir suchen eine Losung dieser Gleichung in der Form

&=,

5 Smirnow III/1
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Setzen wir dies in die-erste Spalte der Determinante (52) ein und ziehen den gemeinsamen
Faktor ¥ aus der ersten Spalte vor die Determinante, so kommen wir zu der folgenden
Bestimmungsgleichung fiir 4:

1 g Gz --- Kon
A oy Xy ee. gy

=0. (63)

n
A" 0py Gpg oen gy

Man zeigt leicht, daB unter unseren Voraussetzungen die Gleichung (53) dieselben Wurzeln
wie die Gleichung (49) besitzt. Dazu nehmen wir an, 4 = 4, sei eine Wurzel der Gleichung (53).
Ihr entspricht eine Lésung von (52) der Form

£ = Cebt (54)

mit einer willkiirlichen Konstanten C. Die ersten n Gleichungen des-Systems (51) ergeben
dann bei 4 = 4, auch firr die ; Losungen der Form (47), d. h., 4 = 4, ist auch eine Wurzel
der Gleichung (49). Ist umgekehrt 4 = 4, eine Wurzel der Gleichung (49), so gibt es fiir
A =1y eine Lésung z; (j = 1,2, ..., n) der Form (47). Die b; sind dabei Konstanten, von
denen einige von Null verschieden sind. Setzen wir diese Ausdriicke fiir 2; in die erste der
Gleichungen des Systems (51) ein, so erhalten wir auch fiir § eine Losung in der Form (54).
Dabei ist diese Losung sicher von Null verschieden. Sonst wiire nimlich

E=¢ == -1 =,
woraus auf Grund der ersten n Gleichungen des Systems (51) unmittelbar
xl=xz=---=zu=0

folgen wiirde.

Somit ist also tatsdchlich jede Wurzel 4 = 4, der Gleichung (49) auch eine der Gleichung
(63). Folglich hat unter unseren Voraussetzungen die Gleichung (53) dieselben Wurzeln wie (49).

Eine Anwendung dieser Methode auf Zahlenbeispiele sowie die Betrachtung fiir den Fall,
daB unsere Voraussetzung nicht zutrifft, findet man in der oben erwidhnten Arbeit von A. N.
KryLow.

Die einfachsten Rechnungen ergeben sich, wenn (50) die Gestalt & = z, hat. Dann hat (53)
die Form

11 0 ...0

A" gy g eoo Oigp

Statt (46) betrachten wir nun ein System von Differentialgleichungen zweiter
Ordnung der Form

%) =8y %y + @13 Ty + + + Gy T,

lel = Qg1 Xy + Qg9 To + oo + Qan Ty s (55)

Zy'' = Gy Ty + Cup Ty + o+ Uy Ty

1) Eine einfache und praktische Methode zur Transformation der Sikulargleichung fand
A. DANILEWSKI (A. JlanuineBckuft), Mat. sb. 2 (1937).
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Solche Systeme kommen sehr oft in der Mechanik vor. Sucht man eine Lisung
z; = b; cos (At 4 ¢),

s0 erhilt man fiir 4 die Gleichung

ay; + A2 ap, cer Qg
@y @yy + A% ... ay, —0. (56)
Qa1 An2 Qan + A

Die Konstanten b; werden aus einem System bestimmt, das (48) analog ist;
¢ bleibt willkiirlich.

Wir betrachten schliellich Systeme der Gestalt

xln =a; + ooe + Qg T + Cn xll + .o + Cin 1:""
le’ — aﬁl 2, + .en + a2ﬂ Ty + 021 xl’ + cee + cZI x!l” (57)

x'u = a2 =+ . + Quy Ty + Cu1 xl' + e + Can xn’)

die iiberdies erste Ableitungen enthalten. Suchen wir ihre Losungen von der Ge-
stalt (47), so erhalten wir die Sdkulargleichung

@y +ond— 21 ap i v gy Ciad
Ay + €yl Qoo+ Cop A — A% ... Ggy + Coq 4 -0, (58)
aal+call 'a»2+cn2}' --'aml+cm|;'_12

Fiihren wir zusatzlich
Ty = xl' y Tnyg = 4”2': ceey Loy = za (59)

als Unbekannte ein, so haben wir statt des Systems (57) 2z lineare Differential-
gleichungen erster Ordnung; n Gleichungen erhdlt man aus (57) durch die Sub-
stitution

x; =z,,'+,' und x"' = Tn+j (7. = 1, 2, ...,n),
die iibrigen n sind die Gleichungen (59).

18. Funktionaldeterminanten. Es seien n Funktionen in n Verianderlichen
Xy, X, ..., T, gegeben:

¢l(xl)x2; ceey x’l)y ‘Fa(xl,xz: ‘--:xn)i RN ‘Pn(:’«'l,xz,---,xn)- (60)

Unter der Funktionaldeterminante dieser Funktionen nach den Verdnderlichen
z, (1 £ 8 < n) versteht man die Determinante n-ten Grades mit den Elementen

5%
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A = 2%. Fiir die Funktionaldeterminante wird die besondere Bezeichnung

Ty
' 29 o o;m
oz, 0oz, W O,
dgy Op op
- D(g1s...» o(p1s -- s ha 2 Rt 2 S
(¢l %) . (q’l ‘Pu) . axl amz ax. (61)

D(xy, ..., 2y) (@1, ..., ¥a)

................

eingefiihrt. Auf solche Determinanten waren wir schon friither bei der Variablen-
substitution in mehrfachen Integralen gestoBen [1I, 63 und 80]. Liegt eine Vari-
ablensubstitution

z=gp(u,v), y=ryH ") - (62)

in der Ebene vor, bei welcher der Punkt (, v) in (z, y) iibergeht, so multipliziert
sich das Flichenelement in dem gegebenen Punkt (, v) bei der Punkttransforma-
tion (62) mit dem absoluten Betrag der Funktionaldeterminante

D(p, v)
D)’ (63)

Dabei wird vorausgesetzt, daB in dem Definitionsbereich der Substitution (62) die
partiellen Ableitungen der Funktionen (62) in % und v stetig sind und die Deter-
minante (63) nicht verschwindet. Liegt eine Punkttransformation

z2=0(,%: %), ¥=v0:9% %) 2=, % %)

im dreidimensionalen Raum vor, bei der ein Punkt mit den Koordinaten ¢,, ¢, ¢5
in (2, y, z) und das Volumen ¥, in V iibergeht, so ergibt sich fiir die Variablen-
substitution in dem dreifacheri Integral in entsprechender Weise [Il, 63] die
Formel

f!fl(x, y,2)dzdydz = fvff f(@ v, w) |D| dq, dg; dgs,

wobei
_ Doy
D(qy 25 25)

ist. |D| ist der Faktor, der die Volumeninderung an der gegebenen Stelle beim
Ubergang von (g, g2, ¢s) zu (2, y, z) angibt.
Ebenso kann man eine Funktion einer einzigen unabhéngigen Variablen

u = ()

als Punkttransformation auf der z-Achse ansehen. Dabei geht der Punkt mit der
Abszisse « in eine neue Lage mit der Abszisse u iiber. Der absolute Betrag der Ab-
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leitung, |f' ()|, charakterisiert offenbar die Verinderung der lmea.ren Ausdehnung
an der gegebenen Stelle.

Alles oben Gesagte a8t sich auf den Fall der Punkttransformation im n-dimen-
sionalen Raum und der Variablensubstitution in einem n-fachen Integral iiber-
tragen [II, 100].

Wie wir zeigen werden, la8t sich die fiir die Dimensionen 2 und 3 festgestellte
Analogie zwischen Funktionaldeterminante und Ableitung auch auf die formalen
Eigenschaften dieser Begriffe ausdehnen.

Gegeben sei ein System von Funktionen

P1¥1s Y25 -2 Yn)s oo Pul¥1s Yor---s Yn)s

und es werde angenommen, y,, ¥;, -.., ¥, seien keine unabhingigen Veridnder-
lichen, sondern selbst Funktionen von z,, ,, ..., #,. Die Funktionen ¢; (: =1,
2,...,n) sind somit Funktionen der Veridnderlichen z; (1 =1,2,...,n). Wir
bilden die drei Funktionaldeterminanten

D(‘Pl,wz,-u,wu) D(‘Pu?’z,---s‘h). D(ylsyzy-“,yn).
'D(yl’yh""yﬂ)’ D(xy, x5, ..., %s) Dixy, 2, ..., 24)

Thre Elemente sind

opi  d¢i Oy
3y,, ’ 3.1:,, ’ 39:,, ’

Nach der Regel iiber die Differentiation zusammengesetzter Funktionen gilt die
Beziehung

aq’l 3(}9, % a?’: ay2+ + Pi ﬁ/_u
oz Oy, 0% | 0y, 0% oz’

und nach dem Satz iiber die Zeilen-Spa.lten-Multiplikation von Determinanten er-
halten wir eine Gleichung, die eine erste Eigenschaft der Funktionaldeterminante
zum Ausdruck bringt:

Dig1: @s:--s08) _ D@1, 92, -, 98) Dlyr, Y55 - Ya)
D(z,, 2,, ..., %a) D(y1, Y21 Yn) D(@1, %, ..., Za)

(64)

Sie entspricht der Kettenregel fiir Funktionen einer einzigen unabhingigen
Verinderlichen.

Wir wollen nun noch auf eine zweite Eigenschaft der Funktionaldeterminante
hinweisen. Das System der Funktionen ¢; (¢ =1, 2, ..., n) kann man auch als
Transformation

¢i=¢i(xlix2,""zu) ("=1’2,,n) (65)

der Veridnderlichen z; in die neuen Verdnderlichen ¢; deuten. Im Spezialfall der
sogenannten identischen Transformation

P1 =1, P2 =Ty .00, Pn = Ty
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ist die iugehérige Funktionaldeterminante

100..0
01 0...0_,

Wir nehmen nun an, die Gleichungen (65) seien nach den z; aufgel6st, so da8 die
z; durch die ¢; ausgedriickt sind:

xi:xi(¢l"p2"--;(pn) ('::1’2,---)"')- (66)

Die Transformation (66) heiBt ¢nvers zur Transformation (65). Setzen wir die
Auasdriicke (66) in die rechte Seite der Gleichungen (65) ein, so erhalten wir die
Identititen @, = @,, p, = @3, ..., Ps = @, also die identische Transformation.
Auf diesen Spezialfall wenden wir ]etzt die Formel (64) an, wobei wir ¢; = z;.und
z; = @; annehmen. Aufder linken Seite von (64) steht die Funktionaldeterminante
der identischen Transformation:

D(‘Pl"])z» ceer Pn) — D(‘Ply P2y -0 ‘Pn) . D(zl’xm <oey )
D(‘plv P2 -~-;%) D(xl:xz: ...,27,,) D(‘Pl’ P2y o0 %)

oder
D(‘pln P25 ey ‘pn) R D(xl:xzi ---,I")
Dy, 2, .- %) D@1 P2s -+ Pn)
Das Produkt der Funktionaldeterminante einer Transformation und threr Inversen

ist gleich Eins. Dies entspricht der Eigenschaft der Ableitungen der inversen
Funktionen einer einzigen unabhingigen Verianderlichen.

=1. (67)

Wir erkléren nun den Sinn der Bedingung, da8 die Funktionaldeterminante

D@1, @2s -+ > Pa)
Dz, 25 ..., )

(68)
der Funktionen

@1y, gy ooy By), Po(Xy, Tgy eny Tp)y eeny Py (Zyy Tyy ooy Ty)

nach den Verinderlichen z, (s = 1, 2, ..., ,) identisch verschwindet. Es bestehe zwischen den
Funktionen die funktionale Abhéngigkeit

F (@, @ay ovs @) = 0. (69)
Diese Glelohung sei also eine Identitit beziiglich der unabhingigen Verinderlichen z; (j =
1,2, ...; n). Differenzieren wir (69) nach allen unabhiingigen Verinderlichen, so erha]ten wir

n Identltat.en

oF @ oF @ oF

oF op | OF o¢p . | OF Oo9n _

op, 0z, op, oy g, 0,
.......................................... . (70)
oF oy,  OF oy, OF Opy _



19. Implizite Funktionen 71

Diese kénnen als lineare Gleichungen fiir die » GroBen :—F aufgefaBt werden, die offenbar

13

nicht alle gleichzeitig identisch verschwinden konnen, da sonst ¥ nicht von den Funktionen
@; (1 = 1,2, ..., n) abhingen wiirde. Folglich muB die Determinante des homogenen Systems
(70) gleich Null sein. Das bedeutet gerade, daB die Funktionaldeterminante (68) gleich Null ist.
Aus der funktionalen Abhingigkeit (69) ergibt sich somit das identische Verschwinden von
(68). Hiervon laBt sich auch die Umkehrung beweisen; darauf wollen wir jedoch nicht néher
eingehen. Es gilt also der Satz: Die Funktionaldeterminante (68) ist dann und nur dann identisch
gleich Null, wenn zwischen den Funktionen @;(x,, s, ..., x,) eine funktionale Abhingigkeit
besteht.)

Als Beispiel betrachten wir die drei Funktionen dreier Veriinderlicher
="+t 2+ 5, G=2 1 %+ 2 @ =05 + 1% + Tk, (71
Man bestiitigt sofort, daB zwischen ihnen folgende Abhéngigkeit besteht:
@' — ¢y — 293 = 0.
Wir bilden fiir das System der Funktionen (71). die Funktionaldeterminante

2z, 2z, 2zy
D(¢l’ Par ¢.) = 1 1 1 .

D(zy, 24, 7y)
Tyt 2y 2+ 2 2+ 7
Der Leser mége nachpriifen, daB diese Determinante identisch verschwindet.

19. Implizite Funktionen. In [I, 169] wurde die Existenz einer durch eine Gleichung defi-
nierten impliziten Funktion bewiesen. Jetzt wird dieses Resultat auf ein System von Glei-
chungen verallgemeinert. Wir formulieren zunéchst den damals bewiesenen Satz: z = x,.
y = Yy, sei eine Losung der Gleichung

F(z,y9)=0, (72)

und F(z, y) sowie die partiellen Ableitungen erster Ordnung seien in einer gewissen Umgebung
des Punktes (z,, y,) stetig. AuBerdem sei die partielle Ableitung Fy(z, y) fiir x = 2, y = y,
von Null verschiéden. Dann definiert (72) fiir alle hinreichend nahe bei x, gelegenen Werte
eine eindeutig bestimmte differenzierbare Funktion y(x), die der Bedingung y(x,) = y, ge-
niigt. Wie schon erwihnt, 148t sich ebenso die folgende Aussage beweisen: Besitzt die Gleichung

F(zryyz)=0

die Losung z = z,, ¥ = Yo 2 = 25, sind die Funktion F(z, y, z) sowie ihre partiellen Ab-
leitungen erster Ordnung stetig in einer Umgebung von (2, ¥, 2,) und ist ferner F,(x,, yo, 2!
=%+ 0, so bestimmt die Gleichung F(z, y,z) = 0 eindeutig eine Funktion z(z, y), welche in
einer Umgebung von = z,, y = y, stetig, nach z und y differenzierbar ist und der Bedin-
gung (%, Ya)= 2, genigt.

Wir betrachten nun ein System von zwei Gleichungen

‘P(x' Y, 2) = Or V(x' Y, Z) =0. (73)

1) Wir bemerken, daB unsere Uberlegungen iiber das System (70) nur formalen Charakter
haben und strenggenommen keinen Beweis darstellen.
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Es moge eine Losung x = Zy, y = Yo, 2 = 2%, besitzen, die Funkiionen ¢(z, y, 2), y(z, y, z) und
thre partiellen Ableitungen seien in einer Umgebung dieses Punktes stetig, und die Funktional-
determinanie

% 29
Dg.y) _ | 0z| _op oy o9 oy (74)
D(y,2) dy op| oy 2z oz By

oy 0z

set fiir die angegebenen Werte der Veriinderlichen von Null verschieden. Dann definiert das
System (73) fir alle geniigend nahe bei z, gelegenen x genau ein System von stetigen Funktionen
y(x), z(z), welche Ableitungen erster Ordnung besitzen und den Bedingungen y(z,) =y, und
(%) = 2y gemtigen.

Da der Ausdruck (74) fir « = x,, Y = Yo 2 = %, von Null vemhieden ist ist wenigstens
eine der partiellen Ableitungen @ oder aa_z von Null verschieden, etwa. X =|= 0. Nach dem

oben formulierten Satz bestimm¢t die zweite der Gleichungen (73) eindeutig eine Funktlonz (=, ).
Setzen wir sie in die erste Gleichung des Systems ein, so erhalten wir eine Gleichung in den
Verinderlichen z und y:

?(2, ¥, 2(x, y)) = 0. (75)

Um den Satz zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB die partielle Ableitung der linken Seite der
Gleichung (75) nach y an der Stelle z = z,, y = y, von Null verschieden ist. Diese Ableitung
hat die Gestalt

o o9 99 oz
ha ) QUL 5 = 76
(ay ) oy * % 0z 3_1/ (6)

Hierbei bedeutet (6y) die vollstindige Ableitung von @(z, ¥, z) nach dem Argument y. Die
Funktion z(z, y) ist eine Losung der zweiten Gleichung (73); daher gilt die Identitét

10(1, Y, 2(x, .'/)) =0.

Differenzieren wir diese nach y,

I 2, )
oy 9z oy ,
multiplizieren beide Seiten von (76) mit % und addieren sie zur Identitdt (77), die wir zuvor
o9

mit — i multiplizieren, so erhalten wir nach einer elementaren Umformung die Beziehung
z
% (29\ _ D@w)
oz \oy) D2’
Fir 2 = %,y = y, ist die Funktion z(z, y) gleich z,, und X und (74) sind von Null ver-
dz
schieden. Folglich ist auch ( ) ungleich Null. Die Gleichung (75) definiert also eindeutig eine

Funktion y(x). Setzen wir diese in z(z, y) ein, so erhalten wir auch z als Funktion von z.
Bei diesem Beweis konnen an Stelle von 2 auch mehrere unabhingige Veriinderliche stehen.
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Allgemein lautet der Satz iiber implizite Funktionen folgendermaBen: Gegeben ses ein System
von n Gleichungen

Fy@ps ooes TmoYrsos Yn) =05 eens (@1, oees Ty Y15 oer Yu) = 0 (78)

mit esner Losung
=50 y=y9® k=12..,mil=12,..,n5). (79)

Die F, seien stetige Funktionen mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung in einer gewissen
Umgebung der Werte (79); schlieflich sei die Funktionaldeterminante

oy, oy, Yn
D&,,...,.F,) |2y 2B 2F,

80

D(yla eeay y.) ayl ayl ay,. ( )
oF, oF, aF,
oy, By, T oys

far die Werte (79) von Null verschieden. Dann definieren die Gleichungen (718) fiir alle gentigend
nahe bei 2,0 gelegenen x;, eindeutiy ein System von Funktionen y;(z,, ..., %), die stetig sind, Ab-
leitungen erster Ordnung besiizen und den Bedingungen y,(z,, ..., z,(9) = y,(% geniigen.

Wir deuten den Beweis dieses Satzes nur an. Unter der Annahme, der Satz sei fiir ein Sy-
stem won n — 1 Gleichungen bewiesen (fiir » = 1 und n = 2 ist er dies in der Tat), beweisen
wir ihn fiir ein System von n Gleichungen. Die Determinante (80) wird nach der ersten Spalte
entwickelt. Wenigstens eines der algebraischen Komplemente ihrer Elemente ist fiir die Werte
(79) von Null verschieden, da nach Voraussetzung die Déterminante selbst fiir diese Werte un-
gleich Null ist. Durch entsprechende Numerierung der Funktionen F; 1Bt sich erreichen, daB

das algebraische Komplement des Element;nsaai diese Eigenschaft besitzt. Dieses ist aber gerade
%
gleich der Funktionaldeterminante der Funktionen Fy,...,F, nach den Verdnderlichen

Yz «++» Yu - Nach Induktionsvoraussetzung gilt der Satz fiir Systeme von » — 1 Gleichungen.
Die Gleichungen

Fa@yseeesZons Y5 ooesYm) = 05 coey Fo (@15 0005 Zons Y15 ees Yu) =0 (81)
bestimmen also auf genan eine Weise die Funktionen
Yo =@a(®is ooy Tags Y1) oes Y = Py (®1s -o0s Tems Y1)« (82)

Setzen wir diese Funktionen in die erste der Gleichungen des Systems (78) ein, so erhalten wir
eine Gleichung zur Bestimmung von y, :

Fi(@1seees Tms Y10 Pas o5 Pa) = 0, (83)

Es bleibt nur noch zu zeigen, daB die vollstiindige Ableitung der linken Seite dieser Gleichung
nach y, fiir die"Werte (79) von Null verschieden ist. Diese Ableitung hat die Gestalt

(ﬂ)=3_Fi+'3_F;.%, (84)
oy, oYy =2 0@, Oy,
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Setzen wir die Funktionen (82) in die linken Seiten der Gleichungen (81) ein, so erhalten wir
Identitéten. Diese differenzieren wir nach y,:

oF, | » OF g,
0y, +=209, oy

4A,, 4,, ..., A, mogen die algebraischen Komplemente der Elemente der ersten Spalte der
Determinante (80) bezeichnen. Wir multiplizieren (84) mit 4, , (85) mit 4, und ziehen die letzten
Identitéten von der ersten ab. So ergibt sich die Gleichung

=0 (1=23,...,n). (85)

oF. " oF, oF, F
A —1) =y 201 4 2 Z' 951 4 ] 99s
! (33/1 =1 a!lx s=2|1=1 Og, oy,

Auf der rechten Seite steht als erste Summe die Determinante (80), die wir kurz mit D be-
zeichnen wollen. Die Summation Gber ! im zweiten Teil ergibt eine Summe von Produkten der
Elemente einer Spalte von D, die nicht die erste Spalte ist, mit den algebraischen Komple-
menten der entsprechenden Elemente der ersten Spalte. Diese Summe ist gleich Null. Wir be-
merken dabei, daB die Differentiation nach ¢, dieselbe Wirkung wie die Differentiation nach y,
hat. Daher 1a8t sich die vorige Formel jetzt folgendermaBen schreiben:

4, (ﬂ) —D.
oy
Fiir die Werte (79) sind 4, und D von Null verschieden. Folglich kann man dasselbe auch von
der vollsténdigen Ableitung der Funktion F,(2;, ..., Tm) Y1, Ps» --+» Py) Dach y,, die auf der
linken Seite der Gleichung (83) steht, behaupten. Damit bestimmt diese Gleichung genau eine
Funktion y,(z;, Z;, ..., z,). Setzen wir diese in die Funktionen (82) ein, so erhalten wir das
gesuchte Ergebnis.
Ein Spezialfall des Satzes iiber implizite Funktionen ist der Satz von der Umkehrung eines
Funktionensystems. Gegeben sesen die Gleichungen

Ui = [e(Zyy Tgs ooey Zy) k=12,...,n). (86)

Wir setzen voraus, daf die Funktionen nebst ihren Ablestungen erster Ordnung in einer Um-
gebung der Werte z, = 2,0 (k = 1, 2, ..., n) stetig sind und dap fiir diese Werte die Funktio-
naldeterminante

Difyy fys o o).
D(zy, 2g,...,2)

von Null verschieden ist. Dann de/inieren die Gleichungen (86) eindeutty z,(y,, Y, ..., Yy) als
Funktionen von y,, ¥, ..., Yp tn einer Umgebung der Werte y, (@ = f, (), ,®, ..., z,).
Diese Funktionen sind stetig, besitzen Ableitungen erster Ordnung und geniigen der. Bedmgung
zk(yl(o), (0) cees ¥, (0)) = x.(o)

Um diesen Satz zu beweisen, braucht man nur die Gleichungen

(87

fe(@y, Zgs ooy @y) —Yp =0 (k'-—-l., 2, ..., 1)
zu betrachten und den Satz iiber implizite Funktionen anzuwenden, wobei im vorliegenden
Fall o, statt y; zu setzen ist.

8ind die f, lineare homogene Funktionen der. Veriinderlichen z;, so hat das System (86) die

Gestalt

Yi = 0n% + G2 + o0 + Gpa Ty
Die Determinante (87) reduziert sich in diesem Fall auf die Determinante |a;;| aus den Koeffi-
zienten a;, und der Satz fiber die Umkehrung des Funktionensystems ergibt sich aus der
Cramerschen Regel.



II. LINEARE TRANSFORMATIONEN UND
QUADRATISCHE FORMEN

§ 3. Lineare Transformationen

20. Koordinatentransformation im dreidimensionalen Raum. Als lineare Trans-
formation in » Verdnderlichen bezeichnen wir eine Transformation der Form
) = ay Ty + G Ty + o+ Gy T,
’

Xy = Qg Ty + Go3 Ty + -+ + Ggy T,

(1)
zy = Qyy Ty + O Ty + >+ + Qug Ty

Diese Transformation la8t sich als Ubergang von einem Vektor (z,, 2, ..., 2,) des
n-dimensionalen Raumes zu einem anderen Vektor (z,’, z,’, ..., z,’) deuten. Man
kann aber auch x,, x,, ..., z, als Koordinaten eines Punktes im n-dimensionalen
Raum auffassen und die Transformation (1) als den Ubergang von einem Punkt
zu einem anderen Punkt ansehen.

Ferner kann man die Gleichungen (1) auch noch so deuten: z,, z,, .,,, z, und
Z', &', ..., x4’ sind die Komponenten ein und desselben Vektors (Koordinaten ein
und desselben Punktes), jedoch bei verschiedener Wahl der Achsen. Die Formeln
(1) geben dann die Transformation der Komponenten (Koordinaten) beim Uber-
gang von einem Koordinatensystem zum anderen an. Frither sind uns schon
hdufig Gleichungen der Form (1) fiir » = 2 und n =3 begegnet.

Das vorliegende Kapitel ist in seinem ersten Teil der eingehenden Untersuchung
der linearen Transformationen (1) gewidmet. Der gré8eren Klarheit wegen be-
ginnen wir mit der Betrachtung des reellen dreidimensionalen Raumes und gehen
danach zum allgemeinen Fall des #-dimensionalen Raumes und komplexer Kom-
ponenten iiber. Im dreidimensionalen Raum betrachten wir zunichst den ein-
fachsten Fall, daB der Transformation (1) ein Ubergang von einem rechtwinkligen
Koordinatensystem zu einem anderen entspricht. Lassen wir die Vektoren vom
Koordinatenursprung ausgehen, so konnen wir offenbar x,, x,, z; entweder als
Komponenten eines Vektors oder als Koordinaten seines Endpunktes betrachten.

Wie aus der analytischen Geometrie bekannt ist, lauten die Formeln der Trans-
formation geradliniger rechtwinkliger Koordinaten

z)" = ay %, + a3 23 + ay3 7,

Xy = @y, T; 4 Ggp Ty + Gy @5, (2)
’

T3 = G3; T) + A3y Tp + g3 X3
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Dabei bedeuten die a;; die Kosinus der Winkel zwischen den neuen und den alten
Achsen. Diese GrofSen bestimmen sich aus der folgenden Tabelle:

X, | X, | X, .

’
X\ |an [ | a5

3

’
X, | @y | Gy | G2

Xs' |as | @52 | ass

Bekanntlich hat die Koeffizientenmatrix (3) in dem hier betrachteten Fall die
Eigenschaft, da8 die Summe der Quadrate der Elemente jeder Zeile und jeder
Spalte gleich Eins und die Summe der Produkte entsprechender Elemente zweier
verschiedener Zeilen oder verschiedener Spalten gleich Null ist. Der Wert der
Determinante '

| @]

ist offenbar [5] gleich dem Rauminhalt des rechtwinkligen Parallelepipeds mit
Kanten der Linge Eins, die in die Richtung der neuen Koordinatenachsen zeigen;
dieser Wert ist gleich 41 oder —1, je nachdem, ob die neuen und die alten Achsen
gleich oder verschieden orientiert sind. Die inverse Transformation von (z,’, z,'. 25')
zu (z,, %y, ,) hat offenbar die Form

x, =Gy 2, + Gy Ty + Gy Ty,
Ty = B1p Ty + Gga Ty + Gy 7, (20
T3 = Gy T + Gg3 Ty' 1 Gy3 74’

Man erhilt die zu (2) inverse Transformation durch einfaches Vertauschen von
entsprechenden Zeilen und Spalten der Koeffizientenmatrix. Die Determinante der
inversen Transformation ist also gleich der Determinante der Transformation (2).

Die soeben erwihnte Eigenschaft der Koeffizienten der Transformation (2) er-
gibt sich aus einer Bedingung, die unmittelbar mit dem geometrischen Wesen der
Fragestellung zusammenhéngt. Wir stellen uns ndmlich die Aufgabe, alle reellen
Transformationen der Form (2) zu finden, fiir welche

22 4 2,2 4 7,/ = 2,2 4 7,? 4 7! 4)
ist.

Diese Problemstellung gestattet es, die von uns betrachtéten Transformationen
auf Ridume beliebiger Dimension zu verallgemeinern. Wir wollen zeigen, da8 die
Transformationen, die unsere neue Forderung erfiillen, mit den friiher betrachte-
ten identisch sind, d. h., wir beweisen, da8 sich aus der Forderung (4) die friiheren
Beziehungen zwischen den Koeffizienten a;; ergeben. Setzen wir die Ausdriicke (2)
in die linke Seite der Gleichung (4) ein, l6sen alle Klammern auf und setzen die
Koeffizienten der Quadrate der Unbestimmten gleich Eins und die der gemischten
Glieder gleich Null, so erhalten wir gerade die sechs Relationen

Gk By + B Gy + Qe Gy = Oy (k,1=1,2,3), 6)
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wobet
0 fiir k == 1,
= (6)

1 fir k=1

ist. Die Summe der Quadrate der Elemente jeder Spalte ist also gleich Eins und
diejenige der Produkte entsprechender Elemente verschiedener Spalten gleich
Null. Diese Bedingungen heiBen gewéhnlich die Orthogonalititsbedingungen fiir die
Spalten. Hieraus ergibt sich unmittelbar, da8 die Elemente jeder Spalte gleich den
Richtungskosinus einer Richtung sind und da8 die Richtungen, welche verschie-
denen Spalten entsprechen, zueinander orthogonal sind. Daraus folgt sofort, daB
die Transformationen (2) mit den oben betrachteten identisch sind und da8 die
Orthogonalititseigenschaft nicht nur in bezug auf die Spalten, sondern auch in
bezug auf die Zeilen gilt.

Die Formeln (2) konnen wir nicht nur als Transformation der Koordinaten in
einem unverinderlichen Raum, sondern auch als Transformation dés Raumes bei
unverinderlichen Koordinatenachsen deuten.

Zunichst sei die Determinante der Transformation gleich +1, d. h., beide
Koordinatensysteme sollen dieselbe Orientierung haben. Wir kénnen dann den
Raum als ein starres Ganzes um den Koordinatenursprung zusammen mit den
Achsen X', X,’, X;' so drehen, daB diese mit den Achsen X,, X,, X, zusammen-
fallen. Die letzteren sollen bei der Drehung fest bleiben. Auf sie beziehen wir die
Koordinaten jedes Punktes vor und nach der Drehung. Besa8 ein Punkt M vor
der Drehung die Koordinaten z,, z,, 3, dann hat er durch die Drehung die neue
Lage M’ mit den neuen Koordinaten z,’, z,’, ;" angenommen. Da sich der Punkt
M zusammen mit den Koordinatenachsen X,’, X,’, X3’ bewegt und beide Achsen-
systeme nach der Drehung iibereinstimmen, fallen die Koordinaten z,’, z,’, x5’
von M’ beziiglich der Achsen X,, X,, X; mit den Koordinaten von M beziiglich
X, X,', X3’ vor der Drehung zusammen. Wir sehen somit, daB die Formeln (2)
die Koordinatentransformation eines Punktes bei der Drehung des Raumes aus-
driicken, falls die Determinante gleich 1 ist.

Es sei jetzt die Determinante |a;;| gleich —1. Statt (2) betrachten wir die
Transformation

”n

Xy = —QjX) — QigTy — QigTg (lv. = 1, 2, 3).

Ihre Koeffizienten haben nach wie vor die Eigenschaften (5), die Koeffizienten-
determinante ist jedoch gleich +1, d. h., dieser Transformation entspricht eine
Drehung des Raumes um den Ursprung. Um zu den Koordinaten z,’, z,’, ;' zu
kommen, miissen wir noch die Transformation

’ ” r n ’ —_ ”n
r =—%, Ty =—Ty, T3 =2

ausfiihren. Solch eine Anderung der Vorzeichen bei allen Koordinaten entspricht
einer Spiegelung am Koordinatenursprung. Daher entspricht dem Fall, da8 die
Determinante der Transformation (2) gleich —1 ist, eine Drehung des Raumes
um den Koordinatenursprung mit nachfolgender Spiegelung am Ursprung.

Oben sahen wir, daB die neun Koeffizienten a;, den sechs Bedingungen (5)
geniigen miissen. Daher miissen sie sich durch drei unabhingige Parameter aus-
driicken lassen. Fiir eine Transformation, der eine Drehung des Raumes um den
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Koordinatenursprung entspricht, wollen wir eine mégliche Wahl der Parameter
angeben.

Wir betrachten zwei Systeme von Koordinatenachsen: Das X,’, X,’, X§'-System,
auf das alle Koordinaten bezogen werden, sei unbeweglich; das X,, X,, X,-
System sei starr mit dem sich drehenden Raum verbunden. Um die Drehung zu
beschreiben, mu8 man drei Parameter bestimmen, die die Lage des zweiten
Achsensystems beziiglich des ersten festlegen. Es sei ON (Abb. 1) die Schnitt-

Abb. 1

gerade der X,’, X,’-Ebene mit der X,, X,-Ebene. Wir wihlen auf dieser Geraden
eine bestimmte Richtung. Es sei « der Winkel X,’ON, den die Gerade ON mit
der X,’-Achse bildet. AuBerdem setzen wir § = & X'0X3 und y = & NOX,.
Diese drei Winkel bestimmen die Lage des zweiten Achsensystems beziiglich des
ersten vollstindig, d. h., sie charakterisieren die ausgefiihrte Drehung, die wir mit
{x, B, y} bezeichnen.

Die Drehung ergibt sich, wenn man nacheinander die folgenden drei Drehungen
ausfiihrt: 1. Drehung um die X,'-Achse um den Winkel «; 2. Drehung um die
neue Lage-der X,’-Achse um den Winkel 8; 3. Drehung um die neue X;3-Achse um
den Winkel y. Die drei Winkel nennt man gewdhnlich die Eulerschen Winkel. Sie
variieren zwischen den Grenzen

0sa<2n, 0=f8<=zm, O0=y<2=m.

Ist g =0, dann reduziert sich die Drehung {«, §, ¥} einfach auf eine Drehung
um die X;-Achse um den Winkel « 4 y. Daher gilt in diesem Fall fiir jedes &
die Beziehung

{x, 0,7} = {x + 8,0,y — 4.

Dies deutet schon darauf hin, da8 in gewissen Fillen die Parameter «, 8, y den
Drehungen des Raumes um den Ursprung nicht eindeutig entsprechen: Verschie-
dene Parameterwerte ergeben ein und dieselbe Drehung. Man kann leicht Formeln
herleiten, die die Koeffizienten a;; mittels der trigonometrischen Funktionen der
Winkel «, 8, y ausdriicken [62]. Im folgenden wird uns noch eine andere Para-
meterwahl zur Charakterisierung einer Drehung des Raumes um den Ursprung
begegnen, und wir werden nochmals auf die Eulerschen Winkel zuriickkommen.
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21. Allgemeine lineare Transformationen des reellen dreidimensionalen Raumes.
Wir betrachten jetzt lineare reelle Transformationen der Form (2) mit beliebigen
Koeffizienten. Wir setzen jedoch voraus, dal die Determinante der Transformation
von Null verschieden ist, also

|ai| = 0. @)

Man spricht dann gewéhnlich von einer nichtausgearteten Transformation. Ge-
niigt sie den Bedingungen (5) nicht, so ist sie mit einer Deformation des Raumes
verbunden [II, 125]. Die Transformation (2) ist durch die Matrix ihrer Koeffizien-
ten charakterisiert. Das Koeffizientenschema bestimmt nidmlich eindeutig das
Gesetz, nach welchem ein beliebiger Vektor mit den Komponenten z,, z,, z; in
einen neuen Vektor (z,’, z,’, z;') iibergeht. Wir bezeichnen die Koeffizienten-
matrix mit dem Buchstaben

G151 G2 Gy3)
A4 =\|ay ay azs) . ’ (8)

GB31 Q32 Qa3
Dabei setzen wir wie friiher diese Matrix in runde Klammern, um sie von der De-
terminante zu unterscheiden. Die Determinante von (8) bezeichnen wir mit D (A4).
Sie ist eine wohlbestimmte Zahl. Die Transformation (2) schreiben wir symbolisch

als
' =Arx. 9)

Hierbei sind ¢’ bzw. £ Vektoren mit den Komponenten z,’, z,’, 3’ bzw. z,, z,, 23.
Die Transformation, die jeden Vektor fest 1aBt, heilt die tdentische Trans-
formation. Thr entspricht die Matrix
1 00
01 0}, (10)
0 01
die man gewohnlich Einheitsmatriz nennt und mit I bezeichnet.

Fiir D(A4) 4 0 kann man die Gleichungen (2) nach z,, z,, z; auflésen und er-
halt die Formeln

— A“ ’ Azl ’ ASI ’
x'_D(A)x'+D(A)x’+D(A)x”

— Al! ’ A22 ’ Asz ’
x’_D(A)x1+D(A)x’+D(A)%’ } (11)

. A18 ’ A23 ’ Aas K
Ty = D(A) £21 + D(A) T2 + .D(.A) g . ]

Die A;, sind dabei die algebraischen Komplemente der Elemente a;, in der Deter-
minante D(A4). Diese Transformation heiflt die zu (2) inverse Transformation. Ist
A die Matrix der Transformation (2), so wird die Matrix der zu (2) inversen Trans-
formation (11) mit 4-! bezeichnet.
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Wir fithren nun den fiir das Folgende wichtigen Begriff des Produktes zweier
Transformationen oder des Produktes zweier Matrizen ein. Gegeben seien zwei
lineare Transformationen, ndmlich die von (z,, z,, ;) in (z,’, z,’, zy'),

%y = a1 %) + 812 T + Gy3 75,
zgl =G T + Qoo Ty + au X3, Odel' E' = AE, (12)
%y =83 &) + 33 Ty + Ay 25

und die von (z,, x,’, z3') in (x,”, z,"’, x3"),
" =byx + bypxy + by xy,
Ty =bn ) + by @y + by 7y, oder t” = BY'. (13)
@y" = byy @, + by 7" + byy 75’

Statt die Uberginge von (z,, 2,, 5) zu (,’, %y, z3’) und von (z,’, ,’, zy') zu
("', x5"', z,"") hintereinander auszufiihren, kann man einen unmittelbaren Uber-

gang von (x,, %3, x3) zZu (x;,'", z,', x3"") vollziehen. Das ist wieder eine lineare
Transformation

T = Cpy T + Cig X3 + Ci3 X5 (k=1,2,3). (14)

Die Transformation (14) hei8t das Produkt der Transformationen (12) und (13).
Hierbei ist die Reihenfolge, in der die Transformationen (12) und (13) ausgefiihrt
werden, wesentlich. Die Substitution der Ausdriicke (12) in die rechte Seite von
(13) ergibt die Formel (14). Wir erhalten so fiir die Elemente ¢;, der Matrix, die
dem Produkt der Transformationen entspricht, die Formeln

3 .
Cir = ;l' bis ay (4, k=1,2,3). (15)

In dieser Weise driicken sich die ¢;; durch die Elemente der Matrizen aus, die den
zu multiplizierenden Transformationen entsprechen.
Die Transformation (14) schreibt man gewhnlich

t’ = BAg. (16)

Die Matrix C mit den aus den Formeln (15) erhaltenen Elementen c;, heiBt das
Produkt der Matrizen 4 und B. Man schreibt dafiir

C = BA. 17

Dabei muB man im Sinne der Reihenfolge der Transformationen dieses Produkt
von rechts nach links lesen. Auf Grund des Multiplikationssatzes fiir Determinan-
ten und Formel (15) besteht fiir die Determinanten der Transformationen die

Beziehung
D(C) =D(B)- D(A). (18)

Die Determinante des Produkts zweser Transformationen ist gleich dem Produkt der
Determsnanten dieser Transformationen. Man beweist leicht die folgenden Be-
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ziehungen, die eine einfache geometrische Bedeutung besitzen:
A4 =A"A =1. (19)

Aus dem Bildungsgesetz.der inversen Transformation ergibt sich die Tatsache,
dafl 4 die zu 4-! inverse Transformation ist. Losen wir niamlich das System (11)
nach den z,’ auf, so erhalten wir offenbar wieder die Pormeln (2). Dies li8t sich
folgendermaBen schreiben:

(A1 =4. (20)

Der Begriff des Produkts von Transformationen kann auf beliebig viele Fak-
toren ausgedehnt werden: Fiihrt man nacheinander Transformationen mit den

Matrizen 4, B und C aus, so ergibt sich eine neue Transformation mit einer
Matrix F':

_F=CBA. 21)

Haben die Matrizen 4, B und C die Elemente a;;, b;, und c;;, so sind die Elemente
der Produktmatrix D durch die Formeln

3
d,'k = 2 c,-,,b,”,a,,k (22)
pg=1
bestimmt. Fiir die Elemente der Matrix £ = BA gilt nimlich

3
i = 3 bipap,
r=1
und wir erhalten nach (15) fiir die Matrix CE die Gleichungen
3
d,‘k == E CiqCqk-
q=1

Das sind gerade die Formeln (22). Im folgenden bezeichnen wir die Elemente der
Matrix 4 oft mit

{A}.

Die Multiplikation von Matrizen ist im allgemeinen nicht kommutativ, d. h., das
Produkt dndert sich bei Vertauschung der Faktoren; im allgemeinen ist also
BA 4 AB. Es gilt jedoch offenbar das assoziative Gesetz, d. h., man kann die
Faktoren beliebig zusammenfassen:

C(BA) = (CB)A. (23)

Auf der linken Seite ist das Produkt von 4 und B zu bilden und das Ergebnis
mit C zu multiplizieren. Rechts wird zunéchst das Produkt der Matrizen B und C
gebildet und dann die Matrix 4 mit diesem Produkt multipliziert. Man sieht
leicht, daB in beiden Fillen die Elemente der aus der letzten Multiplikation er-
haltenen Matrix nach den Formeln (22) gebildet werden. Fiir die linke Seite wurde
dies oben schon gezeigt. Fiir die rechte Seite erhalten wir, wenn wir die angegebene

6 Smirnow III/1
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Multiplikation ausfiihren, die Formeln

3
{CB)y = él' {Clig{ Bl
und !

3 ¢
{(CB) A}y = Z;{CB}:',!A},:: Z {Clig{Blgp{4}pr,
= Pg=1
die in unseren neuen Bezeichnungen mit (22) gleichbedeutend sind.
Wir weisen noch auf eine andere wichtige Klasse linearer Transformationen hin.
Wir betrachten die Transformationen

z =kiz, % =k, z' =k (24)

Das sind Dehnungen lings der Koordinatenachsen; die Koeffizienten &, %,, k;
charakterisieren das AusmaB8 dieser Dehnung (oder Stauchung). Die Matrix dieser
Transformation ist offenbar

kB, 0 0
(0 k 0],
0 0 &

alle ihre Elemente aulerhalb der Hauptdiagonalen sind also gleich Null. Eine
solche Matrix heift Diagonalmatrixz; wir bezeichnen sie mit

[kl ’ kz: ks]~

Sind insbesondere die Zahlen k; alle gleich, d. h., ist k; =k, = k3 =k, dann
lduft die Transformation auf die Multiplikation aller Komponenten jedes Vektors
mit ein und derselben Zahl k hinaus. Das ist offenbar eine Ahnlichkeitstransfor-
mation mit dem Ahnlichkeitszentrum im Ursprung. Jeder Vektor bleibt in seiner
Richtung ungeiindert (es sei ¥ > 0 vorausgesetzt); er dndert nur seine Lénge,
wobei diese mit ¥ multipliziert wird. Eine Transformation dieser Art bezeichnen
wir einfach durch’

t =kg.
Wir fassen also die Zahl k als Spezialfall einer Matrix auf, namlich als die Diagonal-
matrix
k 0 0
0k o] (26)
0 0 &k

Formel (15) zeigt, daB die Multiplikation solcher Matrizen auf die gewohnhche
Multiplikation von Zahlen hinausliduft; es gilt

[k, &, k] 3,3, 0] = [k1, k1, k1]
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Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daBl ein entsprechend einfaches Multi-
plikationsgesetz allgemein fiir Diagonalmatrizen gilt; es ist nimlich

[kl’ kas ks] * [l,, lm ls] = [kl ll ’ kz lz’ ks ls]- (26)

Zwei Dehnungen lings der Koordinatenachsen sind also einer einzigen Dehnung
gleichwertig, deren Koéeffizienten gleich dem Produkt der entsprechenden Koeffi-
zienten der beiden ausgefithrten Dehnungen sind. Aus der Formel (26) folgt unter
anderem unmittelbar, daB sich das Produkt zweier Diagonalmatrizen bei Ver-
tauschung der Faktoren nicht éndert. Beachtet man die Darstellung einer Zahl
in Form einer Diagonalmatrix (25) und Formel (15), so sieht man leicht, da8 das
Produkt kA4 durch Multiplikation aller Elemente der Matrix 4 mit der Zah! k ent-
steht. Dieses Produkt hangt nicht von der Reihenfolge der Faktoren ab, d. h., es ist

(kd}i = (AR} = k{d}i. @7

Wir haben die allgemeinste lineare Transformation (2) als eine Deformation des
Raumes aufgefallt, bei der ein Vektor mit den Komponenten z,, z,, %3 in den
Vektor mit den Komponenten z,’, z,’, z;’ iibergeht. Wie wir schon friiher fest-
stellten, kann man diese Transformation auch als Punkttransformation deuten,.
bei der ein Punkt mit den Koordinaten z,, x,, £; in einen Punkt mit den Koordi-
naten z,’, x,’, x,’ libergeht.

Zur Bestimmung der Komponenten eines Vektors konnten wir ein beliebiges
Achsensystem, d. h. beliebige Basisvektoren benutzen. Wir konnten drei beliebige
nicht in einer Ebene gelegene Vektoren i, j, f als Basisvektoren wihlen. Fiir jeden
Vektor ¢ ergibt sich- dann bekanntlich eine eindeutige Darstellung der Form
[1I, 114]

T=xi1+ 2]+ 24 t. (28)

Die Zahlen z,, z,, 3 heiBen die Komponenten des Vektors in dem durch i, j und
bestimmten Koordinatensystem. Wir wollen jetzt untersuchen, welchen EinfluB
die Wahl der Basisvektoren auf die Form einer linearen Transformation hat.

Genauer gesagt, in einem durch i, j und ¥ bestimmten Koordinatensystem habe
eine lineare Transformation die Gestalt (12). Wie sieht dann dieselbe lineare Trans-
formation in einem anderen, durch die Basisvektoren i,, j, und ¥, bestimmten
Koordinatensystem aus? Die neuen Basisvektoren mdégen sich durch die alten
nach den Formeln

iy =t i+ baj+ bt

i1 =ttt tal, (29)
1 =t81i + tszi + ‘alf
ausdriicken.

Die aus den Koeffizienten ¢;;, gebildete Determinante mufl von Null verschieden
sein, da andernfalls die Vektoren i, j; und ¥; linear abhingig, d. h. komplanar,
wiren. In dem neuen Koordinatensystem hat unser durch die Formel (28) be-
stimmter Vektor die neuen Komponenten y,, ¥,, ¥; und die Darstellung

t=nit+vih+vh

6*
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Wir leiten zunéchst die Beziehungen ab, nach denen sich die neuen Komponen-
ten des Vektors durch die alten ausdriicken. Substituieren wir in diese Formel die
Ausdriicke (29) fiir die neuen Basisvektoren, so ergibt sich

3
gya(tsli+tazi+tasf)=x1i+x2i+x3f.

Vergleichen wir die Koeffizienten von i, { und ¥, so gewinnen wir die gewiinschten
Formeln:

2y =tuth +tay: + ta Ys» .
T =ty + b2 Yo + t32 Y3, (30)
Zg =t Y1 + bz Yo + las Ys-

Die Matrix dieser Transformation unterscheidet sich von der Matrix der Trans-
formation (29) dadurch, daB die Zeilen mit den entsprechenden Spalten vertauscht
sind. In (29) haben ndmlich die Elemente einer Zeile den gleichen ersten, in (30)
den gleichen zweiten Index. Ist T' die Matrix der Transformation (29), dann be-
zeichnen wir die Matrix von (30) mit 7* und nennen sie die zu T' transponierte
Matriz. Die Formeln (30) lassen sich jetzt kurz in folgender Form schreiben?):

(1, T3, 23) = T*(yy, Y2, ¥s)- (31)

Dabei sind z,, z,, z; die drei Komponenten des Vektors beziiglich der alten,
%15 Y2, Ys seine Komponenten beziiglich der neuen Basisvektoren. Dagegendriicken
sich die neuen Komponenten durch die alten mittels

(Y15 Y25 Ys) = (T*) (2, 23, %3)

aus. (7*)! ist dabei die zu T™* inverse lineare Transformation. Sie wird meistens
die zu T' kontragrediente Transformation genannt. Die zugehorige Matrix bezeichnen
wir kurz mit

U = (T%. ) . (32)

Wir erhalten also folgende Aussage: Werden die Basisvektoren nach Formel (29)
transformiert, so erfahren die Komponenten jedes Vektors eine lineare Transfor-
mation mit einer durch die Formel (32) definierten Matrix U. Unsere beiden in
der Transformation (9) vorkommenden Vektoren t = (z,, 2,, 3) und 3’ = (z,’,
%', 3') haben nach der Transformation der Basisvektoren neue Komponenten,
die sich aus den alten nach den Formeln

#1, 92, y3) = Uy, 22, x5), (' ¥2', ') = Uy, ', x5') (33)

berechnen lassen.

Wie sieht die lineare Transformation aus, welche den Vektor (y,, ¥, ¥5) in
(', yo', ys') iberfiihrt? Vom Vektor (y,, ¥, , ¥;) kénnen wir folgendermagen zu dem
neuen Vektor (y,’, ¥, ¥s') iibergehen: Zunichst gehen wir nach (33) von (y,, ¥s, ¥s)
zu (z,, z,, z5) mit Hilfe der Matrix U-! iiber, dann transformieren wir mit der

1) Vgl. zu dieser Schreibweise die Ausfiihrungen auf S. 96 und S. 97. (Anm. d. Red.)
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Matrix 4 von (9) den Vektor (z,, 2,, 23) in (z,, ,’, z,’) und bilden schlieBSlich
durch die Matrix U den Vektor (x,, 2,’, z3') auf (y,’, ., ¥5') ab. Als Ergebnis er-
halten wir die lineare Transformation

y =UAUy. (34)

Diese und die Transformation (9) sowie die Matrizen U A U-! und A heiflen
einander dhnlich (oder auch dquivalent).

Wir formulieren das Endergebnis: T'ransformieren sich bei einer Substitution der
Basisvektoren die Komponenten eines Vektors linear nach der Formel (33) und. hat
eine T'ransformation des Raumes in den alten Basisvektoren die Form

EI =4 L,
so driickt sie sich in dem neuen Koordinatensystem durch

y =UAUy
aus.

22, Kovariante und kontravariante aftine Vektoren. Die lineare Transformation (9) soll jetzt
den Ubergang von einem kartesischen Koordinatensystem zu einem anderen bedeuten, d. h.,
die Koeffizienten seien die durch die Tabelle (3) bestimmten Richtungskosinus. Wie wir schon
in [20] sahen, ist dann die transponierte Matrix 4* mit der inversen A-! identisch, und die
kontragrediente Matrix (4*)! ist gleich der Ausgangsmatrix A4, es gelten also die Formeln

A* = A", (A% 1=A. (35)

Wir betrachten jetzt einen Vektor von fester Linge und Richtung. Seine Komponenten
transformieren sich nach denselben Formeln (9) wie die Koordinaten, niamlich gemaf

T =anm + 8%, + @13%s3,
#) = Ay ) + Bgey + gy, (36)

Ty = g %) + Bga¥y + Byas-

Man kann also sagen, daB ein Vektor durch drei Zahlen in jedem festen kartesischen Koordi-
natensystem vollstindig charakterisiert ist und da8 sich beim Ubergang von einem kartesischen
System zu einem anderen diese drei Zahlen (die Komponenten des Vektors) nach denselben For-
meln (36) wie die Koordinaten transformieren. Wir wollen nun nicht nur den Ubergang von
einem kartesischen System zu einem anderen betrachten, sondern ganz allgemein alle méglichen
linearen Koordinatentransformationen mit einer von Null verschiedenen Determinante ins
Auge fassen. Dies entspricht, wie wir oben sahen, einer beliebigen Wahl dreier linear unabhin-
giger Vektoren als Basisvektoren. Wir werden wie oben zugleich mit der Matrix 4 der Trans-
formation (36) auch die kontragrediente Matrix V = (4*)~! betrachten. Im allgemeinen werden
beide voneinander verschieden sein. Ein Vektor la8t sich aber auf zwei verschiedene Arten de-
finieren entsprechend seinem Verhalten bei einer beliebigen linearen Koordinatentransforma-
tion. Einerseits kénnen wir den Vektor als ein Zahlentripel definieren, das gich beim Ubergang
von einem Koordinatensystem zu einem anderen nach denselben Formeln wie die Koordinaten
selbst transformiert, nimlich durch

()", 2, 2y') = A (2, T3, T5). (37)
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Ein solcher Vektor heiBt kontravarianter affiner Vektor. Die allgemeine lineare Transfor-
mation (36) nennt man dabei manchmal eine affine T'ransformation. Andererseits 1aBt sich
ein Vektor so definieren, daB bei jeder linearen Transformation (36) seine Komponenten die
entsprechende kontragrediente Transformation erfahren, namlich

(@) s 2y s 23') = V(xy, 3, 23)- (38)

Dann heiBt der Vektor ein kovarianter affiner Vektor.

In beiden Fiillen sind mit den Komponenten des Vektors in irgendeinem Koordinatensystem
zugleich seine Komponenten in jedem anderen Koordinatensystem gegeben, das aus dem ersten
durch eine beliebige affine Transformation hervorgeht. Fiir beide Arten von Vektoren wollen
wir Beispiele angeben. Der Vektor, der zwei bestimmte Punkte des Raumes miteinander ver-
bindet, ist offensichtlich ein kontravarianter Vektor, da sich seine Komponenten im obigen
Sinne (d. h. die Differenzen der Koordinaten seiner Endpunkte) nach denselben Formeln wie
die Koordinaten selbst transformieren. Ein weiteres Beispiel fiir einen kontravarianten Vektor
ist das folgende. Die Koordinaten eines Punktes(z, , z,, 2;) seien Funktionen eines Parameterst.
Wir definieren den Geschwindigkeitsvektor mit den Komponenten

4z,  dz,  dz,
dt ’  dt’ dt’

Die Differentiation der Formeln (36) nach ¢ zeigt, daB8 der Geschwindigkeitsvektor ebenfalls
ein kontravarianter Vektor ist.

Nun ein Beispiel fiir einen kovarianten Vektor. Dazu betrachten wir eine Punktfunktion
f(2,, z3, 3) im Raum und definieren in einem beliebigen Koordinatensystem einen Vektor, den
sogenannten Gradienten dieser Funktion, durch die Komponenten

o o o
or, ' oxy’ Oxg

Nach der Regel fiir die Differentiation mittelbarer Funktionen und auf Grund der Formeln
(36) gilt dann

of af aof of
= L+ + =1,2,3).
ox, s oz, T2a oz, T2 oxy e )

Die Komponenten des Gradienten beziiglich der Achsen X,, X;, X; gehen aus seinen Kompo-
nenten fiir die Achsen X,’, X,’, X,’ durch eine lineare Transformation mit der Matrix A* her-
vor. Der umgekehrte Ubergang wird daher durch die Matrix (4*)-1 = V bewirkt. Der Gradient
ist also tatsichlich ein kovarianter Vektor.

Die Formeln (37) und (38) lasgen sich mit Hilfe der partiellen Ableitungen der neuen Ko-
ordinaten nach den alten oder umgekehrt umschreiben. Wir fithren Bezeichnungen ein, die sich
von den fritheren etwas unterscheiden, jedoch in der Vektoranalysis iiblich sind. Die Kompo-
nenten kontravarianter Vektoren werden wir mit oberen, die Komponenten kovarianter Vek-
toren mit unteren Indizes kennzeichnen. Dementsprechend schreiben wir bei den Koordinaten
selbst den Index oben.

Die Koeffizienten der Transformationen (36) lassen sich folgendermaBen als partielle Ablei-
tungen schreiben:

(39)
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Die Elemente der kontragredienten Matrix ¥ sind

Ay

Vie = D)

Die gleichen Elemente hat auch die Matrix (4-1)*, d. h. es ist
(4%)"1 = (4Y)*.
Man kann also, um die kontragrediente Matrix zu bilden, zuniichst zur inversen Matrix iiber-
gehen und danach Zeilen und Spalten vertauschen. Beim Ubergang zur inversen Matrix ist
der Koeffizient c;;, gleich :z_:f((:))’ nach der Spiegelung an der Hauptdiagonalen erhalten wir
fir die Elemente der Matrix V die Ausdriicke

b

Vik = 320 . (40)

Es seien u(*) die Komponenten eines kontravarianten Vektors in den Koordinaten () und

4'(®) die entsprechenden Komponenten in dem System der Koordinaten z'(*). Nach Definition
ist

3 /(4
v = 5 220
ox®

8=1

u(®) (t=1,2,3). (41)

*Genauso erhalten wir fiir einen kovarianten Vektor nach Definition die Formeln

, 3 9x(0
u; ——‘=1mu,. (42)

Wir konnen diese Formeln fiir die Definition der Vektorkomponenten nicht nur bei einer
linearen Koordinatentransformation, sondern auch im Fall einer allgemeinen Transformation
benutzen, bei der sich die einen Koordinaten durch die anderen mit Hilfe beliebiger, im all-
gemeinen nichtlinearer Funktionen ansdriicken.

Wir geben noch eine weitere Moglichkeit der Definition eines kovarianten Vektors an. Dabei
wird ein kontravarianter Vektor einfach als ein Vektor definiert, dessen Komponenten sich
nach denselben Formeln wie die Koordinaten transformieren. Es seien nun ein kontravarianter
Vektor 4(") und ein kovarianter Vektor v, gegeben.

Wir bilden die Summe der Produkte

uWy, 4 u@y, + u®yp,. (43)

Wie man leicht sieht, bleibt diese Summe invariant (man sagt, sie sei ein Skalar), wenn sich
u(® und v, nach den entsprechenden Formeln (41) und (42) transformieren.

Wir erhalten nimlich unmittelbar auf Grund der Differentiationsregel fiir mittelbare Funk-
tionen die Beziehung '

3 3 3 gyl 3 axh
21“'(')0"’ =z [lzl o2® "m] [121 o U | =¥ 0u + 1o + uOy,.
8= 8= = =

Definieren wir also einen kontravarianten Vektor auf die oben angegebene Weise, so kénnen
wir das Anderungsgesetz fiir die Komponenten eines kovarianten Vektors aus der Forderung
ableiten, daB der Ausdruck (43) invariant bleiben goll. Wenden wir die Rechnungen aus dem
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vorigen Abschnitt an, so sehen wir, daB bei Invarianz des Ausdrucks (43) die Komponenten ¢,

eine zur Transformation der Komponenten u'®) kontragrediente Transformation erfahren. Wir

{iberlassen es dem Leser, zu zelgen, daB bei jeder (nicht nur bei einer linearen) Transformation

der Geschwindigkeitsvektor ein kontravarianter und der Gradient einer Funktion ein kovarian-
ter Vektor ist.

Zum SchluB noch eine Bemerkung iiber den Unterschied zwischen kontravarianten und
kovarianten Vektoren, die oben rein formal durch die Formeln fiir den Ubergang von einem
System zu einem anderen definiert wurden. Es sei ¢ irgendein durch seine Linge und Richtung
gegebener Vektor. Ist nun ein Koordinatensystem vorgegeben, 8o gewinmen wir die Kompo-
nenten des Vektors nach Formel (28). Wir bezeichnen diese Komponenten als kontravariante
Komponenten und schreiben (28) in der Form

p=a2Wi4 2@+ 2®F, (44)

Als kovariante Komponente von g in bezug auf den Basisvektor i bezeichnen wir die mit der
Liénge von i multiplizierte GréBe der senkrechten Projektion von r auf i. Ebenso bildet man
die kovarianten Komponenten in bezug auf die anderen beiden Basisvektoren. Somit erhalten
wir in jedem Koordinatensystem drei kovariante Komponenten z;, x,, 2;. Man kann zeigen,
daB sie sich beim Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem wie die Komponenten eines
kovarianten Vektors transformieren. In unserem Fall stellt der Ausdruck

2(1) z, + x(z)xz + x(’)a-a

das Quadrat der Linge von r dar und éndert sich somit bei der Koordinatentransformation
nicht. Auf den Beweis dieser Tatsache wollen wir jedoch hier nicht eingehen.

.

28. Der Begriff des Tensors. Wir gehen jetzt zu einer Verallgemeinerung des Vektorbegriffs
iiber und -ziehen dabei zunidchst nur lineare Koordinatentransformationen in Betracht. In
einem gewissen Koordinatensystem sei eine Matrix b; (5, ¥ =1,2,3) von neun Zahlen
gegeben. Wir bilden den Ausdruck

3
X byutho®), . (45)
k=1

in dem die 4 und »*) die Komponenten zweier kontravarianter Vektoren bedeuten. Gehen
wir zu einem neuen Koordinatensystem iiber, so kénnen wir in (45) die (Y und v(*) durch die
neuen Koordinaten (Y und v'(") ausdriicken. Dadurch erhilt der Ausdruck (45) die Form

Z b‘ku(‘)u(k) = Z‘ btfku'(‘)v'("), (46)
k=1 =1

So erhalten wir auch in dem neuen Koordinatensystem eine aus neun Elementen b3
best¢hende Matrix. Eine Matrix, die fiir jedes Koordinatensystem durch die Forderung de”
Invarianz des Ausdrucks (46) definiert ist, heiBt kovarianter Tensor zwester Stufe. Man kann in
derselben Weise von zwei kovarianten Vektoren u; und v, ausgehen und den Ausdruck

3
X by, (47)
k=1

bilden. Geben wir dann in irgendeinem Koordinatensystem eine aus neun Zahlen (%) be-
stehende Matrix vor, so erhalten wir durch die Forderung der Invarianz von (47) auch in
jedem anderen Koordinatensystem eine derartige Matrix. Dies fiihrt uns auf einen sogenannten
kontravarianten Tensor zweiter Stufe. Wihlen wir schlieBlich einen kontravarianten Vektor u(*)
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und einen kovarianten Vektor v, und bilden den Ausdruck

3
X b'.(k)u(i) Ve, . (48)
ikml

so kommen wir entsprechend zum Begriff eines gemischten Tensors zweiter Stufe.

Wir zeigen nun, wie man mit Hilfe der Koeffizienten der linearen Koordinatentransfor-
mation (36) die neuen Komponenten eines Tensors durch die alten ausdriicken kann. Zunéchst
beschriinken wir uns auf kovariante Tensoren zweiter Stufe. Die Koordinaten u(* und v*) von
kontravarianten Vektoren im alten Koordinatensystem gehen aus den neuen Koordinaten
2’ und v"(® durch die lineare Transformation mit der Matrix 41 hervor. Bezeichnen wir die
Elemente dieser Matrix mit {4-1};;, so erhalten wir

3 3
wh = (AN ®, b = 3 (4B,
k=1 k=1

Dies setzen wir in den Ausdruck (45) ein, bestimmen die Koeffizienten der Produkte
w'(y’()) und erhalten fiir die Komponenten bj;. des Tensors im neuen Koordinatensystem die
Ausdriicke

3
bir = X bpeld}pild - (49)
Pg=1

Entsprechend muB man bei kontravarianten Tensoren zweiter Stufe die alten Komponenten
u; und v, der beiden kovarianten Vektoren durch die neuen ausdriicken. Gemég der Definition
der kovarianten Vektoren driicken sich die %; vermdge der Matrix (4*)~? durch die u; aus,
und die u; gehen mit Hilfe der zu 4 transportierten Matrix 4* aus den u;” hervor, ebenso wie

die v; aus den v/, d. h.

s 3
w= X3 dhiw', vi=2X {dye
k=1 k=1

Setzen wir dies in den Ausdruck (47) ein, so erhalten wir die Transformationsformel fiir die
Komponenten eines kontravarianten Tensors zweiter Stufe:

a .
bR = 3 50 {4);, (A}, (50)
p.a=1

Analog erhiilt man fiir die Komponenten eines gemischten Tensors zweiter Stufe die folgende
Transformationsformel:

BB = 5 b (4N g (51)
p=1

Driicken wir nun die Koeffizienten der linearen Transformation durch die partiellen Ab-
leitungen
ax’th a9
oz " g
aus und setzen diese Ausdriicke in die vorangehenden Formeln ein, so srhalten wir die Trans-
formationsformel fiir Tensoren zweiter Stufe fiir beliebige Koordinatentransformationen.

Véllig analog zu dem oben Dargelegten kann man auch den Begriff eines Tensors von hherer
als zweiter Stufe bilden. Wir gehen aber hierauf nicht ein.
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Im Vorhergehenden hatten wir es mit einer Matrix zu tun, die in einem bestimmten Ko-
ordinatensystem eine lineare Transformation des Raumes ausdriickt. B sei eine solche Matrix.
Wir fiihren nun eine affine Koordinatentransformation

Y1 Yoo ¥s) = A (21, 3, 75)

aus, wobei 4 eine Matrix mit einer von Null verschiedenen Determinante ist. Wie bereits
gezeigt, wird dann unsere Transformation des Raumes auf die neuen Koordinaten durch die
Matrix

ABA™

vermittelt. Man sieht leicht, daB diese Transformation der Matrix mit der oben angegebenen
Transformation eines gemischten Tensors zweiter Stufe Gibereinstimmt. Wenden wir némlich
die Regel zur Bildung des Produktes von zwei Matrizen an, so werden wir auf die folgende
Formel gefiihrt:

3
BTN = 2 {Blep (47pis
=
und daraus ergibt sich weiter

{ABA Yy, = 2 {A}kq {BA- l}ql = Z' {B}qp 1% }m {A}!q'

Setzen wir b,(¥) an Stelle von {B};;, so erhalten wir gerade die Formel (51). Somit ist also die
Matrix einer linearen Transformation des Raumes ein gemischter Tensor zweiter Stufe.

Wir behandeln noch einige spezielle Tensoren. Wir nehmen an, ein kovarianter Tensor be-
sitze in irgendeinem Koordinatensystem die Eigenschaft

bu=0by; (5,k=1,23). (52)

Man sieht leicht, daB ihm diese Eigenschaft dann auch in jedem anderen Koordinatensystem
zukommt. Auf Grund von (49) gilt nimlich

3
by = X bpg (A Y {4 Y 4i»
p.g=1
und wegen (52) gilt

bkl = Z b {A l}pk {A_I}qi'

pg=1
Durch Umbenennnng der Summationsvariablen ergibt sich der Ausdruck

bH Z b {A llql'{A l}pv

9.9=1

und man sieht unmittelbar, daB b,; tatsichlich mit b;, dibereinstimmt. Ein solcher Tensor
heiBt symmetrischer kovarianter Tensor. Entspmchend definiert man symmetrische konéra-
varianie Tensoren. Ebenso finden wir: Gilt in u'gendemem Koordinatensystem b;, = — b;;
bzw. b(*) = — k), go sind diese Beziehungen auch in jedem anderen Koordinatensystem
erfiillt. Die zugehongen Tensoren heiBlen dann achiefeymmelrisch. Fiir gemischte Tensoren gilt
dies nicht mehr. Hier ist z. B. die Beziehung b,(*) = b,() nicht mehr invariant gegeniiber
Koordinatentransformationen. Wir gehen nun zur Betrachtung einiger spezieller Tensoren
iiber.
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24. Beispiele affin-orthogonaler Tensoren. Im folgenden werden wir uns auf lineare Trans-
formationen beschriinken, wie wir sie in [20] betrachtet haben. Sie entsprechen dem Ubergang
von einem kartesischen System zu einem anderen und heilen gewéhnlich orthogonale Trans-
formationen des dreidimensionalen Raumes. Wie wir oben sahen, ist fiir sie die kontragrediente
Transformation (4*)-! wieder mit A identisch, und damit entfillt der Unterschied zwischen
kovarianten und kontravarianten Vektoren. Offensichtlich gibt es also beziiglich dieser Trans-
formationen nur einen Begriff des Tensors zweiter Stufe. Bezeichnen wir nun, wie schon oben,
die Koeffizientenmatrix einer orthogonalen Transformation der Koordinaten mit {4};, so
erhalten wir als Transformationsformel fiir Tensoren zweiter Stufe

3
bu= X bpq {A}ip {A}kq' (53)
p.q=1

Dies geht unmittelbar aus den Formeln des vorangehenden Abschnitts hervor. Wir deuten nun
die Elemente jeder Spalte der Matrix (b;;) als Komponenten eines Vektors. Auf diese Weise
erhalten wir die drei Vektoren

b = (buv bnr bu)’ 5@ = (bn: bzzs b:z)’ b = (blav bw ba)-

‘Wir sagen, der erste von ihnen entspreche der z,-Achse, der zweite der 2;-Achse und der dritte
der zy-Achse. Jeder Richtung (r) ordnen wir jetzt durch die Formel

B = cos (n, ;) W) + cos (n, z,) B® + cos (n, z;) O (54)

einen Vektor b") zu.
Wir wihlen nun irgendwelche anderen kartesischen Koordinatenachsen z,’, zy’, zy" an Stelle
von 2, Z,, 3 und bilden gemiB (54) die Vektoren

' = cos (', z,) BV + cos (z;/, z.) B + cos (z’, z,) B®), (55)

die den neuen Koordinatenachsen entsprechen. Die Projektionen z,’, 2y’, z," dieser Vektoren
auf die neuen Koordinatenachsen ergeben eine Matrix (b/,) aus neun Elementen, die der
Matrix (b;;) analog ist.

- Wir zeigen, daB die Elemente der neuen Matrix vermége der Transformationsformel fiir die
Komponenten von Tensoren zweiter Stufe aus den Elementen der Matrix (b;;) hervorgehen.
Wir betrachten z. B. das Element bj;. DefinitionsgemiB ist es gleich der Komponente von b’(2)
beziglich der neuen Achse z,’. Die Formel (55) ergibt

b'® = cos (2, 7,) BY) 4 cos (z,/, z,) BB + cos (zy, z,) b®; (56)
b’® ist also eine lineare Funktion der Vektoren b("), und uin bjs zu erhalten, braucht man nur
auf der rechten Seite von (56) die Vektoren b(*) durch z,’-Komponenten zu ersetzen,d.h., man
hat die Vektoren b(¥) durch die Ausdriicke

by; cos (2, @) + by; cos (2, 2p) + by; cos (zy, z5) (1=1,2,3)
zu ersetzen. Wir bemerken auerdem, daB gemi8 (2)

cos (z;/, 2) = ag = {A}i
gilt.

Setzen wir nun diese Ausdriicke an Stelle der angegebenen Vektoren in die rechte Seite
von (56). ein, so erhalten wir

3
biz = Zlbpq {Allp {A}zq-

».49=
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Diese Formeln sind aber mit (63) identisch. Wir erhalten also die folgende Aussage: Sind zu
drei paarweise senkrechten Richtungen Vektoren b¥) (k = 1, 2, 3) definiert und ist nach
Formel (54) jeder Richtung (n) ein Vektor b(® zugeordnet, so definiert die Matrix der neun
Zahlen, welche die Projektionen der Vektoren b'(¥) (k = 1, 2, 3) auf die Achsen z’(¥) eines
beliebigen kartesischen Koordinatensystems angeben, einen affin-orthogonalen Tensor zweiter
Stufe, d. h. einen Tensor zweiter Stufe, der fiir alle orthogonalen Transformationen definiert ist.

Man beachte, daB die Aussage, b, entspreche der Richtung irgendeiner Achse z,, nicht etwa
bedeutet, b, besitze die Richtung von x,. Wesentlich ist nur die Formel (54); die jeder Richtung
(n) einen Vektor b(*) zuordnet, dessen Richtung im allgemeinen nicht mit (n) zusammenfillt.

Wir fiithren nun zwei Beispiele fiir affin-orthogonale Tensoren zweiter Stufe an. Das erste
ist der aus der Elastizititstheorie her bekannte Spannungstensor. Wir betrachten einen defor-
mierten elastischen Kérper und legen durch einen festgehaltenen Punkt M dieses Korpers ein
unendlich kleines Flichenstiick d 0 mit der Normalen (). In der Elastizitétstheorie macht man
die folgende Annahme: Das elastische Medium, das sich auf der durch die Normale bestimmten
Seite befindet, iibt auf das Flachenstiick eine Kraft aus, die gleich dem Produkt des Flichen-
inhaltes von do mit einem Vektor b(*) ist, der von der Richtung (n) der Normale abhéngt. Die
Untersuchung der Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines aus dem elastischen Korper aus-
gesonderten unendlich kleinen Tetraeders ergibt die Gleichung (54). Diese zeigt unmittelbar,
daB die Spannung ein Tensor zweiter Stufe ist. In einem beliebigen kartesischen Koordinaten-
system wird dieser Tensor durch eine aus neun Zahlen bestehende Matrix (b;;) charakterisiert.
In der Elastizitdtstheorie wird auBerdem bewiesen, da8 dieser Tensor symmetrisch ist, d. h.,
daB b; = by; gilt. Mit anderen Worten: Projiziert man auf die x,-Achse die Spannung, die
auf ein zur ;- Achse senkrechtes Flachenstiick wirkt, so ist diese Projektion gleich derjenigen,
die man erhdlt, wenn man die auf ein zur x;-Achse senkrechtes Stiick wirkendé Spannung auf
die z;-Achse projiziert.

Nun noch ein zweites Beispiel. Es sei €(M) irgendein Vektorfeld. Wir legen irgendein
kartesisches Koordinatensystem z,, 2,, z; zugrunde und bilden die Ableitungen der Koordi-
naten des Feldvektors (c;, ¢,, ¢5) nach den z;. Das fiihrt uns auf die folgende Matrix von neun
Elementen

b0 9o oo
ox, 0xy, Oy
Doy 9y g | (57)
ox, Ox; Oz
ey oy . 0oy
o0x; Oz, Oxy
Wir definieren den Vektor, der einer beliebigen Richtung (n) entspricht, als die Ableitung

ce

o’ so daB die Elemente der k-ten Spalte der Matrix (57) gerade die Komponenten des Vek-
tors sind, der der z;-Achse zugeordnet ist. Fiir beliebiges (n) gilt nun dié¢ Formel [IX, 120]

o¢; oc¢; ac;
6_71 = cos(n,:n:l)a—w'1 + cos (n,x,)a—x; + cos (n, z4)

0 [
EN

(i =1,2, 3)’

d. h., die obige Matrix stellt einen Tensor zweiter Stufe dar. Im allgemeinen ist dieser Tensor
weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch. Es ist jedoch nicht schwer, ihn als Summe eines
symmetrischen und eines schiefsymmetrischen Tensors darzustellen. Dabei wird unter der
Summe zweier Matrizen diejenige Matrix verstanden, deren Elemente die Summen der ent-
sprechenden Elemente der beiden Summanden sind.
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Wir schicken einige allgemeine Bemerkungen voraus. Aus der Linearitit der Formeln (53)
geht hervor, daB mit (b;;) und (c;;) auch (b + c;;) ein Tensor ist. AuBerdem bleibt diese
Formel erhalten, wenn die Indizes vertauscht werden, d. h., es gilt auch

3
bl/‘i =2 bqp {A}{p {A}kq'
pr.q=1

Bestimmt also eine fiir alle Koordinatensysteme definierte Matrix einen Tensor, 8o hat auch
ihre transponierte Matrix die gleiche Eigenschaft.
Es sei nun (b;;) ein beliebiger Tensor. Wir kénnen ihn folgendermaBen als Summe dar-

stellen:
oy [ ik by bip — by
(b.,,)—( . )+(—— > )

Hier ist offenbar der erste Summand symmetrisch und der zweite schiefsymmetrisch. Wenden
wir nun diese Zerlegung auf den durch (57) bestimmten Tensor an, so erhalten wir als symme-
trischen Teil

oe Limy da) 1(ta, b
oz, 2 \ox, oz, 2 \ oz EN
1 (2, % do L (2e , ¢ (58)
2 \oz, ' oz dx, 2 \dzy ' oz /|
100 | oa) 1 (04 o o
2 \ oz, ox, 2 \ Oz o0z, coxg

Liegt eine Deformation eines kontinuierlichen Mediums vor und ist M C der Verschiebungs-
vektor, d. h. derjenige Vektor, um den der Punkt M des Mediums verschoben wird, so be-
stimmt die Matrix (58) den sogenannten Deformationstensor.

Als schiefsymmetrischen Teil des Tensors (57) erhalten wir

0 1 (2o _ 0a) 1 (06 _ e
2 \ox, oz, 2 \ 0z, oz,
1 (o0 04 0 1. (6e, _ da)l (59)
2 \oxz oz, 2 \oxg 0y
1(o6 ba) 1{0 94 0
2 \ oz, ZEXN 2 \ox, 0y

Fiir den Spezialfall einer linearen homogenen Deformation [II, 1256] haben wir diese Zer-
legung eines Tensors in zwei Bestandteile schon frither durchgefiihrt und gesehen, daB dann
dem schiefsymmetrischen Anteil eine Drehung des gesamten Raumes (ohne Deformation) um
eine gewisse Achse entsprach.

26. Der n-dimensionale komplexe Raum. Wir wenden uns nun dem allgemei-
nen Fall des n-dimensionalen Raumes zu. Schon friiher haben wir als Vektor in
einem solchen Raum eine Folge von # reellen oder komplexen Zahlen [12]

= (zl’ Ly eeey 27,.)
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bezeichnet. Die Zahlen z,,x,,...,xz, heilen die Komponenten des Vektors .
Dabei nehmen wir an, der Raum sei auf die folgenden Basisvektoren bezogen:

a® =(1,0,...,0), a® =(0,1,...,0),..., a™® =(0,0,...,1),
so daB also
T =200 + 2,0 + o0 + z4a™ (60)

gilt. Die Gleichheit von Vektoren und die einfachsten Rechenoperatlonen defi-
nierten wir bereits in [12].

Den Ubergang von einem Vektor t = (2, %,,...,%,) zu einem Vektor
) = (Y1, Y2, ---» Ys) Dach den Formeln
Yi = 8%y + Gpp%y + +o» + iz (1 =1,2,...,0) (61)
oder
h=Ag (62)

nennen wir eine lineare Transformation des n-dimensionalen Raumes. Hierbei ist 4
die Matrix (a;;) der Transformation. Ist die Determinante D(4) von 4 verschieden
von Null, so heiBen die Transformation (62) und die Matrix A nichtausgeartet (nicht-
singuldr). In diesem Fall erhalten wir durch Auflésen von (61) nach den z; die zu
(61) oder (62) inverse Transformation

T = A1y, (63)
Die Matrix A-! besteht aus den Elementen
Api
-1y, LTk
(At = gy (64)

wobei D (A4) die Determinante von 4 und A4, das algebrassche Komplement von a;
bedeutet.

Das Produkt zweier Transformationen wird wie in [21] definiert, und zwar
soll die Hintereinanderausfiihrung der Transformationen

y =Ax und 3 = By
gleichbedeutend sein mit der linearen Transformation
3 =BArg,

welche das Produkt der Transformationen 4 und B genannt wird. Die Matrix des
Produktes berechnet sich nach der Formel

(BAla ==z (Blis (A} e (85

Das Produkt hingt im allgemeinen von der Reihenfolge der Faktoren ab, d. h.,
abgesehen von Ausnahmeféllen ist

BA + AB.
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Die Definition des Produkts la8t sich miihelos auf eine beliebige Anzahl von
Faktoren verallgemeinern. Es gilt dabei das assoziative Gesetz; die Faktoren
koénnen in Klammern zusammengefat werden :

(CB)A =C(BA). (66)
Die inverse Transformation erfiillt die Beziehungen

AA' =474 =1, 4)yr=4, (67)
wobei das Symbol I die sogenannte Einheitsmatrix bedeutet. In dieser sind die
Elemente der Hauptdiagonalen gleich 1 und alle anderen gleich 0. Diese Matrix ent-
spricht der identischen Transformation

Yi = x; (:=1,2,...,n).

Wie oben definieren wir die Diagonalmatrizen n-ten Grades durch

k, 00...0
JO Kk 0...0

[ky, K2y oo k] =§ 0 0 kg...0 |. (68)
000...k,

Ihnen entsprechen Transformationen der Gestalt
y;=lc.-:c.- (i=1,2,...,n).

Das Produkt zweier Diagonalmatrizen hingt nicht von der Reihenfolge der Fak-
toren ab und bestimmt sich nach der Formel

[kl’kh ey kﬂ] ° [lnles ---,lu] = [il:lzy ---’ln] ¢ [kl’kh sy kﬂ]
= [kllla kzlz, seey klll]'

Fiir den Spezialfall ¥, = k; = -.- = k, = k erhalten wir die Matrix
k00...0
0k0...0
[k, kyeor ] =] 00 K...0], (69)

..........

die der Multiplikation aller Komponenten des Vektors mit der Zahl ¥ entspricht.
Wie [21] wollen wir diese Matrix mit der Zahl k identifizieren, d. h., wir betrachten
Zahlen als Spezialfille von Matrizen. Aus Formel (65) sieht man leicht, da das
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Produkt einer Matrix 4 mit einer als Matrix (69) aufgefaBten Zahl £ nicht von der
Reihenfolge der Faktoren abhingt und auf die Multlphkatlon aller Elemente von
A mit & hinausliuft:

{(k, &, ..o k] - A}ip = (A} = k {A)is. (70)

An Stelle der obigen Vektoren a®® seien nun neue Basisvektoren b‘? eingefiihrt.
Die b mogen sich gemiB 2

b(l) = tua(l) + tna(z) + eos + t,..a"",
b® = tna(l) + tzza(’? + .ces + t”a(n), ‘ (71)

B™ = t,a® + £y a® 4 oo 4 L a®

durch die a¥”? ausdriicken, wobei die aus den Zahlen ¢;, gebildete Determinante

nicht verschwinden soll. Die a®® lassen sich dann umgekelirt durch die b% dar-

stellen. Jede Linearkombination der a“? ist also auch eine Linearkombination der-
b%® und umgekehrt. Mit anderen Worten: Die Vektoren b%’ spannen denselben

Raum auf wie die a%’. Hat irgendein Vektor g in dem durch die a®®> bestimmten

Koordinatensystem die Komponenten z,, z,, ..., &y, 80 besitzt er in dem durch

die b% bestimmten Koordinatensystem neue Komponenten 2,’, z,’, ..., z,’, die .
sich linear durch die alten ausdriicken lassen. Sie gehen durch Anwendung der zu

(71) kontragredienten linearen Transformation aus den z,, z,, ..., , hervor:

(1 B3y euey By') == (T*) (@), Tgy oevy Ty)e (72)

Hierbei ist T* die Transponierte der Matrix 7', die ihrerseits der Transformation
(71) entspricht. Eine lineare Transformation des Raumes, die im urspriinglich
angenommenen Koordinatensystem dnirch die Formel (62) gegeben ist, hat im
neuen Koordinatensystem die Form

y =040, ' (73)
wobei )

= (T*)

zu setzen ist. Die Matrizen 4 und U 4 U-! heiBen einander dhnlich (oder dqusivalent)

Die grundlegenden Begriffe unserer Ausfithrungen waren die Begriffe Vektor
und Matrix. Zuweilen fat man auch einen Vektor g = (z,, x,, ..., x,) als Matrix
auf, bei der in irgendeiner beliebigen Spalte die Zahlen z,, ,, ..., z, stehen, alle .
itbrigen Elemente aber Null sind. Wir wollen z. B. annehmen, wir hiitten die Kom-
ponenten des Vektors in die erste Spalte der Matrix gesetzt. Dann hat unser Vek-
tor, als Matrix geschrieben, die Gestalt

z 0...0
z, 0...0

........
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Manchmal bezeichnet man eine Matrix, in der nur eine Spalte von Null verschie-
dene Elemente enthilt, mit

2, 2 0...0
x2 — xg 0...0 . (74)
Xy 2 0...0

Die lineare Transformation (62) kann auch als Multiplikation der Matrix (74)
mit der Transformationsmatrix 4 aufgefaBt werden. Multiplizieren wir namlich
nach der Regel (65) die Matrix (74) mit 4 und beachten dabei, da8 in (74) nur
die Elemente der ersten Spalte von Null verschieden sind, so erhalten wir als Pro-
dukt wiederum eine Matrix, in der nur die Elemente der ersten Spalte von Null ver-
schieden sind. Wie man leicht sieht, haben diese Elemente die Gestalt

Yi = @i %y + GigTy + o+ + Qi Ty,

d. h., sie gehen gerade durch die lineare Transformation (62) aus den z; hervor.
Wir konnen also die Transformation in der Form

Y 31
l=a| ™ (75)
\Yn Ty

schreiben, wobei rechts das Produkt zweier Matrizen steht.

AbschlieBend stellen wir nochmals die allgemeinen Gesetze der Vektoralgebra im
n-dimensionalen Raum zusammen:

t+y9=9+1, C+9)+s=c+(h+3.

Sind g und 1) zwei beliebige Vektoren, so ist der Vektor 3 =y — ¢ mit den Kom-
ponenten y, — z; der einzige Vektor, der die Gleichung ¢ 4 3 =y erfiillt.
Sind a, b beliebige Zahlen, so gilt

(@a+br=ar+br, a(bg)=(@dx, ax+Yy =ar+ay.

Fiir die Zahl Eins erhalten wir 1f = ¢. Fernerist 0y = 0, wobei die Null auf
der rechten Seite den Vektor bezeichnet, dessen Komponenten sémtlich gleich Null
sind.

26. Elemente der Matrizenrechnung. In den Formeln des vorigen Abschnitts
erschienen Matrizen als Symbole, mit denen sich gewisse Operationen ausfiihren
lassen, welche den Rechenoperationen im Bereich der Zalilen dhnlich sind. Natur-

7 Smirnow III/1
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gemiB fiihrt dies auf den Gedanken, eine neue Algebra zu entwickeln, die der Rech-
nung mit den Matrixsymbolen angepaflt ist. Wir wollen Matrizen als eine neue
Zahlenart, als hyperkomplexe Zahlen, auffassen. So wie wir seinerzeit mit Hilfe
von Paarenreeller Zahlen neue, nimlich die komplexen, Zahlen a - ¢b aufbauten,
so wollen wir jetzt mit Hilfe von n2 Zahlen g, die in einem quadratischen Schema
angeordnet sind, zu einem neuen Zahlbegriff, dem der Matriz, gelangen. Man mufl
aber auf einen wesentlichen Unterschied hinweisen. Auf Buchstaben, welche kom-
plexe Zahlen bedeuten, lassen sich dieselben formalen Operationen der Algebra
anwenden wie auf dieé reellen Zahlen. Fiir Matrizen bekommen wir aber eine Algebra,
die von der uns bekannten Algebra der komplexen Zahlen wesentlich verschieden
ist. Der Hauptunterschied liegt in der Nichtkommutativitit der Multiplikation, d. h.
in der Tatsache, daB das Resultat der Multiplikation von der Reihenfolge der
Faktoren abhingt. Wir entwickeln nun die grundlegenden Regeln der Matrizen-
algebra. Als Leitfaden werden dabei vielfach die Resultate dienen, die wir frither
erhalten hatten, als Matrizen als Koeffizientenschemata linearer Transformationen
gedeutet wurden.

Im folgenden werden, wenn das Gegenteil nicht ausdriicklich gesagt ist, nur
quadratische Matrizen ein und desselben Grades betrachtet. Ist A eine solche
Matrix, so werden wir ihre Elemente wieder mit {4}; bezeichnen.

(Al = (Bl (G, k=1,2,...,n) ' (76)

gilt, wenn also alle entsprechenden Elemente von 4 und B iibereinstimmen.
Die Addition von Matrizen wird durch '

{4 + Bl = {A}a + \Bl (1)

definjert. Die Addition von Matrizen lduft also auf die Addition entsprechender
Elemente hinaus.

Das Produkt wird durch
{(BA)y = Z; {Blis (A} (78)

definiert. Wie wir oben sahen, ist im allgemeinen
BA = AB.
Es gilt jedoch das assoziative Gesetz [21]:
(CB)A = C(BA). (79)

Die Determinante des Produkts zweier Matrizen ist gleich dem Produkt der
Determinanten der Faktoren

D(BA) = D(B)- D(4). (80)
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Offensichtlich gilt auch das distributive Gesetz
(A+B)C=AC+ BC und C(4A+ B)y=CA + CB. (81)

Wir weisen noch auf eine Besonderheit der Multiplikation hin: Das Produkt
zweier Matrizen kann auch dann gleich der Nullmatriz (darunter versteht man
eine Matrix, bei der alle Elemente gleich Null sind) sein, wenn beide Faktoren
von der Nullmatrix verschieden sind. Als Beispiel sei hier das Produkt zweier
gleicher Matrizen zweiten Grades angefiihrt:

00 00 00
(1 0) (1 0) (0 0)'

Wie im vorigen Abschnitt fiihrt man nun den Begriff der inversen Matrix A-!
einer Matrix 4 fiir den Fall ein, daB 4 nichtsingulir,d.h. D(4)=-0,ist. Ist C =BA
und sind R,, Ry, R; die Rangzahlen von 4, B, C, so gilt, wie wir gesehen haben,
die Ungleichung R, < R, [7]. Ist B nichtsingulér, so ist A = B-1C, und es er-
gibt sich wie oben die Ungleichung R, < R;. In diesem Fall ist also R, = R,.
Multipliziert man eine Matrix A (von rechts oder links) mit einer nichtsinguliren
Matrixz B, so dndert sich thr Rang nicht. Ist I die Einheitsmatrix, so gilt fir be-
liebiges B

BI =1IB =B. (82)
Man zeigt leicht, daB A-! die einzige Losung der Gleichungen
AX =1 und XA4A=1 (83)

ist, wobei I die Einheitsmatrix bedeutet. Multiplizieren wir ndmlich z. B. die erste
dieser Gleichungen von links mit 4-1, so erhalten wir wegen (79) und (67) X = 4-1,
Die zweite Gleichung wird entsprechend bewiesen. Ist D(A4) = 0, so haben die
Gleichungen (83) iiberhaupt keine Lésung, d. h., 4 besitzt keine Inverse, Aus (83)
folgt namlich

DA)yDX) =1,

was der Annahme D(A) = 0 widerspricht.
Wir erinnern an den Begriff der Diagonalmatrix aus dem vorigen Abschnitt
sowie daran, daf man jede Zahl k als Spezialfall einer Matrix auffassen kann.
Positive ganzzahlige Potenzen einer Matrix 4 werden in naheliegender Weise
durch die Formel

A?» =A-A..- A (p Faktoren)

eingefiihrt. Negative ganzzahlige Potenzen einer Matrix werden als positive ganz-
zahlige Potenzen der inversen Matrix erklirt; man setzt also

AP = (4. (84)
Offenbar ist dann
AP = (AP), d. h. APA? = AvA-» =1. (85)

7%
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Das Symbol % fiir den Quotienten zweier Matrizen hat im allgemeinen keinen

Sinn. Es kann auf zweierlei Art gedeutet werden, entweder als Produkt 4 B-! oder
als B-14. Diese Produkte sind nun im allgemeinen voneinander verschieden, und
nur in den Spezialfillen, in denen sie identisch sind, ist das Symbol —% sinnvoll.

Grundlegend ist ferner der Begriff der Ahnlichkeit zweier Matrizen, den wir
im vorigen Abschnitt bereits eingefiihrt hatten. Wir erwiahnen noch einige leicht
zu beweisende Formeln :

(CBA)Y?! = A'B-1C. (86)

CBAC = (CBC-Y)(CACH). (87)
Bezeichnet man die zu A transponierte Matrix mit 4*, so ist

(CBA)* = A*B*C*, (88)

wie man auf Grund der Definiton des Produkts leicht bestatigt.
Hier noch zwei weitere neue Bezeichnungen: Mit 4 bezeichnen wir diejenige
Matrix, deren Elemente zu denen von 4 konjugiert komplex sind, d. h.

(A} = {AVix. (89)

Hier bedeutet wie immer & die zu & konjugiert komplexe Zahl. Vertauscht man
schlieBlich in einer Matrix 4 Zeilen und Spalten und ersetzt alle Elemente durch
konjugiert komplexe, so wollen wir fiir die so entstehende Matrix das Symbol 4
verwenden. Fiir 4 gilt also

(A} = (Al (90)
Man nennt A zuweilen die zu A adjungierte oder hermitesch adjungierte Matrix
(CaarrLEs HERMITE (1822—1901), franzésischer Mathematiker). Man verifiziert
jeicht die Formel
CBA = AB0. (91)
Der Leser mége auch die folgende elementare Formel beweisen :
(4%t = (4%,

die besagt, daB die Symbole des Ubergangs von einer Matrix zur Inversen bzw. zur
Transponierten miteinander vertauscht werden konnen, worauf wir schon frither
hingewiesen hatten [20].

Niitzlich fiir das Weitere ist die folgende Formel: Aus (67) ergibt sich unmittelbar

D(AD(4Y) =1
D4 = (D(4)). (92)

Mit anderen Worten: Der Wert der Determinante der inversen Matrix 4-1ist gleich
dem reziproken Wert der Determinante von 4.
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Der Begriff einer Diagonalmatrix 148t sich verallgemeinern zu dem einer Quas:-
diagonalmatriz. Wir veranschaulichen diesen Begriff an einem Beispiel. Gegeben
sei eine Matrix siebenten Grades der folgenden Form:

by b2 b3 0 0 0 O
byy bes b3 0 0 O
by bgy bgg 0O 0 O O
0 0 0 ¢; ¢, O
0 0 0 co €3 O
0 0 0 0 0 d, ds
0 0 0 0 0 dy dy
Wir bezeichnen die Matrix dritten Grades mit den Elementen b;; mit B und
die beiden Matrizen zweiten Grades mit den Elementen t;; bzw. d;; mit C bzw. D.

Die obige Matrix siebenten Grades heilt quasidiagonal von der Struktur (3, 2, 2}
und wird mit

[B, C, D]

bezeichnet.

Allgemein mége nun die Hauptdiagonale einer Matrix n-ten Grades mit den
Elementen a;; in m Teile zerfallen. Der erste Teil bestehe aus den ersten k, Elemen-
ten, der zweite aus den niichsten k, Elementen usw. Esist also &k, 4 ky 4 --- 4 k,,
= n. Wir fassen jetzt die ersten k, Elemente als Hauptdiagonale einer Matrix X,
des Grades k, auf, entsprechend die niichsten k; Elemente als Hauptdiagonale einer
Matrix X, vom k,-ten Grade usw. Sind nun alle Elemente von A, die keiner der
Matrizen X, angehoren, gleich Null, so heit 4 gquasidiagonal von der Struktur
{ky, ks - .., kw} und wird mit

A =[X,, X5, 00y Xg]

bezeichnet.

Die Rechenregeln fiir quasidiagonale Matrizen gleicher Struktur zeichnen sich
durch groBe Einfachheit aus. Wir fiihren die entsprechenden Formeln ohne Beweis
an. Sie konnen mit Hilfe der Definition der jeweiligen Rechenoperation ganz ele-
mentar abgeleitet werden. Fiir die Addition quasidiagonaler Matrizen gleicher
Struktur gilt

(X1, Xps ooy X + [ Y1, Y5y, Y]l =[X1 4+ Yy, Xo4+ Yy, X+ Yl (93)

Die Ubereinstimmung der Struktur beider Matrizen ist dabei gleichbedeutend da-
mit, daB der Grad jeder Matrix X, gleich dem Grade der entsprechenden Matrix Y,
ist. Ebenso erhalten wir fiir die Multiplikation und das Potenzieren

[Yl, Yz:---, Ym]'[XI»XZs ~'-’Xm] =[Y1X1’ Y2X2’ ceey mem]: (94)
[Xl’ -X2’ cesy Xm]p = [le, sz’ ceey me]- (95)
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Hierbei bedeutet p eine beliebige ganze positive oder negative Zahl. Ist p negativ,
8o miissen natiirlich alle Determinanten D (X,) von Null verschieden sein.

Die Ahnlichkeitstransformation einer Matrix [X,, X,, ..., X,,] mit Hilfe einer
anderen Matrix derselben Struktur wird durch die Formel

[Yla st‘--, Ym]'[leX%--')Xm]'[Yl: Y27~--a Ym]—l

(96)
=Y, X, Y .., Y, X,Y,]
ausgedriickt.

Wir geben nun die geometrische Deutung der linearen Transformationen an,
denen quasidiagonale Matrizen entsprechen. Der Einfachheit halber nehmen wir
die obige quasidiagonale Matrix siebenten Grades mit der Struktur {3, 2, 2} und
betrachten die dieser Matrix entsprechende lineare Transformation. Gilt fiir einen
Vektor (z,,x,, ..., x;)

Ty =2y =23 =2, =0,
so ist offenbar auch fiir den transformierten Vektor

Yoe=Ys =Ys =Y, =0.

Mit anderen Worten: Alle Vektoren aus dem durch die ersten drei Basisvektoren
aufgespannten Unterraum liegen auch nach der Transformation in diesem Unter-
raum, und der Transformation dieses Unterraumes entspricht die Matrix B dritten
Grades. Dasselbe gilt fiir den Unterraum, der von den beiden niachsten, und schlie8-
lich auch fiir den, der durch die letzten beiden Basisvektoren bestimmt wird.

Wir erinnern in diesem Zusammenhang noch einmal an die folgende Definition :
Unter dem von den Vektoren rV, x®, ..., aufgespannten Unterraum verstehen
wir die Gesamtheit aller derjenigen Vektoren g, die eine Darstellung der Form

L =0g?P + cr® 4+ oo - ¢1?

mit Konstanten ¢,,c,, ..., ¢, zulassen.

27. Eigenwerte und die Transformation einer Matrix auf die kanonisehe Form.
Ahnliche Matrizen brauchen selbstverstéindlich nicht im Sinne von (76) gleich zu
sein. Geometrisch sind sie aber insofern gleichbedeutend, als sie dieselbe Trans-
formation des Raumes bewirken, die nur in verschiedenen Koordinatensystemen
ausgedriickt ist. Wir suchen jetzt Invarianten dieser Matrizen, d. h. solche Aus-
driicke aus den Elementen, deren Wert fiir alle dhnlichen Matrizen gleich ist. Wie
man leicht sieht, ist z. B. die Determinante einer Matrix eine solche Invariante.
Denn ist A irgendeine Matrix und U 4 U-! eine zu ihr dhnliche (wobei natiirlich
D(U) = 0 ist), so gilt auf Grund von (80) und (92)

D(UAU-Y) = D(U) D(A) D(U-Y) = D(U) D(4) [D(U)]"* = D(A).

Andere Invarianten gewinnt man auf folgende Weise: In der Matrix A4 subtra-
hiert man einen Parameter 4 von allen Elementen der Hauptdiagonalen und bildet
dann die Determinante der so entstandenen Matrix. Diese ist ein Polynom ¢ (4)
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n-ten Grades von . Es gilt also

ay — A ay, (LT
gy = | mA e (97)
Qgy Agy Apy — 1

wobeiﬂie a;, die Elemente der Matrix sind. Dies 18t sich auch in der Form
p(d) =D(A4 — 1) =D(A — Al) (98)

schreiben, da ndmlich 1 oder A1 eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonalelemente
alle gleich sind. Ersetzt man jetzt A durch UA U-! und beachtet, daB die Zahl /
mit jeder Matrix vertauschbar ist, so daB also insbesondere UAU-! = 1 gilt, so
erhilt man die Gleichung

DWAU*—2) =D[U(A —- AU =D(A =2
oder
DWUWAU — ) =D(A —]). (99)

Wir sehen somit, da8 die Polynome (97), die den Matrizen U A U-! und 4 zu-
geordnet sind, identisch sind. Mit anderen Worten: Alle Koeffizienten des Poly-
noms (97) sind Invarianten beim Ubergang von einer Matrix zu einer dhnlichen.
Der hiochste Koeffizient des angegebenen Polynoms ist, wie man leicht sieht, gleich
(—1)*. Wir wollen zwei der Koeffizienten besonders herausheben, nimlich das
freie Glied und denKoeffizienten von (— 1)*-14*-1. Der erste ist offensichtlich gleich
der Determinante D(4); diese Invariante haben wir schon frither erwdhnt. Was
nun den Koeffizienten von (— 1)*-1A"*-1 betrifft,so sehen wir unter Benutzung der
Resultate aus [5], daBl er mit der Summe der Diagonalelemente iibereinstimmt.
Diese Summe wird gewéhnlich Spur der Matriz genannt und mit

Sp(4) ={A)y; + {A}es + ++- + [Algn = @11 + Qg2 + <+ + Ay

bezeichnet. Somit besitzen also dhnliche Matrizen gleiche Determinanten und
gleiche Spuren.

Wir wenden uns der Gleichung
DA—-2)=0 (100)

zu. Diese wird charakteristische Gleichung der Matrix A genannt. Thre Wurzeln
heiBen charakteristische Zahlen oder Eigenwerte von A. Aus den soeben angefiihrten
Uberlegungen folgt, da8 dhnliche Matrizen gleiche Eigenwerte haben. Gleichungen
der Form (100) sind uns auch schon friither begegnet.

Wir stellen jetzt die Frage: Kann man zu einer vorgegebenen Matrix A eine
Matrix V mit der Eigenschaft finden, daB V- AV eine Diagonalmatrix wird?
Vom Standpunkt der linearen Transformationen des Raumes aus kann man diese
Frage auch so formulieren: Kann man ein Koordinatensystem so wihlen, da8 die
lineare Transformation, die im urspriinglichen Koordinatensystem durch die
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Matrix 4 bewirkt wurde, sich im neuen Koordinatensystem einfach auf eine Trans-
formation der Gestalt y, = A,z; reduziert? Wir schreiben die zu A #hnliche
Matrix nicht wie friiher in der Gestalt U A U-1, sondern in der Form V-1 AV,
was natiirlich kein wesentlicher Unterschied ist.

Unsere Bedingung lautet also

V1AV = (A, g, - Aul. (101)

Die Elemente der Matrix ¥ und die 4; sind zu bestimmen. Diese Beziehung kann
man auch anders schreiben. Man multipliziert dazu beide Seiten von links mit V
und erhalt

AV = VA, A s Aul. (102)

Die Elemente mit den Indizes ¢ und % in den Matrizen auf beiden Seiten der
Gleichung lassen sich nach (65) berechnen, und man erhélt n? Gleichungen

”
2 @isVar = Virhy.
=1

Die a;; bzw. v;; sind die Elemente von A bzw. V. Halten wir nun den zweiten
Index % fest und setzen ¢ =1,2,...,n, so bekommen wir » Gleichungen, die
jeweils nur 4; und die Elemente vy, vy, ..., vy der k-ten Spalte von V enthalten:

iV = AV t=12,...,n). (103)
1

8=

Betrachten wir nun die Elemente v,;, vy;, ..., vy 8ls Komponenten eines Vektors
v®, 80 konnen wir diese Gleichungen zu einer einzigen Vektorgleichung

Ap® = J,p® (104)

zusammenfassen.

Wie wir sehen, 1a8t sich die Bestimmung einer Matrix V, die A auf Diagonal-
form transformiert, zuriickfithren auf die Bestimmung von Vektoren p9’, die sich
bei der durch 4 bewirkten linearen Transformation nur mit einem ZahMaktor
multiplizieren. Diese Aussage der Algebra ist ein Analogon zu einer Tatsache der
modernen Quantenmechanik, der zufolge die Heisenbergsche Matrizenmechanik
und die Schrédingersche Wellenmechanik im wesentlichen gleichbedeutend sind.
Die Hauptaufgabe der Matrizenrechnung besteht in der Transformation einer be-
stimmten (unendlichen) Matrix auf Diagonalform; fiir die Wellenmechanik ist die
Grundaufgabe die Bestimmung von Vektoren (in einem unendlichdimensionalen
Raum), die sich bei einer bestimmten linearen Transformation nur mit einem kon-
stanten Faktor multiplizieren. Die obigen Untersuchungen sind in dem Sinne ein
algebraisches Analogon, daB die Beschrinkung der Fragestellung auf einen endlich-
dimensionalen Raum auf eine rein algebraische Aufgabe fiihrt. In dem viel kompli-
zierteren unendlichdimensionalen Fall mu man wesentlich iiber den Rahmen der
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gewohnlichen Algebra hinausgehen und zu Methoden der Analysis greifen. Aus-
fiihrlicher werden diese Fragen an einer spéteren Stelle erklirt werden. Hier wollen
wir nur bemerken, da8 man sich fiir physikalische Anwendungen in dem betrachte-
ten endlichdimensionalen Fall auf spezielle Matrizen A (auf sogenannte hermitesche
Matrizen, fiir die a;; = @;; ist) beschrinken kann. Auch die Matrix U mu8 von
einem speziellen Typ sein (eine sogenannte unitire Matrix; dieser Begriff wird
spiter definiert). Hier betrachten wir die allgemeine Frage fiir beliebige endliche
Matrizen und beschrinken uns dabei darauf, die abschlieBenden Resultate anzu-
geben, ohne die Beweise vollstindig durchzufiihren. Fiir diejenigen Aufgaben je-
doch, welche in den Anwendungen von Interesse sind, werden wir die Frage voll-
stindig 16sen.

Wir l6sen das System (103) oder (104) auf. Ausfiihrlich geschrieben hat es die
Gestalt

(@11 — )V + G Vo + -+ + G Vi =0,
Oy Vi + (Bze — Q) Vo + =+ + BV =0, (105)
Gy V1 + Qg Vg + <o+ + (Buy — At) Vg = 0:

Damit fiir (vy, Vg, -.., ve) €ine von Null verschiedene Losung existiert, ist not-

wendig und hmrelchend daB die Determinanté des Systems gleich Null ist, d. h.,
es ist notwendig und hinreichend, daB 4, Wurzel der charakteristischen Glelchung
ist. Wir wollen nur den Spezialfall ausfiihrlich behandeln, da8 diese Gleichung
lauter verschiedene Wurzeln besitzt, und bezeichnen diese mit 1,, 4,, ..., 4,. Er-
setzen wir nun in den Koeffizienten von (105) 4; durch die erste Wurzel 4,, so
koénnen wir jetzt aus (105) die Elemente der ersten Spalte von ¥V berechnen. Dabei
wollen wir nicht auf die Frage eingehen, inwiefern man diese Gré8en v;, frei wihlen
kann. Wir fordern von der Losung des Systems nur, da8 sie von der Null-Losung
verschieden ist. Ersetzen wir jetzt in den Koeffizienten von (105) 4, durch 4,, so
konnen wir entsprechend die Elemente der zweiten Spalte von V bestimmen, usw.
bis zur n-ten Spalte. Die Gleichungssysteme (105) sind nun mit (102) glelchbe-
deutend, und um zur Ausgangsgleichung (101) zuriickzukehren, miissen wir uns
lediglich vergewissern, daB V eine Inverse V- besitzt, daB also die Determinante
von V von Null verschieden ist. Wir beweisen das indirekt: Wir nehmen also an,
D (V) sei gleich Null. Wie wir aus [12] wissen, heiBt das, daB8 zwischen den durch
die Spalten von V definierten Vektoren v® eine lineare Abhéngigkeit

10D + C0® + o 4 Cpp™ =0

besteht, in der nicht simtliche Koeffizienten C; verschwinden. Wenden wir nun
auf beide Seiten dieser Gleichung die durch die Matrix 4 gegebene lineare Trans-
formation (» — 1)-mal an, so erhalten wir nach (104) n» Gleichungen

Clba) + Cat)u) + .. +'C'”(n) =0,
AC1OD 4 2,00 4 oo + 4,C0™ =0,

.....................................

110—101'3(1) + Agn—logbﬂ) + cee + ).."‘10,1)(") — 0_
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Da nun nicht alle Vektoren C,v%® gleich Null sind, kénnen wir schlieBen, da8
die Determinante des Systems gleich Null sein mu8, also

Die 2, sind nach Voraussetzung verschieden. Das widerspricht der Tatsache, da8
die Vandermondesche Determinante paarweise verschiedener Zahlen, um eine
solche handelt es sich hier, von Null verschieden ist. Somit haben wir fiir den Fall,
daB alle Eigenwerte einer Matrix verschieden sind, die Méglichkeit einer Transfor-
mation der Matrix auf Diagonalform nachgew1esen

Treten gleiche Eigenwerte auf, dann kann es passieren, da8 die Matrix iiberhaupt
nicht durch eine Ahnhchkeltstransformatlon auf Dla.gonalform gebracht werden
kann. Trotzdem existiert auch hier eine sehr einfache oder, wie man auch sagt,
eine kanonische Gestalt der Matrix. Diese kanonische Gestalt lautet in dem Fall,
daB die Matrix auf Diagonalform gebracht werden kann, [2,, 4,, ..., 4,], wobei die
A die Eigenwerte der Matrix sind. Fiir den allgemeinen Fall formulieren wir nun
das Resultat!): Essei 4 = a eine k-fache Wurzel der Gleichung (100). Es sei ferner
fiir alle Unterdeterminanten (n — 1)-ten Grades der auf der linken Seite von Glei-
chung (100) stehenden Matrix die Zahl 1 = a eine hochstens k,-fache Wurzel, d. h.,
es seien alle diese Determinanten durch (1 — a)h, jedoch mindestens eine von
ihnen nicht durch (A — a)h! teilbar. Es sei weiter fiir alle (n — 2)-reihigen Deter-
minanten dieser Matrix die Zahl A = a eine hochstens k;-fache Nullstelle, und es
sei schlieBlich A =a eine hochstens k,-fache Nullstelle aller (n — m)- relhlgen
Determinanten. Unter den (n — m — 1)-reihigen Determinanten soll es wenig-
stens eine geben, fiir die 2 = a keine Nullstelle ist. Dann ist dies offenbar auch fiir
Determinanten mit noch weniger Zeilen der Fall. Man kann nun zelgen, daB die
Zahlen k, abnehmen:

k>k >k > >kpy.
Wir definieren die positiven ganzen Zahlen

L=k —k, ly ="l —kyyeery, lmiy = bm,y
wobei '

bt byt ool =k
ist. Die Binome
(A—a)y, A—a)s;..., (A=—a)m

heien die Elementarteiler der Matriz A fiir die Nullstelle 1 = a. Auf diese Weise
bestimmen wir fiir alle Eigenwerte von 4 die Elementarteiler und erhalten die Ge-

1) Sein Beweis wird in einem besonderen Anhang am Ende des zweiten Bandes dieses Teiles
erbracht werden.
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samthest der Elementarteiler:

(A— A, (A—A)s, ..., (4A— l,,')‘-”, (106)
wobei
o1 +eo+ - to,=n (107)

ist und unter den 2, auch gleiche vorkommen diirfen.

Oben haben wir gesehen, daB sich die Eigenwerte bei Ahnlichkeitstransforma-
tionen nicht éndern. Es ergibt sich, daB die Gesamtheit aller Elementarteiler einer
Matrix dieselbe Eigenschaft besitzt. Wir fithren nun neue einfache Matrizen I,(a)
ein. Darunter verstehen wir eine Matrix p-ten Grades, bei der simtliche Elemente
der Hauptdiagonalen gleich a,die unmittelbar unter den Diagonalelementen stehen-
den Elemente stets gleich 1 und alle iibrigen gleich Null sind:

-
S

(=]
(=]
[=)

L=|° . (108)

Das Hauptresultat in der Frage nach der Transformation einer Matrix auf
kanonische Form lautet: Besitzt eine Matrix A die Elementarteiler (108), so exi-
stiert eine nichtsinguldre Matrix U derart, da

UAU = [L,(h), Lo, (ha), -.-> Loy (A)] (109)
ist.

Wir bemerken, da das Aufsuchen der Matrix U auf elementare Operationen
fithrt, wenn alle Eigenwerte von 4 bekannt sind. Ist ¢ =1, so verstehen wir
unter I,(a) einfach die Zahl a selbst. Es kann passieren, daB auch dann, wenn
gleiche Eigenwerte vorkommen, alle Elementarteiler (1068) einfach, also von der
Gestalt

A—2y), (A—=142), ..., (A—2,)
sind. In diesem Fall ist die Quasidiagonalmatrix

o (4)s To(A2), -..r Ipy(2p)]

einfach die Diagonalmatrix [4;, 4,, ..., 4,], und wir haben damit die Matrix auf
Diagonalform transformiert.

Wie man leicht beweisen kann, ist eine Matrix 4 genau dann auf Diagonalform
transformierbar, wenn fiir jede Wurzel 4, der charakteristischen Gleichung der
Rang des Systems (105) gleich #» — u, ist, wobei u, die Vielfachheit der Wurzel
bedeutet. Ist diese Bedingung erfiillt, so bestimmt das System (105) y, linear un-
abhingige Vektoren (vy;, Vg, ..., V) [14].

Wir bemerken noch, da3 die Matrix U, die in Formel (109) eingeht, nicht ein-
deutig bestimmt ist. So kénnen wir, wenn der Wert der Determinante von U mit d
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1
Va
und diirfen annehmen, da8 die Determinante der Matrix U in Formel (109) gleich 1
ist. Fiir die allgemeine Aufgabe der Transformation einer Matrix auf kanonische
Form beschrinken wir uns auf diese Hinweise und kommen in einem besonderen
Anhang im zweiten Band des dritten Teiles auf diese Aufgabe zuriick. Wie wir
schon oben angekiindigt haben, werden wir im folgenden diese Aufgabe ausfiihrlich
fiir Matrizen speziellen Typs untersuchen.

bezeichnet wird, in Formel (109) U durch U und U-! durch “]/d_U—1 ersetzen

28. Unitére und orthogonale Transformationen. In diesem und den folgenden
Abschnitten werden wir von den Begriffen des inneren (skalaren) Produkts und
der Norm (Linge) eines Vektors Gebrauch machen. Diese Begriffe wurden im Ab-
schnitt [13] eingefiihrt. Wir erinnern uns, da8 das Quadrat der Norm (Lénge) durch
die Formel :

lel* = (z. ) =Z,; |z,|2 (110)
8=
oder fiir reelle Komponenten durch
Izl =2 =2
8=1
definiert wird.

Diese Definition der Norm hidngt von der Wahl der Grundvektoren, d. h. von
denKoordinatenachsen,ab. Wir werden ein Koordinatensystem, wie es in der oben
angegebenen Definition der Norm auftritt, ein Normal- oder kartesisches System
nennen. AuBer der Linge eines Vektors definieren wir noch das innere (skalare)
Produkt zweier Vektoren durch die Formel

(5 9) =291 + 2aYs + -+ + ZaYn- (111)
Fiir reelle Vektoren nimmt diese Formel die symmetrische Gestalt

(9 =z + Ty + - + ZaYa

an. Aus (111) ergibt sich, daB bei éiner Vertauschung der Vektoren der Wert des
inneren (skalaren) Produkts in den konjugiert komplexen iibergeht:

(9,1 =& v)- (112)

Zwei Vektoren nannten wir senkrecht oder orthogonal zueinander, wenn ihr inneres
Produkt Null ist.

Im weiteren soll es sich, wenn nichts anderes erwihnt wird, um kartesische
Koordinatensysteme handeln. Daher sind lineare Transformationen, die dem Uber-
gang von einem kartesischen System zu einem anderen entsprechen, besonders
wichtig. Wir wissen, daB jeder Ubergang zu anderen Grundvektoren eine lineare
Transformation der Koordinaten bewirkt. Es sei

(yl’yi’ “-’yl)=U(x1! xﬂ!"':zu) (113)
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eine solche Transformation, wobei das Ausgangskoordinatensystem als kartesisch
angenommen wird. Damit das neue System wieder kartesisch wird, ist notwendig
und hinreichend, da8 die Linge der Vektoren sich auch im neuen System als Qua-
dratsumme der absoluten Betrige der Komponenten darstellt, d. h., da8

> + 19> + - + [gal> = (21> + |2 + -+ + [2al? (114)

ist. Wie wir gleich zeigen werden, driickt sich das innere Produkt in den neuen
Komponenten durch eine zu (111) analoge Formel aus. Es seien uns also im ur-
spriinglichen Koordinatensystem zwei Vektoren

= (xl’ Zgyeees Ty) und EI = (xl,r les ceey xl')
gegeben, denen im neuen System die Vektoren

D= (Y1,Y---»%) und 9 = (¥',%, ..., ¥s)

entsprechen. Wir bilden zwei neue Vektoren 3 =1 + ' un& u=r¢ -+ +¢’ mit
den Komponenten (z; + ;') und (2, + i2,’). Ist die Bedingung (114) erfiillt, so
erhalten wir

St @+ =k§'1 (7 + 7) (@ + 7).

Hieraus ergibt sich schlieBlich wieder nach (114)

k;; Y + 9% =k§ (weZy + 2'Ty), (115,)
da

” » » n
2l =23 z® und 3|y 2 =23 |='[®
¥=1 =1 k=1 =1

ist. Genauso gilt

kZ; (ye + s9') (T — 27y) =*§ (o + 1) (= — 37),

und hieraus folgt
ST ) =3 @5 — ). (1159
Die Gleichungen (115,) und (115,) ergeben
3w = 3w, (116)
E=1 E=1

d. h., das innere Produkt stellt sich wirklich nach der alten Formel dar. Erfiillt
eine Transformation (113) die Bedingung (114), so befriedigt sie auch die Be-
dingung (116); das innere Produkt bleibt also invariant. Umgekehrt ergibt sich
(114) aus der Bedingung (116), wenn in (116) z,’ = z, gesetzt wird, da sich das
innere Produkt zweier gleicher Vektoren offensichtlich auf das Quadrat der Linge
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des betreffenden Vektors reduziert. Eine lineare Transformation, die die Be-
dingung (114) oder (116) erfiillt, wird gewohnlich unitdre Transformation genannt.

Im reellen Raum sind die Matrizen der linearen Transformationen reell, und die
Bedingung (114) vereinfacht sich zur Bedingung
7ol P R L S Tl - Pl SETTI S L) (117)

Die entsprechenden reellen Transformationen heiBen orthogonal. Sie bilden offen-
sichtlich einen Spezialfall der unitdren Transformationen.

Wir wollen jetzt die Haupteigenschaften der unitdren Transformationen klaren.
Die Bedingung (114) fiir die Transformation (113) 1la8t sich explizit in der Form

1% |y @y + UnaZp + -+ F-Upn Ty |2 =P_Z; ENk

oder i '
»

1-;; (U1 %y + W%y + - + Uien X)) (W1 Ty + W Tz + + -+ + %, T,)
. (118)

=3 4T,

r=1

schreiben. Hierbei bedeuten u;, die Elemente der Matrix U. Wir l6sen auf der linken
Seite der Gleichung die Klammern auf, setzen die Koeffizienten von z,%, gleich

Eins und die von z,%, (p + ¢) gleich Null. Fiir die Elemente der Matrix einer uni-
taren Transformation ergibt sich so die notwendige und hinreichende Bedingung

Ma

|ukp|z=l (p=ly2:"'7”’)7

13

1

(119)

3

UppUyy = 0 (p+9).
k=1

Die Quadratsumme der absoluten Betrige der Elemente jeder Spalte muB also
gleich Eins und die Summe der Produkte der Elemente einer Spalte mit den konju-
gierten der entsprechenden Elemente einer anderen Spalte mu8 gleich Null werden.
Manchmal werden diese Bedingungen auch in der Form

.
LZ; Upplyy = Opg (120)
geschrieben. Hierbei bedeuten d,, die Elemente der Einheitsmatrix, d. h.
5 — {0 (» +9),
oy =
1 (»=9.

Wir wandten auf die Identitit (118) die Methode der unbestimmten Koeffi-
zienten an. Gleiche Koeffizienten sind hinreichend fiir die Erfiillung der Identitat.
Geben wir den z, spezielle Werte, so erkennen wir leicht, daB die Identitdt der
Koeffizienten der entsprechenden Glieder auch eine notwendige Bedingung ist.

(121)
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Wir betrachten neben einer Determinante D(4) auch die aus den konjugiert
komplexen Elementen gebildete Determinante D (A4 ). Multipliziert man sie nach
der Regel ,,Spalte mit Spalte* [6], so erhalt man nach (119) die Determinante der
Einheitsmatrix, also 1. Andererseits sind offensichtlich die Werte der beiden er-
wihnten Determinanten konjugiert komplex. Daraus folgt unmittelbar

|D(A)]2=1.
Das Quadrat des absoluten Betrages der Determinante einer unitiren Matriz ist gleich

Eins. Mit anderen Worten: Der absolute Betrag der Determinante einer unitdren
Matrix ist gleich Eins; sie ist also eine komplexe Zahl der Form ¢ mit reellem ¢.

Wir betrachten die zu U transportierte Matrix U*. Die Orthogonalititsbedin-
gingen fiir die Spalten (119) konnen als Matrizengleichung

U*U =1 (122)
geschrieben werden. Das ist gleichbedeutend mit
U-t=0*=10. ' : (123)

Fiir eine unitire Matrix ist also die Inverse mit der adjungierten Matrix identisch

Die zu U inverse Transformation U-1 driickt den Ubergang vom Vektor t) zum
Vektor ¢ aus. Sie erfiillt auch offensichtlich die Bedingung (114). Ist also U eine
unitére Matrix, so ist auch die Inverse U-! unitir. Wegen (123) ist die Matrix [
unitér, und ihre Spalten geniigen der Orthogonalitatsbedingung. Die Spalten von
U sind aber die Zeilen von U. In einer unitdren Matrix sind also nicht nur die
Spalten, sondern auch die Zeilen orthogonal, und neben den Formeln (120) gelten
auch die Beziehungen

n
':_Z; Upk U = Opq. (124)

Erfiillen die Matrizen U, und U, die Bedingungen (114), so geniigt dieser Bedin-
gung auch ihr Produkt U,U,; das Produkt zweier unitdrer Matrizen ist also
wieder unitér. '

Wir weisen auf zwei verschiedene Formen fiir die Definition des Begriffs der
unitdren Matrix hin:
IUgl*=1zgl* oder (Ug, Uy)=(st)- (125,)
In diesen Gleichungen bedeuten ¢ und g’ beliebige Vektoren.

Wir betrachten jetzt unitdre Matrizen mit reellen Elementen. In diesem Fall
heiBen die Matrix und die entsprechende Transformation, wie schon gesagt,
orthogonal. An Stelle der Formeln (120) und (124) gilt dann

” n
2 Ukplig = Opq, EZ; UpkUgr = Opg. (125,)
E=1 =

AuBerdem muB die Determinante der Transformation offensichtlich reell sein.
Sie kann daher nurgleich 4 1 werden. Diese reellen orthogonalen Transformationen
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im n-dimensionalen Raum sind die Verallgemeinerungen der Transformationen
des dreidimensionalen Raumes, welche wir in [20] betrachtet haben. In diesem
reellen Fall ist auBerdem ' mit U* identisch, d. h., die inverse Transformation
U-! erhilt man aus U durch Vertauschung der Zeilen und Spalten.

Wir erwihnen noch, dafl jede komplexe Zahl e** mit reellem ¢, als Matrix
[e%, ePe, ..., ei?] betrachtet, unitir ist. Ist U eine unitire Matrix, so ist auch das
Produkt e¥? U unitir. Das Produkt einer Zahl mit einer Matrix wurde in [25]
erklirt. ’

29. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung?). In diesem Abschnitt leiten wir eine
Ungleichung her, die im folgenden sehr niitzlich ist. Fiir irgendwelche reellen
Zahlen oy, xg, ..., 0ty und By, Ba, ..., Bm ist

(Z,? o‘kﬂk)z = 2,:" o? - Zm' B (126)
k=1 k=1 k=1

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn die x, und g, proportional
sind, d. h., wenn

% xy o™

ﬁ:ﬁ_..._ P (127)
ist. Es mége & eine beliebige reelle Zahl sein. Wir bilden die Summe

N =k§ (§ocx — Bi)?,
die ersichtlich gréBer oder gleich Null ist. S wird gleich Null genau dann, wenn

oy Xg «™

ist, und in diesem Fall ist offenbar
m 2 m L]
(Z “tﬁt) =2 o3 Bl
k=1 k=1 k=1

Im allgemeinen erhélt man durch Auflésen der Klammern im Ausdruck fiir S ein
Trinom zweiten Grades

§=48—-2B:+C,

wobei
» m »
4 =3 b B = 3 xfr, C =238
k=1 k=1 k=1

ist. Dieses Trinom ist fiir alle reellen & groBer oder gleich Null, woraus 4C — B?
= 0 oder B? < AC folgt, was zu der Ungleichung (126) fiihrt.
Ist AC — B%? =0, so muB} das Trinom fiir ein reelles £ verschwinden, und

1) Im russischen Original ,,Bunjakowskische Ungleichung‘‘ genannt. (Anm. d. Red.)
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dabei muB, wie wir sehen, die Bedingung (127) erfiillt sein. Ist umgekehrt diese
Bedingung erfiillt, so gilt in Formel (126) das Gleichheitszeichen.

Wir nehmen jetzt an, &, und f; seien komplexe Zahlen. Da der absolute Betrag
einer Summe kleiner oder gleich der Summe der absoluten Betrige der Summan-
den ist, ergibt sich

f B
k=1

m
< 3 Lol 1Aul.

Die letzte Summe besteht aus lauter reellen positiven Summanden. Wenden wir
die Ungleichung (126) an, so erhalten wir

s‘ o P ’
=1

< 3wl 318 (126,)
k=1 k=1

Es ist nicht schwer zu zeigen, daB fiir komplexe &, und g, das Gleichheitszeichen
dann und nur dann gilt, wenn |&,| und |B;| proportional sind und alle Produkte
o Px ein und dasselbe Argument haben.

Die Ungleichung (126) ist nicht nur auf Summen anwendbar, sondern auch auf
Integrale, wie wir schon friiher erwdhnten [II, 161]. Sind f,(x) und f,(x) zwei
reelle Funktionen im Intervall ¢ < x < b, so hat die Ungleichung fiir Integrale
die Form

b ) 2 b b
[} f1(@) f2(z) dx] S [ da: [ f3(2)da (126,)
Zum Beweis bilden wir den Ausdruck

f [hx) — @] dz = 4"f hi@) dx — 2¢& f hz) fp (%) d=

+ f fﬁ‘(x) dxy

wobei & eine beliebige reelle Zahl ist. Die linke Seite zeigt, daB dieser Ausdruck
fiir kein ¢ negativ sein kann. Wenn aber das Trinom A# — 2£B + C fiir alle
reellen £ nicht negativ ist, so ist, wie aus der elementaren Algebra bekannt ist,
AC — B® ='0. Bei der Anwendung auf das obige Trinom erhdlt man die Un-
gleichung (126;). Diese Ungleichung fiir Integrale wurde zum ersten Male von
W. L. BunJAKOWSKI bewiesen. Fiir Summen findet sie sich schon bei CAucHY.

30. Eigenschaften des inneren Produkts und der Norm. Wir wollen jetzt ge-
wisse Eigenschaften des inneren Produkts und der Norm angeben. Wenden wir
die Ungleichung (126,) auf das innere Produkt zweier Vektoren an und beriick-
sichtigen, daB |§,| = |y| ist, so erhalten wir

n "
= 2 1@l 2 el
¥=1 k=1

» ]
[(x, 9)* =| 2 T
k=1

8 Smirnow III/1
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d. h.
@)l =gl -yl (128)
Wir beweisen jetzt die sogenannte Dreiecksungleichung
le+vll = llzll+ vl (129)
Wir haben

le+9lP=C+9c+9)=0&1r+ 09 + &y + 1),

und unter Beriicksichtigung von (128) erhalten wir

le+ol2=lzlP+ g+ 2lel- Il =zl + IyH?
woraus gerade (129) folgt.

Zum SchluB untersuchen wir, welchen Einflu8 die Wahl eines Koordinaten-
systems auf die Metrik des Raumes, d. h. auf das Quadrat der Linge eines Vek-
tors, hat. Wir fithren an Stelle des kartesischen Grundsystems ein neues Koordi-
natensystem ein, wobei wir fiir die Grundvektoren irgendwelche linear unab-
hingigen Vektoren

3,3, ..., 5™
nehmen. Fiir jeden Vektor ist
E — zla(l) + zza(ﬂ) + ven + zﬂa(")’

dabei bedeuten die z; die Komponenten von ¢ im neuen Koordinatensystem.
Das Quadrat der Linge des Vektors ist gleich dem inneren Produkt des Vektors
mit sich selbst:

“2“2 —_ (213(1) _|_ 223(2) + ven + znﬁ(“)’ 213(1) + 223(” + + z"a(n))_
Entwickeln wir die rechte Seite dieser Gleichung nach dem Vorbild von (118), so
erhalten wir fiir das Quadrat der Linge des Vektors

"
lgl? = 3 wiziZ; : (130)
(k=1
die Koeffizienten «;, bestimmen sich durch die Formel

Ky = (3(0, 8(”)'

Bei Vertauschung.der Indizes gehen die Koeffizienten offensichtlich in die kon-
jugiert komplexen iiber:

i = g (131)

Die rechts stehende Summe von (130) mit Koeffizienten, die die Bedingungen
(131) erfiillen, wird gewohnlich hermitesche Form genannt. Wie man unmittelbar
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sieht, nimmt solch ein Ausdruck wegen (131) fiir alle komplexen z, nur reelle
Werte an. Fiir ¢ & £ enthilt niamlich die Summe (130) zwei konjugiert komplexe
Glieder, fiir die Glieder &y | 2|2 sind aber die Koeffizienten «,; auf Grund von (131)
reell. AuBlerdem konnen wir wegen der Konstruktion der Koeffizienten «;, der
hermiteschen Form (130) in unserem Fall aussagen, da die Summe (130) nicht
negativ ist und nur dann verschwindet, wenn alle z, Null sind. Die Formel (130)
definiert gerade die Metrik des Raumes im neuen Koordinatensystem.

Die Metrik (130) stimmt mit der Metrik (110) in einem kartesischen System
iiberein, wenn

. — 0 fiir ¢+ =k,

* 7 fir f =k
oder

. 0 fir i &k

) wy — ?
6.3 )“{1 fiir § = k

ist, d. h. mit anderen Worten, wenn die Vektoren 3®, die als Grundvektoren an-
genommen werden, paarweise orthogonale Einheitsvektoren (der Linge Eins)
sind.

Im folgenden werden wir jedes System paarweise orthogonaler Einheitsvektoren
3® (k= 1,2,...,1) orthonormiert nennen.

Bestimmt die Formel (113) eine unitdre Transformation der Komponenten
eines Vektors, so wird die entsprechende Transformation fiir den Ubergang von
den urspriinglichen Grundvektoren zu den neuen durch die Matrix (U*)-1, der
kontragredienten von U, geliefert. In dem angegebenen Beispiel stimmt diese
Matrix wegen (123) mit der Matrix U iiberein, und fiir reelle orthogonale Trans-
formationen ist sie sogar mit U identisch.

31. Das Orthogonalisierungsverfahren fiir Vektoren!). Es seien @, ¢@, .., ¢
m beliebige, linear unabhéingige Vektoren. Die Gesamtheit der Vektoren der Form

Cox® + Cyg® + o+ O g™,

wobei die C} willkiirliche Koeffizienten sind, bildet fiir m = »n den ganzen Raum
und fiir m < n einen gewissen Unterraum R, der Dimension m. Wir zeigen, daf3
wir immer orthonormierte Vektoren 3* (k =1, 2, ..., m) konstruieren kénnen,
die denselben Unterraum R, wie die Vektoren ¢ aufspannen. Mit anderen
Worten, die Vektoren 3* miissen sich aus den ¢ linear kombinieren lassen und
umgekehrt auch die ® aus den 3% . Diese Vektoren kénnen wir nach dem folgen-
den Schema konstruieren:

PO = v,
P = @ — (p@, 3®) 3,
PB = @ _ (p®, ) 2D _ (@ @) 2@ (132)

........................................

1) In der deutschen Literatur auch als ,,Erhard-Schmidtsches Orthogonalmerungsver-
fahren‘ bekannt. (Anm. d. Red.)

8*
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wobei

t)(l) t)(ﬁ) - t)('.)
Toor T e e 8 T e (133)

W
)

gesetzt ist.

Den Vektor 3* erhdlt man aus y® durch einfache Division durch die Linge
von Hv. Folglich ist die Linge von 3 gleich 1. Danach wird der Vektor y§®
durch die oben angegebene Formel konstruiert. Aus seiner Definition ergibt sich
unmittelbar, daB er zu 3 orthogonal ist:

(t)(”, 5(1)) — (E(Z)’ &(1)) —_ (E(z)’ 3(1))(6(1)’ 6(1)) = 0.

Dividieren wir den Vektor §)® durch seine Linge, dann erhalten wir den Vektor
#?. Darauf wird nach der obigen Formel der Vektor )® konstruiert. Aus ihr er-
gibt sich unmittelbar, daB er orthogonal zu 3V und 3® ist.

In der Tat, wegen der Orthogonalitat von 3 und 3® erhalten wir

(t)(S), &(I)) - (E(a)’ 6(”) — (2(8)’ 6(2))(8(3)’ 8(2)) =0.

Den Vektor 3*® erhalten wir wiederum durch Division des Vektors §® durch
seine Linge usw.

Alle neu konstruierten Vektoren lassen sich aus den y* linear kombinieren.
Umgekehrt lassen sich, wie man leicht sieht, auch die t® durch die 3* ausdriicken;
dazu geniigt es, obige Gleichungen nach den ¢, @, ... aufzulésen.

Wir weisen darauf hin, da8 keiner der neu konstruiert,en Vektoren @’ gleich
dem Nullvektor ist. Wire ndamlich bei einem Schritt in der obigen Berechnung
ein Vektor y® gleich dem Nullvektor, so ergibe sich, da y)® eine Linearkombi-
nation ist, bei der der Koeffizient von r® gleich 1 ist, eine lineare Abhéingigkeit
zwischen den Vektoren r‘®. Das widerspriche aber der vorausgesetzten linearen
Unabhanglgkelt der g®.

Wir erinnern an die Tatsache, daB von Null verschiedene Vektoren aus einer
Menge paarweise orthogonaler Vektoren stets linear unabhingig sind.

Ist m =n, so ergeben die 3 ein vollstindiges orthonormiertes kartesisches
System. Ist aber m < », so miissen wir, um ein vollsténdiges kartesisches Ko-
ordinatensystem zu erhalten, zu den bereits konstruierten Vektoren 3%’ noch
weitere » — m Vektoren hinzufiigen, die unter sich und zu den Vektoren 3@’
orthogonal sind. Die neuen Einheitsvektoren miissen also einen Unterraum
R, _ der Dimension n — m aufspannen, der zu R,, orthogonal-ist [12]. Die ge-
suchten neuen Vektoren u miissen das Gleichungssystem

(u, E(D) = O’ (u’ 8(”) == 0’ ey (u9 E(”)) =0

erfiillen.

Das ist ein System von m homogenen Gleichungen mit » Unbekannten, wobei
der Rang des Systems gleich m ist, da die Vektoren linear unabhingig sind [12].
Dieses System hat n — m linear unabhingige Losungen, d. h., wir erhalten
n — m linear unabhiéngige Vektoren. Wenden wir auf sie das oben beschriebene
Orthogonalisierungsverfahren an und normieren sie, so erhalten wir insgesamt ein
vollstindiges orthonormiertes System von Ve'toren 3, 3® ..., 3,
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SchlieBlich noch eine Bemerkung: Der Unterraum R,,, der von den orthonor-
mierten Vektoren 3* aufgespannt wird, kann auch durch ein anderes orthonor-
miertes System erzeugt werden. Dazu geniigt es z. B., eine unitére Transformation
auf die Vektoren 3* anzuwenden. Wir sehen also, daB der Proze8 der Ortho-
gonalisierung eines Systems von Vektoren sich auf verschiedene Weise vollziehen
148t. Das oben beschriebene Verfahren realisiert riur eine der Méglichkeiten.

§4. Quadratische Formen

32. Die Transformation einer quadratischen Form auf eine Summe von Quadraten.
Wir betrachten im Raum eine Fliche zweiter Ordnung mit dem Mittelpunkt im
Koordinatenursprung:

Ax® + By + C22 + 2Dzxy + 2Exz + 2Fyz+ G = 0.

Man kann immer solche neuen Koordinatenachsen z’, y’, 2’ finden, da8 in der
transformierten Gleichung nur Glieder verbleiben, welche die Quadrate der
Koordinaten enthalten, da8 also die transformierte Gleichung die Gestalt

Ax't 4 Ay?+ 2322+ G =0
hat.
Die Aufgabe besteht darin, eine solche orthogonale Transformation der 2, y, 2
in 2, ', 2’ zu finden, daB alle Glieder zweiten Grades in den Koordinaten auf der
linken Seite der Gleichung in eine Summe von Quadraten iibergehen.

Wir stellen jetzt die entsprechende Aufgabe fiir den n-dimensionalen reellen
Raum.?) Es liege die reelle quadratische Form in n Verdnderlichen

P (@1, Tp, o0y T) = 3 Gumimy (134)

i,k=1 .
vor, wobei die a;; reelle Koeffizienten sind, die der Bedingung
Qi = Qi (135)

geniigen.

Im vorigen Beispiel kénnen wir z =x,,a = ,,2 = z; und a,; =a, ay, = b,
Qg3 = C, @3 = Gy = 4, Gy3 = @3y = €, Gy = Y3, = [ annehmen.

Als Matrix der quadratischen Form (134) bezeichnen wir die Matrix, die aus den
Elementen a;, besteht. Diese ist symmetrisch, d. h., sie stimmt mit ihrer Trans-
ponierten iiberein.

Nehmen wir an, daB wir die Form (134) auf neue Verianderliche transformieren,
indem wir an Stelle der z, die Variablen ;' einfiihren. Diese Transformation
schreiben wir

(%1, g, ..., Zp) = B(xy, 25, ..., 2"). (136)

1) Aus spiiter zu erérternden Griinden spricht man hierbei von der Hauptachsentransfor-
mation. (Anm. d. Red.)
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Dabei ist B eine Matrix mit den Elementen b;;. Setzen wir den Ausdruck (136)
in die Formel (134) ein, so erhalten wir

4 él‘Z'lask(bilxl’ + bin®y’ + -+ + bin@w') (b1 1" + b’ + -+ + bena').

Nach Auflésen der Klammern erhalten wir folgende Koeffizienten von z,’x,’ fiir
PF+q: '
n
‘kz:la“‘ (bt'pbkq + biqbkp) .
,k=

Mit Hilfe von (135) ist leicht zu erkennen, daBl die Hélfte des aufgeschriebenen
Ausdrucks einfach gleich der Summe

n

bc'p Z Aix bkq
k=1

ist. :

Fithrt man die entsprechende Uberlegung fiir p = ¢ durch, so erkennt man,
daB in den neuen Variablen die quadratische Form die Gestalt

LM

i

n
¢ =D cuxi'm’ (137)
k=1
hat, wobei
n n
Cix = Cki = D by D aysby
t=1 8=1
bedeutet.

Die Summation iiber s ergibt {4 B}y. Fassen wir im Faktor b, jetzt ¢ als
Spaltenindex und ¢ als Zeilenindex auf, so ist b;; das Element der transponierten
Matrix {B*);,. Hieraus folgt

Cik = Cpy = Zﬂ' {B*};{AB}y.

t=1

Die transformierte Form (137) hat eine Matrix, die in folgender Weise durch die
Matrix 4 der Form in den urspriinglichen Variablen und durch die Transforma-
tionsmatrix bestimmt ist:

C =B*AB. (138)

Ist die Transformation (136) orthogonal, so stimmt die transponierte Matrix
B* der orthogonalen Matrix B mit ihrer Inversen B-1 iiberein, und wir erhalten in
diesem Fall an Stelle von (138) die Formel

C = B-'4B. (139)

Somit ist unsere Aufgabe, eine orthogonale Transformation (136) zu konstru-
ieren, welche die quadratische Form (134) auf eine Summe von Quadraten redu-
ziert, dquivalent mit der Aufgabe, eine solche orthogonale Matrix B zu bestimmen,
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daB die Matrix (139) eine Diagonalmatrix [4,, 4, ..., 4;] wird; denn die Matrix
einer Form, die auf eine Summe von Quadraten gebracht ist, ist eben eine Dia-
gonalmatrix, und ihre Elemente 4, sind gerade die Koeffizienten der Quadrate
z,'2. Folglich- miissen wir wie oben

B1AB = [A, Ags -es 2]

AB = B[A, Ags .., ha] (140)

erhalten.

Im vorliegenden Fall ist 4 keine beliebige Matrix. Sie ist reell und symmetrisch,
und B muB eine orthogonale Matrix sein. Wir verfahren genauso wie vorhin [27]
bei der Betrachtung des allgemeinen Falles. Die Gleichung (140) wird in der
Gestalt

oder

Z;aiabu = hbi (141)
=

geschrieben.

Hieraus erhalten wir fiir die Elemente der k-ten Spalte von B ein System von =
Gleichungen. Fiithren wir den Vektor t® mit den Komponenten by, by, ..., by
ein, so kénnen wir diese Gleichung in der Form

AI(” —_ j*g(k) (142)
schreiben.
Bringen wir in (141) alle Glieder auf eine Seite, so erhalten wir fiir die Bestim-
mung von by, by, ..., by €in System von n homogenen Gleichungen:
(@11 — A) by + by + -+ Q1 bue =0,
@ b1k + (@2 — Ag) by + - + Gon by =0, (143)
Guy by + Ao b + - A (Bun — A) b = 0.

Die Determinante dieses Systems muB gleich Null sein, und fiir die Zahlen 4,
erhalten wir die algebraische Gleichung n-ten Grades

ay — 2 ap ... i
Qo1 a”—ﬂ. vee Qay —o0. (144)
Ay L7 Auy — )u

Dies ist, wie wir wissen, gerade die charakteristische Gleichung der Matrix 4.
Wir beweisen zunéchst, da8 fiir jede reelle symmetrische Matrix 4 die Gleichung

(144) lauter reelle Wurzeln hat. Zuvor stellen wir die quadratische Form anders

dar. Es sei ¢ ein Vektor mit den (reellen oder komplexen) Komponenten z,,
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X9, ..., %y und A4 eine Matrix mit beliebigen Elementen a;,. Wir bilden das innere
Produkt

Ay = z;fi(anxl T+ @igZy + 0+ g Ty).
Wir sehen, daB es in der Gestalt

A7) =3 auFiz (145)

k=
geschrieben werden kann. Wenn die Bedingung
Qi = T (@ reell) (146)

erfiillt ist, so ist dies eine hermitesche Form, deren Werte ausnahmslos reell sind.
Ist insbesondere A4 eine reelle symmetrische Matrix, so sind die Bedingungen (146)
erfiillt. Sind auch noch die Komponenten des Vektors g reell, so stellt die Formel
(145) gerade eine quadratische Form (134) dar.

Wir beweisen nun, da die Wurzeln der Gleichung (144) reell sind. Es sei 4,
eine Wurzel dieser Gleichung. Das System (143) bestimmt die Komponenten des
Vektors £ (reell oder komplex), welcher der Gleichung (142) geniigt. Wir multi-
plizieren beide Seiten dieser Gleichung von rechts skalar mit t* und erhalten

lE® |24 = (AL®, £¥).

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist, wie wir wissen, eine reelle Zahl, und
folglich ist auch 4, reell. Wir haben also bewiesen, daB die Wurzeln der Gleichung
(144) reell sind, und zwar nicht nur fiir reelle symmetrische Matrizen, sondern all-
gemeiner fiir alle Matrizen, deren Elemente den Bedingungen (146) geniigen.
Solehe Matrizen nennt man gewdhnlich hermitesche Matrizen.

Im betrachteten Fall sind die Koeffizienten des Systems (143) reelle Zahlen,
und wir diirfen annehmen, da8 auch die Komponenten von ¢ reell sind. Sind 1,
und 4, zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung (144), so kénnen wir zeigen, dal
dann die entsprechenden Vektoren ¢ und ¢, die der Gleichung (142) geniigen,
zueinander orthogonal sind. Nach Voraussetzung ist

Ag® =1,19 und = Ap@ =@,

Wir multiplizieren die erste dieser Gleichungen skalar mit ¢‘@, die zweite mit ¢‘®
und subtrahieren. Dann erhalten wir

(ALP, @) — (&®, 4T@) = (4, — ) &P, t9). (147)

Nunzeigen wir, daB fiir je zwei beliebige (reelle oder komplexe) Vektoren ¢ und f)
die Formel

(4g,y) =(x 4y) (148)
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gilt, sobald nur die Elemente der Matrix 4 den Bedingungen (146) geniigen. Die
linke Seite der Formel (148) ergibt nimlich

(4x, v) =’_Z: (@12 + Ay 4 -+ 1 Bin ) G -——”Z_'laﬁx.'y_k
oder wegen (146)
n
(A LY = Za_uxig;'
k=1

Das gleiche Resultat liefert auch die rechte Seite von (148). Diese Formel gilt
daher auch fiir reelle symmetrische Matrizen, die ein Spezialfall hermitescher
Matrizen sind. Wegen (148) ist die linke Seite von (147) gleich Null, und wegen
Ay = A, erhalten wir (£, @) = 0. Die Vektoren r® und ¢ sind also tatséch-
lich orthogonal. Im vorliegenden Fall sind das reelle Vektoren; die Bedingung
ihrer Orthogonalitiat lduft darauf hinaus, daB die Produktsumme ihrer Kompo-
nenten gleich Null ist. .

Sind die Wurzeln von (144) alle verschieden, so erhalten wir auf diese Weise n
paarweise orthogonale reelle Vektoren ™. Die Gleichung (142) ist linear und
homogen in den ¢®, und wir kénnen somit die Losung dieser Gleichung mit einer
beliebigen Konstanten multiplizieren. Daher diirfen wir annehmen, da8 die Vek-
toren die Linge Eins haben. ,

Die Komponenten dieser Vektoren bilden die Spalten einer Matrix B. Diese
Matrix geniigt der Bedingung der Spaltenorthogonalitidt und ist somit orthogonal.
Unsere Aufgabe, eine quadratische Form mit Hilfe einer orthogonalen Trans-
formation auf eine Summe von Quadraten zu reduzieren, oder was dasselbe ist,
die Matrix 4 auf Diagonalform zu bringen, ist unter der Voraussetzung geldst, dag
die Wurzeln von (144) alle verschieden sind. Die Zahlen 4, nennt man Eigenwerte
der Matrix 4 und die Vektoren ¢ Eigenvektoren dieser Matrix.

33. Mehrfache Wurzeln der charakteristischen Gleichung. Wir betrachten nun
den allgemeinen Fall, lassen also zu, daB Gleichung (144) auch mehrfache Wurzeln
hat. Dazu nehmen wir eine Wurzel 4 = 4, der Gleichung (144) und ermitteln die
ihr entsprechende Lisung der Gleichung (142). Das ist ein gewisser reeller Vektor
t¥ der Linge Eins. Durch n — 1 reelle Einheitsvektoren erginzen wir ihn zu
einem vollstindigen System orthogonaler Einheitsvektoren [31]. Der Ubergang
von der Ausgangsbasis zu der neuen wird, wie wir wissen, durch eine orthogonale
Transformation der Vektorkomponenten vollzogen. Die Matrix 4 geht dabei in
die dquivalente Matrix A4, = B;"*4 B, iiber. Die dieser neuen Matrix ent-
sprechende Gleichung

4,x =12t (149)

wird fiir den Eigenwert 4 = 4, als Losung den Vektor r® haben (Eigenwerte ver-
#ndern sich bei beliebigen Ahnlichkeitstransformationen nicht). Diesen Vektor t®
hatten wir als ersten Basisvektor genommen. Er besitzt also die Komponenten
1,0, ..., 0. Setzen wir diese Losung in die Gleichung (149) ein, so erhalten wir

4,(1,0,...,0) = (4,0, ..., 0),
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woraus fiir die Elemente der ersten Spalte unmittelbar

{Alhl = Alv {Al"ll = {Al’Sl = = [Al}ul =0 (150)
folgt.

Wir zeigen nun, daB die reelle Matrix 4; auch symmetrisch ist, d. h. mit ihrer
Transponierten iibereinstimmt. Es gilt namlich

A* = (By'4AB,)* = B*4*(B,*);
wegen der Orthogonalitit der Matrix B, ist aber

B*=B"1 und (B*)* = B,.
Daraus folgt

A =A4,.

Beachten wir aufler Formel (150) auch die Symmetrie der Matrix 4,, so kénnen
wir
{41ln =4, (A1l = (41he = = {41} = {41} =0

schreiben, d. h., bei der Matrix 4, verschwinden alle Elemente der ersten Zeile und

ersten Spalte mit eventueller Ausnahme von {4,},; = 4,. Die Matrix 4, lautet also
A0 ... 0

a0 e

1) 1
0 af) ... al)

wobei wir mit a’ die Elemente von 4, bezeichnet haben.
Die quadratische Form g lautet in den neuen Variablen

o =hy" +”Z’2¢§i’y;'yk’-

So haben wir ein Quadrat abgespalten und kénnen uns auf die Betrachtung
einer quadratischen Form in » — 1 Variablen

"
2 ey vy
k=2
beschrianken oder, was dasselbe ist, auf die Untersuchung der ihr entsprechenden
Matrix C, vom Grad n — 1, die eine Teilmatrix von A, ist. Hier schlieBen wir
genau wie oben. Im (n — 1)-dimensionalen Unterraum, der durch die letzten
n — 1 Grundvektoren aufgespannt wird, wihlen wir einen Einheitsvektor r‘®,
welcher Lésung der Gleichung

Cit® = A, 1@

ist. Dieser ist offenbar zum Vektor ¥ orthogonal. Fiir diese zweite Transformation
bléibt v fest, aber die iibrigen Basisvektoren gehen in andere paarweise ortho-
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gonale Vektoren iiber, deren erster ® ist. In den neuen Variablen lautet die
quadratische Form

@ =kt + Ay’ + Zag:)?/:

Setzen wir diesen ProzeB fort, so reduzieren wir schlieBlich die quadratische
Form auf eine Summe von Quadraten, d. h. die ihr entsprechende Matrix auf
Diagonalform, Diese Reduktion ist das Ergebnis mehrerer hintereinander -aus-
gefiihrter orthogonaler Transformationen, sie 1i8t sich aber offenbar auch durch
eine einzige orthogonale Transformation, nimlich durch deren Produkt B, er-
reichen.

Die endgiiltige Diagonalmatrix

B_IAB=[;'19 ;vz:---»la] ‘ (151)

ist der Ausgangsmatrix A4 dhnlich, und folglich stimmt ihre charakteristische
Gleichung

AA— 12 0 0
0 Aa— 1 ... 0

............................

mit der Gleichung (144) iiberein. Mit anderen Worten, die Koeffizienten 1, der
Quadrate in der reduzierten quadratischen Form

P = Ay + Ay + o+ Aty (152)

sind Wurzeln der Gleichung (144), wobei jede mehrfache Wurzel so oft vorkommt,
wie ihre Vielfachheit angibt.

Jede Spalte der endgiiltigen orthogonalen Transformation B liefert, wie wir
wissen, einen Vektor, welcher Losung der Gleichung (142) ist. Dabei folgt aus
dem Bildungsgesetz, daB der entsprechende Wert 4, mit demjenigen Koeffizienten
in der quadratischen Form (152) iibereinstimmt, welcher bei der entsprechenden
Variablen steht. Wir untersuchen diese Beziehung jetzt genauer. Auf Grund von
(136) fiihrt die orthogonale Transformation B, die der Bedingung (140) geniigt,
die Variablen z,’, z,’, ..., ,’ in die Variablen z,, z,, ..., z, iiber.

Die inverse Transformation B-! ist die transponierte von B, also ist

' = by + by + oo + Dy (k=1,2,...,n), (153)

und der Vektor %, der die Komponenten by, by, ..., b hat, ist Losung der
Gleichung (142) fir 41 = 4,.

SchlieBlich zeigen wir, daB wir alle Losungen der Gleichung (142) gefunden
haben. Zuniichst ergibt sich aus den vorigen Erwidgungen, da der Wert A, eine
Wurzel der Gleichung (144) sein muB. Wir wilhlen eine beliebige Wurzel 4 von
(144) und nehmen etwa an, sie habe die Vielfachheit drei, und esseiz. B. 1 = 7,
= Ay = A3. Die vorigen Uberlegungen geben uns fiir die Gleichung

Ay =t (154)
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drei Losungen

IV = (b1, ba1s -+, bm1), EP = (b12, boay .-, bu2), £ = (D13, bag, .-, bag)-

Wir zeigen, daB jede Losung der Gleichung (154) eine Linearkombination aus
ihnen sein muB. Andernfalls hitten wir ndmlich noch eine weitere Losung Y
dieser Gleichung, die von ¢V, t® und ¢® linear unabhingig ware. Der Vektor 1)
koénnte aueh komplex ausfallen, aber dann miilte sowohl sein Real- als auch sein
Imaginirteil fiir sich der Gleichung (154) geniigen, da diese reelle Koeffizienten
hat. Offenbar miiBte mindestens einer dieser Teile ein von ¢® (k = 1, 2, 3) linear
unabhingiger Vektor sein. Wir diirfen daher annehmen, daB der oben erwihnte
Vektor ) reell ist. Wie frilher bewiesen, miilte er orthogonal zu allen %’ mit
k > 3 sein, da diesen Vektoren Werte A, & 1, entsprechen. Somit wire der
Vektor {) von der Gesamtheit der Vektoren ¢’ linear unabhingig, d.h., wir
hitten n + 1 linear unabhingige Vektoren, was unméglich ist. Ebenso hat die
Gleichung (154) fiir jede Wurzel der Gleichung (144) mit der Vielfachheit m genau
m linear unabhéngige reelle Losungen.

Nachdem wir in die Koeffizienten des Systems (143) an Stelle von 4, eine Wurzel
i = Ay der Vielfachheit m eingesetzt haben, erhalten wir ein homogenes System,
das m linear unabhingige Losungen hat ; der Rang dieses Systems ist gleichn — m
Anders gesagt, dieses System reduziert sich auf » — m Gleichungen. Nehmen wir
eine beliebige Losung dieses Systems und multiplizieren sie mit einem solchen
Faktor, daf die Quadratsumme der in diese Lisung eingehenden Zahlen gleich
Eins ist, so erhalten wir einen Vektor, der der gewiahlten Wurzel der Gleichung
4 = A, entspricht. Um den néchsten Vektor zu finden, fiigen wir zu den n — m
Gleichungen unseres Systems noch eine Gleichung hinzu, welche die Orthogonali-
tédt des neuen gesuchten Vektors zu dem schon konstruierten ausdriickt. So haben
wir zur Bestimmung der Komponenten des neuen Vektors ein homogenes System
von # — m + 1 Gleichungen. Wir nehmen irgendeine Losung dieses Systems und
normieren sie wieder auf die Einheit (die Linge des Vektors ist gleich Eins). Dann
gehen wir dazu iiber, einen dritten Vektor zu finden, der ebenfalls jener Wurzel
7 = Ag der Gleichung entsprlcht Hierzu fiigen wir zu den » — m Grundgleichun-
gen des Systems noch zwei Gleichungen hinzu, welche die Orthogonalitit des
neuen gesuchten Vektors zu den beiden schon erhaltenen Vektoren zum Ausdruck
bringen usw., bis wir die Gesamtheit der m paarweise orthogonalen Einheits-
vektoren, die der m-fachen Wurzel 1 = 4, der Gleichung entsprechen, konstruiert
haben.

Die beschriebene Konstruktion zeigt, dal in der Bestimmung der Hauptlésung
von (142) eine gewisse Willkiir liegt. Sind alle Wurzeln der Gleichung einfach,
dann besteht diese Willkiir nur darin, da man alle Komponenten des Vektors
g"‘) mit —1 multiplizieren kann. Wir nehmen nun an, die Gleichung (144) habe
eine Wurzel der Vielfachheit m. In diesem Fall spannen die entsprechenden m
orthogonalen Einheitsvektoren, die als Liésung der Gleichung (142) auftreten,
einen m-dimensionalen Unterraum R, auf. In diesem Unterraum kann man offen-
bar auf beliebige Weise paarweise orthonormale Basisvektoren auswihlen, die alle
Losungen der Gleichung (142) fiir 4 = 4, sind. Wir kénnen also von dem einen
System orthonormierter Losungen zum anderen iibergehen durch eine orthogonale
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Transformation des Unterraumes R,. Alle Ausfiithrungen beziehen sich auch auf
jede andere mehrfache Wurzel der Gleichung (144).

Zur Erliuterung des Gesagten wenden wir uns der Aufgabe zu, mit der wir den
vorigen Abschnitt begannen: Die Gleichung einer Fliche zweiter Ordnung ist auf
Hauptachsen zu transformieren. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man
annehmen, daB diese Fliche ein Ellipsoid sei. Sind alle Wurzeln der Gleichung (144)
verschieden, so entspricht dies der Tatsache, da8 alle Halbachsen des Ellipsoids
verschieden sind. In diesem Fall besteht die einzige Willkiir bei der Auswahl der
endgiiltigen Koordinatenachsen in der mdoglichen Abianderung der Orientierung
dieser Achsen. Hat die Gleichung (144), in dem betrachteten Fall ist das eine
Gleichung dritten Grades, zwei gleiche Wurzeln, dann ist das Ellipsoid ein Ro-
tationskorper; hierbei kénnen zwei Symmetrieachsen ganz beliebig in der Ebene
durch den Mittelpunkt und senkrecht zur Rotationsachse liegen, wenn sie nur zu-
einander orthogonal sind. Jetzt besteht die Willkiir bei der Auswahl der end.
giiltigen Achsen noch darin, da8 man eine willkiirliche orthogonale Transformation
in der oben genannten Ebene durchfiihren kann. Sind schlielich alle drei Wurzeln
von (144) einander gleich, dann ist unser Ellipsoid eine Kugel, und unsere Glei-
chung enthéilt keine gemischten Glieder. In diesem Fall kénnen wir iiberhaupt
villig willkiirlich geradlinige rechtwinklige Koordinatenachsen im Raum wéhlen.

84. Beispiele. Wir betrachten jetzt zwei Zahlenbeispiele.
1. Es sei die Gleichung der Fliche
z,2 4 62,2 + 2% + 2,75 + Bz 25 + 27,25 = 6

auf Hauptachsen zu transformieren.
Die entsprechende quadratische Form hat die Gestalt

@ =22 4 2,2 + 32,2y + X%, + 5XE + XXy - 3237, + XaZg - 4sd.

Die charakteristische Gleichung ihrer Matrix lautet

Daraus ergibt sich, wenn man nach der ersten Zeile entwickelt:
A=HE-DA—H—1]—(1—A—3)+3[1—36—-1]=0
oder
A — 742 436 =0.
Diese Gleichung hat, wie man leicht nachprift, die Wurzeln
=2, A=3, (=8,
und die Gleichung der auf Hauptachsen transformierten Fliche lautet

—22,"2 4 32, + 62,2 =6,
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Wir bestimmen jetzt die Elemente der orthogonalen Matrix

by b by
B=|b, by by
by by bas

Sie geniigen dem Gleichungssystem

(l - l)blk + bzk + 3bal: =0,
by + (6 — )by + by =0, (155)
3y + by + (1 — )by, =0.
Zuerst setzen wir A = A, = —2 und erhalten zwei Gleichungen:

8by + by + 3by =0,
by + Tby + by = 0.

Die Lésung dieses Systems lautet
by=—k, by =0, by = Ky,

wobei k, eine willkiirliche Zahl ist. Wir wéhlen sie so, daB die Quadratsumme der Zahlen, die
die Losung bilden, gleich Eins ist. Dann erhalten wir

'L b21 =0, 1

by = — —;
2’ 1]

man kann aber auch die Lsung mit entgegengesetzten Vorzeichen nehmen.

Setzen wir nun in die Koeffizienten des Systems (155) A = 1, = 3 ein, so erhalten wir ein
System, in dem die dritte Gleichung die Differenz der ersten beiden ist. Damit bekommen wir
die beiden Gleichungen

bu =

—2by, + by + 3bgy =0,
bio + by + by = 0.

Thre Losung laBt sich leicht normieren und ergibt

1

1
b= — by = —— by =

1
3 V3’ Vi

Setzen wir schlieBlich in die Koeffizienten des Systems (155) die dritte Wurzel ein, so ergibt
sich wiederum ein System, in dem die eine der Gleichungen aus den anderen beiden folgt.
Losen wir die zwei verbleibenden Gleichungen und normieren sie, o erhalten wir

1 2 1
bn=f, bzs=f, baa=7_6—.
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Die Transformationsformeln fiir die Variablen lauten dann

, 1 1

x —_—z _—-—-x’
et 7

1 1 1 ’

z'=_zl_.__x +__.z’
Tl BB
, 1 2 1

z,—._631+_6_.x2+_6_zs.

2. Es ist die Gleichung der Fliche
22,2 + 62,% + 224 + 8xyzy =1

auf Hauptachsen zu transformieren.
In diesem Fall lautet die quadratische Form

@ =222+ 02,2, + 42,25 + 0232, + 62,% + Oxyzy + 4232, + 0232, + 224°.
Die chg.rakteristische Gleichung ihrer Matrix ist
2—2 0 4
0 6—41 0 [=0.
4 0 2-1
Rechnen wir diese Determinante aus, so ergibt sich
B — 1042+ 1244 72 =0.
Thre Wurzeln sind
h==2 h=k=6

d. h., diese Gleichung hat eine Doppelwurzel.
Als Nichstes werden die Koeffizienten der orthogonalen Transformation bestimmt. Sie
geniigen dem Gleichungssystem

2 — )by + 4by, = 0,
(6 — 2) by =0, (156,)
4by; + (2 — Abg = 0.

Fir A = — 2 erhalten wir, wie man leicht nachrechnet, die normierte Lsung

1 1
bu=—2, by =0, by=——

1} 1z’

Wir setzen nun in die Koeffizienten von (155,) die Doppelwurzel 4 = 6 ein, fiir die wir
zwei linear unabhiingige und zueinander orthogonale Ldsungen erhalten miissen. Dann
reduziert sich das System auf die eine Gleichung

. =—big + by =0. (155,)
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Nun greifen wir eine normierte Losung, etwa
1

E,

blz=L b”=0, b”=

v’z-"

heraus.
Um eine zweite zu finden, beachte man, daB diese sowohl der Gleichung (155,) geniigen als
auch zur ersten orthogonal sein muB. Das fiihrt uns auf die beiden Gleichungen

—bys + by =0,
1 1
—— byt ——byy =0

2 15

oder
bys = byy = 0.

Aus ihnen erhilt man die normierte Lsung
by=0, byy=1, by = 0.
Die gesuchte orthogonale Transformation lautet also

, 1 1
=—=z — —
1 }/2— 1 }/2— 2)
1 1
X, = —=x + —=
et V2
xy = ]

und die Gleichung der Fliche, auf Hauptachsen transformiert,
—22, + 6(2, + 7,%) = 1.

35. Klassifikation der quadratischen Formen. Die Aufgabe, eine quadratische
Form auf eine Summe von Quadraten zu transformieren, kann auch noch all-
gemeiner gestellt werden. Oben wurde verlangt, da8 die lineare Transformation
der neuen in die alten Variablen orthogonal sei. Wir kdnnen aber auch das folgende
Problem aufwerfen: Man soll die reelle quadratische Form (134) auf die Gestalt

@ =X+ us Xo? 4 oo 4 e X2 : (166)

bringen, wobei die X, irgendwelche n linear unabhéngige, reelle Linearformen der
Variablen z; sind. Die Koeffizienten yu, sind dann nicht wie oben wohlbestimmte
Zahlen. Es li8t sich jedoch iiber sie die folgende Aussage machen: Die Anzahl
der von Null verschiedenen Koeffizienten ist stets gleich dem Rang der Koeffi-
zientenmatrix (a;;) der quadratischen Form. Mit anderen Worten, bei jeder Um-
formung einer quadratischen Form auf eine Summe von Quadraten linear unab-
héngiger Linearformen ist die Anzahl der Quadrate gleich dem Rang der Aus-
gangsmatrix. AuBerdem gilt auch noch eine weitere Eigenschaft, die man gew6hn-
lich das Trigheitsgesetz der quadratischen Formen nennt: Bei jeder Umformung
einer reellen quadratischen Form in die Gestalt; (156) mit reellen Linearformen X,
18t die Anzahl der positiven Koeffizienten u, (und die Anzahl der negativen Koeffi-



35. Klassifikation der quadratischen Formen 129

zienten u,) immer die gleiche. Diese Tatsachen werden am SchluB dieses Abschnitts
bewiesen.

Die allgemeine Aufgabe, eine quadratische Form auf die Gestalt (156) zu reduzieren, wird
itberaus einfach durch die quadratische Erginzung gelést. Wir zeigen dies an dem speziellen
Beispiel

@ = 2,2 + 42,° + 25 + 22,7, — 62,25 + 8xp25.

Addieren wir zu den Gliedern z,2 + 2z, — 62,2, den Ausdruck z,? + 9zs® — 6z,25, so
erhalten wir ein vollstindiges Quadrat und kdénnen ¢ in der Form

@ = (2; + x, — 3x3)2 + 32,2 — 8z + 14,2,
schreiben. Sondern wir noch ein Quadrat ab, so kommen wir auf die Gestalt (156)

2
Q= (x; + 2, — 3ay)2 — 2 (23:a — % z,) + % (x,)2.

Die Linearformen in den runden Klammern sind offenbar linear unabhiingig.
Treten im Ausdruck ¢ die Quadrate der Variablen nicht auf, so muB man etwas anders
vorgehen. Es sei

¢ =ax,z, + Pz, + Q2 + R

gegeben. Hierbei seien a ein von Null verschiedener Zahlkoeffizient, P und @ Linearformen der
Variablen, die z; und 2, nicht enthalten, R eine quadratische Form, die ebenfalls z; und 2,
nicht enthilt. Es gilt

P P
o= (ot L) (ot £) 4 mo 2L,
a a a
Durch die Substitutionen
1 P 1 P —
X1=?(z1+z,++0-), X,=-E(:c,—x2— aQ)
und
P
p=R — zQ
a

erhalten wir
¢ =aX?—aX?+ g,

wobei @, eine quadratische Form ist, in der z, und 2, nicht mehr vorkommen. Durch Ab-
trennen von zwei Quadraten haben wir uns von zwei Variablen befreit.

Die Reduktion auf die Gestalt (156) macht eine natiirliche Klassifikation der
quadratischen Formen méglich. Wir diskutieren eine Reihe von Fillen.

1. Alle Koeffizienten u; in der Formel (156) seien positiv. Dann heift die Form
posstiv definit. Wie man leicht zeigt, ist sie fiir alle reellen Werte x; positiv und nur
dann gleich Null, wenn alle z; gleich Null sind. Da alle u, positiv sind, ist namlich
fiir das Verschwinden der rechten Seite von (156) notwendig und hinreichend, da
alle Linearformen X, gleich Null sind. Das ergibt fiir die x, ein System von n

9 Smirnow III/1
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homogenen Gleichungen mit einer von Null verschiedenen Determinante. (Die
Formen sind linear unabhéngig.) Das System hat also nur die triviale Losung.

II. Wenn alle Koeffizienten u, negativ sind, heiBt die quadratische Form
negativ definit. Wie oben laBt sich zeigen, daB sie fiir alle reellen Werte z; nur
negative Werte annimmt und nur dann Null wird, wenn alle z;, verschwinden.

ITI. Wir betrachten jetzt den Fall, daB unter den Koeffizienten u, einige Null
sind, aber alle von Null verschiedenen ein bestimmtes Vorzeichen, z. B. das Plus-
zeichen, haben. Dann erhalten wir fiir die Form ¢ eine Darstellung

¢ =mX®+ pp X2+ o A pm Xy? (m < mn), (156,)

wobei alle u; positiv sind. Die Form ist dann stets nichtnegativ, sie kann jedoch
verschwinden fiir Werte von z;, die nicht alle gleich Null sind. Um namlich eine
Nullstelle der Form zu erhalten, miissen wir das System

X1=X2=---=_Xm=0

von m homogenen Gleichungen fiir z; 16sen. Da m < n ist, gibt es sicherlich
nichttriviale Losungen. Wenn in Formel (156,) alle Koeffizienten y, negativ sind,
braucht die quadratische Form nicht positiv zu sein, sondern kann auch fiir von
Null verschiedene z;, verschwinden. In diesem Fall heit die Form semidefinst
(positiv semidefinit oder negativ semidefinit).

1V. Treten schlieBlich unter den Koeffizienten u;, von (156) sowohl positive als
auch negative auf, dann ist die quadratische Form, wie man leicht sieht, sowohl
positiver als auch negativer Werte fiir reelle z;, fahig. In diesem Fall heiBt sie
indefinit.

Diese Klassifikation quadratischer reeller Formen liBt sich unmittelbar an-
wenden auf das Problem der Maxima und Minima einer Funktion von mehreren
Verinderlichen. Es liege eine Funktion von » unabhiingigen Variablen z;, z,, ..., 2,
vor:

Y(T1, Tas oeey Ta)y

fiir die Werte z, =23 = - =z, = 0 seien die notwendigen Bedingungen fiir
Maxima und Minima erfiillt, d. h., alle partiellen Ableitungen der Funktion ¢ nach
den unabhingigen Variablen seien gleich Null. Entwickeln wir unsere Funktion
in die MacLaurinsche Reihe, so erhalten wir

YT, Xay oeey By) — (0,0, ...,0) = (2, Ty, ..., Zy) + @,

wobei wir mit ¢ (2, 3, ..., z,) die quadratische Form der Variablen z; und mit w
die Gesamtheit der Glieder hoheren als zweiten Grades in den «; bezeichnen. Ist
die quadratische Form ¢ positiv definit, dann haben wir ein Minimum der Funk-
tion im Punkt , = 2, = ... =z, = 0. Ist sie negativ definit, so haben wir dort
ein Maximum. Wenn sie indefinit ist, so liegt weder ein Minimum noch ein Maxi-
mum vor. Ist schlieBlich ¢ semidefinit, so ist die Frage hierdurch nicht entscheid-
bar. Dieses Resultat ist die natiirliche Erginzung des in [I, 163] fiir Funktionen
zweier unabhéingiger Verinderlicher erhaltenen Ergebnisses.



35. Klassifikation der quadratischen Formen 131

Wir beweisen jetzt die Aussagen, die wir zu Beginn dieses Abschnitts formuliert haben. Es
sei
"
9= ’Z %%y (@i = ay;)
LE=

eine quadratische Form und r der Rang ihrer Koeffizientenmatrix. Wir bilden das System der
n Linearformen

1 09 2
;a—{:am (e=1,2,...,n). (157)

Bei der Bildung der Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen benutzen wir die Bedingungen
a;; = ay;; rist offenbar der Rang des Systems (157) im Sinne von [11].
Wir nehmen an, ¢ werde auf die Summe von m Quadraten der linear unabhingigen Formen

Ys = B + Bea®e + - + Bonn (s=1,2,...,m) (1568)
transformiert. Es gelte also

@ = my® + eyt + - + BmYmds ' (169)

wobei die u, von Null verschieden sind. Es ist m = r zu beweisen. Ausgehend von (159)
bilden wir die Linearformen (157):

% aa_ra = /‘lﬂiayl + l‘zﬂsa!]z et o“mpmaym (8=1,2,...,n) (157,)
Die Veriinderlichen y, konnen beliebige Werte annehmen, da die Formen (158) linear unab-
hingig sind. Daher kénnen bei der Bestimmung der linearen Abhingigkeit der Formen (157,)
die y, als unabhéngige Variable gelten. Die Maximalzahl linear unabhéngiger Formen (157,)
ist gleich dem Rang der Koeffizientenmatrix y,f,;, wobei der Spaltenindex k die Werte
k=1,2,...,m und der Zeilenindex ¢ die Werte ¢t = 1, 2, ..., » annimmt. Die Elemente jeder
Spalte dieser Matrix enthalten den gemeinsamen von Null verschiedenen Faktor u;, und daher
stimmt der Rang der Matrix u,;f;; mit dem Rang der Matrix §,; iiberein. Der letztere ist gleich
m, da die m Formen (158) linear unabhiéingig sind. Die Maximalzahl der linear unabhéngigen
Formen im System (157,) oder (157) ist also gleich m. Andererseits ist diese Zahl nach Voraus-
setzung gleich r. Somit ist m = r.

Wir zeigen jetzt, daB fiir alle Darstellungen von ¢ in der Gestalt (159), wobei die y, reelle
linear unabhiingige Formen sind, die Anzahlen der positiven und negativen Koeffizienten u,
stets dieselben sind. Wir beweisen dies indirekt. Wir nehmen an, in zwei Darstellungen von ¢
in der Gestalt (159) gei die Anzahl der positiven Koeffizienten verschieden:

P =hy?® + o+ LYt — ApnYrer — = AmYm?
70y 72 70 2 ’ ’2 ’ ’9 (160)
e=4"th* + - +1q Ye —;-q+13/q11“ oo — A Ym 2

Die 4, und 4, bezeichnen positive Zahlen. Die Formen y,,¥s, ..., ¥ und ¥, ¥s', ..., yp’ sind
jeweils linear unabhéngig. Wire p 3= ¢, so konnte man ohne Beschriankung der Allgemein-
heit » < ¢ annehmen. Wir zeigen, daB dies zum Widerspruch fithrt. Zu den Formen
Y1s Yzs - o» Ym TGEN WIL' Ypery, Ymtzs -+ s Yp 80 hinzu, daB wir ein vollstindiges System linear
unabhiingiger Formen erhalten [11]. Wir betrachten folgendes System linarer homogener
Gleichungen fiir 2;, 23, ..., Zy:

=0 9p=0 Yp1=0,c0,9n =0y Ymt; =0,00.,9, =0. (161)

9%
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Die Anzahl dieser homogenen Gleichungen ist
ptm—g+@m—m=n—(—02),
und da ¢ — » > O ist, ist diese Anzahl kleiner als n. Folglich hat dieses homogene System

nichttriviale reelle Losungen. Es sei z;, =, (8 =1,2,...,n) eine von ihnen. Bei diesen
Werten fir , bekommen wir wegen (161) die Beziehung
9 = —Ip¥ier — = — Iml? = W+ o A

Wie man sieht, verschwindet die quadratische Form ¢ fiir z, = z,(. Daher miissen die
2z, = 2, auBer den Gleichungen (161) auch
Yo1 =0, .oy Yp =0
erfiillen, und es ergibt sich, daBl z, = z,(® alle linear unabhingigen Formen y,, ,, ..., ¥, zZu
Null macht. Dies ist aber unméglich, da in dem homogenen System (fur die z,, 2y, ..., z,)
=20 ¥, =0, ceey Y =0

die Determinante von Null verschieden ist (die Formen y, sind linear unabhingig). Dieser
Widerspruch beweist das Trigheitsgesetz.

86. Die Formel von Jacobi. Ohne Beweis geben wir die bequeme Formel von JacosI fiir die
Reduktion einer quadratischen Form auf eine Summe von Quadraten an.
Zunichst einige Bezeichnungen. Wir setzen

”
Ai ({C) :kEIaikzk (iv = 1, 2, “oey ﬂ),

G Gz .. Qg

gy ... @
do=1, A =ay, 4= Qg Qg |

Gy By oo Qg
Gy oo O p A4,(2)

X, = A, ), Xp=|% % L@ g o5

Gy vee Ok Ag(2)

Ist der Rang der Koeffizientenmatrix a;; gleich r und sind alle Determinanten 4,, 4,, ..., 4,
von Null verschieden, so lautet die Formel von Jacosr:
r Xkﬂ

n
= X agzigy= 3 ,
k=1 k=1 Apdi

(162)

wobei die Linearformen X, (k =1, 2, ..., r) linear unabhingig sind. Diese Formel gibt die
Moglichkeit, an Hand der Vorzeichen der 4, zu bestimmen, welchem Typ hinsichtlich des
Trigheitsgesetzes die Form ¢ angehért.

Wenn insbesondere alle Determinanten 4,, 4,, ..., 4, positiv sind (hierbei ist r = n),
folgt aus (162), daB @ positiv definit ist. Man kann auch die Umkehrung beweisen: Ist ¢ eine
positiv definite Form, so miissen alle besagten Determinanten positiv sein. Bei der Verwendung
der Formel (162) kann man selbstverstindlich die Variablen , in beliebiger Reihenfolge
numerieren. Bei einer Abéanderung der Numerierung andern sich offensichtlich auch die oben
definierten Determinanten 4,. Jede der Hauptunterdeterminanten der Matrix (a;;) ist bei
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geeigneter Numerierung der Variablen eine Determinante der Folge A;. Aus dem oben Ge-
sagten folgt, daB bei einer positiv definiten Form ¢ alle Hauptunterdeterminanten positiv
sind; hierbei geniigt es aber, sich von der Positivitit der Determinanten

4, @(=12...,n)

zu iiberzeugen. Wie man zeigen kann, ist eine Form ¢ genau dann positiv, wenn alle Haupt-
unterdeterminanten nicht negativ, d. h. gréBer oder gleich Null sind. Dabei geniigt es aber
nicht, nur die Vorzeichen der Determinanten 4, zu ermitteln, sondern man muB die Vor-
zeichen aller Hauptunterdeterminanten betrachten.

Die Form @ ist genau dann negativ definit, wenn die Ungleichungen (—1)¥4, > 0 (k = 1,
2, ..., n) erfillt sind. Die Form ¢ ist genau dann negativ, wenn die Hauptunterdeterminanten
das Vorzeichen (—1)¥ haben, wobei k die Ordnung der Unterdeterminante ist, oder gleich
Null sind.

Der Beweis der in diesem Abschnitt formulierten Aussagen ist in den Biichern von F. R.
GANTMACHER, Matrizenrechnung I, IT (vgl. die Literaturhinweise der Herausgeber am Ende
des Buches) zu finden.

37. Gleichzeitige Reduktion zweier quadratischer Formen auf eine Summe von
Quadraten. Es seien

n n
Q1 = 3 @iy, @2 = 3 bii®
k=1 k=1
zwei quadratische Formen, wobei ¢, positiv definit sei (g, 1dBt sich also auf eine
Summe von » positiven Quadraten reduzieren). Gesucht ist eine nicht notwendig
orthogonale lineare Transformation, die beide Formen in eine Summe von Qua-
draten iiberfiihrt.

Zunichst wihlen wir solche Variablen y,, fiir welche ¢, eine Summe von Qua-
draten ist. Das 1a8t sich durch das im vorigen Abschnitt angegebene elementare
Verfahren bewerkstelligen. In den neuen Variablen haben wir fiir die quadra-
tischen Formen die folgende Darstellung:

@1 =D MYt @2 = 2 bayiyx.
F=1 k=1

Nach Voraussetzung sind alle Zahlen g, positiv, und wir kénnen neue reelle
Variable z, = ]/E,y,, einfithren. Dann haben die Formen die Gestalt

n n
’7
P =2 %", @y = 3 biiziz.
k=1 k=1
Wir bestimmen eine lineare orthogonale Transformation der Variablen z, in
Variable z,’, die die Form ¢, auf eine Summe von Quadraten transformiert.

Dabei bleibt ¢, eine Summe von Quadraten, weil die Transformation orthogonal
ist. Wir erhalten schlieBlich beide Formen als Summen von Quadraten

n n
’ 7
o =2 %% P2 = 3 b
k=1 k=1
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Die Zahlen A, werden charakteristische Zahlen der Form ¢, beziglich der Form ¢,
enannt.

g Wir stellen die Gleichung auf, welche die Wurzeln 4, hat. Diese ist der Gleichung
(144) aus [32] véllig analog. Dazu fithren wir den Begriff der Diskriminante einer
quadratischen Form ein. Darunter versteht man die Determinante der Koeffizien-
tenmatrixz der Form.

In einer Form ¢ mit der Koeffizientenmatrix 4 mégen mit Hilfe der Trans-
formation

(%1, Ty, eeey Xy) = B2y, 23, vy ')

neue Variable eingefiihrt werden. Die Matrix der neuen Form ist bekanntlich [32]
C =B*AB,

und ihre Determinante berechnet sich aus der Formel
D(C) = D(B*)D(A)D(B).

Die Determinanten D(B*) und D (B) sind offenbar gleich, weil die entsprechen-
den Matrizen durch bloBes Vertauschen der Zeilen und Spalten auseinander
hervorgehen. Somit gilt

D(C) = D(4)D(B),

d. h., bei einer linearen Transformation der Variablen in einer quadratischen Form
multipliziert sich die Diskriminante der Form mit dem Quadrat der Transforma-
tionsdeterminante. )

Wir kehren jetzt zu unseren quadratischen Formen ¢, und ¢, zuriick und bilden
die quadratische Form

0 =@, — Ap; =“‘Z_‘1(bil: — Aag)x;xy

deren Koeffizienten den Parameter 4 enthalten.
Nach dem Ubergang zu den neuen Variablen hat die Form die Gestalt

0 =3 — ",
k=1

und ihre Diskriminante driickt sich in den neuen Veranderlichen durch das Produkt
(A — A (Aa — 4) ++- (Ag — 4) (163)

aus; in den alten Variablen ist diese Diskriminante gleich der Determinante mit
den Elementen b; — Aa;,. Wie gezeigt, unterscheiden sich diese beiden Dis-
kriminanten nur durch einen Faktor, das Quadrat der Determinante der Trans-
formation, der A nicht enthéilt und von Null verschieden ist. Hieraus folgt un-
mittelbar, daB beide Diskriminanten als Funktionen des Parameters 1 die gleichen
Nullstellen besitzen. Beachten wir (163), so sehen wir, daB die Zahlen Ay Losungen
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der Gleichung ,
bu—A4ay bp—4iay, ... by —Aa,
by —Aag by —Aay ... by — Aam 0
byy — A Gy bpy — A Gy, bun — 4Gy

sind.

88. Kleine Schwingungen. In [II,20] haben wir folgenden Sachverhalt festgestellt: Die Be-
wegung eines mechanischen Systems von n Freiheitsgraden, in dessen Bindungen die Zeit
nicht eingeht und das sich unter der Einwirkung von Kriften mit einem Potential befindet,
wird durch Differentialgleichungen der Form

— _ == — k=1, y ssoy 1
at \Bey ( 2,...,m) (164)

d ( or ) _ T oU

og; oq;
bestimmt. Dabei bedeutet 7' die kinetische Energie des Systems und U eine vorgegebene
Funktion (Kraftfunktion) von g, die wir als unabhingig von ¢ annehmen wollen. Wie wir
frither erwiithnten, ist 7' eine quadratische Form der Ableitungen g;” von ¢; nach der Zeit:

n
T = rZ' laikqi'qk' (@ = ag), (165)

wobei die Koeffizienten vorgegebene Funktionen von ¢, sind. Wir nehmen an, daB fiir die
Werte g, = 0 die partiellen Ableitungen verschwinden:

U ofirq =g —ga =0 (k=1,2,...,n). (166)
g,

Unter diesen Umsténden hat das System von Differentialgleichungen (164) die triviale Lsung
gy = gy = - = gy = 0. TIhr entspricht eine gewisse Gleichgewichtslage des Systems. Die
Funktion U ist nur bis auf einen konstanten Summanden genau bestimmt, und wir kénnen
immer annehmen, daB sie fiir ¢, = ¢, = --- = ¢, = 0 verschwindet. Wegen der Bedingung
(166) kann somit angenommnien werden, daB die Entwicklung von U nach Potenzen von g erst
mit den Gliedern 2. Grades anfingt. Nehmen wir an, daB die quadratische Form, die man aus
diesen Gliedern 2. Grades erhilt, negativ definit ist, dann folgt daraus, daB U fir ¢, =g,
= «. = ¢, = 0 ein Maximum (oder, was dasselbe ist, die potentielle Energie — U ein Mini-
mum) hat. Wie wir in [II, 20] bewiesen haben , liegt dann ein stabiles Gleichgewicht vor. Bei
kleinen Anfangsbewegungen wird das System kleine Schwingungen um die erwihnte Gleich-
gewichtslage ausfithren, so daB die ¢, wihrend der ganzen Bewegungszeit klein bleiben. Wir
koénnen daher bei der Untersuchung dieser kleinen Schwingungen so vorgehen, als ob U sich
nur aus Gliedern 2. Grades zusammensetzte, d. h. die Gestalt

n
—U=2budiqr (by =10y) . (167)
LE=1

annéhme.
Entsprechend kénnen wir in erster Niaherung in den Koeffizienten a;; des Ausdrucks (165)
¢; = 0 setzen. Dann werden diese Koeffizienten vorgegebene Zahlen. Setzen wir dies alles in
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das System (164) ein, so erhalten wir ein System von n linearen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten:

an g+ttt 0ty by bt + b8 =0,
an @\ + Qe ge” + o+ Aon @0 + bay 1 + b G2 + 0+ bpp 0y =0,
)" + oGy’ + -+ Cpa s’ + bpydy - buage + - + by @ = 0.

Suchen wir Lsungen dieses Systems in der Form harmonischer Schwingungen mit ein
und derselben Frequenz und Anfangsphase, aber mit verschiedenen Amplituden

(168)

G = A cos (At + @) k=12,...,n) (169)
so erhalten wir durch Substitution in (168) ein System von Gleichungen fiir A; und 4:
(byy — 22 ay) Ay + (b — 2 agy) Ay + + + (byy — B ayy) 4, =0,

(b1e — R agy) 4, + (byy — A2 ay) Ay + - + (boy — A2 a3,) 45 = 0, (170)

(bpy — 2ag1) Ay + (b — A% agg) Ay + - + (B — A2apy) 4y = 0.

Damit dieses System fiir die 4, eine von Null verschiedene Losung hat, muB seine Deter-
minante verschwinden:

by —Bay by — Bay ... by — Bay,

by — A2y by — M@y, ... by — Alay, —o0. (171)

by — A2ayy by — Bapy ... by — Bag,

Wir nehmen irgendeine Wurzel dieser Gleichung und setzen sie firr die Koeffizienten von
(170) ein. Fiir 4, erhalten wir dann eine (oder mehrere) Lésungen, die wir noch mit einer will-
kiirlichen Konstanten multiplizieren konnen. AuBerdem enthélt die Formel (169) noch die
weitere willkiirliche Konstante g.

Wir erhalten eine iibersichtlichere Losung der Aufgabe, wenn wir die Theorie der quadra-
tischen Formen anwenden. Wir bemerken zunichst, daB die quadratische Form (165) in den
Variablen ¢, fir die kinetische Energie bei einer Bewegung positiv ist. AuBerdem ist im vor-
liegenden Fall nach Voraussetzung auch die Form (167) positiv definit. Wie wir sahen, kann
man an Stelle der g; durch eine lineare Transformation mit konstanten Koeffizienten neue
Variable p, derart einfiihren, daB in den p; die quadratischen Formen T und — U gleichzeitig
auf eine Summe von Quadraten reduziert sind, und zwar sogar so, da8 die Form 7' eine reine
Summe von Quadraten mit den Koeffizienten 1 ist. Wir bemerken, da dabei eine lineare Ab-
hingigkeit der p; und g; eine solche zwischen den p,” und ¢;’ nach sich zieht. Wir erhalten
schlieBlich

” n
T =X p* ~U = 3 itpsd, (172)
8=1 8=1
wobei alle Koeffizienten der p,? positiv sind, so daB wir sie als Quadrate schreiben konnten.
An Stelle des Systems (168) kénnen wir die Lagrangesche Gleichung (164) mit neuen Ver-
anderlichen schreiben:

d[aT] oU

dt oy’ =3—Pk.
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Wegen (172) ergibt sich das sehr einfache System
P + 4P =0 k=1,2,...,n).
Die Losung dieses Systems ist .
P = Cp cos (At -+ ) k=12,...,n) (173)

wobei C} und y, beliebige Konstanten sind. Die verallgemeinerten Koordinaten p, werden
Hauptkoordinaten unseres mechanischen Systems genannt.

Die gewoéhnlichen Koordinaten g, lassen sich durch sie linear ausdriicken. Wie aus den
Resultaten des vorigen Abschnitts unmittelbar folgt, sind die Zahlen 4, Wurzeln der Gleichung
(170). Wir bemerken, daB sie nicht alle verschieden sein miissen; aber auch dann geben die
Formeln (169) die allgemeine Losung der Aufgabe iiber kleine Schwingungen im betrachteten
Fall.

39. Extremaleigenschaften von Eigenwerten quadratischer Formen. Wir betrachten jetzt
die Transformation einer reellen quadratischen Form auf eine Summe von Quadraten unter
einem neuen Gesichtspunkt. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf drei Verdnder-

liche
3

3
@ = X apximy = X x?, (174)
k=1 k=1
wobei die x; mit den z;” durch die orthogonale Transformation
oy = by @ + by’ + bysry’,
Ty = by 2" + by, + byazys (175)

’
Ty = by @y + by @y’ + byyzy”

zusammenhingen. Dabei nehmen wir zunéchst an, die Zahlen A, seien der GroBe nach geord-
net, d. h.

L> > Ay (176)

Unsere Aufgabe besteht in der Bestimmung der Zahlen 4, und der Koeffizienten b;;, durch
die Werte der Form ¢ auf der Einheitskugel K, d. h. der Kugel mit dem Radius 1 um den
Koordinatenursprung:

22422+ 22 =1 oder 2,2 4 2,2 + 22 = 1. 177
Jeder Punkt dieser Kugel bestimmt durch den Einheitsvektor, der vom Ursprung zu dem

betreffenden Punkt fiihrt, eine Richtung im Raum. Wir kénnen Formel (174) in folgender
Gestalt schreiben:

@ =A%+ 2.2 + 2,2) + (A — 4) 2% + (4 — 4) 2572,
und man sieht, daB auf der Einheitskugel X

Q=4+ (B — )% 4 (4 — 4))z,?

gilt. Hieraus folgt unmittelbar, daB 4, ein Maximum von ¢ auf K ist.
Dieses Maximum wird offenbar im Punkt

o =1, z=x=0
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angenommen oder, wegen (175), in alten Koordinaten im Punkt

Zy =0by, 2y=0>y, 23=10by
von K.
Dieser Punkt bestimmt einen Vektor, der der ersten Spalte der orthogonalen Transforma-
tion (175) entspricht, d. h. einen Vektor, der eine Lisung der Gleichung

Ap =21 (178)

fir A.= A, ist. Algo ist der groBte Eigenwert der quadratischen Form (174) gleich dem
Maximalwert dieser Form auf der Einheitskugel, und ein zugehériger Eigenvektor (), d. h.
eine Losung der Gleichung (178), ist jeder Vektor, der vom Ursprung zu einem Purkt der
Einheitskugel fihrt, in dem dieses Maximum angenommen wird.

Wir gehen nun zur Bestimmung des zweiten Eigenwertes und des zugehérigen Eigenvektors
iiber. Dazu setzen wir z," = 0. Dieser Gleichung entspricht die Ebene, die durch den Ur-
sprung geht und zu dem Vektor £(t) orthogonal ist. Der Schnitt dieser Ebene mit der FEinheits-
kugel liefert den Kreis

2% + 22 = 1.
Auf diesem Kreis gilt

9 =hz + Az,

woraus unmittelbar ersichtlich ist, daB A; ein Maximalwert von ¢ auf der Einheitskugel ist,
unter der Nebenbedingung, daB die zum Vergleich zugelassenen Vektoren zu dem schon be-
stimmten Vektor ) orthogonal sind. Genau wie oben beweisen wir, daB ein Eigenvektor (),
d. h. eine Losung der Gleichung (178) fir A = 4,, ein solcher Vektor ist, der zu einem Punkt
hinfiihrt, in dem dieses Maximum angenommen wird.

Nachdem die zwei Vektoren bestimmt sind, erhalten wir einen dritten ¢(®) als einen zu
diesen beiden orthogonalen, withrend der Eigenwert A, der Wert der Form ¢ in dem Punkt der
Einheitskugel ist, in dem sie von dem Vektor r(® geschnitten wird.

Wire einmal z. B. 1, = 1, gewesen, so hatten wir bei der Bestimmung des ersten Maxi-
mums der Form ¢ auf der Einheitskugel keinen Punkt, sondern einen ganzen Kreis erhalten,
auf dem dieses Maximum angenommen wird.

Vorstehende Uberlegung 1i8t sich leicht auf belleblg viele Verinderliche iibertragen. Wir
fithren far diesen allgemeinen Fall nur das Resultat an, das dem obigen véllig analog ist. Es sei
eine reelle quadratische Form in n Variablen gegeben:

n
? =2 apz;%;. (179)
ik=
Ein Einheitsvektor im reellen n-dimensionalen Raum wird durch ein n-Tupel reeller Zahlen
mit der Quadratsumme 1 dargestellt. Wir sagen, daB die Enden solcher Vektoren auf der Ein-
heitskugel liegen, deren Gleichung offenbar die folgende ist:

23 + 22 b eee + 22 = 1. (180)

Der groBte Eigenwert der Form ¢ ist gleich dem Maximum dieser Form auf der Einheits-
kugel (180), und einen zugehérigen Eigenvektor bekommt man mit jedem Vektor (1), der vom
Ursprung zu einem Punkt der Einheitskugel hinfiihrt, in dem ¢ das Maximum annimmt. Um
den zweitgroBten Eigenwert zu erhalten, betrachten wir die Einheitsvektoren, die zu dem schon
bestimmten Vektor (1) orthogonal sind. Unter ihnen findet sich ein Vektor ¢(® der ein Maxi-

"mum der Form ¢ ergibt. Dieses zweite Maximum 4, ist der zweite Eigenwert der Form, wihrend
der erwihnte Vektor ¢(® ein zugehdériger Eigenvektor ist. Jetzt betrachten wir die Einheits-
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vektoren, die zu ¢! und ¢® orthogonal sind oder, was dasselbe besagt, wir fiigen die beiden
Nebenbedingungen

(W, r)=0 und (¥, 7)=0

zu (180) hinzu.

Unter diesen Vektoren findet sich wieder ein solcher, der ¢ zu einem Maximum macht. Dieses
ist gerade der drittgroBte Eigenwert A3 der Form und der Vektor selbst ein zugehoriger Eigen-
vektor usw.

Wir konnten auch die Eigenwerte einer quadratischen Form nicht abnehmend, sondern
wachsend anordnen, so daB der erste Eigenwert der kleinste wiire, der zweite der nichstgréBere
usw. Dabei erhielten wir eine der vorigen véllig analoge Aufgabe, nur miiBte iiberall, wo von
dem groBten Wert die Rede war, jetzt vom kleinsten gesprochen werden.

Alle diese Uberlegungen lassen sich auf den Fall der gleichzeitigen Umformung zweier qua-
dratischer Formen auf Quadratsummen verallgemeinern. Es seien die zwei quadratischen
Formen

n n
¢ =X apxitg, Y = rzlbuxexk

auf die Quadratsummen
n n
p=2z" yv=2Xhz"
k=1 k=1
mittels einer linearen Transformation

(@1 Zgs eoes Zy) = By, 2/, ..oy )

zu transformieren, wobei wir die Zahlen 4, fallend angeordnet annehmen.
Dabei wird 4, der groBte Wert vony unter der Nebenbedingung ¢ = 1; er wird gerade an-
genommen fiir

z = by, Zy = by, .oes Ty = by,
Analog bestimmen sich auch die folgenden Eigenwerte.

40. Hermitesche Matrizen und hermitesche Formen. In den vorigen Abschnitten
hatten wir reelle symmetrische Matrizen betrachtet und bemerkt, daB sie einen
Spezialfall der hermiteschen Matrizen darstellen, deren Elemente den Gleichungen

i =g (181)

geniigende kémplexe Zahlen sind. Fiir ¢ = k zeigen die Gleichungen, daf die
Diagonalelemente a,; reell sind.

Die Definition einer hermiteschen Matrix kann auch folgendermafien ausge-
sprochen werden: Eine hermitesche Malriz bleibt ungedndert, wenn darin Zeilen
und Spalten vertauscht und alle Elemente durch ihre konjugiert komplexen er-
setzt werden, d. h. in den Bezeichnungen von [26]:

A*=A oder A =A. (182)

Die Matrix A heiBt, wie wir wissen, die zur Matrix A hermitesch adjungierte.
Daher werden die hermiteschen Matrizen auch selbstadjungiert genannt.
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In [32] haben wir bewiesen, daB eine hermitesche Matrix A fiir beliebige Vek-
toren ¢ und y) die Beziehung

A5y =@ 4Y) (183)

erfiillt. Auch diese Beziehung kann, wie die beiden vorhergehenden, zur Definition
einer hermiteschen Matrix dienen.

Wir fiihren noch eine Eigenschaft dieser Matrizen an: Ist 4 eine hermitesche
und U eine beliebige unitire Matrix, so ist-auch U-14 U hermitesch. Nach Vor-
aussetzung ist A* = 4, und es muB gezeigt werden, daBl dies auch fiir U214 U
zutrifft. Nach [26] gilt

(TTAT)* = T*2*(T*!

oder, unter Beachtung der Voraussetzung fiir 4 und der Unitaritdt von U, aus der
U* = U folgt,

(TTA0)* = U 4U,

w.z. b.w.
Man kann sagen, daB bei einer unitiren Koordinatentransformation, die fiir die
Komponenten eines Vektors durch die Formel

(x11x27 '“’xn) = U(xll,x2,, --'yxﬂl)

gegeben ist, eine hermitesche Matrix 4, wenn man sie als Operator einer linearen
Transformation des Raumes ansieht, in den neuen Koordinaten die Form U-1AU
annimmt; daher kann der obige Satz auch so formuliert werden: Eine unitire
Transformation des Raumes erhilt den hermiteschen Charakter einer als Operator
betrachteten Matrix.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, eine hermitesche Matrix mittels einer unitaren
Transformation auf Diagonalform zu bringen:

U-LAU =[Ay, 4, ..., Aal. (184)

Wie oben bei reellen symmetrischen Matrizen ist auch hier unser Problem gleich-
bedeutend mit der Losung einer Gleichung der Gestalt:

Ag =1z, (185)

wobei 4 eine der Zahlen 4, ist und die Komponenten des Vektors ¢ die Elemente
der entsprechenden Spalte der Matrix U liefern.
Diese Zahlen 4, und die zugehérigen Vektoren g heiBen die Eigenwerte und die

Eigenvektoren der Matrix 4.
Die Eigenwerte miissen, wie wir wissen, notwendig Wurzeln der Gleichung

ay,— 21 @ ... Qg
Gy Ay — 2 Aan —0 (186)
(2791 Ay Apy — A

sein,



40. Hermitesche Matrizen und hermitesche Formen 141

Essei 4 =1, eine Wurzel dieser Gleichung und ¢ eine Losung der Gleichung
(185) firr 4 = 4,.

Diese Gleichung ist linear und homogen, so da8 ihre Losung mit einer beliebigen
Konstanten multipliziert werden kann; daher konnen wir die Linge des Vektors
t® gleich 1 annehmen. Wir machen diesen Vektor zum ersten Einheitsvektor
eines neuen Koordinatensystems und konstruieren alsdann irgendwie noch #» — 1
weitere Einheitsvektoren, und zwar so, daB wir insgesamt ein System von 7 zu-
einander orthogonalen Vektoren erhalten. Diese Vektoren benutzen wir als neue
Grundvektoren und suchen diejenige unitdre Transformation U, auf, die dem
Ubergang vom alten Koordinatensystem zum neuen entspricht. Im neuen Koordi-
natensystem geht nun unsere hermitesche Matrix 4 in die hermitesche Matrix
A, = U, AU, iiber, wobei die entsprechende Gleichung

4,r =1

fir 4 = 4, den Vektor (1, 0,..., 0) als Lésung haben muB. Wie auch in [33] ergibt
sich daraus, daB in der Matrix A, alle Elemente der ersten Zeile und der ersten
Spalte verschwinden mit Ausnahme des Diagonalelements, das gerade 2, ist.

Da A, eine hermitesche Matrix ist, folgt sofort, daBl dieses Element 4, reell sein
muB und hieraus u. a., daB alle Wurzeln der Gleichung (186) reell sind, was wir auch
schon frither gesehen hatten. Daher lautet die Matrix 4,

A4 0 .0

O ol
0 af...af

0 a¥..al
d. h,, sie ist eine quasidiagonale Matrix der Gestalt
(41, Cul,

wobei C, eine hermitesche Matrix vom Grad » — 1 mit den Elementen aj}’ be-
zeichnet. Durch Wiederholung der vorstehenden Uberlegung kénnen wir mittels
einer unitiren Transformation U,, die auf die Grundvektoren auBer dem ersten
angewandt wird, die Matrix C, in eine solche Gestalt bringen, da alle Elemente
ihrer ersten Zeile und Spalte bis auf das Diagonalelement verschwinden.

Die erwihnte unitéire Transformation kénnen wir als unitire Transformation
in unserem ganzen n-dimensionalen Raum betrachten. Ihr entspricht eine quasi-
diagonale unitdre Matrix der Form

[1s Uz] .

Als Ergebnis dieser Transformation geht unsere hermitesche Matrix in die her-
mitesche Matrix

[1, Ul [Ar, Ci] [1, Uy] = [4y, Ut C1 U]
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iiber oder, ausfiihrlich geschrieben, in

4O 0 ... 0
0 4 0 ... 0
0 0 a2 ... ad

@ @
0 0 a2 .. a2

Durch Fortsetzen dieser Uberlegung bringen wir schlieBlich unsere hermitesche
Matrix auf Diagonalform, wobei die ganze unitire Transformation U, die in die
Formel (184) eingeht, das Produkt von unitdren Transformationen ist, die jeweils
nacheinander bei dem oben geschilderten ProzeB der Uberfiihrung einer Matrix
auf Diagonalform entstehen.

Wir wenden uns jetzt der Gleichung (185) zu. In [33] haben wir gezeigt, daB
ihre Losungen, welche verschiedenen Werten von 1 entsprechen, notwendig zuein-
ander orthogonal sind.

Genau wie in [33] kénnen wir zeigen, daB die Vektoren, die durch die Spalten
der Matrix U dargestellt werden, fiir die zulidssigen Werte von 1 alle Lésungen
der Gleichung (185) geben. Dabei ist nun ein wichtiger Umstand im Auge zu be-
halten, der die mehrfachen Wurzeln der Gleichung (186) betrifft. Hat z. B. Glei-
chung (186) die Wurzel 4 = 1, der Vielfachheit m, so hat die Gleichung (185) fiir
A = 2, die m linear unabhiingigen Losungen ¢, ¢®, ..., t®. Jede ihrer Linear-
kombinationen mit beliebigen Koeffizienten ist offenbar ebenfalls Lsung von
(185), d.h., die Gleichung

A = Az

hat eine Gesamtheit von Losungen, die durch den von den Vektoren ¢V, t®, ...,
™ gebildeten Unterraum dargestellt wird, d. h. durch Summen

L= C[Iw + 022(2) + cee + CmE("‘)

mit beliebigen Koeffizienten C,, C,, ..., C,. Wir kénnen in diesem Raum auf be-
liebige Weise ein System von m zueinander orthogonalen Einheitsvektoren aus-
wihlen, so daB ihre Komponenten gerade die zum Eigenwert 1 = A; gehdrigen
Spalten der Matrix U bilden. Hier haben wir folglich dieselbe Willkiir bei der
.Wahl der Matrix U, die wir auch in [33] fiir B hatten. Auflerdem kénnen wir
offenbar die Komponenten jedes Einheitsvektors @, den wir als Losurig der Glei-
chung (185) erhielten, mit einem beliebigen Zahlenfaktor vom absoluten Betrag 1
multiplizieren, d. h. mit einem Zahlenfaktor der Form e (Phasenfaktor). Dabei
bleibt die Linge des Vektors gleich 1, auch bleibt die Orthogonalitit dieses Vektors
zu den iibrigen Vektoren erhalten, die zu dem vollen Lésungssystem der Gleichung
(185) gehoren. SchlieBlich konnen wir in der Matrix U die Reihenfolge der Spalten
beliebig dndern. Diese unwesentliche Transformation ist offenbar eine Umnume-
rierung der Grundvektoren des neuen Koordinatensystems und zieht nur eine
Vertauschung der Zahlen 4, in der Diagonalform der Matrix nach sich. Wir wer-
den im folgenden immer annehmen, diese Zahlen seien wachsend geordnet.
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Wir gehen jetzt zur Betrachtung der hermiteschen Formen iiber und sagen, eine
hermitesche Matrix 4 entspreche einer hermiteschen Form der Gestalt

(4, ©) =ék21a.~k97.-xk, (187)

wobei z,,x,, ..., z, die Komponenten des Vektors g sind. Die Zahl (Ag, g) ist
reell [32]. '

Wir nehmen jetzt an, da wir in unserem Raum eine unitidre Transformation
ausfiihren, wobei die alten Komponenten eines Vektors sich durch die neuen mittels
t = Ut’ ausdriicken. In den neuen Koordinaten hat die hermitesche Form (187)
die Gestalt

AUy, Ug).

Unter Benutzung der Eigenschaft (125,) unitirer Transformationen kénnen wir
beide Vektoren, die das innere Produkt bilden, von links mit der unitiren Matrix
U-! multiplizieren und erhalten so in den neuen Koordinaten folgenden Ausdruck
fiir die hermitesche Form (187):

(UrAU Y, Y). (188)

Insbesondere bleiben in unserer hermiteschen Form in den neuen Koordinaten,
wenn die unitire Transformation U die Matrix 4 gerade auf Diagonalform bringt,
d. h. (184) gilt, nur Glieder, die die Produkte Z;’ - x;" enthalten, und wir haben die
hermitesche Form auf eine Summe von Quadraten transformiert:

(UrAU Y, Y) = 41%/'z" + Azlfz'zzl o ERRRl ol A
So ist auch hier, wie in [32], das Problem, eine Matrix 4 auf Diagonalform zu
bringen, gleichbedeutend mit der Aufgabe, die entsprechende hermitesche Form
in eine Summe von Quadraten zu verwandeln.
Statt einer hermiteschen Form betrachtet man manchmal eine sogenannte
Bilinearform, die folgendermagen definiert ist:

(49,1) = Z”‘ AT Y -
=1

Fiihren wir wieder im Raum eine unitdre Transformation aus, derart, dal die
neuen Komponenten sich durch die alten nach der obigen Formel ausdriicken, so
erhalten wir in den neuen Koordinaten

(49,5) = (AU 9, Uy)
oder wegen der Unitaritit der Transformation U

(UrAUY, ).
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Wird 4 durch U auf Diagonalform transformiert, so nimmt schlieBlich die
Bilinearform in den entsprechenden Koordinaten die folgende sehr einfache Ge-
stalt an:

n
2 ATy
k=1

Wir bemerken, da8 jede Diagonalmatrix mit reellen Elementen hermitesch ist;
daher ist auch die Matrix U-1[4,, 4,, ..., 4,] U, wobei U beliebig unitar ist, hermi-
tesch. Oben haben wir gesehen, da8 auch jede hermitesche Matrix in dieser Form
geschrieben werden kann.

Die hermiteschen Formen werden, wie auch die reellen quadratischen Formen
[36], nach dem Vorzeichen der Eigenwerte A, klassifiziert. Sind z. B. alle 4, positiv,
8o heiflt die hermitesche Form positiv definit. Fiir sie ist die Eigenschaft charakte-
ristisch, daB ihr Wert fiir alle z; positiv ist und sie nur fiir ;, =2, = .- =2, =0
verschwinden kann. Analog lassen sich hermitesche Formen ohne und mit Vorzei-
chenwechsel definieren. Die Untersuchung ist dem Fall reeller quadratischer For-
men vollig analog und beruht auf der Formel

(A5, 7)) =hZ'a) + L Ty'xy + oo 4 Ay T 20’
_Die Formel (183) gilt nur fiir hermitesche Matrizen. Ist 4 eine beliebige und
A = A* die zu ihr adjungierte Matrix, so gilt statt (183)

(4z, 1) = (5. 4Y). (183,)

Sind a;_die Elemente der Matrix A4, so sind die Elemente der Matrix A die
Zahlen {A}; = @;;, und Formel (183,) verifiziert sich durch unmittelbare Ver-
tauschung, wie auch Formel (183).

41. Vertauschbare hermitesche Matrizen. Es seien A und B zwei hermitesche
Matrizen. Wir untersuchen, unter welchen Bedingungen auch ihr Produkt BA
hermitesch ist. Wir bilden die Matrix, die zu dem Produkt B A4 hermitesch konju-
giert ist: Es ist

(BA)* = A+ B+
oder, weil 4 und B hermitesch sind,
(BA)* = 4B.

Datfiir,da8 B A hermitesch ist,ist notwendig und hinreichend, da A B mit BA
zusammenfillt, d. h., daB die Matrizen vertauschbar sind. Wir nehmen an, daB die
hermiteschen Matrizen 4 und B durch ein und dieselbe unitire Transformation U
auf Diagonalform gebracht werden kénnen:

A=U"1l,2%,...,4]U, B = U=y, pg, ..., ] U.
Dann ist nicht schwer zu sehen, daB sie vertauschbar sind:

AB =BA = U [Apy, daptg, ..., Anpin] U.
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Wir zeigen jetzt die Umkehrung: Sind zwei hermitesche Matrizen vertauschbar, so
kann man sie mittels ein und derselben unitiren Transformation gleichzeitig auf Diago-
nalform bringen, d. h., die Vertauschbarkeit hermitescher Matrizen ist nicht nur
notwendig, sondern auch hinreichend fiir die Moglichkeit ihrer gleichzeitigen Um-
formung auf Diagonalform mittels derselben unitiren Transformation. Nehmen
wir also an, es sei A B = BA. Wir bemerken dazu, daB dann auch die ihnen &hn-
lichen Matrizen vertauschbar sind. In der Tat gilt

(C-*AC) (C*BC) =C14ABC =C1BAC,
und genau denselben Ausdruck erhilt man fiir das Produkt
(C-1BC) (C-*A0).

Wir nehmen an, wir hatten fiir C eine unitire Transformation gewahlt, die 4 auf
Diagonalform bringt, und B derselben Transformation unterworfen. Die neuen
Matrizen sind gleichfalls vertauschbar; wir konnen daher beim Beweis unserer
Behauptung einfach annehmen, A4 sei schon auf Diagonalform gebracht, d. h., die
Elemente a;; geniigen der Bedingung

ay =0 fir ¢3k. (189)

Wir bezeichnen die Elemente der Matrix B mit b;;, und schreiben die Bedingung,
da8 A und B vertauschbar sind, in der Form

» »
D Gisba = D bisay k=12..,n).
gm=l 8e=1

Nach (189) besagt das
(@i — a)bu =0 (1, k=1,2,...,7n). (190)

Sind alle a;; verschieden, so folgt aus diesen Identitdten unmittelbar, daBl
by = 0 istfiir ¢ 5= k, d. h., daB auch B Diagonalform hat, womit die Behauptung
bewiesen ist.

Wir gehen jetzt zu der Betrachtung des Falles iiber, daB einige der Zahlen a;;
gleich sind. Wir nehmen etwa an, diese Zahlen zerfielen in zwei untereinander
gleiche Systeme:

A1) = Qg = *** = Qppm» Cmi1,m+1 = Cpigmiz = *°° = Gupe

Aus Formel (190) folgt unmittelbar, da8 in diesem Fall die Elemente b;; nur
dann von Null verschieden sein kénnen, wenn entweder beide Indizes ¢ und &
gréBer oder kleiner als m sind. Daher hat im gegebenen Fall die Matrix B Quasi-
diagonalform :

B = [BUBM],

10 Smirnow III/1
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wobei B, eine gewisse hermitesche Matrix des Grades m und B, eine hermitesche
Matrix vom Grade n — m ist. Ausfiihrlich 18t sich die Matrix B in der Gestalt

by bim 0 0
bui - buym O .. 0
0 0 bm+1.m+l bm+1 L]
0 0 bn,m+l bmn

schreiben.

Wir kénnen, ohne die Diagonalform von 4 zu dindern, den von den ersten Grund-
vektoren aufgespannten Unterraum einer beliebigen unitdren Transformation un-
terwerfen und ebenso den von den letzten » — m Grundvektoren aufgespannten.
Wir wihlen diese unitéiren Transformationen V; und V, so, daB die Matrizen B,
und B, auf Diagonalform kommen. Insgesamt haben wir eine unitédre Transforma-
tion des ganzen n-dimensionalen Raumes, die Quasidiagonalform hat: [V, V,].

Nach dem oben Gesagten behilt die Matrix 4 in den neuen Koordinaten die
Diagonalform, wihrend B folgende Gestalt annimmt:

[V, Vol [By, Ba] [V1, Vol = [V 1B, V4, Vil By V],

d. h. ebenfalls Diagonalform hat, womit unser Satz bewiesen ist.
Bilden wir jetzt fiir unsere vertauschbaren Matrizen die Gleichungen

Ay =24, By =np1, (191)

so folgt aus dem Vorhergehenden unmittelbar, daB wir fiir diese beiden Gleichungen
ein und dasselbe System linear unabhingiger Losungen bilden konnen. Diese Lo-
sungen liefern gerade die Spalten der unitdren Matrix U, die unsere beiden Matrizen
auf Diagonalform bringt. Mit anderen Worten, wir konnen fiir zwei vertauschbare
hermitesche Matrizen ein und dasselbe vollstindige System = linear unabhéngiger
Eigenvektoren bilden. Was die Eigenwerte betrifft, d. h. die Werte der Parameter
und g, so sind sie natiirlich im allgemeinen verschieden. Wir bemerken, daB aus
dem Vorhergehenden noch nicht folgt, daB jeder Eigenvektor der Matrix 4 auch
Eigenvektor von B ist. Sind alle Eigenwerte von 4 und B verschieden, derart, daB
jedem Wert A, und g, bis auf Zahlenfaktoren nur ein Vektor entspricht, dann ist
es natiirlich so. Das gilt aber im allgemeinen schon nicht mehr, wenn unter den
Eigenwerten gleiche vorkommen. Es sei {®’} ein vollstindiges System von Eigen-
vektoren der Matrizen 4 und B, und A, und u, seien die entsprechenden Eigen-
werte. Wir nehmen an, es sei z. B. 4, = 4,, aber yu, 5= u,. Dann sind die Vek-
toren C,r® + Cpr® bei beliebiger Wahl der Konstanten C, und C'2 Eigenvekto-
ren fiir 4, aber nicht Eigenvektoren fiir B.

Alle vorstehenden Uberlegungen iibertragen sich leicht auf den Fall mehrerer
Matrizen, und zwar: Sind mehrere hermitesche Matrizen A4,, 4,, ..., 4; gegeben,
so sind sie genau dann mittels einer unitdren Transformation gleichzeitig auf Diago-
nalform zu bringen, wenn sie paarweise vertauschbar sind, d. h., wenn A4;4,
= A, A; ist fiir beliebige s und k (5, k =1, ...,1).
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42. Umformung unitirer Matrizen auf Diagonalform. Die unitdren Matrizen be-
sitzen beziiglich ihrer Umformung auf Diagonalform Eigenschaften, die denen der
hermiteschen voéllig analog sind. Ist V eine gewisse unitidre Matrix, so kann man
stets eine unitire Matrix U finden, so daB U-! VU eine Diagonalmatrix ist. Wir
kénnen unser Problem in der folgenden Form schreiben:

VU =UT[h, Aes.os Al (192)

wobei U die gesuchte unitdre Matrix und 4, die gesuchten Zahlen sind.
Wie frither fiir hermitesche Matrizen entsprechen die Spalten von U gewissen
Vektoren ¢, und diese Vektoren miissen Lsungen der Gleichung

Ve =1z (193)

sein, in der A mit den Zahlen 4, iibereinstimmt. Hieraus folgt wie oben unmittelbar,
daB diese Zahlen A die Wurzeln der charakteristischen Gleichung

V3 — A Vg vee Utn
Vo Uy — 4 Van —0 (194)
vﬂl Vn2 Vpp — }b

sein miissen, wobei die v;; die Elemente der Matrix V sind.

Wir bemerken zunéchst, daf mit den Matrizen V, und U, auch U,-! V, U, unitar
ist. In der Tat folgt aus der Unitaritit von U, die von U;?, und das Produkt uni-
tdrer Matrizen ist wieder unitr.

Wir nehmen irgendeine Wurzel 1 = 2; der Gleichung (194) und bestimmen,
indem wir sie in Gleichung (193) einsetzen, einen Einheitsvektor @, der dieser
Gleichung geniigt. Wir wihlen diesen Vektor als neuen Grundvektor und dazu
noch n — 1 weitere Einheitsvektoren, und zwar so, daB wir » zueinander ortho-
gonale Einheitsvektoren erhalten. Dem Ubergang von den alten zu den neuen
Grundvektoren entspricht eine gewisse unitdre Transformation U,; dabei geht
unsere unitdre Matrix V in die dquivalente V, = U;! VU, iiber.

Die Gleichung

Vit = Ax

besitzt jetzt fiir 4 = 4, als Lésung den Vektor mit den Komponenten (1,0, ..., 0),
woraus (vgl. S. 141) unmittelbar folgt, da8 alle Elemente der ersten Spalte der
Matrix V, auler dem ersten, das gleich 4, ist, verschwinden. Da aber in einer
unitdren Matrix die Summe der Quadrate der absoluten Betrige der Elemente
jeder Spalte gleich 1 ist, kénnen wir sagen, da8 1, den absoluten Betrag 1 hat. Wir
erinnern jetzt daran, daB in der unitaren Matrix ¥, die Quadratsumme der absolu-
ten Betrige der Elemente jeder Zeile ebenfalls gleich 1 ist. Da, wie eben erwihnt,
das erste Element der ersten Zeile 4, den absoluten Betrag 1 hat, miissen folglich
die anderen Elemente dieser Zeile verschwinden. Daher bringen wir im Ergebnis
der ersten unitidren Transformation unsere unitidre Matrix auf eine Gestalt, in der

10*
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die Elemente der ersten Zeile und die der ersten Spalte auBer dem ersten gleich Null
sind:

A 0 0
(L @

0 v Von
o) @

O ”02 v"’l

Véllig analoge Verhiltnisse hatten wir oben fiir hermitesche Matrizen. Ferner
bilden die Elemente v{}’ eine unitdre Matrix (n — 1)-ten Grades. Durch noch-
malige Anwendung einer unitiren Transformation konnen wir auch in dieser
Matrix in der ersten Zeile und der ersten Spalte auller dem ersten Element, das den
absoluten Betrag 1 hat, Nullen erhalten. SchlieBlich nimmt durch das Produkt
dieser beiden unitiren Transformationen unsere unitdre Matrix folgende Gestalt
an;

A0 0 ... 0
0 4, 0 ... 0
0 0 v® v
Oovmvg:

Indem wir diese Uberlegung fortsetzen, fiihren wir unsere unitire Matrix mit
Hilfe einer gewissen unitdren Transformation in die Diagonalform iiber. Wir be-
merken noch, daB aus den vorstehenden Erwagungen folgt, daB alle Eigenwerte
unitirer Matrizen den absoluten Betrag 1 haben.

Genau wie in [41] kann man zeigen, daBl untereinander paarweise vertauschbare
unitdre Matrizen mittels ein und derselben unitiren Transformation gleichzeitig
auf Diagonalform gebracht werden konnen.

Wir erwdhnen noch folgende Tatsache: Eine unitdre Matrix fithre eine gewisse
Matrix 4 in Diagonalform iiber, d. h., U-* AU sei eine Diagonalmatrix. Bekannt-
lich hat die Determinante von U den absoluten Betrag 1, und wir kénnen eine
reelle Zahl w so finden, daB die Determinante der unitaren Matrix e U gleich 1 ist.
Dabei fiihrt auch die unitdre Matrix e’ U die gegebene Matrix A4 in die Diagonal-
form iiber; denn es gilt

(@ U)14(e=U) = eloe-to U-1 AU = U1 AU.

Daher kann man immer annehmen, die Determinante einer unitiren Matrix U,
die eine gewisse Matrix auf Diagonalform bringt, sei gleich Eins.

Beispiel. Wir betrachten als Beispiel fiir die Transformation auf Diagonalform eine ortho-
gonale Matrix dritten Grades,

Un Yig Ygs
V=10, vy vyl (195)

U1 Us2 Uss
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und nehmen an, die Determinante dieser Matrix sei gleich + 1, so daB sie einer Bewegung des
dreidimensionalen Raumes entspricht. Die charakteristische Gleichung fiir die Matrix (195)
hat nach Voraussetzung das absolute Glied 1, denn dieses absolute Glied ist offenbar mit der
Determinante der Matrix identisch. Andererseits haben wir gesehen, daB alle Wurzeln unserer
charakteristischen Gleichung vom Absolutbetrag 1 sein miissen. Das héchste Glied dieser charak-
teristischen Gleichung ist (— 4)® = — 43, und daher ist das absolute Glied der Gleichung, Eins,
einfach gleich dem Produkt ihrer Wurzeln. Da sie reelle Koeffizienten hat, sind nur zwei Fille
moglich, ndntich: Entweder hat diese Gleichung eine Wurzel gleich 1 und zwei konjugiert
komplexe vom Absolutbetrag 1, d. h. der Form ex%, oder eine Wurzel der Gleichung ist
gleich 1 und die beiden anderen sind gleich — 1. Die zweite Moglichkeit ist ein Spezialfall der
ersten (fir ¢ = n).

Dem Eigenwert A =1 entspricht ein reeller Vektor g(V), welcher Losung der Gleichung

Vi = g (196)

sein muB.

Mit anderen Worten, dieser Vektor wird nicht gedndert bei der durch die Matrix V be-
stimmten Drehung des Raumes. Dieser Vektor, der dem reellen Wert A = 1 entspricht, ist
reell, und bestimmt offenbar die A chse, um die sich der Raum dreht. (Jede Drehung des Raumes
um seinen Ursprung ist dquivalent einer Drehung um eine Achse durch den Ursprung.) Zur Be-
stimmung der Komponenten dieses Vektors () durch die Elemente der Matrix V schreiben wir
die Gleichung (196) in der Form

V-1 = g,

da V reell und unitiir ist, kénnen wir auch schreiben:
P = g,

Subtraktion von (196) liefert
(V — V*)rth = 0.

Wir schreiben diese Gleichung aus, wobei die Komponenten von ¢) mit uy; , u,;, %y, bezeichnet
werden mégen, und erhalten das Gleichungssystem

(v1a — Va1 )uy + (33 — v51)uy = 0,
(g — vio)uy + (Vg3 — Vgo)uy = 0,
(vg1 — V1a)uy + (Ve — Va3) Uy =0.

Hieraus folgen unmittelbar die Formeln, welche die Richtung der Drehachse bestimmen:
Uy tpy 1Ugy = (Vay — Vag) 1 {Vgy — v19) (V1 — vg).
Die beiden anderen Eigenvektoren ¢(® und (® miissen offenbar den Gleichungen
Vi® = elog®  und Vi® = etoy® _ (197)
geniigen, und das sind schon Vektoren mit komplexen Komponenten. Wir kénnen ¢ aus der
Bedingung bestimmen, daB die Summe der Wurzeln der charakteristischen Gleichung offenbar
gleich der Summe der Diagonalglieder ist, d. h. gleich der Spur von V:
1+e% 4 e?=1-+2cosp =1y, + g + Vg,

wobei wir annehmen kénnen, daB ¢ zwischen 0 und x liegt.
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Aus den Gleichungen (197) folgt, daB wir die Komponenten der Vektoren (2 und £® konju-
giert komplex annehmen kénnen, da die Werte 2 in den Gleichungen (197) konjugiert komplex
sind. Wir bilden die neue unitére Matrix

1 0 0
0o L

Uy = V2 Vz_ . (198)
o L _

V_V_

Man iiberzeugt sich leicht unmittelbar, da8 die Elemente der Spalten der Matrix IV = UU,
gleich den Komponenten der Vektoren

I(z) + 5(3) . 2(2) — E(s)
A i ,
2 Ve
also reell sind. AuBlerdem ist die Matrix W als Produkt zweier unitarer Matrizen selber unitar,

d. h., W ist eine orthogonale Matrix. Wir wenden jetzt auf ¥ eine Ahnlichkeitstransformation
unter Benutzung der unitéren reellen Matrix W an und erhalten

WAVW = U U VU Uy = Uy [1,.€%9, %] U,.

E(l)’

Fiihren wir die Matrizenmultiplikation wirklich aus, so erhalten wir

1 0 0
W-IVW=]0 cos @ —sin ¢ (199)
0 sin @ cos g,

Wir kénnen stets annehmen, daf3 die Determinante der orthogonalen Matrix W gleich + 1
ist; sonst kénnten wir sie mit — 1 multlplmeren, wodurch sich die Beziehung (199) nicht @indert.
Daher entspricht auch W einer gewissen Bewegung des dreidimensionalen Raumes. Die Matrix
(199), die wir im Ergebnis der Koordinatentransformation ¢ = Wy’ erhalten hatten, ist der
Matrix V dquivalent und gibt in neuen Koordinaten die Transformation, die die urspriingliche
Matrix V in den alten geliefert hat. Aus der Form der Matrix (199) folgt sofort, daB diese
Matrix (199) einer Drehung um die neue Achse (" um den Winkel ¢ entspricht, und das
Wesen unserer Transformation besteht darin, daB wir als Achse ') die oben erwidhnte Dreh-
achse nahmen, die vom Vektor y(*) dargestellt wird.

Hieraus folgt sofort noch ein wichtiger Umstand: Alle reellen Matrizen, denen eine Drehung
des Raumes um einen gewissen Winkel entspricht, kénnen mittels Ahnlichkeitstransforma-
tionen, die fiir verschiedene Matrizen verschieden sind, auf ein und dieselbe Form (199) ge-
bracht werden. Daher sind alle diese Matrizen einander #hnlich.

Matrizen, die verschiedenen Drehungswinkel entsprechen, konnen untereinander nicht
dhnlich sein, da die Eigenwerte solcher Matrizen, 1, e® und e~'¢, fiir verschiedene Werte von ¢
sicher untereinander verschieden sind. Alle diese Eigenschaften haben sehr einfache geo-
metrische Bedeutung.

43. Projektionsmatrizen. Wir wenden uns jetzt der Behandlung eines gewissen Spezialfalls
hermitescher Matrizen zu. Es sei R, ein gewisser m-dimensionaler Teilraum, der von m linear
unabhingigen Vektoren y), (@, ..., Ht™) aufgespannt werde. Dieser Unterraum R,, ist die
Gesamtheit aller Vektoren der Gestalt

CLH® + Cy® + - + Cpiym,



43. Projektionsmatrizen 151

wobei die C}, beliebige Zahlenkoeffizienten sind. Durch Orthogonalisierung der §)(¥) kénnen wir
m zueinander orthogonale Einheitsvektoren

g(l), @, ..., ™

bilden, die denselben Unterraum R,, aufspannen. Wir kénnen sie ferner zu einem vollstindigen
System von n zueinander orthogonalen Einheitsvektoren erginzen, indem wir noch #n — m ge-
eignete Einheitsvektoren

D), pimi2) ()

konstruieren.
Letztere bilden einen gewissen Teilraum R} _,, der Dimension » — m, wobei die zwei Teil-
rdume R, und R,,_,, zueinander orthogonal sind in dem Sinne, daB jeder Vektor aus R,, ortho-

gonsal zu jedem Vektor aus R;,_,, ist [14]. Jeder Vektor ¢ 1éBt sich durch Zerlegung nach den
Grundvektoren (¥,

T =230 4+ 2,1® 4 .o 2, g™, (200)
als Summe zwejer Vektoren schreiben, von denen einer zu R,, und der andere zu R, _,, gehort:
=220 + o+ ZpE™] o+ [T 8 o 2 g™ =u 4 0. (201)

Es ist leicht zu sehen, daB8 diese Zerlegung jedes Vektors ¢ in zwei Komponenten eindeutig
ist. In der Tat, nehmen wir an, auBer der Zerlegung (201) hitten wir eine zweite , t = u’ + v’,
mit obigen Eigenschaften. Hieraus ergibt sich

ut+v=u"4v oder u—u =v —bo.

Der links stehende Vektor gehért zu R,,, der rechts stehende zu R;,_,,, folglich miissen u — u’
und b — v’ orthogonal sein.

Nun ist aber jeder zu sich selbst orthogonale Vektor offenbar gleich Null [14], daher ist
u — u =0, d. h., u fillt mit u” und v mit v’ zusammen, die Vektoren u und v sind also durch
den Vektor r eindeutig bestimmt. Der Vektor u heiBt die Projektion des Vektors ¢ in den Teil-
raum R,,. DieMatrix, die den Ubergang vom Vektor ¢ zum Vektor u vermittelt, heiBt Projek-
tionsmatriz in den Teilraum R,,; wir bezeichnen sie mit Py . Ihre Gestalt hingt natiirlich von
der Wahl der Koordinatenachsen ab.

Wenn wir die ¢(¥) als Grundvektoren wihlen, so wird ¢ durch die Formel (201) dargestellt
und u durch

u=2,5® 4 2,5@) + ooo 4 2, g™,

und im gegebenen Fall bewirkt die Projektion einfach folgendes: Die ersten m Komponenten
bleiben ungeindert, die iibrigen werden Null. Die entsprechende Projektionsmatrix ist offenbar
eine Diagonalmatrix der Form

Pg,=[1,1,...,1,0,0,...,0],

in der an den ersten m Stellen Eins und an den iibrigen Null steht. Numerieren wir die Grund-
vektoren anders, so erhalten wir nur eine andere Reihenfolge der Elemente, aber wieder eine
Diagonalmatrix aus Einsen und Nullen. Im allgemeinen Fall hat bei beliebiger Wahl kartesi-
scher Achsen eine Projektionsmatrix die Gestalt

Pg,=U1[1,1,...,1,0,0,...,01, (202)

wobei U eine gewisse unitére Matrix ist und die Eigenwerte von Pg,, gleich Null oder Eins sind.
Umgekehrt ist jede hermitesche Matrix der obigen Form eine Projektionsmatrix in einen ge-
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wigsen Unterraum, dessen Dimension gleich der Anzahl derjenigen Eigenwerte von Ppg,, ist, die
gleich 1 sind.

Man kann eine Projektionsmatrix auch anders definieren: Eine Projektionsmatrix ist eine
heimitesche Matrix, die der Beziehung

pP2=P (203)
geniigt.
In der Tat ist unter Beachtung von 12 =1 und 0% =0 unschwer zu verifizieren, dal
eine Matrix der Gestalt (202) die Beziehung (203) erfiillt. Erfillt umgekehrt eine gewisse
hermitesche Matrix die Beziehung (203) und stellten wir sie in der Gestalt

P=U ..., 41U
dar, so gilt wegen (203)

U= A2, A%, oo, 21U = U-1[Ay, Agy -ons A1 U,

d.h. 42=4, (k=1,2,...,n), woraus sofort folgt, daB 2, = 1 oder 0 ist. Sind alle Eigen-
werte der Matrix gleich 1, so ist diese Matrix die Einheitsmatrix, und ihr entspricht die
identische Transformation, d. h. mit anderen Worten, die Projektion des Vektors in den
ganzen Raum (der Vektor bleibt ungeindert). SchlieBen wir diesen trivialen Fall aus, so
haben wir bei einer Projektionsmatrix mindestens einen Eigenwert Null. Daher ist die Deter-
minante dieser Matrix, die gleich dem Produkt der Eigenwerte ist, ebenfalls gleich Null, und
wir kénnen natiirlich nicht von der inversen Matrix P-! sprechen. Wir bemerken noch, da8
unmittelbar aus der Definition folgt, daB eine Projektionsmatrix Pr_ einen Vektor nicht
#ndert, wenn er dem Teilraum R,, angehért, und die Linge eines Vektors verkleinert, wenn er
nicht zu R, gehort.

Nach dieser einleitenden Ubersicht gehen wir zur Betrachtung gewisser Operationen mit
Projektionsmatrizen iber. Es seien zwei Projektionsmatrizen P und Pg gegeben, deren
Produkt gleich Null ist, d. h. eine Matrix, deren Elemente simtlich gleich Null sind:

PgPy=0. (204)

Wir nehmen einen gewissen Vektor ¢ aus dem Teilraum R derart, daB Pgyr = x ist. Aus
Formel (204) folgt Psx = 0. Hieraus sieht man aber sofort, da8 ¢ zu jedem Vektor des Teil-
raumes 8 orthogonal ist. In der Tat, sonst konnten wir im Teilraum § einen Einheitsvektor )
finden, der zu ¢ nicht orthogonal wiire, und indem wir ihn als ersten Grundvektor nehmen,
hiitten wir als erste Komponente des Vektors r-eine von Null verschiedene Gré8e, und bei der
Projektion von g in 8 bliebe diese Komponente ungeiindert. Also sehen wir, daB im Fall der
Giiltigkeit der Bedingung (204) jeder Vektor aus R zu jedem Vektor aus 8§ orthogonal ist und
umgekehrt. Dann gilt aber neben (204) auch

PRPS - 0. (205)

In der Tat gehort fiir jeden Vektor 1y der Vektor PgY) zu S und ist daher zu jedem Vektor aus R
orthogonal, d. h., fiir jeden Vektor y gilt

PRPst) = 0,

das ist aber gerade mit (205) gleichbedeutend. Sind umgekehrt zwei Teilriume B und § in
obigem Sinne zueinander orthogonal, dann gelfen (204) und (2065).

Wir betrachten jetzt die Summe zweier Projektionsmatrizen
P=Py+ P (206)
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und nehmen an, (204) und (205) seien erfiillt. Wir zeigen, daB die Matrix (206), die offenbar
hermitesch ist, ebenfalls eine Projektionsmatrix ist. Zu diesem Zweck iiberzeugen wir uns
davon, daB ihr Quadrat mit ihr identisch ist:

P* = (Pg + P5)(Pg + Ps) = Pg* + PgPs + PsPg + Ps?,
daraus folgt nach Voraussetzung und, da Py und Pg Projektionsmatrizen sind,
P*— Py + Ps — P. )

Es ist nicht schwer zu zeigen, daB in diesem Fall die Matrix P der Projektion in den Teil-
raum R + § entspricht, der die Vereinigung der Teilrdume R und 8 in dem Sinne ist, daB
R + 8 aus der Gesamtheit aller Vektoren besteht, die zur Bildung der Réume R und §
dienen; d. h., bilden g™, t®,...,¢» den Raum R und p®, y®, ..., @ den Raum 8, so
besteht R + S aus allen Vektoren

Cix» + .. + sz(m + Dyt 4 .. 4 Dqt)(‘”,

wobei C; und D; beliebige Konstanten sind. Obige Eigenschaft 1Bt sich auf beliebig viele!)
Summanden verallgemeinern:

P =Pg + Ps, + - + Pg,,. (207)
Sind die Teilriume S, paarweise orthogonal, d. h., ist jeder beliebige Vektor aus S; ortho-
gonal zu jedem beliebigen Vektor aus §; fir ¢ =4, so ist die Summe (207) die Matrix der
Projektion in den Teilraum 8, + 83 + -« + 8,,, der aus allen Vektoren besteht, welche die
Teilrdume S, erzeugen. Speziell kann diese Summe gleich der Einheitsmatrix sein,
I = Ps, + Ps, + - + Ps,,
und in diesem Fall spricht man gewdhnlich von einer Zerlegung der Einheitsmatrix nach Pro-
jektionsmatrizen oder einfach von einer Zerlegung der Einheit.
Wir betrachten noch das Produkt zweier Projektionsmatrizen:
P = PgPp. (208)

Damit dieses Produkt wieder eine Projektionsmatrix ist, muB es eine hermitesche Matrix sein,
und dafiir ist bekanntlich [41] notwendig, daB die Matrizen vertauschbar sind:

PpPs = PsPy. (209)

Wir zeigen jetzt, daB diese Bedingung auch hinreicht, d. h. daB im gegebenen Fall das
Quadrat der Matrix, P2, mit P selbst identisch ist:

P2 = PgPrPsPp
oder nach Vertauschung der Matrizen gema8 (209):
P2 = Pg?Ppt = PgPp,
was zu zeigen war. Es ist leicht nachzupriifen, daB im Fall der Vertauschbarkeit (208) die

Matrix (208) eine Projektion in den Teilraum ist, der von denjenigen Vektoren gebildet wird,
welche beiden Vektorriumen R und § gemeingam sind.

1) Das heiBt endlich viele. (Anm. d. Red.)
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Wir notieren noch ein Resultat, mit dessen Beweis wir uns nicht aufhalten wollen, da er
keine Schwierigkeiten bietet: Ist der Unterraum S ein Teil des Unterraumes R, so ist die
Differenz

P =Py — P (210)

ebenfalls eine Projektionsmatrix. Sind g*) die Grundvektoren, die S aufspannen, so miissen
wir, um die R bildenden Grundvektoren zu erhalten, zu den oben erwihnten Vektoren noch
einen oder mehrere linear unabhiingige Vektoren hinzunehmen. Letztere bilden fiir sich einen
gewissen Teilraum 7', und die Matrix (210) ist in dem betrachteten Fall gerade die Projektions-
matrix in diesemn Teilraum.

Unter Benutzung der Projektionsmatrizen kann man das Problem der Uberfiihrung einer
hermiteschen Matrix auf Diagonalform véllig eindeutig formulieren, auch wenn mehrfache
Eigenwerte auftreten.

Wir nehmen z. B. an, wir hitten eine hermitesche Matrix

A=Ulh, 2, ..., 410,

wobei U eine gewisse unitére Matrix ist. Wir setzen weiter voraus, die Zahlen 4, zerfielen in
zwei Klassen untereinander gleicher, wobei die ersten m gleich u, die iibrigen n — m gleich »
seien:

A=Ulps pps eoos pts 9,9, ..., ¥] UL,

Wir kénnen unsere Matrix offenbar in der folgenden Gestalt schreiben:
A=uU[L,...,1,0,..., 01U + » U0, ..., 0,1, ..., 1]U-1.

Nun betrachten wir die Projektionsmatrizen
Pp=10[y,...,1,0,...,000, Pg=1U[o,..,01,...,11U1.

Die entsprechenden Teilriume R und S sind -offenbar zueinander orthogonal, und die
Summe der Projektionsmatrizen ist die Einheitsmatrix. Wir haben daher in diesem Fall

A =."PR+"PS

].1=,1’=...=].m=” und ]'m+1=1m+2=‘"=}~m=“-

 Im allgemeinen Fall kommt die Uberfithrung einer hermiteschen Matrix auf Diagonalform
auf eine Zerlegung der Einheit hinaus,

mit

I=P51+PS|+'"+PSM' €211)
bei der unsere Matrix 4 in der Gestalt

4= “IPS| + "QPS| + -+ ”mPSm (212)

dargestellt werden kann, wobei die u, die verschiedenen Eigenwerte unserer Matrix sind. So
entspricht jeder hermiteschen Matrix eine bestimmte Zerlegung der Einheit (211), bei der
diese Matrix in der Gestalt (212) dargestellt ist.

Es ist nicht schwer, alle eben erhaltenen Resultate in die Sprache der hermiteschen Formen
zu {ibersetzen. Jeder Projektionsmatrix P mit den Elementen p,; entspricht eine gewisse
hermitesche Form

Pp(x) = (Pri, 1) thlpik?ixk: (213)
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die manchmal Einzelform genannt wird. Hat der entsprechende Teilraum R die Dimension m
und wihlen wir als erste Grundvektoren m zueinander orthogonale Einheitsvektoren des
Raumes R, so hat unsere Form (213) in diesem Koordinatensystem folgende Gestalt:

(PrY’,Y) =EI”~'1’ + ;2_'1'2, + -+ -";'xm’-

Wir bemerken weiter, daB bei der Zerlegung der Einheit gemaB (211) fiir die Matrizen Pg,,
wenn als Grundvektoren in jedem Teilraum S, zueinander orthogonale Einheitsvektoren
gewihlt werden, offenbar

m n __
X Pg(t) = X 'z
k=1 i=1
gilt und daher bei jeder Wahl der Koordinatenachsen die Summe

2 Py (x)
£=1

das Quadrat der Linge des Vektors ausdriickt. Wir konnen also sagen, daB die Aufgabe, eine
hermitesche Form A in eine Quadratsumme zu transformieren, gleichbedeutend ist mit den folgenden
beiden Gleichungen:

(Ag,x) = 2 #Ps, (x), (214)

lZl? = X Pglx). (215)
K=1

Die Einfithrung der Projektionsmatrizen erlaubt also, das Problem der Transformation
einer hermiteschen Matrix auf Diagonalform zu formulieren, ohne spezielle Koordinaten-
systeme heranziehen zu miissen. Das gibt seinerseits die Mogllchkelt die vorstehenden Resul-
tate mit entsprechenden Anderungen auch auf den Fall eines unendlichdimensionalen Raumes
zu iibertragen, was die Grundaufgabe des mathematischen Apparats der heutigen Quanten-
mechanik ist. Davon werden wir aber erst bedeutend spéter sprechen. Denn diese Erweiterung
auf den Fall unendlich vieler Dimensionen fiihrt uns aus dem Rahmen der Algebra hinaus und
héngt wesentlich mit der Einfiihrung analytischer Hilfsmittel zusammen.

44, Matrizenfunktionen. Eine Matrix kann als Argument einer Funktion auf-
treten. Wir beschrianken uns hier auf die Betrachtung von ganz elementaren Funk-
tionen, nimlich der Polynome und rationalen Funktionen von Matrizen. Eine aus-
fithrlichere Betrachtung der Theorie der Matrizenfunktionen bringen wir spéter?)
nach dem Studium der Theorie der Funktionen komplexer Verinderlicher. Ein
Polynom f(A) vom Grade m in einer Matrix 4 hat die Gestalt

f(A) =co+ ;A + -+ + cud™, (216)
wobei die ¢; gewisse Zahlenkoeffizienten sind. Der Wert der Funktion ist in diesem
Fall wieder eine Matrix, deren Elemente offenbar durch die Formel

{F(A)}ie = cobix + €1 {A)ix + -+ + cm {A™ix

gegeben werden, wobei d;, =0 fiir ¢ =% und §;; =1 ist.

1) Teil I11/2. (Anm. d. Red.)
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Man kann auch Polynome von mehreren Matrizen betrachten, wobei allerdings
die Nichtkommutativitit dieser Matrizen beziiglich der Multiplikation zu be-
achten ist. Die allgemeine Gestalt eines Polynoms zweiten Grades von zwei
Matrizenveranderlichen 4 und B ist

f(4, B) =y + ¢, A + 63 B + 03 A% + ¢4 B? + c5 AB + ¢4 BA.

Wir ersetzen in der Formel (216) die Matrix 4 durch eine ihr dhnliche U-2 A U.
Unter Beachtung von (U-! AU)* = U-! 4*U erhalten wir

f(UTAU) =c¢y+ ¢, ULAU + -+ ¢, UL A™U
=U1(cy+ ¢4+ - +¢,4™U,

d.h..
f(UAU) =U-1f(A)U. (217)
Eine analoge Formel gilt auch fiir Polynome mehrerer Matrizen:
f(U*AU,U*BU) =U1f(4,B)U. (218)

Wir gehen jetzt auf einige Einzelheiten im Fall hermitescher Matrizen ein.
Ist A hermitesch, so folgt sofort aus der Definition, daB fiir jedes ganze positive k
die Potenz A und jedes Produkt ¢ A fiir reelles konstantes ¢ ebenfalls hermitesch
sind. AuBerdem wird die Summe hermitescher Matrizen wieder hermitesch. Hier-
aus folgt unmittelbar, daB in (216) mit hermiteschem 4 und reellem ¢, der Funk-
tionswert f(A4) wieder eine hermitesche Matrix ist. Diese hermitesche Matrix f(4)
ist offenbar mit A vertauschbar, beide konnen daher gleichzeitig durch eine gewisse
unitdre Transformation auf Diagonalform gebracht werden. Wir bemerken zu-
nichst, da wir beim Einsetzen einer Diagonalmatrix [4,}4,, ..., 4,] fiir 4 in
(2186) schlieBlich wieder eine Diagonalmatrix erhalten:

é’: or [y At ooy 1] = [F (), F (), .0 F (AR, (219)

wobei f(4;) der (Zahlen-)Wert unseres Polynoms ist, der sich beim Ersetzen von
A durch die Zahl 4, ergibt.

Wir nehmen jetzt an, V sei eine unitire Transformation, die 4 auf Diagonal-
form bringt:

A=V[A,A,..., Aa]V-1.
Nach (217) und (219) gilt

HA) =V (A), f(Ag)s -.eh fANIVE,
d. h., ¥ bringt auch f(4) auf Diagonalform, wobei die f(4,) die Eigenwerte der
Matrix f{4) sind.
Wir kommen jetzt zur Betrachtung rationaler Funktionen. Es seien f,(4) und
f2(A) zwei Polynome der Matrix 4. Wir betrachten ihren Quotienten

h(4)
VIR (220)
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Wie wir frither sahen, hat der Quotient zweier Matrizen im allgemeinen keinen
bestimmten Wert [26], aber in unserem Fall erhalten wir fiir den Quotienten (220)
wohl einen solchen, wenn nur die Determinante der Matrix f,(4) von Null ver-
schieden ist.

Den Quotienten (220) kénnen wir auf zwei Arten schreiben:

hA)[f(4)]? oder [fo (A f1(4).
Wir zeigen, daB diese beiden Produkte einander gleich sind,

h(4) [f2(A]? = [f(A] f1(4),
oder, was damit gleichbedeutend ist:

f2(4) f1(4) = h(4) f2(4). (221)

Da unsere Polynome nur eine einzige Matrix 4 enthalten, sind sie vertausch-
bar, d. h., (221) gilt in der Tat, und der Quotient (220) hat einen wohlbestimmten
Wert. Es ist ferner leicht nachzupriifen, da sich rationale Funktionen im Fall
einer einzigen Matrix wie gewohnliche Briiche multiplizieren, In der Tat ist

hid) fs(4)
L) f(4)

oder, unter Beachtung der Vertauschbarkeit,

() f(d) _ , L _ h(d) htd)
Als Beispiel betrachten wir einen Bruch der Gestalt
1434
1—34°

= fi(4) [fa(A)I fs(4) [fo(AT?

U= (222)

in dem A eine hermitesche Matrix, d. h. 4* = A ist. Esist leicht zu zeigen, da U
unitdr, d. h,

ox =y (223)
ist. In der Tat gilt
=1 _q_id)ya+idn,
1414

woraus durch Ubergang zur Transponierten folgt [26]:
U = (1 + A (1 —id)y* =1 +id* (1 —i4¥),
oder wegen A* = A:
U% = (1 434y (1 —id) = 1= _ g
14134 ’
d. h., (223) ist erfiillt, und U ist wirklich unitér.
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Die Formel (222) kénnen wir in folgender Gestalt schreiben:
U(l —1d)=(1+1:4),
wobei wegen (222) U mit A vertauschbar, also

.1-U

A=ig—y (224)

ist.

Ganz entsprechend kann man zeigen, daB fiir unitéres U und fiir von Null ver-
schiedene Determinante von U 4 1 die durch (224) definierte Matrix 4 hermi-
tesch ist. Somit kann jede unitdre Matrix U, fiir die D(U + 1) == 0 gilt, mittels
einer hermiteschen Matrix 4 nach Formel (222) dargestellt werden.

45. Der unendlichdimensionale Raum. Wir fiihren jetzt den unendlichdimen-
sionalen Raum ein. Vorher miissen wir den Limes einer komplexen Variablen
definieren. Wir nehmen an, eine komplexe Verinderliche z = x 4 y¢ durchlaufe
nacheinander die Werte .

2, =% + Y, 2y =Ty + Yoy --vy 2y = Ty + Ynt, ... (225)

Dann heifit die komplexe Zahl x = a 4 b7 Limes der Folge (225), wenn der ab-
solute Betrag der Differenz « — 2z, bei unbegrenzt wachsendem n gegen Null
strebt, d.h. |& — z,] >0 geht fiir » — oo; man schreibt « = lim 2, oder
2y = «. Nun gilt

o — 24| = [(@ — 4) + (b — yn)i| = V(d — %) 4+ (b — ya)?.
Da beide Summanden unter dem Wurzelzeichen nicht negativ sind, ist die Be-
dingung |x — z,| — 0 gleichbedeutend mit den beiden Bedingungen 2, — a und
yp = b. Alsoist

Ty + Yut > a + bi (226)

gleichbedeutend mit 2, -a und y, —b. Wir betrachten jetzt eine Reihe mit
komplexen Gliedern:

ki (@ + bed). (227)
Sie heillt konvergent, wenn die Summe ihrer ersten » Glieder

Su =3 @+ b) = (@ + G+ oo aa) + (b by + e+ B
bei unbegrenzt wachsendem = gegen einen Limes strebt: S, — (a 4+ b¢), und
dieser Limes a -+ bi heifit die Summe der Reihe. Aus der Definition des Limes

folgt, daB die Konvergenz der Reihe (227) gleichbedeutend ist mit der Konver-
genz der Reihen

a=a, und b= f’ be, (228)
F=1

k=1
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die aus den Realteilen bzw. Imaginirteilen der Glieder der Reihe (227) gebildet
sind.

- Wir nehmen jetzt an, die aus den absoluten Betrigen der Glieder der Reihe
(227) gebildete Reihe

3o +ib] =3 Yar T 52 (229)
k=1 F=1

konvergiere. Wegen der trivialen Ungleichungen

la| < Vo + 52 und |5 | < Ya? + b (230)

konvergieren dann auch die Reihen (228), und sie konvergieren sogar absolut. Da-
her konvergiert auch die Reihe (227); wenn also (229) konvergiert, so konvergiert
(227) erst recht. In diesem Fall heiBt die Reihe (227) absolut konvergent. Unter Be-
nutzung des gewShnlichen Cauchyschen Kriteriums kénnen wir eine notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die absolute Konvergenz formulieren: Zu jedem
noch so kleinen positiven ¢ existiert ein NV derart, da

P
@y + ibe| < e (231)
1

MS

k

ist fiir » > N und jedes positive ganze p.

Wir wenden jetzt unser Ergebnis auf einen Spezialfall an, der im folgenden
eine wesentliche Rolle spielen wird. Wir betrachten eine Reihe der Form

é; B (232)

wobei «;, und B, gewisse komplexe Zahlen sind, von denen bekannt ist, da8 die
Reihen

00 00
2ol und  3|Bf? (233)
k=1 F=1 )
konvergieren. Wir wenden die in [29] bewiesene Ungleichung
n+p 2 n+p n+p
(ol <3mr Sper
k=n k=n k=n

an. Wenn wir die Konvergenz der Reihen (233) beachten, ergibt sich hieraus, da
die Summe

n+p
2 loa Bl

km=n

fiir groBe n und alle p beliebig klein wird; die Konvergenz der Reihen (233) ge-
wihrleistet also die absolute Konvergenz der Reihe (232).
Wir betrachten jetzt die Reihe

kﬁ; o+ Bul® =§ (o + Be) B + Bo), (234)
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wobei wir wie oben annehmen, daB die Reihen (233) konvergieren. Die Reihe (234)
kann als Summe der vier Reihen

g' | e |2, S‘ | Be %, Zw""k/_.‘ih Zm' Y
=1 k=1 k=1 k=1

dargestellt werden. Die ersten beiden konvergieren nach Voraussetzung. Die
Konvergenz der letzten beiden folgt aus der oben bewiesenen Beziehung; die Kon-
vergenz der Reihen (233) sichert also auch die der Reihe (234).

Wir wenden uns jetzt der Betrachtung eines unendlichdimensionalen Raumes zu.
Wir verstehen unter einem Vektor dieses Raumes eine unendliche Folge kom-
plexer Zahlen ¢ = (2, z,, ...); dabei nehmen wir stets an, daBl diese Zahlen der
Bedingung unterworfen sind, da8 die Reihe

3 |z (235)
F=1
konvergiert. Die Gesamtheit dieser Vektoren wird gewéhnlich Hslbertscher Raum
genannt, da dieser Raum zuerst von HILBERT untersucht wurde. Zur Abkiirzung
werden wir ihn im folgenden mit /; bezeichnen.

Fiir die Vektoren von [, filhren wir wie oben als Grundoperationen die Multi-
plikation eines Vektors mit einer Zahl und die Vektoraddition ein. Sind z, die
Komponenten von g, so seien die Komponenten des Vektors ct, wobei ¢ eine kom-
plexe Zahl ist, die Zahlen cx;. Sind z; und y, die Komponenten von g und ), so
seien die Komponenten des Vektors g 4 1) die Zahlen z; 4 y,. Die Differenz
T —b ist die Summe von g und (— 1)y [12]. Da die Reihe (235) konvergiert, kon-

0
vergiert offenbar auch 3 |cx;|2. Ebenso folgt aus der Konvergenz der Reihen
* k=1

Lo 00
2 |@*  und  3|y?
I=1 k=1
nach dem oben Gesagten, daB auch die Reilie
(- -]
2 |z + wel?
Fml

konvergiert, d. h., die Zahlenfolgen (cz,, ¢z, ...) und (2, + ¥;, 3 + ¥;, ...) be-
stimmen die Vektoren ¢x und g + 9 inl;, wenn g und y) zu /, gehoren. Der Null-
vektor ist derjenige Vektor, dessen Komponenten alle gleich Null sind. In Vektor-
gleichungen wird er oft durch das Zahlzeichen 0 (Null) bezeichnet.

Die Vektoroperationen gehorchen den gewéhnlichen Regeln (siehe [12]):

T+ =9+,

T+ +s=z+0®+3,
(@+br =ax+ bz,
a(t+9Yy) =ar+an,
a(by) . = (ab)g.
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Entsprechend kénnen wir fiir zwei Vektoren T und { aus /, das innere Produkt
bilden:

€Y =2 =T
k=1
Daraus folgen die Formeln

.1 =),

(er.y) =a(Ly),
(t.ay) =a(y),
(t+1v3 =03 + 13
FBr+9) =31+ Gn.

Die Summe
(0% 2;_21 |@e |2 (236)

bestimmt das Quadrat der Linge oder, wie man auch sagt, das Quadrat der Norm
des Vektors r. Wir fiihren dafiir folgende Bezeichnung ein:

:-=Z'; |2e® = NIz I, (237)

d. h., ||z]! bezeichnet die Norm des Vektors .
Fiir das Skalarprodukt gilt die Ungleichung [30] . .

(&) =zl gl (238)
und genau wie in [30] folgt hieraus die Dreiecksungleichung
Iz +yll <Nzl + Iyl (239)

Die Norm ist fiir jeden Vektor positiv aufer fiir den Nullvektor, fiir den sie ver-
schwindet. Zwei Vektoren u und v heiflen zueinander orthogonal oder einfach ortho-
gonal, wenn ihr inneres Produkt verschwindet, d. h. (u,9) =0 oder (v, u) =0
gilt, wobei die eine dieser Gleichungen aus der anderen folgt.

Sind die Vektoren * (k =1, 2, ..., m) paarweise orthogonal, d. h. (@, ¢)
=0 fiir ¢ == j, so gilt offenbar
(E(D + 2(2) + e + E(m), E(D _|,_ 2(2) + + E(m)) — (E(D’ E(l)) + (2(2)’ E(m) +

+ (E(m), E(m))
oder, was dasselbe ist,

162 + 5P 4 oo+ E R = [P+ IE P 4 - +HE™ I, (240)

d. h., das Quadrat der Norm einer Summe paarweise orthogonaler Vektoren ist gleich
der Summe der Quadrate ihrer Summanden. Man bezeichnet diese Aussage auch als

11 Smirnow III/1
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den Satz des Pythagoras. Aus der Definition der Norm folgt sofort, da8 fiir belie-
biges komplexes ¢ fiir die Norm des Vektors ¢ - ¢

llexll = lel - llell
gilt. Man sagt, die Vektoren
@, g®, ..., g™ (241)

bilden ein Orthonormalsystem, wenn sie paarweise orthogonal sind und die Norm
gleich Eins ist, d. h.

(x?®, t®) = b,
wobei d;; =0 fiir ¢ =k und 6; =1 ist. Aus (240) folgt dann
lor2® + g ® + -+ + amE™ |2 = | ¥ + |og[2 4 -+ + |om |3,

wobei die «, beliebige komplexe Zahlen sind. Orthonormierte Systeme kénnen aus
einer unendlichen Menge von Vektoren bestehen. Als Beispiel wollen wir die natiir-
lichen Einheitsvektoren des Raumes [, anfiihren:

a? =(1,0,0,0,...), a® =(0,1,0,0,...), a® =(0,0,1,0,..), ...
Fiir die Komponenten eines beliebigen Vektors ) = (¥, ¥,, ...) gilt

Ye = (9, a®).

Wir wollen jetzt zu dem endlichen orthonormierten System (241) zuriickkehren.
Das Skalarprodukt (1), ) nennt man hdufig Fourierkoeffizient des Vektors )
beziiglich des orthonormierten Systems (241) oder Projektion von Y) auf die Achse
t®. Die Summe

Zm‘ (t), E(k)) E(k)
kel

ist im allgemeinen vom Vektor t) verschieden. Wir stellen jetzt den Vektor ) in
der Gestalt

ti =t§1 ®t®) ® +u (242)

dar. Wenn wir beide Seiten dieser Gleichung skalar mit| ¢ multiplizieren und be-
achten, daB das System (241) orthonormiert ist, erhalten wir

(0, £?) = (9, £°) + (u, ),
(u, ) =0 ¢=1,2..,m)

oder, mit anderen Worten, der Vektor u ist zu allen Vektoren ® (k = 1,2, ...,m)
orthogonal. Wir konnen also auf die rechte Seite der Gleichung (242) den Satz des
Pythagoras anwenden :

d. h.

Iy [ =§; (9, T3 + [l (243)
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daraus folgt unmittelbar die sogenannte Besselsche Ungleichung

g"' 19, 1) 2 < [y P (244)

In dieser Ungleichung gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn u = 0 ist,
d. h., wenn u der Nullvektor ist. Das folgt unmittelbar aus (243).

Fiir die Ubertragung der letzten Resultate auf den Fall unendlicher orthonor-
mierter Systeme miissen wir den Begriff des Grenzwertes einer Vektorfolge ein-
fithren und unendliche Reihen betrachten, deren Glieder Vektoren in 1, sind.

46. Konvergenz von Vektoren. Wir kldaren jetzt den Begiff des Limes eines
verdnderlichen Vektors. Es sei eine Folge von Vektoren v® gegeben, wobei k die
Werte 1, 2, ... durchlduft und mit »,*, »,%, ... die Komponenten des Vektors p®
bezeichnet werden. Wir sagen, dal die Vektoren v® gegen den Vektor v streben
(den Lzmes v haben), wenn fiir k — oo

o —o®||—-0, d.h. |o—0®P|2>0 (245)

gilt. Bezeichnen wir mit »,, v,, ... die Komponenten von v, so kénnen wir Bedin-
gung (245) in der Gestalt

[
lim 5[l — o ® [+ o, — 0P 4 ] = 0 (246)
k—oo k=1
schreiben. Da diese Summe positiver Summanden gegen Null strebt, mufl das
auch fiir jeden Summanden gelten; aus (246) folgt

lim v, —oa®| =0 (m=1,2,...), (247)
k—00

d. h., jede Komponente v, * konvergiert gegen die Komponente v,, oder, genauer
gesagt, der Real- und der Imaginirteil von v, ® streben gegen Real- und Imaginér-
teil von v, [45]. Wir bemerken, dal die umgekehrte Aussage nicht richtig ist, d. h.,
aus (247) folgt noch nicht (246). Wir nehmen z. B. an, p® habe die Komponenten
,...,0,1,0,...), wobei die 1 an der k-ten Stelle steht. Wenn k unbegrenzt
wiichst, strebt jede Komponente gegen Null; fiir jedes ganze m gilt also: v,® — 0,
d.h. v, =0 (m =1,2,...), wihrend die Summe (246) stets gleich Eins bleibt.

Strebt die Folge v® gegen v, so schreibt man p® = p.

Wir betrachten noch ein Beispiel, in dem Konvergenz stattfindet. Es sei
b = (v, ¥3,...) ein Vektor. Wir bestimmen die Vektoren »® folgendermafien:
Die ersten ¥ Komponenten des Vektors v® seien gleich denen von v, und die
iibrigen seien Null, d. h.

p® = (v,,vp,...,%,0,0,...).

Es ist nicht schwer zu zeigen, daB v® = p gilt. In der Tat ist
i -
lo —o® P = 3 Jug?,
ne=k+1

11*
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und wegen der Konvergenz der Reihe mit dem allgemeinen Glied |v, |2 strebt die
Summe bei unbegrenzt wachsendem k gegen Null. Wir geben noch einige einfache
Regeln an, die mit dem Limesbegriff zusammenhidngen. Gilt u® = u und
o® =, sogilt

u® +oy® =y 4o und u®, p®) — (u, v).

Wir bemerken, daB das innere Produkt eine komplexe Zahl ist und wir daher in
der letzten Formel — und nicht = schreiben miissen. Man kann sagen, da die
Formel die Stetigkeit-des inneren Produkts zum Ausdruck bringt. Es ist wegen
(239)

I+ 0) — @ + pP) | = l(u — u®) + © — v®)]|

S lu—u®| + Jlo —o®,

wobei nach Definition des Limes |ju — u® || —0 und |[p — 99 || -0 gilt. Aus
der letzten Ungleichung folgt, da auch

(w4 v) — @ 4+ o®)|| -0

gilt, d. h. u® 4 p® =y 4 p. Ferner folgt nach der Limesdefinition
u® =y + g(k)’ P =9 + t(k)7

wobei ||3® || — 0 und |t®| — O gilt. Fiir das innere Produkt gilt

(u®, p9) = (u + 5%, v + t¥) = (u,0) + (u, %) + (5©, v)

+ (8%, t®),
woraus sich

[(u,8) — (u®, p®)| < [(u, t®)] + [(8%, 0)| + (8P, tV)]
oder nach (238)

[, 0) — P, 0®) | < Jlull- [E® ) + 18® - lo |l + 1B - 1t ]
ergibt. Die rechte Seite strebt gegen Null, also auch

[(u,0) — U®,0®)] -0, d.h. (P, 0%)—>(u,v).
Insbesondere gilt (u®, u®) — (u,u), d.h. Ju® |2 > |Jul]® oder ||[u®| — |juj.

Es ist auch leicht zu zeigen, daBl im Fall der Konvergenz der Zahlenfolge c;
gegen ¢ auch c,u® = cu gilt.

Es gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines
Limes, die dem gewdhnlichen Cauchyschen Kriterium entspricht. Wir formulieren
sie fiir unseren Fall. Es sei eine Folge von Vektoren

P (E=1,2..) (248)
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gegeben. Diese Folge hat genau dann einen Limes, wenn folgende Bedingung er-
fiillt ist: Zu jedem positiven ¢ existiert ein N derart, daBl

o™ — pm || < ¢ (249)

gilt, falls nur n, m > N sind.
Wir zeigen zunichst die Notwendigkeit der Bedingung. Die Folge (248) habe
den Limes 9. Wir kénnen dann schreiben:

n(n) __ n(m) — (n(”) . n) + (n _ n(m))’
woraus wegen der Dreiecksungleichung

”n(ﬂ) —_ n(m) ” é ”n(n) —9 ” + “n —_ n(m) ”
folgt.

Aus der Limesdefinition ergibt sich sofort, da beide. Summanden der rechten
Seite fiir wachsende » und m gegen Null streben; folglich gilt das auch fiir die
linke Seite, d. h., die Bedingung (249) muB notwendigerweise erfiillt sein. Wir
beweisen jetzt, daB (249) hinreichend ist, nehmen dazu die Bedingung (249) als
erfiillt an und zeigen, da8 die Folge (248) gegen einen Limes strebt. Ausgeschrieben
lautet (249)

v, —v™2 <2 fir n,m>N, (250)
=1

wobei v, die Komponenten von p‘? sind. Hieraus folgt sofort, daB fiir beliebiges s
gilt:
v, — v, | < ¢ fir n,m>N.

Wenn wir dies in Real- und Imaginérteil zerlegen,
VM = a,™ 4 B,
kénnen wir auch schreiben:
'0‘3(") — “a(m)l g £ und |ﬂs(n) — ﬁa(m)| < €.

Die Anwendung des gewdhnlichen Cauchyschen Kriteriums [I, 31] sichert die
Existenz der Limites «, bzw. 8, fiir «, bzw. 8,, daher hat die Folge v, den
komplexen Limes «, + tf,. Wir bezeichnen ihn mit v, und zeigen zunéchst, daf

00
die Reihe >’ |v,|* konvergiert und daher die v, die Komponenten eines Vektors
8=1

sind. Nehmen wir in der Summe (250) endlich viele Summanden’'und gehen wir
in dieser endlichen Summe zum Limes fiir n — oo iiber, so erhalten wir

M
2 |'Ue _ ?8(m) |2 < Ez’
8=1
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wobei M eine beliebige natiirliche Zahl ist. Gehen wir in dieser Beziehung zum
Limes fiir M — oo iiber, so ergibt sich

2 v, — v ™2 < 62, (251)
s=1

woraus sofort folgt, daB die Zahlen v, — v, die Komponenten eines gewissen
Vektors bilden. Dasselbe wissen wir von den Zahlen v,™, folglich kénnen wir
das gleiche von ihrer Summe, d. h. von den Zahlen v,, sagen. Also sind diese Zahlen
die Komponenten eines Vektors v, und die Ungleichung (251) kann in der Form

Io —om | <e

fir m > N geschrieben werden,d. h. v —p; folglich hat die Folge (248) in
der Tat einen Limes. Jede Komponente v, des Vektors v bestimmt sich offenbar
als Limes v, woraus unmittelbar folgt, daB dieser Limes eindeutig ist. Wir
betrachten jetzt die unendliche Summe von Vektoren

u® @ 4. (252)
Sie heiit konvergent, wenn die Summe der ersten » Summanden
g(n) — u(l) + u(z) + + u(n)

im obigen Sinne einen Limes fiir n — oo hat. Nach dem Cauchyschen Kriterium
ist fiir die Konvergenz notwendig und hinreichend, dal die Ungleichung

”g(nﬂ,) . g(n) ” — "u(n+1) + u(n+2) + e + u(n+p) ” g e (253)

fir n > N und beliebiges p gilt.

Unter Beachtung der Stetigkeit des inneren Produktes gilt [46]: Wenn die
Reihe (252) konvergiert und die Summe 3 hat, 3 ein beliebiges Element aus I,
ist, dann ist

3,3 =2 (u®3 und (3 8) =3 (3 u®). (254)
k=1 k=1
Das bedeutet, daBl die inneren Produkte (3, 3) und (3, 8) gliedweise definiert

werden konnen.

Wir stellen jetzt eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir auf, da
die aus paarweise orthogonalen Vektoren u%’ bestehende Reihe (252) konvergiert.
Wir miissen dazu nach dem Cauchyschem Kriterium den Ausdruck (253) bilden.
der nach dem Satz von PyTHAGORAS gleich

e e e el

ist. Hieraus folgt sofort, daB fir die Konvergenz der Reihe notwendig und hin-
reichend ist, daf} die Reihe der Quadrate der Normen der Vektoren konvergiert. Dieses
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Resultat kann man auch wie folgt ausdriicken: Es seien t® (¥ =1, 2, ...) paar-
weise A‘orthonormjerte Vektoren, und wir bilden die Reihe

D) o r® (255)

k=1

mit beliebigen komplexen Zahlen «,. Notwendig und hinreichend fiir die Kon-
vergenz dieser Reihe ist die Konvergenz der Reihe

o0
2 o
k=1
Unter anderem folgt hieraus unmittelbar, daB eine Umordnung der Summanden
in der Reihe (255) ihre Konvergenz nicht beeinfluBt. Es ist auch nicht schwer zu
zeigen, daB sich bei einer solchen Umordnung auch die Summe (255) nicht d&ndert.
Wir nehmen einmal an, daB die Reihe (255) konvergiert, und bezeichnen mit 3
ihre Summe

3 =kz; o I®. (255,)

Wenn wir beide Seiten mit ¢ multiplizieren und ausnutzen, daB das System
der ¢® orthonormiert ist, erhalten wir «;, = (3, t?) (I =1, 2, ...). Wenn wir die
o durch (3, t®) ersetzen und beide Seiten von (255,) skalar mit 8 multiplizieren,
ergibt sich

13 |p =k§; 13, a®) P2, (256)

d. h. die Koeffizienten der konvergenten Reihe (255,) sind gerade die Fourierkoeffi-
zienden. Fiir die Summe dieser Fourierkoeffizienten gilt die Vollstindigkestsrelation
(266), was auf die Orthonormiertheit des Systems der ¥ zuriickzufihren tist.

Wenn wir noch einmal die Reihe (252) betrachten, sehen wir, daB die Glieder
dieser Reihe paarweise orthogonal sind und daB die Reihe konvergiert. Wir
wollen dabei u® = a,r® setzen, wobei &, = ||[u®| eine Zahl ist und die ¢®
ein orthonormiertes System bilden. Das oben erhaltene Resultat kann dann in
der folgenden Weise dargestellt werden:

0
81} = 3 llu®|?,
k=1

d. h., der Satz des PYTHAGORAS gilt auch fiir konvergente Reihen mit paarweise
orthogonalen Gliedern.

47. Orthonormierte Systeme. Es sei ein unendliches orthonormiertes System

in ®  (k=1,2..), (257)
o (x®, gP) = 8;; (257,)
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gegeben, und 1) sei ein beliebiger Vektor aus /,. Wir wollen nun die Fourierreihe
von y) beziiglich des Systems (257) aufstellen:

3 (m, ®) ®. (258)
k=1
Wie wir in [45] gesehen haben, gilt fiir ein beliebiges endliches m

2100, s = Iyl

im Limes fiir m — oo erhalten wir dann

00

21, g2 = Iy |2 (259)

Also ist die Reihe, die auf der linken Seite der (Besselschen) Ungleichung steht
konvergent. So ergibt sich aus dem Vorhergehenden unmittelbar [46], daB auch
die Reihe (258) konvergent ist. Wir setzen

y =k§; , 1) 1 + u. (260)

Analog zu [45] kann man nun zeigen, daf u zu allen £% orthogonal ist und daher
nach dem Satz des PyTHAGORAS

Iy e =,§ (9, E2) [+ [lu?

gilt. Entsprechend [45] sehen wir, daB das Gleichheitszeichen in der Ungleichung
(259) gleichbedeutend damit ist, dafl der Vektor u in der Formel (260) der Null-
vektor ist.

Das orthonormierte System (257) hei3t vollstdndig, wenn kein vom Nullvektor
verschiedener Vektor existiert, der zu allen t® orthogonal ist; es heiBt abgeschlos-
sen, wenn fiir einen beliebigen Vektor 1) aus [, die Vollstindigkeitsrelation (Parse-
valsche Gleichung) gilt:

Iyl = §°° 19, 1) 8. (261)

Wenn das System (257) vollstindig ist, dann ist der Vektor u in der Formel (260)
der Nullvektor. Es ergibt sich dann die folgende Zerlegung:

%) =k§1 (9, £®) ¢®. (262)

Wir sehen daraus, wie in [46], daB8 die Vollstindigkeitsrelation (261) gilt., Es sei
nun umgekehrt das System abgeschlossen. Wenn wir annehmen, da8 der Vektor u
zu allen ¢ orthogonal ist, d. h. (u,r%) =0 (k=1,2,...), erhalten wir aus
(261), indem wir 1) durch u ersetzen, |u|® = 0. Das besagt aber gerade, daB u
der Nullvektor ist. Somit sind die Begriffe ,,vollstindig* und ,,abgeschlossen‘
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dquivalent. Aus dem oben Gesagten folgt nun leicht, daB die Vollstindigkeit
(Abgeschlossenhert) eines Systems %’ gleichbedeutend mit der Méglichkeit der Dar-
stellung eines beliebigen Vektors v) als Reihe (262) ist.

Wir wollen jetzt annehmen, dal das System (257) abgeschlossen ist, und
daraus fiir zwei beliebige Vektoren y) und 3 ausl, die verallgemeinerte Vollstandig-
keitsrelation folgern. Es ist leicht zu sehen, daB fiir die Vektoren y) 4+ 3 und
y -+ t3 die Fourierkoeffizienten (9, z%®) 4+ (3, 1®) bzw. (y, ®) 4 (3, t?)
lauten. Durch Anwendung der Vollstindigkeitsrelation fir 9 + 3 und y + ¢3
erhalten wir

210, + G, ][0, 2®) + 3. D) = (9 + 5,9 + 3)s

kg (9, t®) + (3 @)D, ) — i, t®)] = (9 + i3, 9 + 43).

Unter Benutzung der Vollstindigkeitsrelation fiir y) und 3 erhalten wir

g 0, t°) G T®) + g‘" (5 £9) 0, 2P) = (9, 3) + (3 1)

,El v, )G @ —é; &) 0, ) = (9,3 — % 1),

woraus gerade die verallgemeinerte Vollstindigkeitsrelation fiir vollsténdige
orthonormierte Systeme (257) folgt:

(1, 3) =§ ®, t2) G 1®). (261,)

Wenn ) mit 3 zusammenfillt, geht dieser Ausdruck in (261) iiber. Wir bezeichnen
mit 2, die Komponenten der Vektoren ¢’ (k, s = 1, 2, ...) des orthonormierten
Systems (257) und schreiben sie als unendliche Matrix:

2, D 2, ® 2® |,
2,0 2, ® z,® ..

(263)

2Dz @ 2y ® .

Aus der Orthonormiertheit (257,) folgen nun unmittelbar die Relationen

o0
S2P2® =6, (,k=12.),
a=1
d. h. die Orthonormiertheit der Spalten der Matrix (263).

Wir untersuchen jetzt, unter welchen Bedingungen das orthonormierte System
(257) vollstindig ist. Zuerst wollen wir notwendige Bedingungen fiir die Voll-
sténdigkeit aufstellen. Wir nehmen dazu an, daB das System (257) vollsténdig
ist, und wenden auf die Vektoren a’ = (0,0, ...,1,0,...), die wir in [45] ein-
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gefiihrt haben, die Vollstindigkeitsrelation (261) und (261,) an. Wenn wir be-

riicksichtigen, daB (a®, x®) = z,® ist und daB die a® ein orthonormiertes
System bilden, erhalten wir

le‘(‘) W = i

g1 .
d. h., notwendig fiir die Vollstindigkeit des orthonormierten Systems r* ist die
Orthonormiertheit der Zeilen der Matrix (263). Wir werden zeigen, daB fiir die
Vollstindigkeit bereits hinreichend ist, wenn man nur die Normiertheit der
Zeilen fordert:

2 |m® P =1. (264)
8=1
Wir setzen voraus, daB diese Bedingung erfiillt ist, und zeigen die Vollstindigkeit
des Systems der ¢®. Die Gleichung (264) ist die Vollstandigkeitsrelation fiir die

Vektoren a®, da (a®, ) = z,® und ||a®| = 1 ist; wir haben folglich

o )
a® = 37 (a®, 1@) @, (265)
8=1
AuBerdem sind aber die Fourierkoeffizienten eines beliebigen Vektors 1 = (y,,
Y2, ...) beziiglich des orthonormierten Systems der a® gleich den Komponenten
v (£ =1,2,...) dieses Vektors. Die Vollstandigkeitsrelation fiir 1) stimmt des-
halb mit der Definition der Norm von 1) (236) iiberein, d. h., das System der a®
ist vollsténdig. Es sei v ein- Vektor, der zu allen ¢® orthogonal ist. Wir werden
beweisen, daB das der Nullvektor ist. Aus (265) folgt, daB (a®,p) =0 ist
(k=1,2,...)). Da nun die a® ein vollstindiges System bilden, folgt hieraus,
daB v der Nullvektor ist. Damit ist unter Beachtung der Bedingung (264) die
Vollstindigkeit des orthonormierten Systems ¢ bewiesen. Wir konnen das er-
haltene Resultat wie folgt formulieren: Das orthonormierte System ™ ist genau
dann vollstindig (abgeschlossen), wenn die Relationen (264) (Normiertheit der Zeilen
der Malrixz (263) erfillt sind. Sind diese Bedingungen erfiillt, so sind auch die
Zeilen der Matrix (263) orthogonal..

48. Lineare Abbildungen in unendlich vielen Verinderlichen. Wir betrachten
in kurzen Ziigen lineare Abbildungen in unendlich vielen Verdnderlichen:

2 =6y, % + 6y Ty + -
%' = @y Ty + Baa Xy + -, (266)

oder
=4z, (267)

wobei 4 eine unendliche Matrix mit den Elementen a;; ist. Wir stellen zuniichst
eine Bedingung dafiir auf, daB die auf den rechten Seiten der Gleichungen (266)
auftretenden unendlichen Reihen fiir alle Vektoren ¢ des Raumes I, konvergieren.



48. Lineare Abbildungen in unendlich vielen Verianderlichen 171

Wie wir wissen, ist diese Bedingung erfiillt, wenn die Reijhen

2 lag|? (t=1,2..)
=1

fiir jedes ¢ konvergieren. Man kann zeigen, daBl diese Bedingung nicht nur hin-

reichend, sondern auch notwendig ist. Ist sie nicht erfiillt, so konvergieren die

Reihen in (266) nicht fiir ganz [,, sondern nur fiir einen gewissen Unterraum.
Natiirlich muf3 man auch eine Bedingung dafiir aufstellen, daf die Zahlen z;’,

die man als Ergebnis der Transformation (266) erhilt, ebenfalls die Komponenten

eines Vektors aus I, sind, selbstverstindlich unter der Voraussetzung, daB die x;

die Komponenten eines solchen sind. Es geht also um die Frage, wann die Reihe

2 @2

k=1

konvergiert, falls

8

|2 |
k=1

konvergent ist. -

Erfiillt eine Matrix 4 diese beiden Bedingungen, so heit die entsprechende
Abbildung A4 beschrinkt. Diese Bezeichnung erklirt sich daraus, daB man bei
einer solchen Abbildung eine positive Zahl M angeben kann derart, da8

le'l> = M x| (268)
gilt, oder ausfiihrlich geschrieben:

PNESLE . EALS (269)
¥=1 K=1
Wir behandeln einen Spezialfall linearer Transformationen. Wir betrachten die
lineare Abbildung

2 = Uy Xy + Uy Ty oo,
Ty = Uy By + Upp Ty + -, (270)

wobei wir wieder annehmen, daB

Me

[ |2
" h

i
-

fiir jedes ¢ konvergiert. Die Vektoren u® haben die Komponenten %, %y;, ....
und wir nehmen an, die Koeffizienten u;; seien so beschaffen, daB die u‘® ein voll-
stindiges Orthonormalsystem bilden. Wie wir oben gezeigt haben, ist das gleich-
bedeutend mit der Normierung und Orthogonalitidt der Matrix der u;, beziiglich
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der Zeilen und Spalten, d. h.

00

2 Uap Uag = Opq,
r=1

- (271)
OZ; Ups Tgs = Opg-
Die zugehorige Abbildung (270) heiit in diesem Fall unitdr.
Die Gleichung (270) kénnen wir in folgender Gestalt schreiben:
(z,u®) ==/,
(2, u?) =z, (272)

Die Vollstindigkeitsrelation liefert
o0 o0
2 @ 2= gl =2 |,
F=1 F=1

wie im Fall endlich vieler Veranderlicher 1d8t also eine unitire Transformation
die Linge eines Vektors unverdndert. In (268) kénnen wir daher M =1 an-
nehmen.

Das System (270) ist nicht schwer nach den z; aufzulosen. Die Auflésung liefert
die zu (270) inverse Transformation. Unter Benutzung der Vollstindigkeit des
Vektorsystems u% erhalten wir aus (272) folgenden wohlbestimmten Ausdruck fiir
den Vektor 1:

t=2"u® 4 2, u® 4 ... (273)
oder

Ty = Uy By + Uy T+ -,

Ty = Upa @y + Usa T2’ + -+, (274)

Diese Formel zeigt, daB man die Matrix der unitdren inversen Transformation
erhilt, wenn man die Zeilen durch Spalten und alle Elemente durch ihre konju-
gierten ersetzt; hier herrscht also véllige Analogie zum endlichdimensionalen Fall.

Im allgemeinen bietet selbst fiir beschrinkte Matrizen die Frage nach der in-
versen Matrix und der Uberfiihrung einer Matrix auf Diagonalform groBSere
Schwierigkeiten und fiihrt zu Ergebnissen, die in endlichdimensionalen Raumen,
genau genommen, kein Analogon haben. Eine ndhere Untersuchung linearer
Transformationen, die durch unendliche Matrizen bewirkt werden, wird in Teil V
durchgefiithrt. Hier beschrinken wir uns auf die Mitteilung einiger Ergebnisse.
Man kann eine solche notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Koeffi-
zienten a;, angeben, daB (266) eine beschriankte Transformation vermittelt. Sie
lautet folgendermaBen: Es gibt ein positives M derart, daf fiir beliebiges ganzes 1
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und fiir beliebige Zahlen x, (s = 1, 2, 3, ...) die Ungleichung

= MZ | |2

Za:kx: xk
1,k=1

gelt. Man kann auch folgende einfache hinreichende Bedingung fiir die Beschriankt-
heit der Transformation (266) beweisen: Es gibt ein positives p (das nicht von i
und k abhingt), so daf die Ungleichungen

00 (- -]
€21'|a,-,,|§p k=12 ..., ;;la,”ép =1,2,..))

gelten. Bestimmt die Matrix 4 eine beschrankte Transformation, so existiert eine
eindeutig bestimmte Matrix A derart, daB fiir beliebige ¢ und 1 die Gleichung

gilt und die Elemente a;, von A sich durch die Formel @y, = U,; bestimmen.
Stimmt 4 mit A4 iiberein, d. h., ist a;x = @,;, 8o heilt die Transformation (266)
hermitesch oder selbstadjungiert. .

Fiir beschriinkte Transformationen gilt die Formel

n=1 \m=1

s =3 (Somen) 1= Son (S s

!
= lim 2 Za,,,,, [T
g Ao

Wir bringen noch einen wichtigen Spezialfall beschriankter Operatoren (Ab-
bildungen), ndmlich den Fall, daB die Doppelreihe

f‘ |@am |? (275)

n,m=1

konvergiert. Dann konvergiert die Doppelreihe

Lod
2 a’nm xm ?7!!
nm=1
bei beliebiger Wahl der Vektoren = (z,, &,,...) und 4 = (¥, ¥, ...) absolut.
Gilt auBer der Konvergenz der Reihe (275) noch a; = @,;, so kann man die
hermitesche Form auf eine Quadratsumme bringen mittels einer unitdren Trans-
formation

00 -]
Elanm Tm ?71! = Z ;‘k 2k 2[:7
n,m= ir=1
wobei sich der Vektor 3 = (2, 2;,...) mittels einer gewissen unitiren Trans-
formation aus dem Vektor = (z,, #,, ...) ergibt: 3 = U t. Dabei gilt 1, -0
fir £ — oo. Sind 4 und B zwei unendliche Matrizen, die beschrinkte Trans-
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formationen vermitteln, so gibt auch ihre Hintereinanderausfiihrung eine be-
schrinkte Transformation, deren Koeffizienten in iiblicher Weise berechnet
werden :

00

(BA}y = Z; {Blis{A)sk-
P

Wir bemerken noch, da8 sich aus der Konvergenz der Vektorfolge t® gegen den
Limes ¢, d. h. bei t® = ¢, ergibt, daB auch 4 ® = 4 ¢, falls 4 die Matrix
einer beschrankten Transformation ist.

Eine sehr wichtige Rolle in den Anwendungen auf die mathematische Physik
spielen auch unbeschrinkte lineare Transformationen. Diese Transformationen
werden in Teil V untersucht.

49. Der Funktionenraum L,. Wir haben bisher den Raum I, betrachtet, in dem
ein Vektor durch unendlich viele Komponenten bestimmt war, die wir mit ganzen
Zahlen numeriert hatten: Die erste war z,, die zweite x, usw.

Jetzt gehen wir zur Betrachtung einer Familie L (Z) komplexer Funktionen
f(@) = fi(x) + ¢f;(x) iiber, die auf einer meBbaren Menge E definiert und von der
Gestalt sind, daB die reellen Funktionen f, () und f,(x) auf £ meB8bar sind und zu
L, (E) [11, 161—163] gehoren. Daraus folgt, daB |f(x)| eine auf £ meBbare Funk-
tion ist und zu L, () gehort. Wenn die Real- bzw. Imaginérteile zweier Funktionen
dquivalent sind, dann heilen die Funktionen dquivalent, und sie werden als
Elemente des Funktionenraumes L,(E) identifiziert, d.h., die Elemente des
Raumes sind die Mengen aller jeweils d&quivalenten Funktionen, und eine beliebige
Funktion einer dieser Menge kann Erzeugende dieser Menge sein. Das Null-
element von L,(E) ist die Funktion, die dquivalent zu Null in F ist, z. B. die.
Funktion, die identisch gleich Null auf Z ist. Im folgenden werden wir immer statt
L,(E) einfach L, schreiben.

Die Eigenschaften des Funktionenraumes L, sind zu denen von /, analog. Die
Elemente von L, kann man mit komplexen Zahlen multiplizieren und addieren
[II, 161]. Das Skalarprodukt zweier Elemente f(z) und g(x) wird durch die Glei-
chung

(f, 9) =Ef f(x) g(x) da (276)

definiert. Entsprechend ist das Quadrat der Norm des Elementes f(z) durch die
Gleichung

171 = (f, 1) =Ef | (x)|? d= (277)

gegeben. Die Orthogonalitéit definiert man wie in l,. Es gelten auch ohne Ver-
anderung die dort erhaltenen Resultate [45]. Die Konvergenz einer Folge von
Elementen f, (x) gegen das Element f(x) wird definiert durch
lim f |[f(x) — fa(x)|2dz = 0. (278)
a—> E

Ohne Verinderung lassen sich die Definitionen und Resultate aus [46] und [47]
iibertragen, wobei man (II, 161—163] beachten mu8. Sind a; und b, die Fourier-
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koeffizienten der Elemente f(x) und g(z) beziiglich des vollstindigen ortho-
normierten Systems ¢, (z) (k =1, 2,...), d. h.

u=[{@) @ dz, b =[g() p@ de, - (279)
E E
dann gilt wie in [47] die verallgemeinerte Vollstindigkeitsrelation

[ 1@ 7@ dz = 3 ab;. (280)
B

k=1

Aus dem oben Gesagten folgt, daB die Konvergenz einer Reihe im L,

p(@) = v (@) + pao) + -
die Konvergenz im Mittel ist:
lim [ |f(2) — (2)|? dz = 0,

n—o0 E

wobei die s, (x) die Summe der ersten n Glieder der Reihe ist.
50. Der Zusammenhang zwischen den Réumen I, und L,. Es sei wie oben
w(x) (k=12..) (281)

ein beliebiges vollstindiges orthonormiertes System im L,. Dabei entspricht
einem beliebigen Element aus L, die unendliche Folge a; seiner Fourierkoeffizien-
ten, deren Summe der Quadrate ihrer Betrige konvergiert. Umgekehrt entspricht
einer beliebigen unendlichen Folge komplexer Zahlen ¢, (k =1,2,...), deren
Summe der Quadrate ihrer Betrige konvergiert, ein bestimmtes Element aus L,,
fiir das die ¢, die Fourierkoeffizienten beziiglich des Systems (281) sind [II, 163].
Auf diese Weise fithrt dieses System zu einer eineindeutigen Beziehung der
Elemente von L, und der von /,: Jedes Element aus L, entspricht einem bestimm-
ten Element aus !, und umgekehrt [II, 163]. Dabei bleiben die Addition, die
Multiplikation mit einer Zahl, das Skalarprodukt (nach (280)). und die Norm
erhalten. Wenn eine Folge f,(x) von Elementen aus L, gegen ein Element f(x)
konvergiert, d. h. ||f — fu|| = 0, sobald ‘» — oo, folgt aus der Gleichung der
Norm, daB8 dies auch fiir die entsprechenden Elemente aus I gilt:

[}

2 o — o™ =§f |f (@) — fa(@)|* dz,

k=1
wobei a; und @, diejenigen Elemente aus [, sind, die f() f,(x) entsprechen.

Bei der Herleitung des Zusammenhangs zwischen den Riaumen L, und I,
gingen wir von einem bestimmten vollstindigen orthonormierten System (281)
aus. Fiihren wir statt dessen ein anderes derartiges System

@) (k=12,..) (282)
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ein, so wird natiirlich auch das Zuordnungsgesetz ein anderes sein. Jede Funktion
des Systems (283) zerfillt in eine Fourierreihe in den ¢, (x):

e (@) =§ upgi(@) (K =1,2,..), (283)

wobei die auf der rechten Seite stehende Reihe in L, konvergiert. Unter Beriick-
sichtigung der verallgemeinerten Vollstandigkeitsrelation erhalten wir

. Zuniﬁsk = 6ik (i: k= 1: 2: '-')9
8=1
d. h., die Matrix U mit den u;; als Elementen ist in den Zeilen orthonormiert.
Wenn wir beriicksichtigen, da8

Uig = f v () @i () dz
E

und das System (281) vollsténdig ist, erhalten wir

00
3wl = [ |we(e) |2 da = 1.
i=1 E

Daraus folgt, daB U die Matrix einer unitédren Abbildung ist. Es ist nicht schwer
zu zeigen, dafl auch umgekehrt jede Matrix einer unitdren Abbildung U durch
(283) zu einem vollstindigem orthonormierten System (282) fithrt, wenn das
System (281) ein solches war. Als Beispiel dazu wollen wir fiir den Raum L, der
Funktionen einer unabhingigen Verinderlichen auf dem Intervall (—=, #) das
System der Funktionen [II, 174] anfiihren:

ge(2) = et (k=1,2,..). (284)

Es ist nicht schwer zu beweisen, daB dies ein orthonormiertes System ist. Wir
wollen noch bemerken, da8 die Numerierung iiber % nicht wie hier vorgenommen
von 1 bis oo, sondern von — oo bis 4 oo geht. Eine solche Verinderung der Nume-
rierung ist ‘aber unwesentlich. Wenn man die Resultate von [II, 169] ausnutzt,
kann man zeigen, daB das System (284) vollstindig ist.

51. Lineare Operatoren in L,. Wir nehmen an, es sei ein Gesetz gegeben, wonach
jeder Funktion f(x) aus L, (E) eine gewisse andere Funktion F (z) aus dem selben
L, (F) zugeordnet ist:

F(x) = A[f(2)], (285)

wobei 4 symbolisch dieses Zuordnungsgesetz bezeichnet. Hier haben wir sozu-
sagen eine Vera]lgememerung des Funktlonsbegnffes Die Rolle des Argumentes
spielt nicht eine verinderliche Zahl aus einer gewissen Menge, z. B. einem Inter-
vall, sondern eine beliebige Funktion aus L, (E), und der Funktionswert ist eben-
falls eine gewisse Funktion aus L,(¥). Eine solche veraligemeinerte Funktion,
wie sie in dem Ausdruck (285) gegeben ist, nennt man gewéhnlich Funktional-
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operator. Der Operator A heillt linear, wenn

A[f (=) + g (=] = A[f(x)] + A[g(x)], }
4 [af(x)] = xA[f(=)]

gilt, wobei « eine beliebige komplexe Zahl ist. Er heilt beschrinkt, wenn eine
golche positive Zahl M existiert, daB

4fll = M |/f (287)

ist, wobei f(x) ein beliebiges Element aus L, (E) ist.

Wenn eine Folge f,(x) gegen f(x) in L, konvergiert und A ein linearer be-
schrankter Operator ist, dann konvergiert A4 f,(x) gegen Af(x) in L,. Das folgt
unmittelbar aus der Ungleichung

N4 (=) — fa@]I = M |If — full,
|4f — Afull =M ||f — full.

Es ist nicht schwer, die Definition unitdrer und hermitescher Operatoren auf
den betrachteten Fall auszudehnen. Ein linearer beschrankter Operator .4 heiBt
hermitesch (selbstadjungiert), wenn

(Af,9) = (f, 4g) ‘ (288)

fiir beliebige f(x) und g (x) aus L, ist. Ein linearer Operator U heiBt unitér, wenn
er eindeutig den L, auf sich abbildet: '

(286)

Ulf(x)] = F (x), (289)
und nicht die Norm édndert:

U@ = 1l

Die erwihnte Eindeutigkeit der Abbildung (289) bedeutet, daB nicht nur jedes
Element f(z) aus L, einem bestimmten Element F (z) entspricht, sondern auch
jedes F(x) aus L, entspricht einem eindeutig bestimmten Urbild f(x). Daraus
folgt, daB fiir U ein inverser Operator U-! existiert, der F(x) in f(x) iiberfiihrt.
Wie man leicht sieht, ist der inverse Operator U-! auch unitéar. Fiir unitdre Ope-
ratoren kann man die Ungleichung (287) durch eine Gleichung ersetzen, indem
man M =1 setzt. Es ist leicht zu sehen, daf die unitire Abbildung weder die
Norm noch das Skalarprodukt dndert, d. h.

(Uf, Ug) =(},9)

fiir beliebige f(x) und g(x) aus L,, und daB U die vollstindigen Systeme aus L,
in solche iiberfiihrt. Wir wollen noch den Begriff des adjungierten Operators defi-
nieren. Der Operator A* heiBt adjungiert zu dem linear beschrinkten Operator A,
wenn fiir beliebige f(x) und g(x) aus L, die Gleichung.

(Af, g) = (f» A*g)

12 Smirnow III/1
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T

erfiillt ist. Man kann zeigen, daB fiir jeden linearen beschrankten Operator 4 ein
eineindeutig bestimmter adjungierter Operator 4* existiert. Wir wollen im fol-
genden den Raum L, der Funktionen einer unabhéngigen Verinderlichen, die auf
einem endlichen oder unendlichen Intervall (a, b) definiert sind, betrachten. In
diesem L, sind lineare Operatoren oft durch eine Gleichung

F(z) = f K (z, t) f(t) dt (290)

definiert, wobei K (z, t) eine Funktion ist, die im Quadrat e < <b,a <t < b
definiert (meBbar) ist. Operatoren der Art (290) nennt man gewéhnlich Integral-
operatoren, die Funktion K (z, t) den Kern des Operators. Wenn

ff|1((z,t)|=dzdz<oo

b b
ist, oder wenn eine solche Zahl p existiert, da8 [ | K (z, t)| d¢t < pund [ | K (z, ¢) |d=

a [
< p ist fiir beliebige ¢, z aus (a, b), dann definiert die Gleichung (290) einen
linearen beschriankten Operator. Man kann zeigen, da8 der Operator, der zu dem
beschrinkten Operator (290) adjungiert ist, auch ein Integraloperator mit dem

Kern K*(z,t) = K(t,x) ist. Ein Beispiel einer unitiren Abbildung des L,
(beziiglich des Intervalls (— oo, o0)) auf sich ist die Fourierabbildung:

F(z) = Uf(x) =:il°1° }/;__n_n et f(t)dt,

wobei wir unter lim hier den Grenzwert der Funktion von x verstehen, der beziig-
lich der durch das Integrieren im L, gegebenen Metrik auf dem Intervall (—oo, 0o)
gebildet wird. Setzen wir also

—_— _1 3 izt d
dann ist

o
lim [ |F(2) — @um(z)[*dz =0.
f—>00 —00
m—»00
Wenn f(z) nicht nur zu L, gehort (L, beziiglich des Intervalls (—oo, 00)), sondern

auch noch summierbar auf diesem Intervall ist, dann kann man die Fourier-
abbildung in der gewéhnlichen Form

1
Flz) = —— | etot
) } }/27: f fede

-0
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schreiben. Die Unverdnderlichkeit der Norm bei der Fourierabbildung bedeutet:

o0

JIF@Pdz = [ 1f@)da.

-0
Wir wollen jetzt noch ein spezielles Beispiel betrachten. Es sei im Raum L, be-
ziiglich des Intervalls (—=, x) der lineare Operator der Multiplikation mit einer
unabhingigen Verdnderlichen gegeben:
Alf(2)] = zf(=). (291)
Offensichtlich ist

141 = [ |2t 1@ 2 dz < 2 £,

d. h., fiir den Operator (291) kann man in der Formel (287) mit M = n rechnen.
Wir werden die lineare Abbildung konstruieren, die den Operator (291) im I,
darstellt, wobei wir das vollstandige Orthonormalsystem (284) zugrunde legen
wollen. Es seien ¢, die Fourierkoeffizienten von f(z) beztiglich des Systems (284):

n

C = __1_ [ e-‘"f(x) dx (k= 0, +1, 42,...)

V2=
und ¢;’ die Fourierkoeffizienten von zf(x):
Gk’ = ;_ e“"‘z/(x) dx (k =0, +1, 42, cel).
V2=
Wir miissen eine lineare Abbildung (unendliche Matrix) konstruieren, mit deren
Hilfe wir die ¢;’ durch die ¢, darstellen. Wir wollen deshalb die Fourierkceffizienten

der Funktion ei#¥ry bestimmen:

H
b” = % f elti-mizy o (m = 0’ +1, :l':27 -")'

Wenn wir partiell integrieren, erhalten wir

_ (_l)k—m
T ik —m)

fir m =%, b, = 0. Wenn wir ¢’ in der Gestalt

b

1 .
¢ = ]/T—:m- f eizxf(x) dx

12*
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darstellen und die verallgemeinerte Vollstindigkeitsrelation anwenden, erhalten
wir e (—yen

& =1 3 ————¢Cp (k =0, +1, £2,...), (292)

m=—oo k—m ’

wobei der Strich am Summenzeichen bedeutet, daB das Glied, das m = k ent-
spricht, bei der Summierung ausgelassen wird. Die Gleichung (292) liefert uns eine
lineare Abbildung im [,, die dem Operator (291) im L, entspricht, wenn fiir die
Koordinatenfunktionen im Raum L, die Funktionen (284) genommen werden.
Es ist nicht schwer zu sehen, daf der Operator (291) selbstadjungiert ist.

Wir werden jetzt eine allgemeine Uberlegung fiir einen beliebigen linearen
beschrinkten selbstadjungierten Operator durchfithren, wobei wir die Fourier-
koeffizienten als Skalarprodukt darstellen werden. Dabei werden wir die Defi-
nition des selbstadjungierten Operators (288) beriicksichtigen. Zu diesem Zweck
wollen wir zundchst Fourierkoeffizienten ¢, und ¢, fiir f(z) und 4 f(x) beziiglich
eines vollstindigen orthonormierten Systems ¢, () einfiihren:

Cy = (f’ ‘Pk)’ ck’ = (Alr (Pk) = (f7 Aq’k) (293)

Weiterhin benétigen wir die Fourierkoeffizienten der Funktionen A4 ¢, (x). Diese
sind gegeben durch

Qg = (A Pm s ‘Pl:) = (Pm> Aq’k) (294)

Daraus folgt a,; = @,, wobei nach Definition

A = (A(Pk! ¢m)

ist. Unter Benutzung der verallgemeinerten Vollstandigkeitsrelation,der Gleichung
fiir ¢,” und (294) erhalten wir

o' =m§; (f, Pm) (A @, Pm) =m2:01(f’ Pm) (Pms A@i),
d. h.
Ck, =§ak,,,c,,, (’G = 1,2, ...).
=1

m
Diese Abbildung stellt den Operator A in !, dar, wenn wir annehmen, daB die
P (2) Koordinatenfunktionen in L, sind.

Wir betrachteten in den vorhergehenden Abschnitten drei Fille, in denen ein
linearer Operator auf dem ganzen L, gegeben und beschrinkt war. Beispielsweise
ist aber der Differentialoperator A[f(x)] = f’ (x) nicht auf dem ganzen L, defi-
niert, denn nicht jede Funktion aus L, besitzt eine Ableitung. Aulerdem ist der
genannte Operator auf der Menge der Funktionen, auf der er definiert ist, nicht
beschriankt.

Eine detailliertere und genauere Darlegung des Stoffes der letzten Abschnitte
wird im fiinften Teil gegeben werden.



HI. ELEMENTE DER GRUPPENTHEORIE
UND LINEARE DARSTELLUNGEN VON GRUPPEN

§ 5. Allgemeine Grundbegriffe der Gruppentheorie

52. Gruppen linearer Transformationen. Wir betrachten die Gesamtheit aller
unitdren Transformationen im n-dimensionalen Raum. Alle diese Transformatio-
nen haben eine von Null verschiedene Determinante, so da8 zu jeder unitéiren
Transformation Uy, die durch eine gewisse Matrix U charakterisiert wird, eine
inverse Transformation U-1g existiert, die ebenfalls unitér ist [28]. Sind auBerdem
U,r und U, zwei unitire Transformationen, dann ist auch ihr Produkt U, U, g
unitdr. Diese Eigenschaften der unitiren Transformationen bringt man kurz
dadurch zum Ausdruck, da man sagt, die Gesamtheit der unitiren Transforma-
tionen bilde eine Gruppe.

Allgemein bildet eine Menge irgendwelcher linearer Transformationen mit von
Null verschiedener Determinante eine Gruppe, wenn die beiden folgenden Be-
dingungen erfiillt sind: 1. Wenn eine gewisse Transformation der Menge angehort,
gehort ihr auch die tnverse Transformation an. 2. Das Produkt zweier Transformatio-
nen, die zur Menge gehoren, gehort (bet beliebiger Reihenfolge der Faktoren) wieder zur
Menge. Dabei diirfen die Faktoren auch einander gleich sein. Beachten wir, dal
das Produkt jeder Transformation mit ihrer Inversen die identische Trans-
formation ergibt, so folgt daraus, daB eine Gruppe notwendig die identische
Transformation, d. h. die Einheitsmatrix, enthalten muB.

Im allgemeinen ist eine Gruppe linearer Transformationen durch ihre Matrizen
vollstandig bestimmt, und man kann stets von einer Gruppe linearer Transforma-
tionen oder von einer Matrizengruppe sprechen.

Wir fithren noch einige Beispiele von Gruppen linearer Transformationen an.
Wie man leicht sieht, bildet die Gesamtheit aller reellen orthogonalen Transforma-
tionen eine Gruppe. Bekanntlich haben diese Transformationen die Determinante
+1. Nimmt man die Menge aller reellen orthogonalen Transformationen mit der
Determinante -1, so bilden auch diese noch eine Gruppe. Nehmen wir jedoch die
Menge aller reellen orthogonalen Transformationen mit der Determinante —1, so
bilden diese keine Gruppen mehr, da das Produkt zweier Matrizen mit der Deter-
minante —1 eine Matrix mit der Determinante -1 ergibt.

Wir betrachten nun insbesondere die Gruppe der reellen orthogonalen Transfor-
mationen von drei Verdnderlichen. Diese Gruppe besteht aus reinen Drehungen
des Raumes um den Ursprung und aus Transformationen, die man aus einer
solchen Drehung und einer Spiegelung am Ursprung erhilt. Dagegen ist die
Gruppe der linearen orthogonalen Transformationen von drei Verianderlichen mit
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der Determinante -1 die Gruppe der reinen Drehungen des Raumes um den
Ursprung.

In allen bisher betrachteten Fillen enthielt die Gruppe unendlich viele Trans-
formationen, insbesondere hingt die Gruppe der Drehungen des dreidimensionalen
Raumes um den Urspru ig von drei reellen Parametern (den Eulerschen Winkeln)
ab, von denen wir schon weiter oben sprachen

Als nichstes Beispiel betrachten wir die Drehung des Raumes um die z-Achse
um den Winkel ¢. Die entsprechenden Formeln lauten

x’=xcos(p—ysin¢p,} )

y =xsing + ycosg

Durchlduft ¢ alle Werte des Intervalls (0, 2x). so erhalten wir offenbar eine
Gruppe, die unendlich viele Transformationen enthélt und von dem reellen Para-
meter @ abhingt. Fiir die Matrix der Transformation fiihren wir die Bezeichnung

cos — sin
Z, = ( 08 q’) (@)
sin @ cos @

ein. Es ist unmittelbar klar, da8 das Produkt zweier Drehungen um die Winkel ¢,
und ¢, eine Drehung um den Winkel ¢, + ¢, ergibt,

Z%Z'Pn = Zw.w.v (3)
und ebenso
Z¢1 ZW! = Z‘J’:"‘%'

Wir sehen also, daB in dem vorliegenden Fall alle Transformationen oder, wie
man auch sagt, alle Elemente der Gruppe paarweise vertauschbar sind. Eine
solche Gruppe heiBt abelsch!). Uberdies 1aBt sich im letzten Beispiel die Multi-
plikation zweier Elemente der Gruppe einfach auf die Addition der Werte des
Parameters. ¢ zuriickfiithren, die den beiden Elementen entsprechen.

Betrachtet man nicht nur die Drehung der z,y-Ebene um den Ursprung, sondern
auch die Spiegelung an der y-Achse, so ldBt sich die obige Gruppe etwas erweitern.
Dabei ist es offenbar gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge man die Operationen
ausfiihrt, d. h., ob man zuerst um den Ursprung dreht und dann an der y-Achse
spiegelt oder umgekehrt. Fiir je zwei Operationen hingt zwar das Resultat von
der Reihenfolge ab, aber die Gesamtheit der Transformationen ist in beiden
Fillen dieselbe. Es sind dies die reellen orthogonalen Transformationen von zwei
Veriinderlichen. Die allgemeine Form der entsprechenden Matrizen ist

{tp,d}=(

d cos — d sin ¢\~
@ ‘P) )

sin ¢ cos ¢/’

Dabei ist ¢ der schon oben eingefiihrte Parameter und d eine Zahl, die entweder
gleich 41 oder —1 ist. Fitir d = 1 erhalten wir eine reine Drehung der x,y-Ebene

1) So benannt nach dem Mathematiker N. H. ABEL. (Anm. d. Red.)
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um den Ursprung und fiir d = —1 die oben erwihnte Drehspiegelung. Wie man
leicht sieht, gilt fiir das Produkt der Matrizen (4) die Gleichung
{p2, do} {91, dy) = (@1 + digs, didy). 5)

Das Produkt hingt hier im allgemeinen von der Reihenfolge der Faktoren ab;
die Gruppe ist also nicht abelsch. Offenbar ist auch die Gruppe der reellen ortho-
gonalen Transformationen im dreidimensionalen Raum sowie die Drehungsgruppe
des dreidimensionalen Raumes nicht abelsch.

Bisher fithrten wir Beispiele von Gruppen an, die unendlich viele Transfor-
mationen (Elemente) enthielten; die entsprechenden Matrizen hingen von reellen
Parametern ab. Jetzt geben wir einige Beispiele von Gruppen mit nur endlich
vielen Elementen. Es sei m eine beliebige natiirliche Zahl. Wir betrachten die
Gesamtheit der Drehungen der z,y-Ebene um den Ursprung um die Winkel

2n 4n 2(m — 1)

0, —, —, ...,
m m m

Hier liegen also m Transformationen mit den Matrizen

2kn . 2kn
c08 —— —s8in —
Z m L
2k — =0,1,....,.m —1
Y . 2kn 2kn ( )
sin —— co8 ——
m m

’

vor. Diese Transformationen bilden offenbar eine Gruppe; ihre Elemente sind
ganze positive Potenzen einer der Transformationen, namlich

Zar = (Z)f =01 m—1) (6)

Eine Gruppe G mit endlich vielen Elementen heit endlick.!) Sind alle Elemente
einer Gruppe Potenzen eines einzigen Elementes (wie hier), so heifit die Gruppe
zyklisch. '

Ist @y ein Winkel, der mit » inkommensurabel ist, so bilden die Transformationen

(Z¢.)k=zkw. (k=0, :I:l: :|:2,---) (7)

ebenfalls eine Gruppe. Diese Gruppe besteht aber aus unendlich vielen Elementen,
da fiir keinen ganzen positiven Exponenten k die Matrix Z¥, mit Z9, = I iiberein-
stimmt. Die Gruppe (7) ist zwar unendlich, aber ihre Matrizen enthalten keinen
kontinuierlichen Parameter. Die Gesamthest der Elemente dieser Gruppe ist abzihl-
bar. Jedem Element der Gruppe kann man eine ganze Zahl als Index zuordnen,
8o daB verschiedenen Elementen verschiedene Indizes entsprechen und jede ganze
Zahl Index eines gewissen Elements ist. Bei Gruppen, die kontinuierliche Para-
meter enthalten, ist dies unmdéglich.

1) Die Anzahl ihrer Elemente heiBt ihre Ordnung. (Anm. d. Red.)
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33. Die Gruppen der reguliren Polyedér. Wir bringen jetzt weitere Beispiele von
endlichen Gruppen, die sich aus gewissen Drehungen des dreidimensionalen Rau-
mes um den Ursprung zusammensetzen. Solche Drehungen werden bekanntlich
in einem vorgegebenen Koordinatensystem durch gewisse lineare Transformationen
der Koordinaten dargestellt. Wenn wir von einer Drehung des Raumes um den Ur-
sprung sprechen, so verstehen wir darunter lediglich das Ergebnis des Uberganges
aus der Anfangslage in die transformierte Lage. Wie sich dieser Ubergang vollzieht,
geht iiberhaupt nicht in unsere Betrachtungen ein. Eine lineare Transformation
bestimmt ndmlich die Koordinaten des Bildpunktes, sagt aber nichts iiber den
. Weg des Originalpunktes aus. Dieser bleibt unberiicksichtigt.

Wir betrachten eine Kugel mit dem Mittelpunkt im Ursprung und dem Radius 1.
In diese wird ein beliebiges regulires Polyeder, z. B. ein Oktaeder (Abb. 2) einbe-
schrieben. Seine Oberfliche besteht bekanntlich aus acht gleichseitigen Dreiecken.
Wir betrachten die Gesamtheit der Drehungen des dreidimensionalen Raumes um
den Ursprung, bei denen das vorgegebene Oktaeder in sich iibergeht. Wie man leicht
sieht, bildet die Gesamtheit dieser Drehungen eine endliche Gruppe. Um ihre

Abb. 2

Ordnung zu bestimmen, nehmen wir eine beliebige Achse des Oktaeders, die zwei
gegeniiberliegende Ecken verbindet. Das Oktaeder geht in sich iiber, wenn wir den
Raum um diese Achse um die Winkel 0, g, x, 3?” drehen. Die Drehung um den
Winkel Null entspricht offenbar der identischen Transformation, d. h. der Einheits-
matrix. Diese vier erwidhnten Drehungen um die gewihlte Achse bezeichnen wir
mit

Se=1,8,,8,,8;. (8)

Es sei 4 eine Ecke des Oktaeders, die auf der erwiihnten Achse liegt. Wir be-
trachten jetzt noch fiinf lineare Transformationen

Tlv TE’ TB’ Tln Tss

bei denen das Oktaeder in sich selbst iibergeht und die Ecke 4 mit einer der fiinf
iibrigen Ecken des Oktaeders zusammenféllt. Neben den vier Drehungen (8)
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bilden wit weitere zwanzig Drehungen des Raumes um den Ursprung von der Form
T:Se, T.8Sy, T8, TS; (k=1,2,3,4,5). (9)

Man bestétigt leicht, daB die 24 Drehungen (8) und (9) untereinander verschie-
den sind. Dies ist geometrisch vollkommen klar; es kann aber auch auf folgendem
Wege gezeigt werden. Es sei

TPS¢ = TmSﬂl' (10)

Die Transformationen S; entsprechen der Drehung um eine Achse, die durch die
Ecke A geht; A bleibt also bei den Drehungen S; fest. T', und T, fithren fiir
verschiedene Indizes p und p, die Ecke 4 in verschiedene Ecken iiber. Aus (10)
folgt also, dal die Indizes p und p, gleich sein miissen, und durch Multiplikation
dieser Gleichung von links mit 7', = T, folgt, daB auch die Indizes ¢ und ¢,
gleich sein miissen. Die Beziehung (10) besteht also nur dann, wenn auf der rech-
ten und der linken Seite die gleichen Faktoren stehen. ¥olglich geben uns die Aus-
driicke (8) und (9) insgesamt 24 verschiedene Drehungen, bei denen das Oktaeder
in sich iibergeht. Wir zeigen nun, da8 dadurch auch alle derartigen Drehungen er-
faBt sind.

Es sei V eine beliebige Drehung, bei der das Oktaeder in sich iibergeht. Dabei
mége A in irgendeine andere Ecke 4; iibergehen. 7T'; sei diejenige der Transfor-
mationen 7', die ebenfalls 4 in A4; iiberfiihrt. Wir bilden die Transformation 7';-1 V.
Dabei geht das Oktaeder in sich selbst iiber, und A4 bleibt fest. Daher bleibt auch
die gegeniiberliegende Ecke fest. 7,1 ¥ ist also eine der Drehungen §; um die
Achse, die durch die Ecke 4 geht, d.h. T;/* V= _8; oder V = T;S;. Mit anderen
Worten: Jede Drehung um den Ursprung, bei der das Oktaeder in sich selbst iiber-
geht, muB unter den 24 Drehungen (9) vorkommen. Also enthdilt die Gruppe aller
Drehungen, bei denen das Oktaeder in sich iibergeht, genau 24 Elemente.

Offenbar konnen wir in die Einheitskugel einen Wiirfel so einbeschreiben, da8
die durch die Mittelpunkte der Seitenflichen des Oktaeders verlaufenden Radien
in den Ecken des Wiirfels enden. Daraus folgt unmittelbar, da die Drehungs-
gruppe des Wiirfels mit der des Oktaeders identisch ist.

Wir nehmen nun an, das Oktaeder sei im Raum anders gelagert. Seine neue Lage
moge aus der urspriinglichen durch eine Drehung hervorgehen, die durch eine
gewisse Matrix U charakterisiert wird. Ist nun ¥ eine beliebige Drehung, bei der
das alte Oktaeder.in sich iibergeht, so ist U ¥ U-! eine Drehung, bei der das
neue Oktaeder in sich iibergeht, und umgekehrt. Wenn also die Drehungsgruppe
des alten Oktaeders aus den Matrizen V, (k = 1, 2, ..., 24) bestand, so besteht die
Drehungsgruppe des neuen Oktaeders aus den konjugierten Matrizen U V, UL
Allgemein gilt: Wenn dse Gesamtheit der Matrizen V, eine Gruppe bildet, so bildet die
Menge der konjugserten Matrizen U V, U fiir eine beliebige, aber feste Matrixz U eben-
falls eine- Gruppe. Dies 148t sich leicht mit Hilfe der Definition der Gruppe zeigen,
was wir dem Leser iiberlassen wollen. Die neue Gruppe heit der alten dhnlich.

In einem reguliren Tetraeder wihlen wir eine beliebige Achse, die eine Ecke A4
mit dem Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seitenfliche verbindet. Das Tetra-
eder geht in sich selbst iiber, wenn wir den Raum um diese Achse in einer beliebigen



186 I11. Elemente der Gruppentheorie und lineare Darstellungen von Gruppen

Richtung um die Winkel 0, 2;‘ ;4-:;—‘- drehen. Es seien S, S,, S, diese Drehungen.

Weiter fithren wir die drei linearen Transformationen T, T',, T} ein, bei denen das
Tetraeder mit sich selbst und die Ecke 4 mit einer der iibrigen Ecken zusammen-
fillt. Neben den Drehungen S,, S;, 8, stellen wir weitere neun Drehungen 7',.S,,
TS,, T:S, (k =1, 2, 3) auf. Die so erhaltenen 12 Drehungen sind voneinander
verschieden, und dies sind auch alle Drehungen, bei denen das Tetraeder in sich
iibergeht.

Wir betrachten jetzt ein regulires Ikosaeder. Es hat 12 Ecken, und seine Ober-
fliche besteht aus 20 gleichseitigen Dreiecken. Wie vorher wihlen wir irgendeine
Achse, die eine Ecke A mit der gegeniiberliegenden Ecke verbindet. Das Ikosaeder

geht in sich selbst iiber, wenn wir den Raum um den Winkel gl;_az k=0,1,..., 4)

drehen. Es seien 8, diese Drehungen. Weiter haben wir 11 Drehungen 7', ({ =1,
2, ..., 11), bei denen das Ikosaeder in sich selbst und die Ecke 4 in eine der iibrigen
Ecken iibergeht. Die volle Gruppe der Drehungen, bei denen das Tkosaeder in sich
selbst iibergeht, besteht demnach aus fiinf Drehungen S, und 55 Drehungen 7', S, ;
die Gruppe besteht also aus 60 Drehungen. Diese Gruppe 1dBt sich auch als die
Drehungsgruppe des regulidren Dodekaeders deuten. (Das ist ein reguldrer Korper
mit 20 Ecken, desserr Oberfliche aus 12 reguldren Fiinfecken besteht.) Um sich
davon zu iiberzeugen, daB beide Gruppen iibereinstimmen, braucht man nur das
Dodekaeder beziiglich des Ikosaeders so zu legen, wie wir es vorher fiir den Wiirfel
im Oktaeder getan haben.

Wir betrachten noch eine Gruppe, die aus Drehungen des dreidimensionalen
Raumes besteht. In der z, y-Ebene sei ein regulires n-Eck gelegen, dessen Mittel-
punkt mit dem Koordinatenursprung zusammenfillt. Wir wihlen irgendeine
Achse des n-Ecks, die eine Ecke 4 mit der gegeniiberliegenden Ecke (falls » gerade
ist) oder mit dem Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite (falls » ungerade ist)
verbindet. Bei einer Umklappung der #, y-Ebene um diese Achse um die Winkel 0
und xz geht das n-Eck in sich selbst iiber. Die erste Drehung ist die identische Trans-
formation I, und die zweite bezeichnen wir mit S. 2

AuBerdem gibt es Drehungen 7', um die z-Achse um die Winkel — (k =

..,n — 1), bei denen das n-Eck in sich selbst, aber seine Ecke A in eine der
anderen Ecken iibergeht. Fiir k¥ = 0 erhalten wir die identische Transformation
T, = I. Die volle Gruppe der Transformationen, fiir die das n-Eck in sich iiber-
geht, besteht aus den 2» Transformationen 7', und 7S (k =.0,1,...,n — 1).

Ein im Raum betrachtetes n-Eck, dessen Oberfliche zweimal zidhlt (Oberseite
und Unterseite), wird gewohnlich Dieder genannt und die konstruierte Gruppe
Diedergruppe.

54. Die Lorentz-Transformation. Alle bis jetzt angegebenen Beispiele von
Gruppen linearer Transformationen bestanden aus unitéren Transformationen oder
aus Drehungen des dreidimensionalen Raumes (einem Spezialfall von unitiren
Transformationen). Jetzt untersuchen wir’eine neue Gruppe linearer Transforma-
tionen, deren Elemente keine unitiren Transformationen mehr sind. Diese Gruppe
spielt eine wichtige Rolle in der Relativitidtstheorie, in der Elektrodynamik und in
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demjenigen Teil der Quantenmechanik, der mit der Relativitatstheorie zusammen-
hingt.

Wir betrachten vier Verdnderliche x,, x,, 4, z,, von denen die ersten drei die
Raumkoordinaten eines Punktes sind, wahrend die letzte Verianderliche die Zeit
bedeutet. Eine grundlegende Forderung der speziellen Relativitdtstheorie ver-
langt, daB die Lichtgeschwindigkeit ¢ bei Anderung des Bezugssystems konstant
bleibt. Im Zusammenhang damit taucht fiir relative Bewegungen die Frage nach

solchen Transformationen der vier Verianderlichen z,, z,, %3, #, auf, fiir die der
Ausdruck

2,? + 2t + 2 — ctad
invariant bleibt. Ausfiihrlicher gesagt: Gesucht sind lineare Transformationen,
welche die Verinderlichen z; in Veranderliche x,’ iiberfiihren, daB
2,2 2" + 22 — Pt =2, + 2+ 1y — Pt
gilt.
Wir betrachten zunichst den Fall, da8 die Koordinaten «, und a, unverindert

bleiben und nur die Verdnderlichen z, und z, eine lineare Transformation erleiden.
Gesucht sind also lineare Transformationen

z =ayx Gy %qs
1’ = an® + 144} (11)
2y = au® + G4,
fiir die
2,2 — c2z,? = .2 — c2x? (12)
gilt. Durch
Y = icx‘
fithren wir an Stelle von z, eine neue imaginire Verinderliche y, ein,
Die gesuchten linearen Transformationen miissen dann die Gestalt
2 = o % 91y
1' 1% + 1291 } (13)
Y1’ = % + X221

haben, wobei

al‘ .
Xy = @3, Xyg = 3¢’ K91 = 1CAyq, Koo = Qg4

ist. Dabei geht (12) iiber in
%+ ' =2 + i’ (14)

Die Koeffizienten «,;-und oy, sind reell, wihrend «,, und «,, rein imaginér sind.
Wir setzen daher «,, = i8,, und ay, = i8,,. Offenbar ist (14) mit der Orthogo-
nalitit der Transformation (13) gleichbedeutend, die Quadratsumme jeder Zeile
und jeder Spalte demnach gleich Eins. Das ergibt, wie man leicht bestitigt, sofort
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3% =p4 =af — 1 =af—1 und af =af. Wir setzen &y — & und
B2 = «p. Die Koeffizienten «,, und &y, nehmen wir als positiv an, was gleich-
bedeutend damit ist, daB die z,-Achse und die a,- Achse ihre Richtung nicht éndern
sollen. An Stelle von (13) erhalten wir

%, = ax + tafy;,
Y = an® + oy

Die Orthogonalitiitsbedinguﬁg fiir die Zeilen,
xog + 102 =0,

liefert «y, = —iap, d. h. 8,, und B,, miissen entgegengesetzte Vorzeichen haben.
SchlieBlich besagt die Bedingung

2 2
afy + ofy =1,

e o — a2f2 =1 oder x = L B#2<1)
1— g
gilt. Wir kommen so zu den Formeln
s _ Tt iy s _ "Bt

x, = l—ﬁz, yl——‘/———m

oder, wenn wir wieder von y, = icx, zu z, iibergehen,

x, — Bex, —%xl—f—x‘ '
x/__ 1 4 xr_ (15)

TR T TyieR
Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar, daB sich das Koordinatensystem, das

den Verdnderlichen x,", x,” entspricht, beziiglich des urspriinglichen Koordinaten-
systems mit der Geschwindigkeit

v = fc (16)
lings der z,-Achse bewegt. Nehmen wir némlich z,’ als konstant an, so erhalten wir

dx
dx, — fecdxr, =0, d.h. d—x:=

Fiihren wir in Formel (15) an Stelle von 8¢ die Geschwindigkeit v ein und ersetzen
x; durch z und z, durch ¢, so erhalten wir die iibliche Form der Lorentz-Trans-
formation von zwei Verdnderlichen:

(17)
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Fiir ¢ — oo ergeben sich die gewohnlichen Formeln der Relativbewegungen der
klassischen Mechanik:

' =x — vt, t =t.

Wie man leicht bestétigt, bilden die Lorentz-Transformationen, die von einem
reellen Parameter v abhangen, eine Gruppe. Liosen wir die Glelchungen (17) nach z
und ¢ auf, so erhalten wir die zu (17) inverse Transformation. Wir zeigen, da8 dies
dieselbe Lorentz-Transformation ist, die man aus (17) erhilt, wenn man » durch
—uv ersetzt. Lost man nimlich die Gleichungen (17) auf, so gilt

2 — 2
(1 —:3)5) x=V1 - Z—z(a:’+vt’),
v? v (v, )

Wir betrachten jetzt zwei Lorentz-Transformationen L, und L,, die den Werten
v, und v, des Parameters v entsprechen, und zeigen, daB ihr Produkt L, L, wieder
eine Lorentz-Transformation ist. Dazu bilden wir das Produkt der beiden Matrizen

1 _ Bac 1 _ Brc

y1 — B.? V1 — B.2 J1 — By® J1 — B2
b, ’ A ’

_ c 1 _ c 1
yi—82 Y1 —5? T—82  V1—82
wobei
v v
I31 = ?1: ﬁz = ?2

ist. Die iibliche Regel fiir die Matrizenmultiplikation ergibt fiir das Produkt die
Matrix

1 _ Bic 4 Bge
14 B,8. L+ Aibs
Vicgayi—pa| &4b - 48
[ [ 1

T 1 BiBe
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Setzt man
vy = v‘__:%_, (19)
1+ 5

so gilt, wie man leicht bestitigt, die Identitat

Die Matrix (18) kann dann auf die Form

1 Bsc
Vi—ps 1B
b (b =7)

c 1
V1 — B V1 —Bs

gebracht werden, d. h., ihr entspricht wieder eine Lorentz-Transformation mit
dem Parameter v = v,. Somit gibt die Formel (19) das Additionstheorem fiir die
Geschwindigkeiten in. der speziellen Relativititstheorie. Setzen wir in (19) v, =c¢,
so erhalten wir, wie man leicht bestitigt, auch fiir die resultierende Geschwindig-
keit v; den Wert v; = ¢, d. h., die Geschwindigkest c dndert sich ber Zusammen-
setzung mit esner zwesten Geschwindigkeit nicht.

Bei der Herleitung der Formel (15) setzten wir die Vorzeichen der Koeffizienten
der linearen Transformation (11) in ganz bestimmter Weise fest : a,, und a,, sollten
positiv sein. Man kann diese Forderungen durch eine andere ersetzen, namlich:
a,, und die Determinante

Q118G — G142y, (20)

sollen positiv sein. Wie man leicht sieht, folgt daraus, daB auch der Koeffizient a,,
positiv ist, und umgekehrt. Die Determinante der Transformation (17) ist ndmlich
gleich 41, d. h,, fiir a;; > 0 ist auch die Determinante (20) positiv. Wenn wir
a; = —« und a, = « setzen, wobei &« > 0 ist, so erhalten wir eine Transfor-
mation mit der Determinante —1. Die Bedingung, da8 a,, positiv sein soll, ist
gleichbedeutend damit, daB z,’ bei festem z, fiir z, — oo gegen oo strebt. Dem
entspricht gerade die Forderung, da8 die Zeitachse ihre Richtung nicht dndern
soll. So liefern die Formeln nicht alle linearen Transformationen, die der Bedingung
(12) geniigen, sondern nur solche, fiir welche die Determinante (20) positiv ist und
fiir welche die Zeitachse ihre Richtung nicht éndert.
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Wir kehren jetzt zur Betrachtung der ellgemeinen Lorentz-Transformation fiir
den Fall von vier Verianderlichen 2, (k = 1, 2, 3, 4) zuriick, wobei die Bedingung

%+ 2y 4 2yt — P2 = + 2 + 2t — At (21)

erfiillt sein soll.

Die z; und die x;’ (k = 1, 2, 3) fassen wir als kartesische Koordinaten in zwei
verschiedenen dreidimensionalen Riaumen R und R’ auf. Wir zeigen, daB wir bei
geeigneter Wahl der Koordinatenachsen in diesen beiden Réumen die allgemeine
Lorentz-Transformation auf den oben betrachteten Spezialfall zuriickfiihren kon-
nen. Mit T bezeichnen wir die allgemeine, mit S die spezielle Lorentz-Transfor-
mation der oben betrachteten Art. Unsere Behauptung ist gleichbedeutend damit,
daB wir T in der Gestalt ’

T=V8U (22)

darstellen kénnen, wobei U und V reelle orthogonale Transformationen sind, die
den oben erwiahnten Koordinatentransformationen in R und R’ entsprechen.
Wie oben fithren wir vier neue Verianderliche

N==21, Y==2%, Yp=25, Y =1icx,
und ganz analog
’ ’ ’ ’ ’ ’ r > ’
N =Ty, Y2 =%, Ys =Tz, Yq =1tCx

ein. An Stelle der Bedingung (21) erhalten wir fiir die neuen Veriinderlicheﬁ die
iiblichen Bedingungen fiir eine orthogonale Transformation

N+ 0?2+ +yr =+ 0+t + oyl (23)
Die gesuchte lineare Transformation hat die Form
Y =onth + onYs +onYs + oy (k=1,2,3,4). (24)

Beachten wir, da8 y, und y,’ rein imaginiir sind, so sehen wir, da8 die Koe§fizien-
ten oy, og, g fiir £ = 1, 2, 3 und «,, reell, aber die Koeffizienten a,y, 42, %43
und oy, fiir £ = 1, 2, 3 rein imaginir sein miissen. Ein Wechsel der Koordinaten-
achsen in R’ ist mit einer reellen orthogonalen Transformation der Verinder-
lichen y,’, ¥4, ¥5’ gleichbedeutend.

Wir betrachten die Koeffizienten

oy =Py, g =Py, g =t

Die drei reellen Zahlen B,,, ., 3 bestimmen einen Vektor, und wenn wir die
Richtung dieses Vektors als Richtung der neuen ersten Achse von R’ wihlen, so
gehen bei der entsprechenden orthogonalen Transformation die Koeffizienten oy,
und g, in Null iiber. Um sich hiervon zu iiberzeugen, geniigt es zu bemerken, da8
nach Formel (24) eine orthogonale Transformation der Verinderlichen y,’, ys', ¥’
eine Transformation der By, B, Bs, bewirkt. Wir nehmen an, diese Koordinaten.
transformation in R’ sei schon durchgefiihrt, so da8 «,, = &3, = 0 ist. Die Be-
dingung (23) zeigt uns, daB die Koeffizienten der Fransformation (24) den iib-
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lichen Bedingungen einer orthogonalen Transformation geniigen miissen. Beachten
wir, da8 die oben erwdahnten Koeffizienten gleich Null sind, so erhalten wir fiir
die zweite und dritte Zeile die Bedingungen

apy +ofy + afy =1 (k = 2,3),
091 0gy + Kapiga + dagigy = 0,

wobei alle auftretenden Koeffizienten reell sind.

Auf Grund dieser Bedingungen haben die beiden Vektoren («g;, x5, aa) und
(31, X33, 0xg3) die Liinge 1 und sind zueinander orthogonal. Wihlen wir in R diese
beiden Vektoren als Basisvektoren in Richtung der x,- und z;-Achse, so miissen
die beiden Summen

oYy + XY + xisYs (k =2,3),

die das innere Produkt der obigen Vektoren mit dem verinderlichen Vektor
(%15 Y2, ¥3) darstellen, gerade y, und y; ergeben, und es gilt also

Kgg = gy =1, K91 = Gag = gy = 0gg = 0.

Daher hat schlieBlich bei dieser Wahl der Koordinatenachsen in beiden Raumen
die Transformationsmatrix (24) die Form

%11 X3 &g Ky

01 0 O (25)
001 0]}

g1 (g2 (g3 Ky

Diese Matrix erhilt man durch Multiplikation der urspriinglichen Matrix mit zwei
orthogonalen Matrizen, die nur die ersten drei Verénderlichen betreffen, die man
aber auch als orthogonale Transformation von vier Verinderlichen auffassen
kann,bei denen die vierte Verdnderliche unveriandert bleibt. Beachten wir, da8
das Produkt zweier orthogonaler Matrizen wieder orthogonal ist, so sehen wir, da
die Elemente der Matrix (25) ebenfalls den Orthogonalitidtsbedingungen geniigen
miissen. Die Orthogonalitét der ersten Zeile zu der zweiten und der dritten ergibt

oy = 03 = 0.

Aus der Orthogonalitit der vierten Zeile zur zweiten und dritten folgt
“43’ = K43 = 0.

So kommen wir zu der Matrix

ay 0 0 oy

0 1 00
010

a0 0 oy
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und haben also in diesem Fall eine lineare Transformation

%' = any + xuYs,
Y = aa¥ + xuYs,
die der Bedingung

N*+ 9=yl 4yl

geniigt.

Mit solchen Transformationen haben wir uns oben beschéftigt. Sie fiihrten uns
auf spezielle Lorentz-Transformationen der Form (15). Damit ist die Formel (22)
nachgewiesen. Die Regel fiir die Vorzeichenwahl bei der Bestimmung der Trans-
formation S ist die gleiche wie oben, falls wir fordern, daB die allgemeine Lorentz-
Transformation 7' die Richtung der Zeitachse fest 1iBt und eine positive Deter-
minante hat. Die orthogonalen Transformationen U und ¥V kénnen wir namlich
immer als Drehungen eines dreidimensionalen Raumes auffassen, so daB ihre
Determinante positiv ist; die vierte Verdnderliche bleibt von ihnen unberiihrt.
Daraus folgt, daB die Determinante von S ebenfalls positiv sein muB und daB 8
die Richtung der Zeitachse nicht é&ndert. Fordern wir also, daB die allgemeine
Lorentz-Transformation T diese Eigenschaft hat, so geniigt die entsprechende
spezielle Transformation gerade den Bedingungen, die wir zu Anfang des Ab-
schnitts bei der Ableitung der Formeln stellten. Allgemeine Lorentz-Transforma-
tionen dieser Art nennt man gewdhnlich positive Lorentz-Transformationen. Aus
unseren Uberlegungen folgt, daB die ihnen entsprechenden Matrizen durch die
Formel (22) gegeben werden, wobei 8 eine spezielle Lorentz-Transformation der
Form (15) ist, wihrend U und V Matrizen von Drehungen des dreidimensionalen
Raumes bedeuten. Man kann zeigen, daB die positiven Lorentz-Transformationen
genau wie die Transformationen (15) eine Gruppe bilden.

Wie wir sehen, kann die Matrix der allgemeinsten Lorentz-Transformation, die
also lediglich der Bedingung (21) geniigt, durch die Formel (22) dargestellt werden,
wobei U und ¥V Drehungen sind und S eine allgemeine Lorentz-Transformation
von zwei Veranderlichen bedeutet. Handelt es sich um positive Transformationen,
soist nach (15) D(S) =1, unddaauch |U| = |V| =1 ist, ist die Determinante
jeder positiven Lorentz-Transformation ebenfalls gleich 1. (U, 8 und V werden
dabei als Matrizen vierten Grades betrachtet.) Die Determinante der allgemeinsten
Lorentz-Transformation ist gleich +1, denn man kann leicht zeigen, daB die
Determinante einer allgemeinen Lorentz-Transformation zweiten Grades diesen
Wert hat.

b5. Permutationen. Bisher haben wir Beispiele von Gruppen betrachtet, deren
Elemente lineare Transformationen waren. Der Begriff der Gruppe hingt aber
nicht unbedingt mit linearen Transformationen zusammen. Man kann auch
Gruppen von anderen Operationen bilden. Wir betrachten hier die Permutationen ;
das sind Operationen, die uns bereits frither in [2] begegnet sind. Zuniichst geben
wir dariiber einige Grundtatsachen und Begriffe an.

Esseien n Objekte gegeben, die wir wie in [2] durchnumerieren, oder wir nehmen
einfach an, diese Objekte seien die ganzen Zahlen 1, 2, ..., n. Diese Zahlen kénnen

13 Smirnow I1I/1



194 II1. Elemente der Gruppentheorie und lineare Darstellungen von Gruppen

wir bekanntlich auf n! verschiedene Arten anordnen. Es sei

pl:pz:"-:pn (26)
eine davon. Die p; sind alle ganzen Zahlen von 1 bis n, die in einer bestimmten

Reihenfolge angeordnet sind. Wir vergleichen die Anordnung (26) mit der Aus-
gangsanordnung 1,2, ..., n:

1, 2, ..., »n
—P. @7
D1 P2, ---> Pa ¢

Der Ubergang von der Ausgangsanordnung zur Anordnung (26) vollzieht sich
dadurch, daB 1 durch p,, 2 durch p, usw. ersetzt wird. Wir bezeichnen diese Ope-
rationen mit P. Unter dem Ausdruck ,,Permutation‘‘ wollen wir von nun an eine
solche Operation verstehen. Dann definieren wir den Begriff der ¢nversen Permu-
tation P-1. Das ist die Operation, die (26) in die urspriingliche Anordnung zuriick-
fithrt, d. h. p; durch 1, p, durch 2 usw. ersetzt. Ein Beispiel mag diesen Begriff
erldutern. Fiir n = 5 betrachten wir die Permutation

1,2, 3, 4,5
=P
3,251, 4
Die inverse Permutation ist dann

17 25 3; 4) 5
4,2, 1,5, 3

— P—l'

Wie man leicht sieht, gilt
(P)y1=P. (28)

Wir fiihren jetzt die Multiplikation von Permutationen ein: P; und P, seien zwei
beliebige Permutationen. Als ihr Produkt P, P; bezeichnen wir diejenige Permu-
tation, die man erhilt, wenn man erst P; und dann P, ausfiihrt. Liegen z. B. die
beiden Permutationen

1,2, 8,4, 5 1, 2,3, 4,5
= Pz und = Pl
51,4, 3,2 ’ 3,1,5,2, 4
vor, so ist ihr Produkt P, P, die Permutation

1,2, 8, 4,5
= P,P,.
(4, 5 2,1, 3)
Es ist unmittelbar klar, da8 die inverse Permutation P-! durch die Bedingung
PP =PP1'=1] (29)

eindeutig bestimmt ist. Mit I wird dabei die identische Permutation bezeichnet,
fiir die jedes Element in sich selbst iibergeht.
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Ein Produkt P;P,P; von mehreren Permutationen 1a8t sich dadurch bilden,
daB man diese Permutationen hintereinander ausfiihrt. Wie man leicht sieht, ge-
niigt das Produkt dem assoziativen Gesetz

Py(PyPy) = (PyPy) Py. (30)

Nach P, kann man nidmlich entweder ntacheinander P, oder P, oder, was damit
gleichbedeutend ist, die eine Permutation (P P,) ausfiithren. Wir bemerken schliefl-
lich, daB die identische Permutation fiir jede Permutation P der Bedingung

IP =PI =P (31)

geniigt. Das Produkt zweier Permutationen geniigt im allgemeinen nicht dem
kommutativen Gesetz, P, P, und P, P, sind im allgemeinen verschiedene Permu-
tationen. Das sieht man schon an dem oben angegebenen Beispiel.

Damit haben wir die grundlegenden Begriffe, wie die des Produktes, der inversen
Permutation und der identischen Permutation, in ganz dhnlicher Weise wie friither
fiir die linearen Transformationen (die Matrizen) eingefiihrt. Wir konnen diese
Analogie weiter fortsetzen und auch den Begriff der Permutationsgruppe defi-
nieren. Eine Gesamtheit von Permutationen bildet eine Gruppe, falls folgende
beiden Bedingungen erfiillt sind: 1. Mit jeder Permutation gehért auch die inverse
der Gesamtheit an. 2. Das Produkt zweier Permutationen aus der Gesamtheit
gehort (bei beliebiger Reihenfolge der Faktoren) wieder dazu. Wie bei linearen
Transformationen gehért die identische Permutation notwendig zur Gruppe.

Die Gesamtheit aller n! Permutationen bildet offenbar eine Gruppe. Wir defi-
nieren eine andere Gruppe, die nur éinen Teil der vorhergehenden bildet. Dazu
bemerken wir, da8 jede Permutation durch Ausfithren mehrerer Transpositionen
erhalten werden kann [2]. Fiir eine feste Permutation kann die Anzahl der Trans-
positionen der gegebenen Permutation verschieden ausfallen, aber diese Anzahl
ist, wie wir friiher zeigten, entweder immer gerade oder immer ungerade. Die aus
einer geraden Anzahl von Transpositionen erhaltenen Permutationen bilden fiir
sich eine Gruppe. Die aus allen Permutationen von Elementen gebildete Gruppe
heiBt die symmetrische Gruppe, die Gruppe der geraden Permutationen (d. h. der
Permutationen, die man aus einer geraden Anzahl von Transpositionen erhilt)
heiBit die alternierende Gruppe.

Wir betrachten nun spezielle Permutationen. Es seien I, l,, ..., l, beliebige
verschiedene Zahlen unter den Zahlen von 1 bis z (m < =). Die Permutation soll
Linl,, linl,, ..., l,_, inl, und schlieBlich /, in [, iiberfithren. Eine Permutation
dieser Art heiit ein Zyklus und wird mit (;, I, ..., I,;) bezeichnet. Permutieren
wir die Zahlen innerhalb der Klammer zyklisch, so erhalten wir die Zyklen

Ul ol 1), aslyy oo lms iy ), cees

die dieselbe Permutation wie (I;,,, ..., ;) ergeben. Ist m =1, d. h., liegt ein
Zyklus (I,) vor, so setzen wir diesen gleich der identischen Permutation. Zyklen
aus zwei Elementen (I, 1,) sind offenbar mit den Transpositionen zweier Elemente
gleichbedeutend.

13*



196 111 Elemente der Gruppentheorie und lineare Darstellungen von Gruppen

Haben zwei Zyklen kein Element gemeinsam, so hidngt ihr Produkt nicht von
der Reihenfolge der Faktoren ab. Es seien z. B. fiir n =5 die Produkte aus
Zyklen

1, 3) (2, 4, 5) und® (2, 4, 5) (1, 3)

ohne gemeinsames Element gegeben. Thre beiden Produkte ergeben offensichtlich
dieselbe Permutation

1,2, 3,4, 5
(3, 4, 1, 5, 2) )

Jede Permutation P kann man als Produkt von elementfremden Zyklen darstellen.
Dazu nehmen wir das Element 1 und setzen es als erstes Element in einen Zyklus.
Als zweites Element nehmen wir dasjenige, das aus 1 durch P hervorgeht. Dieses
sei etwa l,. Als drittes Element nehmen wir dasjenige, das sich aus I/, durch P er-
gibt usw., bis wir schlieBlich zu einem Element gelangen, das durch P in 1 iiber-
geht. Dieses soll das letzte Element des Zyklus sein. Wie man leicht sieht, kann ein
solcher Zyklus keine gleichen Elemente enthalten. Im allgemeinen erfafit ein so
konstruierter Zyklus aber noch nicht alle n Elemente. Aus den iibriggebliebenen
wihlen wir ein beliebiges erstes Element aus und stellen wie oben einen neuen

Zyklus auf, usw.
Als Beispiel betrachten wir fiir » = 6 die Permutation

1,2, 3, 4,5,6

3,6,4,1,25/°
Bei Anwendung des obigen Verfahrens kann man diese Permutation als Produkt
von Zyklen

(1, 2,3, 4,5,6

=(1,314) (2865
3,6,4,1,2,5) ( ) { )

x

darstellen; dabei spielt die Reihenfolge der Faktoren auf der rechten Seite keine
Rolle.

Wie sich leicht zeigen 148t, kann das Produkt zweier Transpositionen als Pro-
dukt dreigliedriger Zyklen dargestellt werden. Haben ndmlich zwei zweigliedrige
Zyklen kein gemeinsames Element, dann gilt

(lss L) (4, &) = (ll, ls, la) (ll’ ly, l4),
wie man leicht bestétigt. Ist aber ein gemeinsames Element vorhanden, so gilt
(1) (s ) = (4, by 1)

Es kann somit jede Permutation der alternierenden Gruppe als Produkt von drei-
gliedrigen Zyklen dargestellt werden.

Wir erwihnen noch, dal man bei einer Permutation die Zahlen in der ersten
Zeile statt in der natiirlichen Reihenfolge auch in beliebiger Anordnung schreiben
kann. Wichtig ist nur, daB unter jeder Zahl der ersten Zeile gerade diejenige Zahl
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steht, in die die obere Zahl bei der gegebenen Permutation iibergefiihrt wird. Als
Beispiel geben wir zwei Schreibweisen fiir ein und dieselbe Permutation an:

1,2, 3,4, 5 3,1,5, 4,2
(3, 2,5, 1, 4) - (5, 34,1, 2)'
Ist eine beiiebige Permutation
P (al,az, ...,a,.)
by, byy ..., by
gegeben, so kénnen wir die dazu inverse Permutation offenbar in der Form

Pl by, b,,...,b,
A1, Qg ..., Ay
schreiben.

Es seien nun zwei Permutationen gegeben, von denen wir die letzte in zwei ver-
schiedenen Formen schreiben:

P (1, 2, ..., n)’ 0= (1, 2, ..., n) =(c,, Coy vony c,,).
C1y C2y eovy Cy dl’ dz, ceey d” fl’ lz, ceey ,.

Wir erhalten

I;Q—l = (1, 27 seey M dl! d27 ceey d“ — dl? dz, ceey d"
C1s €3y <oy CyJ \1, 2, ..., m C1, Cas +.vs Cy
und somit

QPQ-! = (c,, Cay veny c,.) (dl, day ooy d,.) =(d1, dy, ..., d,.).

fl: fz» ey fn C15 C25 «eey Cg fl’ /27 ey /u

Daraus ergibt sich folgende Regel: Um die Permutation @ PQ-! zu erhalten, muf
man auf beide Zeilen der Permutation

(1, 2, ..y n)
P =

C1s Cay +eey Cy
die Permutation Q anwenden.

56. Abstrakte Gruppen. Bei der Definition einer Gruppe kénnen wir von der
konkreten Bedeutung der Operationen absehen, deren Gesamtheit die Gruppe
bildet; in den vorangegangenen Beispielen waren dies lineare Transformationen
oder Permutationen. So gelangen wir zu dem Begriff der abstrakten Gruppe.

Eine abstrakte Gruppe ist eine Menge von Symbolen, fiir die eine im allgemeinen
als Multiplikation bezeichnete Verkniipfung im folgenden Sinne erklirt ist: Es ist
eine Vorschrift gegeben, nach der jedem geordneten Paar von (verschiedenen oder
gleichen) Elementen P und @ der Menge eindeutig ein drittes Element der Menge
zugeordnet ist. Dieses heiflit das Produkt von P und @ und wird mit @ P bezeichnet.
Dabei miissen folgende drei Bedingungen erfiillt sein.
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1. Die Muliiplikation geniigt dem assoziativen Gesetz, d.h. (RQ)P = R(QP).
Daraus folgt allgemein: In jedem Produkt kann man, wenn man die Reihenfolge
nicht dndert, die Faktoren beliebig zusammenfassen.

2. In der Menge mufl genau ein Element E existieren, das bei Multiplikation von
rechts oder von links mit jedem anderen Element wieder dieses Element ergibt, d. h.

EP =PE =P. (32)
Dieses Element heif3t Einselement.

3. Zu jedem Element P der Menge gibt es in dieser Menge genau ein Element Q,
das der Bedingung

QP=PQ=E (@=P7 (33)
geniigt. Man bezeichnet es als inverses Element.

Aus (32) folgt fiir P = E die Beziechung EE = E, d. h., nach Definition des
inversen Elementes ist das zu E inverse Element wieder E selbst.

Man kann diese Bedingungen, die eine abstrakte Gruppe definieren, in einer viel
kiirzeren Form aufstellen, weil sich aus diesen Forderungen die iibrigen als not-
wendige Folgerungen ergeben. Doch damit werden wir uns nicht weiter aufhalten.
Wir beschrinken uns iiberhaupt nur auf einfachste und elementarste Tatsachen,
die mit dem Begriff einer abstrakten Gruppe zusammenhéngen. Eine ausfiihr-
lichere Untersuchung der Gruppentheorie wiirde Stoff fiir ein ganzes Buch geben.
Unser Ziel ist nur, dem Leser die elementarsten Begriffe mitzuteilen, um ihm die
Lektiire physikalischer Literatur zu erleichtern, in welcher der Gruppenbegriff und
fundamentale Gruppeneigenschaften hiufig benutzt werden. Im folgenden werden
wir an Stelle von E bisweilen I schreiben. Das durch die Beziehungen (33) definierte
Element @ wird mit P! bezeichnet. Offensichtlich gilt (28), da aus (33) folgt,
dafl P zu @ invers ist.

Nach dem Begriff einer abstrakten Gruppe erkliren wir einige weitere Begriffe
und beweisen einige Eigenschaften abstrakter Gruppen. Vorher bemerken wir, da(
die Anzahl der Elemente einer Gruppe endlich oder auch unendlich sein kann. Ein
Produkt

RQP

aus Elementen der Gruppe ist wieder ein Element dieser Gruppe. Das inverse
Element erhélt man, wie bei einer Gruppe linearer Transformationen, durch

(RQP)! = P-1Q-1R1.

Man iiberzeugt sich davon leicht, wenn man die Multiplikation ausfiihrt und das
assoziative Gesetz anwendet.

Es sei P ein beliebiges Element einer Gruppe. Seine positiven ganzzahligen
Potenzen

Po=17, PP,

sind ebenfalls Elemente der Gruppe. Gibt es eine positive ganze Zahl m derart,
daf P, =1 ist, sosagt man, P gei von endlicher Ordnung; als Ordnung von P be-
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zeichnet man die kleinste positive Zahl m, fiir die P™ = I gilt. Die Elemente
I, P, P2 ..., P!

sind dann alle voneinander verschieden. Aus P* = P! (k < l) wiirde ndmlich
P = I folgen. Alle Elemente einer endlichen Gruppe sind natiirlich von end-
licher Ordnung.

Wir bezeichnen die Elemente unserer Gruppe mit P, . Ist dJe Gruppe endlich, so
durchlduft « endlich viele positive ganze Zahlen. Ist die Gruppe unendlich, so
kann « alle ganzen Zahlen durchlaufen [52] oder sich stetig éndern oder sogar
von mehreren sich stetig &ndernden Indizes abhingen. Es sei U ein beliebiges.
aber festes Element unserer Gruppe. Wir stellen alle Produkte U P, auf. Wenn a
den gesamten Indexbereich durchlauft, ergeben diese Produkte, wie man leicht
sieht, wieder alle Elemente der Gruppe; jedes tritt genau einmal auf.

Aus der Gleichung

UP, =UP,,

folgt némlich durch Multiplikation mit U~! von links unmittelbar P, = P,,.
d. h,, fiir verschiedene « sind auch die Produkte U P, verschieden. Jedes Element
der Gruppe laBt sich als ein solches Produkt darstellen, da die Gleichung U P,
= P,, gleichbedeutend ist mit P, = U-1P, . Ein entsprechendes Ergebnis er-
halten wir, wenn wir das feste Element U nicht von rechts, sondern von links mit
P, multiplizieren. Die Uberlegung zeigt: Durchliuft P, alle Elemente der Gruppe
und ist U irgendein festes Element, so durchliuft auch das Produkt U P, (oder P,U)
alle Elemente, und zwar jedes genau einmal.

Wir betrachten als Beispiel eine Gruppe aus sechs Elementen (Gruppe der Ord-
nung 6)

E, A B C,D,F.

Die Verkniipfung legen wir durch folgende Tabelle fest:

|EABCDF
E|\EABCDF
A|l4 EDFBC
B|BFEDGC 4 (34)
clC DFE 4B
D|DC A B PF E
F|FBCAETD

Diese Tabelle wird folgendermaBen zur Bestimmung eines Produkts benutzt:
Wollen wir z. B. das Produkt D B bilden, so miissen wir in der obersten Zeile B
und in der linken Spalte D aufsuchen. Im Schnittpunkt der Zeile fiir D mit der
Spalte fiir B finden wir das Element 4, welches gerade das Produkt DB ist. Wie
man leicht bestétigt, sind alle Bedingungen erfiillt, die wir bei der Definition einer
abstrakten Gruppe forderten. Dabei spielt E die Rolle des Einselementes.

In den vorangehenden Abschnitten fithrten wir konkrete Beispiele an, die Re-
alisierungen des Gruppenbegriffs sind. Das eine Mal setzte sich die Gruppe aus
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linearen Transformationen zusammen (d. h. aus den entsprechenden Matrizen),
und die Multiplikation zweier Elemente bestand darin, dal zwei lineare Transfor-
mationen nacheinander ausgefiihrt wurden. (Diese Definition des Produkts liuft
auf eine Multiplikation der entsprechenden Transformationsmatrizen hinaus.) Das
andere Mal waren Permutationen die Grundelemente, und die Multiplikation
zweier Elemente wurde wieder als Hintereinanderausfithrung zweier Permutatio-
nen definiert. Wir geben noch ein weiteres konkretes Beispiel einer Gruppe.

Die Gruppe bestehe aus allen komplexen Zahlen, und die ,,Multiplikation‘‘ zweier
Elemente werde als Addition der entsprechenden Zahlen erklirt. Hier spielt die
Null die Rolle des Einselementes, und das zu « inverse Element ist —«. An Stelle
der komplexen Zahlen konnten wir als Elemente auch alle Vektoren ¢ = (z,,
Zy, ..., &) des komplexen n-dimensionalen Raumes R, nehmen und die Multi-
plikation der Elemente als Addition der entsprechenden Vektoren erkliren. Dabei
spielt der Nullvektor die Rolle des Einselementes. Man kann den Sachverhalt
auch folgendermaBen ausdriicken: Die Elemente der Gruppe sind die Vektoren
aus R, und die Gruppenoperation ist die Addition von Vektoren. Wie man sieht,
hingt in den letzten beiden Beispielen das Ergebnis der Multiplikation zweier
Elemente nicht von der Reihenfolge der Faktoren ab; man sagt auch: Zwei be-
liebige Elemente der Gruppe sind vertauschbar. Gruppen mit dieser Eigenschaft
heiBen abelsch (vgl. [45]). Das einfachste Beispiel einer abelschen Gruppe ist eine
sogenannte zyklische Gruppe, die aus dem Einselement und den Potenzen eines
beliebigen Elementes P besteht. Ist m die kleinste positive ganze Zahl, fiir die
Pm = E gilt, so enthdlt die zyklische Gruppe m Elemente: E, P, P2, ..., P™!,
Gibt es eine solche positive ganze Zahl m nicht, so ist die zyklische Gruppe un-
endlich: E, P, Pe, ...

57. Untergruppen. Eine Untermenge § einer beliebigen Gruppe @ heit Unter-
gruppe von @, wenn 9 beziiglich der in & erklirten Verkniipfung eine Gruppe
bildet. Wie man leicht sieht, bildet die aus dem Einselement der Gruppe bestehende
Menge immer eine Untergruppe. Dies ist eine triviale Untergruppe. Wir werden
im folgenden unter einer Untergruppe eine nichttriviale Untergruppe verstehen.

Mit H, bezeichnen wir die Elemente der Untergruppe §. Es sei G, ein beliebiges
Element der Gruppe @, das nicht zu.§ gehért. Die Produkte @, H, liefern, wie
wir oben sahen, lauter verschiedene Elemente von @, von denen keines zu 9 ge-
hért. Andernfalls hitten wir namlich fiir gewisse Werte «, und «, des Index « die
Gleichung ¢, H, = H,,, woraus G, = H, H;! folgt, d. h., G, miiBte, entgegen
der Voraussetzung, zu § gehoren. Es seien jetzt G, und G, zwei nicht zu § ge-
horende verschiedene Elemente der Gruppe @&. Wir zeigen, daB die Mengen
{G1H,} und {G,H,} entweder kein gemeinsames Element haben oder aber zu
sammenfallen, d. h. aus derr gleichen Elementen bestehen. Gilt fiir verschiedene
Werte « die Beziehung G,H,, = G,H,,, so folgt G; = G,H, H;' = G,H,,
d. h., G, gehort zur Menge {G, H,}, und ebenso gehért @, zu {G, H,}. Daraus folgt,
daB die Produkte Gy H, und G, H, ein und dieselbe Menge von Elementen bilden.

Wir nehmen jetzt alle Elemente H, der Untergruppe §. Sie erschipfen nicht alle
Elemente von @. Wir wihlen ein beliebiges, nicht zu § gehérendes Element G, und
stellen alle Produkte G, H, auf, die, wie wir oben sahen, alle untereinander und
auch von den Elementen von § verschieden sind.



57. Untergruppen 201

Es kann vorkommen, da8 auch die Elemente H, und G, H, noch nicht alle Ele-
mente der Gruppe erschépfen. Dann wihlen wir ein beliebiges weder zu den H,
noch zu den G, H, gehérendes Element G, der Gruppe und stellen alle Produkte
G, H, auf. Wie wir oben sahen, sind die Elemente G, H, alle untereinander und von
den Elementen H, und G, H, verschieden. Erschépfen die Elemente H,, G, H,,
G, H, noch nicht alle Elemente von &, so nehmen wir ein weiteres beliebiges nicht
zu den oben betrachteten Mengen gehorendes Element G; und stellen alle Produkte
G4 H, auf. So erhalten wir neue Elemente der Gruppe usw. Wir nehmen an, da wir
durch endlich viele derartige Operationen alle Elemente der Gruppe & erfassen.
Es seien dazu m — 1 Elemente G, erforderlich. Dann lassen sich alle Elemente von
& in der Gestalt

Hu, GlHa’ Gzﬂav ey Gm—lHa (35)

darstellen. Dabei durchlduft der Index « alle den Elementen von § entsprechenden
Werte. Setzen wir G}’ = G, H,, wobei «, beliebig, aber fest ist, dann fillt die
Menge der Elemente G’ H,, wie oben gezeigt wurde, mit der Menge der Elemente
G H, zusammen. Mit anderen Worten: In jeder Menge (GyH,)(G, = I) kann
jedes Element der Menge die Rolle des Reprisentanten G spielen. Daraus folgt
unmittelbar, da bei vorgegebener Untergruppe 9 eine Einteilung der Elemente
von @ in Mengen (35) eindeutig bestimmt ist. Die Mengen {G; H,} heien Neben-
klassen (oder Restklassen) nach §.

Im betrachteten Fall (35) heiBt die Untergruppe § Uniergruppe von endlichem
Index m. Ist die Gruppe @ endlich, dann ist der Index der Untergruppe § offen-
sichtlich gleich dem Quotienten aus der Ordnung von & und der Ordnung der
Untergruppe . Dabei bezeichnet man als Ordnung einer endlichen Gruppe die
Anzahl ihrer Elemente.l) Wir bemerken, da von den Mengen (35) nur die erste
eine Untergruppe bildet. Jede der iibrigen Mengen {G; H,) enthilt nicht das Eins-
element und kann daher keine Untergruppe sein.

Bei der Konstruktion der Mengenfolge (35) multiplizierten wir die Elemente H,
einer Untergruppe § von links mit den Elementen G) von &. Wir kénnen diese
Multiplikation auch von rechts durchfiihren. Indem wir an Stelle von G, eine
andere Bezeichnung G’ einfithren, wiirden wir genauso zur Aufstellung aller Ele-
mente von & an Stelle von (35) in folgender Gestalt gelangen:

H,, H.G/, H.Gy, ..., H.G,,, (36)

wobei wir noch beweisen werden, daB die Anzahl m die gleiche wie oben ist. Die
Gesamtheit der Elemente Gy H, hei3t linksseitige Nebenklasse und die Menge der
Elemente H, G, rechtsseitige Nebenklasse.

Nimmt « nacheinander alle Werte an, so durchlaufen die Elemente H,! alle
Elemente von §. Dies folgt unmittelbar daraus, da8 jedes zu einem Element von §
inverse Element selbst zu § gehort. Wir beweisen jetzt, daB die Indizes (Anzahl)
der rechtsseitigen und der linksseitigen Nebenklassen gleich sind. Wir wiahlen zwei
verschiedene Mengen aus (35) aus, {G,H,} und {G H,} (p =+ q), wobei wir z. B.

1) Dieser Satz wird in der Literatur hiufig nach LAGRANGE benannt. (Anm. d. Red.)



202 IIL. Elemente der Gruppentheorie und lineare Darstellungen von Gruppen

fiir das erste Element aus (35) G, = E wihlen konnen. Wir betrachten die zu
unseren gewdhlten Elementen inversen Elemente

(G HY'=H 6,1  und  (G,H)' = H G

Nach der obigen Bemerkung kénnen wir diese Mengen in der Form H,G,* und
H, G, schreiben. Wie man leicht sieht, haben sie kein Element gemeinsam. Waren
néamlich

H, G = H, G,
so wiirde daraus
G, G, =H'H, =H, oder G,=G,H,

folgen und @, wiirde, entgegen der Annahme, zu {G,H, ] gehoren. Also sind die
Mengen

Haa HaGl—l, Han_l, LA HaG;-l-l

rechtsseitige Nebenklassen, so daB man in (36) einfach G,/ = ;! setzen kann.

Nun betrachten wir einige Beispiele von Untergruppen. Es sei ¢ die Gesamtheit
der reellen orthogonalen Transformationen von drei Veranderlichen und § die
Gesamtheit der reellen orthogonalen Transformationen von drei Verdnderlichen
mit der Determinante 1. Jede reelle orthogonale Transformation ist entweder
eine Drehung, d. h., sie gehért zu §, oder ist Ergebnis einer Drehung und einer
Spiegelung S am Ursprung, die den Formeln

r=—z, y=—y, 2=—z (37)
geniigt. Hier kann @& durch

H,, SH, (38)
oder durch

H,, H.S8 (39)

dargestellt werden, wobei H, die Menge aller Elemente von § bezeichnet; H, ist
in diesem Fall eine Untergruppe vom Index 2.

Es sei @ die symmetrische Gruppe der Permutationen von n Elementen, § die
aus den geraden Permutationen bestehende alternierende Gruppe. Es sei ferner §
eine beliebige ungerade Permutation, z. B. der Zyklus (1, 2), d. h. eine Transposi-
tion der Elemente 1 und 2. Dann 1a8t sich & offenbar durch (38) oder (39) dar-
stellen. In beiden Fiéllen fiihrt die Multiplikation von links zu demselben Ergebnis
wie die Multiplikation von rechts. Die alternierende Gruppe ‘ist also eine Unter-
gruppe der symmetrischen Gruppe vom Index 2.

Wir betrachten noch die endliche Gruppe des reguliren Oktaeders, von der wir
schon oben sprachen. Es sei 4 eine beliebige Ecke des Oktaeders und / eine durch
diese Ecke gehende Achse. Es seien 8y, S,, S;, S; Drehungen um die Winkel 0,

1

o ® und -322 um diese Achse. Diese Drehungen bilden eine Untergruppe der
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vollen Drehungsgruppe des Oktaeders. Wir bezeichnen mit 7, (k =1, 2, ..., 5)
die Drehungen, die die Ecke A4 in die iibrigen fiinf Ecken des Oktaeders iiber-
fithren. Dann konnen wir die volle Drehungsgruppe des Oktaeders durch folgendes
Schema darstellen:

Sa! TISa) Tzsa: TaSaA TASas Tssu'
d. h., 8, ist eine Untergruppe vom Index 6.

Es seien G,, G;! (s =1,2,..., k) beliebige Elemente einer Gruppe &. Wir
betrachten die Menge aller Elemente von @, die als Produkt aus den Elementen
G,, G (s =1,2, ..., k) dargestellt werden konnen. Offenbar bildet diese Menge
eine Gruppe, die eine Untergruppe von & ist oder die mit & zusammenfallt.
Man sagt, diese Untergruppe werde durch die Menge der Elemente G, und G,
(s =1,2,..., k) erzeugt.

58. Klassen und Normalteiler. Es seien U und V beliebige Elemente einer Gruppe.
Das Element W = VU V-1 heillt zu U konjugiert. Wie man leicht sieht, ist auch
umgekehrt U konjugiert zu W. Es ist ndmlich U = V-1W V. Zwei zu ein und
demselben dritten Element W konjugierte Elemente U, und U,,

U1=V1WV1_1, U2=V2WV2—1,
sind auch untereinander konjugiert, denn es ist
Uy, =V, Vit Uy (Vo V)L,

Die Menge aller zueinander konjugierten Elemente einer Gruppe bilden, wie man
sagt, eine Klasse (konjugierter Elemente) der Gruppe. Eine Klasse ist durch jedes
ihrer Elemente eindeutig bestimmt. Ist nimlich U gegeben, so erhalten wir die
ganze Klasse durch die Formel G,UG,, wobei G, alle Elemente der Gruppe
durchlduft. So kann man die ganze Gruppe in Klassen einteilen. Wenn wir die in
[66] formulierte wichtige Eigenschaft des Einselementes beachten, erhalten wir

G161 =1,

d. h., das Einselement bildet fiir sich eine Klasse. 4

Hat das Element U die Ordnung m, d. h., ist m die kleinste natiirliche Zahl, fiir
die U™ = I ist, dann hat auch jedes konjugierte Element G, U G,;! dieselbe Ord-
nung m. Dies folgt unmittelbar aus der Gleichung

(G, UG )™ =G, UG =
Mit anderen Worten, alle Elemente derselben Klasse haben die gleiche Ordnung.

Wir bemerken, da8 das Produkt G,UG,! die Elemente einer Klasse ergibt,
wenn G, alle Elemente der Gruppe & durchlduft, und zwar eventuell mehrfach.
So ist fiir U = I dieses Produkt stets dasselbe.

Als Beispiel nehmen wir wieder die Drehungsgruppe des Oktaeders. Es sei U
T
2
Fiihrt die zur Drehungsgruppe unseres Oktaeders gehorige Drehung 7', die Achse!l

eine Drehung um den Winkel = um eine beliebige Achse 4,4, des Oktaeders.
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in die Achse [, iiber, wobei die Ecke 4, in 4, und die Ecke 4, in A4, iibergeht, dann

gibt das Element 7', U T',~! der Gruppe eine Drehung um den Winkel % um die

Achse 4,4,. Fihrt T, beispielsweise 4, in A4, iiber, dann gibt das Produkt eine
7
2
Drehung um den Winkel 3?” um die Achse 4,4,. Fiihrt T, die Achse 4,4, in sich

Drehung um den Winkel = um die Achse 4,4, oder, mit anderen Worten, eine

selbst iiber, d. h. ist T, eine Drehung um diese Achse, so stimmt das Produkt
T, UT, ! mit U iiberein. In diesem Fall bildet die Klasse der zu U konjugierten

Elemente die Menge der Drehungen um den Winkel i; um eine Achse des Okta-
eders. ’

Nehmen wir die Gruppe der Drehungen des dreidimensionalen Raumes um den
Ursprung, so stellt bekanntlich jedes Element U dieser Gruppe eine Drehung
um einen gewissen Winkel ¢ um eine Achse dar. In diesem Fall ist die Klasse der
zu U konjugierten Elemente die Menge aller Drehungen um den Winkel ¢ um alle
durch den Ursprung gehenden Achsen.

In engem Zusammenhang mit dem Begriff der Klasse steht auch ein anderer
wichtiger Begriff, ndmlich der des Normalteilers. Davon wollen wir jetzt sprechen.
Es sei @ eine beliebige Gruppe und § eine Untergruppe von &. Es sei ferner G,
ein beliebiges, aber festes Element von &. Wir betrachten die Menge aller durch

G H, Gy (40)

darstellbaren Elemente dieser Gruppe, wobei wir mit H, das veranderliche Ele-
ment der Untergruppe § bezeichnen. (Mit anderen Worten: H, durchlauft alle
Elemente der Untergruppe 9.) Wie man leicht sieht, bilden die Produkte (40)
wieder eine Untergruppe. Nimmt man nidmlich beispielsweise das Produkt zweier
zu (40) gehérenden Elemente, so gehort es wieder dieser Menge an:

(G,H,,G™) (G4H,,G,") =G, H, H, Gi™* = G,H,,G!;

analog sind auch die iibrigen Gruppenbedingungen erfiillt. Die Untergruppe (40)
heiBt zur Untergruppe 9 konjugiert. Falls G; zur Untergruppe § gehért, besteht
die Untergruppe (40) aus zu §) gehérenden Elementen und fillt sogar, wie man
leicht sieht, mit § zusammen. Jedes Element H, der Untergruppe $ kann in
diesem Fall aus Formel (40) erhalten werden, wenn wir

H, = G'H, &
setzen.

Gehort das Element G, nicht zu §, so kann die Untergruppe (40) auch von $
verschieden sein. Die Untergruppe 9 heifit Normaltesler von &, wenn bei beliebiger
Wahl von @, aus @ die Untergruppe (40) stets mit § zusammenfillt. Wir bringen
jetzt Beispiele von Normalteilern einer Gruppe und werden dabei gleich einige neue
Begriffe erkliren, die mit dem Begriff des Normalteilers zusammenhéngen.
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Es sei § ein Normalteiler von &. Der Einfachheit halber nehmen wir an, da3
diese Untergruppe einen endlichen Index m hat. In diesem Fall kénnen alle Ele-
mente der Gruppe @ durch das Schema

Ha’ GlHa: GEHa, LR ] Gm-lHa (41)

dargestellt werden; dabei bedeutet H, wie iiblich das verdnderliche Element der
Untergruppe 9. Da § Normalteiler ist, ist die Menge der Elemente G, H,G;!
mit der Menge der Elemente H, identisch, d. h. G H,, fillt mit der Menge der Ele-
mente H,G, zusammen.

Ist © Normalteiler, so ist die Einteilung der Elemente der Gruppe in Neben-
klassen nach dem §chema (41) mit der Einteilung der Elemente nach dem Schema

H,, H,G,, H,G,, ..., H,G,_, (42)

identisch. Also fallen hier rechisseitige und linksseitige Nebenklassen zusammen.

Ist H., ein beliebiges Element eines Normalteilers, so gehort bei beliebigem G,
aus @ das Element GyH, G, ! ebenfalls zum Normalteiler, d. h., wenn ein be-
liebiges Element einem Normalteiler angehért, so gehért aush die ganze Klasse, in
der dieses Element liegt, diesem Normalteiler an. Man zeigt auch leicht die Um-
kehrung: Enthilt eine beliebige Untergruppe mit einem gewissen Element auch die
ganze Klasse dieses Elementes, dann ist diese Gruppe ein Normalteiler.

Wir wenden uns nun den Nebenklassen im Schema (41) oder (42) zu, wobei die
Elemente H, den Normalteiler  bilden. Wir betrachten die Produkte G, H,G H,
von Elementen einer beliebigen Nebenklasse G, H, mit den Elementen der Neben-
klassen G, H,.

Die Menge dieser Produkte konnen wir in der Form

G (H,G)Hy, GG HHy

schreiben. Die Elemente H, und H, sind im Normalteiler § enthalten, das gleiche
gilt von ihren Produkten. Also kénnen wir die obigen Produkte in der Form

GI GkHa

schreiben.

Alle Elemente dieser Gestalt sind in ein und derselben Nebenklasse (41) ent-
halten, ndmlich in der Nebenklasse, zu der das Element G, G, gehort. Man zeigt
auch leicht, daB man so alle Elemente dieser Nebenklasse erhilt. Mit anderen
Worten, ist die Untergruppe ein Normalteiler, so ergibt die Multiplikation einer
Nebenklasse mit einer anderen Nebenklasse wieder eine bestimmte Nebenklasse.
Wir werden jede Nebenklasse als ein neues Element betrachten, wobei wir die
erste Nebenklasse im Schema (41), (38) als Einselement annehmen. Das obige
Ergebnis iiber die Multiplikation von Nebenklassen gibt uns eine Regel fiir die
Multiplikation dieser von uns neu eingefiithrten Elemente. Dabei bestatigt man
leicht (was wir dem Leser iiberlassen wollen), daf diese Regel fiir die Multiplikation
allen Bedingungen geniigt, die fiir eine Gruppe gefordert werden, d. h., die von uns
neu eingefithrten Elemente bilden beziiglich der angegebenen Multiplikationsregel
eine Gruppe, bei der die erste Nebenklasse des Schemas die Rolle des Einselementes
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spielt. Diese neue Gruppe, deren Ordnung gleich dem Index des Normalteilers in ¢
ist, heiBt Faktorgruppe von @ nach 9.

Jede Gruppe & hat zwei triviale Normalteiler: Der eine besteht aus dem Eins-
element, und der andere ist die Gruppe selbst. Wenn wir im folgenden von einem
Normalteiler sprechen, nehmen wir an, daB er von diesen beiden trivialen ver-
schieden ist. Es kann vorkommen, daB eine Gruppe keinen einzigen Normalteiler
besitzt; eine solche Gruppe heillt einfach.

59. Beispiele.

1. Wir betrachten die Gruppe & der reellen orthogonalen Transformationen im dreidimen-
sionalen Raum. Es sei § die Untergruppe der Drehungen, d. h. die Menge aller orthogonalen
Transformationen mit der Determinante +-1. Es sei ferner S die Spiegelung am Ursprung, die
durch Formel (37) bestimmt ist. Ist H, das verinderliche Element aus §, so kann die ganze
Gruppe ® durch das Schema

H, SH, oder H, H,8 43)

dargestellt werden.

Ist G, eine beliebige Transformation aus @, so hat @, H,G,! die Determinante 41, d. h.,
G, gehort zu 9, und § ist Normalteiler vom Index 2. Wir betrachten die Faktorgruppe nach §.
Die erste Menge von (43) entspricht dem Einselement dieser Gruppe. Das Produkt zweier
Elemente aus der zweiten Menge, also das Produkt von zwei orthogonalen Transformationen
mit der Determinante —1, ergibt eine orthogonale Transformation mit der Determinante +-1,
die zur ersten Menge gehért. Ist K ein der zweiten Menge entsprechendes Element, so gilt
K2 = E. Daher besteht die Faktorgruppe nach § aus zwei Elementen E und K, und es ist
K2 = E, d.h, sie ist eine zyklische Gruppe der Ordnung 2. Dies gilt allgemein fiir Normal-
teiler vom Index 2.

2. Fir die symmetrmche Gruppe der Permutationen ist die alternierende Gruppe Normal-
teiler vom Index 2.

Dazu schreiben wir die Elemente der symmetrischen Gruppe von drei Elementen auf und
bezeichnen jedes davon mit einem Buchstaben. Dabei verwenden wir die Bezeichnungen von
[88]:

E: A= (29 3)9 B = (1, 2)9 C= (1’ 3)’ D= (1’ 3’ 2)’ F = (1’ 2’ 3)-

Die alternierende Gruppe besteht aus den Permutationen E, D und F, sie ist eine zyklische
Gruppe der Ordnung 3 (¥ = D? und D = F?), wobei D?® = F® = E gilt. Die volle symme-
trische Gruppe besteht aus drei Klassen: I. E, II1. 4, B und C, IIIL. D und F. Die alternierende
Gruppe besteht auch aus drei Klassen: 1. E, I1. D, III. F. Man sieht leicht, daB das Gesetz
fiir die Multiplikation der Elemente der betrachteten symmetrischen Gruppe mit dem in der
Tabelle (34) aus [56] aufgestellten Gesetz identisch ist.

Die alternierende Gruppe fir » = 4 enthilt 12 Elemente, die sich in vier Klassen ein-
teilen lassen:

I E;
IIL B, = (1,2,3), B, = (2, 1, 4), B, 3,4, 1), B, (4 3,2);
IV. Cy = (1,2,4), Co = (2,1,3), Cs = (3,4, 2), C; = (4,3, 1).

Die zweite Klasse besteht aus drei Elementen der Ordnung 2, wihrend die dritte und vierte
Klasse je vier Elemente der Ordnung 3 enthalten. Das Produkt zweier Elemente der zweiten
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Klasse ergibt, wie man leicht bestétigt, wieder ein Element der zweiten Klasse. Da alle Ele-
mente der Ordnung 2 in der zweiten Klasse liegen, bilden diese drei Elemente zusammen mit
dem Einselement einen Normalteiler der betrachteten alternierenden Gruppe. Dieser hat die
Ordnung 4 und den Index 3 in der alternierenden Gruppe. Man bestiitigt leicht, daB die Menge
der Elemente B; der dritten Klasse mit einer der Nebenklassen nach diesem Normalteiler zu-
sammenfillt, und die Elemente C; mit einer anderen Nebenklasse. Man sieht auch sofort, daB
das Produkt zweier Elemente der dritten Klasse ein Element der vierten Klasse und das
Produkt zweier Elemente der vierten Klasse ein Element der dritten Klasse ergibt. In der
Faktorgruppe entspricht dem obigen Normalteiler das Einselement E. Es seien 4 und B zwei
andere Elemente der Faktorgruppe. Aus dem oben Gesagten folgt unmittelbar, da8 42 = B
und B? = A gilt. Die aus den Elementen E, A und A? bestehende Faktorgruppe, wobei
A3 = E ist, ist also eine zyklische Gruppe der Ordnung 3.

Die Elemente E = (1, 2, 3) und (2, 1, 3) unserer alternierenden Gruppe bilden eine zyklische
Untergruppe der Ordnung 3. Diese Gruppe ist jedoch kein Normalteiler.

Wenn wir die Ecken eines Tetraeders in beliebiger Reihenfolge numerieren, so siecht man
leicht, daB die soeben betrachtete alternierende Gruppe fir » = 4 den Drehungen entspricht,
die das Tetraeder in sich selbst iiberfiihren. Jede Permutation bestimmt den Ubergang einer
Ecke in eine andere. Den Permutationen aus der dritten Klasse entsprechen Drehungen um

eine der Achsen des Tetraeders um den Winkel 2?7: und den Permutationen der vierten Klasse

die Drehungen in der entgegengesetzten Richtung um dieselben Achsen und den gleichen
Winkel. So entsprechen z. B. den Permutationen (1, 2, 3) und (2, 1, 3) die Drehungen um die
Achse, die durch die Ecke mit der Nummer 4 geht. Den Permutationen aus der zweiten Klasse
sind solche Drehungen des Tetraeders zugeordnet, die keine Ecke fest lassen.

Mén kann beweisen, da8 die alternierende Gruppe fir » > 4 einfach ist.

3. Ist eine abelsche Gruppe & und eine beliebige Untergruppe $ von @ gegeben, so erhalten
wir bei beliebiger Wahl der Elemente H, aus § und G, aus @& die Beziehung G,H, = H,G,,
d.h. G,H,G,! = H,. Daraus ersicht man unmittelbar, da8 H, Normalteiler ist. Somit ist
jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ein Normalteiler.

Als Beispiel betrachten wir die additive Gruppe & der Vektoren im R,, von der wir bereits
in [49] gesprochen haben. Als Untergruppe § nehmen wir Vektoren aus einem Unterraum
L; des R, (0 < k < n). Die Nebenklassen erhélt man, wenn man zu einem beliebigen Vektor ¢
aus R, alle Vektoren des Unterraums L; addiert.

Gehért ¢ zu L, so fillt die Nebenklasse mit der Untergruppe $ zusammen. Wir fithren in
L, und in dem komplementiren Raum M, _; Basisvektoren (), ), ..., x® bzw. g(*), ...,
™ ein. Wie bemerkt, besteht jede Nebenklasse aus den Vektoren

W 4 cx® 4 oo CkE(k) + GH]E(E+1) + o ™,

wobei die ¢y, ..., ¢y fest sind, wahrend die ¢, ¢, ..., ¢; beliebige Werte annehmen kénnen.

So kann man jede Nebenklasse durch einen bestimmten Vektor aus M,,_, darstellen, und
umgekehrt entspricht jedem Vektor aus M, _; eine bestimmte Nebenklasse. Der Addition
zweier Vektoren aus verschiedenen Nebenklassen entspricht die Addition der ihnen zugeord-
neten Vektoren aus M,_;. Mit anderen Worten, die Elemente der Faktorgruppe kann man als
Vektoren aus M,_; betrachten, wobei die Gruppenoperation (Addition von Vektoren) erhalten
bleibt. In diesem Beispiel sind die Ordnung des Normalteilers § und sein Index Unendlich.

60. Isomorphe und homomorphe Gruppen. Zwei Gruppen % und B heifien
tsomorph, wenn man zwischen ihren Elementen eine Zuordnung herstellen kann,
die jedem Element aus % ein bestimmtes Element aus 8 und umgekehrt jedem
Element aus B ein bestimmtes aus % zuordnet (eineindeutige Zuordnung), wobei
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dem Produkt zweier Elemente aus 9 das Produkt der entsprechenden Elemente
aus B entspricht und umgekehrt. Sind % und B abstrakte Gruppen, so haben
sie dieselbe Struktur und sind im Grunde nicht voneinander verschieden.

Wir definieren jetzt einen neuen Begriff, der den Begriff der Isomorphie von
Gruppen verallgemeinert. Eine Gruppe B heit zur Gruppe U homomorph, wenn
sich jedem Element aus 9 ein bestimmtes Element aus 8 zuordnen 1aBt, so daf3
jedes Element aus 8 mindestens einem Element aus % entspricht und dabei das
Produkt zweier Elemente aus % in das Produkt der zugeordneten Elemente aus 8
iibergeht. In diesem Fall braucht im Gegensatz zur Isomorphie von Gruppen die
Zuordnung nicht eineindeutig zu sein, d. h., ein und dasselbe Element von 8 kann
auch mehreren verschiedenen Elementen von ¥ entsprechen. Ist 8 homomorph zu
% und entspricht auch jedem Element aus 8 genau ein Element aus %, so sind diese
Gruppen sogar isomorph. Falls den Elementen 4, und 4, aus ¥ die Elemente B,
und B, aus B efitsprechen, so gilt nach Definition der Homomorphie, da8 dem Ele-
ment 4,4, aus A das Element B, B, aus B zugeordnet-ist.

Es sei 4, das Einselement aus % und B8, das ihm zugeordnete Element aus 8.
Man kann leicht zeigen, da8 B, Einselement von B ist. Fiir beliebiges 4, aus % gilt
namlich die Gleichung

A4, =A4,4,=4,,
die zu der Gleichung der entsprechenden Elemente aus B fiihrt:
ByB, = B, B, = B;

dabei kann nach der Definition der Homomorphie B, ein beliebiges Element aus 8
sein. Die letzte Gleichung zeigt, daB B, Einselement von 98 ist. Also entspricht in
isomorphen und homomorphen Gruppen dem Einselement aus Y das Einselement
aus B.

Wir nehmen jetzt zwei zueinander inverse Elemente 4, und A4,-! aus %. Es seien
B, und B, die entsprechenden Elemente aus 8. Die Gleichung 4,4, = 4,714,
= A,, wobei 4, Einselement ist, ergibt nach Definition homomorpher Gruppen
die Beziehung B, B, = B, B, = B,. Dabei ist nach dem Vorhergehenden B, das
Einselement und daher B, = B}, d. h. zueinander inversen Elementen aus A
entsprechen zueinander inverse Elemente aus 8.

Wir setzen nun voraus, unsere Gruppen seien homomorph, aber nicht isomorph.
Wir betrachten die Menge der Elemente C, in der Gruppe ¥, die dem Einselement
B, aus B entsprechen. Wenn C, dem Element B, entspricht, dann entspricht C,;!
nach dem Vorangehenden Bj! = B,. Jedem Produkt C, C,, entspricht ByB,
= B,. Also bildet die Menge der Elemente C, von %, die dem Einselement aus 8
entsprechen, eine Untergruppe € von %.

Wir zeigen, daB diese Untergruppe Normalteiler ist. Ist ndmlich 4, ein be-
liebiges Element aus % und 98, das entsprechende Element aus %, so entspricht
jedem Element der Form 4, C, 4-! in B ein Element B, By B,1, d. h., auf Grund der
Eigenschaft des Einselementes entspricht jedem Element 4,C,A4,-! das Einsele-
ment aus B. Jedes Element A4, C, 4, ! ist also wieder eines der Elemente C,, gehért
also zur Untergruppe €. Folglich ist diese Untergruppe Normalteiler. Wir betrach-
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ten jetzt eine Einteilung der Gruppe % in Nebenklassen
C,, A,C,, AyC,, .... (44)

Es sei B, das A, entsprechende Element. Wir nehmen zwei zur gleichen Neben-
klasse gehérende Elemente A4,C, und A4,C,,. Ihnen entsprechen die Elemente
BB, und B, B,, d. h. ein und dasselbe Element B, aus 8.

Den Elementen aus verschiedenen Nebenklassen 4,C, und 4,C, entsprechen
Elemente B, und B;. Wir zeigen, da B, und B, verschieden sind. Wiren sie
nidmlich einander gleich, so wiirde dem Element A,-! 4, das Einselement B, aus B
entsprechen, d. h. 4,714, miiBte eines der Elemente C, sein. Wir hiatten 4,14,
= C,, und somit 4, =A4,C,,, was jedoch (44) widerspricht. Ist also B homomorph
zu N, so bildet die Menge der Elemente C aus U, die dem Einselement aus B entsprechen,
einen Normalteiler, und jede Nebenklasse nach diesem Normalteiler stellt die Menge
aller Elemente aus U dar, denen ein und dasselbe Element aus B entspricht. Aus der
Definition der Homomorphie von Gruppen folgt iiberdies unmittelbar: Dem Pro-
dukt zweier beliebiger Elemente aus verschiedenen (oder gleichen) Nebenklassen
entspricht das Produkt derjenigen Elemente aus B, die diesen Nebenklassen zu-
geordnet sind. Mit anderen Worten, jeder Nebenklasse aus % entspricht ein be-
stimmtes Element aus B, verschiedenen Nebenklassen entsprechen verschiedene
Elemente aus B. Diese Zuordnung stellt einen Isomorphismus zwischen 8 und der
Faktorgruppe nach C; in ¥ her.

Als Beispiel nehmen wir wieder die Gruppe der reellen orthogonalen Trans-
formationen im dreidimensionalen Raum und ordnen jeder dieser Transformatio-
nen diejenige Zahl zu, die gleich der Determinante der Transformation ist. Wir
definieren die Multiplikation in der Menge dieser Zahlen in der iiblichen Weise
als Multiplikation von Zahlen. In diesem Fall ist unsere Gruppe homomorph der-
jenigen Gruppe, die ausden beiden Elementen + 1 und — 1 besteht, fiir die die Mul-
tiplikation in der iiblichen Weise als Multiplikation von Zahlen erklirtist. Die Rolle
des Einselementes spielt - 1. In diesem Beispiel ist der Normalteiler die Drehungs-
gruppe.

Ist B8 homomorph, aber nicht isomorph zu ¥, so wird die Menge aller Elemente
von %, denen das Einselement aus B entspricht, gewohnlich der Kern des Homo-
morphismus genannt. Wir sahen, daB der Kern des Homomorphismus Normal-
teiler von ¥ ist.

61. Beispiele.

1. Wir betrachten die Gruppe & der reellen orthogonalen Transformationen im dreidimensio-
nalen Raum, ordnen jeder Transformation den Wert ihrer Determinante zu und definieren als
Gruppenoperation fiir diese Zahlen ihre gewohnliche Multiplikation. Dabei ist die Gruppe &’,
die aus den Zahlen +1 und —1 besteht, bei der gewohnlichen Multiplikation dieser Zahlen
homomorph zu @. Das Einselement +1 von @&’ entspricht den Drehungen des dreidimensio-
nalen Raumes aus @. Diese Drehungen bilden einen Normalteiler, und die Faktorgruppe ist
eine zyklische Gruppe der Ordnung 2 [68].

2. In der z,y-Ebene betrachten wir ein gleichseitiges Dreieck mit den Ecken
1,0), (cos 120°, 8in 120°),  (cos 240°, sin 240°).

14 Smimow III/1
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Wir bilden die Gruppe ®, die aus den Drehungen der Ebene um die Winkel 0°, 120°, 240° um
den Ursprung, bei denen das Dreieck in sich selbst iibergeht, und aus einer Spiegelung der
Ebene beziiglich der 2-Achse mit einer anschlieBenden Drehung um die Winkel 0°, 120°, 240°
besteht. Das ist die Diedergruppe fir » = 3.

Wir schreiben fir die Elemente dieser Gruppe alle entsprechenden Matrizen auf:

1 1.z
—— 273
s=(oy) 4=(o_y) 2= 2 1 )
_ 1= 01
2V—2
- 1
T I A
C= 1 1 » D= 1 e 1 1
— =y el R T ~y3 =
2 ! 3 2 2 3! 2

Wenn wir zu dem in der Tabelle (34) aus [566] definierten Multiplikationsschema zuriickkehren,
so sehen wir, daB es gerade der Multiplikation der Matrizen entspricht, die unsere Gruppe
bilden. Oben sahen wir [59], daB dieses Multiplikationsschema auch zur symmetrischen Gruppe
der Permutationen von drei Elementen,

. E, 4=2,3), B=(,2), C=(1,3), D=(1,3,2), F=(1,23), (45)
gehort.

Ordnen wir die durch ein und denselben Buchstaben bezeichneten Elemente der beiden
Gruppen einander zu, so sind diese beiden Gruppen isomorph. Die Permutationen der Gruppe
(45) entsprechen den Permutationen der Ecken des obigen Dreiecks, wenn wir sie in ent-
sprechender Weise numericren.

Wie wir schon in [89] erwihnten, ist die Tetraedergiuppe isomorph zur alternierenden
Gruppe fir n = 4.

3. Man kann ein allgemeines Verfahren zur Konstruktion von Permutationsgruppen an-

geben, die zu einer gegebenen Gruppe & homomorph sind. Es sei § eine beliebige Untergruppe
der Gruppe & vom Index »n. Wir schreiben die ihr entsprechenden Nebenklassen auf:

b’ @S.l’ bsﬂ’ A4 %Sil—l'

Wenn wir jede dieser Nebenklassen von rechts mit einem beliebigen Element 8 aus @&
multiplizieren, so ergibt sich eine Permutation dieser Nebenklassen. Wir ordnen diese Permu-
tation dem gewiihlten Element S aus ® zu. Man kann leicht zeigen, daB sich so eine zu @
homomorphe Permutationsgruppe ¢’ ergibt.

Dem Element § aus & entspricht das Einselement aus &’ genau dann, wenn bei der Multi-
plikation von rechts mit S jede Nebenklasse in sich selbst iibergeht, d. h., wenn

H,8 = Hy und H,8;:8 = H,S; k=1,2,...,n—1)

ist, wobei H, ein beliebiges Element aus $ ist und Hz und H, ebenfalls zu § gehdren. Man
kann diese Gleichungen auch so schreiben:

8 =H1H,
und
8 = (8 H 8 (S 1 H, 8y),

und daraus folgt: Dem Element 8 entspricht das Einselement von &’ genau dann, wenn §
gleichzeitig  und allen konjugierten Untergruppen 8,19 S, angehért.
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Ist § Normalteiler von @, so vereinfacht sich diese Forderung dahingehend, daB 8 zu
gehort; in diesem Fall ist die Gruppe & zur Faktorgruppe isomorph. Besteht § nur aus dem
Einselement, so ist dic Gruppe @ isomorph zur Permutationsgruppe @', die man erhilt, wenn
man die Elemente der Gruppe & von rechts mit jedem Element S aus @ multlplmert Dies
filhrt zu einer Permutation der Elemente von &. Im folgenden werden wir ausfiithrlich die
Konstruktion von Gruppen linearer Transformationen betrachten, die zu einer vorgegebenen
Gruppe isomorph sind.

62. Stereographische Projektion. Nachdem wir die Darlegung der Elemente
der allgememen Gruppentheorie beendet haben, betrachten wir jetzt ein. spezielles
Beispiel einer Zuordnung zwischen Gruppen, das in der Physik eine grofle Rolle
spielt. Zuerst erkliren wir den Begriff der stereographischen Projektion. Es handelt
sich um ein Zuordnungsgesetz zwischen den Punkten einer Kugel und einer Ebene.

z
Y
N P
0 ¢
X
S Abb, 3

Wir betrachten den dreidimensionalen Raum mit den Koordinatenachsen X, Y, Z
und die Einheitskugel C mit dem Mittelpunkt im Ursprung. Es sei S der Punkt
mit den Koordinaten 0, 0, — 1 und M ein verinderlicher Punkt auf der Kugel
(Abb. 3). Die Gerade SM schneidet die x, y-Ebene in einem Punkt P. Lassen wir
diesen dem Punkt M entsprechen, so haben wir eine eineindeutige Zuordnung
zwischen den Punkten der Kugel C und den Punkten der z, y-Ebene. Dabei ent-
spricht dem Punkt § mit den Koordinaten 0, 0, — 1 auf der Kugel der unendlich
ferne Punkt der Ebene. Durch diese Zuordnung zwischen den Punkten is{ eine
stereographische Projektion der Kugel auf die Ebene gegeben.

Wir wollen ]etzt die Formeln herleiten, die diese stereographische Projektion
beschreiben. Es sei M N das Lot vom Punkt M auf die z-Achse. Da SO =1 ist,
gilt wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke

NM = (1 4+ ON)-OP. (46)

Bezeichnen wir mit z, y, z die Koordinaten des Punktes M und mit «, § die
Koordinaten von P, so erhalten wir

NM =(1+2)-0P

oder, wenn wir die Parallelenabschmtte OP und M N auf die X-Achse bzw die
Y-Achse projizieren,

= (14 2)a, !/=(1+Z)ﬂ- (47)

14%
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Die Gleichung x? + y* 4 22 =1 gibt uns eine quadratische Gleichung fiir z:
(6 + B (1 +2)2 422 = 1.

Losen wir diese auf, so erhalten wir

,_El— Y
T+ @+
Fiir alle Punkte («, 8) im Endlichen ist aber z > — 1, und daher miissen wir

in der letzten Formel -+ 1 nehmen. Nach (47) erhalten wir schlieSlich folgende
Ausdriicke fiir , y und z:

o 2x 2 1@+
B R G R S T e N

An Stelle der zwei reellen Koordinaten « und g in der Ebene fithren wir eine
komplexe Koordinate { = « 4 ¢ ein. Wenn wir, wie iiblich, mit £ die zu ¢ kon-
jugiert komplexe Zahl bezeichnen, kénnen wir obige Formeln in folgender Gestalt
schreiben:

x (48)

2¢ 28 1-uf
1+ Y=1x¢ 1422

Essei die komplexe Verianderliche £ als Quotient zweier komplexer Zahlen £ und 7
gegeben:

x— (49)

T+ iy =

(= (50)

P

Die Wertepaare & und ), die sich durch einen gemeinsamen Faktor unterscheiden,
d. h., alle Paare der Form k&, k7 und &, 9 ergeben ein und dasselbe £, also den-
selben Punkt der Ebene. Ein Wertepaar mit 7 == 0, £ =0 gibt den unendlich
fernen Punkt der Ebene. Die komplexen Zahlen ¢ und % heien homogene kom-
plexe Koordinaten der Ebene. Verwenden wir (50) und trennen Real- und Imagi-
nérteil voneinander, dann lauten die Formeln (49):

x=§1}+§71 y=1§n——§1'7 z=§§—m‘7
EE+ 7’ VEE+ 7 EE+ 7

Fiir beliebige komplexe Werte £ und 75 ergeben diese Formeln reelle z, y, 2, die
der Bedingung

P4yt 422 —1=0 (51,)

geniigen, was auch zu erwarten war, da der Punkt (z, y, z) auf der Einheitskugel
liegt.

2+ =0). (81)

63. Die Gruppe der unitiren Transformationen und die Bewegungsgruppe. Wir
betrachten jetzt eine unitidre Transformation der Verdnderlichen &, 7:

E'=a£+bn,}

52
n =cf 4 dn, 52)
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also eine lineare Transformation, fiir welche

EE + ' =EE+ 97 : (53)
ist. Die neuen Werte der Veranderlichen &', 5’ liefern einen neuen Punkt

xl — 5'11, + E’Z’., ’ lT 5’2’ — 5,1/ 2 = GIE, 7]' (54)
5151 +77’7]’ 2

EE 4+ EE + 'y
auf der Kugel.
Der absolute Betrag der Determinante €iner unitiren Transformation (52) ist
bekanntlich gleich Eins, mithin kann der Wert der Determinante in der Form et

dargestellt werden. Multipliziert man alle Koeffizienten der Transformation (52)
.9

. -t . . . . v . . 3
mit e 2, so erhalten wir eine unitdre Transformation mit der Determinante 1.

—iZ
Dabei multiplizieren sich auch ¢’ und " mit e 2. Dieser Faktor beeinfluBt aber
die GroBe ¢ nicht. Wir kénnen uns also auf die Betmchtung unitérer Transforma-
tionen beschrinken, deren Determinante gleich 1 ist, d. h.

ad —bc=1. (55)

Sogar bei dieser einschrinkenden Bedingung liefern zwei Transformationen, deren
Koeffizienten sich durch ihre Vorzeichen unterscheiden, Werte &' und »’, die sich
ebenfalls durch ihre Vorzeichen unterscheiden, und beide Transformationen fithren
zum gleichen Punkt {’.

Setzen wir in den Formeln (54) an Stelle von £’ und %’ ihre Ausdriicke (52) ein
und beachten die Bedingung (53), so sehen wir, dal wegen (51) die Verdnderlichen
2’, Y, ' sich als lineare homogene Polynome in z, y, z ausdriicken lassen. Wegen
(563) sind die Nenner in den Ausdriicken (51) und (54) gleich, und die Veranderlichen
z, y, z erfahren dieselben linearen Transformationen wie auch die Ausdriicke

w=¢§n+§7, v= % (En— &%), w=¢E—n7 (56)
bei einer unitiren Transformation (52). Im folgenden werden wir diese lineare
Transformation explizit herleiten.

Zuerst stellen wir die allgemeine Form einer unitéren Transformation (52) mit

der Determinante 1 auf. Aus der Unitaritdt der Transformation folgt zunédchst [28]:

at+bd =0, c¢cc+dd=1.

Wenn wir (55) mit ¢ multiplizieren und die erste der beiden obigen Bedingungen
verwenden, erhalten wir

—bdd —bet =¢

woraus wegen der zweiten Bedingung ¢ = —b oder ¢ = —b folgt. Ganz analog
kann man zeigen, daB d = @ ist. Alle unitéiren Transformationen mit der Deter-
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minante 1 lassen sich also in folgender Weise-schreiben:

[ b ,
& =at _+ n_ } 57)
n' = —b&+ ang.
Dabei sind @ und b beliebige komplexe Zahlen, die der Bedingung

ag +bb=1 (68)

geniigen.
In den neuen Verianderlichen erhalten wir fiir die Ausdriicke (56)

u 4 v =28y, w —iv =287, w =¢8F —n'y
oder unter Benutzung von (57)
w +iv =a? 28y — bF2 &7 — 2ab(EE — 7)),
w —iv = —b22Fy + a2 2 &7 — 2ab(5§—1]17),
w =ab2%y+ ab2¢&n + (ad@ — bb) (£8 — 97).
Beachten wir nun, da
2Fy = u + iv, 287 =u—1iv, EE—pj=w

ist, so erhalten wir, wenn wir die ersten beiden Gleichungen addieren bzw. subtra-
hieren, Ausdriicke fiir «’, v, w’ in u, v, w oderauch Ausdriicke fiir ', y’, z"inz, y, 2:

!

x

Il

(ST

(az-}—?—bz—ﬁ)x—i——;—(?—i-ﬁ—az—bz)y—(ab—}-tﬂ))z,

y’=%(a2+ﬁ—?—b2)x+%(a2+a_2+b’-l—l?)y—l—i(di)—ab)z, 59)
z =(ai)—|—&b)x+i(6b—a5)y+(ac’i—bl})z.

Jeder unitéren Transformation (57) entspricht eine gewisse Transformation der’
z, y-Ebene. Die stereographische Projektion ordnet dieser eine bestimmte Trans-
formation der Kugel zu. .

In Ubereinstimmung damit ist (59) eine reelle Transformation, durch die die
Gleichung

2+ Yttt =1
in die Gleichung

2?4y tt=1
iibergefiihrt wird.
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Nun dndert aber die lineare homogene Transformation (59) das konstante Glied 1
auf der rechten Seite nicht; somit bleibt auch die linke Seite der Gleichung bei
dieser Transformation erhalten, d. h.

x'z_f_yla_{_z'z =xz+yz+zz_

Alle diese Tatsachen kann man auch unmittelbar aus der Transformation (59)
selbst herauslesen. Die Formeln (59) stellen also reelle orthogonale Transforma-
tionen von drei Veridnderlichen dar. Wir zeigen jetzt, daf die Determinante von
(59) immer gleich + 1 ist. Diese Determinante ist eine stetige Funktion der reellen
und imaginiren Teile der komplexen Veranderlichen a und b, die den Bedingungen
(58) gentigen. Thr Wert ist stets + 1 oder — 1, und wegen der soeben erwiahnten Ste-
tigkeit muf sie entweder immer gleich + 1 oder immer gleich — 1 sein. Fiir a =1
und b = 0 ergeben die Formeln (59) die identische Transformation, deren Deter-
minante + 1 ist; also ist die Determinante der Transformation (59) immer gleich
+ 1. Daher ist die lineare Transformation (59) selbst eine Drehung des Raumes um
den Ursprung.

Wir zeigen jetzt, daB jede Drehung des Raumes in der Form (59) dargestellt
werden kann. Setzen wir namlich

t t
a=¢ %, a—e?, b=5b=0,

®
|
(=

Ay = (60)

?ﬂp

als Matrix einer unitiren Transformation, so ergeben die Formeln (59)
' =xzcosp — ysing,
Yy =zxsing + ycos g, (61)
=z,
wir erhalten also eine Drehung um die Z-Achse um den Winkel ¢.
Setzen wir jetzt

o ¥ i ¥ i ¥
a_a_cos2, b zsm2, b—zsm2,

d. h., nehmen wir

cos % — 1 8in -g
B, = (62)
—1 8in %’ cos 12’
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als Matrix einer unitdren Transformation, so ergeben die Formeln (59)
==z,
¥y =ycosy —zsiny, (63)
? =ysiny 4 zcosyp.

Dies ist eine Drehung um die X-Achse um den Winkel y.

Bekanntlich [20] kann man nun jede Drehung mit den Eulerschen Winkeln
{x, B, y} als Ergebnis einer Drehung um die Z-Achse mit dem Winkel «, einer an-
schlieBenden Drehung um die neue X-Achse mit dem Winkel 8 und einer darauf-
folgenden Drehung um die neue Z-Achse mit dem Winkel y erhalten.

Bezeichnen wir mit Z,, die der Transformation (61) entsprechende Matrix dritten
Grades und mit X, die Matrix der Transformation (63), so wird die Drehung um
die Z-Achse um den Winkel x durch die Matrix Z, bewirkt. Dabei erhilt man die
neue X-Achse aus der urspriinglichen mit Hilfe derselben Matrix. Die Drehung um
die neue X-Achse um den Winkel g wird dann, wie man leicht sieht, durch die
Matrix Z,X;Z,* bewirkt, und die ersten beiden Drehungen ergeben sich mittels
der Matrix

Z.X32,1Z, = Z,X;.

In derselben Weise erhilt man die Drehung um die neue Z-Achse um den
Winkel y durch die Matrix

(Z4X5)Zy(Z: Xp)",

so daB schlieflich die Drehung mit den Eulerschen Winkeln {«, 8, ¥} durch die
Matrix

(2uXp)Zy(ZuXp)(ZaXp)
oder

Z.X,2, (64)

ausgedriickt wird.

In den vorangehenden Uberlegungen benutzten wir folgende offensichtliche Tat-
sache: Bewirkt Z,, die Drehung um den Winkel ¢ um eine beliebige durch den Ur-
sprung gehende Achse ! und fiithrt die Matrix M die Achse [ in eine Achse I, iiber,
g0 wird die Drehung um !, um den Winkel ¢ durch die d4hnliche Matrix

MZ, M
bestimmt.
Sind 4, und 4, zwei unitidre Transformationen (57), denen die orthogonalen
Transformationen (59) U, und U, entsprechen, so entspricht dem Produkt 4,4,

offenbar das Produkt U,U,. Wegen (64) erhdlt man also jede Drehung {«, 8, ]
des Raumes durch eine unitire Matrix, die das Produkt dreier unitirer Matrizen

ist:
e”i? 0 cos g —1isin g e-i% 0
B (65)
ie —isin g cos B oz

0 e? 2 2 0 e?



63. Die Gruppe der unitiren Transformationen und die Bewegungsgruppe 217

Jeder unitiren Transformation entspricht also eine bestimmte Drehung des
. dreidimensionalen Raumes, und man erhalt so auch alle Drehungen. Dem Pro-
dukt zweier unitirer Transformationen ist das Produkt der entsprechenden
Drehungen zugeordnet, d. h., die Formeln (59) bestimmen einen Homomorphismus
zwischen der Gruppe der unitiren Transformationen mit der Determinante 1 und
der Drehungsgruppe des dreidimensionalen Raumes.

Wir untersuchen jetzt, welche unitiren Transformationen die identische Trans-
formation, also das Einselement der Drehungsgruppe, ergeben. Aus der dritten
Formel (59) folgt

ab =0, aid —bb=1,

dahermuB |a| =1 und b = 0 sein. Setzen wir dann a = e, so ergibt die erste
Formel von (59)

% (62 + e—i20) = 1.

Daraus folgt unmittelbar ¢ =0 oder ¢ =#, d. h,, a = +1.
Auf diese Weise erhalten wir zwei unitire Transformationen mit den Matrizen

10 —1
01 0 —1

denen das Einselement der Drehungsgruppe entspricht.

Wir nehmen nun an, daf zwei Matrizen U und V¥ ein und dieselbe Drehung er-
geben. Dann ergibt V-1 U die identische Transformation in der Gruppe der Drehun-
gen des Raumes, d. h.,es gilt V-1U = E oder V-'U = —E, d. h.,, U =V oder
U = —V. Das Minuszeichen vor einer Matrix zeigt an, dal bei allen Elementen
das Vorzeichen geindert werden muB. Aus den vorangehenden Uberlegungen folgt,
daB die unitiren Transformationen (57) nur dann dieselbe Drehung des Raumes
bewirken, wenn sie sich hdchstens durch ihr Vorzeichen unterscheiden. Umgekehrt
unterscheiden sie sich hchstens durch ihr Vorzeichen voneinander, so ergeben sie,
wie wir soeben erwiahnt haben und wie aus Formel (59) folgt, die gleiche Drehung
des Raumes. Wir konnen somit abschlieBend formulieren: Die Drehungsgruppe des
Raumes ist homomorph zur Gruppe der unitiren Transformationen (57) mit der Deter-
minante 1. Man erhdlt genav dann ein und dieselbe Drehung, wenn die unitiren
Matrizen sich hichstens durch thr Vorzeichen unterscheiden.

Die Matrizen E und — E bilden in der Gruppe @& aller unitiren Transformationen
(57) mit der Determinante 1 einen Normalteiler §. Jede Restklasse nach diesem
Normalteiler § besteht aus zwei Elementen G; und — G,, wobei G, ein beliebiges
Element der Gruppe ist. Aus dem oben Gesagten folgt unmittelbar, dal die
Drehungsgruppe zur Fakiorgruppe von & nach © tsomorph ist.

Die Formeln (59) enthalten zwei komplexe Parameter g und b, die der Beziehung
(58) geniigen. Jeder dieser beiden komplexen Parameter enthdlt nun zwei reelle
Parameter

a =a, + 18y, b =10, + ib,,



218 I1I. Elemente der Gruppentheorie und lineare Darstellungen von Gruppen

und die Beziehung (58) ist é:quivaient mit

a+ a® 4 0,2 4 b, = 1.

Somit enthalten die Formeln (59) vier reelle Parameter, die einer Beziehung ge-
niigen, d. h., (59) enthilt drei unabhéngige reelle Parameter, wie das fiir die Dre-
hungsgruppe der Fall sein mufl. Die Parameter ¢ und b werden gewdhnlich
Cayley-Kleinsche Parameter genannt. Es ist nicht schwer, sie durch die Eulerschen
Winkel auszudriicken. Multipliziert man die drei unitiren Matrizen (65) mit-
einander, so erhilt man, wie wir oben gesehen haben, diejenige unitdre Matrix, die
der Drehung mit den Eulerschen Winkeln («, 8, ¥} entspricht. Fiihren wir nun
diese Multiplikation durch, so erhalten wir fiir @ und b die folgenden Ausdriicke:

a2t ﬂ I il

a=e T ocosg, b= —ie ® sin . (66)

Andert man einen der Winkel & oder y um 22, so &ndern zwar @ und b beide ihr
Vorzeichen, die Drehung aber bleibt, wie oben gezeigt, dieselbe.

64. Die allgemeine lineare Gruppe und die Lorentz-Gruppe. Soeben haben
wir einen engen Zusammenhang zwischen der unitdren Gruppe in zwei Verdnder-
lichen und der Drehungsgruppe des dreidimensionalen Raumes hergestellt. Ganz
analog kann man nun auch eine Verbindung herstellen zwischen der allgemeinen
linearen Gruppe in zwei Verdnderlichen mit der Determinante 1 und der Lorentz-
Gruppe.

Hierzu fithren wir vier neue Verdnderliche z,, z,, z;, z, durch den Ansatz

=4 =2 =%
=z YTz T (67)
ein. Gehen wir damit in die Formeln (51) fiir die stereographische PrOJektlon ein,
80 kommen wir zu folgenden Formeln:
o _Ente om _1En -4 m_ fE—wm
Zy  EE+mE’  wy P EE+mMT’ m  EE4T
Da die x; nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt sind, kénnen wir

xy = EE + 7], z, =&n + &7,

1 z 68
=< (En— 7). 2 =48 — 07 o

setzen.

Die fritheren Verénderlichen geniigten der Relation (51,). Nach (67) stehen alse
die durch (68) definierten neuen Verinderlichen fiir beliebige komplexe & und % zu-
einander in der Beziehung

z® + 22 + 2 — 72 = 0. (6?)

_Wendet man auf £ und 7 eine unitiare Transformation an, so bleibt der Ausdruck
&£ + 17 ungeindert, also bleibt gemiB (68) die Verdnderliche x,, die jetzt die
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Zeit ausdriickt, ungedndert. Damit erhalten wir eine Drehung des dreidimensio-
nalen Raumes. Wir lassen jetzt die Forderung, daB die Transformation unitir
sein soll, fallen und betrachten die allgemeine Gruppe der linearen Transformationen

E'=a£+bv),}
n =cé&+dy.

Analog zum Fall der unitiren Transformationen bilden wir die Ausdriicke

(70)

x,+l'm2=2§17, xl—ix2=251_},} ‘ (71)

zo 4 23 = 2 &E, Ty — 23 =27n7.
Fiir die neuen Verdnderlichen &', 7’ ergeben sich neue x':
x!, + ixal = 2 g’f]', xl' it ixgl == 2 5'77,
x + 7y =28, ) —a =277
Setzen wir hier fiir &' und 7’ die Ausdriicke (70) ein und benutzen (71), so er-
halten wir
x4 ixy’ = ad(2, + ix,) + be(xy — i) + G (g + 25) + bd (%, — @),
@) — iz = b (2 + 1%,) + ad (%, — ix,) + aC (%o + 2,) + bd (o — 3),
zy + 2’ = ab(x, + i7,) + ab(®, — i%y) + & (X + 25) + bb(x, — 73),
Zy — xy =td(x, + i%,) + cd (2, — i%3) + cT (2o + 25) + dd (X0 — 25).

(72)

Daraus erhilt man fiir die z', unmittelbar lineare Ausdriicke in den a; mit reellen
Koeffizienten, die wir aber nicht explizit aufstellen wollen. Addiert man die letzten
beiden Gleichungen aus (72), so wird in dem Ausdruck fiir x,” der Koeffizient von

x, gleich — (aa + bb + ¢t + dd), d.h., dieser Koeffizient fillt immer positiv aus.

Die neuen Verinderlichen z;’ erfiillen ebenso wie die ursprunghchen z; die Glei-
chung

2% 4 2,2 + 23" — 22 = 0. (73)

Ersetzt man auf der linken Seite dieser Gleichung die x;’ durch ihre Ausdriicke
in den z;, so muB die Gleichung (69) herauskommen. Jedoch kann sich dabei die
linke Seite von (69) von der linken Seite von (73) noch durch einen konstanten
Faktor unterscheiden. Es gilt also dann

22 4 2y 3y — 2% = k(2 4 2? + 2g? — x?),

wobei k irgendeine Konstante ist. Benutzt man nun die vorangehenden Formeln
und beachtet, daB8

2,2 4 2,3 + 238 — 32 = (& + i2) (@) — i7y) — (@ + ) (@ — )
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ist, so zeigt man leicht,dal k£ = (ad — bc) (ad — bc) |ad — bc|? ist. Im Fallder
Lorentz-Transformation, fiir die £ = 1, also

't 2 4 2% — zy? = x® + 2, + 2 — z? (74)

gilt, muB man die lineare Transformation (70) so wihlen, daB der absolute Betrag
ihrer Determinante gleich 1 ist. Dann 148t sich der Wert dieser Determinante auf
die Form e bringen Multipliziert man wie friiher alle Koeffizienten der Transfor-

—iZ
mation (70) mit e i , 80 Andern sich die durch (68) bestimmten Gré8enz,’, z,’, z5',

x, nicht, da die Formeln (68) nur Produkte aus einer der Gré8en &', ' mit einer

der GroBen 7,7’ enthalten. Andererseits wird durch die Multiplikation die Deter-
minante der Transformatlonen zu 1.

Wir beschrinken uns im folgenden auf Transformationen (70), deren Deter-
minante gleich 1 ist:

ad —bec =1. (75)

Wie im vorigen Abschnitt konnen wir zeigen, da8 die lineare Transformation,
die diex;’ durch die «; ausdriickt, die Determinante + 1 besitzt. AuBerdem erinnern
wir daran, da8 in ihr der Koeffizient von z,in dem Ausdruck fiir 2’ stets positiv ist,
d. h. also: Die Transformation hat die Determinante + 1 und éndert die Richtung
der Zeitachse nicht; sie ist also eine positive Lorentz-Transformation.

Fassen wir zusammen: Eine lineare Transformation ergibt unter der Bedingung
(75) eine positive Lorentz-Transformation. Diesen Begriff hatten wir in [54] ein-
gefiihrt.

Wie im vorigen Abschnitt stellen wir uns jetzt die Frage, ob man durch die
Formeln (72) auch jede positive Lorentz-Transformation erhalten kann. Wie dort
sieht man, daBl dem Produkt zweier linearer Transformationen (70) das Produkt
der zugeordneten Lorentz-Transformationen entspricht. Genauer gesagt : Sind 4, B
zwei lineare Transformationen (70), denen durch (72) die Lorentz-Transforma-
tionen 7,, T, zugeordnet gind, so entspncht dem Produkt B A die Lorentz-Trans-
formation T,T;. Wie wir in [64] gesehen haben, kann jede positive Lorentz-
Transformation auf die Form

T=V8U

gebracht werden, wobei U und ¥ Drehungen des dreidimensionalen Raumes sind
und S eine positive Lorentz-Transformation von zwei Veridnderlichen bedeutet.
Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnitts 148t sich jede Drehung aus einer
unitdren Transformation der Form (70) mit der Determinante 1 gewinnen. Es
bleibt also nur noch zu zeigen, da man auch jede positive Lorentz-Transformation
von zwei Verdnderlichen aus einer geeigneten linearen Transformation (70) nach
Formel (72) erhalten kann. Vergleicht man (74) mit (21) aus [54], so sieht man,
daB wir jetzt ¢ = 1 annehmen miissen und die Formeln (17) aus [54] fiir die posi-
tive Lorentz-Transformation von zwei Verdnderlichen die folgende Gestalt er-
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halten:
’ —VZy + 3 ' Lo — VI3

oy = St B Fo VO (76)

: ]/1 — 2 0 y1 — v?
z' ==y, Ty =,

Wir setzen
1

u >1

=
und betrachten spezielle lineare Transformationen (70) der Gestalt

1
S':lf’ 77'="l"7)

mit konstantem reellem /. Die Determinante dieser linearen Transformationen ist
offenbar gleich 1. Es gilt auflerdem a =1, d = % und b =c¢ = 0. Gehen wir
damit in die Formeln (72) ein, so bekommen wir gerade die Transformation (76),
wenn ! den folgenden Gleichungen geniigt:

A 1 ;2 1
gt =" 3 @ - "™
Aus den letzten Gleichungen ergibt sich 2> =u 4 }Ju?—1, und zwar muB, da-

mit auch die zweite Gleichung erfiillt ist, im Fall v > 0 das Vorzeichen im Aus-
druck fiir /2 so bestimmt werden, daB 12 < 1 ist; fiir v << 0 wiahlt man es so, daf
12 > 1 ist. Damit ist die zweite Bedingungsgleichung erfiillt. Zieht man nun die
Wurzel, so erhalt man zwei Werte fiir !, die sich nur durch ihr Vorzeichen unter-
scheiden. Wir konnen also abschlieend feststellen : Die Gruppe der linearen Trans-
formatsonen (70) mit der Determinante 1 ist homomorph zur Gruppe der positiven
Lorentz-Transformationen. Der Homomorphismus wird durch die Formeln (72) be-
schrieben. Wie im vorigen Abschnitt ist dieser Homomorphismus kein Isomorphis-
mus, d. h., verschiedene Transformationen (70) kénnen sehr wohl auf ein und die-
selbe Lorentz-Transformation fithren. Die Formeln (72) zeigen unmittelbar, daf3
die identische Transformation der Lorentz-Gruppe aus zwei linearen Transforma-
tionen mit den Matrizen

10 -1 0
E=(01)’ s:( 0_1)=*E

hervorgeht. Wie im vorigen Abschnitt kommen wir also zu dem Ergebnis: Jede
Transformation der Lorentz-Gruppe geht aus genau zwes verschiedenen Transfor-
mationen (70) hervor, deren Koeffizienten sich durch ihre Vorzeichen voneinander unter-
scheiden.

Genauso wie in [63] bilden die Elemente £ und —E einén Normalteiler § in der
Gruppe aller linearen Transformationen mit der Determinante 1, und die Gruppe
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der positiven Lorentz-Transformationen ist der Faktorgruppe nach diesem Normal-
teiler i.somorph.

Die linearen Transformationen (70) enthalten vier komplexe Koeffizienten, die
miteinander durch die Beziehung (75) verkniipft sind. Somit enthalten die For-
meln (72) drei freie komplexe Parameter oder, anders ausgedriickt, sechs freie reelle
Parameter.

§ 6. Lineare Gruppendarstellungen

65. Darstellung von Gruppen durch lineare Transformationen. Es sei ¢ eme
beliebige Gruppe mit den Elementen G,, und jedem Gruppenelement G, sei ein-
deutig eine Matrix A, zugeordnet. Dabei sollen die 4, Matrizen ein und desselben
Grades mit von Null verschiedenen Determinanten sein. Entspricht dabei jedem
Produkt G,,G,, die Matrix 4, 4,, so sagt man, daB die Matrizen 4, bzw. die
ihnen entsprechenden linearen Transformationen eine lineare Darstellung der
Gruppe @ bilden. Ist G, das Einselement von & und 4, die ihm entsprechende
Matrix, so muBl wegen G,G, = G, auch A,4, = A, gelten. Multipliziert man
beide Seiten von rechts mit 4,71, so ergibt sich 4, = I, d. h., dem Einselement
muB die Einheitsmatrix entsprechen. Sind G,,, G,, zueinander inverse Elemente und
4., A,, die ihnen entsprechenden Matrizen, so folgt aus G,,G., = G, die Glei-
chung 4,4, =1, d. h, inversen Gruppenelementen entsprechen inverse Ma-
trizen. Aus dem Dargelegten folgt unmittelbar, daB die Matrizen A, (bzw. die ihnen
entsprechenden linearen Transformationen) eine zu & homomorphe Gruppe U
bilden. Entsprechen verschiedenen Elementen der Gruppe auch verschiedene Ma-
trizen, so ist ¥ nicht nur homomorph, sondern sogar isomorph zu @&. In diesem
Fall spricht man von einer treuen linearen Darstellung.

Andernfalls bildet die Gesamtheit der Elemente von @&, denen die Einheits-
matrix in A entspricht, einen Normalteiler von @&, und % ist isomorph der Faktor-
gruppe von @ nach diesem Normalteiler [57].

Ist die Gruppe © selbst eine Gruppe linearer Transformationens so bildet sie
offenbar eine der moglichen linearen Darstellungen von sich.

Wir fiigen noch eine Bemerkung iiber die obige Definition der linearen Dar-
stellung an. Es sei uns bereits bekannt, daf jedem Element @, eindeutig eine
Matrix 4, und dem Produkt von Elementen das Produkt der zugeordneten Ma-
trizen entspricht; jedoch sei noch unbekannt, ob die Determinanten der Matrizen
A, von Null verschieden sind oder nicht. Wir zeigen nun: Wenn fiir irgendein 4,,
die Determinante D(4,,) gleich Null ist, so verschwinden alle D(A4,). In der Tat,
mit A4, durchliduft auch 4, 4, die Gesamtheit aller Matrizen, die irgendwelchen
Gruppenelementen entsprechen [56]. Nun gilt aber D(4,,4.) = D(4,,)D(4.).
Dieses Produkt ist aber fiir alle 4, gleich Null, weil nach Voraussetzung der erste
Faktor verschwindet. Eine eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen G, einer
Gruppe & und Matrizen 4, gleichen Grades, bei der dem Produkt von Gruppen-
elementen das Produkt der zugeordneten Matrizen entspricht, ist also bereits dann
eine lineare Darstellung von &, wenn wenigstens eine der Determinanten D(4,)
von Null verschieden ist; z. B. reicht es schon aus, zu wissen, daB dem Einselement
von @ die Einheitsmatrix in A4 entspricht.
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Es sei nun X eine beliebige Matrix mit nichtverschwindender Determinante vom
gleichen Grad wie 4,. Dann gilt

(XA, X1) (XA, X)) = XA, 4, X,

also bilden auch die Matrizen X 4,X-! eine lineare Darstellung von &. Zwei
solche konjugierte Darstellungen werden dguivalent genannt. Ist » der Grad der
Matrizen 4,, so laBt sich die Gruppe U als eine Transformationsgruppe des »-di-

mensjonalen Raumes auffassen. Sind namlich z,,z,,...,z, die Komponenten
eines Vektors € des n-dimensionalen Raumes, so kénnen wir
t = A (77)
setzen.
Der Ubergang zu einer dquivalenten linearen Darstellung
' =X4,X1y (78)

bedeutet dann, wie wir bereits wissen [25], daB in dem oben betrachteten Raum
neue Koordinatenachsen eingefiihrt werden, wobei die newen Koordinaten durch

(yl’yh""’yn)=X(xl;x2"-"xn) (79)

aus den alten hervorgehen.

In diesem neuen Koordinatensystem driicken sich unsere linearen Transforma-
tionen durch Formel (78) aus, d. h., man erhilt die dquivalenten Darstellungen,
indem man einfach gemiB (79) neue Koordinatenachsen einfithrt. Wir bezeichnen
die Vektoren (z,, x,, ..., z,), die in (77) eingehen, als Objekte der linearen Dar-
stellung. Der Ubergang zu einer dquivalenten linearen Darstellung bedeutet also
nichts anderes als den Ersatz der alten Objekte der linearen Darstellung durch
neue mit Hilfe einer linearen Transformation (79) mit nichtverschwindender Deter-
minante.

Es seien nun zwei lineare Darstellungen einer Gruppe & durch die Matrizen 4,
des Grades n bzw. B, des Grades m gegeben. Wir bilden nun die (» + m)-reihigen
quasidiagonalen Matrizen

A, 0)

[4.,B.] = (0 5

(80)

Nach der Multiplikationsregel fiir quasidiagonale Matrizen erhalten wir
[Al-’ B‘t] [Aﬂl’ Ba.] = [Aa.Aa‘, Ba.le] .

Also bilden auch die Matrizen (80) eine lineare Darstellung der Gruppe &. All-
gemein kann man mehrere Darstellungen einer Gruppe & durch die Matrizen 4,,
B,,C, zu einer neuen Darstellung zusammensetzen, dal man quasidiagonale Ma-
trizen der Gestalt

A, 0 0
D,=[A.,,B,,C,]=|0 B, 0 (81)
0 0C,

bildet.
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Wir bemerken nun folgendes: Geht man zu einer dquivalenten Darstellung durch
die Matrizen X D, X! iiber, so geht im allgemeinen die quasidiagonale Gestalt der
Matrizen verloren, und man kann der neuen Darstellung nicht unmittelbar an-
sehen, ob sie bis auf Aquivalenz aus anderen Darstellungen geringerer Dimensions-
zahl nach (81) zusammengesetzt ist. Besitzt nun eine lineare Darstellung D, die
rein quasidiagonale Gestalt (80), so zerfallt sie in mehrere lineare Darstellungen
4., B, von geringerer Dimensionszahl, d. h. in Darstellungen durch Matrizen klei-
neren Grades. In diesem Fall heiBt die lineare Darstellung zerlegt. Wenn eine
lineare Darstellung E, nicht quasidiagonale Form besitzt, jedoch eine zu ihr dqui-
valente Darstellung diese Gestalt hat, so heilt die Darstellung zerlegbar. Besitzt
schlieBlich weder die Darstellung selbst noch irgendeine zu ihr dquivalente Dar-
stellung Quasidiagonalform, so heiBt sie unzerlegbar.

Wir geben einige hinreichende Kriterien fiir die Zerlegbarkeit von Darstellungen
an. Eine lineare Darstellung werde durch Matrizen 4, vom #n-ten Grade gebildet,
die eine lineare Transformation der Veranderlichen z,, z,, ..., 2, bewirken. Wir
nehmen an, alle 4, seien unitér, und der Unterraum R’; der von den ersten k£ Koor-
dinatenachsen aufgespannt wird, gehe bei allen linearen Transformationen A4, in

sich iiber, d. h., aus Zp,; =4,y =--- =2z, =0 folge 2 1 =2} o =--- =2," =0.
Mit anderen Worten, alle Matrizen A, sollen die Form
A' N
a a 2
(5 42) (62)

haben, wobei A,’ eine Matrix k-ten Grades, 4, eine Matrix (n — k)-ten Grades ist
und in der linken unteren Ecke in dem rechteckigen Kastchen mit (n — k) Zeilen
und k Spalten lauter Nullen stehen. Wir betrachten nun den Unterraum R", der
durch die letzten » — k Koordinatenachsen aufgespannt wird. Er besteht aus den-
jenigen Vektoren des n-dimensionalen Raumes, die zu allen Vektoren des Unter-
raumes R’ orthogonal sind. Da nun alle linearen Transformationen A4, den Unter-
raum R’ in sich transformieren und da, weil alle 4, unitér sind, die Orthogonalitédt
von Vektoren erhalten bleibt, geht jeder Vektor aus R’ bei Anwendung einer
Transformation A, wieder in einen Vektor aus R” iiber. Mit anderen Worten, aus
T =2y =+ =x, =0 folgt auch z," =2," =-... =z, =0, und hieraus un-
mittelbar, daB in der Matrix (82) alle Elemente der rechteckigen Matrix N, eben-
falls verschwinden, d. h., die Matrizen der betrachteten linearen Darstellung haben
die Form

A4, 0
O Aa”

Die Darstellung ist also zerlegt. Nun nehmen wir an, daB alle unitiren Transfor-
mationen A, irgendeinen Unterraum R, der Dimension k(k < ») invariant lassen,
wobei n der Grad der A, ist. Wir transformieren zunichst das Koordinatensystem
80, daB der Unterraum R, durch die ersten k¥ Koordinatenachsen aufgespannt wird.
Dies ist gleichbedeutend mit dem Ubergang zu einer dquivalenten Darstellung, und
zwar kann dieser Ubergang durch eine unitare Transformation ausgefiihrt werden.
Nach einer solchen Transformation ist auf Grund des Vorangehenden die Dar-
stellung zerlegt. Somit kommen wir zu folgendem

) =[4,', 4,"].
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65. Darstellung von Gruppen durch lineare Transformationen

Satz. Isteinelineare Darstellung einer Gruppedurch unitire Matrizen gegeben und
fiihren alle diese Matrizen einen festen Unterraum in sich iiber. so ist die Darstellung
zerlegbar.l)

Die Frage, ob eine Darstellung zerlegbar oder unzerlegbar ist, hingt eng mit der
Frage nach dem Ubergang von den Matrizen A4, zu konjugierten Matrizen X 4, X-!
zusammen. Wir geben einige Belsplele des Ubergangs zu aquivalenten Darstel
lungen fiir spezielle Matrizen X. Es sei X eine Matrix, die aus der Einheitsmatrix
durch Vertauschung der ersten beiden Zeilen entsteht, also die Matrix

01 0 0...0
1 0 0 0...0
X — 001 0..0
000 1..0
0 0 00O 1
Man sieht unmittelbar ein, da D(X) = — 1 ist. Durch Ausmultiplizieren veri-

fiziert man ohne Miihe, dal man aus jeder Matrix Y die zu ihr konjugierte Matrix
X Y X! erhdlt, wenn man in Y zugleich die erste Zeile mit der zweiten Zeile und
die erste Spalte mit der zweiten Spalte vertauscht. Ganz analog erkennt man, daf
jede Permutation irgendwelcher Zeilen einer Matrix Y, die von der entsprechenden
Permutation der Spalten begleitet ist, dem Ubergang zu einer konjugierten Matrix
X Y X! mittels einer, offensichtlich von Y unabhingigen, unitiren Transforma-
tion X entspricht. Mithin gilt: Bilden die Matrizen A, eine lineare Darstellung einer
Gruppe &, so bilden die Matrizen, die entstehen, wenn man in allen A, ein und die-
selbe Permutation der Zeilen und Spalten ausfiihrt, eine zur urspriinglichen dquivalente
Darstellung vorn .

Bilden die Matrizen A4, des Grades n eine lineare Darstellung einer Gruppe & und
lassen sich die Zahlen 1, 2, ..., n derart in zwei disjunkte Klassen einteilen, da8 in
jeder Matrix 4, im Schnittpunkt einer beliebigen Zeile (deren Index aus einer der
Klassen ist) mit einer beliebigen Spalte (deren Index aus der anderen ist) stets die
Null auftritt, so ist diese Darstellung zerlegbar. Um sie zu zerlegen (d. h., um sie
auf Quasidiagonalform zu bringen), braucht man ndmlich nur die Zeilen und Spal-
ten so umzuordnen, daB die Zeilen und Spalten der einen Klasse alle oben lmks und
die Zeilen und Spalten der anderen Klasse unten rechts stehen.

Zum SchluBl dieses Abschnitts erwihnen wir noch den Fall einer linearen Dar-
stellung einer Gruppe & vom Grad 1. Dann sind alle Matrizen 4, vom Grad 1.
also, mit anderen Worten, gew6hnliche Zahlen. In diesem Fall entspricht jedem

1) In der deutschen mathematischen Literatur heiBt eine Darstellung reduzibel oder drredu-
zibel, je nachdem, ob sie einen vom Nullraum verschiedenen echten Unterraum invariant 138t
oder nicht. Weiter wird in der Regel eine in irreduzible Bestandteile zerlegbare Darstellung als
vollreduzibel bezeichnet. Der soeben bewiesene Satz besagt dann, daB bei einer Darstellung
durch unitire Matrizen aus der Reduzibilitit und erst recht aus der Zerlegbarkeit stets die
Vollreduzibilitit folgt. (Anm. d. Red.)

15 Smirnow III/1
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Element G, unserer Gruppe die Transformation 2’ = m,x oder, einfacher ges;a.gt
die Zahl m, und damit dem Produkt G,G, das gewohnhche Produkt der Zahlen

nam, .

66. Grundlegende Sitze. Es sei & eine endliche Gruppe mit den Elementen
G,,G,,...,G,. Essel>nferner 4,,4,,..., A, Matrizen n-ten Grades, die eine
lineare Darstellung von & bilden. Die Objekte dieser Darstellung seien durch
T = (24, %,, ..., y) bezeichnet. Wir betrachten nun den Ausdruck

m
(P(xlsxzv '--1xn) =Z; ||AaE||2; (83)
s=

explizit lautet er

2 @Rz, 4 -+ 4 afyzs) @HF + oo+ + EHTa). (84)

t=1

Ms

I
—

8

Dabei sind die Elemente der Matrix 4, mit a}f bezeichnet. Man verifiziert miihe-
los, daB der Ausdruck (84) eine hermitesche Form ist, d. h., daB in diesem Ausdruck
die Koeffizienten von Z,x, und z, %, konjugiert komplexe Zahlen sind. Aus der For-
mel (83) folgt, auBerdem, daB diese hermitesche Form die Summe der Quadrate
der Langen gewisser Vektoren ist, d. h., (84) ist sogar eine positiv definite hermite-
sche Form [40]. Mit anderen Worten, nach Anwendung einer geeigneten unitiren
Transformation

p="Uxg,
die unsere Form in eine Summe von Quadraten,
n
= g‘ a‘i YiYi»

=1

iiberfiihrt, sind alle Koeffizienten ; positiv. Nach der Transformation z; = Y4;y;
reduziert sich unsere hermitesche Form auf eine Summe von reinen Quadraten

@ =712 + Z2% + -+ 1 Za2a- (85)
Wir unterwerfen nun die Verdnderlichen z,, x,, ..., #, einer Transformation
= Az, (86)

die der linearen Darstellung der Gruppe & angehért. Wie man leicht sieht, éndert
sich dadurch die hermitesche Form ¢ nicht. Es gilt namlich

m
o,z ..., 2) = Zl' 14,4z |2
™

Wir wissen aber schon [66], daB die Gesamtheit der Transformationen (Matrizen)
AlAk’ AIAE, ey AmAk
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mit der Gesamtheit
Al ’ Az y ety Am

zusammenfillt. Driicken wir also die Transformation (86) in den neuen Veréander-
lichen z,, z,, ..., z, aus, die aus den alten durch eine Transformation der Gestalt

(z,,zz, ...,Z,.) =B0(x11x21 '-'11"”)

mit Hilfe einer passenden Matrix B, hervorgeht, so erhalten wir an Stelle der
Gruppe der 4, die konjugierte Gruppe By 4; By}, und alle Transformationen dieser
konjugierten Gruppe dndern den Ausdruck (85) nicht, lassen also die Quadrat-
summe der absoluten Betriige ungedndert, d. h., sie sind unitir. Wir haben somit
fiir endliche Gruppen bewiesen, da8 jede lineare Darstellung einer unitiren Dar-
stellung dquivalent ist, d. h. einer solchen, die aus lauter unitiren Matrizen be-
steht. Unter geeigneten zusitzlichen Bedingungen bleibt diese Eigenschaft auch
fiir lineare Darstellungen unendlicher Gruppen, die von Parametern abhingen,
erhalten, und wenn wir im folgenden von einer linearen Darstellung einer Gruppe
sprechen, werden wir darunter immer eine unitire Darstellung verstehen. Wir
haben also den folgenden Satz bewiesen:

Satz I. Jede lineare Darstellung etner (endlichen) Gruppe ist einer unitiren Dar-
stellung dquivalent.

Wir leiten nun eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Zerlegbar-
keit einer Darstellung ab. Zunichst sei eine neue Bezeichnung eingefiihrt. Eine
Diagonalmatrix [k, ..., ¥] mit lauter gleichen Elementen in der Diagonale soll
ein Vielfaches der Einheitsmatriz heiBen und mit kI bezeichnet werden. Wie friiher
dargelegt wurde, verhélt sich eine solche Matrix in bezug auf algebraische Opera-
tionen wie die Zahl %.

Es sei nun eine zerlegbare Darstellung einer Gruppe gegeben. Sie soll z. B. aus
Matrizen der Gestalt '

D, = X[A4,, B,, C,] X!

bestehen, wobei X beliebig und die innerhalb der Klammer stehende Matrix quasi-
diagonal ist. Wir bilden nun die Matrix

Y =XI[kI,lI, mI]X",

in der das mittlere quasidiagonale Glied die gleiche Struktur besitzt wie in den
Matrizen D,.

Man erkennt miihelos, da8 die Matrix ¥ mit allen Matrizen D, vertauschbar ist;
denn es gilt

D,Y = X[A,k, B;l,Cym] X1
und
YD, = X[kA,,B;,mC,]X*. *

Bei der Multiplikation einer beliebigen Matrix mit einer Zahl ist aber das Pro-
dukt von der Reihenfolge der Faktoren unabhingig. Sind die Zahlen &,  und m

15*
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verschieden, so ist Y sicherlich nicht ein Vielfaches der Einheitsmatrix; denn Y
besitzt dann ndmlich die verschiedenen Eigenwerte k, ! und m. Das ergibt den
folgenden Satz:

Satz II. Ist eine lineare Darstellung zerlegbar, so existiert eine Matrix, die kein
Vielfaches der Einheitsmairixz und mit allen Matrizen der Darstellung vertauschbar ist.

Es gilt auch die Umkehrung:

Satz III. Existiert eine Matrix Y, die kein Vielfaches der Einheitsmatriz und
die mit allen Matrizen D, einer linearen Darstellung vertauschbar ist, so ist diese Dar-
stellung zerlegbar.

Nach Voraussetzung gilt also fiir jedén Index a
D, Y = YD,. (87)

Esseinun Z eine Matrix mit nichtverschwindender Determinante derart, daB alle
Matrizen Z D, Z-' unitirsind: ZD,Z! = U,. Die Gleichung (87) erhiilt die Gestalt

ZAU,ZY =YZ' U, Z
und nach Multiplikation von links mit Z und von rechts mit Z—!
U,(ZYZ) =(ZYZ 1) U,,

d.h., die Matrix Z Y Z-! ist mit allen Matrizen der unitiren Darstellung vertausch-
bar. Offenbar ist auch diese Matrix kein Vielfaches der Einheitsmatrix; denn aus
ZYZ? =kl wirde Y = kI folgen. Es geniigt nun, wenn wir die Zerlegbar-
keit der dquivalenten unitiren Darstellung U, zeigen. Somit ist der Beweis
unseres Satzes auf den Fall zuriickgefiihrt, daB die lineare Darstellung unitar ist.
Der Einfachheit halber sei angenommen, daB die urspriinglich vorgegebene, durch
die D, vermittelte lineare Darstellung bereits selbst unitér ist.

Es sei 4, ein Eigenwert von Y. Bekanntlich [25] ist die Matrix 4, = 4,1 'mit
jeder anderen Matrix vertauschbar. Also geniigt auch die Matrix ¥ — 4,1 ebenso
wie Y selbst der Bedingung (87), d. h., auch sie ist mit allen Matrizen D, vertausch-
bar. Wie man leicht sieht, ist wenigstens einer der Eigenwerte von Y, =Y — 4,1
gleich Null. In der Tat, die charakteristische Gleichung von Y, hat die Gestalt

D(Y, — Al) =D[Y — (A + 4)I] =0,

d. h., sie geht aus der charakteristischen Gleichung von Y hervor, wenn man in
der letzteren A durch 4 + 4; ersetzt. Da nun aber unter den Eigenwerten von Y die
Zahl i; vorkommt, ist mindestens einer der Eigenwerte von Y, gleich Null. So-
mit verschwindet auch die Determinante von Y,. Diese ist bekanntlich das Pro-
dukt aller Eigenwerte von Y,. Wir kdnnen also beim Beweis unseres Satzes an-
nehmen, daB alle Matrizen D, unitir sind und die Determinante der in (87) ein-
gehenden Matrix Y verschwindet.
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Wir betrachten nun die Gesamtheit der Vektoren mit den Komponenten

Ty = Yut + Y2 + 20+ Yiala,
Ty = Yaith + Yool + -+ 1 Youla, (88)

Ty = YmU + Yna¥2 + -+ + Yuna,

wobei die u, beliebiger Werte fihig sind und die y;; die Elemente der Matrix Y be-
deuten. Da die Determinante von Y verschwindet, ist der Rang der Matrix (y)
gleich einer Zahl r << n. Wie wir wissen [16], bestimmt also (88) einen r-dimensio-
nalen Unterraum R’.

Nun untersuchen wir die linke Seite der Gleichung

D,Yu = YD,u. (89)

Der Vektor Y u hat gerade die Komponenten (88), und somit ist D, Y u das Bild
bei der Transformation D, eines Vektors aus dem Unterraum R’, der willkiirlich
gewihlt werden kann, da Y u mit u ganz R’ durchlduft: Auf der rechten Seite der
Formel (89) steht das Bild bei der Transformation Y des Vektors D,u, d. h., die
Komponenten der rechten Seite driicken sich ebenfalls durch Formel (88) aus,wenn
man nur «,, Y%, ..., i, durch die Komponenten des Vektors D,u ersetzt. Auf der
rechten Seite der Formel (89) steht also ein Vektor, der ebenfalls dem Unterraum
R’ angehort. Vergleichen wir die linke Seite mit der rechten, so sehen wir, da das
Bild bei der Transformation D, eines beliebigen Vektors des Unterraumes R’
wieder zu R’ gehort. Wir wissen aber bereits [65], da eine unitdre Darstellung, die
einen Unterraum invariant 148t, reduzibel ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Die Satze II und III zeigen: Eine lincare Darstellung tst dann und nur dann
unzerlegbar, wenn es aufer den Vielfachen der Einheitsmatrix keine Matrix gibt, die
mit allen Matrizen der Darstellung vertauschbar ist.

Aus Satz I folgt iibrigens unmittelbar, daB es nicht notwendig ist, in dem Satz
aus [66] zu verlangen, daB die Darstellung unitédr sei. Man kann ganz allgemein
sagen: Lassen alle Matrizen einer linearen Darstellung!) einen Unterraum invari-
ant, so ist diese Darstellung zerlegbar und sogar vollreduzibel. Hiervon gilt auch
die Umkehrung.

67. Abelsche Gruppen und Darstellungen ersten Grades. Eine Gruppe & heilit
abelsch, wenn alle ihre Elemente miteinander vertauschbar sind, d. h., wenn fiir
beliebige Indizes G,,G; = G, G,, ist [66]. Es seien nun 4, und 4,, die Matrizen,
die bei einer gegebenen linearen Darstellung den Elementen G, und G, ent-
sprechen. Dann entspricht dem Produkt G, G, die Matrix 4,4, und dem
Produkt G, G, die Matrix 4, 4,,. Nun stimmen aber diese beiden Produkte
iiberein, also muf} gelten

Ay Ay = Ay A,,,

1) Einer endlichen Gruppe. (Anm. d. Red.)
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d. h., die Matrizen, die eine lineare Darstellung einer abelschen Gruppe vermitteln,
sind miteinander vertauschbar.

Wir nehmen nun an, die Darstellung sei unitar (d. h., alle Matrizen der Dar-
stellung seien unitdr). Bekanntlich existiert dann eine unitédre Transformation U
derart, daB alle Matrizen U A,U! reine Diagonalform besitzen [42], d. h., es gibt
eine dquivalente Darstellung, die aus reinen Diagonalmatrizen besteht:

UA U = [,@, k@, ..., ky®].

Wir sehen somit, daB in unserem Fall die lineare Darstellung in n» Darstellungen
ersten Grades zerfallt:

B,® = k,® s=12,...,n).

Es gilt also: Jede unitire Darstellung einer abelschen Gruppe ist einer Darstellung
dquivalent, die in lauter Darstellungen vom Grade Eins zerlegt ist. Der Ubergang zu
einer solchen dquivalenten Darstellung kann ebenfalls mittels einer unitiren Matrix
vollzogen werden.

Wir geben jetzt eine Reihe von Beispielen von Darstellungen abelscher Gruppen
und auch einige Beispiele linearer Darstellungen ersten Grades an, darunter auch
solcher von nicht abelschen Gruppen.

Beispiel 1. Als erstes Beispiel betrachten wir eine zyklische (abelsche) Gruppe
der Ordnung m, bestehend aus den Elementen

8 =1, 8 8, .. S~ (§==1I). (90)

Entspricht nun dem Element S die lineare Transformation 2’ = wa oder, was
auf dasselbe herauskommt, die Zahl w, so entsprechen den Elementen (90) die
Zahlen

1, w, @2, ..., @™,

Wegen S™ =1 mull auch o™ =1 sein, d. h.

2knt

w=em,
wobei k irgendeine ganze Zahl sein kann, von der wir offensichtlich annehmen
kénnen, daB sie mit einer Zahl der Reihe 0, 1, 2, ..., m — 1 iibereinstimmt.
Der Fall m = 2 soll etwas ausfiihrlicher betrachtet werden. Hier haben wir

I,S und S2=1,

d.h. § =8-1. Ist k¥ =0, so entspricht den beiden Elementen I und S ein und
dieselbe identische Transformation &’ = z oder die Zahl 1; ist dagegen & =1,
so entspricht dem Element I die Transformation z’ =z und dem Element 8 die
Transformation &' = —ax oder, einfacher gesagt, dem Element I die Zahl 1 und
dem Element S die Zahl —1. In physikalischen Anwendungen spielt die Gruppe,
die aus der identischen Transformation des dreidimensionalen Raumes und der
Spiegelung S am Ursprung,

= -z, y =—y, 2 = —z,
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besteht eine gewisse Rolle. Offenbar ist hier m = 2. Die beiden oben angefiihrten
Darstellungen kann man als die identische und als die alternierende Darstellung
der Spiegelung am Ursprung bezeichnen.

Beispiel 2. Wir untersuchen die Gruppe der Drehungen um die Z-Achse. Die
Matrizen dieser Gruppe haben die Gestalt

cos — sin
Zy = ( . v (P) (91)
sin ¢ cos ¢,

und geniigen, wie wir oben gesehen haben, der Beziehung
Zg,Zy, = Zig, Zig, = Zig, g,

Die Funktion e erfiillt ebenfalls diese Beziehung. Man muB aber beachten, da
die Drehung mit der identischen Transformation gleichbedeutend wird, wenn
¢ = 2z ist. Also muBl e*” =1 sein, d. h., die Zahl  mu8 die Form k¢ haben mit
irgendeinem ganzen k. Ordnen wir der Matrix (91) die Zahl e?¥ zu. so erhalten wir
in der Tat eine lineare Darstellung unserer Drehungsgruppe.

LaBt man die Zahl k alle méglichen Werte,

k=0, 41, +2,...,

durchlaufen, so erhilt man eine unendliche Menge linearer Darstellungen der
Drehungsgruppe.

Beispiel 3. Es sei jetzt die Gruppe cer n! Permutationen von n Elementen
gegeben. Jeder Permutation kann man die Zahl +1 zuordnen und erhilt so die
sogenannte symmetrische Darstellung der Permutationsgruppe. Man kann aber
auch jeder Permutation der ersten Klasse, die also aus einer geraden Anzahl von
Transpositionen besteht, die Zahl +1 und jeder Permutation der zweiten Klasse
die Zahl —1 zuordnen. Das ergibt die sogenannte antisymmetrische Darstellung
der Permutationsgruppe. In dieser Darstellung entspricht jeder Permutation aus
der alternierenden Untergruppe die Zahl +1 und den iibrigen Permutationen die
Zahl —1. Man kann zeigen, daB mit den aufgezihlten beiden Fallen schon alle
mdoglichen linearen Darstellungen ersten Grades der Permutationsgruppe erschopft
gind; wir wollen uns aber damit nicht aufhalten. Dagegen besitzt diese Gruppe
noch andere lineare Darstellungen héheren Grades.

Beispiel 4. Wir betrachten jetzt die Gruppe aller reellen orthogonalen Trans-
formationen der Ebene, d. h. diejenige Gruppe, die aus den Drehungen um denx
Ursprung und der Spiegelung an der Y-Achse erzeugt wird. Wie wir oben geseher
haben [52], haben die Matrizen dieser Gruppe die Gestalt

d cos — d sin
lp, d) = ( 7 "’) , (92)
sin ¢ cos ¢

wobei fiir eine reine Drehung d = 1 und fiir das Produkt einer Drehung mit einer
Spiegelung d = —1 ist. AuBer der trivialen linearen Darstellung ersten Grades,
die jeder Matrix (92) die Zahl +1 zuordnet, konnen wir noch eine andere lineare
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Darstellung ersten Grades angeben. Bei ihr entspricht der Matrix (92) die Zahl
—1, wenn d =1 ist, und —1, wenn d = —1 ist. Das ist wirklich eine lineare
Darstellung; denn das Produkt zweier Matrizen (92) entspricht einer reinen
Drehung, wenn in beiden Faktoren d das gleiche Vorzeichen besitzt, und einer
Drehung und einer Spiegelung. wenn die Vorzeichen von d verschieden sind.

68. Lineare Darstellungen der unitiren Gruppe von zwei Verinderlichen. Wir
betrachten jetzt die linearen Darstellungen der unitiren Gruppe von zwei Ver-
dnderlichen. Bekanntlich haben die Elemente dieser Gruppe die Gestalt

’

z = a.'z:1 + bzx,, } (93)
zy = —bx, + ax,,
wobei die komplexen Zahlen a und b der Bedingung

a@ + bb =1 (94)

zeniigen miissen.
Man definiert m + 1 neue GréBen

m = L™, (95)

e
fre
Ure

0o =™, & =™y, ...,

Entsprechend sei &' = x,"™"x,”. Setzen wir in &' fiir ;" und z,” ihre Aus-
driicke aus (93) ein, so driickt sich offensichtlich jedes &,’ linear durch die &, aus.
Dadurch entspricht jeder Transformation der Gruppe (93) eine lineare Trans-
formation der Verdnderlichen &, in die Verianderlichen &,'. Offenbar entspricht
einem Produkt von Transformationen aus (93) das Produkt der zugeordneten
Transformationen. So erhilt man eine lineare Darstellung (m + 1)-ten Grades der
Gruppe (93). Diese Darstellung ist aber nicht unitér. Um eine solche zu konstru-
ieren, geniigt es, jede der Verinderlichen (95) mit einem geeigneten konstanten
Faktor zu multiplizieren. An Stelle von (95) definiere man

xlm—-kxzk
=_1 %2 k=0,1,....m 96
we ) (96,)
und entsprechend
'm—F . 'k
el Ml (k=0,1,...,m), (96,)

R r—— Yy

dabei ist wie iiblich 0! =1 gesetzt.
Wir verifizieren, daB bei dieser Definition der Verianderlichen unsere Dar-
stellung unitdr ist, d. h.

.2 W =23 meAe. (97)
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In der Tat, der binomische Satz ergibt

'm—l'xl'm-T'lel'xz'l:

Ll . o, Ty — —5\m
m! "0 = m! = (z,/2, + x,'x,’
ké‘]ﬂk Nk ké:) (m — I(')’k' ( 1+ 2 2)

und
il — —
m! 'kZ M = (01T1 + T, %)™
=0
Da nun die Transformation (93) unitér ist, gilt
&) @) + 2T =2, 7, + T,

und somit auch (97).

Nun sollen die expliziten Formeln fiir die Koeffizienten der eben konstruierten
unitidren Darstellung der Gruppe (93) angegeben werden. Zu diesem Zweck éndern
wir zunédchst unsere bisherigen Bezeichnungen etwas ab und setzen

x]"+' xz"._l . . . N .
n=——— l=—9,—7+1,...59—1,9). (98)
G+HG—D!

In unseren friiheren Bezeichnungen gilt m = 2j. Die Zahl j ist also ganz, wennm
gerade, und gleich der Hilfte einer ungeraden Zahl, wenn m ungerade ist. Ist z. B.
m =5, so definieren die Formeln (98) die folgenden sechs Verdnderlichen:

_ zg _ z, 2, ‘ _ z,%x,®
N-s/2 ]/-5—' y  M-3/2 ]/1_'4_' y M-1)2 2131 ’
x,32,% x4, x,®

’71/z=%—!——5—fl, Nj2 = V—!—l!, 775/2=—]/;-

Unsere Verdnderlichen sind jetzt nicht mehr mit Hilfe der ersten sechs ganzen
Zahlen durchnumeriert, sondern mit Hilfe von Briichen, die sich voneinander

jeweils um 1 unterscheiden und von — % bis + % variieren. Ist jedoch m =4, so

entstehen gemiB (98) fiinf Verianderliche

xt %3 z,2x,2 3%, t

’7-2=ﬁ. Ny = o = ==

K ez’ T Ty

Hier wird die Numerierung mit Hilfe der von —2 bis + 2 laufenden ganzen Zahlen
vorgenommen.

Fiir jedes festgehaltene m = 2§ bekommen wir genau dieselbe Numerierung
der Zeilen und Spalten in den Matrizen, clie eine lineare Darstellung (2j + 1)-ten
Grades der Gruppe (93) vermitteln.

Wir wollen jetzt die Elemente dieser Matrizen bestimmen. Es gilt

2, i H gyl _ (azy 4 ba,y*! (— by + @)

TV G =D Ji+DG -0t

n'
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Die rechte Seite muBl als Linearkombination der 7, dargestellt werden. Der bino-
mische Satz ergibt

'_-i+l j—t . VG + DG — D!
L N I N 7 1/ Ty Ty oy

X6k‘aj+l—ki)i—l—k'bkxIZi—k—k'xza':+k' .

Wenn wir p! = oo setzen fiir den Fall, daB p eine negative ganze Zahl ist, so
konnen wir in der letzten Formel die Summation iiber k£ und %’ jeweils von —oc
bis oo erstrecken, da dann die iiberzidhligen Summanden alle 4 oo oder — oo als
Faktor im Nenner enthalten und daher verschwinden. Wir fithren nun an Stelle
von k' die neue Summationsvariable s =j — k — &’ ein. Auch in ihr kann die
Summation von —oo bis 4-oo erstreckt werden, und zwar nimmt s ganzé oder
halbe ungerade Werte an, je nachdem, ob j ganz oder die Hilfte einer ungeraden
Zah] ist. Damit kommen wir zu

, . VG DG =D
m= 2 2 (O e T T TRk F e — D)

x61‘-k—sai-i-l—k£k+s—lbl'xli+sxzi-—a.
GeméB (98) gilt aber
@, +oai =0 = Y(j + 91 — 8)! 74,

so daB wir schlieBlich die gesuchte lineare Abhingigkeit in folgender Form er-
halten:

, vt VGFDIG=DIGF G —9)!
W= T G T — Bk Fe— D

X aj-b—uajﬂ—kijkﬂ—lbtm.

Fiir fest vorgegebenes j sind also die Elemente der Matrix derjenigen linearen
Transformation (25 + 1)-ten Grades, die der unitdaren Transformation (93) mit der
Matrix

(= a)

entspricht, gleich

i S VG D1G = DG +a)1G — 9!
D’{—B 6"}1."(_1) S G E =G =Bk F 5 =)

X a‘iAk—aaj+l—ki)I:-L:r~lbk. (99)

Die Indizes ! und s durchlaufen hier die Werte

i, =i, e, i—1,
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Es werde noch einmal daran erinnert, daB die Numerierung der Zeilen und Spalten
der Matrizen ebenfalls mit halben ungeraden Zahlen erfolgt, wenn j die Hilfte
einer ungeraden Zahl ist. Halten wir uns nun vor Augen, daf p! = oo ist, wenn
p eine negative ganze Zahl ist, so kommen wir auf die folgenden echten Grenzen
fiir die Summationsvariable % in den Formeln (99):

k=0, kxzl—s, k<j—s, E=Zj+1. (100)

Wir machen noch auf eine gewisse Vereinfachung der Formeln (99) aufmerksam,
die man erhélt, wenn man zu einer dquivalenten Darstellung iibergeht. Es sei 4
irgendeine Matrix mit den Elementen a,, und § =[é,, ..., ,] eine Diagonal-
matrix. Durch einfaches Ausmultiplizieren zeigt man, da8 die Matrix SA4 8-! aus
den folgenden Elementen besteht:

(SAS),, = 8,850,

Wenden wir dies auf die Matrizen

a b
Dj { b —}
—b a

an, wobei wir §, = (—1)* setzen, so fillt in den Formeln (99) der Faktor (—1)*-
fort. Im folgenden konnen wir also stets annehmen, dafl dieser Faktor fehlt.

Wir beweisen jetzt die Behauptung: Die lineare Darstellung der unitiren Gruppe
(93), die durch die Matrizen mit den Elementen (99) bestimmt wird, ist irreduzibel.
Dazu beweisen wir zunachst zwei Hilfssitze.

Lemma I. Ist eine Diagonalmatriz mit paarweise verschiedenen Diagonalelemen-
ten mit esner Matrixz A vertauschbar, so ist A ebenfalls eine Diagonalmatrix.

Nach Voraussetzung sei also
A[él’ 62) cecy 6”] = [613 62’ cecy 6”]‘4:

wobei die Zahlen §, paarweise verschieden sind. Sind nun a,, die Elemente von 4,
so gilt auf Grund der Multiplikationsregel

Ap 0, = 0pa,,  oder  ap (6, — 8,) =0.

Fiir jedes p und ¢ mit p & ¢ gilt also ap, =0, und 4 ist tatséichlich eine
Diagonalmatrix.

Lemma II. Ist eine Diagonalmatriz [8,, 6,, ..., 0,] mit esner Matrix A, in der
mindestens in einer Spalte keine Null steht, vertauschbar, so gilt 6, = 6y = +++ = &,.

Durch eine Permutation der Zeilen und Spalten von 4, d. h. durch den Uber-
gang zu einer dhnlichen Matrix, kénnen wir zunéchst erreichen, daf die erste
Spalte der betrachteten Matrix keine Null enthélt. Wenden wir auf [4,, &, ..., ;]
die entsprechende Transformation an, so bleibt die Form der Diagonalmatrix er-
halten, und die neuen Matrizen sind gleichfalls vertauschbar. Wir konnen also an-
nehmen, daB

@y +0 (=12 ,n)
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ist, wobei mit a,, wieder die. Elemente von A bezeichnet werden. Nach Voraus-
setzung gilt wie oben :

ai (6, — 6;) =0 (¢t=1,2,...,n),
d.h. 8, = §, = - = é,. Damit ist auch Lemma II bewiesen.

Jetzt beweisen wir die Irreduzibilitit der aus den Matrizen (99) bestehenden
linearen Darstellung. Es sei Y eine Matrix (2§ 4 1)-ten Grades, die mit allen
Matrizen

a b
DJ— { b _}
—b a

vertauschbar ist; dabei bedeuten e und b beliebige der Bedingung (94) geniigende
Zahlen. Zum Beweis der Irreduzibilitit geniigt es zu zeigen, dafl Y ein Vielfaches
der Einheitsmatrix sein muBl. Es sei zundchst 6 =0 und a = e. Offenbar
geniigen diese Zahlen der Bedingung (94).

Aus den Formeln (99) folgt

p &0 0 fir 1<+
. =3 ur S
! 0 et la.

und fiir die Diagonalelemente

e* 0
D, = eitha l=—j,—j+1,..,5—1,9).
’{0 e_“}“ ( 7 =1+ / 7

Unsere Matrix hat also die Gestalt

e~ i2e 0 0 . 0
s 0 ] 0 e @i-a 9 ... 0
D; “(=10 0 e 2G-2a . 0 |}, (101)
0 ete
0 0 0 ei2e

d. h., fiir geeignete « ist sie eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen
Elementen in der Hauptdiagonalen. Aus Lemma I folgt dann, da8 eine Matrix Y,
die mit allen Matrizen (101) vertauschbar ist, eine Diagonalmatrix sein mu8, d. h.

Y =[6;, 6, ..., 64]. (102)
Nun seien die Elemente @ und b beide von Null verschieden. Wie sieht dann die
erste Spalte der Matrix D; { ; ;} aus? Thre Elemente ergeben sich nach den

Formeln (99), wenn wir darin s = —j setzen. In diesem Fall liefern uns die Un-
gleichungen (100):

k=0, k=l+j, k=2j, k=sj+1 (=-—j,—j+1,...,5—1,j.
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Also besteht in diesem Fall die Summe in (99) aus einem einzigen Summanden,
den man fiir k¥ = j 4 I erhdlt und der offensichtlich von Null verschieden ist. In

b
diesem Fall sind also die Elemente der ersten Spalte von D; ‘.; afon Null ver-

schieden. Ist nun also eine Diagonalmatrix (102) mit einer solchen Matrix ver-
tauschbar, so miissen nach Lemma II in ihr alle §, iibereinstimmen, d. h., ¥ ist
ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Somit bilden die Matrizen D; { g 2} in der
Tat eine irreduzible lineare Darstellung der unitiren Gruppe (93).

Durchlauft j die Werte

1 3
o 1 Y 9
2 2
so erhalten wir eine unendliche Menge solcher linearen Darstellungen. Fiir j = 0

ergibt sich die triviale identische Darstellung, in der jedem Element der Gruppe
(93) die Zahl 1 entspricht. Wir untersuchen jetzt, welchen Transformationen aus

0, 2, ...,

der Gruppe (93) fiir j > 0 die identische Transformation in der Gruppe D; { ;: ?}
entspricht, fiir die ja #,’ = #, oder, was dasselbe ist, a

(@, + bx)i+ (=bx, + d@x) ! = wftait (= —j, —j+1,...,j = 1,))
gilt. Setzen wir darin [ = j, so erhalten wir ]
(azy + bay)? =z,
Daraus folgt b = 0, und die letzte Identitit erhalt die Gestalt
aiHg g g -l = g it ggi-l l=—j,—7j+1,...,7—1,9),

woraus sich a+'@~! =1 ergibt. Aus b =0 folgt ferner gemdBl (94) |a| =1,
also kann man die vorangehende Gleichung auch in der Form

a¥ =1 l=—7,—7+1,...,9—1,9

1 .
schreiben. Ist j die Hélfte einer ungeraden Zahl, so konnen wir I = 3 setzen, was

uns a = 1 liefert. Ist j eine ganze Zahl, so reduzieren sich die Gleichungen auf
a¥ =1, woraus a? =1 und mithin a == 4+ 1 folgt.

Somit entspricht, wenn j die Hilfte einer ungeraden Zahl ist, der identischen
Transformation in der Gruppe der D; : f_: nur die identische Transformation
in der Gruppe (93), d. h., in diesem Fall vermitteln die D; g 2 eine treue Dar-
stellung der Gruppe (93). Ist dagegen j eine ganze Zahl, so entsprechen der iden-

b .
tischen Transformation in der Gruppe der D; { 4 _} in (93) zwei Transformatio-
nen mit den Matrizen b a

1 0 —1 0
Ez(o 1), s_( : _l)__E.
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Diese Transformationen bilden eine zyklische Gruppe der Ordnung 2, und die

D; g ; vermitteln eine treue Darstellung der Faktorgruppe von (93) nach

dieser zyklischen Gruppe [58]. Also entsprechen bei ganzzahligem j jeder Trans-

, b
formation der Darstellung durch die D, Z i zwei Transformationen aus der

Gruppe (93), bei denen sich die Zahlen a und b nur durch ihre Vorzeichen unter-
scheiden.

69. Lineare Darstellungen der Drehungsgruppe. Die letzten Resultate sind im
Hinblick auf den Zusammenhang zwischen der unitdren Gruppe (93) und der
Drehungsgruppe des dreidimensionalen Raumes besonders wichtig. Das Ergebnis
des vorigen Abschnitts filhrt uns daher unmittelbar auf die irreduziblen linearen
Darstellungen der Drehungsgruppe.

Jeder unitiren Transformation (93) entspricht eine bestimmte Drehung. Dabei
fithrt eine gleichzeitige Anderung der Vorzeichen von @ und b auf eine unitire
Transformation, der®dieselbe Drehung zugeordnet ist. Die Parameter @ und b
héingen entsprechend den folgenden Formeln mit den Eulerschen Winkeln der zu-
geordneten Drehung zusammen [63]:

1 1
- a 1 —1i(y—a 1
a—=¢ T s, b= —ic? " )singﬂ. (103)

Wir betrachten zunidchst den Fall der ganzzahligen j. Dann zeigen uns die
Formeln (99), daB eine gleichzeitige Anderung der Vorzeichen von a und b die
rechts stehenden Summanden nicht dndert, weil in diesem Fall die Summe der
Exponenten von a, @, b und b gleich der geraden Zahl 2j ist. Somit entspricht in
der linearen Darstellung dénjenigen beiden unitdren Transformationen, die zur
gleichen Drehung gehéren, dieselbe Matrix. Mit anderen Worten, fiir ganzzahliges j
ist jeder Drehung um die Eulerschen Winkel {«, 8, y} in der linearen Darstellung

D; eine bestimmte Matrix zugeordnet. Wir wollen diese Matrix D; { & b} im

folgenden mit —b a
Dy {, B, v} (104)
bezeichnen. ’

Ist j die Hilfte einer ungeraden Zahl, so ergibt eine gleichzeitige Anderung der
Vorzeichen von @ und b in allen Ausdriicken (99) einen Vorzeichenwechsel, d. h.,
in diesem Fall entsprechen unitiren Transformationen, die auf ein und dieselbe
Drehung fithren, verschiedene Matrizen, nimlich solche, deren simtliche Elemente
sich durch ibr Vorzeichen voneinander unterscheiden. In diesem Fall entsprechen
also jeder Drehung zwei Matrizen, die sich durch ihr Vorzeichen unterscheiden,
d. h., wir miissen in (104) vor D; zwei Vorzeichen setzen. Somit ergeben die
Matrizen (104), wenn j ganz ist, eine lineare Darstellung der Drehungsgruppe. Ist
dagegen j dié Hilfte einer ungeraden Zahl, so bekommen wir, genaugenommen,
tiberhaupt keine lineare Darstellung. Man spricht in diesem Fall von einer zwei-
deutigen linearen Darstellung.
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Um einen Ausdruck fiir die Elemente der Matrix (104) zu erhalten, geniigt es,
in den Ausdriicken (99) @ und b gemédB den Formeln (103) durch ihre Ausdriicke
in den Eulerschen Winkeln zu ersetzen. Somit erhalten wif, wenn wir den Faktor
{—1)*~! vorlaufig fortfallen lassen, )

(=1 VG- DG = DG+ 8)lG — 9)!
ElG—k — )G+ 11—k +s— !

Di{x, B, vhis = i"'%

X e—tla—isy cos2i+l—2k—a g sinﬂ-ka—l g . (105)
Vollziehen wir nun mit Hilfe der Matrix
0 0...0 1
0 0...1 0
X=7].....00....
01...00
1 0...0 0

den Ubergang zu einer fiquivalenten Darstellung, so lauft dies darauf hinaus, da8
Zeilen und Spalten in der entgegengesetzten Reihenfolge angeordnet werden, d.h.,
daB ! bzw. s durch —! bzw. —s ersetzt werden. Somit ergeben sich an Stelle von
(105) die folgenden Formeln:

(1P VE+DIG—DIG+ 9'G—)!
BlG—k+8)1G—1—k)I(k—s+1!

eila+iay coszi—l—2k+a _g_ sinﬂ‘—;+l E y (106)

4 .
Di' {“: ﬂs }'lu = ll—‘%‘

wobei man auf Grund derselben Uberlegungen wie in [68] den Faktor i'-* weg-
lassen kann.

Wir betrachten jetzt die einfachsten Spezialfille. Fiir j = Q ergibt sich die
lineare Darstellung ersten Grades
n =n. . ‘
Dies ist die triviale identische Darstellung. Fiir j = 3 ist 25 + 1 = 2, und die
GroBen 7._y, und 7,;, fallen mit z; und , zusammen. In diesem Fall ist, abgesehen

von einer Permutation der Zeilen und Spalten, die unitire Gruppe (93) ihre eigene
lineare Darstellung.

Fiir die Drehungsgruppe bekommen wir eine zweideutige Darstellung zweiten
Grades, die durch folgende Matrizen bestimmt ist:

;o1 1
——i(y+a 1 —i(y— 1
e z 0t )cos -8B ie*'(r ? sin — 8
, 2 2
Dyplx, B, ¥} = 1 1 -
. —=i-a) . 1 —i(y+a) 1
te 2 sin - p €z cos B
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Fiir j =1 entsteht eine lineare Darstellung dritten Grades:

( 1+ cosp sin 8
2

V2
sin § iy §£r_l ﬂ
W co8 ﬂ —e "/E .

1 —cosp . sing gitr+o) 1 4 cos B
2 V2

Fiir ganzzahlige j ist die lineare Darstellung D;’{x, §, ¥} der Drehungsgruppe
treu. Das folgt unmittelbar daraus, daB jedem D;{«, 8, y} zwei Matrizen der Gruppe
(93) entsprechen, die sich nur durch die Vorzeichen von a und b unterscheiden.
Solchen Matrizen entspricht aber, wie wir oben gesehen haben, ein und dieselbe
Drehung. Ist dagegen j die Halfte einer ungeraden Zahl, so entsprechen jeder
Drehung zwei Matrizen aus der Darstellung D;{«, 8, ), die sich nur durch ihr
Vorzeichen unterschejden. Insbesondere entsprechen der identischen Transfor-
mation der Drehungsgruppe in D;{«, §, ¥} die Matrizen 4 E, wobei E die Ein-
heitsmatrix (2§ + 1)-ten Grades ist. Beschrinkt man sich auf solche Transforma-
tionen aus D;{«, B, v}, die geniigend nahe bei der identischen Transformation liegen,
so0 st D;{w, B, y} eine eindeutige Darstellung der Drehungsgruppe. Dies erreicht man,
wenn man sich in den allgemeinen Formeln (108) auf Werte yon «,  und y in einer
geniigend kleinen Umgebung der Null beschrinkt. Fiigen wir aber 2z zu « oder y
hinzu, so déndern alle Elemente von D;{«, 8, y} ihr Vorzeichen, weil s und ! beide
halbe ungerade Zahlen sind, und wir erhalten eine zweite Darstellung fiir die
gleiche Drehung. Spater wird gezeigt, daB die angegebenen Darstellungen bis auf
Isomorphie alle irreduziblen Darstellungen der Drehungsgruppe erschipfen.

Da die Darstellungen D;{«x, #, y} im wesentlichen alle Darstellungen der Dre-
hungsgruppe erschopfen, muB die Matrix D,’{«, §, y} zur Matrix D{«, g, v}, die
der Drehung des Raumes um die Eulerschen Winkel {«, 8, ¢} entspricht, konju-
giert sein. In [63] sahen wir, dal D = Z,X,Z, ist. Fiihren wir die Multiplikation
der rechts stehenden Matrizen durch, so erhalten wir

1 —cosp

e—i(r+a) e —fa eilr—a)

Dl’ {0" ﬂ’ 7] = |e~¥

e-"(?*‘)

cos x co8 y — sin x cos Bsiny — cos « sin y — sin & cos B cos y 8in « sin §
D =|sinxcosy 4 cos xcos fsiny — sin«s8iny + cos xcosfcosy — cosasinf|,
sin g sin y sin B cos y . cos

und man verifiziert ohne Miihe die Formel
ADII{“’ ﬁ7 7} 4! = D[“’ 13! 7}’

wobei
1 0 1

=] —t

0
0 y2i o

ist.
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70. Der Satz von der Einfachheit der Drehungsgruppe. Wir beweisen jetzt, dal
die Drehungsgruppe einfach ist, d. h., daB sie keine Normalteiler [58] besitzt.
Wire ndmlich ein solcher Normalteiler vorhanden, so miiBte ihm auf Grund des
in [63] Gesagten ein Normalteiler in der Gruppe @& der Transformationen (57)
mit der Determinante 1 entsprechen, der von dem Normalteiler §, der aus E und
—E besteht, verschieden ist. Es bleibt somit zu zeigen, daB die Gruppe @& keinen
von § verschiedenen Normalteiler besitzt, d. h., es ist zu zeigen, daB ein Normal-
teiler §, der Gruppe @, der eine von E und —E verschiedene Matrix 4 enthilt,
mit @ zusammenfillt. Zunéchst ist auf Grund der Definition des Normalteilers
klar, da8 $, mit irgendeiner Matrix B auch alle Matrizen U-1BU enthilt, wobei U
eine beliebige Matrix aus @& ist. Durch passende Wahl von U kann man so jede
Matrix aus @ erhalten, die dieselben Eigenwerte wie B besitzt. Um zu zeigen, dal
©, mit @ zusammenfillt, brauchen wir also nur zu beweisen, da8 §, Matrizen mit
beliebigen zuldssigen Eigenwerten enthilt. Da alle diese Matrizen unitdr sind und
ihre Determinante gleich 1 ist, miissen die Eigenwerte jeder Matrix die Gestalt i
und e—t» haben, wobei w eine reelle Zahl ist.

Somit kénnen wir zundchst an Stelle der Matrix 4 eime Matrix U-14 U setzen
und annehmen, daB 4 Diagonalform hat.

Es moge also §, eine Matrix A = [¢%, e-%¢] enthalten, wobei ¢ reell und
e & +1 ist. Dann ist A-! = [e-i¢, ¢/?]. Es sei nun

z Yy = =
U=| _ ” (xT +yy =1)
eine beliebige Matrix aus der Gruppe @, dann gilt

- )

Da nun 4 in der Untergruppe 9, enthalten und diese Normalteiler ist, muf sie
auch die Matrix
Y=4(UA4A1U?

enthalten. Fithren wir diese Multiplikation der Matrizen aus und beachten die
Gleichung z% 4 y¥ = 1, so bekommen wir fiir die Spur s von Y den folgenden
Ausdruck:

@ 8

8§ =2 —4yysin?p =2 — 4p%sin? ¢,

wobei ¢ = |y| beliebige Werte aus dem Intervall 0 < ¢ <1 annehmen kann
und sin ¢ & 0 ist. Die Eigenwerte e, ¢~ der Matrix Y sind die Wurzeln der
Gleichung

B_el+1=0, dh 4 {de*sinfg—2)i+1=0.

LéBt man jetzt ¢ von O bis 1 laufen, so variiert « von 0 bis 2¢. Wir filhren nun
die folgende Bezeichnung ein:

Up = [eiﬁ, e“ﬁ].

16 Smirnow III/1
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Aus dem oben Gesagten folgt, daB §, alle Matrizen U, mit 0 < x < 2¢ enthilt.
Es ist nun nicht schwer zu zeigen, daB §, jede Matrix Uz mit § > 0 enthilt. In

der Tat, » sei eine positive ganze Zahl, die der Ungleichung "0 < = ﬁ < 2¢ geniigt.

Dann enthiilt §, die Matrix U, und daher auch
(U 8 )' = Ug.
"

Somit enthilt §; Matrizen mit beliebigen zuldssigen Eigenwerten und fallt daher
auf Grund des oben Gesagten mit & zusammen. Damit haben wir bewiesen, da8
die Drehungsgruppe einfach 1st.

Daraus folgt unmittelbar, da8 die Drehungsgruppe keine homomorphen (nicht-
treuen) Darstellungen besitzt. Wire namlich eine solche Darstellung vorbhanden,
8o wiirden der identischen Transformation in der Gruppe der Darstellungen in der

. Drehungsgruppe solche Transformationen entsprechen, die einen Normalteiler
bilden. Wie wir aber. oben gesehen haben, gibt es keinen solchen Normalteiler.

71. Die Laplacesche Gleichung und die linearen Darstellungen der Drehungs-
gruppe. Wir kliren jetzt den Zusammenhang zwischen den linearen Darstellungen
von Gruppen und den Differentialgleichungen, dem die Anwendungen der linearen
Darstellungen auf Fragen der modernen Physik zugrunde liegen. Wir beginnen mit
dem einfachsten Fall der Laplaceschen Gleichung [II, 202]. Das wird uns keine
neuen Erkenntnisse liefern und soll nur zur Klirung der allgemeinen Frage dienen.
Zuvor behandeln wir noch einige allgemeine Tatsachen, die in den Fragen der
linearen Darstellungen von Gruppen eine groBe Rolle spielen und die uns in spezi-

ellen Fillen schon in den vorangegangenen Beispielen begegnet sind.
Die Gruppe @, deren lineare Darstellung betrachtet wird, sei eine Gruppe von

linearen Transformationen n-ten Grades:
z =g8% + g%, + - + gz, (k=1,2,...,n), (107)

wobei der Index «, der die Elemente der Gruppe charakterisiert, eine endliche oder
unendliche Indexmenge durchlduft. Wir nehmen weiterhin an, da8 m Funktionen

@alTy, Tay oooy Ty) (s=1,2,...,m) (108)
vorliegen, derart, da8 diese Funktionen eine lineare Substitution
Pal®r' s 23", .o, ') = a3 1 (71, Zs, ..o, Tu) + G P2 (T, Xa,y ..oy Tp) + o (109)
+a"’<p,,,(z,,x,,. oy Zy) 8=1,2,...,m)

erleiden, wenn die unabhingigen Veranderlichen gem#B (107) transformiert

werden.
Auf diese Weise kommen wir zu einer Matrix 4, mit Elementen af§, die der

Transformation (107) der Gruppe ® entspricht. Wir betrachten nun zwei Trans-
formationen der Gruppe @ :
(@, 25 ooy 20') = Gy (21, g, .0y T), ()", 25", o, 38") =Gy (), 24, ..., 7)),

6, =G.0.,.
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Die eni;sprechenden Transformationen der Funktionen (108) sind dann

¢6(xl'9 12’1 sety xl') = afv‘ll)wl(xl’ Ly onny I,.) + oo + a'(g::q’m (xl y Ly oeey xn) (1101)
und ’
¢a(xl” ) 22” PREEE) xl") = aﬁ‘i”% (zl’ ’ xz’ 3 ey xll) + o+ a;::)q)m (xl’: x2’ [REEE) .'t,.') .
(110,)
Ersetzen wir in (110,) die ¢,(z,’, z,’, ..., 2,’) durch die Ausdriicke (110,), so

erhalten wir unmittelbar die Abhingigkeit der ¢,(z,”, 2", ..., z,’’) von den
@o(21, X3, ..., T,), die durch die Matrix A4,, vermittelt wird, und zwar gilt

N

»n
{A i =D aaly, d. h. A, =4,4,,.
8=1

Die Formeln (109) bestimmen also eine lineare Darstellung m-ten Grades der
Gruppe @. In den vorangegangenen Uberlegungen nahmen wir stets an, da8 die
Funktionen ¢, linear unabhingig sind. Dann ist die lineare Transformation (109)
eindeutig bestimmt, und D(4,) ist ungleich Null, da sonst die ¢,(z,", 2,’,...,zy’)
durch eine lineare Abhiingigkeit miteinander zusammenhingen.

In dem Spezialfall von linearen Darstellungen der unitiren Gruppe spielten die
Funktionen (96,) die Rolle der g¢,.

Es sei nun @ die Gruppe der Drehungen des dreidimensionalen Raumes, so'da8
also n = 3 zu setzen ist. Wir setzen weiterhin voraus, die Funktionen ¢, seien in
einer Kugel K um den Ursprung orthogonal und normiert, d. h., es soll

fff Pp(Z15 Tz, T3) g (%1, T2, T3) ATy A2y A2y = 6y (111)
¥

gelten. Wir zeigen, daB unter diesen Annahmen die lineare Darstellung (109) der
Drehungsgruppe unitir ist. Durch eine Drehung G, geht die Kugel X in sich iiber,
und die Determinante von G, ist bekanntlich gleich 1. Die Bedingung (111) ergibt

fff ?’p(‘”l', xllr -'Ca’)?’q (xl,’ xI,: xaT) dxl, dxil dza’ = 6pq
K
oder auf Grund von (109)
n (.2 —
fff [‘Z; a{;‘i’ @i(Z1, %e, 23) * ’Z‘laﬁ' ;i (@15 Ta,s xs)] dz,' dzy’ day’ = pg-
x = p

GemiB den Regeln fiir die Einfithrung neuer Verinderlicher in dreifachen Inte-
gralen miissen wir hier beim Ubergang zu den Integrationsverinderlichen z,, z,,
zy lediglich dz,’ dzy’ dz;’ durch daz, dz, dz; ersetzen und dann iiber dieselbe
Kugel K integrieren. Nach (111) erhalten wir dann

m
a;;“’a,‘,}’ = 8pq (p,g=12,...,m),

{=

-

16%
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wobei wie stets gelten soll: ,, = 0 fiir p 3= ¢ und 6,, =1, d. h,, in jeder der
Matrizen A, sind je zwei Zeilen orthogonal. Also sind in den transponierten
Matrizen je zwei Spalten orthogonal und folglich [28] auch je zwei Zeilen. Also
sind auch in den urspriinglichen Matrizen sowohl die Zeilen als auch die Spalten
untereinander orthogonal, d. h., alle Matrizen A4, sind unitér.

Wir betrachten jetzt die zweidimensionale Laplacesche Gleichung

a2U o2U
W"'a—y?=0’ (112)

die wir in den Bezeichnungen der Vektoranalysis in der Form

divgrad U =0 (113)
schreiben kénnen.
Es sei
o (@, y) = ap’ 4 a 2ty 4 o + gy 4 e 4 ayy (114)

ein homogenes Polynom I-ten Grades in 2 und y. Wir zeigen, da8 zwei linear unab-
hiingige Polynome der Form (114) existieren, die Losungen der Gleichung (112)
sind, und da8 jede Losung von (112), die iiberhaupt als homogenes Polynom I-ten
Grades dargestellt werden-kann, eine Linearkombination dieser beiden Polynome
ist. Bei dieser Linearkombination sollen natiirlich die Koeffizienten konstant sein.
Die Koeffizienten des Polynoms (114) lassen sich offensichtlich folgendermaBen
ausdriicken:

__ 1 dp@y)
T — k) k! oz oyF *

Gy

Geniigt nun dieses Polynom der Gleichung (112), so ist seine zweite Ableitung
nach y gleich seiner negativen zweiten Ableitung nach z, weil ja (112) gleich-
bedeutend ist mit

AU AU
T

Somit erhalten wir fiir die Koeffizienten a; Ausdriicke der folgenden Gestalt:

1 #a 1 du

&= LTl a2 0% %= T e s gy

d. h., alle Koeffizienten des Polynoms (114) lassen sich linear durch die Koeffizien-
ten a, und a, ausdriicken. Diese Uberlegungen zeigen uns, da8 es héchstens zwei
linear unabhéngige homogene Polynome I-ten Grades gibt, die der Gleichung (112)
geniigen. Wir zeigen jetzt, da8 wirklich zwei Polynome dieser Art existieren. Dazu
betrachten wir das homogene Polynom

w (2, y) = (x + sy)'.
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Entwickeln wir den Klammerausdruck und trennen den reellen vom imaginiiren
Anteil, so erhalten wir

(2, y) = @i (x, y) + tp(x, y).

Dabei sind ¢; (z, y) und y, (x, y) reelle homogene Polynome I-ten Grades, die von-
einander linear unabhéngig sind. Durch Differentiation von w,(z, y) ergibt sich

(?2(0[ (x’ y) — l(l __

e D +ig-e, 2B ) @ 4oigye,

oy?
d. h., w(z, y) erfiillt die Gleichung (112). Dasselbe kann man dann aber auch fiir
den reellen und den imaginiren Teil dieses Ausdrucks sagen, d. h., die Polynome

@1(z,y) und y,(z, y) liefern uns zwei gesuchte Losungen der Gleichung (112).
Fiihren wir Polarkoordinaten

T =rcosg, y=rsing
ein, so wird
w(xz, y) =rie’le.
Die Polynome ¢; und 4, nehmen dann die folgende hochst einfache Gestalt an:
oi(z,y) =rcoslyp, v (x,y) =r'sinlp.
Wir drehen nun die z,y-Ebene um den Ursprung um den Winkel #:

2’ =xcosz9—y8in19:} (115)

Yy = xsin & - y cos 9.

Man erkennt miihelos, daB dabei die Gleichung (112) invariant bleibt, d. h.,
genauer gesagt, daB in den neuen Verinderlichen die Gleichung (112) genau die
gleiche Form

2U U
5a® T oyn =0 (116)

besitzt.

Man kann das nun unmittelbar unter Benutzung der Formeln (115) und der
Differentiationsregel fiir zusammengesetzte Funktionen verifizieren. Aulerdem
folgt die erwihnte Tatsache auch unmittelbar daraus, daB die linke Seite von
(113) einen Wert besitzt, der nicht von der Wahl der Koordinatenachsen abhangt
und folglich in jedem geradlinig rechtwinkligen Koordinatensystem ein und die-
selbe Form besitzt. Somit miissen auch die Polynome ¢, (2’, ') und y,; (z’, y') die
Gleichung (116) und folglich auch die Gleichung (112) erfiillen und sich daher
linear durch die ¢, (z, y) und y, (z, y) ausdriicken lassen. Das fiihrt uns auf eine
lineare Darstellung der Drehungsgruppe der Ebene.
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Ubrigens kann man an Stelle der angegebenen beiden Polynome auch zwei
andere nehmen, die Linearkombinationen aus ihnen sind:

o' @ y) =gry) —iyy), @y =ep@y) +inEy)
bzw.
@ (@ y) = (@ —iy) =rle e, y'(z,y) =@+ iy) =riev.

Diese Polynome liefern die folgende Transformation:
P (@, Y) = rle et = e~i0g) (x, y),
v (@, y) = et = ey (z, y),

d. h., der Transformation (115) entspricht bei dieser linearen Darstellung die
Matrix

ei—-M 0
(0 eno) '

wobei der Winkel # beliebige Werte annimmt. Aus der Gestalt der Matrizen geht
unmittelbar hervor, daB diese lineare Darstellung vollreduzibel ist. Sie zerfillt so-
mit in zwei lineare Darstellungen ersten Grades, die durch die Funktionen e-#?
und ef® bestimmt werden. Dabei kann die Zahl ! beliebige ganzzahlige Werte
annehmen. Auf diese Weise sind wir zu denselben linearen Darstellungen der
Gruppe der Drehungen der Ebene gelangt, auf welche wir schon friiher in [69]
gestofien waren.

Wir gehen jetzt zur dreidimensionalen Laplaceschen Gleichung iiber. Diese
lautet
2U rU 2U
P i i (117)

bzw.
div grad U = 0. (118)
Auch hier betrachten wir homogene Polynome I-ten Grades in drei Verénderlichen

@1 (2,9,2) = apz! + Xy (2,9)2' 1 + X, (z,9)2 2 + - + X (2,9)2 + X (z,y),
: (119)

wobei die X, (x, y) jeweils homogene Polynome k-ten Grades in den Argumenten x
und y sind. Jedes derartige Polynom X, (z, y) enthilt- £ + 1 ‘willkiirlich wihlbare
Koeffizienten, so daB also das allgemeine homogene Polynom I/-ten Grades in drei
Verinderlichen die folgende Anzahl von frei wihlbaren Koeffizienten enthilt:

1+2+3+---+(l+1)=—(l+1)2“+2).

Setzt man (119) in die Gleichung (117) ein, so ergibt sich auf der linken Seite ein
homogenes Polynom (! — 2)-ten Grades. Setzen wir dessen Koeffizienten gleich
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¢+ 1e+2)
2

@ — 1)l
2

Null, so bekommen wir homogene Gleichungen fiir die —

bekannten Koeffizienten des Polynoms ¢ (x, y, ). Nun gilt

(+1DE+2) @1y

3 3 =20 + 1.

Somit bleiben mindestens 2! 4 1 Koeffizienten des Polynoms ¢, (x, y,z) unbe-
stimmt, d. h., es existieren mindestens 2! 4 1 linear nnabhingige homogene
Polynome l-ten Grades, die der Gleichung (117) geniigen. ach derselben Methode
wie im Fall zweier Verinderlicher kann man zeigen, da8 auch nicht mehr als
21 4+ 1 derartige Polynome existieren kénnen, d. h., daB es genau 2! 4 1 linear
unabhingige gibt. Wir wollen diese Polynome mit

.0z, ¥, 2) (8=1,2..,2l+1)
bezeichnen. Ist
,y,2)=U-(2,y,2)

eine Drehung des dreidimensionalen Raumes, so bleibt dabei die Gleichung (117)
ungeéindert, und die Polynome y," (x,y,z) geben eine lineare Darstellung
(21 + 1)-ten Grades der Drehungsgruppe des dreidimensionalen Raumes.

Spéter werden wir die Theorie dieser harmonischen Polynome ausfiihrlich ent-
wickeln und fiir sie explizite Ausdriicke ableiten. Wir werden zeigen, da man sie
stets so wihlen kann, daB sie in jeder Kugel um den Ursprung orthogonal und nor-
miert sind. Dann wird die durch sie vermittelte lineare Darstellung der Drehungs-
gruppe unitir. Man kann zeigen, daB dies gerade eine lineare Darstellung ist, die
zu der in [69] hergeleiteten Darstellung durch die Matrizen D, {«, §, ¥} dquivalent
ist. Wir werden spiter noch auf diese Frage zuriickkommen.

72. Das direkte Produkt von Matrizen.!) Es seien zwei Matrizen

Gy Grg ... Gy by by ... by
4 =| 3 G2 ... G und B = byy byy ... bgy (120)
Gu) Gug --- Gas .bml bmz bmm

gegeben. Die erste sei n-ten und die zweite m-ten Grades. Wir bilden eine neue
Matrix C' mit den Elementen c;;;);, die man durch Multiplikation aller Elemente
von A mit allen Elementen von B erhilt:

{Clijim = Cijzm = aiby. (121)

1) Das in diesem Paragraphen eingefithrte Produkt wird in der Literatur auch das ,,ten-
sorielle Produkt‘‘ oder auch das ,,Kronecker-Produkt‘‘ von Matrizen genannt. (Anm. d. Red.)
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Hier spielt das Paar ganzer Zahlen (3, j) die Rolle des ersten Index und das Paar
(k, 1) die des zweiten, wobei

tund £k =1,2,...,n,
jund 1 =1,2,....,m.

Dies ist eine spezielle Indizierung der Zeilen und Spalten: Die Zeilen und Spalten
werden mittels Paaren aus ganzen Zahlen gekennzeichnet, wobei die erste Zahl von
1 bis # und die zweite von 1 bis m lauft. Wir kénnen natiirlich Zeilen und Spalten
auch wie gewdhnlich mit ganzen Zahlen durchnumerieren, die von 1 bis nm laufen,
wobei dann jedem Zahlenpaar (s, j) bzw. (k, !) in der neuen Numerierung umkehr-
bar eindeutig eine ganze Zahl entspricht. Diese Durchnumerierung mit ganzen
Zahlen kann man nun auf verschiedene Weise bewerkstelligen. Da sich der Uber-
gang von einer Numerierung zu einer anderen auf eine gleichzeitige Permutation
der Zeilen und Spalten, d. h. auf den Ubergang zu einer konjugierten Matrix,
reduziert, ist es im folgenden fiir uns gleichgiiltig, wie die Numerierung vorge-
nommen wird. Die Matrix C heiBt das direkte Produkt der Matrizen A und B und
wird gew6hnlich mit )

C=AxB (122)

bezeichnet. Diese neue Art von Produktbildung ist kommutativ.
Sind z. B. die beiden Matrizen (120) vom Grade 2, so ist ihr direktes Produkt
vom Grade 4. Wir kénnen es u. a. in folgender Form schreiben:

81ubi anbiy @13byy a1pb; C11;11 Ciz1z Gz Cingee
C-— by nbae G120 G12bge — [ G12i11 C1z;12 Cizzm Crzme
831011 @y byy Gagbyy @ngbys Ca1;11 Ca1;12 Carz21 Cansas
Gg1bay Gy bsy G3absy Gypbay Cag;11 Ca2;12 Caziiz Cas;ee

oder auch anders, wenn wir gleichzeitig Zeilen und Spalten derselben Permutation
unterwerfen.
Sind 4 und B Diagonalmatrizen

4= [yl’ ""7!]! B = [61, eeey 6,,,],

so gilt a;; =0 und b; =0 fiir i =% und j 3=1. GemaB (121) ist also ¢;j;
hdchstens dann von Null verschieden, wenn das Zahlenpaar (2, §) mit dem Zahlen-
paar (k, ) iibereinstimmt; mithin ist auch C eine Diagonalmatrix, und zwar be-
finden sich in der Hauptdiagonalen von C alle méglichen Produkte der y, mit den 4,.
Sind insbesondere alle y, und alle §; gleich 1, so ist auch C eine Einheitsmatrix.
Wir sind zu dem folgenden Satz gekommen:

Satz I. Das direkte Produkt zweier Diagonalmatrizen ist wieder eine Diagonal-
matriz, und das direkte Produkt zweter Einhestsmatrizen ist wieder esne Esnhests-
matriz.

- Wir beweisen nun den folgenden Satz:
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Satz II. Sind AP und A® zwei Matrizen des Grades n, BY und B?® zwei Ma-
trizen des Grades m, so gilt

(A® x B®) (AW x BV) = A® 4D x B® B® (123)

Es sei bemerkt, daB A4 B fiir zwei Matrizen A und B gleichen Grades stets das
gewdhnliche Produkt dieser Matrizen bedeutet. Bezeichnen wir die Elemente der
Matrizen mit den entsprechenden kleinen Buchstaben mit zwei unteren Indizes,
so erhalten wir nach der Definition des direkten Produkts

(A9 X BO)joy = alpb) (1 =1,2).

Die Regel fiir die gewohnliche Multiplikation von Matrizen ergibt fiir die Elemente
der auf der linken Seite von (123) stehenden Matrix:

dij:n _pz; "2' al b2apl by . (124)

Wir zeigen, daB auch die Elemente der Matrix auf der rechten Seite von (123) diese
Gestalt haben. Nach der Definition des gewohnlichen Produkts gilt:

{A(l)A(l)}",k — Z"" a(2) a’(’lk) , {B(il) B(l)}ﬂ — Z‘ b(!) b(l)
. p=1 ¢=1

und aus der Definition des direkten Produkts folgt
Az = 2 afy agl - Z big bal'»

was mit (124) iibereinstimmt. _
Wir wenden uns nun dem Beweis eines letzten Satzes iiber das direkte Produkt
zu.

Satz III. Das direkte Produkt C = A > B zweser unitirer Matrizen A und B ist
unstdr.
Nach Voraussetzung gilt
L] m N .
Zl'a,,&T,, = 8pq» Z;b,,,b,q = 0pq- (125)
8= 8=
Um zu zeigen, daB auch die Spalten von € orthonormiert sind, setzen wir
n »m _
2 2 CiiipaiCiti oo = Bpicai paas
i=1§=1

Auf Grund von (121) gilt dann

" m . n m _
Opiipn = ; g @ip,Bip,bjg,bjq, = g'l “-’m“imiz; big,big, - (126)



250 LII. Elemente der Gruppentheorie und lineare Darstellungen von Gruppen

Sind nun die Zahlenpaare (p,, ¢;) und (p,, ¢;) voneinander verschi¢den, so ist
wenigstens einer der rechts steheriden Faktoren gleich Null. Stimmen aber beide
Paare iiberein, so sind wegen (125) beide Faktoren gleich Eins. Somit ist 6,,4,: p.
gleich Eins oder gleich Null, je nachdem, ob beide Zahlenpaare iibereinstimmen
oder nicht. Damit ist unser Satz bewiesen.

Wir kénnen natiirlich das direkte Produkt zweier Matrizen noch einmal im Sinne
des direkten Produkts mit einer dritten Matrix multiplizieren und kommen so zu
dem direkten Produkt dreier Matrizen

Aw@ X A® X A®

Mit derselben Bezeichnungsweise bekommen wir fiir die Elemente dieser neuen
Matrix folgende Ausdriicke:

b (@ 3
Cirl:ikr = GG a

Analog kann man auch das direkte Produkt einer beliebigen endlichen Anzahl
von Matrizen definieren. Das direkte Produkt dieser Matrizen wird dann eine Ma-
trix, deren Grad gleich dem Produkt der Grade der Faktoren ist. Die Reihenfolge
der Faktoren spielt keine Rolle.

73. Das Kronecker-Produkt zweier linearer Darstellungen eéiner Gruppe. Es sei
eine Gruppe & mit den Elementen G, und zwei linearen Darstellungen
2 =afz, + afx, + - + a8z, - (1=1,2,...,n) (127)
und
yl”=bi“l’yl+bl('“2) yz'*“""*"b;‘::ym '(k=172,"')m) (128)

dieser Gruppe gegeben, wobei « eine endliche oder unendliche Indexmenge durch-
lduft. Wir bezeichnen die Matrizen der Transformationen (127) und (128) mit
A bzw. B“ und bilden ihr direktes Produkt

CW = A(a) X B(a) - i (129)

Auch die Matrizen C bilden eine lineare Darstellung der Gruppe @, die man als
Kronecker-Produkt der Darstellung (127) und (128) bezeichnet. In der Tat,
jedem Element G, der Gruppe & entspricht eine Matrix C‘; dem Produkt
G,,G,, = G,, entspricht die Matrix C’ C’, die auf Grund von (123) durch die
Formel

(s C(a,) — (A(q) X B(A.)) (A(q) X B(a.)) — (A(a.)A(al)) P (B(q)B(a,))

bestimmt ist. Nun vermitteln aber die Matrizen 4 und B® eine lineare Dar-
stellung der Gruppe &, so daB also

AGd ) — flap und Bed B(;.) = R
gilt. Daher folgt auch
Ol Q) = 4 x Blav
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d. h. gemiB (129)
C(u.) C(al) — C(u.) .

Somit entspricht dem Produkt von Elementen G, wieder das Produkt der zu-
geordneten Matrizen C® und diese Matrizen ergeben eine neue lineare Darstellung
der Gruppe &. Wir bemerken hier noch, cdafi dem Einselement aus & das direkte
Produkt der Einheitsmatrix A und B®, also die Einheitsmatrix C® entspricht.

Bilden wir nun die nm Produkte z;y, und wenden auf jeden Faktor die Trans-
formation (127) und (128) an, so bekommen wir

z'y =@ + - + a@z) - Oy + - + DY)

oder, ausmultipliziert,

Ld »
%'y p; g F:pgTpYq>
wobei
G“. o= (a) b(a)

ist. Sind x; und y, die Objekte zweier durch die Matrizen A und B® bestimmien
linearen Darstellungen der Gruppe ®, so sind die x;y, Objekte der durch die Matrizen
C®@ bestimmten linearen Darstellung derselben Gruppe. Bilden die Matrizen- A®@
und B® irreduzible lineare Darstellungen, so brauchen deshalb die Matrizen C®
nicht unbedingt wieder zu einer irreduziblen linearen Darstellung zu gehoren. Im
folgenden werden wir ausfiihrlich auf den Fall eingehen, in dem die Gruppe & die
Gruppe der Drehungen des dreidimensionalen Raumes ist und die Matrizen 4«
und B verschiedene irreduzible lineare Darst,ellungen dieser Gruppe sind, die wir
in [69] konstruiert haben. Wir werden zeigen, daB in diesem Fall das Produkt

Diu {e, ﬁ’ 7l X Di. {x, ﬁ; '}’]

reduzibel ist, und bestimmen, aus welchen irreduziblen Darstellungen die Dar-
stellung zusammengesetzt werden kann.

Als Beispiel betrachten wir die Schrodinger-Gleichung fiir zwei Elektronen, die sich im
Feld eines positiven Kerns befinden. Diese Gleichung besitzt die Gestalt

B2 e o & \ -
__"” il = Evy, 130
[ 8n?m 351 (a":az + 2yt + 0zt V] v="Fy s
wobei
2
V=% — e oL ¢ (131)
=1 Vrltyltz 2Vm—al+ -9+ (- =)

zu setzen ist und die Konstanten die iibliche Bedeutung haben. Der zweite Summand in dem
Ausdruck firr V entspringt aus der Wechselwirkung, der beiden Elektronen. Vernachlissigen
wir in erster Annéherung diese Wechselwirkung, so bekommt die Gleichung die Form

(H, + Hy)y = Ey (132)
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mit
: 2 2 &2 2
Ho- - (&, & &) __fu -4y
8ntm \ex2 Oy 0z Va2 + y2 + 2,2
Wir nehmen jetzt an, daB die einzelnen Gleichungen
Hyy=_Ey, H,y =Ey (133)
die Eigenwerte E, und E, mit den Eigenfunktionen
1 (21 41, %) und Yo (@, Yo» %)
besitzen, d. h. es gelte
H,y, = E\p, und Hyy, = Epy,. (134)

Setzen wir nun in (132) die Funktion

v = 9, (%1, Y15 21) W2 (T2, Yor %)

so kommen wir auf Grund von (134) zu

(Hy + Hy)y = w. Hyyy + vy Hoy, = (B, + By, = (B, + Ep)y,

d. h., die Gleichung (132) besitzt y,yp, als Eigenfunktion. y, ¥, entspricht dabei dem Eigen-
wert E, 4+ E;. Die linke Seite der Gleichung (133) enthilt lediglich den Laplaceschen Ope-
rator und den Abstand eines Punktes vom Koordinatenursprung. Sie éndert sich also nicht,
wenn wir eine Drehung des Raumes um den Ursprung ausfiihren. Es kann passieren, daB dem
Eigenwert E = E, in der ersten der Gleichungen (133) mehrere Eigenfunktionen y, ent-
sprechen. Alle diese Funktionen sind dann Losungen der Gleichung und liefern eine lineare
Darstellung der Drehungsgruppe, genau so wie uns in [69] die homogenen harmonischen
Polynome auf eine Darstellung der Drehungsgruppe fiihrten. Dies sei z. B. die Darstellung
Dj, {x, B, ). Entsprechend mégen die Lésungen der zweiten Gleichung aus (133) fir den
gegebenen Eigenwert E = E; die Darstellung Dj, {x, 8, y} der Drehungsgruppe ergeben.
GemiB dem oben Gesagten liefert dann das Produkt ¥, eine lineare Darstellung der Dre-
hungsgruppe, die nichts anderes ist als das direkte Produkt Dj, X Dj,. Zur physikalischen
Charakterisierung des entsprechenden Eigenwertes E, + E, der Gleichung (132) ist es nun
wesentlich, aus dieser Darstellung diejenigen irreduziblen Darstellungen herauszulésen, in
welche sie zerfillt. Das spielt eine wesentliche Rolle in der Storungsrechnung.

74. Das direkte Produkt von Gruppen und seine linearen Darstellungen. Der
Begriff des direkten Produkts von Matrizen spielt auch bei einer anderen Problem-
stellung eine Rolle, der wir uns jetzt zuwenden wollen. Es seien zwei Gruppen ¢
und $ vorgegeben, deren Elemente wir mit G, und H bezeichnen wollen. Die In-
dizes « und # durchlaufen unabhingig voneinander im allgemeinen verschiedene
Indexmengen. Wir definieren nun eine neue Gruppe {, deren Elemente die Paare
von Elementen aus & und § sind:

F«ﬂ = (Ga’ Hﬂ),

wobei das erste Element des Paares in & und das zweite in § liegt. Als Eins-
element bezeichnen wir das Paar F,;, fiir das @, und H, die Einselemente aus &
und 9 sind. Analog definieren wir die inversen Elemente der Gruppe {. Das
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Multiplikationsgesetz fiir die Gruppe § erkliren wir naturgema8 durch die folgende
Formel

Eﬂ:ﬂ: Fﬂnﬂ: = (Gﬂn Ga Hﬂl Hﬂx) '

Man verifiziert ohne Miihe, da die Gesamtheit der Elemente F,; wirklich eine
Gruppe bildet. Wir nennen diese Gruppe § das direkte Produkt der Gruppen 6 und 9.
Ist nun irgendeine lineare Darstellung von & durch Matrizen A’ und ebenso
irgendeine lineare Darstellung von § durch Matrizen B® gegeben, so kénnen wir
unter Benutzung der Formel (123) wie im vorhergehenden Abschnitt zeigen, da
die direkten Produkte

Cef) = AW x BB

12

eine lineare Darstellung der Gruppe § vermitteln. AuBerdem gilt: Sind die Dar-
stellungen 4 und B% unitir, so ist es auch die Darstellung C# der Gruppe
[72].

Wir zeigen jetzt: Sind die Darstellungen A und B® irreduzibel, so ist auch die
Darstellung C# der Gruppe § irreduzibel. Haben die Matrizen 4 den Grad » und
die Matrizen B den Grad m, so haben die Matrizen C“-# den Grad nm.

Es sei nun X eine Matrix vom Grade nm, die mit allen Matrizen C vertauschbar -
ist. Bezeichnen wir die Elemente der Matrizen durch entsprechende kleine Buch-"
staben, so gilt fiir beliebige Indizes ¢, §, p und g und beliebiges x und §:

m n m n
[¢ ) (@ R
D Dxiuandl =3 3af b xy;p (135)
=1i=1 19161
mit
—_ 5 (@) h(B: __ pla,f)
aghl —cif,  wnd  o@bp = cif).

Ist nun G das Einselement der Gruppe &, so ist A® eine Einheitsmatrix, d. h.,
esist afy =0 fiir k 3= p und aj) = 1. Die Formel (135) liefert uns dann

Y ’ m
2 Tijipt bfﬁ’ =2 b;'?)xil;pq- (136)
=1 =1

Ebenso kénnen wir, wenn wir nur annehmen, da B’ das Einselement der Gruppe
B ist, zu

m n
kZ; TifikgOip =kZ_ & Thjipe (137)
= =i

kommen. '
Nehmen wir nun die (nm)? Elemente x,;,; und halten die Indizes ¢+ und & fest,
so erhalten wir die m? Eleniente

Zijkl (],l =12,...,m),

welche eine m-reihige Matrix bilden, die wir mit X,“® bezeichnen wollen. Halten
wir in z;;;,; die Indizes j und [ fest, so kommen wir entsprechend zu einer n-reihigen
Matrix X,%0. Wegen (136) sind alle Matrizen X" mit allen Matrizen B’ ver-



254 II1. Elemente der Gruppentheorie und lineare Darstellungen von Gruppen

tauschbar, die ihrerseits nach Voraussetzung eine ‘irreduzible lineare Darstellung
der Gruppe B8 vermitteln. Folglich sind alle X,%® Vielfache der Einheitsmatrix,
d. h., bei festem 1 und & haben fiir § =1 alle Elemente z;;,; den gleichen Wert,
und sie sind gleich Null, wenn j =+ ! ist:

Tijm = Tiyn Ot (138,)
Aus analogen Uberlegungen fiir die Matrizen X,4-* folgt
Zijt = Zajiu Giks (138,)

wobei, wie immer,
0pg =0 fir pgq und Spp =1

gesetzt ist.

Vergleicht man (138,) mit (138,), so sieht man, da8 x;;,; nur dann von Null ver-
schieden sein kann, wenn ¢ = k und j =1 ist, und daB alle z;;.;; untereinander
gleich sind ; d. h., die Matrix X, die mit allen Matrizen C‘# vertauschbar ist, mu8
notwendig ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein. Daraus folgt aber unmittelbar,
daB die durch die direkten Produkte A® x B% vermittelte lineare Darstellung
der Gruppe  irreduzibel ist. Man kann iibrigens zeigen, daB man auf diese Wesse
auch jede trreduzible Darstellung von & erhdll.

Es seien nun @ und 9 insbesondere Gruppen linearer Transformationen mit ein
und derselben Anzahl von Verinderlichen, fiir die auBerdem irgend zwei Matrizen
G, und H; miteinander paarweise vertauschbar sind, fiir die also

G.Hy = H,G, (139)
gilt.2)

Wihrend wir in den vorangegangenen Uberlegungen die Elemente der Gruppe
als Elementepaar (G,, Hp) definierten und dann ein bestimmtes Multiplikations-
gesetz innerhalb von { festsetzten, konnen wir jetzt als Elemente von & einfach
die Produkte (139) nehmen, die laut Voraussetzung nicht von der Reihenfolge
abhidngen. Die so gebildete Gruppe § ist zur alten Gruppe & isomorph. Sind G,,
und H,, Einheitsmatrizen, so ist auch ihr Produkt G, H,; = H, G, die Ein-
heitsmatrix. Offensichtlich ist die Matrix G,2H;"' = H;'G,! zu dem Produkt
G,H, invers, und auf Grund von (139) gilt das folgende Multiplikationsgesetz

G‘I Hﬂ: : GaxHﬂx = (Ga. Ga!) (Hﬁ.Hﬂ;) s

d. h,, alle die Eigenschaften, auf die wir oben bei der Konstruktion von $ hin-
wiesen, sind in unserem Fall erfiillt, so da8 man sich also die Gruppe § durch die
Produkte (139) reprisentiert denken kann.

Als Beispiel wollen wir den Fall betrachten, daB & die Gruppe der Drehungen
des dreidimensionalen Raumes und $ die Gruppe der Ordnung 2 ist, die aus der
identischen Transformation I und der Spiegelung S am Ursprung [57] besteht.
Die Bedingung (139) ist hier erfiillt. Ist nimlich @, eine beliebige Drehung des
Raumes, so gilt offensichtlich G,8 = §G,. Die Gruppe § ist hier die Gruppe

1) Es muB auBerdem die Voraussetzung gemacht werden, da8 ¢ und $ nur das Einselement
gemeinsam haben. (Anm. d. Red.)
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aller reellen orthogonalen Transformationen des dreidimensionalen Raumes. Fiir
die Gruppe § hatten wir in [67] zwei lineare Darstellungen ersten Grades ab-
geleitet. Die eine ist die identische Darstellung, die nur aus der Zahl 41 besteht.
die andere ist die antisymmetrische, durch die der Matrix I die Zahl 1 und der
Matrix S die Zahl —1 zugeordnet wird. Wihlen wir jetzt irgendeine lineare Dar-
stellung der Drehungsgruppe D;{«, 8, y} aus, so konnen wir das direkte Produkt
der Matrizen dieser Darstellung mit den beiden Darstellungen der Gruppe der
Spiegelung am Ursprung bilden. In dem einen Fall erhalten wir eine lineare Dar-
stellung der vollen Gruppe der orthogonalen Transformationen, durch die jeder
Drehung um die Eulerschen Winkel {«, f, ¥} ein und dieselbe Matrix D;(«, 8, y)
entspricht, ganz gleich, ob man die reine Drehung oder die mit einer Spiegelung
am Ursprung gekoppelte Drehung nimmt. Wir wollen diese Darstellung der
Gruppe der orthogonalen Transformationen mit D;*{«, §, y} bezeichnen. In dem
anderen Fall entspricht der reinen Drehung die Matrix D;{«, #, y) und der Dre-
hung, die mit einer Spiegelung gekoppelt ist, die Matrix —D;{«, 8, y}. Diese Dar-
stellung der Gruppe der orthogonalen Transformationen wollen wir mit D;~{«, g, y)
bezeichnen.

Wir geben noch ein Beispiel fiir ein direcktes Produkt zweier Gruppen. Es seien
uns zwei Punkte (z,, y;, 2;) und (2,, ¥, 2,) gegeben. Wir nehmen an, die Gruppe
@& sei die Drehungsgruppe des dreidimensionalen Raumes. Unsere Verianderlichen
erfahren dabei die linearen Transformationen

2 = gue + Gr2¥r + J1a%,
Ye' = gn% + G2 ¥k + G2 (k=1,2) (140) '
2 = ga1%k + Faa¥r + Gs3 %

wo das Schema der g;; die Matrix einer Drehung ist. Wir nehmen ferner an, $ sei
die Gruppe, die aus der identischen Transformation und aus derjenigen Trans-
formation besteht, welcher eine Vertauschung der Indizes 1 und 2 unserer Punkte
entspricht. Letztere hat die Form

LA g 141
( 3=+ (141

Offenbar gilt 82 = I, und daher besteht die Gruppe § aus den beiden Trans-
formationen I und S. Ist G, eine Drehung, so ist offenbar G,S = SG,, da es
gleichgiiltig ist, ob man vor oder nach der Drehung umnumeriert. In unserem
Fall erhalten wir dieselben linearen Transformationen fiir die Gruppe & wie auch
oben. Hitten wir statt zwei n Punkte gewihlt, so wiren die Elemente von 9, die
ja Permutationen der Indizes dieser Punkte sind, lineare Transformationen in =
Verinderlichen, und § wire der Permutationsgruppe von n Symbolen isomorph.
Auch in diesem Fall sind die Drehung und die Permutationen der Punkte mitein-
ander vertauschbar. Bilden wir das direkte Produkt der Matrix einer linearen
Darstellung der Drehungsgruppe und der Matrizen einer linearen Darstellung der
Permutationsgruppe, so erhalten wir eine lineare Darstellung der Gruppe .
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75. Die Ausreduzierung des Kronecker-Produkts D; x D; von linearen Dar-
stellungen der Drehungsgruppe. Wir wenden uns jetzt der Losung der Aufgabe zu, die
wir in [73] erwahnten. Wir sahen dort : Betrachtet man die Schrédinger-Gleichung
fitr zwei Elektronen unter Vernachlassigung der Wechselwirkung der Elektronen.
so liefern die Eigenfunktionen der Schrédinger-Gleichung eine lineare Darstellung
der Drehungsgruppe, die durch Bildung des Kronecker-Produkts zweier linearer
Darstellungen der Drehungsgruppe gebildet werden kann. Dabei taucht das Pro-
blem auf, eine derartige lineare Darstellung in irreduzible Bestandteile zu zer-
legen. Diese Aufgabe laSt sich folgendermaBien mathematisch prazisieren: Es
sind zwei irreduzible Darstellungen D;{«, f, ¥} und D;{«, #, y} der Drehungs-
gruppe gegeben. Dann ist das Kronecker-Produkt D; x D; wiederum eine lineare
Darstellung der Drehungsgruppe [73]. Es wird dann verlangt, diejenigen irredu-
ziblen Bestandteile herauszulésen, aus denen diese Darstellung zusammengesetzt
ist.

Die Objekte der linearen Darstellung D; (2j 4 1)-ten Grades seien die Grofen

U. = uli+mu2f—‘m
"G+ miG — m)!

und die der linearen Darstellung D;- die GroSen

m=—j,—j+1,....5—1,9) (142)

vy gyl - , Y ., .,
=V("-;-m')'(2-l m')! (m" =—7", —j +1,...,5" —=1,7),
i G — m)! (143)

-

wobei u,, 4, und v, v, derselben unitiaren Transformation mit der Determinante

-1 [68] unterliegen. Bilden wir jetzt die (25 4+ 1) (27" + 1) Ausdriicke
Uy i+ i~y T i =

Vi + m)lG — m)l G + ) — m)!

m=--j,—j+1,..,j—Ljjm=—j,—j+1,..,j —1,7),

Wmm’ = Um Vm’ = (144)

so sind das die Objekte der durch die Komposition D; X D;; bestimmten linearen
Darstellung der Drehungsgruppe.

Im folgenden setzen wir voraus, daB j und j' ganze Zahlen oder Hilften von
ganzen Zahlen sind, d.h., wir betrachten lineare Darstellungen der unitdren
Gruppe in zwei Veranderlichen mit der Determinante 1. '

Es sei nun k eine ganze Zahl (oder die Hilfte einer ganzen Zahl), die der Un-
gleichung

j—=7=ksj+7 (145)

geniigt. Wir zeigen, daB wir aus den GréBen (144) 2k + 1 Linearkombinationen
bilden kénnen, die auf die Darstellung D, der Drehungsgruppe fiithren.

Zum Beweis dieser Behauptung bilden wir den Ausdruck

L = (uyvg — Ue) (12 + Up0) ¥ (0,27 + v, 2,)37 (146)
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mit irgendeiner fest gewahlten ganzen Zahl [, die den Ungleichungen

l=0, 1 £2j, 1 <2y (147)
geniigt. Unterliegen nun die Verinderlichen u,, %, und »,, v, ein und derselben
linearen Transformation

Uy’ = @y + G, v = a0 + a1,

Uy = Gy Uy + gy, V' = gy ¥y + Gy,
mit der Determinante +1, d. h. mit a,,a,, — @,,a;; = 1, so erkennt man leicht,
daB der erste Faktor des Ausdrucks (146) unveriandert bleibt. Es gilt ndmlich

U0 — U0 = (@11 Bgr — @1380) (U1 0, — Uy).

Der Ausdruck (146) ist also ein homogenes Polynom in z, und x, vom Grade
2(j + 9° — 1). Er besteht demnach aus Summanden der Form

8,2, 220 D=0 (s =0,1,...,2G +§ — D). .
Setzen wir nun

k=j+i —1, (148)

k+m’" o k—m’’
Y = — 2 (m” = —k, —k+1,..., k—1,k), (149)
(k + m”)(k—m")!

so kénnen wir den Ausdruck (146) folgendermaBen umformen:
’
L = 2 kc,,,uy,,,u. (150)
Dabei hingen die Koeffizienten c,,~ von den Variablen u,, u,, v,, v, ab.
Aus (146) folgt unmittelbar, daB c,- ein homogenes Polynom in %,, u, vom
Grade 25 und ein homogenes Polynom in v, v, vom Grade 2’ ist, d. h., da8 ¢,,~ aus
Summanden der Form

a;qull’uzﬁ—li v, 90,2 ¢
besteht. Mittels (142) und (143) kénnen wir die ¢, auch in der Form
emr =3 2 AUV (m'=—k,—k+1,....,k—1,k (151)

darstellen; dabei hiingen die Koeffizienten da’ jetzt nicht mehr von u,,u,,v,, %,
ab. Wir bemerken ferner, da8 in (146) die Verianderlichen u, und v, nur als Koeffi-
zienten von x, oder in dem ersten Faktor von (146) auftreten, und zwar ist die
Summe der Exponenten von %, und v, in jedem Summanden dieses Faktors
gleich I. Beachten wir auBerdem, da8 in y,,~ der Faktor x,*+™" enthalten ist, so
koénnen wir sagen, daB in jedem Summanden von (151) die Summe der Exponenten
von u, und v, gleich k + m’ + ! ist. Auf Grund von (148) ist diese Summe aber
auch gleich j + j' +m’. Nun enthilt U, den Faktor u,/+™ und ¥V, den Faktor

17 Smirnow III/1



258 IIT1. Elemente der Gruppentheorie und lineare Darstellungen von Gruppen

v’ +7' mithin kann jeder der Ausdriicke (151) nur diejenigen Produkte U, V-
enthalten, fiir die m + m’ = m'’ ist. Damit konnen wir zeigen, da8 die Linear-
kombinationen (151) der GroBen U, V,, auf einelineare Darstellung der Drehungs-

gruppe fiihren, die mit D, aqulvalent ist.
Zuvor erinnern wir an die Definition der kontragredienten Transformation. Sind

(@), gy oees X)) = A(2y, Zp, ..., xy) und (¥, ¥, oo, Yn') = B Y1, Yoy ooy Yn)

zwei lineare Transformationen, so hie B kontragredient zu 4, wenn B = (4*)!
ist, und dies war gleichbedeutend mit

xlryl: + xz’yzr + e+ xu'.?/..' =Y + %29, + o - Ty yn

(siehe [21] und [40]).

Wir denken uns nun die Verdnderlichen u,, u, und v,, v, zugleich ein und der-
selben Transformation A mit der Determinante -4-1 unterworfen. AuBerdem
mégen die Verdnderlichen z; und z, der zu 4 kontragredienten Transformation
(4%*)~! unterliegen. GemaB der Definition der kontragredienten Transformation

bleiben dabei die Summen
LU xy + Uy, und 0,2, + 0,2,

ungeéndert. Nach dem oben Gesagten bleibt auerdem auch der erste Faktor von
(146) bei den angegebenen Transformationen unserer Variablen invariant. Somit
bleibt auch die ganze Summe L ungedndert. Auf Grund von (150) kénnen wir
also sagen: Ubt man auf die Verinderlichen y,,~ die durch A induzierte Trans-
formation C aus, so unterliegen die Verianderlichen c,,~ einer Transformation B,
die zu C kontragredient ist. Wir fiihren jetzt die neuen Veranderlichen

,ulk+m".u2k—-m" (m
V& + m™) 1k — m")!

ein. Nach dem binomischen Satz ergibt sich

zm" ==

[ _k,—k+1,...,k'—'lrk)

E
(U121 + % 25)% = (2k)! ’z kzm”ym”-
=

Die linke Seite dieses Ausdrucks bleibt bei unseren Transformationen invariant.
Also muB dies auch fiir die rechte Seite gelten, d. h., die Verénderlichen z,,~ unter-
liegen genau derselben zur Transformation C kontragredienten Transformation B
wie die Verinderlichen c,-. Wir wissen aber, daBl die Verinderlichen z,~ eine
lineare Darstellung D, der Drehungsgruppe 4 vermitteln, wenn u,, u, Objekte
der unitiren Gruppe mit der Determinante -1 sind. Damit ist unsere Behauptung
bewiesen.

Wir kénnen also aug den Verinderlichen (144), die wir als Komponenten eines
Vektors im (27 4 1)(24’ + 1)-dimensionalen Raum deuten, 2% 4+ 1 Linear-
kombinationen bilden, welche die lineare Darstellung D, der Drehungsgruppe ver-
mitteln. Halten wir uns nun die Formel (148) und Ungleichung (147) vor Augen,
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so sehen wir, dal die Zahl k folgende Werte annehmen kann:

k=j+4.7+7—1,..,17—71l (152)

Wir rechnen jetzt aus, wie viele Linearkombinationen sich aus den Groen (144)
bilden lassen, und setzen voraus, daf etwa j = j' ist. Die gesuchte Anzahl der
Linearkombinationen ist offensichtlich

(2 + 27 + 1) + 2 + 2§ — 1 + = + 2 — 2§ + 1).
Dies ist die Summe einer arithmetischen Reihe. Die Anzahl ihrer Glieder betrigt
(25 + 27 +1);(27—27 1.

Die gesuchte Anzahl der Linearkombinationen ist also gleich (25 + 1)(2j" + 1),
d.h. gleich der Anzahl der Gréflen (144). Gtenau dasselbe Resultat hitten wir auch
im Fall j < §° erhalten. Zur Abkiirzung setzen wir

@i+ 1@Ef +1)=r

und bezeichnen die oben aufgestellten Linearkombinationen der Gréfen (144) mit

=2§ +1.

Wy, Wy, cecy Wy, ) (153)

wobei wir annehmen, da8 die Linearkombinationen entsprechend der Anordnung
der linearen Darstellungen D, angeordnet sind, wenn k die Werte (152) durch-
lauft. Wenn wir auf die Veranderlichen «,, u, und v,, v, eine unitdare Transfor-
mation mit der Determinante 41 anwenden, so erhalten wir neue Werte U,," V,,’
fiir die Verdnderlichen (144) und. neue Werte w,’ fiir die w, (s =1, 2, ..., r) aus
(153). Dabei driicken sich die w,” mittels der. quasidiagonalen Matrix

[Djrjts Djsjrors - o5 Doyl (154)

durch die w, aus, und jedes D, entspricht der auf (%,, u,) und (,, v,) angewandten
unitdren Transformation. Wir zeigen spiter, dafl die Linearkombinationen (153)
der Grofien (144) linear unabhingig sind. Es sei nun 7' die Matrix derjenigen
linearen Transformation, durch welche die w, aus den Verianderlichen (144) her-
vorgehen. Das direkte Produkt D; X D; ist die Matrix der linearen Transfor-
mation der Verdnderlichen (144), und auf Grund des Vorangehenden gilt

[Df"'i' ’ -Di+]"—l yesey DH."]] = T(.D, X Dj') T (155)

. Damit ist die Zerfallung des direkten Produkts in irreduzible Bestandteile voll-
zogen. Fiir die eben angefiihrte Formel schreibt man gewéhnlich

DJ- X D,' = Diﬂ" -4 Di+i’°1 = eve D|,-_,"]. (156)

Wir erinnern noch daran, daBl jedes D, von einer unitiren Transformation ab-

a b
hingt und genauer in der Form D, { 5 _} geschrieben wird.
a

17*
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Das eben abgeleitete Resultat kann auf den Fall mehrerer Faktoren verall-
gemeinert werden. In diesem Sinne gilt z. B.

Dy, x Dy X Dy = (D, + Dy + Dy) x D,
:D3+D2+D1+D2+D1+D0+D1
=D3+2D2+'3D1+D0-

D; ist eine Matrix vom Grade 3 [68]. Das direkte Produkt D, x D, ist also vom
Grade 9 und schlieBlich das direkte Produkt D, x D, x D; vom Grade 27. Die
vorangehende Formel zeigt, daB diese Matrix bei jeder Wahl der unitédren Trans-
formation der folgenden quasidiagonalen Matrix dquivalent ist:

[Ds)D2’D21D1)DlaDl’D0]'
.Fiir den Grad dieser Matrix gilt [68]
2-34+1)4+22-2+1)+3@C-1+1)+(2-0+1)=27.

Es bleibt also lediglich noch die lineare Unabhingigkeit der w, als Linear-
kombination der Gréfen (144) zu beweisen. In der alten Bezeichnungsweise sind
die GréBen w, die GroBen c,,-; wir miissen nur dabei bedenken, daB bei der Kon-
struktion der ¢, verschiedene Werte von k oder, was dasselbe ist, verschiedene
Werte von [ genommen werden kénnen, so daBl es korrekter ist, ¢’ zu schreiben.
Wie wir oben gesehen haben, gehen in den Ausdruck fiir ¢{’. nur diejenigen
GréBen U, V- ein, fir die m + m’ = m” ist. Daraus geht unmittelbar hervor.
daB bei verschiedenen ! héchstens solche Gréfen c{). linear abhingig sein
koénnen, deren m’’ iibereinstimmt. Losen wir in dem Ausdruck (146) die Klammern
inden letzten beiden Faktoren auf und sammeln die Glieder mit z,¥+m" 2 k—m" wobei
k gemaB (148) bestimmt ist, so bekommen wir bis auf einen konstanten Faktor ¢,
als Funktion in den u, und v,. Dieser Ausdruck ist stets gleich dem Produkt von
(w9, — Uy0,)' mit einem Polynom in u,, u,, v, und v,, dessen Koeffizienten
positive ganze Zahlen sind. Man erkennt leicht, daB derartige Ausdriicke fiir ver-
schiedene / nie linear abhingig sein kénnen. Nehmen wir etwa an, wir hétten eine
lineare Abhingigkeit der Form

0,080 4 opcls - agclds =0

mit I, <<, < l; und irgendwelchen von Null verschiedenen Konstanten «,, so
miite diese Beziehung identisch fiir alle u,, u,, v, und v, erfiillt sein. Setzt man
z. B. u, = v, = v, = 1, so erhilt man auf Grund des oben iiber die Form des
Ausdrucks fiir ¢!, Gesagten eine Beziehung der Form

oy (uy — 1)y (wy) + og(uy — 1)py (uy) 4 a3(uy — 1)sps(uy) = 0,'

worin die p;(u,) Polynome in u, mit positiven ganzzahligen Koeffizienten sind.
Dividiert man diese Gleichung durch (z, — 1) und setzt dann u, = 1, so erhilt
man «; = 0. Das widerspricht unserer Annahme und beweist somit die Un-
moglichkeit einer linearen Abhingigkeit.

Wir koénnen schlieBlich die GréBe w, effektiv mit Hilfe der Verinderlichen (144)
ausdriicken, wenn wir in (146) die Klammern auflosen.
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mit p Zeilen und g Spalten. Wir fiihren dann die Matrix
m
C= ZIA(G,’)X[B (@I (160)
8=

ein und zeigen, daB sie den Beziehungen (159) geniigt.
Dazu sei Gy ein festes Element von @. Dann gilt

A(G)C = 3":1 A(G)A(G)X[B(G)] .

Auf Grund der Definition der linearen Darstellungen gilt weiter
AG)AG,) = A(G,) und  B(G)B(G,) = B(G,G,)
und daher auch

A4(G)C = 2?1 A(GG) X[B(G4G,)]I' B(Gy).
g

Mit G, durchlduft nun auch G;G, alle Elemente der Gruppe, so daB man die vorangehende
Formel auch in der Gestalt

A(G))C =CB(Gy)

schreiben kann, d. h., die Matrix C, die durch (160) definiert wird, geniigt wirklich den Be-
ziehungen (159) und ist somit eine Nullmatrix. Es gilt also fiir jede Matrix X

E‘IA (G) X[B(G)It = 0. *)

Wir nehmen nun an, da8 in X ein festgehaltenes Element {X};; gleich Eins ist und alie
anderen Elemente verschwinden. Dann ergibt die eben angegebene Formel

2 {4 (@) [B(@)T e = 0.

8=1

Da nun aber die Matrix B(G,) unitér ist, erhilt man aus ihr [B(G,)]* durch Vertauschung
der Zeilen mit den Spalten und durch Ersetzung aller Elemente durch die konjugiert kom-
plexen, so daB also die obige Formel in der Tat

m —
ZagTR =0

ergibt, wie (157) behauptet.
Bilden wir jetzt

D=3 A@)XA@),
gml

wobei X eine beliebige quadratische Matrix vom Grade p ist, so kénnen wir ganz genauso
zeigen, daB

A(G,)D=DA(G,) s=1,2,...,m)
ist.
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Das Produkt zweier Diagonalmatrizen ist wieder eine Diagonalmatrix. Die Ma-
trizen £, , und E, , haben also fiir b = ¢ = 0 die folgenden Eigenwerte:

E, ,: ap+ide=l(@)+m(d)e-m ( l=-p,—p+1,...p— l,p) ,
m=—q,—q+1,.....9—1,q
h=-p,—p+1,....,;— I:Pn)
m=-—q,—a1+1,..a—Laqa/
Beachtet man ad =1, so sicht man, daf die Eigenwerte auch die Gestalt

E,,: a¥at», E

E

PR an""hdﬂl—ll(a)ﬂﬁ-ﬂh(d)ql-mx (

. 2, g 2m
Pi.q1’ a"a™™m

annehmen kénnen. Fiir @ konnen wir eine beliebige, von Null verschiedene kom-
plexe Zahl wihlen. Man kann sie offensichtlich so annehmen, daB die Gesamtheit
der Eigenwerte der Matrix E, ;, von der Gesamtheit der Eigenwerte von E,, ,, ver-
schieden ist. Damit ist die Indquivalenz der Darstellungen (187) fiir verschiedene
Paare j, j’ bewiesen. Fiir j* = 0 ist die Darstellung (187) mit der Darstellung (185)
identisch. Fiir § = 0 dagegen fillt sie mit der Darstellung zusammen, die sich aus
(185) fir § =4’ ergibt, wenn man a, b, ¢ und d durch die konjugiert komplexen
Werte ersetzt. )

Wir wollen noch eine weitere Eigenschaft der Darstellungen (187) hervorheben.
Diese Darstellungen sind keiner unitiren Darstellung dquivalent. Wiren sie es
ndmlich, so miiten alle Eigenwerte jeder Matrix der Darstellung den Betrag 1
haben. Wir hatten aber weiter oben geschen, daB in der Darstellung E, , fiir
b =c¢ =0 die Eigenwerte gleich a¥a?™ sind. Diese Ausdriicke konnen offenbar
von 1 verschieden sein. Eine Ausnahme bildet die Darstellung E, ,, in der jedem
Element der Gruppe (183) die 1 entspricht.

Ist eine Darstellung, die nicht notwendig einer unitdren dquivalent zu sein
braucht, zerlegbar, d. h. einer Darstellung aus quasidiagonalen Matrizen vom
selben Typus dquivalent, so gibt es, wie wir in [66] sahen, eine Matrix, die mit
allen Matrizen der Darstellung vertauschbar ist und die nicht ein Vielfaches der
Einheitsmatrix ist. Um also die Irreduzibilitdt irgendeiner Darstellung (187) zu
beweisen, geniigt es zu zeigen, daB eine mit allen Matrizen der Darstellung (187)
vertauschbare Matrix ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist. Dies laB8t sich genauso
zeigen wie in [68]. Somit sind die Darstellungen (187) paarweise nicht dquivalent,
und jede von ihnen ist unzerlegbar. '

Abweichend von der in [656] gegebenen Definition bezeichnet man gelegentlich
auch die Zerlegbarkeit als Reduzibilitdt. Laut der Definition aus [65] heit nim-
lich eine Darstellung reduzibel, wenn alle ihre linearen Transformationen (ihr
Grad sei n) einen gewissen Unterraum L, mit 0 < k < » invariant lassen. Wie
wir in [68] sahen, folgt aus der Reduzibilitdt im alten Sinne einer aus unitiren
Matrizen bestehenden Darstellung die Reduzibilitdt im neuen Sinne, also die Zer-
legbarkeit, d. h., eine solche Darstellung ist einer quasidiagonalen Darstellung
dquivalent. Ist dagegen die Darstellung nicht unitér, so folgt aus der Invarianz
eines gewissen echten Unterraumes nicht notwendig die Reduzibilitit im neuen
Sinne. Es 148t sich noch zeigen, daB jede der Darstellurigen (187) nicht nur un-
zerlegbar, sondern sogar irreduzibel ist, d. h., daB sie auch keinen echten Unter-

18*%
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Damit ist bewiesen, daBl , mit & zusammenfillt. Mit anderen Worten, & hat
keinen echten Normalteiler auBler dem, der aus £ und —E besteht. Gleichzeitig
ist gezeigt, daBl die Gruppe der positiven Lorentz-Transformationen einfach ist.
Wie in [70] folgt hieraus, daB diese Gruppe keine echt homomorphen, d. h. nicht
isomorphen Darstellungen haben kann.

§7. Kontinuierliche Gruppen

82. Kontinuierliche Gruppen. Strukturkonstanten. Die Gruppe der Drehungen
des dreidimensionalen Raumes und die Gruppe der positiven Lorentz-Transforma-
tionen sind Beispiele unendlicher Gruppen, deren Elemente von kontinuierlichen
Parametern abhingen. Fiir die Drehungsgruppe kénnen z.B. die Eulerschen
Winkel die Rolle der Parameter spielen. In den von uns betrachteten Féllen be-
stehen die Gruppen aus linearen Transformationen. Die Abhingigkeit der Grup-
penelemente von Parametern kommt dann darin zum Ausdruck, daB die Elemente
der Matrizen, die den linearen Transformationen entsprechen, Funktionen dieser
Parameter sind. Auch weiterhin betrachten wir Gruppen linearer Transformatio-
nen. Die Elemente a;, der Matrizen linearer Transformationen, die eine Gruppe @&
bilden, sollen von r reellen Parametern «,, «,, ..., &, abhingen. Dabei sollen
folgende Bedingungen erfiillt sein: Die a;; sollen eindeutige Funktionen der Para-
meter «, sein fiir alle Werte dieser Parameter, die geniigend nahe dem Nullpunkt
oy =g =+ =, =0 liegen. Dem Nullpunkt entspreche das Einselement von &,
das durch die Bedingungen a; =0 fir ¢ &% und a; =1 charakterisiert
ist. Ferner nehmen wir an, daf jedem dem Einselement geniigend benachbarten
Element von & wohlbestimmte Werte von «, entsprechen, die geniigend nahe am
Nullpunkt liegen. Wir sagen, dal ein Gruppenelement in einer Umgebung des
Einselementes liegt, wenn die Elemente a;;, der entsprechenden Matrizen fiir ¢ = k
in einer Umgebung von Null und firr ¢ = £ in einer Umgebung von Eins liegen.
Unter unseren Voraussetzungen haben wir also eine umkehrbar eindeutige Zu-
ordnung zwischen denjenigen Elementen von & erhalten, die in einer gewissen
Umgebung des Einselementes liegen, und einer gewissen Umgebung des Koordi-
natenursprungs eines r-dimensionalen reellen Raumes 7',. Spéiter werden wir
nicht nur eine lokale eineindeutige Zuordnung erhalten, sondern eine solche ,,im
GroBen’‘. Dann wird jedem Element von @ ein wohlbestimmter Punkt von 7', aus
einem Gebiet V dieses Raumes entsprechen, welches auch den Koordinaten-
ursprung enthilt. Umgekelirt wird jedem Punkt von ¥V ein Element von @& ent-
sprechen. Vorerst fordern wir nur die oben beschriebene lokale Zuordnung. Durch
Symbole G,, G, G, usw. bezeichnen wir die Elemente von @, die den Parameter-
werten «,, fi,, v, (s =1, 2, ..., r) entsprechen. Vom lokalen Standpunkt aus muf}
man annehmen, daf die Parameterwerte geniigend nahe dem Nullpunkt und die
Gruppenelemente geniigend nahe dem Einselement sind.

Wir betrachten das Produkt zweier beliebiger Gruppenelemente

GﬂGa = G’,.
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Die Vertauschung der Indizes ¢ und k ergibt

98 i (os)
® = | P87
ak' ( aa‘k )a'=0’ (201)

woraus unmittelbar die Formel (198) folgt. Unter Beriicksichtigung von (197) er-
halten wir

’Z; Spiles) Tix(oxs) = Opi.

Beide Seiten dieser Gleichung differenzieren wir nach «; und setzen dann alle «,
gleich Null. Da die Matrizen S (x,) und 7' («,) fiir a, =0 (8 =1,2,...,7) zur Ein-
heitsmatrix werden, erhalten wir

98 gk () OT pi(x,) _
( Oua; )¢.=o+( ;0‘.' )n.ﬂO—O

und somit nach (201)

ap = —(Tpled)
asom0

aa;

Wie oben folgt hieraus die Formel (199). Die Formeln (193) definieren die Kompo-
sition in der kontinuierlichen Gruppe. Sie gestatten, aus den Parametern «, und
3, der Elemente G, und G; aus & die Parameter y, des Produkts G; G, zu berechnen.
Der Ausdruck (193) zeigt, da8 fiir hinreichend kleine «, und §, die Gruppenopera-
tion in erster Naherung auf ¥, = «, + f§, hinausliduft. In erster Ndherung ist die
Gruppe abelsch. Ist die Gruppe genau abelsch, so ist

@s(BrBas -y Brs Xp0g, oy &) = @uly g, ooy s BrfBas -5 By)
s8=12,...,r),

und in der Entwiocklung (193) gilt af} = a{). Fiir abelsche Gruppen sind also
alle Strukturkonstanten gleich Null. Bei allgemeinen Gruppen ergeben schon die
Glieder zweiter Ordnung in den Entwicklungen (193) eine Abweichung von der
Kommutativitdt. Dies kommt durch das Auftreten der von Null verschiedenen
Strukturkonstanten zum Ausdruck.

Mit Hilfe der Entwicklung (193) kann man miihelos die Entwicklung der Para-
meter &, des Elementes G,~! erhalten. Dazu mu8 man in (193) alle y, gleich Null
setzen und 8, durch &, ersetzen. Durch Anwendung der gewdhnlichen Differen-
tiationsregeln fiir implizite Funktionen erhédlt man

&y = —a; + ‘Z'aii’ aiop + &2,
k
9

wobei die ¢, von mindestens dritter Ordnung beziiglich «,, «,, ..., «, klein sind.

83. Infinitesimale Transformationen. Wie zuvor soll & eine kontinuierliche
Gruppe linearer Transformationen des Grades n sein, die durch Parameter «,
(s =1,2,..., r) bestimmt wird. Fernersoll wie bisher G, diejenige Transformations-
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