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Aus dem Vorwort zur russischen Ausgabe

In der modernen mathematischen Physik sind die Funktionen einer reellen Ver­
änderlichen, verschiedene Funktionenräume und die allgemeine Theorie der Opera­
toren von großer Bedeutung. Diesen Fragen ist im wesentlichen das vorliegende
Buch gewidmet, das aus der im Jahre 1947 erschienenen ersten Auflage ent­
standen ist.

Die Theorie der Funktionen einer reellen Veränderlichen in diesem Buch umfaßt
die Theorie des klassischen Stieltjesschen Integrals, des Lebesgue-Stieltjesschen
Integrals und die Theorie der volladditiven Mengenfunktionen.

Im ersten Kapitel ist die Theorie des klassischen Stieltjesschen Integrals darge­
legt. Ferner wird eine allgemeinere Definition des Stieltjesschen Integrals über ein
Intervall beliebiger Art angegeben; diese Definition basiert auf der Übereinstim­
mung des entsprechenden oberen und unteren Darbouxschen Integrals bei der Zer­
legung des Grundintervalls in beliebige Teilintervalle. Als Beispiel für das klassische
Stieltjessche Integral werden die Fourier-Stieltjesschen und die Cauchy-Stieltjes­
sehen Integrale betrachtet und für diese Integrale Umkehrformeln aufgestellt.
Auch wird das Stieltjessche Integral für den Fall einer Ebene definiert. Wir stu­
dieren ferner den Ra um C de-r stetigen Funktionen und geben die allgemeine Form
der linearen Funktionale auf diesem Raum an.

Das zweite Kapitel enthält Grundzüge der metrischen Theorie der Funktionen
einer reellen Veränderlichen und die Grundlagen des Lebesgue-Stieltjesschen
Integrals. Die ganze Theorie wird am Fall der Ebene erklärt, und es wird gezeigt,
wie diese Theorie auf den n-dimensionalen euklidischen Raum übertragen werden
kann. Die Maßtheorie wird für eine beliebige, nichtnegative, additive und normale
Funktion aufgebaut, die auf halboffenen zweidimensionalen Intervallen gegeben
ist. Das Lebesgue-Stieltjessehe Integral einer beschränkten Funktion wird definiert
mit Hilfe der übereinstimmung des oberen und des unteren Darbouxschen Inte­
grals bei Zerlegung der zugrunde gelegten meßbaren Menge in meßbare Teil­
mengen. Am Schluß des zweiten Kapitels wird ausführlich auf den Prozeß der
Mit.telung von Funktionen und auf die Eigenschaften der Mittelfunktionen unter
gewissen Forderungen für den Mittelungskern eingegangen. Dieser Prozeß wird im
weiteren Verlauf der Ausführungen oft benutzt.

Im dritten Kapitel werden die volladditiven Mengenfunktionen behandelt. Nach
dem Beweis der ersten Sätze dieser Theorie wird (zunächst ohne Beweis) ein Satz
angegeben, der die Zerlegung einer volladditiven Mengenfunktion in einen singu­
lären und in einen absolut stetigen Summanden betrifft, und die mit dieser Zerle­
gung verknüpften grundlegenden Tatsachen werden erläutert. Der Fall einer unab­
hängigen Veränderlichen wird eingehend untersucht. Im allgemeinen Fall betrach­
ten wir eine absolut stetige Mengenfunktion und geben eine Formel für die Varia­
blensubstitution im mehrdimensionalen Lebesgue-Stieltjesschen Integral an. Am
"Schluß des dritten Kapitels wird dann der Satz über die Zerlegung einer volladdi-
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77. Absolut stetigeFunktionenmehrererVeränderlicher 201

nimmt j(x) nicht ab und hat einenGrenzwert,den wir als Wert von j(x) für X=Xo
nehmen.Mit anderenWorten, die obige Fortsetzungreduziert sich darauf, daß
wir j(xo) alsobereGrenzeder Wertevon j(x) für von links gegenXo strebendexEHo
annehmen.Im Punktx= 1 liefert dieseDefinition offenbardenWert j(l) = 1. Somit
ist die in dem ganzenIntervall [0, 1] definierteFunktion nicht abnehmend.Man
kannleichtzeigen,daßsiestetigist. HättesienämlicheineUnstetigkeitsstellex = x',
so würde sich wenigstenseinesder Intervalle [f (x' - 0), j(x')] oder [f(x'), j( x' +On
nicht auf einenPunkt reduzierenund im Innern keine Werte von j(x) enthalten,
da j(x) monotonist. Aber die oben nur für die MengeHo definiertenWerte von
j(x) liegen in dem Intervall [0, 1] überall dicht. Aus der angenommenenUnstetig­
keit von j(x) ergibt sich also ein Widerspruch.

Wir erinnerndaran,daßj(x) in jedemder Intervalle (52) einenkonstantenWert
hat.Mit Hilfe dernichtfallendenstetigenFunktionj(x) könnenwir einevolladditive
nichtnegative Mengenfunktion �t�p�(�~�) konstruieren,die jedenfalls auf B-Mengen
definiert ist. Nach dem oben Gesagtenist f/J(Ho) =0, und daherist �f�/�J�(�~�) in jeder
B-Menge,die eine Teilmengevon Ho darstellt, gleich 0. Wenn wir das Intervall
[0, x] nehmen,so könnenwir

[0, x] =[0, x] Ho+[O, x] Fo
und folglich

j(x) = f/J([O, x]) = f/J([O, x] Ho) + f/J([O, x] Fo)

schreiben.Der ersteSummandist nach dem oben Gesagtengleich 0, und das
Maß von Fo ist gleich 0; folglich ist j(x) gleich dem singulärenTeil [74]:

j(x) = f/J([O, x]Fo) ,

wobei Fo die Rolle von H in Formel (20) und j(x) die von w(x) spielt. Wir untersu­
chen noch die Menge Fo. Die stetigenichtabnehmendeFunktion j(x) nimmt a.lle
reellenWertezwischen°und 1 an. In jedemder "ausgewischten"Intervalleinklu­
sive ihrer Randpunktehat j(x) einen konstantenWert, wobei die Menge dieser
Intervalleabzählbarist. Die Mengealler 'Vertevon j(x) ist nicht abzählbar.(Sie hat
die MächtigkeitdesKontinuums.)Somit enthältFooffenbarPunkte,die von den
Randpunktender "ausgewischten"Intervalle verschiedensind. Man kannzeigen,
daßFo die Mächtigkeit desKontinuumshat.

77. Absolut stetigeFunktionen mehrererVeränderlicher. Analog wie wir die absolut
stetigenPunktfunktioneneinerVeränderlichenkonstruierthaben[74], führen wir jetzt
denBegriff derabsolutstetigenFunktionmehrererVeränderlicherein. Wir beschränken
uns dabei auf Funktionen zweier Veränderlicher.Es sei in dem zweidimensionalen
Intervall .10 [a �~�x �~�b�, c �~�Y �~�d�] eine stetigeFunktionF(x, y) gegeben.Wir könnenmit
ihrer Hilfe eine Funktion �f�P�(�~�) der Intervalle konstruieren,die in .10 liegen, und zwar
können wir, wenn wir das Intervall �~ durch die UngleichungenXI:::§;X :::§;X2, Yl �~�y :::§;Y2
definieren,wie früher

�f�P�(�~�) =F(x2, Y2) -F(xl, Y2) -F(x2, Yl) +F(Xl' yI) (53)

setzen,wobei �~ abgeschlossenodernicht abgeschlossensein kann,da F(x, y) nachVor­
aussetzungstetig ist. Wenn wir zu F(x, y) die Summehex) + /2(y) addieren,wobeider
ersteSummandnurvonX undderzweitenur von y abhängt,wird fP(<5) davonnicht beeiri­
flußt. Die Intervallfunktion�f�P�(�~�) nennenwir absolutstetig,wennsieeinezu (23) aus[74]
analogeBedingungerfüllt, d. h., wennes zubeliebiggegebenempositivemeein positives
'YJ gibt derart,daß

I �~ �f�P�(�~�k�) I�~�e
k=l
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