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Yorwort

Der Begriff ,,Angewandte Algebra‘‘ kann verschieden aufgefaBt werden
Der Berufsmathematiker wird argumentieren, wie falsch eine Aufteilung
der Mathematik in reine und angewandte Mathematik ist. Fachleute anderer
wissenschaftlicher oder technischer Disziplinen werden dagegen hoffen,
fertige Rezepte zur Ldsung dieser oder jener praktischen Aufgaben zu
finden, ohne sich dabei im einzelnen fiir strenge Begriindungen zu interes-
sieren. Ungeachtet dieser extremen Standpunkte hat sich in unserer Zeit
ein gewisser Teil des mathematischen Wissens unter der Bezeichnung
»angewandte Mathematik‘‘ durchgesetzt. Einige Hochschulen bieten unter
diesem Namen Vorlesungen an.

Das vorliegende Buch ist nun der angewandten Algebra gewidmet. Den
Autoren sind nur wenige Biicher mit einem &hnlichen Titel bekannt.
Zu den verbreitetsten diirfte die Monographie [9] von G. BIRKHOFF und
T. BARTEE gehoren, die eine allgemeine breite Einfiihrung in die Ideen und
Methoden der modernen Algebra gibt, auf eine ausfiihrliche und griindliche
Behandlung konkreter Abschnitte aber verzichten mu8.

In unserem Buch geht es dagegen um einen wichtigen, konkreten Teil
der angewandten Algebra: es wird vor allem von Permutaiionsgruppen und
ihren Anwendungen in verschiedenen Bereichen die Rede sein. Wir haben
uns das Ziel gesetzt, den Leser so mit dem Gruppenbegriff (genauer Permu-
tationsgruppen) vertraut zu machen, da er die Natiirlichkeit, Unumging-
lichkeit und schlieBlich auch die Niitzlichkeit dieser algebraischen Struktur
,,Gruppe’ empfindet und sie zu handhaben lernt. Die Ideen der Grup-
pentheorie haben sich in der Mathematik und ihren Anwendungen
(Physik, Chemie, Informatik) als duBerst wichtig und trachtig erwiesen.
Dennoch gibt es bis heute nur wenige, einem breiten Leserkreis zugang-
liche Biicher, in denen der Gruppenbegriff ausfiihrlich behandelt, durch
zahlreiche Beispiele und Anwendungen erliutert und der natiirliche Zu-
sammenhang zwischen gruppentheoretischen Ideen und verschiedenen
Methoden der Kombinatorik und diskreten Mathematik aufgezeigt wird.
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Wir hoffen, daB unser Buch in einem gewissen Grade diese Liicke
schlieBen kann.

Das Buch wendet sich an einen breiten Leserkreis, vornehmlich an Stu-
denten und Lehrkréifte (von Universitdten, insbesondere aber auch von
Pidagogischen und Technischen Hochschulen) mit Interesse fiir Mathe-
matik oder Informatik. Zweifellos wird es auch fiir Mathematiklehrer
(Oberstufe), Leiter von mathematischen Schiilerzirkeln und andere Interes-
senten niitzlich sein, sich mit einigen Teilen des Buches (z. B. Kapitel 1
und 2) vertraut zu machen (wahrend Kapitel 3 und 4 als Grundlage fiir
Spezialvorlesungen dienen kénnen). Vom Leser werden nur wenige Vor-
kenntnisse verlangt (die etwa aus einer Grundvorlesung iiber Algebra oder
einschlagigen Lehrbiichern bekannt sind bzw. im algebraischen Anhang
nachgeschlagen werden kénnen), wenn auch eine gewisse Vertrautheit mit
mathematischen Gedankengéangen wiinschenswert ist. Die Darstellung des
Materials bleibt elementar, insbesondere werden keine Spezialkenntnisse
aus der Gruppentheorie vorausgesetzt.

Fiir endliche algebraische Strukturen (speziell Permutationsgruppen)
héngen Algebra und Kombinatorik eng zusammen. Beide — die Permuta-
tionsgruppentheorie als Teilgebiet der Algebra wie auch die Kombinatorik —
haben im internationalen Rahmen in den letzten Jahrzehnten einen uner-
wartet groBen Aufschwung genommen, der wesentlich auch durch die
rasche Entwicklung der Rechentechnik und den Bedarf an ,,diskreten‘
(im Gegensatz zu kontinuierlichen) Methoden und Strukturen bedingt war.
Diesen Erfordernissen mufl auch die Ausbildung von Mathematikern (und
Mathematiklehrern) Rechnung tragen. Einen Beitrag dazu soll das vor-
liegende Buch leisten; es ist. kein Lehrbuch im traditionellen Stil weder fiir
Algebra (in der die Permutationsgruppen meist nur im Rahmen der Grup-
pentheorie kurz behandelt werden) noch fiir Kombinatorik (in der die
permutationsgruppentheoretischen Grundlggen kaum oder nur kurz er-
wahnt werden), vielmehr fiihrt es den Leser in aktuelle Gebiete der Algebra
und Kombinatorik (auch Graphentheorie) ein — an ausgewahlten Stellen
bis hin zu aktuellen Forschungsproblemen — und vermittelt ihm das Ver-
stindnis fiir algebraisch-kombinatorische Problemstellungen und: Denk-
weisen und deren Anwendungen. Wenn hier von Anwendungen ;die- Rede
ist, 8o verstehen wir darunter — im Rahmen dieses Buches — Anwendungen
des dargestellten mathematischen Apparates, nicht aber technische. Reali-
sierungen.

Auf zwei Dinge soll gesondert hingewiesen werden: Das Buch enthilt
sehr viele Beispiele, die z. T. recht ausfiihrlich behandelt werden. Damit
sollen nicht nur die abstrakteren Resultate erlautert, sondern gleichermaflen
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mogliche weitere (abstrakte) mathematische Folgerungen am komkreten
Fall demonstriert werden, und es soll die Fahigkeit geschult werden, die
mathematischen Grundlagen anzuwenden und das Wesentliche zu er-
kennen. Diesem Zweck, den Stoff besser zu erfassen, dienen auch die
Ubungsaufgaben; es sei dem Leser empfohlen, die im Text durch (Ub!)
als Ubung gekennzeichneten Aussagen selbst ndchzuweisen; die Awufgaben
am SchluB jedes Kapitels sind nur als Erginzung zu den Ubungen im Text
zu verstehen (ein beigefiigter * kennzeichnet einen gréBeren Schwierigkeits-
grad).

Hier noch einige Bemerkungen zur Gestaltung des Buches: In jedem
Kapitel sind Definitionen, Satze, Beispiele, meist auch Bemerkungen u. 4.,
fortlaufend numeriert. Das Ende eines Beweises wird durch B gekenn-
zeichnet. Steht B direkt hinter einer Aussage, 8o ist deren Beweis nach dem
Vorangegangenen unmittelbar klar oder aber — z. T. durch in Klammern
hinzugefiigte Hinweise — leicht nachpriifbar. Auf den algebraischen An-
hang wird im Text durch beispielsweise A.1.2. hingewiesen.

Der Text des Buches basiert hauptsachlich auf Vorlesungen des ersten
Autors am Padagogischen Institut in Kaluga (UdSSR) und wurde u. a.
auch fiir Vorlesungen an der Padagogischen Hochschule Erfurt genutzt. Die
dabei gewonnenen Erfahrungen fiihrten zu dem Wunsch nach Zusammen-
stellung und Erweiterung des Materials und wurden bei der Abfassung des
vorliegenden Buches beriicksichtigt. . ‘

Herrn Dr. I. A. FArADZEV danken wir fiir die Durchsicht einer ersten
Fassung des Manuskripts und fiir seine hilfreichen Bemerkungen. Ebenso
gilt unser Dank Herrn Prof. Dr. H. Luvgowsk: und Herrn Prof. Dr. B.
GANTER fiir die begutachtende Durchsicht des Manuskripts und wertvolle
kritische Hinweise. Dankbar gedenken wir des 1984 verstorbenen Herrn
Dr. L. BoLr, der durch sein Interesse und seine Bemiihungen die Publi-
kation des Buches wesentlich gefordert hat.

Dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, insbesondere der
Lektorin Frau Dipl.-Math. E. ARNDT, danken wir fiir die gute Zusammen-
arbeit wiahrend der Vorbereitung und Drucklegung des Buches, den Mit-
arbeitern der Druckerei fiir ihre sorgfialtige Arbeit.

M. Cr. KLIN
R. POsorEL
K. RosENBAUM

Moskau/Dresden/Erfurt, im Frithjahr 1987
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Einleitung

Wie im Vorwort schon ausgefiihrt wurde, behandelt das vorliegende Buch
auf zumeist elementarem Niveau einen konkreten Teil der angewandten
Algebra. Endliche (,,diskrete‘‘) algebraische und kombinatorische Struk-
turen, genauer Permutationsgruppen und Relationen (meist binare, d. h.
Graphen), stehen im Mittelpunkt des Interesses. Zur Motivierung der unter-
suchten Probleme wird — iiber das im Vorwort Gesagte hinaus — noch an
den entsprechenden Stellen in den einzelnen Kapiteln eingegangen werden.

Das Buch ist in vier Kapitel gegliedert. Im ersten Kapitel werden elemen-
tare Eigenschaften von Permutationsgruppen behandelt. Dabei sind die
ersten Abschnitte, in denen Grundbegriffe wiederholt werden, an manchen
Stellen etwas knapper gehalten (einige einfache Beweise fehlen; wer jedoch
Interesse an diesen gruppentheoretischen Resultaten findet, kann die ent-
sprechenden Fakten und Beweise z. B. in [38] und [50] nachlesen). Aus-
fithrlicher stellen wir dagegen kombinatorische Eigenschaften von Permu-
tationsgruppen, Grundbegriffe invarianter Relationen und Operationen iiber
Permutationsgruppen dar. Besonders anschauliche Beispiele sind die
Symmetriegruppen geometrischer Figuren, die- weit iiber die Mathematik
hinaus bekannt sind und in Abschnitt 1.6 behandelt werden.

Das zweite Kapitel bringt eine Einfithrung in die Abzahlungstheorie —
einen reizvollen Teil der modernen Mathematik. Hier wird zunachst das
klassische Resultat iiber die Anzahl der Bahnen von Permutationsgruppen
behandelt, das lange Zeit als Lemma von BURNSIDE bezeichnet wurde,
richtiger aber Lemma von CAucHY-FROBENIUS-BURNSIDE genannt werden
sollte (vgl. 2.1.C). Danach bringen wir die Grundideen der Pélya-Methode,
des wichtigsten Hilfsmittels in der Abzahlungstheorie. Diese Methode wird
bei der Losung von Aufgaben, die man der Unterhaltungsmathematik zu-
rechnen kénnte, aber auch bei der Behandlung tieferliegender Klassifizie-
rungsfragen der diskreten Mathematik demonstriert. '

Der Schwierigkeitsgrad und damit die Anforderungen an den Leser steigen
etwas in den letzten beiden Kapiteln, obwohl auch hierbei die Darstellung
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relativ elementar gehalten wurde. In diesen Kapiteln geht es um Zusammen-
hinge zwischen Permutationsgruppen und biniren Relationen, letztere
kann man sich am besten als Graphen (vgl. A.3) vorstellen. Graphen sind
bei vielen Anwendungen innerhalb wie auBlerhalb der Mathematik ein
auBerordentlich niitzliches Hilfsmittel. Im dritten Kapitel werden Auto-
morphismengruppen von Graphen untersucht, und das Isomorphieproblem
fiir Graphen — eine der zentralen Fragen der modernen diskreten Mathe-
matik — wird behandelt. Dazu werden Grundkenntnisse iiber V-Ringe und
zellulare Ringe vermittelt und deren Anwendungen sowohl innerhalb als
auch aufBerhalb der Theorie der Permutationsgruppen betrachtet.

Die Theorie der V-Ringe und zellularen Ringe bildet: auch den algebrai-
schen Hintergrund fiir das — etwas knapper geschriebene,—: viert:e_,.Kgpitel,
in dem ,,besonders symmetrische‘‘ Graphen betrachtet werden, Eine Reihe
algebraisch-kombinatorischer Probleme und Aufgaben.. wird . untersucht,
insbesondere solche, die mit dem =-dimensionalen: Einheitswiirfel:, und
seiner Automorphismengruppe zusammenhéangen.

In dem algebraischen Anhang sind einige wichtige. algebraische und
graphentheoretische Grundbegriffe, Bezeichnungen und ,Definitionen :zu-
sammengestellt, auf die der Leser mit geringeren mathematischen Vorkennt-
nissen bei Bedarf zuriickgreifen kann.

Bei einem Blick in das Literaturverzesichnis fallt auf, daB auch eine Reihe
von Publikationen in russischer Sprache zitiert wu;gle,g_DieSQ.;Litgra.th;-,
stellen sind, da man sie in deutsch- oder englischspra.éb_ig,emPublikp,tionen
kaum finden kann, zur reinen Information fiir den ,interessierten: Leser
gedacht. Dagegen wollen wir hier noch auf einige im. theraturyerzelchms
aufgefiihrte Biicher hinweisen, die leichter zuganglich sind, ind die;— meist
auf mathematisch anspruchsvollerem Niveau — ,dem Leser.dazu: dienen
kénnen, seine Kenntnisse auf den in diesem Buch: a.ngesprqch@neg.‘{}ebl,eten
zu vertiefen und zu erweitern (die einzelnen Gebiete:kdnnen;. allerdings
auf Grund innerer Zusammenhinge nicht so getrennt ;werden;-wie.es-hier
den Anschein haben mag):

Angewandte Algebra (Ubersicht)?): [9],
Algebra?) und Gruppentheorie: [50, 36, 2],

1) Speziell fir Informatiker sei noch verwiesen auf: W, D6grLER nnd J, MiHL-
BAOHER, Graphentheorie- fiir Informatiker. Sa.mmlung Géschen, 'W. de Gruyter
Berlin—New York 1973, sowie H.Kaisgr, R. MrrTz und G. ZmI.l:&‘GEB, Algebm
fur Informatiker, 2., verbesserte Auflage, Spnnger-Verlag, ‘Wien —~New' York 1985.

?) Vgl. auch R. KOOB:ENDISBHER, Einfihrung in die {Algebra, 4.; neubearb. :Auf-
lage, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1974.
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Permutationsgruppen: [75, 38, 8],

Kombinatorik: [1, 29, 22, 8],

Graphentheorie: [63, 30, 64, 19],

Kodierungstheorie: [51, 48, 49, 58],

V-Ringe und zellulare Ringe: [75, 76, 58; Kapitel 8, 73],
Funktionen- und Relationensysteme (Diskrete Mathemaitik): [58, 25].



1. Grundlagen aus der Theorie der Permutationsgruppen

1.1. Permutationen und Permutationsgruppen

A. Verschiedene Darstellungen von Permutationen

Es sei N eine Menge von n Elementen. Diese Anzahl » wird auch mit |N|
bezeichnet und heift die Mdchtigkeit der Menge N ; wir kénnen also |N| = n
schreiben. Unter einer Permutation der Elemente von N (kurz auch Per-
mutation von N oder Permutation auf der Menge N) versteht man eine
eineindeutige (bijektive) Abbildung von N auf sich (vgl. A.1.2). Man sagt
auch, die Permutation operiert auf der Menge N. Permutationen werden
im folgenden meist mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet.

Die verbreitetste Darstellungsart von Permutationen ist die in zwei
Zeilen: In der ersten Zeile stehen in irgendeiner Reihenfolge alle verschie-
denen Elemente aus N, wahrend in der zweiten Zeile unter jedem Element
der ersten Zeile sein Bild nach Anwendung der gegebenen Permutation
steht. Jede dieser zwei Zeilen ist also eine geordnete Folge der n verschie-
denen Elemente von N. Eine solche geordnete Folge nennen wir hier An-
ordnung von N. Eine gegebene Permutation kann in verschiedener Weise
aus zwei Zeilen von Anordnungen dargestellt werden.

1.1.1. Beispiel. Essei N = {a, b, ¢, d, ¢, f}. Dann stellen

abcdef acfedbd) und efacdbd

bcaedf]’ \bafdec dfbaec
dieselbe Permutation g der Elemente von N dar, die das Element @ in b, b
in ¢, ¢ in a, usw. iiberfiihrt.

Die Wirkung einer Permutation g auf ein Element a € N (d. h. das Bild
g(a) — den Funktionswert — von a bei Anwendung von g) kennzeichnen
wir mit af.

Meistens nehmen wir fiir N ein Anfangsstiick der Menge der natiirlichen
Zahlen, d.h. N ={1,2,83,..., 0}, bisweilen auch N ={0,1,...,n — 1}.
Dabei wollen wir ein fiir allemal verabreden, in der ersten Zeile (der Dar-
stellung einer Permutation) die natiirliche Reihenfolge fest zu lassen. Da-
durch hat man eine Bijektion zwischen allen Anordnungen der Menge N

9 Klin, Angewandte Algebra
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(den zweiten Zeilen namlich) und allen Permutationen von N. Da es be-
kanntlich genau 7! viele Anordnungen der Menge N gibt, erhalten wir sofort
den folgenden Satz.

1.1.2. Satz. Die Anzahl der Permutationen einer n-elementigen Mengeistn! i

Die Angabe einer Permutation durch zwei Anordnungen ist etwas schwer-
fillig. ZweckmaBiger ist die Zyklenschreibweise, die sich aus dem Graphen
einer Permutation gewinnen 1t (vgl. A.3 fiir die benutzten graphentheore-
tischen Begriffe). Es sei g eine Permutation auf der Menge N. Die Elemente
von N seien die Knoten des zu g gehérenden Graphen I'= I'(g) (d. h.
V(I") = N). Von einem Knoten z geht genan dann eine Kante (Pfeil) zum-
Knoten , wenn y = 29 ist (d.h. E(I") = {(z, y) | y = »°}). Bekanntlich
heiBt ein gerichteter Graph zusammenhdngend, wenn es von jedem beliebigen
Knotenpunkt entlang der KantenYeinen Weg zu jedem beliebigen anderen
Knotenpunkt gibt. Jeder Graph ist zusammenhéangend oder die Vereinigung
seiner zusammenhiangenden Teile (Zusammenhangskomponenien). Fiir den
betrachteten Graphen I'(g) sind diese Zusammenhangskomponenten sogar
Kreise, da jeder Knoten von I'(g) Anfangspunkt und auch Endpunkt genau
einer Kante ist (warum? Ub!). Damit gilt:

1.1.3. Satz. Der Graph jeder Permuiation ist ein Kreis oder die Vereinigung
von paarweise disjunkten Kreisen. 1 ([38])

1.1.4. Beispiel. In Abb. 1 sieht man den Graphen der Permutation

_ 123 4567 8910111213
T \35713294118 1 61210/)°

Er setzt sich aus Kreisen der Lange 6, 4, 2 und 1 zusammen.

3 2 >5
| | GDQ Qﬂ
10 13 11 8

Abb. 1. Der Graph der Permutation g

Um den Graphen einer Permutation linear aufschreiben zu kénnen, wer-
den die Knotenpunkte jeder Zusammenhangskomponente in runde Klam-
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mern gesetzt, und zwar in der durch die Pfeile vorgeschrichenen Reihen-
folge — dies heilt dann ein Zyklus der Permutation (falls n6tig, konnen zur
besseren Abtrennung Kommas zwischen die Elemente gesetzt werden).
Die so entstehende Zerlegung in elementfremde Zyklen heilit (vollstindige)
Zyklendarstellung der gegebenen Permutation. Jedes Element kommt in
genau einem Zyklus vor. Die Zyklendarstellung ist nicht eindeutig beziiglich
der Reihenfolge der Zyklen und beziiglich des ersten Elements in jedem
Zyklus. So hat das obige Beispiel 1.1.4 etwa die folgenden Darstellungen:

g=1,3,1,4,13,10) (2, 5) (6, 9, 8, 11) (12)
— (12) (2, 5) (6, 9, 8, 11) (1, 3, 7, 4, 13, 10)
—= (7,4, 13, 10, 1, 3) (11, 6, 9, 8) (5, 2) (12) — ---.

Von allen diesen Darstellungen erscheint die erste in einem gewissen Sinne
kanonisch: Jeder Zyklus beginnt mit dem kleinsten nicht in den vorange-
gangenen Zyklen enthaltenen Element. Spater werden wir (bei festem N)
haufig alle Zyklen der Linge 1 weglassen; das ergibt die sogenannte ver-
kiirzte Zyklendarstellung. Die Kommas werden ebenfalls meist weggelassen
(und bei mehrstelligen Zahlen durch Zwischenrdaume ersetzt).

B. Die Multiplikation von Permutationen und ihre Eigenschatten

Es seien g und b Permutationen auf derselben Menge N. Unter dem Produkt
(,, Multiplikation*‘, Komposition) go h, kurz gk, dieser Permutationen
versteht man die Permutation f der Menge ¥, die durch

z/ = (29)* fiirallex € N

definiert ist. Die Permutation f = go A ist also die Hintereinanderaus-
fithrung der Permutationen g und A: erst g, dann 5.

Ist g eine Permutation und sind ¢, ¢y, ..., ¢; die Zyklen der (vollstdndigen)
Zyklendarstellung von g, so 14t sich jeder Zyklus ¢; als verkiirzte Zyklen-
darstellung einer Permutation g; auffassen (alle nicht in ¢; vorkommenden
Elemente werden bei g; identisch auf sich selbst abgebildet). Es gilt dann

g =giga-ge  (UDY).
Die Reihenfolge der g; bei der Produktbildung spielt hier keine Rolle, da die
Zyklen c; paarweise elementfremd sind (Ub!). Ist c; ein Zyklus der Linge 1,
80 ist g; die identische Permutation. Deshalb kann man auch stets die ver-
kiirzte Zyklendarstellung verwenden. Die Zyklendarstellung ist also nichts
anderes als die Darstellung einer Permulation als Produkt elementfremder

2%
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Zyklen. Die Permutationen g; (bzw. g) bezeichnet man dann sinnvoller-
weise auch durch ihire Zyklen ¢; (bzw. Zyklendarstellung ¢,c,---¢;) und spricht
von dem Zyklus oder der zyklischen Permutation c¢; (+ =1, ..., k). Die Wir-
kung einer Permutation g kann aus der Zyklendarstellung g = ¢,cy:--¢3
leicht abgelesen werden: Fiir ein Element a € N sucht man sich den Zyklus
¢;, in dem a vorkommt. Dann ist das Element, das hinter a steht, gerade
das Bild a? (steht @ am Ende des Zyklus vor der schlieBenden Klammer, so
ist a? das erste Element des Zyklus; bei der verkiirzten Zyklendarstellung
werden nichtauftretende Elemente auf sich selbst abgebildet).

Aus der Definition des Produktes ergibt sich unmittelbar:

1.1.5. Satz. Das Produkt zweier Permutationen der Menge N ist wieder eine
Permutation der Menge N. I

1.1.6. Beispiel. Es sei

1234586
= . = (13) (254) (6
g (351246) (13) (254) (8)
und
_ (123458) _ 1364) (25).
366124/
Dann wird
123456
— = (1645) (2) (3
g (623514) (1645) (2) (3)
und

2
hg=(1 3456

(4635 2) = (1) (2436) (5)-

Die Multiplikation von Permutationen ist also im allgemeinen nicht
kommutativ.

1.1.7. Satz. Die Multiplikation von Permutationen ist assoziativ. § ([38])

Die Permutation, welche jedes Element der Menge N festlafit, heiflt die
identische oder Einheitspermutation und wird mit e bezeichnet, d. h. 2* = =
fiir alle x € N. Offensichtlich ist eo g = go e = g fiir alle Permutationen g
der Menge N.

1.1.8. Satz. Fiir jede Permutation g von N existiert eine eindeutig bestimmie
Permutation g' von N mit der Eigenschaft

gog =g og=e. 0([38], Ub).
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Diese Permutation g’ heiit die zu g inverse Permutation und wird mit
g~! bezeichnet. Ist g in Form von zwei Zeilen (von Anordnungen) gegeben,
so erhdlt man daraus g1, indem man die obere mit der unteren Zeile ver-
tauscht. Der Graph der inversen Permutation g~! entsteht aus dem Graphen
von g, indem man die Richtung aller auftretenden Pfeile umkehrt. Bei der
Zyklenschreibweise wird die Reihenfolge innerhalb der Zyklen umgekehrt.

1.1.9. Beispiel. Es sei

_ (12345678) (138) (2546) (7).
35864271

Dann ist
1 358642171 _ 12345678 — (183) (2645) (7).
12345678 86152473

Die Permutationen sind ein Paradebeispiel fiir den Gruppenbegriff
(vgl. A.2.1):

1.1.10. Satz. Die Menge aller Permutationen einer Menge N bildet beziiglich
der Multiplikation eine Qruppe. I

Die Gruppe aller Permutationen der Menge N heiflt die symmetrische
Gruppe der Menge N und wird mit S(N) bezeichnet. Ist |[N| = n, so schreibt
man dafiir auch kurz S, und nennt sie die symmelrische Gruppe vom Grad n.

C. Permutationsgruppen

Jede Untergruppe (vgl. A.2.2) @ der symmetrischen Gruppe S, werden wir
im folgenden als eine auf N operierende Permutationsgruppe vom Qrad n
bezeichnen. Wir verstehen also unter einer Permutaiionsgruppe ein Paar
(@, N), bestehend aus einer Gruppe @ von Permutationen und der Menge N
von Elementen, auf denen diese Permutationen operieren. Das Einselement
18t die identische Permutation, die wir stets mit e bezeichnen. Zum Nach-
weis der Untergruppeneigenschaft einer Teilmenge ist das folgende Kri-
terium niitzlich:

1.1.11. Satz. Eine nichtleere Teilmenge G S 8, ist genau dann eine Gruppe,
wenn sie beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist, d. h., wenn

§1092 € G fiiralle g,, 9, € G
gilt. 1 (Ub))
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Enthalt @ genau m Permutationen, so gestattet dieses Kriterium nach
m? Multiplikationen festzustellen, ob G eine Gruppe ist oder nicht. In realen
Situationen ist es in der Regel praktisch unméglich, so viele Multiplikatio-
nen wirklich auszufiihren. Daher wird man gewshnlich ein anderes Prinzip
anwenden miissen, das wir hier (vor seiner genauen Formulierung in 1.5.16)
zunichst nur an einem Beispiel erlautern wollen.

1.1.12. Beispiel. Es sei G = {(1) (2) (3) (4), (12) (34), (13) (24), (14) (23)}
eine Teilmenge von S;. Um die Gruppeneigenschaft von G zu erkennen,
bemerken wir zunichst, daB G aus genau den Permutationen der Menge
{1, 2, 3, 4} besteht, die den Bewegungen der Ebene entsprechen, welche das
Rechteck in Abb. 2 auf sich selbst abbilden (Deckabbildungen, d. h. Spiege-
lung an den Symmetrieachsen und Drehung um 180°). Offenbar ist die
Hintereinanderausfithrung von je zwei dieser Bewegungen wieder eine
Bewegung, die das Rechteck auf sich abbildet. Nach unserem Kriterium
1.1.11 ist @ damit eine Gruppe. Hierbei haben wir davon Gebrauch gemacht,
dafl sich alle Permutationen aus @ dadurch charakterisieren lassen, eine
gewisse Eigenschaft (Ecke eines gegebenen Rechtecks zu sein) festzulassen.

1 2

Abb. 2

4 3

Wir erinnern daran, eine natiirliche Zahl » heifit die Ordnung eines Ele-
mentes g einer Gruppe @, wenn g® = e und g* 3 e fiir alle ¥ < = gilt (vgl.
A2.1).

1.1.13. Lemma. Die Ordnung einer Permulation g ist gleich dem kleinsten
gemeinsamen Vielfachen der Zyklenlangen in der Zyklendarstellung von g. R
(Vgl. etwa [38].)

1.1.14. Beispiel. Die Permutation g = (12 3 4) (5 6 7) (8 9) (10) hat die
Ordnung 12 = kgV{4, 3, 2, 1}.

1.1.15. Lemma. Ist ¢ = a,a,:--a, ein Produkt von k Elementen einer Gruppe
G, dann ist g7 = a;'---a; et B ([38], Ubl)

D. Der Satz von Cayley

Permutationsgruppen sind die wichtigsten der in diesem Buch studierten
Objekte. Im folgenden soll ihre praktische Bedeutung an vielen Beispielen
erlautert werden. Es zeigt sich, dafl Permutationsgruppen ein universelles
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Objekt der Gruppentheorie sind : jede beliebige abstrakte Gruppe 1a8t sich
als Permutationsgruppe realisieren, wie der folgende Satz zeigt.

1.1.16. Satz (Satz von CAYLEY). Es sei G eine beliebige Gruppe und Q* die
Menge aller Permutationen g*, die auf den Elementen der Menge G durch
Rechtsmultiplikation gemaf

P =xg firallexe @

operieren. Dann ist (G*, Q) eine Permutationsgruppe — die sogenannie
rechtsregulare Darstellung von G — die zur Gruppe G isomorph ist. ® (Vgl.
etwa [50], Ub!)

1.1.17. Beispiel. Wir bilden zu der symmetrischen Gruppe

S3 = {91, 92, 93, 9, F5, 9} mit g, = e = (1) (2) (3), 9 = (12) (3), g3 = (13) (2),
gs = (1) (23), gs = (123), g¢ = (132) die Cayleysche Strukturtafel, d. h. die
Multiplikationstabelle (Tab. 1):

Tabelle 1

1 92 s Ga 9s Gs

)1 g1 G2 Os Ga s Gs
ga ga 1 Us G g3 Ga
gs s 96 h 95 Ga 9e
g4 g¢ s 9¢ T 92 Gs
s s G« 92 g3 G¢
Js gs 95 9s 92 T s

Nun kénnen wir sechs Permutationen der Gestalt

gt = (gl g2 93 94 9s go)
Yo \gi, 9i. 96, 95,95, 9,

bilden, in denen die untere Zeile jeweils die :-te Spalte der Cayleyschen
Strukturtafel (Tab. 1) ist (i =1, 2, ..., 6). Diese Permutationen g3, g3, g3,
gs, g, 9; vom Grad 6 bilden eine zu S, isomorphe Gruppe. Um die Bezeich-
nung zu vereinfachen, ist es zweckméaBig, diese neuen Permutationen auf
den Indizes j statt auf den Permutationen g; (f = 1, ..., 6) aus S; operieren

zu lassen, d. h. (7‘)’:" = 1; statt (g,)‘.’ = ¢;,. Wir erhalten dann
g1 = (1)(2) (3) (4) (8) (8), g; = (14) (26) (35),
g; = (12) (36) (45), g5 = (156) (234),
g; = (13) (25) (46), gs = (165) (243).
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Wir bemerken, daf3 alle von der identischen Permutation verschiedenen
Permutationen ¢! keinen Zyklus der Lange 1 haben. Sie bewegen also alle
Elemente der Menge {1, 2, 3, 4, 5, 6}. In diesem Beispiel spielte S; die Rolle
der abstrakten Gruppe G aus 1.1.16. Als S} erhielten wir eine Untergruppe
von S; (genauer zundchst von S(S;)).

Permutationsgruppen kénnen als abstrakte Gruppen isomorph sein,
ohne daBl die Mengen, auf denen sie wirken, in irgendeiner Weise zusammen-
hingen miissen (z. B. S, und S?). Anstelle der Isomorphie verwendet man
deshalb bei Permutationsgruppen den Begriff der Ahnlichkeit, der be-
sohreibt, wann zwei Permutationsgruppen als nicht wesentlich verschieden
betrachtet werden konnen (unter Beriicksichtigung, dafl die Elemente
Permutationen sind):

1.1.18. Definition. Zwei Permutationsgruppen (G, N) und (H, M) heiflen
dhnlich, wenn eine bijektive Abbildung f: N — M existiert, so dal H aus
allen Permutationen ¢(g) der Form

pl9) = [7'9f € S(M)
besteht (dann ist ¢: @ — H ein Gruppenisomorphismus (Ub1)).

Es gilt f(a%) = (f(a))*®. Damit sind alle Aussagen, die fiir (G, N) gelten,
auch auf eine dazu #hnliche Gruppe (H, M) iibertragbar, wenn man a
durch f(a) und g durch ¢(g) ersetzt.

1.2. Die symmetrische und die alternierende Gruppe

A. Erzougende der symmetrischen Gruppe

1.2.1. Es sei @ eine Gruppe. Man sagt, dafl die Elemente g,, ..., g, aus G die
Gruppe @ erzeugen (oder ein Erzeugendensystem fiir @ bilden), wenn sich jedes
Element z € @ als Produkt x,x,---x, mit x; € {g;, ..., g, 97, -.., g7 '} dar-
stellen 1i8t. Man schreibt in diesem Fall @ = ({g,, ..., gi}) oder G = (g, ...,gs)
(vgl. A.2.2).

1.2.2. Beispiel. Iis ist bekannt (etwa aus einem Grundkurs Geometrie),
dafl die Axialsymmetrien die Bewegungsgruppe der Ebene erzeugen. Jede

Bewegung der Ebene laf3t sich als Produkt von hichstens drei Axialsymme-
trien darstellen.
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1.2.3. Definition. Eine Permutation ¢ einer Menge N heift Transposition
der Elemente #,j € N oder einfach Transposition, wenn es in ihrer Zyklen-
darstellung einen Zyklus (¢7) der Linge 2 gibt und wenn alle anderen Zyklen
die Lange 1 haben.

Bei Permutationen schreiben wir Zyklen der Linge 1 von jetzt an oft

nicht mit, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, auf welcher Menge diese
Permutationen operieren.
1.2.4. Beispiel. Es sei N = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Die Permutation ¢ = (1) (2)
(35) (4) (6) ist eine Transposition, die wir abgekiirzt mit ¢ = (35) be-
zeichnen (falls in N Zahlen mit mehreren Ziffern auftreten, kénnen wir
natiirlich wieder Kommas einfiigen, falls Verwechslungen zu befiirch-
ten sind: ¢ = (3, b)).

Transpositionen spielen bei der Erzeugung der symmetrischen Gruppe
eine Rolle.

1.2.6. Satz. Die folgenden Teilmengen sind Erzeugendensysteme der symme-
trischen Qruppe S(N) (N = {1,2, ..., n}):

a) alle Transpositionen der Elemente von N ;
b) {(12), (23), (34), ..., (n — 1, m)};
c) {(12), (13), (14), ..., (In)};
d) {(12), (123 ... n)}.
Beweis. a) Jeder Zyklus g = (a,a,---a;) der Linge k aus S(N) 148t sich
wie folgt als Produkt von Transpositionen schreiben:
(@18y:-ap) = (218,) (3183)-+-(212) -
Eine beliebige Permutation 2 € S(N) denken wir uns in der Zyklendar-
stellung gegeben:
h = (a,ay---a;) (bybg---b;)---.
Da sich jeder Faktor als Produkt von Transpositionen darstellen 1aBt, gilt
das auch fiir ganz h.
b) Jede Transposition (¢,7) mit 1 < ¢ _S_/ 7 < n laBt sich darstellen in
der Gestalt (Ud!)
(i) = Goi + 1) G+ L, i + 2)
=L 0—27—-1D0G—3,7—2)(¢+1,:+42) (G ¢+ 1).

Da nach a) alle Transpositionen ganz S(N) erzeugen, ist auch das System b)
ein Erzeugendensystem.
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¢) Die Behauptung ist klar wegen (¢j) = (12) (15) (13).

d) Es seia = (12) und b = (12..-n). Dann wird nacheinander b~ = "1,
(23) = b lab, (34) =b"1(23)D,...,(n —1,n) =b"(n — 2,n — 1)b. Nach
b) ist also auch {a, b} ein Erzeugendensystem. §

B. Gerade und ungerade Permutationen

Eine Permutation 1aBt sich natiirlich auf mehrere Arten in ein Produkt von
Transpositionen zerlegen. So ist beispielsweise

(1) (2) (37) (4) (5) (6) = (13) (17) (13) = (34) (45) (56) (67) (56) (45) (34).

Wir interessieren uns fiir die Frage, was allen diesen verschiedenen Dar-
stellungen gemeinsam ist.

1.2.6. Lemma. Ist g eine Permutation und t esne T'ransposition einer Permu-
tationsgruppe, so unierscheiden sich die Anzahlen der Zyklen in den Zyklen-
darstellungen von g und gt um 1.

Beweis. Wir setzen ¢ = (i) und betrachten zwei Falle:

1. Die Elemente ¢ und § kommen im selben Zyklus der Permutation g
vor, etwa g = (...)--(3, by, ..., Ky, 7, P15 -+ » Pg)-++(...). Da ¢ und § in den
durch Piinktchen angedeuteten Zyklen nicht vorkommen, ist dann

gt = (...) (@ kyy oo B) (0, D1y oo D)o (-0 0)
Die Anzahl der Zyklen hat sich also um 1 erhéht.

2. Wenn dagegen ¢ und § in verschiedenen Zyklen von g auftreten, dann
verschinelzen diese Zyklen in g¢ zu einem (Ub!). Die Gesamtzahl der Zyklen
nimmt um 1 ab. §

1.2.7. Lemma. Ist die identische Permulation e als Produkt von k Transposi-
tionen dargestellt, etwa e = t,ty---1;, so 18t k stets eine gerade Zahl.

Beweis. Aus der Gleichung t,¢,---#, = e erhalten wir durch Linksmulti-
plikation mit e sofort effy---t, = e. Nach 1.2.6 andert sich die Anzahl der
Zyklen von e nach jeder Multiplikation mit einer Transposition um 1. Nach
insgesamt k& Multiplikationen erhalten wir wieder e. Dasist aber nur méglich,
wenn k eine gerade Zahl ist. il

1.2.8. Satz. Ist eine Permutation g € S, auf zwei verschiedene Arten als
Produkt von Transpositionen dargestellt, so ist die Anzahl der jeweils auf-
tretenden Faktoren entweder gleichzeilig gerade oder gleichzeitig ungerade.
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Beweis. Fiir jede Transposition gilt offenbar {2 — e, also ¢! = ¢. Iis
seien nun g = #,fy---f, = 8,8,---8; zwei verschiedene Darstellungen von
g € 8, als Produkt von Transpositionen ¢,, ..., &, s,, ..., 8;. Dann ist

e =gg = bly b8y o878 = iy i858

eine Darstellung der identischen Permutation als Produkt von ¥ + ! Trans-
positionen. Nach 1.2.7 ist k¥ + ! eine gerade Zahl, und das ist genau dann
der Fall, wenn k und [ gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade sind. §

Der eben bewiesene Satz gestattet es, einen neuen Begriff einzufiihren.

1.2.9. Definition. Eine Permutation heifit gerade (ungerade), wenn sie
sich als Produkt einer geraden (ungeraden) Anzahl von Transpositionen
darstellen 1a8t.

1.2.10. Satz. Eine Permutation ist genau dann gerade, wenn in threr Zyklen-
darstellung die Anzahl der Zyklen gerader Linge gerade ist.

Beweis. Nach der Formel aus dem Beweis von Satz 1.2.5a) folgt, daf
gich jeder Zyklus der Liénge k als Produkt von k — 1 Transpositionen
schreiben lifit. Wir denken uns nun eine beliebige Permutation ¢ in ihrer
Zyklendarstellung gegeben. Mit j, wollen wir dabei die Anzahl der Zyklen
der Linge k und mit n die Zahl der Zyklen verschiedener Lange bezeichnen.

Dann 1aft sich g als Produkt von s = } (¥ — 1) Transpositionen dar-
k=1

stellen. Die Zahl s ist nun genau dann gerade, wenn die Summe aller j,
mit geradem k, also die Anzahl der Zyklen gerader Lange, gerade ist. |

C. Die alternierende Gruppe

Die folgenden Aussagen ergeben sich leicht aus dem bisherigen (speziell
1.2.10).

1.2.11. Lemma. Das Produkt zweier Permutationen ist genau dann gerade,
wenn beide Faktoren gleichzeitig gerade oder ungerade sind.

Daraus (oder aus 1.1.15) folgt beispielsweise, dal g~ genau dann gerade
ist, wenn g gerade ist (denn e = gg~! ist gerade). Zusammengefat ergibt
sich:

1.2.12, Satz. Die Teilmenge aller geraden Permuiationen einer Menge N
bildet eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe S(N). B
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Diese Untergruppe aller geraden Permutationen heiflt die alternierende
Gruppe der Permutationen vom Grad n, sie wird mit A(N) oder kurz mit 4,
(falls |N| = n ist) bezeichnet.

1.2.13. Satz. Die Ordnung der alternierenden Gruppe ist |A,| = ?2—1

Beweis. Mit einer ungeraden Permutation A bilden wir 4,h ={gh | g € A,}.
Das ist nach 1.2.11 die Menge aller ungeraden Permutationen. Also ist
S, =A,u Ak mit 4, n A,h = 8. Wegen |4, = |A,h| erhalten wir wie

1 n!
behauptet |4,| = 0 1S, = o |

1.2.14. Beispiel. Die alternierende Gruppe 4, = A({1, 2, 3, 4}) besteht
aus den Permutationen

Ay = {91, 925 93, Ja> 5> J6» 925 Is> 99> J105 J11> Gna}
mit

gr=e=(1)(2)(3)(4), g5=(1)(234), g, = (3) (124),

g: = (12) (34), gs = (1) (243), ¢10 = (3) (142),
gs = (13) (24), g, = (2) (134), g = (4) (123),
g. = (14) (23), gs = (2) (143), g2 = (4) (132).

1.3. Der Satz von Lagrange und seine Anwendungen

A. Der Satz von Lagrange

1.3.1. BEs sei H eine Untergruppe einer endlichen Gruppe ¢ und g € G. Die
Mengen der Form

Hg ={hg|h € HY bzw. gH = {gh|h € H}

heiflen Rechts- bzw. Linksnebenklassen von G nach H. Fiir g, g’ € @ gilt stets
Hg = Hg' oder Hg n Hg' = §. Das ist wie folgt einzusehen. Aus g’’ € Hgn Hg'
folgt g’ = hg = h'g’ fiir gewisse h, b’ € H, also ist g = h~thg = h~h'g und
damit Hg = Hh W'g’ = Hg' (weil Hh & H = Hh ! & Hh wegen der
Gruppeneigenschaft von H, d.h. Hh = H fiir alle h € H, ist). Da jedes
g € G in einer Nebenklasse (namlich Hg) enthalten ist, erhélt man also eine
Zerlegung von @ in Rechtsnebenklassen nach H:

Q@ = Hy Hg,u Hgyu -+ v Hg,.
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Die Anzahl k der Rechtsnebenklassen einer Gruppe @ nach einer Unter-
gruppe H heifit der Index von H in G und wird mit [G : H] bezeichnet. Ist
g' € Hg, d.h. ¢’ = hg mit h € H, so folgt Hg = Hg' (wegen Hh = H) und
umgekehrt (wegen ¢’ = eg’ € Hg'). Deshalb gehoren zwei Elemente g, g’ € G
genau dann zur gleichen Rechtsnebenklasse, wenn ein h € H existiert, so
daB g’ = hg gilt. Folglich ist die durch

g=¢g (modH):63he€ H: g = hgt)

erklirte binire Relation = (mod H) eine Aquivalenzrelation (vgl. A.1.3,
Ub!). Die zugehérige Klasseneinteilung liefert gerade die Zerlegung von @
in Rechtsnebenklassen. Analog erhdlt man eine Zerlegung

G=Hug;Hv-- ugiH

/
von @ in Linksnebenklassen nach H, zu der die Aquivalenzrelation g = ¢’
< 3h € H: g’ = gh gehort. Die Anzahl k' der Linksnebenklassen ist gleich
der Anzahl der Rechtsnebenklassen: Da jede Nebenklasse Hg oder gH aus
|H| Elementen besteht, hat man || = k |H| = ¥’ |[H|, also k = ¥'. Diese
Gleichung |G| = k [H| beweist zugleich auch folgenden wichtigen Satz:

1.3.2. Satz von LAGRANGE. Die Ordnung jeder Untergruppe H einer end-
lichen Gruppe Q vst Teiler der Ordnung von G. Dabes gilt |G| =[G : H] - |H|. B

1.3.3. Beispiel. In der alternierenden Gruppe G = 4, = A({1, 2, 3, 4})
betrachten wir die Teilmenge H = G, aller Permutationen aus @, welche
das Element 4 festlassen. Offenbar ist H eine Untergruppe von @ (Ub!,
vgl. 1.1.11). Mit den Bezeichnungen aus Beispiel 1.2.14 ist H = {g/, G115 Tra)-
Die Gruppe @ zerfillt dann in die folgenden Rechtsnebenklassen nach H:

H = He = {g1, g11, G1a}, Hga = (g2, s, 98} »
Hgy = (g5, gr0> 95}, Hge = {90 92, 9o} -

B. Untergruppen der symmetrischen Gruppe

Das Studium der Permutationsgruppen beginnt traditionell mit dem Ver-
such, alle Untergruppen der symmetrischen Gruppe vom Grad n zu be-
stimmen,

1.3.4. Beispiel. Die symmetrische Gruppe S; = {g;, g3, 93, 9u, gs» Jo} Mit
g1 = e, ga = (12), g5 = (13), g0 = (23), g5 = (128), gs = (132) (vgl. 1.1.17)

1) Die verwendeten mengentheoretlschen Symbole wie z.B. J gind in A.Q be-
schrieben.



30 1. Grundlagen aus der Theorie der Permutationsgruppen

kann nach dem Satz von LAGRANGE nur nichttriviale Untergruppen der
Ordnungen 2 und 3 haben. In jeder Untergruppe der Ordnung 2 muf} das
vom Einselement verschiedene Element selbst die Ordnung 2 haben. Folg-
lich sind

G =1{e,ga), Gy =16, g3}, Gy = e, g

alle Untergruppen der Ordnung 2. Die alternierende Gruppe hat die Ord-
nung 3. Da jedes vom Einselement verschiedene Element einer Untergruppe
der Ordnung 3 selbst die Ordnung 3 haben muB8, ist Gy = 4; die einzige
Untergruppe der Ordnung 3. Zusammen mit den trivialen Untergruppen
Gy = (e} und GQy; = S; hat die symmetrische Gruppe S; damit insgesamt
sechs Untergruppen.

1.3.5. Beispiel. Etwas aufwendiger ist es schon, alle 30 Untergruppen der
syminetrischen Gruppe S, zu bestimmen. Nach dem Satz von LAGRANGE
(1.3.2) kann S, nichttriviale Untergruppen der Ordnungen 2, 3, 4, 6, 8 und 12
haben. Wie iin vorigen Beispiel erhalt man die Untergruppen der Ordnungen
2 und 3. Da 4 keine Primzahl ist, ist nicht jede Untergruppe der Ordnung 4
automatisch zyklisch, d. h., es kann auch Untergruppen der Ordnung 4
geben, die kein Element der Ordnung 4 enthalten. Eine solche, die aus den
Symmetrien eines Rechtecks besteht, haben wir in Beispiel 1.1.12 bereits
kennengelernt. Ein anderes Beispiel dafiir ist die Untergruppe

H = (e, (12) (3) (4), (1) (2) (34), (12) (34)}.

Sie laBt sich als die Menge aller Permutationen aus S, charakterisieren,
welche die Teilmenge {1, 2} & N auf sich abbilden.

Es ist klar (Ub!), daB solche, Teilmengen festlassende Permutationen
stets eine Untergruppe von S(XN) bilden. Die Untergruppen S; (= {g € S, |
49 = 4}) und A, von S; haben die Ordnungen 6 bzw. 12.

Die Gruppe der Deckabbildungen eines Quadrates mit den Eckpunkten
1,2, 3, 4 ist eine Untergruppe der Ordnung 8 (wir kommen spéter ausfiihr-
licher auf diese Gruppe zuriick, vgl. 1.6.6). Damit lassen sich insgesamt
30 Untergruppen vom Grad 4 bestimmen. Die auftretenden Anzahlen von

Untergruppen bei den jeweiligen Ordnungen sind in Tab. 2 zusammen-
gestellt.

Tabelle 2

Ordnung 1 2 3 4 6 8 12 24

Anzahl 1 9 47 4 3 1 1

Man kann zeigen, dafl damit alle Untergruppen erfaBt sind.
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Am Beispiel der Gruppe S, zeigt sich schon, wie kompliziert es ist, all-
gemein alle Untergruppen der symmetrischen Gruppe S, anzugeben. Ziem-
lich lange schon sind alle Untergruppen der 8, fiir n < 10 bekannt. Mit
Hilfe moderner elektronischer Rechner lieBe sich eine solche Aufzahlung
zweifellos noch fiir einige weitere n erreichen. Die Liste aller Untergruppen
wire aber wegen ihres gigantischen Umfangs schlecht iiberschaubar. In der
Theorie der Permutationsgruppen werden daher nicht alle Untergruppen
untersucht, sondern nur die, die in bestimmter Hinsicht interessant sind.
Von besonders groBem Interesse sind, wie wir bald sehen werden, die
Symmetrien gewisser kombinatorischer Objekte wie Graphen, Block-
Schemata und Boolesche Funktionen.

AbschlieBend bemerken wir, da3 der Satz von LAGRANGE nicht umkehrbar
ist: Nicht zu jedem Teiler d der Gruppenordnung von @ muB8 es eine Unter-
gruppe H S G mit |H| = d geben.

1.3.6. Beispiel. Die alternierende Gruppe A, der Ordnung 12 hat keine
Untergruppe der Ordnung 6. Den Beweis dafiir fithren wir spater (vgl. 1.3.15).

C. Die Bahnen von Permutationsgruppen

1.3.7. Es sei (G, N) eine Permutationsgruppe. Wir definieren eine binéire
Relation (vgl. A.1.3) ¢ & N X N durch

a,0a; > 39 € G:a; = af.

Diese Relation p ist eine Aquivalenzrelation auf N, denn wegen e € G ist p
reflexiv, wegen ¢g~! € @ symmetrisch und wegen ¢,g, € G (fiir ¢,, 9, € Q)
auch transitiv (I/b!). Zwei Elemente stehen also genau dann in der Relation
o zueinander, wenn eine geeignete Permutation aus G' das eine Element in
das andere iiberfiihrt.

1.3.8. Definitionen. Die Aquivalenzklassen der zu p aus 1.3.7 gehérenden
Aquivalenzklassenzerlegung (vgl. A.1.3) von N heien die Bahnen (Orbits
oder Transitivitdatsgebiete) der Gruppe G. Jede Bahn kann in der Gestalt

a® = (@ | g € G)

fiir ein @ € N beschrieben werden. Die Anzahl der Elemente in einer Bahn
heilt die Ldnge der Bahn. Insbesondere heiflt die Permutationsgruppe
(@, N) transitiv auf N, wenn ganz N die einzige Bahn der Gruppe @ ist.
Andernfalls heilt G intransitiv.
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1.3.9. Beispiel. Essei W die Menge aller Dreiecke der Ebene, 4 die Gruppe
aller affinen Transformationen und P die Gruppe aller Ahnlichkeitstrans-
formationen der Ebene. Die Gruppe 4 ist transitiv auf W, die Gruppe P
dagegen intransitiv. Die Bahnen von P auf W sind die Teilmengen zu-
einander dhulicher Dreiecke, d. h. der Dreiecke, die in entsprechenden
Winkeln iibereinstimmen.

1.3.10. Beispiel. Die Gruppe der Deckabbildungen eines Rechtecks ist
transitiv auf der Menge der Eckpunkte des Rechtecks (vgl. 1.1.12).

1.3.11. Beispiel. Die Gruppe G = ((1)(2) (34), (12) (3) 4)) & S, (vgl.
1.3.5) ist intransitiv auf N = (1, 2, 3, 4}, denn N zerfillt in die Bahnen
{1, 2} und {3, 4}.

Wie in Beispiel 1.3.3 bereits angedeutet, ist die Menge G, aller Permu-
tationen aus (G, N), die ein bestimmtes Element a € N festlassen, eine
Untergruppe von @, wie man sich sofort mit dem Kriterium 1.1.11 iiber-
zeugen kann.

1.3.12. Definition. Die Untergruppe G, = {g € G | & = a} einer Per-
mutationsgruppe (@, N) heiflt der Stabilisator des Elementes a in G.

Bemerkung. Aus dem Zusammenhang wird im folgenden stets hervor-
gehen, ob es sich bei der Bezeichnung G, um einen Stabilisator oder um
einen Index (wie bei S,, 4,) handelt, so daBl keine Verwechslung zu be-
fiirchten ist.

1.3.13. Satz. Bs sei (G, N) eine Permutationsgruppe und B = N eine Bahn
von Q. Die Linge der Bahn ist dann gleich dem Index [G : G,] des Stabilisators
G, fiir ein beliebig gewdhltes Element a € B, d. k., es gilt |a%| = [G : G,] fir
alle a € N. (Bemerkung. Der Satz von LAGrRANGE (1.3.2) ldft sich in
diesem Fall auch als |G| = |a®| - |G,] (a € N) schreiben.)

Beweis. Wir wahlen a € B und zerlegen die Gruppe G in Rechtsneben-
klassen nach der Untergruppe G, gemall

G=G,uG,g, U -+ UGyg,.
BEs sei nun b; = a¢; dann besteht die Nebenklasse G,g; aus genau denjenigen
Pormutationen, die a in b; iiberfithren. In der Tat haben wir

gEGg; & Ih€EG,:g="hg; & a? = (a*¥ =b;, h = gg;!.

Folglich ist die Anzahl der Rechtsnebenklassen von G nach G, gleich der
Zahl der verschiedenen Bilder des Elementes @ bei Anwendung der Permu-
tationen aus @, also gleich der Lange der Bahn B, in der a liegt. §
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1.3.14. Beispiel. Wie in Beispiel 1.3.3 betrachten wir die Zerlegung der
alternierenden Gruppe G' = A({1, 2, 3, 4}) nach dem Stabilisator H = G,.
Die Rechtsnebenklasse Gyg; = {g3, ¢, 95} besteht genau aus den geraden
Permutationen, welche das Element 4 auf das Element 3 abbilden. In
analoger Weise lassen sich die tibrigen Nebenklassen charakterisieren (U/b!).

1.3.15. Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 1.3.6). Angenommen, es sei
H < A, eine Untergruppe der Ordnung 6. Dann kann H wegen 1.3.13
nicht transitiv iiber {1, 2, 3, 4} sein, da die Ordnung von H nicht durch 4
teilbar ist. Wenn H aber intransitiv ist, so kann H nur Bahnen der Linge
1, 2 oder 3 haben (es miissen Teiler von 6 sein!). Ist {2} eine Bahn der Linge 1,
dann ist H in dem Stabilisator (4,), enthalten, also wire |[H| < 3 (vel.
1.3.3). Ist {a, b} eine Bahn von H der Lange 2, so ist H in derjenigen Unter-
gruppe der ganzen symmetrischen Gruppe S, enthalten, welche die Teil-
menge {a, b} in sich iiberfiihrt. Diese Untergruppe hat, wie in 1.3.5 bemerkd,
die Ordnung 4, also wire |H| < 4. Hat H aber eine Bahn der Linge 3, so
hat H auch eine Bahn der Lange 1, und wir schlieBen wie oben. In jedem
Fall gelangen wir zu einem Widerspruch zu der Bedingung |H| = 6, d. h.,
A, hat keine Untergruppe der Ordnung 8.

1.4. Kombinatorische Eigenschatten von Permutationsgruppen

A. Transitive, reguliire nnd mehrfach transitive Permutationsgruppen

Nach 1.3.8 ist eine Permutationsgruppe (@, N) transitiv, wenn sich jedes
Element a € N in jedes andere Element b € N mit einem geeigneten ¢ € @
iiberfithren 1aBt (d. h. a® = N).

1.4.1. Satz. In éiner transitiven Permulationsgruppe (@, N) sind die Stabili-
satoren G, und Gy, béliebiger Elemente a,b € N isomorphe Gruppen (sie sind
sogar dhnlich, vgl. 1.1.18).

Beweis. Da @ transitiv ist, gibt es eine Permutation g, so daBl a? = b
ist. Die durch. 7, : k> g~'hg definierte’ Abbildung 7z, von @ in sich ist ein
Homomorphismus (vgl. A.2.5), denn es ist

7tg(hiha) = g1 (Rahe) 9 = (972h19) (97 hag) = 7y(h,) my(hs).

m, ist bijektiv (Ub!), d. h. ein Automorphismus. Es seinun € @,, d. h.
a* = a. Dann ist b9 = oM = a9 = b; also bildet n, die Gruppe @, in

3 Klin, Angewandte Algebra
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die Gruppe G, ab. Analog bildet » .. die Gruppe G in G5 ab. Damit sind
, und G, isomorph, denn ny ., ist die identische Abbildung. §

1.1.2. Definition. Eine Permutationsgruppe (7, N) heiBlt reguldr, wenn sie
transitiv ist. uud wenn der Stabilisator jedes Elenmeonts aus N die Einheits-
gruppe ist, d. b, G, = {e} fiir alle a € N.

1.4.8. Satz, Fiir jede requliire Permulationsgruppe (G, N) gill:
a) Keine von e verschiedene Permutation aus (7 hat esnen Fixpunkl.
by Die Ordnung der Gruppe G ist gleich threm Grad, d. k. |67} == |N|.

Beweis. a) folgt direkt aus der Definition.
b) Wegen der Transitivitit ist N {a7 | g € G}. Ist nun a¥ = a? fiir

g, g €6, so folgt 90" == a, d. h. g'g"! == e baw. g = g’ wegen der Regu-
laritit. Algo mull [N|  |G] sein. B

Die im Satz von CAYLEY 1.1.16 konstruierte Gruppe G* ist regulir (b1,
vgl. 1.1.17), d. h,, jede beliebige Gruppe Bt sich sogar als regulire Perm-
tationsgruppe darstellen.

1.4.4, Definition. Bine Permutationsgruppe (6, N) heillt k-fack transitiv,
kurz k-fransitiv, wenn es fiir je zwei Folgen a;, gy, ..., 0, und by, by, .., by
von je k verschiedenen Elemeuten aus N eine Permutation ¢ € ¢ gibt, so
dal af = by, af = by, ....af = b ist. Fiir & 22 2 heiflen k-fach transitive
Gruppen anch mekrfach transitiv. Die transitiven Permutationsgruppen im
Sinne von Definition 1.3.8 sind emufach transitiv (b == 1).

L4.5. Satz. Die symmetrische Gruppe S, st n-fock transitiv, die allernie-
rende Gruppe A, ist (n — 2)-fach transitiv. § (Vgl. etwa [75], UbY).

Die symmotrischen und die alternierenden Gruppen nennt man triviale
mehrfach transitive Permutationsgruppen. Nichttriviale mehrfach tran.
sitive Permutationsgruppen treten relativ selten auf (vgl. [75], {14]).

1.4.6. Beispiele. Uber dem Primkorper F, = {0, 1, ..., p — 1} der Cha-
rakteristik p (vgl. A.2.8) batrachten wir die Menge L(p} aller Lineartrans-
formationen der Form

Pan: Fp->Foixrrar 4 b

mit 4, b ¢ Fyund a0 (x € F,. alle Rechnungen in F, sind maodulo p zu
nehmen!). Das sind die sogenannten ganzen Lineartransformationen. Daun
gilt:

a) Jede Abhildung ¢, , mit @ == 0 ist eine Permutation anf F,.
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b) Die Menge L(p) bildet Leziiglich der Hintereinanderansfilhrunge (als
bindrer Operation) eine Gruppe.

¢) Die Grappe L(p) ist zweifach transitiv.

Zu a). Die Abbildung ¢, ist injektiv (und damit wegen der Endlichkeit
von F, auch surjektiv), denn fiir x, 2" € F, folgt ans ax ¢ b - az’ -+ b
sofort x == 2,

Zu b). Die Hintereinanderansfiihrung f = ¢, , 0 ¢, 4 ergibt wegen
2/ == (x¥as)Fet == (ax - b)¥ea = clax + bY 4 d
wieder eine ganze Lineartransformation, namlich
e (ac)x - (be - dy mit ac 40,

Zu c). Es seien x, 2’ und g, ' holisbige Elomentepaare ans F, mit & 4 &’
und y = y'. Dann gibt es ein ¢, , € L{p), das 2, 2’ in g, 3’ iiberfithrt: Wir
withlen namlich @ und b derart aus F,, daB

ar - b=y, ar’' 4 b=y’

wird. Dieses lineare Gleichungssystem iiber F, mit den Unbekannten a
und b ist auch wirklich eindeutig Joshar mit

a=(y—y)y@E—a) 40, b= (xy —ay)(x -2} 8

Zur Ihustration rechnen wir den Fall p = 5 durch. Die Gruppe L(5) hat,
das Einselement ¢, 4: x> 2, das die identische Permutation ¢ (0} (1)
(2) (3) (4) auf F, == (0, 1,2, 3,4} darstellt. Dem Element ¢, i -»x - |
entspricht beispielaweise die Permutation (01234). Analog finden wir die
restlichen Gruppenelemente ¢, ,:

P2 = (02413), Taa = (0143) (2),
s == (03142), @a,e += (0231) (4),
Pi.¢ = (04321), Paq = (0324) (1),
Pa0 = (0) (1243), g, = ((H12)(3),
Paa == (0132) (4), ¢y = (0) (14) (23),
Fre = (V214) (3), gy = (01) (24) (),
Pa.g = (0341) (2), @y = (02) (34) (1),
Pa. = (H23) (1), g4 = (03) (12) (4),
Fao (0 (IB42), @ == (4) (13) (2).
Die Ordnung von L(5) ist 20 (allgemein gilt [L{p)| = (p -~ 1) p).

3«
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B. Ahnlichkeit und Konjugtertheit

1.4.7. Definition, Zwet Permutationen g, und g, iiber derselben Menge N
heiBlen dhalich, wenn in ihren Zyklendarstellangen gleich viele Zyklen glei-
cher Linge vorkommen.

1.4.8, Beispiel. Die Permutationen ¢ = (1) (&) (34 5) (6789 10) und
gy == (1) (237 910) (4) (5 6 8) sind dhnlich. Sie haben jeweils zwei Zyklen
der Linge 1 und je einen Zyklus der Lange 3 und 5.

1.4.9. Dic Ahnlichkeit ist esine Aquivalenzrelation in der Menge aller Permn.
ttronen auf N. &

1.4.10. Definition. Bine Dermutation ¢, € S, hei8t konjugiert zu einer
Permutation ¢, € S, bheziiglich einer Permutationsgruppe G & S, (korz
konjugiert in (¥), wenn es ein Element ¢ € G gibt, so dall g7'g,9 = ¢, ist.

1411, Satz. In der Menge @ aller Elemente einer Permutalinnsgruppe (!, N)
sst die Konjugiertheit beziiglich ¢ eine Aquivalensrelation.

Beweis. Die Konjugiertheit ist reflexiv wegen g == ¢"1ge und ¢ £ G. ‘%ie
it symmetrisch, da aus g, == g-l9,9 sofort ¢, == gge¢™! = (¢71) " galg~
folgt. SchlieBlich ist sie anch transitiv, da aus ¢, == g-lg,q und gy = A~ ‘gab
(mit ¢, h € () anch folgt, daB gy == AW g g b == (gh) ! g,(gh) mit. gh € G
st B

1.4.12. Deofinition. Die zn der Konjugiertheitsrelation (beziiglich &)
gehdrenden Aquivalenzklassen von ¢ heiflen Klassen zueinander konjugierter
Elemente (kurz Konjugiertheitsklassen von (7).

Die Sprechweise ,zueinander konjugiert” (gegeniiber 1.4.10) ist wegen
1.4.11 frowohtfcrtigt Die Anzahl der Elemente ciner Konjugiertheitsklasse
wird in 2.4.3 beschrieben werden.

Der folgende Satz zeigt, daBl Ahnlichkeit nnd Konjugiertheit in §, nur
zweil verschiedene Seiten ein und desselben Sachverhalts sind (das ist aller-
dings nur bei den vollen symmetrischen Gruppen so; bei ahstrakten Grup.
pen verliert der Begriff Ahnlichkeit seinen Siun).

1.4.13. Satz, Zwei Permutationen g, g’ € S, sind genan dann in S, zueinander
konjugiert, wenn sie dhnlich sind.
Beweis. Wenn g und ¢’ ahnlich sind, etwa mit der Zyklendarstellung

] (g ..ap) (byby. . by -+ (.03,

2

g (atay. . .ap) (bibL.. b - (L),
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dann gilt fiir die Permutation

f Ay Gy ... byby byl €8
prtie ',‘"
aga,...agbiby ... b ... ...

e Bezichung g’ == f-gf. Dies folgt sofort aus der nachstehenden Regel
1.4.14. Aus dieser Regel folgt aber auch die- Umkehrang, daBl zueinander
konjugierte Permutationen stets dhnlich sind. §

L4t Tst g € S, in der Zyklendarstellung gegeben, so erhdlt man daraus die
Zyklendarstelluny von g = f=gf fiir ein [ € 8,, indem man f auf jede Zahl
in der Darstellung von g anwendet. ({’b1)

Bemeorkung. Der Satz 1.4.13 wird falsch, wenn wir anstelle der vollen
symmetrischen Grappe eine echte Untergruppe G o S, wihlen. Zwar sind
dann nach wie vor zueinander konjugierte Permutationen anch dhnlich, aber
es kann sein, dafl fiir ahnliche Permutationen g, §* € @ alle gecigneton f mit
g’ = f igf zwar in §,, nicht aber in (7 licgen,

1.4.15. Beispiel. In der alternierenden Gruppe 4, sind die Permutationen
g == (123) und g == (132) dhnlich. Sie sind aber nicht zucinander konjugiert
in Ay: In der T'at, wegen g’ = (132) == (213) = (321) gibt es nach der Regel

123 123 . 123
= == WA s Iy == — 3), fg o z (g ay .
h (1 32) (1)(23),/ (213) (12) (3), /s (321) (13} (2)

Alle drei sind ungerade (vgl. 1.2.9), liegen also nicht in 4.

. Der Zyklenzeiger von Permutationsgruppen

Um verschiedene angewandte Aunfgaben mit Hilfe gruppentheorctischer
Methoden zu ldsen, ist es nicht immer notwendig, tiber die betrachtete
Permutationsgruppe eine vollstindige Information in dem Sinne zn haben,
daBl man alle in ihr auftretenden Permutationen kennt. In Kapitel 2 werden
wir schen, daBl es in vielon Fillen geniigt, die Verteilung der Gruppenele.
mente auf die Ahnlichkeitsklassen zu kennen. Dazn wird der Zyklenzeiger
eingefithrt.

Es gei g € S, eine Permutation, in deren Zyklendarstellung 5, Zyklen der
Lange k auftreten, & == 1,2, .., #. Der Permmutation ¢ ordnen wir dann den
Ausdruek

g) = el - iy



38 1. Grundlagen aus der Theorie der Permutationsgruppen

zu, den wir den T'yp der Permutation g nennen und als Polynom in den
Unbestimmten z,, z,, ..., z, auffassen. Offenbar gilt fiir den Typ einer be-
liebigen Permutation g die Gleichung

h1l4+5-24 - Fjp-n=n.

1.4.16. Definition. Unter dem Zyklenzeiger (oder Zyklenindex) einer Per-
mutationsgruppe (@, N) vom Grad n versteht man das Polynom

1
Q)= — :
8O = 15 Z 0

d. h. das arithmetische Mittel der Typen aller Permutationen aus @G. Ge-
wohnlich wird der Zyklenzeiger in Normalform angegeben, d. h., man fait

alle ahnlichen Glieder zusammen und klammert den Koeffizienten I—;I
aus. Der verbleibende Koeffizient eines Typs ist dann gleich der Machtig-

keit der zu ihm gehorenden Ahnlichkeitsklasse. SchlieBlich werden die
Typen lexikographisch geordnet.

1.4.17. Beispiel. Wir berechnen den Zyklenzeiger fiir einige von uns schon
untersuchte Permutationsgruppen :

B(Ss) = 5 (3(0) + 8((12)) = 5 (@ + 20).

Mit den Bezeichnungen aus 1.1.17 haben wir (vgl. 1.3.4)

1 8 1
3(8:) = ry Z; 8(g:) = r (2} + 2172 + 2%y + 21%s + 73 + T)

1
=3 (23 + 3z,2y + 27).

Der Koeffizient 3 von z,x; sagt uns beispielsweise, dafl es in S; drei Per-
mutationen vom Typ z,z, gibt, d. h. drei Permutationen, deren Zyklen-
darstellung einen Zyklus der Liange 1 und einen.der Léange 2 hat (ndmlich

J2, J3s Ja)-

Blds) = 3 @+ 22).
1
12
A, hat also drei Ahnlichkeitsklassen mit 1, 8 bzw. 3 Elementen.

Bd,) = (21 -+ 8ayzy -+ 323)  (vgl. 1.2.14),
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1.5. Invariante Relationen von Permutationsgruppen

A. Grundlegende Definitionen

1.5.1. Unter einer k-stelligen Relation in (oder auf) einer Menge N versteht
man bekanntlich eine Teilmenge @ des k-fachen kartesischen Produkts N*
der Menge N (vgl. A.1.3). Von nun an werden wir Relationen meist mit
groBen griechischen Buchstaben bezeichnen. Die Elemente aus N* nennen
wir auch k-Punkie und bezeichnen sie hauptsichlich mit kleinen griechi-
schen Buchstaben. Ist &« = (ay, ..., a;,...,a;) € N¥, 80 heiBt a; die i-te
Koordinate des k-Punktes . Eine k-stellige Relation @ & N* heillt ants-
reflexiv, wenn die Koordinaten jedes k-Punktes aus ¢ paarweise verschieden
sind. Jede antireflexive Relation ist also h&chstens n-stellig (n = |N}).
Die Anzahl der k-Punkte in einer k-stelligen antireflexiven Relation kann
hdohstens n(n — 1) .-+ (n — &k 4 1) sein (Ub1).

Wir wollen nun die Permutationen g € S(N) auf der Menge N* operieren
lassen (man sagt auch, g induziert eine Permutation auf N*), und zwar
koordinatenweise geméalf

ot = (af,...,a% ..., af)

fir « = (ay, ..., @i, --., %) € N* und g € S(N). Ist & & N* eine k-stellige
Relation, so sei #7 = {o? | & € D).

1.5.2. Definitionen. Es sei & S N¥ eine k-stellige Relation und (G, N)
eine Permutationsgruppe. Dann heiBit & invariant beziiglich einer Permuta-
tion g € S(&N), wenn &9 — & ist (es geniigt, & = P zu zeigen, Ub!). Die
Permutation g nennt man dann einen Automorphismus von ®. Die Relation
@ heiBt snvariant bezilglich (G, N), wenn @ invariant beziiglich aller Per-
mutationen g € @ ist. Mit Inv (@, N) oder Inv @ bezeichnen wir die Menge
aller Relationen, die invariant beziiglich (@, N) sind. Die Menge der k-
stelligen invarianten Relationen von (@, N) werde mit k-Inv (G, N) be-
zeichnet, d. h., wir haben

Inv (@, N) = U k-Inv (G, N).

k=1
Aut P bezeichne die Menge aller Autormorphismen von @, d. h.

Aut & = {g € SN) | &7 = P}.
Fiir eine Menge M = {®,, ...,D,} von Relationen in N sei

2
Aut M = N Aut D;.

i=1
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Der Begriff des Automorphismus ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Be-
schreibung von Permutationsgruppen; haufig kann man eine Permutations-
gruppe (z. B. wenn sie sehr groB ist) nur dadurch angeben, dal man sie als
Automorphismengruppe von bestimmten (invarianten) Relationen be-
schreibt. In der Tat haben wir:

1.5.3. Satz. Es sei M eine Menge von Relationen in N. Dann ist Aut M eine
Permutationsgruppe auf N. B (Ub!, man zeige mit 1.1.11, daB Aut & eine
Permutationsgruppe fiir jedes @ < N* ist.)

1.6.4. Beispiel. Wie in Beispiel 1.1.12 seien N ={1,2,3,4} und
Q@ = ((1) (2) (3) (4), (12) (34), (13) (24), (14) (23)]. Betrachten wir in N die
zweistelligen Relationen

Ql = {(Ia 2)) (2’ 1)’ (3’ 4)’ (4-" 3)} ’ 453 = {(1: 2)» (2» 3)» (3: 4)» (4: 1)} ’

dannist @, € 2-Inv (@, N), aber @, ¢ 2-Inv (G, N) (wegen (1, 2)? = (2,1) ¢ P,
fiir g = (12) (34)).

1.5.6. Beispiel. Fiir N = F; = {0, 1, 2, 3, 4} und G = L(5) (vgl. Beispiel
1.4.6) betrachten wir die dreistelligen Relationen

D, ={(z.9,2)EN3|2=2y—1x], Pp={(z,9,2)EN3|2=2+1y)}.

Dann ist &, € 3-Inv (@, N), denn fiir alle (z, ¥,2) € ®, und alleg = ¢, € G
ist (z,9,2) = (2, ¢y, 2 ) mit 2’ =29 =ax+ b,y =yd=ay+0b, 2 =29
= az 4+ b. Daraus ergibt sich aber

2y — ' =2(ay + b) — (ax + b) =ally —z) + b =2/,

d. h. (2/, ¢/, 2’) € @, was gezeigt werden mufte.
Dagegen ist @, ¢ 3-Inv (G, N), denn es ist (1, 2, 3) € D,, aber fiirg = ¢, ,
€ @ erhalten wir (1, 2, 3)? = (2, 3, 4) 4 Py, weil 2 4 3 5 4 (mod 5) ist.

1.5.6. Beispiel. Wir wollen die Automarphismengruppe Aut @, fiir
P, = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)} aus Beispiel 1.5.4 berechnen. Man sieht
sofort, daB g = (1234) € S, ein Automorphismus von @, ist, folglich ist
auch {g, g3, g3, e} & Aut @,. Wir zeigen, dal es keine weiteren Automorphis-
men geben kann. Die Automorphismengruppe G = Aut @, operiert tran.-
gitiv auf N = {1, 2, 3, 4}, da die Potenzen von g die 1 in jedes andere Ele-
ment aus N iiberfiihren. Es sei nun 4 € @, ein Automorphismus aus G, der
die 1 festliBt. Dann laBt A auch das Element 2 fest, weil wegen (1, 2) € &,
auch (1, 2)» = (1, 2*) € P, sein muB, was nur fiir 2* = 2 méglich ist.

Véllig analog finden wir 3* = 3-und 4* = 4. Folglich ist A = e der iden-
tische Automorphismus, und wir erhalten als Stabilisator @, = {e}. Damit
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wird nach der Bemerkung zu 1.3.13 (Satz von LAarANG®) |G| = |19] - |G4]
= 4.1 =4,d.h., die Potenzen von g und nur diese bilden die Automorphis-
mengruppe der Relation @,:

Aut Oy = {e, g, g%, g°} = {e, (1234), (13) (24), (1432)}.

B. Die k-Bahnen von Permutationsgruppen

Um eine Ubersicht iiber die Menge Inv (@, N) zu bekommen, mufl man
faktisch alle invarianten Relationen beschreiben, die minimal beziiglich
der Enthaltenseinsbeziehung sind. Dafiir bendtigen wir einige Begriffe.

1.5.7. Definition. Wie in 1.5.1 gezeigt wurde, induziert eine Permutations-
gruppe (@, N) auch eine Permutationsgruppe (&, N*) auf Nt. Die Bahnen
(vgl. 1.3.8) dieser induzierten Gruppe (&, N¥) heilen k-Bahnen (oder k-Orbits)
von (@, N). Die Menge aller k-Bahnen bezeichnen wir mit £-Orb (@, N).

Fir @ € k-Orb (@, N) haben wir & = «¢ (fiir jedes x € P, vgl. 1.3.8),
also auch @9 = x6 — x¢ — @ fiir g € G, d. h., wir erhalten:

1.5.8. Satz. Jede k-Bahn einer Permutationsgruppe st eine invariante Rela-
tion dieser Qruppe, die unter allen invarianten Relationen minimal (beziiglich
Inklusion) ist, d. h. keine andere invariante Relation echt enthalt. B

1.5.9. Satz. Jede Relation @ € k-Inv (G, N) ldft sich als Vereinigung von
k-Bahnen der Permutalionsgruppe (@, N) darsiellen: & = a%. Es gilt
ik' Inv (G, -N)l — ~2[I:-Orb(0.ml. | a€d

1.5.10. Satz. Es sei P eine k-Bahn einer Permulalionsgruppe (G, N) und
o« = (ay, ..., a) € D. Dann 1st

1P| =[G : Go,. a1,

wobes G, , = G n---nG, sei; d.h., die Anzahl der k-Punkie aus P

sst gleich dem Index des Stabilisators G, , der Punktea,, ..., a; in der Gruppe
Q.

Beweis. Es sei H=G, , und g,¢' € G. Dann wird «f = " genau
dann, wenn ¢’ € Hg, d. h., wenn Hg = Hg' ist. Bei der Wirkung von G auf
den k-Punkt x geht also « in so viele verschiedene Punkte iiber, wie es
Nebenklassen von @ nach H gibt. il

1.5.11. Beispiel. Fiir N = {1, 2, 3, 4} und G = {(1) (2) (3) (4), (12) (3) (4),
(1) (2) (34), (12) (34)} (diese Gruppe begegnete uns schon in 1.3.5) ist
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2-0vdb (G, N) = {B,, B,, B,, By, B;, B;}, wobei

B, = {(1,1),(2,2)}, B=1{(3,4),(43)},

B, = {(3,3), (4, 4)}, Bs; ={(1,3,) (1,4),(2,3), (2, 4)},

B, ={(1,2), (2, 1)}, Bs={(3,1),(3,2),(41), (4 2)}.
Jede Bahn wird von jedem ihrer Elemente erzeugt; beispielsweise ist
By = (1, 3)? = (1, 4)¢ = (2, 3)¢ = (2, 4)¢. Indem man alle méglichen Ver-

einignngen bildet, findet man, dafl (gema8 1.5.9) die Menge 2-Inv (G, N)
ang 64 Relationen besteht (U/b!), davon sind 16 antireflexiv.

C. Operationen auf invarianten Relationen

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Operationen in der Menge aller
Relationen. Die einfachsten unter ihnen sind Durchschnitt, Vereinigung
und Komplementbildung.

1.6.12, Definitionen. Es seien @, &' & N* k-stellige Relationen, ¥ & N'
eine l-stellige Relation auf N und = eine Permutation auf der Koordinaten-
menge {1, 2, ..., k}. Wir definieren dann folgende neuen Relationen:
PP = {(a,...,a) € N¥| (a,,...,a) € P und (ay, ..., a;) € D'},
Pud ={(a,...u) E N |(a,,...,a;) € D oder (a,,..., )€ D},
P = {(a,, ..., &) € N*| (a,, ..., &) § D},
(P = {(@n; .- Bpa) € Nt | (ay, ..., a;) € D},
XY= {(al, ooy Qg bl,...~,bg.) € N‘+l | (al, ceoy a,,) € @ und (bl’ ooy b‘) € Y’},
pr® = {(a,...,ax_,) E N1 |Ja€N:(ay,...a_,a) €D}

(fir k = 1 sei pr & = 0),
VO = {(ay, ..., G, Ggyq) € N¥F1 | (ay, ..., @) € D, ay, € N}.
Dann sind @ n @’ und @ v D' Durchschnitt bzw. Vereinigung der Relationen
@ und @'; P ist das Komplement (Negation) von @; (D) = heilt die Rela-
tion, die durch Vertauschung von Koordinaten beziiglich x aus @ entsteht;
D x ¥ ist das kartesische Produkt; pr @ heiBt die Projekiion von @ (oder
die durch Streichen der k-ten Koordinate aus @ entstandene Relation); VP
ist die durch Hinzufiigen einer Koordinate aus @ entstehende Relation. Die

Gleichheitsrelation {(a,a)|a € N} (auch Diagonale genannt) wird mit 4
bezeichnet.
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Man sieht sofort anhand der Definitionen (durch einfaches Nachpriifen,
Ub!), daB folgendes gilt:

1.5.13. Satz. Betrachiet man Durchschnitt, Vereintigung, Komplement, Ver-
tauschung von Koordinaten, kartesisches Produkt, Projektionen oder Hinzu-
fiigen von Koordinaten fiir Relationen, die tnvariant fiir esne Permutations-
gruppe (Q, N) sind, so erhdlt man als Ergebnis wieder snvarianie Relationen
von (@, N). Die volle Relation N* und die Gleichheitsrelation sind invariant
fiir jedes (G, N).

Dieser Satz besagt also nichts anderes, als dafl die Menge Inv (G, N)
abgeschlossen ist gegeniiber allen Operationen aus 1.5.12 und stets 4 und
alle N* (k = 1, 2, ...) enthalt. In 1.5.17 werden wir eine Umkehrung dieses
Satzes kennenlernen.

1.5.14. Beispiel. Wir betrachten die fiinfstellige Relation
D= {(al’ a,, Gy, a, aa) € N°© | a,, Ay, a3 € N}'

Sie besteht aus n3 vielen 5-Punkten und kann als kartesisches Produkt
A x N X A beschrieben werden (Ub!). Nach 1.5.13 ist daher & invariant
fiir jede Permutationsgruppe (@, N). Da die Koordinaten 1 und 2 sowie 4
und b iibereinstimmen (aber sonst beliebig sind), wird @ auch mit
4({1, 2}, 3, {4, B})) (verallgemeinerte Diagonale) bezeichnet.

1.6.15. Unter dem Relationenprodukt (auch Komposition oder Faltung ge-
nannt) zweier zweistelliger Relationen @ und ¥ versteht man die zwei-
stellige Relation

Do ¥ ={a,b)e N*|dc€N:(a,c)€ Pund (c,b) € ¥}.

Man rechnet sofort nach (Ubl), daB Po ¥ = pr(pr((@)n)) gilt mit

O=P@PXYV)n(N xX4XN) und == (: gi;) Folglich ist das Rela-
tionenprodukt von invarianten Relationen @ und ¥ wieder eine invariante

Relation, d. h., 2-Inv (@, N) ist gegeniiber o abgeschlossen.

D. Die Siitze von Krasner

Bei der Betrachtung von invarianten Relationen entstehen zwei Grund-
fragen:

1. LaBt sich jede Permutationsgruppe durch invariante Relationen be-
schreiben, d. h. als Automorphismengruppe gewisser Mengen von Rela-
tionen auffassen?



44 1. Grundlagen aus der Theorie der Permutationsgruppen

2. Wie kann man feststellen, ob eine gegebene Menge von Relationen genau
alle Relationen enthalt, die invariant fiir eine gegebene Permutations-
gruppe sind?

Eine Antwort auf diese Probleme gab M. KrasNer (1912—1985) im
Jahre 1938 durch den Beweis der beiden folgenden Satze ([46]).

1.5.16. Satz. Jede Permutationsgruppe ist Automorphismengruppe esner
gewissen Menge von Relationen.

1.6.17. Satz. Bine Menge von Relationen in N besteht genau dann aus allen
invarianten Relationen einer Permutationsgruppe (G, N), wenn sie N (als
einstellige Relation) und die Diagonale A enthdlt und abgeschlossen ist gegen-
iiber den in 1.5.12 genannten Operationen.

Eine Menge von Relationen, die beziiglich der genannten Operationen
abgeschlossen ist, heiBt daher auch Krasner-Algebra (genaver Krasner-
Algebra zweiter Art, vgl.[68,1.1.8]). Mit den obigen Resultaten von KrRASNER
ist eine eineindeutige Beziehung zwischen den Permutationsgruppen und
den aus invarianten Relationen bestehenden Krasner-Algebren hergestellt.
Der Beweis von 1.5.16 wird sich automatisch aus dem Beweis von 1.5.20¢)
ergeben; den Beweis von 1.5.17 iibergehen wir, da er den Rahmen dieses
Buches sprengen wiirde (wir verweisen auf [10], [68, 1.3.5]). Die Operationen
aus 1.5.12 sind iibrigens nicht unabhéangig voneinander. Man kann bei der
Definition der Krasner-Algebren auch sparsamer vorgehen und eine klei-
nere Menge von Operationen auswihlen, die dennoch alle anderen durch
Hintereinanderausfithrung erzeugen (vgl. [68, §1.1]). Zum Rechnen mit
Relationen ist es jedoch vorteilhaft, moglichst viele Operationen zu kennen,
die invariante Relationen wieder in invariante Relationen iiberfiihren.

Bigenartigerweise wurden die Resultate von KRASNER seinerzeit kaum
zur Kenntnis genommen und gerieten in Vergessenheit. Erst als L. A.
Kavuznin (= L. A. KALoUININE) und seine Schiiler (vgl. [10], [40], [62])
sich in den 60er Jahren wieder den invarianten Relationen zuwandten,
konntén nicht nur einfachere Beweise fiir die Sitze von KrasNER gefunden,
sondern auch orste Anwendungen der Methode der invarianten Relationen
auf gruppentheoretische und kombinatorische Probleme angegeben werden.
Fiir die Entwicklung der Methode der invarianten Relationen waren auch
die versffentlichten Vorlesungen [76] von H. WIELANDT bedeutsam.

Es ist angebracht, an dieser Stelle einen kurzen Blick auf die Geschichte
der Theorie der Permutationsgruppen zu werfen. Der Begriff der
Gruppe war von dem franzosischen Mathematiker EvARrISTE GALOIS im
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Zusammenhang mit Untersuchungen zur Lésbarkeit algebraischer Glei-
chungen hoheren Grades in Radikalen eingefiihrt worden. Im 19. Jh. ver-
stand man unter einer Gruppe stets eine Permutationsgruppe, die gewisse
Relationen in einer gegebenen Menge festlat (wenn auch Mengenlehre und
Relationen damals noch nicht entwickelt waren). Nachdem Frrrx Krem
gein berithmtes Erlanger Programm verkiindet hatte, begann man sich ver-
starkt fiir Gruppen zu interessieren, die auf den Punkten eines festen geo-
metrischen Raumes operieren und gewisse Eigenschaften von Figuren dieses
Raumes festlassen. Zu Beginn des 20. Jh. nahm die Theorie der endlichen
Perinutationsgruppen eine stiirmische Entwicklung, und in dieser Zeit
wurden auch die heute klassischen Ergebnisse von W. BurnsmE, G. A.
MmLER und W. MaNrING erzielt. In der Folgezeit wirkten sich aufgetretene
ernsthafte Schwierigkeiten bei aufwendigen numerischen Rechnungen und
das Fehlen neuer Ideen hemmend auf die Entwicklung dieser algebra-
ischen Teildisziplin aus. Um die Mitte unseres Jahrhunderts entstand und
verhartete sich bei einigen Algebraikern die Meinung, da8 die Permutations-
gruppen eine Art Kinderschuhe sind, aus denen die Gruppentheorie erfolg-
reich hinausgewachsen ist. In den letzten 20 Jahren mufBlte dieser Stand-
punkt griindlich revidiert werden. Permutationsgruppen wurden wieder
von vielen Autoren studiert, die Zahl der publizierten Arbeiten stieg in
die Tausende. Ohne darauf einzugehen, wo die Griinde innerhalb der Grup-
pentheorie fiir diese stiirmische Entwicklung gelegen haben mégen, wollen
wir hier nur erwiahnen, daB genau in dieser Zeit auch das Interesse an Kom-
binatorik und ihren vielfiltigen Anwendungen zunahm, die sich rund um
die Kybernetik und. Informatik scharten (Graphen, Netze, Blockpline,
Automaten, Spiele, Codes, Versuchsplanungen, Permutationsnetzwerke
u.a.). Uberall hier entsteht namlich die Notwendigkeit, Potenzen von
Symmetrien, Identifikationen (Isomorphien), Abzahlungen zu studieren und
die Objekte eines gegebenen Wissensgebietes zu charakterisieren. Alle diese
angewandten Fragen lassen sich meist nicht 13sen, ohne Permutationsgrup-
pen heranzuziehen, welche gerade die Automorphismen dieser Objekte aus-
machen. Hinzu kommt noch, daB solche Probleme, die bislang wegen eines
gigantischen Rechenaufwandes unangreifbar erschienen, in unserer Zeit
durch den Einsatz von Computern leicht gelést werden konnen. In diesem
Zusammenhang wagen wir zu behaupten, dal gegenwirtig die Theorie der
Permutationsgruppen zum Kern der angewandten Algebra gehdrt. Wir
haben ihr in diesem Buch daher relativ viel Raum gewidmet. Die Sitze
von KrASNER und damit die invarianten Relationen bilden gewissermaBen
den ,;philosophischen Hintergrund* dieses Teilgebietes der Algebra. Sie
haben vor allem methodologische Bedeutung.
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Jede Krasner-Algebra besteht aus unendlich vielen Relationen. Man
kann jedoch zeigen, daB jede Krasner-Algebra schon von den antireflexiven
Relationen erzeugt wird. Da fiir endliches N auch die Menge der
antireflexiven Relationen endlich ist (vgl. 1.5.1), kann man sagen, daf} in
diesem Sinne auch jede Krasner-Algebra iiber N endlich ist. Permutations-
gruppen werden iiblicherweise sowieso als Automorphismengruppen eines
sehr kleinen Teils ihrer Krasner-Algebra dargestellt, namlich als Auto-
morphismengruppe einer oder mehrerer Relationen. Im Mittelpunkt der
Methode der invarianten Relationen steht daher gerade die Frage nach der
Auswahl dieser Relationen.

E. Die k-AbschlieBung von Permutationsgrappen

Nach dem Satz von KrasNErR (1.5.16) kann jede Permutationsgruppe
(G, N) als Automorphismengruppe gewisser Relationen in N aufgefalt wer-
den. Es ist praktisch immer wichtig zu wissen, wie kompliziert diese
Relationen sind. In erster Naherung kann man dabei unter Kompliziert-
heit die Zahl k der Stelligkeit der Relation verstehen. In diesem Zusammen-
hang erscheint die folgende, auf H. WIELANDT zuriickgehende Klassifizie-
rung der Permutationsgruppen natiirlich.

1.5.18. Definition. Eine Permutationsgruppe (@, N) heilit k-dquivalent
zu einer Permutationsgruppe (H, N), wenn k-Inv (G, N) = k-Inv (H, N)
ist; wir schreiben dann G ~s, H.

Damit ist eine Aquivalenzrelation in der Menge aller Permutationsgrup-
pen iiber N gegeben. Wegen 1.5.9 sind offensichtlich zwei Permutations-

gruppen genau dann k-aquivalent, wenn die Mengen der k-Bahnen beider
Gruppen gleich sind.

1.5.19. Definition. Die Gruppe (G'¥, N) = Aut k-Inv (@, N) heifit die
k-Abschliefung der Gruppe (@, N). Die Gruppe (@, N) heiBt k-abgeschlossen,
wenn G = G ist.

1.5.20. Satz. Es seien (G, N), (H, N) Permulationsgruppen.
a) (G, N) st k-dguivalent zu seiner k-Abschliefung: G =~ ) G'P.

b) H =~y @ & H® = G, Insbesondere folgt aus H =~ ;, G, daf H = Q¥
ist, d. h., unter allen zu @ k-dquivalenten Permutationsgruppen ist G'® die
gropte (beziiglich Inklusion).
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) SN)2EVDEPD ... 2V D AW =G fir n=IN|.

d) Ist (@, Ny = Aut M fiir eine Menge M von l-stelligen Relationen mit
1 < k,s0 9t G= QW

e) @® = Aut k-Orb (G, N) (statt k-Orb (G, N) kann man auch die
Menge aller antiveflexiven k-Bahnen verwenden).

Boweis. ) Es gt k-Inv Aut k-Ino (@, N) = k-Inv (G, N) [das folgt
aus den Elgenschaften der Operatoren Auf und Inv (Ub!, man zeige
Q < Aut k-Inv G sowie Q S Inv Aut @Q fiir beliebige Relationenmengen ¢
und schlieBe daraus Inv G 2 Inv Aut k-Inv G 2 k-Inv G). Damit ist a)
bewiesen.

b) Wir haben
H gy G o k-InvH = k-Inv @
= A® = @® = k.Jnv H = k-Inv Aut k-Inv H
= k-Inv Aut k-Inv @ = k-Inv G
=>H sy G.
Nun folgt H S G® aus H S Aut k-Inv H = HY = ¥,

o) Es sei @ € k-Inv (G, N). Dann ist V& € (k + 1)-Inv (G, N), und da
& — pr(VP)gilt, haben wir Aut & = Aut VP (wegen 1.5.13). Also ergibt sich

QW = Aut k-Inv G 2 Aut (k + 1)-Inv G = Q¥+,

Es bleibt noch @™ = @ zu zeigen (womit auch 1.5.16 bewiesen wird). Dazu
betrachten wir fiir N = {1, 2, ..., n} die n-stellige Relation

I'={(19,29,...m9) € N*|g€ Q)

(sie heiBt n-te Graphik von @). Wir haben I' = o@ fiir den n-Punkt « =(1,2,

.., 1), also ist I" eine n-Bahn von (G, N) (vgl. 1.5.7, 1.5.8) und damit in-
variant, d. h. I''€ n-Inv (G, N). Ist nun f € Aut I', so folgt «/ = (1/,2/, ..., n)
€ I', d. h., es gibt ein g € G mit o/ = of. Damit stimmen f und g auf allen
Elementen iiberein, d. h. f =g € Q. Zusammengefalit haben wir also
GC @™ =AutnInv Q@S AutI"' = G.

d) Wirhaben M S l-Inv G, also @ S Q) = Autl-Inv G & Aut M = G.
Daraus folgt G = G und wegen c) auch @ = G'¥.

e) folgt unmittelbar aus 1.5.9 und 1.5.13. 1
Nach Satz 1.5.20 ist jede Permutationsgruppe k-abgeschlossen fiir ein

gewisses k < n. Von besonderem Interesse ist die Frage nach dem kleinsten
k, fiir das eine gegebene Gruppe k-abgeschlossen ist.
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1.5.21. Beispiele. 1. Die symmetrische Gruppe S(&) ist 1-abgeschlossen,
denn es ist S(N) = Aut (N) (N € 1-Inv S(.N)).

2. Die alternierende Gruppe A4, ist (n — 1)-abgeschlossen. Es gilt
Aq Ag—9 Sa; da A, ebenso wie S, (n — 2)-fach transitiv ist (vgl. 1.4.5).
Deshalb ist 4, auch nicht (n — 2)-abgeschlossen (wegen 1.5.20Db)).

3. Es seien N = {1, 2,3, 4,5}, M = {4,5} und (G, N) = Aut (M). Da-
bei ist M als einstellige Relation aufzufassen. Weiter sei H = G n A(N) die
Untergruppe der geraden Permutationen von @. Dann ist H = {e, (123),
(132), (12) (45), (13) (45), (23) (45)}. Man kann nun leicht nachrechnen, daB

2-0Orb (G, N) = 2-Orb (H, N) = {®y, Py, D3, Dy, D5, Dy}
ist, wobei die ®; diejenigen zweistelligen Relationen sind, die als Graphen
in Abb. 3 wiedergegeben sind. Folglich ist (H, N) ~, (G, N), und die
Gruppe H ist (wegen H & G und 1.5.20b)) nicht 2-abgeschlossen. Fiir die
dreistellige Relation

P = {(1,2,4),(2,3,4), (3, 1,4), (2 1, 5), 3,2,5), (1,3, 5))

kann man jedoch nachpriifen (Ub!), daB Aut & — (H, N) gilt, also H eine
3-abgeschlossene Gruppe ist (wegen H, 3 = {e} folgte dies auch aus 1.5.22).

1

10
1
Q3 20 o3 20 A o3 20 3

3 2

50 4o s IX:9) ° o 50—%
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Abb. 3. Die 2-Bahnen von (@, N)

°

o-b

Inhaltsreichere Beispiele fiir k-abgeschlossene Gruppen werden wir
spater kennenlernen (vgl. etwa 3.1.2). Wie in 1.5.20¢) schon gezeigt wurde,
1a8t sich jede k-abgeschlossene Permutationsgruppe als Automorphismen-
gruppe von héchstens k-stelligen antireflexiven Relationen realisieren (bei
nicht antireflexiven k-Bahnen kann man namlich mit pr die iiberein-
stimmenden Koordinaten wegstreichen, ohne daf3 sich die Automorphismen-
gruppe andert). Daher beschrankt man sich beim Studium von Inv (@, N)
gewohnlich auf die Betrachtung antireflexiver k-Bahnen und auf die Ver-
einigung solcher Bahnen (vgl. 1.5.9). Diese Beschrinkung ist zudem
deshalb leicht handhabbar, weil die Menge aller antireflexiven Relationen
endlich ist. Fiir ¥ = 2 kommt man so zur Theorie der V-Ringe (vgl. 3.3).
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Der folgende Satz gibt eine niitzliche hinreichende Bedingung dafiir an,
wann eine Permutationsgruppe k-abgeschlossen ist.

1.6.22. Satz. Ist G, _, _, = le} fir eine Permutationsgruppe (G, N) und
gewisse a,,....,ax_, € N (k = 2), dann ist @ = G®_ 1 ([76], vgl. auch [58,
8.1.15)).

1.56.23. Definition. Es seien @,, ..., P, Relationen auf der Menge N. Wenn
sich die Relation & daraus durch Anwendung der in 1.5.12 beschriebenen
Operationen gewinnen 1a8t, so sagen wir, P 1aB3t sich (iiber N) aus @, ..., @,
ablesten und schreiben dafiir

{Dy, ..., D} |- D.

Der Satz von KrasNer (1.5.17) 1a8¢ sich nun auch so formulieren:

Fiir eine gegebene Megne {D,, ..., D,} von Relationen gilt: Jede Relation
& € Inv Aut {D,, ..., D,)} ist aus D,, ..., D, ablestbar (vgl. (58, § 2.1]).

Dieses Ergebnis zeigt, daB jede invariante Relation @ € Inv @ fiir jede
Gruppe G 2 Aut {(P,, ..., §,} bereits aus P,, ..., D, ableitbar ist. Auch der
umgekehrte Sachverhalt gilt: Ist {®,,..., )P, dann st Aul ®
2 Aut (D, ..., D,} (da P wegen 1.5.13 wieder invariant fiir Aut (D,, ..., D,}
ist).

Diese Beobachtungen haben viele Anwendungen. Wenn wir z. B. alle
k-abgeschlossenen Obergruppen (@, N) einer Gruppe (H, N) in S(N) finden
wollen (d.h. H € @ & S(N)), so geniigt es, in der Menge k-Inv (H, N)
die Ableitbarkeitsrelation zu untersuchen: Es sind alle paarweise nicht
auseinander ableitbaren Teilmengen von %-Inv (H, N) und ihre Auto-
morphismengruppen anzugeben.

Der Begriff der Ableitbarkeit hat eine sehr natiirliche Interpretation in
der Sprache der Pridikatenlogik. Man kann zeigen (vgl. etwa [568, §2.1],
daB sich eine k-stellige Relation @ genau dann aus &,, ..., &, ableiten
1aBt, wenn es einen Ausdruck (Foimel) A(P,, ..., D,; 2, ..., %) des Pradi-
katenkalkiils erster Stufe mit den freien Variablen z,, ..., z; gibt, so da3
(21 --., %) € D genau dann gilt, wenn A(®D,,..., D,; 2, ...,%) wahr ist.
Wir koénnen hier nicht genauer darauf eingehen, verweisen auf [58] und
bringen nur ein Beispiel.

1.5.24. Beispiel. Aus einer. zweistelligen Relation ¥ definieren wir die
zweistellige Relation & durch

(a,b) e Do Tc;,c€ENici,FA(a, ) EPA(,D)EY
Aa,cy) € PA(cy,b)e .

4 Klin, Angewandte Algebra
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Dann ist ¥ |— &. Die Relation @ kann man sich anschaulich als die Menge
aller Paare (a, b) € N* vorstellen, die in dem ¥ entsprechenden Graphen
durch wenigstens zwei verschiedene gerichtete Wege (vgl. A.3.7) der Lange 2
(nimlich @ - ¢, — b und @ — ¢, —> b) verbunden sind.

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen zu symme-
trischen Relationen.

1.5.25. Eine k-stellige Relation & heiflt symmetrisch, wenn (P)x = & fiir
alle Permutationen = € S({1, ..., k}) gilt (vgl. 1.5.12). In vielen Fillen sind
solche Permutationsgruppen interessant, die Automorphismengruppen
symmetrischer k-stelliger Relationen sind (fiir ¥ = 2 sind es ungerichtete
Graphen). In diesem Zusammenhang betrachtet man die Bahnen der Gruppe
(@, N) bei Wirkung auf die Menge P(N) aller k-elementigen Teilmengen
von N; diese induzierte Wirkung wollen wir zur Unterscheidung
mlt (@, P«(N)) bezeichnen, d. h., fiir M € P(N) und g€ @ wird

= {m? | m € M} definiert. Die Bahnen von (G -Pe(N )) heiflen die
symmetnswrten k-Bahnen der Gruppe (G, N).

1.5.26. Zwei k-Bahnen @&, ¥ einer Permutationsgruppe (@, N) heilen ver-
wandt, wenn eine aus der anderen durch Vertauschung von Koordinaten
hervorgeht, d. h., wenn ¥ = (@) = fiir ein = € S, gilt. Die Verwandtschaft
ist eine Aquivalenzrelation, man vernachlassigt sozusagen die Reihenfolge
der Koordinaten. Deshalb kann man die zugehérigen Klassen verwandter
k-Bahnen mit den symmetrisierten k-Bahnen identifizieren. Ist eine k-

Bahn von (@, N) symmetrisch, so ist sie mit keiner anderen k-Bahn ver-
wandt (nur mit sich selbst).

1.6. Symmetriegruppen geometrischer Figuren

A. Grundlegende Delinitionen

Wir betrachten Figuren @ in der Ebene bzw. im Raum und deren Eigen-
schaften bei Bewegungen der Ebene bzw. des (dreidimensionalen) Raumes.
Insbesondere wollen wir hier nur solche Figuren & betrachten, die man durch
eine endliche Menge V(@) von Punkten und gewissen geraden Verbindungen
zwischen diesen Punkten beschreiben kann, d. h., @ kann als symmetrische
zweistellige Relation @ C V(D) X V(P) aufgefaBt werden und ist damit
als Graph interpretierbar, dessen Eckpunkte in der Ebene bzw. im Raum
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vorgegeben sind. Dieser Graph der Figur & und die zweistellige Relation
gsollen ebenfalls mit @ bezeichnet werden (einer Verbindung der Punkte a
und b entspricht dabei eine ungerichtete Kante des Graphen & bzw. die
zwei Elemente (a, b) und (b, a) der Relation ®). Somit bezeichnet |P| die
Anzahl der gerichteten Kanten des Graphen & und stimmt mit der doppel-
ten Anzahl der ungerichteten Kanten iiberein.

1.6.1. Unter einer Symmetrie oder Deckabbildung einer ebenen geometri-
schen Figur verstehen wir eine Bewegung der Ebene, die diese Figur in sich
selbst iiberfiihrt. Analog wird der Symmetriebegriff fiir raiumliche Figuren
definiert (vgl. [50, § 13]). Die Menge aller Symmetrien einer Figur & be-
zeichnen wir mit I(®). Offensichtlich ist D(®P) beziiglich der Hintereinander-
ausfithrung von Symmetrien eine Gruppe, also eine Untergruppe der Be-
wegungsgruppe der Ebene bzw. des Raumes. In der Gruppe D(P) spielt die
Untergruppe D+(®P) aller gleichsinnigen Bewegungen eine Rolle (d. h. Trans-
lationen und Drehungen, aber keine Spiegelungen — dazu miifite die Ebene
bzw. der Raum ,,umgeklappt* werden). Sie wird oft Drehgruppe der Figur &
genannt, wihrend ganz D(®P) die Transformationsgruppe (oder Symmetrie-
gruppe) von P heilt. '

Wir interessieren uns im folgenden fiir die endlichen Transformations-
gruppen éndlicher Figuren .

5

A 4 8
b4l Abb.4
1 10 1

o T c

2

1.6.2. Beispiel. Die Figur @ sei das Rechteck ABCD aus Abb. 4. Dann
ist D(P) = le, 8, 83, 2o} und D*(P) = {e, zo}, wobei

e die identische Deckabbildung,

8, die Spiegelung an der Geraden 1,

8, die Spiegelung an der Geraden 2 und

zo die Drehung von & um den Punkt O um 180°

bedeuten (vgl. 1.1.12). Es ist V(P) = {4, B, C, D} und |P}| = 8,
D= {(A’ B)’ (B’ A), (B’ 0)’ (0, B)’ (0’ .D), (-D: C)’ (D’ A): (A! D)} .

4%
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1.6.3. Ist @ ein konvexes Vieleck, so entspricht jeder Bewegung g € D(®)
eindeutig eine Permutation y(g) auf der Menge V(&) der Eckpunkte von .
Bei dieser natiirlichen Abbildung g > y(g) von Bewegungen auf Permutatio-
nen entspricht der Hintereinanderausfiihrung von Bewegungen das Produkt
der entsprechenden Permutationen. Daher ist die Menge y(D) eine Permu-
tationsgruppe, die auf V(&) operiert, und y ist ein Gruppenhomomorphis-
mus. Es gilt sogar noch mehr:

1.6.4. Satz. Der Homomorphismus y aus 1.6.3 ist ein Isomorphismus.

Beweis. Es sei @ eine ebene Figur und g € Ker y, d. h. y(g) = e. Dann
ist g eine Bewegung, die alle Eckpunkte des Vielecks & festlafit. Unter
diesen gibt es wenigstens drei nicht kollineare. Da eine Bewegung der
Ebene eindeutig durch die Bilder von drei nicht kollinearen Punkten
festgelegt ist, folgt g — e, also Ker y = {e}, d. h., y ist ein Isomorphismus
(vgl. A.2.5). Im raumlichen Fall schliet man analog.

Fiir die Transformationsgruppe D(P) kinnen wir daher die Bezeichnung
(D(®), V(®)) verwenden, d.h. sie als Permutationsgruppe auf der Menge
V(®) auffassen (g und y(g) werden identifiziert). Nach 1.8.1 ist jedes g € D(%P)
(als Permutation auf V(%)) ein Automorphismus des Graphen & der Figur @.
Die Umkehrung gilt jedoch nicht im allgemeinen, da nicht jeder
Automorphismus durch eine Bewegung der Ebene induziert werden muf!

Betrachten wir noch einmal das obige Beispiel 1.6.2. Als Permutations-
gruppen sind dann

D(®) = fe, (4 B) (C D), (4 D) (BC), (4 C) (B D)
und
D*(®) = {e, (4 0) (BD)).

Dies hatten wir uns schon im Beispiel 1.1.12 iiberlegt. Da der Stabilisator
eines Punktes, z. B. D(®),, nur e enthalt, konnen wir 1.5.22 anwenden:
D(®) ist 2-abgeschlossen, d. h. auch als Automorphismengruppe von zwei-
stelligen Relationen beschreibbar; jedoch ist D(®P) < Aut (P), d. h., D(P)
ist echt in Aut @ enthalten (Ub!).

B. Diedergruppen

1.6.5. Definition. Die Transformationsgruppe eines regelméaBigen n-Ecks
(n = 3) heiBt Diedergruppe und wird mit D, bezeichnet.
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1.6.6. Satz. Die Ordnung der Diedergruppe D, ist 2n. Sie besteht aus n

Drehungen um die Winkel 0, 2m , 4n, ooy 2 — )=
n n n

an Geraden. (Bei ungeradem n gehen alle diese Symmetrieachsen durch je

einen Eckpunkt und durch den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite.

Bei geradem 7 geht die Halfte der Symmetrieachsen durch die Mittelpunkte

gegeniiberliegender Seiten, die andere Halfte durch gegeniiberliegende Eck-

punkte.)

und n Spiegelungen

Beweis. Dall mit den im Satz aufgezihlten Bewegungen wirklich alle
Bewegungen, die die Gruppe D, bilden, erfaBt sind, sieht man wie folgt. Es
sei H = @, der Stabilisator eines festen Eckpunktesa in der Diedergruppe
G = D,. Dann sind fiir ein g € H genau die folgenden zwei. Fille méglich:
Entweder lafit g mit a auch die beiden benachbarten Eckpunkte (das seien
b und c) fest. Dann ist g = e. Oder aber g vertauscht die Punkte b und ¢,
d. h., g ist eine Spiegelung an einer durch a gehenden Symmetrieachse.
Also ist |H| = 2, und wir erhalten |[D,| = |G| = |a€| - |G4] = n - 2 (gemaB
1.3.13 (Satz von LaarANGE) und weil @ transitiv ist, so daB |a®| = nist). I

1 1 2

Abb. 5
4 3 5 4

1.6.7. Beispiel. In Abb. 5 sind ein regelmaBiges Fiinfeck und ein regel-
maBiges Sechseck gegeben. Die zugehdrigen Diedergruppen bestehen aus
folgenden Permutationen:

Dy = {e, (12345), (13524), (14253), (15432), (25) (34),
(13) (45), (15) (24), (12) (3b), (14) (23)},

Dy = {e, (123456), (135) (246), (14) (25) (36), (153) (264),
(166432), (26) (35), (13) (46), (15) (24), (12) (36) (45),
(14) (23) (58), (16) (25), (34)).

Spiater benétigen wir den Zyklenzeiger der Diedergruppen. Wir wollen
ihn daher in expliziter Form angeben. Dabei spielt die Eulersche g-Funk-
tion eine Rolle. Bekanntlich ist ¢(n) die Anzahl der zu einer natiirlichen
Zahl n teilerfremden natiirlichen Zahlen, die kleiner als n sind. Ist
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n = py - p3* --- pi* die Primzahlzerlegung von =, so gilt

(-G~

(vgl. etwa [77]). Mit d | n wollen wir bezeichnen, daB8 d Teiler von = ist.
1.6.8. Satz. Der Zyklenzeiger 3(D,) der Diedergruppen D, tst gegeben durch

,

2n din
d+1

i( 'l'+nxlx’2”+297(d)x:’d) fir n=2m+41,
B(Dn)=‘

2n din

dw1l
\ d4=2

Beweis. Die Spiegelungen an Geraden liefern zum Zyklenzeiger offenbar
den Beitrag nz,x¥ fiir n = 2m - 1 bzw. malz?! - maP fiir n = 2m. Alle
Drehungen (vgl. 1.6.6) sind Elemente der zyklischen Gruppe der Ordnung =
und des Grades n. Ist g eine erzeugende Permutation dieser zyklischen

L(x’l‘ + matxd ! 4 (m + 1) 2D + 37 ¢(d) x:,"") fiir n=2m.

Gruppe, so hat g* (k= 1,...,7) die Ordnung d = — _ und be-
n geT(k, n)
steht aus 7 Zyklen der Lange d. Insgesamt gibt es ¢(d) Zahlen k mit

ggT(k, n) = %, d. h. ¢(d) Elemente der Ordnung d. Insbesondere gibt

es fiir n = 2m genau eine Drehung aus m Zyklen der Linge d = 2. Hier-
aus folgt die Behauptung. §

1.6.9. Beispiel. Die Zyklenzeiger der Diedergruppen D,g und D sind:

1
B(Dys) = 36 (#1® + 9325 + 1025 + 273 + 223 4 625 4 62,4),

1 )
B(Dus) = o5 (o1 + 452, + 20 +- daf +- 62} + Bl + 2.

C. Transformationsgruppen von Polyedern

Wir beweisen zunichst eine einfache, aber duBerst niitzliche Eigenschaft
der Transformationsgruppe eines beliebigen konvexen Polyeders.

1.6.10. Satz. Die Ordnung der Transformationsgruppe D(P) eines konvexen
Polyeders & ist hichstens so groff wie die doppelte Anzahl seiner ebenen Winkel
oder, was dasselbe ist, die vierfache Anzahl der ungerichteten Kanten bzw. die
doppelte Anzahl der gerichteten Kanten des Graphen @, d. h. |D(P)| < 2 - |D|.
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Beweis. Es sei @ ein konvexes Polyeder mit n Ecken, die wir mit den
Zahlen 1,2, ..., n numerieren. Die Anzahl der ebenen Winkel in der Ecke
+ sei mit a; bezeichnet. Wir wéhlen eine Ecke, z. B. Ecke 1, und drei von 1
ausgehende Kanten (1, ¢;), (1, ), (1, ¢3) des Polyeders, die zwei aneinander-
stofende Seitenflichen mit der gemeinsamen Kante (1,c,) begrenzen.
Wegen der Konvexitat liegen die Punkte 1, ¢, ¢,, ¢; nicht in einer Ebene.
Ist nun g € D(P), so ist g als Bewegung Her Ebene] bereits festgelegt, wenn
die Bilder von g auf den nicht komplanaren Punkten 1, ¢,, ¢,, ¢; bekannt sind.
Ist 19 = ¢, s0 miissen die oben betrachteten Kanten wieder in solche iiber-
gehen, die zwei aneinanderstofende Seitenflichen begrenzen, die vom
Punkt ¢ abgehen. Wahlt man ¢f unter den mit ¢+ verbundenen Punkten aus
(das sind a; Méglichkeiten), so gibt es fiir ¢{ und ¢§ nur noch zwei Méglich-
keiten. Also gibt es fiir jedes g mit 19 = ¢ hochstens 2a; Méglichkeiten, um
die Bilder von ¢,, ¢;, ¢; und damit ganz g festzulegen. Also ist |D(®))

n n
< J. 2a;. Es bleibt zu bemerken, dal } a; gleich |®| und gleich der Anzahl
i=1 i=1

der ebenen Winkel von & ist (U/51). i
1

N

5 Abb. 6

1.6.11, Beispiel. Das Polyeder in Abb. 8 ist aus zwei regelmaBigen Tetra-
edern zusammengesetzt. Die Transformationsgruppe D dieses. Polyeders
hat die Ordnung 12 und besteht aus folgenden Permutationen (von denen
die ersten sechs die Drehgruppe bilden):

e, (234), (243), (16) (23), (15) (34), (15) (24),
(23), (24), (34), (15), (15) (234), (15) (243).

In diesem Fall ist der Abstand von |D| = 12 zur oberen Schranke 2 - (3 4 4
44+ 4 4 3) =236 =4-9 aus 1.6.10 ziemlich groB. Die interessantesten
Fille, in denen diese Schranke erreicht wird, betrachten wir nun ausfiihr-
lich. (Es sei dem Leser empfohlen, sich fiir jede der obigen Permutationen
die zugehorige Bewegung des Raumes .geometrisch vorzustellen; so stellt
z. B. (15) eine Spiegelung an der Ebene (2, 3, 4) dar.)
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D. Die Symmetriegruppen der regelméfBigen Polyeder

Die Transformationsgruppen (Symmetriegruppen) der fiinf regelmafiigen
Polyeder werden in diesern Abschnitt einheitlich nach folgendem Standard-
schema abgehandelt: Zunachst werden die Ecken des Polyeders fest durch-
numeriert. Da die Auflistung aller Permutationen der Symmetriegruppen
zu umfangreich wire, beschrinken wir uns auf die Angabe: der Klassen
zueinander konjugierter Elemente (vgl. 1.4.12): Dazu wird fiir jede Kon-
jugiertheitsklasse je ein Reprasentant g ausgewahlt und die Maichtigkeit
¢(g) jeder dieser Klassen angegeben (aus g erhdlt man alle Permutationen
der zu g gehdrenden Klasse, wenn in der Zyklendarstellung von g die Ele-
mente durch solche ersetzt werden, die die gleiche geometrische Lage
zueinander haben). Die Elemente der Drehgruppe werden dabei zuerst
aufgefiihrt. In allen I'allen erhalten wir insgesamt 2|®| = 2¢ Permutationen
der Gruppe (D(di), V((D)), wobei ¢ die Anzahl der ebenen Winkel des Poly-
eders & ist. Nach 1.6.10 folgt hieraus, dal |D(®P)| = 2|P} ist und wir alle
Elemente von D(®) gefunden haben. Schliefilich werden wir die Zyklen-
zeiger der Transformationsgruppe bzw. der Drehgruppe des Polyeders &
berechnen (da konjugierte Permutationen den gleichen Typ haben, sind die
vorher gegebenen Informationen dazu ausreichend). Wir empfehlen auch
hier dem Leser nachdriicklich, sich den geometrischen Sinn aller in den
folgenden Beispielen aufgefithrten Permutationen vor Augen zu fiihren
(was ist welche Drehung um welche Achse, oder an welchen Symmetrie-
ebenen wird gespiegelt). Freilich lassen sich viele Permutationen, die un-
gleichsinnigen Bewegungen entsprechen, mit kombinatorischen oder alge-
braischen Hilfsmitteln wesentlich leichter handhaben. Die regelmafiigen
Polyeder (und ihre Graphen) bezeichnen wir nicht mit grofien griechischen
Buchstaben, sondern mit ihren Anfapgsbuchstaben J, ¥, 0, J, D.

1.6.12. Regelmdipiges Tetraeder J (vgl. Abb. 7):

g1 —=¢e, C(gl) =1
1
g = (234), C(gg) =8
gs = (12) (34), c(gs) =3
4 2
d 9. = (34), c(g,) = 6

Abb. 7 gs = (1234), c(gs) = 6.
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1
3(D()) = oL (2} + 623z, + 8x,2; + 322 + 62,)

B(DH) = <5 (of + Bz, + 3ad).

1.6.13. Wiirfel % (vgl. Abb. 8):

g = ¢, ¢(g) =1
g2 = (248) (375), clgs) = 8
1 2 g, = (15) (28) (37) (46), c(gs) = 3
W 7= (12) (46) (38) (87), c(g) = 6
: gs = (1258) (3674), c(gs) = 6
ST ae=(10)@1) 38) 45), clgy) — 1
7 6 g, = (16) (258743), ¢(g,) = 8
Abb. 8 go = (14) (23) (56) (78), c(ge) = 3
90 = (17) (26), c(gs) = 6

G = (1763) (2486),  c(go) = 6.

B(D()) = - (@ + bxted + 82le} + 1324 + Sayz, -+ 122;
. 1
B(D*(¥)) = o - (&} + 8zias + 92} + 6a)).

1.6.14. Regelmapiges Oktaeder © (vgl. Abb. 9):

g1 — €, c(gl) =1
g: = (24) (35), ¢(gs) = 3

gs = (2345), c(gs) = 6

4 4& 9y = (123) (456),  c(g) =8

AN L 0= (16)(23) 45), clg)) =6

V g6 = (16) (24) (35), clge) = 1
g7 = (16)’

¢(g:) =3
Abb. 9 gs = (16) (2643),  c(gs) = 6
go = (143625}, c(gs) =8

o = (25) (34)’ c(glo) = 6.
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- 1 .

3(D(0)) = 5 @t 8xtxy + Dxlad 4 623z, | Tx} + Bxyr -+ 82 + Bz
s 1 ,

8(1(0) = 57 (e} + 370r] + Bir, o+ G -+ Bal).

1.6.15. Regelmadfiges ITkosaeder J (vgl. Abb. 10):

g, = €, tlg) =1

ge == (23456) (789 10 11}, t(gq) = 24
gy = (12)(30) (4 1) (57) (810) (0 12), e(ga) = 16
gy (123)(467)(6118)(91012), ¢(gy) = 20

g =(112) (20 (310) 411) (BT) (68), ¢lgs) == 1

ge == (112) (21047690311 58), ¢(ge) = 24
g, = (1 9) (2 12) (3 8) (6 10), e{gs) = 15
Abb. 10 ge = (19312210) (487 11 6 5), clgy) == 20.
4 1 Al
AP = 120 (21 + 152828 -+ 24adz? + 1828 + 24xy7,g + 202 -+ 2023);

BD*(3)) = - (2}t + el + 1528 + 2000,

1.6.16. Regelmdfiges Dodekaeder D (vgl. Abb. 11):

Abb. 11

gy == €,

gs == (12345)(078910) (111213 14 15) (16 17 18 19 20),

gy = (12) (3 6) (4 11) (57) (8 15) (0 16) (10 12) (13 20) (14 17) (18 19),
ge == (25 0) (310 11) (4 16 7) (8 14 16) (9 20 12) (13 19 17),

g5 = (1 18) (2 19) (3 20) (4 16) (5 17) (6 13) (7 14) (8 15) (0 11) (10 12),
ge= (1193165182204 17) (614811 10137159 12),
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ge = (118) (2176195 13) (31211201090) (487 16815 14),
ogy) = 1, c(gs) = 24, c¢(gs) == 15, ¢(g,) = 20,
o{gs) = 1, t(ge) = 24, clg,) = 156, ¢lgy) = 20.

B(D(D) = - (33 + 202308 + tholed + 165 -+ W + Had 4 2ad);

3(p*(D)) = '615 (a3 -+ 20} 4 162)° + 24x3).

E. Invariante Relationen der Symmotriegruppen

Die Symmetriegruppen der regelméfigen Polyeder werden oft zur Losung
kombinatorisch-geometrischer Aufgaben herangezogen. Es liegt daher nahe,
die invarianten Relationen dieser Gruppen zu betrachten. Wir weisen
nochmal darauf hin, dal diein den Abb. 7 bis 11 angegebenen Darstellungen
der regelméBigen Polyeder auch als Graphen @ aufgefallt werden kdnnen
(als symmoetrische zweistellige Relationen auf V(#)), wie am Anfang von 1.4
(vor 1.6.1) erldutert wurde.

1.6.17. Wir geben zundchst alle antireflexiven 2.Bahnen der Transforma.-
tionsgruppen der regelmiBigen Polyeder an. Diese erhdlt man nach der
folgenden Methode: Fiir £ = 1,2, ... betrachte man die zweistollige Re-
lation ¥;(®) aller Paare (a, b) € V(®) X V(D) des Polyeders @, so dall die
Punkte ¢ und b den Abstand ¢ im Graphen @ haben (Adbstand heifit die
Anzahl der Kanten cines kiirzesten Weges zwischen a und b lings der Kan-
ten von @, vgl. A.3.8). Nun kann man aus 1.6.12 bis 1.6.168 (mit mehr oder
~ bei genligender geometrischer Vorstellungskraft — weniger Miihe) ab-
leiten, daB3 diese ¥;(®) 2-Bahnen von D(P) sind. Da jedes Paar (a, b) in
irgendeinem Y;(®) vorkommen muB, haben wir damit alle antireflexiven
2.Bahnen erfaBt. Im einzelnen ergibt sich:

a) Die Grappe D(7") hat nur eine antireflexive 2-Bahn, den Graphen
T = Y (T} selbst.

b) Die Gruppe I{@) hat zwei antireflexive 2-Bahnen, den Graphen
© = ¥,(0) und den ungerichteten Graphen W,(¢), dessen Kanten die Dia-
gonalen des Oktaeders sind.

¢} Die Gruppe D(%’) hat sclion drei antireflexive 2-Bahnen, da es in %
auch Punkte mit dem Abstand 3 gibt. Es sind der Graph % = W¥,(¥) sclbst,
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der Graph ¥,(%) der Flichendiagonalen und der Graph ¥,(%) der Raum-
dingonalen.

d) Ebenfalls drei antireflexive 2-Bahnen hat die Gruppe D(J): den
Graphen J = ¥,(J),den Graphen ¥,(J) der Diagonalen, die Ecken henach-
barter Flachen verbinden ((1, 8) ist z. B. eine Kante dieses Graphen) und
den Graphen ¥,(J) der Symmetrieachsen, die entgegengesetzt liegenden
Ecken {z. B. 1 und 12) verbinden.

e) SchlieBlich hat D{D) sogar funf antireflexive 2-Bahnen ¥,( D), ¥,(D),
Wy (D), VD), Ps( D). Bie werden durch die Paare (3, 2), (3, 1), (3, 6), (3, 15)
und (3, 20) reprisentiert (vgl. Abb. 11).

1.6.18, Satz. Die Transformationsyruppen der regelmifigen Polyeder ® € (7,
O, %W, 3, D} sind 2-abgeschlossen, und es gilt

D) = Aut &,

Beweis. Aus IH{®P) == Aul @ (== Automorphismengruppe des Graphen
®) folgt wegen 1.5.20d) die 2-Abgeschlossenheit von D(®). Wir wissen
schon, daB [D(P)] = 2¢ == 2|P| ist (siche 1.6.1D, 1.6.12—16) und daB
D(P) & Aul ¥ ist (vgl. Ausfiithrungen nach dem Beweis von 1.6.4). Um
D{P) = Aut P zu beweisen, genilgt es also, |Aut @] = 2|B| zu zeigen. Das
geschisht fiir alle Polyeder analog:

Wir betrachten fiir eine Kante (a, b) € ¢ den SBtabilisator @, , der Gruppe
G = Aut @. Dann gibt es genau eine nichtidentische Permutation g € G, ;,
nimlich die Spiegelung an der Symmetriecbene, die durch die Kante (a, b)
von @ geht. Also ist |G ,] == |{e, g}} = 2. Andererseits kann man durch ge-
eignete Drehung jede Kante in jede andere {iberfithren, d. b., die von (a, b)
erzeugte 2-Bahn (4, 5)° von @ enthalt alle Kanten, d.h. (s, b)¢ == &.
Nach dem Satz von LagraNor (in der Bemerkung zu 1.3.18) haben wir
dann fiir die Permutationsgruppo (@, V(®)?), die auf den Paaren aus V()
X V(@) operiert (vgl. 1.5.1), offenbar die Beziehung |G} = |(a, b)?| - |G
sz (@] - |Gyl = D]« 2, was zu beweisen war. il

Die Transformationsgruppen der regelmaBigen Polyeder haben also
sdmtlich eine bemerkenswerte Eigenschaft: Sie kdénnen als Automorphis-
mengrappen eines Graphen aufgefaBt werden. Der folgende Satz zeigt, daB
dies fiir die Drehgruppen nicht immer richtig ist.

1.6.19. Satz. Die Drehgruppen von Teiraeder, Oktaeder, Wiirfel und Iko-
saeder sind 3-abgeschlossen, aber nicht 2-abgeschlossen.
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Beweis. Man priift leicht nach, daB die Drehgruppen D*(®) der ge-
nannten Polyeder dieselben 2-Bahnen wie die jeweiligen vollen Transfor-
mationsgruppen IN®) haben. Folglich ist D*(®P) a4y, I(D), und D*(P)
ist nach 1.5.20b) nicht 2-ahgeschlossen. Im Beweis von 1.6.18 sahen wir,
daB der Stabilisator D{®P), , nur aus ¢ und einer Spiegelung besteht, also ist
DY (), ), = {e}. Nach Satz 1.5.22 folgt die 3- Abgeschlossenheit von D* (D). B

1.6.20. Satz. Die Drehgruppe D*( D) des Dodekaeders ist 2.abgeschlossen.

Beweis. Im Unterschied zur Gruppe (D) hat @ == D*( D) sieben anti-
reflexive 2.Bahnen (a, b)Y, deren Reprisentanten (a,5) die 2-Punkte]
(3, 4), (3, 5), (3, 8), (3, 11), (3, 16) und (3, 20) sind. Daher sind D*( D) und
D(D) nicht 2-dquivalent (vgl. 1.5.18). Aus ¢ < D(D) folgt aber G
o D{D)W = D(D), so dal [ID): GP] = 2 ist. Andererseits haben wir
[D(D): @] = 2, 8o dafl nach dem Satz von LaaraNer 1.3.2

2. (0] = [D(D)| = [D(D): (D] (AD[ 2 2. |GD] = 2. |}
folgt, also |@] = ["¥], d. h., @ = G® ist 2.abgeschlossen.

1.7. Operationen {iher Permutationsgruppen

In diesem Abschnitt wollen wir einige der fiir Anwendungen gebrauchlich-
sten Operationen iiber Permutationsgruppen behandeln. Kine Reihe von
Eigenschaften dieser Operationen erwahnen wir dabei allerdings ohne
Beweis (die als Ub! gekennzeichneten Aussagen sind jedoch leicht nach-
zurechnen). Worum handelt es sich bei diesen Operationen? Einigen (hier
zwei) Permutationsgruppen wird auf bestimmte Art und Weise eine nene
Permutationsgruppe zugeordnot (z. B. das direkte Produkt). Da wir es mit
Permutationsgruppen zu tun haben, miissen wir nicht nur eine Gruppe als
Ergebnis der Operation angeben, sondern auch die Menge, anf der diese
(iruppe operiert, und wir miissen genau zeigon, welche Permutation auf
dieser Menge jodes Gruppeneloment darstellt. Bei den Operationen direkte
Summe und direktes Produkt, Kranzprodukt und Exponentiation, die wir
untersachen, werden wir wie folgt vorgehen: Fiir ewei Permutationsgrappen
(G, Ny und (H, M) wird zunichst eine hereits aus der Gruppentheorie
bekannte Konstruktion auf die Gruppen & und H angewendet. Man erhilt
eine (abstrakte) Gruppe (aber noch keine Permutationsgruppe), z. B. das
direkte Produkt @ x H. Dann wird aus N und M eine Meuge (z. B. ¥ x M)
konstruniert und angegeben, wie jedes Element der ahstrakten Gruppe auf
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dieser Menge operieren soll. Dabei wird sich zeigen, da diese Wirkung tat-
sichlich eine Permutationsgruppe ist. Der Qrund fiir diese Vorgehensweise
liegt darin, daB ein und dieselbe abstrakte Gruppe auf verschiedenen
Mengen als Permutationsgruppe operieren kann. Wir trennen damit den
rein gruppentheorctischen Hintergrund der vorgestellten Operationen von
dem spezifisch permutationsgruppentheoretischen Teil ab (dadurch lassen
gich anch rein gruppentheoretische Sitze leichter anwenden).

A. Das direkte Produkt von (abstrakten) Gruppen

1.7.1. Es seien @ und H beliebige Gruppen {vgl. A.2.1). Dann kann man
auf der Menge G X H = {{g, ») | g € G, A € H} eine zweistellige Operation o
wie folgt definieren:

(7. By o (g', W) := (gg’, bh')

(g9’ bzw. hh' bedeuten das Produkt in & bzw. H). Ohne Mihe 148t sich
zoigen, daB @ x H mit der Operation o eine Grappe bildet (Ub!), die das
direkte Produkt von G und H genannt wird. Die Mengen @' == {(g, e}| g € ()
bzw. H' == {(e, B) | b € H) sind zwei zu G bzw. H isomorphe Untergruppen
von @ x H, sie sind sogar Normalteiler {A.2.4) (UbY).

Es gibt noch eine andere Mbglichkeit, das direkte Produkt zu definieren,
und zwar als Eigenschaft von Untergruppen.

1.7.2. Eine Gruppe (7 heiBt das direkte Produkt ihrer Untergruppe (' und
@', wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. @ und ¢ sind Normalteiler in .
2. & oG = {e} (e bezeichnet das Kinselement).

3. Jodes Element aus @ 148t sich als Produkt ¢’a’”’ mita' € G’ und a” € "'
darstellen,

Beide Definitionen (1.7.1 und 1.7.2) des direkten Produkts unterscheiden
sich (bis auf Isomorphie) nicht. Identifiziert man nidmlich ¢’ und H' aus
1.7.1 mit @ bzw. H, so ist @ x H tatsichlich das direkte Produkt (im Sinne
von 1.7.2) der Untergruppen @ und H. Umgekehrt ist das direkte Produkt
(im Sinne von 1.7.1) @' x Q" isomorph zu G (vgl. 1.7.2), wie aus der Kigen-
schaft a) des ndchsten Satzes folgt. Daher werden wir im weiteren die
Schreibweise ¢ == G’ x (7' auch verwenden, wenn @ das direkte Produkt
von Untorpruppen ist (im Sinne von 1.7.2).
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1.7.3. Satz. a) Jedes Element der Gruppe G = (I' X Q° lift sich eindeutiy
als Produkt a’a” mit o’ € Q' und 6" € Q° darstellen.
b) Jedes Element a’ € (¥ ist mil jedem Klement a” € 3 vertauschbar, d. k.,

Anhand der Definitionen lassen sich die folgenden Sitze nachpriifen.

1.7.5. Batz. a) Es seien 4 und B Konjugiertheitsklassen von G bzw. H.
Dann st AxB={lg,h)|g€ A, h€B) eine Konjugierthestsklnsse von
G X H. Jede Konjugiertheitsklasse von (0 % H ist in dieser Weise darstellbar.

b) Es seien p bzw. q die Anzahl der Konjugiertheitsklassen von G bzw. H.
Dann hat Q x H genau p - ¢ Konjugiertheitsklassen. B (Ub1)

Es ist eine wichtige Strukturaussage, wenn eine Gruppe das direkte
Produkt von Untergruppen ist. Als Beispiel zeigen wir den folgenden Satz.

1.7.6. Satz. Die Transformationsgruppen von Olklaeder, Wilrfel, Ikosaeder
und Dodekbaeder lassen sich jeweils als das direkte Produkt aus ihrer Dreh-
gruppe und evner Gruppe der Ordnung 2 darstellen.

Beweis. Fiir alle vier genannten Polyeder @ € {0, %, J, D} wird der
Beweis in einheitlicher Weise gefiihrt. Wir wihlen die Untergruppen
" = D*{(®) und (" = le, 25}, wobei 2z, die Zentralsymmetrie beziiglich des
Symmetriezentrums O des regelmiiBigen Polyeders @ sei (fiir einen Punkt
s ist i*e der an O gespiegelte gegeniiberlisgende Punkt; deshall ist der Be-
weis auch nicht auf das Tetrasder anwendbar, da dieses kein Symmetrie-
zentrum hat). Offenbar ist zo § DY (P), d. h. @' n G” == {e}. Andererseits sind
alle Produkte ¢'g” mit g’ € ' und g* € G” paarweise verschieden (das kann
man nachrechnen), so daB [(G"} = |(F]. |(7"] == n - 2 = [D(D)}, also
Q" = D(D) gilt. SchlieBlich kann man zeigen, daB ¢’ und * Normalieiler
von G)sind (@ ist Normalteiler, weil [ : ('] = 2 ist, und G” ist Normal-
teiler, weil z; mit allen Ebenenspiegelungen vertauschbar ist und D{®) von
allen diesen erzeugt wird). Gemdfl 1.7.2 haben wir D(¢#) == (' x Q. &

1.7.7. Bemerkungen. Es gilt (U/b!)
DO) 2 D(¥) 22 8, X 8y, D(O) 2 DYW) 2 8,
DIy D(D) oz Ag X Sy, DT ) DH(D) = Aq,
DT ) = S,.

Die Transformationsgruppen von Wiirfel und Oktaeder bzw. Ikosaeder
und Dodekaeder sind zueinander isomorph, weil € und ¥ bzw. J und 9
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dual sind (vgl. [50; S. 114, 116]), d. h., sie gehen jeweils auseinander hervor,
wenn man die Flichenmitten benachbarter Flachen miteinander ver-
bindet. Das Tetraeder J ist zu sich selbst dual. Fiir J gilt nicht 1.7.6, denn
die Gruppe D(J ) = 8, zerfillt nicht in das direkte Produkt zweier ihrer
Untergruppen (Ub!).

B. Dioe dirokte Summe und das direkte Produkt von Permutationsgruppen

Es seien (@, N) und (H, M) Permutationsgruppen. Dann kann die abstrakte
Gruppe G x H (vgl. 1.7.1) als Permutationsgruppe auf verschiedenen
Mengen operieren. Wir wahlen N u M (falls N n M = @ ist, anderenfalls
betrachte man die disjunkte Vereinigung) sowie N X M und erhalten Per-
mutationsgruppen, die hier zur Unterscheidung direkte Summe bzw.
direktes Produkt genannt werden.

1.7.8. Es sei N n M = 0. Jedes f = (g, h) € G X H lassen wir nach folgender
Vorschrift auf der Menge N u M operieren:

, [z" fir z€ N,
2 =
1z" fir ze M.

Dadurch wird f eine Permutation auf N u M, und (G X H, N v M) ist eine
Permutationsgruppe (U/b!), die auch mit (@, N) ? (H, M) bezeichnet wird
und direkte Summe von (G, N) mit (H, M) heifit.

1.7.9. Operiert f = (g, b) € @ X H auf der Menge N X M nach folgender
Vorschrift

(a,b)! = (a9, b%) fiir (a,b) € N XM,

dann ist dadurch eine Permutationsgruppe (G X H, N x M) gegeben (Ub!),
die das direkte oder kartesische Produkt von (G, N) mit (H, M) genannt und
mit (@, N)-x (H, M) bezeichnet wird.

1.7.10. Satz. a) Die direkte Summe (G X H, N u M) zweier Permutations-
gruppen (@, N) und (H, M) ist eine Permutationsgruppe der Ordnung |G| |H|
und des Qrades |\N| 4 | M|.

b) Das direkte Produkt (G X -H, N X M) ist eine Permutalionsgruppe der
Ordnung |G| - |H| und des Grades |N| - | M]|.

¢) Sind (G, N) und (H, M) beide transitiv, so st (G X H, N v M) intran-
sitiv, wahrend (@ X H, N X M) wieder transitiv ist. B (Ubl)



1.7. Operationen iiber Permutationsgruppen 65

1.7.11. Beispiele. Es sei (@, N) = (S({1, 2}), {1, 2}) und (H, M)
= (S({3, 4, 5}), {3, 4, 5}).

a) (X H,NuM) besteht aus den Permutationen (1) (2)(3)(4) (5),
(1) 2) (3) (45), (1)(2) (34) (5), (1) (2)(35) (4), (1)(2) (345), (1) (2) (354),
(12) (3) (4) (5), (12) (3) (45), (12) (34) (5), (12) (35) (4), (12) (345), (12) (354).

b) Bezeichnen wir zur Abkiirzung die Elemente (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 3),
(2, 4), (2, 5) der Menge {1, 2} X {3, 4, 5} der Reihe nach mit a, b, ¢, d, e, f, so
besteht (G' X H, N X M) aus den Permutationen (a) (b) (c) (d) (e) (f),

(@) (B) (d) (¢f), (ab) (¢) (de) (f), (ac) (B) (df) (e), (abo) (def), (ach) (dfe),

(ad) (be) (cf), (ad) (Bf) (ce), (ae) (bd) (cf), (af) (Be) (cd), (aecdbf), (afbdce). Man
mache sich klar, daB8 z. B. der Permutation (afbdce) das Paar (g, 4) € G x H
mit g = (12) und A = (354) entspricht.

1.7.12. Beispiel. Mit Z, bezeichnen wir die Menge der Restklassen modulo
n und mit (C,, Z,) die reguldre zyklische Gruppe der Ordnung n vom Grad n,
d. h., die Gruppe C, besteht aus allen Potenzen der Permutation

g = (012...n — 1). Wir wollen zeigen, dafl

(Cro» Zy1g) = (Cs, Zs) X (Cy, Zy) = (Cs X Oy, Zs X Z,)

ist. Genauer gesagt handelt es sich dabei nicht um eine Gleichheit, sondern
um eine Isomorphie (Ahnlichkeit). Man kann namlich Z,, mit Z; x Z,
identifizieren, indem jedem a € Z,, das Paar (a’, a") € Z; X Z, mit a’ = a
mod 5, 4" = a mod 2 zugeordnet wird (Chinesischer Restsatz). Wahlt man
g’ = (01234) € (Cs, Z;) und g" = (01) € (Cy, Z,), 8o operiert die Permuta-
tion (g’, g") € Cs X Cy auf der Menge Z; X Z, genauso wie die Permutation
g = (012...9) € Oy, auf der Menge Z,, (Ud!). Damit ist die Behauptung
bewiesen. (Bemerkung. Allgemeiner gilt: Sind @ bzw. H zyklische Gruppen
mit den erzeugenden Elementen g bzw. 4, deren Ordnungen teilerfremd sind,
dann ist @ X H eine zyklische Gruppe mit dem erzeugenden Element (g, 4)).

C. Das Kranzprodukt

1.7.13. Es seien (@, N) eine Permutationsgruppe und H eine (zunichst
abstrakte) Gruppe. Wir betrachten die Menge @ x H¥ aller Paare (g, «),
wobei g € @ und « € H¥ eine Funktion «: N> H ist, die jedem 7 € N ein
Element «(t) € H zuordnet. Dann 1a88t sich auf @ x H¥ eine binare Opera-
tion o wie folgt erklaren:

(9°,«")o (9" 0") = (g, «)

5 Klin, Angewandte Algebra



66 1. Grundlagen aus der Theorie der Permutationsgruppen

mit
g = ¢'9" (Multiplikation in G),
a: N > H:ir> o'(1) «"(9') (Multiplikation in H).

Eszeigtsich, daB G X H¥ mito eine (abstrakté) Gruppe?) ist (das Einselement
ist (e, x,) mit a,(i) = e, und zu (g, «) ist (977, &’) mit &'(5) = («(i°"))™? das
Inverse), Ub!. Ist N = {0, 1, ..., » — 1}, so schreiben wir fiir (g, «) € @ x H¥
auch (g, (ho, --., ka_1)), wobei h; = (i) € H (i € N) ist, und nennen dies die
Tabellenform von (g, «). In Tabellenform sieht die obige Multiplikationsregel
wie folgt aus:

(g" (h(;’ e h’;a—l)) o (g”r (ha” veey h;;’—l)) = (‘9’9’: (h’ {'):’, vy h:l—lh:;—l)ﬂ’)) .

Bemerkung. Fiir die obigen Definitionen ist es wichtig, daB} die Ele-
mente g € G auch Permutationen auf N sind. Die Gruppe G X H¥ mit der
Multiplikation o ist ein Spezialfall eines sogenannten halbdsrekten Produkts
Q@ » @ zweier Gruppen G und G’ (hier ist G’ = H¥) beziiglich eines
Homomorphismus ¢: @— Aut @ (hier wird jedem g € G der Automorphis-
mus ¢, von @ = H¥ zugeordnet; wobei g,(x): ¢ > &(#") ist). Als Multi-
plikation im halbdirekten Produkt von G, G’ hat man (g;, g;)© (92, g5)

= (9192, 91057).

1.7.14. Definition. KEs seien (G, N) und (H, M) Permutationsgruppen.
Jedem Element (g, «) der in 1.7.13 definierten Gruppe G X H¥ ordnen wir
eine Permutation A(g, «) auf der Menge N x M wie folgt zu:

@&, jY0) = (35, 7O fiir (i, ) € Nx M.

(Wir iiberlassen dem Leser den Nachweis, dafl A(g, x) wirklich eine Per-
mutation ist.) In Tabellenform sieht dies fiir (g, &) =. (g, (Bgs -« Py )) S0 aus:

(8, )1 = (9, ™).

Die Menge {A(g, ) | (9; «) € G x H¥} bildet eine Permutationsgruppe auf
N x M (Ub!), die das Kranzprodukt von (@, N) mit (H, M) heiBt und mit
(G, N)) (H, M)¥(kurz auch Gl H) bezeichnet wird. Die Permutation
A(g, «) werden wir auch einfach mit (g, «) bezeichnen, denn die Zuordnung
(g, ) = A(g, ) ist ein Gruppenisomorphismus (Ub!, die Homomorphie
folgt aus (i, JPON ) — (4o alid)Ag'e) — (iaa', j«(f)a’(i')) = (1, j)l((a.c)o(a'.a')))
und zeigt, wie die Gruppe G X H¥ (aus 1.7.13) als Wirkung auf der Menge
N X M betrachtet werden kann. Dabei heit G die aktive, H die passive

1) Diese Gruppe ist aber nicht das direkte Produkt (vgl. 1.7.1) von @ mit der direk-
ten Potenz H¥, das durch () = «'(s) a*(s) definiert wiire.
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Gruppe. (Eine andere Bezeichnung fiir das Kranzprodukt ist & wr H nach
dem englischen ,,wreath product.)

Aus der Definition folgt unmittelbar:
1.7.15. Satz. Das Kranzprodukt (G, N)} (H, M) = (G X H¥, N x M) hat

die Ordnung |G| - [H|"™ und den Grad |N| - |M|. Das Kranzprodukt transitiver
Permutationsgruppen ist wieder transitiv (Ub!). B

1.7.16. Beispiel. Das Kranzprodukt G} H mit (G, N) = (C,, {0, 1}) und
(H, M) = (C;, {0, 1, 2}) (vgl. 1.7.12) besteht aus 2 - 32 = 18 Permutationen
auf der Menge {0, 1} x {0,1,2}. Es sei C; = {e, g} mit ¢ = (01) und C,
= {e, h, h%} mit b = (012). Die Elemente von {0, 1} x {0, 1, 2} bezeichnen
wir folgendermafBen :

a =(0,0), b =(0,1), ¢ =(0,2),

a=(1,0), ¥=(1,1), ¢ =(,2).
In der Tabellenform hat jedes Element (f,a) von @) H die Gestalt
(£, (ho, hy)), Wobei h; = «(i) (i € N = {0, 1}). Wir geben hier zu jeder Ta-
bellenform die Zyklenzerlegung an:

(e (e, @) = () (B) () (@) B') ('), (9 (e, €)) = (aa’) (BD) (cc”),

(e, (, e)) = (abe) (a') (B') (¢'), (9, (b, €)) = (a’ad'bc'c),

(e, (82, €)) = (acd) (@) ') (¢'), (g, (B2, o)) = (@’ac’ch'D),

(¢ (& 1)) = (@) ®) () (@), (g, (& ) = (aa'Bb'cc),

(e, (B, k)) = (abe) (a'b'c’), (9, (B, b)) = (ab'ca’be’),

(e, (&2, b)) = (ach) (a'b'c"), (9, (32, B)) = (ac’) (ba’) (cb"),
(¢, (¢, B%) = (@) () () (a'c'®), (g, (&, b?)) = (ad’cc’BD’),

(e, (B, B2)) = (abc) (a'c’D’), (9, (B, B%) = (ab’) (bc") (ca’),
(e, (B2, B2)) = (ach) (a’c'd"), (9 (82, B2%)) = (ac’ba’ch’).

Das Ausrechnen vereinfacht sich durch die Beobachtung, daB

(f’ (ho» hl)) = (6, (hO) e)) o (8, (8, hl)) © (I’ (e’ 8))

gilt (f € G, hy, by € H). Diese Zerlegung ist, auch ein Schliissel zu einem
anschaulicheren Verstandnis des Kranzproduktes. Man stelle sich |N|
Kopien (hier [N|=2) der Elemente von M ={0,1,2} vor, z. B. K,
= {a, b, ¢} und K, = {a’, ¥, ¢'}. Die Elemente jeder einzelnen Kopie werden
gemal gewisser hy € H und h; € H permutiert (dem entspricht (e, (h, )

b*
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und (e, (e, h,))). Zum SchluB werden die Kopien als Ganzes gemaf der
Permutation f € G (auf den Indizes; dem entspricht (f, (¢, €))) permutiert.
Auf diese Weise entsteht jede der |H|'* .|@| Permutationen von G} H
(der Leser iiberzeuge sich davon anhand der obigen Liste aller Permuta-
tionen aus G} H). Im vorliegenden Beispiel ist H als Automorphismen-
gruppe des Graphen @, (vgl. Abb. 12) darstellbar. Nimmt man zwei Kopien
®,, P, dieses Graphen und betrachtet den Graphen &, u &, = @, so bildet
jeder Automorphismus von @ entweder jede Komponente auf sich oder eine
Komponente auf die andere ab. Man kann sich das auch so vorstellen, da3

b b

h A

a” c a (o
Abb. 12. Der Graph ® = @, u @, mit Aut & = C, ) C;

jede Komponente erst mit einem Automorphismus %, € Aut &, bzw.
h, € Aut O, permutiert wird und dann, falls nétig, die Komponenten noch
(mit der Permutation (aa’) (bb’) (cc’)) auf sich abgebildet werden. Dies zeigt
Aut ® = Cl Aut Dy = Cy 1 Cy =Gl H.

D. Exponentiation von Permutationsgruppen

Wir werden die Gruppe @ X H¥ nun auf einer anderen Menge, namlich M¥,
wirken lassen. M¥ ist die Menge aller Abbildungen f: N - M; falls N
={0,1,2,...,n — 1} ist, schreiben wir auch f= (b, b,, ..., b,,), wenn
f(3) = b; fiir ¢ € N ist.

1.7.17. Definition. Es seien (@, N) und (H, M) Permutationsgruppen.
Jedem Element (g, ) der in 1.7.13 definierten Gruppe G X H¥ ordnen wir
eine Permutation u(g, «) auf der Menge M¥ zu: Fiir f € M¥ gei

froeo: N—>M:a > (f(a"_'))“(""').
(Man zeige, daB u(g, «) eine Permutation auf M¥ ist, U/b!). Um die kompli-
ziert aussehende Bildung des Wertes f*@0.?(a) der Funktion f*-=) ¢ M¥
zu iiberschauen, bemerken wir, daB a*” € N, f(@") € M und «(a#”) € H
ist. Setzt man a¢ statt a ein, so erhillt man die etwas iibersichtlichere Defi-
nition

froa@) = (fl@).
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In Tabellenform mit (g, «) = (g, (ko, by, - .., Buy)) und f = (bo, by, ..., byy)
sieht diese Beziehung wie folgt aus (der Ubersichtlichkeit wegen bezeichne
0, 1", ..., (n — 1) die Werte 097, 177, ... (n — 1)97):

[ = (B, (by ), ...y (Bmony)hen).

Anschaulich bedeutet das: Wir nehmen die i-te Koordinate b; von f und
lassen auf sie die i-te Permutation ; aus der Tabellenform von (9, &) wir-
ken. Das Ergebuis kommt dann auf den Platz mit der Nummer ¢ (1 € N
=1{0,1,...,m — 1}).

Die Menge {u(g, «) | (9, «) € G X H¥} bildet eine Permutationsgruppe auf
MY, die Exponentiation von (H, M) mit (@, N) heiBt und mit (H, M)t (G, N)
(kurz H 4 G) bezeichnet wird (es ist auch die Bezeichnung [H]¢ iiblich). Die
Abbildung x: (g, &) > (g, «) ist ein Gruppenisomorphismus der (abstrak-
ten) Gruppe @ X H¥ (vgl. 1.7.13) auf H4{ @ (Ub!, besonders durch den
Nachweis der Homomorphieeigenschaft ,u((g, x)o (g, a')) = u(g, «) p(g’, «’)
kann man sich gut mit der Exponentiation vertraut machen). Daher kénnen
wir der Einfachheit halber statt u(g, «) auch wieder die Bezeichnung (g, «)
verwenden.

1.7.18. Beispiel. Wir verwenden die gleichen Gruppen (@, N) = (C,, Z,)
und (H, M) = (Cs, Z3) und die Permutationen g, » wie in Beispiel 1.7.16.
Die Elemente f = (f(O), f(1)) von M¥ = (0, 1, 2}{*) bezeichnen wir zur
Abkiirzung mit ay, falls f(0) = ¢ und f(1) = j ist (s, € {0, 1, 2}). Die 18
Permutationen (g, «) € H1 & (= @ X H¥) wirken dann auf M¥ = {ay |7,
€ {0, 1, 2}} wie folgt:

(e, (e, €)) = e (identische Permutation),

(e, (R, e)) = (@00%10%20) (F01%11321) (F02012822) ,

(es (B3, e)) = (@po@20%10) (@01321311) (Bpa2a@ya),

("" (e h)) = (@00201302) (@10@11212) (@0@21%23) ,

(3» (e, h’)) = (Go0B02001) (@10213011) (B20322221),

(9: (e e)) = (@g0) (@11) (322) (B01@10) (F02230) (1222,).

Die weiteren Permutationen der Gestalt (g, (ho, b)) mit ¢ € @, ko, b, € H
lassen sich daraus mittels

(9: (Po, hl)) = (e» (hos 3)) o (e, (e, hl)) o (q’ (e, e))
_gewinnen (vgl. 1.7.16), z. B. ist

. (g, (k, ha)) = (@00%21) (311302) (@22010) (Bo1) (213) (@20) -
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Um eine Vorstellung von Exponentiation zu bekommen, fragen wir nach
der Wirkung der drei speziellen Formen, aus denen sich alle anderen durch
Produktbildung ergeben. Fiir f = (by, b) = ay, € M¥ haben wir

(by, by Ye-hee)) o (b2, b,) (Wirkung auf erster Koordinate),
(by, by)e@h) = (b, BY)  (Wirkung auf zweiter Koordinate),
(Bo, by)#te0) = (b, by}  (Vertauschung der Koordinaten).
Man hetrachte also M¥ = {(by, b, ..., b,,) | b; € M} als einon |[N|.dimen-

sionalen Wiirfel (im Beigpiel haben wir ein Quadrat, da |N| = 2 ist) mit
|M| Punkten auf jeder Achse. Die Permutationen von H 1 0 wirken auf

(0,2} {1,2) (2,2}

S (2,1

\(1,0) (20)

Abb. 13. Der Graph ¢ mit Awd ¢ = C, 1 C,

diesem ,, Wiirfel* wie folgt: (e, (Ao, ¢, ...)) baw. (e, (e, Ay, ...)), ... permutieren
jeweils als Ganzes dic ,,Flachen‘ (hier sind es Achsen) parallel zu der
+Hlache' mit konstanter Koordinate b, == 0 bzw. b, = 0, ... geméB der
Permutation b, bzw. A,, ... aus H. Die Permutationen (g, (e, e, . ,.)) (g€ @)
permutieren dagegen simultan alle Koordinaten so, daB (b, &;,...) in
(bos, by, .. ) liborgeht (im Beispiel mit n = 2 ergibt sich fiir g die Vertau-
sochung der Koordinaten, d. h. die Spiegelung an der Hauptdiagonalen).
Jede Permutation (g, (ke, Ay, ..., B,y)) ans H 4 @ ist dann als

(6, (hor e, .., )} 0 (e, (¢, By, ..., €))0 -0 0 (e, (e, e, ... hy_y)) O (9. (e, e, ..., ¢))

darstellbar. Die ehen beschrichenen Bewegungen eines Quadrats mit den
Punkten {(by, by) 1 by, Uy € {0, 1, 2}} bilden beispielaweise gerade die Auto-
morphismengrappe des Graphen @ aus Abb. 13. Daher ist Aut ¢ = H 1 G
== 0y 1 €y (man veranschauliche sich alle Permutationen von C,1 C, an
Abhb. 13, Ubh,
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Aus den Definitionen folgt ohne Schwierigkeiten:

1.7.19. Batz. a) Die Exponentiation (H, M)t (O, N) = {(G x H¥, M¥) i3t
eine Permutationsgruppe der Ordnung |G} - |H|'™ vom Grad [M}1%,

b) Ist (H, M) transitiv auf M, so ist auch H 1 G transitiv auf M¥,
c) Als abstrakte Gruppen sind Kranzprodukt G} H und Exponentiation

H1 @ (sowie die Qruppe G x H¥ aus 1.7.13) isomorph. |

1.8, Aufgaben

1.

b.

10.

11.

12,

Fir jede der folgenden Permutationen g bestimme man den zugehdrigen Graphen
I’(g) (vg!. 1.1.3) und die Zyklendarstellung und zeichne die 2-Bahn (1,2)9 der von
¢ erzougten Grappe G == (g) als gerichteten Graphen (= biniire Relation):

| 123 486 7
A) g€ (S N), N == (1,23, 4]; b)gw(3 DA l)es,.

. Man stelle die Elemente der symmetrischen Gruppe (8, {1, 2, 3, 4]) als Produkt

der Transpositionen (12), (13), (14) dar.

Man zeige: Die alternierende Grupps A, (auf N == {1,2, ..., %)) lift sich or-
zeugen durch die Dreierzyllen (123), (124), ..., (12a). Inshesondere zeige maun
A, = ((123), (124)}.

Man zeige, duB die im Satz 1.1.18 konstruierte Permutationsgruppe (G*, )
regulir ist (vgl. 1.4.2).

Msn boweisa Satz 1.4.5.

Man zerlege die alternisrende Gruppe A, a) in Ahnlichkeitaklassen (vgl. 1.4.7);
h} in Konjugiertheitsklassen (vgl. 1.4.12).

. Sind g, ¢ € 8, &hnliche Permutationen, 8o sind die von ihnen erzeugten Unter.

grappen {(g) und (g") iihnlich {im Binne von 1.1.18).

a) Man geige, daB die Gruppe D, der Deckabbildungen eines Quadrats (mit
Eckpunkten 1, 2, 3, 4) von den Permutationon (13) und (14) {23) erzougt wird.
Man berechne den Zyklenzeiger 8(D;) und bestimme alle Untergruppen von
Dy. b) Man berechne die Zyklenzsiger 8(D,), (D).

Tst f{e, gy, ..., g;} ein vollstindiges Repriisentantensystem der Zerlegung einer

Gruppe ¢ in Rechtsnebenkiassen nach einer Untergroppe H, noist {e, ¢;%, ..., 0,7}

ein vollstindiges Reoprisentontensystem fiir eine Linksnebenklassenzerlegung,

Piir @ € N und eine Permutationsgruppe (¢, N) ist der Stabilisator @, eine Unter-
gruppe von @,

Man gebe alle 30 Untergruppen der symmetrischen Gruppe S, an (vgl. 1.3.5),
Man charakterisiere in Reispiel 1.3.14 alle Nebenklassen von ¢ nach 4.
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13.

14,

15.
14.

17‘
18.

Man zeige, dal der Batz von Laarawge fir Diedergruppen D, umkehrebar ist
(vgl. 1.6.5), d. k., zu jedem Teiler der Gruppenordnung gibt es eine Untergruppe
(die Grappe D, hat insgesamt d(n) 4 o(n) Untergruppen, wobei d(n) und o(xn)
die Anwahl bzw. die S8nmme der Teiler von n bezeichnen).

Die Anzahl der k-Punkte einer k-stelligen antireflexiven Relation kann hochstens
n(n — 1)« {n — k -4 1) sein.

Man baweire Satz 1.5.3.

Man bestimme alle 84 Relationen der Menge 2-Inv (G, N) im Beispiel 1.5.11.
Inshesonders charakterigiere man dabel die antireflexiven,

Man beweise Batz 1,6.13.
Aus den Relationen @, = ¥ = {1, 2,3, 4}, P, == A < Nund @, == {{1, 2}, (2, 3),
(3, 4), (4, 1)} <= N? bilde man {vgl. 1.5.12):

a) m,n@;, b) ¢’ u@‘, 0) “’m” (i) ‘p. x Ql x @’, ﬁ) ¢"‘ mit R == (12) € vS‘,
) pr &, g) VP, h) B, o By, {) P mit g = (12) € S, (vgl. 1.5.1).

. Man zeige k-Fnv Aut k-Inv (G, N) = k-bv (@, N) (vgl. Beweis von 1.5.20a).

Man zeige Aul @ =- (H, N} fir die Gruppe H und die dreistellige Relation &
aus 1.5.21,4.

. Man boweige die Bdtze 1.7.3 und 1.7.8.
22. Man beweise 1.7.7 und zeige, daB die symmetrische Gruppe INJ') == 8, nicht

in das direkte Produkt zweier ihrer Untargruppen zerfilit.

. Man weise nach, daB @@ x H¥ mit der in 1.7.13 definierten Operation o eine

Gruppe ist.

. Man gzeige, daBl a) gemiB Definition 1.7.17 dureh u(g, o) e¢ine Permutation auf

M¥ erklirt ist und b) durch die Abbildung u: (g, ) > p(g, &) ein Isomorphismus

von der {(abstrakten) Grappe @ x H¥ auf die Qruppe H 1 @ gegeben ist. ¢) Man
beweiss Satz 1.7.19.

. Fiir eine Permutationsgruppe (G, N) reige man: Ist @ € 2-Orb (G, N), so ist

I'glo) = {b | (a, b) € D} € 1.0vd (G, N), und jede 1.-Bahn des Stabilisators @,
iat als I'g(a) for eine geeignete 2-Bahn @ von (G, N) darstelibar.



2. Eintithrang in die Abzihlungstheorie

2.1. Das Lemma von Cauchy-Frobenfus-Burnside

A. Formulierung und Bewels des Lemmasg

2.1.1. Definition. Unter dem Charakter y(g) einer Permutation g € S(N)
der Menge N versteht man die Anzahl der Fixpunkte von g bei der Wirkung
auf N, d. h. die Anzahl der Zyklen der Linge 1 in der Zyklendarstellung
von g.

So ist beispielsweise y(g) = 2 fiir g = (1) (234) (5) € S;. Man bemerke,
da8 dhnliche und damit auch konjugierte Permutationen die gleichen
Charaktere haben (vgl. 1.4.7, 1.4.13).

Kennt man den Charakter aller Permutationen einer Gruppe (@, N),
so kann man sehr leicht die Anzahl #{@) der Bahnen von 7 in der Menge N
bestimmen. Der Satz, der diese Abzéhlung praktisch erméglicht, bildet
die Grundlage der gesamten Abzdhlangstheoric wnd ist in der Literatur
als das Lemma von BurNsioe bekannt; historisch zutreffender wollen wir
es das Lemma von Cavonry, FroseNtus und BURNSIDE nennen (vgl. 2.1.7,
Seite 791.).

2.1.2. Lemma von CAvoRY-FROBENTUS-BURNSIDE. Die Anzahl {0 der
1-Bahknen einer Permulationsgruppe G st gleich dem aritAmetischen Mittel
der Charaktere der Elemente von G, d. h.

1
m e ¥ .
HQ) Gl = 2(9)

Beweis. Wir betrachten einen Graphen @, dessen Knotenpunktmenge
aus zwel disjunkten Teilmengen, ndmlich N und @ besteht: V(®) = N v (.
Die Kanten E(®) des Graphen verlaufen nur zwischen den verschiedenen
Teilen, und zwar vom Knoten a € N zum Knoten g € ¢ genau dann, wenn
a Fixpunkt von g ist, d. h. E(®) = {{a,g) | a € N, g € G,). Wir ziihlen nun
die Anzahl |E(®P)] dieser Kanten auf zwei verschiedene Arten. Wir wihlen
zunichst ein festes g € @. Dann ist {a | (4, g) € E(P)} diec Menge der Fix-
punkte und hat z(y) Elemente. Es gibt also y(¢) Kanten, die zum Knoten g
fithren, d. h. |[E(®)| = } y(g9).

9€0
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Zum anderen wahlen wir ein @ € N. Dann ist G, = {g € G | (a, g) € E(D)}.
Es gibt also |@,] Kanten, die von einem Punkt a € N ausgehen, d.h.
|B(P)| = J |Qs|. Wenn a und b in der gleichen Bahn von & liegen (d. h.

aEN

a’ = b9, vgl. 1.3.8), so folgt aus dem Satz von LaGrANGE (vgl. 1.3.13)
|Ga} = [Gyl, d. h. J'|Gy| = |a®] - |Ga] = |G-

b€a®

Weil es {(G) Bahnen a€ gibt, folgt daraus sofort
|B(P)| = X 1Ga] = UG) - |G].

aEN

ZusammengefaBt erhalten wir
YG) - |G = |B(P)| = X 2(9),
geG

woraus das Lemma folgt. B

e g ¢ ¢ ¢ ¢
Abb. 14. Der Graph @ = {(a, ) | b € G}

2.1.3. Beispiel. Die zyklische Gruppe @ = {(g) < S, mi$, |
g—=(123456)(789) (10 11) besteht aus den sechs Elementen e, g, g*
g®, ¢4, g* (vgl. A.2.3). Abb. 14 zeigt fiir G den Graphen P, wie er im Beweis
von 2.1.2 auftrat (die Pfeile wurden weggelassen). Wir haben

S
yoy =L Z'x(g‘)=%(11+0-—|—2+3+2+O)=3.

6 ;=0

B. Allgemeines Anwendungsschema

In der Regel wird das Lemma von CaucHY-FRoBENTUS-BURNSIDE folgen-
dermaBen . in der Abzahlungstheorie angewendet. Zunéchst wird eine
Permutationsgruppe (@, N) eingefiihrt (die mit dem urspriinglichen Problem
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in Zusammenhang steht) und untersucht, danach wird aus der Menge N
eine neue Menge N konstruiert, und die Wirkung von @ wird auf N er-
weitert. Dadurch entsteht eine neue Permutationsgruppe ((7 ), die so-
genannte induzierte Permulationsgruppe. Auf diese induzierte Permuta-
tionsgruppe wird schlieBlich das Lemama angewendet, um die Anzahl #(&)
dér Bahnen von @ auf & zu finden (& wird so gewahlt, daB8 #({) die Lésung
eines:gostellten Problems ist). Dieses Schema erweist sich besonders dann
als effektiv, wenn sich die Charaktere der induzierten Permutationen aus
dem Zyklenzeiger der Gruppe (G, N), also ohne die explizite Form der
Permutationen selbst zu benutzen, berechnen lassen.

2.1.4. Beispiel. Es sei G = (g) die zyklische Gruppe der Ordnung 6 vom
Grad 11 aus Beispiel 2.1.3. G ist intransitiv und besitzt auf N = {1, 2, ..., 11}
drei Bahnen. Wir wollen an diesem Beispiel die Anwendung dés Lemmas von
CavuorY-FBOBENTUS-BUBRNSIDE demonstrieren, jedoch ohne den Hinter-
grund eines konkreten, ,,praktischen‘ Problems. Nehmen wir an, fiir ein
kombinatorisches Problem benétigten wir die Anzahl der antireflexiven
2-Bahnen dieser Permutationsgruppe (@, N). Dazu brauchen wir zunichst
dieneué Menge N = N*\ 4 = {(a, b) € N | @ 5= b}, die aus 110 geordneten
Paaren verschiedener Elemente von N besteht. LaBt man @ auf N operieren
(vgl. 1.5.1); so erhalt man die induzierte Gruppe (&, N), fiir die die Anzahl

5 .
Q) = % 7 %(g;) der Bahnen gleich der Anzahl der antireflexiven 2-Bah-
i=0

nen ‘von (@, N) ist (dabei sei §; die von g; = g* auf N induzierte Pérmu-
tation). Zur Bereohnung der Charaktere der induzierten Permutationeh §
bemerken wir, daBl &« = (a,b) € N genau dann ein Fixpunkt von § ist
(d.h. & = &), wenn a und b Fixpunkte von g sind (d. h. a? = a, b9 =b).
Daher ist

2(@:) = x2(9:) (2(9) — 1).
Folglich gilt t(('i')=%(11-10+04+2-1+3-2+2-1+0)=20.. Die

Gruppe (@, N) hat also 20 antireflexive 2-Bahnen. Um diese Anzahl zu
berechnen, muBten wir die 2-Bahnen selbst nicht Punkt fiir Punkt kennen.
Das ist eine fiir die Abzahlungstheorie typische Situation.

2.1.56. Beispiel. Wir wihlen n (n < 4) verschiedene Symbole und be-
zeichnen jede Seite eines Quadrates mit einem dieser Symbole. Es gibt dafiir
offenbar n* Moglichkeiten. Davon gehen einige durch Drehungen des Qua-
drats auseinander hervor. Wir stellen die Frage: Wieviel wesentlich ver-
schiedene (d.h. nicht durch Drehung auseinander hervorgehende) Mog-
lichkeiten gibt es, die Seiten eines Quadrates zu bezeichnen?
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Wir geben noch eine andere Formulierung dieser Aufgabe, die dadurch
vielleicht interessanter wird. Die beiden Diagonalen eines Quadrats teilen
dieses in vier Teildreiecke. Diese sollen mit » Farben gefarbt werden. Jede
solche Farbung wollen wir einen n-farbigen quadratischen Dominostein
nennen. Aufgabe. Man finde alle wesentlich verschiedenen Dominosteine!
Fiir n = 2 sind alle wesentlich verschiedenen Dominosteine in Abb. 15
wiedergegeben. Im Fall n = 3 gibt es 24 wesentlich verschiedene Domino-
steine (vgl. 2.2.3, Abb. 17), und es bedarf schon einer gewissen Anstrengung,
sie zu finden. Fiir n = 4 wird die Lésung dieser Aufgabe schon sehr auf-
wendig, wenn man alle Dominosteine explizit angeben will.

[l DA A L] DXT D

Abb. 15. Die sechs wesentlich verschiedenen zweifarbigen Dominosteine

Um nun eine Formel zur Berechnung der Anzahl der wesentlich ver-
schiedenen n-farbigen Dominosteine zu bekommen, gehen wir wie folgt vor:
Wir betrachten die Gruppe C, (vgl. 1.7.12) der Drehungen des Quadrats,
die wir als Permutationsgruppe auf der Menge {1, 2, 3, 4} der Seiten (bzw.
der Dreiecke) des Quadrats operieren lassen. Nun wird die Menge N aller n¢
moglichen Farbungen des Quadratseiten sowie die induzierte Gruppe C,
auf N betrachtet (ist f(i) die Farbe der Seite ¢ des Quadrats, so operiert
g € €, auf der Farbung f € N gemaB 7 (i) := f(s); dann ist ff wieder eine
TFarbung). Man sieht, daB die Anzahl ¢, = #(C,, N) der Bahnen von G,
die gesuchte Anzahl der wesentlich verschiedenen n-farbigen Dominosteine
ist. Wie berechnet man ¢,? Es sei § € ,. Dann laBt § eine Farbung f der
Quadratseiten genau dann unverindert, wenn fI(§) = f(i) ist, was mit
f(i%) = f(s) gleichbedeutend ist (i = 1, 2, 3, 4), d. h., die Seiten, die in ein
und demselben Zyklus der Permutation g auftreten, miissen die gleiche
Farbe tragen. Also ist

x(g) = 0o,
wobei ¢(g) die Gesamtzahl der Zyklen der Zyklendarstellung von g sei.
Nun kann man fiir C; = {e, b, 2, b} leicht den Zyklenzeiger (vgl. 1.4.16)
berechnen:

80D =+ (et o8 4+ 200 = L (250 4 200 1 g0 1 g0

PN
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Daraus folgt
2 xd) = 1 2 nfo = i(n‘ + n? 4 2n).
4 jet, 4 ec, 4
Insbesondere ist ¢, = 6, ; = 24 und ¢, = 70.
Wir konnen hier eine wichtige Beobachtung machen: Die gesuchte Anzahl
der Bahnen von C, kann man hier aus dem Zyklenzeiger von C, erhalten,
indem jede Variable mit dem Wert n belegt wird.

t“=

Als Ubung stellen wir noch eine ahnliche Abzahlungsaufgabe: Man
berechne die Anzahl der n-farbigen quadratischen Dominosteine fiir n < 3
beziiglich der ganzen Symmetriegruppe des Quadrats (das ist die Diedergruppe
Dy, vgl. 1.6.6), d. h., zwei Dominosteine werden als nicht wesentlich ver-
schieden angesehen, wenn sie durch eine Transformation aus D, auseinander
hervorgehen. Die Aufgabe besteht also darin, die Zahl #(D,, N) zu berechnen!

2.1.6. Beispiel. Auf cinem Schachbrett mit n X » Feldern sollen n Tiirme
so untergebracht werden, dafB sie sich gegenseitig nicht schlagen kénnen,
d. h., auf jeder Waagerechten und jeder Senkrechten darf héchstens ein
Turm sein.. Auf wie viele, wesentlich verschiedene Arten ist das mdoglich?
Dabei wollen wir zwei Turmverteilungen als dquivalent (d. h. nicht wesent-
lich verschieden) ansehen, wenn sie durch eine Symmetrie des Schachbretts
ineinander iibergefiihrt werden kénnen. Wir 16sen die Aufgabe fiir n = 4.
Die Symmetriegruppe des 4 X 4-Schachbretts ist die Diedergruppe D,,
betrachtet als Permutationsgruppe auf der Menge K der 16 Felder des
Brettes. Man iiberlegt sich leicht, da8 es insgesamt 4! = 24 Mdéglichkeiten
gibt, vier Tiirme so unterzubringen, daB sie sich gegenseitig nicht schlagen.
Diese Menge aller moglichen Verteilungen der Tiirme bezeichnen wir mit
K ; die Wirkung der Gruppe D, kann auf K ausgedehnt werden, denn jede
Transformation des Brettes ist zugleich eine Transformation der darauf-
stehenden Turmverteilung. Nun konnen wir das Lemma von CavoHY-
FrOBENTUS-BURNSIDE auf diese induzierte Gruppe (D,, K) anwenden. Dazu
berechnen wir die Charaktere der induzierten Permutationen. Wir haben
D, = {e, 8, 31, 83, 83, 7, 73, 3} (vgl. 1.6.8), wobei

e die identische Permutation,

8;, 87 Spiegelungen an Symmetrieachsen durch die Mitten gegen-
iiberliegender Seiten,

8y, 8 Spiegelungen an den Diagonalen,

r die Drehung um 90°

sind. Offenbar ist y(¢) = 24. Da s, eine Spiegelung an einer durch die Sei-
tenmitten gehenden Geraden ist, kann sie keine Verteilung der Tiirme fest-
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lassen, da sonst zwei Tiirme auf derselben Horizontalen (oder Vertikalen)
stehen miiBten. Folglich ist y(5,) = 0. Weiter ist y(f) = 2; wenn namlich
bei r eine Verteilung der Tiirme in sich iibergeht, so kann kein Turm in
einem Eckfeld stehen. Stellen wir in der ersten Zeile einen Turm auf eine
Nichtecke (das sind zwei Moglichkeiten), so ist damit die Stellung der
anderen drei Tiirme eindeutig bestimmt. Analog finden wir fiir r, = r®
(Drehung um 180°), daB y(F;) = 8. Schwieriger ist es, y(33) zu finden. Da &,
eine Diagonalenspiegelung ist, miissen wir zwei Fille unterscheiden: Erstens
kann in der ersten Zeile ein Turm auf der Symmetrieachse liegen. Fiir die
iibrigen drei Tiirme steht dann ein 3 X 3-Schachbrett zur Verfiigung (das
ergibt vier Méglichkeiten). Zweitens kann ein Turm in der ersten Zeile
nicht auf der Symmetrieachse liegen (drei Méglichkeiten), dann steht auch
der Standpunkt eines zweitens Turms fest, und es bleibt ein 2 X 2-Schach-
brett fiir die restlichen Tiirme zu betrachten. Damit findet man x(&;)
=4 4 3.2 = 10. Da konjugierte Elemente (ndmlich §,, §; sowie 3y, 3}
und ¥, #3) die gleichen Charaktere haben, liefert die Anwendung des Lemmas
2.1.2 nun

t(D‘)=%(24+2-0+2-10+2-2+8)=7.

Es gibt also sieben paarweise nicht aquivalente Stellungen; diese findet
man in Abb. 16. Die Tiirme sind dabei durch Dreiecke symbolisiert.

A A A A
A A A Al

A AII
Al [1a A A

Pz & Hs

A A A

—

A Al A

>

Abb. 18. Die sieben nichtiquivalenten Turmverteilungen auf dem
4 X 4-Schachbrett

Bemerkung. Die oben erwahnten konjugierten Elemente sind deshalb
in D, konjugiert, weil s,, s, sowie s,, &; und r, #3 schon in D, konjugiert sind
(man bemerke, daB s; und r, = r? ahnlich sind, aber dennoch nicht in D,
zueinander konjugiert sind, da ihre induzierten Charaktere y(5,) und y(¥s)
nicht iibereinstimmen). Fiir' groBe n ist die Berechnung der Charaktere der
Permutationen §,, ¥ und #, eine selbstandige kombinatorische Aufgabe, zu
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deren Losung rekurrente Relationen (vgl. [72, S. 148—151]) herangezogen
werden.

Wir fiigen hier noch eine Aufgabe als Ubung an: Man beweise, da8 man
auf einem 8 X 8-Schachbrett genau 5282 paarweise nicht aquivalente
Stellungen von acht sich gegenseitig nicht schlagenden Tiirmen finden
kann.

C. Anmerkungen zur Geschichte des Lemmas von
Cauchy-Frobenius-Burnside und seiner Anwendungen

2.1.7. Die angefiihrten drei Beispiele lassen schon erkennen, daf3 das Lemma
von CaucHY-FROBENIUS-BURNSIDE ein starkes Hilfsmittel fiir die Losung
kombinatorischer Aufgaben ist, bei denen es um die Berechnung der Anzahl
gewisser nicht aquivalenter Losungen geht.. Aus dem Blickwinkel der bei
der Anwendung dieses Lemmas entstehenden technischen Schwierigkeiten
lassen sich drei Schwierigkeitsstufen unterscheiden. In der ersten
Stufe 1at sich die Berechnung der Charaktere der induzierten Permuta-
tionen auf die Charaktere der Ausgangspermutationen zuriickfiihren. Im
zweiten Fall miissen bereits Informationen iiber den Zyklenzeiger der
Permutationsgruppe mit herangezogen werden. Schliefllich reicht zur
Losung von Aufgaben der dritten Schwierigkeitsstufe die Kenntnis des
Zyklenzeigers allein nicht mehr aus. Die Permutationen selbst miissen be-
kannt sein. Die Beispiele 2.1.4, 2.1.5 und 2.1.6 entsprechen gerade diesen
genannten Schwierigkeitsstufen.

In den letzten Jahrzehnten wurde eine spezielle algebraische Technik
zur Losung von Aufgaben der zweiten Schwierigkeitsstufe entwickelt. Die
Berechnung der Charaktere induzierter Permutationen ist damit weit-
gehend standardisiert. Im Mittelpunkt dieser Technik steht die Methode
von Pérya, auf die wir im nachsten Abschnitt zu sprechen kommen.
Grundlegend fiir die LSsung von Aufgaben der dritten Schwierigkeitsstufe ist
das Lemma von CAUOHY-FROBENIUS-BURNSIDE selbst. Etwa seit 1960 wurde
es iiblich, dieses zu Ehren des Algebraikers W. BurNsDE (1852 —1927),
der es 1911 in seinem Buch ,,Theory of groups of finite order‘‘ [13] publi-
zierte, nur als Lemma von BURNSIDE zu bezeichnen. Dieses Buch, das fiir
Generationen von Mathematikern zur wichtigsten Quelle iiber Permuta-
tionsgruppen wurde, bringt nicht nur Formulierung und Beweis dieses
Lemmas, sondern enthélt auch Satze und Aufgaben zur Anwendung des
Lemmas. Es ist woh! sicher, daB dieses Lemma erst durch Burnsiprs Buch
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zum Allgemeingut vieler Mathematiker geworden ist. Mathematikhistori-
sche Forschungen der letzten Jahre belegen aber, dal das Resultat iiber die
Anzahl der Bahnen von Permutationsgruppen bereits im 19. Jh. bekannt
war. Schon A. L. CavonYy (1789—1857) und G. FroeENIUS (1849—1917)
bezogen sich in ihren Arbeiten darauf, wenn auch Formulierung und Beweis
damals weniger durchsichtig waren als bei BURNSIDE. P. J. NEUMANN schlug
1979 vor [564], das Lemma von BURNSIDE in Lemma von CAUORY-FROBENIUS
umzubenennen. Wir sind der Ansicht, da8 wir dem historischen Verdienst
der Entdecker CAuorY und FROBENTUS und des ersten Verbreiters BURNSIDE
dieses ausgezeichneten kombinatorisch-algebraischen Resultats am besten
gerecht werden, wenn das I.emma die Namen aller drei Mathematiker tragt.
Zur Anwendung des Lemmas von CAvOHY-FROBENIUS-BURNSIDE in der
Kombinatorik verweisen wir auf die Literatur (z. B. [31]).

2.2. Grundlagen der Pélyaschen Abzihlungstheorie

A. Erzeugende Funktionen

2.2.1. Wir haben schon mehrfach von Abzahlungstheorie gesprochen und
wollen nun erst einmal die hierher gehérenden Aufgaben und Probleme
formal kennzeichnen. Wir nehmen an, uns interessieren alle kombinatori-
schen Objekte mit gewissen Eigenschaften. Eine erschopfende Information
iiber diese Objekte lat sich offenbar durch systematische Konstruktion
aller Objekte gewinnen. In diesem Fall sprechen wir von einer konstruktiven
Angabe oder konstruktiven Aufzahlung der Objekte. Bei Aufgaben dieser
Art st68t man jedoch haufig auf ernsthafte, meist uniiberwindliche Schwie-
rigkeiten. Das hingt damit zusammen, dal die Menge der erhaltenen In-
formationen und die Zeiten, die zum Erhalt oder zur Verarbeitung dieser
Informationen notwendig sind, sehr umfangreich werden kiénnen.

Daher interessiert man sich gewdhnlich nur fiir eine Gesamtinformation
iiber die gesuchten Objekte. Die erste, der Formulierung nach einfachste
Aufgabe dieser Art ist die Berechnung der Gesamtzahl ¢ der Objekte.
Ist die Zahl ¢ allerdings sehr grof}, so ist ihr genauer Wert eher von sport-
lichem als von praktischem Nutzen. Der genaue Wert von ¢ tragt dann
wenig zu einem Uberblick iiber alle Objekte bei: In diesen Fallen ist es
natiirlich, nach detaillierteren numerischen Informationen zu streben. Das
1aBt sich durch Klassifikation, d.h. durch Einfithrung einer Aquivalenz
in der Menge aller Objekte und durch Angabe der Machtigkeit jeder der
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zugehérigen Aquivalenzklassen erreichen. Besonders giinstig ist der Fall,
wenn die Aquivalenzklassen durch bestimmte Parameter (Zahlen, die ge-
wisse Eigenschaften reprasentieren) eindeutig charakterisiert werden kén-
nen. Hat eine Aquivalenzklasse dann die Parameter %,, ..., ,, so ordnen wir
ihr den Ausdruck z}izf---z¥ 2u. Dieses Monom in den Variablen z,, ..., 7,
ist sozusagen eine Codierung fiir die zugehorige Aquivalenzklasse (r; be-
deute eine Eigenschaft, k; den zugehérigen Parameter). Unter einer A4b-
zahlung kombinatorischer Objekte beziiglich einer Aquivalenzrelation ver-
stehen wir die Aufgabe, eine erzeugende Funktion fiir diese Objekte anzu-
geben, die wie folgt definiert ist.

2.2.2. Definition. Es sei M eine Menge von Objekten und ~. eine Aqui-
valenzrelation auf M. Jeder Aquivalenzklasse [a]_ = {b € M | b ~ a} sei
eindeutig eine Folge (k,, ..., ;) von Zahlen k,,..., %k €{0,1,2,3, ...} zu-
geordnet (r € {1, 2, ...} kann von a abhingen) und 4,; , sei die Anzahl
der Elemente dieser Aquivalenzklasse. Dann nennt man das Polynom

{ I
2 Ap, YT T

r

die erzeugende Funktion tiir die Aquivalenzklassen von ~ in M. Die Summé

ist dabei iiber alle (k,, k,, ..., &) zu bilden, die einer Aquivalenzklasse ent-
sprechen. (Bemerkung. Die Variablen z,, z,, ... bezeichnen wir manch-
mal auch mit anderen Buchstaben, z. B. z, 7, ...).

2.2.3. Beispiel. Wir kehren noch einmal zu der Aufgabe zuriick, alle
beziiglich der Drehgruppe des Quadrats paarweise nicht aquivalenten drei-
farbigen Dominosteine zu finden. In Beispiel 2.1.5 hatten wir vermerkt,
daB es 24 wesentlich verschiedene solcher Steine gibt. Diese sind in Abb. 17
dargestellt, wobei z, ¥, z die drei verschiedenen Farben bezeichnen. Ordnet
man jedem Dominostein das Tripel (%,, ks, k;) zu, wobei k,, k; bzw. k, die
Anzahl der Teildreiecke mit der Farbe 2, y bzw. z sei, dann ist das Polynom

flx, y,2) = 24 + 28y + 222 + 2® + y* + 2%y + 2% + 3%z + 3wy
+ 22222 4 3xyz? + 2y%% + 223 4 Y23 4 24

die erzengende Funktion fiir die Aquivalenzklassen der Dominosteine, die
gléich viele Dreiecke gleicher Farbe haben. Die Summe aller Koeffizienten
ist 24, also gleich der Anzahl der wesentlich verschiedenen Dominosteine.
Die erzeugende Funktion f(z, y, z) liefert vielgeitige Informationen iiber die
Struktur aller wesentlich verschiedenen Steine (u. a. 16st sie auch die Auf-
gabe, ihre Gesamtzahl zu bestimmen).

Hier erhebt sich die I'rage, ob es einen Algorithmus gibt, wonach. sich
die erzeugende Funktion rein algebraisch ohne konstruktive Angabe aller

68 Klin, Angewandte Algebra
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Objekte gewinnen 1aft. Eine positive Antwort auf diese Frage gibt die Ab-
zahlungstheorie, die Ende der 30er Jahre durch GEorG POLYA begriindet
wurde [67]. Wir wollen uns nun mit den Grundziigen dieser Theorie be-
schaftigen. Fiir eine erschopfendere Behandlung der Pélyaschen Methode
verweisen wir auf die Literatur (z. B. [31}, [29], [22)).

x 7| Bos vag
x Xx X XX sy X)Xyl X Y-

9”%

< b

Abb. 17. Die 24 wesentlich verschiedenen dreifarbigen Dominosteine

B. Zerlegungen und vertrigliche Mengen (Blicke)

9.2.4. Jeder Aquivalenzrelation entspricht eine Zerlegung (in die Aquivalenz-
klassen) und umgekehrt (vgl. A.1.3). Wir erinnern uns, eine Zerlegung einer
n-elementigen Menge N ist eine Familie u = {Mjy, ..., M,} von nichtleeren
Teilmengen von N mit folgenden Eigenschaften:

1. Jedes Element gehért zu einer Teilmenge, d. h. U M; =N.
i=1

2. Die Teilmengen sind disjunkt, d. h., fiir ¢ & j ist M; n M; = 8.

Es sei j, die Anzahl der k-elementigen Teilmengen der Zerlegung u.
Dann nennt man den Vektor

l(/‘) = (s Jas + s Ju)
den Zerlegungsvektor von u.

2.2.b. Definition. Eine Teilmenge A einer Menge N heiflt vertraglich mit
einer Zerlegung u von N oder Block von u, wenn fiir M; € uaus M;n 4 5 8
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stets M; S A folgt, d. h., entweder ist 4 = @ (trivialer Block) oder aber
A 148t sich als Vereinigung gewisser Mengen aus u darstellen.

Offenbar ist jedes M; € u ein Block von 4, und die Vereinigung von Blsk-
ken ist wieder ein Block.

2.2.6. Definition. Es sei a; die Anzahl der k-elementigen Blscke einer Zer-
legung 4 einer n-elementigen Menge N (k = 1,2, ..., n). Dann heiBt das
Polynom

n
Hz) =1 + 3 apz®
k=1
die erzeugende Funktion der Blicke von u (der Summand 1 entspricht dem
leeren Block).

2.2.7. Lemma. Die erzeugende Funktion der Blocke einer Zerlegung
u={My, My, ..., M,} von N ist gegeben durch

. I3
{€9) =;H (1 4 2%y,
=]
wobes j, die k-te Komponente des Zerlegungsvekiors () = (415 Jas - r Gu) o8t

(n = |N]).
Beweis. Ist [M;| —m; (i—1,2,....), so 1at sich das Polynom
f(@) = JT (1 + 2% auch als
@) =1 4 z™) (1 4 2™) - (1 + 2™)
schreiben. Liost man auf der rechten Seite die Klammern auf, so erhalt man

n
1+ ) ¥, wobei ¢, die Anzahl der verschiedenen Méglichkeiten ist, x*
k=1

alg Produkt gewisser ™, d. h. k als Summe gewisser m; darzustellen. Das
ist aber nichts anderes als die Anzahl der Méglichkeiten, Vereinigungen mit
k Elementen aus den Mengen M;zu bilden, d. h. die Anzahl der k-elementigen
Blécke von u. Also ist f(z) die erzeugende Funktion von u. R

2.2.8. Beispiel. Fiir N = {1,2,3,4,5,6) und u = {1}, {2, 4), (3, 5, 6))
ist j() = (1, 1, 1, 0, 0, 0), also

f@)=1+=2)@1 +x’)(1+x3)=1+w+x’+x’+z‘+x‘+x’+x‘
=142z 4 2% 4 22% 4 24 4 25 - 2°.

Die vertriaglichen Mengen, d. h. die Blscke von pu, sind @, {1}, {2, 4}, {1, 2, 4},
{3,5,6}, {1, 3,5, 6}, {2,4,3,5,6), {1,2, 3, 4, 5, 8). Diesen Blécken entspre-
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